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Typy matic e ¢tvercovd matice

e nulova matice

PETR ZEMANEK (SCI MUNI)

ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ

MATICE A VEKTORY

Vektor (velicina, kterd ma smér i velikost) je usporddana m-tice prvki
(nebo matice typu n x 1)

e hornt/dolnt trojuhelntkova

MATICE A VEKTORY

Matice Matice typu m x n je pravouhlé (nebo obdélnikové) schéma, které ma
m radkd a n sloupct
arg Ain
( U)j—f,. n
Am1 Qmn
Vektor

Vi

Vn

e jednotkova matice

e diagonalnt
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Souce A = (ai)i=1,...m: B = (byj)iz1,...,m. Pak soulet A + B je matice C
matic C =T =1 n
takova, ze
C= (Cii)i:y»---,m = (aij + bij)i_:u...,m (tj. po slozkach).
)=1..,m j=T1,...,
Nasobent A= (aii)iz1....m a x € R. Pak A je matice B takova, ze
ij yeues j
skalarem =1 n
B = (bii)i:h--,m = (Oéaij)i,:h...,m (tj. po slozkach).
j=T1,...,n j=1,...,m
Soudin
. A= (aij)izl,...,m, B = (bij)@zh
matic . j=1 =

yeoo
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n. Pak soucin AB je matice C takova,
P

= (aub1j + aizbaj + -+ - + Ainbnj)i=1,.
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Pravidla
pro pocitani
s maticemi

Obecné
neplati!

Transpono-
vana matice

MATICE A VEKTORY

Pro matice A, B, C vhodnych rozmért a «, 3 € R platt:

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C),
(A+B)C=AC+BC, AB+C)=AB+AC,
(AB)C = A(BC), «(BA)=(xB)A,

(x+ B)A = A+ BA, oA+ B)=aA + aB,
A(xB) = «(AB) = (xA)B

AB =BA (ani kdyz oba souciny existuiji)!

Je-li A = (aij)i.:%,_,_,m, pak transponovand matice k A je matice

j=1,...,m

kde by; ==aqaj3 proi=1,...n,j=1,...,m.
Pokud AT = A, nazyva se matice symetricka.

Plati:
(AB)T =BTAT
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Priklad

Priklad

Priklad

MATICE A VEKTORY

Sedtéte matice

3 4 1 -1 0 7
6 7 0]+ 6 5 1] =
-1 3 8 -1 7 0
1 2 3 . 3 6 _
o 2 =2 1 4)
Pro matice
2 3 1 4 . g
A=|0 -1 2 1}, B = 0
5 0O 6 O 1 1

vypoctéte AB a BA.

=) el

vypoctéte AB, BA a BTAT.

Pro matice
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Skalarnt
soucin

Vlastnosti
skalarniho

MATICE A VEKTORY

Pro vektory u,v € R™ definujeme (standardni) skalarni soucin jako

n
uw-v={(uv):= Zukvk =u'v.
k=1

(u,u) > 0 pro kazdé u e R™, (u,u) =0 <= u=0,

(u,v) = (v,u>, <U.—f—\),Z> — <LL, Z> + <V>Z>,

soucinu
(oau,v) = a{u,v) = (u,av), « € R,
(Au,v) = (u,ATv) pro A € R™",
Norma Norma vektoru u € R™ je definovana jako
vektoru
Jull = VW) = Jud +-+ul.
Vlastnosti
o, ful >0, =0 < u=0,
Jocu]| = fedfluf, «€R,
w4V < [[uff + (vl
[Hull = VIl < flu =il
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Odchylka
vektoru

Ortogonalni
vektory

Ortonormalnt
systém
vektoru

Priklad

Priklad

MATICE A VEKTORY
Dva vektory u,v € R™ sviraji thel 8 € [0, 7, pro ktery plati
(W, v) = [[uf[|[v] cos®.

Z vlastnosti funkce kosinus pak plyne
e 0 c[0,71/2), je-li (u,v) > 0 (tj. ostry uthel),
e 0 c (m/2,m, je-li (u,v) <O (tj. tupy thel),
e 0 =m/2, je-li (u,v) =0 (tj. pravy thel).

<u>v> =0

{fwry. .oy um) uy €R™
1, i=j

<ui)uj> — . .
0, 1#]

Uvazte krychli s délkou hrany a. Urcete odchylku télesové uhlopricky

od jedné z hran (vychdazejicl z téhoz vrcholu).

Uvazte ekonomiku s n komoditami, kde x; zna¢l mnozstvi i-té komodity.
Pripustte, Ze libovolna komodita miize byt dodana v libovolném mnozstvi,
tj. x; maze byt libovolné nezaporné cislo.
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@ MATICE A VEKTORY

2 HobNoST MATICE

@ SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
@ DETERMINANT MATICE

® ViASTNI CisLA

® DEFINITNOST MATICE

@ CHOLESKEHO ROZKLAD

® BLOKOVE MATICE

o) () = () () 6);

Sloupce (fadky) matice mizeme chapat jako vektory a linedrni neza-
vislost radk( matice pak znamend linedrni nezavislost vektort. Pomoci
tohoto pojmu definujeme hodnost matice.




Jak uréime
maximalnt
pocet
linearné
nezavislych
radka
matice?

PETR ZEMANEK (SCI MUNI)

HobNoST MATICE

Je zfejmé, Ze v nulové matici neexistuje zadny linearné nezavisly radek.
Hodnost nulové matice je tedy rovna nule. V dalsSim proto uvazujme
pouze nenulové matice, tj. predpokladejme, Ze je asponi jeden prvek této
matice nenulovy.

U matice 2 x 2 snadno pozndme, Ze jsou jejit radky linedrné zavislé.
Nenulova matice A typu 2 x 2 ma hodnost jedna, pokud je druhy radek
nasobkem prvntho radku, tj. matice je tvaru

(a1 agz2) [ a4n a2
A= = :
a1 az kajr  kaj:

kde k je néjaké realné cislo. V opacném pripadé ma A hodnost 2.
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Hodnost vs.
uprava
matice

Schodovity
tvaru

Prevod na
schodovity
tvar

A jak tedy
na hodnost
veétsich
matic?
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HobNoST MATICE

Hodnost matice se nezméni, jestlize:
e zaménime poradt radkad,
e vynasobime libovolny radek nenulovgm cislem,

e pricteme k danému radku (nebo odecteme od daného Fadku) libo-
volny nasobek jiného radku.

Rekneme, Ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A kazdy
nenulovy radek zacina vétsim poctem nul nez predchozi radek.

KKazdou matici [ze konecngm poctem elementarnich radkovych uprav
prevést do schodovitého tvaru.

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
radka.
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@ MATICE A VEKTORY

©® HobNOST MATICE

'3 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
@ DETERMINANT MATICE

® ViASTNI CisLA

® DEFINITNOST MATICE

@ CHOLESKEHO ROZKLAD

® BLOKOVE MATICE

Obecné (tj. nezavisle na poctu linedrnich rovnic a poc¢tu nezndmych) jsou
mozné tri pripady:

e Systém rovnic ma pravé jedno reseni.

e Systém rovnic ma nekonecné mnoho resent.

e Systém rovnic nema zadné fesent.

Jak ale pozname, ktery z téchto pripadi nastane?




SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Studujme Maticl systému (1) nazgvame matici
matice!
ajr a2
az;y  azz
A =
A1 Ak2

Ain
arn

Axn

RozSifenou matict systému (1) nazgvame matici

LRI Redeni systému se nezméni, jestlize:

eliminaént

e zaménime poradt rovnic,
metoda

a;r a2 Qin by
az az an by
Ak Qk2 akn  bi
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
Frobeniova Systém linearnich rovnic ma resent (tj. alespoii jedno) pravé tehdy, kdyz
veta je hodnost matice systému rovna hodnosti rozsirené matice systému.
Dasledek Systém k linearnich rovnic o n neznamych ma jediné resent, jestlize je
hodnost h matice systému rovna hodnosti rozsifené matice systému a
navic je rovna poctu neznamych n, tedy h =n.
Disledek

Systém k linearnich rovnic o n neznamych ma nekone¢né mnoho resent,
jestlize se hodnost h matice systému rovna hodnosti rozsirené matice
a navic je tato hodnost menst nez pocet neznamych, tj. h < n. V tomto
pripadé lze n —h nezndmych volit libovolné.

e vynasobime libovolnou rovnici nenulovgm cislem,
e pricteme k dané rovnici libovolny nasobek jiné rovnice.

Témito Upravami prevedeme matici systému na schodovity tvar a z né;
jiz dokadzeme snadno vypocitat fesent.
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Vyreste soustavy rovnic

(a) x—2y+ z=1,
—x + 3y + 2z =0,

2x — y+5z=>5.

(c) X1 — X2+ X3—X4 = 2,
X1 — X2+ x3+x4= 0,
4x4 —4X2+4X3 = 4

)

—2x7 + 2xp — 2x3 + x4 = —3.

Zpét k lineadrnt (ne-)zavislosti

1 4
2], (5
3 6

@ MATICE A VEKTORY

@ HobpNOST MATICE

@ SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
‘4 DETERMINANT MATICE

® ViASTNI CisLA

@® DEFINITNOST MATICE

@ CHOLESKEHO ROZKLAD

® BLOKOVE MATICE

)

3x1 — 2x3 — 3x3 + 4x4 = —2,

X1+ X2— X3+ xq= 2

X2 + x4 = 1,

X1 — X3 = 1.

(d) X+ y—2z=2,

2x + 2y + 3z =3,

5x +5y +4z=1.
7
8
9




IDETERMINANT MATICE

Determinant Determinant ctvercové matice A = (ay;) typu 1 x 1 je cislo det A (téz
matice |A|) dané vztahem

det A =deta;; = ajg.

Determinant ¢tvercové matice A = (aij) typunxn, n > 2, je cislo det A
(téz |A]) dané vztahem

detA =aj;;detA;; —ajpdetAqp + -+ + (—1)n+](11n det A, =

n

=Y (1) ayjdet Ay,

j=1

kde Ay znaci matici, ktera vznikla z matice A odebranim prvniho fadku
a j-tého sloupce.

Vlastnosti Necht A, B jsou ¢tvercova matice fadu n.
determi- ,
o Plati det A =detAT.
nantu
e Plati det(AB) = det A - det B (nikoli pro soucet!).
e Hodnost matice h(A) =n pravé tehdy, kdyz det A # 0.
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IDETERMINANT MATICE

Jak ale determinant vypocitat?

Determinanty Specidlné pro determinant det A ¢tvercové matice A = (ay;) typu 2 x 2

malgch  dostdvdme tzv. kitZové pravidlo:
matic
a a2z
det A = =Qaj1dy; —A120az27.
azq az2

Pro determinant det A ¢tvercové matice A = (aij) typu 3 x 3 mlGzeme
pouzit tzv. Sarrusovo pravidlo:

Q. a2 a3
detA =| a1 a2 a3 |= a11022033 + 12023037 + A13021032 —
az; Qasz2 ass
—a31dz20a13 —azz2dazszag; —azszdaziaga.

Priklad Vypoctéte determinant pro matice
. o 1 2
7 8
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IDETERMINANT MATICE

Specialni Je-li matice A v hornim/dolnim trojuhelntkovém tvaru (obzvlasté diago-
pripad nalni), pak det A je roven soucinu prvkl na diagonale.

Determinanty e Zaménime-li pofadi dvou Fadkl (sloupcli) matice, determinant v{-

sledné matice bude mit opacné znaménko nez determinant matice
matic pGvodni.

veétsich

e Vynasobime-li libovolny radek (sloupec) matice cislem k, determi-
nant vysledné matice bude k-ndsobkem determinantu matice p-
vodnt.

e Prictenim k-nasobek libovolného radku (sloupce) k jinému radku
(sloupct), determinant matice se nezmént.

DMK Vv 0 M
Priklad Vypoctéte determinant matice
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IDETERMINANT MATICE

Laplacetv Pro vgpocet determinant vyssich radi midzeme vyuzit i nasledujictho

rozvoj vztahu:

det A = Z(—U”kalk det Alx, le N, 1<1< n,
=1

ve kterém A je matice, ktera vznikne z matice A vypusténim 1-tého
radku a k-tého sloupce. Tento vztah vlastné rikd, Ze matici je mozné tzv.
rozvinout podle libovolného radku. Vgpocet determinantu matice radu n
tak prevedeme na vypocet n determinant(i rddu n—1. Podobné mdzeme
matici rozvinout i podle libovolného sloupce. Pri praktickém vgpoctu
volime k rozvoji radek (sloupec), kter( obsahuje co nejvice nul, jelikoz
pak nemusime nékteré prislusné mensi determinanty vibec pocitat.

$v%
7

(slo det Ay je tzv. (1, k)-t§ minor matice A.

Cislo (—1)'** det Ay je tzv. (1, k)-ty kofaktor matice A.

D’ Vv O M
Priklad Vypoctéte determinant matice

N = O =
|
(@ I W
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IDETERMINANT MATICE

Vyuzitt determinantu pfi fesent soustavy rovnic.

Cramerovo Necht b € R™ a A je matice fddu n, tj n x n. Je-li det A # 0, pak pro
pravidlo jediné feSeni x = (x1,...,%n)" soustavy Ax = b plati
det A; .
Xi:m, 1:1,...)71)

kde A; znacl matict A, ve které byl nahrazen i-tg sloupec vektorem b.

DA v v
Priklad Vyreste soustavu
x—2y+z=1,
—X + Sy + 2z = O)
2x —y +5z=>5.
DY 5 g 7
Priklad Anal(za jednoduchého IS-LM modelu
sY+ar =1°+ G,
mY — hr = M, — M°.
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IDETERMINANT MATICE

Determinant Necht A € R™*™ 3 B € R"*™. Pak
(uzitecné

vzorce) det(I,, + AB) = det(I,, + BA).

Odtud se d& pro matice A € R™*™, B €¢ R™™, C € R™*t a D € R
spliujict det A # 0 ukazat, ze

det(A + BCD) = det A det(I, + A"'BCD) = det A det(L,,, + CDA'B).

Ekonometrie: Proto v pfipadé A ¢ R™™", B=x c R™*!, C=a c R a
D =y € R™™ s detA # 0 plati

det(A+axy') = (1 +ay A 'x)detA.
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Jak ale inverzni matici spocitat?

(AT - (ITA™).

Odvodte vzorec pro inverzni matici k 2 x 2 matici.

Vypoctéte A~! pro
1 2 3
A=|0 1 -1
1 2 1




IDETERMINANT MATICE

Inverzni Necht A € R™*™ a B € R™*™ jsou takové, ze det(I+ AB) # 0, potom
matice

(uZite&né (I, + AB)"'=1,, — A(L, + BA) " 'B.

vzorce)

Necht A € R™™ B € R™*™, C € R™*¢ a D € RY*™, Je-li detA # 0 a
det(A + BCD) # 0, potom plati
(A+BCD) '=A""—(I,+A 'BCD) 'A"'BCDA ' =
—A ' —A (I, +BCDA ") 'BCDA ! =
A " —AB(I,,+ CDA 'B) " '"CDA ' = (%)
— A" —A"BC(I;, + DA'BC) DA =
=A " —A'BCD(I, + A 'BCD) 'A"! =
—A ' —-A 'BCDA (I, +BCDA ).

Ekonometrie: A € R, B=xc R, C=axcRaD=y' ¢ R"*"
spliujict det A # 0 a det(A + axy’) # 0, pak z (x) plyne

_ _ _ _ x
A+axy’ ) "T=AT-BATXy'AT, kde B = ——
IT+ay'A-Tx
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VLASTNI CisLA

5 VLASTNI CisLA
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VLAsTNI CisLA

Vlastni Necht A je ¢tvercova matice, A je komplexnt ¢islo a x je nenulovy vektor,
cislo ktery je feSenim rovnice
AX = Ax. (2)

Pak se komplexni ¢islo A nazgva vlastni Cislo matice A a vektor x se
nazyva vlastni vektor matice A (prislusny vlastnimu cislu A).

Geometricky: Vlastnl vektor je takovy vektor, kterg se po vynasobent
matice pouze ,natahne” nebo ,zkratl", ale nemént sviij smér.

Jak vlastni / predchozi definice se da i snadno vyvodit, jak vlastnt cisla matice A
Cisla najit? nalézt. Pfepsanim rovnice (2) dostaneme

Ax —Ax =0 & (A—Al)x =0.

Mame tak vlastné homogennt systém linearnich rovnic, u kterého poza-
dujeme, aby mél jiné nez trivialni FeSeni. To znamena, Zze matice A — Al
mus( mit hodnost mensi nez n. Jingmi slovy tato matice nent reqularnt
a pro jeji determinant must platit

det(A — AI) = 0. (3)

Rovnice (3) se nazyva charakteristickd rovnice matice A.
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VLASTNI CisLA

Priklad
—1 1 1 2 -3 1
(a) ( i Z ) , (b) 1 T =11, o 1 =2 1
1 —1 1 1 -3 2
Nékteré Necht A7,...A; jsou vlastni cisla matice A, potom platt:

vlastnosti

o detA =A;- Ay,

vlastnich : : :
disel e matice A~ ma vlastni cisla 5—,... 5,
e trA=) "1 aii=A + - +A, kde trA je stopa matice,
o je-li A symetrickd matice, je jeji hodnost rovna poctu nenulovych

vlastnich cisel, vS8echna vlastnt cCisla jsou redlna a prislusné vlastni
vektory jsou ortogonalni.
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@ MATICE A VEKTORY

@ HoDNOST MATICE

@ SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
@ DETERMINANT MATICE

® VLASTNI CisLA

6 DEFINITNOST MATICE

@ CHOLESKEHO ROZKLAD

® BLOKOVE MATICE

JestliZe je matice A navic symetrickd, pak prov = (vq,...,v,)" se vjraz
v Av naz(vé kvadratickd forma promé&nnych vi,...,v,.




DEFINITNOST MATICE

[DEFINITNOST MATICE

Priklad
1 0 —1 0
I = > 0, —I= < 0,
0 1 0 —1
—2 1 2 1
A= Do 5=t o
-1 — 1T 1
= < D= >
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DEFINITNOST MATICE
Definitnost Je-li A symetricka matice s vlastnimi ¢isly Ay, ..., A, pak matice A je
. vlastni e o .
VsV ;s;: (a) pozitivné definitni <& Ay >0 proi=1,2,...,n,
LSid
(b) negativné definitni & Ay <O proi=1,2,...,n,
(c) pozitivhé semidefinitni & Ay >0 proi=1,2,...,n,
(d) negativné semidefinitni < A; <Oproi=1,2,...,n.
Priklad
—2 1 1T 1
A = D= > 0.
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DEFINITNOST MATICE

DEFINITNOST MATICE

Vedouct
hlavni
submatice
a minory

Jak vzniknou?

Vedouci
hlavni
submatice
a minory

Jak vzniknou?

Vedouct
hlavni
submatice
a minory

Jak vzniknou?

PETR ZEMANEK (SCI MUNI) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ
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DEFINITNOST MATICE

Véta 3.36(i)

Priklad

-3 1 0
C=(1 -1 2
0 2 -8

PETR ZEMANEK (SCI MUNI) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ

Necht A € R™™™" je symetricka matice. Potom

(itt) A > 0 pravé tehdy, kdyz VHM jsou kladné;

(iv) A > 0 praveé tehdy, kdyz HM jsou nezaporné.
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(i) A <0 pravé tehdy, kdyz VHM stridaji znaménko pocinaje zaporngm;

(i) A < 0 pravé tehdy, kdyz HM lichgch radud jsou nekladné a HM
sudych radu jsou nezdporné;
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DEFINITNOST MATICE

Definitnost Necht A € R™*™ a B € R™ ™, pficemz m < n a navic h(B) = m (4j.
matice na matice B ma plnou hodnost). Potom fekneme, ze matice A je negativné
podprostoru definitni na podprostoru Ker B (a piSeme A < 0 na Ker B), jestlize

VvIAV <0 pro kazdé v € R™\{0} takové, e Bv = 0.
Negativnt semidefinitnost na Ker B definujeme jako
viAV <0 pro kazdé v € R™ takové, ze Bv = 0.

Analogicky definujeme pozitivni (semi-)definitnost.

3 X . v . v 4 v . ’ . . . .
Poznamka e Stejné jako v pripadé ,obycejné” (semi-)definitnosti se obvykle uva-
zuje symetricka matice A.

e ,Obycejna” (semi-)definitnost vs. definitnost na Ker B.

e V pfipadé n = m nemd koncept (semi-)definitnosti na Ker B smysl,
nebot v takovém pripadé je KerB = {0}, a tedy libovolna matice
je negativné i pozitivhé semidefinitni na KerB = {0} a soucasné
neexistuje pozitivné ani negativné definitni matice na Ker B = {0}.

D! ) y v s s y . y . ..
Priklad Uvedte nutné a postacujict podminky pro negativni (semi-)definitnost
na KerB v prfipadé n=2am=1.
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DEFINITNOST MATICE

Véta 3.38(i) , , L vy .
Necht A € R™™ je symetrickd a B € R™*™, prficemz m < n a navic

h(B) = m (tj. matice B ma plnou hodnost). Potom A < 0 na KerB,

jestlize rozsifena matice

m n

N A
oo 0 B\lm
T \BT AJIn
ma nasledujict vlastnost: poslednich n — m VHM pocinaje det H stiida
znaménko, pricemz sgn(detH) = (—1)™.

A >0na Pro A > 0 na KerB testujeme poslednich n — m VHM pocinaje det H,
Ker B které vSechny must mit znaménko (—1)™.

3 A v J . . . . V4 7 v
Poznamka e Pozadavek plné hodnosti matice B je ekvivalentni s podminkou, ze
zadnou z rovnic v soustavé Bv = 0 nelze vynechat.

e Ekvivalence?
e Semidefinitnost?
e Vlastnt cisla?
D v o e . .
Priklad Rozhodnéte o definitnosti matice A na Ker B, kde
1T =1 2 11 :
A=|-1 1 0], B:<1 : 1).
2 0 —I
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DEFINITNOST MATICE

m =1 V piipadé jediného omezent udavajictho Ker B = Ker b, tj. Kerb je dédno
jako {v € R™ | bz = 0} pro dany vektor b € R™, mdme rozsifenou matici
ve specidlnim tvaru

Or1x1 ———
ULA
Pak pro zjistént definitnosti symetrické matice A na Kerb pomoci

Véty 3.38(i) je potreba otestovat n — 1 poslednich VHM matice H, pri-
cemz plati:

e jestlize tyto VHM stridaji znaménko a sgn(detH) = (—1)", pak A <
0 na Kerb,
e jestlize tyto VHM maji stejné znaménko jako (—1)™ = (—1)! = —1
(tj. jsou-li zaporné), pak A > 0 na Kerb.
V piipadé vektoru b = (by,...,bn) € R™™ spliujictho b; # 0, se
uvedené postacujict podminky stanou soucasné nutngmt (tj. mdme ekvi-
valentn( charakterizaci).

PeTR ZEMANEK (SCI MUNI) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariToLA 3 13. LISTOPADU 2025 39 / 52

DEFINITNOST MATICE

Vlastni Pro semidefinitnost symetrické matice A na Kerb mame ekvivalentnt
Cisla charakterizaci také pomoci vlastnich cisel:

e A <0 na Kerb pravé tehdy, kdyz matice H ma pravé jedno kladné
vlastnt dislo,

e A >0 na Kerb pravé tehdy, kdyz matice H ma pravé jedno zaporné
vlastni ¢islo.

S . .
Priklad Uvazte matici
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CHOLESKEHO ROZKLAD

7 CHOLESKEHO ROZKLAD

8
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CHOLESKéHO ROZKLAD
Motivace V{pocty zalozené na Gaussové eliminaci mohou byt pro matice vétsich

rozmért pomérné komplikované a pocetné narocné (zejména pri rucnim
vypoctu). Proto je velmi uzite¢né mit k dispozici vhodné numerické na-
stroje pro ,automatizaci” vgpoctu. Efektivitu téchto nastroji je mozné
zvySit vhodngm tvarem vstupnt matice. Napf. kdyz se nam v linearnt
soustavé Ax = b podaii matici A vyjadrfit jako A = TT' s dolni/horni
trojuhelnikovou matict T, pak je nalezent poZzadovaného reSeni ,celkem
snadné” (bez dalsich tprav nejdfive spotteme Ty =b a poté T'x = y).
Timtéz lze také zrychlit vgpocet inverzni matice, nebot

A—] — (TT)_]T_] — (T_])TT_]

a vypocet inverze horni/dolnt trojuhelnikové matice je ,celkem snadny”
(viz pozdé&ji; celkem k tomu bude potfeba n3/2 ndsobeni misto n®+n?—
2n + 2). Vyse popsany rozklad matice A do tvaru A = TT' se naz(vd
Choleského (pripadné trojuhelnikovy). Kdy existuje? A jak jej najit?
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BLOKOVE MATICE

Nynt se na matice budeme divat s trochu ,hrubsim” pohledem.

Blokova Necht A je matice velikosti m x n. Pak blokovgm rozdélenim matice A
matice rozumime jejl zapis s pomoci matic mensich rozmért (bloku), tj.

kde Aqp € R™>™M, Aqp € R™M*M2, Ay € RM2X™M a Ay € Rm2xn2,
pricemz m; +my; =man; +n,; =n.

Je-li Aj2 =0, pak mame blokovou dolnt trojihelnikovou matici. Podobné
pro Az; = 0 hovoiime o blokové horni trojihelnikové matici.

Je-li Ay =0 a Ay =0, pak mame blokové diagonalni matici

A 0 :
A — (___‘_‘_T___Z_-) = diag{A11, A2}
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BLOKOVE MATICE

Zakladni Maji-lt matice A, B € R™*™ stejnou blokovou strukturu, pak plati
operace

Podobné pro A € R™*™ a matici C € R"*9 s bloky C;; € R™1 41,
Cip e RM1%92 Cyy e RM2%91 g Cyp € RM2%42 plati

Al A Ci1 Ciz
AC = (-1 VA ) (G Gz _
(Am [A22><C21 !C22>

A21Ci +A22Co 1 A1 Gz + ACap

s bloky o velikostech m; x q7, my X q2, m2 X g1 a m, X qa.

KKdyby nasledujict vzorce nestacily/nudily:

D D. S. Bernstein, Matrix Mathematics: Theory, Facts, and Formulas,
druhé vydani, Princeton University Press, Princeton, 2009. ISBN

978-0-691-14039-1.
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BLOKOVE MATICE

Determinant Necht matice A € R™*™ ma takovou blokovou strukturu, ze bloky A,

a Aj2 jsou Ctvercové matice (ne nutné stejné velikosti). Potom

A A\ 0 Az _ mn
det (A21 0 ) = det <A21 Azz) = (—]) det A1, det Ayq.

Determinant Necht matice A € R™*™ ma takovou blokovou strukturu, ze bloky A,

(pokr. i) a Ay jsou Ctvercové matice (ne nutné stejné velikosti):
(i) Je-li A7 =0 a/nebo Ay =0, pak
det A =det Aj; det Ay,
(i) Je-li det Aq; # 0, pak
det A =det Ay det(Azz — Ao Aﬂ] A12).
Podobné pro det A, # 0 dostaneme
det A =det Ay det(An = A12A521 Aq )
Obzvlasté pro Ay = I, a Ay = Ly, plati
det A = det(Imz = A21A12) = det(Im] = A12A21)
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BLOKOVE MATICE
Determinant Pro ¢tvercovou matici s bloky vhodné velikosti plati
(pokr. ii) A A A A A
det (1 M2 — det 1 12) = det A;q det(As; — A A
(Az] AZZ AZ]A]] Azz 11 ( 22 21 12))

Al AnAz A Ag
det = det — det Ay, det(A17 — A12A01).
<A21 Az > <A22A21 A22> 22 det(Aq; 12A21)

Pro matici A € R?™*?" s bloky o velikosti n x n plati

(det(A2,A11 —Az1A1z), pokud Aj1A1; = ApAsy
det(A11A22 —A21Aq42), pokud Aq1Az = Azi1Aq
det(A11A22 — A12A21), pokud AAz = A1A
det(A22A11 —A12A21), pokud AzAq; = A12A

det(A11A), —A]L,AY,), pokud Aj1A72 = AATLL
det(A11AY, —A12A%1), pokud AxAs = AsA),
det(A];A2; — Az1A12), pokud A Az = AzAq;
det(A};A2 — AL ALL), pokud Al A1 = A12AL
det(A11A), —A12A);), pokud Aj1A], = A ATl
det(A11A), —A12A);), pokud AxAY, = Ay AL,
det(A];Az; —AJAq2), pokud Aj Az = AL A4,
| det(A];Az —AJArL), pokud AL A, = Al,A.
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BLOKOVE MATICE

Inverzni Necht matice A € R™*™ ma takovou blokovou strukturu, ze bloky A,
TEUIEE a Az jsou Ctvercové matice (ne nutné stejné velikosti).
(i) Jestlize detAq7 #0, det Ay #0 a Ay =0, pak
A A\ AT ALAS
Al — 11 12 _ 1 T 1]2 22 )
Podobné v pripadé det A7 #0, detAyy; #0 a Ajo =0 mame
1 _
A= (A O = 24”1 1 01
Ay A —A5L AAT AL
(ii) Jestlize det Ajy # 0 a det(Az; — AsAT{ Aa) # 0, pak plati
1
Af1 — AH A12 _ B]] B12
Ay A Boi B2/’
kde
Bii=A]] + A A(An —An A AL) TAHA,
Biz == —Aj] A12(A — AnA Arl) T
By == —(An — A3 A AL) TANA,
Boo = (A2 — A AT A) .
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BLOKOVE MATICE

Inverzni (iil) Jestlize det Ay; # 0 a det(Ay7 — A12A5) Azq) # 0, pak platt

matice
(pokr. i) A= (AH A12>1 _ (BH B]Z)
A21 Azz Bz1 Bzz ’

kde

By = (A11 —A12A As) ),

B1s = —(A11 —A12AL) Azr) ' ARAS,

By = —A Az (A1 —AnA Ay,

By = A7) + A Az (A1 —AnAZ An) T ALAS.
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Inverzni
matice
(pokr. ii)

Inverzni
matice
(dalsi vzorce)

BLOKOVE MATICE

(iv) Jestlize det A1; #£ 0, det Ay; # 0 a det(Axs —A21Af11A12) # 0, pak
platt
1
AT — Al A _ (Bi1 B2
A21 Azz Bz1 BZZ ’

By1 = (A1 —A12A5; An) T,
B12 == —(A11 —A12A5; Ax1) TA2AL,,
By1 == —(A — A A A1) TANAT,
Baz = (A2 — A21AT{ Ar2) .

kde

Je-li A € R?™*2™ s . x n bloky spliujicimi Aj; =1 = A5, a det(I —
Az1A12) # 0, potom plati

1
AT — < I Am) _ <I+A1z(I—Az1A1z)1A21 —A12(I—A21A12)1)
A2i I —(I—A21A72) TAy; (I—AzA;)"!
:( (I—AA2)~" —(I—AA) Ay )
—An(I—A1RA) " T+AH(I—AnAN) AR
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Konec.




