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Funkci f(x) nazgvame integrandem. V(raz dx je tzv. diferencidl proménné
x a je soucasti oznacenl pro integral.

Pokud nent interval I otevieny, pak v krajnich bodech uvazujeme jedno-
stranné derivace.

Je-li funkce F(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu I, pak kazda jina
primitivn{ funkce k funkci f ma tvar F(x) 4 ¢, kde ¢ € R.

Odtud plyne
Jf(x) dx = F(x) +c,

kde ¢ € R je tzv. nazgva integracni konstanta.

Z definice neurcitého integralu také vyplgva, ze

(Jf(x) dx)/ = f(x), JF’(X) dx = F(x) +c,

tj. operace derivovani a integrovant jsou navzajem komplementarnt.




PRIMITIVNI FUNKCE

Existence Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak k ni na tomto intervalu existuje
primitivnt primitivni funkce.

funkce
Vlastnosti

Necht na intervalu I existuji neurdité integrdly [f(x)dx a [g(x)dx a

e necht « je libovolna konstanta. Pak na I existuje neurcity integral funkct

eribeel f+ g a of aplati
J [f(x) £ g(x)] dx = Jf(x) dx + J g(x) dx,
J of(x)dx = aJ f(x)dx.
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PRIMITIVNI FUNKCE

Vzorce pro

o " Xn+1
vypocet J]dx:x+c, x"dx = +c, n#—1,
integralu J n+1
1 [ a®
—dx = In|x| + ¢, a*dx=—+c¢, a>0, a#1,
X | Ina
Je" dx = e* +c, Jsinxdx:—cosx-l—c,
: 1
cosxdx =sinx + ¢, s—dx =tgx+ec,
cos? x
1 f’
J —— dx = —cotg x +c, J x) dx = In|f(x)| + c.
sin” x f(x)
1

= J
dx = arctg x + c,

X
> dx = arcsin — +c¢, a >0,
1+x a

q/(1—2_-)('2

1
_ /2
J XZJFadx_ln|x—i— x> +al+c,aeR

J( 1 dx:larctg(x—axo)—l—c, a > 0.

X —Xp)? + a? a
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Vypoctéte neurcité integraly:

r r

(a) | (x> =3x* +5)dx, (b) | (Vx+ 3%/7? + 2x°) dx,

([ 2 I 2 5
(c) d(Z —;)dx, (d) d(\/W+1_I_X2)dx.

@ PRIMITIVNI FUNKCE

‘2 ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

@ URCITY INTEGRAL

@ NEVLASTNI INTEGRAL

® INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU




ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Metoda integrovant per-partes je odvozena z derivace soucinu. Vime, ze
platt (uwv)’ =u'v+uwv’. Odtud integract dostaneme

uy = Ju’v+Juv’.

Zndme-li jeden integral, mdzeme urcit integral druhy.

Metoda Necht funkce u(x) a v(x) majl derivaci na intervalu I. Existuje-li primi-
per-partes tivni funkce k funkct v’ (x) v(x), pak
Ju(x) v (x) dx = u(x)v(x) — Ju’(x) v(x) dx
Zejména ma-li u(x) spojitou derivaci na I, je existence primitivni funkce
k u'(x)v(x) zarucena.
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY
Vétsinu integralli FeSench metodou per-partes mtizeme rozdélit do dvou
skupin. Je-lt P(x) polynom, pak prvni skupinou jsou integraly typu
J P(x)e®* dx, J P(x) sin ax dx, J P(x) cos ax dx.
Zde volime u = P(x). Druhou skupinou jsou integraly
JP(X) Inx dx, J P(x) arctg ax dx, JP(X) arcsin ax dx.
Zde volime v/ = P(x).
Dy Vv Ve 7 e 7
Priklad Vypoctéte neurcité integraly:
2 2x
(a) x cos x dx, (b) X e”™ dx,
(c) x Inx dx, (d) Inx dx,
J )
(e) e* sin x dx.
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY
Substitu¢ni metoda plyne ze vzorce pro derivovant slozené funkce.
Substitucni Necht funkce f ma na intervalu | primitivni funkci F, funkce t = @(x)
metoda ma derivaci na intervalu I a @(x) € J pro x € . Pak ma sloZzena funkce
f(@(x)) @' (x) primitivni funkci na intervalu I a plati
| flot @' tx) de = Fom) +
Pri vypoctu postupujeme takto: polozime t = @(x), odkud formalné plyne
dt = ¢'(x) dx,
a tedy mdzeme psat
t=o(x)
flo(x))e'(x)dx = | f(t)dt =
[rtonermax | =0 = |
=Ft)+c=Flo(x))+c
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY
Podobné lze pouzit substituci opacnou, tj. x = P(t), pricemz P(t) musi
mit nenulovou derivaci na uvazovaném intervalu. Tuto substitu¢ni me-
todu miizeme zapsat ve tvaru
X = ﬂ)(t) /
f(x) dx = [ f(U(t t) dt.
[rmax | (X2 g | = ot v
Priklad Vypoctéte neurcité integraly:
(@) [(3x—4)"dx, (b)  [sin(7x + 3) dx,
(€ JZ5dx (d) [x? cosx?dx,
(e) [ cos®xdx, () [xvV1—x2dx,
(9) JV1—x2dx,
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Integrace Racionalni lomena funkce je funkce tvaru
racionalni
lomené R(x) — P(x)
(x) = )
funkce Q(x)

kde P, Q jsou nenulové polynomy.

e Je-li R(x) neryze lomenad funkce, rozlozime ji na soucet polynomu
a ryze lomené funkce.

e Ryze lomenou racionalni funkci rozlozime na parcidlnt zlomky, které
jsou dvou typu:

M ebo Ax+ B
P |
(x — o)k (ax? + bx + c)k

podle toho, zda dany zlomek prislust realnému korfenu nebo kom-
plexné sdruzené dvojict kofent polynomu Q.
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Integrace Jsou-li ¢isla o« =13 dvojnasobné komplexné sdruzené koreny polynomu
racionalni Q, pak R ma dva parcialni zlomky tvaru
lomené
funkce: Ax+B Cx+D
nejkompli- axZ+bx+c (axZ+bx+c)?’

kovanéjsi 5 , ; , R
Podobny rozklad dostaneme pro n-ndsobné (n > 3) komplexni koreny.

pripad e T V.. .
PFri vgpoctu pouzijeme rekurentni vzorec

dx X 3—2n
Kn = = Kn— )
) Jm A 2m e st 2o )
kde
K; (x) = arctg x,
a rozklad

dx =

Ax+B Ax+B
J(ax2+bx+c)“ X_J ((x — )2 +pB2)"

_A 1 +B—|—AocK (x—oc)
T 20— (x—wrp ' e U )
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Priklad Vypoctéte neurcité integraly:
(a) [ 2x% 4+ 6x —2 N (b) ”x2+2x+6dx
T xx+2)x—-1) ) x=13 7
[ 4x? —21x+27 [ 10x 4 31
(c) dx, (d) dx.
J (x—4)(x? —4x+7) J (x? 4+ 5x + 8)?
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

V dalsi ¢asti bude symbol R(a, b) znacit racionalni lomenou funkci v pro-
ménnych a, b, tj.
P(a,b)
R(Cl,b) = : ’
Q(a,b)
kde P(a,b) a Q(a,b) jsou polynomy v proménnych a,b (podobné i pro
vétst pocet proménnych).

Integrace Integral z funkce typu
funkci s od-

mocninami R(X, Wxpr, R/xp2,..., q“\/xpn),

(i)
kde p1...,Pnsq1y---,9n € N, mizeme substituct
xS
x =17,
kde s je nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel q1,..., qn, prevést na integraci
racionalni lomené funkce.
P¥iklad £t TR :
E Vypoctéte neurcity integral

J g ++k e
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Integrace
funkct s od-
mocninami

(1)

Priklad

PETR ZEMANEK (SCI MUNI)

ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Integraly z funkcl tvaru

R~ © ax+ b
" Voex+d

prevedeme na integral z racionalni lomené funkce substituct

ax+b
cx+d’

n

Vypoctéte neurcity integral

J 1T —x 1 q
Viex 0+x2 "

Integrace
goniomet-
rickgch
funkect (i)

Priklad
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Integral typu

J sin™ x cos™ x dx,

kde n, m € N mGzeme vzdy vhodnou substituct prevést na integral z po-

lynomu.

Je-li n liché cislo, pouzijeme substituct u = cosx, je-li m liché, pouzijeme
substituci v = sinx. Jsou-li obé tato cisla licha, budou fungovat obé
substituce, technicky vghodnéjsi je substituovat funkci, kterad je ve vyssi

mocniné. V pripadé, ze jsou obé ¢isla suda, pouzijeme vzorce

.9 1 —cos2x ) 1+ cos2x
sin®x = ———, Cos"X = ————.

Vypoctéte neurcité integraly:

(a) Jsin5xcoszxdx, (b) Jsin4xdx.
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Integrace
goniomet-
rickgch
funkct (ii)

PETR ZEMANEK (SCI MUNI)

ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Predchozi priklady mizeme zobecnit a dostaneme nasledujicl pripady
funkci typu R(sinx, cosx):

i) Je-li integrovanad funkce licha viici cosinu, tj. plati-Li
R(sinx,—cosx) = —R(sinx, cos x),

pak volime substituci t = sinx.

i) Je-lt integrovana funkce licha vici sinu, tj. plati-Lli
R(—sinx, cosx) = —R(sinx, cosx),

pak volime substituci t = cosx.

iit) Plati-li
R(—sinx,—cosx) = R(sinx, cosx),

volime substituci t = tgx. Z definice goniometrickych funkcich v pra-
vouhlém trojdhelniku pak mizeme odvodit, ze plati

t 1

—_— COSX = ———.
VEZ+1’ V2 +1

Tato substituce je vhodna i pro integraly typu R(tgx).

sinx =

Integrace
goniomet-
rickgch
funkct (iii)

Priklad

ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Integral z funkce typu R(sinx,cosx) mizeme vzdy prevést na integral
z racionalni lomené funkce pomoct tzv. univerzalni substituce

X

Ze substitu¢nt rovnice plyne x = 2arctgx a tedy dx = 1+2t2 dt. Po-
mocl definice goniometrickych funkct v pravothlém trojdhelniku (tento-
krdt s dhlem x/2) a vzorc( pro dvojnasobny thel miizeme odvodit, ze

1 — 2 . 2t

COSX = ——— SINX = ———.
14+ t2° 14 t2

Pomocl univerzalni substituce vypoctéte neurcity integral

J 1 —sinx dx.

14 cosx
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Pro Uplnost si jeSté naznaclme postup pri integraci nékterych slozitéj-
Sich funkct.

Eulerovy Integraly z funkci typu

substituce

R(x, v ax2 + bx + c)

mGzeme v pripadé, kdy ma kvadraticka rovnice realné kofeny, upravit
na predchozi typ. Ma-li rovnice komplexné sdruzené kofeny, pouzijeme
tzv. Eulerovy substituce, které jsou napfiklad pro a > 0 tvaru

Vax2 +bx + ¢ = £v/ax £ t,

a pro ¢ = 0 tvaru

Vax2 + bx + ¢ = £xt + V/c.

Druhou moznostl je doplnént viyrazu pod odmocninou na ctverec, ¢imz
ziskame néktery z typd

R(x, Vx2 —a?), R(x, vV x% + a?), R(x, v a2 —x2),

které lze vyresit pomocl substituct (v uvedeném poradi)

a .
X =—-—, X =atgt, X = asint.
sint
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Binomicke Integraly z funkct typu

integraly x™(a + bx™)P,

kde a,b,m,n,p € R, nazgvdme binomické. Tyto integrdly lze preveést
na integraly z racionalnit lomené funkce v téchto pripadech:

) p € Z, a to substituct x = t*%, kde s je spolecny jmenovatel cisel

m, n;

m+1
n

iii) mT“ +Pp € Z, a to substituct ax ™ + b = t°, kde s je jmenovatel p.

i) € Z, a to substitucl a + bx™ = t*, kde s je jmenovatel cisla p;
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ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

Vyssi Zavérem poznamenejme, Ze nent vzdy mozné vyjadrit primitivnt funkci
transcen- k dané funkci pomoci elementarnich funkct (ackoli vime, Ze existuje).

dentni Mezi takové patii napriklad tyto neurcité integraly

funkce

J > dx, J d_x) Je_"z dx, Jsin x? dx.
X Inx

V téchto pripadech lze primitivnt funkci vyjadrit napriklad pomoct neko-
necné mocninné fady. Napriklad

b sinx = .. 2l
L =2 (1) 1(zn—n-(zn—n!'

n=1
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URCITY INTEGRAL

URCITY INTEGRAL

w
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URCITY INTEGRAL

URCITY INTEGRAL (1)

Necht f je nezaporna ohrani¢ena funkce definovana na [a, b], kterd je pro jednoduchost
spojita na intervalu [a, b]. Ur¢eme obsah plochy P ohranic¢ené grafem funkce f, osou
x a primkami x = a, x = b. Tato plocha se nékdy pro jednoduchost nazgva podgraf
funkce.

Y A
f(x)
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URCITY INTEGRAL

URCITY INTEGRAL (11)

Obsah podgrafu nemdzeme urdcit primo, vyjadiime jej priblizné tak, ze jej aproximujeme
pomoct obdélnicka:

i) Interval [a, b] rozdélime na n intervalli [x;_1,x¢] (tzv. délici intervaly) stejné délky
tak, ze xo = a a x,, = b. Délka Ax; kazdého délictho intervalu je

b—a
m

AXy =X — Xi—1 =

it) Na kazdém délicim intervalu aproximujeme plochu vymezenou funkct f a osou x
obdélnikem o stranach Ax; a f(ci), kde ¢; ndlezi do délictho intervalu. Pro obsah
P; tohoto obdélniku plati

Pi = f(Ci)AXi
a soucet vSech téchto obdélnik( priblizné urcuje obsah P plochy

n

P~ Z f(Ci)AXi.

i=1
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URCITY INTEGRAL

URCITY INTEGRAL (111)

Y A
/
v
1
1
1
T /: !
-t : e~ ; '
' 1 : h's : :
1 ! 1 1
: : b : l
] 1 1 0 ] U
1 1 f 1 f 1
1 1 1 1 1 1
1 1 ] 1 1 1
1 1 1 1 1 1
: : : ] : | X
'l L 'l 'l L 1 )
0 a=xp X1 X2 b= x,
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URCITY INTEGRAL

URCITY INTEGRAL (1V)

Cim vétsi bude cislo n (pocet délicich bodd), tim presnéjsi (lLepsi) bude tato aproximace.
Provedeme-li limitni prechod pro n — oo, dostaneme presnou hodnotu obsahu plochy

P=lim Y fc;)Ax;.

n—o00

i=1

Pro spojité funkce tato limita existuje a nezavist na vgbéru bod{i c;. Obecné pro funkce,
které nejsou spojité, toto nemust platit. Pokud vSak tato limita existuje a nezavist na
vgbéru bodt ci, nazgvame ji urcitym integralem a oznacujeme

Jj f(x) dx.

Symbol [ vznikl jako prodlouzeni pismene S, které bylo vybrano, protoze integral je
limitou sumy.
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Jsou-Lli funkce f a g spojité na intervalu [a, b], pak plati tyto vztahy:

a) [CIf(x) £+ g(x)dx = [ f(x)dx + [ g(x) dx

b) [2ef(x)dx =c [  f(x

[2f(x) dx = [Sf(x) dx+ [° f(x)dx, kde a < ¢ < b;

f f(x) dx
d

d >
e f f(x)dx > f g(x) dx, jestlize f(x) > g(x) na intervalu [a, b].

0, jestlize f(x) > 0 na intervalu [a, b];

Vlastnost c) lze pouzit pro pripad, kdy je funkce f spojitéd na intervalu
[a,c] a [c,b], ale neni spojitd v bodé c.




URCITY INTEGRAL
Vlastnosti ;1 b .
o Integrdl [ f(x)dx pro a > b definujeme vztahem
urcitého a
integralu b a
(i) J f(x)dx = —J f(x) dx,
a b
° 7 a . °
a integral J"a f(x) dx definujeme vztahem
a
J f(x)dx =0
a
Definujeme-Lli pro kazdé ¢islo x € [a, b] funkci
X
U(x) :J f(t) dt,
a
pak derivace této funkce je U’(x) = f(x) a U(a) = 0. Timto zplsobem
nékdy vyjadrujeme funkce, které jsou primitivni k funkci f, ale nejsou
elementarnimi funkcemi, napr. funkce
X X H
D sint
J e dt, J —— dt.
0 o t
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URCITY INTEGRAL
Zasadnt roli hraje tzv. Newtonova—Leibnitzova formule, kterd dava do
souvislosti urcity integral funkce a jejt primitivni funkci (neurcity inte-
gral).
Newtonova- Je-li funkce f spojitd na [a, b], pak plati
Leibnitzova
b
formule
f(x)dx = F(b) — F(a),
a
kde F je primitivni funkce k funkci f na intervalu [a, b].
~ IV 14 b .
Casto piSeme misto F(b) — F(a) symbol [F(x)]a, tj.
b b
f(x) dx = [F(x)| -
a a
D Vv,V Ve g e 7
Priklad Vypoctéte urcité integraly:
7T - 1 dX
(a) sin x dx, (b) —
0 o 1+x
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URCITY INTEGRAL
Metoda Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu [a, b] a necht u/(x)
per-partes a v'(x) jsou integrovatelné na [a, b]. Pak plati
pro urcity
: . b b
integral b
J u(x)v' (x)dx = [ux)v(x)] = | u/(x)v(x)dx.
a a
Substituce Necht funkce f(t) je spojitd na intervalu [a,b]. Necht funkce @(x) ma
pro urcity derivaci na intervalu [&, 3], ®’(x) je integrovatelnd na [x, 3] a @(x)
integral zobrazuje interval [«, 3] do intervalu [a, b]. Pak plati
B @(B)
J flo(x))e’(x) dx:J f(t) dt.
o @ (o)
:)!, Vi Vv Ve J . 4
Priklad Vypoctéte urcité integraly:
V3 5
(a) J arctg x dx (b) J ~ dx
Ci ) e .
0 o vV 1+3x
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URCITY INTEGRAL
Obsah Necht funkce f je spojita a nezdporna na intervalu [a, b]. Obsah podgrafu
rovinného funkce f je dan vzorcem
obrazce
b
P= J f(x) dx.
a
Plocha, jejiz obsah chceme urcit, mize bt vymezena grafy dvou funkct.
Plati-li napriklad f(x) > g(x) pro x € [a,b], jedna se o plochu ohrani-
cenou grafy funkct f(x), g(x) a pfimkami x = a a x = b. Jsou-li navic
funkce f, g spojité na [a, b], plati pro obsah P takto vymezené plochy
b
P = J (f(x) — g(x)) dx.
a
3\1\' v Vv ’
Priklad Urcete obsah kruhu s polomérem r = 1. (A obecné r > 0?)
3!’ v 14 4 J 7
Frilidae Urcete obsah omezené plochy uréené grafy funkciy =1—x%? ay = —3.
:)\i, v 14 4
Priklad Uréete obsah plochy vymezené grafy funkci f(x) =2 —x, g(x) = 4 — x?
a primkami x = -2, x = 3.
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URCITY INTEGRAL

Delka Necht funkce f je spojitd a ma spojitou derivaci f’ na intervalu [a, b].
kFivky Délka grafu této funkce na intervalu [a, b] je dana
b
e:J I+ PR d.
a
Objem

Necht funkce y = f(x) je spojita a nezaporna na intervalu [a, b]. Objem

rotacniho télesa, které vznikne rotacl podgrafu funkce f

télesa
P={xyll a<x<b, 0<y <fx)}
kolem osy x je dan urcitym integralem
b
V= WJ 2 (x) dx.
a
D - ’ . y y ey .o . o o
Povrch Necht f je nezdporna funkce majicl spojitou derivaci na intervalu [a, b].
rotacniho Obsah plasté télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f kolem osy x,
télesa je dan urcitgm integralem
b
Q= 27‘[J f(x)v/ 1+ [f/(x)]2 dx.
a
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3!, v 7 J ’ ’ 7 14
Priklad Horkovzdusny balén stoupa konstantnt rychlostt 4 m/s a ve vySce 24 m
je z néj vyhozen balicek. Za jak dlouho dopadne bali¢ek na zem?
D\ﬁ’ v 7 . v Vv v Vv Vv v 7 v Vv
Priklad Predpokladejte, ze v ase t = 0 zac¢ne tézai'ska spolecnost cerpat ropu
z vrtu, kterg v tomto case obsahuje K bareld ropy.
:)!, v |’ 4 Vv 4 . 7V 4 V. 4 7 4 v
Priklad Data shromazdovana dafovgmi Grady mohou byt pouzita k ziskant né-
ktergch informacl o rozdélent piijmd v daném roce.
Priklad

Mérent dopad(l zmén v ekonomickém prostredi na vjroba spotrebitele
patit mezi velmi dulezité oblasti mikroekonomie.
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V ramci skvélého programu péce o zaméstnance MU nabizi univerzita
sporict ucet s rocnim urokem 3 %, pricemz je tento Urok pripisovan spo-
jité. Takovou moZznost jsem si nemohl nechat ujit, takZe jsem si vypuijcil
vsude mozné a vlozil na ucet 500 tisic K¢. Kolik penéz mi tato investice
vynese za 10 let (a pro jednoduchost ignorujme 17% Urok na casti zis-
kané nebankovni pujckou)? Jak se tato castka zméni, pokud budu béhem
kazdého roku pribézné ukladat na ucet jesté castku 10 tisic KE? A na
jak dlouho mi celkova castka vystaci, budu-li nasledné vybirat 60 tisic
K¢ rocné?




V ,tovarné na absolutno® pracuje na vgrobnt lince pan K. ve 12-
hodinovych sménach. Za prvni hodinu vyrobt 25 kusti zboZ{ a za druhou
hodinu 45 kust. Pomoct vhodné DR urcete jeho maximalni produkci za
hodinu, pokud vite, Ze to, jak rychle je ucl vyrabét vgrobky, je primo
umérné rozdilu mezi maximem a tim, kolik jich v case t vyrobi. Poté
vyuzijte tuto hodnotu maxima a zméiite rovnici tak, ze do ni zakompo-
nujete faktor Gnavy u(t) = t?/4. Tento faktor Ginavy modeluje situaci,
kdy produkce pracovnika klesa v disledku délky pracovni doby. Jak se
list pocet vgrobkil v 6. a 12. hodiné smény? A ve kterém case je jeho
hodinova produkce na nejvyssi trovni?
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Podobné definujeme nevlastni integral

J':o f(x)dx = aﬁmoo J: f(x)dx

a nevlastnt integral na primce

JOO f(x)dx = Jix) f(x)dx + on f(x) dx.

—00

Pozor na konvergenct ,v.p."!

Vypoctéte nevlastni integraly:

0o 1 oo .

(a) |, @+ dx, (b) , e *dx,
Nee 1 OO 1

() | % dx, (d) |, = dx,
OO ‘] (e} .

(e) —= dx, (f) J sin x dx.
J1 X 0




Podobné definujeme nevlastni integral pro singuladrni bod b.

Urcete singularni body a vypoctéte nevlastnt integraly:

"11d I - d
(@) do; * (b) Jo 2—x *
" d d i L d
9= R RV
r3 1 1 1
(e) dx, (f) — dx
Jo 3/(x—1)2 1 X
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INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU

Motivace

dx proa,b>0

J’e In(bx) — In(ax)
1 X
VS.

1 a b

x4 —x

———dx proa,b>0
o Inx

Parametricky  Necht funkce f je definovand na obdélniku [a,b] x [c,d] a necht pro
integral kazdé t € [c,d] je funkce g(x) := f(x,t) integrovatelnd na intervalu
[a, b]. Pak funkci
b
F(t) = J f(x,t)dx
a

nazgyvame integralem zavislym na parametru (parametrickgm integra-

lem).

Vlastnosti Je-li funkce f(x,t) spojitd na obdélniku [a,b] x [c,d], pak
Pl
e i funkce F(t) == fz f(x, t) dx je spojitd na [c, d];
e plati
d d b b d
J F(t)dt :J (J f(x,t) dx)dt :J (J f(x,t) dt)dx.
C C a a C
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Pri pocitant integralt s parametrem hraje velmi duleZitou roli nasledujict

véta o moznosti zamény integralu a derivace.
Leibniziv Necht funkce f : [a,b] x [c,d] — R je spojitd na obdélniku [a,b] x

VAR [c,d] a necht ma spojitou parcidlni derivaci vzhledem k t, tj. funkce
%(x,t) je spojitd na [a,b] x [c,d]. Pak funkce F(t) = fz f(x,t)dx je
diferencovatelna na [c, d] a plati
d /(P b of
F'(t) = — J f(x,t) dx :J — (%, t) dx.
=g ] oy e
Priklad 1 ya_ b
J dx pro a,b>0.
0 InX

Poznamka Integraly zavislé na parametru lze rozsifit i na pripad nevlastnich in-

tegralli (obou druht). V takovém pripadé plati velmi analogicka tvrzent
jako vyse.
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INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU

A k cemu?! Zejména kvuli gamma funkci

r(t) = J' xtTe ™ dx
0

a pripadné beta funkci

. 1, _Tp)T(q)
B(p,q) = L xP71(1—x)97 T dx = m

Vlastnosti e Konvergentni pro t > 0 a divergentni pro t < 0. Je ale definovana
r(t) pro t € R\{0,—1,-2,...}.
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Vlastnosti e Plati
I'(t) (pokr.)

e Je to zobecnént faktoridlu, nebot
Na+n)=(a+n—-1)-(a+n—2)---(a+1)-a-T'(a)
pron € Na ae€ (0,1], coz zejména pro a =1 déava
M+1)=n-m—1)---2-1T=nl

atedy I'(1) =1=T(2).
e Prote (0,1) plati
s

M) =& = sin(7tt)’

a tudiz T(1/2) = /7.

e Pron € N platt

(2n— 1l

Mn+1/2) = == —T(1/2).

PETR ZEMANEK (SCI MUNI) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTOLA 2 13. LISTOPADU 2025 48 / 49




Konec.




