Sbirka fesenych piikladt z komplexni analyzy

Podle cviceni k pfedmétu M6170 (jaro 2022) vyséazela Jana Kanova,
za coZ ji patii obrovsky dik

30. ledna 2023



KAPITOLA 1. KOMPLEXNI CISLA

Kapitola 1

Komplexni cisla

Priklad 1.1

| (1 + (1 +2i)

ReSeni:(1 + )1 +20) =1 +i+2i+2¢=—-1+3i
Priklad 1.2

|i+?+ﬁ+ﬂ9

Resenici+ i +i5+i® =i+P+P+i=i—i—i+i=0
Priklad 1.3

1+2i
3-4i

ooy T2 1420 344 =5+100 1 2.
N = . = = —— —1
OO 4 T3 4i 3+4i 9+16 575




KAPITOLA 1. KOMPLEXNI CISLA

Priklad 1.4

Dokazte
Im(iz) = Re z
)
(z=x+iy = iz=ix—Y)
Reseni:

Priklad 1.5

Dokazte

1

TZZ pro Vz € C\ {0}

z

Reseni:
1 X .=y
P, SR N, S
z X +y X2 +y
X -y
1 (W) . _(x2+y2)
T - X 2 -y 2 T X 2 -y 2
D (&) + (=) &)+ E)
Z
X Yy
X2+ y? . X2+ y?
+i =
24y 24y

(2 +y2)° (P +y?)?

=x+iz=2
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Priklad 1.6

Ukazte, ze
\/Elzl >|Rez| + |ImZ]

ReSeni:
V2iz = 222 + 2y2;  Plati (jx] = |y)* >0 & |Rez| = |x]|
| Imz| = [y|
Neboli x* +y*>2|x|- [yl  (AG nerovnost)
207 +2y7 2 o + 20 - Iyl + ¥ = (Inl + D)’
V2x2 +2y? > |x| + [y] = |Rez| + | ImZ]
Priklad 1.7
Dokazme

2 2 2 2
|21 + 221" + 21 — 22|” = 2(lz1 " + |22]7)

a geometricky interpretujme.

Reseni:
Q=X +Hiy, 22 =X+ iy
2 2 2 2 2 2
= a+l +l -2 =0 +x2)"+ G +Hy) + (o —x2) + (1 —y2)
2 2, .2 2, .2 2, .2 2
=X1+M+xz+y1+%+yz+x1—?«%+xz+yl—%+y2 =
2, .2, .2, .2
=2(x7 + Yy + x5, +Y3)

= 2|21 l* + Iz

= V rovnobézniku plati: soucet ¢tvercii obou tih-
lopricek je roven dvojndsobku souctu Ctverct délek
jednotlivych stran
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Priklad 1.8

Dokazte
lzi] = |z2ll < lz1 £ 22| < |zi] + |22

T

trojuhelnikova nerovnost

Dodatek: Ukazte, Ze

|[Yiay + ... ,a,l <1 profal <1,4,>0,i=1,...,n
A+ +4,=1

Reseni:
o i) lzi] — |zl < |z1 + 22l

trojuhelnikova nerovnost

l

22| =z + (=2 Lzl + -zl = |al -zl 2 —lzo — 2l = —|z1 — 22l

Soucasné plati

trojihelnikovd nerovnost

lzil = (z1 + 22) + 22| < |21 — 22l + |22l = |zl = 22| < 21 — 22
Zkombinovanim téchto dvou nerovnosti dostdvame
—lz1 = 22| < |21l = |z2| < lz1 — 22|, €OZ jsou nerovnosti v R
Hdeﬁnice absolutni hodnoty v R
lz1] = z2ll < lz1 — 22

Jelikoz z, € C je libovolné a | — 75| = |z,|, dostdvdme pro z, — —z, poZadovanou
rovnost??

lzi] = |z2ll < lz1 + 22

e ii) [z £ 20| < || + 2]

A-nerovnost [Vesely, DA, str.296]

Necht z; = x; + iy, 22 = X + iy,. Potom jisté plati
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(x1y2 = X231)* = 0

|

2x1%2y1y2 < (x1y2)* + (0yp)?

1

2109132 + X15 +¥1Y5 < (6 +37) - (05 +))

15)2 z N z
(¥rx2y1y2) Hodmocmme — vSe je kladné

bz + yival < 2+ 32 - (437 (L1)
T
(Samoziejmé idea této rovnosti je zaloZena na opacném postupu)

A-nerovnost vlastn€ znamena

\/(xl +x2)2 + (1 +2)* < \/X% +)’% + \/x§ +)’§ .

JelikoZ vse je kladné, je toto ekvivalentni s

(0432 + O + 320 <2407 42402 49D+ 3D + 8 + 93

neboli

2X1% +2y1y, <2 \/(x% + y%)(x% + y%)

X)X + Y1y < \/(x% +y) (X + y3),

Kterd ale jisté plati diky predchozi nerovnosti (1.1).

Priklad 1.9
Urcete optimdlni (nejvétsi & nejmensi mozné) konstanty A, B tak, Ze

Al +yl) < |1 + iyl < B(1 +[y])

Reseni:

e Dle A-nerovnosti mame |1 +iy| < 1+|y] = B =1 optimdlni? Ano, proy = 1!
Vzhledem k symetrii staci v prvni nerovnosti uvazit y > 0 . Pak
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L
V2
je optimdlni, nebot’ napf. pro y = 1 dostaneme rovnost

ma globalni minimum pro y = 1 s hodnotou
1

f,(y):§(1+y2>%-2y.<1+iy><1+y2>%-1_ Yy -1y

{:}y—l:o:y:l
T

stacionarni bod
oA

]
T T

0 1

= globélni minimum
Priklad 1.10

DokaZzte Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. (i)
Dodatek: S pomoci Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti ukazte, Ze

R |Clj|2 2
> |1 =1
! ,Z; e Pl

oo | )
ii) Z;@Zr prolZajl—l, aj#0
]:

s,

ReSeni:
o iii) | X zwl” < Xy Izl - Xy w)l
=1 8WIT S Zj=1 IR =11
Pro libovolné a € C plati

n n
2 — _——
0< Z lzj —aw,l” = Z(Zj —aw))(zj - a;w)) =
j=1 j=1

n
p— 2 J— p— J— —
= D (7 + lafwjw; - azjw; - awjz)) =
=1

(1+y) Ty (4

0 =
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_ (1,5)( Zia it _27=1sz1')(1) = VAV

_ijl W;iZj Z?:l w;

Odtud plyne, Ze pro libovolné v = (v;,v2)T € C*sv; # 0 je

VAV >0 (1.2)
nebot’ (Z;) = (i ), j. pfedchozi piipad s @ = 2, pficem? ndsobime zleva ;- a
zprava ﬁ, tj. #). ng—li vy = 0, pak také plati (1.2), nebot’ v takovém piipadé mame

n
VAV =l Y w20

J=1

To znamen4, Ze matice A je pozitivné semidefinitni. Tato skute¢nost je ekvivalentni s
nezdpornosti prvkil na diagondle (trividlné pravdivé) a determinantu celé matice, tj.

0 < det{A} = Zn: Izl i wjl* ~ ZZjo : ZWJ‘ZJ
j=1 j=1

neboli

N
N
S
N

coZ pro z; := z; ddvd pozadovanou nerovnost

n

n n
-~ 2 2 2
St = S S

=1 j=1

=

a dikaz je hotov.

Priklad 1.11

VyfeSme
lzl+z=3+1i
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lZl+z=3+1i

U
\/m+x+iy:3+i
ly=1

xX2+14+x=3

F+1=9-6x+%

6x =28
8 4
Y673
U
z=i+i
3

Priklad 1.12

Najdéte feSeni kvadratickych rovnic v zdkladnim tvaru, ddle urCeme
algebraicky tvar Cisla z takového, zZe

(@) 22 =-3-4i

(b) 22-3z+3-i=0

Reseni:
nejdiive uvazme

Z=a, a=a, +ai, aj,a, €R
va v algebraickém tvaru = z = x + iy

(x+iy)2:a1+a2i = xz—yzzal&ny:ag

)
U y=3
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potom mame rovnici (redlnou)
4x* —da;x* —a3 =0
substituce u = x* ddva

4u* —dayu—a; =0

U

2., 2
Upp = E(al + 4Jaj +a3)

ovSem x musi byt redlné — proto pouze u,, tudiz

1
x172:i\/u_1:i\/§(a1+ a?+a§)

azi

\/2(411 + w/al + ,la? +a%)

1
= 71 = \/§(a1+ a +a3) +

Pro rovnice
x2+px+q=0, p,qeC

plati stejny vzorec jako v R, nebot’

1 2 1
2 2
X X = =0

=

X2 = (—P + \Vp* - 4‘])

NSRR

(a) urCeme algebraicky tvar Cisla z takového, zZe

Z=-3-4i

Pro z = x + iy dostdvame
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2 2

Up =

3+ V9+16 -3=%5 {%:1

=4
=-3 = 432 -4=0
w+3u-4=0
- xl,zzi\ﬁ=i1

2
)’1,2=—§=+2

(O8]
H
)]
Il
——
[S—
R
IN)
Il
H
Il
H+

U
lel—Zi
=—-1+2i

(b) 2-3z+3-i=0
Dle vzorce plati
21’2:%(31 V—3+4Z)
V-3+4i=?t. w'=-3+4i
w=x+1y
22 _ _
X —y =-3,2xy=4
!
y=73
4
2 —
x—;——?)
' -4+43x%=0
W +3u—-4=0
3+ V9+16 -
= 2 )
Yip = %2

wy+ 20, wp =—-1-2i

U

212 = %(3 +(1+20)) = {

1@ +20)=2+i
12-2=1-i
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(c) nékdy to miiZe vyjit i snadnéji

F-QR+)z+3+i=0
D=Q+i)-4@+i)=4+4—-1-12-47=-9
VD = +3i
|}
71 =3Q2+4)=1+2i

1
=—(2+1)%3i) =
22 = (2 +1) £ 30) {Z2=%(2—2i)=1—i

(d) samiz> —2z+2=0 [z, =1=1i]

Priklad 1.13

ST

urcete 7%, 73, 24, Z

analrtnétebody 1, 1+z, 1 +z+2% 1+z+2°+23, 1+z+ 22+ + 2
Reseni:
Priklad 1.14
Urcete

z= 2(cosg +isin ;—T)

- cosf—l&sinz——\/§
32 32
— z=1+iV3
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Priklad 1.15

Urcete velikost a argument
n
aAz=1 = |7 =1, ¢0:§
1 1
b)z=-14+i = |7 = \/Z cosp = ———, Sil’l(ﬁ: _
V2 V2
3 3
= ¢o = 2" Argz = {Zﬂ'+2kﬂ'; keZ)

ReSeni:
Priklad 1.16

vyjadrete v goniometrickém tvaru
(a) £2 +£5i
(b) z=bi

(c) z=a

Reseni:

(a) +2 +5i
2-=5]=2+5i]=|-2+5i=|-2-5i = V29
uvazme arg2 € [0,2n7], tang = % , arctan% =pel0,72]
e 2 -5i pak ¢ = 2 — arctan % ., 2 —5i = \29girarctan 3)
o 2+5i,pakg= arctan% . 2+ 5i = V29¢itarctan 3)
e -2+ 5i, pak ¢ = r — arctan % , =2+ 5i = \/29gilr-arctan 3)
e -2 —5i, pak ¢ = 7 + arctan % . =2+ 5i = 29gitr+arctan 3)
(b) z=bi,b#0

|z = |b]
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3 prob=0 _ b(cosﬁ+isinﬁ):bei% prob >0
argz = v
8 37” prob <0 b(cos 2 +isin 3”) = —be'> prob <0

(c)z=a,a+0

|| = lal

m proa<0

0 proa>0 a(cos0+isin0) =a proa >0
argz = = z= o .
—a(cosm+isinm) = —ae”™ proa <0

Pfiklad 1.17
Prechodem na goniometricky tvar vypoctéme
(@) (1+)°
(b) (-2 +2i)°
(© (V3-9F
) (1+ 8
© (V3+)'

Reseni:

@ (1+)"°= [\/_(cos— tisin®)]” = 25(cos I +isin %) = 32i

arctanl =2
(b) (=2 +2i)0 = [\/§(cos 4 isin 30| = 83(cos & +isin%) = 512i
8
(©) (V3- i)8 = [2(cos ”7” +isin 125)|" = 28(cos Z + isin Z) = —128 + 128 V3i
. . 5 .
(@ (1+ %) = [%(cos% +isinD)] = -1 + i

V3_x
arctan 3 = %

6 3

(e) (V3+0)0= (2(cos T 4+isin ”)) =210 (cos 107 4 jsin 10”) 210 (cos +isin Z

|z|_\/3T_2 Argz =% +2km, coswzg,sinap:% = ¢p=Z

210(1 - i) =2°(1 - iV3)

)=
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Priklad 1.18

Reseni:
Priklad 1.19
V4 -1+

Reseni:
Priklad 1.20

| V=2 + 2i a7 zpét do zakladniho tvaru

v

Reseni

- \/§<cos’—r+isin;—r)—\5(%+i¥):1+i
V=2+2i= \/ cos—+zsm7): \/E(cosﬁ+zsm%’):&
\/5(005 Br 4 isin 19”) =&

T L. T T R/ §
&= \/5(— cos(——) - zsm(——)) = (— cos — + zsm—) =
12 12 12 12
cos(a + 1) = cosacosm Fsinasinm = —cosa , sin(a + ) = sin@cosm + cosasinw = —sina

:(——\/2+\/_+% 2—\/3)
cos1 ?,cosg=£=>|cos | = 1+;Oga =c0s \ \2+‘f 7\/2+\f

12 2
.« 1-cosa .
|sm§|— 5 ,s11 \/2 V3

sin2a = 2 - sinacosa

cos 2 = cos? @ — sin® @

1970 . . 197 137 =« 137 0w
o= \/E(cos§+lsmﬁ)— ﬁ[cos(ﬁ+§)+lsm(ﬁ+§)
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<|

T b b8
= ; el = V2 |sin — — i 2=
sm(12+7r)+lcos 12+7T] \/_ sin 12 1COS 12

0./ % =Ccosa - CO§ F sin @ sin 2 = +§11’1(l Sll'l((l/ Z) sin @ - cos 2 +cos - sin 2 = *cosa

A

C

=]
2

Priklad 1.21

Najdéte vSechna feSeni

ReSeni:
| -8/ =8, Arg(-8) =n = -8 = 8(cosx + isinn)
tedy
2k 2k
V=8 = V2/[co ﬂ+isinﬂ+ dl prok=0,...,5
6 6
\G/g(cos— +zsm§) \/5(\/7§+z%)
\/i(cos’zr +is1n’§’) = V2i
_ \/i(cos%” + lsm%”) = \/E(—% + l%)
\/i(cos%’ +zs1n%”) = —\/Q(g +i%)
\/i(cos— +isin %”) = —V2i
\/E(COS“Tﬂ+lSIIl“Tﬂ = \/5(73 —i%)
Priklad 1.22
Nacrtnéte

Imz=-i

Reseni:neexistuje
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Priklad 1.23
Nacrtnéte

z+3-=-5]=3, |z+3-5i<3, |z+3-5i>3

Reseni:

Imz

Rez

z+3-5i>3

Priklad 1.24

Nacrtnéte
1<|z+il<2

Reseni:
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Imz
- ——i‘
// o - \
/I // \\ \‘ Re Z
i \
| =
\ 1
\ \ Vi !
\ N / /
\ S o 1 -7 //
\\\ —2l /’
Priklad 1.25
Nacrtnéte
Rez=Imz
Reseni:
> X = y
Imz
xX=y

Rez
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Priklad 1.26
Nacrtnéte
lzZl+z=0
Reseni:
VX2 +y?2+x+iy=0
VX2 +y2=—x—1iy
l
y=0
U
bl = —x
U
x<0
Imz
tato poloosa
Rez
Priklad 1.27
Nacrtnéte
lz—1] =1z - 3|
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Priklad 1.28

RI<
\Y
N
20
<
\%
& |\©

Q

-

>Q

=

=

=

>Q

<

Z
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Imz

Vs e z
§ <argz—zo < 7 — pouze posunuti

Priklad 1.29
Nacrtnéte
(a) Rez>c

(b) Imz<c

Reseni: Imz

c Rez

(@ Rez>c

Rez

®Imz<c
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Priklad 1.30
Nacrtnéte
0<Re(iz) <1
Reseni:
z=x+iy = 0<-y<l1
-1< y<0
Imz
Priklad 1.31
Nacrtnéte
|z7l=Rez+1
Reseni:

1
v/x2+y2=x+1 — A+ = +2%+1 = y2:2x+1:2(x+§)

... parabola s osou x; vrchol v [—%, O]; ohnisko [—% + %, O] = [0, 0]



KAPITOLA 1. KOMPLEXNI CISLA

3i 7
! Imz
20t
lix
N Rez
-3 -2 -1 3
—1i
2|
_3; !
Priklad 1.32
Nacrtnéte
Rez+Imz< 1
Reseni:
x+y<l1
Imz
y=1-x

Rez
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Priklad 1.33
Nacrtnéte .
Re (—) =c
Z
Reseni.
1 _ x=iy
T X202
X 2 2N
x2—+y2_c - C(X +y)—x

1
¥+ —--x=0
c

— — )+ -
& 20) Y T 4c?

kruZnice se stfedem [%, O], r= s

c=0 = x =0 « osay bez pocitku

Priklad 1.34
Nacrtnéte |
Im(—):c
Z
Reseni:
y 2 ) 1 2 1,
-————=Cc = X +y +-y=0 = X +0+ ) =—
X2 +y? ¢ rryey ¥ o 2c) 4c?

c=0 = osax

Priklad 1.35

Nacrtnéte
z=2|+]z+2|=5

Resent:
(soucet vzdélenosti od £2 je roven 5)
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V=22 +y2 + J(x+22+)2 =5
(x =2 +y" =25 -10y(x + 22 +y* + (x + 2)° +)°
S—— NI
/—4x+;( /+4x+;(
—8x — 25 = —10/(x + 2)? + y?
64x% + 400% + 625 = 100 [x2 + 45+ 4 +y2]
36x% + 100y* = 225

2 32 |
™ Yl T
36 100
2 32
7 T ;=1
)
6 10
2 32
—2 + —2 = 1
G G
2 2
Imz
3 .
El
% %
_3 5 Rez
3\ 2 2/ 3
3 .

ohniska: [+2, 0]; poloosy: %, %; excentricita: 2
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Priklad 1.36

Nacrtnéte
z=2|—-]z+2|>3

lz-2|-lz+2[=3
U
%—4x+4+y7:9+6\/m+%+4x+4+/
—9-8x=6+(x+2?2+)?
81 + 144% + 64x* = 36[x* + 44 + 4 + y*]
28x* — 36y* = 63

2y |
[ERT
28 36
2y |
0T
a1

2 32

3 2 NG 2

) (&)

hlavni poloosa: 3; ohniska: /(2)? + (g)2 = 2+1= \/¥ = V4 = 2 « excentricita;
[£2,0]

Priklad 1.37

Nacrtnéte

+iy+1 1 -1
rg(—x 24 ): arg(l + E) = arg(l + —;; +l)})}2) =
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X+yi+x
:arg( 2y 2 lzy 2)
X2 +y X2 +y
U
bis y T
ant oY T — 1kvadrant
an o o s ! vadran
P+ +x>0 & —-y>0
U
1 3
P4y +x+yV3>7=0 e (x+§)2+(y+§)2:1 & y<0
Imz
_1
{ Rez
Lo W3
Priklad 1.38
Dokazte Lemma 1.1.
lz1—22]
—’_1+|Zl|2' o pro z;,z, € C
p(z1,22) = p3(F(z1), F(20)) = Vliw proz; € C,z5 = o0
0, proz; = oo =2

-,

ReSeni:
Je-li z; = 7z, = oo je tvrzeni ziejmé. Zbyvaji tedy 2 moZnosti:

1. Necht’ z; # o0 a 7o # co. Potom
p*(z1,22) = P3(F(21), F(z2)) =
_ ( Re(z1)  Re(z) )2 +( Im(z)  Im(z) )2 N

IRVE RN L+1zi> 14z

2
n 41§ _ |22 _
L+lzi? 1T+]P
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2 2
4| 22 <1 &)

Re - + (Im - +

( (1+IZ1|2 1+|Zz|2)) ( (1+IZ1I2 1+|Z2|2))
2

( (41§ |22l )_

+ —_— =

L+z? 14|z

2

‘ 2 n P |21 |z

— — + — =7 =
L+zi> 14z L+1zi> 14z

|21 |zo| 2Re(z122) |zi|*

T+ aP? A+ P2 A+ P+ P A+laP?

_ 2021 - |zl ol _

T+ + 2P (1 +1P)?
_al ol 2(Re(zizo) + a1l + )
T ltlal TP A+ P+ P
P+ 1P + 2P + 121 - 2Re(@iz0) — 21z Pleal®
- (1 + 1z +|z2?) -
_zil? + |z2l* —2Re(@iza) |21 — 2ol
0+ PA+ 2P A+ P)A + 2P

Z cehoz plyne pozadovand rovnost.

2. Necht’ z; # o a z; = oo. Potom
p*(z1,00) = p3(F(21),(0,0,1)") =
_ ( Re(z1) )2 +( Im z, )2 +( il 1)2 _
1+ ]z 1+ ]z 1+ ]z
_ (Rez))? + (Imz;)? 1 R
- (1 + [z:]%)? (L+1zP? (T +1zP? L+

¢imz je dikaz kompletni.
Pozn. p je skute¢né metrika

) p(z1,22) 20, p(z1,220) =0 & 71 =2, ... zfejmé

i) p(z1,22) = p(22,21) ... zfejmé (definice pro z; € C & 7, = oo je jiZ symetricky

dano)

1) p(z1,20) + p(22,23) = p(21,23)

A)71 =2 =23 =0
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b)Z1:ZQZOO & Z3€C

0+

1 1

>
Vi+lalP o yL+]zP
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Kapitola 2

Posloupnosti a rady

Priklad 2.39

rozhodnéte o konvergenci

(o)

1+i(-1)""'n
2

n

Il
—_

: w1
e konverguje pro p > 1, navic Z S=€

2.
(=1
2

n=1
o0

konverguje dle Leibnize; navic plati Z

n=1

2
. o, T .
— fada konverguje k souctu 3 +iln2

(=1

=In2
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Priklad 2.40

rozhodnéte o konvergenci

s

n=1

:Nl ~

Reseni:

1
=— & Z - konv. abs. = Trada konv. absolutné
n

Priklad 2.41

rozhodnéte o konvergenci

o (1L + )
X

n=1

(V2"

n!

ReSeni:|a,| =

podilové kritérium
i O, V2
n—ooo (n+ 1)! (\/5)” Csen+ 1

Ap+l

an

lim

n—oo

Priklad 2.42

rozhodnéte o konvergenci

n

(o)
P
n-2"
n=1

Reseni:

. n 1 n 1 _1, nl_l
lim |a,1|—11m\/n.211 —lem\/;—2
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absolutné konvergentni

Priklad 2.43

rozhodnéte o konvergenci

i% 1+

n=1

Reseni:
A+ 1+l
=3 -
(1 +0) 3 3
absolutné konvergentni
Priklad 2.44
rozhodnéte o konvergenci
n=1 \/ﬁ
Reseni:
platf e 1 n 1 n

:—COS—+Z—SII’1—

Vi Vi Vi

jenZe fada
Z — cos - dlvergUJe

limitn{ srovnavaci kritérium a; > 0, by > 0, lim ‘b‘" =L
L<oo& > b, konv. = > a, konv.
L>0& > b,div. = )} a,div.
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b8

im cos " > Z iv
A v
= Z — cos E div.

= dlverguje

Priklad 2.45

Urcete soucet fady

> COS
Z d pro ¢ € R
n=0 2

Reseni:
Plati cos ng = Re(e™) = Re(e'¥)"
U
mame redlnou Cast geometrické fady
Z 7", kdez:= 2
Jelikoz % =5<1 aplatl stejne]ako VR: ) 7" = %Z prolzl <1
mame
i e\ 2 22 —e™¥) _4-3cosp+2icos
Li\2) -2 2- ¢ 2-2eW)2—e¥) 5-4cosy
U
cosny Re 4—-2cosp+2icosp) 4—2cosyp
o S—4cosey  5—4cosg
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Priklad 2.46
Urcete, pro které hodnoty a € R, konverguji fady
(a) .
e
n=0 ne
(b)
n=0 n®
(c)
> (o + D...(a+n),
o n!
Reseni:
(@) (@>0)
(d) (@>1)

(©) (@<0)
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Kapitola 3
Zaklady kalkulu v C

Priklad 3.47

A) Navic, pouze s pomoci definice ukaZte, Ze
a) lim,,, (az+b)=azp+b, a,beC
b) lim,,_(x+i2x+y)=1+1
) lim,_(z* +iz) =4 +2i

d) lim_,_; %=

ReSeni:
neexistuje, jelikoz

e piibliZeni po redlné ose (z = x):

limZ =lim1 =1
x>0 X x>0
xeR
e piibliZeni po redlné ose (z = iy):
lim 2 = lim - = -1
y=0 iy iy

yeR
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A)
a) Necht’ € > 0 je libovolné. Necht’ |z — zo| < 6.

Je-lia=0 = |b-b|=0<ce€
Je-lia#0 = |(az+b) — (azo+ b)| = |la(z —20)| = lal - |z — 20| < la] - &

Je-li tedy |z — 7] < & = ﬁ — If()-Ll<e
a

b) Necht’ € > 0 je libovoln0. PoloZzme z = x +iyalz—(1 —i)| < 6. Pak |x = 1| < d a
y+1<da

(x+iRx+y) -1 +)=|x—-1)+iRx+y—-1)| <
<lx=1]+R2x+y-1]
=lx—=-1+2x-2+y+ 1|
Sx—=1+2x=1]+y+1<6+20+6 =46

Jetedy z-(1-d)l<d=5 = |f(a-Ll<e

¢) Necht € > 0 je libovolné a |z — 2| < 6. Pak

12 +iz—(4+2)| = —4+i(z-2)| <
<-4 +|z-2/ =z +2lz=2|+ |z - 2|
=|z-2+4z-2|+]z-2| <
<(z=2l+Dz-2/+|z=2/< @@ +4)-6+6
=6+5)-6

Jedilz—2 <8 =min{l,£} = |f@Q-LI<(@+5)-6<(1+5)-£=¢
T
BUNOGS6<1 = 6-(6+5)<66=¢

d) Necht € > 0 je libovolné a |z — (—i)| < . Pak
| '1 -1z

- =i
Z Z

=i+ Dl Jz+dl 6
Fd |z] |z]

JelikoZ |z — (=) < 6, jeli6 < & = [z> L atedy L <2.

Takze s
<—<26

- =i
|z]

' 1
2

Je-li |z = (=i)| < 6 — min{}, §}, pak |1 — i < €.
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Priklad 3.48
Re(z)
lim
z—0 Z
Reseni
. Re(z) .. . .
lim =lim ——— —ilim ——— neexistuje
=0 Z T xX“+y Xty
_x . X(x=iy)
xtiy — x2+y?
. x2
im0, ytx i = T
Priklad 3.49
lim =
-0 |z
ReSeni.
x—0 x=0
= 1 = I
y=0 y—0
— =+1 DA
|x] MY
Z X+ iy x.y) X x.y) y
- = —, ulx,y) = ——, v(x,y) = ———
Z ‘[x2+y2 /x2+y2 ‘[x2+y2
I X 1 0 COS s limit iU
im ——— = lim = COS 1mita neexistuje
(x,y)—(0,0) /X2 + y2 p—0*t P ¢ J
Priklad 3.50
. Re(?)
lim
z—0 Z
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Re(z)  x* —xy* +i(=x’y + )

z X2 +y?
3 2 303 .2
x> — Xy . p’(cos’ ¢ — cos g sin” @) ) 3 . 2
im = lim = lim p(cos’ ¢ — cos ¢ sin =0
@)=00) X2 +y2  p-0* p? o0+ (cos¢ psin”g)
-2y + 3 i 0> (—cos? psin ¢ + sin® @) 0
——— = lim =
@»—00 x2+y2  po0* p?
U
Re(z?
lim X&) _
Z
Ize i elegantné R < I |zl = € =0 v definici limitya L =0
g i E
Priklad 3.51
.z
lim
-z Re(z)

Reseni:
Z0 = 0 = neexistuje
20 =00 = 00

Priklad 3.52

Imz2
L=Ilime
=0
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Priklad 3.53
i)
hm—_ - — -
=02i\z z
Reseni:
12-7 1 x2 =y + 2ixy — (x* — y* = 2ixy) L dixy 2xy
2 z-7  2i x>+ y? C2ix2+y2 X2+ y?
, 2p% cos @ sin g , , ,
lim = lim 2-cosgsing =2 -cosg - sing

p=0" p2(cos? @ + sin® )  p—0*
3

limita neexistuje

Priklad 3.54
47%
m
>0 (7= 1)2
Reseni:
p 4 5 4
1m = l1m = l1m =
ee =D 0 d o1 =0 (1-2p
Priklad 3.55
T 1
1im
-1 (z — 1)3
Reseni:

lim =
-1 (72— 1)3 i

13
G g

lim,_,;
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Priklad 3.56

lim zRe(z)

700

“intuitivni pfistup”: limz = oo
7—00
lim Re z = o0, nebot” Re co = oo

7—00 T

jenZe toto neni pravda

lim Re z neexistuje

700

i) podle definice: O.(o0) existuje Oz(oo) takové, Ze pro Yz € O;(0) je Re z € Os(e0)

O.(00) = C \ K(O, 1)
€

. 1
Oi(e0) = C \ K(O, 5)
;

sem patii body z = iy pro y > (1—5 a pro né je Re z = 0 (coz ale nepatii do O(c0)!)

1i)
limz=x Rez =
xeR
Rez=x = limRez={,. ™%
200 lim -y Rez=0
700
(y—>+00)

— limita neexistuje

Priklad 3.57

Dodefinujte funkci

_z-Re(?)
2l

tak, aby byla spojitd v bod¢€ z = 0

f@

z € C\ {0}

Reseni:
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-R
limE "2 20 = £(0):=0
=0 g
. preos’y _
(x+iy)-x X xy limy_o- RV 0

= +1i 2 :
2 2 2 2 2 2 i prcosgsng
VX2 +y VX2 +y Va2 +y lim,, o+ i 0

1 1
limzRez ? < lim — Re(-)
700 =0 7 Z

3
) 1 X ) X —1y X
lim

—— = im .
x+iy x2+y* @00 x2+y? x%+)?

2
1 X — 11 —
. xz llmx:()’ y=0 GZa2E = im0 =0
N IR B ey @
(2.y)=(0,0) (X t+y ) llmeky, y—0, k0 k2+y2)2 = 11rny—)O, k#0 V(&2+1) =00
: 0
. Xy 11mx—>0, y—0 }7 =0
I o G2y i 9 ik
Y 0,0 1 —_ = —_—
x)=(0,0) (x* + y*) lim,—, y—0 Ere lim S

U

limita neexistuje

. . 1
IimzRez =0 — llmﬁ =
7—00 7—0 = Re(_)
Z Z
T plati?
. Cox+iy . (x+ i +y?)
lim = = lim = lim
z—0 Re(z) z—0 P z—0 X
l
)
. x(x= +
m YY)
(x,y)—(0,0) X
2, .2 2 3
xX° + . X .
YA (v Y
(x,y)—(0,0) X (xy)—0,0)\ Xx X (x,y)—(0,0)

<
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Y’ Y’
lim — = Ilim - = - = neexistuje
)=00) X x=ky, yo0 ky?  k
U
2 + 2
lim X
X
U

limzRez # o

Priklad 3.58
a) Urcete defini¢ni obory (chdpeme jako f : C — C)

. f(x) = ¥

_ 2i%+5
2. 1@ = Given

_ zz Im(z)
3. f() = -2 Re(z)

_ _3Re@
4. f(Z) ~ 5Re(z)-2Im(z)

b) U~réete defini¢ni obory (i) jako funkce f : C — C, ii) jako funkce

f:C-0)
L f@) =15
2. flo)= 3%
3. f2) = =
ReSent:

a)

1. C\ {£2i}

2. C\{1,i}

3. C\{Imz=+Re(z)- \/5, Rez > 0}

(Im 2)2#3-(Re 7)2

4. C\{2Imz=5Rez}




KAPITOLA 3. ZAKLADY KALKULU V C 42

b) 1) spojité vSude v defini¢nim oboru

b) ii)
1. vSude
2. vSude

3. nespojité v oo

1
spojitost v oo & f(—) spojita v O :
<

Priklad 3.59

funkce arg z spojitd na C \ (oo, 0]

Reseni:

1
z Z .,
= spojita v 0
1+1 22+1 pol

o~

-+ z4i

1
Z
Lo 1-iz?
Z
1
1

ez —1

neni def. v O

Véta 3.0.1. Funkce arg z je spojitd v kaZdém bodé z € C \ {0} s vyjimkou zdporné redlné

05SY.

Diikaz. Pripomeiime, Ze

argz = arg(z + iy) =

Jelikoz argz € R pro kazdé z € C (4.

arctan>, x>0

arctan> +7, x<0&y>0
arctanz -7, x<0&y<0
5 x=0&y>0

—%, x=0&y<0

Re(argz) = argz & Im(argz) = 0 ), je spojitost

arg z ekvivalentni se spojitosti v redlném oboru. Je ziejmé, Ze arg z je spojita uvniti jednot-
livych kvadranti (diky spojitosti arctan w). Pro x = 0 a y > 0 mdme hodnotu 7 a limitnim
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pfechodem dostaneme totéz, nebot’

. . V4
lim argz= lim arctan r_r
x—0%, y>0 x—0%, y>0 X 2
. . y n 4
lim argz= lim |arctan=+n|=—-—<+7m= <
x—07, y>0 x—07, y>0 X 2 2
Podobné pro x = 0 a y < 0 mdme hodnotu - a
. . Yy 7
lim argz= Ilim arctan— = ——
x—0*, y<0 x—0%, y<0 X 2
. . y T
lim argz= Ilim [arctan=—rm|=—=
x—0~, y<0 x—07, y<0 X 2

Spojitost na kladné Casti redlné osy je také zfejmd, zatimco na zdporné C4sti redlné osy
mdame hodnotu —7 (z predpisu pro x < 0, & y >)
lim argz= Ilim (arctan Y 7T) =
y—0*, x<0 y—0*, x<0 X
tedy arg z md na zdporné C4sti redlné osy neodstranitelnou nespojitost I. druhu se skokem
délky 2, coz dokazuje spojitost argz na C \ {z € C,Rez > 0} U {0}) O
Poznamka:

i) Stejného vysledku dosdhneme i s pomoci alternativniho vyjadieni ze strany ?, tj.

arctan>, x>0

T _
2

—g—arctanf, x<0&y<0
-, x<0&y=0

) arctan=, x<0&y>0
argz = argx + iy = Y

Nicméné v obou pripadech jsme museli rozdélit arg z podle jednotlivych kvadrantd
v C. To je zplsobeno tim, Ze arg z € [—nx, 1), zatimco arctan w nabyva pouze hodnot
mezi —7 a 5. Tuto nevyhodu Ize obejit pomoci polovi¢niho argumentu Pro y # 0 mdme
oba A jsou podobné (SSS) = oba trojuhelniky jsou pravouhlé, thel ¢ je rozptlen, dhel «
je také “nahofe” Pak z trojihelniku s vrcholy [x, y], [x,0] & [|z],0] plyne

lzl—x . lz| — x
cota = , . a = arccot
y

nebot’ plati arctan a+arccot @ = § ((arctan @)’ +(arccot @)’ = 1:7—@ = 0 & arctan 0+?)
Tedy celkem

A\ x2+y2—x
2-arctan+)2, y#0
p=agi=4y 0, y=0&x>0

-, y=0&x<0
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Je-lix>0ay — 0, pak

, VX2 +yr—x
lim 2-arctan —— =
y—0*, x>0 y T

spojitost arctan

. VX2 + ¥y —x
=2-.arctan| llm ————

=2-.arctan0 =0

T
X2 +)‘2 2y

: 2 -1 Y —
limy0+, 50 27— = limy 0+, 150 —2—= =0
x2+y?

y—0*, x>0 y

1

, VX2 +yr—x
lim 2-arctan ——— =
y—07, x>0 y T
zcela totozny vypocet

Zatimco pro x < 0 ay — 0 dostaneme

VX 4+ —x|[Vx2+y?—x
lim 2 -arctan 4 Y — +o0|l =2 - (iz) =+
y—0, x<0 y y T 2

spojitost arctan

tedy opét skok o délce 2.

i1) Analogicky jako ve theorem 3.0.1 miZeme uvazit i jinou vétev funkce Arg z. Potom
plati:

funkce arg, z je spojitd v kazdém bodé C \ {0} s vyjimkou bodii na polo-
pfimce vychdzejici z pocatku s body o argumentu ¢.

pficemzZ arg,, z znaci vétev Argz, pro kterou plati

arg,z € [¢ — 27, ¢)

Pak zjevné arg z = arg,, z.
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Priklad 3.60
Urcete, kde ma f(z) derivaci:
a0) z definice f(z) = Rez

a) f(z) =zRez = (x+iy)x

al) f(z) =z-z2

b) f(2) = Izl

bl) f(x+iy) = x* + iy?
0 f@)=1

d) f@)=1
e) f(x)=zlmz
f) e*- e

Dile

60A) Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé€ zy, pak plati

f'(20) = uy + ivy

UrCete f’(zp), je-li z vyjadieno v poldrnich soufadnicich, tj. z = r -
(cos @ +isingp)

60B) Funkci f : C — C lze kromé tvaru f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
vyjadrit také pomoci polarnich soufadnic jako

J(2) = u(r, ) + iv(r, @)
Ukazte, Ze komplexné diferencovatelnou funkci f v bodé z # 0 plati

ou 1@ (9v_ 1 Ju

or rog - or

- 7
(toto jsou vlastné C-R podminky pro z v poldrnich souradnicich)

A jak vypada Laplaceova rovnice v poldrnich soufadnicich?
60C) Necht' f : C — C spliiuje C-R podminky v K(0, R) a poloZme

g) = f (%2) pro z € C\ K(0,R). Ukazte, Ze g také spliiuje C-R
podminky (v polarnich souradnicich).

(bod R; je symetricky k z vzhledem ke kruZnici |z] = R

s timto se jeité potkdme v pifpadé R =1  — kruhov4 inverze)
60D) Uvazme funkci f(z) = w = R(cos ¥ + isiny) pro z = r(cos ¢ +
ising). Ukazte, Ze pro z # 0 & w’ # 0 a diferencovatelnou funkci f
plati

roR _oy  1oR__ o
Ror Oy Rdp  Or

(toto jsou C-R podminky pro z a f v polarnich souradnicich)

Reseni:
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a0) f(z) =Rez
Rez—Rezp X — Xo

lim = lim - — neexistuje
=20 Z—20 (xy)=(x0.y0) X + 1y — Xo — 1Yo

. X — Xo

lim - =
x—x0, y=yo+k(x—x0) X + (Yo + k(x — X)) — Xo — iYo
. X = Xo
lim - - — =
x=x0 X + iy + ik(x — Xxo) — Xo=80
X — Xp 1

O v i-x) T+
nebo pfes Cauchyho-Riemannovy podminky: u = x, v=0
u,=1 v, =0
uy,=0 v, =0
a) f(z) =zRez=(x+1iy), D(f)=C
u=x* v=uxy

Uy =2x vy=y
u,=0 v,=x

U

pouze pro [0, 0]

;oo 1. ZRez—=0 _
SO =ln =g = ligRes=0

(ovSem dokazat existenci derivace pouze v z = 0 pifimo z definice uz by bylo trochu
slozZitéjsi. . .)

al) f()=z-2
u=x—-x=0, v=y+y=2
u, =0 v,=0
uy, =0 v, =2

u, # v, = funkce neni diferencovatelna
b) f(x) =z* = x> +)?
u=x*+y, v=0

u, =2x v, =0
uy, =2y vy,=0

= C-R pouze pro z = 0 a plati f'(0) = 2x O+i-0‘ .= 0
x= y=
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Pfimym vypoctem dostaneme totéz

2 =
£0) = lim 2 Z 1im ZZ Z limz = 0

=0 Z = Z z—0

Ovsem dokazat piimo z definice, Ze derivace existuje pouze pro z = 0 uzZ by bylo
trochu komplikovnéjsi. . .

bl) f(x+iy) = x* +iy?

u,=2x v, =0
u,=0 v, =2y

U

Uy =v, & x=y
— f je diferencovatelnd pouze v bodech x + ix, x € R a zde plati:

f(x+ix)=u, +iv, =2x

¢ fo) =1
fa+i)=d==3% D()=C\(0)
u(x,y) = =, v(xy) = -2
2 —x? 2xy
Uy =Gty Vi = o
_ __2xy _ y2—x?
W= -tenz W= @y
U wuvec!
komplexné diferencovatelnd na D(f) a plati
@) v — x? iy 2xy x* = 2ixy —y* (x — iy)?
= 1 = — = — =
CT @ e s @ - P+ )
x:Z&y:O et —;—j:—zlz
1 1

G2 2
60A) Pomoci pravidla pto derivovani sloZené funkce dostaneme

u(x,y) = u(rcos @, rsing) = u, =y X, + Uy -y, =

= Uy - COSP + Uy - SINY
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Podobné
V=V COSQ + V) - Sing

Proto s vyuzitim Cauchyho-Riemannovych podminek mame

Up = Uy COS P + Uy SINQY — U, COS @ = uxcosz<p+uycos<psin<p

VyCOS Q@ + Vy SINQ = —Uty, COS @ + U, SINQ — V, SINY = —Uy, COS Y SIN @ + Uy sin® ¢

v

= U, cos @ + v, sing = u(cos’ ¢ + sin’ @) = u,

Podobné

. . .2
u, sin @ = u, sin ¢ cos ¢ + u, sin .
PSP = i (’2 g ¢ =  u,sing—v,cosp = u,
V,COS @ = —Uy, COS” ¢ + U, SIN p COS ¢
Takze
f(z0) = uy + ivy = uy — iuy = U, cOSQ + v, sinp — iu, sing + iv, cos ¢ =

u,(cos @ —ising) + v,(sing + i cos ¢) =

ue™ + iv.(—ising + cos @) = (u, + iv,)e ¥

Miéme tedy rovnosti

i, =V, a —r -V, = Uy,
0 9
Lo b
Up + Tl = Vyy —TVyp = Ugy
= l
—r(Uy + Tltyy) = Ugy
U
Puy + riy + g, =0
T

Laplaceova rovnice v polarnich souradnicich
Podobné médme

PV + TV, + Vg,
60B) Plati

U, +iv, = 6_f = f'(z)- % = f'(z)(cos ¢ + isin @)
or or 0

z =r(cosy + ising)
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Uy + vy, = of :f'(z)-i = f'(z) - r- (—sing + i cos )

d¢
Proto
iri—f - Z_f ir(u, +iv,) —u,—iv, = f'(2)-r-(icosp—sing) + f'(z)-r(-=sing+icosp) = 0
r Y

Oddélenim redlné a imagindrni ¢asti dostaneme
ru,—v,=0 & -—rv,—u,=0

z ¢ehoz plynou pozadované rovnosti. Podobné jako v Disledku 3.7. (str 20)bychom mohli
ukdzat, e spInéni t&chto C-R podminek & u,v € C' je postaCujici pro (komplexni) dife-
rencovatelnost funkce f v bodé z # 0.
60C) VyuZijeme predchozi cviceni (60A). Polozme f = u(r, @) + iv(r, ).
Protoze ar (1) = A =u(®, ) — in&
g(z) = argz, mdme g(z) = u(*-, ) — iv(5-, ).
PoloZenim g(z) = P(r, ) + iQ(r, ¢) pak s vyuZitim fetézového pravidla dostaneme

OP _ R? P R?
or r2 1( D 90) (9()0 = MZ( ) 90)
80 _ 00 _

o Vl(li ’()0) o ~ VZ(Rr 9‘10)

kde u;, v; pro i € {1,2} znaci ptislusné parcidlni derivace funkci u,v vzhledem k i-té
proménné. Jelikoz ale f spliiuje C-R podminky, musi podle pfedchoziho cviceni platit

1 1
ul(r’ QD) = ;VZ(r’ QD) & Vl(r’ SD) = _;MZ(r’ <P)

, 2
Nahrazenim r za R7 pak dostaneme

op__R R R R LR 100

or v ,? ERICAEL S r g
a

00 R (R2 » R r (R2 . (R2 ,__lop

—_— = —y = ———Ur(—, = ——ur(—, = —_——

ar 2! 2R e P e r op

tj. funkce g také spliiuje C-R pro z v polarnim tvaru.

60D) Plati
% = @(cos W+ isiny) + R(—siny + i cos 1//)6—w
or or or
of o

=L = %(cosd/ +isiny) + R(—siny +icosy)—
do Op dg
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Proto
R 0
ir- g—]; - % =r- Z—r(icosdf —siny) + rR(—siny — cosw)a—lfj
R 0
- 0—(005 Y+ isiny) — R(—siny + i cos a,l/)—w =
oy dg
OR 0
= ir—(cosy + isiny) — rR(cos ¢ + i sin w)—w
or or
OR 0
— —(cosy + isiny) — iR(cos Y + i sin w)—lﬁ =
Oy dg
OR 0 OR 0
= [cosy + isiny][ir— — rR—w - — = iR—w]
—_——— Or or Oy 0y
=/=0
Z ptedchoziho cviceni ale vime, Ze ir?—f; - % = 0. Proto diky w # 0 mdme

z ¢ehoZ po oddéleni redlné a imaginarni sloZky ziskdme poZadované rovnosti.

uy=v, & e +e’=-(+e?) nebo cosx=0
e+e?=0 U
neexistuje £ X = g + 2kn

Uy =-v, & sinx=0 nebo &' —e” =—(e’—e?)
x = kn nebo &' —e”? =0
e? =1
y=0

luvecC!

z:g+2kyr,keZ

pouze v t€chto bodech existuje derivace f'(5 + 2km) = 0+i0 =0
funkce nenf nikde holomorfni{
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Priklad 3.61

Kde je funkce f(z) holomorfni?
a) f(z) =2lzl +3i
b) f(z) =sinz
¢) je nekde zadani?
d) f@ =1, D(f)=C\{0})
e) f(z)=zImz
f) f(x+iy) =e*-e™ = e*(cos(~y) + isin(-y))

61A) Ukazte, Ze vztah mezi funkci u a funkcei harmonicky sdruzenou
je antisymetricky. Tj. v je harmonicky sdruzend s u < -—u je
harmonicky sdruZena s v.

61B) Necht' f : C — C je holomorfni na C. UkaZte, Ze totéZ pak
plati i o funkci %

Reseni:
a) f(z) =2zl +3i
fx+iy) =2x2+y>+3i, D(f)=C

u(x,y) = x> +y% v(x,y) =3

2x

e = 2/ x2+y? v =0 .
5 — C-RneplativC\ {0} proz=0:
u, = —= v, =0
y 2 W y
. 24X +y2+3i—3i . 2(x — iy) /x% +y?
lim - = lim
(x)—(0,0) X+ iy (x)—(0,0) x> +y?
2pcos ¢ - \p?
= lim P i P 2cosp
p—0* P

= derivace neexistuje nikde v C
— neni nikde holomorfni (to plyne jiz z C \ {0})

b) f(z) =sinz

Fort iy) et — e e 7Y e¥(cos x + isin x) — e (cos(—x) + i sin(—x))
xX+1y) = - = - = - =
Y 2i 2i 2i
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cosx(e —e™) +isinx(e’ + e ) Sy ) Sy
= ( ) ( ) = —E(zcosx(e’—e ") — sin x(&” + €7))

2i
u(x,y) = % sinx(e” +e™), v(x,y) = —% cos x(e¥ —e™)
U, = %cos x@+e?) v, = % sin x(e” — e™)
u, = % sinx(e’ —e™”) vy, = —% cos x(e” +e7)

d f@=1, D(f)=C\{0}

1 x4+ iy X .y
fxy) = N I . DR, S L, B
xX—1y x*+y x4y x> +y
U, = (A2 +y?)—x2x V. = 2xy
X = (x2+y2) X = x2+y2 . v
IR C 2hplap neplati vSude
Uy = x2+y? Y x24y?

e) f(z) =zImz kde je holomorfni? — nikde

fx,y) = (x—iy)-y=xy—iy

u,=y v, =0
=% vy= -2y pouze v [0, 0]
)czy—ixyz—iyzx—y3
£ 2 .2 .
x —_— f— p—
m P g )
x)=00) X+ Iy  (x)—00) x2 +y?
. pPcospsing —p?sin)
lim > =
p—0* P
I p’cos-sin’ ¢ + p® cos’ psing
pl)I(l;!" p2 - 0
U
f(0)=0

f(x+iy) =e* - e = e*(cos(—y) + isin(—y))

U
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u=ecosyv=—esiny

u, =e*cosy v,=—e'siny
— X o1 — X
u, = —e*siny v, = —e*cosy

Uy = vy, & e =0nebo cosy=0 = cosy=0
uy=—v, & e =0nebo siny=0 = siny=0

ale cosy =0 = siny nenastane nikdy soucasné = f neni nikde diferencovatelna

61A) Necht' v je harmonicky sdruzend s u na néjaké oteviené mnoziné¢ D C C, tj.
u + iv je holomorfni na D. Pak ale také —if je holomorfni na D, tj. —iu + v nebo-li
v + i(—u), coz tedy znamena, Ze —u je harmonicky sdruZena s v.

61B) Jelikoz f je holomorfni = u, v maji spojité parcidlni derivace (libovolného
fadu) a plati
uy=vy, & u,=-v,

Polozime-li g(z) == % =w(x,y) +iw(x,y),

@ = (u(x, —y) + iv(x, —y)) = u(x, —y) — iv(x, —y), 1. mnoznost) pak
W(X, )’) = M(X, —)’)» a)(x’ y) = —V(.X, —)’)

Zjevné 1 w, w maji spojité parcidlni derivace a plati
0
W = (X, =y) = vy(x, —y) = 5(—V(x, —y) = wy(x,y)
Wy(x’ y) = _uy(x, _y) = v.(x, _y) = —w,(x, y)

= C-R + spojitost = holomorfni

2. moZnost) — miZe se stat, Zze vypocet jednoho z integrélii je komplikovany — tento
postup pak nelze pouZzit!

v = f2ya’x+C(y):2xy+C()’) f@) = f(x+iy) =

U :xz—y2+x+i(2xy+y+k)
y2x+1) + C(x) = 2xy + C(y) Jx=2y=0
Cx)=C@y) -y f(Z)?z2+z+iK
U

Cv) = K ovérit (korektné pouze x = %2, y= Zz;f)
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Priklad 3.62
Najdéte holomorfni funkci f(z) takovou, Ze

u(x,y) = Re(x +iy) = x> —y2 + X

Iéesvem’:nejdﬁ’ve “harmoniCnost”™ Uy, + Uy, =2 -2=0V
C-R podminky

uy=2x+1=v

w = 2y = —v, = v=y2x+ 1)+ C(x)

0
Lo
v, =2y+C'(x) =2y
T
—u

y
C'(x)=0 = C=K
Priklad 3.63
Najdéte holomorfni funkci f(z) takovou, Ze

vix,y) =x+y—-3 & f(0)=-3i

vw=l=u = y=x+C(y)
0
"o

C'(y=-1

Chy)=—y+K, KeR

fx+iy)=x—-y+K+ix+y—-3)=z+K+i(z—3), f(0):

flz)=z+iz-3i

-3i=K-3i

K=0
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Priklad 3.64
Holomorfni pro

v=In(x*+y") - x* +*

Reseni:
“harmonic¢nost™!

2 2 1
vy:—y+2y:ux=>u:f 4 dx+C(y):2yZarctan§+2xy+C(y)

x2+y2 x2+y2
0
Loy
y
1 X 2x
=2 A-=]+2x+C Q) =—-———=+2
2x , 2x
—m+2X+C@):—m+2X
C'»=0
Cy) =K

f(x +iy) = 2 arctan g 2xy + K + i(ln(x2 + y2) —x*+)"), y#0
y

x=0
fGy) =i(lny* +y) + K
y=-iz

f2) = iln(—zz) —i?+K, KeR

Priklad 3.65

Holomorfni pro

u(x,y) = m
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U= —5——> je diferencovatelna na R? \ {0, 0}*harmoni¢nost”!
x> +y
2xy 2xy
aplatiyy, = —————— — =
PR Ty YTy
2 -y ¥ -2

uy = (2 + y2)2 Vi = (2 + y2)2

3 B 2xy Cs=x+y
V—fvydy+C(x)——fmdy+C(x)— ds = 2ydy| =
ds 1 X
:—XI?'FC(X):X';-FC(X):m+C(X)
0
Lax
2.2 _y.0 2 2
X +y —x x+C’(x): V- X
(X2 + y2)? (X2 +y2)2
C'x)=0
Cx)=K
X
V:x2—+yz+K
U
X

fx+iy) = +iK

+1
x2+y2 x2+y2

f@) =% +iK =1 +iK, zeC\(0)
Z Z

Priklad 3.66

Holomorfni s
u(x,y) = e*(xcosy —ysiny)

kde u je diferencovatelnd a harmonicka funkce.

-,

Reseni:

u,=e(xcosy—y-siny)+e*-cosy=e"((1 +x)cosy—ysiny) = v,
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V= fe"((l + x)cosy —ysiny) dy + C(x) =
=¢e'[(1 + x)siny —siny + ycosy] + C(x)
0
Lo
e*[xsiny +ycosy] + e*siny + C'(x) = —e*(—xsiny — siny — ycos y)
U

C'(x)=0 = C(x)=K, KeR
= f(z) =z +iK, KeR

Priklad 3.67

Holomorfni pro
a) u=x>+y?

b) u(x,y) = %ln(x2 + yz)

Reseni:
a) neexistuje — neni harmonickd — ovéfeni

b) u(x,y) = %ln(x2 + yz)
holomorfni na C \ {0}??
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Kapitola 4

(Funkc¢ni a) mocninné rady

Priklad 4.68

a) polomér .7 Z;

b) polomér Y5’ &
c) xyn'z"

d) > 57"

e) X, Z—jz”

f) X"

g) Y2z

h) Y53+ (=D

) Yon+a)"
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b)
1 a ;.
a, = — = lim|—| = lim &2 = =0 = R=o
n! a, # n+
c)
a,=n" = limVn" =limn=00 = R=0
d)
n+l
n . o+l . +1 +1 1
a,=— — 1 a+1:h 2n1:h 1 =1l " =— — R=2
7" a, 3 2n 2n 2
e)
n! . Apy . n" 1 1
a,=— — 1 =lim = — — =- R=e
n" a, (n+ 1) lim(1+ )" e
0, n#k!
a, =
D {1, n==k!

0, k! .
Via,| = " = limsup{fa,=1—->R=1
1, n=k!

) a, = 0, n#k!
&) fn = 2k n=k!

a,| = ! 1)
V2k1 = “N2, n=k!

limsup = +/|a,| = ]}im "2=1 R=1

h)
. 4 n...sudé ) n
a, =[3+(=D"]" - /la,| =3+ (-1)" = ) = limsup la,| =4
2 n...liché
1

R=-
4
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1) Na<l = d"<1 = n+a"<n+1

n<n+ad* =a,<n+1

>3 —1
fa, = Vn+a'{~ = lim<a, =1 R=1
“ T < T 1o 1 “

il)a>1 = a" >nprovelkdn

pro tato n plati
n+a"<2ad"

> Va" =a 1
Vla,| = Vn + a” X . = lim+la,/=a = R= -
| {<V2a”:\/§a—>a ] a

Priklad 4.69

polomér pro

ahek
~ | ™~
NS
3 il
Y
A\l
3

Reseni:
el (n+DH?> 2n)! (n+1)? n+1 1
= . = = - -
a, 2n + 2)! n? Cn+2)2n+1) 22n+1) 4
R=4
Priklad 4.70

polomér pro

N 1 ia\n
Zn(l——ei“)"(z_e ),QER,CY?&]CT(

n=1

Reseni:
1 , 1
r = lim . -n'(l—e’a)”:hm‘ " _| =
n—oo [(n + 1)(1 — el@)r+! n+1 1-e¢@
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. n 1 1—-cosa+isina
= lim — . — =
n—soop+1|1—cosa—isine 1—-cosa+isina

1

' 1 —cosa+isina

'1 —Ccosq + isin@

1 —2cosa + cos? a + sin” 2+2cosa

1\/(1—cosa)2+sin2a/ 1 [2-2cosa

) (1 — cos )? B \/(1 “cosap
— R=2 l_Cﬂ =2 -|sin g|
V 2 2
Priklad 4.71

Dokazte, ze Y

n=1 n(n+1)

ReSeni:
Pro |zl < 1 dostaneme

|z|"

l1—-cosa+isina

‘ (1 — cos @)? — (isin@)? -

-

(1 —cos a/)2 sin® @
4(1 — cos a)2 4(1 — cos a)?

2
V 1-cosa

1

n(n + 1)‘ “nn+1)  nn
1 .
Z ) konverguje

U
1
)| B 1
nn+1) n?

| konverguje

n

<
+1) " n?

konverguje absolutné pro |z] < 1

1

Z n(nz+ D konverguje absolutné
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Priklad 4.72

Urcete obor konvergence pro fadu

Z (Z+2)n 1
(n+1)3-4

Reseni:
Z (z+2)! Z (z+2)
(n+1)3-4n (n +2)3 - 4n+!
(n+ 3)3 4n+2 . (n+ 3)3
R=1lm— =41 =4
it (4 2)3 -4 abe (n 4 2)3
R=4

konverguje absolutné pro |z + 2| < 4
pro |z + 2| = 4 dostaneme

+2 |__ 1 _1
(n+2)3 -4 4n+2)3 ~ nd
T

konverguje absolutné

obor konvergence K(-2,4)

Priklad 4.73

obor konvergence

2.5

Reseni:
r=lim,_ e % =1 .
2n 2 Zl o
R = 2, =
= 2. :Z%(2n-(cnsn¢+isinn¢)):
lim ﬁn . Zn — llm n=o0 ?& O :Z¥(cosmp+isinn¢)
n—eo | 7 n—o0 neplati nutnd podminka

Diverguje

obor konvergence: K(0, 2)

plati lima, =0 < lim|ay| = —, n-(cosnp...)=n#
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Priklad 4.74

Polomér konvergence

*© Z3n Z6
Z_:Z3+O'Z4+O'Z5+_+“'
n 2

1

Reseni:
0 n=3k+1,3k+2 .
an =9, nebo piimo
% n = 3k
| s 3., ; ;
lim "3, = = |Z | = |Z|
n—oo |n+ 1 7" n—oo |1+ 1

U
|z| < 1 konverguje

|zl > 1 diverguje

Z3n

n

2.

ol =1

na hranici? |z7] = 1 & z=¢"

ei‘,oSn 1 ) 1 )
Z = Z;cos3n¢+lzﬁsm3mp
|3 cos 3nyp| < @ 2k
|3 sin 3ngp| < — prog # 3 d

I'sin 2|

konverguji (dodej sipku) podle Dirichleta — viz str.26
=0 = z; =1 diverguje

2 1
¢:§n:>z2:—§+i7diverguje
4r = L 3dier je
= — = —— — [— divergu
¥ 3 23 7 3 gu]

1 . . “
= Z — = oo na hranici nekonverguje absolutné
T n
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Priklad 4.75

Necht' p € {£1, -2}. VySetfeme konvergenci pro

(5]

Sme

1

ReSeni:
a, =n" = r=lim,_e Vla, = lim Vn? = lim(Yn)? = 1
R=1

na hranici?

a) p=1

Z nZ" pro |z] = 1 plati

pro z # +i,+1 je vZdy Rez > 1 nebo

|nZ”|=Z?°° Imz>1,paktedyn-( ) — oo
vzdy Re >’ nebo Im )’ bude divergentni
neni AK yRe, 2 g

— tedy obor konvergence je K(0,1)

1

= — = konverguje absolutné¢ = K(0, 1)
n

ll’l
2
n .
7€{z€C, |zl =1} = z=€¥proye (-m,n)

pro ¢ =0 = z = 1 dostdvdme harmonickou fadu = diverguje
je-li ¢ # 0, pouZzijeme Dirichletovo kritérium

1
a, = —
n
T

nerostouciaa, — 0
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By ="
T
ohrani¢end posloupnost soucti?
Z 9| = | I:T; < : 2 e 2 —
i=1 T [T —e¥l \/(l—cosgp)2+sin2(p
geom.fada
2 1
j— j— - 2 — K
V2 —-2cosp [SIN3
— Tedy pro pevné ¢ € [—-m, ) \ {0} je |Z e < K = Z ma obor
konvergence K(0, 1) \ {1}
Priklad 4.76
Urcete obor konvergence pro radu
Reseni:
i 1 nnl = 1 n-lnn
r = lim nn| = lim
e |n+ 1) -l +1) oo i+ 1) -In(n + 1)
Inn+ 1 .
= lim ———— = lim - =1
e Inn+ 1+ 1 aom L
n+1
R=1
mZ -1, |7 =1
ep=0
o (=D 1
« konverguje dle kritéria pro alternujici fady: lim =0
=/ n-lnn n—cop - Inn
e #0
(=" B cos ncp sin sinng
Zn (cosTnngsmngo) Z( 1" ~ i Z( =

7=e% — "
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konverguje? — 26A

m=-1:

(D" .(Za)n:i !

n-Inn n-lnn
2 2
T

diverguje podle integralnho kritéria [ —— = [In|Inx[]

\/_

+i—
2
K@, 1)\ {—1, % + zg}

pro z = e:

W

1

nnn

T

nerostouci, a, — 0
b, = (=1)"e**" ohrani¢end posloupnost &4ste¢ych soudtd

a, =

(1 F cos 3pn)? + sin’*3pn = 2 F 2 cos 3pn < 4

l
3ip 3ig =
2 T! | bte 1+ ({1 +cos 3¢” + sin’ 3¢))
geom. rada
_ 2 _ 2 B 1 B
V2+2c0os3p  2(1 +cos3p)  V2yl+cosdg
2
1 1
T e 3¢ v
[ reosde |cos 3£
3p &
— # - +k
pro > * 7 s
= @ # i 2k
by —KTT
Y7373
p=1 = z=14+i8
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p=n = z=-1

90_5—7{ - 7 =

— K(0,1)\{-1,

-1

=
H+ Nlﬁ

1, :\3
3 Ei5)

Priklad 4.77

Urcete soucet fady

o -
;Z:T Zol 1_Z)2:>

Priklad 4.78

I;v v vi

Reseni:
Priklad 4.79

Urcete soucet fady

S
1
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Priklad 4.80
U Setiad
o Z2n
n+1
Reseni:
Priklad 4.81

Ukazte, ze

[
I
2+ 7"+ 7"

n=1
konverguje na K(0, 1).
Reseni:

Plati ) 5

z n |Z| n
< , z€K(@O,1
2470+ 29" T 2(1 = z)) ©.D

T

konverguje pro |z] < 1

R+ +2" >R -+ =
=2—|"+2" 22 -2l

U

plvodni fada také konverguje

12+ 2" < 2" + 12" < 2z = —12" + 2" > -2l
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Priklad 4.82

Ukazte, ze fada

) ( : 1)
IEE
Z-n n
n=1

konverguje pro Vz ¢ N. UkaZte, Ze konvergence je stejnomérnd na
libovolné kompaktni mnoZiné v C neobsahujici Zadné z € N.

Reseni:
Pro z = 0 je to trividlni (pouze nulova fada). Dale
1 N I Z
z-n n nX(l-%

Pro libovolné z € C existuje ny € N takové, ze

n=ny, —

n

1
<_
2

Pro libovolné n > ny mame

1 1

4 |z 2|z
—_— + i
z-n n

() Te-g) T (4.1

Proto fada konverguje absolutné. Necht' je K kompaktni mnozZina bez boda z N. Tu lze
vlozit do zaviené mnoziny

Ko =1l < RN {le =l < )

=1

kde bereme R ¢ N a n; jsou prvky N (pokud viibec) takové, Ze |n;| < R a €; jsou kladnd
Cisla dostate¢né mala. Vezméme N, takové, Ze

R 1
_S_
No 2
a napiSme
00 N )
1 1 1 1 1 1
B2 Sl Sl
\z-n n —\z—n n) Ld\z—n n

pro néjaké N > N,. Prvni suma je konecnd a m4 konecny soucet, nebot’ v K nejsou pfiro-
zend Cisla mensi nezZ R. Z (4.1) vidime, Ze ¢leny druhé sumy jsou ohraniceny vyrazem %,
a tedy tato fada konverguje stejnomérné na Ky, tudiz i na K.
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Priklad 4.83

Najdéte radu takovou, Ze
Z 7 konverguje pro Vk € N
1

a zaroven

Z |z,|* diverguje pro Vk € N

1

Reseni: .
Tipn
Napriklad z, = pro ¢ iraciondlni.
Inn+1
Priklad 4.84

Necht z, € C jsou takovd, Ze Re{z,} > 0 & Y z, konverguje & 3 72
konverguje. UkaZte, Ze pak i Y, |z,|* konverguje. Dejte protiptiklad,
pokud z, miZe mit i zdpornou redlnou ¢ast.

Reseni:
Necht’ z, = x,, + iy,. Pak x, > 0,a tedy

Z x, konverguje — Z X2 < o0 4.2)

nebot’ x,21 < x, < 1 pro n dostate¢né velka (konvergence =— limx, = 0). ProtoZe Zzﬁ
konverguje:

Z Rez’ = Z(xfl — y2) konverguje,

Y@=y 2=y () = ) Ll

konverguje. Kdyby Rez, byla libovolnd, pak by (4.2) nemusela platit. Napt. pro x, =
% — Y x, konverguje (Leibniz), ale 3’ x2 je harmonickd fada = diverguje.

Obecnéji, pro z, = %, nelN

pro ¢ € R takové, Ze p&2¢ nejsou ndsobky 27 (napi. ¢ = %),

pak opét ] z, konverguje a

a tedy také fada

eZmnp

IERpIE
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|2:]

konverguje. OvSem |z, S = X |z, diverguje.
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Kapitola 5

Elementarni funkce



