M5170: MATEMATICKE PROGRAMOVANI

PETR ZEMANEK (MASARYKOVA UNIVERZITA, BRNO)

Kapitola 4: Zaklady matematického programovani
(verze: 20. prosince 2024)

VYMEZENI ZAKLADNICH POIMU

Nyni se jiz dostavame k uloham matematického programovant (a jejich resent), tj.

f(x) — min, x € X, (4.1)
kde pripustnd mnoZina X je zaddna systémem rovnostt a nerovnostt
X={x€ePCR"|gi(x) <0, gj(x) =0, i=1,...,k, j=k+1,...,m}, (4.2)
tj.
X=P{xeR"|gi(x)<0,i=1,...,k}[{xeR" [ gj(x) =0, j =k+1,...,m},

pricemz funkce f,gi,...,gm nemusi byt nutné diferencovatelné. Omezeni x € P # ()
7 ’ !I Ve . . n n mn ’ —\/ ’ .

se nazyva primé (typicky: R, , R nebo R ) a omezenl urcena funkcemti g1,...,gm

se nazyvajl funkciondlni (BUNO lze uvazovat Ulohy s omezenimi vghradné ve tvaru

rovnosti/nerovnostt ~» vghodné?).
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OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

Nejdiive se podivdme na obecnou tlohu MP, tj. na ulohu (4.1) s (blize nespecifikova-
nou) mnozinou X C R™ a funkct f: X — R. Zavedme si dvé mnoziny

V(x*, X) = {he LinX |3 oo >0: x"+the X pro ¥t e (O,cxo)},
U(x*, f) = {he LinX |3 oo >0: x* +the D(f) &
& f(x* +th) < f(x*) pro Vt € (0, oco)}.

V(gznam téchto mnozin?
(i) V(x*,X) je tzv. mnoZina pripustnych vektort (smérhi pro [[h||=1) v bodé x*. Je
to kuzel? Konvexni? A je-li x* € ri X?
(i) U(x*,f) obsahuje tzv. spddové vektory a jedna se o tzv. kuzel zlepsujicich vek-
tord (smért pro |h|| =1) funkce f v bodé x*.
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OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

S vyuzitim téchto dvou mnozin obdrzime prvnt nutnou podminku pro
existenci lokalntho fesent ulohy (4.1). Tvrzent je asi viceméné zifejmé a
dikaz relativné snadny, ale vyznam tohoto tvrzeni pro nami budovanou
teorii je znac¢ny.

Lemma 4.1.1 Necht X C R™ a f: X — R jsou dany. Je-li bod x* € X lokalnim resenim
ulohy (4.1), potom

V(x*, X) () U, f) = 0. (4.1.1)

Duikaz. Sporem. Necht x* € X je lokdlnim resenim ulohy (4.1) a existuje
h € V(x*X) N U(x*f), tj. T ay,x, > 0 takova, Ze x* + th € X pro
te (0,x,) a f(x*+th) < f(x*) pro t € (0, &y, ). Potom tedy pro libovolné
t € (0,), kde & € (0, min{«x,, & }), je soucasné x* +th € X C D(f) a
f(x* +th) < f(x*) 4 [ |

%\ Obrazek.
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OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

Podminka (4.1.1) bude jisté splnéna, pokud U(x*, f) = (. Kdy to nastane?
Pro spojité diferencovatelnou funkci dostaneme pozadavek

(grad f(x*), h) > 0

pro kazd( vektor h € Lin X spliujict x* + th € D(f) pro t > 0 dosta-
te¢né mald. Zejména v pripadé LinX = R™ a x* € int D(f) musi platit
grad f(x*) = 0.

Nicméné toto je zbytecné silng pozadavek, nam postacuje (4.1.1), coz
nas privadi k nasledujict definici (viz Poznamku 2.4.3A).

Definice 4.1.2 Necht mnoZina X C R™ je konvexni a funkce f: X — R diferencovatelna
na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) X. Rekneme, e bod x* € X je
staciondrnim bodem ulohy (4.1) (nebo staciondrnim bodem funkce f na
mnoZziné X), jestlize

(grad f(x*), x —x*) > 0 (4.1.2)
pro kazdé x € X.

Je-li X =R™, pak podminka (4.1.2) je tvaru

n

of(x*
Z(—)(xi—x*)20 vx € R™,
, 0x;

i=1
coz je splnéno pouze v pripadé grad f(x*) = 0 (viz ,klasickd” definice

stacionarntho bodu).
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OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

Nasledujicl véta ukazuje, Zze stacionarni bod ve smyslu Definice 4.1.2
ma presné ty vlastnosti, které od néj ocekavame.

Véta 4.1.3 Necht funkce f: X — R je diferencovatelna na (néjaké oteviené mnoziné
obsahujicl konvexni mnozinu) X C R™.

(i) Je-li x* € X lokdlnim extrémem funkce f na X (tj. lokdlnim FeSenim
ulohy (4.1)), pak x* je staciondrnim bodem funkce f na X.

(i) Naopak, je-li f (ostfe) konvexni na X a x* € X je stacionarnim bodem
f na X, pak x* je (jedingm) feSenim ulohy (4.1), tj. (jedingm) globalnim
minimem f na X.

Prvnt ¢ast Véty 4.1.3 uddva nutnou podminku pro rfeseni ulohy (4.1),
ze které se ovsem ve druhé c¢asti (po pridant pozadavku konvexnosti
funkce f) stala podminka postacujici ~» mame totiz Ulohu konvexntho
programovani (minimalizujeme konvexni funkci na konvexni mnoziné ~-
sta¢l ,pouze” najit staciondrnt body — ty jsou totiz zaroven globalnimi
minimy; pozor na Vétu 2.2.6).

% Obrazek.
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Ddkaz. Necht x* € X je lokalnim feSenim ulohy (4.1) a neplati (4.1.2), tj. existuje x € X
takové, Ze (grad f(x*), x —x*) < 0. Potom pro h:=x —x* mdme h € V(x*, X), nebot z
konvexnosti mnoziny X plyne

x*+th=x"+tlx—x")=tx+ (1 —t)x* € X pro kazdé t € [0, 1],

a soucasné h € U(x*, f), nebot plati

0 > (grad f(x*), x —x*) = f/. (x*) = lim f(x* + th) — f(x*)

y
t—0+ t

tj. existuje oy > 0 takové, ze f(x* + th) < f(x*) pro kazdé t € (0, xp). Tedy celkem
h e V(x*,X) N Ux*f) #0 4.

Naopak, je-li funkce f (ostre) konvexni a x* € X spliuje (4.1.2) pro kazdé x € X, pak
z Véty 2.4.2 plyne

f(x) > f(x*)+ (grad f(x*), x —x*) Vx € X,

(>)
coz vzhledem k (4.1.2) znamena
f(x) > f(x*) WxeX,
(>)

v

tj. x* je (jedingm) resenim ulohy (4.1). H

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 4 20. PROSINCE 2024 8/ 8o



/ praktického pohledu (viz napf. priklady pozdéji) je velmi diilezita si-
tuace

X:Riz{xeRnlxh...xn)O}.

V takovém pripadé obdrzime z Véty 4.1.3 nasledujict disledek.

%\ Obrazek.

Necht x* € R™ je reSenim (lokdlnim = globalnim) ulohy (4.1.3). Pak podle Véty 4.1.3
je x* stacionarnim bodem, t;j.

(gradf(x*), x —x") >0 Vx € R}

neboli

= of

Zax (x") (xi =x{) =20 Vx e RY. (*)

i=1

Potom ale nutné aT‘ci(x*) (xi —x}) = 0 pro kazdé i € {1,...,n} a x € R}. Vskutku,

jestlize 2= (x*) (x; —x;) <0 pro n&jaky index j € {1,...,n} a néjakeé x € RY, pak stadi
xj

vzit x € RY takové, ze xi —x{ =0 (tj. xi = x{) pro i € {l,...,n}\{j} a X =%; # X}

(to [ze, nebot X = R"). Tim ale dostaneme spor s (x). Tedy (*) skutecné plati pravé

tehdy, kdyz %(x*) (xi —x}) > 0 pro kazdé i € {1,...,n} a x € R} (opacna implikace

je trivialni).




OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

DUkaz DUSLEDKU 4.1.4 (POKR.)

Jenze soucasné plati

of
g(x*)(xi—xf)20 Viel{l,...,n}, xe Rt <= plati (4.1.4).

Pro dokoncent prvni ¢asti dikazu proto musime jesté ukdzat tuto ekvivalenci.

(i) Necht proie{l,...,n} plati leva strana ekvivalence.

(@) Je-lixF =0, pak xi —xI = 0 pro vSechna x € X, takze nutné %(x*) >0,
tj. platL (4.1.4)(1) a poclmmka (4.1.4)(ii) je v tomto pripadé splnena trivialné.
(b) Je-li xi > 0O, pak rozdil x; —x; mGze nabyvat kladnych i zaporngch hodnot

na X, takze nutné a%(x*) =0, tedy zjevné plati (4.1.4)(i) a (4.1.4)(ii).

(ii) Naopak, necht pro i € {1,...,n} platt (4.1.4).

(@) Je-lixf =0a
kazdé x € X.
(b) Je-li x; > 0, pak
pro kazdé x € X.

6xfi (x*)xi = aaxfi (x*) (xi —x¥) = 0 pro

aaxfi (x*) = 0, pak

T (x*) = 0 dle (4.1.4), a tudiz 2&(x*) (x; —x) =0

aXi aXi 1

Odtud plyne, Ze vzdy plati 25 (x*) (x; —x*) > 0.

ox;

Ddkaz prvni ¢asti je timto hotov.
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DUkaz DUSLEDKU 4.1.4 (POKR.)

Naopak, necht pro x* € X plati (4.1.4) a funkce f je konvexni na R™. Potom dle

predchozi c¢asti %(x*) (xi —=x}) = 0 pro kazdé i € {1,...,n} a x € R, a tudiz také
1
> aa—xfi(X*) (xi —x§) = 0 neboli

(gradf(x*), x —x*) >0 Vvx € R,

tj. x* € R™ je stacionarnt bod funkce f na X. OvSem vzhledem ke konvexnosti funkce
f plyne z Véty 4.1.3, ze x* je resenim ulohy (4.1.3). |

Podobné jako v Diisledku 4.1.4 miGzeme z Véty 4.1.3 ziskat nutné (a v pripadé konvexni
funkce také postacujict) podminky pro (lokalni/globalni) resent tlohy (4.1) pro nékteré
dalsi vgznamné typy mnoziny X.

(i) Pro mnozinu
X={xeR"|[x;>0,iel}, Ic{l,...,n}
je (nutnd/postacujicl) podminka tvaru

af( )1 >0 & xi af( *)=0 pro iel & ﬁ(x*):O pro ie{l,...,n}\L
x4 0x4 0x4
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(i) Pro mnozinu
X = {XER“ | oy < x¢ < By, i=1,...,n},

kde «i, 3;i € R jsou dana cisla a oy < 34, je (nutnd/postacujicl) podminka tvaru

of = O) Xi* = Xy,
a—Xi(X*) <0, xi =By,
= 0, o < XI < Bi'
(iit) Pro mnozinu
n
X={xeR"[x; =0, inzr},
i=T1

kde r > 0 je dané (islo (jednéd se o zobecnéni jednotkového (n — 1)-simplexu),
je (nutnd/postacujicl) podminka ve tvaru implikace

of
Xi >0 = ﬁ(x*)<—

ox; S (x*) pro Vje{l,...,n}

V pripadé, ze funkce f nent konvexni, potfebujeme k rozhodnutt o ,ex-
trémnosti” staciondrntho bodu x* n&jaky dalsi nastroj. Je-li f € C2, pak
mame podminky druhého radu:

Pro¢ polyedr? V takovém pripadé je totiz mnozina V(x*, X) uzaviena.




OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

Nékteré e Keplerliv problém: Do dané koule vepiste valec s maximalnim obje-
historicke mem (planimetricka formulace: kruh ~~ obdélnik ~~ obhsah).
ulohy

e Steinertv problém: V rovinném trojdhelniku najdéte takovy bod, Ze
soucet jeho vzdalenosti od vrcholt trojuhelntku je minimalnt (~~
/Fermattv—/Toricelliho bod).

e Tartagliova Uloha: Rozdélte ¢islo 8 na dvé casti tak, aby jejich soucin
s jejich rozdilem byl maximalnt.

T . o y 7y
»Moderni e Linearni programovant (LP)
ulohy

c'x = min, Ax<b, x>0,

kde ¢ € R™", A € R™™ b € R™ jsou dany (viz M4140 nebo
MO0160). Napi. optimalni vgrobni program, dopravni problém atd.
Toto Uzce souvisi s celociselngym programovanim (ZLP), napt. pro-
blém batohu/zlodéje, problém obchodntho cestujictho (viz M0160).

e ckonomické dlohy: maximalizace uzitku/zisku, minimalizace vy-
daji/nékladd, tvorba portfolia ~~ kvadratické programovant (viz

MO0160)
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4.2 NUTNE A POSTACUJiCi PODMINKY OPTIMALITY V MP
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V predchozi ¢asti jsme resili obecnou minimaliza¢nl dlohu (4.1) a vidéli jsme, Ze dlle-
Zitou roli zde hraje geometrie mnoziny X (vektory x —x*). Abychom se mohli v nasich
uvahach posunout dale musime urcit mnozinu X blize, proto se dale budeme zabyvat

Glohou (4.1) & (4.2), ti.

f(x) — min, x € X, (4.1)
X:={xePCR"|gi(x) <0, gj(x) =0, i=T1,...,k j=k+1,....,m}. (42)
Jeji specialni pripad s P =R™ a k = 0 jiz FeSit umime za predpokladu reqularity Jaco-

biho matice DG(x) s pomoci stacionarnich bod pridruzené (reqularni) Lagrangeovy
funkce

Lix,y) =f(x) + ) yigi(x).
i=1

Podobné budeme postupovat i v pifipadé obecné dlohy (4.1) & (4.2). K této uloze
pridruzime (obecnou) Lagrangeovu funkci L: P x R x R™ — R danou predpisem

LYo, y) :=yo f(x) + ) yi gi(x), (4.2.1)

i=1

pricemz v pripadé yo = 1 bude L(x,1,y) = L(x,y). Cisla yo,...,ym opét nazgvame
Lagrangeovymi multiplikdtory.
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Pro vgklad jeSté potrebujeme nasledujict mnoZziny

Q:={y=Wu1,--»ym)" [Yy1,...,yx =0},
I(x*):={ie{l,...,k} | gi(x*) =0}, x* €X,
Sx*) :=I(x")U{k+1,...,m}, x"eX

Mnozina I(x*) znadt mnozinu aktivnich omezeni v bodé x*. Mnozina
S(x*) pak je tvorena indexy vsech funkci uréujicich mnozinu X, které se
v bodé x* realizuji jako rovnosti.

Véta 4.2.1 (Lagrangetiv princip) Necht mnozina P C R™ je konvexni, funkce
f,g1y...,g9x : P — R jsou diferencovatelné v bodé x* € X a
Jk+1y---39m : P — R jsou spojité diferencovatelné v néjakém okoli
bodu x*. Je-li bod x* € X lokalnim Fesenim ulohy (4.1) & (4.2), pak exis-
tuji Lagrangeovy multiplikatory y5,y3,...,Yx =0, Yx_ 1,---,Ym € R, 1j.
ys = 0ay® € Q, takova, ze ne vSechna yg,...,y}, jsou nulova a plati

(grad, L(x",y5,y"), x —x") >0 Vx € P, (4.2.3)
yigi(x*) =0, i=1,...,m. (4.2.4)

Podminka (4.2.3) ~» x* je stacionarnim bodem funkce L(x,y3,y*) na P.
Podminka (4.2.4) ~» podminka komplementarity.

Pozadavek y7,...,yt = 0 ~» podminka duality.

(4.2.3)4+(4.2.4) ~» Johnovy podminky a pro y5 =1 ~» KKT-podminky.
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DUKAz VETY 4.2.1

Pro jednoduchost se omezime na situaci, kdy funkce gx41,...,gm jsou pouze afinnt
(v opacném piipadé je potfeba pouzit Vétu o implicitni funkci). Necht x* € X je lokalni
reSent Ulohy (4.1) & (4.2) a uvazme systém nerovnosti a rovnosti na mnoziné P ve
tvaru
(grad f(x*), x —x*) <0,
(grad gi(x"), x —x*) <0, 1ie€I(x"), (4.2.5)
(gradgj(x"), x —x") =0, j=k+1,...,m.

Predpoklddejme, ze existuje reseni x € P tohoto systému. Oznaéme h := x—x*. Potom
x*4+th € P pro libovolné t € [0, 1]. UkaZzeme, Ze h € U(x*, f) a soucasné h € V(x*, X):

4

(i) JelikoZ funkce f je diferencovatelna v bodé x*, mize vyuzit Taylorovu vétu, ¢imz
dostaneme

PO+t F) ) oD

————|h<0 t—0"

takze h € U(x*,f).
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DUKAzZ VETY 4.2.1 (POKR.)

(ii) Podobné pro i € I(x*) plyne ze druhé nerovnosti, ze funkce g; jsou klesajici
ve sméru h a soucasné g;(x*) =0, tedy g;(x* + th) < 0 pro dostatecné malé
t>0,t. he Ux* gi) proie I(x*). Proie{l,...,k}]\I(x*) mdme g;(x*) <O,
tedy v tomto pripadé gi(x* + th) < 0 pro [t| dostate¢né malé, takze celkem
h € U(x*,gi) proie{l,...,k}. Proie {k+1,...,m} vyuzijeme predpoklad
afinnosti a tretl rovnost v systému (4.2.5), tj.

gi(x* +th) = gi(x*) + tgrad’ gi(x")h=gi(x*) =0 pro libovolné t,

a tudiz h € U(x*,g;) pro vSechna i € {1,...,m}. Jelikoz x* 4+ th € P plyne
odtud, Ze h € V(x*,X), tj. h € V(x*,X) N U(x*,f) #0 4 s Lemma 4.1.1.

Proto systém (4.2.5) nema fesent na P a z Véty 2.3.12 plyne existence cisel y5,yi = 0
proie I(x*) ayiiq,-.-,Ymm € R takovych, ze

Yo (grad f(x*), x —x™) + Z yi (grad gi(x"), x —x*) >0,
1eS(x*)
tj.
<y2§ grad f(x*) + Z yi grad gi(x™), xx*> >0 VYxeP.

ieS(x*)
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NUTNE A PoSTACUJiCi PODMINKY OPTIMALITY V MP

DUKAzZ VETY 4.2.1 (POKR.)

Jestlize jesté dodefinujeme yi := 0 pro i € {1,...,k}\I(x*), pak z posledni nerovnosti
dostavame (4.2.3), tj.

Yo gradf(x*)—ka;k gradg;(x"),x —x" ) >0 VxeP.

i=1
Podminka (4.2.4) je splnéna trivialné. |
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Podminka (i) Je-li x* € intP (tedy zejména je-li P oteviena), pak podminka (4.2.3)
(4.2.3) ve se zméni na rovnost, tj.
specialnich
pripadech grad, L(x",y5,y") = 0.
(i) Je-li

P:{XER“|oci<xi<Bi, i:1,...,n},

kde —co < oy < B3 < oo proie{l,...,n}, pak (4.2.3) znamena

oL =0, o< X? < PBi,
g(X*,US)U*) 20) X:Lk 206175—00,
' <0, xf=B;#oo.

(iit) Je-li
P={xeR"[x; =0, i=1,...,s},
kde s € {1,...,n}, pak (4.2.3) znamena

a_X'(X ,Umy )>O & Xia(XﬂJo»U ):O> 16{]>--->S}»
oL

W(X*»yg)y*)zov iE{S-l—],...,TL}.
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Je Véta 4.2.1 konzistentn( s vgkladem pro ulohy s omezenimi pouze ve
tvaru rovnostt?

UvaZme Glohus P =R? a
f(X],Xz) =X1 — min,

g1 (x1,%2) = —x3 +x2 <0, g2 (x1,%2) = —x7 —x2 <0,

g3(x1,%2) =x5 +x3 —1<0.

UvaZzme Glohu (P = R?)
f(x1,x2) = (x1 + 1)* + In(x2 + 1) — min,
(x1 = 1)+ (x2 —1)* =2, x1 = 0, x2 = 0.




Situace s y§ =0 je velmi problematickd ~» potfebujeme zarucit yg§ # 0,
coz je ekvivalentnt s yj =1 (tzv. podminky kvalifikovaného omezent).

Napf. requldrnost bodu x*, tj. linedrni nezavislost vektort grad g;(x*)
pro i€ S(x*).

Regularnost pri omezeni na znaménko?

V literature lze nalézt i nékolik dalsSich podminek zarucujici y5 =1 pri
x* € int P (lokalnt vs. globalni).




NUTNE A PoSTACUJiCi PODMINKY OPTIMALITY V MP

DY’ \v2 4
Priklad Uvazme Glohu

(x7 —3)% + (x2 — 2)?> = min,

X +x3 <5, x1 + 2%, < 4, x1 = 0, x2 = 0.
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Véta 4.2.1 dava pouze nutnou podminku, tj. ne kazdy bod spliujict (4.2.3)
a (4.2.4) je reSenim ulohy (4.1) & (4.2) ~» potifebujeme néjakou postacujici
podminku (,certifikdt optimality®).

Nalezeni Feseni Gilohy (4.1) & (4.2) neni ekvivalentni s nalezenim extrému
Lagrangeovy funkce, a to aniv pfipadé y§ = 1. Nicméné je to postacuijict.

Véta 4.2.1C Necht mnozina P C R™ je konvexni, funkce f,gy,...,gx : P = R jsou
diferencovatelné v bodé x* € X a gx+1y---,9m : P — R jsou spojité
diferencovatelné v néjakém okoli bodu x*. Necht dale pro x* € X existuji
multiplikatory y* € Q takové, Ze platt (4.2.3) a (4.2.4) s y5 = 1. Je-li
x* bodem globalntho minima funkce L(x,y*) na P, pak x* je globalnim
resenim ulohy (4.1) & (4.2).
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DUKkAz VETY 4.2.1¢C

Z predpokladti plyne, ze L(x*,y*) < L(x,y*) pro kazdé x € P. Navic z (4.2.4) dostavame
fx) = F(x) + 3 ylgix") = LIy,
i=1
Proto pro kazdé x € X plati

m k
f(x*) = LOx*,y") S L,y = f(x) + ) yigi(x) =f(x) + > _yigi(x) < f(x),
i=1 i=1

nebot gi(x) =0proie{k+1,...,m}ayigi(x) <0 pro kazdé x € X. To znamen3, ze
x* je globalnim minimem funkce f na mnoziné X. |
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NUTNE A POSTACUJiCi PODMINKY OPTIMALITY V MP

Kdy budou splnény podminky Véty 4.2.1C? Zejména ve chvili, kdy funkce
L(x,y*) je konvexni ~» tGloha konvexntho programovant.

Dasledek Necht P C R"™ je konvexnt mnozina, funkce f, gj,..., gm jsou diferenco-
4.2.2 vatelné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) P a pro x* € X existuijt
multiplikatory y* € Q takové, ze plati (4.2.3) a (4.2.4) s y5 = 1. Necht

je dale splnén (alespon) jeden z nasledujicich predpokladt:

(i) funkce L(x,y*) je konvexni na mnoziné P,

(ii) dloha (4.1) & (4.2) je ulohou konvexniho programovani, tj. na
konvexnt mnoziné P jsou funkce f,gj,...,gx konvexni a funkce

Jk+1y---ygm afinni.

Pak bod x* je globalnim Fesenim Glohy (4.1) & (4.2).

Ddkaz. Jelikoz y* € Q, predpoklad (ii) je specidlnim pripadem (i). Pod-
minka (4.2.3) znamend, Ze bod x* je staciondrnim bodem funkce L(x,y*)
na P. Jelikoz funkce L(x,y*) je konvexni a mnoZina P je také konvexni,
plyne z Véty 4.1.3, Ze bod x* je bodem globalntho minima funkce L(x,y*)
na P. Proto tvrzent plyne z Véty 4.2.1C. |

Mohla by uloha konvexntho programovani vypadat i jinak nez je popsano
v (i)?
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Predchozi disledek ukazuje, ze zejména v pripadé ulohy konvexntho
programovant je existence stacionarntho bodu s Lagrangeovgm multipli-
kdtorem y; = 1 dokonce postacujict pro globalni Fesent.

Kvalifikovanost omezeni & konvexnost Glohy ~~ zakladni tvrzeni kon-
vexntho/nelinedrntho programovant:

Véta 4.2.3 (Karushova—Kuhnova-Tuckerova v diferencialnim tvaru) Necht P C R™
je konvexni mnozina, funkce f,gs,..., gk konvexni na P a diferencova-
telné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujict) P, funkce gxi1,y...,9m
afinnt na P a necht plati (alespon) jedna z nasledujicich podminek:

(i) (LNZ) mnoZina P je oteviend, vektory grad gi(x), i € S(x), jsou
linedrné nezavislé pro kazdé x € X;

(ii) (Slaterova) funkcionalni omezent jsou pouze ve tvaru nerovnostt,
tj. k = m, a existuje bod X € P takovy, ze gi(x) < 0 pro i €
{1,...,k}

(iit) (linedrni) mnozina P je polyedr a funkce gi,...,gx jsou afinni.

Pak x* je FreSenim ulohy (4.1) & (4.2) pravé tehdy, kdyz existuje y* € Q
takové, ze platt (4.2.3) a (4.24) sy; = 1.

Podminky (ii) a (iit) Véty 4.2.3 se trochu list od Véty 4.2.1B, coz je zptso-
beno konvexnosti funkce f, kterd umoziuje vyuzitt reqularnich modifikact
Véty 2.3.12. V LP a QP vzdy platt (iii).
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DUKkAZ VETY 4.2.3

,<~=" To plyne piimo z Disledku 4.2.2 (i bez dodatecn(ch podminek).

,2—" Musime dokazat pouze ,dostatecnost” uvedenych predpokladd. Necht tedy
x* € X Fesi Ulohu (4.1) & (4.2). V pripadé podminky (i) plyne tvrzeni primo z Véty
4.2.1A. Uvazme nynt podminku (it). Necht tedy k = m a uvazme systém nerovnosti

(grad f(x*), x —x*) <0, (4.2.6)
(grad gi(x"), x —x") <0, 1ie€I(x"). (4.2.7)
Pak tento systém nema reseni na P — kdyby totiz x € P resilo (4.2.6) a (4.2.7), pak

(podobné jako v dlkazu Véty 4.2.1) by z diferencovatelnosti funkct g; plynulo pro
h=x—x% Ze

9i(x" + ah) = gi(x") + (grad gi(x*), ech) +o([[ch]),

. 7

-~

<0 dle (4.2.7)
tj. gi(x*+ah) < gi(x*) pro « > 0 dostatecné malé. Nebot x*+ah = ax+(1—a)x* € P
pro o« € [0,1], plyne odtud, ze x* + ah € X pro « > 0 dostatecné malé, a tudiz
h € V(x*, X). Soucasné z (4.2.6) plyne, Ze smérova derivace funkce f v bodé x* a
sméru h je zaporna, tj.

f(x* 4+ ah) < f(x*)
pro o« > 0 dostate¢né malé, tj. h € U(x*, f). To ale znamena, ze h € U(x*, f)NV(x*, X) #
0 4 slemma 4.1.1.
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NUTNE A PoSTACUJiCi PODMINKY OPTIMALITY V MP

DUKkAz VETY 4.2.3 (POKR.)

Nicméné systém (4.2.7) ma feSeni X, nebot s vyuzitim Véty 2.4.2 totiz mame
(grad gi(x"), X —x") < gi(X) — gi(x") = gi(x) < 0.
Proto z Véty 2.3.13 plyne existence y; > 0 pro i € I(x*) takovych, ze plati
grad f(x*) + Z yi grad gi(x*), x —x* ) > 0.
iel(x*)

Dodefinujeme-liy; =0 proie {1,...,k}\I(x*), pak dostdvame multiplikdtory y7,...,y;
0, pro které plati (4.2.3) a (4.2.4) sy; = 1.

\/

Dudkaz tvrzent za podminky (iit) plyne z Véty 2.3.14. |
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)\ﬁ' v Vv
Priklad VLJ reEme

f(x1,%2) = (x1 — 3)* + (x2 — 2)* — min,

xf—l—xﬁéS, X7 + 2x, < 4.
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VyreSme

f(x1,X2) = X7 + X2 — min,
X1+X2<]> X]}O, X2>O-

Vyresme
f(x1,%2) = X7 + X3 — min,

x%—l—x§<5, X1 + 2x, =4, x1 = 0, x; = 0.

Pro kontrolu vlastnich vgpoctli je k dispozici maplet s Lagrangeovgm
principem, viz https://goo.gl/w2JUvL.




Véty 4.2.1C a 4.2.3 davajt postacujict podminky, za kterych staci pro re-
Seni Ulohy (4.1) & (4.2) najit pouze stacionarni bod Lagrangeovy funkce.

Bez platnosti téchto podminek potifebujeme néjaké dalsi kritérium. To
je jako vzdy zaloZeno na definitnosti matice

VILX, 5, ¥,

Uvazme Ulohu

—X1 X2 — min,

X1 +x2 < 6, x1 = 0, x2 = 0.

Pozor! Obréazek generovan z MAPLE, kterg dévé chybné fesent!




Pripad s yi = 0 pro néjaké i € S(x*), ukazuje jistou ,degenerovanost”
tohoto omezent. Napfr.

‘ OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA
‘ NUTNE A POSTACUJICI PODMINKY OPTIMALITY V MP
‘ TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

‘ ANALYZA CITLIVOSTI




Existuje K-T vektor vzdy? Uvazme napf. tlohy

i) —x*—=min, x=0, P=R,
(i) x—1—=min, x*—1=0, P=R,,

(('L'L'L) e —min, x<0, P= R).

Proto k zarucent existence K-T vektoru potifebujeme nékteré dodatecné
podminky, které lze ziskat z regularnich modifikact Véty 2.3.12.




TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Uloha konvexniho programovéani doplnéna o nékterou z dodateén(jch podminek uvede-
nych ve Vété 4.3.2 se nazyva requldrnt tloha konvexntho programovani. Podminka (ii)
se ale drobné list od podminky (iii) ve Vété 4.2.3 (zde nam LNZ nepomdze; existence
vs. neexistence a resSitelnost).

Terminologickeé ,zamyslent”:

omezent ~»  kvalifikované omezent ~»  ostrd komplementarita

Uloha MP

i

Uloha KP

¢

regularni tloha KP (kvalifikované omezeni)

¢

silné reqularnt uloha KP (existuje K-T vektor)
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DUKAZ VETY 4.3.2

Je-li f* = —o0, pak nerovnost (4.3.1) je splnéna trividlné pro kazdé y € Q. Necht tedy
f* > —oo a platt podminka (i). Uvazujme systém nerovnosti

f(x) —f* <0, gi(x) <0, ie{l,...,mhL

Tento systém nema resent na P (kdyby néjaké x spliovalo druhou c¢ast, pak x € X a
prvnt ¢ast vede ke sporu s definicl f*). Vynechame-li prvni nerovnost, pak systému jisté
vyhovuje bod X (dle predpokladti). Pak z Véty 2.3.13 plyne existence yj,...,ys, = 0
takovych, ze

f(x) —f* + nygi(x) >0 VxeP.
i=1

Tedy y* = (y1,...,ym) " je K=T vektorem Glohy (4.1) & (4.2). H
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Uloha (4.1) & (4.2) ~» primdrni <— dualni Gloha = uloha konkavniho
programovant.

Uvazme Ulohu

4x1 + 14x5, — min,
x1 +2x, > 3, x1 +4x; > 4,
3x1 +x3 = 3, x1 =0, x, > 0.

Uvazme Ulohu

X3 + x5 4 2x1 — min,

X1+ X2 =0.




TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

VB Grsits Uloha (4.3.1) je tlohou konkdvniho programovani, tj. mnoZina Y je kon-
vexni a funkce @ je konkavni na Y.
Dikaz. Necht y;,y2, € Y a A € [0,1] jsou libovolna. Potom plati
©(Ayr + (T =A)y2) = ;21; Lix,Ayr + (1 —A)y2) =
= inf AL(x,y1) + (1 —AJL(x, y2)] >
> Ninf L0, y1) + (1= A) inf Lix, y2) =
=Ae(y1) + (1 =ANe(y2),
tj. funkce @ je konkadvni. Soucasné odtud také plyne, ze pro yi,y2 € Y
(tj. ©(y1) > —0 a @(y2) > —) je také Ay; + (1 — A)y2 € Y, nebot
eAyr + (1 =A)yz) = Ap(y1) + (1 — AN e(yz2) > —oo, tj. mnozina Y je
konvexnt. |
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Priklad Uréeme dualnt dlohu k uloze LP, tj.

(c, x) — min, x € X,

kde mnozina X je uré¢ena podminkami

Z aijXj = by, tell,...,kl . <ai) X> 2 by,
=1

Zaijxj:bi> ie{k+1,...,m}, t. (ai, x) = by,
j=1

Xj}O, jE{],...,S},

kde c,a; € R", b e R™, s €{0,...,n} jsou dany.
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Existuje néjaky vztah mezi f* a @*?
Véta 4.3.5 (Slaba véta o dualité) Pro kazdé x € X a kazdé y € Q plati

f(x) > o(y).

Zejména, pokud X # () a Y # (), pak f* > @* (v p¥ipadé X = ) a/nebo
Y = () je nerovnost splnéna trividlné, nebot inf() = co a sup ) = —o0).

Dikaz. Pro kazdé x € X ay € Q plati

f(x) > f(x) + ;y gi(x) =L(x,y) > inf Lix,y) > inf L(x,y) > o(y).
NS
<0

Tato nerovnost must platit také v pripadé, ze na levé strané vezmeme
infimum pro x € X a na pravé strané supremum proy €Y. |

Véta 4.3.5 rika, ze rozdil mezi hodnotou uceloveé funkce primarnt a dualnt
Ulohy je vzdy nezdporny, tj. pro libovolnd x € X # 0 ay €Y # 0 plati (v
takovem pripadé jsou obé ulohy nutné resitelné)

g(x,y) :==f(x) —e(y) = 0.

Pak ¢islo g(x*,y*) := f* — @* udava tzv. ,optimalni dudlni rozdil” (opti-
mal duality gap). Véta 4.3.5 takeé rika, Ze pro libovolné y € Q je hodnota
@(y) dolni hranici minima tcelové funkce tlohy (4.1) & (4.2).
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Navic odtud plyne velmi ,jednoduchy” test reSitelnosti tlohy (4.1) & (4.2):

Je-li primarni tloha (4.1) & (4.2) neohranicena (tj. f* = —o0), pak nutné @* =
—00, tj. Y = () ~» dudlni Gloha (4.3.1) je nepfipustnd.

Naopak, je-li dudlni tloha (4.3.1) neohranicena (shora, tj. @* = 00), pak nutné
f* = o0, tj. X =0 ~ primarni Gloha (4.1) & (4.2) je nepfipustnd.

Celkem muze nastat 9 moznostt ohledné pripustnosti, ohrani¢enosti a resSitelnosti
primarnt a dudlni dlohy. Véta 4.3.5 vylucuje 3 moznosti a 2 moznosti potvrzuje (vice
zatim nenl mozné rozhodnout):

D D
DU - (f*[\i so) | 79| E(ioo)
NO (@* = oo) v % %
PaO ? ? ®
NP (¢* = —oo) ? ? v

PU: primarni Gloha; DU: dudlni tloha; NP: nepfipustna uloha (tj. X = () nebo Y = 0);
NO: neohrani¢ena uloha (tj. f* = —oo nebo @* = o0); PaO: pripustnd a ohranicena
uloha (tj. existuje konec¢né f* nebo ¢*)
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Véta 4.3.5 také dava velmi ,jednoduchou” postacujict podminku pro ové-
rent optimality.

»Certifikat Jsou-li x* € X a y* € Q takova, Ze plati
optimality“

pak x* a y* jsou optimalnimi resenimi svych prislusnych uloh (ekviva-
lence? viz Vétu 4.3.8).

Dualnt rozdil je také Uzce spojen s existenct K-T vektoru. Jestlize du-
alnt rozdil je nenulovy, tj. f* > @*, pak mnozina K—T vektord musi byt
prazdna. Vskutku, pfipustme, ze existuje K-T vektor y* € Q, tj.

f* < igf) Lix,y*) = o(y*) < o" < f*

(v pfipadé X =0 je f* = 00, a tudiz také @* = co 4, podobné pro Y =0
je * =—o0, a tudiz f* = —o0 ¢).
e
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To ale znamena, Ze existence K-T vektoru zarucuje nulovy dualnt rozdil.
Pripomenme, ze situaci f* = —oo jsme jiz vyresili.

Véta 4.3.6 (Silnd véta o dualité) Necht tloha (4.1) & (4.2) je reguldrni Glohou
konvexntho programovant (viz Véta 4.3.2). Pokud f* > —oo, pak plati tzv.
vztah duality

£* = @*, ti. inf L - inf L
@y ] ;gpsgg (x,y) :gg;gp (%, ),

pricemz mnozina tesSent dudlni ulohy (4.3.1) je neprazdnd a shodna
s mnozinou vSech K-T vektort Glohy (4.1) & (4.2).

Samoziejmé nulového dudlntho rozdilu lze dosdhnout i za jingch pred-
pokladd (napf. P konvexni a uzavrenad, f, g1, ..., gk konvexni a spojité na
P, gx+1y...,9m afinnl @ mnozina resent primarnt tlohy je neprdzdna a
ohrani¢end, pak Y # 0 a * = ¢*).

Prakticky vgznam tvrzent Véty 4.3.6 nemust byt na prvnt pohled zrfejmy,
ale v nékterych pripadech miize byt dudlni uloha jednodussi (za dangch
predpokladt jsou obé Glohami KP) — nékteré algoritmy LP a QP jsou
zalozeny pravé na resent dualni ulohy.

/Zaména maxima (suprema) a minima (infima) ~» von Neumannova véta
o ,minimaxu” ~» sedlovy bod (viz pozdéji) ~~ teorie her.
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DUkAz VETY 4.3.6
Jelikoz médme reqularni dlohu KP, podle Véty 4.3.2 existuje K-T vektor y* € Q tlohy (4.1)

& (4.2), a tudiz (opét)
< inf Lix,y7) = @(y”) < 9.

x€EP

JelikoZ f* > —o0, je také @* > —o0, a tedy y* € Y # (). Soucasné predpoklady zarucuji
X # (). Proto z Véty 4.3.5 mame * > ¢*, takZe celkem f* = @*.

Necht nyni y* € Y je resenim dualnt ulohy (4.3.1). Potom

f* = ¢" = ¢(y") = inf L(x,y") +Zy gi(x), VxeP,

xEP

tj. y* je K-T vektorem dlohy (4.1) & (4.2).

Konec¢né, necht y* € Q je K-T vektorem dlohy (4.1) & (4.2). Pak plati

P = —l—Zylg1 L(x,y*), VxeP.

Odtud plyne ¢* < infyep L(x,y*) = @(y*), a tudiz z definice ¢* dostavame rovnost
©* = @(y*). To ale znamena, Ze y* je feSenim Utlohy (4.3.1). |
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/Z Véty 4.3.6 bezprostiedné vyplgvajt dvé dilezité implikace.

Dasledek Necht tloha (4.1) & (4.2) je regularni Glohou konvexntho programovant

437 (viz Véta 4.3.2).
(i) Jestlize Y # (), pak dudlni dGloha je Fesitelnd a f* > —co.
(i) Jestlize Y =0, pak * = —c0.

Ddkaz.

(i) Jestlize plati Y # (), z definice ¢* vyplgvd ¢@* > —oo. Potom
z Véty 4.35 plyne f* > @* > —oo, takze Gloha (4.1) & (4.2) je
reSitelna podle Véty 4.3.6.

(it) Jestlize plati Y = 0, pak nutné f* = —oo (v pfipadé f* > —oo
totiz dostaneme spor s Vétou 4.3.6). |
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/ Vét 435 a 4.3.6 a z Disledku 4.3.7 vyplygva, ze v pripadé reqgularnt dlohy KP mohou
nastat pouze dvé moZnosti (reqgularita ~~ X # ()):

’ D
DU " (f*[\i o) Pa0 (f* E(zoo)
NO (¢* = 00) 4 2 x
PaO v x
NP (¢* = —o0) 2 2 3 v
V pripadé, kdy primarni tloha mdze byt i nepfipustnd mame 441 moznost:
’ »)
DU o (f*[\i o) PaO (f* E(zoo)
NO (¢* = 00) v x 4
PaO V7 v x
NP (¢* = —o0) v 2 3 v

Pozor: v Glohach LP a QP varianta PU=NP & DU=PaO neni moZnd, nebot dudlni
uloha je téhoz typu (~+ zaména role primarni a dualni dlohy). Nicméné obecné tato
situace mlze nastat (napf. x - min & x <0 & P =R, ).

ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 4

Véta 4.3.8
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

S vyuzitim teorie duality mizeme ziskat nutné a postacujict podminky
pro fesent requldrnt dlohy KP bez predpokladu diferencovatelnosti.

(Kuhnova-Tuckerova v nediferencialnim tvaru) Necht tloha (4.1) & (4.2)
je regularni ulohou konvexntho programovant (viz Véta 4.3.2). Pak x* € X
je resenim této ulohy pravé tehdy, kdyz plati (alespon) jedna z podminek:

(i) existuje y* € Q takové, ze f(x*) = @(y*),

(it) existuje y* € Q takové, ze

L, y") = minL(x, y"), (4.3.2)
yigi(x") =0, ie{l,...,mh. (4.3.3)

Navic mnozina takovychto vektorti y* € Q splgvd s mnoZzinou fesSent
dualni tlohy (4.3.1) (a podle Véty 4.3.6 tedy také s mnozinou K-T vektor(
tlohy (4.1) & (4.2)).

Jsou-li navic funkce f,gi,...,gm diferencovatelné v bodé x*, pak pod-
minka (4.3.2) je ekvivalentni s (4.2.3) proyj = 1, zatimco (4.3.3) odpovida
(4.2.4). Tudiz Véta 4.3.8 je skutecné zobecnénim KKT véty (Véty 4.2.3)
pro pripad nediferencovatelnych funkci. Koncept K-T vektoru je zobec-
nénim Lagrangeovych multiplikator( (splgvéd za podminek Véty 4.2.3).
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DUkAz VETY 4.3.8

(i) ,=—" Necht x* je feSenim llohy (4.1) & (4.2), tj. f(x*) =f*, ay* € Q je K-T
vektor (existuje diky regularnosti ulohy). Pak podle druhé casti Véty 4.3.6 je
y* fesenim dualni dlohy (4.3.1), tj. ©(y*) = @*. Soucasné podle prvni ¢asti
Véty 4.3.6 dostavame f(x*) = f* = o* = @(y*).

<" Necht f(x*) = @(y*) pro néjaké x* € X a y* € Q. Jelikoz platt f(x*) <
f(x*) = e(y*) < o(y*), plyne z Véty 435 f* = f(x*) a @* = @(y*), tj. x* je
reSenim ulohy (4.1) & (4.2) a y* je feSenim dudlni ulohy (4.3.1).
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DUkaAz VETY 4.3.8 (POKR.)
(i) ,=—" Nechtx* je FeSenim tlohy (4.1) & (4.2). Pak podle predchozi ¢asti existuje
y* € Q takové, ze f(x*) = @(y*), tj.

i=1

sl
®
*
I
aS)
«
*
I

xeP

Odtud volbou x = x* dostaneme Y ", yigi(x*) > 0. JelikoZ ale g;(x*) < 0 a
yi >0 proi=1,...,k musi platit (4.3.3), z ¢ehoz dale vyplgva

Lix*,u™) = f(x") + D uigi(x") =f(x") = @(y*) < L(x,y") W¥xe€P
i=1 -
neboli
L(X*>y*) - minI—(Xay*)
xeP

=" Necht pro néjaké x* € X ay* € Q platt (4.3.2) a (4.3.3). Potom

* * = * * * (4.3.2) . * . * *
f(x*) =f(x") + ) _yigi(x) =L(x",y") "= minL(x,y") = inf L(x,y") = o(y")
- xeP xeP
=0 dle (4.33)
Pak z ¢asti (i) vyplyva, ze x* je Fesenim dlohy (4.1) & (4.2). |
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:)\ﬁ’ v 7 ’ 4
Priklad Urceme dualnt dlohu pro

f(x) =e ™ — min, X

N

*

a ovérme platnost vztahu duality f* = @*.

?? Co je dudlni dloha k dualnt uloze 77

3‘:" v 7 ’ 7
Priklad Urceme dualnt dlohu pro

f(x1,%2) :2x$+x1 X2 +x§ —4x7 + 2% — min
3x1+x2<2 & x>0

Dualni dlohu vyresme. Jaké informace ndm toto reseni dava o primarnt
uloze?
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v

Tuto Cast zakoncime jesté jednou alternativou k plvodnt KKT vété, s
jejiz pomoct snadno ziskame odpovéd na otazku:

jak s pomoci resent dudlni ulohy ziskame resent primarnt tlohy?

Definice 4.3.9  Bod [x*,y*] € P x Q se naziva sedlovym bodem Lagrangeovy funkce

L(x,y) dlohy (4.1) & (4.2) na P x Q, jestlize
L(x%y) < Lx",y") < L(xy") vxeP, yeqQ,

tj. plati
L(x*,y*) = minL(x,y") = maxL(x*,y).

xEP yeQ
A jak to souvisi s Glohou (4.1) & (4.2)?

Véta 4.3.10 (Kuhnova-Tuckerova pro sedlovi) bod) Necht tloha (4.1) & (4.2) je re-
guldrnt ulohou konvexntho programovant (viz Véta 4.3.2). Pak bod x* € P
je fesenim Ulohy (4.1) & (4.2) pravé tehdy, kdyz existuje y* € Q takové,
Ze [x*,y*] je sedlovgm bodem Lagrangeovy funkce L(x,y) tlohy (4.1) &
(4.2) na P x Q.
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DUKkAz VETY 4.3.10

Dikaz je zaloZzen na Vété 4.3.8(ii).

,—" Necht x* € P je feSenim ulohy (4.1) & (4.2). Pak x* € X a podle Véty 4.3.8(ii)
existuje y* € Q takovy, ze

L(x*,y*) =minL(x,y") & vyigi(x")=0, ie{l,...,k},

xEP

tj. z prvni ¢asti mame L(x*,y*) < L(x,y*) pro kazdé x € P. Soucasné s vyuzitim druhé
castl dostaneme

L y") = f(x) + ) yigi(x") = f(x*) > f(x) + ) yigi(x") =Lx",y) Wy €Q.
i=1 - i=1 ~-

To dohromady s prvnt ¢astt ukazuje, ze bod [x*,y*] je sedlovym bodem.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 4 20. PROSINCE 2024 61 / 8o

TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

DUKkAz VETY 4.3.10 (POKR.)

<" Necht nynt [x*,y*] je sedlovym bodem. Pak L(x*,y*) = minycp L(x,y*) a zaro-
ven L(x*,y*) > L(x*,y) pro kazdé y € Q, tj.

fx)+ ) yigilx) = fx) + D yigilx’) WyeQ
i=1 i=1

neboli - _
nygi(X*) > Zyi gi(x*) VyeQ.
i=1 i=1

ProtoZe tato nerovnost plati pro vSechna y € Q, nutné také proy =0 € Q, coz dava
> M iyigi(x*) = 0. Soutasné volbay =y*+e; € Q proie{l,...,k} davd 0 > gi(x*)
ay=y"te €Qproie{k+1,...,m} davd dokonce 0 > gi(x*) & 0 < gi(x*), tj.
gi(x*) = 0. Proto x* € X a yigi(x*) < 0 podle definice mnoziny Q, z ¢ehoz plyne
yigi(x*) = 0 pro vSechna i € {1,...,m}. Tedy jsou splnény podminky Véty 4.3.8(ii),
coz znamend, ze bod x* € P je feSenim Ulohy (4.1) & (4.2). |
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Implikace <= ve Vété 4.3.10 plati i bez predpokladu regularity
Ulohy (4.1) & (4.2). Bez tohoto predpokladu dokonce plati i to, Ze sed-

lovg bod spliuje (4.3.2) a (4.3.3).

Analogické tvrzen( jako ve Vété 4.3.10 plati také pro dudlnt dlohu:

Bod y* € Y je resenim dualnt dlohy (4.3.1) pravé tehdy, kdyz
existuje x* € P takovy, ze [x*,y*] € P x Q je sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce reguldrnt tlohy (4.1) & (4.2).

V literature byvaji Véty 4.3.8 a 4.3.10 uvadény spolecné.

’ OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA

. NUTNE A POSTACUJICI PODMINKY OPTIMALITY V MP

’ TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

. ANALYZA CITLIVOSTI




ANALYZA CITLIVOSTI

Nyni se budeme vénovat zavislosti reseni uloh MP na parametrech, tj. situaci kdy
tloha (4.1) & (4.2) bude obsahovat i néjaké parametry ~» parametrické programovant
(viz QP). Parametry mohou vystupovat v tcelové funkci a/nebo ve funkcionalnich ome-
zenich:

(i) v ucelové funkci ~~ prodejni ceny, nakupnt ceny, miru uzitku, ...

(it) v omezenich ~» dostupnost skladovych zasob, vjrobni kapacita, maximalnt in-
vestice, prijatelna mira rizika, ...

Nebudeme se vénovat obecné uUloze MP. Nejdrive uvazime ulohu MP s omezenimi
pouze ve tvaru rovnostt ale s obecnou zavislosti na parametrech. Poté se podivame
na ulohu s omezenimi ve tvaru nerovnostt ale s parametry pouze v podobé absolutnich
clenli ve funkcich zadavajicich jednotlivd omezent.

Motivace: interpretace resent dualnt ulohy v LP ~» K-T vektor ~» Lagrangeovy mul-
tiplikatory.
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Zacnéme s jednoduchou ulohu pro 2 proménné a 1 omezent ve tvaru rovnosti, tj.
f(x1,%x2) — min, g(x1,%x2) =c, (4.4.1)

ktera je jednoznacné reSitelna pro kazdé ¢ € R (pro jednoduchost). Potom FeSe-
nim (4.4.1) je dvojice xj(c) a x5(c) a predpokladejme, ze xj(-) a x5(-) jsou diferenco-
vatelné vzhledem k c. Hodnota ulohy (4.4.1) take zavisi na c, t;.

f*(c) = f(x7(c),x3(c)),

stejné jako odpovidajict Lagrangetiv multiplikator y*(c). Je-li navic f*(c) také diferen-
covatelna vzhledem k ¢, pak platt

d . . dxj(c) . dx3(c)
S (0) = f, (6 (0,3 (0) T (kg 0, e) T2 ()
Soucasné z Lagrangeova principu mame
fi, (x7(c),x3(c)) +y*(c) gx, (x7(c),x3(c)) =0, )
fx, (x7(c),x3(c)) +y*(c) gx, (x7(c), x3(c)) =0
IKonecéné derivovanim rovnosti g(x3(c),x3(c)) = ¢ obdrzime
dxj(c dx3(c
e, (1 (00,3 (0) P g i), xate)) P2 -, )
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Zkombinovanim (x), (J) a (A) dostaneme

%f*( ) RO ) gx, (X% (), X5 (c))

Py e) g (xi () ) T2

* * dXT (C) * *

=Y (c) | 9x, (xale)yxz(e)) — = + 9x, (xy(e), x5 (e)) — 4 —

—y(c).

(Tvrzeni zlistane v platnosti i pokud se omezime pouze na néjaké okolli daného cy € R.)

Takze hodnota —y*(c) udava miru zmény hodnoty f*(c), nebot plati
f*(c + Ac) =~ f*(c) —y™(c) Ac.

V ekonomit mnohdy c vyjadifuje dostupné zasoby néjakého zdroje (v¢. Casu, penéz
apod.) a funkce f uzitek nebo zisk. Potom hodnota —y*(c) Ac méfi pribliznou miru
zmény uzitku/zisku, pokud zménime zasoby o Ac ~+ stinovad cena (trzni cena? cas,
Ziviny apod.). Takze zejména pfri volbé Ac =1 zjistime, ze —y*(c) urcuje zménu opti-
malntho zisku/uZzitku f*(c) pfi navyseni zasob o 1 jednotku.

Analogicky dostaneme pfi vétsim poctu omezent

f*(c+ Ac) = f*(c) —yj(c)Acy —--- —y;,(c) Ach.
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Priklad v . . 1/2 ro2
° Produként funkce firmy je f(x,,xm) = 50xp/ X2, kde x, uddvd cenu
prace a X, cenu materidlu v tisicich K¢ Firma ma dostupny rozpocet 79
tisic K¢ Jak se zméni hodnota optimalni produkce, pokud firma investuje
80 tisic Kc?
Véta 4.4.1 (Véta o obalce) Méjme ulohu

f(x,7) = min, gi1(x,7) =0, ..., gm(x,7) =0, ()

kde x € R™, r € R¥, f,g1,...,gm € C!. Pfipustme, Ze pro kazdou
hodnotu parametru r ma dloha (x) jediné resent, které oznacime x*(r).
Potom hodnota ulohy (%) je

Je-lt x*(r) diferencovatelnd vzhledem k r a Jacobiho matice
DG(x*(r),r) € R™*™ ma plnou hodnost m, pak plati

2 . of agJ
FrallU et J;yJ ) 3e, (), 7).

Proc¢ ,Véta o obalce”? %\Obrézek.
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Jenze predpoklady Véty 4.4.1 jsou celkem silné (Vr existuje jediné re-
Sent). Zjednodusent tlohy ~» oslabent pozadavki.

Véta 4.4.2 Necht f,g1,...,gm € C* a x* je lokalnim ¥edenim ulohy

f(X) — min, g (X) =0, ..., gm(x) =0

s odpovidajicl Lagrangeovym multiplikdtorem y*. Necht dale tato dvo-
jice spliiuje postacujici podminku druhého Fadu (tj. VZL(x*,y*) > 0 na
Ker DG(x")), pficemz soucasné x* je regularnim bodem, tj. DG(x*) €
R™*™ ma plnou hodnost m. Uvazme ulohu parametrického programo-
vant

f(x) — min, G(x) =u (*)
pro parametr u € R™. Pak existuje oteviena koule S se stfedem v po-
catku (u = 0) takova, Ze pro kazdé u € S existuje lokalnt resent
x*(u) € R™ ulohy (%) a odpovidajict y*(u) € R™. Navic x*(-) a y*(+)
jsou spojité diferencovatelné funkce na S a plati x*(0) = x*, y*(0) = y*
a pro kazdé u € S mame

grad f*(u) = —y"(u),

kde f*(u) znact optimalni hodnota Ulohy (%) vzhledem k u, tj. klademe
*(u) .= f(x*(u)).
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Nynt se zamérime na lUlohu s omezenimi ve tvaru nerovnostt (to je z praktického

Vev s

vystupovat pouze ve formé absolutnich clent (viz Véta 4.4.2).

Budeme mit Glohu zdvislou na m-tici parametrd b = (by,..., b)) " € R™, tj.
f(x) — min, x € X(b) := {XEPQRT‘ | gi(x) < bj, 1€ 1,...,m}. (4.4.2)

Jesté budeme potrebovat oznacent
-
G(x) 1= (9106, gm ()T, X(0):={x € P|G(x) b},

B:

{b e R™ | X(b) # w}, F(b):= inf f(x), beB,

xeX(b)

Y(b) = {y eR™ |y >0, F(b) < f(x) + (y, G(x) —b) ¥x € P},

OF(b) = {a € R™ | F(b') —F(b) > (a, b’ —b) Wb’ € B}.

Souvislost s diivéjsim znacenim: X = X(0) a f* = F(0). Mnozina Y(b) je mnozinou K-T
vektort ulohy (4.4.2). Mnozina 0F(b) je subdiferencidlem funkce F(b).

A jak tedy zavist Uloha (4.4.2) na parametru b?
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Véta 4.4.3 Necht mnozina P C R™ je konvexni, funkce f,gy,...,gm jsou konvexnt
na P a plati 0 € B, F(0) > —oo a Y(0) # . Potom

(i) mnoZina B je konvexni,

(ii) funkce F(b) je konecnd, konvexni a nerostouci na B,

(iii) plati OF(b)

—Y(b) pro vSechna b € B.

Poznamky (i) Predpoklady Véty 4.4.3 rikaji, ze
SR S e 0 € B <= X(0) #0: tloha (4.4.2) s b =0 je p¥ipustna,
e F(0) > —oo: tloha (4.4.2) s b =0 ma konecné tesen,
e Y(0) # 0: mnozina K-T vektort tlohy (4.4.2) s b = 0 je neprazdna
(pozor — toto nent splnéno automaticky, viz Véta 4.3.2).

(ii) Je-li F dokonce diferencovatelna v b, pak 0F(b) je jednoprvkova, ob-
sahuje pouze grad" F(b) a tento vektor je roven (—1)x K-T vektoru,
coz je analogie Véty o obalce (Véta 4.4.2).

(iii) Ve Vété 4.3.6 jsme charakterizovali K-T vektory dlohy (4.1) & (4.2)
pomoci feseni dudlni tlohy (4.3.1). Cdst (iii) predchozi véty jim dava
jesté jinou charakteristiku — pomoct subgradientu hodnoty tlohy
parametrického programovant (4.4.2): v pripadé reqularni dlohy KP
dostdvame zkombinovanim téchto dvou v(sledkd oF(b) = —Y*(b),
kde Y*(b) je mnoZina resent dudlni ulohy (viz Véta 4.3.6 a LP).
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DUkaz VETY 4.4.3(1)

Je-li mnoZina B jednoprvkova (B # 0 nebot 0 € B), pak je tvrzeni zfejmé. Necht tedy
b,b € B a A € [0,1] a jsou libovolng, tj. existuji x € X(b) a x € X(b). Polozme
x = Ax + (1 — A)x. Potom

G..konvx

Gx)=GAx+(1—=A)x) < AGE)+ (1—=A)G(X) <Ab+ (1 —A)b. ()

Tedy x € X(Ab + (1 —A)b), tj. X(Ab + (1 —A)b) # 0, tj. Ab+ (1 —A)b € B.
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DUkaz VETY 4.4.3(n)

Necht y* € Y(0). Pak y* > 0 a F(0) < f(x) + (y*, G(x)) pro Vx € P. Protoze y* > 0,
plati F(0) < f(x) + (y*, b) pro libovolné b € B a x € X(b), tudiz také

F(0) < F(b) + (y, b).

Protoze F(0) > —oo, je zfejmé, Ze také F(b) > —oo, a tedy funkce F(b) je konecna
(F(b) = oo pouze pro f = oo §).

Necht nyni E,BME B a A € [0,1] jsou libovolnd. PoloZzme b := Ab + (1 —A)b. Pak pro
libovolna x € X(b) a x € X(b) oznac¢me x := Ax + (1 — A)x. Podle ¢asti (i) je x € X(b),
viz (x), tedy

F(b) < f(x) < Af(x) + (1 —A)f(X).

Protoze x,Xx byla zvolena libovolné, plyne odtud

F(b) < AF(b) + (1 —A)F(b),

tedy funkce F je konvexnt.

Je-li b,b € B a b < b (po slozkdch), pak zfejmé& X(b) C X(b). Proto F(b) > F(b), a
tedy funkce F je nerostouct.
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DUKkAz VETY 4.4.3(11)

Necht b € B spliiujici 0F(b) # 0 je libovolné a necht y* € 0F(b), tj.
F(b') —F(b) > (y*, b’ —Db) Vb’ € B. (4.4.3)
JelikoZ F je nerostouct dle (ii), plyne odtud y* < 0. Necht dale x € P je libovolné a

polozme b’ := G(x). Pak b’ € B, x € X(b’), a tudiz F(b’) < f(x) dle definice F(b).
Proto z (4.4.3) mdme

F(b) < F(b') —(y*, b’ —b) < f(x)+ (—y*, ' —b) = f(x) + (—y*, G(x) —b). (%)

Jelikoz x € P bylo zvoleno libovolné, platt nerovnost (x) pro kazdé x € P, a tudiz
—y* € Y(b) (dle definice Y(b) a z faktu —y* > 0).

Naopak, necht b € B spliujici Y(b) # 0 je libovolné a necht —y* € Y(b), tj. —y* > 0 a
F(b) < f(x) + (—y*, G(x) —b) pro kazdé x € P. Potom pro kazdé b’ € B a x € X(b’)
dostdvame

F(b) < f(x)+(—y*, G(x) —b) < f(x)+{(—y*, b’ —b) = F(b) < F(b')+(—y*, b’ —b).

Vzhledem k libovolnosti b’ € B, plati tato nerovnost pro kazdé b’ € B, a tudiz y* €
oF(b).

Jelikoz z téchto dvou ,implikacl” také vyplyva, ze mnoziny 0F(b) a Y(b) musi byt

soucasné prazdné/neprazdné (jisté 0F(b) # () pro kazdé b € ri B, ale jinak? — je mozné

Y(b) = 0, nebot explicitné nepozadujeme regularni tlohu KP), plati oF(b) = —Y(b).
|
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S pomoct Véty 4.4.3 miizeme ziskat nékolik ddlezitgch vlastnostt plvodnt
ulohy MP, tj. ulohy (4.4.2) s b = 0.

Dasledek Necht mnozina P C R"™ je konvexni, funkce f,gj,...,gm jsou konvexni

4.4.4 na P, plati F(0) > —oco a existuje x € P takové, Zze G(X) < 0 (viz Slaterovu
podminku ve Vété 4.3.2). Potom 0 € intB a
(i) funkce F(-) je spojitd v bodé b =0,
(it) pro libovolné h € R™ existuje jednostranna smérova derivace

F' (0) = —y*. h
1 (0) y*n;%)( y*, h),

(iii) funkce F je diferencovatelnd v bodé b = 0 pravé tehdy, kdyz Y(0)
je jednoprvkova, tj. Y(0) = {y*}. Navic plati grad" F(0) = —y*.

/ casti (iii) thned vyplgva, ze pro ulohu (4.4.2) s b = 0 (pfi splnént
uvedenych predpokladt) existuje vice K-T vektor(i <= funkce F nent
v bodé b = 0 diferencovatelna.

Diikaz. Protoze existuje X € P takové, ze G(x) < 0 = b, je zfejmé, ze
b =0 € intB (nebot G(x) < b pro vSechna dostatec¢né mala b). Tvrzeni
pak plyne z Véty 4.4.3 a (i) Véty 2.4.1, (ii) Véty 2.5.6 a (iii) Véty 25.7. 1
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Y Ja . v . 7 7
Priklad V zavislosti na parametru b ur¢eme hodnotu F(b) parametrické tlohy
f(x) =x*>+2x+2 — min, x <b.
Urceme dale dudlnt tlohu k této uloze, vyresme ji (bez pouziti predchozi
¢asti) a ovérme platnost vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnoZina
fesent dudlnt dlohy.
Priklad

V zavislosti na parametru b ur¢eme hodnotu F(b) parametrické tlohy
f(x1,%2) = X3 + x5 + 3x; — mi 2_x;<b >0
1,X2 ) = X3 Xy X1 min, X5 X110, X1 20U,

Urceme ddle dualni dlohu k této uloze, vyreSme ji (bez pouziti predchozi
¢asti) a ovérme platnost vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina
reSent dudlnt dlohy.
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Ukazeme si (alespon) jeden ekonomicky motivovany priklad zalozeny na
predchozich visledcich. K tomu bude potieba jesté nasledujict disledek.

Dasledek (i) Necht jsou splnény predpoklady Véty 4.4.3 a yi = 0 pro vSechna
4.4.5 y* € Y(0) a dané i €{1,...,m}. Potom F(xe;) = F(0) pro kazdé
o = 0.

(it) Necht jsou splnény predpoklady Disledku 4.4.4 a yi > 0 pro
vSechna y* € Y(0) a dané i € {1,..., m}. Potom F(xe;) < F(0)
pro kazdeé o« > 0.

Dy o 7 . o o a1 7
Priklad Ekonomicka interpretace K-T vektoru (viz Lagrangeovy multiplikatory
~» stinova cena).
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FENCHEL vs. K—T

Celg vgklad byl zalozen na K-T vektoru. Nyni si ukadzeme, jak lze odvodit napt. vztah
duality f* = ¢@* pomoct Fenchelovy transformace. Uvazme ulohu

f(x) = min, gi(x)+b; <0, ie{l,....m} xeP CR"
a necht F(b) je hodnota této ulohy. Pak pro konjugovanou funkci plati

F(y) =sup { {y, b) —F(b)} = sup {(y,b)— inf fx)}=

beB beR™

G(x)+b<0
= sup {— inf (f(x)=(y, b))} = sup sup {({y,b)—f(x)} =
beR™ e 5E beRm  xeP
=sup sup {(y,b)—f(x)}=
XxEP b<{—G(x)
_ SpreP{_<y> G(X)>_f(x)} —infycp {f ya G(x )> }) y =0,
oo, Yy <O0.
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FENCHEL vs. K-T (POKR.)

Tedy F*(y) = —@(y) a dualnt tlohu (4.3.1) lze psat jako
—F*(y) - max, y=>0.

Navic plati

F*(0) =sup { (0, y) — F*(y)} = su;()){ —Fy)} = sul(o) {o(y)} = o*.
yz= yz

y=0

Pokud je funkce F spojita v 0, plati podle Véty 2.6.6 rovnost F(0) = F**(0), tedy plati
vztah duality f* = @*. To znamena, Ze kazdd podminka, ktera zajisti spojitost funkce
F v 0 je zaroven postacujicl podminkou pro platnost vztahu duality, napr. Slaterova

podminka a pozadavek F(0) > —oo implikuji 0 € int B, a tedy F je spojita podle Vét 2.4.1
a 4.4.3(ii).
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Konec.




