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Kapitola 2: Zaklady konvexni analyzy
(verze: 20. prosince 2024)

TITULNI STRANA

Konvexnost mda ohromné bohatou strukturu a pocetné vyuziti. Na druhou
stranu mohou byt témér vsechny ,konvexni” pojmy vysvétleny pomoci dvou-

dimenziondlniho obrézku.

Alexandre Barvinok, A Course in Convexity, AMS (2002).
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[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE

%x Obrazek.
X =0 je konvexni?

IKonvexnost vs. sjednocent, priniku a scitant (odcitant)?

Co je X— X7




IKONVEXNi MNOZINY

DUkAz VETY 2.1.2

(i) Necht I je konecnd nebo nekonec¢na indexova mnozina a necht X; jsou konvexnt
mnoziny pro vdechna i € I. Je-li mnozina X :=;c; Xi = 0 nebo jednoprvkova, pak
je tvrzent trividlni. Uvazme tedy alespon dvouprvkovou mnozinu X. Necht x;,x, € X
jsou libovolné. Pak nutné x;,x, € X; pro vSechna i € L. Jenze vS8echny mnoziny
Xi jsou konvexni, takze nutné x := Ax; + (1 — A)x, € X; pro vdechna A € [0,1] a
vsechna i € L. To ale znameng, Ze také x € X, tj. ();c; Xi je konvexn.

(it) Necht X je konvexni mnozina. Nejdfive ukazeme, ze také mnozina
Z=aX:={z€eR"|z=ax pro n&aké x € X}

je konvexni pro libovolné « € R. Je-li X = () nebo jednoprvkova, je tvrzeni trividlni.
Uvazme tedy alespori dvouprvkovou mnozinu X. Jestlize z1,z, € aX jsou libovolné,
pak z; = ax; a z; = ax, pro néjaké x1,x; € X. Proto pro kazdé A € [0,1] mame

Azr+(1—ANzo = aAx; + (1 —=A)xy] € aX = Z,

- 7
Vv

eX

tj. X je konvexnt.
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IKONVEXNi MNOZINY

DUkAz VETY 2.1.2 (POKR.)

Necht nyni X, Y jsou konvexnt mnoZziny. UkdZeme, Ze také mnozina
L=X+Y = {ZGR“|z=x—|—y pro néjaké x € X ay EY}

je konvexnti. Jestlize X,Y jsou nejvyse jednoprvkové, je tvrzent trivialni. Uvazme
tedy, Ze alespon jedna z téchto mnozin je alespon dvouprvkova. Jestlize zy,z, €
X+Y, pak z1 =x71 +y;7 a z2 =x2 + Yz pro néjakad x1,x, € X a y1,yz € Y. Proto
pro kazdé A € [0,1] mame

Azi + (1 =Nz =Ax1 +y1) + (1T =A)(x2 +Y2)
=Ax1 + (1T =A%) +Ay1 + (1 =Nyl eX+Y =2,

. g N\ g
NV NV
ex ey
tj. X+Y je konvexni. Snadnou tvahou pak obdrzime samotné tvrzeni véty. |
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IKONVEXNi MNOZINY

Definice 2.1.3  MnoZina X C R™ se naz(jva
(i) kuzel, jestlize pro kazdé x € X a pro kazdé A € [0, ) je také Ax € X;

(it) konvexnt kuZzel, jestlize je mnoZzina X konvexni a soucasné kuzelem;

(itt) afinni (téz lineadrn( varieta), jestlize pro kazdé x;,x, € X a pro kazdé
A € R plati

Ax1+ (1T—A)xz € X.

A Priklady a dalst komentar. ..

Definice 2.1.4 Necht x1,...,xyn € R™ Linearni kombinace Ay x1+- - -+A, X,y S€e nazyva
(i) konvexni, jestlize Ay,...,A, =>0a > " A =1,

(il) nezdporna, jestlize Aq,..., Ay, = 0;

(iti) afinni, jestlize Y ", Ay = 1.

%\ Obrazek.
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IKONVEXNi MNOZINY

S vyuzitim Definice 2.1.4 ihned dostaneme:

e Mnozina obsahujicl vSechny linearni kombinace libovolnych dvou
svych bodt (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i pfimku procha-
zejict témito body a pocatek) je vektorovy (linedrni) prostor.

e Mnozina obsahujici vS8echny afinnt kombinace libovolnych dvou svich
bodt (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i pfimku prochazejict
témito body) je afinni.

e Mnozina obsahujicl vSechny nezdporné kombinace libovolngch dvou
svych bodt (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i celou vysec ur-
cenou poloprimkami vychazejicimi z pocatku a prochdzejicimi témito
body) je konvexni kuZzel.

e MnoZina obsahujicl vSechny konvexnt kombinace libovolngch dvou
svych bodu (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i usecku spojujict
tyto body) je konvexni.

A pro vice nez dvojice?

Véta 2.1.5 Necht X C R™ Mnozina X je konvexnl (konvexnt kuZzel/afinni) prave
tehdy, kdyz libovolna konvexni (nezapornd/afinni) kombinace prvkl z X
je opét prvkem mnoZziny X, tj. je uzavienad na vsechny konvexnt (neza-
porné/afinni) kombinace.

Technicistni (vnitini) vs. ,umélecky” (vnéjsi) popis konvexnich mnozin.
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IKONVEXNi MNOZINY

DUKAZ VETY 2.1.5

Tvrzent dokazeme pouze pro konvexni kombinace, nebot zbyvajicl dvé varianty lze
dokazat s pouzitim analogickych argumentu.

,<—" Trivialnt.

,—" Necht mnoZina X je konvexni. Je-li X = () nebo jednoprvkova je tvrzent trivialni.
Necht tedy X obsahuje alespon dva riizné body. Tvrzenl dokazeme pomoci matema-
tické indukce. Z definice thned vyplgva (viz vyse), ze libovolnd konvexni kombinace
m prvkd z X je opét v X pro m = 2. Pfripustme, ze kazda konvexni kombinace m-tice
prvkl z X je opét v X pro néjaké m € N\{1}. Uvazme libovolnou konvexni kombinaci
m+1 prvkl z X, tj. x == Zl":]] Aixq pro libovolnd xq,...,xms1 € XaAr,.o oy A1 =0
spliujict ZI":]L] A =1 Je-li Ay =1, pak Ay = -+ = A, =0 a zjevné x € X. Je-li
Ami1 € 10,1), pak miZeme psat

m
i
x=(1—=Ams1) z T 5 + Am1 Xmg1-
i—1 - mAl
v m )\i . m )\i . . v o7 v D
Ovsem ) ., T = Ta) .., T X €X podle indukéniho predpokladu. Pak
ale x mame vyjadreno jako konvexni kombinact dvou bodti z X, z ¢ehoZ diky konvexnosti
X thned vyplgva x € X, coz dokazuje, ze X je konvexnl mnoZina. |
PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 2 20. PROSINCE 2024 9/ 90

IKONVEXNi MNOZINY

Definice 2.1.6 Necht X C R™.

(i) Pranik vSech konvexnich mnozin obsahujicich mnozinu X se nazgva
konvexnt obal mnoziny X a znaci se conv X.

(it) Pranik vsech konvexnich kuzeli obsahujicich mnozinu X se nazgva
konicky (kuzelovy) obal mnoziny X a znadi se cone X.

(itt) Pranik vSech afinnich mnozin obsahujicich mnozinu X se nazgva
afinni obal mnoziny X a znaci se aff X. Jeho zaméreni se naz(gva
linearnt obal mnoziny X a znadl se LinX. Dimenze afinntho obalu
mnoziny X se znact dim X a klademe dim X := dim Lin X.

Lin vs. span.
Véta 2.1.2(i) & Definice 2.1.6 ...

N\ Obrazek.
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Opét dokadzeme pouze prvnt ¢ast, nebot zbyvajict dvé lze ukazat pomoci analogickych
argumentu.
Necht

= {x eR" | x = Z Aixi pro libovolné m € N a

i=1

X1yeeesXm €X, A1yeeey Am 20, ZA1=1}.
i=1

Postupné ukdzeme, ze convX C Z a convX O Z, z ¢eho ihned vyplyne tvrzent véty.

,C"Je zirejmé, ze X C Z. Proto conv X C conv Z. Jenze mnoZzina Z je konvexnt (!1V.2.1.5!
X vs. Z). Vskutku, jsou-li z1,z, € Z libovolné, t;j.

m k
z1 = E axy & zp= E Biyi

pro néjaka m,k € N, x1,...,%myY1y. .-y Yk € X, X1yenny &,y P1y--oy Br = 0 spliujict

Yt =1= Z]fﬂ Bi. BUNO miizeme predpokladat, Ze m < k. Proto poloZzme




IKONVEXNi MNOZINY

DUKkAz VETY 2.1.7 (POKR.)

Pak pro libovolné A € [0, 1] mame

k
z=Az1+(1-Nz =) Aaxi+ (1—-A)Biys) € Z

i=1
podle definice mnoziny Z, nebot A, (1 —A)Bi = 0 a soucasné

k
> Ao+ (T=NB)=A+(1-A) =1.

i=1

Tedy Z =convZ, a tudiz convX C convZ = Z.

,2" Necht Y je libovolnd konvexni mnozina takovd, ze X C Y. Podle Véty 2.1.5 je
libovolna konvexni kombinace prvk( z Y prvkem Y, coz vzhledem k inkluzi X C Y
implikuje Z C Y. OvSem Y O X byla zvolena libovolné, takze nutné platt

zc N y P21 onv X,

YO X
Y konvexni

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 2 20. PROSINCE 2024 13/ 96

IKONVEXNi MNOZINY

Je skutecné skutecné nutné charakterizovat conv X pomoci vSech moz-
nych m-tic?

Lemma 2.1.8 Necht X C R™ a x € cone X je libovolné. Pak existujit body x1,...,x, € X
a Cisla Aq,..., A, =0 takovd, zZe x =A1x71 + -+ + AnXxn.

Ddkaz. Necht x € cone X je libovolné. Podle Véty 2.1.7 existuje m € N,
body X1,...,Xm € X a ¢sla Ay,...,;An = 0 takovd, Zze x = > Aixi.
Jsou-li body x1,...,%xy ,linedrné nezavislé”, pak nutné m < n a tvrzent
véty platl. Je-lt m > m, pak jsou tyto body nutné ,linedrné zavislé”.
Proto existuji py, ..., tm € R takovd, ze Y I nixy = 0, p¥icemz alespoil

jedno py > 0. Necht o € R je libovolné. Potom

x:ikixi—ai uixi:i(h—ocui)xi. (2.1.1)
i=1

i=1 i=1

Zvolme nynl & = min,. -9 i\f Pak A — apy = 0 pro vSechny indexy
i e {1,...,m}, pficemz alespon pro jeden index i plati A; — ap; = 0,
tj. podle (2.1.1) lze x vyjadrit jako nezdpornou kombinaci nejvyse m — 1
bod(. Je-li m—1 = n, je dliikaz hotov. V opacném piipadé mizeme celou
konstrukci zopakovat jesté (m —n — 1)-krat, tj. dokud nedostaneme x

jako nezapornou kombinaci nejvgse n bodd. |
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IKONVEXNi MNOZINY

/ predchoztho tvrzent snadno ziskdme analogicky vysledek pro konvexnt
obal.

Véta 2.1.9 Necht X C R™. Kazdy bod konvexntho obalu conv X mize byt vyjadren
(Carathéodory)  jako konvexni kombinace nejvgse n + 1 prvki mnoZiny X, tj. pro x €
conv X existuji Xq ..., Xnt1 € XaAr,...,An1 = 0 spliujict ZI:T A =1
takova, ze

X=MX1+ -+ A1 Xnq1-

Diikaz. Necht A C R™! je mnoZina bodi tvaru A = {[x,1] | x € X}.
Pak plati, ze y = [x, 1] € cone A pravé tehdy, kdyz x € conv X. Vskutku,
necht x € convX, tj. x = > " ; Aixi pro néjaké m €N, x1,...,x;, € X a
AMyevoyAm = 0 spliiujict 3" Ay = 1. Pak [x, 1] € cone A, nebot

[X)H — [ixixi)]] = [iAiXi)i}\i] :ixi[xiyﬂ)
i=1 i=1

i=1 i=1

coz je nezdpornd kombinace bodi z A. Naopak, je-li [x,1] € coneA,
pak mame [x,1] = > " Ailxi, 1] pro néjaké m € N, x1,...,%, € X a
MyeoisAm = 0, t. x = XM Aixg a 2“7 A = 1 neboli x € convX.
Jenze my navic z Lemma 2.1.8 vime, Ze nam k predchozimu vyjadrent

stact nejvgse n+ 1 bodd, ¢imz je tvrzent dokdzano. |
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IKONVEXNi MNOZINY

IKonvexni obal vs. kompaktnost? A jiné vlastnosti?

Disledek 2110 Necht X C R™ je kompaktni mnozina. Pak conv X je také kompaktni.
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Vnitint bod?

%x Obrazek.

ri X vs. int X.
X1 CX; = intX; CintX; ariXyvs. riXy?

ri X pro afinni mnozinu X?
Zakladni vztah: riX C X C X C aff X (C vs. Q).

Duisledky. ..




[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNiI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE

Konvexnt funkce v R?

N\ Konvexnost v Jpraxi“?

SY Priklady a dalst jednoduché vlastnosti. ..




KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.2

,—" Necht f je konvexni funkce na X. Ukazeme, Ze s libovolngmi dvéma body z
epi f obsahuje epif také celou usecku spojujici tyto body. Necht tedy A € [0,1] a

[x1, B1], [x2, B2] € epif, tj. B1 > f(x1) a B2 > f(x2). Potom

Abxt, Ba] 4 (T = A) [xz, B2l = [Ax1 + (1 = A)x2,AB1 + (1 = A) B2]

eX

a soucasné
ABy+ (1T =A)B2 = Af(x1) + (1 =A)f(x2) = f(Ax1 + (1 —A)xy2),

coz znamenad, ze také Alx1, 3114+ (1 —A) [x2, B2] € epif, tj. epi f je konvexnt.

=" Necht epif je konvexnt mnozina. Ukazeme, Ze pak pro libovolné dva body z X
plati (2.2.1). Necht xq1,x2; € X a A € [0, 1]. Pak pro [x1,f(x1)], [x2, f(x2)] € epif je také

Abery Fxa)l + (1= A) [xa, f(x2)] = [Axq + (1 = A)x2, Af(x1) + (1 = A) f(x2)] € epif,

coz ale znamend, ze Af(x1) + (1 —=A)f(xz) = f(Ax1 + (1 —=A)x2), tj. f je konvexni na X.

|
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IKONVEXNi FUNKCE
Véta 2.2.3 Necht X C R™ je konvexni mnozina, funkce fy,...,f, : X — R jsou

konvexni na X a «1,...,0y, = 0 jsou dana cisla. Potom také funkce
F(x) =0 f1(x) + -+ 4+ am fim(x) je konvexni na X.

N Piiklady.
W Nadgraf vs. vrstevnice.

Véta 2.2.4 Necht X C R™ je konvexni mnozina a f : X — R je konvexni funkce na
X. Pak pro libovolné K € R je odpovidajict dolni vrstevnicovéd mnoZina

Vk ::{XEXIf(x) <K}
také konvexnt.

Dikaz. Je-li Vk = 0 nebo jednoprvkovd mnoZina, opak je tvrzeni trivi-
alnt. Necht je tedy Vi alespon dvouprvkova mnozina a x7,x2 € Vi jsou
libovolné. Pak pro libovolné A € [0, 1] mame

fAx1 + (1 —=A)x2) < Af(xq) + (1T —A)f(x2) <K AK+ (1 —A)K =K,

tj. také Axq + (1 —A)x2 € Vi, a tedy Vi je skutecné konvexni mnozina.
[ |

%\ Konvexnost vs. kvazikonvexnost.
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KONVEXNi FUNKCE

Véta 2.2.5 Necht X C R™ je konvexni mnozina a funkce f : X — R je konvexni na X.
(Jensen) Pak pro libovolné m € N, x1,...,x;, € X a ¢isla Aqy... A = 0 splitujict
m ’
> oA =1 plati
m m
f( P xi) <D Af(xi). (2.2.3)
i=1 i=1

Je-li funkce f navic ostfe konvexni a Aq,..., A, € (0,1), pak rovnost
v (2.2.3) nastane pravé tehdy, kdyz x; = -+ = x.

Ekvivalence v prvni ¢asti?

TS ""”hf (AAB) = (C <= D) =—(C«+= D)= —(AAB)
casti”
= ((CA—-D)V (-CAD)) = (—AV —B)
Jestlize existuje m € N takové, ze bud v (2.2.3) nastane rovnost pro

rizné body nebo nastane ostrd nerovnost pro stejné body, pak funkce f
nent ostie konvexnt nebo A; € {0, 1} pro néjaké i € {1 ..., m}.

Obména!

Prehlednéjsi: Necht m € N je libovolné. Pak pro Aq,..., A € [0, 1] spl-
YRy B m . . 7 7 v o 7
Aujict )" Ay =T a m-tict xq,...,%x, € X obsahujici alespori dva razné
body s odpovidajicimi kladngmi koeficienty A, a Ay nastane v (2.2.3)
ostra nerovnost pravé tehdy, kdyz funkce f je ostre konvexnt.

Wikipedia: rovnost v (2.2.3) <= f je linedrni nebo x; = --- =x,?!

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 2 20. PROSINCE 2024 23/ 96

KONVEXNi FUNKCE

DUKAz VETY 2.2.5

Tvrzenl dokdZeme pomoci matematické indukce. Pro m = 1 je nerovnost trivialni,
zatimco pro m = 2 je ekvivalentnt s definicl konvexnosti funkce f na X. Pripustme
nyni, ze tvrzent platl pro néjaké m € N\{1}. Ukdzeme, ze pak plati i pro m + 1. Je-li
Am+1 =1, potom Ay = --- = A, =0 a nerovnost (2.2.3) je splnéna trividlné. Uvazme
tedy A1 < 1. Pak

fArx1 + -+ A1 Xma1)

A A
:f<(]—7\m+])|:—7(]+"'+—mxm:|+Am+]xm+]>)
] —Aer'l 1 —}\er]
Ve v v A Am m )\i - _ ’ S . A
pricemz ﬁ, ceey m - [O, 1] a Zi:] m = 1. Proto plattx — ﬁ?ﬁ—f—
-+ 1_;\‘—m+1xm € X, a tedy z konvexnosti funkce f na X plyne
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KONVEXNi FUNKCE

DUkaAz VETY 2.2.5 (POKR.)

f(Aixs +---+ A Xm+1) = f(“ — Ama1 )X + A1 Xm+1)

konvexnost

< (1 - ?\m—o—l )f(%) + 7\m+1 f(xm+1)

A Am
= (1 —7\m+1)f<1—1xl ot —xm) + Amt F(Xme1)

— Am1 T —Amir
,,'mcIL<|I<ce“ 7\1 }\m
< (1T =Amg) Y 1f(X1)+"'+ﬁf(Xm) + A1 F(Xma1)
m+ m-+

=M fxa) 4+ A F(Xm1),
coz dokazuje platnost nerovnosti (2.2.3) pro libovolné m € N.

Necht je nyni navic f ostife konvexni a Ay,..., A, € (0,1). Je-lixg =+ =xn =x € X,
pak ziejmé plati

fA1x1 + -+ AnxXm) = f<XZ7\ ) i ikif(x) = i}\if(xi))
i1 i=1

tedy v (2.2.3) nastava rovnost.
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KONVEXNi FUNKCE

DUkaAz VETY 2.2.5 (POKR.)

Naopak, necht xq,...,x, € X jsou takova, ze v (2.2.3) nastava rovnost. Opét vyuzi-
jeme matematickou indukci. Necht m = 2 a A, A, € (0,1) spliwujt Ay + A, = 1. Pak
rovnost (2.2.3) je tvaru

f(A1x1 +A2x2) = Ay f(x1) + Az f(x2).

/ definice ostré konvexnosti pak ale nutné plyne, ze x; = x, (proc?). Necht toto platt
pro néjaké m € N\{1} a necht

m+1 m-+1
f( > ?\ixi> =) Nf(xi), (2.2.4)
i=1 i=1

kde A1y...yAmy1 € (0, 1) spliiuji ZmH Ai = 1. PoloZme x := Y I, P;‘—iﬁxi. Potom

f(Arxg +---+ A1 Xm41 ) = f(“ — Ama1 )X + Amt1 Xm+1)

konvexnost

< (] _}\m—b—])f(%) +}\m+1f(xm+1)

7\1 )\m
— ‘]—Am f -~ -~ A ~ ~ m Am f m
( +1) (1_}\m+1x1+ +]_7\m+1x >+ +1T(Xm1)

(223)
< Aflxa) + - A flxmer).
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Jenze vzhledem k indukénimu predpokladu (2.2.4) je zfejmé, Ze se nerovnosti v predcho-
zim vypoctu ve skutecnosti realizuji jako rovnosti. Pak prvnt z nich implikuje X = X, 11

(ze stejného dlivodu jako pro m = 2) a posledni x1 = - -+ = X4, (indukcnt predpoklad).
Pak z definice x plyne

i—1 )\m—H i—1 }\m—H
X = X
1 1
_] A § }\i:] A (1 }\m+1)—x1)
— AmAl LT - Am+-1
coz dohromady déva x; = -+ =Xy, = Xm4+1 a dikaz je hotowv. |

%Apllkace Jensenovy nerovnosti (AG-nerovnost a jiné).

,Konstantnost” v ¢asti (ii)

Ekvivalence v casti (iii)?

Dikaz. Weierstrassova véta.




KONVEXNi FUNKCE

Minimalizace  je_|i funkce f : X — R siln& konvexni s konstantou silné konvexnosti
& silna ¥ > 0 a spojitd na uzaviené konvexnt mnoziné X C R™, potom pro
konvexnost libovolné K € R jsou dolni vrstevnicové mnoziny Vx ohranicené.

Proto ma f na X pravé jedno globalnt minimum (<= opét ,Weierstrass”).

é

Silné konvexni funkce jsou idedlnim objektem pro minimalizacni tlohy,
coz se bohuzel ne vzdy stava... OvSem na druhou stranu silna konvex-
nost pochopitelné nent nutna pro existenci jediného globalntho minima
(viz nize).

X =R" Pro funkci f: R™ — R platt:

(i) je-li f konvexni na R™ a v x* € R™ nastdva lokalni minimum, pak x*
je globalnt minimum;

(il) je-li f ostfe konvexnt na R™ a v x* € R™ nastava lokalnt minimum,
pak x* je jediné globalnt minimum;

(itt) je-li f silné konvexni na R™, pak existuje jediné globdlni{ minimum.

N Piiklady.
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KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.6

(i) Ddkaz provedeme sporem. Necht x* je lokaln{ minimum funkce f na X, tj. existuje
O(x*) takové, Ze pro vdechna x € O(x*) N X plati f(x) > f(x*). Necht ale soucasné
x* nent globalnim minimem funkce f na X, tj. existuje x € X takové, ze f(x) < f(x*).
Pak z konvexnosti funkce f a mnoziny X plyne
fAX" 4+ (1T —=A)X) < AF(x™) + (1 = A)f(x) < Af(x") + (1 —A)f(x") = f(x")

-

~N"

eX

pro vSechny A € [0,1). To je ale spor s tim, ze x* je lokdlnim minimem, nebot pro
A dostatecné blizko T must byt Ax* + (1 —A)x € O(x*) N X (®obrazek).
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KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.6 (POKR.)

(i) Oznacme jako X* mnozinu vSech bodd, ve ktergch funkce f nabyva svého minima
na X, tj. X* :={x € X | f(x) = f* = infyex f(x)}. Je-li mnozina X* prdzdnd nebo
jednoprvkova, je tvrzent trividlni. Necht tedy X* je alespon dvouprvkova, tj. mame
rdzné xi,x2 € X*. Pak pro libovolné A € [0, 1] plati

f()\X] + (1 —A)Xz) < Af(X]) + (] —7\)1:(7(2) = f*. (*)

Jenze z definice f* vyplgva, ze také f* < f(Ax + (1 —A)y) pro libovolné x,y € X.
To znamena, Ze v (%) nastava rovnost, tj. Ax; + (1 — A)xy € X* pro libovolné
A € [0,1], a tedy mnoZina X* je konvexni. Je-li navic funkce f ostife konvexni, pak
pro A € (0,1) nastane v (x) rovnost pravé tehdy, kdyz x; = x,, tj. mnozina X* je
nejvyse jednoprvkova.

(iit) Viz dusledky Véty 2.4.2 (pozdéji) nebo primo.

[ |
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IKONVEXNI FUNKCE
Minimalizace konvexn( funkce na nekonvexni mnoziné?
A maximalizace konvexnt funkce na konvexni mnoziné?
Véta (i) Necht f: X — R je konvexni funkce na konvexnt mnoziné X C R™.

Jestlize f nabgva svého maxima na mnoZiné X v bodé x* € riX,
pak f je konstantni funkce, tj. nekonstantni konvexni funkce muze
nabyvat svého globalntho maxima pouze v bodech mnoziny X\ ri X
(tj. na ro XN X — zejména je-li X oteviena, pak f svého maxima na
X nenabyva).

(it) Zakladni véta konvexntho programovani: Mame-li konvexnt funkci
f: X — R na polytopu X = conv{xq,...,xm} C R™, pak je maximum
funkce f na X dosazeno v nékterém z bodt xq,...,xy, (pfipadné ve
vice z nich ~» % na celé hrané??).

Obecnéji: je-li X konvexni a kompaktni mnoZzina, pak maximum na-
stava v extrémnim bodé (tj. v takovém bodé, kter] neni netrivialni
konvexnt kombinact dvou bodt z X).

Ddsledek=Zakladn{ véta linedrnitho programovani: Je-li funkce f
afinni, pak globdlni minimum nastava v nékterém z bodd x;,...,Xm
(,vrcholt” polytopu).
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[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE

%\ Motivace.

N\ Vlastnosti z definice a priklady...




W Priklady (existence a jednoznacnost).

Je-li x* € X, pak tvrzeni je trivialni, nebot nutné TTx(x*) = x*.
Necht tedy x* ¢ X. Nejdfive st uvédomme, ze projekce bodu x* na mnoZzinu X je vlastné

reSenim ulohy
f(x) =[x —x* 1 — min, x € X. (2.3.4)

Pak funkce f odpovida kvadratické formé s matict A =1 plus afinnt ¢ast. To znamena,
ze f je ostfe konvexni, a z Véty 2.2.6(ii) vyplgva, ze dloha (2.3.4) ma nejvySe jedno
reseni. Polozme nynt

Y=Xn{xeR"|[x—x"|| <R},
kde R € R dostatecné velké (jak? viz nize). Pak mnozina Y je kompaktni, a tedy existuje

resSent ulohy
f(x) = min, x €Y.

Jenze fesent této ulohy je totozné s resSenim (2.3.4) (pro¢? ~» volba R), tj. projekce
ITx (x*) existuje a je jednoznac¢né uréena.




ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUKAZ LEMMA 2.3.3 (POKR.)

Z konvexnosti mnoziny X plati pro libovolné x € X a A € (0, 1], Ze

. Ly Tx (%) Fest 23.4) . s
[ITTx (x™) — x| < [Ax + (1 —=A)TTx(x") =—x"[|7 =

X & ATy (x*)
= || TTx (x*) — x* + A[x — TTx (x*)] HZ =
= (TTx (x*) = x* + A [x — TTx (x*)], TTx(x*) —x* 4+ A [x — TTx (x*)]) =
= (TTx (x") —x", TTx (x*) —x*) + A(TTx (x*) — x*, x — TTx (x")) +
+ A (x — TTx (x*), TTx (x*) — x*) + A% (x — TTx (x*), x — TTx(x*))
= [ITTx (x™) = X" (12 + 28 (TTx (x*) = x*, x = TTx (x)) + A%[[x — TTx (x*) ||
Vydélenim ¢islem A € (0, 1] dostavame
0 < 2(TTx (x*) = x*, x = TTx (x*)) + Allx — Tx (x*) ||,
z ¢eho? limitnim prechodem pro A — 0" obdrzime
(TTx (x*) —x*, x = TIx (x")) = 0,
coz je nerovnost (2.3.2). Navic odtud plyne
0 < (TTx(x™) —x*, x — TTx (x*) +x* —x*)
= (Mx(x") —x", x = x™) + (TTx (x") —x™, x* — TIx(x"))
= (TTx (x*) = x*, x = x*) — [ITTx (x*) = x* I,
tj. plat (TTx (x*) — x*, x — x*) > ||TTx (x*) — x*||* > 0, co? je nerovnost (2.3.3). |

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPITOLA 2 20. PROSINCE 2024 37 / 96

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Diky predchozimu vysledku ,snadno” odvodime nutnou a postacujict
podminku silné oddélitelnosti.

Véta 2.3.4 Neprazdné konvexnt mnoziny X;,X; C R™ jsou silné oddélitelné pravé
tehdy, kdyz maji nenulovou vzdalenost, tj.

p(X1,Xz) = inf [x1 —x2[| >0,

X1 EX1,x2E€X

coz je ekvivalentnt s podminkou 0 & X; — X,.

Toto ukazuje rozdil mezi vlastni a silnou oddélitelnosti dvou mnozin.

:) 2 ’ Vv . Vv . 7 V7 Vv
Poznamka Podminky Véty 2.3.4 jsou splnény zejména v pripadé
() Xo ={x} ax¢&X;,
(i) X7 N Xz =0 a Xy nebo X; je ohranicena.

Pozor! Nestadi, aby mnoziny Xy, X, byly konvexni, disjunktni a uzaviené,
napt. ), viz nasledujict disledek.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUKAZ VETY 2.3.4

,—" Necht X;, X, jsou silné oddélitelné (nemusi byt konvexni), pak

O<e= inf (p,x1)— sup (p,x2)

x1€X] x2€X>7
inf A—sup B=inf(A—B) .
= inf <‘p, X1 — X2>
(x1,x2)€Xy xX2
c-s _
< inf Iplllixs —x2ll = llpllp(X1, X2),

(x1,x2)€X7 XX

a tedy p(X1,Xz) = ¢/llpll > 0.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUKkAz VETY 2.3.4 (POKR.)

<" Necht X;,X; jsou konvexni mnoziny a plati p(X;,Xz2) > 0. Oznatme X =
X1 — Xz (pozor, platl pouze X; — X, C Xy — X3). Pak X je konvexni a uzaviena
(viz V.2.1.2(il) a V.2.12(iv)). Protoze p(Xi,X2) > 0 <= p(X;,X2) > 0, mdme 0 ¢ X
(2uvskutku?). Pak ale p :== TTx(0) # 0 a ukdzeme, Ze pravé tento vektor spliiuje po-
zadavky silné oddélitelnosti (tj. p je normalovy vektor /silné/ oddélujict nadroviny).
Podle Lemma 2.3.3 je vektor p urcen jednoznacné a z nerovnosti (2.3.3) mame pii
x* =0 vztah

(p, x) = [IplI* >0

pro vdechna x € X, z ¢ehoz thned vyplgva infyex (p, x) > 0. Soucasné pro libovolné
x1 € Xy axyeXyjex=x;—x2 € X a plati

inf X) = inf X1 —X2) = inf X1) — su X2) .
inf (o) = inf ) P )= Jnf (Pyxa) = sup {pyx2)
Tudiz
inf <pa X1>_ sup <p) XZ> >0,
x1€X1 x2€X5
z ¢ehoz plyne tvrzent. H
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

/Z Véty 2.3.4 thned vyplgva nasledujicl tvrzent (diikaz?).

Disledek 2.3.5  Necht X7,X; € R™ jsou neprdzdné, konvexni a disjunktni mnoZiny.

Necht navic Xj je uzaviena a X; kompaktni. Potom jsou mnoziny Xy, X,
silné oddélitelneé.

A nynt jiz mizeme podat ,umélecky” (vnéjsi) popis uzavienych kon-
vexnich mnozin (tzv. geometrickd Hahnova—Banachova véta ~» zakladni
princip konvexni geometrie).

Véta 2.3.5a Libovolna uzaviena konvexni mnozina X C R™ je feSenim (nekonecné)
soustavy neostrych linedrnich nerovnic.

(Geometricky: kazda uzaviena konvexni mnoZina X ; R™ je prinikem
uzavienych poloprostort, konkrétné vsech uzavienych poloprostor( ob-
sahujicich X))
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

,DUKAZ" VETY 2.3.5A
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Mezi vSemi uzaviengymi poloprostory, které obsahujl uzavienou kon-
vexni a netrividlni (tj. # 0 a # R™) mnoZinu X jsou velmi zajimavé ty
,extrémnt”, tj. takové jejichz hrani¢ni nadrovina se dotgykd mnoziny X.

Tato terminologie je pouzitelnd pro libovolnou (nikoli nutné uzavienou)
konvexnt mnozinu, coz je ohsahem nasledujicl definice.

S pomoci téchto nadrovin odvodime postacujict podminku pro oddéli-
telnost dvou konvexnich mnozin (V.2.3.7a) a ekvivalentnt charakterizaci
vlastni oddélitelnosti dvou konvexnich mnozin (V.2.3.8).

Definice 2.3.6  Njocht X C R™ je neprazdnd mnoZina a necht a € 09X := X\ int X. Nadro-

vina H, g se nazgva

(i) opérnou nadrovinou mnoziny X v bodé a, jestlize

(p,x) =B =(p,a) prokazdé x €X;

(it) vlastni opérnou nadrovinou mnoziny X, jestlize je opérnou nadrovi-
nou mnoziny X a existuje-li x* € X takove, ze

(p, x*) > B.

N\ Priklady.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

f(x1,%2) = /X3 —x1x2 + %3 & z=2(x1 —x2)
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

207

f(x1,%2) = /x5 —2x1%2 +x3 & z=(x1 —x2)/2
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

5 10

f(x1,%2) = /X3 +2x1%2 + 2x3 & z= (x1 +x2)/2
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Véta 2.3.7 Necht X C R™ je neprazdna konvexnt mnozina a necht a € ro X C 0X.
Pak v bodé a existuje vlastni opérnd nadrovina mnoziny X.

Poznamka (i) rd X vs. dX.
(it) Tvrzent Véty 2.3.7 mGzeme jeSté rozsirit: pro existenci opérné nadro-
viny stacl a € oX.
Dikaz. Je-li intX = (), pak aff X £ R™ a aff X je prisecik nékolika
nadrovin, vzdyt aff X = {x € R™ | Ax = b}. Potom ale nutné néktera
z téchto nadrovin je pravé opérnou (ne nutné vlastnt) nadrovinou pro
a € 0X C X. Je-li intX # 0, pak 90X = ro X a tvrzeni plyne pfimo
z Véty 2.3.7.

(i) X ={ap?
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUKkAZ VETY 2.3.7

Popiseme konstrukci normalového vektoru opérné nadroviny. Necht a € rd X je libo-
volny bod. Pak existuje posloupnost {ay}xen takova, ze ax € aff X\ X a ax — a pro
k — oo (®obrazek). Potom podle Véty 2.3.3 existuje TTx(ay) pro kazdé k € N a plati
Mx(ax) # ax. PoloZzme

_ Tx(ax) —ax
P (e — e’
Pak [|lpx |l =1 a px € LinX (viz Definici 2.1.6). Mnozina {y € R™ | |ly|| = 1} je kom-
paktni, méizeme z posloupnosti {pxlren vybrat konvergentni podposloupnost. BUNO
proto predpokladejme, ze px — p, pficemz ||p|| =1 a p € LinX (z uzavienosti Lin X).
Je toto hledany normalovy vektor? Z nerovnosti (2.3.3) plyne pro libovolné x € X, Ze

1
IMx (ax) — ax

(Pry X) — (P, ak) = (Pry X — Qk) = (Mx (ax) — ax, x — ax)

(2.3.3) 1
~ Tix(ak) — ax

nebot TTx(ay) # ayx. Limitnim prechodem pro k — oo dostavame

ITTx (@) — @ I” = ITTx (@x) — x|l > 0,

(p, x) = (p, a) =B pro kazdé x € X,
coz znamena, ze Hy g je hledana opérna nadrovina.

A je vlastni?
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUkaz VETY 2.3.7 (POKR.)

Podle Véty 2.1.12(ii) je riX # 0, a tedy existuje x; € riX, tj. Oc(xq) NaffX C X
pro néjaké ¢ > 0. Polozme X := x; — €p pro néjaké dostatecné malé € > 0. Protoze
p € LinX, je X € aff X. Z definice ri X navic vyplgva, Ze pro dostatecné malé € > 0 je
dokonce X € ri X, a tedy také x € X. Proto

B<(p,x)=(p,x1—¢p)={(p, x1)—€{p, P) = (p, x1) — 5,

tj. (p, x1) = P +€ > B, coz dokazuje, ze nadrovina H,, g je vlastni opérnou nadrovinou.
|
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Tento vysledek nynt vyuZzijeme v dikazech tvrzeni o oddélitelnosti kon-

vexnich mnozin. Nejdfive zacneme se samotnou oddélitelnosti (srovnej
s Vétou 2.3.4).

Véta 2.3.7a Necht X;,X; € R"™ jsou neprdzdné, konvexnt a disjunktni mnoziny. Pak

pro tyto mnoziny existuje oddélujict nadrovina.

Dikaz. Uvazme konvexni mnozinu
X=X; =Xs ={x€R"|[x =% —x2 pro néjaké x; € X;, x2 € X3}.

Protoze X3 N X; = 0, mdme 0 ¢ X a mohou tedy nastat pouze dvé
moznosti:
(i) 0 ¢ X. Pak mnoZiny {0} a X jsou silné oddélitelné, tj. existuje p €
R™\{0} takovy, ze
inf  (p,x) > sup (p,y)=0,
xeX N~ ye{o}
=(p,x1—x2)
tj. infy, ex; (P, X1) > supy,ex, (P, X2), @ tedy mnoZiny Xi,X; jsou
dokonce silné oddélitelné.
(i) 0 € X\X C 0X. Pak podle poznamky za Vétou 2.3.7 existuje opérna
nadrovina, tj. existuje p € R™\{0} takovy, ze
(p,x) 2B =(p,0)=0
pro vsechna x € X, tj. (p, x1) = (p, x2) pro vSechna x; € X; a x; €
Xs. [
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Ekvivalence? A je-li X; oteviend? Bez otevienosti?

Véta 2.3.8 Neprazdné konvexni mnoziny X;,X; € R™ jsou vlastné oddélitelné
pravé tehdy, kdyz riX; NriX; = 0.

Dikaz. ,—" Sporem. Necht X;, X, jsou vlastné oddélitelné nadrovinou
H, g a predpokladejme, ze existuje x € riXy NriX;. Z definice vlastni
oddélitelnosti vyplgva, Ze existuji X7 € X5 a x; € X, takové, ze

(p, X1) > (P, X2), ti. (p, X7 —X%2) >0. (%)

Pro « € [—1,0] polozme

X1 =x—oa(x7 —x) =—ox7 + (1 + a)x € Xy,
X2 =x—a(xzg —x) =—ox2 + (1 + a)x € X,.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUkaz VETY 2.3.8 (POKR.)

Navic podle Véty 2.1.12(iii) mame také x; € X; a x; € X, pro o« > 0 dostatecné malé,
nebot

Xi=x+(y—-1Dkxk-%7) a xx=x+(y—1)x—%37)
pro v := 1+ «. Pak ale pro toto « > 0 dostaneme

(py %) — (p, %2) = (py alx —X7) — alx —72)) = —ax (p, T —%z) 20,

coz je spor s oddélitelnosti mnozin X; a Xj.
<" Necht riX; NriX; = . Polozme X :=riX; —riX, (jako pro Vétu 2.3.7a). Pak X

je konvexni mnozina a 0 ¢ X, pricemz mohou nastat dvé moznosti:

(i) 0 ¢ X. Potom podle Véty 2.3.4 jsou mnoZiny {0} a X silné oddélitelné a tato
oddélujict nadrovina vlastné oddéluje i mnoziny X; a Xj.

(i) 0 € X\X C ro X. Potom podle Véty 2.3.7 existuje v bodé 0 vlastni opérna nadrovina
mnoziny X a pravé tato nadrovina vlastné oddéluje mnoziny X; a Xj. |
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Teorie soustav linearnich nerovnostit. ..

Alternativni formulace:

Soustava (2.3.5) ma reSent pravé tehdy, kdyz pro vSechnay € R™
takovd, ze ATy > 0, plati (y, b) > 0.

x4 ANUONONUNNNNNN
SUONONUNONNNNN
Q2 AN NONNNN NN NN
SUONONUNNNNNNNN
R N N N N
RN N N N
AR AR RN
SUNONUNNUNNNN
NONNNNN
NN

-
-—
-
—




V literature lze najit celou rfadu rGzngch vét o alternativé, které rdzngmi
zplsoby rozsituji/zobecnuji Vétu 2.3.9. My jsme uvedLli pravé toto tvrzent
kvili jeho diilezitosti v otdzce reSitelnosti uloh linedrntho programovant.

Ddkaz. ~~ M0160.

Nasledujict tvrzent a jeho ,reguldrnt” modifikace budou hrat velmi dd-
lezitou roli pri dokazovani zdkladni véty matematického programovant.




ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUKkAz VETY 2.3.12

Definujme mnoziny
A= {ue R™ | existuje x € X tak, ze fi(x) <w, 1€{1,...,k},
&fj(%):u]', jG{k‘l‘],...,m}},
B={veR™|vi<0,ie{l,....k}, &v;=0, je{k+1,...,m}}.

Jsou-li w, it € A a X,x € X odpovidajici prvky z X z definice A, pak pro A € [0, 1] plati,
ze Au+ (1 —A)T € A, tj. mnozina A je konvexni. Vskutku, toto plyne z predpokladd

na f; a
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUkaz VETY 2.3.12 (POKR.)

MnoZina B je také konvexnti (zfejmé). Protoze systém (2.3.8) nema fesent na X, platt AN
B = (). To znamena, Ze mnoZiny A, B jsou oddélitelné, tj. existujey = (y1,...,Yym)' #0
takové, ze (y, u) > (y, v) pro vdechnau € A av € B, tj.

m

K
Zyiui = ZUiVi-
i=1 i=1

Pokud vi,...,vi — —oo (leva strana je dand), vidime, ze predchoz( nerovnost je
splnéna pouze tehdy, kdyz yq,...,ym = 0. Dosadime-li do této nerovnosti u; = f;(X)

bro libovolné X € X, i € {1,...,m}, a jestlize v1,...,vix — 0~, dostaneme pozadované
) ) ) )

tvrzent. [ |
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Tvrzent Véty 2.3.12 nevylucuje y; = --- =y = 0!

Nynt st ukaZzeme jednu regularnt modifikaci Véty 2.3.12. Jejim obsahem
jsou tzv. podminky reqgularity, které zajistuji kladnost jistého vyznacného
koeficientu y; v (2.3.9). Po vydélent tohoto vztahu cislem y; se prilis
nezméni, a tak mtZeme BUNO brat yi; = 1. Navic BUNO m@Zeme bréat,
ze tento vgznacny index odpovida i = 0.

VyuZzijeme tvrzeni Véty 2.3.12, kde k = m (tj. nemame afinni ¢ast) a i € {0,...,k}. Pak
podle této véty existujt yo,...,Yym = 0 takova, ze

Yofolx) + D yifi(x) > 0. (*)

Je-li yo =0, pak nutné alespon jedno z &isel yq,...,ym musi byt kladné. Je-li x € X
reSentm (2.3.11), pak v (x) dostavame

Yofo(X)+ ) yi fi(X) <0,
= Xy

coz je ale spor s (x), tj. nutné yo > 0. Vydélenim nerovnosti (x) kladngm cislem yo a
preznacenim yi/yo ~» yi pro i € {1,..., m} dostavame (2.3.12). [




[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE

Nynt si ukazeme nékolik zajimavych (a dulezitych vlastnosti) konvexnich
funkct.

Zacneme se spojitosti.

A pro body x € rd X?
X = R™?

Opacnyg smér: Necht X C R™ je konvexni mnoZina a funkce f: X — R
spojitd na X. Jestlize pro kazdé x,y € X, x # y, existuje cislo A € (0, 1)
takové, ze

f(Ax+ (1 =A)y) < Af(x) + (1 = A)f(y),

je funkce f konvexni na X?




VILASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

DUKkAz VETY 2.4.1

Necht x* € ri X je libovoln( a uvazme funkci F(x) := f(x*—x)—f(x*). Pak je zfejmé, Ze funkce
f je spojita v x* pravé tehdy, kdyz F je spojitd v O (limy_0 F(x) = limy_x* f(x) — f(x*)).
Ukédzeme, Ze F je skutecné spojitd v O.

Uvazme nejdFive, ze int X # (. Ozna¢me
Ky i={x e R" | |Ixll, < T},

kde [|x ||y = maxjcicnilxil} pro x = (x1,... , X, je ,maximalni norma“ a r > 0 je takové,
ze Ky ; X (tj. do X vkladédm /hyper-/krychli s hranami délky 2r). Oznaéme jako Xy, ..., X
pro m = 2™ vrcholy krychle K; (tj. soufadnice Xj jsou pouze £71) a polozme
o= max F(X;).
1<i<m

Kazdg bod y € K, lze vyjadrit jako konvexni kombinaci bodl Xy,..., Xy (vzdyt K, =
conv{Xq, ..., Xm}), tj. existujt Ay > 0 spliujict > "1 A1 = 1 ay = > ;A X; (dokonce
stacl pouze n + 1 bodd, viz Vétu 2.1.9). Ponévadz funkce F je také konvexni, plyne z Jensenova
nerovnosti (V.2.2.8)

m m m
F(y)=F<ZAixi> <Y MFX) < a) A=« (*)
i=1 i=1 i=1
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VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI
DUKkAz VETY 2.4.1 (POKR.)
Necht nynt ¢ € (0,1] je libovolné. Oznac¢me l~<£ = e¢K;. Pak pro kazdé x € l~<£ plati, ze
+x/¢e € Ky, a tedy
F je konvexni (%)
F(x)=F(e X+ (1—¢)0) < eF(x/e)+ (1 —¢) F(O) < e «x.
—~— ——
ek =0
Na druhou stranu mame
1 . F je konvexnt 1 ()
0=F(0) =F(yzx + 155 (—x/¢)) < e (x)+1+€F(—x/£)<
eKy
(2) ! F(x)+ —
STxe M

coz znamend, ze F(x) > —e «. Celkem tedy dostavame |F(x)| < e« (a tedy o« > 0), coz
vzhledem k libovolnosti € znamend, ze funkce F je spojita v O (vskutku?).

Pokud int X = (), pak postupujeme stejné jako v predchozi ¢asti s tim, Ze misto n-dimenzionalnich
krychle uvazujeme pouze (dim X)-dimenzionaln{ krychli. |
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VILASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

f:R—=R Z kurzu Matematické analgzy | (snad) zname nékolik podminek zarucu-
jictch konvexnost diferencovatelné funkce f: R — R:

(1) ma-li f vlastni derivaci v otevieném intervalu I, pak f je (ostre) kon-
vexni na I pravé tehdy, kdyz f’ je neklesajict (rostouci) na I;

(it) ma-li f vlastn( derivaci v otevieném intervalu I, pak f je (ostre) kon-
vexnt na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé x,x* € I plati

f(x) > f(x") + £ (x*) (x —x"),

tj. graf funkce f na I lezl nad tecnou sestrojenou v libovolném bodé;

(itt) ma-lt f vlastnl druhou derivaci v otevieném intervalu I, pak f je
konvexni na I pravé tehdy, kdyz funkce f”(x) > 0 (je-li f”(x) > 0 na
I, pak je ostfe konvexnt).
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VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

Nynt si tato tvrzent zobecni pro f : R™ — R. Navic je formulujeme pro
silné konvexnt funkce, coz se pri volbé ¥ = 0 redukuje na ,obycejnou”
konvexnost.

Véta 2.4.2 Necht X C R™ je konvexnt mnozina a funkce f diferencovatelnd na ote-
viené mnoziné U O X. Pak f je silné konvexni na X s konstantou silné
konvexnosti ¥ > 0 pravé tehdy, kdyz pro kazdé x,x* € X plati

f(x) > f(x*) + (grad f(x*), x — x*) +d|x — x*||*. (2.4.1)

Ostrad konvexnost ve Vété 2.4.2.

N\ Dikaz pro ¥ =0.
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VILASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

Nékteré zajimavé dlsledky nerovnosti (2.4.1):

D L4 o o v . . ’ . ’
Poznamka (i) Diferencovatelnost funkce f v bodé x* je ekvivalentni s existencl

te¢né nadroviny ke grafu funkce f v bodé [x*, f(x*)], ktera ma rovnici
z = f(x*) + (grad f(x*), x — x*).

Ze vztahu (2.4.1) s 9 = 0 pak vidime, ze diferencovatelna funkce f je
konvexni na X pravé tehdy, kdyz z < f(x), tj. jeji graf lezi nad tecnou
nadrovinou sestrojenou v libovolném bodé x € X. Navic, polozme

pi=(—grad' f(x*), 1)T cR" a o= f(x*) — (grad f(x*), x*).

5 . _ n o Y .
Pak nadrovina H, « = {x € R™ | (p, x) = «} je opérnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f, tj. mnoziné epif, v bodé [x*, f(x*)], tj.

(P (6 y)T) > = {p, (", £6) )

pro kazdé [x,y] € epif.
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VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

Poznamka (i) Je-li x* stacionarnim bodem funkce f, tj. grad f(x*) = 0, pak (2.4.1)

(pokr.) dava
f(x) > f(x*) +9[x —x*|°.

Ve 2 . v ’ . v
Pritom z = f(x*)+9 | x—x*[|” je rota¢ni paraboloid s vrcholem v bodé
[x*, f(x*)], coZ znamena, ze graf funkce f lez{ uvniti tohoto rotacniho
paraboloidu. ® Obrazek.
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VILASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

/Z Véty 2.4.2 plyne nékolik podstatnych diisledkd — nejdrive ty, které se
tgkajl optimaliza¢nich problémd:

3 2 . . . ’ ’
Poznamka (i) Je-li f: R™ — R diferencovatelna konvexni funkce a grad f(x*) = 0,

pak x* je globalni minimum funkce f na R™ (srovnej s Vétou 2.2.6(iii))
— klasicka nutnd podminka pro nepodminénou optimalizaci pro li-

bovolnou funkci, ktera se pro konvexni funkce stava i postacujict
(n =1 ~» Fermat /cca 1637/).

(i) Podobné podminka
(grad f(x*), x —x*) > 0 pro vSechna x € X

implikuje diky (2.4.1), Ze x* minimalizuje diferencovatelnou konvexnt
funkci f na konvexnl mnoziné X. Tato postacujict podminka optima-
lity je soucasné nutna. Vskutku, pripustme, ze tomu tak neni, tj. x*
minimalizuje f na X a (grad f(x*), x —x*) < 0 pro néjaké x € X.
Potom

smérova derivace
o f(x* + A(x —x*)) — f(x*) -
||m = fX*X* (X ) =
A—0+ A

= (grad f(x*), x —x*) <0,

coz znamena, ze pro dostateéné malé A > 0 je f(x* + A(x — x*))
klesajict, coz je spor s tim, Zze x* minimalizuje f na X (srovnej s Vé-
tou 4.1.3 pozdéji).
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VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

Dasledek 2.4.4 Necht X C R"™ je konvexni mnoZina a funkce f diferencovatelna na ote-

viené mnoziné U 2O X. Pak funkce f je silné konvexni na X s konstantou
silné konvexnosti ¥ > 0 pravé tehdy, kdyz pro kazdé x,x* € X platt

(grad f(x) — grad f(x*), x —x*) > 29||x — x*||°. (2.4.2)

Jingmi slovy, grad f(x) je tzv. silné monotonni funkce (F je silné mo-
notonni, jestlize existuje c¢islo ¢ > 0 takove, Ze pro kazdé x,y plati

(F(x) — F(y), x —y) = clx —yl’).

Ostra konvexnost v Dusledku 2.4.47?
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A jesté zbgva zobecnént posledniho tvrzent pro funkce jedné proménné
— velmi dilezité kritérium (ostré/silné) konvexnosti.

,—" Necht funkce f je silné konvexnt s konstantou silné konvexnosti & > 0 a necht
x* € intX je libovolné. Pak x = x* +Ah € X pro A > 0 dostatecné malé a libovolné
h € R™. Protoze f ma spojité parcidlnt derivace druhého radu, plati

}\2
f(x) = f(x*) + (grad f(x*), x — x*) + — <V2f(x*)h, h) + w(x —x*), ()
2 —Ah

pricemz funkce w(z) spliuje limy -0 |(|UZ(|72) = 0. Odtud dostavame

1 2 * (U()\h) 2 (%) ] * * *
1 S _ _ _ >
(VPO )+ e I 100 — £(x") — (grad f(x"), x = x*) | >
(24.1) 1
> 53— X" =9|h|7,

z ¢ehoz limitnim prechodem pro A — 0" plyne
(V2E(x*)h, ) = 20||h7?,
tj. (2.4.3) plati.




VILASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

DUkaz DUSLEDKU 2.4.5 (POKR.)

Je-li nynt x* € X\ int X, pak x* € 0X a tedy (mohl by x* byt izolovany bod?) existuje
posloupnost {xy ken takova, ze x, € int X pro vSechna k € N a x — x* pro k — oo.
Pak z ptedchozi ¢sti plyne, ze (V3f(xi)h, h) > 29||h|? pro ka?dé h € R™ a k €
N. Ponévad? je viak V2f(x) spojita, mizeme ,jit s limitou dovnit¥”, &imZ dostaneme
(V2f(x*)h, h) > 20||h|* i v tomto pHpadg.

,<=" Necht plati (2.4.3) pro vSechna x € X a h € R™. Necht jsou x,x* € X libovolna
a polozme h :=x —x*, tj. x = x* + h. Pak s vyuzitim Taylorova rozvoje druhého radu
dostaneme

f(x) — f(x*) = (grad f(x*), x —x*) + 1 { V*f(x* +Ah) ,h) >

——
A€(0,1)=x*+AheX

(243) * * 1 2 * * 2
> (grad f(x"), x —x") + 3 29[| h||" = (grad f(x*), x —x*) + O h |,

coz s prihlédnutim k (2.4.1) ale znamend, Ze funkce f je silné konvexni na X s kon-
stantou silné konvexnosti 3. |
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VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

Poznamka (i) VSimnéte si, Ze pro ddkaz implikace ,<=" neni poZadavek int X # ()
potifebny.
(i) Nicméné opacna implikace jiz bez tohoto pozadavku nemusi byt
pravdivd. Uvazme napt. &funkci f(x,y) = x* — y?> na mnoZziné
X ={lx,yl € R? | x € R, y = 0}. Podminku intX # ) lze vypus-
tit za cenu tu, Ze se omezime pouze na h € Lin X. V literature bgva
mnohdy predpoklad int X # () nahrazen silnéjsi podminkou vyzadu-
jict, ze X je oteviend mnozina.

(itt) Z Dusledku 2.4.5 kazdopadné plynou nasledujict tri implikace:

e VZf(x) > 0 pro vdechna x € X = f je konvexni na X;
e VZf(x) > 0 pro v8echna x € X = f je ostie konvexni na X;
e intX #( a f je konvexni na X = V?f(x) > 0 pro véechna x € X.

(iv) Opacna implikace pro ostrou konvexnost?

N Piiklady.
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VILASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

D, A 0 . ) . o v . .
Poznamka Je-li A € R™*™" symetrickd matice, pak miZzeme definovat tzv. Raylei-
ghyho podil pa : R"\{0} — R predpisem

palh) = AT

(h, h)
(Ekvivalentné lze brat pa(h) = (Ah, h) pro ||h| = 1.) Pak plati tzv.
Min-Max véta:
Ma-li matice A vlastni ¢isla Ay < Ay < -+ < Ay, pak

A = i h
K dimskrilrlLkH {heTfi({O} PAl )}’
Ax = max min pA(h)}.

dim Sy =k  heSy \{0}

Zejména,

}\max(A) = An(A) =  Mmax pA(h))

heR™ \{0}
Amin(A) =M (A) = min pa(h).
heR™\{0}
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3 A o 7
Poznamka Dusledek 2.4.5 lze zformulovat také takto:

(i) Funkce f je konvexni na X spliujici intX # () pravé tehdy kdyz,
Amin (V2£(x)) > 0 pro v8echna x € X;

(ii) Jestlize Amin(V2f(x)) > 0 pro véechna x € X, pak funkce f je ostre
konvexnt na X;

(iit) Funkce f je na X spliujici int X # ) silné konvexni s konstantou silné
konvexnosti O > 0 pravé tehdy, kdyz Anin(V2f(x)) > 29 pro kazdé
x € X, tj. infyex (Am;n(sz(x))) > 0. A jaka bude nejvétsi mozna
hodnota konstanty 97
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Az doposud jsme pracovali s diferencovatelngmi funkcemi. Z MAIl vime,
ze tato vlastnost implikuje existenci smérové derivace v libovolném sméru,
avsak opacna implikace jiz neplati. Nyni se proto podivdame na jedno-
stranné sméroveé derivace ve sméru vektoru h a v bodé x*, ¢lmz pro
funkct f: R™ = R, bod x* € R™ a vektor h € R™ rozumime

F0ct) = lim 0T T

t—0+ t

Tvrzenl Véty 2.4.7 nemusi byt pravdivé pro x* € ro X. ®uViz napr. opét
X=[-1,1]a

O) XE(—],”,
1, x=4=I1.

[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE




SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

Pro feSeni minimalizacnich uloh s nediferencovatelnou funkct f, tj. pro
tzv. nehladkou optimalizacni dlohu, jsou velmi uzitecngm nastrojem tzv.
subgradient a subdiferencidal funkce f, které hraji podobné dileZitou
roli jako gradient v pripadé diferencovatelngch funkci. Motivace: pro
diferencovatelnou konvexni funkci f: X — R podle Véty 2.4.2 plati

f(x) > f(x*) + (grad f(x*), x —x*)  pro v8echna x,x* € X,

tj. grad f(x*) udava ,nevertikdlni“ opérnou nadrovinu k mnoZiné epif
v bodé [x*, f(x*)], viz poznamku za Vétou 2.4.2. Ovsem co kdyby f nebyla
diferencovatelna?

Definice 2.5.1 Necht X € R™ je konvexni mnozina. Vektor a € R™ se nazyva subgra-
dient funkce f: X — R v bodé x* € X, jestlize

f(x) —f(x*) = (a, x — x¥) (2.5.1)

pro kazdé x € X. Mnozina vsech subgradientl funkce f v bodé x* se
naz(gva subdiferencidl funkce f v bodé x* a znaci se of(x*). Funkce f se
nazyva subdiferencovatelnd v bodé x*, jestlize of(x*) # ().
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SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

Poznamka (i) Jisté plati grad f(x*) € df(x*) diky V&té 2.4.2. Vice? Viz Vétu 2.5.7.

(it) (zobecnént Fermatovy véty) Pro funkct f: X C R™ — R plati

f(x*) = Xmg)rg f(x)

pravé tehdy, kdyz 0 € of(x*).

(itt) Je-li mnozina X C R™ konvexni, funkce fy,...,fy, : X = R konvexnt
na Xa oyy...,t;m = 0, pak

6(061 i (X*) S 90 O(mfm(X*)) = Xq af1 (X*) + o+ afm(x*),

tj. ,je to linedrnt”.

N Priklady.

Poznamka Je-lt f: X € R — R konvexni a x* € ri X, pak podle Véty 2.4.7 existuji
jednostranné derivace f! (x*) a f’ (x*), pricemz plati f' (x*) < f/ (x*).
V tomto pripadé pak mame of(x*) = [f" (x*), f\ (x*)].
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SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

Poznamka Podminka (2.5.1) (podobné jako (2.4.1) ve Vété 2.4.2) znamend, Ze graf
funkce f

Gs ={[x,p]l e R™" | B = f(x) pro x € X}
nelezi pod grafem
H:={x,pl € R""" | B =L(x) pro x € R"}

afinnt funkce £(x) := f(x*) + (a, x —x*). Soucasné H = H,, s, kde H, g
je nadrovina s p == (—a',1)T € R* 1 a B == f(x*) — (a, x*), je opérnou
nadrovinou k nadgrafu funkce f v bodé [x*, f(x*)]. Neboli

a € of(x*) pravé tehdy, kdyz H,, g je opérna nadrovina.
)
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Véta 2.5.4 Necht X € R™ je konvexni mnozina a f: X — R.

(i) Je-li funkce f konvexni a x* € ri X, pak 9f(x*) je neprazdnd, uzaviena
a konvexnl mnozina.

(i) Je-li Oof(x) neprazdna pro kazdé x € X, pak f je konvexnt na X.

3 2 . ’ 4 Vv . ’J . . . Vv 4 ..
Poznamka (i) Tvrzenl ve Vété 2.5.4(i) nelze obratit, tj. nahradit ve Vété 2.5.4(ii)
,kazdé x € X" za ,kazdé x € ri X“. Napr.

0, 0<x<1,0<yx<l,

X=1[0,1x[0,11CR* & f(x,y)=
%—|x—%|, 0<x<1,y=0.

Pak funkce f ma jediny subgradient pro kazde x € intX = riX
(vskutku?), ale funkce f neni konvexni (vskutku?).

(ii) Pozadavek x* € riX je pro neprdzdnost of(x*) klicovy. ®Uvazme
napt. X = [—1,1] a f(x) = —v1 —x2.
(i) M Ostrd konvexnost?

(iv) Da se ukazat, ze pro konvexni funkci je of(x*) dokonce kompaktni
mnozina.
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Subdiferencial je také velmi tzce spojen s jednostrannou smérovou de-
rivact. Je-li x* € ri X, pak nerovnost (2.5.1) je ekvivalentnt s

f(x* + th) — f(x*)
t

provsechna h € Lin Xat > 0 dostatecné malé (x* € riX = x*+th € X).
Pak podil na levé strané konverguje pro t — 0" k f{ (x*), viz Vétu 2.4.7,
takZe nerovnost (2.5.1) je ekvivalentni s f{ (x*) > (a, h). Tedy plati

> (a, h)

a e of(x") <= f[(x*)=(a, h) provsechnah € LinX,

takze nutné také
fi.(x*) > max (a, h). (2.5.2)

acof(x*)

Jenze ono plati jesté vice.

Na zadvér si jeSté upresnime vztah mezi gradientem a subgradientem
(viz prvnt ¢ast poznamky za Definicl 2.5.1).




FENCHELOVA TRANSFORMACE

2.3

2.4

2.5

2.6 FENCHELOVA TRANSFORMACE
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FENCHELOVA TRANSFORMACE

V poslednim tématu konvexni analjzy se podivame transformaci, kterd dané funkci
f: X CR™ — R priradi konvexnt funkci f* : R™ — R.

Pri studiu tloh matematického programovanti se ¢asto stava, ze je uzitecnéjsi/vghodné;si
se vénovat jinému (podobnému) problému, ktery je prirozené pridruzen ptvodnt uloze.
Toto je tzv. dudlni problém, kterému se budeme podrobnéji vénovat v jedné casti
nasledujici+1 kapitole. V jejim zavéru si naznacime roli Fenchelovy transformace v této
oblasti.

Motivace: uvazme libovolnou funkct f : R™ — R a mnozinu vSech afinnich funkct h,
pro které je f majorantou (neboli h minorizujt f), tj.

h(x) < f(x)

pro vdechna x € R™. JelikoZ funkce h(x) jsou tvaru h(x) = (y, x)—« pro néjaké y € R™
a @ € R, pozadujeme

(y, x) — o« < f(x) pro vSechna x € R"

neboli
x> (y, x) — f(x) pro vSechna x € R™,

takze pri pevné zvoleném y € R™ musime nutné brat
o« = sup{(y, x) — f(x) [ x € R"},
viz Definici 2.6.7 a Vétu 2.6.8.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapiToLA 2 20. PROSINCE 2024 86 / 96




FENCHELOVA TRANSFORMACE

Definice 2.6.1  Necht f: R™ — R. Funkce

f*(y) = sup [(x, y) — f(x)] (2.6.1)

xERM™

se nazyvad Fenchelovou transformact (téz /konvexné/ konjugovanou
funkct) funkce f.

Poznamka (i) Je zfejmé, ze f* : R — R U {oo} ~~ tzv. efektivni defini¢ni obor
D*(f) = {x € D(f) | f(x) < oo}.

(i) Fenchelovu transformaci jsme zavedli pro funkce definované na ce-
lém R™. Pokud X = D(f) & R™, tak mizeme upravit (2.6.1) tak,
ze budeme brat supremum pouze pres x € X. Druhou moznostt je
dodefinovani funkce f na R™\X jako f(x) = co. Potom pro takto do-
definovanou funkci je hodnota suprema pres R™ totoznad s hodnotou
suprema pouze pres X (vskutku?).
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D g 000 v o . 7 \4
Poznamka (itt) Uvazme diferencovatelnou funkci f a y takové, Ze hodnota suprema
(pokr.) v (2.6.1) je mensi nez co. Pak nutnd podminka pro extrém je
0

R[(X,g)—f(x)]:O, iE{],...,n},

1

tedy must platit y = grad f(x). Je-li navic staciondrni bod x* funkce
(x, y) — f(x) zaroven i bodem maxima této funkce (kdy se to miZze
stat?), pak plati

(y) = ', y) — f(x"),

pricemz y = grad f(x*). V takovém pripadé je Fenchelova transfor-
mace znama jako Legendreova transformace.

(iv) Z Definice 2.6.1 ocividné plyne

f*(0) = — inf f(x).

xeX

(V) N\ Ekonomicka interpretace f*(y).

N Priklad.

N\ Geometrické ilustrace f* (y).
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FENCHELOVA TRANSFORMACE

V predchozim prikladu platilo f = f** — nahoda? Uvidime...

Lemma 2.6.3 Necht je ddna funkce f: X C R™ — R a f* je jeji Fenchelova transfor-
mace. Pak nasledujicl tvrzen( jsou pravdiva.
(i) Funkce f* je konvexni na mnoziné Y :={y € R™ | f*(y) < oo}.

(ii) Pro kazdé x € X a y € R™ platt tzv. Fenchelova(-Youngova) nerov-
nost

f(x) +1(y) = (x, v),
pri¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyz y € 9f(x).

(i) Je-li f(x) = g(x) na X, pak f*(y) < g*(y) pro vSechna y € R™.

Poznamka

Aplikovanim Fenchelovy nerovnosti na funkci f(x) = &Z?ﬂ 1x;{|* do-
staneme Zn Zn .
7 Ixi|* i—1 |y1|
<X) y> < - x + : B

pro 3 € R spliujict 1/ + 1/ = 1. Zejména v piipadé n = 1 obdrzime
tzv. Youngovu nerovnost
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Poznamka / Lemma 2.6.3(il) navic vyplyva:
(i) Je-li of(x) # 0, pak f(x) = **(x) pro kazdé x € X. Naopak, je-li
f(x) = f**(x) pro x € X, pak of(x) = of**(x).

(i) Je-li y € of(x), pak x € 9f*(y). Je-li navic f(x) = f**(x), pak y €
of(x) pravé tehdy, kdyz x € of*(y).

/Z Definice 2.6.1 a vlastnosti suprema snadno dostaneme nasledujict
vlastnosti.

Lemma 2.6.5 Necht je ddna funkce f: X C R™ — R a f* je jeji Fenchelova transfor-

mace. Pak nasledujicl tvrzenl jsou pravdiva.

(i) Je-li a € R\{0} a
~ flax), axe X
f(X) — ( )) )

00, jinak,

potom platt N
' (y) =" (y/a).
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%\ Obrazek.

V dlkazu prvntho tvrzeni v Poznamce za Lemma 2.6.3 jsme ukazali, ze
pro kazdé x € R™ platt
f(x) > " (x).

A opacna nerovnost?

Dikaz — nemdme dostatecné nastroje...

Zkombinovanim Véty 2.6.6 a druhého tvrzeni v Pozndmce za Lemma 2.6.3
snadno zjistime, ze pro kazdou konvexnt funkct f : X € R™ — R a
libovolné x € ri X plati

y € of(x) pravé tehdy, kdyz x € of*(y).

VA Fenchelovy transformace ,vyssiho radu“?




Na zavér jesté jeden pojem, ktery davad dohromady konvexnt funkce a
Fenchelovu transformaci.

Jingmt slovy, co f je nejvétsi konvexni funkce, kterd je majorizovana funkct
f (cof pro konvexnt funkci?).

Zname-li epif pro funkci f: X — R, pak ji mizeme ,obnovit”, nebot
f(x) =inf{x e R|x € X, [x,a € epif},

pricemz konvexnost epif zarucuje konvexnost f. A jak ziskat co f?

N Piiklady.

Plati
D(co f) = conv(D(f)), (2.6.2)

coz dava conv(epif) C epi(cof). W Vlastni podmnoziny?

Predchozl véta ndm sice dava blizsi objasnéni cof, ovSem z praktic-
kého hlediska stale nent priliS uzite¢nd. Jak vlastné spocitat cof? V (x)
dostavame minimalizac¢nt problém, ktery ale jiz v pripadé funkce jedné
proménné obsahuje ¢tyri proménné x;,x; € X a A1, A, € [0,1] a dvé
omezent

AMx)+FAxo=x & Ar+A=1.




FENCHELOVA TRANSFORMACE

DUkAz VETY 2.6.9

/ Fenchelovy nerovnosti plyne
f(x) = (x, y) = f*(y)

pro vSechna x,y € R™ (pricemz pro x ¢ D(f) a y € D(f*) klademe f(x) = oo = f(y)),
a tedy

f(x) = sup {(x, y) — " (y)} = " (y).

yern

Proto (s vyuzitim Véty 2.6.8) plati cof(x) > cof**(x). Jenze podle Lemma 2.6.3(i) je
** konvexni, tj. cof**(x) = f**(x), coz celkem dava cof(x) > f**(x).
Nynt ukdZzeme opacnou nerovnost. Funkce co f(x) je konvexni, a tedy podle Véty 2.4.1
je spojita pro kazdé x € ri X. Pak podle Véty 2.6.6 plati (cof)**(x) = cof(x) pro kazdé
x € riX. Navic podle definice plati cof(x) < f(x) pro kazdé x € X, coz implikuje
(cof)**(x) < f**(x), viz Lemma 2.6.3(iii). Proto v kazdém bodé x € ri X plati

cof(x) = (cof)™(x) < ™ (x),

coz dohromady s prvnt ¢astt dava pozadovaneé tvrzent. |
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Konec.




