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Konvexnost mé ohromné bohatou strukturu a pocetné vyuziti. Na druhou
stranu mohou byt témér vsechny ,konvexni” pojmy vysvétleny pomoci dvou-
dimenziondlniho obrdzku.

Alexandre Barvinok, A Course in Convexity, AMS (2002).
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N\ Obrazek.
X =10 je kon

7y

Konvexnost vs. sjednocent, praniku a séitant (od¢itant)?
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KONVEXNi MNOZINY

DUkaz VETY 2.1.2

(1) Necht I je kone¢nd nebo nekonecnd indexova mnoZzina a necht X; jsou konvexni
mnoZiny pro viechna i € L. Je-li mnoZina X := (;¢; Xi = 0 nebo jednoprvkové, pak
je tvrzeni trividlni. Uvazme tedy alespoii dvouprvkovou mnozinu X. Necht x1,x; € X
jsou libovolné. Pak nutné x;,x, € X; pro vSechna i € I. Jenze v8echny mnoziny
X jsou konvexni, takZze nutné x := Ax; + (1 —A)x2 € X; pro vdechna A € [0,1] a
vdechna i € I. To ale znamen4, Ze také x € X, tj. (), Xi je konvexni.

(i) Necht X je konvexni mnoZzina. Nejdtive ukdzeme, ze také mnozina
Z=oaX:={z€R"|z=ax pro néjaké x € X}

je konvexni pro libovolné « € R. Je-li X = §) nebo jednoprvkova, je tvrzent trivialni.
Uvazme tedy alespon dvouprvkovou mnozinu X. Jestlize z1,z, € aX jsou libovolné,
pak z; = axq a z; = axy pro néjaké x1,x2 € X. Proto pro kazdé A € [0,1] mame

Az + (1 =Nz =aAx; + (1 —A)x2] € aX = Z,
—_——
ex

tj. aX je konvexnt.
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KONVEXNi MNOZINY

DUkAZ VETY 2.1.2 (POKR.)

Necht nynt X,Y jsou konvexnt mnoziny. Ukdzeme, ze také mnozina
Z=X+Y={zeR"|z=x+y pro n&jaké x e Xay e Y}

je konvexni. Jestlize X,Y jsou nejvgse jednoprvkové, je tvrzent trividlni. Uvazme
tedy, ze alespon jedna z téchto mnozin je alespon dvouprvkova. Jestlize z1,z, €
X+Y, pak z1 =x1 +y1 a z; = x2 +yz pro néjaka x1,x2 € X a yi1,yz € Y. Proto
pro kazdé A € [0, 1] mame

Az1 + (1 —}\)Zz :7\(7(] +y1) + (] —7\)(7(2 +yz)
=Ax; +(1T=Nx2l+ Ay + (1 =Nyl e X+Y =2,

ex €Y

tj. X+ Y je konvexni. Snadnou tGvahou pak obdrzime samotné tvrzent véty. |
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%\Pﬁkladg a dalst komentar...

QN Obrézek.
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KONVEXNi MNOZINY
S vyuzitim Definice 2.1.4 ihned dostaneme:

e MnoZina obsahujict vS8echny linearnt kombinace libovolngch dvou
svych bod (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i primku procha-
zejict témito body a pocatek) je vektorovy (linedrni) prostor.

e Mnozina obsahujici vS8echny afinni kombinace libovolnych dvou svich
bodl (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i primku prochazejici
témito body) je afinni.

e MnoZina obsahujict vsechny nezdporné kombinace libovolnych dvou
svych bodd (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i celou vise¢ ur-
¢enou poloprimkami vychazejicimi z pocatku a prochazejicimi témito
body) je konvexni kuZzel.

e MnoZina obsahujici vSechny konvexnt kombinace libovolnych dvou
svych bodt (tj. s libovolngmi dvéma body obsahuje i tisecku spojujict
tyto body) je konvexni.

A pro vice nez dvojice?

Véta 2.1.5 Necht X € R™ Mnozina X je konvexni (konvexnt kuzel/afinni) pravé
tehdy, kdyz libovolna konvexni (nezaporna/afinni) kombinace prvki z X
je opét prvkem mnoziny X, tj. je uzaviend na vSechny konvexni (neza-
porné/afinni) kombinace.

Technicistnt (vnitini) vs. ,umélecky” (vnéjsi) popis konvexnich mnozin.
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KONVEXNi MNOZINY

DUkaz VETY 2.1.5

Tvrzent dokdzeme pouze pro konvexni kombinace, nebot zbyvajici dvé varianty lze
dokazat s pouzitim analogickych argumentu.

<" Trivialni.

=" Necht mnoZina X je konvexni. Je-li X = () nebo jednoprvkova je tvrzeni trividlni.
Necht tedy X obsahuje alespon dva rizné body. Tvrzeni dokdzeme pomoci matema-
tické indukce. Z definice thned vyplgva (viz vise), Ze libovolnd konvexni kombinace
m prvkl z X je opét v X pro m = 2. Pripustme, Ze kazda konvexni kombinace m-tice
prvkil z X je opét v X pro né&jaké m € N\{1}. Uvazme libovolnou konvexni kombinaci
m-+1 prvkd z X, tj. x == Zln:{] Aixi pro libovolnd x1,...,Xmi1 € Xa Ay, ooy Ame1 20
spliiujict ZL,] i =1 Je-li A1 =1, pak Ay =+« = A, =0 a zjevné x € X. Je-li
Ami1 € [0,1), pak maZeme psat

m

A
x=(1—Anp Z 1= Xi + A1 X1

A
i1 m+1

_ m Aq D
Oviem Y "} +— —=1a I “— xi € X podle indukéntho predpokladu. Pak
ale x mdme vyjadieno jako konvexni kombinaci dvou bodti z X, z ¢ehoz diky konvexnosti

X ihned vyplgvé x € X, coz dokazuje, ze X je konvexni mnozina. |
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Lin vs. span.
Véta 2.1.2(i) & Definice 2.1.6 ...
) Obrazek.
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KONVEXNi MNOZINY

DUkAz VETY 2.1.7

Opét dokdzeme pouze prvnt ¢ast, nebot zbgvajici dvé lze ukazat pomoci analogickych
argumentd.
Necht

7= {x ER™ | x = Z Aix; pro libovolné m € N a

i=1

m
X1yeroyXm € X, AyeveyAm =0, 27“21}-

i=1
Postupné ukazeme, Ze convX C Z a convX D Z, z ¢eho ihned vyplyne tvrzent véty.

,C" Je ztejmé, Ze X C Z. Proto conv X C conv Z. JenZe mnozina Z je konvexn{ (!1V.2.1.5!!
X vs. Z). Vskutku, jsou-li z1,z, € Z libovolné, tj.

2172061& & Zz—ZB Yi

i=1

’

pro néjakd m,k € N, xq,. S XmyYiy-- Yk € X, ®yeeey ®my B1y---y P = 0 splitujict
St =1= 21—1 Bi. BUNO muizZeme predpoklaclat ze m < k. Proto polozme

a_m+] —_ ...
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KONVEXNi MNOZINY

DUkAZ VETY 2.1.7 (POKR.)

Pak pro libovolné A € [0, 1] mame

k
z=Az1 + (1 =Nz, = Z(Mxixi +(1=A)piyi) eZ

i=1
podle definice mnoziny Z, nebot A, (1 —A) B > 0 a soucasné

K
> Ao+ (1=AB)=A+(T-A) =1.
i=1

Tedy Z =convZ, a tudiz convX CconvZ = Z.

,2" Necht Y je libovolnd konvexni mnoZina takovd, ze X C Y. Podle Véty 215 je
libovolna konvexni kombinace prvki z Y prvkem Y, coz vzhledem k inkluzi X C Y
implikuje Z C Y. Ov8em Y D X byla zvolena libovolné, takze nutné plati

ZC ﬂ y P21 ony X,

YDOX
Y konvexni
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KONVEXNi MNOZINY

Je skute¢né skutec¢né nutné charakterizovat conv X pomoct vSech moz-
nych m-tic?

Lemma 2.1.8 Necht X C R™ a x € cone X je libovolné. Pak existuji body x1,...,%x, € X
a Cisla Aqy..., Ay = 0 takova, ze x =A% + -+ A Xn.

Diikaz. Necht x € cone X je libovolné. Podle Véty 2.1.7 existuje m € N,
body x1,...,xm € X a &isla Ay..., Ay = 0 takovd, ze x = Y ", Aix;.
Jsou-li body x1,...,Xm ,linedarné nezavislé”, pak nutné m < n a tvrzent
véty platl. Je-li m > n, pak jsou tyto body nutné ,linedrné zavislé”.
Proto existuji p, ..., km € R takovd, ze > i, pixi = 0, pFicemz alespof
jedno p; > 0. Necht & € R je libovolné. Potom

x:i)\ixi—aiuixi:i(?\i—ocp-l)xi. (2.1.1)

i=1 i=1 i=1

Zvolme nyni o = miny ~o r% Pak A; — ocpy = 0 pro vSechny indexy
i e {1,...,m}, pficemz alespoit pro jeden index i plati Ay — axpy = 0,
tj. podle (2.1.1) lze x vyjadrit jako nezapornou kombinaci nejvgjse m — 1
bodi. Je-li m—1 =mn, je diikaz hotov. V opa¢ném pripadé miizeme celou
konstrukci zopakovat jesté (m —n — 1)-krat, tj. dokud nedostaneme x
jako nezapornou kombinaci nejvgse n bodd. |
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KONVEXNi MNOZINY

Z predchoziho tvrzent snadno ziskame analogicky vysledek pro konvexnt
obal.

Véta 2.1.9 Necht X C R™. Kazdy bod konvexniho obalu conv X miiZe byt vyjadien
(Carathéodory)  jako konvexni kombinace nejvgée n + 1 prvki mnoZiny X, tj. pro x €
conv X existuji X7 ..., Xnt1 € XaA1,...,Ans1 = 0 splitujict Z'::ﬂ A =1
takova, ze
X=AX1+ -+ Anp1 Xnt1.

Diikaz. Necht A C R™! je mnoZina bodii tvaru A = {[x,]] | x € X}.
Pak plati, Ze y = [x, 1] € cone A pravé tehdy, kdyz x € conv X. Vskutku,
necht x € convX, tj. x =Y " ; Aix; pro n¢jaké me N, xq,...,xm € X a

AMyeeoyAm = 0 spliujict >4 Ay = 1. Pak [x, 1] € cone A, nebot

m m m m
X, 1] = { E 7\1Xi,1} = [E AiXiy E )\i} = E Ailxi, 11,

i=1 i=1 i=1 i=1
coZ je nezdpornd kombinace bod(i z A. Naopak, je-li [x,1] € coneA,
pak mame [x,1]1 = > ™, Ailxi, 1] pro néjaké m € N, x1,...,x;m € X a
Myovos Am 20, 6. x = X Aixi a 31 Ay = 1 neboli x € convX.
JenZze my navic z Lemma 2.1.8 vime, Zze ndm k predchozimu vyjadrent
stacl nejvyse n + 1 bodd, ¢imz je tvrzeni dokazano. |
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Konvexni obal vs. kompaktnost? A jiné vlastnosti?
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Vnitini bod?

R Obrézek.

riX vs. intX.

X7 CX; = intX; CintX; ariXyvs riXy?
ri X pro afinni mnoZinu X?

Zéakladni vztah: riX € X € X C aff X (C vs. ).
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KONVEXNi MNOZINY

Véta 2.1.12 Necht X C R™ je neprazdna konvexnt mnoZzina.

(i) Pokud x € riX ay € X, pak pro kazdé A € (0, 1] plati
(1—A)y+Ax €riX.

(i) MnoZina riX je neprdzdnd, konvexni a aff X = aff(riX). Je-li na-
vic dimX = m > 0, pak existuji zo,...,zm € riX takovd, ze
Z1 — Z0y+ .-y Zm — Zo tvoii bazi Lin X.

(it)) Plati x € riX pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € X existuje y > 1
takové, ze

x+y—1x—-—x)=yx+(1—-v)xeX.

(iv) Plati X =ri X, ri X = ri X, mnoZina X je konvexni, aff X = aff X a je-li
Y jind konvexni mnozina, pak nasledujict tvrzent jsou ekvivalentni
(@) riX=riY,
(b) X=Y,
() iXCYCX

Dasledky. ..
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KONVEXNi FUNKCE

Konvexni funkce v R?

Definice 2.2.1  Necht X C R™ je konvexni mno¥ina. Funkce f: X — R se naz(va

(i) konvexni na X, jestlize pro vSechna x;,x, € X a kazdé A € [0, 1] plati
f(Ax7 + (1 =A)x2) < Af(x7) + (1 —A)f(x2); (2.2.1)

(il) ostie (ryze) konvexni na X, jestlize nerovnost (2.2.1) je ostra pro
v8echna x1,x2 € X, X1 # x, a kazdé A € (0,1);
(i) silné konvexni na X s konstantou silné konvexnosti 3>0, jestlize pro

vSechna x1,%x; € X a kazdé A € [0, 1] plati

fAX1 + (1= A)x2) S A1) + (1= A)f(x2) = OA (T = A) X1 —xa .

(2.2.2)

P
%Konvexnost v ,praxi’?
0
%\Pﬁkladg a dalst jednoduché vlastnosti...

Véta 2.2.2 Necht X € R™ je konvexni mnozina a necht f : X — R. Funkce f je
konvexni na X pravé tehdy, kdyz jeji nadgraf (epigraf)

e 1
epif:={[x,pl e R™' [x € X, B > f(x)}
je konvexnt mnozina.
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KONVEXNi FUNKCE

DUkaz VETY 2.2.2

,~—=" Necht f je konvexni funkce na X. Ukazeme, ze s libovolngmi dvéma body z
epi f obsahuje epif také celou tsecku spojujici tyto body. Necht tedy A € [0,1] a
[x1, B1], [x2, B2] € epif, tj. B1 = f(x1) a B2 > f(x2). Potom

)\[X],B]} + (] —}\) [Xz,f)z] = [}\X] + (1 —}\)Xz,}\ﬁ] + (] —}\) [.))2]
ex

a soucasné
ABT+(1—=A)B2 = Af(x1) + (1 —=A)f(x2) = F(Ax1 + (1 —A)x2),
coz znamend, ze také Alxq, 1]+ (1 —A) [x2, B2] € epif, tj. epif je konvexni.

=" Necht epif je konvexni mnozina. Ukazeme, ze pak pro libovolné dva body z X
plati (2.2.1). Necht x1,x; € X a A € [0, 1]. Pak pro [x1, f(x1)], [x2,f(x2)] € epif je také

ADar, f0a)] + (1= A) [xa, F(x2)] = [Ax1 + (T = A)x2, AMf(x1) + (T = A)f(x2)] € epif,
coZ ale znamenad, ze Af(x1) + (1 —A)f(x2) = f(Ax; + (1 —A)x2), tj. f je konvexni na X.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapiToLa 2 20. PROSINCE 2024 21 / 96


mailto:zemanekp@math.muni.cz

N Priklady.
N Nadgraf vs. vrstevnice.

Dikaz. Je-lt Vx = 0 nebo jednoprvkova mnoZina, opak je tvrzeni trivi-
alni. Necht je tedy Vi alespoii dvouprvkovd mnozina a x;,x, € Vi jsou
libovolné. Pak pro libovolné A € [0, 1] mame

fAx + (T=A)x2) < Af(x1) + (1 =A) f(x2) KAK A+ (1 =A)K =K,

tj. také Axy + (1 —A)x2 € Vi, a tedy Vi je skutecné konvexni mnozina.
| ]

%& Konvexnost vs. kvazikonvexnost.



mailto:zemanekp@math.muni.cz

KONVEXNi FUNKCE

Véta 2.2.5 Necht X C R™ je konvexnt mnozina a funkce f: X — R je konvexni na X.
(Jensen) Pak pro libovolné m € N, xq,...,xm € X a &isla Aq,..., Ay = 0 spliiujici

> A =1 platl
f( > M xi) <D M) (22.3)
i=1 i=1

Je-li funkce f navic ostfe konvexni a Aq,...,A € (0,1), pak rovnost
v (2.2.3) nastane pravé tehdy, kdyz x; = -+ = xy,.

Ekvivalence v prvnt ¢asti?

A ve clruhi (AAB) = (C<~—=D)=—(C«<= D)= —(AAB)
Casti?
Obmeéna! = ([CA_‘D) v (_‘CAD)) = (CAV=E)

Jestlize existuje m € N takové, ze bud v (2.2.3) nastane rovnost pro
rizné body nebo nastane ostra nerovnost pro stejné body, pak funkce f
neni ostie konvexni nebo A; € {0, 1} pro néjaké i € {1 ..., m}.

Prehlednéjsi: Necht m € N je libovolné. Pak pro Aq,..., Ay, € [0, 1] spl-
Y m .. Y v o 3
nujict 3 ;% Ay = 1 a m-tici xq,...,Xm € X obsahujici alespori dva rtizné
body s odpovidajicimi kladngmi koeficienty A, a A4 nastane v (2.2.3)
ostra nerovnost pravé tehdy, kdyz funkce f je ostre konvexnt.

Wikipedia: rovnost v (2.2.3) <= f je linedrni nebo x; = -+ = x;,?!
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KONVEXNi FUNKCE

DUkaz VETY 2.2.5

Tvrzeni dokézeme pomoci matematické indukce. Pro m = 1 je nerovnost trividlnt,
zatimco pro m = 2 je ekvivalentni s definici konvexnostt funkce f na X. Pripustme
nyni, Ze tvrzeni plati pro néjaké m € N\{1}. UkdZeme, ze pak plati i pro m + 1. Je-li
Am+1 =1, potom A; = --- = A, = 0 a nerovnost (2.2.3) je splnéna trividlné. Uvazme
tedy A1 < 1. Pak

fAixs 4+ + A1 Xm1)
)\] )\m
=f( (1 —-Am —_— e — x| A Xm
(( +1)[]_}\m+]X1+ +1_ m+1X ]+ 11X +1>,

, A
= 1. Proto platix = +—1—x1+
T=Am 41

A4 y A Am
pricemZ 71—, ..., 732 efo,May ™, 17 e

-+ ]7)"“ xm € X, a tedy z konvexnosti funkce f na X plyne
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KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.5 (POKR.)

fAxs 4+ 4+ A1 Xmg1) = f(“ = A1) X+ Am Xm+1)

konvexnost

< “ _}\m+1)f(i) +)\m+1 f(Xm+1)

A Am
= (] 7}\m+])f(+xl +- fxm) +}\m+] f(XTrH»])

1— m+1 1— m+1
Jindukce” A )\m
< (]*)\m+1)|:+f()<1)+"'+

1— m+1 1 _)\m-H

f(Xm):| + Ampr F(Xma1)
=M\ f(X]) + o A f(Xm+l ))
coz dokazuje platnost nerovnosti (2.2.3) pro libovolné m € N.

Necht je nyni navic f ostfe konvexni a A,..., Ay € (0,1). Je-lix; = - =xpm =x € X,
pak ziejmé plati

FA1 %1+ 4 AmXm) —f< Z?\)—f Z :Z () = 3 Auflxi),

tedy v (2.2.3) nastava rovnost.
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KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.5 (POKR.)

Naopak, necht xq,...,%x,m € X jsou takova, Ze v (2.2.3) nastava rovnost. Opét vyuZzi-
jeme matematickou indukci. Necht m = 2 a Aq,A; € (0,1) splituji Ay + A, = 1. Pak
rovnost (2.2.3) je tvaru

(A% +A2%2) = Ay f(x1) + Az f(x2).

Z definice ostré konvexnosti pak ale nutné plyne, ze x; = x, (pro¢?). Necht toto plati
pro néjaké m € N\{1} a necht

m+1 m—+1
f( >y 7\m> =3 Nf(x), (2.2.4)
i=1 i=1

- 1 .o A
kde A1y...yAmy1 € (0,1) spliuji ™' Ay = 1. Polozme x = 3 I, T2 Xi. Potom
- - “Am

fArxg 4+ F A1 Xmer) = f((] —Ami1)X+Amp Xm+1)

konvexnost

< (T—=Ama1)F(X) + A1 f(Xma1)

A Am
— (1 =Apat)f AL S
(1~ Amer) ( bt
(2.23)

< Mf(xa) + - F Amgr flxma)-

m }\m f(xm
]—}\m+1 x )+ + (X +])
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KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.5 (POKR.)

Jenze vzhledem k indukénimu predpokladu (2.2.4) je zfejmé, Ze se nerovnosti v predcho-
zim v{poctu ve skutec¢nosti realizuji jako rovnosti. Pak prvni z nich implikuje X = X 41
(ze stejného dlvodu jako pro m = 2) a posledni x; = - - - = x4, (indukéni predpoklad).
Pak z definice x plyne

Xm+1 :i:Z]LXi:MZPL

—A A
i1 mt1 i=1 m+1
X — X
1 1
= Y E Ai Y (] }\m+l) = X1,
- Am+1 — Am+1
coz dohromady dévad x; = -+ =Xy = Xm41 a dikaz je hotov. |
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KONVEXNi FUNKCE

g
%\Apllkace Jensenovy nerovnosti (AG-nerovnost a jiné).

Véta 2.2.6 Necht X C R™ je konvexni mnozina a funkce f: X — R konvexni. Potom
nasledujict tvrzent jsou pravdiva.

(i) Libovolné lokalni minimum funkce f na X je soucasné globalnim mi-
nimem.

(ii) MnoZzina bodt mnoZziny X, v nichz funkce f nabyva svého minima
na X, je konvexnt. Je-li funkce f dokonce ostie konvexni, pak je tato
mnozina nejvyse jednoprvkova.

(iii) Je-li funkce f diferencovatelnd na oteviené mnoziné U D X a x* € X
je jejim stacionarnim bodem, tj. grad f(x*) = 0, pak x* je bodem
globalntho minima funkce f na mnoziné X.

,Konstantnost” v casti (ii)
Ekvivalence v ¢asti (iii)?

Disledek Je-li f : X = R (ostre) konvexni a spojitd funkce na konvexnt a kompaktni
mnoziné X C R™, pak f ma na X (pravé jedno) globalni minimum.

Diikaz. Weierstrassova véta. |
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KONVEXNi FUNKCE

Minimalizace  |e_|i funkce f : X — R silné konvexni s konstantou silné konvexnosti

¥ > 0 a spojitd na uzaviené konvexni mnoziné X C R™, potom pro
libovolné K € R jsou dolni vrstevnicové mnoziny Vi ohranicené.

& silna
konvexnost

Proto ma f na X pravé jedno globalni minimum (<= opét ,Weierstrass®”).

E

Silné konvexn( funkce jsou idedlnim objektem pro minimalizacni tlohy,
coz se bohuzel ne vzdy stava... OvSem na druhou stranu silna konvex-
nost pochopitelné nent nutna pro existenci jediného globalntho minima
(viz nize).

X =Rm" Pro funkci f : R™ — R plati:

() je-lt f konvexni na R™ a v x* € R™ nastava lokalni minimum, pak x*
je globalnt minimum;

(i) je-li f ostre konvexni na R™ a v x* € R™ nastdva lokalni minimum,
pak x* je jediné globalni minimum;

(i) je-li f silné konvexni na R™, pak existuje jediné globdlni minimum.

Q) Priklady.
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KONVEXNi FUNKCE

DUkaz VETY 2.2.6

(1) Dtkaz provedeme sporem. Necht x* je lokdln{ minimum funkce f na X, tj. existuje
O(x*) takové, Ze pro viechna x € O(x*)NX plati f(x) > f(x*). Necht ale soucasné
x* neni globalnim minimem funkce f na X, tj. existuje X € X takové, ze f(x) < f(x*).
Pak z konvexnosti funkce f a mnoZziny X plyne

FAX" 4+ (1T —=A)X) < AF(x™) + (1 = A)f(X) < Af(x™) + (1 —A) f(x") =f(x*)
|
ex
pro vsechny A € [0,1). To je ale spor s tim, Ze x* je lokdlnim minimem, nebot pro
A dostate¢né blizko 1T must bgt Ax* + (1 —A)x € O(x*) N X (“.obrazek).
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KONVEXNi FUNKCE

DUkAz VETY 2.2.6 (POKR.)

(ii) Oznacme jako X* mnozinu vsech bodd, ve kterych funkce f nabgva svého minima
na X, tj. X* ={x € X | f(x) = f* = infyex f(x)}. Je-li mnoZina X* prézdnd nebo
jednoprvkova, je tvrzent trivialni. Necht tedy X* je alespon dvouprvkova, tj. mame
razné xq,x, € X*. Pak pro libovolné A € [0, 1] plati

fAx + (1= A)x2) S Af(xp) + (1T = A)fxz) = 7. ()

JenZe z definice f* vyplyva, ze také f* < f(Ax + (1 —A)y) pro libovolné x,y € X.
To znamend, Ze v (%) nastdvd rovnost, tj. Ax; + (1 —A)x, € X* pro libovolné
A € [0,1], a tedy mnoZina X* je konvexni. Je-li navic funkce f ost¥e konvexni, pak
pro A € (0,1) nastane v () rovnost pravé tehdy, kdyz x; = x2, tj. mnozina X* je
nejvyse jednoprvkova.

(i) Viz dasledky Véty 2.4.2 (pozdéji) nebo primo.
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KONVEXNi FUNKCE

Minimalizace konvexni funkce na nekonvexni mnoziné?

A maximalizace konvexni funkce na konvexni mnoziné?

Véta (i) Necht f: X — R je konvexnt funkce na konvexni mnoziné X C R™.

Jestlize f nabyva svého maxima na mnoziné X v bodé x* € riX,
pak f je konstantni funkce, tj. nekonstantni konvexnt funkce mdze
nabyvat svého globalntho maxima pouze v bodech mnoziny X\ ri X
(tj. na ro X N X — zejména je-li X oteviend, pak f svého maxima na
X nenabgva).

(it) Zakladni véta konvexnitho programovani: Médme-li konvexni funkci
f: X — R na polytopu X := conv{xy,...,xm} C R™, pak je maximum
funkce f na X dosazeno v nékterém z bodt xq,...,x;, (pFipadné ve
vice z nich ~ % na celé hrané??).

Obecndéji: je-li X konvexni a kompaktni mnozina, pak maximum na-
stava v extrémnim bodé (tj. v takovém bodé, kter( nent netrivialnt
konvexnt kombinact dvou bod z X).

Disledek=Zakladni véta linearntho programovani: Je-li funkce f
afinni, pak globdlni minimum nastava v nékterém z bodl x1,...,Xm

o i

(,vrchold” polytopu).

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KaPiTOLA 2 20. PROSINCE 2024 32/ 96


mailto:zemanekp@math.muni.cz

[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE



mailto:zemanekp@math.muni.cz

Definice 2.3.1

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

%A Motivace.

Neprdzdné mnoziny X;, X, € R™ se nazyvaijt

(i) oddélitelné, jestlize existuje p € R™\{0} takovy, ze
{py x1) = (p, x2) (2.3.1)

pro kazdé x; € X; a x2 € Xy;

(i) vlastné oddélitelné, jestlize jsou oddélitelné a zaroven existuji body
x7 € Xy a x5 € X, spliujict

Py x7) > (p, X3) ;
(iit) silné oddélitelné, jestlize existuje p € R™\{0} takovy, Ze

inf (p, X1) > sup (p, X2).

x1€X x2E€X>o
Je-li navic B € [supy, ex, (Py X2),infx, ex; (P, x1)], nadrovina
Hpp = {x €R" | (p, x) =B}

se nazyva oddélujict nadrovinou mnozin X; a Xj.

@
N Vlastnosti z definice a priklady...
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SN Priklady (existence a jednoznacnost).
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DikAz LEMMA 2.3.3

Je-li x* € X, pak tvrzenti je trividlni, nebot nutné TTx(x*) = x*.
Necht tedy x* ¢ X. Nejdrive si uvédomme, Ze projekce bodu x* na mnozinu X je vlastné
reSenim Ulohy
2 .
f(x) =[x —x"© = min, xeX. (2.3.4)

Pak funkce f odpovida kvadratické formé s matict A = I plus afinni ¢ast. To znamena,
ze f je ostfe konvexni, a z Véty 2.2.6(ii) vyplgva, ze Gloha (2.3.4) ma nejvyse jedno
reseni. Polozme nyni

Y=XnN{xeR"|[x—x*|| <R},

kde R € R dostatec¢né velké (jak? viz nize). Pak mnozina Y je kompaktni, a tedy existuje
reSent tlohy

f(x) = min, x €Y.
JenZe FeSent této Ulohy je totozné s resenim (2.3.4) (pro¢? ~» volba R), tj. projekce
Tx(x*) existuje a je jednoznacné uréena.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUKAzZ LEMMA 2.3.3 (POKR.)

Z konvexnosti mnoziny X plati pro libovolné x € X a A € (0, 1]
5 TIx (x*) Fesi (234)
[ITTx (x™) — x" | <

[[Ax 4+ (1T —A)TTx(

ex&;mX( 1
= ||TTx (x*) — x* + A[x — TTx(x

X*) —x* HZ _

I =
:<T[X(X* —x* +}\[X7nx( )],TTX( ) —x* +}\[xfﬂx ])—
= (TMx (x*) — %, TTx (x™) — x™) + A (TTx (x™) — x*, x — TIx (x*)) +
FA =TI (37, TIx (%) = x*) 4+ A% (x = TTx (x*), x — TTx (x*))
= ||TTx(x*) — x*[|? 4+ 2A (TTx (x*) — x*, x — Mx (x*
Vydélenim ¢islem A € (0, 1] dostavame

)) + A2[[x — TTx (
0<

X112
2 (Mx (x") =%, x = TTIx (x™)) + Allx — TTx(
z ¢eho? limitnim pF¥echodem pro A — 0" obdrzime

(TMx (x*) = %™, x — TTx (x*
coz je nerovnost (2.3.2). Navic odtud plyne

x*)) 2 0,
0 < (TTx (%) — %™y x = TTx (x*) +x* —x")

= (Mx(x*) — x*, x —x*) + (Mx (x*) — x*, x* — TTx (x*))
= (Mx (x*) — x*, x —x*) — || TTx(x*) — x* |1,
) — Xy x —xF) > ([T (x*) — x*||?
PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO)

ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ
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x5,

tj. platl (TTx (x*

0, coZ je nerovnost (2.3.3). |
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Diky predchozimu vygsledku ,snadno” odvodime nutnou a postacujici
podminku silné oddélitelnosti.

Véta 2.3.4 Neprdzdné konvexni mnoziny Xj,X; C R™ jsou silné oddélitelné pravé
tehdy, kdyz majt nenulovou vzdalenost, tj.

p(X1,Xz) = inf _ [x1 =%zl >0,

x1E€X1,x2€X,
coz je ekvivalentni s podminkou 0 & X; — X;.

Toto ukazuje rozdil mezi vlastni a silnou oddélitelnosti dvou mnozin.

P A ’ v . v . 7 N v
Poznamka Podminky Véty 2.3.4 jsou splnény zejména v pripadé
i) Xi =0 axgXs
(it) X;NXs =0a X; nebo X5 je ohranicena.

Pozor! Nestaci, aby mnoziny Xy, X byly konvexni, disjunktni a uzaviené,
napr. N, viz nasledujict disledek.
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,—" Necht X;,X; jsou silné oddélitelné (nemusi byt konvexni), pak

O<e= inf (p,x1)— sup (p,x2)
x1€X1 x2EX2
inf A—sup B=inf(A—B) .
= inf X7 —X
(x1,%2)€EXy xX3 P 2)
c-s )
< inf  Ipllxi —x2ll =lplle(X1,X2),

(x7,x2)€X7 xX3

a tedy p(X1,Xz) = ¢/llpll > 0.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUkAZ VETY 2.3.4 (POKR.)

<" Necht Xj,X; jsou konvexni mnoZiny a plati p(X;,X3) > 0. Oznaéme X =
X7 — X, (pozor, plati pouze X; — X; C X; —X;). Pak X je konvexni a uzaviend
(viz V.21.2(ii) a V.2.12(iv)). ProtoZe p(X1,Xz) > 0 <= p(X7,Xz) > 0, madme 0 ¢ X
awvskutku?). Pak ale p = TTx(0) # 0 a ukdZeme, Ze pravé tento vektor spliiuje po-
zadavky silné oddélitelnosti (tj. p je normalovy vektor /silné/ oddélujici nadroviny).
Podle Lemma 2.3.3 je vektor p uréen jednozna¢né a z nerovnosti (2.3.3) mame pii
x* =0 vztah

(P, x) = Ipl? >0

pro vSechna x € X, z ¢ehoZ thned vyplgva infyex (p, x) > 0. Soucasné pro libovolné
x1 € X1 ax2eXyjex=x%x3—x € X a plati

inf x) = inf X7 —X2) = inf X1)— su X2).
inf )= inf P )= ok, (poxa) = sup (p, x2)
Tud(z
inf (p, x1) — sup (p, x2) >0,
x1€X1 X2EX5
z ¢ehoz plyne tvrzent. |
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Z Véty 2.3.4 thned vyplgva nasledujict tvrzent (dakaz?).

A nynt jiz mGZzeme podat ,umélecky” (vnéjsi) popis uzavien(gch kon-
vexnich mnoZin (tzv. geometrickd Hahnova—Banachova véta ~~ zékladni
princip konvexni geometrie).
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

,DUKAZ" VETY 2.3.5A
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Definice 2.3.6
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

Mezi vSemi uzavienmi poloprostory, které obsahuji uzavienou kon-
vexni a netrividlni (tj. # 0 a # R™) mnozinu X jsou velmi zajimavé ty
Lextréemnt”, tj. takové jejichz hrani¢ni nadrovina se dotgkad mnoZziny X.

Tato terminologie je pouzitelnad pro libovolnou (nikoli nutné uzavienou)
konvexni mnozinu, coz je obsahem nasledujict definice.

S pomoci téchto nadrovin odvodime postacdujici podminku pro oddéli-
telnost dvou konvexnich mnozin (V.2.3.7a) a ekvivalentni charakterizaci
vlastni oddélitelnosti dvou konvexnich mnozin (V.2.3.8).

Necht X C R™ je neprézdnd mnoZina a necht a € 3X = X\ int X. Nadro-
vina H,, g se nazgva

(i) opérnou nadrovinou mnoziny X v bodé a, jestlize

(p,x) =B =(p,a) prokazdéx€X;

(it) vlastni opérnou nadrovinou mnoziny X, jestlize je opérnou nadrovi-
nou mnoziny X a existuje-li x* € X takové, ze

(p, x*) > B.

) Priklady.
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ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

f(x1,%2) = /X —xix2+ %% & z=2(x1 —x2)

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapitoLa 2 20. PROSINCE 2024 44 / 96



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();
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f(x1,%2) = Vx5 —2x1x2 + %3 & z=(x1 —%x2)/2
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f(x1,%2) = /X5 +2x1%2 +2%3 & z=(x1 +x2)/2
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Véta 2.3.7 Necht X C R™ je neprazdna konvexni mnozina a necht a € rd X C 9X.

Pak v bodé a existuje vlastni opérna nadrovina mnoziny X.

Poznamka (i) rdX vs. 0X.
(it) Tvrzent Véty 2.3.7 mizeme jesté rozsirit: pro existenci opérné nadro-
viny stact a € oX.
Dikaz. Je-li intX = ), pak aff X # R™ a aff X je priselik nékolika
nadrovin, vzdyt aff X = {x € R™ | Ax = b}. Potom ale nutné néktera
z téchto nadrovin je pravé opérnou (ne nutné vlastnt) nadrovinou pro
a € 0X C X. Je-li intX # (), pak 9X = rd X a tvrzeni plyne piimo
z Véty 2.3.7.

(i) X ={a}?
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DUkaz VETY 2.3.7

Popiseme konstrukci normalového vektoru opérné nadroviny. Necht a € rd X je libo-
volny bod. Pak existuje posloupnost {ay}xen takovd, Zze ay € aff X\X a ax — a pro
k — oo (®nobrazek). Potom podle Véty 2.3.3 existuje TTx(ay) pro kazdé k € N a plati
Mx(ax) # ax. Polozme
_7 Mx(ax) — ax
PE (o) — axll”

Pak [[pxll = 1 a px € LinX (viz Definici 2.1.6). Mnozina {y € R™ | [|ly|| = 1} je kom-
paktni, miZeme z posloupnosti {py}ren vybrat konvergentni podposloupnost. BUNO
proto predpokladejme, ze pyx — p, pfiCemz ||[p| =1 a p € LinX (z uzavienosti Lin X).
Je toto hledany normalovy vektor? Z nerovnosti (2.3.3) plyne pro libovolné x € X, ze

1

= m <”X(ak) — Ay, X — ﬂk)

(Pry X) — (Pry a) = (Pic, X — i)

233) 1

P

- Mx(ak) — axl® = IMx(ak) — axll > 0
ﬂx(ak)—akH x(a) — a[I” = [Tx (ax) — ax || > 0,

nebot Tx(ax) # ax. Limitnim prechodem pro k — oo dostdvame
(p, x) = (p,a) =B pro kazdé x € X,
coz znamenag, ze H, g je hledana opérna nadrovina.

A je vlastn(?
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DUkAz VETY 2.3.7 (POKR.)

Podle Véty 2.1.12(ii) je riX # 0, a tedy existuje x; € riX, tj. O¢(x7) NaffX C X
pro néjaké ¢ > 0. Polozme X = x; — €p pro néjaké dostate¢né malé € > 0. Protoze
p € LinX, je X € aff X. Z definice ri X navic vyplyvd, Ze pro dostate¢né malé € > 0 je
dokonce X € ri X, a tedy také X € X. Proto

B<(p,X)=(p,x1 —€p) =(p,x1) —E(p, P) = (p, 1) — 5,

tj. (p, x1) = B+ > P, coz dokazuje, Ze nadrovina H,, g je vlastni opérnou nadrovinou.
|
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Véta 2.3.7a
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Tento vysledek nyni vyuzijeme v dlikazech tvrzent o oddélitelnosti kon-
vexnich mnozin. Nejdiive zacneme se samotnou oddélitelnosti (srovnej
s Vétou 2.3.4).

Necht X7, X, € R™ jsou neprazdné, konvexni a disjunktni mnoziny. Pak
)
pro tyto mnoziny existuje oddélujict nadrovina.

Diikaz. Uvazme konvexni mnozinu
X=X; =Xz ={x € R" | x =x3 —xz pro néjaké x; € X;, x; € X3}.

Protoze X; N Xz = 0, mdme 0 ¢ X a mohou tedy nastat pouze dvé
moznosti:
(i) 0 ¢ X. Pak mnoZiny {0} a X jsou silné oddélitelné, tj. existuje p €
R™\{0} takovy, Ze
inf  {pyx) > sup {p,y) =0,
XEX ye{o)
=(p,x1-x2)
tj. infe ex; (py X1) > supy,ex, (P, X2), @ tedy mnoziny Xy, X; jsou
dokonce silné oddélitelné.
(i) 0 € X\X C 9X. Pak podle pozndmky za Vétou 2.3.7 existuje op&rnd
nadrovina, tj. existuje p € R™\{0} takovy, Ze

pyx) =2B=(p,0)=0

pro vsechna x € X, tj. (p, x1) = (p, x2) pro vSechna x; € X a x; €
X5. |
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Ekvivalence? A je-li X; oteviend? Bez otevienosti?

Dikaz. ,—" Sporem. Necht X;, X; jsou vlastné oddélitelné nadrovinou
Hy g a predpoklddejme, Ze existuje x € riX; NriX,. Z definice vlastni
oddélitelnosti vyplyva, ze existuji X7 € X; a X3 € X; takové, ze

P x)>(p,%2), 4 (p,x1—%2)>0. ()

Pro « € [—1,0] poloZzme



mailto:zemanekp@math.muni.cz

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

DUkAz VETY 2.3.8 (POKR.)

Navic podle Véty 2.1.12(iii) mame také x; € X; a X2 € X, pro o« > 0 dostate¢né malé,
nebot
X1 =x+{y-1Dkx-%) a x=x+y—-1kx-x2)

pro v =1+ «. Pak ale pro toto « > 0 dostaneme
(P, X1) = (py X2) = (p, a(x —%7) — a([x —X2)) = —a (p, X1 —X2) < 0,
coz je spor s oddélitelnosti mnozin X; a X,.
,<=" Necht riX; NriX; = 0. PoloZme X :=riX; —ri X; (jako pro Vétu 2.3.7a). Pak X
je konvexni mnozina a 0 ¢ X, pricemz mohou nastat dvé moZnosti:

(i) 0 ¢ X. Potom podle Véty 2.3.4 jsou mnoziny {0} a X silné oddélitelné a tato
oddélujict nadrovina vlastné oddéluje i mnoziny X5 a X,.

(i) 0 € X\X C rd X. Potom podle Véty 2.3.7 existuje v hodé 0 vlastni opérna nadrovina
mnoziny X a pravé tato nadrovina vlastné oddéluje mnoziny X; a X,. |
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Teorie soustav linedrnich nerovnosti...

Alternativni formulace:

Soustava (2.3.5) ma teSent pravé tehdy, kdyz pro vSechnay € R™
takovd, ze ATy > 0, plati (y, b) > 0.
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V literature lze najit celou fadu rizngch vét o alternativé, které rlzngmi
zpusoby rozsifuji/zobeciiuji Vétu 2.3.9. My jsme uvedli pravé toto tvrzent
kvili jeho dileZitosti v otazce reSitelnosti tloh linedrntho programovani.

Diikaz. ~ M0160.
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Nasledujict tvrzent a jeho ,reqgulérni” modifikace budou hrat velmti
leZitou roli pfi dokazovani zakladni véty matematického programovant.
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DUkAz VETY 2.3.12

Definujme mnoziny

A= {u € R™| existuje X € X tak, Ze fi(x) <w, 1€{1,...,k},
& f;(X) =, j E{k+1,...,m}},
B={veR™|vi<0,i€{l,...,k}, &v; =0, je{k+1,...,m}}.
Jsou-li w, it € A a X, x € X odpovidajici prvky z X z definice A, pak pro A € [0, 1] plati,
Zze AU+ (1 —A)@ € A, tj. mnoZzina A je konvexni. Vskutku, toto plyne z predpokladi
na f; a
A%+ (1T =N fi(x) <A+ (1T =AM, ie{l,...,k}
+(1=2)x) =(aj, AX+ (1 =A%) +p; =
=A({aj, X) + Bj) + (1 =A) (a5, X) + B;) =
=AMG 4+ (1-M1, je{k+1,...,mh

fiAX+ (1 —=A)%) <
5 (A%
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DUkAz VETY 2.3.12 (POKR.)

Mnozina B je také konvexni (zi'ejmé). Protoze systém (2.3.8) nema eSeni na X, plati AN
B = . To znamen4, Ze mnoZziny A, B jsou oddglitelné, tj. existujey = (y1,...,ym)' #0
takové, Ze (y, u) > (y, v) pro vSechna u € A av € B, tj.

m k
Zyiui = Zyivi-
i=1

i=1

Pokud vi,...,vx — —oo (leva strana je dand), vidime, Ze predchozi nerovnost je
splnéna pouze tehdy, kdyz ys,...,Yym = 0. Dosadime-li do této nerovnosti u; := fi(X)
pro libovolné x € X, 1 € {1,...,m}, a jestlize vy,...,vix — 0~, dostaneme poZadované
tvrzent. |
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Tvrzeni Véty 2.3.12 nevyluuje y; =--- =y =0!

Nyni st ukéZeme jednu reguldrni modifikaci Véty 2.3.12. Jejim obsahem
jsou tzv. podminky regularity, které zajistuji kladnost jistého vjznacného
koeficientu y; v (2.3.9). Po vydéleni tohoto vztahu ¢islem y; se prilis
nezméni, a tak mazeme BUNO brat y; = 1. Navic BUNO mazeme brat,
ze tento v(znacn( index odpovida i = 0.
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DUkaz VETY 2.3.13

Vyuzijeme tvrzeni Véty 2.3.12, kde k = m (tj. nemame afinni &ast) a i € {0,...,k}. Pak
podle této véty existuji yo,...,Yym = 0 takova, ze

Yo folx) + Zyifi(x) > 0. (%)
i

Je-li yo = 0, pak nutné alespon jedno z ¢isel yy,...,Yym musi byt kladné. Je-li x € X
resenim (2.3.11), pak v (x) dostavame

yOfOX +Zy1 1 v

<O

coz je ale spor s (%), tji. nutné yo > 0. Vydélenim nerovnosti (x) kladngm cislem yo a
preznadenim yi/yo ~ yi pro i € {1,..., m} dostavame (2.3.12). |
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[KONVEXNI FUNKCE
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VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE
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Nyni si ukdzeme nékolik zajimavych (a dileZzitych vlastnosti) konvexnich
funkct.

Zacneme se spojitosti.

VA pro body x € ro X?
X=R"?

Opacny smér: Necht X C R™ je konvexnli mnozina a funkce f: X — R
spojita na X. Jestlize pro kazdé x,y € X, x # y, existuje ¢&islo A € (0,1)
takové, ze

fAx+ (1 =A)y) < Af(x) + (1T =A)f(y),

je funkce f konvexni na X?
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

DUKAZ VETY 2.4.1

Necht x* € ri X je libovolng a uvazme funkci F(x) = f(x*—x)—f(x*). Pak je zfejmé, Ze funkce
f je spojitd v x* pravé tehdy, kdyz F je spojitd v O (limx_o F(x) = limyx_x= f(x) — f(x*)).
Ukéazeme, Ze F je skutecné spojita v 0.
UvaZme nejdfive, Ze int X # (). Oznatme

K= {x € R" | [[x[lo, < T},

kde [|x|lo = maxigignilxil} pro x = (x1,... ,XTT1 je ,maximaln{ norma“ a v > 0 je takové,
ze Ky g X (tj. do X vkldddm /hyper-/krychli s hranami délky 2r). Oznac¢me jako Xq,..., Xm
pro m = 2™ vrcholy krychle Ky (tj. soufadnice X; jsou pouze +71) a polozme

o= max F(Xj).
ymax (Xi)

Kazdy bod y € K; lze vyjadrit jako konvexni kombinaci bodi Xi,..., Xy (vzdyt K, =
conv{X1, ..., Xm}), tj. existujt Ay = 0 splitujict > "1 A; = 1 ay =Y A X; (dokonce
stacl pouze n + 1 bod, viz Vétu 2.1.9). Ponévadz funkce F je také konvexni, plyne z Jensenova
nerovnosti (V.2.2.8)

F(U)ZF<i}\iXi>gi?\iF(Xi)g‘xi?\i:(x- (*)
o i1

i=1
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

DUKAZ VETY 2.4.1 (POKR.)

Necht nyni ¢ € (0, 1] je libovolné. Oznaéme K. := eK,. Pak pro ka?dé x € K. plati, Ze
+x/e € Ky, a tedy
F je konvexni (%)
F(x)=F(eX+(1—¢)0) < eF(x/e)+ (1 —¢€) F(0) < ex.
\}Z./ ———
€Ky =

Na druhou stranu mame

6 *

- _ <

Tre g F/e) s
Ky

F je konvexni 1

0=F(0) =F(rx+ 5 (—x/¢)) <

=) 1
ST
coz znamend, Ze F(x) > —e «. Celkem tedy dostavame |F(x)| < e« (a tedy « > 0), coz
vzhledem k libovolnosti € znamena, Ze funkce F je spojitd v O (vskutku?).

Pokud int X = (@, pak postupujeme stejné jako v pfedchozi ¢asti s tim, Ze misto n-dimenzionélnich
krychle uvazujeme pouze (dim X)-dimenziondlni krychli. |

€
F
(x)+7]+£oc,
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

f:R=R Z kurzu Matematické analgzy | (snad) zndme nékolik podminek zarucu-
jicich konvexnost diferencovatelné funkce f: R — R:

(i) ma-li f vlastni derivaci v otevieném intervalu I, pak f je (ostie) kon-
vexni na I pravé tehdy, kdyz f’ je neklesajict (rostouci) na [;

(it) ma-Li f vlastni derivaci v otevieném intervalu I, pak f je (ostie) kon-
vexnt na I praveé tehdy, kdyz pro kazdé x,x* € I platt

>)
f(x) > f(x7) +£'(x") (x —x7),
tj. graf funkce f na I leZi nad te¢nou sestrojenou v libovolném bodé;

(ii)) ma-li f vlastni druhou derivaci v otevieném intervalu I, pak f je
konvexni na I pravé tehdy, kdyz funkce f”(x) > 0 (je-li f”(x) > 0 na
I, pak je ostie konvexnt).
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Nynt si tato tvrzeni zobecni pro f : R™ — R. Navic je formulujeme pro
silné konvexni funkce, coz se pfi volbé ¥ = 0 redukuje na ,obycejnou”
konvexnost.

Ostrd konvexnost ve Vété 2.4.2.

N Dikaz pro 9 = 0.
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

Nékteré zajimavé duisledky nerovnosti (2.4.1):

D A . . % . . 7 . ’
Poznamka (i) Diferencovatelnost funkce f v bodé x* je ekvivalentni s existenct
te¢né nadroviny ke grafu funkce f v bodé [x*, f(x*)], kterd ma rovnici

z = f(x*) + (grad f(x*), x — x*) .

Ze vztahu (2.4.1) s 9 = 0 pak vidime, ze diferencovatelna funkce f je
konvexni na X pravé tehdy, kdyz z < f(x), tj. jeji graf lezi nad te¢nou
nadrovinou sestrojenou v libovolném bodé x € X. Navic, polozme

p::(—grade(x*)J)TER““ a o ="f(x*)— (grad f(x*), x*).

Pak nadrovina Hy, o ={x € R™ | (p, x) = «} je opérnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f, tj. mnoziné epif, v bodé [x*, f(x*)], tj.

(p, () 7) > &= (p, (x,f(x") ")

pro kazdé [x,y] € epif.
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

Poznamka (it) Je-li x* stacionarnim bodem funkce f, tj. grad f(x*) = 0, pak (2.4.1)
(pokr) dava
f(x) = Fc*) +9llx — x* 1%
PFitom z = f(x*)+9|x—x* 12 je rotacni paraboloid s vrcholem v bodé
[x*, f(x*)], coz znamend, Ze graf funkce f lezi uvniti tohoto rota¢ntho
paraboloidu. ®.0Obrazek.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapiToLa 2 20. PROSINCE 2024 68 / 96


mailto:zemanekp@math.muni.cz

VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

Z Véty 2.4.2 plyne nékolik podstatnych disledk(i — nejdrive ty, které se
tykajl optimalizacnich problém(:

Poznamka (i) Je-li f: R™ — R diferencovatelna konvexni funkce a grad f(x*) =0,

pak x* je globalnt minimum funkce f na R™ (srovnej s Vétou 2.2.6(iii))
— klasicka nutna podminka pro nepodminénou optimalizaci pro li-
bovolnou funkci, ktera se pro konvexnt funkce stava i postacujict
(n =1~ Fermat /cca 1637/).

(it) Podobné podminka
(grad f(x*), x —x*) > 0 pro viechna x € X

implikuje diky (2.4.1), Ze x* minimalizuje diferencovatelnou konvexnt
funket f na konvexni mnoziné X. Tato postacujict podminka optima-
lity je soucasné nutna. Vskutku, pripustme, ze tomu tak neni, tj. x*
minimalizuje f na X a (grad f(x*), x —x*) < 0 pro né&jaké x € X.
Potom

smérova derivace
o f(x A —x*)) —f(x*) "
lim - fxfx* (X ) =
A0+ A

= (grad f(x*), x —x*) <0,

coZ znamend, ze pro dostate¢né malé A > 0 je f(x* + A(x — x*))
klesajict, coz je spor s tim, ze x* minimalizuje f na X (srovnej s Vé-
tou 4.1.3 pozdéji).
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Jingmi slovy, grad f(x) je tzv. silné monotonni funkce (F je silné mo-

notonni, jestlize existuje ¢islo ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé x,y plati
(F(x) = F(y), x —y) = cllx —y ).

Ostra konvexnost v Disledku 2.4.4?
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A jesté zb(va zobecnéni posledniho tvrzeni pro funkce jedné proménné
— velmi dilezité kritérium (ostré/silné) konvexnosti.
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

DOkAz DUsSLEDKU 2.4.5

,—" Necht funkce f je silné konvexni s konstantou silné konvexnosti ¥ > 0 a necht
x* € intX je libovolné. Pak x = x* +Ah € X pro A > 0 dostate¢né malé a libovolné
h € R™. Protoze f ma spojité parcialni derivace druhého radu, plati

}\2

f(x) = f(x*) + (grad f(x*), x —x*) + 3

<V2f(x*)h, h> + w(x —x*), (%)

=Ah

pricemz funkce w(z) spliuje limy .20 % = 0. Odtud dostdvame
z

w ?\h * ]
(V20 h, h) + ﬁnhnz 5[0 = ) — (grad fx), x = x) | >
(241) 1
> )\—ZSHX—X*Hz:ﬁHth)

z ¢ehoz limitnim prechodem pro A — 0" plyne

(V2(x*)h, h) = 20[|h 7,
tj. (2.4.3) plati.
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Dikaz DUSLEDKU 2.4.5 (POKR.)

Je-li nyni x* € X\'int X, pak x* € 90X a tedy (mohl by x* byt izolovany bod?) existuje
posloupnost {xy}xen takova, Ze xyx € intX pro vSechna k € N a xx — x* pro k — oo.
Pak z predchozi ¢asti plyne, ze (V2f(xi)h, h) > 29| h|* pro kazdé h € R™ a k €
N. Ponévad? je vsak sz(x) spojitd, mGzeme ,jit s limitou dovniti”, ¢imz dostaneme
(V2f(x*)h, h) > 29| |? i v tomto pripads.

<" Necht platt (2.4.3) pro vSechna x € X a h € R™. Necht jsou x,x* € X libovolna
a polozme h == x —x*, tj. x = x* + h. Pak s vyuzitim Taylorova rozvoje druhého fadu
dostaneme

f(x) — f(x*) = (grad f(x*), x —x*) + 1 V2f(x* +Ah)  ,h) >
|\ —
A€(0,1)=x*+AheX

(243) * * 1 2 * * 2
> (grad f(x"), x —x") + 3 28[[h[|” = (grad f(x"), x —x*) + D[|h ",

coz s prihlédnutim k (2.4.1) ale znamend, Ze funkce f je silné konvexni na X s kon-
stantou silné konvexnosti 3. |
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P = . V. v ) o . . ’ v .
Poznamka (i) VSimnéte si, Ze pro dikaz implikace ,<=" neni pozadavek int X # ()

potiebny.

(it) Nicméné opacnd implikace jiz bez tohoto pozadavku nemusi byt
pravdivd. Uvazme napt. ®ufunkci f(x,y) = x* — y2 na mnoZiné
X ={lx,yl € R? | x € R, y = 0}. Podminku intX # ) lze vypus-
tit za cenu tu, Ze se omezime pouze na h € LinX. V literature byva
mnohdy predpoklad int X # () nahrazen silng&jsi podminkou vyzadu-
jict, ze X je otevi‘end mnozina.

(ii)) Z Dasledku 2.4.5 kazdopadné plynou nasledujict tii implikace:

e V2f(x) = 0 pro vdechna x € X = f je konvexni na X;
e V2f(x) > 0 pro véechna x € X = f je ost¥e konvexni na X;
e intX # 0 a f je konvexni na X = V*f(x) > 0 pro v3echna x € X.

(iv) Opacné implikace pro ostrou konvexnost?

Q) Priklady.
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Poznamka

VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

Je-li A € R™*™ symetrickd matice, pak mizeme definovat tzv. Raylei-
ghyho podil pa : R™\{0} — R piedpisem

(Ah, h)

pa(h) = o

(Ekvivalentné lze brat pa(h) = (Ah, h) pro ||h| = 1.) Pak plati tzv.
Min-Max véta:

Ma-li matice A vlastni ¢isla A < Ay < --- < Ay, pak
A = min max h
KT dim Sy =n—k+1 {hesk\{O} pa(h)},

Ax = max min h) ;.
K dimSk:k{heSk\{O} Al )}

Zejména,
}\max(A) = )\n(A) = max pA(h)»
heR™\ {0}
?\min(A) = A] (A) = min pA(h)
heR™\ {0}
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

Poznamka Disledek 2.4.5 lze zformulovat také takto:
(i) Funkce f je konvexni na X spliiujici intX # () pravé tehdy kdyz,

Amin(V2£(x)) = 0 pro véechna x € X;

(ii) Jestlize Amin(V2f(x)) > 0 pro vdechna x € X, pak funkce f je ostie
konvexni na X;

(iit) Funkce f je na X splitujict int X # 0 silné konvexni s konstantou silné
konvexnosti & > 0 pravé tehdy, kdy? Amin(V2f(x)) = 29 pro kazdé
x € X, tj. infyex (?\min(sz(x])) > 0. A jaka bude nejvétsti mozna
hodnota konstanty 97
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VIASTNOSTI KONVEXNICH FUNKC

Az doposud jsme pracovali s diferencovatelngmi funkcemi. Z MAIl vime,
Ze tato vlastnost implikuje existenci smérové derivace v libovolném sméru,
avsak opacnd implikace jiz neplati. Nyni se proto podivame na jedno-
stranné smérové derivace ve sméru vektoru h a v bodé x*, ¢imz pro
funkci f: R™ — R, bod x* € R™ a vektor h € R™ rozumime

f(x* + th) — f(x*)

fl(x*) = lim
h( ) t—0+ t
Véta 2.4.7 Necht X C R™ je konvexni mnozina, funkce f : X — R konvexni na X

a x* € riX. Pak po v8echna h € Lin X existuje kone¢na f{ (x*).

Tvrzent Véty 2.4.7 nemusi byt pravdivé pro x* € rd X. ®.Viz napf. opét
X=[-1,1a

0, xe€(-1,1),

1, x=4=£I.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapiToLa 2 20. PROSINCE 2024 77 / 96


mailto:zemanekp@math.muni.cz

[KONVEXNI MNOZINY

[KONVEXNI FUNKCE

ODDELOVANI KONVEXNICH MNOZIN A JEHO DUSLEDKY

VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNKCI

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

FENCHELOVA TRANSFORMACE



mailto:zemanekp@math.muni.cz

SUBGRADIENT A SUBDIFERENCIAL

Pro feSent minimaliza¢nich Uloh s nediferencovatelnou funkct f, tj. pro
tzv. nehladkou optimalizacni tlohu, jsou velmi uzite¢ngm nastrojem tzv.
subgradient a subdiferencidl funkce f, které hraji podobné ddlezitou
roli jako gradient v pripadé diferencovatelnch funkcl. Motivace: pro
diferencovatelnou konvexni funkct f : X — R podle Véty 2.4.2 plati

f(x) > f(x*) + (grad f(x*), x —x*)  pro viechna x,x* € X,

s

tj. grad f(x*) udavd ,nevertikdlni” opérnou nadrovinu k mnoziné epif
v bodé [x*, f(x*)], viz pozndmku za Vétou 2.4.2. Oviem co kdyby f nebyla
diferencovatelna?

Definice 2.5.1 Necht X C R™ je konvexni mnozina. Vektor a € R™ se nazyjva subgra-
dient funkce f: X = R v bodé x* € X, jestlize

f(x) — f(x*) > (a, x — x¥) (2.5.1)

pro kazdé x € X. Mnozina vSech subgradientt funkce f v bodé x* se
nazyva subdiferencial funkce f v bodé x* a znadl se 9f(x*). Funkce f se
naz(gvd subdiferencovatelnd v bodé x*, jestlize 9f(x*) # 0.
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Poznamka

(i) Jisté plati grad f(x*) € of(x*) diky Vété 2.4.2. Vice? Viz Vétu 2.5.7.

(it) (zobecnéni Fermatovy véty) Pro funkei f: X C R™ — R platt

f(x*) = Xmel)rg f(x)

pravé tehdy, kdyz 0 € of(x*).
(ii)) Je-li mnozina X C R™ konvexni, funkce fy,...,fy : X = R konvexnt
naXa o,...,0n =0, pak
6(0(1 fi(x*)+---+ (mem(X*)) = o Of (X*) + -+ + ot OF i (X7,
tj. ,je to linedrnt”.

QN Priklady.

Je-li f: X € R — R konvexni a x* € riX, pak podle Véty 2.4.7 existujt
jednostranné derivace f/ (x*) a f’ (x*), pficemz plati f (x*) < f/ (x*).
V tomto pripadé pak mame of(x*) = [f" (x*), f’ (x*)].

Poznamka
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Poznéamka Podminka (2.5.1) (podobné jako (2.4.1) ve Vété 2.4.2) znamend, ze graf

funkce f
G ={[x, Bl € R™*' | B = f(x) pro x € X}

nelezi pod grafem
H={x,pl € R*"" | B =£(x) pro x € R™}

afinni funkce £(x) == f(x*) + (a, x —x*). Souc¢asné H = H;, g, kde H; 5
je nadrovina s p == (—a',1)T € R™! a B == f(x*) — (a, x*), je op&rnou
nadrovinou k nadgrafu funkce f v bodé [x*, f(x*)]. Neboli

a € of(x*) pravé tehdy, kdyz H, g je opérna nadrovina.
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Véta 2.5.4 Necht X C R™ je konvexni mnozina a f: X — R.

(i) Je-li funkce f konvexni a x* € ri X, pak 0f(x*) je neprdzdnd, uzaviend
a konvexnit mnozina.

(it) Je-li 8f(x) neprézdnad pro kazdé x € X, pak f je konvexni na X.

Poznamka (1) Tvrzent ve Vété 2.5.4(i) nelze obratit, tj. nahradit ve Vété 2.5.4(ii)
Jkazdé x € X" za ,kazdé x € ri X". Napr.

0, 0<x<1,0<y<]
X=00,11x[0,1CR? & flx,y)=1 St Bspsh
7—Ix—=3 0<x<1,y=0.

Pak funkce f ma jeding subgradient pro kazdé x € intX = riX
(vskutku?), ale funkce f neni konvexni (vskutku?).

(i) Pozadavek x* € riX je pro neprazdnost of(x*) klicovy. % Uvazme
napt. X = [—1,1] a f(x) = =1 —x2.

(i) " Ostra konvexnost?

(iv) Da se ukazat, Ze pro konvexni funkci je 9f(x*) dokonce kompaktni
mnozina.
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Subdiferencidl je také velmi tizce spojen s jednostrannou smérovou de-
rivacl. Je-li x* € ri X, pak nerovnost (2.5.1) je ekvivalentni s

f(x* 4+ th) — f(x*)
t

provsechnah € LinX at > 0 dostate¢né malé (x* € riX = x*+th € X).
Pak podil na levé stran& konverguje pro t — 0% k f] (x*), viz Vétu 2.4.7,
takze nerovnost (2.5.1) je ekvivalentni s f{, (x*) > (a, h). Tedy plati

> (a, h)

aedf(x’) < fi(x*) = (a, h) proviechnah€ LinX,

takZe nutné také

n(x*) = . 5.
fr(x") > ae’y]?é*) (a, h) (25.2)

Jenze ono plati jesté vice.



mailto:zemanekp@math.muni.cz

Na zavér si jesté upresnime vztah mezi gradientem a subgradientem
(viz prvni ¢ast poznamky za Definict 2.5.1).
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FENCHELOVA TRANSFORMACE

V poslednim tématu konvexni analyzy se podivame transformaci, ktera dané funkci
f: X CR™ — R priradi konvexni funkci f*: R™ — R.

Pri studiu tloh matematického programovéni se ¢asto stava, ze je uzite¢néjsi/vghodnéjsi
se vénovat jinému (podobnému) problému, ktery je prirozené pridruzen puvodni tloze.
Toto je tzv. dudlni problém, kterému se budeme podrobnéji vénovat v jedné c¢asti
nasledujici+1 kapitole. V jejim zavéru si naznacime roli Fenchelovy transformace v této
oblasti.

Motivace: uvazme libovolnou funkci f : R™ — R a mnozinu vSech afinnich funkci h,
pro které je f majorantou (neboli h minorizujt f), tj.

h(x) < f(x)

pro vechna x € R™. JelikoZ funkce h(x) jsou tvaru h(x) = (y, x)—o pro néjaké y € R™
a o € R, pozadujeme

(y, x) —a < f(x) pro vechna x € R™

neboli
o > (y, x) — f(x) pro vdechna x € R™,

takze pri pevné zvoleném y € R™ musime nutné brat
o = sup{(y, x) — f(x) | x € R™},
viz Definici 2.6.7 a Vétu 2.6.8.
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Definice 2.6.1 Necht f: R™ — R. Funkce

£*(y) = sup [(x, y) — f(x)] (26.1)

xERM

se nazgva Fenchelovou transformaci (téz /konvexné/ konjugovanou
funkci) funkce f.

Poznamka (i) Je zrejmé, ze f* : R™ — R U{oo} ~~ tzv. efektivni definiéni obor

D*(f) ={x € D(f) | f(x) < oco}.

(it) Fenchelovu transformaci jsme zavedli pro funkce definované na ce-
lém R™ Pokud X = D(f) & R™, tak miZeme upravit (2.6.1) tak,
ze budeme brat supremum pouze pres x € X. Druhou moZznosti je
dodefinovant funkce f na R™\ X jako f(x) = co. Potom pro takto do-
definovanou funkcti je hodnota suprema pres R™ totozna s hodnotou
suprema pouze pies X (vskutku?).
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D, 4 v . . ;v
Poznamka (iiY) Uvazme diferencovatelnou funkci f a y takové, ze hodnota suprema

(pokr.) v (2.6.1) je mensi nez co. Pak nutnd podminka pro extrém je

aX1[<X’y>7f(X)]:O’ ieﬂw'-an})

tedy musti platit y = grad f(x). Je-li navic staciondrni bod x* funkce
(x, y) — f(x) zaroveri i bodem maxima této funkce (kdy se to maze
stat?), pak plati

ly) = " y) = Fx7),
pricemz y = grad f(x*). V takovém pripadé je Fenchelova transfor-
mace znama jako Legendreova transformace.

(iv) Z Definice 2.6.1 ocividné plyne

7(0) = — inf f(x).

xeX

(v) N Ekonomickd interpretace f*(y).

N Priklad.
%\Geometrlcka’ ilustrace f*(y).
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FENCHELOVA TRANSFORMACE
V predchozim prikladu platilo f = f** — nahoda? Uvidime...

Lemma 2.6.3 Necht je dana funkce f: X C R™ — R a f* je jeji Fenchelova transfor-
mace. Pak nasledujict tvrzent jsou pravdiva.

(i) Funkce f* je konvexni na mnoziné Y :={y € R™ | f*(y) < oo}.

(it) Pro kazdé x € X a y € R™ plati tzv. Fenchelova(-Youngova) nerov-
nost

f(x) +(y) = (x, v),
pfi¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz y € of(x).

(it}) Je-li f(x) > g(x) na X, pak f*(y) < g*(y) pro vSechna y € R™.

P 3 . 7 ’ . .
Poznamka Aplikovanim Fenchelovy nerovnosti na funkci f(x) = 1 57, |* do-

o
staneme o o
i bal® X ylP
+
« P
pro B € R spliujict 1/x+ 1/B = 1. Zejména v pripadé n = 1 obdrzime
tzv. Youngovu nerovnost

% y) <
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Z Lemma 2.6.3(ii) navic vyplgva:

(i) Je-lt Of(x) # 0, pak f(x) = f**(x) pro kazdé x € X. Naopak, je-li
f(x) = f**(x) pro x € X, pak of(x) = of**(x).

(i) Je-li y € of(x), pak x € 9f*(y). Je-li navic f(x) = **(x), pak y €
0f(x) pravé tehdy, kdyz x € af*(y).

Z Definice 2.6.1 a vlastnosti suprema snadno dostaneme nasledujict
vlastnosti.
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Q) Obrézek.

V dikazu prvniho tvrzeni v Pozndmce za Lemma 2.6.3 jsme ukézali, ze
pro kazdé x € R™ plati
f(x) = £ (x).

A opacna nerovnost?

Véta 2.6.6 Necht X C R™ je konvexni mnoZzina a funkce f: X — R konvexni na X.
(Fenchel & Pak v kazdém bodé spojitosti funkce f plati tzv. Fenchelova rovnost
Moreau)

5 (x) = f(x).
Diikaz — neméme dostatec¢né nastroje...

D, A . Lo v 7 ’ z

Poznamka Zkombinovanim Véty 2.6.6 a druhého tvrzeni v Pozndmce za Lemma 2.6.3
snadno zjistime, ze pro kazdou konvexni funkct f : X € R™ — R a
libovolné x € ri X platt

y € of(x) pravé tehdy, kdyz x € of*(y).

VA Fenchelovy transformace ,vyssiho fadu*?
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Na zavér jesté jeden pojem, ktery déva dohromady konvexni funkce a
Fenchelovu transformaci.

Jingmi slovy, co f je nejvétsi konvexnt funkce, kterd je majorizovana funkct
f (cof pro konvexni funkci?).

Zname-li epif pro funkci f: X = R, pak ji mGzeme ,obnovit”, nebot

f(x) = inf{oc eER|xeX, [x,af € epif},

pricemz konvexnost epif zarucuje konvexnost f. A jak ziskat cof?
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FENCHELOVA TRANSFORMACE

) Priklady.

D, 4 ;
Poznamka Plati

D(cof) = conv(D(f)), (2.6.2)

coz dava conv(epif) C epi(cof). QN Vlastni podmnoZiny?

Predchozi véta nam sice dava blizsi objasnént cof, ovSem z praktic-
kého hlediska stale nent piilis uzitecna. Jak vlastné spoditat cof? V (%)
dostavame minimalizac¢ni problém, ktery ale jiz v pripadé funkce jedné
proménné obsahuje ¢tyfi proménné xq1,x; € X a Aj,A; € [0,1] a dvé
omezent

Mxi+Axo=x & A +A=1.

Véta 2.6.9 Necht X € R™ je konvexni mnozina a f : X — R. Potom pro kazdé
x € ri X plati
co f(x) = **(x).
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FENCHELOVA TRANSFORMACE

DUkaz VETY 2.6.9

Z Fenchelovy nerovnosti plyne
f(x) = (x, y) — " (y)

pro vsechna x,y € R™ (pficemz pro x € D(f) a y € D(f*) klademe f(x) = oo = f(y)),
a tedy

f(x) = sup {(x, y) = f*(y)} = " (y).

yern

Proto (s vyuzitim Véty 2.6.8) plati cof(x) > cof**(x). JenZe podle Lemma 2.6.3(i) je
** konvexni, tj. cof**(x) = f**(x), coZ celkem dava cof(x) > f**(x).
Nyni ukdzeme opacnou nerovnost. Funkce co f(x) je konvexni, a tedy podle Véty 2.4.1
je spojitd pro kazdé x € ri X. Pak podle Véty 2.6.6 plati (cof)**(x) = cof(x) pro kazdé
x € riX. Navic podle definice plati cof(x) < f(x) pro kazdé x € X, coz implikuje
(cof)**(x) < f**(x), viz Lemma 2.6.3(iii). Proto v kazdém bodé x € ri X plati

cof(x) = (cof)™(x) < " (x),

coz dohromady s prvni ¢asti dava pozadované tvrzent. |
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Konec.
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