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P°edmluva

P°íprava tohoto u£ebního textu byla motivována p°edná²kami pro informatické obory na Masa-
rykov¥ univerzit¥. Studijní programy jsou tam zaloºeny na precizním matematickém p°ístupu. Cht¥li
jsme proto rychle, ale zárove¬ po°ádn¥, pokrýt zhruba tolik matematiky, jako je obvyklé u v¥t²ích
kurz· v klasických technických oborech op°ených o matematické metody. Zárove¬ jsme ale necht¥li
rezignovat na úplný a matematicky korektní výklad. Cht¥li jsme vedle sebe vyloºit i obtíºn¥j²í partie
matematiky a spoustu elementárních i náro£n¥j²ích konkrétních p°íklad·, jak s uvedenými postupy ve
skute£nosti pracovat. Necht¥li jsme p°itom za £tená°e °e²it, v jakém po°adí a kolik �teorie� £i �praxe�
pro£ítat.

Z t¥chto podn¥t· vznikl dvousloupcový formát s odd¥lenými teoretickými úvahami a praktickými
postupy. Snaºíme se tím vyjít vst°íc jak £tená°·m, kte°í si nap°ed cht¥jí procvi£it postupy p°i °e²ení
úloh a teprve pak p°emý²let, pro£ a jak algoritmy fungují, tak t¥m druhým, kte°í si nap°ed cht¥jí d¥lat
jasno o tom pro£ a jak v¥ci fungují a pak p°ípadn¥ zkou²í °e²it konkrétní p°íklady. Zárove¬ tím £tená°e
nutíme, aby se sami rozhodli o po°adí i rozsahu toho, co cht¥jí £íst, a snad je zbavujeme i stresu, ºe by
m¥li p°e£íst úpln¥ v²e. Naopak, m¥li by mít radost z brouzdání textem a proºitku objevování vlastní
cesti£ky k matematickému p°íb¥hu.

Text se v obou svých £ástech snaºí prezentovat standardní výklad matematiky s akcentem na
smysl a obsah p°edstavovaných matematických metod. �e²ené úlohy procvi£ují základní pojmy, ale
zárove¬ obsahují i komplexn¥j²í p°íklady uºití matematických model·.

Teoretický text je prezentován dosti kompaktním zp·sobem, mnoho prostoru je ponecháno pro
dotaºení podrobností £tená°i. Uvád¥né p°íklady se snaºí pokrýt celou ²kálu sloºitosti, od velmi jed-
noduchých aº po perli£ky ke skute£nému p°emý²lení.

�tená°·m bychom rádi pomohli:

• p°esn¥ formulovat de�nice základních pojm· a dokazovat jednoduchá matematická tvrzení,
• vnímat obsah i p°ibliºn¥ formulovaných závislostí, vlastností a výhled· pouºití matematic-
kých nástroj·,
• vst°ebat návody na uºívání matematických model· a osvojit si jejich vyuºití.

K t¥mto ambiciózním cíl·m nelze dojít lehce a pro v¥t²inu lidí to znamená hledat si vlastní cestu
s tápáním r·znými sm¥ry (s pot°ebným p°ekonáváním odporu £i nechuti). I proto je celý výklad
strukturován tak, aby se pojmy a postupy vºdy n¥kolikrát vracely s postupn¥ rostoucí sloºitostí a ²í°í
diskuse. Jsme si v¥domi, ºe se tento postup m·ºe jevit jako chaotický. Domníváme se ale, ºe dává
mnohem lep²í ²anci na pochopení u t¥ch, kte°í vytrvají.

Vstup do matematiky je skoro pro kaºdého obtíºný � pokud uº �rozumíme�, nechce se nám
p°emý²let o podrobnostech, pokud �nerozumíme�, je to je²t¥ hor²í. Jediný spolehlivý postup pro
orientaci vmatematice je hledat porozum¥ní vmnoha pokusech, a to pokudmoºno p°i £etb¥ v r·zných
zdrojích a p°emý²lení o souvislostech. Ur£it¥ nepovaºujeme tento text za dostate£ný jediný zdroj pro
kaºdého. Doufáme, ºe m·ºe být dobrým za£átkem a p°ípadn¥ i dlouhodobým pomocníkem zvlá²t¥
pro ty, kdo se k jednotlivým £ástem budou znovu a znovu vracet.

Pro uleh£ení vícekolového p°ístupu ke £tení je text doprovázen emotivn¥ lad¥nými ikonkami,
které snad nejen oºiví obvyklou strohou strukturu matematického textu, ale nazna£í £tená°i, kde by
sloºit¥j²í text m¥l být £ten pozorn¥ji, ale ur£it¥ ne p°eskakován, p°ípadn¥ kde by bylo moºná lépe
náro£né pasáºe p°inejmen²ím napoprvé v·bec ne£íst.

Volba jednotlivých ikonek samoz°ejm¥ odráºí hlavn¥ pocity a p°edstavy autor·. M¥ly by být
p°esto dobrým vodítkem pro jednotlivé £tená°e, kte°í si sami postupn¥ vytvo°í jejich význam. Sloupec
zam¥°ený na výklad teorie (uº²í a hust²í sloupec) a sloupec zam¥°ující se na p°íkladovou £ást jsou
p°itom opat°eny odli²nými sadami ikonek. Co se tý£e sloupce teorie, pouºíváme ikonky varující p°ed
pracností/sloºitostí/náro£ností, nap°.



Dal²í ozna£ují ne úpln¥ pohodovou zdlouhavost práce a pot°ebu trp¥livosti £i nadhledu p°i
pro£ítání následujících odstavc·:

A kone£n¥ máme také ikonky vyjad°ující pohodu nebo radost ze hry, t°eba následující

Co se tý£e p°íkladového sloupce, tak pouºíváme ikonky

pro základní p°íklady, které by £tená° rozhodn¥ m¥l být schopen zvládnout a pokra£ovat ve £tení aº
po jejich vy°e²ení, ikonky

pro obtíºn¥j²í p°íklady se zajímavým obratem, £i praktickou aplikací, ikonka

zna£í velmi obtíºný p°íklad a kone£n¥ ikonka

indikuje, ºe p°i °e²ení p°íkladu je vhodné pouºít výpo£etní software.
Snaºili jsme se sloupce s p°íklady sepsat tak, aby byly £itelné prakticky samostatn¥. Bez ambicí

pochopit hlub²í d·vody, pro£ uvád¥né postupy fungují (nebo s prostým cílem �projít písemkou�), by
m¥lo skoro sta£it probírat se jen p°íklady. To ale neznamená, ºe by bylo moºné je £íst bezmy²lenkovit¥
a postupy jen mechanicky kopírovat. I v °e²ených p°íkladech po£ítáme s aktivní spoluprací £tená°·,
kte°í si v¥t²inou sami musí rozmyslet, jak uvedené °e²ení funguje a co se vlastn¥ p°esn¥ d¥lá.

De�nice pojm· £i popisy jejich vlastností pouºívaných p°i °e²ení p°íklad· jsou v teoretickém
sloupci £asto vyzna£eny zatrºením, aby o n¥ bylo moºno snadno pohledem zavadit. Souvislost
°e²ených p°íklad· s paraleln¥ studovanou teorií je p°itom spí²e volná, snaºili jsme ale uleh£it p°eska-
kování �z praxe do teorie a zp¥t� co nejvíce.

Obsahov¥ je celá u£ebnice ovlivn¥na p°edstavou, ºe pro praktické vyuºití jsou velmi podstatné
metody tzv. diskrétní matematiky, zatímco tzv. spojité modely jsou matematicky dob°e uchopitelná
p°iblíºení veskrze diskrétního sv¥ta kolem nás. Po£ítat koneckonc· stejn¥ umíme vºdy jen s kone£n¥
mnoha racionálními £ísly naráz. Bez spojité matematiky si ale lze jen t¥ºko dob°e p°edstavit koncepty
jako konvergence procesu k limitnímu stavu nebo robustnost výpo£tu. Bylo by bez ní také obtíºné
pracovat s odhady chyb p°i numerických procesech.



V²echna témata a velmi podstatnou £ást textu jsme v létech 2005�2013 postupn¥ ov¥°ovali p°i
výuce student· informatiky a pozd¥ji i matematiky na Masarykov¥ univerzit¥. Paraleln¥ jsme p°itom
vytvo°ili také podklady pro praktické seminá°e matematického modelování a numerických metod.
V nich se studenti v¥nují skute£nému vyuºití výpo£tových nástroj· a model·.

Celá u£ebnice pln¥ pokrývá témata odp°edná²ená ve £ty°ech semestrálních kurzech matematiky,
a to v plné verzi se £ty°mi hodinami p°edná²ek dopln¥nými dv¥ma hodinami cvi£ení týdn¥. V prv-
ním semestru jsme odp°edná²eli kapitoly 1 a 2 a výb¥r z kapitol 3 a 4. V dal²ím semestru pak byly
odp°edná²eny kapitoly 5 a 6 a £áste£n¥ i kapitola 7. T°etí semestr je v¥nován podstatné £ásti kapitol
8 a 9 a na £tvrtý semestr pak zbýval výb¥r z kapitol 10�12, p°i£emº ale teorie graf· byla jiº d°íve
p°edná²ena v jiných informatických p°edm¥tech.

Samoz°ejm¥ p°edpokládáme, ºe si £tená°i a p°edná²ející vyberou témata a jejich po°adí sami.
Následující obrázek nazna£uje bloky, se kterými lze takto nezávisle zacházet.

Bez váºných problém· s návaznostmi povaºujeme za moºné za£ít druhou, pátou nebo desátou
kapitolou, p°i£emº úvodní rozcvi£ka bude více £i mén¥ uºite£ná pro v²echny p°ípady. Tu£né ²ipky
v obrázku nazna£ují podstatné závislosti, £árkovanými ozna£ujeme p°ímou závislost nebo alespo¬
doporu£ený postup pro n¥které £ásti kapitol.

Kapitoly 11 a 12 jsou tedy do zna£né míry nezávislé na zbytku, naopak £ásti náro£n¥j²ích kapitol
3, 4, 7, 8, 9 se patrn¥ do základních kurz· matematiky v·bec nevejdou. Prakticky v libovolném po°adí,
resp. paraleln¥ lze p°edná²et bloky kapitol 1�4, 5�6, p°ípadn¥ i 10�12 (nebo jejich £ásti). Naopak
hodn¥ závislé na n¥kterých p°edchozích £ástech jsou kapitoly 7�9.

Úvodnímotiva£ní kapitola se snaºí ilustrovat n¥kolik p°ístup· kmatematickému popisu problém·.
Povaºujeme ji skute£n¥ za rozcvi£ku, kterou za£ínáme nejjednodu²²ími funkcemi (základní kombi-
natorické vzorce). Pak nazna£ujeme, jak pracovat se závislostmi zadanými pomocí okamºitých zm¥n
(jednoduché diferen£ní rovnice), uºití kombinatoriky a mnoºinové algebry diskutujeme prost°ednic-
tvím kone£né klasické pravd¥podobnosti. P°edvádíme maticový po£et pro jednoduché úlohy rovinné
geometrie (práce s pojmem pozice a transformace) a záv¥rem v²e trochu zformalizujeme (relace,
uspo°ádání, ekvivalence). Nenechte se zde uvrhnout do chaotického zmatku rychlým st°ídáním témat
� cílem je nashromáºdit n¥co málo netriviálních nám¥t· k p°emý²lení a hledání jejich souvislostí
i pouºití, je²t¥ neº zab°edneme do úrovn¥ problém· a teorií sloºit¥j²ích. Ke v²em témat·m této úvodní
kapitoly se £asem vrátíme.

Dal²í dv¥ kapitoly jsou v¥novány základ·m po£tu, který umoº¬uje práci s vícerozm¥rnými daty
i gra�kou. Jde o postupy tzv. lineární algebry, které jsou základem a kone£ným výpo£etním nástro-
jem pro v¥t²inu matematických model·. Nejprve probíráme jednoduché postupy pro práci s vektory
a maticemi, t°etí kapitola je pak v¥nována aplikacímmaticového po£tu v r·zných lineárních modelech
(systémy lineárních rovnic, lineární procesy, lineární diferen£ní rovnice, Markovovy procesy, lineární
regrese). �tvrtá kapitola pak ilustruje pouºití maticového po£tu v geometrických úlohách. Dozvíme
se n¥co málo o a�nní, euklidovské a projektivní geometrii.

V tomto okamºiku p°eru²íme v textu diskusi diskrétních model· a p°ejdeme ke spojitým. Ukazu-
jeme, ºe pracovat i se sloºitými funkcemi bývá jednoduché. Stru£n¥ °e£eno, velmi jednoduché úvahy
spojené s popisem okamºitých zm¥n sledovaných veli£in umoº¬ují d¥lat záv¥ry pro jejich vlastnosti



lokáln¥ i globáln¥. Sloºitosti se pojí skoro výhradn¥ se zvládnutím rozumn¥ velké t°ídy funkcí, pro
které mají na²e postupy být pouºitelné.

Za£ínáme proto kapitolou, kde diskutujeme jaké funkce pot°ebujeme pro nelineární modely.
Po polynomech a splajnech postupn¥ diskutujeme pojmy kontinuum reálných £ísel, spojitost, limity
posloupností a funkcí a derivace funkcí, p°ipomeneme v²echny základní elementární funkce a záv¥rem
se seznámíme s mocninnými °adami. Tím je p°ipravena p·da pro klasický diferenciální a integrální
po£et. Ten prezentujeme v kapitole ²esté s d·razem na co nejp°ímo£a°ej²í pochopení souvislostí li-
mitních proces·, integrace a aproximací.

Sedmá kapitola se v¥nuje náznak·m aplikací a snaºí se co nejvíce p°ipomínat analogie k po-
stup·m jednoduché lineární algebry. Místo lineárních zobrazení mezi kone£n¥ rozm¥rnými vektoro-
vými prostory tak pracujeme s lineárními operacemi mezi vektorovými prostory funkcí. Ty bývají
de�novány bu¤ integrálními nebo diferenciálními operátory. Zatímco diskusi diferenciální rovnic ne-
cháváme na pozd¥ji, zde studujeme nejprve aproximace funkcí s pomocí vzdálenosti de�nované in-
tegrálem (tzv. Fourierovy °ady). Pak se v¥nujeme základ·m tzv. Fourierovy analýzy, tj. souvislostem
s n¥kterými integrálními operátory (nap°. konvoluce) a integrálními transformacemi (zejména Fou-
rierova transformace). Po cest¥ nahlédneme na abstraktní pojem vzdálenosti v kontextu metrických
prostor· a neodpustíme si ilustrace obecného principu, ºe spojité modely jsou zpravidla ideovým pod-
kladem a zárove¬ dobrou aproximací pro modely diskrétní. Poslouºí nám k tomu stru£né nahlédnutí
na problematiky tzv. wavelet· a diskrétní Fourierovy transformace.

V osmé kapitole pokra£ujeme v na²em stru£ném nastín¥ní analytických spojitých metod, ten-
tokrát pro modely s více prom¥nnými veli£inami. Nejprve roz²í°íme základní postupy a výsledky
týkající se derivací na funkce více prom¥nných, v£etn¥ funkcí zadaných implicitn¥ a tzv. vázaných
extrém·. Hned poté roz²í°íme teorii integrování o tzv. násobné integrály a obecné integrování po k°iv-
kách, plochách apod., v£etn¥ výkladu obecné Stokesovy v¥ty. Tuto pasáº jemoºné vnímat jako stru£né
nastín¥ní základ· tzv. globální analýzy. Poté se v¥nujeme model·m op°eným o známou okamºitou
zm¥nu na²ich objekt·, tj. diferenciálním rovnicím.

Devátá kapitola je v¥nována popisné statistice, pravd¥podobnosti a matematické statistice. Po
stru£ném p°iblíºení terminologie a metod popisné statistiky se seznámíme s pojmy pravd¥podob-
nostní prostor, náhodná veli£ina, hustota pravd¥podobnosti, st°ední hodnota náhodné veli£iny, me-
dián, kvantil, rozptyl. Potkáme p°itom p°íklady prakticky d·leºitých diskrétních a spojitých rozd¥lení
a budeme se náznakem v¥novat statistickému zpracování dat, tj. výb¥rovým statistikám a jejich spo-
lehlivosti, v£etn¥ stru£ných náznak· rozdíl· mezi klasickým frekven£ním a bayesovským p°ístupem.

V dal²í kapitole zamí°íme zp¥t do sv¥ta diskrétních metod. Zabýváme se v ní elementární teorií
£ísel. Po zavedení základní terminologie a symboliky se spolu s °e²ením hravých teoretických úloh
pom¥rn¥ rychle snaºíme dosp¥t k tomu, jaké praktické úlohy teorie £ísel pomáhá °e²it a se kterými
(vy°e²enými i otev°enými) problémy se tyto úlohy pojí. V záv¥re£ných pasáºích kapitoly jsou stru£n¥
zmín¥ny výpo£etní aspekty teorie £ísel a základní postupy v kryptogra�i s ve°ejným klí£em.

P°edposlední kapitola se v¥nuje nejprve obecným algebraickým strukturám s d·razem na elemen-
tární poznatky z teorie grup a okruh· polynom·. Jako p°íklady pouºití jsou zmín¥ny základní metody
po£íta£ové algebry, zejména pouºití Gröbnerových bází p°i eliminaci prom¥nných v polynomiálních
systémech rovnic. Zmíníme i n¥co málo o uspo°ádáních, svazech a boolovských algebrách a záv¥rem
uvádíme aplikace algebraických metod p°i kódování dat.

Úpln¥ poslední kapitola se vrací k diskrétní matematice z jiného pohledu. Je v¥nována základním
pojm·m a poznatk·m teorie graf· a jejich vyuºitím v praktických problémech (nap°. prohledávání
do ²í°ky a hloubky, minimální pokrývající kostry, toky v sítích, hry popisované stromy). V záv¥ru ka-
pitoly jsou také studovány n¥které dal²í problémy a postupy související s kombinatorickými výpo£ty
(zejména se vracíme k °e²ení rekurentních rovnic ve chvíli, kdy díky spolupráci spojitých a diskrétních
metod m·ºeme vyuºít vytvo°ující funkce, které se ukazují být v této situaci docela silným nástrojem).
Pouºitá literatura. Jak je u u£ebnic obvyklé, p·vodní je koncepce celkového uspo°ádání textu a výb¥r
a kombinace obecných témat. Auto°i p°itom £erpali z mnoha zdroj·, £asto jist¥ i podv¥domn¥, a ne£iní
si nároky na autorství ºádných výsledk· £i pouºitých postup· p°i jejich d·kazech.

N¥kolik u£ebnic výrazn¥ ovlivnilo jiº p°ípravu p°edná²ek, ze kterých tento text vznikal. Byly to
zejména následující zdroje:
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1997. 355 s. ISBN 80-210-1630-2.
Paul. J. Nahin, When Least is Best, Princeton University Press, 2004, ISBN-13:978-0-691-13052-1,
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Cílem první kapitoly je uvést £tená°e do fascinujícího sv¥ta
matematického my²lení. Vybíráme si k tomu co nejkonkrétn¥j²í
p°íklady modelování reálných situací pomocí abstraktních objekt·
a souvislostí. Zárove¬ projdeme n¥kolik témat a postup·, ke kte-
rým se postupn¥ budeme vracet a v záv¥ru kapitoly se budeme
chvíli v¥novat samotnému jazyku matematiky (se kterým budeme
jinak zacházet spí²e intuitivn¥).

O co jednodu²²í jsou východiska a objekty, se kterými zde
budeme pracovat, o to sloºit¥j²í je pochopit do d·sledku jemnosti
pouºitých nástroj· a postup·. V¥t²inou je moºné proniknout k pod-
stat¥ v¥cí teprve v jejich souvislostech. Proto je také p°edstavujeme
hned z n¥kolika pohled· zárove¬.

P°echázení od tématu k tématu se moºná bude zdát jako
zmate£né, ale to se jist¥ postupn¥ spraví p°i na²ich návratech k jed-
notlivým úvahám a pojm·m v pozd¥j²ích kapitolách.

Název kapitoly lze chápat i jako nabádání k trp¥livosti. I nej-
jednodu²²í úlohy a úvahy budou snadné jen pro ty, kte°í uº podobné
°e²ili. K postupnému poznání a ovládnutí matematického my²lení
vede jen pozvolná a spletitá cesta.

Za£neme s tím nejjednodu²²ím: oby£ejnými £ísly.

1. �ísla a funkce

Lidé odjakºiva cht¥jí mít jasno, �kolik� n¥£eho je, p°ípadn¥
�za kolik� to je, �jak dlouho� n¥co trvá apod.
Výsledkem takových úvah je v¥t²inou n¥jaké
�£íslo�. Za £íslo p°itom povaºujeme n¥co, co
umíme s£ítat a násobit a spl¬uje to obvyklé

zákonitosti, a´ uº v²echny nebo jen n¥které. Nap°íklad výsledek
s£ítání nezávisí na po°adí, v jakém £ísla s£ítáme.Máme k dispozici
£íslo nula, které p°i£tením výsledek nezm¥ní, £íslo jedna, kterým
m·ºeme násobit, aniº bychom zm¥nili výsledek, apod.

Nejjednodu²²ím p°íkladem jsou tzv. £ísla p°irozená, budeme
je zna£it N = {0, 1, 2, 3, . . . }. V²imn¥me si, ºe jsme mezi p°iro-
zená £ísla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlá²t¥ v informatice.

Po£ítat �jedna, dv¥, t°i, . . . � se u£í d¥ti uº ve
²kolce. O n¥co pozd¥ji se setkáváme s £ísly celými
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } a nakonec si zvykneme na
desetinná £ísla a víme, co znamená 1,19-násobek ceny díky 19%
dani z p°idané hodnoty.

1.1. Vlastnosti £ísel. Abychom mohli s £ísly pracovat opravdu,
musíme se jejich de�nici a vlastnostem v¥no-
vat po°ádn¥ji. V matematice se t¥m základním
tvrzením o vlastnostech objekt·, jejichº plat-

nost p°edpokládáme, aniº bychom se zabývali jejich dokazováním,

KAPITOLA 1

Rozcvi£ka

�hodnota, zm¥na, poloha�

� co to je a jak to uchopit?

A. �ísla a funkce

S p°irozenými, celými, racionálními a reálnými £ísly jiº po£ítat

umíme. Zamyslíme se, pro£ racionální £ísla nesta£í (by´ v po£íta£i s ji-

nými doopravdy po£ítat neumíme) a p°ipomeneme si tzv. £ísla kom-

plexní (protoºe ani s reálnými £ísly si p°i výpo£tech nevysta£íme).

1.1. Najd¥te n¥jaké reálné £íslo, které není racionální.

�e²ení. Jedna z mnoha moºných odpov¥dí je
√

2. Jiº sta°í �ekové

v¥d¥li, ºe p°edepí²eme-li plochu £tverce a2 = 2, pak nelze najít racio-
nální a, které by p°edpisu vyhovovalo. Pro£?

Víme, ºe kaºdé p°irozené £íslo n lze jednozna£ným zp·sobem vy-

jád°it jako sou£in n = p
r1
1 · pr22 . . . p

rk
k , aº na po°adí v sou£inu, kde

p1, . . . , pk jsou po dvou r·zná prvo£ísla.

Pokud by tedy platilo (p/q)2 = 2 pro p°irozená £ísla p a q, pak

tedy p2 = 2q2 . Na levé stran¥ máme v rozkladu na prvo£ísla 2r se
sudým r (p°ípadn¥ r = 0), na pravé stran¥ ale bude vºdy mocnina

dvojky lichá. To je spor s na²ím tvrzením a tedy p°edpoklad nem·ºe

platit a ºádné racionální £íslo nem·ºe mít za svoji druhou mocninu

dvojku. □
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°íká axiomy. Vhodná volba axiom· p°edur£uje jak dosah z nich vy-
cházející teorie, tak její pouºitelnost v matematických modelech
skute£nosti.

Uve¤me si te¤ základní vlastnosti operací s£ítání a násobení
pro na²e po£ty s £ísly, která pí²eme jako písmena a, b, c, . . . . Ob¥
tyto operace fungují tak, ºe vezmeme dv¥ £ísla a, b a aplikací
s£ítání nebo násobení dostaneme výsledné hodnoty a + b a a · b.

Vlastnosti skalár·

Vlastnosti s£ítání:

(a + b)+ c = a + (b + c), pro v²echna a, b, c(KG1)

a + b = b + a, pro v²echna a, b(KG2)

(KG3)
existuje £íslo 0 tak, ºe pro v²echna a platí

a + 0 = a
pro v²echna a existuje b takové, ºe a + b = 0(KG4)

Vlastnostem (KG1)�(KG4) °íkáme vlastnosti komutativní
grupy. Jsou to po °ad¥ asociativita, komutativita, existence
neutrálního prvku (°íkáme u s£ítání také nulového prvku), exis-
tence inverzního prvku (°íkáme u s£ítání také opa£ného prvku
k a a zna£íme ho −a).
Vlastnosti násobení:

(a · b) · c = a · (b · c), pro v²echna a, b, c(O1)

a · b = b · a, pro v²echna a, b(O2)

existuje £íslo 1 tak, ºe pro v²echna a platí 1 · a = a(O3)

a · (b + c) = a · b + a · c, pro v²echna a, b, c(O4)

Vlastnosti (O1)�(O4) se postupn¥ nazývají asociativita, komutati-
vita, existence jednotkového prvku a distributivita s£ítání v·£i ná-
sobení.

Mnoºiny s operacemi +, · a vlastnostmi (KG1)�(KG4),
(O1)�(O4) se nazývají komutativní okruhy.
Dal²í vlastnosti násobení:

pro kaºdé a ̸= 0 existuje b takové, ºe a · b = 1.(P)

je-li a · b = 0, potom bu¤ a = 0 nebo b = 0.(OI)

Vlastnost (P) se nazývá existence inverzního prvku vzhledem k ná-
sobení (tento prvek se pak zna£í a−1) a vlastnost (OI) °íká, ºe nee-
xistují �d¥litelé nuly�.

Vlastnosti t¥chto operací s£ítání a násobení budeme soustavn¥
vyuºívat, aniº bychom museli p°esn¥ v¥d¥t, s ja-
kými objekty skute£n¥ pracujeme. Tak se dostaneme
k obecným matematickým nástroj·m, je v²ak vºdy
dobré mít p°edstavu o typických p°íkladech.

Celá £ísla Z jsou dobrým p°íkladem komutativní grupy, p°iro-
zená £ísla nikoliv, protoºe nespl¬ují (KG4) (a p°ípadn¥ neobsahují
neutrální prvek, pokud n¥kdo nulu do N nezahrnuje).

Kdyº komutativní okruh navíc spl¬uje i vlastnost (P),
hovo°íme o poli (£asto také o komutativním t¥lese).

Poslední uvedená vlastnost (OI) je automaticky spln¥na, po-
kud platí (P). Opa£n¥ to ov²em neplatí a tak °íkáme, ºe vlastnost
(OI) je slab²í neº (P). Nap°. okruh celých £ísel Z nespl¬uje (P), ale
spl¬uje (OI). Hovo°íme v takovém p°ípad¥ o oboru integrity.

V²imn¥me si, ºe mnoºina v²ech nenulových prvk· v poli
spole£n¥ s operací násobení spl¬uje (O1), (O2), (O3), (P), a je
proto také komutativní grupa. Jen se místo s£ítání mluví o náso-
bení. Jako p°íklad m·ºeme vzít v²echna nenulová reálná £ísla.
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1.2. Poznámka. Lze dokonce dokázat, ºe odmocnina p°irozeného

stupn¥ z p°irozeného £ísla je bu¤ p°irozená, nebo není racionální (viz

∥1.95∥).
1.3. Najd¥te °e²ení rovnice x2 = b pro libovolné reálné £íslo b.
�e²ení. Víme, ºe tato rovnice má vºdy °e²ení x v oboru reálných £ísel,

pokud je b nezáporné. Jestliºe je b = −1, pak ale zjevn¥ takové reálné
x existovat nem·ºe. Musíme proto najít v¥t²í obor £ísel, ve kterém uº

°e²ení existovat bude.

K reálným £ísl·m nejprve p°idáme nové £íslo i, tzv. imaginární

jednotku a zkusíme dode�novat s£ítání a násobení tak, abychom i na-

dále zajistili obvyklé chování £ísel, jak je shrnuto v odstavci 1.1.

Jist¥ musíme um¥t nové £íslo i násobit reálnými £ísly a výsledky

s£ítat s jakýmikoliv reálnými £ísly. Nutn¥ proto musíme v novém

£íselném oboru komplexních £ísel C pracovat s formálními výrazy

z = a + i b.
Aby byly spln¥ny vlastnosti asociativity a distributivity, zavedeme

s£ítání tak, ºe se nezávisle s£ítají reálné sloºky a imaginární sloºky.

Stejn¥ tak chceme násobení tak, jak by se násobily dvoj£leny reálných

£ísel s jediným dodate£ným pravidlem i2 = −1, tj.

(a + i b)+ (c + i d) = (a + c)+ i (b + d),
(a + i b) · (c + i d) = (ac − bd)+ i (bc + ad).

□
Reálnému £íslu a °íkáme reálná sloºka komplexního £ísla z, reál-

nému £íslu b pak imaginární sloºka komplexního £ísla z, pí²eme

re(z) = a, im(z) = b.
1.4. Ov¥°te, ºe skute£n¥ platí v²echny vlastnosti (KG1�KG4),

(O1�O4) a (P) skalár· z 1.1.

�e²ení. Nulou je £íslo 0 + i 0, jedni£kou £íslo 1 + i 0, ob¥ tato £ísla
pro jednoduchost op¥t pí²eme jako 0 a 1. V²echny vlastnosti se ov¥°í

p°ímo£arým výpo£tem. □

Komplexní £íslo je dáno dvojicí reálných £ísel, jde tedy o bod

v reálné rovin¥ R2.

1.5. Ukaºte, ºe vzdálenost komplexního £ísla z = a+i b od po£átku
(zna£íme ji |z|) je dána výrazem zz̄, kde z̄ je komplexn¥ sdruºené £íslo
a − i b.
�e²ení. Sou£in

zz̄ = (a2 + b2)+ i (−ab + ba) = a2 + b2

je vºdy reálné £íslo a dává nám skute£n¥ kvadrát vzdálenosti £ísla z

od po£átku 0. Platí tedy |z|2 = zz̄. □
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Prvky n¥jaké mnoºiny s operacemi+ a · spl¬ujícími (ne nutn¥
v²echny) vý²e uvedené vlastnosti (tj. komutativní okruh, obor inte-
grity, pole) budeme nazývat skaláry. Budeme pro n¥ vesm¥s uºívat
malá latinská písmena ze za£átku nebo konce abecedy.

V²echny vlastnosti (KG1)�(KG4), (O1)�(O4), (P), (OI)
z na²ich úvah je t°eba brát jako axiomatickou de�nici p°íslu²ných
matematických pojm·. Pro na²e pot°eby bude sta£it si pr·b¥ºn¥
uv¥domovat, ºe p°i dal²ích diskusích budeme d·sledn¥ pouºívat
pouze tyto vlastnosti skalár· a ºe i na²e výsledky proto budou
platné pro v²echny objekty s t¥mito vlastnostmi.

V tomto je pravá síla matematických teorií � nejsou platné
jen pro konkrétní °e²ený p°íklad. Naopak, p°i rozumné výstavb¥
mají vºdy univerzální pouºití. Budeme se snaºit tento aspekt
zd·raz¬ovat, p°estoºe na²e ambice mohou být v rámci daného roz-
sahu u£ebnice jen velice skromné.

1.2. Existence skalár·. K tomu, aby ale skute£n¥ bylo moºné
budovat matematickou teorii, je t°eba ov¥°it, ºe takové
objekty mohou existovat. Pro po°ádek si proto budeme
postupn¥ ukazovat, jak je moºné zkonstruovat základní
£íselné obory. Pro konstrukci p°irozených £ísel za£neme

s p°edpokladem, ºe víme, co jsou to mnoºiny.
Prázdnou mnoºinu si ozna£íme ∅ a de�nujeme

(1.1) 0 := ∅, n+ 1 := n ∪ {n},
neboli

0 := ∅, 1 := {∅}, 2 := {0, 1}, . . . , n+ 1 := {0, 1, . . . , n}.
Tímto zápisem °íkáme, ºe pokud uº máme de�novaná v²echna
£ísla 0, 1, 2, . . . n, pak £íslo n+ 1 de�nujeme jako mnoºinu v²ech
p°edchozích (tj. jiº de�novaných) £ísel.

P°irozená £ísla takto ztotoº¬ujeme s po£ty prvk· konkrétních
mnoºin. �íslo n je mnoºina, která má n prvk· a dv¥ p°irozená £ísla
a, b jsou stejná, práv¥ kdyº p°íslu²né mnoºiny mají stejn¥ mnoho
prvk·. V teorii mnoºin se místo slovního spojení �po£et prvk·
mnoºiny� pouºívá pojem �mohutnost mnoºiny�. Tento pojem má
smysl (na rozdíl od toho p°edchozího) i pro nekone£né mnoºiny.

Na první pohled je také vid¥t obvyklá de�nice uspo°ádání
p°irozených £ísel podle velikosti (o £íslu a °ekneme, ºe je ost°e
men²í neº b tehdy a jen tehdy, kdyº a ̸= b a a ⊆ b jako mnoºina).
Dal²ím formálním krokem by m¥la být de�nice s£ítání a násobení
a d·kaz v²ech základních vlastností p°irozených £ísel, v£etn¥ vý²e
uvedených axiom· komutativního okruhu. Snadno lze nap°. uká-
zat, ºe kaºdá podmnoºina vNmá nejmen²í prvek a spoustu dal²ích
vlastností, o kterých zpravidla uº dávno nep°emý²líme a máme je
za samoz°ejmé.

Nebudeme se tu konstrukcí £íselných obor· zabývat podrobn¥
a p°edpokládáme, ºe £tená° £ísla racionální (Q), reálná (R) a kom-
plexní (C) d·v¥rn¥ zná. P°i dal²ím výkladu budeme ob£as jen jen
p°ipomínat teoretické i praktické souvislosti. Podrobn¥ bude kon-
strukce racionálních £ísel z p°irozených diskutována v 1.40. Kon-
strukci reálných £ísel bude vhodné zmínit p°i studiu limitních pro-
ces· pozd¥ji a jiº d°íve budeme z r·zných algebraických pohled·
zkoumat £ísla komplexní. Titulní obrázek kapitoly nazna£uje, jak
je moºné vnímat £íselné obory jako vno°ené jeden do druhého (tj.
komplexní rovina obsahujemnohokrát vloºená p°irozená nebo celá
£ísla, reálnou p°ímku atd.).
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1.6. Poznámka. Vzdálenost |z| nazýváme téº absolutní hodnotou

komplexního £ísla z.

1.7. Goniometrický tvar komplexního £ísla. Nejprve uvaºme kom-

plexní £ísla tvaru z = cosφ+ i sinφ, kde φ je reálný parametr udáva-

jící úhel mezi reálnou p°ímkou a spojnicí z s po£átkem (m¥°ený v klad-

ném smyslu). Tato £ísla popisují práv¥ v²echny body na jednotkové

kruºnici v komplexní rovin¥. Kaºdé nenulové £íslo z pak lze práv¥

jedním zp·sobem napsat jako

z = |z|(cosφ + i sinφ).

�íslu φ °íkáme argument komplexního £ísla z.

1.8. Násobení komplexních £ísel v goniometrickém tvaru. M¥jme

dána £ísla z1 = |z1| (cosφ1 + i sinφ1) a z2 = |z2| (cosφ2 + i sinφ2),

a upravujme jejich sou£in:

z1 · z2 = |z1| (cosφ1 + i sinφ1) · |z2| (cosφ2 + i sinφ2) =
= |z1||z2|

[
cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2+

+ i (cosφ1 sinφ2 + sinφ1 cosφ2)
] =

= |z1||z2| [cos(φ1 + φ2)+ i sin(φ1 + φ2)] ,

kde poslední rovnost je d·sledkem sou£tových vzorc· pro goniomet-

rické funkce. Opakovanou aplikací p°edchozího vztahu na sou£in £ísla

z sama se sebou dostáváme tzv. �Moivreovu v¥tu�:

zn = [|z|(cosφ + i sinφ)]n = |z|n(cos(nφ)+ i sin(nφ)).

1.9. Vyjád°ete £íslo z1 = 2 + 3 i v goniometrickém tvaru a naopak

£íslo z2 = 3(cos(π/3)+ i sin(π/3)) v algebraickém tvaru.

�e²ení. Absolutní hodnota daného £ísla (vzdálenost bodu s kar-

tézskými sou°adnicemi [2, 3] v rovin¥ od po£átku sou°adnic) je√
22 + 32 = √

13. Z pravoúhlého trojúhelníka v obrázku pak

snadno spo£teme sin(φ) = 3/
√

13, cos(φ) = 2/
√

13. Je tedy

φ = arcsin(3/
√

13) = arccos(2/
√

13) .= 53,3◦. Celkem

z1 =
√

13
(

2√
13
+ i 3√

13

)
=

= √13
[

cos
(

arccos
2√
13

)
+ i sin

(
arcsin

3√
13

)]
.

P°evod komplexního £ísla z goniometrického do algebraického tvaru

je je²t¥ jednodu²²í:

z2 = 3
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
= 3

(
1
2
+ i
√

3
2

)
= 3

2
+ i 3
√

3
2

. □
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Navíc, jak je v matematice obvyklé, budeme místo s £ísly ma-
nipulovat s písmeny abecedy, p°ípadn¥ jinými znaky, a´ uº jejich
hodnota je nebo není p°edem známá.

1.3. Skalární funkce. �asto pracujeme s £íselnou hodnotou,
která není dána jako konkrétní £íslo. Místo toho
n¥co víme o závislosti na²í hodnoty na hodnotách
jiných. Formáln¥ pí²eme, ºe hodnota y = f (x) na²í
�závislé� prom¥nné veli£iny y je dána �nezávislou�

veli£inou x. P°itom m·ºeme znalost f brát formáln¥ (prost¥ je to
n¥jaká, blíºe nespeci�kovaná, závislost) nebo opera£n¥, tj. f (x)
je dáno vzorcem poskládaným z (prozatím si p°edstavme kone£n¥
mnoha) známých operací. Pokud je hodnotou skalár, hovo°íme
o skalární funkci. Kaºdá funkce je de�nována na n¥jaké mnoºin¥,
mluvíme o de�ni£ním oboru funkce, a mnoºina v²ech hodnot je
pak tzv. obor hodnot funkce.

Také mohou být ale hodnoty funkce f dány pouze p°ibliºn¥
nebo s jistou pravd¥podobností.

Smyslem matematických úvah pak bývá z neformálního po-
pisu závislostí najít explicitní vzorce pro funkce, které je popisují,
nebo aspo¬ explicitní vyjád°ení pro konkrétní hodnoty závislých
prom¥nných, p°ípadn¥ jejich p°iblíºení. Podle typu úlohy a cíle pra-
cujeme:

• s p°esným a kone£ným výrazem
• s nekone£ným výrazem
• s p°iblíºením neznámé funkce známým odhadem (v¥t²inou
s vy£íslenou moºnou chybou)
• s odhadem hodnot s vy£íslením jejich pravd¥podobnosti apod.

Skalární funkcí je nap°. ro£ní mzda pracovníka n¥jaké �rmy
(hodnoty nezávislé veli£iny, tj. de�ni£ní obor funkce, jsou jednot-
liví pracovníci x z mnoºiny v²ech sledovaných pracovník·, f (x)
je jejich ro£ní mzda za dané období). Stejn¥ tak m·ºeme sledovat
m¥sí£ní mzdu konkrétního pracovníka v £ase (nezávislou hodno-
tou je £as v m¥sících, závislou p°íjem v jednom kaºdémm¥síci). Ji-
ným p°íkladem je t°eba plocha obrazce v rovin¥, objem t¥lesa v pro-
storu, rychlost konkrétního auta v £ase atd. Dovedeme si jist¥ p°ed-
stavit, ºe ve v²ech uvedených p°ípadech m·ºe být hodnota dána
n¥jakou voln¥ popsanou souvislostí nebo nam¥°ena p°ibliºn¥ nebo
odhadnuta atd.

1.4. Opera£n¥ de�nované funkce. Funkce m·ºeme mít dány
vý£tem jejich hodnot � nap°. ve �rm¥ je jen kone£n¥
mnoho zam¥stnanc· a umíme sestavit tabulku s jejich
aktuálními m¥sí£ními platy. �ast¥ji ale máme místo

hodnot pravidla, jak k hodnotám dojít.

Funkce faktoriál

D·leºitou skalární funkcí na p°irozených £íslech je faktoriál,
který de�nujeme vztahy

f (0) = 1, f (n) = n · f (n− 1)

pro n = 1, 2, . . . . Pí²eme f (n) = n! a de�nice zjevn¥ znamená

n! = n · (n− 1) · . . . · 1.

9

1.10. Vyjád°ete z = cos 0+cos π3 + i sin π
3 v goniometrickém tvaru.

�e²ení. Pro vyjád°ení £ísla z v goniometrickém tvaru pot°ebujeme

zjistit jeho absolutní hodnotu a argument. Nejprve ur£eme absolutní

hodnotu:

|z| =
√(

cos 0+ cos π3
)2 + (sin π

3 )
2 =

√(
1+ 1

2

)2 +
(√

3
2

)2 = √3.

Nyní pro argument φ platí:

cosφ = re(z)
|z| =

1+ 1
2√

3
=
√

3
2
, sinφ = im(z)

|z| =
1
2
,

tedy φ = π/6. Celkem jsme tak získali

z = √3
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
. □

1.11. Pomocí Moivreovy v¥ty vypo£ítejte(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)31
.

�e²ení. Ihned dostáváme(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)31 = cos
31π

6
+ i sin

31π
6
=

= cos
7π
6
+ i sin

7π
6
= −
√

3
2
− i 1

2
. □

1.12. Zjednodu²te
1+ i
2+ i .

�e²ení. Zjednodu²ením rozumíme zejména odstran¥ní komplexních

£ísel ze jmenovatele zlomku. Zlomek proto roz²í°íme komplexn¥

sdruºeným výrazem ke jmenovateli (tím dostaneme ve jmenovateli

reálné £íslo):
1+ i
2+ i =

(1+ i)(2− i)
(2+ i)(2− i) =

3+ i
5
. □

Dal²í p°íklady pro osvojení základních vlastností komplexních

£ísel viz ∥1.96∥ a následující p°íklady.

1.13. Komplexní £ísla nejsou pouze nástrojem, abychom získali

�divná� °e²ení kvadratických rovnic, ale jsou pot°eba i k tomu,

abychom ur£ili reálná °e²ení kubických rovnic. Jak vyjád°it °e²ení

kubické rovnice

x3 + ax2 + bx + c = 0

pomocí reálných koe�cient· a, b, c? Ukaºme si metodu, na kterou

p°i²li v ²estnáctém století pánové Ferro, Cardano, Tartaglia a moºná

dal²í. Zave¤me substituci x := t − a/3 (abychom odstranili kvadra-

tický £len v rovnici), dostaneme rovnici:

t3 + pt + q = 0,

kde p = b−a2/3 a q = c+ (2a3−9ab)/27. Nyní zave¤me neznámé

u, v spl¬ující podmínky u+ v = t a 3uv + p = 0. Dosazením první
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Na²e de�nice funkce faktoriál °íká, jak se zm¥ní hodnota f (n),
kdyº zm¥níme hodnotu n o jedni£ku. Vzorec pro n! jiº explicitn¥
°íká, kolik to je doopravdy. V tomto p°ípad¥ to není p°íli² efektivní
vzorec, protoºe se jeho sloºitost zv¥t²uje s rostoucím n, lep²í ale
t¥ºko hledat.

Podívejme se je²t¥ na oby£ejné s£ítání p°irozených £ísel jako
na opera£n¥ de�novanou skalární funkci. De�ni£ním oborem je
mnoºina v²ech dvojic (a, b) p°irozených £ísel. De�nujeme a + b
jako výsledek procedury, ve které k a n¥kolikrát po sob¥ p°i£ítáme
1. Tak jsme vlastn¥ obecn¥ a + 1 de�novali v rovnicích (1.1). P°i
kaºdém p°i£tení odebereme z b nejv¥t²í prvek a postupujeme tak,
dokud není b prázdná (tj. b se postupn¥ zmen²uje o jedni£ku a
v kaºdém kroku nám °íká, kolik je²t¥ zbývá p°i£íst).

Je evidentní, ºe takto de�nované s£ítání sice je dáno (iterativ-
ním) vzorcem, postup ale není vhodný pro praktické po£ítání. Tak
tomu bude v na²em výkladu £asto � teoreticky korektní de�nice
pojmu £i operace neznamená, ºe úkony s nimi spojené jsou efek-
tivn¥ vykonavatelné. Práv¥ k tomu budeme postupn¥ rozvíjet celé
teorie, abychom praktické nástroje získávali. Co se tý£e p°iroze-
ných £ísel, od ²kolky je umíme s£ítat zpam¥ti a rychle (pokud jsou
malá), pro v¥t²í známe ze základní ²koly algoritmus písemného
s£ítání a s velkými si poradí po£íta£e (pokud nejsou p°íli² velká).

2. Kombinatorické veli£iny

Typickým �kombinatorickým� problémem je napo£ítat, ko-
lika r·znými zp·soby se m·ºe n¥co stát. Nap°. ko-
lika zp·soby lze vybrat v samoobsluze dva r·zné
sendvi£e z dané nabídky? Myslíme si p°itom, ºe
jsou v²echny sendvi£e v regálu po dvou r·zné nebo

rozli²ujeme jen r·zné typy sendvi£·? P°ipou²tíme pak, ºe si také
m·ºeme vzít dva stejné? Nep°ebern¥ takových otázek máme u ka-
retních a jiných her.

Pravidlo sou£tu a sou£inu

P°i °e²ení konkrétních problém· v¥t²inou pouºíváme bu¤ tzv.
�pravidlo sou£inu�, kdy v navzájem nezávislých úkonech kombi-
nujeme kaºdý výsledek s kaºdým, nebo �pravidlo sou£tu�, kdy
s£ítáme po£ty pro r·zné neslu£itelné moºnosti.

Prakticky to uvidíme v mnoha p°íkladech.

1.5. Permutace. Jestliºe z mnoºiny n p°edm¥t· vytvá°íme n¥jaké
po°adí jejich prvk·, máme pro volbu prvního prvku n moºností,
dal²í je volen z n − 1 moºností atd., aº nám nakonec zbude je-
diný poslední prvek. Zjevn¥ tedy je na dané kone£né mnoºin¥
S s n prvky práv¥ n! r·zných po°adí. Procesu uspo°ádávání prvk·
mnoºiny S °íkáme permutace prvk· mnoºiny S. Výsledkem per-
mutace je pak vºdy n¥jaké po°adí prvk·. Jestliºe si p°edem prvky
v S o£íslujeme, tj. ztotoºníme si S s mnoºinou S = {1, . . . , n},
která má n p°irozených £ísel, pak permutace odpovídají moºným
po°adím £ísel od jedné do n. Máme tedy p°íklad jednoduché ma-
tematické v¥ty a na²i p°edchozí diskusi je moºné povaºovat za její
d·kaz:

Po£et permutací

Tvrzení. Po£et p(n) r·zných po°adí na kone£né mnoºin¥ s n prvky
je dán známou funkcí faktoriál:

(1.2) p(n) = n!

10

podmínky do p·vodní rovnice dostáváme

u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v)+ q = 0,

dosazením druhé pak

u6 + qu3 − p
3

27
= 0,

coº je kvadratická rovnice v neznámé s = u3. Máme tedy

u = 3

√
−q

2
±
√
q2

4
+ p

3

27
.

Celkem pak zp¥tným dosazením

(1.1) x = −p/3u+ u− a/3.
Ve výrazu pro u se vyskytuje t°etí odmocnina. Abychom dostali

v²echna t°i °e²ení, je nutno pracovat i s komplexními odmocninami.

Rovnice x3 = a, a ̸= 0, s neznámou x má totiº práv¥ t°i °e²ení v oboru

komplexních £ísel (Základní v¥ta algebry, viz (11.20)). V²echna tato

°e²ení nazýváme t°etí odmocninou z £ísla a. Je tedy výraz 3
√
a v kom-

plexním oboru trojzna£ný. Pokud se chce p°isoudit výrazu 3
√
a jedno-

zna£ný význam, pak se za t°etí odmocninu uvaºuje °e²ení s nejmen²ím

argumentem.

Navíc je²t¥ dodejme, ºe p°i popsaném postupu se mohlo vyskyt-

nout d¥lení nulou. V tom p°ípad¥ je nutno pouºít jiného (v¥t²inou

snadn¥j²ího) postupu.

1.14. �e²te rovnici

x3 + x2 − 2x − 1 = 0.

�e²ení. Jak snadno zjistíme, tak rovnice nemá racionální ko°eny Do-

sazením do získaných vztah· získáme p = b − a2/3 = −7/3,
q = −7/27, pro u pak dostáváme

u =
3
√

28± 12
√−147

6
,

kde m·ºeme teoreticky volit aº ²est moºností pro u (dv¥ volby zna-

ménka plus £i mínus a k tomu t°i nezávislé volby t°etí odmocniny).

Jak v²ak snadno nahlédneme, dostáváme pro x pouze t°i r·zné hod-

noty. Dosazením do (∥1.1∥) pak jeden z ko°en· má tvar

14
3
√

3(28− 84i
√

3)
+

3
√

28− 84i
√

3
6

− 1
3
.= 1,247.

Obdobn¥ pro ostatní dva ko°eny (p°ibliºn¥ −0,445 a −1,802). Jak
jsme p°edeslali, vidíme, ºe i kdyº se ve vzorcích pro ko°eny vyskytují

komplexní £ísla, tak výsledek je reálný. □
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1.6. Kombinace a variace. Dal²ím jednoduchým p°íkladem
hodnoty ur£ené vzorcem jsou tzv. kombina£ní £ísla,
která vyjad°ují, kolika zp·soby lze vybrat k r·zných
rozli²itelných p°edm¥t· z mnoºiny n p°edm¥t·.
Zjevn¥ máme

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
moºných výsledk· postupného výb¥ru na²ich k prvk·, p°itom ale
stejnou výslednou k�tici dostaneme v k! r·zných po°adích. Pokud
nám záleºí i na po°adí vybrané k-tice prvk·, hovo°íme o k-prvkové
variaci.

Jak jsme si práv¥ ov¥°ili, po£et kombinací a variací udávají
následující vzorce, které také nejsou pro výpo£et moc efektivní p°i
velikých k a n, protoºe obsahují výrazy pro faktoriály.

Kombinace a variace

Tvrzení. Pro po£et c(n, k) k-prvkových kombinací z n prvk·, kde
0 ≤ k ≤ n, platí

(1.3)
c(n, k) =

(
n

k

)
= n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k(k − 1) . . . 1
=

= n!
(n− k)!k!

.

Pro po£et v(n, k) variací platí

(1.4) v(n, k) = n(n− 1) . . . (n− k + 1)

pro v²echna 0 ≤ k ≤ n (a nula jinak).

Kombina£ní £íslo
(
n
k

)
£teme �n nad k� a nazýváme ho

také n¥kdy binomickým £íslem. Tento název £ísla dostala od tzv.
binomického rozvoje, tj. roznásobení n-té mocniny dvoj£lenu.
Po£ítáme-li totiº (a + b)n, bude koe�cient u mocniny akbn−k pro
kaºdé 0 ≤ k ≤ n roven práv¥ po£tu moºností, jak vybrat k�tici
z n závorek v sou£inu (ty, kde bereme do výsledku a). Platí proto

(1.5) (a + b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

V²imn¥me si, ºe pro odvození jsme pot°ebovali pouze distributi-
vitu, komutativitu a asociativitu násobení a s£ítání. Formule (1.5)
proto platí v kaºdém komutativním okruhu.

Jako dal²í jednoduchou ukázku, jak vypadá matematický
d·kaz, si odvo¤me n¥kolik jednoduchých tvrzení o kombina£ních
£íslech. Pro zjednodu²ení formulací de�nujme

(
n
k

) = 0, kdykoliv
je bu¤ k < 0 nebo k > n.

1.7. Tvrzení. Pro v²echna p°irozená £ísla k a n platí

(1)
(
n
k

) = ( n
n−k

)
,

(2)
(
n+1
k+1

) = (n
k

)+ ( n
k+1

)
,

(3)
∑n
k=0

(
n
k

) = 2n,
(4)

∑n
k=0 k

(
n
k

) = n2n−1.

D·kaz. První tvrzení je zjevné p°ímo z formule (1.3). Jestliºe
vy£íslíme pravou stranu z tvrzení (2), dostáváme(

n

k

)
+
(

n

k + 1

)
= n!
k!(n− k)! +

n!
(k + 1)!(n− k − 1)!

=

= (k + 1)n!+ (n− k)n!
(k + 1)!(n− k)! =

= (n+ 1)!
(k + 1)!(n− k)! ,
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B. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrát s p°irozenými £ísly, která budou

popisovat r·zné ned¥litelné p°edm¥ty nacházející se v na²em ºivotním

prostoru a budeme se zabývat tím, jak spo£ítat po£et jejich uspo°ádání,

p°euspo°ádání, výb¥r· a tak podobn¥. Ve velké v¥t²in¥ takovýchto pro-

blém· lze vysta£it se �selským rozumem�. Sta£í vhodn¥ pouºívat pra-

videl sou£tu a sou£inu, která si ukáºeme na následujících p°íkladech:

1.15. Maminka chce Jeníkovi a Ma°ence rozd¥lit p¥t hru²ek a ²est

jablek. Kolika zp·soby to m·ºe ud¥lat? (Hru²ky mezi sebou povaºu-

jeme za nerozli²itelné, stejn¥ tak jablka. P°ipou²tíme, ºe n¥které z d¥tí

nic nedostane.)

�e²ení. P¥t hru²ek samostatn¥ m·ºe maminka rozd¥lit ²esti zp·soby.

(Rozd¥lení je ur£eno tím, kolik hru²ek dá Jeníkovi, zbytek p°ipadne

Ma°ence.) �est jablek pak nezávisle sedmi zp·soby. Podle pravidla

sou£inu pak ob¥ ovoce sou£asn¥ m·ºe rozd¥lit 6 · 7 = 42 zp·soby. □

1.16. Ur£ete po£et £ty°ciferných £ísel, která za£ínají cifrou 1 a ne-

kon£í cifrou 2, nebo kon£í cifrou 2 a neza£ínají cifrou 1.

�e²ení. Mnoºina uvaºovaných £ísel je sloºená ze dvou disjunktních

mnoºin, totiº £ísel, která za£ínají cifrou 1 a nekon£í cifrou 2 (první

mnoºina) a £ísel, která neza£ínají cifrou 1 a kon£í cifrou 2. Celkový
po£et popsaných £ísel dostaneme podle pravidla sou£tu tak, ºe se£teme

po£ty £ísel v t¥chto dvou mnoºinách. V první z t¥chto mnoºin máme

£ísla tvaru �1XXY�, kde X je libovolná cifra a Y je libovolná cifra

mimo dvojky. M·ºeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezávisle

na tom m·ºeme provést deset voleb t°etí cifry a op¥t nezávisle dev¥t

voleb poslední cifry. Tyto t°i nezávislé volby jednozna£n¥ ur£ují dané

£íslo a podle pravidla sou£inu máme tedy 10 · 10 · 9 = 900 takových

£ísel. Obdobn¥ ve druhé skupin¥ máme 8 · 10 · 10 = 800 £ísel (na

první cifru máme pouze osm moºností, nebo´ £íslo nem·ºe za£ínat

nulou a jedni£ku máme zakázánu). Celkem podle pravidla sou£tu je

900+ 800 = 1700 uvaºovaných £ísel. □

1.17. Ur£ete po£et zp·sob·, jak lze na ²achovnici (8×8 polí) postavit
bílou a £ernou v¥º tak, aby se neohroºovaly (nebyly ve stejném °ádku

ani sloupci).

�e²ení. Nejprve umístíme nap°. bílou v¥º. Pro ni máme na výb¥r

z 82 polí. Ve druhém kroku umístíme v¥º £ernou. Nyní máme �k dis-

pozici� 72 polí. Podle pravidla sou£inu je výsledek 82 · 72 = 3 136.
□

V následujících p°íkladech uº budeme p°i °e²ení pouºívat pojm·

kombinace, permutace, variace (p°ípadn¥ s opakováním), které jsme

de�novali v odstavcích 1.5 a 1.6 teoretického sloupce.
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coº je ale levá strana tohoto tvrzení.
Tvrzení (3) dokáºeme tzv. matematickou indukcí. Tento typ

d·kazu je vhodný práv¥ pro tvrzení, která °íkají, ºe
n¥co má platit pro v²echna p°irozená £ísla n. Mate-
matická indukce se skládá ze dvou krok·. V prvním

se tvrzení dokáºe pro n = 0 (pop°ípad¥ n = 1 nebo dal²í hodnoty
n). V druhém, tzv. induk£ním, kroku p°edpokládáme, ºe tvrzení
platí pro n¥jaké n (a v²echny p°ede²lé hodnoty), a za pomoci to-
hoto p°edpokladu dokáºeme, ºe tvrzení platí i pro n + 1. Dohro-
mady z toho pak vyvodíme, ºe tvrzení platí pro v²echna p°irozená
n.

Tvrzení (3) zjevn¥ platí pro n = 0, protoºe
(0

0

) = 1 = 20.
(Stejn¥ tak je p°ímo vid¥t i pro n = 1.) P°edpokládejme, ºe platí
pro n¥jaké n a spo£t¥me p°íslu²nou sumu pro n + 1 s vyuºitím
tvrzení (2) i (3). Dostaneme

n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
=

n+1∑
k=0

[(
n

k − 1

)
+
(
n

k

)]
=

=
n∑

k=−1

(
n

k

)
+
n+1∑
k=0

(
n

k

)
= 2n + 2n = 2n+1.

V²imn¥me si, ºe vzorec (3) udává po£et v²ech podmnoºin
n�prvkové mnoºiny, nebo´

(
n
k

)
je po£et v²ech jejích k�prvkových

podmnoºin. V²imn¥me si také, ºe tvrzení (3) plyne p°ímo z (1.5)
volbou a = b = 1.

Tvrzení (4) dokáºeme op¥t matematickou indukcí, podobn¥
jako (3). Zjevn¥ platí pro n = 0, £ímº je hotov první krok. In-
duk£ní p°edpoklad °íká, ºe (4) platí pro n¥jaké n. Spo£t¥me nyní
p°íslu²nou sumu pro n + 1 s vyuºitím tvrzení (2) a induk£ního
p°edpokladu. Dostaneme

n+1∑
k=0

k

(
n+ 1
k

)
=

n+1∑
k=0

k

[(
n

k − 1

)
+
(
n

k

)]
=

=
n∑

k=−1

(k + 1)
(
n

k

)
+
n+1∑
k=0

k

(
n

k

)
=

=
n∑
k=0

(
n

k

)
+

n∑
k=0

k

(
n

k

)
+

n∑
k=0

k

(
n

k

)
=

= 2n + n2n−1 + n2n−1 = (n+ 1)2n.

Tím je proveden induk£ní krok a tvrzení je dokázáno pro v²echna
p°irozená n. □

Druhá vlastnost z na²eho tvrzení umoº¬uje sestavit v²echna
kombina£ní £ísla do tzv. Pascalova trojúhelníku, kde kaºdé £íslo
obdrºíme jako sou£et dvou bezprost°edn¥ nad ním leºících sou-
sed·:

n = 0 : 1
n = 1 : 1 1
n = 2 : 1 2 1
n = 3 : 1 3 3 1
n = 4 : 1 4 6 4 1
n = 5 : 1 5 10 10 5 1

V²imn¥me si, ºe v jednotlivých °ádcích máme práv¥ koe�cienty
u jednotlivýchmocnin z výrazu (1.5), nap°. poslední uvedený °ádek
°íká

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.

12

1.18. B¥hem sch·ze má vystoupit 8 °e£ník·. Stanovte po£et v²ech

po°adí, v nichº dva p°edem ur£ení °e£níci nevystupují ihned po sob¥.

�e²ení. Ozna£me si zmín¥né dva °e£níky jako osoby A a B. Pokud

hned po vystoupení osoby A následuje vystoupení osoby B, m·ºeme

na to nahlíºet jako na projev jediného °e£níka. Po£et v²ech po°adí, v ni-

chº vystupuje B ihned po A, je tedy roven po£tu v²ech permutací ze

sedmi prvk·. Stejný je pochopiteln¥ také po£et v²ech po°adí, v nichº

vystupujeA ihned po B. Nebo´ po£et v²ech moºných po°adí 8 °e£ník·

je 8!, £íslo 8!− 2 · 7! udává hledaný po£et po°adí. □

1.19. Kolik existuje p°esmy£ek slova PROBLÉM takových, ºe v nich

a) písmena B a R stojí vedle sebe,

b) písmena B a R nestojí vedle sebe.

�e²ení. a) Dvojici písmen B a R m·ºeme povaºovat za jedno

ned¥litelné dvojpísmeno. Celkem tedy máme k dispozici ²est r·zných

písmen a ²estipísmenných slov sloºených z r·zných písmen je 6!.
V na²em p°ípad¥ v²ak tento po£et musíme je²t¥ vynásobit dv¥ma,

nebo´ na²e dvojpísmeno m·ºe být jak BR tak RB. Celkem dostáváme

2 · 6! r·zných p°esmy£ek.
b) 7! − 2 · 6! (dopln¥k £ásti a) do po£tu v²ech sedmipísmenných

slov sloºených z r·zných písmen). □

1.20. Kolika zp·soby m·ºe sportovec umístit 10 r·zných pohár· do

5 polic, jestliºe se na kaºdou polici vejde v²ech 10 pohár·?

�e²ení. Kpohár·m p°idáme 4 navzájem nerozli²itelné p°edm¥ty, kup°.

tuºky. Po£et v²ech r·zných po°adí pohár· a tuºek je z°ejm¥ 14!/4!
(tuºky jsou nerozli²itelné). Kaºdé umíst¥ní pohár· do polic ov²em od-

povídá práv¥ jednomu se°azení pohár· a tuºek. Sta£í t°eba °íci, ºe po-

háry p°ed první tuºkou v po°adí dáme do první police (p°i zachování

po°adí), poháry p°ed druhou tuºkou do druhé police atd. To znamená,

ºe £íslo 14!/4! je výsledkem. □

1.21. Ur£ete po£et £ty°ciferných £ísel sestavených z práv¥ dvou

r·zných cifer.

�e²ení. Dv¥ r·zné cifry pouºité na zápis m·ºeme vybrat
(10

2

)
zp·soby,

ze dvou vybraných cifer m·ºeme sestavit 24 − 2 r·zných £ty°cifer-

ných £ísel (dvojku ode£ítáme za dv¥ £ísla sloºená pouze z jedné cifry).

Celkem máme
(10

2

)
(24 − 2) = 630 £ísel. Nyní jsme ale zapo£ítali

i £ísla za£ínající nulou, t¥ch je
(9

1

)
(23 − 1) = 63. Celkov¥ dostáváme

630− 63 = 567 £ísel. □

1.22. Ur£ete po£et sudých £ty°ciferných £ísel sestavených z práv¥

dvou r·zných cifer.
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1.8. Výb¥r s opakováním. Po°adí n prvk·, z nichº mezi n¥kte-
rými nerozli²ujeme, nazýváme permutace s opaková-
ním.

Nech´ je mezi n danými prvky p1 prvk· prvního
druhu, p2 prvk· druhého druhu, aº pk prvk· k-tého

druhu a p1+p2+ · · ·+pk = n. Potom po£et po°adí t¥chto prvk·
s opakováním budeme zna£it P(p1, . . . , pk).

Podobn¥ jako u permutací a kombinací bez opakování, pro
výb¥r prvního z nichmáme nmoºností, pro dal²í n−1 a tak dále, aº
po poslední, který zbude. P°itom ale za stejná povaºujeme po°adí
nerozli²itelných objekt·. T¥ch je pro kaºdou skupinku o pi objek-
tech práv¥ pi!, takºe z°ejm¥ platí

Permutace s opakováním

P(p1, . . . , pk) = n!
p1! · · ·pk! .

Volný výb¥r k prvk· z n moºností, v£etn¥ po°adí, nazý-
váme k-prvkové variace s opakováním, jejich po£et budeme zna£it
V (n, k). Volný výb¥r v tomto p°ípad¥ znamená, ºe p°edpokládáme,
ºe stále máme pro výb¥r stejn¥ moºností, nap°. díky tomu, ºe
vybrané prvky p°ed dal²ím výb¥rem vracíme nebo t°eba házíme
po°ád stejnou kostkou. Z°ejm¥ platí

Variace s opakováním

V (n, k) = nk.

Pokud nás výb¥r zajímá bez zohledn¥ní po°adí, hovo°íme
o kombinacích s opakováním a pro jejich po£et pí²eme C(n, k).
Zde se na první pohled nezdá tak jednoduché, jak výsledný po£et
zjistit. D·kaz následující v¥ty je pro matematiku typický � poda°í
se nám nový problém p°evést na problém jiný, který jsme uº d°íve
zvládli. V na²em p°ípad¥ je to p°evedení na problém standardních
kombinací bez opakování.

Kombinace s opakováním

V¥ta. Po£et k-prvkových kombinací s opakováním z n prvk· je pro
v²echna k ≥ 0 a n ≥ 1

C(n, k) =
(
n+ k − 1

k

)
.

D·kaz. D·kaz je op°en o trik (jednoduchý, jakmile ho pocho-
píme). Uvedeme dva r·zné postupy.

P°edstavme si nejprve, ºe taháme postupn¥
karty z balíku n r·zných karet. Abychom mohli
p°ípadn¥ n¥kterou z nich vytáhnout vícekrát,

p°idáme si k balíku je²t¥ k − 1 r·zných ºolík· (alespo¬ jednou
ur£it¥ chceme jednu z p·vodních karet). �ekn¥me, ºe postupn¥
vytáhneme r p·vodních karet a s ºolík·, tj. r + s = k. Zdá se, ºe
bychom m¥li vymyslet postup, jak z t¥ch s ºolík· poznat, které
karty nám zastupují. Ve skute£nosti nám ale sta£í diskuse po£t·
moºností takových voleb.

K tomu m·ºeme pouºít matematickou indukci a p°edpoklá-
dat, ºe dokazovaná v¥ta platí pro men²í argumenty neº jsou n a k.
Skute£n¥ pot°ebujeme obsáhnout s-prvkové kombinace s opaková-
ním z pouze r p·vodních karet, coº dává

(
r+k−r−1

s

) = (k−1
s

)
, coº
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�e²ení. Obdobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu se nejprve nebudeme

ohlíºet na cifru nula. Dostaneme tak
(5

2

)
(24 − 2)+ 5 · 5(23 − 1) £ísel

(nejprve po£ítáme £ísla pouze ze sudých cifer, druhý s£ítanec udává

po£et sudých £ty°ciferných £ísel sloºených ze sudé a liché cifry). Op¥t

musíme ode£íst £ísla za£ínající nulou, t¥ch je (23 − 1)4 + (22 − 1)5.
Hledaný po£et cifer tak je(5

2

)
(24 − 2)+ 5 · 5(23 − 1)− (23 − 1)4− (22 − 1)5 = 272 . □

1.23. Jak se m·ºe rozsadit p¥t osob v p¥timístném aut¥, kdyº jen dva

z nich mají °idi£ský pr·kaz? Jak se m·ºe rozsadit 20 cestujících a dva

°idi£i v 25-místném minibuse?

�e²ení. Na míst¥ °idi£e máme dv¥ moºnosti a na zbylých místech uº

je po°adí libovolné, tzn. pro spolujezdce 4 moºnosti, pro dal²í místo 3,

pak 2 a 1. Celkov¥ 2 · 4! = 48 moºností. Podobn¥ v minibuse máme

dv¥ moºnosti na míst¥ °idi£e a druhý °idi£ plus cestující mohou na zby-

lých 24 místech sed¥t libovoln¥. Nejprve vybereme místa, která budou

obsazená, tj.
(24

21

)
a na t¥chto místech m·ºe být 21! r·zných po°adí.

Dohromady máme 2 · (24
21

)
21! = 24!

3 moºností. □

1.24. Ur£ete po£et r·zných v¥t, které vzniknou p°esmy£kami v jed-

notlivých slovech v¥ty SKOKAN NA KOKS (vzniklé v¥ty ani slova

nemusejí dávat smysl).

�e²ení. Ur£íme nejprve po£ty p°esmy£ek jednotlivých slov. Ze slova

SKOKAN dostaneme 6!/2 r·zných p°esmy£ek (permutace s opaková-

ním P(1, 1, 1, 1, 2)), obdobn¥ ze slova NA dv¥ a ze slova KOKS 4!/2.
Celkem podle pravidla sou£inu (6!/2) · 2 · (4!/2) = 8640. □

1.25. Kolika zp·sobym·ºeme do p¥ti r·zných d·lk· vybrat po jedné

kouli, vybíráme-li ze £ty° bílých, £ty° modrých a t°í £ervených koulí?

�e²ení. Nejprve °e²me úlohu v p°ípad¥, ºe bychom m¥li k dispozici

alespo¬ p¥t koulí od kaºdé barvy. V tomto p°ípad¥ se jedná o volný

výb¥r p¥ti prvk· ze t°í moºností, tedy o variace s opakováním (viz

1.8). Máme

V (3, 5) = 35.

Nyní ode£teme ty výb¥ry, ve kterých se vyskytují bu¤ pouze koule

stejné barvy (takové výb¥ry jsou t°i), nebo práv¥ £ty°i koule £ervené

(takových výb¥r· je 2 · 5 = 10; nejprve vybereme barvu koule, která

nebude £ervená � dv¥ moºnosti � a poté d·lek, ve kterém bude � p¥t

moºností). Celkem tedy máme

35 − 3− 10 = 230

moºných výb¥r·. □



KAPITOLA 1. ROZCVI�KA

je práv¥ po£et s-prvkových kombinací (bez opakování) ze v²ech
ºolík·. Tím je v¥ta dokázána.

Druhý p°ístup (bez matematické indukce): Na mnoºin¥

S = {a1, . . . , an},
ze které vybíráme kombinace, si za�xujeme uvedené po°adí prvk·
a pro na²e volby prvk· z S si p°ipravíme n p°ihrádek, do kterých si
jiº p°edem dáme v námi zvoleném po°adí po práv¥ jednom prvku
z S.

Jednotlivé volby xi ∈ S p°idáváme do p°ihrádky, která
jiº tento prvek obsahuje. Nyní si uv¥domme, ºe pro rozpoznání
p·vodní kombinace nám sta£í v¥d¥t, kolik je prvk· v jednotlivých
p°ihrádkách. Nap°íklad

a | bbb | cc | d ≃ ∗ | ∗ ∗ ∗ | ∗∗ | ∗
vypovídá o volb¥ b, b, c z mnoºiny S = {a, b, c, d}.

V obecném p°ípad¥ výb¥ru k prvk· z n moºných tedy máme
°et¥zec n + k znak· a po£et C(n, k) je roven po£tu moºných
umíst¥ní p°ihrádek | mezi jednotlivé znaky. To odpovídá výb¥ru
n− 1 pozic z n+ k − 1 moºných. Protoºe je(

n+ k − 1
k

)
=
(

n+ k − 1
n+ k − 1− k

)
=
(
n+ k − 1
n− 1

)
,

je v¥ta dokázána i podruhé. □

3. Diferen£ní rovnice

V p°edchozích odstavcích jsme vid¥li vzorce, které zadávaly
hodnotu skalární funkce de�nované na p°irozených £íslech (fak-
toriál) nebo dvojicích £ísel (binomická £ísla) pomocí p°edcháze-
jících hodnot. Zatímco v odstavci 1.5 jsou kombina£ní £ísla de�-
nována p°ímo spo£ítatelným výrazem, lze rozum¥t vztah·m v 1.8
také tak, ºe místo hodnoty na²í funkce zadáváme její zm¥nu p°i
odpovídající zm¥n¥ nezávislé prom¥nné.

Takto se skute£n¥ velice £asto postupuje p°i matematické for-
mulaci model·, které popisují reálné systémy v eko-
nomice, biologii apod. My si tu pov²imneme jen
n¥kolika jednoduchých p°ípad· a budeme se k této

tématice postupn¥ vracet.

1.9. Lineární diferen£ní rovnice prvního °ádu. Obecnou dife-
ren£ní rovnicí prvního °ádu rozumíme výraz

f (n+ 1) = F(n, f (n)),
kdeF je známá skalární funkce závislá na dvojici p°irozených £ísel.
Známe�li �po£áte£ní� hodnotu f (0), m·ºeme spo£ítat f (1) =
F(0, f (0)), poté f (2) = F(1, f (1)) atd. Tímto postupným zp·so-
bem m·ºeme tedy nakonec spo£ítat hodnotu f (n) pro libovolné
n ∈ N. V²imn¥me si, ºe tato úvaha je podobná konstrukci p°iroze-
ných £ísel z prázdné mnoºiny nebo principu matematické indukce.

Jako p°íklad m·ºe slouºit de�ni£ní formule pro faktoriál, tj.

(n+ 1)! = (n+ 1) · n!

Vidíme, ºe skute£n¥ vztah pro f (n + 1) závisí na n i na hodnot¥
f (n).

Dal²ím obzvlá²´ jednoduchým p°íkladem je f (n) = C pro
n¥jaký pevný skalárC a v²echna n a tzv. lineární diferen£ní rovnice

(1.6) f (n+ 1) = a · f (n)+ b,
kde a ̸= 0, a b jsou známé skaláry.
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1.26. Pro libovolné pevné n ∈ N ur£ete po£et v²ech °e²ení rovnice

x1 + x2 + · · · + xk = n
v mnoºin¥ nezáporných celých £ísel.

�e²ení. Kaºdé °e²ení (r1, . . . , rk),
∑k

i=1 ri = nm·ºeme jednozna£n¥

za²ifrovat jako posloupnost jedni£ek a nul, ve které napí²eme nejprve

r1 jedni£ek, pak nulu, pak r2 jedni£ek, nulu a tak dále. Posloupnost

bude celkem obsahovat n jedni£ek a k− 1 nul. Kaºdá taková posloup-

nost navíc z°ejm¥ ur£uje n¥jaké °e²ení dané rovnice. Je tedy °e²ení

tolik, kolik je posloupností, tedy
(
n+k−1
n

)
. □

Dal²í kombinatorické p°íklady naleznete v dopl¬ujících úlohách

ke kapitole od strany 44.

C. Diferen£ní rovnice

Diferen£ní rovnice (jinak °e£eno téº rekurentní vztahy) jsou

vztahy mezi £leny n¥jaké posloupnosti, p°i£emº následující £len

je dán pomocí £len· p°edchozích. Vy°e²it diferen£ní rovnici pak

znamená najít explicitní vzorec pro n-tý (libovolný) £len dané

posloupnosti. Rekurentní vztah nám totiº po zadání n¥kolika prvních

£len· posloupnosti zadává n-tý £len p°ímo pouze pomocí postupného

vy£íslení v²ech p°edchozích £len·.

Pokud je následující £len posloupnosti ur£en pouze p°edchozím

£lenem, hovo°íme o diferen£ních rovnicích prvního °ádu. S nimi se

m·ºeme v ºivot¥ opravdu setkat, nap°íklad, pokud si chceme zjis-

tit dobu splácení n¥jaké p·j£ky p°i pevné m¥sí£ní splátce, nebo na-

opak chceme zjistit vý²i m¥sí£ní splátky, zadáme-li si dobu, za kterou

chceme p·j£ku splatit.

1.27. Mirek si chce koupit nové

auto, které stojí 300 000K£. Mirek

by cht¥l auto koupit na m¥sí£ní

splátky. Prodávající spole£nost

mu nabízí p·j£ku na koupi auta

s ro£ním úrokem 6%. Mirek by

cht¥l auto splatit za t°i roky. Jak

vysoká bude m¥sí£ní splátka?

�e²ení. Ozna£me SMirkovu m¥sí£ní splátku. P°edpokládejme, ºe p°i

�koupi� auta Mirek zaplatí jednu m¥sí£ní splátku a pak po m¥síci vºdy

dal²í. �ástku, kterou budeMirek dluºit po uplynutí km¥síc·, ozna£me

dk. Cenu auta ozna£me C a m¥sí£ní úrok u (je tedy u = 0,06
12 ). Po

prvním m¥síci bude Mirek dluºit

d1 = C − S + u(C − S)
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Takovou diferen£ní rovnici umíme snadno °e²it, je-li b = 0.
Pak se totiº jedná o dob°e známou rekurentní de�nici geometrické
posloupnosti a platí

f (1) = af (0), f (2) = af (1) = a2f (0) atd.

Máme tedy pro v²echna n

f (n) = anf (0).
To je nap°. vztah pro tzv. Malthusiánský model popula£ního r·stu,
který vychází z p°edstavy, ºe za zvolený £asový interval vzroste
populace s konstantní úm¥rou a v·£i p°edchozímu stavu.

Dokáºeme si obecný výsledek pro rovnice prvního °ádu, které
se podobají lineárním, ale p°ipou²tí prom¥nné koe�cienty a a b,

(1.7) f (n+ 1) = an · f (n)+ bn.
Nejd°íve se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popisovat.

Lineární diferen£ní rovnici (1.6) m·ºeme p¥kn¥ interpretovat
jako matematický model pro spo°ení nebo splácení úv¥ru s pevnou
úrokovou mírou a a pevnou splátkou b (tyto dva p°ípady se li²í
pouze znaménkem u parametru b).

S prom¥nnými parametry dostáváme obdobný model, ov²em
s prom¥nlivými jak úroky, tak splátkami. M·ºeme
si p°edstavit t°eba n jako po£et m¥síc·, an bude vy-
jad°ovat úrokovou míru v m¥síci n, bn p°íslu²nou
splátku v m¥síci n.

Ned¥ste se zdánliv¥ sloºitého s£ítání a násobení v následují-
cím výsledku. Jde o typický p°íklad technického matematického
tvrzení, kdy t¥ºké je �uhodnout�, jak zní. Naopak d·kaz je uº pak
jen docela snadné cvi£ení na základní vlastnosti skalár· a matema-
tickou indukci. Skute£n¥ zajímavé jsou teprve d·sledky, viz 1.11
níºe.

Ve formulaci pouºíváme vedle obvyklých znak· pro sou£et∑
také obdobné znaky pro sou£in

∏
. V dal²ím budeme vºdy pou-

ºívat také konvenci, ºe pokud u sou£tu je mnoºina uvedených in-
dex· prázdná, pak je sou£et nula, zatímco u sou£inu je ve stejném
p°ípad¥ výsledek jedna.

1.10. Tvrzení. Obecné °e²ení diferen£ní rovnice (1.7) prvního
°ádu s po£áte£ní podmínkou f (0) = y0 je dáno vztahem

(1.8) f (n) =
(
n−1∏
i=0

ai

)
y0 +

n−2∑
j=0

 n−1∏
i=j+1

ai

 bj + bn−1.

D·kaz. Tvrzení dokáºeme matematickou indukcí.
Zjevn¥ tvrzení platí pro n = 1, kdy se

jedná práv¥ o de�ni£ní vztah f (1) = a0y0+b0.
P°edpokládáme-li, ºe tvrzení platí pro n¥jaké

pevn¥ zvolené n, m·ºeme snadno spo£íst

f (n+ 1) = an
(n−1∏

i=0

ai

)
y0 +

n−2∑
j=0

 n−1∏
i=j+1

ai

 bj + bn−1

+
+ bn =

=
(

n∏
i=0

ai

)
y0 +

n−1∑
j=0

 n∏
i=j+1

ai

 bj + bn,
jak se p°ímo vidí roznásobením výraz·. □
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(na po£átku Mirek splatí jednu splátku, zbytek dluhu se pak úro£í).

Obecn¥ po uplynutí k-tého m¥síce dluºí Mirek

(1.2) dk = dk−1 − S + udk−1.

Podle vztahu (1.9) v teoretické £ásti je dk dáno následovn¥ (p°i

ozna£ení q = 1+ u.
dk = d0q

k − S
(
qk − 1
q − 1

)
=

= (1+ u)kC −
(
(1+ u)k+1 − 1

u

)
S.

Splacení po t°ech letech se rovná podmínce d36 = 0, odkud dostáváme

(1.3) S = C
(
(1+ u)36u

(1+ u)37 − 1

)
.= 8857.

□
V²imn¥me si, ºe rekurentní vztah (∥1.2∥) m·ºeme pouºít na ná²

p°íklad pouze tak dlouho, dokud budou v²echna dn kladná, tj. dokud

bude Mirek skute£n¥ n¥co dluºit.

1.28. Uvaºujme situaci z p°edchozího p°íkladu. Jak dlouho byMirek

auto splácel, kdyby cht¥l m¥sí£n¥ splácet 5000K£?

�e²ení. P°i ozna£ení q = 1,005, C = 300000 nám podmínka dk = 0
dává vztah

qk = − S

Cu− S ,
jehoº logaritmováním obdrºíme

k = ln S − ln(S − Cu)
ln q

,

coº pro S = 5000 dává p°ibliºn¥ k = 71,5, tedy splácení p·j£ky by tr-
valo 72m¥síc·, tj. ²est let (poslední splátka by nebyla plných 5 000K£).

□

1.29. Ur£ete posloupnost {yn}∞n=1, která vyhovuje následujícímu

rekurentnímu vztahu

yn+1 = 3yn
2
+ 1, n ≥ 1, y1 = 1. ⃝

Lineární rekurentní vtahy se mohou vyskytnout nap°íklad v geo-

metrických problémech:

1.30. Na kolik nejvý²e oblastí m·ºe d¥lit rovinu n p°ímek?

�e²ení. Ozna£me hledaný po£et oblastí pn. Pokud v rovin¥ nemáme

dánu ºádnou p°ímku, je celá rovina jedinou oblastí, je tedy p0 = 1.
Pokud je v rovin¥ dáno n p°ímek, tak p°idáním (n+1). p°ímky p°ibude

nejvý²e (n+1) oblastí: oblastí p°ibude práv¥ tolik, kolika (p·vodními)

oblastmi bude p°ímka procházet (kaºdou takovou oblast rozd¥lí na dv¥

£ásti, jedna oblast tedy p°ibude). P°idaná p°ímka m·ºe mít nejvý²e

n r·zných pr·se£ík· s n p°ímkami, které uº v rovin¥ byly. �ást p°ímky
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Op¥t si v²imn¥me, ºe jsme pro d·kaz nepot°ebovali o pouºi-
tých skalárech nic víc neº vlastnosti komutativního okruhu.

1.11. D·sledek. Obecné °e²ení lineární diferen£ní rovnice (1.6)
s a ̸= 1 a po£áte£ní podmínkou f (0) = y0 je

(1.9) f (n) = any0 + 1− an
1− a b.

D·kaz. Dosazením konstantních hodnot za ai a bi do obec-
ného vzorce (1.8) dostáváme

f (n) = any0 + b
(

1+
n−2∑
j=0

an−j−1
)
.

Pro vy£íslení sou£tu sou£in· v druhém s£ítanci si je t°eba v²imnout,
ºe se jedná o výrazy (1+a+· · · +an−1)b. Sou£et této geometrické
°ady spo£teme ze vztahu 1− an = (1− a)(1+ a + · · · + an−1) a
dostaneme práv¥ poºadovaný výsledek. □

V²imn¥me si, ºe pro výpo£et sou£tu geometrické °ady jsme
pot°ebovali existenci inverze pro nenulové skaláry.
To bychom nad celými £ísly neum¥li. Poslední vý-
sledek tedy platí pro pole skalár· a m·ºeme jej bez
problému pouºít pro lineární diferen£ní rovnice, kde

koe�cienty a, b a po£áte£ní podmínka f (0) = y0 jsou racio-
nální, reálné nebo komplexní, ale také nad okruhem zbytkových
t°íd Zk s prvo£íselným k (zbytkové t°ídy budeme de�novat v od-
stavci 1.41).

Pozoruhodné je, ºe ve skute£nosti vzorec (1.9) platí
i s celo£íselnými koe�cienty a po£áte£ní podmínkou. Pak totiº
p°edem víme, ºe v²echny f (n) budou také celo£íselné, a celá £ísla
jsou podmnoºinou v £íslech racionálních. Musí proto nutn¥ ná²
vzorec dávat ta správná celo£íselná °e²ení.

P°i pozorn¥j²ím pohledu na d·kaz je z°ejmé, ºe 1−an je vºdy
d¥litelné 1 − a, takºe nás poslední pozorování nem¥lo p°ekvapit.
Nicmén¥ je vid¥t, ºe t°eba nad skaláry ze Z4 a t°eba a = 3 uº
neusp¥jeme, protoºe pak 1− a = 2 je d¥litelem nuly.

1.12. Nelineární p°íklad. Vra´me se na chvíli k rovnici prvního
°ádu (1.6), kterou jsme pouºili na velice primitivní
model popula£ního r·stu závisející p°ímo úm¥rn¥ na
okamºité velikosti populace p. Na první pohled je
z°ejmé, ºe takovýmodel vede p°i úm¥°e a > 1 k p°íli²

rychlému a hlavn¥ neomezenému r·stu.
Realisti£t¥j²í model bude mít takto úm¥rnou zm¥nu populace

1p(n) = p(n+1)−p(n) jen p°i malých hodnotách p, tj.1p/p ∼
r > 0. Pokud tedy budeme chtít nechat r·st populaci o 5% za
období p°i malémp, budeme r volit 0,05. P°i ur£ité limitní hodnot¥
p = K > 0 ale naopak uº populace neroste a p°i je²t¥ v¥t²ích uº
klesá (t°eba protoºe zdroje pro její obºivu jsou omezené, jedinci
ve veliké populaci si navzájem p°ekáºí apod.).

P°edpokládejme, ºe práv¥ hodnoty yn = 1p(n)/p(n) se
v závislosti na p(n) m¥ní lineárn¥. Gra�cky si tedy tuto závislost
m·ºeme p°edstavit jako p°ímku v rovin¥ prom¥nných p a y, která
prochází body [0, r] (tj. p°i p = 0 máme y = r) a [K, 0] (coº dává
druhou podmínku, ºe p°i p = K se populace nem¥ní). Poloºíme
proto

y = − r
K
p + r.
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mezi libovolnými dv¥ma sousedními pr·se£íky prochází práv¥ jednou

oblastí, celkemm·ºe p°idaná p°ímka procházet nejvý²e n+1 oblastmi,

tedy m·ºe p°ibýt maximáln¥ n + 1 oblastí, navíc v rovin¥ bylo p°ed

p°idáním (n+ 1)-ní p°ímky nejvý²e pn oblastí (tak jsme £íslo pn totiº

de�novali).

Celkem dostáváme rekurentní vztah

pn+1 = pn + (n+ 1),

ze kterého získáme explicitní formuli pro pn bu¤ pomocí vzorce 1.10

nebo p°ímo:

pn = pn−1 + n = pn−2 + (n− 1)+ n =

= pn−3 + (n− 2)+ (n− 1)+ n = · · · = p0 +
n∑
i=1

i =

= 1+ n(n+ 1)
2

= n2 + n+ 2
2

.

□
Rekurentní vztahy mohou mít i sloºit¥j²í podobu neº je rekurze

prvního °ádu. Uve¤me si p°íklady kombinatorických úloh, p°i jejichº

°e²ení m·ºeme rekurze s výhodou vyuºít.

1.31. Kolik existuje slov délky 12 sloºených pouze z písmen A a B,

které neobsahují skupinu BBB?

�e²ení. Nech´ an zna£í po£et slov délky n sloºených pouze z písmenA

a B neobsahujících skupinu BBB. Pak pro an (n ≥ 3) platí rekurentní
vztah

an = an−1 + an−2 + an−3,

nebo´ slova délky n spl¬ující danou podmínku musí kon£it bu¤ na A,

nebo na AB, nebo na ABB. Slov kon£ících na A je práv¥ an−1 (p°ed

posledním A m·ºe být libovolné slovo délky n − 1 spl¬ující danou
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Dosazením yn za y a p(n) za p dostáváme

p(n+ 1)− p(n)
p(n)

= − r
K
p(n)+ r,

tj. roznásobením dostáváme diferen£ní rovnici prvního °ádu (kde
hodnota p(n) vystupuje v první i v druhé mocnin¥)

(1.10) p(n+ 1) = p(n)(1− r

K
p(n)+ r) .

Zkuste si promyslet nebo vyzkou²et chování tohoto modelu
pro r·zné hodnoty r a K. Na obrázku je pr·b¥h hod-
not pro parametry r = 0,05 (tj. p¥tiprocentní nár·st
v ideálním stavu), K = 100 (tj. zdroje limitují hod-

notu na 100 jedinc·) a p(0) jsou dva jedinci.

V²imn¥me si, ºe po£áte£ní p°ibliºn¥ exponenciální r·st se
skute£n¥ pozd¥ji zlomí a hodnota se postupn¥ blíºí kýºenému li-
mitu 100 jedinc·. Pro p blízké jedné a K daleko v¥t²í neº r bude
pravá strana rovnice (1.10) p°ibliºn¥ p(n)(1 + r), tzn. chování
je obdobné Malthusiánskému modelu. Naopak p°i p p°ibliºn¥ K
bude pravá strana p°ibliºn¥ p(n). Pro v¥t²í po£áte£ní hodnoty p
neº K budou hodnoty klesat, pro men²í neº K r·st, takºe systém
bude zpravidla postupn¥ oscilovat kolem hodnoty K.

4. Pravd¥podobnost

Te¤ se podíváme na jiný obvyklý p°ípad skalárních hodnot
funkcí � sledované hodnoty £asto nejsou známy
ani explicitn¥ vzorcem, ani implicitn¥ n¥jakým
popisem. Jsou výsledkem n¥jaké nahodilosti
a my se snaºíme popsat s jakou pravd¥podob-

ností nastane ta £i ona moºnost.

1.13. Co je pravd¥podobnost? Jako jednoduchý p°íklad m·ºe
slouºit obvyklé házení kostkou se ²esti st¥nami s ozna£eními

1, 2, 3, 4, 5, 6.

Pokud popisujeme matematický model takového házení
�poctivou� kostkou, budeme o£ekávat a tudíº i p°edepisovat,
ºe kaºdá ze stran padá stejn¥ £asto. Slovy to vyjad°ujeme �kaºdá
p°edem vybraná st¥na padne s pravd¥podobností 1

6 �.
Pokud si ale t°eba sami noºíkem vyrobíme takovou kostku

z kusu d°eva, je jisté, ºe skute£né relativní £etnosti výsledk· ne-
budou stejné. Pak m·ºeme z velikého po£tu pokus· usoudit na re-
lativní £etnosti jednotlivých výsledk· hod· a tyto ustanovit jako
pravd¥podobnosti v na²em matematickém popisu. Nicmén¥ p°i se-
bev¥t²ím po£tu pokus· nem·ºeme vylou£it moºnost, ºe se náho-
dou povedla velice nepravd¥podobná kombinace výsledk· a ºe
jsme proto ná² matematický model skute£nosti pro na²i kostku ne-
vybrali dob°e.
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podmínku). Obdobn¥ pro zbylé dv¥ skupiny. Dále snadno vy£íslíme

a1 = 2, a2 = 4, a3 = 7. Postupným dopo£ítáním

a12 = 1705.

Téº bychom dle uvedené teorie mohli odvodit explicitní vzorec

pro n-tý £len takto zadané posloupnosti (viz 3.10). Charakteristický

polynom dané rekurentní rovnice je x3 − x2 − x− 1 s jedním reálným

a dal²ími dv¥ma komplexními ko°eny, které m·ºeme vyjád°it pomocí

vztah· (∥1.1∥). □

1.32. Skóre basketbalového utkání mezi týmy �eské republiky

a Ruska vyzn¥lo po první £tvrtin¥ 12 : 9 pro

ruský tým. Kolika zp·soby se mohlo vyvíjet

skóre?

�e²ení. Ozna£íme-li P(k,l) po£et zp·sob·, kterými se mohlo vyvíjet

skóre basketbalového utkání, které skon£ilo k : l, tak pro k, l ≥ 3 platí

rekurentní vztah:

P(k,l) = P(k−3,l) + P(k−2,l) + P(k−1,l) + P(k,l−1) + P(k,l−2) +
+ P(k,l−3).

(Zp·soby, kterými se mohlo vyví-

jet utkání s výsledným skóre k : l,
si rozd¥líme na ²est po dvou dis-

junktních podmnoºin podle toho,

které druºstvo vst°elilo ko² a za ko-

lik bod· (1, 2, £i 3).) Ze symetrie

úlohy z°ejm¥ platí P(k,l) = P(l,k).

Dále pro k ≥ 3 platí:

P(k,2) = P(k−3,2) + P(k−2,2) + P(k−1,2) + P(k,1) + P(k,0),
P(k,1) = P(k−3,1) + P(k−2,1) + P(k−1,1) + P(k,0),
P(k,0) = P(k−3,0) + P(k−2,0) + P(k−1,0),

coº spolu s po£áte£ními podmínkamiP(0,0) = 1, P(1,0) = 1, P(2,0) = 2,
P(3,0) = 4, P(1,1) = 2, P(2,1) = P(1,1) + P(0,1) + P(2,0) = 5,
P(2,2) = P(0,2) + P(1,2) + P(2,1) + P(2,0) = 14 dává

P(12,9) = 497178513. □
Poznámka.Vidíme, ºe rekurentní vztah v tomto p°íkladumá sloºit¥j²í

formu, neº kterou jsme se zabývali v teorii a tudíº neumíme vy£ís-

lit libovolné £íslo P(k,l) explicitn¥, nýbrº pouze postupným výpo£tem

od po£áte£ních £len·. Takové rovnice nazýváme parciální diferen£ní

rovnice, protoºe £leny posloupnosti jsou zna£eny dv¥ma nezávislými

prom¥nnými (k, l).

O lineárních rekurentních formulích (diferen£ních rovnicích)

vy²²ích °ád· s konstantími koe�cienty si povíme více v kapitole 3.
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V dal²ím budeme pracovat s abstraktním matematickým po-
pisem pravd¥podobnosti v nejjednodu²²ím p°iblíºení.
To, do jaké míry je takový popis adekvátní pro kon-
krétní pokusy £i jiný problém, je záleºitostí mimo sa-
motnou matematiku. To ale neznamená, ºe by se ta-

kovým p°emý²lením nem¥li zabývat matematici (nejspí²e ve spo-
lupráci s jinými experty). Pozd¥ji se vrátíme k pravd¥podobnosti
coby teorii popisující chování nahodilých proces· nebo i pln¥ de-
terminovaných d¥j·, kde ov²em neznáme p°esn¥ v²echny ur£ující
parametry.

Matematická statistika pak umoº¬uje posuzovat, do jaké
míry lze o£ekávat, ºe vybraný model je ve shod¥ s realitou, resp.
umoº¬uje ur£it parametry modelu tak, aby docházelo k co nejlep²í
shod¥ s pozorováním a zárove¬ umí odhadnout míru spolehlivosti
zvoleného modelu.

K matematické pravd¥podobnosti i statistice ov²em budeme
pot°ebovat dosti rozsáhlý matematický aparát, který budeme mezi-
tím n¥kolik semestr· budovat.

Na p°íkladu na²í neum¥lé kostky si to m·ºeme p°edstavit tak,
ºe v teorii pravd¥podobnosti budeme pracovat s parametry pi pro
pravd¥podobnost jednotlivých hodnot stran a budeme poºadovat
pouze, aby v²echny tyto pravd¥podobnosti byly nezáporné a jejich
sou£et byl

p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1.

P°i volb¥ konkrétních hodnot pi pro konkrétní kostku pak v mate-
matické statistice budeme schopni odhadnout s jakou spolehlivostí
tento model na²í kostce odpovídá.

Na²ím skromným cílem je te¤ pouze nazna£it, jak abstraktn¥
zachytit pravd¥podobnostní úvahy ve formalizova-
ných matematických objektech. Následující odstavce
tak budou ve své podstat¥ pouhými cvi£eními v jed-
noduchých operacích nad mnoºinami a jednoduché

kombinatorice (tj. výpo£tech po£tu moºností, jak mohou být
spln¥ny dané podmínky kladené na kone£né mnoºiny prvk·).

1.14. Náhodné jevy. Budeme pracovat s neprázdnou pevn¥ zvo-
lenou mnoºinou� v²ech moºných výsledk·, kterou nazýváme zá-
kladní prostor. Pro jednoduchost bude pro nás� kone£ná mnoºina
s prvkyω1, . . . , ωn p°edstavujícími jednotlivémoºné výsledky. Ka-
ºdá podmnoºina A ⊆ � p°edstavuje moºný jev. Systém podm-
noºin A základního prostoru se nazývá jevové pole, jestliºe

• � ∈ A (tj. základní prostor je jevem),
• jsou-li A,B ∈ A, pak A \ B ∈ A (tj. pro kaºdé dva jevy je
jevem i jejich mnoºinový rozdíl),
• jsou-li A,B ∈ A, pak A ∪ B ∈ A (tj. pro kaºdé dva jevy je
jevem i jejich sjednocení).

Zjevn¥ je i komplement Ac = � \ A jevu A jevem, který
nazýváme opa£ný jev k jevu A. Pr·nik dvou jev· je op¥t jevem,
protoºe pro kaºdé dv¥ podmnoºiny A, B ⊆ � platí

A \ (� \ B) = A ∩ B.
Slovy se tak dá jevové pole charakterizovat jako systém pod-

mnoºin (kone£ného) základního prostoru uzav°ený na pr·niky,
sjednocení a rozdíly. Jednotlivé mnoºiny A ∈ A nazýváme ná-
hodné jevy (vzhledem k A).
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D. Pravd¥podobnost

Uve¤me si n¥kolik jednoduchých p°íklad· na klasickou pravd¥po-

dobnost, kdy zkoumáme n¥jaký pokus, který má kone£n¥ mnoho moº-

ných výsledk· (�v²echny p°ípady�) a nás zajímá, kdy výsledek po-

kusu bude náleºet n¥jaké podmnoºin¥ moºných výsledk· (�p°íznivé

p°ípady�). Hledaná pravd¥podobnost je pak rovna pom¥ru po£tu p°íz-

nivých p°ípad· ku po£tu v²ech p°ípad·. Klasickou pravd¥podobnost

m·ºeme pouºít tam, kde p°edpokládáme (víme), ºe kaºdý z moºných

výsledk· má stejnou pravd¥podobnost toho, ºe nastane (nap°íklad p°i

hodech kostkou).

1.33. Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu ²estibokou kostkou padne

£íslo v¥t²í neº 4?

�e²ení. V²ech moºných výsledk· je ²est (tvo°í mnoºinu

{1, 2, 3, 4, 5, 6}), p°íznivé moºnosti jsou dv¥ ({5, 6}). Hledaná

pravd¥podobnost je tedy 2/6 = 1/3. □

1.34. Ze skupiny osmi muº· a £ty° ºen náhodn¥ vybereme skupinu

p¥ti lidí. Jaká je pravd¥podobnost, ºe v ní budou alespo¬ t°i ºeny?

�e²ení. Pravd¥podobnost spo£ítáme jako podíl po£tu p°íznivých

p°ípad· ku po£tu v²ech p°ípad·. P°íznivé p°ípady rozd¥líme podle

toho, kolik je v náhodn¥ vybrané skupin¥ muº·: mohou v ní být bu¤

dva, nebo jeden muº. Skupinek o p¥ti lidech s jedním muºem je osm

(záleºí pouze na výb¥ru muºe, ºeny v ní musí být v²echny), skupinek

se dv¥ma muºi je potom c(8, 2) · c(4, 3) = (8
2

) · (4
3

)
(vybereme dva

muºe z osmi a nezávisle na tom t°i ºeny ze £ty°, tyto dva výb¥ry

m·ºeme nezávisle kombinovat a podle pravidla sou£inu dostáváme

uvedený po£et skupin). V²ech moºných skupin o p¥ti lidech pak

m·ºeme sestavit c(12, 5) = (12
5

)
. Hledaná pravd¥podobnost je tedy

8+ (4
3

)(8
2

)(12
5

) . □

Uve¤me si p°íklad, p°i jehoº °e²ení není vhodné pouºívat klasické

pravd¥podobnosti:

1.35. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe £tená° této úlohy vyhraje

p°í²tí týden alespo¬ milión dolar· v loterii?

�e²ení. Takováto formulace úlohy je neúplná, neposkytuje dostatek

údaj·. P°edvedeme chybné °e²ení. Základní prostor v²ech moºný jev·

je dvouprvkový: bu¤ vyhraje nebo nevyhraje. P°íznivý jev je jeden (vy-

hraje), hledaná pravd¥podobnost je tedy 1/2 (a to je zjevn¥ ²patná od-

pov¥¤). □
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Pro na²e házení kostkou je� = {1, 2, 3, 4, 5, 6} a jevové pole
je tvo°eno v²emi podmnoºinami mnoºiny �. Nap°. náhodný jev
{1, 3, 5} pak interpretujeme jako �padne liché £íslo�.

N¥co málo terminologie, která by m¥la dále p°ipomínat sou-
vislosti s popisem skute£ných model·:

• celý základní prostor � se nazývá jistý jev, prázdná pod-
mnoºina ∅ ∈ A se nazývá nemoºný jev,
• jednoprvkové podmnoºiny {ω} ⊆ � se nazývají elementární

jevy,
• spole£né nastoupení jev· Ai , i ∈ I , odpovídá jevu ∩i∈IAi ,

nastoupení alespo¬ jednoho z jev· Ai , i ∈ I , odpovídá jevu
∪i∈IAi ,
• A,B ∈ A jsou neslu£itelné jevy, je-li A ∩ B = ∅,
• jev A má za d·sledek jev B, kdyº A ⊆ B,

P°estavte si p°íklady v²ech uvedených pojm· pro jevový prostor
popisující házení kostkou nebo obdobn¥ pro házení mincí!

1.15. De�nice. Pravd¥podobnostní prostor je trojice (�,A , P ),
kdeA je jevové pole podmnoºin (kone£ného) základního prostoru
�, na kterém je de�nována skalární funkce P : A→ R s následu-
jícími vlastnostmi:

• P je nezáporná, tj. P(A) ≥ 0 pro v²echny jevy A,
• P je aditivní, tj. P(A ∪ B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
A, B ∈ A a A ∩ B = ∅,
• pravd¥podobnost jistého jevu je 1, tj. P(�) = 1.

Funkci P nazýváme pravd¥podobností na jevovém poli A.

Zjevn¥ je okamºitým d·sledkem na²ich de�nic °ada prostých,
ale uºite£ných tvrzení. Nap°. pro v²echny jevy platí

P(Ac) = 1− P(A),

kde Ac = � \A je jev opa£ný (pouºívá se téº pojm· dopl¬kový £i
komplementární) k jevu A. Dále m·ºeme matematickou indukcí
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Poznámka. V p°edchozím p°íklad¥ je poru²ena základní podmínka

pouºití klasické pravd¥podobnosti, totiº to, ºe kaºdý z elementárních

jev· má stejnou pravd¥podobnost toho, ºe nastane.

1.36. Do °ady v kin¥ o 2n místech je náhodn¥ rozmíst¥no n muº· a

n ºen. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ºádné dv¥ osoby stejného pohlaví

nebudou sed¥t vedle sebe?

�e²ení. V²ech moºných rozmíst¥ní lidí v °ad¥ je (2n)!, rozmíst¥ní

spl¬ujících podmínky je 2(n!)2: máme dv¥ moºnosti výb¥ru pozice

muº·, tedy i ºen � bu¤ v²ichni muºi budou sed¥t na lichých místech

(a tedy ºeny na sudých), nebo v²ichni muºi na sudých (a tedy ºeny na

lichých místech); na nich jsou pak muºi i ºeny rozmíst¥ny libovoln¥.

Výsledná pravd¥podobnost je tedy

p(n) = 2(n!)2

(2n)!
,

p(2) .= 0,33, p(5) .= 0,0079, p(8) .= 0,00016 . □

1.37. Do výtahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kaºdá

z nich vystoupí se stejnou pravd¥podobností v libovolném poschodí.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe vystoupí

i) v²ichni v ²estém poschodí,

ii) v²ichni ve stejném poschodí,

iii) kaºdý v jiném poschodí?

�e²ení. Základní prostor v²ech moºných jev· je prostor v²ech moº-

ných zp·sob· vystoupení 5 osob z výtahu. T¥ch je 85.

V prvním p°ípad¥ je jediná p°íznivá moºnost vystoupení, hledaná

pravd¥podobnost je tedy 1
85 , ve druhém p°ípad¥ máme osm moºností,

hledaná pravd¥podobnost je tedy 1
84 a kone£n¥ ve t°etím je po£et

p°íznivých p°ípad· dán p¥tiprvkovou variací z osmi prvk· (z osmi

pater vybíráme p¥t, ve kterých se vystoupí a dále kte°í lidé vystoupí

ve vybraných poschodích), celkem je hledaná pravd¥podobnost ve

t°etím p°ípad¥ rovna (viz 1.6 a 1.8)
v(5, 8)
V (5, 8)

= 8 · 7 · · · 4
85

.= 0,2050781250. □

1.38. Náhodn¥ vybereme celé kladné £íslo men²í neº 105. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe bude sloºeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zárove¬ bude

d¥litelné £íslem 5?

�e²ení. �ísel spl¬ující danou podmínku je 2 · 34− 1 (krom¥ poslední

cifry máme na kaºdý °ád na výb¥r ze t°í cifer, p°ípadné £íslice 0 na

za£átku slova nepí²eme. V²ech celých kladných £ísel men²ích neº 105

je 105 − 1, podle klasické pravd¥podobnosti dostáváme, ºe hledaná

pravd¥podobnost je 2·34−1
105−1 . □
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snadno roz²í°it aditivitu na jakýkoliv kone£ný po£et vzájemn¥ ne-
slu£itelných jev· Ai ⊆ �, i ∈ I , tj.

P(∪i∈IAi) =
∑
i∈I

P(Ai),

kdykoliv Ai ∩ Aj = ∅, pro v²echna i, j ∈ I , i ̸= j .
1.16. De�nice. Nech´� je kone£ný základní prostor a nech´ jevové
pole A je práv¥ systém v²ech podmnoºin v �. Klasická pravd¥po-
dobnost je pravd¥podobnostní prostor (�,A, P ) s pravd¥podob-
nostní funkcí

P : A→ R, P (A) = |A||�| ,

kde |A| zna£í po£et prvk· mnoºiny A ∈ A.

Zjevn¥ takto zadaná funkce skute£n¥ de�nuje pravd¥podob-
nost, ov¥°te si samostatn¥ v²echny poºadované axiomy.

1.17. S£ítání pravd¥podobností. Uneslu£itelných jev· je s£ítání
pravd¥podobností pro výskyt alespo¬ jednoho z nich p°ímo
poºadováno v základní de�nici pravd¥podobnosti. Obecn¥
je s£ítání pravd¥podobností pro výskyty jev· sloºité. Pro-
blém totiº je, ºe pokud jsou jevy slu£itelné, £áste£n¥ máme

v sou£tu pravd¥podobností zapo£teny p°íznivé výskyty vícekrát.
Nejjednodu²²í je si nejprve p°edstavit situaci se dv¥ma slu£itel-

nými jevy A, B. Uvaºme nejprve klasickou pravd¥podobnost, kde
jde vlastn¥ o po£ítání prvk· v podmnoºinách. Pravd¥podobnost
výskytu alespo¬ jednoho z nich, tj. pravd¥podobnost jejich sjedno-
cení, je dána vztahem

(1.11) P(A ∪ B) = P(A)+ P(B)− P(A ∩ B),
protoºe ty prvky, které pat°í do mnoºiny A i B, jsme nejprve
zapo£etli dvakrát, a tak je musíme jednou ode£íst.

Tentýº výsledek dostaneme i pro obecnou pravd¥podobnostP
na n¥jakém jevovém poli. Protoºe A ∩ B a A \ B jsou nezávislé
jevy, platí

P(A) = P(A \ B)+ P(A ∩ B).
Podobn¥ pro A ∪ B máme

P(A ∪ B) = P(A \ B)+ P(B \ A)+ P(A ∩ B).
Dosazením za pravd¥podobnosti mnoºinových rozdíl· dostáváme
op¥t vztah (1.11).

Následující v¥ta je p°ímým promítnutím tzv. kombinatoric-
kého principu inkluze a exkluze do na²í kone£né
pravd¥podobnosti a °íká, jakým zp·sobem vícená-
sobné zapo£ítávání výsledk· kompenzovat v obec-
ném p°ípad¥.

Jde patrn¥ o dobrý p°íklad matematického tvrzení, kde
nejt¥º²í je najít dobrou formulaci a pak se dá °íci, ºe (intuitivn¥)
je tvrzení z°ejmé.

Na obrázku je situace znázorn¥na pro t°i mnoºiny
A, B, C a pro klasickou pravd¥podobnost. Jednodu²e ²rafo-
vané oblasti v prostém sou£tu máme dvakrát, dvojit¥ ²rafované
t°ikrát. Pak ty jednodu²e ²rafované jednou ode£teme, p°itom ty
dvojit¥ ²rafované op¥t t°ikrát ode£teme, proto je tam nakonec je²t¥
jednou zapo£teme.
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1.39. Ze sá£ku s p¥ti bílými a p¥ti £ervenými koulemi náhodn¥ vy-

táhneme t°i (koule do sá£ku nevracíme). Jaká je pravd¥podobnost, ºe

dv¥ budou bílé a jedna £ervená?

�e²ení. Rozd¥lme uvaºovaný jev na sjednocení t°í disjunktních jev·:

podle toho, kolikátou vytáhneme £ervenou kouli. Pravd¥podobnosti,

ºe vytáhneme koule p°esn¥ ve zvoleném po°adí jsou: 1
2 · 4

9 · 5
8 ,

1
2 · 5

9 · 1
2 ,

1
2 · 5

9 · 1
2 . Celkem

5
12 .

Jiné °e²ení. Uvaºme po£et v²ech moºných trojic vytaºených koulí

(koule jsou mezi sebou rozli²itelné), tedy
(10

3

)
. Trojic, které obsahují

práv¥ dv¥ bílé koule je potom
(5

2

) · (5
1

)
(dv¥ bílé koule m·ºeme vytáh-

nout
(5

2

)
zp·soby, k nim pak £ervenou p¥ti zp·soby). □

1.40. Z klobouku, ve kterém je p¥t bílých, p¥t £ervených a ²est £er-

ných koulí, náhodn¥ vytahujeme koule (bez vracení). Jaká je pravd¥po-

dobnost, ºe pátá vytaºená koule bude £erná?

�e²ení. Spo£ítáme dokonce obecn¥j²í úlohu. Totiº pravd¥podobnost

toho, ºe i-tá vytaºená koule bude £erná, je stejná pro v²echna

i, 1 ≤ i ≤ 16. M·ºeme si totiº p°edstavit, ºe vytáhneme

postupn¥ v²echny koule. Kaºdá taková posloupnost vytaºených

koulí (od první vytaºené koule po poslední), sloºená z p¥ti bílých,

p¥ti £ervených a ²esti £erných koulí, má stejnou pravd¥podobnost

vytaºení a pro výpo£et hledané pravd¥podobnosti m·ºeme op¥t

pouºít model klasické pravd¥podobnosti. Zmín¥ných posloupností je

P(5, 5, 6) = 16!
5!·5!·6! . Po£et posloupností, kde na i-tém míst¥ je £erná

koule, zbytek libovolný, je tolik, kolik je libovolných posloupností p¥ti

bílých, p¥ti £ervených a p¥ti £erných koulí, tedy P(5, 5, 5) = 15!
5!5!5!

Celkem je tedy hledaná pravd¥podobnost

P(5, 5, 5)
P (5, 5, 6)

=
15!

5!5!5!
16!

6!5!5!

= 3
8
. □

Poznámka. Vra´me se k házení kostkou a zkusme popsat jevy ze zá-

kladního prostoru � vznikající p°i házení tak dlouho, dokud nepadne

²estka, ne v²ak více neº stokrát.

Pro jeden hod samostatn¥ je základním prostorem ²est £ísel od

jedné do ²esti a jde o klasickou pravd¥podobnost. Pro celé série na²ich

hod· bude základní prostor daleko v¥t²í � bude to mnoºina kone£ných

posloupností £ísel od jedné do ²estky, které bu¤ kon£í ²estkou, mají

nejvý²e 100 £len· a v²echna p°edchozí £ísla jsou men²í neº ²est, nebo

jde o 100 £ísel od jedné do p¥ti. Jevem A m·ºe být nap°. podmnoºina

�házení kon£í druhým pokusem�. V²echny p°íznivé elementární jevy

pak jsou

[1, 6], [2, 6], [3, 6], [4, 6], [5, 6].
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Obecn¥ si díky aditivní vlastnosti pravd¥podobnosti m·ºeme
p°edstavit, ºe kaºdý jev rozloºíme na elementární (tj. jednobodové)
jevy, jakkoliv ve skute£nosti nemusí jednoprvkové podmnoºiny do
uvaºovaného jevového pole pat°it. Pak je pravd¥podobnost kaº-
dého jevu dána sou£tem pravd¥podobností jednotlivých elementár-
ních jev· do n¥j pat°ících a m·ºeme p°i vyjád°ení pravd¥podob-
nosti nastoupení alespo¬ jednoho z jev· postupovat takto: se£teme
v²echny pravd¥podobnosti výsledk· pro v²echna Ai zvlá²´, pak
ov²em musíme ode£íst ty, které tam jsou zapo£teny dvakrát (tj.
prvky v pr·nicích dvou). Te¤ si ov²em dovolujeme ode£íst p°íli²
mnoho tam, kde ve skute£nosti byly prvky t°ikrát, tj. korigujeme
p°i£tením pravd¥podobností ze t°etího £lenu, atd.

V¥ta. Bu¤te A1, . . . , Ak ∈ A libovolné jevy na základním pro-
storu � s jevovým polem A. Pak platí

P
(
∪ki=1Ai

)
=

k∑
i=1

P(Ai)−
k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

P(Ai ∩ Aj )+

+
k−2∑
i=1

k−1∑
j=i+1

k∑
ℓ=j+1

P(Ai ∩ Aj ∩ Aℓ)− . . .+

+ (−1)k−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak).
D·kaz. Aby se vý²e nazna£ený postup stal d·kazem, je za-

pot°ebí si ujasnit, ºe skute£n¥ v²echny korekce, tak
jak jsou popsány, jsou skute£n¥ s koe�cienty jedna.
Místo toho m·ºeme snáze dát dohromady formáln¥j²í
d·kaz matematickou indukcí p°es po£et k jev·, jejichº

pravd¥podobnosti s£ítáme. Zkuste si pr·b¥ºn¥ porovnávat oba po-
stupy, m¥lo by to vést k vyjasn¥ní, co to znamená �dokázat� a co
�porozum¥t�.

Pro k = 1 tvrzení zjevn¥ platí, vztah pro k = 2 je totoºný
s rovností (1.11) a tu jsme pro obecné pravd¥podobnostní funkce
jiº dokázali také.

P°edpokládejme tedy, ºe v¥ta platí pro v²echny po£ty mnoºin
aº do pevn¥ zvoleného k ≥ 1. Nyní m·ºeme pracovat v induk£ním
kroku se vztahem pro k + 1 jev·, kdyº sjednocení prvních k jev·
bereme jako A ve vzorci (1.11) vý²e, zatímco zbývající jev hraje
roli B:

P
(
∪k+1
i=1Ai

)
= P

((
∪ki=1Ai

)
∪ Ak+1

)
=

=
k∑
j=1

(−1)j+1
∑

1≤i1<···<ij ≤k
P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aij )

+
+ P(Ak+1)− P((A1 ∪ · · · ∪ Ak) ∩ Ak+1).
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Ze známé klasické pravd¥podobnosti pro jednotlivé hody umíme od-

vodit pravd¥podobnosti na²ich jev· v �. Není to ale jist¥ klasická

pravd¥podobnost. Tak pro diskutovaný jev chceme popsat, s jakou

pravd¥podobností nepadne ²estka p°i prvém hodu a zárove¬ padne p°i

druhém. Vnucuje se °e²ení

P(A) = 5
6
· 1

6
= 5

36
,

protoºe v prvém hodu padne s pravd¥podobností 1 − 1
6 jiné £íslo neº

²est a druhý hod, ve kterém naopak poºadujeme ²estku, je zcela ne-

závislý na prvním. Samoz°ejm¥ toto není pom¥r po£tu p°íznivých vý-

sledk· k velikosti celého stavového prostoru!

Obecn¥ji m·ºeme °íci, ºe po práv¥ 1 < k < 100 hodech pokus

skon£í s pravd¥podobností ( 5
6)
k−1 · 1

6 . Ze v²ech moºností je tedy nej-

pravd¥podobn¥j²í, ºe skon£í jiº napoprvé.

Jiný p°íklad, jak z házení kostkou dostat r·zn¥ pravd¥podobné

jevy, je pozorovat sou£ty p°i hodu více kostkami. Uvaºujme takto:

p°i hodu jednou kostkou je kaºdý výsledek stejn¥ pravd¥podobný

s pravd¥podobností 1
6 . P°i hodu dv¥ma kostkami je kaºdý p°edem zvo-

lený výsledek (a, b), tj. dvojice p°irozených £ísel od jedné do ²esti

(v£etn¥ po°adí), stejn¥ pravd¥podobný s pravd¥podobností 1
36 . Pokud

se budeme ptát po dvou p¥tkách, je tedy pravd¥podobnost polovi£ní

neº u dvou r·zných hodnot bez uvedení po°adí. Pro jednotlivé moºné

sou£ty uvedené v horním °ádku nám vychází po£et moºností v °ádku

dolním:

Sou£et 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Po£et 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
.

Podobn¥ vyjde pravd¥podobnost 1
216 jednotlivých výsledk· hodu t°emi

kostkami, v£etn¥ ur£eného po°adí. Pokud se budeme ptát na pravd¥po-

dobnost výsledného sou£tu p°i hodu více kostkami, musíme pouze

ur£it, kolik je moºností, jak daného sou£tu dosáhnout a p°íslu²né

pravd¥podobnosti se£íst.

1.41. Princip inkluze a exkluze.

Sekretá°ka má rozeslat ²est do-

pis· ²esti r·zným lidem. Dopisy

pro r·zné adresáty vkládá do obá-

lek s adresami náhodn¥. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe alespo¬ jeden

£lov¥k dostane dopis ur£ený pro

n¥j?
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To uº p°ipomíná formuli pro k + 1 s£ítaných jev·, nicmén¥ nám
ve velké sum¥ chyb¥jí v²echny výrazy obsahující Ak+1 a £len
s pravd¥podobností sou£asného nastoupení v²ech jev·. Zato nám
v²ak p°ebývá poslední £len. Tento £len výrazu m·ºeme nahradit
výrazem

−P((A1 ∩ Ak+1) ∪ · · · ∪ (Ak ∩ Ak+1))

a pro tento výraz op¥t pouºít induk£ní p°edpoklad, tj. formuli ve
v¥t¥. P°i tro²e trp¥livosti (a dostate£n¥ velkém papíru na roze-
psání v²ech £len·) ov¥°íme, ºe tím práv¥ p°idáme v²echny dosud
chyb¥jící £leny. □

1.18. Princip inkluze a exkluze. Speciálním p°ípadem p°ed-
chozí v¥ty je p°ípad klasické pravd¥podobnosti, kdy
v²echny kone£né podmnoºiny základního prostoru
jsou jevy a v²echny elementární jevy mají stejnou
pravd¥podobnost. Ve vzorci z p°edchozí v¥ty pak v²echny

pravd¥podobnosti dávají práv¥ po£et prvk· p°íslu²ných podm-
noºin aº na spole£ný faktor 1

n
, kde n je po£et prvk· základního

prostoru.
Takto m·ºeme z v¥ty 1.17 vy£íst následující tvrzení pro

mohutnosti obecné kone£né mnoºiny M a jejích podmnoºin
A1, . . . , Ak . Jako obvykle pí²eme |M| pro po£et prvk· mnoºiny
M.

Samoz°ejm¥ pro kone£nou mnoºinu M a její podmnoºiny
platí

|M \ (∪ki=1Ai)| = |M| − | ∪ki=1 Ai |.
Nyním·ºeme dosadit z p°edchozí v¥ty zamohutnost sjednocení na
pravé stran¥ a dostáváme tvrzení, kterému se °íká princip inkluze
a exkluze.

|M \ (∪ki=1Ai)| =

= |M| +
k∑
j=1

(
(−1)j

∑
1≤i1<···<ij ≤k

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aij |
)
.

Op¥t je snadné nakreslit si tvrzení pro dv¥ nebo t°i mnoºiny, viz
obrázek p°ed v¥tou 1.17.

1.19. Nezávislé jevy. Vra´me se na chvíli k jednoduchému mo-
delu dokonalé hrací kostky. Bude nás zajímat, jak mohou být jevy
závislé.

Nap°. pravd¥podobnost, ºe nastanou zárove¬ jevy �padne
liché £íslo� a �padne alespo¬ trojka�, je 1

3 . To je totéº jako
1
2 · 2

3 , tedy sou£in pravd¥podobností jednotlivých jev·. To odpo-
vídá p°edstav¥, ºe m·ºeme nezávisle testovat ob¥ podmínky a vý-
sledná pravd¥podobnost sou£asného spln¥ní bude dána sou£inem
pravd¥podobnostní díl£ích. Jestliºe budeme naopak uvaºovat ne-
slu£itelné jevy, jako jsou nap°. �padne sudé £íslo� a �padne liché
£íslo�, bude pravd¥podobnost sou£asného výskytu obou nulová,
zatímco sou£in díl£ích pravd¥podobností nulový není.

To odpovídá p°estav¥, ºe tyto dva jevy musí být závislé, pro-
toºe výskyt jednoho z nich ten druhý uº vylu£uje. Samoz°ejm¥
m·ºe nastávat slab²í závislost, nap°. jev �padne liché £íslo� je
d·sledkem jevu �padne trojka� a proto také není dána pravd¥po-
dobnost spole£ného výskytu t¥chto dvou jev· pomocí sou£inu.

Pro pravd¥podobnosti P na libovolných jevových polích °ek-
neme, ºe jevy A a B jsou stochasticky nezávislé, jestliºe platí

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).
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�e²ení. Spo£ítejme pravd¥podobnost jevu opa£ného, tedy toho, ºe

ani jeden £lov¥k neobdrºí správný dopis. Stavový prostor v²ech moº-

ných jev· odpovídá v²emmoºným po°adím p¥ti prvk· (obálek). Ozna-

£íme-li jak obálky tak dopisy £ísly od jedné do ²esti, tak v²echny

p°íznivé jevy (tedy ºádný dopis nep°ijde do obálky se stejným £ís-

lem) odpovídají takovým po°adím ²esti prvk·, kdy i-tý prvek není na

i-tém míst¥ (i = 1, . . . , 6), tzv. po°adím bez pevného bodu. Jejich

po£et spo£ítáme pomocí principu inkluze a exkluze. Ozna£íme-liMi

mnoºinu permutací s pevným bodem i (permutace v Mi ale mohou

mít i jiné pevné body), tak výsledný po£et d permutací bez pevného

bodu je roven

d = 6!− |M1 ∪ · · · ∪M6|.
Po£et prvk· pr·niku |Mi1∩· · · ∩Mik |, k = 1, . . . , 6, je (6−k)! (po°adí
prvk· i1, . . . , ik je pevn¥ dáno, ostatních 6−k prvk· °adíme libovoln¥).

Podle principu inkluze a exkluze je

|M1 ∪ · · · ∪M6| =
6∑
k=1

(−1)k+1
(

6
k

)
(6− k)!

a tedy pro hledaný po£et d dostáváme vztah

d = 6!−
6∑
k=1

(−1)k+1
(

6
k

)
(n− k)! =

=
6∑
k=0

(−1)k
(

6
k

)
(6− k)! = 6!

6∑
k=0

(−1)k

k!
.

Pravd¥podobnost toho, ºe ºádný £lov¥k neobdrºí �sv·j� dopis je tedy

6∑
k=0

(−1)k

k!

a hledaná pravd¥podobnost pak

1−∑6
k=0

(−1)k

k!
= 53

144
. □

Poznámka. V²imn¥me si, ºe odpov¥¤ na stejnou otázku se s rostou-

cím po£tem dopis· p°íli² nem¥ní. Pro n dopis· je pravd¥podobnost, ºe

sekretá°ka nedá ºádný do správné obálky, rovna

1−
n∑
k=0

(−1)k

k!
.= 1− 1

e
,

Jak totiº uvidíme pozd¥ji, uvedená suma konverguje (blíºí se) k hod-

not¥ 1/e.
Následující p°íklad je jednoduchým modelem, který odhaduje

pravd¥podobnost úmrtí osoby p°i dopravní nehod¥.
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Zkusme ale tutéº hru s kostkou s více jevy, t°ebas jevA �padne
liché £íslo�, jev B �padne alespo¬ 3� a jev C �padne nejvý²e 3�.
Pravd¥podobnosti jsou

P(A) = 1
2
, P (B) = 2

3
, P (C) = 1

2
,

P (A ∩ B ∩ C) = 1
6
= 1

2
· 2

3
· 1

2
,

ale po dvojicích dostáváme nap°. P(A ∩ C) = 2
3 ̸= 1

2 · 1
2 .

Naopak ani t°i jevy A, B, C které jsou po dvou nezávislé, ne-
musí spl¬ovat vlastnost P(A ∩ B ∩ C) = P(A) · P(B) · P(C):
nech´ � je devítiprvkový základní prostor sloºený ze slov aaa,
bbb, ccc, abc, acb, bac, bca, cab, cba. Ozna£me jako A jev �na
prvním míst¥ slova je písmeno a�. Dále nech´ B je jev �na dru-
hém míst¥ slova je písmeno a� a C je jev �na t°etím míst¥ slova
je písmeno a�. Pak P(A) = P({aaa, abc, acb}) = 1

3 a ob-

dobn¥ P(B) = P(C) = 1
3 . Potom P(A ∩ B) = P(A ∩ C) =

P(B ∩C) = P({aaa} = 1
9 . Tedy jevy jsou po dvou nezávislé, ale

P(A ∩ B ∩ C) = P({aaa} = 1
9 ̸= P(A) · P(B) · P(C).

Obecn¥ tedy de�nujeme nezávislé jevy takto:

De�nice. Uvaºme libovolný pravd¥podobnostní prostor
(�,A, P ) a v n¥m k jev· A1, . . . , Ak . �ekneme,
ºe tyto jevy jsou stochasticky nezávislé (vzhledem
k pravd¥podobnosti P ), jestliºe pro libovolné z nich

vybrané jevy Ai1 , . . . , Aiℓ , 1 ≤ ℓ ≤ k platí
P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aiℓ) = P(Ai1) · . . . · P(Aiℓ).

Zjevn¥ je kaºdý podsystém stochasticky nezávislých jev· op¥t
stochasticky nezávislý. Dále si pro dva stochasticky nezávislé jevy
A,B spo£t¥me

P
(
A ∩ Bc ) = P(A \ B) = P(A)− P(A ∩ B) =

= P(A)(1− P(B)) = P(A)P (Bc ) .
Odtud uº snadno dovodíme, ºe zám¥nou jednoho nebo více sto-
chasticky nezávislých jev· za jejich opa£né jevy obdrºíme op¥t
stochasticky nezávislé jevy.

�asto je pot°ebná pravd¥podobnost, ºe nastane alespo¬ jeden
ze stochasticky nezávislých jev·, tzn. hledáme P(A1 ∪ · · · ∪ Ak).
M·ºeme pak pouºít elementární vlastnosti mnoºinových operací,
tzv. de Morganova pravidla

(∪i∈IAi)c = ∩i∈IAci ,
(∩i∈IAi)c = ∪i∈IAci ,

a dostáváme

(1.12)
P(A1 ∪ · · · ∪ Ak) = 1− P (Ac1 ∩ · · · ∩ Ack) =

= 1− (1− P(A1)) . . . (1− P(Ak)).

1.20. Podmín¥ná pravd¥podobnost. Míru závislosti dvou jev·
m·ºeme p°eformulovat s p°edstavou, ºe zkoumáme
jeden z nich za podmínky, ºe druhý nastal. U nezá-
vislých by podmínka nem¥la mít ºádný vliv. Nap°.
�jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami

padly dv¥ p¥tky, je-li sou£et hodnot deset?�. Formalizovat takový
postup umíme následovn¥.
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1.42. Ro£n¥ zahyne na silnicích v�R p°ibliºn¥ 1200 £eských ob£an·.

Ur£ete pravd¥podobnost, ºe n¥kdo z vybrané skupiny p¥ti set �ech·

zem°e v následujících deseti letech p°i dopravní nehod¥. P°edpoklá-

dejte pro zjednodu²ení, ºe kaºdý ob£an má v jednom roce stejnou

�²anci� zem°ít p°i dopravní nehod¥ a to 1200/107.

�e²ení. Spo£ítejme nejprve pravd¥podobnost, ºe jeden vybraný

£lov¥k v následujících deseti letech nezahyne p°i dopravní nehod¥.

Pravd¥podobnost, ºe nezahyne v jednom roce, je
(
1− 12

105

)
. Pravd¥po-

dobnost, ºe nezahyne v následujících deseti letech, je pak
(
1− 12

105

)10
.

Pravd¥podobnost, ºe v následujících deseti letech nezahyne nikdo

z daných p¥ti set lidí, je op¥t podle pravidla sou£inu (jedná se

o nezávislé jevy)
(
1− 12

105

)5000
. Pravd¥podobnost jevu opa£ného, tedy

toho, ºe n¥kdo z vybraných p¥ti set lidí zahyne, je

1− (1− 12
105

)5000 .= 0,4512. □
Poznámka. Model, který jsme pouºili v p°edchozím p°íkladu k po-

pisu zadané situace, je pouze p°ibliºný. Problém spo£ívá v podmínce,

ºe kaºdý ob£an z vy²et°ovaného vzorku má stejnou pravd¥podobnost

toho, ºe v pr·b¥hu roku zahyne, kterou jsme odhadli z po£tu usmrce-

ných osob za rok. Po£et tragických nehod se totiº rok od roku m¥ní a

i kdyby se nem¥nil, tak se m¥ní populace. Ukaºme si jednu z nep°es-

ností p°íkladu na jiném zp·sobu °e²ení: zahyne-li 1200 osob za rok,

tak za deset let zahyne 12000. Pravd¥podobnost toho, ºe konkrétní

£lov¥k zahyne v pr·b¥hu deseti let tedym·ºeme odhadnout i zlomkem

12000/107. Pravd¥podobnost, ºe konkrétní osoba nezahyne v pr·b¥hu

10 let je tedy
(
1− 12

104

)
(to jsou první dva £leny binomického rozvoje(

1− 12
105

)10
). Celkem dostáváme analogicky jako v p°edchozím °e²ení

odhad pravd¥podobnosti

1−
(

1− 12
104

)500
.= 0,4514.

Vidíme, ºe oba odhady jsou velmi blízké.

Snaha pouºít matematických znalostí k výh°e v nejr·zn¥j²ích ha-

zardních hrách je velmi stará. Podívejme se na jednoduchý p°íklad.

Nyní si procvi£me tzv. �podmín¥nou� pravd¥podobnost, viz

(1.20).

1.43. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami

padne sou£et 7, víme-li, ºe ani na jedné z kostek nepadlo £íslo 2?

�e²ení. Ozna£me jako B jev, ºe ani na jedné kostce nepadne dvojka,

jev �padne sou£et 7� ozna£me jako A. Mnoºinu v²ech moºných vý-

sledk· budeme zna£it op¥t jako �. Pak

P(A|B) = P(A ∩ B)
P (B)

=
|A∩B|

|�|
|B|
|�|
= |A ∩ B||B| .
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Podmín¥ná pravd¥podobnost

De�nice. Nech´H je jev s nenulovou pravd¥podobností v jevovém
poli A v pravd¥podobnostním prostoru (�,A, P ). Podmín¥ná
pravd¥podobnost P(A|H) jevu A ∈ A vzhledem k hypotéze H
je de�nována vztahem

P(A|H) = P(A ∩H)
P (H)

.

Jak je vid¥t p°ímo z de�nice, hypotézaH a jevA jsou skute£n¥
nezávislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H). P°ímo z de�-
nice také vyplývá tzv. �v¥ta o násobení pravd¥podobností�. Máme-
li dva jevy A1, A2 spl¬ující P(A1 ∩ A2) > 0, potom

P(A1 ∩ A2) = P(A2)P (A1|A2) = P(A1)P (A2|A1).

V²echna tato £ísla vyjad°ují pravd¥podobnost toho, ºe nastanou
oba jevy A1 i A2, jenom jinými zp·soby. Nap°íklad v posledním
p°ípad¥ nejprve sledujeme, zda nastane první jev. Potom za p°ed-
pokladu, ºe ten první nastal, sledujeme zda nastane i ten druhý.
Podobn¥ pro t°i jevy A1, A2, A3 spl¬ující P(A1 ∩ A2 ∩ A3) > 0
dostaneme

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2).

Slovy to lze op¥t popsat tak, ºe pravd¥podobnost výskytu v²ech t°í
jev· zárove¬ m·ºeme spo£ítat tak, ºe se nejprve zabýváme výsky-
tem pouze prvního z nich, potom druhého za p°edpokladu, ºe první
uº nastal, a naposledy t°etího za p°edpokladu, ºe oba p°ede²lé jevy
jiº nastaly.

Máme-li obecný po£et k jev· A1, . . . , Ak spl¬ujících P(A1 ∩
· · · ∩ Ak) > 0, pak v¥ta °íká následující:

P(A1 ∩ · · · ∩Ak) = P(A1)P (A2|A1)· · ·P(Ak|A1 ∩ · · · ∩Ak−1).

Skute£n¥, dle p°edpokladu jsou i pravd¥podobnosti v²ech pr·nik·,
které jsou brány ve výrazu za hypotézy, nenulové. Pokrácením £ita-
tel· a jmenovatel· získáme i napravo práv¥ pravd¥podobnost jevu
odpovídajícího pr·niku v²ech uvaºovaných jev·.

1.21. Geometrická pravd¥podobnost. V praktických problé-
mech se £asto setkáváme s daleko sloºit¥j²ími mo-
dely, kde základní prostor není kone£nou mnoºinou.
Nemáme momentáln¥ k dispozici ani základní ná-
stroje pro dostate£né zobecn¥ní pojmu pravd¥podob-

nosti, nicmén¥ m·ºeme uvést alespo¬ jednoduchou ilustraci.
Uvaºme rovinu R2 dvojic reálných £ísel a v ní podmnoºinu

� se známým obsahem vol� (symbol �vol� je od anglického
�volume�, tj. obsah/objem). P°íkladem m·ºe slouºit t°eba jednot-
kový £tverec. Náhodné jevy budou reprezentovány podmnoºinami
A ⊆ � a za jevové pole A bereme n¥jaký vhodný systém podm-
noºin, u kterých umíme ur£it jejich obsah. Nastoupení nebo nena-
stoupení jevu je dáno výb¥rem bodu v �, kterým se trefíme nebo
netrefíme do mnoºiny reprezentující jev A.

Uvaºme jako p°íklad problém, kdy náhodn¥ vybereme dv¥
hodnoty a < b v intervalu [0, 1] ⊆ R. V²echny hodnoty a i b jsou
stejn¥ pravd¥podobné a otázka zní �jaká je pravd¥podobnost, ºe
interval (a, b) bude mít velikost alespo¬ jedna polovina?�. Volba
£ísel a, b je volbou libovolného bodu [a, b] ve vnit°ku trojúhelníku
� s hrani£ními vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 1] (viz obrázek).
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�íslo 7m·ºe padnout £ty°mi r·znými zp·soby, pokud nepadne dvojka,

tedy |A ∩ B| = 4, |B| = 5 · 5 = 25, tedy

P(A|B) = 4
25
.

V²imn¥me si, ºe P(A) = 1
6 , tedy jevy A a B jsou závislé. □

1.44. Michal má dv¥ po²tovní schránky, jednu na gmail.com a jednu

na seznam.cz. Uºivatelské jméno má stejné na obou serverech, hesla

r·zná (ale nepamatuje si, které heslo má na kterém serveru). P°i zadá-

vání hesla p°i p°ístupu do schránky se splete s pravd¥podobností 5%
(tj. jestliºe chce zadat jemu známé slovo jako heslo, tak jej s pravd¥po-

dobností 95% skute£n¥ správn¥ na klávesnici zadá). Michal zadal na

serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu oznámil, ºe n¥co není

v po°ádku. Jaká je pravd¥podobnost, ºe cht¥l zadat správné heslo, ale

pouze se �p°eklepnul� p°i zadávání? (P°edpokládáme, ºe uºivatelské

jméno zadá vºdy bez chyby.)

�e²ení. Ozna£meA jev, ºeMichal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

²patné heslo. Tento jev je sjednocením dvou disjunktních jev·:

A1 : cht¥l zadat správné heslo a p°epsal se,

A2 : cht¥l zadat ²patné heslo (to z gmail.com) a bu¤ se p°epsal

nebo ne.

Hledáme tedy podmín¥nou pravd¥podobnost P(A1|A), ta je podle

vztahu pro podmín¥nou pravd¥podobnost rovna

P(A1|A) = P(A1 ∩ A)
P (A)

= P(A1)

P (A1 ∪ A2)
=

= P(A1)

P (A1)+ P(A2)
.

Pot°ebujeme tedy ur£it pravd¥podobnosti P(A1) a P(A2). Jev

A1 je konjunkcí (pr·nikem) dvou nezávislých jev·: Michal cht¥l

zadat správné heslo a Michal se p°i zadávání p°epsal. Dle zadání

je pravd¥podobnost prvního z nich 1/2, druhého 1/20, celkem

P(A1) = 1
2 · 1

20 = 1
40 (pravd¥podobnosti násobíme, protoºe

se jedná o nezávislé jevy). Dále je ze zadání P(A2) = 1
2 . Celkem

P(A) = P(A1) + P(A2) = 1
40 + 1

2 = 21
40 , a m·ºeme vy£íslit:

P(A1|A) = P(A1)

P (A)
=

1
40
21
40

= 1
21
. □

Metodu geometrické pravd¥podobnosti, (viz 1.21 m·ºeme pouºít

v p°ípad¥, ºe daný základní prostor sestává z nekone£n¥ mnoha ele-

mentárních jev·, které dohromady vypl¬ují n¥jakou oblast na p°ímce,

rovin¥, prostoru (u které umíme ur£it její délku, obsah, objem, . . . ).

P°edpokládáme, ºe pravd¥podobnost toho, ºe nastane elementární jev
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Úlohu si m·ºeme p°edstavit jako popis problému, kdy se
hodn¥ unavený ú£astník ve£írku nad ránem pokou²í dv¥ma °ezy
rozd¥lit párek na t°i díly pro sebe a své dva kamarády. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe se na n¥koho dostane aspo¬ p·lka?

Odpov¥¤ je docela jednoduchá: Podobn¥ jako u klasické
pravd¥podobnosti de�nujeme pravd¥podobnostní funkci
P : A→ R vztahem

P(A) = volA
vol�

,

kdeA jsou podmnoºiny v rovin¥, které odpovídají námi vybraným
jev·m.

Pot°ebujeme tedy znát plochu podmnoºiny, která odpovídá
bod·m s b ≥ a + 1

2 , tj. vnit°ku trojúhelníku A ohrani£eného vr-

choly [0, 1
2 ], [0, 1], [ 1

2 , 1]. Evidentn¥ dostáváme P(A) = 1
4 .

Zkuste si samostatn¥ odpov¥d¥t na otázku �pro jakou poºado-
vanou minimální délku intervalu (a, b) dostaneme pravd¥podob-
nost jedna polovina?�.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z ú£inných výpo£etních me-
tod p°ibliºných hodnot je naopak simulace známé tako-
véto pravd¥podobnosti pomocí relativní £etnosti nastou-
pení vhodn¥ zvoleného jevu. Nap°. známá formule pro ob-
sah kruhu o daném polom¥ru °íká, ºe obsah jednotkového

kruhu je roven práv¥ konstant¥
π = 3, 1415 . . . ,

která vyjad°uje pom¥r obsahu kruhu a druhé mocniny jeho po-
lom¥ru. (Tady si také pov²imn¥me východiska, které jsme nedo-
kázali � pro£ by m¥l být obsah kruhu roven konstantnímu ná-
sobku druhé mocniny polom¥ru? Matematicky to budeme um¥t
ukázat, aº zvládneme tzv. integrování. Experimentáln¥ si to ale
m·ºeme ov¥°it níºe uvedeným postupem s r·znými velikostmi
strany £tverce.)

Pokud zvolíme za� jednotkový £tverec a zaA pr·nik� a jed-
notkového kruhu se st°edem v po£átku, pak volA = 1

4π . Máme-li
tedy spolehlivý generátor náhodných £ísel mezi nulou a jedni£kou
a po£ítáme relativní £etnosti, jak £asto bude vzdálenost bodu [a, b]
(ur£eného vygenerovanou dvojicí a, b) od po£átkumen²í neº jedna,
tj. a2 + b2 < 1, pak výsledek bude p°i velkém po£tu pokus· s ve-
likou jistotou dob°e aproximovat £íslo 1

4π .
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z ur£ité podoblasti je rovna pom¥ru její velikosti (délce, obsahu, . . . )

k velikosti celého základního prostoru.

1.45. Z T¥²ína vyjíºdí vlaky co p·l hodinu (sm¥rem na Bohumín)

a z tohoto sm¥ru p°ijíºd¥jí také kaºdé p·l hodiny. P°edpokládejme, ºe

vlaky semezi t¥mito dv¥ma stanicemi pohybují rovnom¥rnou rychlostí

72 km/h a jsou dlouhé 100 metr·, cesta trvá 30 minut, vlaky se míjejí

n¥kde na trase. Nevyspalý hazardér Jarek si vybere jeden z t¥chto vlak·

a b¥hem cesty z T¥²ína do Bohumína náhodn¥ vystr£í hlavu z okna na

p¥t vte°in nad koleji²t¥ pro prot¥j²í sm¥r. Jaká je pravd¥podobnost, ºe

mu bude uraºena? (P°edpokládáme, ºe jiné neº zmín¥né vlaky na trati

nejezdí.)

�e²ení. Vzájemná rychlost protijedoucích vlak· je 40m/s, protije-
doucí vlak mine Jardovo okno za dv¥ a p·l sekundy. Prostor v²ech

moºností je tedy interval [0, 1800 s], prostor �p°íznivých� moºností

je potom interval délky 7,5 s leºící n¥kde uvnit° p°edchozí úse£ky.

Pravd¥podobnost uraºení hlavy je tedy 7, 5/1800 .= 0,004. □

1.46. Jednou denn¥ n¥kdy mezi osmou hodinou ranní a osmou ho-

dinou ve£erní vyjíºdí náhodn¥ autobus z Kolo£avy do Uºhorodu. Jed-

nou denn¥ ve stejném £asovém rozmezí jezdí jiný autobus náhodn¥

opa£ným sm¥rem. Cesta tam trvá p¥t hodin, zp¥t téº p¥t hodin. Jaká

je pravd¥podobnost, ºe se autobusy potkají, jezdí-li po stejné trase?

�e²ení. Prostor v²ech moºných jev· je £tverec 12 × 12, Ozna£íme-

li doby odjezdu obou autobus· x, resp. y, pak se tyto na trase

potkají práv¥ kdyº |x − y| ≤ 5. Tato nerovnost vymezuje

v daném £tverci oblast �p°íznivých jev·�. Obsah zbylé £ásti

spo£ítáme p°ímo jednodu²eji, nebo´ je sjednocením dvou pravo-

úhlých rovnoramenných trojúhelník· o odv¥snách délky 7, tedy

je roven 49, obsah £ásti odpovídající �p°íznivým jev·m� je tedy

144− 49 = 95, celkem je hledaná pravd¥podobnost p = 95
144

.= 0,66.

□

1.47. Dvoumetrová ty£ je náhodn¥ rozd¥lena na t°i díly. Ur£ete

pravd¥podobnost, ºe alespo¬ jeden díl bude nejvý²e 20 cm dlouhý.
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Numerickým postup·m zaloºeným na tomto principu se °íká
metody Monte Carlo.

5. Geometrie v rovin¥

Vposledních odstavcích jsme intuitivn¥ pouºívali elementární
pojmy z geometrie reálné roviny. Te¤ budeme po-
drobn¥ji zkoumat, jak se vypo°ádávat s pot°ebou po-
pisovat �polohu v rovin¥�, resp. dávat do souvislostí

polohy r·zných bod· roviny.
Nástrojem k tomu budou op¥t zobrazení, tentokrát to ale bu-

dou velice speciální pravidla p°i°azující dvojicím hodnot (x, y)
dvojice (w, z) = F(x, y). Zárove¬ p·jde o p°edzv¥st úvah z ob-
lasti matematiky, které se °íká lineární algebra a kterou se budeme
podrobn¥ zabývat v dal²ích t°ech kapitolách.

1.23. Vektorový prostor R2. Podívejme se na �rovinu� jakoºto
na mnoºinu dvojic reálných £ísel (x, y) ∈ R2. Budeme jim °íkat
vektory vR2. Pro takové vektory umíme de�novat s£ítání �po sloº-
kách�, tj. pro vektory u = (x, y) a v = (x′ , y′ ) klademe

u+ v = (x + x′ , y + y′ ).
Protoºe pro jednotlivé sloºky platí v²echny vlastnosti komutativní
grupy, evidentn¥ budou tyto vlastnosti platit i pro na²e nové s£ítání
vektor·. Zejména tedy máme tzv. nulový vektor 0 = (0, 0), je-
hoº p°i£tením k jakémukoliv vektoru v dostaneme op¥t vektor v.
Zám¥rn¥ te¤ pouºíváme tentýº symbol 0 pro vektor i jeho ska-
lární sloºky � z kontextu je vºdy jasné, jakou �nulu� máme kdy
na mysli.

Dále de�nujeme násobení vektor· a skalár· tak, ºe pro a ∈ R
a v = (x, y) ∈ R2 klademe

a · v = (ax, ay).
Zpravidla budeme znak · vynechávat a pouhé z°et¥zení znak· a v
bude ozna£ovat skalární násobek vektoru. P°ímo se ov¥°í dal²í
vlastnosti pro násobení skaláry a, b a s£ítání vektor· u, v, nap°.

a (u+ v) = a u+ a v, (a + b)u = a u+ b u, a(b u) = (ab)u,
kde op¥t pouºíváme stejný znak plus pro s£ítání vektor· i skalár·.

Tyto operace si m·ºeme dob°e p°edstavit, jestliºe uvaºujeme
vektory v jako ²ipky za£ínající v po£átku 0 = [0, 0]
a kon£ící v bod¥ [x, y] v rovin¥.

Takové ²ipky pak m·ºeme p°ikládat jednu za
druhou a to p°esn¥ odpovídá s£ítání vektor·. Náso-

bení skalárem a pak odpovídá nataºení dané ²ipky na a-násobek.
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�e²ení. Náhodné rozd¥lení ty£e na t°i díly je dáno dv¥ma body °ezu,

£ísly x a y (nejprve ty£ roz°ízneme ve vzdálenosti x od po£átku, nehý-

beme s ní a dále ji roz°ízneme ve vzdálenosti y od po£átku). Pravd¥po-

dobnostní prostor je tedy £tverec C o stran¥ 2 m. Umístíme-li £tverec

C tak, aby dv¥ jeho strany leºely na kartézských osách v rovin¥, tak

podmínka, ºe alespo¬ jeden díl má být nejvý²e 20 cm dlouhý, nám

vymezuje ve £tverci následující oblastO:

O = {(x, y) ∈ C | (x ≤ 20) ∨ (x ≥ 180) ∨ (y ≤ 20)∨
∨ (y ≥ 180) ∨ (|x − y|) ≤ 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujímá takto vymezená oblast 51
100 obsahu

£tverce.

□

E. Geometrie v rovin¥

Vra´me se na chvíli ke komplexním £ísl·m. Komplexní rovina je

totiº �normální� rovina, kde ov²em máme dáno n¥co navíc:

1.48. Interpretujte násobení imaginární jednotkou a vzetí komplexn¥

sdruºeného £ísla jako geometrickou transformaci v rovin¥.

�e²ení. Imaginární jednotka i odpovídá bodu (0, 1) a v²imn¥me si, ºe

vynásobení jakéhokoliv £ísla z = a + i b imaginární jednotkou dává

výsledek

i · (a + i b) = −b + i a
coº v interpretaci v rovin¥ znamená oto£ení bodu z o pravý úhel v klad-

ném smyslu, tj. proti sm¥ru hodinových ru£i£ek.

P°i°azení komplexn¥ sdruºeného £ísla je symetrie podle osy

reálných £ísel:

z = (a + i b) 7→ (a − i b) = z̄ . □

Nyní jeden známý, ale velmi p¥kný p°íklad.

1.49. Ur£ete sou£et úhl·, které v rovin¥R2 svírají s osou x postupn¥

vektory (1, 1), (2, 1) a (3, 1)

�e²ení. Uváºíme-li rovinu R2 jakoºto Gaussovu rovinu komplexních

£ísel, tak uvedené vektory odpovídají komplexním £ísl·m 1+ i, 2+ i
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Nyní m·ºeme ud¥lat podstatný krok: jestliºe si zapamatujeme
dva významné vektory e1 = (1, 0) a e2 = (0, 1), pak ka-
ºdý jiný vektor dostaneme jako

u = (x, y) = x e1 + y e2.

Výrazu napravo °íkáme lineární kombinace vektor· e1 a e2. Dvojici
vektor· e = (e1, e2) °íkáme báze vektorového prostoru R2.

Jestliºe si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které nejsou
jeden násobek druhého, tj. jinou bázi v R2, budeme moci ud¥lat
totéº. Lineární kombinace w = x u + y v nám pro v²echny r·zné
dvojice (x, y) dá práv¥ v²echny vektory w v rovin¥.

Nakonec m·ºeme nahlíºet vektory jako na²e ²ipky v abs-
traktní poloze, tj. zapomeneme na ztotoºn¥ní bod·
v rovin¥ s dvojicemi £ísel. Jenom budou na²e ²ipky
v²echny �upoutány� v bod¥ 0, který je zárove¬ nu-
lovým vektorem. Z·stanou nám operace s£ítání a ná-

sobení skaláry a teprve volbou báze e1, e2 ztotoºníme na²i rovinu
²ipek s R2.

1.24. A�nní rovina. Kdyº si pevn¥ vyvolíme n¥jaký vektor
u ∈ R2, m·ºeme jej p°i£ítat (tj. coby ²ipku p°ikládat) k libo-
volnému bodu P = [x, y]. Máme tak tedy s pevným vektorem
de�nované posunutí, které kaºdý bod roviny P zobrazí na P + u.

Zkusme te¤ úpln¥ zapomenout na sou°adnice a vnímat ce-
lou rovinu jako mnoºinu, na které fungují na²e po-
sunutí. Takovou mnoºinu A = R2 si m·ºeme p°ed-
stavit z pohledu pozorovatele, který sedí v n¥kterém
pevn¥ zvoleném míst¥ (m·ºeme mu °íkat t°eba bod

O = [x0, y0] ∈ R2). P°edpokládejme, ºe ji vnímá jako ne-
kone£nou desku bez jakýchkoliv zvolených m¥°ítek a popis· a je-
nom ví, co to znamená posunout se o libovolný násobek n¥jakého
vektoru u ∈ R2. Takové rovin¥ budeme °íkat �a�nní rovina�.

Aby mohl vid¥t kolem sebe �dvojice reálných £ísel�, musí
si vybrat n¥jaký bod E1, kterému °ekne �bod [1, 0]� a jiný bod
E2, kterému za£ne °íkat �bod [0, 1]�. Jinými slovy, zvolí si bázi
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)mezi vektory posunutí. Do v²ech ostat-
ních se pak dostane tak, ºe posko£í �a�krát ve sm¥ru e1� a pak
�b�krát ve sm¥ru e2� a takovému bodu bude °íkat �bod [a, b]�. Po-
kud to bude d¥lat obvyklým zp·sobem, nebude výsledek záviset na
po°adí, tzn. m·ºe také nap°ed jít b�krát ve sm¥ru e2 a pak teprve
ve sm¥ru e1.

To, co jsme popsali, se nazývá volba (a�nního) sou°adného
systému v rovin¥, bod O je jeho po£átkem, a obecn¥ kaºdý bod P
roviny je ztotoºn¥n s dvojicí £ísel [a, b], kterou také budeme psát
jako posunutí P −O.
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a 3 + i a máme najít sou£et jejich argument·, tedy podle Moivreovy

v¥ty argument jejich sou£inu. Jejich sou£in je (1+i) (2+i) (3+i) =
= (1+ 3i) (3+ i) = 10i, tedy ryze imaginární £íslo s argumentem

π/2 a tedy hledaný sou£et je roven práv¥ π/2. □

1.50. Napi²te obecnou rovnici p°ímky p : x = 2 − t, y = 1 + 3t,
t ∈ R.

�e²ení. Vektor (−1, 3) je sm¥rovým vektorem p°ímky p. Proto vek-

tor (3, 1) je jejím normálovým vektorem a obecná rovnice p°ím-

ky p má tvar

3x + y + c = 0

pro jisté c ∈ R. Tuto konstantu c ur£íme dosazením x = 2, y = 1
(p°ímka p prochází bodem [2, 1] daným volbou t = 0). Získáváme

tak c = −7 a následn¥ výsledek 3x + y − 7 = 0. □

1.51. Je dána p°ímka

p : [2, 0]+ t (3, 2), t ∈ R.

Ur£ete její obecnou rovnici a nalezn¥te pr·nik s p°ímkou

q : [−1, 2]+ s(1, 3), s ∈ R.

�e²ení. Sou°adnice bod· na p°ímce jsou dány dle daného parametric-

kého zadání jako x = 2+3t a y = 0+2t. Vylou£ením parametru t ze

soustavy t¥chto dvou rovnic dostáváme obecnou rovnici p°ímky p:

2x − 3y − 4 = 0.

Pr·nik s p°ímkou q získáme dosazením parametrického vyjád°ení

bod· p°ímky q, tedy x = −1 + s a y = 2 + 3s, do obecné rovnice

p°ímky p:

2(−1+ s)− 3(2+ 3s)− 4 = 0,

odkud s = −12/7 a dosazením do parametrického vyjád°ení p°ímky

q dostáváme sou°adnice pr·se£íku P :

P = [− 19
7 ,− 22

7

]
. □

1.52. Stanovte pr·se£ík p°ímek

p : x + y − 4 = 0, q : x = −1+ 2t, y = 2+ t, t ∈ R.

�e²ení. Nejd°íve poznamenejme, ºe sm¥rovým vektorem p°ímky p je

up = (1,−1) (libovolný nenulový vektor kolmý k vektoru (1, 1)
z obecné rovnice p°ímky) a sm¥rovým vektorem p°ímky q je

uq = (2, 1). To, ºe vektor up není násobkem vektoru uq , pak

zaru£uje, ºe se p°ímky protínají (p°ímky nejsou rovnob¥ºné).
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Budeme dále pracovat v pevn¥ zvolených sou°adnicích, tj.
s dvojicemi reálných £ísel, ale pro lep²í orientaci budeme vektory
zapisovat s kulatými závorkami místo hranatých u sou°adnic bod·
v a�nní rovin¥.

1.25. P°ímky v rovin¥. Kdyº se ná² pozorovatel umí posouvat
o libovolný násobek pevného vektoru, pak také ví, co je to
p°ímka.

Je to podmnoºina p ⊆ A v rovin¥ taková, ºe existují
bod O a nenulový vektor v takové, ºe

p = {P ∈ A; P −O = t · v, t ∈ R}.
Popi²me si P = P(t) ∈ p ve zvolených sou°adnicích s volbou

v = (α, β):
x(t) = x0 + α · t, y(t) = y0 + β · t.

Protoºe vektor v = (α, β) je nenulový, musí být aspo¬ jedno
z £ísel α, β r·zné od nuly. Kdyº pro ur£itost p°edpokládáme, ºe
t°eba α ̸= 0, pak vylou£íme t z parametrického vyjád°ení pro x a
y a jednoduchým výpo£tem dostaneme

−βx + αy = −βx0 + αy0.

To je obecná rovnice p°ímky

(1.13) ax + by = c
se známým vztahem dvojice £ísel (a, b) = (−β, α) a sm¥rového
vektoru p°ímky v = (α, β)
(1.14) aα + bβ = 0.
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Bod [x, y] je hledaným pr·se£íkem, práv¥ kdyº jeho sou°adnice

vyhovují rovnici p°ímky p a sou£asn¥ existuje reálné £íslo t, pro které

x = −1+ 2t, y = 2+ t.
Dosadíme-li odsud do obecné rovnice p, obdrºíme

(−1+ 2t)+ (2+ t)− 4 = 0.

Této rovnici vyhovuje práv¥ t = 1, coº dává pr·se£ík se sou°adnicemi

x = 1, y = 3. □

1.53. Najd¥te obecnou rovnici p°ímky p, jeº prochází bodem [2, 3]
a je rovnob¥ºná s p°ímkou x − 3y + 2 = 0, a parametrickou rovnici

p°ímky q procházející body [1, 3] a [−2, 1].

�e²ení. Kaºdá p°ímka rovnob¥ºná s p°ímkou x−3y+2 = 0 je zadána
rovnicí

x − 3y + c = 0

pro n¥jaké c ∈ R. P°ímka p prochází bodem [2, 3]. Musí tedy platit

2− 3 · 3+ c = 0, tj. c = 7.

Pro p°ímku q lze ihned uvést její parametrické vyjád°ení

q : [1, 3]+ t (1− (−2), 3− 1) = [1, 3]+ t (3, 2) , t ∈ R. □

1.54. Zjist¥te, zda n¥které z p°ímek

p1 : 2x + 3y − 4 = 0, p2 : x − y + 3 = 0,

p3 : −2x + 2y = −6, p4 : −x − 3
2
y + 2 = 0,

p5 : x = 2+ t, y = −2− t, t ∈ R

(ne)jsou totoºné.

�e²ení. Je vid¥t, ºe

−2 ·
(
−x − 3

2
y + 2

)
= 2x + 3y − 4.

Obecné rovnicep1 a p4 tudíº zadávají stejnou p°ímku. Normálový vek-

tor p°ímky p1 je (2, 3), pro p°ímku p2 je (1,−1), pro p3 je (−2, 2)
a prop5 je (1, 1) (kolmý vektor k vektoru (1,−1)). P°ímkyp2 ap3 jsou

rovnob¥ºné (normálový vektor jedné je násobkem normálového vek-

toru druhé). Dal²í dvojice rovnob¥ºných p°ímek neexistují. Nebo´

soustava

x − y + 3 = 0, −2x + 2y + 6 = 0

zjevn¥ nemá °e²ení, p°ímky p1 a p4 tvo°í jedinou dvojici totoºných

p°ímek. □
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Výraz nalevo v rovnici p°ímky (1.13) m·ºeme vid¥t jako ska-
lární funkci F závislou na bodech v rovin¥ a s hod-
notami v R, samu rovnici pak jako poºadavek na její
hodnotu. �asem uvidíme, ºe vektor (a, b) je v tomto
p°ípad¥ práv¥ sm¥rem, ve kterém F nejrychleji roste.

Proto bude sm¥r kolmý na (a, b) práv¥ tím sm¥rem, ve kterém
z·stává na²e funkce F konstantní. Konstanta c pak ur£uje, kterou
ze v²ech rovnob¥ºných p°ímek rovnice ur£uje.

M¥jme nyní dv¥ p°ímky p a q a ptejme se po jejich pr·niku
p ∩ q. Ten bude popsán jako bod, spl¬ující ob¥ rovnice p°ímek
sou£asn¥. Pi²me je takto

(1.15)
ax + by = r,
cx + dy = s.

Op¥t m·ºeme levou stranu vnímat jako p°i°azení, které kaºdé dvo-
jici sou°adnic [x, y] bod· P v rovin¥ p°i°adí vektor hodnot dvou
skalárních funkcí F1 a F2 daných levými stranami jednotlivých
rovnic (1.15). M·ºeme tedy na²e rovnice napsat jako jediný vztah
F(v) = w, kde F je p°i°azení, které vektor v popisující polohu
obecného bodu v rovin¥ (v na²ich sou°adnicích) zobrazí na vektor
zadaný levou stranou rovnic, a poºadujeme, aby se toto zobrazení
stre�lo do p°edem zadané hodnoty w = (r, s).
1.26. Lineární zobrazení amatice. P°i°azeníF , se kterými jsme

pracovali p°i popisu pr·niku p°ímek, mají jednu ve-
lice podstatnou spole£nou vlastnost: respektují ope-
race s£ítání a násobení s vektory a skaláry, tj. respek-

tují lineární kombinace:

F(a · v + b · w) = a · F(v)+ b · F(w)
pro v²echna a, b ∈ R, v,w ∈ R2. �íkáme, ºe F je lineární zob-
razení z R2 do R2, a pí²eme F : R2 → R2. Slovy lze podmínku
také vyjád°it tak, ºe lineární kombinace vektor· se zobrazuje na
tutéº lineární kombinaci jejich obraz·, tj. lineární zobrazení jsou
ta zobrazení, která zachovávají lineární kombinace.

Se stejným chováním jsme se setkali i v rovnici (1.13) pro
p°ímku, kde ²lo o lineární zobrazení F : R2 → R a jeho p°edepsa-
nou hodnotu c. To je také d·vodem, pro£ jsou hodnoty zobrazení
z = F(x, y) na obrázku vyobrazeny jako rovina v R3.

Stru£n¥ budeme zapisovat taková zobrazení pomocí tzv.matic
a jejich násobení. Maticí rozumíme obdélníkové schéma skalár·,
nap°.

A =
(
a b

c d

)
nebo v =

(
x

y

)
,

hovo°íme o (£tvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v. Jejich
násobení de�nujeme takto:

A · v =
(
a b

c d

)
·
(
x

y

)
=
(
ax + by
cx + dy

)
.

Podobn¥, m·ºeme místo vektoru v zprava násobit jinou maticí B
stejného rozm¥ru jako je A. Prost¥ aplikujeme p°edchozí formule
po jednotlivých sloupcích matice B a obdrºíme jako výsledek op¥t
£tvercovou matici.

Neumíme násobit vektor v zprava maticí A protoºe nám ne-
vychází po£ty skalár· na °ádcích v s po£ty skalár· ve
sloupcích A. Umíme v²ak napsat vektor w do °ádku
skalár· (tzv. transponovaný vektor) wT = (a, b) a ten
zprava na²imi maticemi A nebo vektory v jiº násobit

umíme.
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1.55. Ur£ete p°ímku p, která je kolmá k p°ímce q : 6x−7y+13 = 0
a prochází bodem [−6, 7].

�e²ení. Protoºe normálový vektor p°ímky q je sm¥rový vektor p°ím-

ky p, m·ºeme bezprost°edn¥ napsat výsledek

p : x = −6+ 6t, y = 7− 7t, t ∈ R. □

1.56. Udejte p°íklad £ísel a, b ∈ R, pro n¥º je vektor u normálovým

vektorem p°ímky AB, je-li A = [1, 2], B = [2b, b], u = (a − b, 3).

�e²ení. Sm¥rovým vektorem p°ímky AB je (2b − 1, b − 2)
(tento vektor je vºdy nenulový), a proto jejím normálovým vektorem

je (2 − b, 2b − 1). Poloºíme-li

2− b = a − b, 2b − 1 = 3,

dostáváme a = b = 2. □

1.57. Ur£ete vzájemnou polohu p°ímek p a q v rovin¥, jestliºe je

p : 2x−y−5 = 0 a q : x+2y−5 = 0. Pokud se jedná o r·znob¥ºky,
nalezn¥te sou°adnice jejich pr·se£íku.

�e²ení. Z obecných rovnic p°ímek p, q známe jejich normálové vek-

tory (2,−1), (1, 2). P°ímky jsou rovnob¥ºné práv¥ tehdy, je-li normá-

lový vektor jedné násobkem normálového vektoru druhé, coº z°ejm¥

pro p°ímky p, q spln¥no není. Jde tedy o r·znob¥ºky. Pr·se£ík nalez-

neme vy°e²ením soustavy

2x − y − 5 = 0, x + 2y − 5 = 0.

Kdyº z první rovnice vyjád°íme y = 2x−5 a dosadíme za y do druhé,

získáme

x + 2(2x − 5)− 5 = 0, tj. x = 3.

Poté snadno ur£íme y = 2 · 3 − 5 = 1. P°ímky se tak protínají v bo-

d¥ [3, 1]. □

1.58. Uvaºujme rovinu R2 se standardní soustavou sou°adnic.

Z po£átku [0, 0] je vyslán laserový paprsek ve sm¥ru (3, 1). Dopadne
na zrcadlovou p°ímku p danou parametricky jako

p : [4, 3]+ t (−2, 1)

a poté se odrazí (úhel dopadu je shodný s úhlem odrazu). V jakém bod¥

dopadne odraºený paprsek na p°ímku q danou parametricky jako

q : [7,−10]+ t (−1, 6)?

�e²ení. Sm¥r paprsku svírá s p°ímkou p úhel 45◦, odraºený paprsek
tedy bude kolmý na dopadající, jeho sm¥rový vektor bude (1,−3) (Po-
zor na orientaci! Daný sm¥rový vektor m·ºeme téº získat nap°íklad
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Snadno ov¥°íme tzv. asociativitu násobení (propo£ítejte pro
obecné matice A, B a vektor v detailn¥):

(A · B) · v = A · (B · v).
Místo vektoru v m·ºeme samoz°ejm¥ psát i libovolnou matici C
správného rozm¥ru. Stejn¥ snadno je vid¥t i distributivita

A · (B + C) = A · B + A · C.
Neplatí v²ak komutativita a existují �d¥litelé nuly�. Nap°.(

0 1
0 0

)
·
(

0 0
0 1

)
=
(

0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
·
(

0 1
0 0

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Zejména vidíme, ºe násobení vektor· pevnou maticí zadává
lineární zobrazení, a naopak, pomocí hodnot lineárního zobrazení
F na dvou pevných vektorech báze uº dostaneme celé p°íslu²né
zobrazení. Body v rovin¥ jsou tedy obecn¥ vzory hodnot lineár-
ních zobrazení F roviny do roviny, p°ímky jsou obecn¥ vzory hod-
not lineárních zobrazení z roviny do reálné p°ímky R. S maticemi
a vektory umíme rovnice pro p°ímky a body psát

wT · v = (a b
) · (x

y

)
= c,

A · v =
(
a b

c d

)
·
(
x

y

)
=
(
r

s

)
= u.

Ve zvlá²tních situacích tomu tak být nemusí. Tak t°eba pr·ni-
kem dvou stejných p°ímek je op¥t sama p°ímka (a vzorem vhodné
hodnoty pro takové lineární zobrazení bude celá p°ímka), nulové
zobrazení má za vzor nuly celou rovinu. V prvém p°ípad¥ to po-
známe tak, ºe jsou nalevo v rovnicích (1.15) stejné výrazy aº na
skalární násobek (nebo jinak °e£eno, °ádky matice A jsou stejné
aº na skalární násobek). V takovém p°ípad¥ bu¤ nebude v pr·niku
p°íslu²ných p°ímek ºádný bod (rovnob¥ºné r·zné p°ímky) nebo
tam budou v²echny body p°ímky (stejné p°ímky). Tuto podmínku
m·ºe vyjád°it tak, ºe pom¥ry a/c a b/d musí být stejné, neboli

(1.16) ad − bc = 0.

V²imn¥me si, ºe toto vyjád°ení uº zahrnuje i p°ípady, kdy c nebo
d je nulové.

1.27. Determinant matice. Výrazu nalevo v (1.16) °íkáme deter-
minant matice A a pí²eme pro n¥j

detA =
∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ = ad − bc.
Na²i diskusi te¤ m·ºeme vyjád°it takto:

Tvrzení. Determinant je skalární funkce detA de�novaná na
v²ech £tvercových maticích A a rovnice A · v = u je jednozna£n¥
°e²itelná, práv¥ kdyº je detA ̸= 0.

Zkuste promyslet, ºe pro tuto úvahu bylo podstatné, ºe pra-
cujeme s polem skalár·. Nap°íklad nad celými £ísly
obecn¥ neplatí. Kdyº prost¥ spo£teme °e²ení rovnic
s celo£íselnými koe�cienty (tj. matice A má pouze
celo£íselné vstupy), tak toto °e²ení celo£íselné být ne-

musí.
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zrcadlením (osovou symetrií) podle kolmého vektoru k p°ímce p.). Pa-

prsek dopadne v bod¥ [6, 2], odraºený paprsek tedy bude mít rovnici

[6, 2]+ t (1,−3), t ≥ 0.

Pr·nik p°ímky dané odraºeným paprskem s p°ímkou q je bod [4, 8],
coº je mimo polop°ímku, která je daná odraºeným paprskem (t = −2).
Odraºený paprsek tedy p°ímku q neprotne. □
Poznámka. Odraz paprsku v t°írozm¥rném prostoru je studován

v p°íkladu ∥3.42∥.
1.59. Z bodu [−2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantní rychlostí

1 ms−1 ve sm¥ru (3, 2) úse£ka délky 1. Rovn¥º v poledne vyrazila

z bodu [5,−2] druhá úse£ka délky 1 ve sm¥ru (−1, 1), ov²em dvojná-

sobnou rychlostí. Srazí se?

�e²ení. P°ímky, po kterých se pohybují dané úse£ky, m·ºeme popsat

parametrickým vyjád°ením:

p : [−2, 0]+ r(3, 2),

q : [5,−2]+ s(−1, 1).

Obecná rovnice p°ímky p je

2x − 3y + 4 = 0.

Dosazením parametrického vyjád°ení p°ímky q získáme pr·se£ík

P = [1, 2].
Nyní se snaºme zvolit jediný parametr t pro ob¥ úse£ky tak,

aby nám odpovídající bod na p°ímkách p, resp. q, popisoval polohu

po£átku první, resp. druhé, úse£ky v £ase t. V £ase 0 je první úse£ka

v bod¥ [−2, 0], druhá v bod¥ [5,−2]. Za £as t sekund urazí první

úse£ka t jednotek délky ve sm¥ru (3, 2) druhá pak 2t jednotek délky

ve sm¥ru (−1, 1). Odpovídající parametrizace jsou tedy

p : [−2, 0]+ t√
13
(3, 2),

q : [5,−2]+ t√2(−1, 1).

Po£átek první úse£ky dorazí do bodu [1, 2] v £ase t1 =
√

13 s, po£átek
druhé úse£ky v £ase t = 2

√
2 s, tedy více neº o p·l vte°iny d°íve.

Tedy v dob¥, kdy dorazí do pr·se£íku P po£átek první úse£ky, bude

jiº konec druhé úse£ky pry£ a úse£ky se tak nesrazí. □

1.60. Rovinný fotbalista vyst°elí mí£ z bodu F = [1, 0] ve sm¥ru

(3, 4) na bránu (úse£ku) ohrani£enou body A = [23, 36] a

B = [26, 30]. Sm¥°uje mí£ do brány?

�e²ení. Vzhledem k tomu, ºe se situace odehrává v prvním kvadrantu,

sta£í uvaºovat sm¥rnice vektor· F⃗A, (3, 4), F⃗B. Tvo°í-li (v tomto

po°adí) bu¤ rostoucí nebo klesající posloupnost, mí£ sm¥°uje na bránu.
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1.28. A�nní zobrazení. Podíváme se, jak maticová symbolika
umoº¬uje pracovat s jednoduchými zobrazeními
v a�nní rovin¥. Vid¥li jsme, ºe násobením maticí
je dáno lineární zobrazení. Posunutí v a�nní rovin¥

R2 o pevný vektor t = (r, s) ∈ R2 umíme v maticové form¥ také
snadno zapsat:

P =
(
x

y

)
7→ P + t =

(
x

y

)
+
(
r

s

)
=
(
x + r
y + s

)
.

Jestliºe k výsledku lineárního zobrazení je²t¥ dovolíme p°i£íst
pevný vektor t = (r, s), pak na²e zobrazení bude mít tvar

v =
(
x

y

)
7→ A · v + t =

(
ax + by + r
cx + dy + s

)
.

Takto jsou popsána práv¥ v²echna tzv. a�nní zobrazení roviny do
sebe.

Taková zobrazení nám umoºní p°epo£ítávání sou°adnic vznik-
lých r·znými volbami po£átk· a bází sm¥r· pro po-
sunutí. Co se stane, kdyº ná² pozorovatel z odstavce
1.23 bude tutéº rovinu shlíºet z jiného bodu nebo si
aspo¬ vybere jiné bodyE1,E2? Zkuste si promyslet,

ºe na úrovni sou°adnic to skute£n¥ bude práv¥ zm¥na realizovaná
pomocí a�nního zobrazení. �asem budeme vid¥t obecné d·vody,
pro£ tomu tak je ve v²ech dimenzích.

1.29. Euklidovská rovina. P°idejme nyní schopnost na²eho po-
zorovatele vid¥t vzdálenosti. Nap°. m·ºe v¥°it obvyklému vzorci
pro velikost vektoru v = (a, b)

∥v∥ =
√
a2 + b2

v jím zvolených a�nních sou°adnicích. Okamºit¥ pak m·ºeme de-
�novat pojmy jako jsou úhel a oto£ení v rovin¥.

Jednodu²e si to m·ºeme p°edstavit takto: ná² £lov¥k se roz-
hodne o n¥jakých bodechE1 aE2, ºe jsou od n¥j ve
vzdálenosti jedna, a zárove¬ si °ekne, ºe jsou na sebe
kolmé. Vzdálenosti ve sm¥rech sou°adných os pak

jsou dány p°íslu²ným pom¥rem, obecn¥ pouºívá Euklidovu (nebo
Pythagorovu) v¥tu. Odtud vyjde práv¥ vý²e uvedený vzorec.
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Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coº je klesající posloupnost,
mí£ tedy sm¥°uje do brány. □

1.61. Upravte (A− B)T · 2C · u, p°i£emº

A =
(

0 5
−2 2

)
, B =

(
2 0
−1 1

)
,

C =
(

2 −2
4 5

)
, u =

(
3
2

)
.

�e²ení. Dosazením

A − B =
(−2 5
−1 1

)
, (A − B)T =

(−2 −1
5 1

)
,

2C =
(

4 −4
8 10

)
a násobením matic dostáváme

(A − B)T · 2C · u =
(−2 −1

5 1

)
·
(

4 −4
8 10

)
·
(

3
2

)
=
(−52

64

)
.

□

1.62. Uve¤te p°íklad matic A a B, pro n¥º

(a) (A+ B) · (A− B) ̸= A · A − B · B,
(b) (A+ B) · (A+ B) ̸= A · A + 2A · B + B · B.

�e²ení. P°ipome¬me, ºe uvaºujeme dvojrozm¥rné (£tvercové) mati-

ce A a B. Pro libovolné matice A a B ov²em platí

(A+ B) · (A− B) = A · A − A · B + B · A − B · B.
Identitu

(A+ B) · (A− B) = A · A − B · B
tak dostaneme, práv¥ kdyº je−A ·B +B ·A nulovou maticí, tj. práv¥

kdyº matice A a B komutují. P°íkladem hledaných matic jsou tedy

práv¥ ty dvojicematic, které nekomutují (matice sou£inu se p°i zám¥n¥

po°adí násobených matic zm¥ní). M·ºeme nap°. zvolit

A =
(

1 2
3 4

)
, B =

(
4 3
2 1

)
,

nebo´ p°i této volb¥ je

A · B =
(

8 5
20 13

)
, B · A =

(
13 20
5 8

)
.

Analogicky pro kaºdou dvojici matic A, B platí

(A+ B) · (A+ B) = A · A + A · B + B · A + B · B.
To znamená, ºe

(A+ B) · (A+ B) = A · A + A · B + A · B + B · B
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Ná² pozorovatel roviny m·ºe samoz°ejm¥ postupovat i jinak.
M·ºe pouºít n¥jaký standard pro skute£né m¥°ení vzdálenosti
bod· P aQ v rovin¥ a °íci, ºe to je práv¥ velikost vektoruQ− P ,
který pot°ebujeme na posunutí z P do Q. Pak si vybere n¥jaký
z vektor·, které skute£n¥ mají velikost 1 a t°eba pomocí trojúhel-
níku o stranách s velikostmi 3, 4 a 5 zkonstruuje kolmý vektor o ve-
likosti jedna a dále pokra£uje jako vý²e.

Euklidovská rovina je a�nní rovina s vý²e zavedeným pojmem
vzdálenosti.

1.30. Úhel vektor·. Jak jsme jiº pouºívali p°i diskusi komplex-
ních £ísel coby bod· v rovin¥, tzv. goniometrická
funkce cosφ je dána hodnotou reálné první sou°ad-
nice jednotkového vektoru, jehoº úhel s vektorem
(1, 0) je φ.

Zjevn¥ je pak druhá sou°adnice takového vektoru dána reálnou
hodnotou 0 ≤ sinφ ≤ 1 spl¬ující

(cosφ)2 + (sinφ)2 = 1.

Obecn¥ pak pro dva vektory v a w m·ºeme jejich úhel popsat
pomocí sou°adnic v = (vx, vy), w = (wx, wy) takto:

cosφ = vxwx + vywy
∥v∥ · ∥w∥ .

Tento vztah si snadno ov¥°íme, pokud v¥°íme, ºe oto£ení ro-
viny kolem po£átku nem¥ní úhly. Pak totiº m·ºeme
nap°ed libovoln¥ zvolené vektory vynásobit vhodnými
skaláry tak, abychom dostali vektory velikosti jedna
(ná² vzorec totiº po násobení vektor· libovolnými ska-

láry dává pochopiteln¥ nem¥nné výsledky). Poté m·ºeme vhod-
ným oto£ením na²í roviny dosáhnout toho, ºe první z vektor· bude
práv¥ prvním bázovým vektorem (1, 0). Potom dává ná² vzorec

cosφ = wx

∥w∥ ,

coº je pouze opakováním de�nice funkce cosφ.

1.31. Rotace kolem bodu v rovin¥. Matici libovolného známého
zobrazení F : R2 → R2 lze vcelku snadno uhádnout: Je-li to-
tiº výsledkem matice se sloupci (a, c) a (b, d), pak první sloupec
dostaneme násobením této matice s prvním vektorem báze (1, 0)
a druhý je vy£íslením na druhém vektoru báze (0, 1).
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je spln¥no tehdy a jenom tehdy, kdyºA·B = B ·A. Ve druhém p°ípad¥

jsou tak hledané dvojice matic A,B zcela totoºné s p°ípadem prvním.

□

1.63. Rozhodn¥te, zda jsou zobrazení F,G : R2 → R2 zadaná

p°i°azeními

F :
(
x

y

)
7→

(
7x − 3y
−2x + 5y

)
, x, y ∈ R,

G :
(
x

y

)
7→

(
2x + 2y − 4
4x − 9y + 3

)
, x, y ∈ R

lineární.

�e²ení. Pro libovolný vektor (x, y)T ∈ R2 m·ºeme vyjád°it

F

((
x

y

))
=
(

7 −3
−2 5

)
·
(
x

y

)
,

G

((
x

y

))
=
(

2 2
4 −9

)
·
(
x

y

)
+
(−4

3

)
.

Odtud vyplývá, ºe ob¥ zobrazení jsou a�nní. P°ipome¬me, ºe a�nní

zobrazení je lineární, práv¥ kdyº se nulový vektor zobrazí sám na sebe.

Víme, ºe platí

F

((
0
0

))
=
(

0
0

)
, G

((
0
0

))
=
(−4

3

)
,

a proto je zobrazení F je lineární, zobrazení G nikoli. □

1.64. Spo£t¥te délky stran trojúhelníka s vrcholy

A = [2, 2] B = [3, 0] C = [4, 3].

�e²ení. Uºitím známého vzorce pro velikost vektoru

||u || =
√
u2

1 + u2
2, u = (u1, u2) ∈ R2

obdrºíme výsledky

|AB| = ||A− B|| = √(2− 3)2 + (2− 0)2 = √5,
|BC| = ||B − C|| = √(3− 4)2 + (0− 3)2 = √10,
|AC| = ||A− C|| = √(2− 4)2 + (2− 3)2 = √5 . □

1.65. Rovnob¥ºníková rovnost. Dokaºme jako ilustraci na²ich ná-

stroj· tzv. �rovnob¥ºníkovou rovnost�: Jsou-li u, v ∈ R2, pak:

2(∥u∥2 + ∥v∥2) = ∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2.

Neboli sou£et druhýchmocnin délek úhlop°í£ek rovnob¥ºníka je roven

dvojnásobku sou£tu druhých mocnin délek jeho stran.
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Z obrázku je proto vid¥t, ºe pro rotaci o úhel ψ proti sm¥ru
hodinových ru£ek jsou v matici sloupce(

a b

c d

)(
1
0

)
=
(

cosψ
sinψ

)
,

(
a b

c d

)(
0
1

)
=
(− sinψ

cosψ

)
Sm¥r proti sm¥ru hodinových ru£ek ozna£ujeme jako kladný sm¥r
rotace, opa£ný je pak záporný. Proto dostáváme tvrzení:

Matice rotace

Rotace o p°edem daný úhelψ v kladném sm¥ru kolem po£átku
sou°adnic je dána maticí Rψ :

v =
(
x

y

)
7→ Rψ · v =

(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
·
(
x

y

)
.

Nyní, kdyº uº víme, jak vypadá matice oto£ení v rovin¥,
m·ºeme ov¥°it, ºe oto£ení zachovává vzdále-
nosti a úhly (de�nované p°ede²lým vzorcem).
Ozna£íme-li obraz vektoru v jako

v′ =
(
v′
x

v′
y

)
= Rψ · v =

(
vx cosψ − vy sinψ
vx sinψ + vy cosψ

)
a podobn¥ w′ = Rψ · w, pak lze snadno p°epo£ítat, ºe opravdu
platí

∥v′∥ = ∥v∥,
v′
xw

′
x + v′

yw
′
y = vxwx + vywy .

P°edchozí výraz lze pomocí vektor· amatic napsat následovn¥

(Rψ · w)T (Rψ · v) = wT v.
Transponovaný vektor (Rψ · w)T je roven wT · RTψ , kde RTψ je
tzv. transponovaná matice k matici Rψ . To je matice, jejíº °ádky
tvo°í sloupce p·vodní matice a sloupce naopak tvo°í °ádky p·vodní
matice. Vidíme tedy, ºe matice oto£ení spl¬ují vztah RTψ ·Rψ = I ,
matice I (n¥kdy pí²eme prost¥ 1 a máme tím na mysli jednotku
v okruhu matic) je tzv. jednotková matice

I =
(

1 0
0 1

)
.
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�e²ení. Rozepsáním obou stran rovnice do sou°adnic u = (u1, u2),

v = (v1, v2) obdrºíme:

2(∥u∥2 + ∥v∥2) = 2(u2
1 + u2

2 + v2
1 + v2

2) =
= u2

1 + 2u1v1 + v2
1 + u2

2 + 2u2v2 + v2
2+

+ u2
1 − 2u1v1 + v2

1 + u2
2 − 2u2v2 + v2

2 =
= (u1 + v1)

2 + (u2 + v2)
2+

+ (u1 − v1)
2 + (u2 − v2)

2 =
= ∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2.

□

1.66. Ur£ete úhel, který svírají vektory

(a) u = (−3,−2), v = (−2, 3);
(b) u = (2, 6), v = (−3,−9).

�e²ení. Hledaný úhel φ vypo£ítáme ze vzorce (1.36). V²imn¥me si,

ºe vektor (−3,−2) m·ºeme získat tak, ºe zam¥níme po°adí sou°ad-

nic ve vektoru (−2, 3) a jednu z nich vynásobíme £íslem −1. To je

ov²em úprava, která se provádí, kdyº chceme ze sm¥rového vektoru

p°ímky získat normálový (nebo naopak). Vektory ve variant¥ (a) jsou

tedy kolmé, tj. φ = π/2. Nebo´ −3 · (2, 6) = 2 · (−3,−9), je ve

variant¥ (b) vektor u násobkem vektoru v. Pokud jeden vektor p°ejde

na druhý tak, ºe ho vynásobíme kladným £íslem, svírají tyto vektory

evidentn¥ nulový úhel. V na²em p°íkladu je t°eba násobit záporným

£íslem, coº bezprost°edn¥ dává φ = π . □

1.67. Ur£ete úhel (odchylku) φ, který svírají úhlop°í£ky A3A7 a

A5A10 pravidelného dvanáctiúhelníku A0A1A2 . . . A11.

�e²ení. Odchylka nezávisí na velikosti daného dvanáctiúhelníku.

Volme dvanáctiúhelník vepsaný do kruºnice o polom¥ru 1. Jako
v p°edchozím p°íklad¥ ur£íme sou°adnice jeho vrchol· a podle vzorce

snadno dopo£ítáme, ºe cosφ = 1
2
√

2+√
3
, tedy φ = 75◦.

Jiné °e²ení. Úlohu lze °e²it £ist¥ metodami syntetické geometrie:

ozna£íme S st°ed dvanáctiúhelníku a T pr·se£ík úhlop°í£ek A3A7 a

A5A10. Nyní | ̸ A7A5A10| = 45◦ (obvodový úhel p°íslu²ný st°edo-

vému úhlu A7SA10, který je pravý), dále |̸ A5A7A3| = 30◦ (obvo-

dový úhel p°íslu²ný st°edovému úhlu A5SA3, jehoº velikost je 60◦).
Velikost úhlu A5TA7 je pak dopl¬kem vý²e zmín¥ných úhl· do 180◦,
tedy je rovna 105◦. Hledaná odchylka je pak 180◦ − 105◦ = 75◦. □

1.68. Zjist¥te, jaká lineární zobrazení R2 do R2 jsou zadána mati-

cemi (tj. popi²te jejich geometrický význam)

A1 =
(

1 0
0 0

)
, A2 =

(−1 0
0 1

)
, A3 =

(√
2

2 −
√

2
2√

2
2

√
2

2

)
.
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Tím jsme odvodili pozoruhodné tvrzení � matice F s vlastností,
ºe F · Rψ = I (budeme takové °íkat inverzní matice k matici ro-
tace Rψ ) je maticí transponovanou k p·vodní. To je logické, nebo´
inverzní zobrazení k rotaci o úhel ψ je op¥t rotace, ale o úhel −ψ,
tj. inverzní matice RTψ je rovna matici

R−ψ =
(

cos(−ψ) − sin(−ψ)
sin(−ψ) cos(−ψ)

)
=
(

cosψ sinψ
− sinψ cosψ

)
.

Pokud bychom cht¥li zapsat rotaci kolem jiného bodu
P = O + w, P = [wx, wy] op¥t pomocí matice, snadno
napí²eme pot°ebný vzorec pomocí posunutí:

Sta£í si k tomu uv¥domit, ºe m·ºeme místo rotace kolem da-
ného bodu P nap°ed posunout P do na²eho po£átku, pak provést
rotaci a pak ud¥lat opa£né posunutí, kterým celou rovinu vrátíme
tam, kde m¥la celou dobu být, viz obrázek. Po£ítejme tedy

v =
(
x

y

)
7→ v − w 7→ Rψ · (v − w)
7→ Rψ · (v − w)+ w =
=
(

cosψ(x − wx)− sinψ(y − wy)+ wx
sinψ(x − wx)+ cosψ(y − wy))+ wy

)
.

1.32. Zrcadlení. Dal²ím dob°e známým p°íkladem zobrazení,
která zachovávají velikosti, je tzv. zrcadlení vzhledem
k p°ímce. Op¥t nám bude sta£it popsat zrcadlení
vzhledem k p°ímkám procházejícím po£átkem O

a ostatní se z nich odvodí pomocí posunutí, resp.
rotací.

Hledejme tedy matici Zψ zrcadlení vzhledem k p°ímce s jed-
notkovým sm¥rovým vektorem v svírajícím úhel ψ s vektorem
(1, 0). Nejprve si uv¥domme, ºe

Z0 =
(

1 0
0 −1

)
.
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�e²ení. Nech´ (x, y)T je nadále libovolný reálný vektor. Pro matici

A1 dostáváme (
x

y

)
7→

(
1 0
0 0

)
·
(
x

y

)
=
(
x

0

)
,

coº znamená, ºe lineární zobrazení, které tato matice zadává, je

(kolmá) projekce na osu x. Podobn¥ vidíme, ºe matice A2 ur£uje zrca-

dlení vzhledem k ose y, protoºe(
x

y

)
7→

(−1 0
0 1

)
·
(
x

y

)
=
(−x
y

)
.

Matici A3 lze vyjád°it ve tvaru(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
pro φ = π/4, a tudíº zadává oto£ení roviny kolem po£átku o úhel π/4
(v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinových ru£i£ek). □

1.69. Bu¤ dán pravidelný ²estiúhelník ABCDEF (vrcholy jsou

ozna£eny po °ad¥ v kladném smyslu) se st°edem v bod¥ S = [1, 0]
a vrcholem A = [0, 2]. Ur£ete sou°adnice vrcholu C.

�e²ení. Sou°adnice vrcholuC získáme oto£ením boduA okolo st°edu

S ²estiúhelníka o 120◦ v kladném smyslu:

C =
(

cos 120◦ − sin 120◦
sin 120◦ cos 120◦

)
(A− S)+ S =

=
(
− 1

2 −
√

3
2√

3
2 − 1

2

)(−1
2

)
+ [1, 0] =

=
[

3
2 −
√

3,−1−
√

3
2

]
. □

1.70. Bu¤ dán rovnostranný trojúhelník s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leºící
celý v prvním kvadrantu. Ur£ete sou°adnice jeho t°etího vrcholu.

�e²ení. T°etí sou°adnice je
[

1
2 +

√
3

2 ,
1
2 +

√
3

2

]
(otá£íme bod [1, 0]

o 60◦ kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). □

1.71. Jsou dány body A = [1, 1], B = [2, 3] a S = [0, 0]. Ur£ete
sou°adnice vrchol· trojúhelníka, který vznikne oto£ením rovnostran-

ného trojúhelníka ABC o 60◦ v kladném smyslu kolem bodu S (bod

C leºí v polorovin¥ dané p°ímkou AB a bodem S).

�e²ení. T°etí vrchol trojúhelníka dostaneme nap°. oto£ením o 60◦

jednoho z vrchol· kolem druhého (ve správném smyslu). Hledané

body mají pak sou°adnice
[
− 3

2

√
3,
√

3− 1
2

]
,
[

1
2 − 1

2

√
3, 1

2

√
3+ 1

2

]
,[

1− 3
2

√
3,
√

3+ 3
2

]
. □

1.72. Najd¥te matice A takové, ºe

A2 =
(

1
2 −

√
3

2√
3

2
1
2

)
.

Nápov¥da: jaké geometrické zobrazení v rovin¥ zadává matice A2?
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Obecn¥ m·ºeme kaºdou p°ímku oto£it do sm¥ru vektoru (1, 0) a
tedy zapsat obecnou matici zrcadlení jako

Zψ = Rψ · Z0 · R−ψ ,

kdy nejprve oto£íme maticí R−ψ p°ímku do �nulové� polohy, od-
zrcadlíme maticí Z0 a vrátíme zp¥t oto£ením Rψ .

M·ºeme proto (díky asociativit¥ násobení matic) spo£íst:

Zψ =
(

cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
·
(

1 0
0 −1

)
·
(

cosψ sinψ
− sinψ cosψ

)
=

=
(

cosψ sinψ
sinψ − cosψ

)
·
(

cosψ sinψ
− sinψ cosψ

)
=

=
(

cos2 ψ − sin2 ψ 2 sinψ cosψ
2 sinψ cosψ −(cos2 ψ − sin2 ψ)

)
=

=
(

cos 2ψ sin 2ψ
sin 2ψ − cos 2ψ

)
.

Pouºili jsme p°itom obvyklé sou£tové vzorce pro goniometrické
funkce. Pov²imn¥me si také, ºe Zψ · Z0 je dáno:(

cos 2ψ sin 2ψ
sin 2ψ − cos 2ψ

)
·
(

1 0
0 −1

)
=
(

cos 2ψ − sin 2ψ
sin 2ψ cos 2ψ

)
.

Toto pozorování lze zakreslit a zformulovat následovn¥.

Tvrzení. Oto£ení o úhel ψ obdrºíme následným provedením dvou
zrcadlení vzhledem ke sm¥r·m, které spolu svírají úhel 1

2ψ.

Pokud umíme od·vodnit p°edchozí tvrzení ryze geometric-
kou úvahou (zkuste si zahrát na �syntetického geo-
metra�), dokázali jsme práv¥ standardní vzorce pro
goniometrické funkce dvojnásobného úhlu.
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�e²ení. A2 je matice rotace o 60◦ v kladném smyslu, takºe hledané

matice jsou

A = ±
(√

3
2 − 1

2
1
2

√
3

2

)
,

tj. jsou to matice rotace o 30◦, resp. o 210◦. □

1.73. Stanovte A · A pro

A =
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
, kde φ ∈ R.

�e²ení. Víme, ºe zobrazení(
x

y

)
7→

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
·
(
x

y

)
, x, y ∈ R

je rotací roviny R2 kolem po£átku soustavy sou°adnic o úhel φ v klad-

ném smyslu. Vzhledem k asociativit¥ násobení matic dostáváme, ºe

zobrazení(
x

y

)
7→

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
·
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
·
(
x

y

)
,

x, y ∈ R, je rotací o úhel 2φ. To znamená, ºe platí

A · A =
(

cos 2φ − sin 2φ
sin 2φ cos 2φ

)
.

Poznamenejme, ºe jsme samoz°ejm¥ mohli p°ímo vynásobit A · A
(a aplikovat vzorce pro sinus a kosinus dvojnásobného úhlu). Opaková-

ním vý²e uvedeného (p°íp. pouºitím matematické indukce) lze ov²em

snadn¥ji obdrºet

An =
(

cos nφ − sin nφ
sin nφ cos nφ

)
, n = 2, 3, . . . ,

jestliºe klademe A2 = A · A, A3 = A · A · A atd. □

1.74. Osová symetrie. Najd¥te matici osové symetrie (téº zrcadlení)

podle p°ímky y = x.
�e²ení. V této symetrii p°echází osa x na osu y a naopak. V p·so-

bení uvaºované osové symetrie na obecný bod to znamená, ºe se pouze

vym¥ní x-ová a y-ová sou°adnice zobrazovaného bodu. Tato vým¥na

je výsledkem násobení maticí

(
0 1
1 0

)
, coº je tedy matice dané syme-

trie. □

1.75. Ukaºte, ºe sloºením lichého po£tu st°edových soum¥rností

v rovin¥ dostaneme op¥t st°edovou symetrii.

�e²ení. St°edovou soum¥rnost v rovin¥ se st°edem S reprezentujme

p°edpisemX 7→ S− (X−S), neboliX 7→ 2S−X. (Obraz boduX ve

st°edové symetrii podle st°edu S dostaneme tak, ºe k sou°adnicím bodu

S p°i£teme sou°adnice vektoru opa£ného k vektoruX−S.) Postupnou
aplikací t°í st°edových soum¥rností se st°edy S, T a U tak dostáváme

X 7→ 2S −X 7→ 2T − (2S −X) 7→ 2U − (2T − (2S −X)) =
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Hlub²í je následující rekapitulace p°edchozích úvah (skoro si
m·ºeme °íci, ºe uº umíme dokázat skute£n¥ zajímavý matema-
tický výsledek):

Zobrazení zachovávající velikosti

1.33. V¥ta. Lineární zobrazení euklidovské roviny je sloºeno z jed-
noho nebo více zrcadlení, práv¥ kdyº je dáno maticí R spl¬ující

R =
(
a b

c d

)
, ab + cd = 0, a2 + c2 = b2 + d2 = 1.

To nastane, práv¥ kdyº toto zobrazení zachovává velikosti.
Oto£ením je takové zobrazení p°itom práv¥ tehdy, kdyº je de-

terminant matice R roven jedné, coº odpovídá sudému po£tu zrca-
dlení. P°i lichém po£tu zrcadlení je determinant roven −1.

D·kaz. Zkusme nap°ed spo£íst, jak m·ºe vypadat obecn¥
matice A, kdyº p°íslu²né zobrazení zachovává
velikosti. Tj. máme zobrazení(

x

y

)
7→

(
a b

c d

)
·
(
x

y

)
=
(
ax + by
cx + dy

)
.

Zachování velikosti tedy znamená, ºe pro v²echna x a y je

x2 + y2 = (ax + by)2 + (cx + dy)2 =
= (a2 + c2)x2 + (b2 + d2 )y2 + 2(ab + cd)xy.

Protoºe má tato rovnost platit pro v²echna x a y, musí si být rovny
koe�cienty u jednotlivýchmocnin x2 , y2 a xy na pravé i levé stran¥.
Tím jsme spo£etli, ºe rovnosti kladené na matici R v prvním tvr-
zení dokazované v¥ty jsou ekvivalentní vlastnosti, ºe p°íslu²né zob-
razení zachovává velikosti.

Díky vztahu a2+c2 = 1 m·ºeme p°edpokládat, ºe a = cosφ
a c = sinφ pro vhodný úhel φ. Jakmile takto zvolíme první slou-
pec maticeR, aº na násobek nám vztah ab+cd = 0 ur£uje i druhý
sloupec. Zárove¬ ale víme, ºe i velikost vektoru ve druhém sloupci
je jedna a dostáváme tedy práv¥ dv¥ moºnosti pro matici R:(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
.

V prvém p°ípad¥ jde o rotaci o úhel φ, ve druhém pak o rotaci
sloºenou se zrcadlením podle první sou°adné osy. Jak jsme vid¥li
v p°edchozím tvrzení 1.31, kaºdá rotace odpovídá dv¥ma zrcadle-
ním a determinant matice R je v t¥chto dvou p°ípadech skute£n¥
jedna nebo mínus jedna a rozli²uje je. □

1.34. Obsah trojúhelníka. Záv¥rem na²ehomalého výletu do ge-
ometrie se zam¥°me na obsah rovinných objekt·. Bu-
dou nám sta£it trojúhelníky. Kaºdý trojúhelník je vy-
mezen dvojicí vektor· v a w, které, p°iloºeny do jed-
noho z vrchol· P , zadají zbylé dva vrcholy. Cht¥li

bychom tedy najít vzorec (skalární funkci vol), která dv¥ma vek-
tor·m p°i°adí £íslo rovné obsahu vol1(v,w) takto de�novaného
trojúhelníka1(v,w), kde si pro ur£itost za P volíme po£átek a po-
sunutím se obsah stejn¥ nem¥ní.

Ze zadání je vid¥t, ºe hledaná hodnota je polovinou plochy rov-
nob¥ºníku nataºeného na vektory v aw a snadno se spo£te (pomocí

36

= 2(U − T + S) − X, celkem X 7→ 2(U − T + S) − X, coº je

st°edová soum¥rnost se st°edemS−T+U . Sloºení libovolného lichého
po£tu st°edových soum¥rností tak postupn¥ redukujeme aº na sloºení

t°í st°edových soum¥rností, jde tedy o st°edovou symetrii (v principu se

jedná o d·kaz matematickou indukcí, zkuste si jej sami zformulovat).

□

1.76. Sestrojte (2n + 1)-úhelník, jsou-li dány v²echny st°edy jeho

stran.

�e²ení. K °e²ení vyuºijeme toho, ºe sloºením lichého po£tu

st°edových soum¥rností je op¥t st°edová soum¥rnost (viz p°íklad

∥1.75∥). Ozna£me vrcholy hledaného (2n + 1)-úhelníku po °ad¥ A1,

A2, . . . , A2n+1 a st°edy stran (po£ínaje st°edem stranyA1A2) postupn¥

S1, S2, . . . , S2n+1. Provedeme-li st°edové soum¥rnosti po °ad¥ podle

t¥chto st°ed·, tak bod A1 je zjevn¥ pevným bodem výsledné st°edové

soum¥rnosti, tedy jejím st°edem. K jeho nalezení tedy sta£í provést

uvedenou st°edovou soum¥rnost s libovolným bodem X roviny. Bod

A1 leºí pak ve st°edu úse£ky XX′, kde X′ je obrazem bodu X ve

zmín¥né st°edové symetrii. Dal²í vrcholy A2, . . . , A2n+1 získáme zob-

razováním boduA1 ve st°edových soum¥rnostech podle S1, . . . , S2n+1.

□

1.77. Ur£ete obsah trojúhelníka ABC, je-li

A = [−8, 1], B = [−2, 0], C = [5, 9].

�e²ení. Víme, ºe obsah je roven polovin¥ determinantu matice, jejíº

první sloupec je dán vektoremB−A a druhý sloupec vektoremC−A,
tj. determinantu matice(−2− (−8) 5− (−8)

0− 1 9− 1

)
.

Jednoduchý výpo£et tak dává výsledek

1
2
((−2− (−8)) · (9− 1)− (5− (−8)) · (0− 1)) = 61

2
.

Dodejme, ºe p°i zám¥n¥ po°adí vektor· by hodnota determinantu m¥la

opa£né znaménko (její absolutní hodnota by tedy z·stala stejná) a ºe

by se v·bec nezm¥nila, kdybychom vektory (p°i zachování po°adí) na-

psali do °ádk·. □

1.78. Spo£t¥te obsah S £ty°úhelníka vymezeného jeho vrcholy [1, 1],
[6, 1], [11, 4], [2, 4].

�e²ení. Nejprve si ozna£me vrcholy (proti sm¥ru pohybu hodinových

ru£i£ek)

A = [1, 1], B = [6, 1], C = [11, 4], D = [2, 4].
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známého vzore£ku: základna krát p°íslu²ná vý²ka) nebo prost¥ vi-
díme z obrázku, ºe nutn¥ platí

vol1(v + v′, w) = vol1(v,w)+ vol1(v′, w),
vol1(av,w) = a vol1(v,w).

Nakonec je²t¥ p°idáme k na²emu zadání poºadavek

vol1(v,w) = − vol1(w, v),

který odpovídá p°edstav¥, ºe opat°íme plochu znaménkem podle
toho, v jakém po°adí bereme vektory (tj. jestli se na ni díváme shora
nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napí²eme do sloupc· matice A, pak

A = (v,w) 7→ detA

spl¬uje v²echny t°i na²e poºadavky. Kolik takových zobrazení ale
m·ºe být? Kaºdý vektor umíme vyjád°it pomocí dvou bázových
vektor· e1 = (1, 0) a e2 = (0, 1) a díky linearit¥ je tedy kaºdá
moºnost pro vol1 jednozna£n¥ ur£ena uº vy£íslením na t¥chto
vektorech. Protoºe ale pro obsah, stejn¥ jako pro determinant, je
zjevn¥ vol1(e1, e1) = vol1(e2, e2) = 0 (kv·li poºadované an-
tisymetrii), je nutn¥ kaºdá taková skalární funkce jednozna£n¥ za-
dána hodnotou na jediné dvojici argument· (e1, e2). Jsou si tedy
v²echny moºnosti rovny aº na skalární násobek. Ten umíme ur£it
poºadavkem

vol1(e1, e2) = 1
2
,

tj. volíme orientaci a m¥°ítko pomocí volby bázových vektor·,
a chceme, aby jednotkový £tverec m¥l plochu jedna.

Vidíme tedy, ºe determinant zadává plochu rovnob¥ºníku
ur£eného sloupci matice A a plocha trojúhelníku je tedy polovi£ní.
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Pokud rozd¥líme £ty°úhelník ABCD na trojúhelníky ABC a ACD,

m·ºeme získat jeho obsah jako sou£et obsah· t¥chto trojúhelník·, a to

vy£íslením determinant·

d1 =
∣∣∣∣6− 1 11− 1
1− 1 4− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣5 10
0 3

∣∣∣∣ ,
d2 =

∣∣∣∣11− 1 2− 1
4− 1 4− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣10 1
3 3

∣∣∣∣ ,
kde ve sloupcích jsou postupn¥ vektoryB−A,C−A (pro d1) aC−A,
D − A (pro d2). Potom

S = d1

2
+ d2

2
= 5 · 3− 10 · 0

2
+ 10 · 3− 1 · 3

2
=

= 15+ 27
2

= 21.

(díky uspo°ádání vrchol· v kladném smyslu vy²ly v²echny determi-

nanty kladné). Správnost výsledku m·ºeme snadno potvrdit, nebo´

£ty°úhelník ABCD je lichob¥ºníkem se základnami délek 5, 9 a je-

jich vzdáleností v = 3. □

1.79. Které strany £ty°úhelníka zadaného vrcholy [−2,−2], [1, 4],
[3, 3] a [2, 1] jsou viditelné z pozice bodu [3, π − 2]?

�e²ení. Jedná se o modelovou úlohu na viditelnost stran konvexního

mnohoúhelníka v rovin¥. V prvním kroku uspo°ádáme vrcholy tak,

aby jejich po°adí odpovídalo sm¥ru proti pohybu hodinových ru£i£ek.

Kdyº jako první vrchol zvolíme nap°. A = [−2,−2], je dal²í po°adí
B = [2, 1], C = [3, 3], D = [1, 4].

Uvaºujme nejprve stranu AB. Ta spole£n¥ s bo-

dem X = [3, π − 2] zadává matici( −2− 3 2− 3
−2− (π − 2) 1− (π − 2)

)
tak, ºe její první sloupec je rozdílemA −X a druhý sloupec je B−X.
To, zda je vid¥t z bodu [3, π − 2], pak ur£uje znaménko determinantu∣∣∣∣ −2− 3 2− 3

−2− (π − 2) 1− (π − 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−5 −1
−π 3− π

∣∣∣∣ =
= −5 · (3− π)− (−1)(−π) < 0.

Záporná hodnota znamená, ºe strana je vid¥t. Dopl¬me, ºe nezáleºí

na tom, zda uvaºujeme rozdíly A − X a B − X, nebo X − A a X −
B. Kdybychom v²ak zam¥nili po°adí sloupc·, p°íslu²ná strana by byla

vid¥t práv¥ tehdy, kdyº by byl determinant kladný.

Pro stranu BC analogicky obdrºíme∣∣∣∣ 2− 3 3− 3
1− (π − 2) 3− (π − 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −1 0
3− π 5− π

∣∣∣∣ =
= −1 · (5− π)− 0 < 0.
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1.35. Viditelnost v rovin¥. P°edchozí popis hodnot pro ori-
entovaný obsah nám dává do rukou elegantní nástroj
pro ur£ování pozice bodu v·£i orientovaným úse£kám.
Orientovanou úse£kou rozumíme dva body v rovin¥
R2 s ur£eným po°adím. M·ºeme si ji p°edstavit jako

²ipku od prvého k druhému bodu. Taková orientovaná úse£ka
nám rozd¥luje rovinu na dv¥ poloroviny, °íkejme jim �levou�
a �pravou�. Pro daný bod chceme poznat, jestli je v té levé nebo
pravé.

Takové úlohy £asto potkáváme v po£íta£ové gra�ce p°i °e²ení
viditelnosti objekt·. Pro zjednodu²ení si zde jen p°edstavme, ºe
úse£ku �je vid¥t� z bod· napravo a není vid¥t z t¥ch nalevo (coº
odpovídá p°edstav¥, ºe objekt ohrani£ený orientovanými hranami
proti sm¥ru hodinových ru£i£ek má nalevo od nich sv·j vnit°ek,
p°es který tedy není hranu vid¥t).

Máme-li dán n¥jaký bod C, spo£t¥me orientovanou plochu
p°íslu²ného trojúhelníku zadaného vektory A−C a B−C. Pokud
jsme s bodem C nalevo od úse£ky, pak p°i obvyklé kladné orien-
taci proti sm¥ru hodinových ru£ek bude vektor A − C d°íve neº
ten druhý a proto výsledná plocha (tj. hodnota determinantu ma-
tice jejímiº sloupci jsou tyto dva vektory) bude kladná. Naopak,
p°i opa£né poloze bude výsledkem záporná hodnota determinantu
a podle záporné hodnoty determinantu zjistíme, ºe je ná² bod od
úse£ky napravo.

Uvedený jednoduchý postup je skute£n¥ £asto vyuºíván pro
testování polohy p°i standardních úlohách v 2D gra�ce.

6. Relace a zobrazení

V této záv¥re£né £ásti úvodní motiva£ní kapitoly se vrá-
tíme k formálnímu popisu matematických struktur.
Budeme se je ale pr·b¥ºn¥ snaºit ilustrovat na jiº
známých p°íkladech. Zárove¬ m·ºeme tuto £ást
brát jako cvi£ení ve formálním p°ístupu k objekt·m

a koncept·m matematiky.

1.36. Relace mezi mnoºinami. Nejprve pot°ebujeme de�novat
kartézský sou£in A× B dvou mnoºin A a B. Je to mnoºina v²ech
uspo°ádaných dvojic (a, b) takových, ºe a ∈ A a b ∈ B. Binární
relací mezi mnoºinami A a B pak rozumíme libovolnou podm-
noºinu R kartézského sou£inu A× B.

�asto pí²eme a ≃R b pro vyjád°ení skute£nosti, ºe (a, b) ∈ R,
tj. ºe body a ∈ A a b ∈ B jsou v relaci R. De�ni£ním oborem
relace je podmnoºina

D ⊆ A, D = {a ∈ A; ∃b ∈ B, (a, b) ∈ R}.
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Tato strana je tudíº vid¥t. Zbývají strany CD aDA. Pro n¥ dostáváme

po °ad¥ ∣∣∣∣ 3− 3 1− 3
3− (π − 2) 4− (π − 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 0 −2
5− π 6− π

∣∣∣∣ =
= 0− (−2) · (5− π) > 0,∣∣∣∣ 1− 3 −2− 3

4− (π − 2) −2− (π − 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −2 −5
6− π −π

∣∣∣∣ =
= −2 · (−π)− (−5) · (6− π) > 0.

Z bodu X jsou tedy vid¥t práv¥ strany ur£ené dvojicemi vrcho-

l· [−2,−2], [2, 1] a [2, 1], [3, 3]. □

1.80. Uve¤te strany p¥tiúhelníku s vrcholy v bodech [−2,−2],
[−2, 2], [1, 4], [3, 1] a [2,−11/6], které je moºné vid¥t z bo-

du [300, 1].

�e²ení. Pro zjednodu²ení zápis· �tradi£n¥� poloºme

A = [−2,−2], B = [2,−11/6], C = [3, 1],

D = [1, 4], E = [−2, 2].

Strany BC a CD jsou zjevn¥ z pozice bodu [300, 1] viditelné; naopak
strany DE a EA být vid¥t nemohou. Pro stranu AB rad¥ji ur£eme∣∣∣∣−2− 300 2− 300

−2− 1 − 11
6 − 1

∣∣∣∣ =
= −302 ·

(
−17

6

)
− (−298) · (−3) < 0.

Odsud plyne, ºe tato strana je z bodu [300, 1] vid¥t. □

F. Zobrazení a relace

1.81. Rozhodn¥te, zda následující relace na mnoºin¥M jsou relace

ekvivalence:

i) M = {f : R→ R}, kde (f ∼ g), pokud f (0) = g(0).
ii) M = {f : R→ R}, kde (f ∼ g), pokud f (0) = g(1).
iii) M je mnoºina p°ímek v rovin¥, p°i£emº dv¥ p°ímky jsou v re-

laci, jestliºe se neprotínají.

iv) M je mnoºina p°ímek v rovin¥, p°i£emº dv¥ p°ímky jsou v re-

laci, jestliºe jsou rovnob¥ºné.

v) M = N, kde (m ∼ n), pokud S(m) + S(n) = 20, p°i£emº

S(n) zna£í ciferný sou£et £ísla n.

vi) M = N, kde (m ∼ n), pokud C(m) = C(n), kde

C(n) = S(n), pokud je ciferný sou£et S(n) men²í neº 10,
jinak de�nujemeC(n) = C(S(n)) (je tedy vºdyC(n) < 10).

�e²ení.

i) Ano. Ov¥°íme t°i vlastnosti ekvivalence:
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Slovy vyjád°ené, je to mnoºina prvk· a z mnoºiny A takových,
ºe existuje prvek b z mnoºiny B tak, ºe (a, b) pat°í do relace R.
Stru£n¥ji, jsou to takové prvky zA, které mají alespo¬ jeden obraz
v B. Podobn¥ oborem hodnot relace je podmnoºina

I ⊆ B, I = {b ∈ B; ∃a ∈ A, (a, b) ∈ R},
to znamená takové prvky v B, které mají vzor v A.

Speciálním p°ípadem relace mezi mnoºinami je zobrazení
z mnoºiny A do mnoºiny B. Je to p°ípad, kdy pro
kaºdý prvek de�ni£ního oboru relace existuje práv¥
jeden prvek z oboru hodnot, který je s ním v relaci.

Nám známým p°ípadem zobrazení jsou v²echny skalární funkce,
kde oborem hodnot zobrazení je mnoºina skalár·, t°eba celých
nebo reálných £ísel. Pro zobrazení zpravidla pouºíváme zna£ení,
které jsme také u skalárních funkcí zavedli. Pí²eme

f : D ⊆ A → I ⊆ B, f (a) = b
pro vyjád°ení skute£nosti, ºe (a, b) pat°í do relace, a °íkáme, ºe b
je hodnotou zobrazení f v bod¥ a. Dále °íkáme, ºe f je

• zobrazení mnoºiny A do mnoºiny B, jestliºe je D = A,
• zobrazení mnoºiny A na mnoºinu B, jestliºe je D = A a
I = B, £asto také surjektivní zobrazení,
• prosté (£asto také injektivní zobrazení), jestliºe jeD = A a pro
kaºdé b ∈ I existuje práv¥ jeden vzor a ∈ A tak, ºe f (a) = b.
Vyjád°ení zobrazení f : A→ B jakoºto relace

f ⊆ A× B, f = {(a, f (a)); a ∈ A}
známe také pod názvem graf zobrazení f .

1.37. Skládání relací a funkcí. U zobrazení je jasná koncepce,
jak se skládají. Máme-li dv¥ zobrazení f : A→ B a g : B → C,
pak jejich sloºení g ◦ f : A→ C je de�nováno

(g ◦ f )(a) = g(f (a)).
Ve zna£ení pouºívaném pro relace totéº m·ºeme zapsat jako

f ⊆ A× B, f = {(a, f (a)); a ∈ A},
g ⊆ B × C, g = {(b, g(b)); b ∈ B},

g ◦ f ⊆ A× C, g ◦ f = {(a, g(f (a))); a ∈ A}.
Zcela obdobn¥ de�nujeme skládání relací, v p°edchozích

vztazích jen doplníme existen£ní kvanti�kátory,
tj. musíme uvaºovat v²echny �vzory� a v²echny
�obrazy�. Uvaºme relace R ⊆ A × B, S ⊆ B × C.
Potom S ◦ R ⊆ A× C,

S ◦ R = {(a, c); ∃b ∈ B, (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}.
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i) Re�exivita: pro libovolnou reálnou funkci f je

f (0) = f (0).
ii) Symetrie: jestliºe platí f (0) = g(0), pak i g(0) = f (0).
iii) Tranzitivita: jestliºe platí f (0) = g(0) a g(0) = h(0),

pak platí i f (0) = h(0).
ii) Ne. De�novaná relace není re�exivní, nap° pro funkci sin

máme sin 0 ̸= sin 1 a není ani tranzitivní.

iii) Ne. Relace op¥t není re�exivní (kaºdá p°ímka protíná sama

sebe) ani tranzitivní.

iv) Ano. T°ídy ekvivalence pak tvo°í mnoºinu neorientovaných

sm¥r· v rovin¥.

v) Ne. Relace není re�exivní. S(1)+ S(1) = 2.
vi) Ano.

□

1.82. Máme mnoºinu {3, 4, 5, 6, 7}. Napi²te explicitn¥ relaci
i) a d¥lí b,

ii) a d¥lí b nebo b d¥lí a,

iii) a a b jsou soud¥lná.

⃝

1.83. Nech´ je na R2 de�nována relace R tak, ºe ((a, b), (c, d)) ∈ R
pro libovolná a, b, c, d ∈ R, práv¥ kdyº b = d. Zjist¥te, zda se jedná
o relaci ekvivalence. Pokud jde o relaci ekvivalence, popi²te geomet-

ricky rozklad, který ur£uje.

�e²ení. Z ((a, b), (a, b)) ∈ R pro v²echna a, b ∈ R plyne, ºe relace je

re�exivní. Stejn¥ snadno vidíme, ºe relace je symetrická, nebo´ v rov-

nosti (druhých sloºek) m·ºeme zam¥nit levou a pravou stranu. Je-li

((a, b), (c, d)) ∈ R a ((c, d), (e, f )) ∈ R, tj. platí-li b = d a d = f ,
lehce dostáváme spln¥ní tranzitivní podmínky ((a, b), (e, f )) ∈ R,
tj. b = f . Relace R je relací ekvivalence, kdy body roviny jsou spolu

v relaci, práv¥ kdyº mají stejnou druhou sou°adnici (p°ímka jimi za-

daná je kolmá na osu y). P°íslu²ný rozklad proto rozd¥lí rovinu na

p°ímky rovnob¥ºné s osou x . □

1.84. Ur£ete, kolik r·zných binárních relací lze zavést mezi mnoºi-

nou X a mnoºinou v²ech jejích podmnoºin, má-li mnoºina X práv¥ 3
prvky.

�e²ení. Nejprve si uv¥domme, ºe mnoºina v²ech podmnoºin X má

23 = 8 prvk·, a tudíº její kartézský sou£in s mnoºinou X má

8 · 3 = 24 prvk·. Uvaºovanými binárními relacemi jsou práv¥

podmnoºiny tohoto kartézského sou£inu, kterých je celkem 224. □
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Zvlá²tním p°ípadem relace je identické zobrazení

idA = {(a, a) ∈ A× A; a ∈ A}
na mnoºin¥ A. Je neutrální vzhledem ke skládání s kaºdou relací
s de�ni£ním oborem nebo oborem hodnot A.

Pro kaºdou relaci R ⊆ A× B de�nujeme inverzní relaci

R−1 = {(b, a); (a, b) ∈ R} ⊂ B × A .
Pozor, u zobrazení je stejný pojem uºíván ve speci�£t¥j²í situ-
aci. Samoz°ejm¥ ºe existuje pro kaºdé zobrazení jeho inverzní re-
lace, ta v²ak nemusí být zobrazením. Zcela logicky proto hovo°íme
o existenci inverzního zobrazení, pokud kaºdý prvek b ∈ B je ob-
razem pro práv¥ jeden vzor vA. V takovém p°ípad¥ je samoz°ejm¥
inverzní zobrazení práv¥ inverzní relací.

V²imn¥me si, ºe sloºením zobrazení a jeho inverzního zobra-
zení (pokud ob¥ existují) vºdy vznikne identické zobrazení, u obec-
ných relací tomu tak být nemusí.

1.38. Relace na mnoºin¥. V p°ípad¥ A = B hovo°íme o relaci
na mnoºin¥ A. �íkáme, ºe relace R je:

• re�exivní, pokud idA ⊆ R, tj. (a, a) ∈ R pro v²echny a ∈ A,
• symetrická, pokud R−1 = R, tj. pokud (a, b) ∈ R, pak
i (b, a) ∈ R,
• antisymetrická, pokud R−1 ∩ R ⊆ idA, tj. pokud (a, b) ∈ R
a zárove¬ (b, a) ∈ R, pak a = b,
• tranzitivní, pokud R ◦ R ⊆ R, tj. pokud z (a, b) ∈ R

a (b, c) ∈ R vyplývá i (a, c) ∈ R.

Relace se nazývá ekvivalence, pokud je sou£asn¥ re�exivní,
symetrická i tranzitivní.

Relace se nazývá uspo°ádání jestliºe je re�exivní,
tranzitivní a antisymetrická. Relaci uspo°ádání ob-
vykle zna£íme symbolem ≤, tj. skute£nost, ºe prvek

a je v relaci s prvkem b, zna£íme a ≤ b.
Zde je dobré si uv¥domit, ºe relace <, tj. �býti ost°e men²í

neº�,mezi reálnými (racionálními, celými, p°irozenými) £ísly není
relace uspo°ádání, protoºe není re�exivní.

Dobrým p°íkladem uspo°ádání je inkluze. Uvaºme mnoºinu
2A v²ech podmnoºin kone£né mnoºiny A (zna£ení je speciál-
ním p°ípadem obvyklé notace BA pro mnoºinu v²ech zobrazení
mnoºiny A do mnoºiny B; prvky mnoºiny 2A jsou tedy zobra-
zení A→ {0, 1}, které "°íkají", zda ur£itý prvek je £i není v dané
podmnoºin¥). Na mnoºin¥ 2A máme relaci ⊆ danou vlastností
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1.85. Uve¤te de�ni£ní obor D a obor hodnot I relace

R = {(a, v), (b, x), (c, x), (c, u), (d, v), (f, y)}
mezi mnoºinami

A = {a, b, c, d, e, f } a B = {x, y, u, v, w}.
Je relace R zobrazení?

�e²ení. P°ímo z de�nice de�ni£ního oboru a oboru hodnot relace do-

stáváme

D = {a, b, c, d, f } ⊆ A, I = {x, y, u, v} ⊆ B.
Nejedná se o zobrazení, protoºe (c, x), (c, u) ∈ R, tj. c ∈ D má dva

obrazy. □

1.86. O kaºdé z následujících relací na mnoºin¥ {a, b, c, d} roz-
hodn¥te, zda se jedná o relaci uspo°ádání (p°íp. zda se jedná o úplné

uspo°ádání):

Ra = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (b, a), (b, c), (b, d)},
Rb = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (d, a), (a, d)},
Rc = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (b, c), (b, d)},
Rd = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (a, c), (a, d), (b, c),

(b, d), (c, d)},
Re = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (a, c), (a, d),

(b, c), (b, d), (c, d)}.

�e²ení. Ra je uspo°ádání, které není úplné (nap°. (a, c) /∈ Ra ani

(c, a) /∈ Ra). Relace Rb není antisymetrická (je totiº (a, d) ∈ Rb

i (d, a) ∈ Rb), a tudíº se nejedná o uspo°ádání (jde o ekvivalenci). Re-
lace Rc a Rd rovn¥º nejsou uspo°ádáními, protoºe Rc není tranzitivní

((a, b), (b, c) ∈ Rc, (a, c) /∈ Rc) a Rd není re�exivní ((d, d) /∈ Rd).
Relace Re je úplné uspo°ádání (pokud budeme (a, b) ∈ R interpreto-

vat jako a ≤ b, pak a ≤ b ≤ c ≤ d). □

1.87. Rozhodn¥te, zda je zobrazení f injektivní, resp. surjektivní,

jestliºe

(a) f : Z × Z → Z, f ((x, y)) = x + y − 10x2 ,

(b) f : N→ N× N, f (x) = (2x, x2 + 10
)
.

�e²ení. Ve variant¥ (a) je uvedeno surjektivní zobrazení (posta£uje

poloºit x = 0), které není injektivní (sta£í zvolit (x, y) = (0,−9)
a (x, y) = (1, 0)). Ve variant¥ (b) se naopak jedná o injektivní zobra-
zení (ob¥ jeho sloºky, tj. funkce y = 2x a y = x2 +10, jsou evidentn¥
rostoucí na N), které není surjektivní (nap°. dvojice (1, 1) nemá vzor).

□
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�být podmnoºinou�. Je tedy X ⊆ Z práv¥, kdyº je X podmnoºi-
nou v Z. Evidentn¥ jsou p°itom spln¥ny v²echny t°i vlastnosti pro
uspo°ádání: skute£n¥, je-li X ⊆ Y a zárove¬ Y ⊆ X, musí být
nutn¥ mnoºiny X a Y stejné. Je-li X ⊆ Y ⊆ Z, je také X ⊆ Z.
Re�exivita je také z°ejmá.

�íkáme, ºe uspo°ádání ≤ na mnoºin¥ A je úplné, kdyº pro
kaºdé dva prvky a, b ∈ A platí, ºe jsou srovnatelné, tj. bu¤ a ≤ b
nebo b ≤ a. V²imn¥me si, ºe ne v²echny dvojice (X, Y ) podm-
noºin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. P°esn¥ji, pokud je v A
více neº jeden prvek, existují podmnoºiny X a Y , kdy není ani
X ⊆ Y ani Y ⊆ X.

P°ipome¬me rekurentní de�nici p°irozených £ísel
N = {0, 1, 2, 3, . . . }, kde

0 = ∅, n+ 1 = {0, 1, 2, . . . , n}.
Na této mnoºin¥ N de�nujeme relaci ≤ následovn¥: m ≤ n, práv¥
kdyº m ∈ n nebo m = n. Evidentn¥ jde o úplné uspo°ádaní. Nap°.
2 ≤ 4, protoºe

2 = {∅, {∅}} ∈ {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} = 4.

Jinak °e£eno, samotná rekurentní de�nice zadává vztah n ≤ n+ 1
a tranzitivn¥ pak n ≤ k pro v²echna k, která jsou tímto postupem
de�nována pozd¥ji.

1.39. Rozklad podle ekvivalence. Kaºdá ekvivalence R na
mnoºin¥ A zadává zárove¬ rozklad mnoºiny A na
podmnoºiny vzájemn¥ ekvivalentních prvk·, tzv.
t°ídy ekvivalence. Pro libovolné a ∈ A uvaºujeme
t°ídu (mnoºinu) prvk·, které jsou ekvivalentní

s prvkem a, tj.

Ra = {b ∈ A; (a, b) ∈ R}.
�asto budeme psát proRa prost¥ [a], je-li z kontextu z°ejmé, o kte-
rou ekvivalenci jde.

Zjevn¥ Ra = Rb, práv¥ kdyº (a, b) ∈ R a kaºdá taková t°ída
ekvivalence je tedy reprezentována kterýmkoliv svým prvkem, tzv.
reprezentantem. Zárove¬ Ra ∩ Rb ̸= ∅, práv¥ kdyº Ra = Rb, tj.
t°ídy ekvivalence jsou po dvou disjunktní. Kone£n¥,A = ∪a∈ARa ,
tj. celá mnoºina A se skute£n¥ rozloºí na jednotlivé t°ídy.

M·ºeme také t°ídám rozkladu rozum¥t tak, ºe t°ídu [a] vní-
máme jako prvek a �aº na ekvivalenci�.

1.40. Konstrukce celých a racionálních £ísel. Na p°irozených
£íslech umíme sice s£ítat a víme, ºe p°i£tením nuly se
£íslo nezm¥ní. Umíme i de�novat ode£ítání, p°i n¥m ale
jen n¥kdy existuje výsledek v mnoºin¥ N.

Základní ideou konstrukce celých £ísel z p°irozených
je tedy p°idat k nim chyb¥jící rozdíly. To m·ºeme ud¥lat tak, ºe
místo výsledku ode£ítání budeme pracovat s uspo°ádanými dvo-
jicemi £ísel, které nám samoz°ejm¥ vºdy výsledek dob°e repre-
zentují. Zbývá jen dob°e de�novat, kdy jsou (z hlediska výsledku
ode£ítání) takové dvojice ekvivalentní. Pot°ebný vztah tedy je:

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ a − b = a′ − b′ ⇐⇒ a + b′ = a′ + b.
V²imn¥me si, ºe zatímco výrazy v prost°ední rovnosti v p°iroze-
ných £íslech neumíme, výrazy vpravo uº ano. Snadno ov¥°íme, ºe
skute£n¥ jde o ekvivalenci a její t°ídy ozna£íme jako celá £ísla Z.
Na nich de�nujeme operaci s£ítání (a s ní i ode£ítání) pomocí re-
prezentant·, nap°.

[(a, b)]+ [(c, d)] = [(a + c, b + d)],
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1.88. Stanovte po£et zobrazení mnoºiny {1, 2} do mnoºiny {a, b, c}.
Kolik z nich je surjektivních a kolik injektivních?

�e²ení. Prvku 1 m·ºeme v rámci zobrazení p°i°adit libovoln¥ jeden

ze t°í prvk· a, b, c. Podobn¥ také pro prvek 2 máme t°i moºnosti.

Podle (kombinatorického) pravidla sou£inu tak existuje celkem 32 zob-

razení mnoºiny {1, 2} do mnoºiny {a, b, c}. Surjektivní ºádné z nich
být nem·ºe, nebo´ kone£ná mnoºina {a, b, c}má více prvk· neº mno-

ºina {1, 2}. P°i libovolném zobrazení prvku 1 (t°i moºnosti) obdrºíme

injektivní zobrazení, práv¥ kdyº prvek 2 zobrazíme na jiný prvek (dv¥

moºnosti). Vidíme tedy, ºe injektivních zobrazení mnoºiny {1, 2} do
mnoºiny {a, b, c} je 6. □

1.89. Ur£ete po£et injektivních zobrazení mnoºiny {1, 2, 3} do

mnoºiny {1, 2, 3, 4}.
�e²ení. Libovolné injektivní zobrazení mezi uvaºovanými mnoºi-

nami je dáno výb¥rem (uspo°ádané) trojice z mnoºiny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po °ad¥ obrazy £ísel 1, 2, 3) a obrácen¥
kaºdé injektivní zobrazení nám zadává takovou trojici. Je tedy hleda-

ných injektivních zobrazení stejn¥ jakomoºností výb¥ru uspo°ádaných

trojic ze £ty° prvk·, tedy v(3, 4) = 4 · 3 · 2 = 24. □

1.90. Ur£ete po£et surjektivních zobrazení mnoºiny {1, 2, 3, 4} na
mnoºinu {1, 2, 3}.
�e²ení. Hledaný po£et ur£íme tak, ºe od po£tu v²ech zobrazení

ode£teme ta, která nejsou surjektivní, to jest ta, jejichº oborem hod-

not je bu¤ jednoprvková nebo dvouprvková mnoºina. V²ech zobrazení

je V (3, 4) = 34, zobrazení, jejichº oborem hodnot je jednoprvková

mnoºina, jsou t°i. Po£et zobrazení, jejichº oborem hodnot je dvouprv-

ková mnoºina, je
(3

2

)
(24−2) (Faktor

(3
2

)
udává po£et zp·sob·, kterými

m·ºeme vybrat obor hodnot, a máme-li jiº dva prvky �xovány, máme

24− 2 moºností, jak na n¥ zobrazit £ty°i prvky). Celkem je tedy po£et

hledaných surjektivních zobrazení

(1.4) 34 −
(

3
2

)
(24 − 2)− 3 = 36.

□

1.91. Vypi²te v²echny relace na dvouprvkové mnoºin¥ {1, 2}, jeº
sou£asn¥ nejsou re�exivní, jsou symetrické a nejsou tranzitivní.

�e²ení. Re�exní relace jsou práv¥ ty, které obsahují ob¥ dvojice (1, 1),
(2, 2). Tím jsme vylou£ili relace

{(1, 1), (2, 2)}, {(1, 1), (2, 2), (1, 2)},
{(1, 1), (2, 2), (2, 1)}, {(1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1)}.
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coº zjevn¥ nezávisí na výb¥ru reprezentant·.
Lze si p°itom vºdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladná £ísla

a reprezentanty (0, a) pro £ísla záporná, se kterými se nám bude
patrn¥ po£ítat nejlépe.

Tento jednoduchý p°íklad ukazuje, jak d·leºité je um¥t na-
hlíºet na t°ídy ekvivalence jako na celistvý objekt a soust°edit se na
vlastnosti t¥chto objekt·, nikoliv formální popisy jejich konstrukcí.
Ty jsou v²ak d·leºité k ov¥°ení, ºe takové objekty v·bec existují.

U celých £ísel nám uº platí v²echny vlastnosti skalár·
(KG1)�(KG4) a (O1)�(O4), viz odstavec 1.1. Pro násobení je
neutrálním prvkem jedni£ka, ale pro ºádné £íslo a r·zné od nuly
a jedni£ky neumíme najít £íslo a−1 s vlastností a · a−1 = 1, tzn.
chybí nám inverzní prvky pro násobení.

Zárove¬ si pov²imn¥me, ºe platí vlastnost oboru integrity (OI),
viz 1.1, tzn. je-li sou£in dvou £ísel nulový, musí být alespo¬ jedno
z nich nula.

Díky poslední jmenované vlastnosti m·ºeme zkonstruovat ra-
cionální £ísla Q p°idáním v²ech chyb¥jících inverzí zcela obdob-
ným zp·sobem, jak jsme konstruovaliZ z mnoºinyN. Na mnoºin¥
uspo°ádaných dvojic (p, q), q ̸= 0, celých £ísel de�nujeme relaci
∼ tak, jak o£ekáváme, ºe se mají chovat podíly p/q:

(p, q) ∼ (p′, q′ ) ⇐⇒ p/q = p′/q′ ⇐⇒ p · q′ = p′ · q.
Op¥t neumíme o£ekávané chování v prost°ední rovnosti v mnoºin¥
Z formulovat, nicmén¥ rovnost na pravé stran¥ ano. Zjevn¥ jde
o dob°e de�novanou relaci ekvivalence (ov¥°te podrobnosti!) a ra-
cionální £ísla jsou pak její t°ídy ekvivalence. Kdyº budeme for-
máln¥ psát p/q místo dvojic (p, q), budeme de�novat operace ná-
sobení a s£ítání práv¥ pomocí formulí, které nám jsou jist¥ dob°e
známy.

1.41. Zbytkové t°ídy. Jiným dobrým a jednoduchým p°íkladem
jsou tzv. zbytkové t°ídy celých £ísel. Pro pevn¥ zvo-
lené p°irozené £íslo k de�nujeme ekvivalenci∼k tak,
ºe dv¥ £ísla a, b ∈ Z jsou ekvivalentní, jestliºe je-
jich zbytek po d¥lení £íslem k je stejný. Výslednou

mnoºinu t°íd ekvivalence ozna£ujeme Zk . Nejjednodu²²í je tato
procedura pro k = 2. To dostáváme Z2 = {0, 1}, kde nula repre-
zentuje sudá £ísla, zatímco jedni£ka £ísla lichá. Op¥t lze snadno
zjistit, ºe pomocí reprezentant· m·ºeme korektn¥ de�novat náso-
bení a s£ítání na kaºdém Zk .

V¥ta. Zbytkové t°ídy Zk jsou komutativním t¥lesem skalár· (tj.
spl¬ují i vlastnost (P) z odstavce 1.1), práv¥ kdyº je k prvo£íslo.

Pokud k prvo£íslem není, obsahuje Z vºdy d¥litele nuly. Není
proto ani oborem integrity.

D·kaz. Okamºit¥ je vid¥t druhé tvrzení. Jestliºe x · y = k

pro p°irozená £ísla x, y, pak samoz°ejm¥ je výsledek násobení
p°íslu²ných t°íd [x] · [y] nulový.

Naopak, jsou-li x a k nesoud¥lná, existují podle tzv. Bezoutovy
rovnosti, kterou dovodíme pozd¥ji (viz 10.2), p°irozená £ísla a a b
spl¬ující

a x + b k = 1,

coº pro odpovídající t°ídy ekvivalence dává

[a] · [x]+ [0] = [a] · [x] = [1],

a proto je [a] inverzním prvkem k [x]. □
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Zbývající relace, které jsou symetrické a nejsou tranzitivní, musejí

obsahovat (1, 2), (2, 1). Pokud taková relace obsahuje jednu z t¥chto

dvou uspo°ádaných dvojic, musí obsahovat rovn¥º druhou (podmínka

symetrie). Kdyby neobsahovala ani jednu z t¥chto dvou uspo°ádaných

dvojic, pak by o£ividn¥ byla tranzitivní. Z celkového po£tu 16 relací

na dvouprvkové mnoºin¥ jsme tak vybrali

{(1, 2), (2, 1)}, {(1, 2), (2, 1), (1, 1)},

{(1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
Je vid¥t, ºe kaºdá z t¥chto 3 relací není re�exivní, je symetrická a není

tranzitivní. □

1.92. Ur£ete po£et relací ekvivalence na mnoºin¥ {1, 2, 3, 4}.
�e²ení. Ekvivalence m·ºeme po£ítat podle toho, kolik prvk· mají

jejich t°ídy rozkladu. Pro po£ty prvk· t°íd rozkladu ekvivalencí na

£ty°prvkové mnoºin¥ jsou tyto moºnosti:

Po£ty prvk· Po£et ekvivalencí
ve t°ídách rozkladu daného typu

1, 1, 1, 1 1

2, 1, 1
(4

2

)
2, 2 1

2

(4
2

)
3, 1

(4
1

)
4 1

Celkem tedy máme 15 r·zných ekvivalencí. □
Poznámka. Obecn¥ po£et t°íd rozkladu n-prvkové mnoºiny udává

Bellovo £íslo Bn, pro které lze odvodit rekurentní formuli

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

1.93. Kolik existuje relací na n-prvkové mnoºin¥?

�e²ení. Relace je libovolná podmnoºina kartézského sou£inu

mnoºiny se sebou samou. Tento kartézský sou£in má n2 prvk·, a je

tedy po£et v²ech relací na n-prvkové mnoºin¥ 2n
2
. □

V 1.41 jsme si zavedli zbytkové t°ídy a ukázali, ºeZp je t¥leso pro
libovolné prvo£íslo p. P°esto se v tomto t¥lese vyskytují jevy, na které

nejsme u reálných £i komplexních £ísel zvyklí:

1.94. Nenulový mnoho£len s nulovými hodnotami. Najd¥te nenu-

lový mnoho£len jedné neznámé s koe�cienty v Z7, tj. výraz typu

anx
n + · · · + a1x + a0, ai ∈ Z7, an ̸= 0, takový, ºe na mnoºin¥ Z7

nabývá pouze nulových hodnot (tj. dosadíme-li za x libovolný z prvk·

Z7 a výraz v Z7 vy£íslíme, dostaneme vºdy nulu).

�e²ení. P°i konstrukci tohoto mnoho£lenu se op°eme o Malou Fer-

matovu v¥tu, která °íká, ºe pro libovolné prvo£íslo p a £íslo a s ním
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T¥lesa Zp mají n¥které vlastnosti, na které nejsme v t¥lesech
R £i Q zvyklí. Zkoumejme nap°íklad mnoho£len

x2 + x
v t¥lese Z2. Dosadíme-li za x libovolný prvek t¥lesa Z2 (tj. nulu
nebo jedni£ku), hodnota daného mnoho£lenu bude vºdy nulová.
P°esto tento mnoho£len není nulovým mnoho£lenem. Jak uvidíme
v odstavci 5.2, tak to jemoºné pouze v t¥lesech s kone£ným po£tem
prvk·.
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nesoud¥lné platí

ap−1 ≡ 1(modp).

Hledaný polynom je tedy nap°íklad polynom x7 − x (polynom x6 − 1
by nem¥l nulovou hodnotu v £ísle 0). □
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G. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

1.95. Nech´ t am jsou kladná celá £ísla. Ukaºte, ºe £íslo m
√
t je bu¤ p°irozené, nebo není racionální.

�e²ení. Ukaºte, ºe pokud uvaºovaná odmocnina není p°irozená, pak není ani racionální. Po-

kud m
√
t není p°irozená, tak existuje prvo£íslo r a p°irozené s taková, ºe rs d¥lí t, rs+1 ned¥lí

t a m ned¥lí s (zápis ordr t = s). P°edpokládejte, ºe m
√
t = p

q
, p, q ∈ Z, neboli t · pm = qm . Uvaºte

ordr L a ordr R a jejich d¥litelnost £íslem m (L zna£í levou stranu rovnice, . . . ). □

1.96. Stanovte ∣∣∣∣ (2+3i)
(

1+i√3
)

1−i√3

∣∣∣∣ .
�e²ení. Nebo´ absolutní hodnota sou£inu (podílu) dvou libovolných komplexních £ísel je sou£in (po-

díl) jejich absolutních hodnot a kaºdé komplexní £íslo má stejnou absolutní hodnotu jako £íslo s ním

komplexn¥ sdruºené, platí∣∣∣ (2+3i)(1+i√3)
1−i√3

∣∣∣ = |2+ 3i| · |1+i√3|
|1−i√3| = |2+ 3i| = √22 + 32 = √13. □

1.97. �íslo
(

5
√

3+ 5i
)12

zapi²te v co nejjednodu²²ím tvaru.

�e²ení. Úpravy jako postupné umoc¬ování nebo rozvoj podle binomické v¥ty jsou v tomto p°ípad¥

£asov¥ náro£né. P°i vyjád°ení

5
√

3+ 5i = 10
(√

3
2 + i

2

)
= 10

(
cos π6 + i sin π

6

)
uºitím Moivreovy v¥ty v²ak snadno obdrºíme(

5
√

3+ 5i
)12 = 1012

(
cos 12π

6 + i sin 12π
6

) = 1012. □

1.98. Vyjád°ete z1 + z2, z1 · z2, z̄1, |z2|, z1
z2
, pro

a) z1 = 1− 2i, z2 = 4i − 3
b) z1 = 2, z2 = i

⃝

1.99. Uve¤te vzdálenost d £ísel z, z̄ v komplexní rovin¥, je-li

z̄ =
√

3
√

3
2 − i 3

2 .

�e²ení. Není obtíºné si uv¥domit, ºe komplexn¥ sdruºená £ísla jsou v komplexní rovin¥ soum¥rn¥

sdruºená podle osy x a ºe vzdálenost komplexního £ísla od osy x je rovna absolutní hodnot¥ jeho

imaginární £ásti. To jiº dává d = 3. □

1.100. Setkání se zú£astnilo ²est muº·. Pokud si v²ichni navzájem pot°ásli rukama, vy£íslete po£et

pot°esení.

�e²ení. Po£et pot°esení rukou z°ejm¥ odpovídá po£tu zp·sob·, jak lze vybrat neuspo°ádanou dvojici

ze 6 prvk·, tj. výsledek je c (6, 2) = (6
2

) = 15. □
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1.101. Ur£ete, kolika zp·soby lze z 15 poslanc· vybrat £ty°£lennou komisi, není-li moºné, aby jistí

2 poslanci pracovali spolu.

�e²ení. Výsledek je (15
4

)− (13
2

) = 1 287.

Obdrºíme ho tak, ºe nejprve ur£íme po£et v²ech moºných výb¥r· £ty°£lenné komise, potom od n¥j

ode£teme po£et t¥ch výb¥r·, kdy oba zmín¥ní poslanci budou vybráni (v takovém p°ípad¥ vybíráme

pouze 2 dal²í £leny komise ze 13 poslanc·). □

1.102. Kolika zp·soby m·ºeme rozd¥lit 8 ºen a 4 muºe do 2 ²esti£lenných skupin (v nichº ne-

rozli²ujeme po°adí � jsou neuspo°ádané) tak, aby v obou skupinách byl alespo¬ 1 muº?

�e²ení. Rozd¥lení 12 osob do 2 ²esti£lenných skupin bez jakýchkoli podmínek je dáno libovolným

výb¥rem 6 z nich do první ze skupin, coº lze provést
(12

6

)
zp·soby. Skupiny ale nejsou rozli²itelné

(nevíme, která z nich je první), a proto je po£et v²ech moºných rozd¥lení 1
2 ·
(12

6

)
. V

(8
2

)
p°ípadech pak

budou v²ichni muºi v jedné skupin¥ (volíme 2 ºeny z 8, které skupinu doplní). Správná odpov¥¤ je

tudíº
1
2 ·
(12

6

)− (8
2

) = 434. □

1.103. Kolika zp·soby lze do t°í r·zných obálek rozmístit p¥t shodných stokorun a p¥t shodných

tisícikorun tak, aby ºádná nez·stala prázdná?

�e²ení. Nejd°íve zjistíme v²echna rozmíst¥ní bez podmínky neprázdnosti. T¥ch je podle pravi-

dla sou£inu (rozmís´ujeme nezávisle stokoruny a tisícikoruny) C(3, 5)2 = (7
2

)2
. Ode£teme po-

stupn¥ rozmíst¥ní, kdy je práv¥ jedna obálka prázdná, a poté kdy jsou dv¥ obálky prázdné. Celkem

C(3, 5)2 − 3(C(2, 5)2 − 2) − 3 = (7
2

)2 − 3(62 − 2)− 3 = 336. □

1.104. Jaký je po£et £ty°ciferných £ísel sloºených z £íslic 1, 3, 5, 6, 7 a 9, ve kterých se ºádná z cifer
neopakuje?

�e²ení. K dispozici máme ²est r·zných £íslic. Ptáme se: Kolik r·zných uspo°ádaných £tve°ic z nich

m·ºeme vybrat? Výsledek je proto v (6, 4) = 6 · 5 · 4 · 3 = 360. □

1.105. �ecká abeceda se skládá z 24 písmen. Kolik r·zných slov majících práv¥ p¥t písmen z ní lze

utvo°it? (Bez ohledu na to, zda tato slova mají n¥jaký jazykový význam.)

�e²ení. Pro kaºdou z p¥ti pozic ve slov¥ máme 24 moºností, nebo´ písmena se mohou opakovat.

Výsledek je tedy V (24, 5) = 245. □

1.106. Noví hrá£i se sejdou v jednom volejbalovém týmu (6 lidí). Kolikrát si p°i seznamování (kaºdý

s kaºdým) podají ruce? Kolikrát si hrá£i podají ruce se soupe°em po odehrání zápasu?

�e²ení. Seznamuje se kaºdá dvojice z ²esti hrá£·. Po£et podání rukou je teda roven kombinaci

C(2, 6) = (6
2

) = 15. Po zápase si kaºdý z ²esti hrá£· podá ruku ²estkrát (s kaºdým z ²esti soupe°·).

Po£et je tedy dohromady 62 = 36. □

1.107. Na koncert¥ je 730 lidí. Mají n¥kte°í z nich stejné iniciály? (Neuvaºujeme há£ky ani £árky)

⃝
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1.108. K vytrvalostnímu závodu, v n¥mº b¥ºci vybíhají jeden po druhém s danými £asovými od-

stupy, se p°ihlásilo k závodník·, mezi nimi také t°i kamarádi. Stanovte po£et startovních listin, v rámci

kterých ºádní dva z trojice kamarád· nestartují t¥sn¥ po sob¥. Pro jednoduchost uvaºujte k ≥ 5.

�e²ení. Ostatních k−3 závodník· m·ºeme se°adit (k−3)! zp·soby. Pro uvaºované t°i kamarády pak

máme k − 2 míst (za£átek, konec a k − 4 mezer), na které je m·ºeme rozmístit v (k − 2, 3) zp·soby.
Podle (kombinatorického) pravidla sou£inu je tak výsledek

(k − 3)! · (k − 2) · (k − 3) · (k − 4) = (k − 2)! · (k − 3) · (k − 4). □

1.109. Kolik existuje r·zných p°esmy£ek slova KRAKATIT takových, ºe mezi písmeny K je práv¥

jedno jiné písmeno?

�e²ení. V uvaºovaných p°esmy£kách je ²est moºností, jak umístit skupinu dvou K. Fixujeme-li pevn¥

místa pro dv¥ písmena K, pak ostatní písmena m·ºeme rozmístit na zbylých ²est míst libovoln¥, tedy

P(1, 1, 2, 2) zp·soby. Celkem podle pravidla sou£inu je hledaný po£et

6 · P(1, 1, 2, 2) = 6·6!
2·2 = 1080. □

1.110. Turnaje se zú£astní 32 lidí. Podle poºadavk· organizátor· se musí libovolným zp·sobem

rozd¥lit do £ty° skupin tak, aby první skupina m¥la 10 ú£astník·, druhá 8, t°etí také 8 a poslední

£tvrtá potom 6. Kolika zp·soby se mohou takto rozd¥lit?

�e²ení. M·ºeme si p°edstavit, ºe z 32 ú£astník· vytvo°íme °adu, kdy prvních 10 utvo°í první skupinu,

dal²ích 8 druhou atd. Celkem m·ºeme ú£astníky se°adit 32! zp·soby. Uv¥domme si ov²em, ºe na

rozd¥lení do skupin nemá vliv, kdyº zam¥níme po°adí osob, které pat°í do stejné skupiny. Proto je

po£et navzájem r·zných rozd¥lení roven

P (10, 8, 8, 6) = 32!
10!·8!·8!·6! . □

1.111. Je pot°eba ubytovat 9 osob v jednom £ty°l·ºkovém, jednom t°íl·ºkovém a jednom dvoul·ºko-

vém pokoji. Zjist¥te, kolika zp·soby to lze provést.

�e²ení. Jestliºe nap°. host·m ve £ty°l·ºkovém pokoji, p°i°adíme £íslici 1, v t°íl·ºkovém pokoji £ísli-

ci 2 a v dvoul·ºkovém £íslici 3, pak vytvá°íme permutace s opakováním ze t°í prvk· 1, 2, 3, v nichº

jedni£ka se vyskytuje £ty°ikrát, dvojka t°ikrát a trojka dvakrát. P°íslu²ný po£et permutací je

P (4, 3, 2) = 9!
4!·3!·2! = 1 260. □

1.112. Kolika zp·soby m·ºeme do °ady posadit 50 lidí tak, aby Pavel s Petrem ob jedno místo a

Martin sousedil alespo¬ s jedním z nich? (Ve skupin¥ je práv¥ jeden Pavel, Petr i Martin) ⃝
1.113. Ur£ete po£et zp·sob·, jak lze rozd¥lit mezi t°i osoby A, B a C 33 r·zných mincí tak, aby

osoby A a B m¥ly dohromady práv¥ dvakrát více mincí, neº má osoba C.

�e²ení. Ze zadání vyplývá, ºe osoba C má obdrºet 11 mincí. To lze provést
(33

11

)
zp·soby. Kaºdou

ze zbývajících 22 mincí m·ºe získat osoba A nebo B, coº dává 222 moºností. Z (kombinatorického)

pravidla sou£inu plyne výsledek
(33

11

) · 222. □

1.114. Kolika zp·soby m·ºete mezi 4 chlapce rozd¥lit 40 stejných kuli£ek?

�e²ení. P°idejme ke 40 kuli£kám troje zápalky. Poskládáme-li kuli£ky a zápalky do °ady, rozd¥lí zá-

palky kuli£ky na 4 úseky. Náhodn¥ se°a¤me chlapce. Dáme-li prvnímu chlapci v²echny kuli£ky z prv-

ního úseku, druhému chlapci v²echny kuli£ky z druhého úseku atd., je jiº vid¥t, ºe v²ech rozd¥lení

je práv¥
(43

3

) = 12 341. □
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1.115. Podle kvality d¥líme výrobky do skupin I, II, III, IV . Zjist¥te po£et v²ech moºných roz-

d¥lení 9 výrobk· do t¥chto skupin. P°i rozd¥lení hledíme pouze na po£et výrobk· v jednotlivých

skupinách.

�e²ení. Zapisujeme-li p°ímo uvaºované devíti£lenné skupiny z prvk· I , II , III , IV , vytvá°íme

kombinace s opakováním deváté t°ídy ze £ty° prvk·. Po£et takových kombinací je
(12

9

) = 220. □

1.116. Kolika zp·sobymohla skon£it tabulka první fotbalové ligy, víme-li o ní, ºe ºádné dva z trojice

tým· Zbrojovka Brno, Baník Ostrava a Sigma Olomouc spolu v tabulce �nesousedí�? (Ligu hraje 16
muºstev.)

�e²ení. První zp·sob. Hledaný po£et spo£ítáme podle principu inkluze a exkluze tak, ºe od po£tu

v²ech moºných tabulek ode£teme po£et tabulek, ve kterých sousedí n¥která dvojice z uvedených t°í

tým· a p°i£teme po£et t¥ch tabulek, ve kterých sousedí v²echny t°i týmy. Hledaný po£et tedy je

16!− (3
2

) · 2! · 15!+ 3! · 14! = 13599813427200.

Jiné °e²ení. Zmín¥né t°i týmy budeme povaºovat za �odd¥lova£e�. Zbylých t°ináct tým· mu-

síme rozd¥lit tak, aby mezi libovolnými dv¥ma odd¥lova£i byl alespo¬ jeden tým. Navíc zbylé týmy

m·ºeme mezi sebou nezávisle permutovat a rovn¥º tak odd¥lova£e. Celkem tedy dostáváme(14
3

) · 13! · 3! = 13599813427200

moºností. □

1.117. Kolika zp·soby mohla skon£it tabulka první fotbalové ligy, víme-li o ní pouze, ºe alespo¬

jeden z tým· z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za týmem Brna (ligu hraje 16 muºstev).

�e²ení. Nejprve ur£íme t°i místa, na kterých se umístily celky Brna, Olomouce a Ostravy. Ty lze

vybrat c(3, 16) = (16
3

)
zp·soby. Z ²esti moºných po°adí zmín¥ných t°í tým· na vybraných t°ech

místech vyhovují podmínce ze zadání £ty°i. Pro libovolné po°adí t¥chto tým· na libovoln¥ vybraných

t°ech místech pak m·ºeme nezávisle volit po°adí zbylých 13 tým· na ostatních místech tabulky. Podle

pravidla sou£inu je tedy hledaný po£et tabulek roven(16
3

) · 4 · 13! = 13948526592000. □

1.118. Kolik je moºných uspo°ádání (v °ad¥) na fotce volejbalového týmu (6 hrá£·), kdyº

i) Gouald a Bamba cht¥jí stát vedle sebe,

ii) Gouald a Bamba cht¥jí stát vedle sebe a uprost°ed,

iii) Gouald a Kamil necht¥jí stát vedle sebe.

�e²ení.

i) Goualda a Bambu m·ºeme v tomto p°ípad¥ po£ítat za jednoho, rozli²íme jen jak stojí vzá-

jemn¥. Máme 2 · 5! = 240 po°adí.

ii) Tady je to podobné,jen pozice Goualda a Bamby je pevn¥ daná. Dostáváme 2 · 4! = 48
moºností.

iii) Nejjednodu²²í je asi ode£íst p°ípady, kdy stojí vedle sebe (viz (i)) od v²ech po°adí. Dosta-

neme 6!− 2 · 5! = 720− 240 = 480.

□

1.119.Házení mincí. �estkrát hodíme mincí.
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i) Kolik je v²ech r·zných posloupností panna, orel?

ii) Kolik je takových, ºe padnou práv¥ £ty°i panny?

iii) Kolik je takových, ºe padnou aspo¬ dv¥ panny?

⃝

1.120. Kolik existuje p°esmy£ek slova BAZILIKA takových, ºe se v nich st°ídají souhlásky a sa-

mohlásky?

�e²ení. Protoºe souhlásky i samohlásky jsou v daném slov¥ £ty°i, tak se v kaºdé takové p°esmy£ce

st°ídají pravideln¥ souhlásky a samohlásky. Slovo tedy m·ºe být typu BABABABA nebo

ABABABAB. Na daných £ty°ech místech m·ºeme pak samohlásky permutovat mezi sebou

(Po(2, 2) = 4!
2!2! zp·soby) a nezávisle na tom i souhlásky (4! zp·soby). Hledaný po£et je pak dle

pravidla sou£inu 2 · 4! · 4!
2!2! = 288. □

1.121. Kolika zp·soby lze rozd¥lit 9 d¥v£at a 6 chlapc· do dvou skupin tak, aby kaºdá skupina

obsahovala alespo¬ dva chlapce?

�e²ení. Rozd¥líme zvlá²´ d¥v£ata a chlapce: 29(25 − 7) = 12800. □

1.122. Materiál je tvo°en p¥ti vrstvami, kaºdá z nich má vlákna v jednom z daných ²esti sm¥r·.

Kolik takových materiál· existuje? Kolik je jich takových, ºe dv¥ sousední vrstvy nemají vlákna ve

stejném sm¥ru?

�e²ení. 65 a 6 · 55. □

1.123. Pro libovolné pevné n ∈ N ur£ete po£et v²ech °e²ení rovnice

x1 + x2 + · · · + xk = n
v mnoºin¥ kladných celých £ísel.

�e²ení. Hledáme-li °e²ení v oboru kladných celých £ísel, tak si v²imn¥me, ºe p°irozená £íslax1, . . . xk

jsou °e²ením dané rovnice, práv¥ kdyº jsou celá nezáporná £ísla yi = xi − 1, i = 1, . . . , k, °e²ením
rovnice

y1 + y2 + · · · + yk = n− k.
Podle ∥1.26∥ je jich (n−1

k−1

)
. □

1.124. Kolik pen¥z naspo°ím na stavebním spo°ení za p¥t let, vkládám-li 3000 K£ m¥sí£n¥ (vºdy

k 1. v m¥síci), vklad je úro£en ro£ní úrokovou mírou 3% (úro£ení probíhá jednou za m¥síc) a od

státu obdrºím ro£n¥ p°ísp¥vek 1500 K£ (státní p°ísp¥vek se p°ipisuje vºdy aº 1. kv¥tna následujícího

roku)?
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�e²ení. Ozna£me mnoºství naspo°ených pen¥z po n-tém roce jako xn. Potom dostáváme (pro n > 2)
následující rekurentní formuli (navíc p°edpokládáme, ºe kaºdý m¥síc je p°esn¥ dvanáctina roku)

xn+1 = 1, 03(xn)+ 36000+ 1500+
+ 0,03 · 3000

(
1+ 11

12
+ · · · + 1

12

)
︸ ︷︷ ︸
úroky z vklad· za aktuální rok

+

+ 0,03 · 2
3
· 1500︸ ︷︷ ︸

úrok ze státního p°ísp¥vku p°ipsaného v aktuálním roce

=

= 1,03(xn)+ 38115.

Tedy

xn = 38115
n−2∑
i=0

(1,03)i + (1,03)n−1x1 + 1500,

p°i£emº x1 = 36000+ 0,03 · 3000
(
1+ 11

12 + · · · + 1
12

) = 36585. Celkem

x5 = 38115
(
(1,03)4 − 1

0,03

)
+ (1,03)4 · 36585+ 1500 .= 202136.

□

1.125. Poznámka. Ve skute£nosti úro£ení probíhá podle po£tu dní, které jsou peníze na ú£tu. Ob-

starejte si skute£ný výpis ze stavebního spo°ení, zjist¥te si jeho úro£ení a zkuste si spo£ítat p°ipsané

úroky za rok. Porovnejte je se skute£n¥ p°ipsanou sumou. Po£ítejte tak dlouho, dokud sumy nebudou

souhlasit.

1.126. Na kolik maximáln¥ £ástí d¥lí rovinu n kruºnic?

�e²ení. Pro maximální po£et pn oblastí, na které d¥lí rovinu kruºnice odvodíme rekurentní vzorec

pn+1 = pn + 2n.

V²imn¥me si totiº, ºe (n+ 1)-ní kruºnice protíná n p°edchozích maximáln¥ v 2n pr·se£ících (a tato
situace skute£n¥ m·ºe nastat).
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Navíc z°ejm¥ p1 = 2. Pro po£et pn tedy dostáváme

pn = pn−1 + 2(n− 1) = pn−2 + 2(n− 2)+ 2(n− 1) = . . .

= p1 +
n−1∑
i=1

2i = n2 − n+ 2.

□

1.127. Na kolik nejvý²e £ástí d¥lí t°írozm¥rný prostor n rovin?

�e²ení. Ozna£me hledaný po£et rn. Vidíme, ºe r0 = 1. Podobn¥ jako v p°íkladu ∥1.30∥ uvaºujme,

ºe máme v prostoru n rovin, p°idejme jednu dal²í a ptejme se, kolik nejvý²e £ástí prostoru p°ibude.

Op¥t to bude p°esn¥ tolik, kolika p·vodními £ástmi prostoru p°idaná rovina prochází. Kolik to m·ºe

být? Po£et £ástí prostoru, kterými (n+ 1)-ní rovina prochází je roven po£tu £ástí, na které je p°idaná
(n + 1)-ní rovina rozd¥lena pr·se£nicemi s n rovinami, které v prostoru jiº byly rozmíst¥ny. T¥chto

£ástí v²ak m·ºe být podle p°íkladu ∥1.30∥ nejvý²e 1/2·(n2+n+2), dostáváme tak rekurentní formuli

rn+1 = rn + n
2 + n+ 2

2
.

Danou rovnici op¥t m·ºeme vy°e²it p°ímo:

rn = rn−1 + (n− 1)2 + (n− 1)+ 2
2

= rn−1 + n
2 − n+ 2

2
=

= rn−2 + (n− 1)2 − (n− 1)+ 2
2

+ n
2 − n+ 2

2
=

= rn−2 + n
2

2
+ (n− 1)2

2
− n

2
− (n− 1)

2
+ 1+ 1 =

= rn−3 + n
2

2
+ (n− 1)2

2
+ (n− 3)2

2
− n

2
− (n− 1)

2
− (n− 2)

2
+

+ 1+ 1+ 1 =

= · · · = r0 + 1
2

n∑
i=1

i2 − 1
2

n∑
i=1

i +
n∑
i=1

1 =

= 1+ n(n+ 1)(2n+ 1)
12

− n(n+ 1)
4

+ n =

= n3 + 6n+ 5
6

,

kde jsme pouºili známého vztahu
n∑
i=1

i2 = n(n+ 1)(2n+ 1)
6

,

který lze snadno dokázat matematickou indukcí. □

1.128. Na kolik maximáln¥ £ástí d¥lí trojrozm¥rný prostor n koulí? ⃝
1.129. Na kolik £ástí d¥lí prostor n navzájem r·zných rovin, které v²echny prochází jedním daným

bodem?

�e²ení. Pro hledaný po£et xn odvodíme rekurentní formuli

xn = xn−1 + 2(n− 1),

dále x1 = 2, tedy
xn = n(n− 1)+ 2. □
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1.130. Z balí£ku 52 karet náhodn¥ vybereme 16 karet. Vyjád°ete pravd¥podobnost, ºe vybereme

práv¥ 10 £ervených a 6 £erných karet.

�e²ení. Nejd°íve si uv¥domme, ºe nemusíme zohled¬ovat po°adí výb¥ru karet. (Ve výsledném

zlomku bychom uspo°ádané výb¥ry získali tak, ºe bychom £íslem 16! vynásobili £itatele i jmeno-

vatele.) Po£et v²ech moºných (neuspo°ádaných) výb¥r· 16 karet z 52 je
(52

16

)
. Podobn¥ je po£et v²ech

moºných výb¥r· 10 karet z 26 roven
(26

10

)
a 6 karet z 26 pak

(26
6

)
. Nebo´ vybíráme nezávisle na sob¥

10 karet z 26 £ervených a 6 karet z 26 £erných, uºití (kombinatorického) pravidla sou£inu dává výsle-

dek (26
10

)·(26
6
)(52

16
) .= 0,118. □

1.131. V urn¥ je 7 bílých, 6 ºlutých a 5 modrých koulí. Vylosujeme (bez vracení) 3 koule. Ur£ete

pravd¥podobnost, ºe práv¥ 2 jsou bílé.

�e²ení. Celkem máme
(7+6+5

3

)
zp·sob·, jak lze vybrat 3 koule. Vylosovat práv¥ 2 bílé umoº¬uje(7

2

)
výb¥r· bílých a sou£asn¥

(11
1

)
výb¥r· zbylé (t°etí) koule. Podle pravidla sou£inu je tak po£et

zp·sob·, jak lze vylosovat práv¥ 2 bílé, roven
(7

2

) · (11
1

)
. Odsud jiº plyne výsledek(7

2
)·11(18
3
) .= 0,283. □

1.132. Z karetní hry o 108 kartách (2×52+4 ºolíci) bez vracení vybereme 4 karty. Jaká je pravd¥po-
dobnost, ºe aspo¬ jedna z nich je eso nebo ºolík?

�e²ení. Lehce m·ºeme ur£it pravd¥podobnost opa£ného (komplementárního) jevu znamenajícího,

ºe ve vybrané £tve°ici není ºádná z 12 uvaºovaných karet (8 es a 4 ºolík·). Tato pravd¥podobnost je

dána pom¥rem po£tu výb¥r· 4 karet z 96 a po£tu výb¥r· 4 karet ze 108, tj. je rovna
(96

4

)
/
(108

4

)
. Opa£ný

jev má tudíº pravd¥podobnost

1 −
(96

4
)(108

4
) .= 0,380. □

1.133. P°i házení kostkou padla jedenáctkrát po sob¥ £ty°ka. Uve¤te pravd¥podobnost, ºe padne

podvanácté.

�e²ení. P°edchozí výsledky (podle na²ich p°edpoklad·) nijak neovliv¬ují, co padne na kostce p°i

dal²ích hodech. Proto je hledaná pravd¥podobnost 1/6. □

1.134. Z balí£ku 32 karet náhodn¥ vypadne 6 karet. Jaká je pravd¥podobnost, ºe jsou v²echny téºe

barvy?

�e²ení. K tomu, abychom získali výsledek
4·(8

6
)(32

6
) .= 1,234 · 10−4,

sta£í nejprve zvolit jednu ze 4 barev a uv¥domit si, ºe existuje
(8

6

)
zp·sob·, jak vybrat 6 karet z 8 této

barvy. □

1.135. T°i hrá£i dostanou po 10 kartách a 2 zbudou (z balí£ku p°ipraveného na mariá² nebo pr²í �

32 karet, z toho 4 esa). Je pravd¥podobn¥j²í, ºe n¥kdo dostane listovou sedmu, osmu a devítku, nebo

to, ºe zbyla dv¥ esa?

�e²ení. Protoºe pravd¥podobnost, ºe n¥jaký z hrá£· dostane uvedené t°i karty, je rovna hodnot¥

3
(29

7
)(32

10
) ,

zatímco pravd¥podobnost, ºe zbudou dv¥ esa, je rovna £íslu
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(4
2
)(32

2
) ,

je pravd¥podobn¥j²í, ºe n¥jaký z hrá£· dostal zmín¥né t°i karty. Poznamenejme, ºe nerovnost

3·(29
7
)(32

10
) > (4

2
)(32

2
)

lze dokázat úpravou obou jejích stran, kdy opakovaným krácením (po vyjád°ení kombina£ních £ísel

dle de�nice) lehce dostaneme 6 > 1. □

1.136. Dva p°átelé st°ílejí nezávisle na sob¥ do jednoho ter£e, kaºdý po jednom výst°elu. Pravd¥po-

dobnost zásahu ter£e pro prvního je 0, 4, pro druhého je 0, 3. Nalezn¥te pravd¥podobnost P jevu, ºe

po st°elb¥ bude v ter£i práv¥ jeden zásah.

�e²ení. Výsledek stanovíme tak, ºe se£teme pravd¥podobnosti t¥chto dvou neslu£itelných jev·: tre�l

se první st°elec a druhý nikoli; první st°elec minul, zatímco druhý ter£ zasáhl. P°i nezávislosti jev·

(která se zachovává také tehdy, kdyº uvaºujeme komplementy n¥kterých z jev·) je pravd¥podobnost

spole£ného nastoupení dána sou£inem pravd¥podobností jednotlivých jev·. Uºitím toho dostáváme

P = 0,4 · (1− 0,3)+ (1− 0,4) · 0,3 = 0,46. □

1.137. Dvanáctkrát po sob¥ házíme t°emi mincemi. Jaká je pravd¥podobnost, ºe alespo¬ v jednom

hodu padnou t°i líce?

�e²ení. Uváºíme-li, ºe p°i opakovaní téhoº pokusu jsou jednotlivé výsledky nezávislé, a ozna£íme-li

pro i ∈ {1, . . . , 12} jako Ai jev �p°i i-tém hodu padly t°i líce�, ur£ujeme

P

(
12∪
i=1
Ai

)
= 1− (1− P(A1)) · (1− P(A2)) · · · (1− P(A12)).

Pro kaºdé i ∈ {1, . . . , 12} je v²ak P(Ai) = 1/8, nebo´ na kaºdé ze t°í mincí padne líc s pravd¥po-

dobností 1/2 nezávisle na tom, zda na ostatním mincích padl líc, p°íp. rub. Nyní jiº m·ºeme napsat

výsledek

1− ( 7
8

)12
. □

1.138. V jisté zemi mají parlament, ve kterém zasedá 200 poslanc·. Dv¥ hlavní politické strany,

které v zemi existují, si p°i �volbách� házejí o kaºdý poslanecký mandát zvlá²´ mincí. Kaºdá z t¥chto

stran má p°id¥lenu jednu stranu mince. Té stran¥, jejíº strana mince padne, náleºí mandát, o který se

práv¥ losovalo. Jaká je pravd¥podobnost, ºe kaºdá ze stran získá 100 mandát·? (mince je �poctivá�)

�e²ení. V²ech moºných výsledk· losování (uvaºovaných jako dvouset£lenné posloupnosti rub· a

líc·) je 2200. Pokud kaºdá strana získá práv¥ sto mandát·, je ve vylosované posloupnosti práv¥ sto

líc· a sto rub·. Takových posloupností je
(200

100

)
(taková posloupnost je jednozna£n¥ ur£ená výb¥rem

sto £len· z dvou set moºných, na kterých budou nap°. líce). Celkem je hledaná pravd¥podobnost(200
100

)
2200 =

200!
100!·100!

2200
.= 0,056. □

1.139. Sedm �ech· a p¥t Angli£an· náhodn¥ rozd¥líme na dv¥ (neprázdné) skupiny. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe v jedna ze skupin bude tvo°ena pouze �echy?

�e²ení. V²ech moºností je 212 − 1. Jestliºe jsou v jedné skupin¥ pouze �e²i, znamená to, ºe v²ichni

Angli£ané jsou v jedné skupin¥ (bu¤ v první nebo druhé). Zbývá rozd¥lit �echy na dv¥ neprázdné

skupiny, tom·ºeme 27−1 zp·soby. Na záv¥r je²t¥ p°i£íst rozd¥lení, kdy jsou skupiny podle národností:
2·(27−1)+1

212−1 . □
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1.140. Zjist¥te pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami padla alespo¬ na jedné kostce £ty°ka,

jestliºe padl sou£et 7.

�e²ení. P°íklad °e²íme pomocí klasické pravd¥podobnosti, kdy podmínku interpretujeme jako zúºení

pravd¥podobnostního prostoru. Ten má vzhledem k podmínce tedy 6 prvk·, z £ehoº práv¥ 2 jsou

p°íznivé vy²et°ovanému jevu. Správná odpov¥¤ je 2/6 = 1/3. □

1.141. Hodíme dv¥ma kostkami. Ur£ete podmín¥nou pravd¥podobnost, ºe na první kostce padla

p¥tka za podmínky, ºe padl sou£et 9. Na základ¥ tohoto výsledku rozhodn¥te o nezávislosti jev· �na
první kostce padla p¥tka� a �padl sou£et 9�.

�e²ení. Ozna£íme-li jev �na první kostce padla p¥tka� jakoA a jev �padl sou£et 9� jakoH , pak platí

P(A|H) = P(A∩H)
P (H)

= 1
36
4
36
= 1

4 .

Uv¥domme si, ºe sou£et 9 m·ºeme získat tak, ºe na první kostce padne 3 a na druhé 6, na první 4 a na

druhé 5, na první 5 a na druhé 4 nebo na první 6 a na druhé 3. Z t¥chto £ty° (stejn¥ pravd¥podobných)

výsledk· jevu A vyhovuje práv¥ jeden. Protoºe pravd¥podobnost jevu A je o£ividn¥ 1/6 ̸= 1/4,
nejsou uvedené jevy nezávislé. □

1.142. Uvaºujme rodiny se dv¥ma d¥tmi a pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe v²echny moºnosti

v mnoºin¥ � = {kk, kh, hk, hh}, kde k zna£í �kluk� a h znamená �holka� p°i zohledn¥ní stá°í d¥tí,

jsou stejn¥ pravd¥podobné. Zave¤me náhodné jevy

H1 � rodina má kluka, A1 � rodina má 2 kluky.

Vypo£t¥te P (A1|H1).

Podobn¥ uvaºujme rodiny se t°emi d¥tmi, kdy je

� = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.
Jestliºe

H2 � rodina má kluka i holku, A2 � rodina má nejvý²e jednu holku,

rozhodn¥te o nezávislosti náhodných jev· A2 a H2.

�e²ení. Uváºením, které ze £ty° prvk· mnoºiny � (ne)vyhovují jevu A1, resp. H1, lehce získáváme

P (A1|H1) = P (A1∩H1)
P (H1)

= P(A1)
P (H1)

= 1
4
3
4
= 1

3 .

Dále máme zjistit, zda platí

P (A2 ∩H2) = P (A2) · P (H2) .

Op¥t si sta£í pouze uv¥domit, ºe jevuA2 vyhovují práv¥ prvky kkk, kkh, khk, hkkmnoºiny�, jevuH2

prvky kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk a jevu A2 ∩H2 prvky kkh, khk, hkk. Odtud plyne

P (A2 ∩H2) = 3
8 = 4

8 · 6
8 = P (A2) · P (H2) ,

coº znamená, ºe jevy A2 a H2 jsou nezávislé. □

1.143. V osudí je 9 £ervených a 7 bílých koulí. Postupn¥ vytáhneme 3 koule (bez vracení). Ur£ete

pravd¥podobnost, ºe první dv¥ budou £ervené a t°etí bílá.

�e²ení. P°íklad budeme °e²it pomocí v¥ty o násobení pravd¥podobností. Nejprve poºadujeme vy-

taºení £ervené koule, coº se poda°í s pravd¥podobností 9/16. Pokud byla poprvé vytaºena £ervená

koule, p°i druhém tahu vytáhneme znovu £ervenou kouli s pravd¥podobností 8/15 (v osudí je 15 kou-

lí, z toho 8 £ervených). Kone£n¥, pokud byla dvakrát vytaºena £ervená koule, pravd¥podobnost, ºe
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potom bude vytaºena bílá, je 7/14 (v osudí je 7 bílých koulí a 7 £ervených koulí). Celkem dostáváme
9
16 · 8

15 · 7
14 = 0,15. □

1.144. V osudí je 10 koulí, a to 5 £erných a 5 bílých. Postupn¥ budeme losovat po jedné kouli,

p°i£emº vytaºenou kouli nevrátíme zp¥t. Stanovte pravd¥podobnost, ºe nejprve vytáhneme bílou,

poté £ernou, pak bílou a v posledním £tvrtém tahu op¥t bílou kouli.

�e²ení. Pouºijeme v¥tu o násobení pravd¥podobností. V prvním tahu vytáhneme bílou kouli s prav-

d¥podobností 5/10, poté £ernou s pravd¥podobností 5/9, následn¥ bílou s pravd¥podobností 4/8 a na

záv¥r bílou s pravd¥podobností 3/7. Dohromady to dává
5
10 · 5

9 · 4
8 · 3

7 = 5
84 . □

1.145. Jaká je pravd¥podobnost, ºe sou£et dvou náhodn¥ zvolených kladných £ísel men²ích neº 1
bude men²í neº 3/7?

�e²ení. Je vid¥t, ºe jde o jednoduchý p°íklad na geometrickou pravd¥podobnost, kdy jako základní

prostor � se nabízí £tverec s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 1], [0, 1] (volíme dv¥ £ísla mezi 0 a 1). Zajímá

nás pravd¥podobnost jevu udávajícího, ºe pro náhodn¥ zvolený bod [x, y] v tomto £tverci bude platit

x + y < 3/7; tj. pravd¥podobnost toho, ºe zvolený bod se bude nacházet uvnit° trojúhelníku A

s vrcholy [0, 0], [3/7, 0], [0, 3/7]. Nyní jiº snadno vy£íslíme

P(A) = vol A
vol �
=

(
3
7

)2
/2

1 = 9
98 . □

1.146. Nech´ je náhodn¥ rozlomena ty£ na t°i £ásti. Stanovte pravd¥podobnost, ºe délka druhé

(prost°ední) £ásti bude v¥t²í neº dv¥ t°etiny délky ty£e p°ed jejím rozlomením.

�e²ení. Nejprve si ozna£me délku uvaºované ty£e jako d. Rozlomení ty£e ve dvou místech je dáno

volbou bod·, kde ji zlomíme. Ozna£me jako x bod, ve kterém je první (nap°. blíºe n¥jakému p°edm¥tu)

zlom, a jako x + y bod, ve kterém je druhý zlom. To nám °íká, ºe za základní prostor lze povaºovat

mnoºinu {[x, y]; x ∈ (0, d), y ∈ (0, d − x)}, tj. trojúhelník s vrcholy v bodech [0, 0], [d, 0], [0, d].
Délka prost°ední £ásti je dána hodnotou y. Poºadavek ze zadaní lze nyní zapsat v jednoduchém tva-

ru y > 2d/3, coº odpovídá trojúhelníku s vrcholy [0, 2d/3], [d/3, 2d/3], [0, d]. Obsahy uvaºovaných
pravoúhlých rovnoramenných trojúhelník· jsou d2/2 a (d/3)2/2, a proto je hledaná pravd¥podobnost

d2

32 ·2
d2
2

= 1
9 . □

1.147. Ty£ o délce 2 m je náhodn¥ roz°ezána na t°i £ásti. Nalezn¥te pravd¥podobnost jevu, ºe t°etí

£ást m¥°í mén¥ neº 1, 5 m.

�e²ení. Tento p°íklad je na uºití geometrické pravd¥podobnosti, kdy hledáme pravd¥podobnost toho,

ºe sou£et délek prvních dvou £ástí je v¥t²í neº £tvrtina délky ty£e. Ur£eme pravd¥podobnost opa£ného

jevu, tj. pravd¥podobnost, kdyº budou náhodn¥ (a nezávisle na sob¥) zvolena dv¥ místa, ve kterých

bude ty£ roz°ezána, ºe budou ob¥ v první £tvrtin¥ ty£e. Pravd¥podobnost tohoto jevu je 1/42, nebo´

pravd¥podobnost výb¥ru místa v první £tvrtin¥ ty£e je z°ejm¥ 1/4 a tento výb¥r se (nezávisle) jednou

opakuje. Pravd¥podobnost hledaného (opa£ného) jevu je tak 15/16. □

1.148. Mirek a Marek chodí na ob¥dy do univerzitní menzy. Menza má otev°eno od 11h do 14h.

Kaºdý z nich stráví na ob¥d¥ p·l hodiny a dobu p°íchodu (mezi 11h a 14h) si vybírá náhodn¥. Jaká

je pravd¥podobnost, ºe se na ob¥d¥ v daný den potkají, sedávají-li oba u stejného stolu?
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�e²ení. Prostor v²ech moºných jev· je £tverec 3× 3. Ozna£íme-li x dobu p°íchodu Mirka a y dobu

p°íchodu Marka, tak tito se potkají, práv¥ kdyº |x − y| ≤ 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve £tverci

moºných událostí oblast, jejíº obsah je roven 11/36 obsahu £tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i

hledaná pravd¥podobnost. □

1.149. Z Brna vyrazí náhodn¥ n¥kdy mezi polednem a £tvrtou hodinou odpolední Honza autem do

Prahy a opa£ným sm¥rem n¥kdy ve stejném intervalu autem Martin. Oba si dávají p·l hodiny pauzu

v motorestu v polovin¥ cesty (p°ístupném pro oba sm¥ry). Jaká je pravd¥podobnost, ºe se tam potkají,

jezdí-li Honza rychlostí 150 km/h a Martin 100 km/h? (Vzdálenost Brno-Praha je 200 km)

�e²ení. Ozna£íme-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy y a pro men²í výskyt zlomk·

v následujících výpo£tech zvolíme za jednotku deset minut, tak stavovým prostorem bude £tverec24×
24. Doba p°íjezdu Martina do motorestu je x+6, do p°íjezdu Honzy x+4. Stejn¥ jako v p°edchozím
p°íkladu to, ºe se v motorestu potkají, je ekvivalentní tomu, ºe doby jejich p°íjezdu se neli²í o více

neº o p·l hodiny, tedy |(x+6)− (y+4)| ≤ 3. Tato podmínka nám pak ve stavovém £tverci vymezuje

oblast o obsahu 242 − 1
2(232 + 192) (viz obr.) a hledaná pravd¥podobnost je

p = 242− 1
2 (232+192)

242 = 131
576

.= 0,227. □

1.150. Mirek vyjede náhodn¥ mezi desátou hodinou dopolední a osmou hodinou ve£erní z Brna do

Prahy. Marek vyjede náhodn¥ ve stejném intervalu z Prahy do Brna. Ob¥ma trvá cesta 2 hodiny. Jaká

je pravd¥podobnost, ºe se po cest¥ potkají (jezdí po stejné trase)?

�e²ení. �e²íme naprosto analogicky jako v p°edchozím p°íklad¥. Prostor v²ech moºných jev· je

£tverec 10×10,Mirek, vyjíºd¥jící v £ase x, potkáMarka, vyjíºd¥jícího v £ase y práv¥ kdyº |x−y| ≤ 2.
Hledaná pravd¥podobnost je p = 36

100 = 9
25 = 0,36.

□
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1.151. Dvoumetrová ty£ je náhodn¥ rozd¥lena na t°i díly. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe ze vzniklých

díl· p·jde sestavit trojúhelník.

�e²ení. Rozd¥lení ty£e je dáno stejn¥ jako v p°edchozím p°íklad¥ body °ezu x a y a jevovým prosto-

rem je op¥t £tverec 2 × 2. Aby z £ástí bylo moºno sestavit trojúhelník, musejí jejich délky spl¬ovat

tzv. trojúhelníkové nerovnosti, tedy sou£et délek libovolných dvou £ástí musí být v¥t²í neº délka t°etí

£ásti. Vzhledem k tomu, ºe sou£et délek je roven 2 m, je tato podmínka ekvivalentní podmínce, ºe

kaºdá s £ástí musí být men²í neº 1 m. To pomocí °ez· x a y vyjád°íme tak, ºe nesmí platit sou£asn¥

x ≤ 1 a y ≤ 1 nebo sou£asn¥ x ≥ 1 a y ≥ 1 (odpovídá podmínkám, ºe krajní díly ty£e jsou men²í neº

1), navíc |x − y| ≤ 1 (prost°ední díl musí být men²í neº jedna). Tyto podmínky spl¬uje vy²rafovaná

oblast na obrázku a jak snadno nahlédneme, její obsah je 1/4.

□

1.152. Jsou rovnice

(a)
4x1 −

√
3x2 = 3,

x1 − 2
√

7x2 = −2;

(b)
4x1 −

√
3x2 = 16,

x1 − 2
√

7x2 = −7;

(c)
4x1 + 2x2 = 7,
−2x1 − x2 = −3

jednozna£n¥ °e²itelné (mají práv¥ 1 °e²ení)?

�e²ení. Soustava lineárních rovnic je jednozna£n¥ °e²itelná práv¥ tehdy, kdyº je nenulový determi-

nant matice ur£ené koe�cienty na levé stran¥ soustavy. Zejména tedy absolutní £leny rovnic (£ísla na

pravé stran¥) neovliv¬ují jednozna£nost °e²ení soustavy. Musíme tedy ve variantách (a) a (b) dostat

stejnou odpov¥¤. Protoºe ∣∣∣∣4 −√3
1 −2

√
7

∣∣∣∣ = 4 ·
(
−2
√

7
)
−
(
−√3 · 1

)
̸= 0,∣∣∣∣ 4 2

−2 −1

∣∣∣∣ = 4 · (−1)− (2 · (−2)) = 0,

mají soustavy ve variantách (a) a (b) práv¥ 1 °e²ení a poslední soustava nikoliv. Vynásobíme-li druhou

rovnici v (c) £íslem −2, vidíme, ºe tato soustava nemá °e²ení. □
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1.153. V R2 ur£ete vrcholy n¥jakého rovnostranného trojúhelníka ABC o stran¥ délky 1, s bodem
C = [1, 1] a základnou AB rovnob¥ºnou s p°ímkou 3x + 4y = 105. ⃝

1.154. Vypo£ítejte obsah S £ty°úhelníku zadaného vrcholy

[0,−2], [−1, 1], [1, 5], [1,−1].

�e²ení. P°i obvyklém ozna£ení vrchol·

A = [0,−2], B = [1,−1], C = [1, 5], D = [−1, 1]

a nemén¥ obvyklém rozd¥lení £ty°úhelníku na trojúhelníkyABC aACD s obsahy S1 a S2, dostáváme

S = S1 + S2 = 1
2

∣∣∣∣ 1− 0 1− 0
−1+ 2 5+ 2

∣∣∣∣+ 1
2

∣∣∣∣1− 0 −1− 0
5+ 2 1+ 2

∣∣∣∣ = 1
2 (7− 1)+ 1

2 (3+ 7) = 8. □

1.155. Ur£ete obsah £ty°úhelníka ABCD s vrcholy A = [1, 0], B = [11, 13], C = [2, 5] a D =
[−2,−5].

�e²ení. �ty°úhelník rozd¥líme na dva trojúhelníky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spo£ítáme po-

mocí pat°i£ných determinant·, viz 1.34,

S =
∣∣∣∣ 1

2

∣∣∣∣ 1 5
10 13

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1
2

∣∣∣∣ 1 5
−3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 47
2 . □

1.156. Spo£ítejte obsah rovnob¥ºníku s vrcholy v bodech [5, 5], [6, 8] a [6, 9].

�e²ení. P°estoºe takový rovnob¥ºník není zadán jednozna£n¥ (není uveden £tvrtý vrchol), trojúhelník

s vrcholy [5, 5], [6, 8] a [6, 9] musí být nutn¥ polovinou kaºdého rovnob¥ºníku s t¥mito t°emi vrcholy

(jedna ze stran trojúhelníku se stane úhlop°í£kou rovnob¥ºníku). Proto je hledaný obsah vºdy roven

determinantu ∣∣∣∣6− 5 6− 5
8− 5 9− 5

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 1
3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 1 · 3 = 1. □

1.157. Stanovte rozlohu louky, která je na pozemkové map¥ ohrani£ena body o kótách [−7, 1],
[−1, 0], [29, 0], [25, 1], [24, 2] a [17, 5]. (Jednotky neuvaºujte. Jsou ur£eny pom¥rem pozemkové

mapy v·£i skute£nosti.)

�e²ení. Uvaºovaný ²estiúhelník m·ºeme rozd¥lit nap°. na £ty°i trojúhelníky s vrcholy

[−7, 1], [−1, 0], [17, 5]; [−1, 0], [24, 2], [17, 5];
[−1, 0], [25, 1], [24, 2]; [−1, 0], [29, 0], [25, 1].

Jejich obsahy jsou po °ad¥ 24, 89/2, 27/2 a 15, coº dává výsledek

24+ 44 1
2 + 13 1

2 + 15 = 97. □

1.158. Ur£ete obsah trojúhelníka A2A3A11, kde A0A1 . . . A11 jsou vrcholy pravidelného dvanáctiú-

helníka vepsaného do kruºnice o polom¥ru 1.

�e²ení. Vrcholy dvanáctiúhelníka m·ºeme ztotoºnit s dvanáctými odmocninami z £ísla 1 v kom-

plexní rovin¥. Zvolíme-li navíc A0 = 1, pak m·ºeme psát Ak = cos(2kπ/12) + i sin(2kπ/12). Pro
vrcholy zkoumaného trojúhelníka máme:

A2 = cos(π/3)+ i sin(π/3) = 1/2+ i√3/2,

A3 = cos(π/2)+ i sin(π/2) = i,
A11 = cos(−π/6)+ i sin(−π/6) = √3/2− i/2,
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neboli sou°adnice t¥chto bod· v komplexní rovnin¥ jsou A2 = [1/2,
√

3/2], A3 = [0, 1], A11 =
[
√

3/2,− 1
2 ]. Podle vzorce pro obsah trojúhelníka je potom hledaný obsah S roven

S = 1
2

∣∣∣∣A2 − A11
A3 − A11

∣∣∣∣ = 1
2

∣∣∣∣∣ 1
2 −

√
3

2
1
2 +

√
3

2

−
√

3
2

3
2

∣∣∣∣∣ = 3−√3
4

.

Vzhledem ke kladnosti p°edchozího determinantu jsme mohli z estetických d·vod· vynechat jeho

absolutní hodnotu. □

1.159. Je dán trojúhelník s vrcholy A = [5, 6], B = [7, 8], C = [5, 8]. Ur£ete, které jeho strany je
vid¥t z bodu P = [0, 1].

�e²ení. Uspo°ádáme vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sm¥ru hodinových ru£i£ek: [5, 6], [7, 8],
[5, 8]. Pomocí p°íslu²ných determinant· ur£íme, zda-li je bod [0, 1] �nalevo� £i �napravo� od jed-

notlivých stran trojúhelníka uvaºovaných jako orientované úse£ky∣∣∣∣B − PC − P
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣7 7

5 7

∣∣∣∣ > 0,
∣∣∣∣C − PA− P

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣5 7
5 5

∣∣∣∣ < 0,∣∣∣∣A− PB − P
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣5 5

7 7

∣∣∣∣ = 0.

Z nulovosti posledního determinantu vidíme, ºe body [0, 1], [5, 6] a [7, 8] leºí na p°ímce, stranu

AB tedy nevidíme. Stranu BC rovn¥º tak nevidíme, na rozdíl od strany AC, pro kterou je p°íslu²ný

determinant záporný. □

1.160. Ur£ete, které strany £ty°úhelníka s vrcholy

A = [95, 99], B = [130, 106],

C = [40, 60], D = [130, 120].

jsou viditelné z bodu [2, 0].

�e²ení. Nejprve je t°eba ur£it strany £ty°úhelníka (�správné� po°adí vrchol·): ACBD. Po spo£ítání

p°íslu²ných determinant· jako v p°edchozích p°íkladech zjistíme, ºe je vid¥t pouze strana CB. □

1.161. Ur£ete po£et relací na mnoºin¥ {1, 2, 3, 4}, které jsou sou£asn¥ symetrické i tranzitivní.

�e²ení.Relace uvedených vlastností je relací ekvivalence na n¥jaké podmnoºin¥ mnoºiny {1, 2, 3, 4}.
Celkem 1+ 4 · 1+ (4

2

) · 2+ (4
3

) · 5+ 15 = 52. □

1.162. Ur£ete po£et relací uspo°ádání na t°íprvkové mnoºin¥. ⃝
1.163. Ur£ete po£et relací uspo°ádání na mnoºin¥ {1, 2, 3, 4} takových, ºe prvky 1 a 2 jsou nesrovna-

telné (tedy neplatí 1 ≺ 2 ani 2 ≺ 1, kde ≺ je ozna£ení uvaºované relace uspo°ádání). ⃝

1.164. Ur£ete po£et surjektivních zobrazení f mnoºiny {1, 2, 3, 4, 5} namnoºinu {1, 2, 3} takových,
ºe f (1) = f (2).
�e²ení. Kaºdé takové zobrazení je jednozna£n¥ dáno obrazem prvk· {1, 3, 4, 5}, t¥chto zobrazení je
tedy p°esn¥ tolik, kolik je zobrazení surjektivních zobrazení mnoºiny {1, 3, 4, 5} na mnoºinu {1, 2, 3},
tedy 36, jak víme z p°edchozího p°íkladu. □
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1.165. Vý£tem prvk· zadejte S ◦ R, je-li
R = {(2, 4), (4, 4), (4, 5)} ⊆ N× N,

S = {(3, 1), (3, 2), (3, 5), (4, 1), (4, 4)} ⊆ N× N.

�e²ení. Uváºením v²ech výb¥r· dvou uspo°ádaných dvojic

(2, 4), (4, 1); (2, 4), (4, 4); (4, 4), (4, 1); (4, 4), (4, 4)

spl¬ujících, ºe druhá sloºka první uspo°ádané dvojice, která je prvkemR, je rovna první sloºce druhé

uspo°ádané dvojice, která je prvkem S, dostáváme

S ◦ R = {(2, 1), (2, 4), (4, 1), (4, 4)}. □

1.166. Nech´ je dána binární relace

R = {(0, 4), (−3, 0), (5, π), (5, 2), (0, 2)}
mezi mnoºinami A = Z a B = R. Vyjád°ete R−1 a R ◦ R−1.

�e²ení. Ihned vidíme, ºe

R−1 = {(4, 0), (0,−3), (π, 5), (2, 5), (2, 0)}.
Odtud pak dále

R ◦ R−1 = {(4, 4), (0, 0), (π, π), (2, 2), (4, 2), (π, 2), (2, π), (2, 4)}. □

1.167. Rozhodn¥te, zda je relace R ur£ená podmínkou

(a) (a, b) ∈ R ⇐⇒ |a| < |b|;
(b) (a, b) ∈ R ⇐⇒ |a| = |2b|

na mnoºin¥ celých £ísel Z tranzitivní.

�e²ení. V prvním p°ípad¥ relace R tranzitivní je, protoºe platí

| a | < | b |, | b | < | c | H⇒ | a | < | c |.
Ve druhém p°ípad¥ relace R tranzitivní není. Sta£í nap°. uváºit, ºe

(4, 2), (2, 1) ∈ R, (4, 1) /∈ R. □

1.168. Najd¥te v²echny relace naM = {1, 2}, které nejsou antisymetrické. Které z nich jsou tranzi-

tivní?

�e²ení. Hledané relace, jeº nejsou antisymetrické, jsou £ty°i. Jsou to práv¥ ty podmnoºiny {1, 2} ×
{1, 2}, které obsahují prvky (1, 2), (2, 1) (jinak nem·ºe být podmínka antisymetrie poru²ena). Z t¥ch-

to £ty° je tranzitivní pouze jediná relace

{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} = M ×M,
protoºe nezahrnutí dvojic (1, 1) a (2, 2) do tranzitivní relace by znamenalo, ºe nem·ºe obsahovat

zárove¬ (1, 2) a (2, 1). □

1.169. Existuje relace ekvivalence, která je sou£asn¥ relací uspo°ádání, na mnoºin¥ v²ech p°ímek

v rovin¥?

�e²ení. Relace ekvivalence (p°íp. relace uspo°ádání) musí být re�exivní, a proto kaºdá p°ímka musí

být v relaci sama se sebou. Dále poºadujeme, aby hledaná relace byla symetrická (ekvivalence)

a zárove¬ antisymetrická (uspo°ádání). To dává, ºe p°ímka m·ºe být v relaci pouze sama se sebou.

Zavedeme-li ov²em relaci tak, ºe dv¥ p°ímky jsou v relaci práv¥ tehdy, kdyº jsou totoºné, dostaneme
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�velmi p°irozenou� relaci ekvivalence i relaci uspo°ádání. Sta£í si uv¥domit, ºe je triviáln¥ tranzitivní.

Hledanou relací je práv¥ identické zobrazení mnoºiny v²ech p°ímek v rovin¥. □

1.170. Ur£ete, zda je relace

R = {(k, l) ∈ Z× Z; | k | ≥ | l |}
na mnoºin¥ Z ekvivalence, uspo°ádání.

�e²ení. RelaceR není ekvivalencí: není symetrická (kup°. (6, 2) ∈ R, (2, 6) /∈ R); není uspo°ádáním:

není antisymetrická (mj. (2,−2) ∈ R, (−2, 2) ∈ R). □

1.171. Ukaºte, ºe pr·nik libovolných relací ekvivalence na libovoln¥ dané mnoºin¥ X je rovn¥º

relace ekvivalence a ºe sjednocení dvou relací uspo°ádání na X nemusí být relace uspo°ádání.

�e²ení. Postupn¥ uvidíme, ºe pr·nik relací ekvivalence je re�exivní, symetrický a tranzitivní.

V²echny relace ekvivalence na X musí obsahovat dvojici (x, x) pro kaºdé x ∈ X, a proto ji musí

obsahovat také daný pr·nik. Pokud v pr·niku ekvivalencí je prvek (x, y), musí v n¥m být rovn¥º

prvek (y, x) (sta£í vyuºít toho, ºe kaºdá ekvivalence je symetrická). To, ºe do pr·niku ekvivalencí

náleºí prvky (x, y) a (y, z), znamená, ºe se jedná o prvky kaºdé z ekvivalencí. Z tranzitivnosti v²ech

jednotlivých ekvivalencí jiº vyplývá, ºe do pr·niku náleºí také prvek (x, z).

Zvolíme-li X = {1, 2} a relace uspo°ádání
R1 = {(1, 1), (2, 2), (1, 2)}, R2 = {(1, 1), (2, 2), (2, 1)}

na X, dostáváme relaci

R1 ∪ R2 = {(1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1)},
která z°ejm¥ není antisymetrická, a tedy ani uspo°ádáním. □

1.172. Na mnoºin¥ M = {1, 2, . . . , 19, 20} je zavedena relace ekvivalence ∼ tak, ºe a ∼ b pro

libovolná a, b ∈ M práv¥ tehdy, kdyº první cifry £ísel a, b jsou stejné. Sestrojte rozklad daný touto

ekvivalencí.

�e²ení. Dv¥ £ísla z mnoºinyM jsou ve stejné t°íd¥ ekvivalence, práv¥ kdyº jsou spolu v relaci (první

cifra je stejná). Rozklad jí ur£ený se tedy skládá z mnoºin

{1, 10, 11, . . . , 18, 19}, {2, 20}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}. □

1.173. Je dán rozklad se dv¥ma t°ídami {b, c}, {a, d, e} mnoºiny X = {a, b, c, d, e}. Napi²te relaci
ekvivalence R na mnoºin¥ X p°íslu²nou tomuto rozkladu.

�e²ení. Ekvivalence R je ur£ena tím, ºe v relaci jsou spolu ty prvky, které jsou ve stejné t°íd¥ roz-

kladu, a to v obou po°adích (R musí být symetrická) a kaºdý sám se sebou (R musí být re�exivní).

Proto R obsahuje práv¥

(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e),

(b, c), (c, b), (a, d), (a, e), (d, a), (d, e), (e, a), (e, d).

□



61

KAPITOLA 1. ROZCVI�KA

1.174. Na p°edchozích t°ech obrázcích jsou ikony spojeny £arami tak, jak by je moºná p°i°adili lidé

v r·zných £ástech sv¥ta. Ur£ete, zda jde o zobrazení, zda je injektivní, surjektivní nebo bijektivní.

�e²ení. V prvním p°ípad¥ jde o zobrazení, které je surjektivní, ale není injektivní, protoºe had i

pavouk jsou ozna£eni jako jedovatí. Druhý p°ípad není zobrazení ale jen relace, protoºe pes je ur£en

jako domácí zví°e i na jídlo. V t°etím p°ípad¥ máme op¥t zobrazení. Tentokrát není ani injektivní, ani

surjektivní. □

1.175. M¥jme mnoºinu {a, b, c, d} a na ní relaci

{(a, a), (b, b), (a, b), (b, c), (c, b)}.

Jaké £leny je pot°eba minimáln¥ doplnit do této relace, aby to byla ekvivalence?

�e²ení. Postupn¥ projdeme v²echny t°i vlastnosti, které de�nují ekvivalenci. Za prvé je to re�exivita.

Musíme tedy doplnit dvojice {(c, c), (d, d)}. Za druhé symetrie �musíme doplnit (b, a) a za t°etí

musíme ud¥lat tzv. tranzitivní obal. Protoºe je a v relaci s b a b v relaci s c, musí být i a v relaci s c.

Nakonec tedy pot°ebujeme p°idat (a, c) a (c, a). □

1.176. Uvaºmemnoºinu £ísel, které mají p¥t cifer ve dvojkovém zápisu a relaci takovou, ºe dv¥ £ísla

jsou v relaci, práv¥ kdyº jejich ciferný sou£et má stejnou paritu. Napi²te p°íslu²né t°ídy ekvivalence.

�e²ení. Dostáváme dv¥ t°ídy ekvivalence (o osmi £lenech):

[10000] = {10000, 10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111}

odpovídá mnoºin¥ {16, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31} a

[10001] = {10001, 10010, 10100, 11000, 10111, 11011, 11101, 11110}

odpovídá mnoºin¥ {17, 18, 20, 24, 23, 27, 29, 30}. □

1.177. Uvaºme mnoºinu £ísel, které mají t°i cifry ve trojkové soustav¥ a relaci takovou, ºe dv¥ £ísla

jsou v relaci, práv¥ kdyº v této soustav¥

i) za£ínají stejným dvoj£íslím.

ii) kon£í stejným dvoj£íslím.

Napi²te p°íslu²né t°ídy ekvivalence.

�e²ení.
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i) Dostáváme ²est t°íprvkových t°íd

[100] = {100, 101, 102} odpovídá {9, 10, 11},
[110] = {110, 111, 112} odpovídá {12, 13, 14},
[120] = {120, 121, 122} odpovídá {15, 16, 17},
[200] = {200, 201, 202} odpovídá {18, 19, 20},
[210] = {210, 211, 212} odpovídá {21, 22, 23},
[220] = {220, 221, 222} odpovídá {24, 25, 26}.

ii) V tomto p°ípad¥ máme dev¥t dvouprvkových t°íd

[100] = {100, 200} odpovídá {9, 18},
[101] = {101, 201} odpovídá {10, 19},
[102] = {102, 202} odpovídá {11, 20},
[110] = {110, 210} odpovídá {12, 21},
[111] = {111, 211} odpovídá {13, 22},
[112] = {112, 212} odpovídá {14, 23},
[120] = {120, 220} odpovídá {15, 24},
[121] = {121, 221} odpovídá {16, 25},
[122] = {122, 222} odpovídá {17, 26}.

□

1.178. Pro jaký maximální de�ni£ní oborD a obor hodnotH je zobrazení bijektivní a jaká je v tom

p°ípad¥ inverzní funkce?

i) x 7→ x4 ,

ii) x 7→ x3 ,

iii) x 7→ 1
x+1 .

�e²ení.

i) D = [0,∞) a H = [0,∞) nebo také D = (−∞, 0] a H = [0,∞). Inverzní funkce je
x 7→ 4

√
x.

ii) D = H = R a inverze je x 7→ 3
√
x.

iii) D = R∖ {−1} a H = R∖ {0}. Inverzní funkce je x 7→ 1
x
− 1.

□

1.179. Uvaºme relaci na R× R. Bod je v relaci, pokud pro n¥j platí

(x − 1)2 + (y + 1)2 = 1.

M·ºeme body popsat pomocí funkce y = f (x)? Nakreslete obrázek bod· v relaci.
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�e²ení. Nem·ºeme, protoºe nap°. y = −1 má dva vzory: x = 0 a x = 2. Body leºí na kruºnici se
st°edem v bod¥ (1,−1) s polom¥rem 1. □

1.180. Nech´ pro libovolná celá £ísla k, l platí (k, l) ∈ R práv¥ tehdy, kdyº je £íslo 4k−4l celo£ísel-
ným násobkem 7. Je takto zavedená relace R ekvivalence, uspo°ádání?

�e²ení. Uv¥domme si, ºe dv¥ celá £ísla jsou spolu v relaci R, práv¥ kdyº dávají stejný zbytek po

d¥lení 7. Jde tedy o p°íklad tzv. zbytkové t°ídy celých £ísel. Proto víme, ºe relace R je relací ekviva-

lence. Její symetrie (nap°. (3, 10), (10, 3) ∈ R, 3 ̸= 10) pak implikuje, ºe se nejedná o uspo°ádání.

□

1.181. Nech´ je na mnoºin¥ N = {3, 4, 5, . . . , n, n+ 1, . . . } de�nována relace R tak, ºe dv¥ £ísla

jsou v relaci, práv¥ kdyº jsou nesoud¥lná (tedy neobsahuje-li prvo£íselný rozklad uvaºovaných dvou

£ísel ani jedno stejné prvo£íslo). Zjist¥te, zda je tato relace re�exivní, symetrická, antisymetrická,

tranzitivní.

�e²ení. Pro dvojici stejných £ísel platí, ºe (n, n) /∈ R. Nejedná se tedy o re�exivní relaci. Být

�soud¥lný� nebo �nesoud¥lný� pro dvojici £ísel z N je z°ejm¥ vlastnost neuspo°ádané dvojice � ne-

závisí na uvedeném po°adí uvaºovaných £ísel, a proto je relace R symetrická. Ze symetrie relace R

plyne, ºe není antisymetrická (nap°. (3, 5) ∈ R, 3 ̸= 5). Nebo´ je R symetrická a (n, n) /∈ R pro libo-

volné £íslo n ∈ N , volba dvou r·zných £ísel, která jsou spolu v této relaci, dává, ºeR není tranzitivní.

□

1.182. Kolik existuje re�exivních relací na n-prvkové mnoºin¥?

�e²ení. Relace na mnoºin¥M je re�exivní, práv¥ kdyº je diagonální relace1M = {(a, a), kde a ∈
M} její podmnoºinou. U zbylých n2 − n uspo°ádaných dvojic v kartézském sou£inuM ×M máme

nezávislou volbu, jestli daná dvojice v dané relaci bude £i ne. Celkem tedy máme 2n
2−n r·zných

re�exivních relací na n-prvkové mnoºin¥. □

1.183. Kolik existuje symetrických relací na n-prvkové mnoºin¥?

�e²ení. Relace na mnoºin¥ M je symetrická, práv¥ kdyº je její pr·nik s kaºdou mnoºinou

{(a, b), (b, a), kde a ̸= b, a, b ∈ M} bu¤ celá daná dvouprvková mnoºina, nebo je tento pr·nik

prázdný. Dvouprvkových podmnoºin mnoºinyM je
(
n

2

)
, a pokud krom¥ pr·nik· s t¥mito mnoºinami

je²t¥ ur£íme pr·nik dané relace s diagonální relací 1M = {(a, a), kde a ∈ M}, je tímto daná relace

jednozna£n¥ ur£ena. Celkem m·ºeme provést
(
n

2

) + n nezávislých voleb mezi dv¥ma alternativami:

kaºdá mnoºina typu {(a, b), (b, a), kde a ̸= b, a, b ∈ M} je bu¤ podmnoºinou dané relace, nebo

ani jeden z jejích prvk· v dané relaci neleºí a kaºdá dvojice (a, a), a ∈ M, potom také bu¤ v relaci

leºí nebo ne. Celkem tedy máme 2
(n

2
)+n symetrických relací na n-prvkové mnoºin¥. □

1.184. Kolik existuje antisymetrických relací na n-prvkové mnoºin¥?

�e²ení. Relace na mnoºin¥ M je antisymetrická, práv¥ kdyº její pr·nik s kaºdou mnoºinou

{(a, b), (b, a), kde a ̸= b, a, b ∈ M} není dvojprvkový (jsou tedy t°i moºnosti, jak pr·nik vypadá,

bu¤ je to mnoºina {(a, b)}, nebo {(b, a)}, nebo je pr·nik prázdný). Pr·nik s diagonální relací pak

m·ºe být libovolný. Ur£ením t¥chto v²ech pr·nik· je relace jednozna£n¥ ur£ena. Celkemmáme 3
(n

2
)
2n

antisymetrických relací na n-prvkové mnoºin¥. □
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�e²ení cvi£ení

1.29. yn = 2( 3
2 )
n − 2.

1.82.

i) (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (3, 6) ov¥°te, ºe jde o relaci uspo°ádání.
ii) op¥t (i, i) pro i = 1, . . . , 7 a k tomu (3, 6), (6, 3) ov¥°te, ºe jde o relaci ekvivalence.
iii) (i, i) pro i = 1, . . . , 7 a k tomu (3, 6), (6, 3), (4, 6), (6, 4) ov¥°te, ºe nejde o relaci ekvivalence,

protoºe není spln¥na tranzitivita.

1.98.

a) 1 − 3 − 2i + 4i = −2 + 2i, 1 · (−3) − 8i2 + 6i + 4i = 5 + 10i, 1 + 2i,
√

42 + (−3)2 = 5,
z1
z2
= z1z̄2

|z2|2 = 1 · (−3)+ 8i2 + 6i − 4i25 = − 11
25 + 2

25 i.

b) 2+ i, 2i 2, 1, 2
i
= −2i.

1.107. Písmen v abeced¥ (v£etn¥ CH) je 27. Po£et v²ech moºných iniciál· je tedy 272 = 729. Proto aspo¬ 2

lidé budou mít stejné iniciály.

1.112. (3 · 46+ 2 · 2) · 2 · 47!
1.119.

i) 26 = 64.
ii)

(6
4

) = 15.
iii) �ádná panna je jedna moºnost

(6
0

) = 1, jedna panna
(6

1

) = 6moºností. Posloupností s nejvý²e jednou
pannou je teda jen 7 a proto posloupností, kde jsou aspo¬ dv¥ panny je 64− 7 = 57.

1.128. Maximální po£et yn £ástí, na které rozd¥lí n kruºnic rovinu, je yn = yn−1 + 2(n − 1), y1 = 2, tedy
yn = n2 − n+ 2.

Pro maximální po£et pn £ástí, na které potom rozd¥lí n koulí prostor, pak dostáváme rekurentní vztah

pn+1 = pn + yn, p1 = 2, tedy celkem pn = n
3 (n

2 − 3n+ 8).

1.153. Sm¥ry stran jsou (3
√

3/2 − 2, 3/2 + 2
√

3) a (3
√

3/2 + 2, 2
√

3 − 3
2 ). Jedna ze dvou moºných dvojic

potom je A = [ 3
√

3
10 + 7

5 ,
2
√

3
5 + 7

10 ]. B = [ 3
√

3
10 + 3

5 ,
13
10 + 2

√
3

5 ],

1.162. 19.
1.163. 87.



V minulé kapitole jsme se snad rozeh°áli s relativn¥ jednodu-
chými úlohami, k jejichº °e²ení nebylo pot°eba sloºitých nástroj·.
Vysta£ili jsme si p°itom se s£ítáním a násobením skalár·. V této
a dal²ích kapitolách se postupn¥ budeme v¥novat jednotlivým té-
mat·m souvisleji.

Hned t°i kapitoly budou v¥novány nástroj·m pro práci s daty,
kdy operace spo£ívají v obzvlá²´ jednoduchých úkonech se ska-
láry, jen je t¥ch skalár· povíce naráz. Hovo°íme o �lineárních
objektech� a �lineární algeb°e�. Jakkoliv to te¤ m·ºe vypadat
jako hodn¥ speciální nástroj, uvidíme pozd¥ji, ºe sloºit¥j²í objekty
a závislosti stejn¥ studujeme hlavn¥ pomocí jejich �lineárních
p°iblíºení�.

V této kapitole budeme pracovat p°ímo s kone£nými posloup-
nostmi skalár·. Takové se objevují v praktických úlo-
hách v²ude, kde máme objekty popisovány pomocí
n¥kolika parametr·. Ned¥lejme si p°itom problémy
s p°edstavou, jak vypadá prostor s více neº t°emi

�sou°adnicemi�. Smi°me se se skute£ností, ºe malovat si budeme
um¥t jednu, dv¥ nebo t°i dimenze, ale p°edstavovat ty obrázky mo-
hou jakýkoliv jiný po£et. A kdyº budeme sledovat jakýkoliv para-
metr u t°eba 500 student· (nap°. jejich studijní výsledky), budou
na²e data mít hned zrovna n¥kolikrát 500 poloºek a budeme s nimi
chtít pracovat. Na²ím cílem bude vytvo°it nástroje, které budou
dob°e fungovat nezávisle na skute£ném po£tu t¥chto poloºek.

Také se ned¥sme slovních spojení jako pole £i okruh skalár·
K. Prost¥ si m·ºeme p°edstavit jakýkoliv konkrétní
£íselný obor. Okruhy skalár· pak zahrnují i celá
£ísla Z a v²echny zbytkové t°ídy, zatímco mezi poli

jsou pouzeQ, R, C a zbytkové t°ídy Zk s prvo£íselným k. Zvlá²tní
je mezi nimi Z2, kde ze vztahu x = −x nem·ºeme usoudit, ºe
x = 0, zatímco u v²ech ostatních £íselných obor· tomu tak je.

1. Vektory a matice

V¥t²inou se o vektorech hovo°í pouze ve spojení s poli skalár·,
protoºe obecná teorie je p°i existenci neinvertibilních nenulových
skalár· nesrovnateln¥ sloºit¥j²í. Jen v prvních dvou £ástech této ka-
pitoly budeme pracovat s vektory amaticemi v kontextu kone£ných
posloupností skalár· a tam bude zajímavé si i t°eba p°ípadu celých
£ísel pov²imnout. Bude p°itom snad p¥kn¥ vid¥t, jak silné výsledky
lze d·sledným formálním uvaºováním odvodit.

2.1. Vektory nad skaláry. Prozatím budeme vektorem rozum¥t
uspo°ádanou n-tici skalár· zK, kde pevn¥ zvolené n ∈ N budeme
nazývat dimenzí.

KAPITOLA 2

Po£ítání s vektory

neumíte je²t¥ po£ítat se skaláry?

� zkusme to rovnou s maticemi...

A. Soustavy lineárních rovnic

Na vektorové prostory p·jdeme od lesa. Za£neme s n¥£ím zná-

mým, totiº soustavami lineárních rovnic. I za nimi jsou totiº skryty

vektorové prostory.

2.1. A te¤ vám to p¥kn¥ nat°eme. Firma zabývající se vel-

koplo²nými nát¥ry si objednala 810 litr· barvy, která má obsahovat

stejné mnoºství £ervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litr· £erné
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Skaláry umíme s£ítat a násobit. Vektory budeme také s£ítat,
násobit v²ak vektor budeme um¥t jen skalárem. To
odpovídá p°edstav¥, kterou jsme jiº vid¥li v rovin¥
R2, kde s£ítání odpovídalo skládání vektor· coby
²ipek vycházejících z po£átku a násobení skalárem

pak jejich pat°i£nému natahování.
Násobení vektoru u = (a1, . . . , an) skalárem c tedy de�nu-

jeme tak, ºe kaºdý prvek n-tice u vynásobíme stejným skalárem
c a také s£ítání vektor· de�nujeme po sloºkách. To znamená

Základní operace s vektory

u+ v = (a1, . . . , an)+ (b1, . . . , bn) =
= (a1 + b1, . . . , an + bn),

c · u = c · (a1, . . . , an) = (c · a1, . . . , c · an).

Pro s£ítání vektor· a násobení vektor· skaláry budeme pouºí-
vat stále stejné symboly jako u skalár· samotných, tj. symboly plus
a bu¤ te£ku nebo prosté z°et¥zení znak·.

Konvence zápisu vektor·. Nebudeme, na rozdíl od mnoha ji-
ných u£ebnic, v textu pouºívat pro vektory ºádné spe-
ciální zna£ení a ponecháváme na £tená°i, aby udrºoval
svoji pozornost p°emý²lením o kontextu. Pro skaláry
ale spí²e budeme pouºívat písmena ze za£átku abe-

cedy a pro vektory od konce (prost°edek nám z·stane na indexy
prom¥nných £i komponent a také pro s£ítací indexy v sou£tech).

�asto budeme poºadovat, aby skaláry byly z n¥jakého pole,
viz 1.1, ale zatím budeme vesm¥s pracovat s operacemi, které tento
p°edpoklad nepot°ebují. V literatu°e se pak v¥t²inou místo o vekto-
rových prostorech hovo°í o modulech nad okruhy. U obecné teorie
se ale v p°í²tí kapitole jiº zcela omezíme na pole skalár·.

Pro s£ítání vektor· vKn zjevn¥ platí (KG1)�(KG4) s nulovým
prvkem

0 = (0, . . . , 0) ∈ Kn.

Schváln¥ zde pouºíváme i pro nulový prvek stejný symbol jako pro
nulový prvek skalár·.

Vlastnosti vektor·

Pro v²echny vektory v, w ∈ Kn a skaláry a, b ∈ K platí

a · (v + w) = a · v + a · w,(V1)

(a + b) · v = a · v + b · v,(V2)

a · (b · v) = (a · b) · v,(V3)

1 · v = v.(V4)

Vlastnosti (V1)�(V4) na²ich vektor·, coby n�tic skalár·
v Kn, se snadno ov¥°í pro kterýkoliv okruh skalár· K, protoºe
p°i ov¥°ování vºdy pouºíváme pro jednotlivé sou°adnice vektor·
pouze vlastnosti skalár· uvedené v 1.1 a 1.3.

Budeme takto pracovat nap°. s Qn, Rn, Cn, ale také s Zn,
(Zk)n, n = 1, 2, 3, . . ..

2.2. Matice nad skaláry. O n¥co sloºit¥j²ím objektem, který bu-
deme p°i práci s vektory pouºívat, jsou matice.
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barvy). Obchod m·ºe splnit tuto zakázku smícháním b¥ºn¥ prodáva-

ných barev (má skladem jejich dostate£né zásoby), a to

• na£ervenalé barvy � obsahuje 50 % £ervené, 25 % zelené

a 25 % modré barvy;

• nazelenalé barvy � obsahuje 12,5 % £ervené, 75 % zelené

a 12,5 % modré barvy;

• namodralé barvy � obsahuje 20 % £ervené, 20 % zelené

a 60 % modré barvy.

Kolik litr· od kaºdé z uskladn¥ných barev se musí smíchat, aby byly

spln¥ny poºadavky zákazníka?

�e²ení. Ozna£me jako

• x � mnoºství (v litrech) na£ervenalé barvy, které se pouºije;

• y � mnoºství (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouºije;

• z � mnoºství (v litrech) namodralé barvy, které se pouºije.

Smícháním barev chceme získat barvu, která bude obsahovat 270 litr·

£ervené barvy. Uv¥domme si, ºe na£ervenalá barva obsahuje 50 % £er-

vené, nazelenalá obsahuje 12,5 % £ervené a namodralá 20 % £ervené

barvy. Musí tudíº platit

0,5x + 0,125y + 0,2z = 270.

Analogicky poºadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x + 0,75y + 0,2z = 270,

0,25x + 0,125y + 0,6z = 270.

Nyní m·ºeme postupovat dv¥ma zp·soby. Bu¤ budeme po-

stupn¥ vyjad°ovat prom¥nné pomocí ostatních (z první rovnice

je x = 540 − 0,25y − 0,4z, dosadíme za x do druhé a

t°etí rovnice a dostaneme dv¥ lineární rovnice o dvou neznámých

2,75y + 0,4z = 540 a 0,25y + 2z = 540. Ze druhé rovnice
vyjád°íme z = 270 − 0,125y a dosazením do první dostáváme

2,7y = 432, neboli y = 160, odkud z = 270− 0,125 · 160 = 250
a x = 540 − 0,25 · 160 + 0,4 · 250 = 400.

Druhým zp·sobem je zapsat si soustavu do matice, jejíº první

°ádek bude tvo°en koe�cienty u neznámých v první rovnici, druhý koe-

�cienty ve druhé rovnici a t°etí ve t°etí. Je tedy matice soustavy 0,5 0,125 0,2
0,25 0,75 0,2
0,25 0,125 0,6

 ,
roz²í°enou matici soustavy potom získáme z matice soustavy p°ipsá-

ním sloupce pravých stran jednotlivých rovnic v systému: 0,5 0,125 0,2 270
0,25 0,75 0,2 270
0,25 0,125 0,6 270

 .
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Matice typu m/n

Maticí typu m/n nad skaláry K rozumíme obdélníkové
schéma A s m °ádky a n sloupci

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 ,
kde aij ∈ K pro v²echna 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Pro matici
A s prvky aij pouºíváme také zápis A = (aij ).

Vektory (ai1, ai2, . . . , ain) ∈ Kn nazýváme (i�té) °ádky ma-
ticeA, i = 1, . . . , m, vektory (a1j , a2j , . . . , amj ) ∈ Km nazýváme
(j�té) sloupce matice A, j = 1, . . . , n.

Matici m·ºeme také chápat jako zobrazení

A : {1, . . . , m} × {1, . . . , n} → K,

kde A(i, j) = aij . Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastn¥ práv¥
vektory v Kn.

I obecné matice lze chápat jako vektory v Km·n, prost¥ zapo-
meneme na °ádkování. Zejména tedy je de�no-
váno s£ítání matic a násobení matic skaláry:

A+ B = (aij + bij ), a · A = (a · aij ),
kde A = (aij ), B = (bij ), a ∈ K.

Matice −A = (−aij ) se nazývá matice opa£ná k matici
A a matice

0 =
0 . . . 0
...

...

0 . . . 0


se nazývá nulová matice. Zapomenutím °ádkování tak získáme ná-
sledující tvrzení, ºe matice jsou jen speci�cky zapsané vektory:

Tvrzení. P°edpisy pro A+B, a ·A, −A, 0 zadávají na mnoºin¥
v²ech matic typum/n operace s£ítání a násobení skaláry spl¬ující
axiomy (V1)�(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi £astý nástroj pro popis n¥jakých
matematických model· jsou systémy lineárních rovnic. Práv¥ ma-
tice lze vhodn¥ vyuºít pro jejich zápis. Zavedeme si k tomu ú£elu
pojem skalární sou£in dvou vektor·, který vektor·m (a1, . . . , an)

a (x1, . . . , xn) p°i°adí jejich sou£in

(a1, . . . , an) · (x1, . . . , xn) = a1x1 + · · · + anxn,
tj. postupn¥ násobíme po dvou sou°adnice vektor· a výsledky
s£ítáme.

Kaºdý systém m lineárních rovnic v n prom¥nných

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm
lze tedy vid¥t jako poºadavek na hodnotym skalárních sou£in· ne-
známého vektoru (x1, . . . , xn) s vektory sou°adnic (ai1, . . . , ain).
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Jejím postupným upravováním pomocí tzv. elementárních °ádko-

vých úprav (odpovídají ekvivalentním úpravám rovnic, více viz 2.7)

pak dostáváme:

 0,5 0,125 0,2 270
0,25 0,75 0,2 270
0,25 0,125 0,6 270

 ∼
 1 0,25 0,4 540

1 3 0,8 1 080
1 0,5 2,4 1 080

 ∼

∼
 1 0,25 0,4 540

0 2,75 0,4 540
0 0,25 2 540

 ∼
 1 0,25 0,4 540

0 11 1,6 2 160
0 1 8 2 160

 ∼

∼
 1 0,25 0,4 540

0 1 8 2 160
0 11 1,6 2 160

 ∼
 1 0,25 0,4 540

0 1 8 2 160
0 0 −86,4 −21 600

 .

A op¥t zp¥tn¥ vypo£ítáme

z = −21 600
−86,4

= 250,

y = 2 160− 8 · 250 = 160,

x = 540− 0,4 · 250− 0,25 · 160 = 400.

Je tedy pot°eba smísit po °ad¥ 400 l, 160 l, 250 l uvedených barev. □

2.2. Vypo£t¥te

x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
2x1 − 3x2 − x3 = −3,
−3x1 + x2 + 2x3 = −3.

�e²ení. Zadanou soustavu lineárních rovnic zapí²eme ve tvaru

roz²í°ené matice  1 2 3 2
2 −3 −1 −3
−3 1 2 −3

 ,
kterou pomocí elementárních °ádkových transformací postupn¥ p°eve-

deme na schodovitý tvar 1 2 3 2
2 −3 −1 −3
−3 1 2 −3

 ∼
 1 2 3 2

0 −7 −7 −7
0 7 11 3

 ∼
∼
 1 2 3 2

0 1 1 1
0 0 4 −4

 ∼
 1 2 3 2

0 1 1 1
0 0 1 −1

 .
Nejd°íve jsme p°itom dvojnásobek prvního °ádku ode£etli od druhého

a jeho trojnásobek p°i£etli ke t°etímu. Poté jsme se£etli druhý a t°etí

°ádek (sou£et napsali do t°etího °ádku) a druhý °ádek vynásobili £ís-

lem 1/7. P°ejdeme nyní zp¥t k soustav¥ rovnic

x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
x2 + x3 = 1,

x3 = −1.
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Vektor prom¥nných m·ºeme také vid¥t jako sloupec v matici
typu n/1, a podobn¥ hodnoty b1, . . . , bn m·ºeme
vnímat jako vektor u a to op¥t jako jediný sloupec
v matici typu n/1. Ná² systém rovnic lze pak for-

máln¥ psát ve tvaru A · x = u takto:a11 . . . a1n
...

...

am1 . . . amn

 .
x1
...

xn

 =
b1
...

bm

 ,
kde levou stranu interpretujeme jako m skalárních sou£in· jednot-
livých °ádk· matice vytvá°ejících sloupcový vektor, jehoº hodnotu
rovnice ur£ují. To znamená, ºe skute£n¥ rovnost i-tých sou°adnic
zadává podmínku p·vodní rovnice

ai1x1 + · · · + ainxn = bi
a zápis A · x = u tak dává skute£n¥ p·vodní systém lineárních
rovnic.

2.4. Sou£in matic. V rovin¥, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uº
zavedli po£et s maticemi a vid¥li jsme, ºe s ním lze
pracovat velice efektivn¥ (viz 1.26). Nyní budeme
postupovat obecn¥ji a zavedeme v²echny nástroje jiº
známé z roviny pro v²echny dimenze n.

Násobení matic je moºné de�novat pouze, kdyº to rozm¥ry
sloupc· a °ádk· v maticích dovolí, tj. kdyº je pro n¥ de�nován
skalární sou£in jako vý²e:

Sou£in matic

Pro libovolnoumaticiA = (aij ) typum/n a libovolnoumatici
B = (bjk ) typu n/q nad okruhem skalár· K de�nujeme jejich
sou£in C = A · B = (cik) jako matici typu m/q s prvky

cik =
n∑
j=1

aijbjk , pro libovolná 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ q.

Prvek cik sou£inu je tedy práv¥ skalárním sou£inem i-tého °ádku
matice nalevo a k-tého sloupce matice napravo. Nap°íklad máme(

2 1
1 −1

)
·
(

2 1 1
−1 0 1

)
=
(

3 2 3
3 1 0

)
.

2.5. �tvercové matice. Je-li v matici stejný po£et °ádk·
a sloupc·, hovo°íme o £tvercové matici. Po£et °ádk· a sloupc· pak
nazýváme také dimenzí matice. Matici

E = (δij ) =
1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


se °íká jednotková matice. Takto de�novaným £ísl·m δij se °íkává
Kroneckerovo delta. Na mnoºin¥ £tvercových matic nad K di-
menze n je sou£in matic de�nován pro kaºdé dv¥ matice, je tam
tedy de�nována operace násobení, jejíº vlastnosti jsou velice po-
dobné jako u skalár·:

Tvrzení. Na mnoºin¥ v²ech £tvercových matic dimenze n nad libo-
volným okruhem skalár· K je de�nována operace násobení s ná-
sledujícími vlastnostmi okruh· (viz 1.3):

(1) Platí asociativita násobení (O1).
(2) Jednotková matice E = (δij ) je jednotkovým prvkem pro ná-

sobení dle (O3).
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Ihned vidíme, ºe x3 = −1. Dosadíme-li x3 = −1 do rovnice

x2 + x3 = 1, dostaneme x2 = 2. Podobn¥ dosazení získaných
hodnot x3 = −1, x2 = 2 do první rovnice dává x1 = 1. □

Systémy lineárních rovnic tedy lze zapisovat v maticovém tvaru.

Ale je to n¥jaká výhoda, kdyº je stejn¥ umíme °e²it, aniº bychom

hovo°ili o maticích? Ano je, o °e²ení m·ºeme hovo°it koncep£n¥ji,

snadno v °e£i matic ur£íme, kolik má soustava °e²ení a jazyk matic

pak daleko lépe navádí k po£íta£ovému zpracování problému. Zkusme

si tedy osvojit lépe r·zné operace, které m·ºeme s maticemi provád¥t.

Jak jsme vid¥li v p°edchozích p°íkladech, tak ekvivalentní úpravy line-

árních rovnic odpovídají v °e£i matic elementárním °ádkovým (sloup-

covým) úpravám. Dále jsme vid¥li, ºe p°evedeme-li t¥mito úpravami

matici soustavy do schodovitého tvaru (tomuto procesu °íkáme Gaus-

sova eliminace, viz 2.7), tak je jiº vy°e²ení soustavy velmi jednoduché.

Ukaºme si to je²t¥ na dal²ích p°íkladech, na kterých uvidíme, ºe sou-

stava lineárních rovnic m·ºe mít nekone£n¥ mnoho °e²ení.

2.3. Vy°e²te soustavu lineárních rovnic

2x1 − x2 + 3x3 = 0,
3x1 + 16x2 + 7x3 = 0,
3x1 − 5x2 + 4x3 = 0,
−7x1 + 7x2 + −10x3 = 0.

�e²ení. Vzhledem k nulovosti pravých stran v²ech rovnic (jedná se

tedy o homogenní systém) budeme upravovat pouze matici systému.

�e²ení nalezneme p°evodem na schodovitý tvar pomocí elementárních

°ádkových transformací, které odpovídají zám¥n¥ po°adí rovnic, vyná-

sobení rovnice nenulovým £íslem a p°i£ítání násobk· rovnic. Navíc

m·ºeme kdykoli od maticového zápisu p°ejít zp¥t k zápisu rovnic s ne-

známými xi . Postupn¥ dostáváme:
2 −1 3
3 16 7
3 −5 4
−7 7 −10

 ∼


2 −1 3
0 35/2 5/2
0 −7/2 −1/2
0 7/2 1/2

 .
Odtud je vid¥t, ºe druhá, t°etí a £tvrtá rovnice jsou násobky rovnice

7x2 + x3 = 0. Pokra£ujme v²ak v úpravách matice:
2 −1 3
0 35/2 5/2
0 −7/2 −1/2
0 7/2 1/2

 ∼


2 −1 3
0 35/2 5/2
0 0 0
0 0 0

 ∼


2 −1 3
0 7 1
0 0 0
0 0 0

 .
P°estoºe byly zadány £ty°i rovnice pro t°i neznámé, má celá soustava

nekone£n¥ mnoho °e²ení, nebo´ pro libovolné x3 ∈ R mají zbylé rov-

nice
2x1 − x2 + 3x3 = 0,

7x2 + x3 = 0
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(3) Platí distributivita s£ítání a násobení (O4).

Obecn¥ v²ak neplatí axiomy (O2) ani (OI). �tvercové matice pro
n > 1 proto netvo°í obor integrity, zejména tedy nejsou ani (neko-
mutativním) t¥lesem.

D·kaz. Asociativita násobení � (O1): Protoºe skaláry jsou asocia-
tivní, distributivní i komutativní, m·ºeme pro t°i maticeA = (aij )
typu m/n, B = (bjk ) typu n/p a C = (ckl) typu p/q spo£íst

A · B =
(∑

j

aij · bjk
)
, B · C =

(∑
k

bjk · ckl
)
,

(A · B) · C =
(∑

k

(∑
j

aij · bjk
)
· ckl

)
=
(∑
j,k

aij · bjk · ckl
)
,

A · (B · C) =
(∑

j

aij ·
(∑

k

bjk · ckl
))
=
(∑
j,k

aij · bjk · ckl
)
.

V²imn¥me si, ºe jsme p°i výpo£tu vycházeli z toho, ºe je jedno
v jakém po°adí uvedené sou£ty a sou£iny provádíme, tj. vyuºívali
jsme podstatn¥ na²ich vlastností skalár·.

Velmi snadno vidíme, ºe násobení jednotkovou maticí má
skute£n¥ vlastnost jednotkového prvku:

A · E =
a11 · · · a1m

...
...

am1 · · · amm

 ·


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

 = A
a stejn¥ pro násobení E zleva.

Zbývá ukázat distributivitu násobení a s£ítání. Op¥t díky dis-
tributivit¥ skalár· snadno spo£teme pro matice A = (aij ) typu
m/n, B = (bjk ) typu n/p, C = (cjk ) typu n/p, D = (dkl) typu
p/q

A · (B + C) =
(∑

j

aij (bjk + cjk )
)
=

=
((∑

j

aijbjk

)
+
(∑

j

aijcjk

))
=

= A · B + A · C,
(B + C) ·D =

(∑
k

(bjk + cjk )dkl
)
=

=
((∑

k

bjk dkl

)
+
(∑

k

cjk dkl

))
=

= B ·D + C ·D.
Jak jsme jiº vid¥li v 1.26, dv¥ matice dimenze 2 nemusí ko-

mutovat: (
1 0
0 0

)
·
(

0 1
0 0

)
=
(

0 1
0 0

)
,(

0 1
0 0

)
·
(

1 0
0 0

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Tím jsme získali zárove¬ protip°íklad na platnost (O2) i (OI). Pro
matice typu 1/1 ov²em oba axiomy samoz°ejm¥ platí, protoºe je
mají samy skaláry. Pro v¥t²í matice získáme protip°íklady snadno
tak, ºe práv¥ uvedené matice umístíme do levého horního rohu
p°íslu²ných £tvercových schémat a doplníme nulami. (Ov¥°te si
sami!) □
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°e²ení. Nahradíme tak prom¥nnou x3 parametrem t ∈ R a vyjád°íme

x2 = −1
7
x3 = −1

7
t a x1 = 1

2
(x2 − 3x3) = −11

7
t.

Pokud je²t¥ nahradíme t = −7s, obdrºíme výsledek v jednoduchém

tvaru

(x1, x2, x3) = (11s, s, −7s) , s ∈ R. □

2.4. Nalezn¥te v²echna °e²ení soustavy lineárních rovnic

3x1 + 3x3 − 5x4 = −8,
x1 − x2 + x3 − x4 = −2,

−2x1 − x2 + 4x3 − 2x4 = 0,
2x1 + x2 − x3 − x4 = −3.

�e²ení. Soustav¥ rovnic odpovídá roz²í°ená matice
3 0 3 −5 −8
1 −1 1 −1 −2
−2 −1 4 −2 0
2 1 −1 −1 −3

 .
Zám¥nou po°adí °ádk· (rovnic) potom obdrºíme matici

1 −1 1 −1 −2
2 1 −1 −1 −3
−2 −1 4 −2 0
3 0 3 −5 −8

 ,
kterou p°evedeme na schodovitý tvar:

1 −1 1 −1 −2
2 1 −1 −1 −3
−2 −1 4 −2 0
3 0 3 −5 −8

 ∼


1 −1 1 −1 −2
0 3 −3 1 1
0 −3 6 −4 −4
0 3 0 −2 −2

 ∼

∼


1 −1 1 −1 −2
0 3 −3 1 1
0 0 3 −3 −3
0 0 3 −3 −3

 ∼


1 −1 1 −1 −2
0 3 −3 1 1
0 0 3 −3 −3
0 0 0 0 0

 .
Soustava bude mít nekone£n¥ mnoho °e²ení, nebo´ dostáváme t°i rov-

nice pro £ty°i neznámé, které mají práv¥ jedno °e²ení pro kaºdou volbu

prom¥nné x4 ∈ R. Neznámou x4 proto nahradíme parametrem t ∈ R
a od maticového zápisu p°ejdeme zp¥t k rovnicím

x1 − x2 + x3 − t = −2,
3x2 − 3x3 + t = 1,

3x3 − 3t = −3.

Z poslední rovnice máme x3 = t−1. Dosazení za x3 do druhé rovnice

potom dává

3x2 − 3t + 3+ t = 1, tj. x2 = 1
3
(2t − 2) .

Kone£n¥ podle první rovnice je

x1 − 1
3
(2t − 2)+ t − 1− t = −2, tj. x1 = 1

3
(2t − 5) .
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V d·kazu jsme vlastn¥ pracovali s maticemi obecn¥j²ího typu,
dokázali jsme tedy p°íslu²né vlastnosti obecn¥ji:

Asociativita a distributivita násobení matic

D·sledek. Násobení matic je asociativní a distributivní, tj.

A · (B · C) = (A · B) · C,
A · (B + C) = A · B + A · C,

kdykoliv jsou v²echny uvedené operace de�novány. Jednotková ma-
tice je neutrálním prvkem pro násobení zleva i zprava.

2.6. Inverzní matice. Se skaláry umíme po£ítat tak, ºe z rovnosti
a · x = b umíme vyjád°it x = a−1 · b, kdykoliv in-
verze k a existuje. Podobn¥ bychom to cht¥li um¥t
i s maticemi, máme ale problém, jak poznat, zda ta-
ková matice existuje, a jak ji spo£ítat.

�íkáme, ºe B je matice inverzní k matici A, kdyº

A · B = B · A = E.
Pí²eme pakB = A−1 a z de�nice je z°ejmé, ºe ob¥maticemusímít
být £tvercové se stejnou dimenzi n. Matici, k níº existuje matice
inverzní, °íkáme invertibilní matice nebo také regulární £tvercová
matice.

V následujících odstavcích mimo jiné odvodíme, ºe B je in-
verzní k A, jakmile platí jedna z poºadovaných identit (tj. druhá je
pak d·sledkem).

Pokud A−1 a B−1 existují, pak existuje i inverze k sou£inu
A · B
(2.1) (A · B)−1 = B−1 · A−1.

Je totiº, díky práv¥ dokázané asociativit¥ násobení,

(B−1 · A−1) · (A · B) = B−1 · (A−1 · A) · B = E
(A · B) · (B−1 · A−1) = A · (B · B−1 ) · A−1 = E.

Protoºe s maticemi umíme po£ítat podobn¥ jako se skaláry,
jen mají sloºit¥j²í chování, m·ºe nám existence in-
verzní matice skute£n¥ hodn¥ pomoci s °e²ením sys-
tém· lineárních rovnic: Jestliºe vyjád°íme soustavu
n rovnic pro n neznámých sou£inem matic

A · x =
a11 · · · a1m

...

am1 · · · amm

 ·
x1
...

xm

 =
b1
...

bm

 = u
a jestliºe existuje matice inverzní k matici A, pak lze násobit zleva
A−1 a dostaneme

A−1 · u = A−1 · A · x = E · x = x,
tj. A−1 · u je hledané °e²ení.

Naopak rozepsáním podmínkyA ·A−1 = E pro neznámé ska-
láry v hledané matici A−1 dostaneme n systém· lineárních rovnic
se stejnou maticí na levé stran¥ a r·znými vektory napravo.
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Mnoºinu °e²ení m·ºeme tudíº zapsat (pro t = 3s) ve tvaru{
(x1, x2, x3, x4) =

(
2s − 5

3
, 2s − 2

3
, 3s − 1, 3s

)
, s ∈ R

}
.

Nyní se vra´me k roz²í°ené matici na²í soustavy a upravujme ji

dále uºitím °ádkových transformací tak, aby (p°i schodovitém tvaru)

první nenulové £íslo kaºdého °ádku (tzv. pivot) bylo práv¥ £íslo 1 a aby

v²echna ostatní £ísla v jeho sloupci byla 0. Platí


1 −1 1 −1 −2
0 3 −3 1 1
0 0 3 −3 −3
0 0 0 0 0

 ∼


1 −1 1 −1 −2
0 1 −1 1/3 1/3
0 0 1 −1 −1
0 0 0 0 0

 ∼

∼


1 −1 0 0 −1
0 1 0 −2/3 −2/3
0 0 1 −1 −1
0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 −2/3 −5/3
0 1 0 −2/3 −2/3
0 0 1 −1 −1
0 0 0 0 0

 ,

p°i£emº nejd°íve jsme vynásobili druhý a t°etí °ádek £íslem 1/3, pak
p°i£etli t°etí °ádek ke druhému a jeho (−1)násobek k prvnímu a na

záv¥r p°i£etli druhý °ádek k prvnímu. Z poslední matice snadno dostá-

váme výsledek
x1
x2
x3
x4

 =

−5/3
−2/3
−1
0

+ t


2/3
2/3
1
1

 , t ∈ R.

Volné prom¥nné jsou totiº ty, jejichº sloupce neobsahují ºádného pi-

vota (v na²em p°ípad¥ neobsahuje pivota £tvrtý sloupec, je tedy volná

£tvrtá prom¥nná, tj. pouºíváme ji jako parametr). □

2.5. Ur£ete °e²ení systému rovnic

3x1 + 3x3 − 5x4 = 8,
x1 − x2 + x3 − x4 = −2,

−2x1 − x2 + 4x3 − 2x4 = 0,
2x1 + x2 − x3 − x4 = −3.

�e²ení. Uv¥domme si, ºe soustava rovnic v tomto p°íkladu se od sou-

stavy z p°ede²lého p°íkladu li²í pouze v hodnot¥ 8 (místo−8) na pravé
stran¥ první rovnice. Provedeme-li totoºné °ádkové úpravy jako v mi-

nulém p°íkladu, obdrºíme


3 0 3 −5 8
1 −1 1 −1 −2
−2 −1 4 −2 0
2 1 −1 −1 −3

 ∼


1 −1 1 −1 −2
2 1 −1 −1 −3
−2 −1 4 −2 0
3 0 3 −5 8

 · · ·

· · ·


1 −1 1 −1 −2
0 3 −3 1 1
0 0 3 −3 −3
0 0 3 −3 13

 ∼


1 −1 1 −1 −2
0 3 −3 1 1
0 0 3 −3 −3
0 0 0 0 16

 ,



KAPITOLA 2. PO�ÍTÁNÍ S VEKTORY

2.7. Ekvivalentní úpravy matic. Zkusme se prakti£t¥ji zoriento-
vat v p°edchozí úvaze o systémech rovnic a jejich maticích. Sa-
moz°ejm¥ nás nalezení inverzní matice stojí jisté úsilí � v¥t²í neº
p°ímé vy°e²ení rovnice. Podstatné v²ak je, ºe pokud máme mno-
hokrát za sebou °e²it systémy se stejnou maticí A ale r·znými pra-
vými stranami u, pak se nám nalezení A−1 opravdu hodn¥ vyplatí.

Z hlediska °e²ení systém· rovnic A · x = u je jist¥ p°irozené
povaºovat za ekvivalentní matice A a vektory u, které
zadávají systémy rovnic se stejným °e²ením. Zkusme
se te¤ zamyslet nad moºnostmi, jak zjednodu²ovat ma-
tici A tak, abychom se k °e²ení blíºili.

Za£neme jednoduchými manipulacemi s °ádky rovnic, které
°e²ení ovliv¬ovat nebudou, a stejným zp·sobem pak m·ºeme upra-
vovat i vektor napravo. Kdyº se nám u £tvercové matice poda°í
vlevo dostat systém s jednotkovou maticí, bude napravo °e²ení
p·vodního systému. Pokud p°i na²em postupu n¥jaké °ádky úpln¥
vypadnou (p°i úpravách se vynulují), bude to také dávat dal²í p°ímé
informace o °e²ení. Na²e jednoduché úpravy jsou:

Elementární °ádkové transformace

• zám¥na dvou °ádk·,
• vynásobení vybraného °ádku nenulovým skalárem,
• p°i£tení °ádku k jinému °ádku.

T¥mto operacím °íkáme elementární °ádkové transformace. Je
zjevné, ºe odpovídající operace na úrovni rovnic v systému
skute£n¥ nemohou zm¥nit mnoºinu v²ech jeho °e²ení, pokud je
ná² okruh oborem integrity.

Analogicky, elementární sloupcové transformace matic jsou

• zám¥na dvou sloupc·,
• vynásobení vybraného sloupce nenulovým skalárem,
• p°i£tení sloupce k jinému sloupci,

ty v²ak nezachovávají °e²ení p°íslu²ných rovnic, protoºe mezi se-
bou míchají samotné prom¥nné.

Systematicky m·ºeme pouºít elementární °ádkové úpravy
k postupné eliminaci prom¥nných. Postup je algo-
ritmický a v¥t²inou se mu °íká Gaussova eliminace
prom¥nných.

Gaussova eliminace prom¥nných

Tvrzení. Nenulovou matici nad libovolným okruhem skalár·K lze
kone£n¥ mnoha elementárními °ádkovými transformacemi p°evést
na tzv. (°ádkov¥) schodovitý tvar:

• Je-li aik = 0 pro v²echna k = 1, . . . , j , potom akj = 0 pro
v²echna k ≥ i.
• Je-li a(i−1)j první nenulový prvek na (i − 1)-ním °ádku, pak
aij = 0.

D·kaz. Matice v °ádkov¥ schodovitém tvaru vypadá takto

0 . . . 0 a1j . . . . . . . . . a1m
0 . . . 0 0 . . . a2k . . . a2m
...

0 . . . . . . . . . . . . 0 alp . . .
...
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kde poslední úpravou bylo ode£tení t°etího °ádku od £tvrtého. Ze

£tvrté rovnice 0 = 16 vyplývá, ºe soustava nemá °e²ení. Vyzdvihn¥me,

ºe p°i úprav¥ na schodovitý tvar obdrºíme rovnici 0 = a pro n¥jaké

a ̸= 0 (tj. nulový °ádek na levé stran¥ a nenulové £íslo za svislou £arou)
práv¥ tehdy, kdyº soustava nemá °e²ení. □

Dal²í p°íklady na systémy lineárních rovnic naleznete na stran¥
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B. Manipulace s maticemi

V této podkapitole budeme pracovat pouze s maticemi, abychom

si osvojili jejich vlastnosti.

2.6. Násobení matic. Prove¤te násobení matic a zkontrolujte si vý-

sledek. V²imn¥te si, ºe proto, abychom mohli dv¥

matice násobit, je nutná a posta£ující podmínka,

aby m¥la první matice stejn¥ sloupc· jako druhá

°ádk·. Po£et °ádk· výsledné matice je pak dán po£tem °ádk· první

matice, po£et sloupc· je roven po£tu sloupc· druhé matice.

i)

(
1 2
−1 3

)
·
(

1 −1
2 1

)
=
(

5 1
5 4

)
,

ii)

(
1 −1
2 1

)
·
(

1 2
−1 3

)
=
(

2 −1
1 7

)
,

iii)

(
1 2 3
1 −1 1

)
·
1 −1 2 1

1 1 −2 −3
3 2 1 0

 = (12 7 1 −5
3 0 5 4

)
,

iv)

 1 3 1
−2 2 −1
3 1 −4

 ·
 1

3
−3

 =
 7

7
18

,
v)
(
1 3 −3

) ·
1 −2 3

3 2 1
1 −1 −4

 = (7 7 18
)
,

vi)
(
1 2 −2

) ·
2

1
3

 = (−2
)
.

Poznámka. Body i) a ii) v p°edchozím p°íkladu ukazují, ºe náso-

bení £tvercových matic není komutativní, v bod¥ iii) vidíme, ºe dané

obdélníkové matice m·ºeme mezi sebou násobit pouze v jednom

ze dvou moºných po°adí. V bodech iv) a v) si pak v²imn¥me, ºe

(A · B)T = BT · AT .
2.7. Vypo£ítejte A5 a A−3, je-li

A =
 2 −1 1
−1 2 −1
0 0 1

 .
⃝
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a m·ºe, ale nemusí, kon£it n¥kolika nulovými °ádky. K p°evodu
libovolné matice m·ºeme pouºít jednoduchý algoritmus, kterým
se postupn¥, °ádek za °ádkem, blíºíme k výslednému schodovitému
tvaru:

Algoritmus Gaussovy eliminace

(1) P°ípadnou zám¥nou °ádk· docílíme, ºe v prvním °ádku bude
v prvním nenulovém sloupci nenulový prvek, nech´ je to j -tý
sloupec.

(2) Pro i = 2, . . . vynásobením prvního °ádku prvkem aij , i-tého
°ádku prvkem a1j a ode£tením vynulujeme prvek aij na i-tém
°ádku.

(3) Opakovanou aplikací bod· (1) a (2), vºdy pro dosud neupra-
vený zbytek °ádk· a sloupc· v získané matici, dosp¥jeme po
kone£ném po£tu krok· k poºadovanému tvaru.

Tím je tvrzení dokázáno. □

Uvedený postup je skute£n¥ práv¥ obvyklá eliminace
prom¥nných v systémech lineárních rovnic.

Zcela analogickým postupem de�nujeme sloupcov¥ schodo-
vitý tvar matic a zám¥nou °ádkových na sloupcové transformace
obdrºíme algoritmus p°evád¥jící matici na takový tvar.

Poznámka. Gaussovu eliminaci jsme zformulovali pro obecné
skaláry z n¥jakého okruhu. Zdá se být p°irozené, ºe ve
schodovitém tvaru je²t¥ vynásobením vhodnými skaláry
dosáhneme jednotkových koe�cient· na výsledné nenu-
lové �diagonále� nad nulami v matici a dopo£ítáme °e²ení.

To ale pro obecné skaláry nep·jde, p°edstavte si t°eba celá £ísla Z.
Pro °e²ení systém· rovnic nemá ale v·bec uvedený postup ro-

zumný smysl, kdyº jsou mezi skaláry d¥litelé nuly. Promyslete si
pe£liv¥ rozdíl mezi K = Z, K = R a p°ípadn¥ Z2 nebo Z4.

2.8. Matice elementárních transformací. Nyní uº budeme pra-
covat s polem skalár· K, kaºdý nenulový skalár tedy má inverzní
prvek.

V²imn¥me si, ºe elementární °ádkové (resp. sloupcové) trans-
formace odpovídají vynásobením zleva (resp. zprava) následují-
cími maticemi:

(1) P°ehození i-tého a j -tého °ádku (resp. sloupce)

1 0 . . .

0
. . .

... 0 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 0
. . .

1



← i

← j

(2) Vynásobení i-tého °ádku (resp. sloupce) skalárem a:

1
. . .

1
a

1
. . .

1


← i
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2.8. Nech´ je

A =
4 0 −5

2 7 15
2 7 13

 , B =
7 2 0

0 0 3
0 −19

√
13

 .
Lze matici A p°evést na matici B pomocí elementárních °ádkových

transformací (pak °íkáme, ºe jsou °ádkov¥ ekvivalentní)?

�e²ení. Ob¥ matice jsou z°ejm¥ °ádkov¥ ekvivalentní s trojrozm¥r-

nou jednotkovou maticí. Snadno se vidí, ºe °ádková ekvivalence na

mnoºin¥ v²ech matic daných rozm¥r· je relací ekvivalence. Mati-

ce A a B jsou tudíº °ádkov¥ ekvivalentní. □

2.9. Nalezn¥te n¥jakou matici B, pro kterou je matice C = B ·A ve

schodovitém tvaru, kde

A =


3 −1 3 2
5 −3 2 3
1 −3 −5 0
7 −5 1 4

 .
�e²ení. Budeme-li matici A postupn¥ násobit zleva elementárními

maticemi (uvaºte, jakým °ádkovým úpravám toto násobení matic od-

povídá)

E1 =


0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 , E2 =


1 0 0 0
−5 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

E3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
−3 0 1 0
0 0 0 1

 , E4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−7 0 0 1

 ,

E5 =


1 0 0 0
0 1/3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , E6 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 −2 1 0
0 0 0 1

 ,

E7 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 −4 0 1

 , E8 =


1 0 0 0
0 1/4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


obdrºíme

B = E8E7E6E5E4E3E2E1 =


0 0 1 0
0 1/12 −5/12 0
1 −2/3 1/3 0
0 −4/3 −1/3 1

 ,

C =


1 −3 −5 0
0 1 9/4 1/4
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
□
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(3) Se£tení i-tého °ádku (resp. sloupce) s j -tým:

i →



1 0

0
. . .

. . .

. . .

1
. . .

. . .

1


↑
j

.

Toto prostinké pozorování je ve skute£nosti velice podstatné,
protoºe sou£in invertibilních matic je invertibilní
(viz rovnost (2.1)) a v²echny elementární transfor-
mace jsou nad polem skalár· invertibilní (sama de-
�nice elementárních transformací zaji²´uje, ºe in-

verzní transformace je stejného typu a je také snadné ur£it její ma-
tici).

Pro libovolnou matici A tedy dostaneme násobením vhodnou
invertibilní maticí P = Pk · · ·P1 zleva (postupné násobení k mati-
cemi zleva) její ekvivalentní °ádkový schodovitý tvar A′ = P · A.

Jestliºe obecn¥ aplikujeme tentýº elimina£ní postup na
sloupce, dostaneme z kaºdé matice B její sloupcový schodo-
vitý tvar B′ vynásobením zprava vhodnou invertibilní maticí
Q = Q1 · · ·Qℓ. Pokud ale za£neme s maticí B = A′ v °ádkov¥
schodovitém tvaru, eliminuje takový postup pouze v²echny dosud
nenulové prvky mimo diagonálu matice a záv¥rem lze je²t¥ i tyto
elementárními operacemi zm¥nit na jedni£ky. Celkem jsme tedy
ov¥°ili d·leºitý výsledek, ke kterému se budeme mnohokrát
vracet:

2.9. V¥ta. Pro kaºdou matici A typu m/n nad polem skalár·
K existují £tvercové invertibilní matice P dimenzem aQ dimenze
n takové, ºe matice P · A je v °ádkov¥ schodovitém tvaru a

P · A ·Q =



1 . . . 0 . . . . . . . . . 0
...

. . .

0 . . . 1 0 . . . . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


.

2.10. Algoritmus pro výpo£et inverzní matice. V p°edchozích
úvahách jsme se dostali prakticky k úplnému algo-
ritmu pro výpo£et inverzní matice. B¥hem jednodu-
chého níºe uvedeného postupu bu¤ zjistíme, ºe in-
verze neexistuje, nebo bude inverze spo£tena. I nadále

pracujeme nad polem skalár·.
Ekvivalentní °ádkové transformace se £tvercovou maticí A di-

menze n vedou k matici P ′ takové, ºe matice P ′ ·A bude v °ádkov¥
schodovitém tvaru. P°itom m·ºe (ale nemusí) být jeden nebo více
posledních °ádk· nulových. Jestliºe má existovat inverzní matice
kA, pak existuje i inverzní matice kP ′ ·A. Jestliºe v²ak je poslední
°ádek vP ′·A nulový, bude nulový i poslední °ádek vP ′·A·B pro ja-
koukoliv matici B dimenze n. Existence takového nulového °ádku

73

2.10. Komplexní £ísla jako matice. Uvaºme mnoºinu ma-

tic C = {( a b−b a
) ; a, b ∈ R

}
. V²imn¥te si, ºe C je

uzav°ená na s£ítání a násobení matic a dále ukaºte, ºe

p°i°azení f : C → C,
(
a b

−b a

)
7→ a + bi spl¬uje

f (M + N) = f (M) + f (N) i f (M · N) = f (M) · f (N) (na
levých stranách rovností se jedná o s£ítání a násobení matic, na

pravých o s£ítání a násobení komplexních £ísel). Na mnoºinu C spolu

s násobením a s£ítáním matic lze tedy nahlíºet jako na t¥leso C
komplexních £ísel. Zobrazení f se pak nazývá izomor�smem (t¥les).

Je tedy nap°íklad(
3 5
−5 3

)
·
(

8 −9
9 8

)
=
(

69 13
−13 69

)
,

coº odpovídá tomu, ºe (3+ 5i) · (8− 9i) = 69− 13i.

2.11. Vy°e²te maticové rovnice(
1 3
3 8

)
·X1 =

(
1 2
3 4

)
, X2 ·

(
1 3
3 8

)
=
(

1 2
3 4

)
.

�e²ení. Zjevn¥ neznáméX1 aX2 musejí být matice 2×2 (aby uvaºo-

vané sou£inymatic existovaly a výsledkem bylamatice 2×2). Poloºme

X1 =
(
a1 b1
c1 d1

)
, X2 =

(
a2 b2
c2 d2

)
a roznásobme matice v první zadané rovnici. Má platit(

a1 + 3c1 b1 + 3d1
3a1 + 8c1 3b1 + 8d1

)
=
(

1 2
3 4

)
,

tj. má být

a1 + 3c1 = 1,
b1 + 3d1 = 2,

3a1 + 8c1 = 3,
3b1 + 8d1 = 4.

Se£tením (−3)násobku první rovnice se t°etí dostáváme c1 = 0 a ná-

sledn¥ a1 = 1. Podobn¥ se£tením (−3)násobku druhé rovnice se £tvr-
tou dostáváme d1 = 2 a poté b1 = −4. Je tedy

X1 =
(

1 −4
0 2

)
.

Hodnoty a2, b2, c2, d2 najdeme odli²ným zp·sobem. Vyuºijeme

vztah (
a b

c d

)−1

= 1
ad − bc

(
d −b
−c a

)
,

který platí pro libovolná £ísla a, b, c, d ∈ R (lze snadno odvodit; plyne

také p°ímo z 2.2), spo£t¥me(
1 3
3 8

)−1

=
(−8 3

3 −1

)
.



KAPITOLA 2. PO�ÍTÁNÍ S VEKTORY

ve výsledku (°ádkové) Gaussovy eliminace tedy vylu£uje existenci
A−1.

P°edpokládejme nyní, ºe A−1 existuje. Podle p°edchozího
nalezneme °ádkov¥ schodovitý tvar bez nulového °ádku, tzn. ºe
v²echny diagonální prvky v P ′ · A jsou nenulové. Pak ov²em po-
kra£ováním eliminace pomocí °ádkových elementárních transfor-
mací od pravého dolního rohu zp¥t a vynormováním diagonálních
prvk· na jedni£ky získáme jednotkovoumaticiE. Jinými slovy, na-
jdeme dal²í invertibilní maticiP ′′ takovou, ºe proP = P ′′ ·P ′ platí
P · A = E. Vým¥nou °ádkových a sloupcových transformací lze
za p°edpokladu existence A−1 stejným postupem najít Q takovou,
ºe A ·Q = E. Odtud

P = P · E = P · (A ·Q) = (P · A) ·Q = Q.
To ale znamená, ºe jsme nalezli hledanou inverzní matici

A−1 = P = Q
k maticiA. Zejména se tedy v okamºiku nalezení matice P s vlast-
ností P ·A = E uº nemusíme s ºádnými dal²ími výpo£ty namáhat,
protoºe víme, ºe jiº jist¥ jde o inverzní matici.

Prakticky tedy m·ºeme postupovat takto:

Výpo£et inverzní matice

Vedle sebe napí²eme p·vodní matici A a jednotkovou ma-
tici E, matici A upravujeme °ádkovými elementárními úpravami
nejprve na schodovitý tvar, potom tzv. zp¥tnou eliminací na dia-
gonální matici a v té násobíme °ádky inverzními prvky z K. Ty-
téº úpravy postupn¥ provád¥né s E vedou práv¥ k hledané matici
A−1. Pokud tento algoritmus narazí na vynulování celého °ádku
v p·vodní matici, znamená to, ºe matice inverzní neexistuje.

2.11. Lineární závislost a hodnost. V p°edchozích úvahách
a po£tech s maticemi jsme stále pracovali se s£ítá-
ním °ádk· nebo sloupc· coby vektor·, spolu s jejich
násobením skaláry. Takové operaci °íkáme lineární

kombinace. V abstraktním pojetí se k operacím s vektory vrátíme
za chvíli v 2.24, bude ale uºite£né pochopit podstatu uº nyní.
Lineární kombinací °ádk· (nebo sloupc·) matice A = (aij ) typu
m/n rozumíme výraz

c1ui1 + · · · + ckuik ,
kde ci jsou skaláry, uj = (aj1 , . . . , ajn ) jsou °ádky (nebo
uj = (a1j , . . . , amj ) jsou sloupce) matice A.

Jestliºe existuje lineární kombinace daných °ádk· s alespo¬
jedním nenulovým skalárním koe�cientem, jejímº výsledkem
je nulový °ádek, °íkáme, ºe jsou tyto °ádky lineárn¥ závislé.
V opa£ném p°ípad¥, tj. kdyº jedinou moºností jak získat nulový
°ádek je vynásobení výhradn¥ nulovými skaláry, jsou tyto °ádky
lineárn¥ nezávislé.

Obdobn¥ de�nujeme lineárn¥ závislé a nezávislé sloupce ma-
tice.

P°edchozí výsledky o Gaussov¥ eliminaci m·ºeme te¤ inter-
pretovat tak, ºe po£et výsledných nenulových �schod·�
v °ádkov¥ nebo sloupcov¥ schodovitém tvaru je vºdy ro-
ven po£tu lineárn¥ nezávislých °ádk· matice, resp. po£tu
lineárn¥ nezávislých sloupc· matice. Ozna£me Eh matici

z v¥ty 2.9 s h jedni£kami na diagonále a p°edpokládejme, ºe dv¥ma
r·znými postupy dostaneme r·zná h′ < h. Pak ov²em podle

74

Vynásobení zadané rovnice touto maticí zprava dává

X2 =
(

1 2
3 4

)
·
(−8 3

3 −1

)
,

a tudíº

X2 =
( −2 1
−12 5

)
. □

2.12. �e²te maticovou rovnici

X ·
(

2 5
1 3

)
=
(

4 −6
2 1

)
. ⃝

2.13. Výpo£et inverzní matice. Spo£t¥te inverzní matice k maticím

A =
4 3 2

5 6 3
3 5 2

 , B =
1 0 1

3 3 4
2 2 3

 .
Poté ur£ete matici

(
AT · B)−1

.

�e²ení. Inverzní matici nalezneme tak, ºe vedle sebe napí²eme ma-

ticiA amatici jednotkovou. Pomocí °ádkových transformací pak p°eve-

deme matici A na jednotkovou. Tímto matice jednotková p°ejde na

matici A−1. Postupnými úpravami dostáváme

 4 3 2 1 0 0
5 6 3 0 1 0
3 5 2 0 0 1

 ∼
 1 −2 0 1 0 −1

5 6 3 0 1 0
3 5 2 0 0 1

 ∼

∼
 1 −2 0 1 0 −1

0 16 3 −5 1 5
0 11 2 −3 0 4

 ∼
 1 −2 0 1 0 −1

0 5 1 −2 1 1
0 11 2 −3 0 4

 ∼

∼
 1 −2 0 1 0 −1

0 5 1 −2 1 1
0 1 0 1 −2 2

 ∼
 1 0 0 3 −4 3

0 0 1 −7 11 −9
0 1 0 1 −2 2

 ∼

∼
 1 0 0 3 −4 3

0 1 0 1 −2 2
0 0 1 −7 11 −9

 ,

p°i£emº v prvním kroku jsme ode£etli od prvního °ádku t°etí, ve dru-

hém jsme (−5)násobek prvního p°i£etli ke druhému a sou£asn¥ jeho

(−3)násobek ke t°etímu, ve t°etím kroku jsme ode£etli od druhého

°ádku t°etí, ve £tvrtém jsme (−2)násobek druhého p°i£etli ke t°etímu,

v pátém kroku jsme (−5)násobek t°etího °ádku p°i£etli ke druhému

a jeho 2násobek k prvnímu, v posledním kroku jsme pak zam¥nili

druhý a t°etí °ádek. Zd·razn¥me výsledek

A−1 =
 3 −4 3

1 −2 2
−7 11 −9

 .
Upozorn¥me, ºe p°i ur£ování maticeA−1 jsme díky vhodným °ád-

kovým úpravám nemuseli po£ítat se zlomky. P°estoºe bychom si mohli

obdobn¥ po£ínat p°i ur£ování maticeB−1 , budeme rad¥ji provád¥t více

názorné (nabízející se) °ádkové úpravy. Platí
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na²eho postupu budou existovat také invertibilní matice P a Q ta-
kové, ºe

P · Eh′ ·Q = Eh.
V sou£inu Eh′ · Q bude více nulových °ádk· ve spodní £ásti ma-
tice, neº kolik má být jedni£ek v Eh a p°itom se k nim máme do-
stat uº jen °ádkovými transformacemi. Zvý²it po£et lineárn¥ ne-
závislých °ádk· ale pomocí elementárních °ádkových transformací
nelze. Proto je po£et jedni£ek vmaticiP ·A·Q ve v¥t¥ 2.9 nezávislý
na volb¥ na²eho postupu eliminace a je roven jak po£tu lineárn¥ ne-
závislých °ádk· v A, tak po£tu lineárn¥ nezávislých sloupc· v A.
Tomuto £íslu °íkáme hodnost matice a zna£íme je h(A). Zapama-
tujme si výsledné tvrzení:

V¥ta. Nech´A je matice typum/n nad polem skalár·K. MaticeA
má stejný po£et h(A) lineárn¥ nezávislých °ádk· a lineárn¥ nezá-
vislých sloupc·. Zejména je hodnost vºdy nejvý²e rovna men²ímu
z rozm¥r· matice A.

Algoritmus pro výpo£et inverzních matic také °íká, ºe £tver-
cová matice A dimenze m má inverzi, práv¥ kdyº je její hodnost
rovna po£tu °ádk· m.

2.12. Matice jako zobrazení. Zcela stejn¥, jak jsme s maticemi
pracovali v geometrii roviny, viz 1.29, m·ºeme kaºdou £tvercovou
matici A interpretovat jako zobrazení

A : Kn→ Kn, x 7→ A · x.
Díky distributivit¥ násobení matic je z°ejmé, jak jsou zobrazovány
lineární kombinace vektor· takovými zobrazeními:

A · (a x + b y) = a (A · x)+ b (A · y).
P°ímo z de�nice je také vid¥t (díky asociativit¥ násobení matic),
ºe skládání zobrazení odpovídá násobení matic v daném po°adí.
Invertibilní matice tedy odpovídají bijektivním zobrazením.

Z tohoto pohledu je velice zajímavá v¥ta 2.9. M·ºeme ji
£íst tak, ºe hodnost matice ur£uje, jak velký je ob-
raz celého Kn v tomto zobrazení. Skute£n¥, je-li
A = P ·Ek ·Q smaticíEk s k jedni£kami jako v 2.9,
pak invertibilní Q nap°ed jen bijektivn¥ �zamíchá�

n�rozm¥rné vektory v Kn, matice Ek pak �zkopíruje� prvních
k sou°adnic a vynuluje n−k zbývajících. Tento �k�rozm¥rný� ob-
raz uº pak následn¥ násobení invertibilní P nem·ºe zv¥t²it.

2.13. �e²ení systém· lineárních rovnic. K pojm·m dimenze, li-
neární nezávislost apod. se vrátíme ve t°etí £ásti této
kapitoly. Jiº te¤ si ale m·ºeme pov²imnout, co práv¥
odvozené výsledky °íkají o °e²ení systému lineárních
rovnic. Jestliºe budeme uvaºovat matici systému rov-

nic a p°idáme k ní je²t¥ sloupec poºadovaných hodnot, hovo°íme
o roz²í°ené matici systému. Postup, který jsme p°edvedli, odpovídá
postupné eliminaci prom¥nných v rovnicích a vy²krtání lineárn¥
závislých rovnic (ty jsou prost¥ d·sledkem ostatních).

Dovodili jsme tedy kompletní informaci o velikosti mnoºiny
°e²ení systému lineárních rovnic v závislosti na hodnosti matice
systému. Pokud nám p°i p°echodu na °ádkov¥ schodovitý tvar
z·stane v roz²í°ené matici více nenulových °ádk· neº v matici sys-
tému, pak ºádné °e²ení nem·ºe existovat (prost¥ se daným lineár-
ním zobrazením do poºadované hodnoty v·bec netrefíme). Pokud
je hodnost obou matic stejná, pak nám p°i zp¥tném dopo£tu °e²ení
z·stane práv¥ tolik volných parametr·, kolik je rozdíl mezi po£tem
prom¥nných n a hodností h(A).
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 1 0 1 1 0 0
3 3 4 0 1 0
2 2 3 0 0 1

 ∼
 1 0 1 1 0 0

0 3 1 −3 1 0
0 2 1 −2 0 1

 ∼

∼
 1 0 1 1 0 0

0 3 1 −3 1 0
0 0 1/3 0 −2/3 1

 ∼
 1 0 1 1 0 0

0 1 1
3 −1 1

3 0
0 0 1

3 0 − 2
3 1

 ∼

∼
 1 0 0 1 2 −3

0 1 0 −1 1 −1
0 0 1

3 0 − 2
3 1

 ∼
 1 0 0 1 2 −3

0 1 0 −1 1 −1
0 0 1 0 −2 3

 ,

tj.

B−1 =
 1 2 −3
−1 1 −1
0 −2 3

 .
Vyuºitím identity(

AT · B)−1 = B−1 · (AT )−1 = B−1 · (A−1)T
a znalosti vý²e vypo£ítaných inverzních matic lze obdrºet

(
AT · B)−1 =

 1 2 −3
−1 1 −1
0 −2 3

 ·
 3 1 −7
−4 −2 11
3 2 −9

 =
=
−14 −9 42
−10 −5 27
17 10 −49

 .
□

2.14. Vypo£ítejte inverzní matici k matici

A =
1 0 −2

2 −2 1
5 −5 2

 .
⃝

2.15. Nalezn¥te inverzní matici k matici
8 3 0 0 0
5 2 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 1 2
0 0 0 3 5

 .
⃝

2.16. Zjist¥te, zda existuje inverzní matice k matici

C =


1 1 1 1
1 1 −1 1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 .
Pokud ano, ur£ete tuto matici C−1 . ⃝
2.17. Stanovte A−1, je-li

(a) A =
(

1 i

−i 3

)
, p°i£emº i je imaginární jednotka;
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2. Determinanty

V páté £ásti první kapitoly jsme vid¥li (viz 1.27), ºe pro
£tvercové matice dimenze 2 nad reálnými £ísly exis-
tuje skalární funkce det, která matici p°i°adí nenu-
lové £íslo, práv¥ kdyº existuje její inverze. Ne°íkali

jsme to sice stejnými slovy, ale snadno si to ov¥°íte (viz odstavce
po£ínaje 1.26 a vzorec (1.16)). Determinant byl uºite£ný i jinak,
viz odstavce 1.33 a 1.34, kde jsme si volnou úvahou odvodili, ºe
obsah rovnob¥ºníku bym¥l být lineárn¥ závislý na kaºdém ze dvou
vektor· de�nujících rovnob¥ºník a ºe je uºite£né zárove¬ poºado-
vat zm¥nu znaménka p°i zm¥n¥ po°adí t¥chto vektor·. Protoºe tyto
vlastnosti m¥l, aº na pevný skalární násobek, jedin¥ determinant,
odvodili jsme, ºe je obsah dán práv¥ takto. Nyní uvidíme, ºe po-
dobn¥ lze postupovat v kaºdé kone£né dimenzi.

V této £ásti budeme pracovat s libovolnými skaláry K a mati-
cemi nad t¥mito skaláry. Na²e výsledky o determinantech tedy bu-
dou vesm¥s platit pro v²echny komutativní okruhy, zejména tedy
t°eba pro celo£íselné matice.

2.14. De�nice determinantu. P°ipome¬me, ºe bijektivní zobra-
zení mnoºiny X na sebe se nazývá permutace mnoºiny X, viz 1.7.
Je-li X = {1, 2, . . . , n}, lze permutace zapsat pomocí výsledného
po°adí ve form¥ tabulky:(

1 2 . . . n

σ (1) σ (2) . . . σ (n)

)
.

Prvek x ∈ X se nazývá samodruºným bodem permutace σ , je-li
σ(x) = x. Permutace σ taková, ºe existují práv¥ dva r·zné prvky
x, y ∈ X s σ(x) = y, zatímco v²echna ostatní z ∈ X jsou samod-
ruºná, se nazývá transpozice, zna£íme ji (x, y). Samoz°ejm¥ pro
takovou transpozici platí také σ(y) = x, odtud název.

V dimenzi 2 byl vzorec pro determinant jednoduchý �
vezmeme v²echny moºné sou£iny dvou prvk·, po
jednom z kaºdého sloupce a °ádku matice, opat°íme
je znaménkem tak, aby p°i p°ehození dvou sloupc·
do²lo ke zm¥n¥ celkového znaménka, a výrazy

v²echny (tj. oba) se£teme:

A =
(
a b

c d

)
, detA = ad − bc.

Obecn¥, uvaºujme £tvercové maticeA = (aij ) dimenze n nad
K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskládaný ze
v²ech moºných sou£in· prvk· z jednotlivých °ádk· a sloupc·:

Definice determinantu

Determinant matice A je skalár detA = |A| de�novaný vzta-
hem

|A| =
∑
σ∈6n

sgn(σ )a1σ(1) · a2σ(2) · · · anσ(n) ,

kde 6n je mnoºina v²ech moºných permutací na {1, . . . , n} a zna-
ménko sgn pro kaºdou permutaci σ je²t¥ musíme popsat. Kaºdý
z výraz·

sgn(σ )a1σ(1) · a2σ(2) · · · anσ(n)
nazýváme £len determinantu |A|.

V dimenzích 2 a 3 snadno uhádneme i správná znaménka.
Sou£in prvk· z diagonály má být s kladným znaménkem a chceme
antisymetrii p°i p°ehození dvou sloupc· nebo °ádk·.
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(b) A =
 1 −5 −3
−1 5 4
−1 6 2

.
⃝

2.18. Napi²te inverzní matici k n× n matici (n > 1)

A =



2− n 1 · · · 1 1

1 2− n . . .
. . . 1

...
. . .

. . .
. . .

...

1
. . .

. . . 2− n 1
1 1 · · · 1 2− n

 .

⃝

C. Permutace

Abychom mohli de�novat st¥ºejní pojem kalkulu matic, totiº

determinant, je nutné se v¥novat permutacím (bijekcím na kone£né

mnoºin¥), zejména pak jejich parit¥.

Pro zápis permutací (tj. bijektivních zobrazení na dané kone£né

mnoºin¥) budeme pouºívat tzv. dvou°ádkový zápis (viz 2.14). V prv-

ním °ádku uvedeme v²echny prvky uvaºované mnoºiny, libovolný

sloupe£ek je pak tvo°en dvojicí vzor, obraz (v dané permutaci). Pro-

toºe permutace je bijekce, je druhý °ádek vskutku permutací (po°adím)

°ádku prvního, v souladu s názvoslovím pouºívaným v kombinatorice.

2.19. Rozloºte permutaci

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 1 6 7 8 9 5 4 2

)
na sou£in transpozic.

�e²ení. Nejprve rozloºíme permutaci na sou£in nezávislých cykl·:

za£neme s prvním prvkem (jedni£kou) a ve druhém °ádku ode£teme,

na jaký prvek se v dané permutaci zobrazuje. Je to trojka. Nyní se podí-

váme na sloupe£ek za£ínající trojkou a ode£teme z n¥j, ºe se zobrazuje

na ²estku, atd. Pokra£ujeme tak dlouho, dokud se nám n¥jaký prvek

nezobrazí na po£áte£ní prvek (v tomto p°ípad¥ jedni£ku). Dostáváme

následující posloupnost prvk·, které se na sebe v dané permutaci zob-

razují:

1 7→ 3 7→ 6 7→ 9 7→ 2 7→ 1.

Zobrazení, které zobrazuje prvky vý²e uvedeným zp·sobem, je tzv.

cyklus (viz 2.16), který zapisujeme (1, 3, 6, 9, 2).
Nyní vezmeme prvek, který není obsaºený v získaném cyklu,

a opakujeme s ním postup jako s jedni£kou. Dostáváme cyklus
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Determinanty v dimenzi 2 a 3

Pro n = 2 je, jak jsme £ekali,∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Podobn¥ pro n = 3∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 − a13a22a31 + a13a21a32−
−a11a23a32 + a12a23a31 − a12a21a33.

Tomuto vzorci se °íká Sarrusovo pravidlo.

2.15. Parita permutace. Jak tedy najít správná zna-
ménka permutací? �íkáme, ºe dvojice prvk·
a, b ∈ X = {1, . . . , n} tvo°í inverzi v permutaci σ ,
je-li a < b a σ(a) > σ(b). Permutace σ se nazývá
sudá (resp. lichá), obsahuje-li sudý (resp. lichý)

po£et inverzí.
Parita permutace σ je (−1)po£et inverzí a zna£íme ji sgn(σ ). To-

lik tedy de�nice znamének na²ich £len· determinantu. Chceme ale
v¥d¥t, jak s paritou po£ítat. Z následujícího tvrzení o permutacích
uº je jasn¥ vid¥t, ºe Sarrusovo pravidlo skute£n¥ po£ítá determi-
nant v dimenzi 3.

V¥ta. Na mnoºin¥ X = {1, 2, . . . , n} je práv¥ n! r·zných permu-
tací. Ty lze se°adit do posloupnosti tak, ºe kaºdé dv¥ po sob¥ jdoucí
se li²í práv¥ jednou transpozicí. Lze p°i tom za£ít libovolnou per-
mutací. Kaºdá transpozice m¥ní paritu.

D·kaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzení sa-
moz°ejm¥ platí. Budeme postupovat indukcí p°es dimenzi.

P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro v²echny mnoºiny s n− 1
prvky a uvaºme permutaci σ(1) = a1, . . . , σ (n) = an. Podle in-
duk£ního p°edpokladu v²echny permutace, které mají na posled-
ním míst¥ an, dostaneme z tohoto po°adí postupným provád¥ním
transpozic. P°itom jich bude (n − 1)!. V posledním z nich pro-
hodíme σ(n) = an za n¥který z prvk·, který dosud nebyl na po-
sledním míst¥, a znovu uspo°ádáme v²echny permutace s tímto vy-
braným prvkem na posledním míst¥ do posloupnosti s poºadova-
nými vlastnostmi. Po n�násobné aplikaci tohoto postupu získáme
n(n − 1) = n! zaru£en¥ r·zných permutací, tzn. v²echny, práv¥
p°edepsaným zp·sobem.

V²imn¥me si, ºe poslední v¥ta dokazovaného tvrzení se ne-
zdá p°íli² d·leºitá pro jeho vyuºití. Je v²ak velice d·leºitou £ástí
postupu v na²em d·kazu indukcí p°es po£et prvk· v X.

Zbývá tvrzení v¥ty o paritách. Uvaºme po°adí

(a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an),

ve kterém je r inverzí. Pak zjevn¥ je v po°adí

(a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an)

bu¤ r − 1 nebo r + 1 inverzí. Kaºdou transpo-
zici (ai, aj ) lze p°itom získat postupným provedením
(j − i) + (j − i − 1) = 2 (j − i) − 1 transpo-
zic sousedních prvk·. Proto se provedením libovolné transpozice
parita permutace zm¥ní. Navíc jiº víme, ºe v²echny permutace lze
získat provád¥ním transpozic. □
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(4, 7, 5, 8). Z postupu vyplývá, ºe musí být nezávislý na prvním. Ka-

ºdý prvek z dané mnoºiny ({1, 2, . . . , 9}) se jiº vyskytuje v n¥kterém
z cykl·, m·ºeme tedy psát:

σ = (1, 3, 6, 9, 2) ◦ (4, 7, 5, 8).

Pro cykly je rozklad na permutace jednoduchý. Je totiº

(1, 3, 6, 9, 2) = (1, 3)◦(3, 6)◦(6, 9)◦(9, 2) = (1, 3)(3, 6)(6, 9)(9, 2).

Celkem dostáváme:

σ = (1, 3)(3, 6)(6, 9)(9, 2)(4, 7)(7, 5)(5, 8) . □
Poznámka. Upozorn¥me, ºe operace ◦ je skládání zobrazení, je nutné
tedy zobrazení ve sloºení provád¥t �odzadu� tak, jak jsme u skládání

zobrazení zvyklí. Aplikaci daného sloºení transpozic kup°íkladu na

prvek 2 m·ºeme postupn¥ zapsat:

[(1, 3)(3, 6)(6, 9)(9, 2)](2) = [(1, 3)(3, 6)(6, 9)]((9, 2)(2)) =
= [(1, 3)(3, 6)(6, 9)](9) =
= [(1, 3)(3, 6)](6) = (1, 3)(3) = 1,

tedy vskutku dané zobrazení zobrazuje prvek 2 na prvek 1 (je to totiº

pouze jinak zapsaný cyklus (1, 3, 6, 9, 2)). V zápisu skládání permu-

tací v²ak znak �◦� £asto vypou²tíme a hovo°íme o sou£inu permutací.

P°i zápisu cyklu zapisujeme pouze prvky, na kterých cyklus (tj.

zobrazení) netriviáln¥ p·sobí (tj. zobrazuje je jinam, neº na sebe

sama). Pevné body cyklu naopak v jeho notaci neuvádíme. Je tudíº

nutné v¥d¥t, na které mnoºin¥ daný cyklus uvaºujeme (v¥t²inou

z°ejmé z kontextu). Ozna£me cyklus (4, 7, 5, 8) z p°edchozího

p°íkladu jako c, je to tedy zobrazení (permutace), které by ve

dvou°ádkovém zápisu m¥lo tvar(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 7 8 6 5 4 9

)
.

Pokud tedy má jiº p·vodní permutace n¥jaké pevné body, tak se

v rozkladu na cykly neobjevují.

Dále si v²imn¥me, ºe zápis (1, 2, 3) zadává stejný cyklus jako

(2, 3, 1) £i (3, 1, 2). Cyklus (1, 3, 2) je v²ak jiº jiné zobrazení.

2.20. Ur£ete paritu následujících permutací:

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 1 6 7 8 9 5 4 2

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 6 1 5 3

)
.

�e²ení. Z p°edcházejícího p°íkladu víme, ºe platí:

σ = (1, 3)(3, 6)(6, 9)(9, 2)(4, 7)(7, 5)(5, 8).
Její parita je dána paritou po£tu transpozic v jejím rozkladu (ta je

na rozdíl od po£tu transpozic v libovolném rozkladu dané permutace

stejná). Transpozic je v rozkladu sedm, permutace je tudíº lichá. Bez
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Zjistili jsme, ºe provedení libovolné transpozice zm¥ní paritu
permutace a ºe kaºdé po°adí £ísel {1, 2, . . . , n} lze získat postup-
nými transpozicemi sousedních prvk·. Dokázali jsme proto:

D·sledek. Na kaºdé kone£né mnoºin¥ X = {1, . . . , n} s n prvky,
n > 1, je práv¥ 1

2n! sudých a 1
2n! lichých permutací.

Jestliºe sloºíme dv¥ permutace za sebou, znamená to provést
nap°ed v²echny transpozice tvo°ící první a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace σ, η : X→ X platí

sgn(σ ◦ η) = sgn(σ ) · sgn(η),

a proto také

sgn(σ−1) = sgn(σ ).

2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrým nástrojem pro prak-
tickou práci s permutacemi je jejich rozklad na tzv. cykly.

Cykly

Permutace σ na mnoºin¥ X = {1, . . . , n} se nazývá cyklus
délky k, jestliºe je moºné najít prvky a1, . . . , ak ∈ X, 2 ≤ k ≤ n,
takové, ºe σ(ai) = ai+1, i = 1, . . . , k − 1, zatímco σ(ak) = a1
a ostatní prvky v X jsou pro σ samodruºné. Cykly délky dva jsou
práv¥ transpozice.

Kaºdá permutace je sloºením cykl·. Cykly sudé délky mají
paritu −1, cykly liché délky mají paritu 1.

Poslední tvrzení musíme je²t¥ dokázat. Jestliºe de�nujeme
pro danou permutaci σ relaci R tak, ºe dva prvky x,
y ∈ X jsou v relaci, práv¥ kdyº σ r(x) = y pro n¥ja-
kou iteraci permutace σ , pak zjevn¥ jde o relaci ekvi-
valence (ov¥°te si podrobn¥!). Protoºe je X kone£ná

mnoºina, musí pro n¥jaké ℓ být σ ℓ(x) = x. Jestliºe zvolíme jednu
t°ídu ekvivalence {x, σ (x), . . . , σ ℓ−1(x)} ⊆ X a ostatní prvky de-
�nujeme jako samodruºné, dostáváme cyklus. Evidentn¥ je pak
celá p·vodní permutaceX sloºením v²ech t¥chto cykl· pro jednot-
livé t°ídy na²í ekvivalence a je jedno, v jakém po°adí cykly sklá-
dáme.

Pro ur£ení parity si nyní sta£í pov²imnout, ºe cykly sudé délky
lze napsat jako lichý po£et transpozic, proto mají paritu −1. Ob-
dobn¥ cyklus liché délky dostaneme ze sudého po£tu transpozic,
a proto mají paritu 1.

2.17. Jednoduché vlastnosti determinantu. Poznání vlastností
permutací a jejich parit z p°edchozích odstavc· nám
te¤ umoºní rychle odvodit základní vlastnosti deter-
minant·.

Pro kaºdou matici A = (aij ) typu m/n nad ska-
láry z K de�nujeme matici transponovanou k A. Jde o matici
AT = (a′

ij ) s prvky a
′
ij = aji , která je typu n/m.

�tvercovámaticeA s vlastnostíA = AT se nazývá symetrická.
Jestliºe platí A = −AT , pak se A nazývá antisymetrická.

Jednoduché vlastnosti determinant·

V¥ta. Pro kaºdou £tvercovou matici A = (aij ) platí následující
tvrzení:

(1) |AT | = |A|.
(2) Je-li jeden °ádek v A tvo°en nulovými prvky zK, pak |A| = 0.
(3) Jestliºe matice B vznikla z A vým¥nou dvou °ádk·, pak
|A| = − |B|.

78

znalosti rozkladu σ na transpozice, bychom mohli spo£ítat po£et dvo-

jic (a, b) ⊆ {1, 2, . . . , 9} × {1, 2, . . . , 9}, které jsou v inverzi v·£i

σ (viz 2.15): procházíme postupn¥ druhý °ádek zápisu permutace a

pro kaºdé £íslo p°i£teme po£et £ísel, která jsou men²í neº ono £íslo

a která stojí v °ádku za ním. Není t¥ºké si rozmyslet, ºe po£et inverzí

v dané permutaci je práv¥ po£et dvojic £ísel �v¥t²í p°edmen²ím� v dru-

hém °ádku. Pro σ po£ítáme (procházíme druhý °ádek): za trojkou je

jedni£ka i dvojka, tedy p°i£ítáme 2, za jedni£kou není pochopiteln¥

ºádné men²í £íslo, p°i£ítáme 0, za ²estkou je p¥tka, £ty°ka a dvojka,

tedy p°i£ítáme 3, stejn¥ tak za sedmi£ku, osmi£ku i devítku, za p¥tku

p°i£ítáme 2, za £ty°ku 1 a dvojku nic. Celkem máme 17 inverzí, per-

mutace je tedy vskutku lichá.

Obdobn¥ m·ºeme rozloºit τ bu¤ na sou£in transpozic (pomocí

rozkladu na nezávislé cykly):

τ = (1, 2, 4)(3, 6) = (1, 2)(2, 4)(3, 6),

nebo zjistíme po£et inverzí v τ : 1 + 2 + 3 + 0 + 1 = 7. Tak jako tak
zji²´ujeme, ºe τ je rovn¥º lichá permutace. □

D. Determinanty

Ov¥°te si nejprve na následujícím p°íkladu, ºe umíte po£ítat deter-

minanty matic 2× 2 a 3× 3 (pomocí Sarrusova pravidla):

2.21. Ur£ete determinanty matic:

(
1 2
2 1

)
,

1 2 3
1 −1 2
3 2 2

 ,
 1 1 1

1 0 0
−2 0 1

 .
⃝

2.22. Spo£ítejte determinant matice
1 3 5 6
1 2 2 2
1 1 1 2
0 1 2 1

 .
Spo£ítáme determinant dv¥ma zp·soby. Nejprve pouºijeme po-

stup, p°i kterém upravíme matici do schodovitého tvaru (viz 2.18). P°i

pouºívání elementárních úprav, které jsme pouºívali doposud, v²ak

musíme dbát zvý²ené opatrnosti. Násobení °ádku konstantou totiº

m¥ní o tento násobek i determinant, prohození °ádk· v matici m¥ní
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(4) Jestliºe matice B vznikla z A vynásobením °ádku skalárem
a ∈ K, pak |B| = a |A|.

(5) Jsou-li prvky k-tého °ádku vA tvaru akj = ckj+bkj a v²echny
ostatní °ádky v maticích A, B = (bij ), C = (cij ) jsou stejné,
pak |A| = |B| + |C|.

(6) Determinant |A| se nezm¥ní, p°i£teme-li k libovolnému °ádku
A lineární kombinaci ostatních °ádk·.

D·kaz. (1) �leny determinant· |A| a |AT | jsou
v bijektivní korespondenci. �lenu
sgn(σ )a1σ(1) · a2σ(2) · · · anσ(n) p°itom v AT

odpovídá £len (na po°adí skalár· v sou£inu
totiº nezáleºí)

sgn(σ )aσ(1)1 · aσ(2)2 · · · aσ(n)n =
= sgn(σ )a1σ−1 (1) · a2σ−1 (2) · · · anσ−1 (n),

p°i£emº musíme ov¥°it, ºe je tento £len opat°en správným znamén-
kem. Parita σ a σ−1 je ale stejná, jde tedy opravdu o £len v deter-
minantu |AT | a první tvrzení je dokázáno.

(2) Plyne p°ímo z de�nice determinantu, protoºe v²echny
jeho £leny obsahují z kaºdého °ádku práv¥ jeden £len. Je-li jeden
z °ádk· nulový, budou tedy v²echny £leny determinantu nulové.

(3) Ve v²ech £lenech |B| dojde ve srovnání s determinantem
|A| u permutací k p°idání jedné transpozice, znaménko v²ech £len·
determinantu tedy bude opa£né.

(4) Vyplývá p°ímo z de�nice, protoºe £leny determinantu |B|
jsou £leny |A| vynásobené skalárem a.

(5) V kaºdém £lenu |A| je práv¥ jeden sou£initel z k-tého
°ádku matice A. Protoºe platí distributivní zákon pro násobení
a s£ítání v K, vyplývá tvrzení p°ímo z de�ni£ního vztahu pro de-
terminanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné °ádky, jsou mezi £leny determi-
nantu vºdy dva s£ítance stejné aº na znaménko. Proto je v takovém
p°ípad¥ |A| = 0. Je tedy podle tvrzení (5) moºné p°i£íst k vybra-
nému °ádku libovolný jiný °ádek, aniº by se zm¥nila hodnota deter-
minantu. Vzhledem k tvrzení (4) lze ale p°i£íst i skalární násobek
libovolného jiného °ádku. □

2.18. Výpo£etní d·sledky. Podle p°edchozí v¥ty umíme p°evést
elementárními °ádkovými transformacemi kaº-
dou £tvercovoumaticiA na °ádkov¥ schodovitý
tvar, aniº bychom zm¥nili hodnotu jejího de-
terminantu. Jen musíme dávat pozor, abychom

vºdy k upravovanému °ádku pouze p°i£ítali lineární kombinace
°ádk· ostatních.

Výpo£et determinant· eliminací

Je-li matice A v °ádkovém schodovitém tvaru, pak v kaºdém
£lenu |A| je alespo¬ jeden sou£initel prvkem pod diagonálou s vý-
jimkou p°ípadu, kdy jsou v²echny jen na diagonále. Pak je ale je-
diným nenulovým £lenem determinantu ten, který odpovídá iden-
tické permutaci. Vidíme tedy, ºe determinant takové matice ve
schodovitém tvaru je

|A| = a11 · a22 · · · · ann.
P°edchozí v¥ta tedy poskytuje velice efektivní metodu výpo£tu de-
terminant· pomocí Gaussovy elimina£ní metody, viz odstavec 2.7.
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znaménko determinantu. Pouºitím elementárních úprav postupn¥ do-

stáváme:
1 3 5 6
1 2 2 2
1 1 1 2
0 1 2 1

 ∼


1 1 1 2
1 2 2 2
1 3 5 6
0 1 2 1

 ∼


1 1 1 2
0 1 1 0
0 2 4 4
0 1 2 1




1 1 1 2
0 1 1 0
0 0 2 4
0 0 1 1

 ∼


1 1 1 2
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 2 4

 ∼


1 1 1 2
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 2

 .
Determinantem horní (i dolní) trojúhelníkové matice je ov²em pouze

sou£in £ísel na hlavní diagonále. V pr·b¥hu úprav jsme dvakrát pro-

hodili dva °ádky, výsledek tedy dvakrát zm¥ní znaménko, tedy vlastn¥

nezm¥ní. Determinant je tedy roven £íslu 2.
Jiný zp·sob výpo£tu je zaloºen na rozvíjení podle °ádk· (sloupc·)

matice, viz 2.21

�e²ení. Za£neme rozvíjet podle prvního sloupce, kde máme nejvíce

(jednu) nul. Postupn¥ dostáváme∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5 6
1 2 2 2
1 1 1 2
0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣∣∣
2 2 2
1 1 2
1 2 1

∣∣∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣∣∣
3 5 6
1 1 2
1 2 1

∣∣∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣∣∣
3 5 6
2 2 2
1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =
Podle Sarrusova pravidla= −2− 2+ 6 = 2.

□

2.23. Nalezn¥te v²echny hodnoty argumentu a takové, ºe∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1 1
0 a 1 1
0 1 a 1
0 0 0 −a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Pro komplexní a uve¤te bu¤ jeho algebraický nebo goniometrický tvar.

�e²ení. Spo£ítáme determinant rozvinutím podle prvního sloupcema-

tice:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1 1
0 a 1 1
0 1 a 1
0 0 0 −a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a ·
∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 a 1
0 0 −a

∣∣∣∣∣∣ ,
dále rozvíjíme podle posledního °ádku:

D = a · (−a)
∣∣∣∣a 1
1 a

∣∣∣∣ = −a2(a2 − 1).
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V²imn¥me si také hezkého d·sledku prvního tvrzení p°ed-
chozí v¥ty o rovnosti determinant· matice a matice
transponované. Zaru£uje totiº, ºe kdykoliv se nám
poda°í dokázat n¥jaké tvrzení o determinantech for-
mulované s vyuºitím °ádk· p°íslu²né matice, pak ana-

logické tvrzení platí i pro sloupce. Nap°. tedy m·ºeme okamºit¥
v²echna tvrzení (2)�(6) této v¥ty p°eformulovat i pro p°i£ítání li-
neárních kombinací ostatních sloupc· k vybranému. To m·ºeme
hned pouºít pro odvození následujícího vzorce pro p°ímý výpo£et
°e²ení systém· lineárních rovnic:

Cramerovo pravidlo

Uvaºme systém n lineárních rovnic pro n prom¥nných s ma-
ticí sytému A = (aij ) a sloupcem hodnot b = (b1, . . . , bn),
tj. v maticovém zápisu °e²íme rovnici A · x = b. Jestliºe exis-
tuje inverze A−1, pak jsou jednotlivé komponenty jediného °e²ení
x = (x1, . . . , xn) dány vztahem

xi = |Ai ||A| ,

kde matice Ai vznikne z matice systému A vým¥nou i-tého
sloupce za sloupec hodnot b.

Skute£n¥, jak jsme vid¥li, inverze k matici systému exis-
tuje práv¥ tehdy, kdyº má systém jediné °e²ení. Jestliºe tedy
takové °e²ení x máme, m·ºeme za sloupec b dosadit do ma-
tice Ai p°íslu²nou kombinaci sloupc· matice A, tj. hodnoty
bi = ai1x1 + . . . + ainxn. Pak ale ode£tením xk-násobk·
v²ech ostatních sloupc· z·stane v i-tém sloupci pouze xi-násobek
p·vodního sloupce z A. �íslo xi tedy m·ºeme vytknout p°ed
determinant a získáme rovnost |Ai ||A|−1 = xi |A||A|−1 = xi , coº
je poºadované tvrzení.

Dále si v²imn¥me, ºe vlastnosti (3)�(5) z p°edchozí v¥ty °íkají,
ºe determinant, jakoºto zobrazení, které n vektor·m dimenze n
(°ádk·m nebo sloupc·m matice) p°i°adí skalár, je antisymetrické
zobrazení lineární v kaºdém svém argumentu, p°esn¥ jako jsme
podle analogie z dimenze 2 poºadovali.

2.19. Dal²í vlastnosti determinantu. �asem uvidíme, ºe
skute£n¥ stejn¥ jako v dimenzi dva je determinant ma-
tice roven orientovanému objemu rovnob¥ºnost¥nu
ur£eného jejími sloupci. Uvidíme také, ºe kdyº
uváºíme zobrazení x 7→ A · x zadané £tvercovou

maticí A na Rn, pak m·ºeme determinant této matice vid¥t
jako vyjád°ení pom¥ru mezi objemem rovnob¥ºnost¥n· daných
vektory x1, . . . , xn a jejich obrazy A · x1, . . . , A · xn. Protoºe
skládání zobrazení x 7→ A · x 7→ B · (A · x) odpovídá násobení
matic, je snad docela pochopitelná tzv. Cauchyova v¥ta:

Cauchyova v¥ta

V¥ta. Nech´ A = (aij ), B = (bij ) jsou £tvercové matice dimenze
n nad okruhem skalár· K. Pak |A · B| = |A| · |B|.

V²imn¥me si, ºe z Cauchyovy v¥ty a z reprezentace elementár-
ních °ádkových transformací pomocí násobení vhodnýmimaticemi
(viz 2.8) okamºit¥ vyplývají tvrzení (2), (3) a (6) z V¥ty 2.17.
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Celkem dostáváme následující podmínku pro a: a4 − a2 + 1 = 0.
Substitucí t = a2 pak máme t2 − t + 1 s ko°eny

t1 = 1+ i√3
2

= cos(π/3)+ i sin(π/3),

t2 = 1− i√3
2

= cos(π/3)− i sin(π/3) =
= cos(−π/3)+ i sin(−π/3),

odkud snadno ur£íme £ty°i moºné hodnoty parametru a:

a1 = cos(π/6)+ i sin(π/6) = √3/2+ i/2,
a2 = cos(7π/6)+ i sin(7π/6) = −√3/2− i/2,
a3 = cos(−π/6)+ i sin(−π/6) = √3/2− i/2,
a4 = cos(5π/6)+ i sin(5π/6) = −√3/2+ i/2 . □

2.24. Vandermond·v determinant. Dokaºte vzorec pro tzv. Vander-

mond·v determinant, tj. determinant Vandermondovy matice:

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x2

1 x2
2 . . . x2

n
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi),

kde x1, . . . , xn ∈ R a na pravé stran¥ rovnosti je sou£in v²ech rozdíl·

xj − xi , kde j > i.

�e²ení. Ode£tením prvního °ádku od v²ech ostatních °ádk· a násled-

ným rozvojem podle prvního sloupce obdrºíme

Vn(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

0 x2 − x1 x2
2 − x2

1 . . . xn−1
2 − xn−1

1
...

...
...

. . .
...

0 xn − x1 x2
n − x2

1 . . . xn−1
n − xn−1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 x2

2 − x2
1 . . . xn−1

2 − xn−1
1

...
...

. . .
...

xn − x1 x2
n − x2

1 . . . xn−1
n − xn−1

1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Vytkneme-li z i-tého °ádku xi+1 − x1 pro i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, dosta-
neme

Vn(x1, x2, . . . , xn) =

= (x2 − x1) · · · (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 + x1 . . .

∑n−2
j=0 x

n−j−2
2 x

j

1
...

...
. . .

...

1 xn + x1 . . .
∑n−2

j=0 x
n−j−2
n x

j

1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ode£tením od kaºdého sloupce (po£ínaje posledním a kon£e druhým)

x1-násobku p°edcházejícího lze docílit úpravy∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 + x1 . . .

∑n−2
j=0 x

n−j−2
2 x

j

1
...

...
. . .

...

1 xn + x1 . . .
∑n−2

j=0 x
n−j−2
n x

j

1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 . . . xn−2

2
...

...
. . .

...

1 xn . . . xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣ .
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My te¤ tuto v¥tu odvodíme ryze algebraicky uº proto, ºe
p°edchozí odvolávka na geometrický argument t¥ºko
m·ºe fungovat pro libovolné skaláry. Základním ná-
strojem je tzv. rozvoj determinantu podle jednoho
nebo více °ádk· £i sloupc·. Budeme proto pot°ebo-

vat n¥co málo technické p°ípravy. �tená°, který by snad tolik abs-
trakce nestrávil, m·ºe tyto pasáºe p°esko£it a vst°ebat pouze zn¥ní
Laplaceovy v¥ty a jejích d·sledk·.

2.20. Minory matice. P°i úvahách o maticích a jejich vlastnos-
tech budeme £asto pracovat jen s jejich £ástmi.
Budeme si proto muset zavést n¥kolik pojm·.

submatice a minory

Nech´A = (aij ) je matice typum/n a 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m,
1 ≤ j1 < . . . < jl ≤ n jsou pevn¥ zvolená p°irozená £ísla. Pak
matici

M =
ai1j1 ai1j2 . . . ai1jℓ

...
...

...

aikj1 aikj2 . . . aikjℓ


typu k/ℓ nazýváme submaticí matice A ur£enou °ádky i1, . . . , ik
a sloupci j1, . . . , jℓ. Zbývajícími (m−k) °ádky a (n− l) sloupci je
ur£ena maticeM∗ typu (m−k)/(n−ℓ), která se nazývá dopl¬ková
submatice k M v A. P°i k = ℓ je de�nován |M|, který nazýváme
subdeterminant nebo minor °ádu k matice A. Je-li m = n, pak p°i
k = ℓ je i M∗ £tvercová a |M∗ | se nazývá dopln¥k minoru |M|,
nebo dopl¬kový minor k submaticiM v matici A. Skalár

(−1)i1+···+ik+j1+···+jl · |M∗ |
se nazývá algebraický dopln¥k k minoru |M|.

Submatice tvo°ené prvními k °ádky a sloupci se nazývají ve-
doucí hlavní submatice, jejich determinanty vedoucí hlavní minory
maticeA. Zvolíme-li k po sob¥ jdoucích °ádk· a sloupc·, po£ínaje
i�tým °ádkem, hovo°íme o hlavních submaticích, resp. hlavních
minorech.

P°i speciální volb¥ k = ℓ = 1, m = n °íkáme p°íslu²nému
dopl¬kovému minoru algebraický dopln¥k Aij prvku aij maticeA.

2.21. Laplace·v rozvoj determinantu. Pokud je |M| hlavní
minor matice A °ádu k, pak p°ímo z de�nice
determinantu je vid¥t, ºe kaºdý z jednotlivých
k!(n − k)! s£ítanc· v sou£inu |M| s jeho al-
gebraickým dopl¬kem je £lenem determinantu

|A|.
Obecn¥, uvaºme submaticiM, tj. £tvercovou matici, ur£enou

°ádky i1 < i2 < · · · < ik a sloupci j1 < · · · < jk . Pak
pomocí (i1 − 1) + · · · + (ik − k) vým¥n sousedních °ádk· a
(j1 − 1) + . . . + (jk − k) vým¥n sousedních sloupc· vA p°eve-
deme tuto submatici M na hlavní submatici a dopl¬ková matice
p°itom p°ejde práv¥ na dopl¬kovou matici. Celá matice A p°ejde
p°itom v matici B, pro kterou platí podle 2.17 a de�nice determi-
nantu |B| = (−1)α|A|, kde α =∑k

h=1(ih − jh)− 2(1+ · · · + k).
Tím jsme ov¥°ili:

Tvrzení. Jestliºe je A £tvercová matice dimenze n a |M| je její
minor °ádu k < n, pak sou£in libovolného £lenu |M| s libovolným
£lenem jeho algebraického dopl¬ku je £lenem |A|.
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Proto

Vn(x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1) · · · (xn − x1) Vn−1(x2, . . . , xn).

Nebo´ je z°ejm¥

V2(xn−1, xn) = xn − xn−1,

platí (uvaºme matematickou indukci)

Vn(x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

V²imn¥me si, ºe tento determinant je nenulový, práv¥ kdyº jsou £ísla

x1, . . . , xn navzájem r·zná. □

Poznámka. Jiný d·kaz vzorce pro Vandermond·v determinant m·ºe

£tená° najít v 5.5.

2.25. Zjist¥te, zda je matice
3 2 −1 2
4 1 2 −4
−2 2 4 1
2 3 −4 8


invertibilní.

�e²ení. Matice je invertibilní (existuje k ní inverzní matice) práv¥

tehdy, kdyº ji lze pomocí °ádkových transformací p°evést na jednot-

kovou matici. To je ekvivalentní nap°. s tím, ºe má nenulový determi-

nant. Ten spo£ítáme pomocí Laplaceovy v¥ty (2.32) nap°íklad rozvo-

jem podle prvního °ádku:∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 2
4 1 2 −4
−2 2 4 1
2 3 −4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 ·
∣∣∣∣∣∣
1 2 −4
2 4 1
3 −4 8

∣∣∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣∣∣

4 2 −4
−2 4 1
2 −4 8

∣∣∣∣∣∣+
+ (−1) ·

∣∣∣∣∣∣
4 1 −4
−2 2 1
2 3 8

∣∣∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣∣∣

4 1 2
−2 2 4
2 3 −4

∣∣∣∣∣∣ =
= 3 · 90− 2 · 180+ (−1) · 110− 2 · (−100) =
= 0.

Tedy daná matice není invertibilní. □

E. Soustavy lineárních rovnic podruhé

Se soustavami lineárních rovnic jsme se jiº setkali na za£átku kapi-

toly. Nyní se budeme v¥novat této problematice podrobn¥ji. Zkusme

nejprve vyuºít výpo£tu inverzní matice k °e²ení systému lineárních

soustav rovnic.
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Toto tvrzení uº podbízí p°edstavu, ºe by se pomocí takových
sou£in· men²ích determinant· skute£n¥ mohl determinant matic
vyjad°ovat. Víme, ºe |A| obsahuje práv¥ n! r·zných £len·, práv¥
jeden pro kaºdou permutaci. Tyto £leny jsou navzájem r·zné ja-
koºto polynomy v prvcích (neznámé obecné) matice A. Jestliºe
tedy ukáºeme, ºe navzájem r·zných výraz· z p°edchozího tvrzení
je práv¥ tolik, jako je tomu u determinantu |A|, pak dostaneme je-
jich sou£tem práv¥ determinant |A|.

Zbývá proto ukázat, ºe uvaºované sou£iny |M|·|M∗ | obsahují
práv¥ n! r·zných £len· z |A|.

Ze zvolených k °ádk· lze vybrat
(
n
k

)
minor· M a podle p°ed-

chozího lemmatu je kaºdý z k!(n − k)! £len· v sou£inech |M|
s jejich algebraickými dopl¬ky £lenem |A|. P°itom pro r·zné
výb¥ryM nem·ºeme nikdy obdrºet stejné £leny a jednotlivé £leny
v (−1)i1+···+ik+j1+···+jl · |M| · |M∗ | jsou také po dvou r·zné. Cel-
kem tedy máme práv¥ poºadovaný po£et k!(n− k)!(n

k

) = n! £len·.
Tím jsme bezezbytku dokázali:

Laplaceova v¥ta

V¥ta. Nech´ A = (aij ) je £tvercová matice dimenze n nad libovol-
ným okruhem skalár· a nech´ je pevn¥ zvoleno k jejích °ádk·. Pak
|A| je sou£et v²ech (n

k

)
sou£in· (−1)i1+···+ik+j1+···+jl · |M| · |M∗ |

minor· °ádu k vybraných ze zvolených °ádk·, s jejich algebraic-
kými dopl¬ky.

Laplaceova v¥ta p°evádí výpo£et |A| na výpo£et determinant·
niº²ího stupn¥. Této metod¥ výpo£tu se °íká Laplace·v rozvoj
podle zvolených °ádk· £i sloupc·. Nap°. rozvoj podle i-tého °ádku
nebo podle j -tého sloupce:

|A| =
n∑
j=1

aijAij ,

kde Aij ozna£uje algebraický dopln¥k k prvku aij (tj. k minoru
stupn¥ 1).

P°i praktickém po£ítání determinant· bývá výhodné kombino-
vat Laplace·v rozvoj s p°ímou metodou p°i£ítání lineárních kom-
binací °ádk· £i sloupc·.

2.22. D·kaz Cauchyovy v¥ty. D·kaz se opírá o trikovou ale ele-
mentární aplikaci Laplaceovy v¥ty. Pouºijeme prost¥
dvakrát Laplace·v rozvoj na vhodné matice.

Uvaºme nejprve následující matici H dimenze
2n (pouºíváme tzv. blokovou symboliku, tj. pí²eme

matici jakoby sloºenou ze (sub)matic A, B atd.)

H =
(
A 0
−E B

)
=



a11 . . . a1n
...

...

an1 . . . ann

0 . . . 0
...

...

0 . . . 0
−1 0

. . .

0 −1

b11 . . . b1n
...

...

bn1 . . . bnn


.

Laplaceovým rozvojem podle prvních n °ádk· obdrºíme práv¥
|H | = |A| · |B|.

Nyní budeme k posledním n sloupc·m postupn¥ p°i£ítat line-
ární kombinace prvních n sloupc· tak, abychom obdrºeli matici
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2.26. Ú£astníci zájezdu. Dvoudenního autobusového zájezdu se

zú£astnilo 45 osob. První den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K£ za

dosp¥lého, 16 K£ za dít¥ a 24 K£ za seniora, celkem 1 116 K£. Druhý

den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K£ za dosp¥lého,

24 K£ za dít¥ a 34 K£ za seniora, celkem 1 542 K£. Kolik bylo mezi

výletníky dosp¥lých, d¥tí a senior·?

�e²ení. Zave¤me prom¥nné

x udávající �po£et dosp¥lých�;

y udávající �po£et d¥tí�;

z udávající �po£et senior·�.

Zájezdu se zú£astnilo 45 osob, a proto

x + y + z = 45.

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady p°i zavedení

na²ich prom¥nných a p°i zachování po°adí £iní 30x + 16y + 24z
a 40x + 24y + 34z. My je ov²em známe (1 116 K£ a 1 542 K£).

Máme tak

30x + 16y + 24z = 1 116,
40x + 24y + 34z = 1 542.

Soustavu t°í lineárních rovnic zapí²eme maticov¥ jako 1 1 1
30 16 24
40 24 34

 ·
xy
z

 =
 45

1 116
1 542

 .
�e²ením jexy

z

 = 1
6

 16 5 −4
30 3 −3
−40 −8 7

 ·
 45

1 116
1 542

 = 1
6

132
72
66

 =
22

12
11

 ,
nebo´  1 1 1

30 16 24
40 24 34

−1

= 1
6

 16 5 −4
30 3 −3
−40 −8 7

 .
Slovn¥ vyjád°eno, zájezdu se zú£astnilo 22 dosp¥lých, 12 d¥tí, 11 se-

nior·. □

2.27. Za pomoci výpo£tu inverzní matice ur£ete °e²ení soustavy

x1 + x2 + x3 + x4 = 2,

x1 + x2 − x3 − x4 = 3,

x1 − x2 + x3 − x4 = 3,

x1 − x2 − x3 + x4 = 5.

⃝
Co kdyº v²ak matice soustavy není invertibilní? Potom nem·ºeme

k jejímu °e²ení inverzní matice vyuºít. Taková soustava pak má jiný
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s nulami v pravém dolním rohu. Dostaneme

K =



a11 . . . a1n
...

...

an1 . . . ann

c11 . . . c1n
...

...

cn1 . . . cnn
−1 0

. . .

0 −1

0 . . . 0
...

...

0 . . . 0


.

Prvky submatice naho°e vpravo p°itom musí spl¬ovat

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj ,
neboli jde práv¥ o prvky sou£inu A · B a |K| = |H |. P°itom roz-
vojem podle posledních n sloupc· dostáváme

|K| = (−1)n+1+···+2n|A · B| = (−1)2n·(n+1) · |A · B| = |A · B|.
Tím je Cauchyova v¥ta bezezbytku dokázána.

2.23. Determinant a inverzní matice. P°edpokládejme nej-
prve, ºe existuje matice inverzní k matici A, tj.
A · A−1 = E. Protoºe pro jednotkovou matici platí
vºdy |E| = 1, je pro kaºdou invertibilní matici
vºdy |A| invertibilní skalár a díky Cauchyov¥ v¥t¥

platí |A−1| = |A|−1.
My v²ak nyní kombinací Laplaceovy v¥ty a Cauchyho v¥ty

umíme °íci víc.
Vzorec pro inverzní matici

Pro libovolnou £tvercovou maticiA = (aij ) dimenze n de�nu-
jeme matici A∗ = (a∗

ij ), kde a
∗
ij = Aji jsou algebraické dopl¬ky

k prvk·m aji v A. Matici A∗ nazýváme algebraicky adjungovaná
matice k matici A.

V¥ta. Pro kaºdou £tvercovou matici A nad okruhem skalár·
K platí

(2.2) AA∗ = A∗A = |A| · E.
Zejména tedy

(1) A−1 existuje jako matice nad okruhem skalár· K, práv¥ kdyº
|A|−1 existuje v K.

(2) Pokud existuje A−1, pak platí A−1 = |A|−1 · A∗.

D·kaz. Jak jsme jiº zmínili, Cauchyova v¥ta ukazuje, ºe
z existence A−1 vyplývá invertibilita |A| ∈ K.

Pro libovolnou £tvercovou matici A spo£teme p°ímým
výpo£tem A · A∗ = (cij ), kde

cij =
n∑
k=1

aika
∗
kj =

n∑
k=1

aikAjk .

Pokud i = j , je to práv¥ Laplace·v rozvoj |A| podle i-tého °ádku.
Pokud i ̸= j , jde o rozvoj determinantu matice, v níº je i-tý a j -tý
°ádek stejný, a proto je cij = 0. Odtud plyne A · A∗ = |A| · E
a dokázali jsme rovnost (2.2).

P°edpokládejme navíc, ºe |A| je invertibilní skalár. Jestliºe zo-
pakujeme p°ede²lý výpo£et proA∗ ·A, obdrºíme |A|−1A∗ ·A = E.
Proto ná² výpo£et skute£n¥ dává inverzní matici A, jak je tvrzeno
ve v¥t¥. □
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po£et neº jedno °e²ení. Jak moºná £tená° jiº ví, tak systém lineár-

ních rovnic nad nekone£ným t¥lesem bu¤ nemá °e²ení, nebo má jedno

°e²ení, nebo jich má nekone£n¥ mnoho (nap°íklad nem·ºe mít práv¥

dv¥ °e²ení). Prostor °e²ení je bu¤ vektorový prostor (v p°ípad¥, ºe pravá

strana v²ech rovnic v systému je nulová, hovo°íme o homogenním sys-

tému lineárních rovnic) nebo a�nní prostor, viz 4.1, (v p°ípad¥, ºe

pravá strana alespo¬ jedné z rovnic je nenulová, hovo°íme o nehomo-

genním systému lineárních rovnic). Ukaºme si tedy r·zné moºné typy

°e²ení soustavy lineárních rovnic na p°íkladech.

2.28. Pro jaké hodnoty parametr· a, b ∈ R má lineární systém

x1 − ax2 − 2x3 = b,

x1 + (1− a)x2 = b − 3,
x1 + (1− a)x2 + ax3 = 2b − 1

(a) práv¥ 1 °e²ení;

(b) ºádné °e²ení;

(c) alespo¬ 2 °e²ení?

�e²ení. Soustavu �tradi£n¥� p°epí²eme do roz²í°ené matice a upra-

víme 1 −a −2 b

1 1− a 0 b − 3
1 1− a a 2b − 1

 ∼
 1 −a −2 b

0 1 2 −3
0 1 a + 2 b − 1

 ∼
∼
 1 −a −2 b

0 1 2 −3
0 0 a b + 2

 .
Dodejme, ºe v prvním kroku jsme první °ádek ode£etli od druhého

a od t°etího a ve druhém kroku pak druhý od t°etího. Vidíme, ºe sou-

stava bude mít práv¥ jedno °e²ení (které lze ur£it zp¥tnou eliminací)

tehdy a jenom tehdy, kdyº a ̸= 0. Pro a = 0 totiº ve t°etím sloupci

není první nenulové £íslo n¥jakého °ádku. Je-li a = 0 a b = −2, dostá-
váme nulový °ádek, kdy volba x3 ∈ R jako parametru dává nekone£n¥

mnoho r·zných °e²ení. Pro a = 0 a b ̸= −2 poslední rovnice a = b+2
nem·ºe být spln¥na � soustava nemá °e²ení.

Poznamenejme, ºe pro a = 0, b = −2 jsou °e²eními

(x1, x2, x3) = (−2+ 2t, −3− 2t, t) , t ∈ R,

a pro a ̸= 0 je jediným °e²ením trojice(−3a2 − ab − 4a + 2b + 4
a

, −2b + 3a + 4
a

,
b + 2
a

)
. □

2.29. Nech´ je dáno

A =
4 5 1

3 4 0
1 1 1

 , x =
x1
x2
x3

 , b =
b1
b2
b3

 .
Najd¥te taková reálná £ísla b1, b2, b3, aby systém lineárních rovnicA ·
x = b m¥l:
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Jako p°ímý d·sledek této v¥ty m·ºeme znovu ov¥°it Cra-
merovo pravidlo pro °e²ení systém· lineárních rovnic, viz 2.18.
Skute£n¥, pro °e²ení systémuA·x = b sta£í d·sledn¥ p°e£íst v rov-
nosti

x = A−1 · b = |A|−1A∗ · b
poslední výraz jako Laplace·v rozvoj determinantu matice
Ai vzniklé vým¥nou i�tého sloupce v A za sloupec hodnot b.

3. Vektorové prostory a lineární zobrazení

2.24. Abstraktní vektorové prostory. Vra´me se te¤ na chvilku
k systém·m m lineárních rovnic pro n prom¥nných
z 2.3 a p°edpokládejme navíc, ºe jde o homogenní sys-
tém rovnic A · x = 0, tj.a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 .
x1
...

xn

 =
0
...

0

 .
Díky vlastnosti distributivity pro násobení matic je z°ejmé, ºe
sou£et dvou °e²ení x = (x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn) spl¬uje

A · (x + y) = A · x + A · y = 0,

a je tedy také °e²ením. Stejn¥ tak z·stává °e²ením i skalární náso-
bek a · x. Mnoºina v²ech °e²ení pevn¥ zvoleného systému rovnic
je proto uzav°ená na s£ítání vektor· a násobení vektor· skaláry. To
byly základní vlastnosti vektor· dimenze n v Kn, viz 2.1. Te¤ ale
máme vektory v prostoru °e²ení s n sou°adnicemi a �rozm¥r� to-
hoto prostoru je dán rozdílem po£tu prom¥nných a hodností matice
A. M·ºeme tedy snadno mít p°i °e²ení 1000 sou°adnic jen jeden
nebo dva volné parametry. Celý prostor °e²ení se pak bude chovat
jako rovina nebo p°ímka, jak jsme je poznali jiº v odstavci 1.25 na
stran¥ 28.

Uº v odstavci 1.9 jsme ale potkali je²t¥ zajímav¥j²í p°íklad pro-
storu v²ech °e²ení homogenní lineární diferen£ní rovnice (prvního
°ádu). V²echna °e²ení jsme dostali z jednoho pomocí násobení ska-
láry a jsou tedy také uzav°ená na sou£ty a skalární násobky. Tyto
�vektory� °e²ení jsou ov²em nekone£né posloupnosti £ísel, p°es-
toºe intuitivn¥ o£ekáváme, ºe �rozm¥r� celého prostoru °e²ení by
m¥l být jedna. Pot°ebujeme proto obecn¥j²í de�nici vektorového
prostoru a jeho dimenze:

Definice vektorového prostoru

Vektorovým prostorem V nad polem skalár· K rozumíme
mnoºinu, na které jsou de�novány

• operace s£ítání spl¬ující axiomy (KG1)�(KG4) z odstavce 1.1
na stran¥ 6,
• násobení skaláry, pro které platí axiomy (V1)�(V4) z odstavce
2.1 na stran¥ 65.

P°ipome¬me také na²i jednoduchou konvenci ohledn¥
zna£ení: skaláry budou zpravidla ozna£ovány znaky z po£átku
abecedy, tj. a, b, c, . . . , zatímco pro vektory budeme uºívat znaky
z konce abecedy, tj. u, v, w, x, y, z. P°itom je²t¥ navíc v¥t²inou
x, y, z budou opravdu n-tice skalár·. Pro úplnost vý£tu, písmena
z prost°edka, nap°. i, j, k, ℓ, budou nej£ast¥ji ozna£ovat indexy
výraz·.
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(a) nekone£n¥ mnoho °e²ení;

(b) práv¥ jedno °e²ení;

(c) ºádné °e²ení;

(d) práv¥ 4 °e²ení.

�e²ení. Pro £tená°e jist¥ nebude problém najít odpovídající hodnoty

v p°ípadech a) a c) (sta£í volit b1 = b2 + b3 v p°ípad¥ a) a naopak

b1 ̸= b2 + b3 v p°ípad¥ c)). Pov²imn¥me si dále, ºe |A| = 0, sou-
stava tak má bu¤ nekone£n¥ mnoho, nebo ºádné °e²ení. Obecn¥ tvo°í

mnoºina °e²ení homogenní soustavy lineárních rovnic vektorový pro-

stor, varianta d) je proto apriori vylou£ena. Varianta b) je moºná pouze

pro regulární matici soustavy (jediným °e²ením je pak nulový vektor).

□

2.30. Nalezn¥te matici algebraicky adjungovanou a matici inverzní

k matici

A =


1 0 2 0
0 3 0 4
5 0 6 0
0 7 0 8

 .
�e²ení. Adjungovaná matice je

A∗ =


A11 A12 A13 A14
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34
A41 A42 A43 A44


T

,

kde Aij je algebraický dopln¥k prvku aij matice A, tedy sou£in

£ísla (−1)i+j a determinantu trojrozm¥rné matice vzniklé z A vyne-

cháním i-tého °ádku a j -tého sloupce. Platí

A11 =
∣∣∣∣∣∣
3 0 4
0 6 0
7 0 8

∣∣∣∣∣∣ = −24, A12 = −
∣∣∣∣∣∣
0 0 4
5 6 0
0 0 8

∣∣∣∣∣∣ = 0, . . .

A43 = −
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 3 4
5 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, A44 =
∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 3 0
5 0 6

∣∣∣∣∣∣ = −12.

Dosazením získáme

A∗ =


−24 0 20 0

0 −32 0 28
8 0 −4 0
0 16 0 −12


T

=


−24 0 8 0

0 −32 0 16
20 0 −4 0
0 28 0 −12

 .
Inverzní matici A−1 ur£íme ze vztahu A−1 = |A|−1 ·A∗. Determi-

nant matice A je (rozvojem podle prvního °ádku) roven

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 0
0 3 0 4
5 0 6 0
0 7 0 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
3 0 4
0 6 0
7 0 8

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣
0 3 4
5 0 0
0 7 8

∣∣∣∣∣∣ = 16.
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Abychom se trochu pocvi£ili ve formálním postupu, ov¥°íme
jednoduché vlastnosti vektor·, které pro n-tice
skalár· byly samoz°ejmé, nicmén¥ te¤ je mu-
síme odvodit z axiom·.

2.25. Tvrzení. Nech´ V je vektorový prostor nad polem skalár·K,
dále uvaºme a, b, ai ∈ K a vektory u, v, uj ∈ V . Potom
(1) a · u = 0, práv¥ kdyº a = 0 nebo u = 0,
(2) (−1) · u = −u,
(3) a · (u− v) = a · u− a · v,
(4) (a − b) · u = a · u− b · u,
(5)

(∑n
i=1 ai

) · (∑m
j=1 uj

) =∑n
i=1

∑m
j=1 ai · uj .

D·kaz. M·ºeme rozepsat

(a + 0) · u (V 2)= a · u + 0 · u = a · u,
coº podle axiomu (KG4) zaru£uje 0 · u = 0. Nyní

u+ (−1) · u (V 2)= (1+ (−1)) · u = 0 · u = 0

a odtud −u = (−1) · u. Dále
a · (u+ (−1) · v) (V 2,V 3)= a · u+ (−a) · v = a · u− a · v,

coº dokazuje (3). Platí

(a − b) · u (V 2,V 3)= a · u+ (−b) · u = a · u− b · u
a tím je ov¥°eno (4). Vztah (5) plyne indukcí z (V2) a (V1).

Zbývá (1): a · 0 = a · (u − u) = a · u − a · u = 0, coº
spolu s prvním tvrzením tohoto d·kazu ukazuje jednu implikaci.
K opa£né implikaci poprvé pot°ebujeme axiom pole pro skaláry
a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p · u = 0 a p ̸= 0, pak
u = 1 · u = (p−1 · p) · u = p−1 · 0 = 0. □

2.26. Lineární (ne)závislost. V odstavci 2.11 jsme pracovali
s tzv. lineárními kombinacemi °ádk· matice. S obecnými vektory
budeme zacházet zcela analogicky:

Lineární kombinace a nezávislost

Výrazy tvaru a1·v1+· · ·+ak ·vk nazýváme lineární kombinace
vektor· v1, . . . , vk ∈ V .

Kone£nou posloupnost vektor· v1, . . . , vk nazveme lineárn¥
nezávislou, jestliºe jediná jejich nulová lineární kombinace je ta
s nulovými koe�cienty, tj. jestliºe pro skaláry a1, . . . , ak ∈ K platí

a1 · v1 + · · · + ak · vk = 0 H⇒ a1 = a2 = · · · = ak = 0.

Je zjevné, ºe v nezávislé posloupnosti vektor· jsou v²echny po
dvou r·zné a nenulové.

Mnoºina vektor·M ⊆ V ve vektorovém prostoru V nadK se
nazývá lineárn¥ nezávislá, jestliºe kaºdá kone£ná k-tice vektor·
v1, . . . , vk ∈ M je lineárn¥ nezávislá.

MnoºinaM vektor· je lineárn¥ závislá, jestliºe není lineárn¥
nezávislá.

P°ímo z de�nice vyplývá, ºe neprázdná podmnoºina M

vektor· ve vektorovém prostoru nad polem skalár·
K je závislá, práv¥ kdyº je jeden z jejích vektor· vy-
jád°itelný jako kone£ná lineární kombinace ostatních
vektor· v M. Skute£n¥, alespo¬ jeden koe�cient

v p°íslu²né nulové lineární kombinaci musí být nenulový, a pro-
toºe jsme nad polem skalár·, m·ºeme jím pod¥lit a vyjád°it tak
u n¥j stojící vektor pomocí ostatních.
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Dostáváme tedy

A−1 =


−3/2 0 1/2 0

0 −2 0 1
5/4 0 −1/4 0
0 7/4 0 −3/4

 .
□

F. Vektorové prostory

Vlastnosti vektorového prostoru, kterých jsme si v²imli u roviny £i

t°írozm¥rného prostoru, ve kterém ºijeme, má celá °ada jiných mnoºin.

Ukaºme si to na p°íkladech.

2.31. Vektorový prostor ano £i ne? Rozhodn¥te o následujících

mnoºinách, jestli jsou vektorovými prostory nad t¥lesem reálných

£ísel:

i) Mnoºina °e²ení soustavy

x1 + x2 + · · · + x98 + x99 + x100 = 100x1,

x1 + x2 + · · · + x98 + x99 = 99x1,

x1 + x2 + · · · + x98 = 98x1,
...

x1 + x2 = 2x1.

ii) Mnoºina °e²ení rovnice

x1 + x2 + · · · + x100 = 0.

iii) Mnoºina °e²ení rovnice

x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + 100x100 = 1.

iv) Mnoºina v²ech reálných, resp. komplexních, posloupností.

(Reálnou, resp. komplexní posloupností rozumíme zobrazení

f : N → R, resp. f : N → C. O obrazu £ísla n

pak hovo°íme jako o n-tém £lenu posloupnosti, v¥t²inou jej

ozna£ujeme dolním indexem, nap°. an.)

v) Mnoºina °e²ení homogenní diferen£ní rovnice.

vi) Mnoºina °e²ení nehomogenní diferen£ní rovnice.

vii) {f : R→ R | f (1) = f (2) = c, c ∈ R}.
�e²ení.

i) Ano. Jsou to v²echny reálné násobky vektoru (1, 1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
100 jedni£ek

,

tedy vektorový prostor dimenze 1 (viz dále (2.29)).

ii) Ano. Jedná se o prostor dimenze 99 (odpovídá po£tu volných

parametr· °e²ení). Obecn¥ tvo°í mnoºina °e²ení libovolné ho-

mogenní soustavy lineárních rovnic vektorový prostor.

iii) Ne. Nap°. dvojnásobek °e²ení x1 = 1, xi = 0, i = 2, . . . , 100
není °e²ením dané rovnice. Mnoºina °e²ení v²ak tvo°í tzv.

a�nní prostor (viz 4.1).
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Kaºdá podmnoºina lineárn¥ nezávislé mnoºiny M je sa-
moz°ejm¥ také lineárn¥ nezávislá (poºadujeme stejné podmínky
na mén¥ vektor·). Stejn¥ snadno vidíme, ºe M ⊆ V je lineárn¥
nezávislá práv¥ tehdy, kdyº kaºdá kone£ná podmnoºina v M je
lineárn¥ nezávislá.

2.27. Generátory a podprostory. Podmnoºina M ⊆ V se na-
zývá vektorovým podprostorem, jestliºe spolu se zú-
ºenými operacemi s£ítání a násobení skaláry je sama
vektorovým prostorem, tzn. poºadujeme

∀a, b ∈ K , ∀v,w ∈ M, a · v + b · w ∈ M.
Rozeberme si hned n¥kolik p°íklad·: Prostorm-tic skalár·Rm

se s£ítáním a násobením po sloºkách je vektorový prostor nad R,
ale také vektorový prostor nad Q. Nap°. pro m = 2 jsou vektory
(1, 0), (0, 1) ∈ R2 lineárn¥ nezávislé, protoºe z

a · (1, 0)+ b · (0, 1) = (0, 0)

plyne a = b = 0. Dále vektory (1, 0), (
√

2, 0) ∈ R2 jsou line-
árn¥ závislé nad R, protoºe

√
2 · (1, 0) = (√2, 0), ov²em nad Q

jsou lineárn¥ nezávislé! Nad R tedy tyto dva vektory �generují�
jednorozm¥rný podprostor, zatímco nad Q je �v¥t²í�.

Polynomy stupn¥ nejvý²e m tvo°í vektorový prostor Rm[x].
Polynomy m·ºeme chápat jako zobrazení f : R → R a s£ítání a
násobení skaláry de�nujeme takto: (f + g)(x) = f (x) + g(x),
(a · f )(x) = a · f (x). Polynomy v²ech stup¬· také tvo°í
vektorový prostor R∞[x] a Rm[x] ⊆ Rn[x] je vektorový pod-
prostor pro v²echna m ≤ n ≤ ∞. Podprostory jsou také
nap°. v²echny sudé polynomy nebo liché polynomy, tj. polynomy
spl¬ující f (−x) = ± f (x).

Úpln¥ analogicky jako u polynom· m·ºeme de�novat struk-
turu vektorového prostoru na mnoºin¥ v²ech zobrazení R → R
nebo v²ech zobrazení M → V libovolné pevn¥ zvolené mnoºiny
M do vektorového prostoru V .

Protoºe podmínka v de�nici podprostoru obsahuje pouze
univerzální kvanti�kátory, je jist¥ pr·nik podpro-
stor· op¥t podprostor. Snadno to ov¥°íme i p°ímo:
Nech´ Wi , i ∈ I , jsou vektorové podprostory ve V ,
a, b ∈ K, u, v ∈ ∩i∈I Wi . Pak pro v²echna i ∈ I ,

a · u + b · v ∈ Wi , to ale znamená, ºe a · u + b · v ∈ ∩i∈I Wi .
Zejména je tedy podprostorem pr·nik ⟨M⟩ v²ech podprostor·

W ⊆ V , které obsahují p°edem danou mnoºinu vektor·M ⊆ V .
�íkáme, ºe mnoºina M generuje podprostor ⟨M⟩, nebo ºe

prvkyM jsou generátory podprostoru ⟨M⟩.
Zformulujme op¥t n¥kolik jednoduchých tvrzení o generování

podprostor·:

Tvrzení. Pro kaºdou neprázdnou podmnoºinuM ⊆ V platí

(1) ⟨M⟩ = {a1 · u1 + . . . + ak · uk; k ∈ N, ai ∈ K,
uj ∈ M, j = 1, . . . , k};

(2) M = ⟨M⟩, práv¥ kdyºM je vektorový podprostor;
(3) jestliºe N ⊆ M, pak ⟨N⟩ ⊆ ⟨M⟩ je vektorový podprostor.
Podprostor ⟨∅⟩ generovaný prázdnou podmnoºinou je triviální pod-
prostor {0} ⊆ V .

D·kaz. (1) Mnoºina v²ech lineárních kombinací

a1u1 + · · · + akuk
na pravé stran¥ (1) je jist¥ vektorový podprostor a samoz°ejm¥
obsahuje M. Naopak, kaºdá z jednotlivých lineárních kombinací
nutn¥ musí být v ⟨M⟩ a první tvrzení je dokázáno.
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iv) Ano. Mnoºina v²ech reálných, resp. komplexních, posloup-

ností tvo°í z°ejm¥ reálný, resp. komplexní, vektorový prostor.

S£ítání posloupností a násobení posloupnosti skalárem je to-

tiº de�nováno £len po £lenu, kde se jedná o vektorový prostor

reálných, resp. komplexních, £ísel.

v) Ano. Abychom ukázali, ºe mnoºina posloupností vyhovu-

jících dané diferen£ní homogenní rovnici (více si o nich

povíme v 3.9) tvo°í vektorový prostor, sta£í ukázat, ºe je

uzav°ená vzhledem ke s£ítání i násobení reálným £íslem

(nebo´ se jedná o podmnoºinu vektorového prostoru).M¥jme

posloupnosti (xj )∞j=0 a (yj )∞j=0 vyhovující stejné homogenní

diferen£ní rovnici, tedy

anxn+k + an−1xn+k−1 + · · · + a0xk = 0,

anyn+k + an−1yn+k−1 + · · · + a0yk = 0.

Se£tením t¥chto rovnic dostaneme

an(xn+k + yn+k)+ an−1(xn+k−1 + yn+k−1)+ · · ·
· · · + a0(xk + yk) = 0,

tedy i posloupnost (xj + yj )∞j=0 vyhovuje stejné diferen£ní

rovnici. Rovn¥º pokud posloupnost (xj )∞j=0 vyhovuje dané

rovnici, tak i posloupnost (uxj )∞j=0 , kde u ∈ R.
vi) Ne. Sou£et dvou °e²ení nehomogenní rovnice

anxn+k + an−1xn+k−1 + · · · + a0xk = c,
anyn+k + an−1yn+k−1 + · · · + a0yk = c, c ∈ R− {0}

vyhovuje rovnici

an(xn+k + yn+k)+ an−1(xn+k−1 + yn+k−1)+ · · ·
· · · + a0(xk + yk) = 2c,

zejména pak nevyhovuje p·vodní nehomogenní rovnici.

Mnoºina °e²ení v²ak tvo°í a�nní prostor, viz 4.1.

vii) Je to vektorový prostor, práv¥ kdyº c = 0. Vezmeme-li dv¥

funkce f a g z danémnoºiny, pak (f+g)(1) = (f+g)(2) =
= f (1)+ g(1) = 2c. Má-li funkce f + g být prvkem dané

mnoºiny, musí být (f + g)(1) = c, tedy 2c = c, tedy c = 0.
□

2.32. Zjist¥te, zda je mnoºina

U1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; | x1 | = | x2 | = | x3 |}
podprostorem vektorového prostoru R3 a mnoºina

U2 = {ax2 + c; a, c ∈ R}
podprostorem prostoru polynom· stupn¥ nejvý²e 2.
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Tvrzení (2) vyplývá okamºit¥ z (1) a z de�nice vektorového
podprostoru a obdobn¥ je z prvního tvrzení z°ejmé i tvrzení t°etí.

Kone£n¥, nejmen²í vektorový podprostor je {0}, protoºe
prázdnou mnoºinu obsahují v²echny podprostory a kaºdý z nich
obsahuje vektor 0. □

2.28. Sou£ty podprostor·. Kdyº uº máme p°edstavu o generáto-
rech a jimi vytvá°ených podprostorech, m¥li bychom
rozum¥t i moºnostem, jak n¥kolik podprostor· m·ºe
vytvá°et celý vektorový prostor V .

Sou£ty podprostor·

Nech´ Vi , i ∈ I , jsou podprostory ve V . Pak podprostor ge-
nerovaný jejich sjednocením, tj. ⟨∪i∈IVi⟩, nazýváme sou£tem pod-
prostor· Vi . Zna£íme

∑
i∈I Vi . Zejména pro kone£ný po£et pod-

prostor· V1, . . . , Vk ⊆ V pí²eme

V1 + · · · + Vk = ⟨V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk⟩.

Vidíme, ºe kaºdý prvek v uvaºovaném sou£tu podprostor·
m·ºeme vyjád°it jako lineární kombinaci vektor· z podprostor·Vi .
Protoºe v²ak je s£ítání vektor· komutativní, lze k sob¥ poskládat
£leny pat°ící do stejného podprostoru a pro kone£ný sou£et k pod-
prostor· tak dostáváme

V1 + V2 + · · · + Vk = {v1 + · · · + vk; vi ∈ Vi, i = 1, . . . , k }.
Sou£et W = V1 + · · · + Vk ⊆ V se nazývá p°ímý sou£et podpro-
stor·, jsou-li pr·niky v²ech dvojic triviální, tj. Vi ∩ Vj = {0} pro
v²echna i ̸= j . Ukáºeme, ºe v takovém p°ípad¥ lze kaºdý vektor
w ∈ W napsat práv¥ jedním zp·sobem jako sou£et

w = v1 + · · · + vk,
kde vi ∈ Vi . Skute£n¥, pokud by tento vektor ²lo zárove¬ vyjád°it
jako w = v′

1 + · · · + v′
k , potom

0 = w − w = (v1 − v′
1)+ · · · + (vk − v′

k).

Pokud bude vi − v′
i první nenulový £len na pravé stran¥, pak tento

vektor z Vi umíme vyjád°it pomocí vektor· z ostatních podpro-
stor·. To je ale ve sporu s p°edpokladem, ºe Vi má se v²emi ostat-
ními nulový pr·nik. Jedinou moºností tedy je, ºe v²echny vektory
na pravé stran¥ jsou nulové a tedy je rozklad w jednozna£ný.

Pro p°ímé sou£ty podprostor· pí²eme

W = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk = ⊕ki=1Vi .

2.29. Báze. Nyní máme v²e p°ipravené pro pochopení minimál-
ních mnoºin generátor· tak, jak jsme se s nimi vypo°ádali v rovin¥
R2.

Báze vektorových prostor·

PodmnoºinaM ⊆ V se nazývá báze vektorového prostoru V ,
jestliºe ⟨M⟩ = V aM je lineárn¥ nezávislá.

Vektorový prostor, který má kone£nou bázi, nazýváme
kone£n¥ rozm¥rný, po£et prvk· báze nazýváme dimenzí V .
Nemá-li V kone£nou bázi, °íkáme, ºe V je nekone£n¥ rozm¥rný.
Pí²eme dimV = k, k ∈ N, p°ípadn¥ k = ∞.
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�e²ení.Mnoºina U1 není vektorovým (pod)prostorem. Vidíme nap°.,

ºe je

(1, 1, 1)+ (−1, 1, 1) = (0, 2, 2) /∈ U1.

Mnoºina U2 ov²em podprostor tvo°í (nabízí se p°irozené ztotoºn¥ní

s R2), protoºe

(a1x
2 + c1)+ (a2x

2 + c2) = (a1 + a2)x
2 + (c1 + c2),

k · (ax2 + c) = (ka)x2 + kc
pro v²echna £ísla a1, c1, a2, c2, a, c, k ∈ R. □

G. Lineární závislost a nezávislost, báze

2.33. Výpo£tem determinantu vhodné matice rozhodn¥te o line-

ární nezávislosti vektor· (1, 2, 3, 1), (1, 0,−1, 1), (2, 1,−1, 3)
a (0, 0, 3, 2).

�e²ení. Protoºe je determinant∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 1
1 0 −1 1
2 1 −1 3
0 0 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 10 ̸= 0

nenulový, jsou uvedené vektory lineárn¥ nezávislé. □

2.34. Nech´ jsou dány libovolné lineárn¥ nezávislé vektory u, v,w, z

ve vektorovém prostoru V . Rozhodn¥te, zda jsou ve V lineárn¥ závislé

£i nezávislé vektory

u − 2v, 3u+ w − z, u − 4v + w + 2z, 4v + 8w + 4z.

�e²ení. Uvaºované vektory jsou lineárn¥ nezávislé práv¥ tehdy,

kdyº jsou lineárn¥ nezávislé vektory (1,−2, 0, 0), (3, 0, 1,−1),
(1,−4, 1, 2), (0, 4, 8, 4) v R4. Je v²ak∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 0 0
3 0 1 −1
1 −4 1 2
0 4 8 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −36 ̸= 0,

tudíº jsou uvaºované vektory lineárn¥ nezávislé. □

2.35. Ur£ete v²echny konstanty a ∈ R takové, aby polynomy

ax2 + x + 2, −2x2 + ax + 3 a x2 + 2x + a byly lineárn¥

závislé (ve vektorovém prostoru P3[x] polynom· jedné prom¥nné

stupn¥ nejvý²e 3 nad reálnými £ísly).

�e²ení. V bázi 1, x, x2 jsou sou°adnice zadaných vektor· (polynom·)

následující: (a, 1, 2), (−2, a, 3), (1, 2, a). Polynomy budou lineárn¥

závislé, práv¥ kdyº bude mít matice, jejíº °ádky jsou tvo°eny sou°adni-

cemi zadaných vektor·, men²í hodnost, neº je po£et vektor·. V tomto

p°ípad¥ tedy hodnost dv¥ a men²í. V p°ípad¥ £tvercové matice niº²í
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Abychom s takovou de�nicí dimenze mohli být spokojeni,
pot°ebujeme v¥d¥t, ºe r·zné báze téhoº prostoru bu-
dou mít vºdy stejný po£et prvk·. To skute£n¥ brzy
dokáºeme. V²imn¥me si hned, ºe triviální podprostor
je generován prázdnou mnoºinou, která je �prázdnou�

bází. Má tedy triviální podprostor dimenzi nulovou.
Bázi k-rozm¥rného prostoru budeme obvykle zapisovat jako

uspo°ádanou k-tici v = (v1 . . . , vk) bázových vektor·. Jde tu
p°edev²ím o zavedení konvence: U kone£n¥ rozm¥rných podpro-
stor· budeme totiº vºdy uvaºovat bázi v£etn¥ zadaného po°adí
prvk·, i kdyº jsme to takto, striktn¥ vzato, nede�novali.

Zjevn¥, je-li (v1, . . . , vn) bází V , je celý prostor V p°ímým
sou£tem jednorozm¥rných podprostor·

V = ⟨v1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨vn⟩.
Okamºitým d·sledkem vý²e odvozené jednozna£nosti roz-

kladu jakéhokoliv vektoru ve V do komponent v p°ímém sou£tu
dává jednozna£né vyjád°ení

w = x1v1 + · · · + xnvn
a dovoluje nám tedy po volb¥ báze op¥t vid¥t vektory jako n�
tice skalár·. K tomuto pohledu se vrátíme vzáp¥tí v odstavci 2.33,
jak jen dokon£íme diskusi existence bází a sou£t· podprostor·
v obecné poloze.

2.30. V¥ta. Z libovolné kone£né mnoºiny generátor· vektorového
prostoru V lze vybrat bázi. Kaºdá báze kone£n¥rozm¥rného pro-
storu V má p°itom stejný po£et prvk·.

D·kaz. První tvrzení ukáºeme snadno indukcí p°es po£et ge-
nerátor· k.

Jedin¥ nulový podprostor nepot°ebuje ºádný generátor
a tedy umíme vybrat prázdnou bázi. Naopak, nulový vektor
vybrat nesmíme (generátory by byly lineárn¥ závislé) a nic

jiného uº v podprostoru není.
Abychom m¥li induk£ní krok p°irozen¥j²í, probereme je²t¥

p°ímo p°ípad k = 1. Máme V = ⟨{v}⟩ a v ̸= 0, protoºe {v} je li-
neárn¥ nezávislá mnoºina vektor·. Pak je ov²em {v} zárove¬ báze
vektorového prostoru V .

P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro k = n, a uvaºme
V = ⟨ v1, . . . , vn+1 ⟩. Jsou-li v1, . . . , vn+1 lineárn¥ nezávislé,
pak tvo°í bázi. V opa£ném p°ípad¥ existuje index i takový, ºe

vi = a1v1 + · · · + ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · · + an+1vn+1.

Pak ov²emV = ⟨v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1⟩ a jiº umíme vybrat
bázi (podle induk£ního p°edpokladu).

Zbývá ov¥°it, ºe báze mají vºdy stejný po£et prvk·. Uvaºujme
bázi (v1, . . . , vn) prostoru V a libovolný nenulový vektor

u = a1v1 + · · · + anvn ∈ V
s ai ̸= 0 pro jisté i. Pak

vi = 1
ai

(
u− (a1v1 + · · · + ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · · + anvn)

)
,

a proto také ⟨u, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn⟩ = V .
Ov¥°íme, ºe je to op¥t báze: Kdyby p°idáním u k lineárn¥ ne-

závislým vektor·m v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn vznikly lineárn¥ zá-
vislé vektory, pak by u bylo jejich lineární kombinací. To by zna-
menalo

V = ⟨v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn⟩,
coº není moºné.
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hodnost neº je po£et °ádk· je ekvivalentní nulovosti determinantu dané

matice. Podmínka na a tedy zní∣∣∣∣∣∣
a 1 2
−2 a 3
1 2 a

∣∣∣∣∣∣ = 0,

tj. a bude ko°enem polynomu a3 − 6a − 5 = (a + 1)(a2 − a − 5), tj.
úloha má t°i °e²ení a1 = −1, a2,3 = 1±√

21
2 . □

2.36. Vektory (1, 2, 1), (−1, 1, 0), (0, 1, 1) jsou lineárn¥ nezávislé,

a proto spole£n¥ tvo°í bázi R3. (v bázi je nutné zadat i jejich po°adí).

Kaºdý trojrozm¥rný vektor je tak n¥jakou jejich lineární kombinací.

Jakou jejich lineární kombinací je vektor (1, 1, 1), nebo-li jaké jsou

sou°adnice vektoru (1, 1, 1) v bázi dané zmín¥nými vektory?

�e²ení. Hledáme a, b, c ∈ R taková, aby

a(1, 2, 1)+ b(−1, 1, 0)+ c(0, 1, 1) = (1, 1, 1).
Rovnost musí platit v kaºdé sou°adnici, dostáváme tak soustavu t°í li-

neárních rovnic o t°ech neznámých:

a − b = 1,
2a + b + c = 1,
a + c = 1,

jejímº vy°e²ením získáme a = 1
2 , b = − 1

2 , c = 1
2 . Je tedy

(1, 1, 1) = 1
2
· (1, 2, 1)− 1

2
· (−1, 1, 0)+ 1

2
· (0, 1, 1),

neboli sou°adnice vektoru (1, 1, 1) v bázi ((1, 2, 1), (−1, 1, 0),
(0, 1, 1)) jsou

( 1
2 ,− 1

2 ,
1
2

)
. □

2.37. Uvaºme komplexní £ísla C jako reálný vektorový prostor.

Ur£ete sou°adnice £ísla 2+ i v bázi dané ko°eny polynomu x2 +x+1.

�e²ení. Protoºe ko°eny polynomu jsou− 1
2 + i

√
3

2 a− 1
2 − i

√
3

2 , máme

ur£it sou°adnice (a, b) vektoru 2+ i v bázi (− 1
2 + i

√
3

2 , − 1
2 − i

√
3

2 ).

Tato reálná £ísla a, b jsou jednozna£n¥ ur£ena poºadavkem

a · (−1
2
+ i
√

3
2
)+ b · (−1

2
− i
√

3
2
) = 2+ i.

Rozepsáním rovnosti zvlá²´ pro reálnou a imaginární sloºku dostá-

váme soustavu dvou lineárních rovnic o dvou neznámých:

− 1
2a − 1

2b = 2√
3

2 a −
√

3
2 b = 1.

Jejím vy°e²ením získáme a = −2+
√

3
3 , b = −2−

√
3

3 , hledané sou°ad-

nice tedy jsou (−2+ 1√
3
,−2− 1√

3
). □

2.38. Poznámka. Jak pozorný £tená° jist¥ post°ehl, úloha není zadána

jednozna£n¥, nemáme totiº zadáno po°adí ko°en· polynomu, tudíº ani

po°adí bázových vektor·. Výsledek je tedy dán aº na zm¥nu po°adí

sou°adnic.
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Takºe jsme dokázali, ºe pro libovolný nenulový vektor u ∈ V
existuje i, 1 ≤ i ≤ n, takové, ºe (u, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn) je
op¥t báze V .

Dále budeme místo jednoho vektoru u uvaºovat lineárn¥ nezá-
visloumnoºinu u1, . . . , uk a budeme postupn¥ p°idávat u1, u2, . . .

vºdy vým¥nou za vhodné vi podle p°edchozího postupu. Musíme
p°itom ov¥°it, ºe takové vi vºdy bude existovat (tj. ºe se nebu-
dou vektory u vym¥¬ovat vzájemn¥). P°edpokládejme tedy, ºe jiº
máme umíst¥né u1, . . . , uℓ. Pak se uℓ+1 jist¥ vyjád°í jako lineární
kombinace t¥chto vektor· a zbylých vj . Pokud by pouze koe�cien-
ty u u1, . . . , uℓ byly nenulové, znamenalo by to, ºe jiº samy vek-
tory u1, . . . , uℓ+1 byly lineárn¥ závislé, coº je ve sporu s na²imi
p°edpoklady.

Pro kaºdé k ≤ n tak po k krocích získáme bázi, ve které
z p·vodní báze do²lo k vým¥n¥ k vektor· za nové. Pokud by k > n,
pak jiº v n-tém kroku obdrºíme bázi vybranou z nových vektor·
ui , coº znamená, ºe tyto nemohou být lineárn¥ nezávislé. Zejména
tedy není moºné, aby dv¥ báze m¥ly r·zný po£et prvk·. □

Ve skute£nosti jsme dokázali siln¥j²í tvrzení, tzv. Steinitzovu
v¥tu o vým¥n¥, která °íká, ºe pro kaºdou kone£nou bázi v a kaºdý
systém lineárn¥ nezávislých vektor· veV umíme najít podmnoºinu
bázových vektor· vi , po jejichº zám¥n¥ za zadané nové vektory
op¥t dostaneme bázi.

2.31. D·sledky Steinitzovy v¥ty o vým¥n¥. Díky moºnosti
voln¥ volit a vym¥¬ovat bázové vektory m·ºeme
okamºit¥ dovodit p¥kné (a intuitivn¥ snad také
o£ekávané) vlastnosti bází vektorových prostor·:

Tvrzení. (1) Kaºdé dv¥ báze kone£n¥ rozm¥rného vektorového
prostoru mají stejný po£et vektor·, tzn. ºe na²e de�nice di-
menze nezávisí na volb¥ báze.

(2) Má-li V kone£nou bázi, lze kaºdou lineárn¥ nezávislou
mnoºinu doplnit do báze.

(3) Báze kone£n¥ rozm¥rných vektorových prostor· jsou práv¥ma-
ximální lineárn¥ nezávislé mnoºiny.

(4) Báze prostoru s kone£nou dimenzí jsou práv¥ minimální
mnoºiny generátor·.

Malinko sloºit¥j²í, ale nyní snadno zvládnutelná, je situace ko-
lem dimenzí podprostor· a jejich sou£t·:

D·sledek. Nech´ W,W1,W2 ⊆ V jsou podprostory v prostoru
V kone£né dimenze. Pak platí

(1) dimW ≤ dimV ,
(2) V = W , práv¥ kdyº dimV = dimW ,
(3) dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2)+ dim(W1 ∩W2).

D·kaz. Zbývá dokázat pouze poslední tvrzení. To je z°ejmé,
pokud je dimenze jednoho z prostor· nulová. P°edpo-
kládejme tedy dimW1 = r ≥ 1, dimW2 = s ≥ 1
a nech´ (w1 . . . , wt ) je báze W1 ∩W2 (nebo prázdná
mnoºina, pokud je pr·nik triviální).

Podle Steinitzovy v¥ty o vým¥n¥ lze tuto bázi pr·niku
doplnit na bázi (w1, . . . , wt , ut+1 , . . . , ur) pro W1 a na bázi
(w1 . . . , wt , vt+1 , . . . , vs) proW2. Vektory

w1, . . . , wt , ut+1 , . . . , ur , vt+1 . . . , vs
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Dále se na tomto míst¥ vyjád°eme k tzv. �usm¥r¬ování� zlomk·,

tedy odstra¬ování odmocnin z jejich jmenovatele. Auto°i nemají vy-

hran¥ný názor, zda by se usm¥r¬ovat m¥lo, £i ne (Je hez£í
√

3
3 nebo

1√
3
?). V n¥kterých p°ípadech v²ak je usm¥r¬ování neºádoucí: ze

zlomku 6√
35

okamºit¥ ode£teme, ºe jeho hodnota je o n¥co málo v¥t²í

neº 1 (nebo´
√

35 je jen o málo men²í neº 6), kdeºto z usm¥rn¥ného

zlomku 6
√

35
35 nevidíme na první pohled nic.

2.39. Uvaºme komplexní £íslaC jako reálný vektorový prostor. Ur£ete

sou°adnice £ísla 2+ i v bázi dané ko°eny polynomu x2 − x + 1.

2.40.Pro jaké hodnoty parametr· a, b, c ∈ R jsou vektory (1, 1, a, 1),
(1, b, 1, 1), (c, 1, 1, 1) lineárn¥ závislé?

2.41. Nech´ je dán vektorový prostor V a n¥jaká jeho báze sloºená

z vektor· u, v, w, z. Zjist¥te, zda jsou vektory

u − 3v + z, v − 5w − z, 3w − 7z, u − w + z
lineárn¥ (ne)závislé.

2.42. Dopl¬te vektory 1 − x2 + x3 , 1 + x2 + x3 , 1 − x − x3 na bázi

prostoru polynom· stupn¥ nejvý²e 3.

2.43. Tvo°í matice(
1 0
1 −2

)
,

(
1 4
0 −1

)
,

(−5 0
3 0

)
,

(
1 −2
0 3

)
bázi vektorového prostoru £tvercových dvourozm¥rných matic?

�e²ení. Uvedené £ty°i matice jsou jako vektory v prostoru 2×2 matic

lineárn¥ nezávislé. Vyplývá to z toho, ºe matice
1 1 −5 1
0 4 0 −2
1 0 3 0
−2 −1 0 3


je tzv. regulární, coº jemimochodem ekvivalentní libovolnému z násle-

dujících tvrzení: její hodnost je rovna rozm¥ru; lze z ní pomocí °ádko-

vých elementárních transformací obdrºet jednotkovou matici; existuje

k ní matice inverzní; má nenulový determinant, roven 116; jí zadaná

homogenní soustava lineárních rovnic má pouze nulové °e²ení; kaºdý

nehomogenní lineární systém s levou stranou ur£enou touto maticí má

práv¥ jedno °e²ení; obor hodnot lineárního zobrazení, jeº zadává, je

vektorový prostor dimenze 4; toto zobrazení je injektivní. □

2.44. VR3 jsou dány podprostoryU a V generované po °ad¥ vektory

(1, 1,−3) , (1, 2, 2) a (1, 1,−1) , (1, 2, 1) , (1, 3, 3) .

Nalezn¥te pr·nik t¥chto podprostor·.
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jist¥ generujíW1+W2. Ukáºeme, ºe jsou p°itom lineárn¥ nezávislé.
Nech´ tedy

a1w1 + · · · + atwt + bt+1ut+1 + . . .
· · · + brur + ct+1 vt+1 + · · · + csvs = 0.

Pak nutn¥

− (ct+1 · vt+1 + · · · + cs · vs) =
= a1 · w1 + · · · + at · wt + bt+1 · ut+1 + · · · + br · ur

musí pat°it doW1 ∩W2. To ale má za následek, ºe

bt+1 = · · · = br = 0,

protoºe tak jsem dopl¬ovali na²e báze. Pak ov²em i

a1 · w1 + · · · + at · wt + ct+1 · vt+1 + · · · + cs · vs = 0,

a protoºe p°íslu²né vektory tvo°í báziW2, jsou v²echny koe�cienty
nulové.

Tvrzení (3) nyní vyplývá z p°ímého p°epo£ítání generátor·.
□

2.32. P°íklady. (1)Kn má (jako vektorový prostor nadK) dimenzi
n. Bází je nap°. n-tice vektor·

((1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)).

Tuto bázi nazýváme standardní báze v Kn. V²imn¥me si, ºe
v p°ípad¥ kone£ného pole skalár·, nap°.Zk , má celý vektorový pro-
stor Kn jen kone£ný po£et kn prvk·.

(2) C jako vektorový prostor nad R má dimenzi 2, bázi tvo°í
nap°. £ísla 1 a i.

(3)Km[x], tj. prostor polynom· stupn¥ nejvý²em, má dimenzi
m+ 1, bází je nap°. posloupnost 1, x, x2 , . . . , xm .

Vektorový prostor K[x] v²ech polynom· má dimenzi ∞,
umíme v²ak je²t¥ stále najít bázi (i kdyº s nekone£n¥mnoha prvky):
1, x, x2 , . . . .

(4) Vektorový prostor R nadQmá dimenzi∞ a nemá spo£et-
nou bázi.

(5) Vektorový prostor v²ech zobrazení f : R → R má také
dimenzi∞ a nemá spo£etnou bázi.

2.33. Sou°adnice vektor·. Jestliºe pevn¥ zvolíme bázi
(v1, . . . , vn) kone£n¥ rozm¥rného prostoru V , pak
m·ºeme kaºdý vektor w ∈ V vyjád°it jako lineární
kombinaci v = a1v1 + · · · + anvn. P°edpokládejme,
ºe to ud¥láme dv¥ma zp·soby:

w = a1v1 + · · · + anvn = b1v1 + · · · + bnvn.
Potom ale

0 = (a1 − b1) · v1 + · · · + (an − bn) · vn,
a proto ai = bi pro v²echna i = 1, . . . , n. Dosp¥li jsme proto
k záv¥ru:

V kone£n¥ rozm¥rném vektorovém prostoru lze kaºdý vektor
zadat práv¥ jediným zp·sobem jako lineární kombinaci bázových
vektor·. Koe�cienty této jediné lineární kombinace vyjad°ující
daný vektor w ∈ V ve zvolené bázi v = (v1, . . . , vn) se nazývají
sou°adnice vektoru w v této bázi.

Kdykoliv budeme mluvit o sou°adnicích (a1, . . . , an) vektoru
w, které vyjad°ujeme jako posloupnost, musíme mít pevn¥ zvo-
lenu i posloupnost bázových vektor· v = (v1, . . . , vn). Jakkoliv
jsme tedy báze zavedli jako minimální mnoºiny generátor·, ve
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�e²ení. Podprostor V má dimenzi pouze 2 (nejedná se tedy o celý

prostor R3), nebo´ ∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
1 2 1
1 3 3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 2 3
−1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 0

a nebo´ libovolná dvojice z uvaºovaných t°ech vektor· je o£ividn¥ li-

neárn¥ nezávislá. Stejn¥ snadno vidíme, ºe také podprostor U má di-

menzi 2. Sou£asn¥ je ∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 1
−3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0,

a proto vektor (1, 1,−1) nem·ºe náleºet do podprostoruU . Pr·nikem

rovin procházejících po£átkem (dvojrozm¥rných podprostor·) v troj-

rozm¥rném prostoru musí být alespo¬ p°ímka. V na²em p°ípadu je

jím práv¥ p°ímka (podprostory nejsou totoºné). Ur£ili jsme dimenzi

pr·niku � je jednodimenzionální. V²imneme-li si, ºe

1 · (1, 1,−3)+ 2 · (1, 2, 2) = (3, 5, 1) = 1 · (1, 1,−1)+ 2 · (1, 2, 1) ,

dostáváme vyjád°ení hledaného pr·niku ve tvaru mnoºiny v²ech ska-

lárních násobk· vektoru (3, 5, 1) (jedná se o p°ímku procházející

po£átkem s tímto sm¥rovým vektorem). □

2.45. Stanovte vektorový podprostor (prostoru R4) generovaný vek-

tory u1 = (−1, 3,−2, 1), u2 = (2,−1,−1, 2), u3 = (−4, 7,−3, 0),
u4 = (1, 5,−5, 4) vybráním n¥jaké maximální mnoºiny lineárn¥ ne-

závislých vektor· ui (tj. vybráním báze).

�e²ení. Sepí²eme vektory ui do sloupc· matice a obdrºenou matici

upravíme pomocí °ádkových elementárních transformací. Takto zís-

káme
−1 2 −4 1
3 −1 7 5

−2 −1 −3 −5
1 2 0 4

 ∼


1 2 0 4

−1 2 −4 1
3 −1 7 5

−2 −1 −3 −5

 ∼


1 2 0 4
0 4 −4 5
0 −7 7 −7
0 3 −3 3

 ∼

∼


1 2 0 4
0 1 −1 5/4
0 1 −1 1
0 0 0 0

 ∼


1 2 0 4
0 1 −1 5/4
0 0 0 −1/4
0 0 0 0

 ∼


1 0 2 0
0 1 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Odtud vyplývá, ºe lineárn¥ nezávislé jsou práv¥ vektoryu1, u2, u4,

tj. práv¥ ty vektory odpovídající sloupc·m, které obsahují první nenu-

lové £íslo n¥jakého °ádku. Navíc odsud plyne (viz t°etí sloupec)

2 · (−1, 3,−2, 1)− (2,−1,−1, 2) = (−4, 7,−3, 0). □

2.46. Ve vektorovém prostoru R4 jsou dány trojrozm¥rné podpro-

story

U = ⟨u1, u2, u3⟩, V = ⟨v1, v2, v3⟩,
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skute£nosti s nimi budeme pracovat jako s posloupnostmi (tedy
s uspo°ádanými mnoºinami, kde je pevn¥ zadáno po°adí bázových
prvk·).

P°i°azení sou°adnic vektor·m

P°i°azení, které vektoru u = a1v1 + · · · + anvn p°i°adí
jeho sou°adnice v bázi v, budeme zna£it stejným symbolem
v : V → Kn. Má tyto vlastnosti:

(1) v(u+ w) = v(u)+ v(w); ∀u,w ∈ V ,
(2) v(a · u) = a · v(u); ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .

V²imn¥me si, ºe operace na levých a pravých stranách t¥chto
rovnic nejsou totoºné, naopak, jde o operace na
r·zných vektorových prostorech! P°i této p°íleºitosti
se také m·ºeme zamyslet nad obecným p°ípadem

bázeM (moºná nekone£n¥ rozm¥rného) prostoru V . Báze pak ne-
musí být spo£etná, po°ád ale je²t¥ m·ºeme de�novat zobrazení
M : V → KM (tj. sou°adnice vektoru jsou zobrazení z M do
K).

Uvedené vlastnosti p°i°azení sou°adnic jsme vid¥li uº d°íve
u zobrazení, kterým jsme v geometrii roviny °íkali lineární (zacho-
vávaly na²i lineární strukturu v rovin¥). Neº se budeme v¥novat po-
drobn¥ji závislosti sou°adnic na volb¥ báze, podíváme se obecn¥ji
na pojem linearity zobrazení.

2.34. Lineární zobrazení. Pro jakékoliv vektorové prostory
(kone£né i nekone£né dimenze) de�nujeme
�linearitu� zobrazení mezi prostory obdobn¥,
jako jsme to vid¥li jiº v rovin¥ R2:

Definice lineárních zobrazení

Nech´ V aW jsou vektorové prostory nad týmº polem skalár·
K. Zobrazení f : V → W se nazývá lineární zobrazení (homo-
mor�smus), jestliºe platí:

(1) f (u+ v) = f (u)+ f (v), ∀u, v ∈ V,
(2) f (a · u) = a · f (u), ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .

Samoz°ejm¥, ºe jsme taková zobrazení jiº vid¥li ve form¥ ná-
sobení matic:

f : Kn→ Km, x 7→ A · x
s maticí typu m/n nad K.

Obraz Im f := f (V ) ⊆ W je vºdy vektorový podprostor, pro-
toºe lineární kombinace obraz· f (ui) je obrazem lineární kombi-
nace vektor· ui se stejnými koe�cienty.

Stejn¥ tak je vektorovým podprostorem mnoºina v²ech vek-
tor· Ker f := f−1({0}) ⊆ V , protoºe lineární kombinace nulo-
vých obraz· bude vºdy zase nulovým vektorem. Podprostor Ker f
se nazývá jádro lineárního zobrazení f .

Lineární zobrazení, které je bijekcí, nazýváme izomor�smus.
Podobn¥ jako u abstraktní de�nice vektorových prostor·, op¥t

je t°eba ov¥°it zdánliv¥ samoz°ejmá tvrzení vyplývající z axiom·:

Tvrzení. Nech´ f : V → W je lineární zobrazení mezi libovol-
nými vektorovými prostory nad týmº polem skalár·K. Pro v²echny
vektory u, u1, . . . , uk ∈ V a skaláry a1, . . . , ak ∈ K platí:

(1) f (0) = 0,
(2) f (−u) = −f (u),
(3) f (a1 · u1 + · · · + ak · uk) = a1 · f (u1)+ · · · + ak · f (uk),
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p°i£emº

u1 =


1
1
1
0

 , u2 =


1
1
0
1

 , u3 =


1
0
1
1

 ,

v1 =


1
1
−1
−1

 , v2 =


1
−1
1
−1

 , v3 =


1
−1
−1
1

 .
Ur£ete dimenzi a libovolnou bázi podprostoru U ∩ V .
�e²ení. Do podprostoruU∩V náleºí práv¥ ty vektory, které je moºné

obdrºet jako lineární kombinaci vektor· ui a také jako lineární kombi-

naci vektor· vi . Hledáme tedy £ísla x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R taková,

aby platilo

x1


1
1
1
0

+ x2


1
1
0
1

+ x3


1
0
1
1

 = y1


1
1
−1
−1

+ y2


1
−1
1
−1

+ y3


1
−1
−1
1

 ,
tj. hledáme °e²ení soustavy

x1 + x2 + x3 = y1 + y2 + y3,

x1 + x2 = y1 − y2 − y3,

x1 + x3 = −y1 + y2 − y3,

x2 + x3 = −y1 − y2 + y3.

P°i maticovém zápisu této homogenní soustavy (a p°i zachování po°adí

prom¥nných) je


1 1 1 −1 −1 −1
1 1 0 −1 1 1
1 0 1 1 −1 1
0 1 1 1 1 −1

 ∼


1 1 1 −1 −1 −1
0 0 −1 0 2 2
0 −1 0 2 0 2
0 1 1 1 1 −1

 ∼

∼


1 1 1 −1 −1 −1
0 1 1 1 1 −1
0 0 −1 0 2 2
0 0 1 3 1 1

 ∼


1 1 1 −1 −1 −1
0 1 1 1 1 −1
0 0 1 0 −2 −2
0 0 0 1 1 1

 ∼

∼


1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 −2
0 0 1 0 −2 −2
0 0 0 1 1 1

 ∼


1 0 0 0 0 2
0 1 0 0 2 0
0 0 1 0 −2 −2
0 0 0 1 1 1

 .

Dostáváme tak °e²ení

x1 = −2t, x2 = −2s, x3 = 2s + 2t, y1 = −s − t, y2 = s, y3 = t,
t, s ∈ R. Odtud dosazením získáváme obecný vektor pr·niku

x1 + x2 + x3
x1 + x2
x1 + x3
x2 + x3

 =


0
−2t − 2s

2s
2t

 .
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(4) pro kaºdý vektorový podprostor V1 ⊆ V je jeho obraz f (V1)

vektorový podprostor veW ,
(5) pro kaºdý podprostorW1 ⊆ W je mnoºina

f−1(W1) = {v ∈ V ; f (v) ∈ W1}
vektorový podprostor ve V .

D·kaz. Po£ítáme s vyuºitím axiom·, de�nic a jiº dokáza-
ných výsledk· (dohledejte si p°ípadn¥ samostatn¥!):

f (0) = f (u− u) = f ((1− 1) · u) = 0 · f (u) = 0,
f (−u) = f ((−1) · u) = (−1) · f (u) = −f (u).
Vlastnost (3) se ov¥°í snadno z de�ni£ního vztahu pro dva

s£ítance indukcí p°es po£et s£ítanc·. Z platnosti (3) nyní plyne, ºe
⟨f (V1)⟩ = f (V1), je to tedy vektorový podprostor.

Je-li naopak f (u) ∈ W1 a f (v) ∈ W1, pak pro libovolné
skaláry bude i f (a · u+ b · v) = a · f (u)+ b · f (v) ∈ W1. □

2.35. Jednoduché d·sledky.

(1) Sloºení g◦f : V → Z dvou lineárních zobrazení f : V → W

a g : W → Z je op¥t lineární zobrazení.
(2) Lineární zobrazení f : V → W je izomor�smus, práv¥ kdyº

Im f = W a Ker f = {0} ⊆ V . Inverzní zobrazení k izomor-
�smu je op¥t izomor�smus.

(3) Pro libovolné podprostory V1, V2 ⊆ V a lineární zobrazení
f : V → W platí

f (V1 + V2) = f (V1)+ f (V2),

f (V1 ∩ V2) ⊆ f (V1) ∩ f (V2).

(4) Zobrazení �p°i°azení sou°adnic� u : V → Kn dané libovoln¥
zvolenou bází u = (u1, . . . , un) vektorového prostoru V je
izomor�smus.

(5) Dva kone£n¥ rozm¥rné vektorové prostory jsou izomorfní,
práv¥ kdyº mají stejnou dimenzi.

(6) Sloºení dvou izomor�sm· je izomor�smus.

D·kaz. Ov¥°ení prvního tvrzení je velmi snadné cvi£ení.
Pro d·kaz druhého si uv¥domme, ºe je-li f line-

ární bijekce, pak je vektor w vzorem lineární kombi-
nace au+ bv, tj. w = f−1(au+ bv), práv¥ kdyº

f (w) = au+ bv = f (a · f−1(u)+ b · f−1(v)).

Je tedy také w = af−1(u) + bf−1(v) a tedy je inverze k lineární
bijekci op¥t lineární zobrazení.

Dále, f je surjektivní, práv¥ kdyº Im f = W , a pokud
Ker f = {0}, pak f (u) = f (v) zaru£uje f (u− v) = 0, tj. u = v.
Je tedy v tom p°ípad¥ f injektivní.

Dal²í tvrzení se dokáºe snadno p°ímo z de�nic. Najd¥te si pro-
tip°íklad, ºe v dokazované inkluzi opravdu nemusí nastat rovnost!
Zbývající body jsou jiº z°ejmé. □

2.36. Op¥t sou°adnice. Uvaºujme libovolné vektorové prostory
V a W nad K s dim V = n, dim W = m a m¥jme
lineární zobrazení f : V → W . Pro kaºdou volbu
bází u = (u1, . . . , un) na V , v = (v1, . . . , vn) na
W máme k dispozici p°íslu²ná p°i°azení sou°adnic a celou

situaci n¥kolika práv¥ zmín¥ných zobrazení zachycuje následující
diagram:
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Vidíme, ºe

dim U ∩ V = 2, U ∩ V =
⟨

0
−1
1
0

 ,


0
−1
0
1


⟩
.

□

2.47. Uve¤te n¥jakou bázi podprostoru

U =
⟨1 2

3 4
5 6

 ,
0 1

2 3
4 5

 ,
−1 0

1 2
3 4

 ,
−2 −1

0 1
2 3

⟩

vektorového prostoru reálných matic 3× 2. Tuto bázi dopl¬te na bázi
celého prostoru.

�e²ení. P°ipome¬me, ºe bázi podprostoru tvo°í mnoºina lineárn¥ ne-

závislých vektor·, které generují uvaºovaný podprostor. Protoºe

−1 ·
1 2

3 4
5 6

 + 2 ·
0 1

2 3
4 5

 =
−1 0

1 2
3 4

 ,
−2 ·

1 2
3 4
5 6

 + 3 ·
0 1

2 3
4 5

 =
−2 −1

0 1
2 3

 ,
celý podprostor U je generován pouze prvními dv¥ma maticemi. Ty

jsou potom lineárn¥ nezávislé (jedna není násobkem druhé), a tak

zadávají bázi. Chceme-li ji doplnit na bázi celého prostoru reálných

matic 3× 2, musíme najít dal²í £ty°i matice (dimenze celého pro-

storu je zjevn¥ 6) takové, aby výsledná ²estice byla lineárn¥ nezávislá.
M·ºeme vyuºít toho, ºe známe nap°. standardní bázi1 0

0 0
0 0

 ,
0 1

0 0
0 0

 ,
0 0

1 0
0 0

 ,
0 0

0 1
0 0

 ,
0 0

0 0
1 0

 ,
0 0

0 0
0 1


prostoru reálných matic 3× 2, který lze p°ímo ztotoºnit s R6.

Sepí²eme-li dva vektory báze U a vektory standardní báze celého

prostoru v tomto po°adí, výb¥rem prvních 6 lineárn¥ nezávislých

vektor· dostaneme hledanou bázi. Pokud v²ak uváºíme, ºe kup°.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0
3 2 1 0 0 0
4 3 0 1 0 0
5 4 0 0 1 0
6 5 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1,

m·ºeme ihned bázového vektory1 2
3 4
5 6

 ,
0 1

2 3
4 5
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V
f //

≃u

��

W

v≃
��

Kn
fu,v // Km

Spodní ²ipka fu,v je de�nována zbylými t°emi, tj. jako zobrazení
jde o sloºení

fu,v = v ◦ f ◦ u−1.

Matice lineárního zobrazení

Kaºdé lineární zobrazení je jednozna£n¥ ur£eno svými hodno-
tami na libovolné mnoºin¥ generátor·, zejména tedy na vektorech
báze u. Ozna£me

f (u1) = a11 · v1 + a21 · v2 + · · · + am1vm,

f (u2) = a12 · v1 + a22 · v2 + · · · + am2vm,

...

f (un) = a1n · v1 + a2n · v2 + · · · + amnvm,
tj. skaláry aij tvo°í matici A, kde sloupce jsou sou°adnice hodnot
f (uj ) zobrazení f na bázových vektorech vyjád°ené v bázi v na
cílovém prostoruW .

Matici A = (aij ) nazýváme maticí zobrazení f v bázích u, v.

Pro obecný vektor u = x1u1 + · · · + xnun ∈ V spo£teme
(vzpome¬me, ºe s£ítání vektor· je komutativní a distributivní v·£i
násobení skaláry)

f (u) = x1f (u1)+ · · · + xnf (un) =
= x1(a11v1+· · ·+am1vm)+ · · ·+
+ xn(a1nv1+· · ·+amnvm) =
= (x1a11+· · ·+xna1n)v1 + · · · + (x1am1+· · ·+xnamn)vm.

Pomocí násobení matic lze nyní velice snadno a p°ehledn¥ za-
psat hodnoty zobrazení fu,v(w) de�novaného jednozna£n¥ p°ed-
chozím diagramem. P°ipome¬me si, ºe vektory vKr chápeme jako
sloupce, tj. matice typu r/1

fu,v(u(w)) = v (f (w)) = A · u(w).
Naopak, máme-li pevn¥ zvoleny báze na V i W , pak kaºdá

volba matice A typu m/n zadává jednozna£n¥ lineární zobrazení
Kn → Km a tedy i zobrazení f : V → W . Máme-li tedy zvo-
leny báze prostor· V aW , odpovídá kaºdé volb¥ matice typum/n
práv¥ jedno lineární zobrazení V → W . Ukázali jsme bijekci mezi
maticemi p°íslu²ného rozm¥ru a lineárními zobrazeními V → W .

2.37. Matice p°echodu mezi sou°adnicemi. Jestliºe za
V i W zvolíme tentýº prostor ale s r·znými bázemi,
a za f identické zobrazení, vyjad°uje postup z p°ed-
chozího odstavce vektory báze u v sou°adnicích
vzhledem k v. Ozna£me výslednou matici T . Kdyº

pak zadáme vektor u
u = x1u1 + · · · + xnun

v sou°adnicích vzhledem k u a dosadíme za ui jejich vyjád°ení po-
mocí vektor· z v, obdrºíme sou°adné vyjád°ení x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)

téhoº vektoru v bázi v. Sta£í k tomu p°eskládat po°adí s£ítanc·
a vyjád°it skaláry u jednotlivých vektor· báze.

Ve skute£nosti te¤ d¥láme totéº, co v p°edchozím odstavci pro
speciální p°ípad identického zobrazení idV na vektorovém prostoru
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podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)0 0
1 0
0 0

 ,
0 0

0 1
0 0

 ,
0 0

0 0
1 0

 ,
0 0

0 0
0 1


na bázi. Upozorn¥me, ºe vý²e uvedený determinant lze vy£íslit velmi

snadno � je roven sou£inu prvk· na diagonále, nebo´ matice je v dol-

ním trojúhelníkovém tvaru (nad diagonálou jsou v²echny prvky nu-

lové). □

H. Lineární zobrazení

Jak popsat analyticky shodná zobrazení v rovin¥ £i prostoru jako

je rotace, osová symetrie £i zrcadlení, nebo projekci t°írozm¥rného

prostoru na dvojrozm¥rné plátno? Jak popsat zv¥t²ení obrázku? Co

mají spole£ného? Jsou to v²echno lineární zobrazení. Znamená to, ºe

zachovávají jistou strukturu roviny £i prostoru. Jakou strukturu? Struk-

turu vektorového prostoru. Kaºdý bod v rovin¥ je popsán dv¥ma v pro-

storu pak t°emi sou°adnicemi. Pokud zvolíme po£átek sou°adnic, tak

má smysl mluvit o tom, ºe n¥jaký bod je dvakrát dál od po£átku stej-

ným sm¥rem neº jiný bod. Také víme, kam se dostaneme, posuneme-

li se o n¥jaký úsek v jistém sm¥ru a pak o jiný úsek v jiném sm¥ru.

Tyto vlastnosti m·ºeme zformalizovat, hovo°íme-li o vektorech v ro-

vin¥, £i prostoru a o jejich násobcích, £i sou£tech. Lineární zobrazení

má pak tu vlastnost, ºe obraz sou£tu vektor· je sou£et obraz· s£ítaných

vektor· a obraz násobku vektoru je ten stejný násobek obrazu násobe-

ného vektoru. Tyto vlastnosti práv¥ mají zobrazení zmín¥ná v úvodu

tohoto odstavce. Takové zobrazení je pak jednozna£n¥ ur£eno tím, jak

se chová na vektorech n¥jaké báze (to je v rovin¥ obrazem dvou vek-

tor· neleºících na p°ímce, v prostoru obrazem t°í vektor· neleºích v ro-

vin¥).

A jak tedy zapsat n¥jaké lineární zobrazení f na vektorovém pro-

storu V ? Za£n¥me pro jednoduchost s rovinou R2: p°edpokládejme,

ºe obraz bodu (vektoru) (1, 0) je (a, b) a obraz bodu (0, 1) je (c, d).
Tím uº je jednozna£n¥ ur£ený obraz libovolného bodu o sou°adnicích

(u, v): f ((u, v)) = f (u(1, 0) + v(0, 1)) = uf (1, 0) + vf (1, 0) =
= (ua, ub)+ (vc, vd) = (au+ cv, bu+ dv), coº m·ºeme výhodn¥

zapsat následujícím zp·sobem:(
a c

b d

)(
u

v

)
=
(
au+ cv
bu+ dv

)
.

Lineární je tedy zobrazení jednozna£n¥ dané maticí. Navíc po-

kud máme dal²í lineární zobrazení g, dané maticí
(
e f
g h

)
, tak snadno

spo£ítáme (£tená° si jist¥ ze zájmu sám ov¥°í), ºe jejich sloºení g ◦ f
je dáno maticí

(
ae+f c be+df
ag+ch bg+dh

)
.
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V . Matice tohoto identického zobrazení je T a tedy nutn¥ musí
nazna£ený p°ímý výpo£et dát x̄ = T · x. Situace je zobrazena na
diagramu:

V
idV //

≃u

��

V

v≃
��

Kn
T=(idV )u,v // Kn

Výslednoumatici T nazývámematice p°echodu od báze u vek-
torového prostoru V k bázi v téhoº prostoru.

P°ímo z de�nice vyplývá:

Výpo£et matice p°echodu

Tvrzení. Matici T p°echodu od báze u k bázi v získáme tak, ºe
sou°adnice vektor· báze u v bázi v napí²eme do sloupc· matice T .

Funkce matice p°echodu je taková, ºe známe-li sou°adnice
x vektoru v bázi u, pak jeho sou°adnice v bázi v se obdrºí vyná-
sobením sloupce x maticí p°echodu (zleva). Protoºe inverzní zob-
razení k identickému je op¥t totéº identické zobrazení, je matice
p°echodu vºdy invertibilní a její inverze je práv¥ matice p°echodu
opa£ným sm¥rem, tj. od báze v k bázi u.

2.38. Více sou°adnic. Nyní si ukáºeme, jak se skládají sou°adná
vyjád°ení lineárních zobrazení. Uvaºme je²t¥ dal²í
vektorový prostor Z nad K dimenze k s bází w, li-
neární zobrazení g : W → Z a ozna£me p°íslu²nou

matici gv,w.

V
f //

≃u

��

W
g //

v≃
��

Z

w≃
��

Kn
fu,v // Km

gv,w // Kk

Sloºení g ◦ f na horním °ádku odpovídá matici zobrazení
Kn→ Kk dole a p°ímo spo£teme (pí²eme A pro matici f a B pro
matici g ve zvolených bázích):

gv,w ◦ fu,v(x) = w ◦ g ◦ v−1 ◦ v ◦ f ◦ u−1 =
= B · (A · x) = (B · A) · x = (g ◦ f )u,w(x)

pro v²echna x ∈ Kn. Skládání zobrazení tedy odpovídá násobení
p°íslu²ných matic. V²imn¥te si také, ºe isomor�smy odpovídají
práv¥ invertibilním maticím.

Stejný postup nám dává odpov¥¤ na otázku, jak se zm¥ní ma-
tice zobrazení, zm¥níme-li báze na de�ni£ním oboru i oboru hod-
not:

V
idV //

≃u′
��

V
f //

≃u

��

W
idW //

v≃
��

W

v′≃
��

Kn T // Kn
fu,v // Km S−1

// Km

kde T je matice p°echodu od u′ k u a S je matice p°echodu od
v′ k v. Je-li tedyA p·vodní matice zobrazení, bude nová dána jako
A′ = S−1AT .

Ve speciálním p°ípad¥ lineárního zobrazení f : V → V , tj.
zobrazení má stejný prostor V jako de�ni£ní obor i obor hodnot,
vyjad°ujeme zpravidla f pomocí jediné báze u prostoru V . Pak
tedy p°echod k nové bázi u′ s maticí p°echodu T od u′ k u bude
znamenat zm¥nu matice zobrazení na A′ = T −1AT .
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To nás vede k tomu, abychom násobení matic de�novali tímto

zp·sobem, tedy aby aplikace zobrazení na vektor byla dána matico-

vým násobením matice zobrazení se zobrazovaným vektorem a aby

sloºení zobrazení bylo dáno sou£inem matic jednotlivých zobrazení.

Obdobn¥ to funguje v prostorech vy²²í dimenze. Zárove¬ tato úvaha

znovu ukazuje to, co jiº bylo dokázáno v (2.5), totiº ºe násobení ma-

tic je asociativní, ale není komutativní, nebo´ tomu tak je u skládání

zobrazení. To je tedy dal²í z motivací, pro£ se zabývat vektorovými

prostory.

P°ipome¬me si nyní, ºe v první kapitole jsme jiº pracovali s ma-

ticemi n¥kterých lineárních zobrazení v rovin¥ R2, zejména rotace ko-

lem bodu a osové symetrie (viz 1.31 a 1.32).

Nyní zkusme zapsat matice lineárních zobrazení z R3 do R3. Jak

vypadá matice rotace ve t°ech rozm¥rech? Za£n¥me speciálními (pro

popis jednodu²²ími) rotacemi kolem sou°adnicových os.

2.48. Matice rotací kolem os v R3. Napi²te matice zobrazení rotací

o úhel φ postupn¥ kolem (orientovaných) os x, y, z v R3 .

�e²ení. P°i rotaci libovolného bodu kolem dané osy (°ekn¥me x) se

p°íslu²ná sou°adnice daného bodu nem¥ní, v rovin¥ dané dv¥ma zby-

lými osami pak jiº je rotace dána známou maticí typu 2/2.
Postupn¥ tedy dostáváme následující matice � rotace kolem osy z:cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0
0 0 1

 ,
rotace kolem osy y:  cosφ 0 sinφ

0 1 0
− sinφ 0 cosφ

 ,
rotace kolem osy x: 1 0 0

0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 .
U matice rotace kolem osy y máme jinak znaménko u φ. Chceme to-

tiº, stejn¥ jako u ostatních os rotaci kolem osy y v kladném smyslu,

tedy takovou, ºe pokud se díváme proti sm¥ru osy y, tak se sv¥t to£í

proti sm¥ru hodinových ru£i£ek. Znaménka v maticích jsou závislá na

orientaci na²í sou°adné soustavy. Obvykle se v t°írozm¥rném prostoru

volí tzv. �pravoto£ivá soustava sou°adnic�: poloºíme-li ruku na osu

x tak, aby prsty byly po sm¥ru osy a abychom mohli osu x oto£it v ro-

vin¥ xy do osy y tak, aby souhlasily jejich sm¥ry, pak palec by m¥l

ukazovat ve sm¥ru osy z. V takové soustav¥ jde o rotaci v záporném

smyslu v rovin¥ xz (tedy osa z se otá£í sm¥rem k x). Rozmyslete si

kladný a záporný smysl rotace podél v²ech t°í os. □
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2.39. Lineární formy. Obzvlá²´ jednoduchým a zárove¬ d·leºi-
tým p°ípadem lineárních zobrazení jsou tzv. lineární
formy. Jde o lineární zobrazení z vektorového
prostoru V nad polem skalár· K do skalár· K.
Jsou-li dány sou°adnice na V , je p°i°azení jednotlivé

i-té sou°adnice vektor·m práv¥ takovou lineární formou. P°esn¥ji
°e£eno, pro kaºdou volbu báze v = (v1, . . . , vn)máme k dispozici
lineární formy v∗

i : V → K takové, ºe v∗
i (vj ) = δij , tj. nula pro

r·zné indexy i a j a jedni£ka pro stejné.
Vektorový prostor v²ech lineárních forem na V zna£íme V ∗

a °íkáme mu duální prostor k vektorovému prostoru V . P°edpoklá-
dejme nyní, ºe prostor V má kone£nou dimenzi n. Bázi V ∗ sesta-
venou z p°i°azování jednotlivých sou°adnic jako vý²e nazýváme
duální báze. Skute£n¥ se jedná o bázi prostoru V ∗, protoºe jsou
tyto formy zjevn¥ lineárn¥ nezávislé (prov¥°te si!). Je-liα libovolná
forma, pak pro kaºdý vektor u = x1v1 + · · · + xnvn platí

α(u) = x1α(v1)+ · · · + xnα(vn) =
= α(v1)v

∗
1(u)+ · · · + α(vn)v∗

n(u),

a je tedy α lineární kombinací forem v∗
i .

P°i pevn¥ zvolené bázi {1} na jednorozm¥rném prostoru ska-
lár· K jsou s kaºdou volbou báze v na V lineární formy α zto-
toºn¥ny s maticemi typu 1/n, tj. s °ádky y. Práv¥ komponenty
t¥chto °ádk· jsou sou°adnicemi obecných lineárních forem v du-
ální bázi v∗. Vy£íslení takové formy na vektoru je pak dáno vyná-
sobením p°íslu²ného °ádkového vektoru y se sloupcem sou°adnic
x vektoru u ∈ V v bázi v:

α(u) = y · x = y1x1 + · · · + ynxn.
Zejména tedy vidíme, ºe pro kaºdý kone£n¥ rozm¥rný prostor V
je V ∗ izomorfní prostoru V . Realizace takového izomor�smu je
dána nap°. na²í volbou duální báze ke zvolené bázi na prostoru V .

V tomto kontextu tedy znovu potkáváme skalární sou£in °ádku
n skalár· se sloupcem n skalár·, jak jsme s ním pracovali jiº v od-
stavci 2.3 na stran¥ 67.

U nekone£n¥ rozm¥rného prostoru se v¥ci mají jinak. Nap°.
uº nejjednodu²²í p°íklad prostoru v²ech polynom·
K[x] v jedné prom¥nné je vektorovým prostorem
se spo£etnou bází s prvky vi = xi a stejn¥ jako
vý²e m·ºeme de�novat lineárn¥ nezávislé formy v∗

i .
Jakýkoliv formální nekone£ný sou£et

∑∞
i=0 aiv

∗
i je nyní dob°e

de�novanou lineární formou na K[x], protoºe bude vy£íslován
vºdy pouze na kone£né lineární kombinaci bázových polynom· xi ,
i = 0, 1, 2, . . . .

Spo£etná mnoºina v²ech v∗
i tedy není bází. Ve skute£nosti lze

ukázat, ºe tento duální prostor ani spo£etnou bázi mít nem·ºe.

2.40. Velikost vektor· a skalární sou£in. Vúvahách o geometrii
roviny R2 jsme jiº v první kapitole v odstavci 1.29
pracovali nejen s bázemi a lineárními zobrazeními,
ale také s velikostí vektor· a jejich úhly. Pro zavedení

t¥chto pojm· jsme také pouºili skalárního sou£inu dvou vektor·
v = (x, y) a v′ = (x′ , y′ ) ve tvaru v · v′ = xx′ + yy′ . Skute£n¥,
sou°adné vyjád°ení pro velikost v = (x, y) je dáno

∥v∥ =
√
x2 + y2 = √v · v,
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Znalost matic rotací kolem sou°adnicových os nám jiº umoº¬uje

napsat matici rotace kolem libovolné (orientované) osy. Za£n¥me

s konkrétním p°íkladem:

2.49. Nalezn¥te matici rotace v kladném smyslu o úhel π/3 kolem

p°ímky procházející po£átkem s orientovaným sm¥rovým vektorem

(1, 1, 0) ve standardní bázi R3.

�e²ení. Uvedené oto£ení lze získat sloºením po °ad¥ t¥chto t°í zobra-

zení:

• rotace o π/4 v záporném smyslu podle osy z (osa rotace

p°ejde na osu x),

• rotace o π/3 v kladném smyslu podle osy x,

• rotace o π/4 v kladném smyslu podle osy z (osa x p°ejde na

osu rotace).

Matice výsledné rotace bude sou£inem matic odpovídajících uvede-

ným t°em zobrazením, p°i£emº po°adí matic je dáno po°adím pro-

vád¥ní jednotlivých zobrazení � prvnímu zobrazení odpovídá v sou-

£inu matice nejvíce napravo. Takto dostaneme hledanou matici
√

2
2 −

√
2

2 0√
2

2

√
2

2 0
0 0 1

 ·
1 0 0

0 1
2 −

√
3

2

0
√

3
2

1
2

 ·


√
2

2

√
2

2 0
−

√
2

2

√
2

2 0
0 0 1

 =
=
 3

4
1
4

√
6

4
1
4

3
4 −

√
6

4

−
√

6
4

√
6

4
1
2

 .
Uv¥domme si, ºe výslednou rotaci bylo moºné získat nap°. také

sloºením následujících t°í zobrazení:

• rotace oπ/4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace p°ejde

na osu y),

• rotace o π/3 v kladném smyslu podle osy y,

• rotace o π/4 v záporném smyslu podle osy z (osa y p°ejde

na osu rotace).

Analogicky tak dostáváme
√

2
2

√
2

2 0
−

√
2

2

√
2

2 0
0 0 1

 ·
 1

2 0
√

3
2

0 1 0
−

√
3

2 0 1
2

 ·


√
2

2 −
√

2
2 0√

2
2

√
2

2 0
0 0 1

 =
=
 3

4
1
4

√
6

4
1
4

3
4 −

√
6

4

−
√

6
4

√
6

4
1
2

 .
□

2.50. Matice obecné rotace v R3. Odvo¤te matici obecné rotace

v R3.
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zatímco (orientovaný) úhel φ dvou vektor· v = (x, y) a v′ =
(x′ , y′ ) je v rovinné geometrii dán vztahem

cosφ = xx′ + yy′
∥v∥∥v′∥ .

Pov²imn¥me si, ºe tento skalární sou£in je lineární v kaºdém
ze svých argument·. Takto de�novaný skalární sou£in je také sy-
metrický ve svých argumentech a samoz°ejm¥ platí, ºe ∥v∥ = 0,
práv¥ kdyº v = 0. Z na²ich úvah je také vid¥t, ºe v Euklidovské
rovin¥ jsou dva vektory kolmé, práv¥ kdyº je jejich skalární sou£in
nulový.

V p°ípad¥ reálného vektorového prostoru jakékoliv dimenze
budeme hledat obdobný postup, protoºe koncept úhlu dvou vek-
tor· je samoz°ejm¥ vºdy dvourozm¥rný (jist¥ chceme, aby úhel
byl stejný v dvourozm¥rném podprostoru obsahujícím u a v jako
úhel v celém prostoru). Budeme v n¥kolika dal²ích odstavcích uva-
ºovat pouze kone£n¥ rozm¥rné vektorové prostory nad reálnými
skaláry R.

Skalární sou£in a kolmost

Skalární sou£in na vektorovém prostoru V nad reálnými £ísly
je zobrazení ⟨ , ⟩ : V × V → R, které je symetrické ve svých
argumentech, lineární v kaºdém z nich a takové, ºe ⟨v, v⟩ ≥ 0 a
∥v∥2 = ⟨v, v⟩ = 0 pouze p°i v = 0.

�íslu ∥v∥ = √⟨v, v⟩ °íkáme velikost vektoru v.
Vektory v,w ∈ V se nazývají ortogonální nebo kolmé, jest-

liºe ⟨v,w⟩ = 0. Pí²eme také v ⊥ w. Vektor v se nazývá normo-
vaný, jestliºe ∥v∥ = 1.

Báze prostoru V sloºená z ortogonálních vektor· se nazývá
ortogonální báze. Jsou-li bázové vektory navíc i normované, je to
ortonormální báze.

Skalární sou£in se také £asto zapisuje pomocí obvyklé te£ky,
tj. ⟨u, v⟩ = u · v. Z kontextu je pak t°eba poznat, zda jde o sou£in
dvou vektor· (tedy výsledkem je skalár) nebo n¥co jiného (stejn¥
jsme zna£ili sou£in matic a také n¥kdy sou£in skalár·).

Protoºe je skalární sou£in lineární v kaºdém ze svých argu-
ment·, bude jist¥ úpln¥ ur£en jiº svými hodnotami
na dvojicích bázových vektor·. Skute£n¥, zvolme si
bázi u = (u1, . . . , un) prostoru V a ozna£me

sij = ⟨ui, uj ⟩.
Pak ze symetri£nosti skalárního sou£inu plyne sij = sji a z linea-
rity sou£inu v kaºdém z argument· dostáváme:⟨∑

i

xiui,
∑
j

yjuj

⟩
=
∑
i,j

xiyj ⟨ui, uj ⟩ =
∑
i,j

sijxiyj .

Pokud je báze ortonormální, je matice S jednotkovou maticí. Tím
jsme dokázali následující uºite£né tvrzení:

skalární sou£in a ortonormální báze

Tvrzení. Skalární sou£in je v kaºdé ortonormální bázi dán
v sou°adnicích výrazem

⟨x, y⟩ = xT · y.
Pro kaºdou obecnou bázi prostoru V existuje symetrická matice
S taková, ºe sou°adné vyjád°ení skalárního sou£inu je

⟨x, y⟩ = xT · S · y.
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�e²ení. Úvahu z p°edchozího p°íkladu m·ºeme provést i s obec-

nými hodnotami. Uvaºme libovolný jednotkový vektor (x, y, z). Ro-

tace v kladném smyslu o úhel φ kolem tohoto vektoru pak m·ºeme

zapsat jako sloºení následujících rotací, jejichº matice jiº známe:

i) rotaceR1 v záporném smyslu kolem osy z o úhel s kosinem

x/
√
x2 + y2 = x/√1− z2, tedy sinem y/

√
1− z2, ve které

p°ejde p°ímka se sm¥rovým vektorem (x, y, z) na p°ímku se

sm¥rovým vektorem (0, y, z), matice této rotace je

R1 =
 x/
√

1− z2 y/
√

1− z2 0
−y/√1− z2 x/

√
1− z2 0

0 0 1

 ,
ii) rotace R2 v kladném smyslu podle osy y o úhel s kosinem√

1− z2, tedy sinem z, ve které p°ejde p°ímka se sm¥ro-

vým vektorem (0, y, z) na p°ímku se sm¥rovým vektorem

(1, 0, 0), matice této rotace je

R2 =
√1− z2 0 z

0 1 0
−z 0

√
1− z2

 ,
iii) rotaceR3 v kladném smyslu kolem osy x o úhel φ s maticí

R3 =
1 0 0

0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 ,
iv) rotaceR−1

2 s maticí R−1
2 ,

v) rotaceR−1
1 s maticí R−1

1 .

Matice sloºení t¥chto zobrazení, tedy hledaná matice, je dána

sou£inem matic jednotlivých rotací v opa£ném po°adí:

R−1
1 · R−1

2 · R3 · R2· =
cosφ + tx2 txy − zs txz+ ys
yxt + zs cosφ + ty2 tyz− xs
zxt − ys tzy + xs cosφ + tz2

 ,
kde jsme ozna£ili t = 1− cosφ a s = sinφ. □

2.51. Je dáno lineární zobrazení R3 → R3 ve standardní bázi násle-

dující maticí: 1 −1 0
0 1 1
2 0 0

 .
Napi²te matici tohoto zobrazení v bázi

(f1, f2, f3) = ((1, 1, 0), (−1, 1, 1), (2, 0, 1)).

�e²ení. Matici p°echodu T od báze f = (f1, f2, f3) k standardní

bázi, tj. bázi danou vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), získáme podle

Tvrzení 2.25 zapsáním sou°adnic vektor· f1, f2, f3 ve standardní bázi
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Poznámka. Matice S z p°edchozí v¥ty je dokonce pozitivn¥ de�-
nitní (pro de�nici pojmu pozitivní de�nitnosti viz 3.31)

2.41. Ortogonální dopl¬ky a projekce. Pro kaºdý pevn¥ zvo-
lený podprostor W ⊆ V v prostoru se skalár-
ním sou£inem de�nujeme jeho ortogonální dopln¥k
takto

W⊥ = {u ∈ V ; u ⊥ v pro v²echny v ∈ W }.
P°ímo z de�nice je zjevné, ºeW⊥ je vektorový podprostor. Jestliºe
W ⊆ V má bázi (u1, . . . , uk), je podmínka proW⊥ dána jako k ho-
mogenních rovnic pro n prom¥nných. Bude tedy mítW⊥ dimenzi
alespo¬ n − k. Zárove¬ ale u ∈ W ∩ W⊥ znamená ⟨u, u⟩ = 0
a tedy i u = 0 podle de�nice skalárního sou£inu. Z°ejm¥ je tedy
vºdy celý prostor V p°ímým sou£tem

V = W ⊕W⊥.

Lineární zobrazení f : V → V na libovolném vektorovém
prostoru se nazývá projekce, jestliºe platí

f ◦ f = f.
V takovém p°ípad¥ je pro kaºdý vektor v ∈ V :

v = f (v)+ (v − f (v)) ∈ Im(f )+ Ker(f ) = V,
a je-li v ∈ Im(f ) a f (v) = 0, pak je i v = 0. Je tedy p°edchozí
sou£et podprostor· p°ímý. �íkáme, ºe f je projekce na podprostor
W = Im(f ) podél podprostoruU = Ker(f ). Slovy se dá projekce
popsat p°irozen¥ takto: rozloºíme daný vektor na komponentu ve
W a v U a tu druhou zapomeneme.

Je-li na V navíc skalární sou£in, °íkáme ºe jde o kolmou pro-
jekci, kdyº je jádro kolmé na obraz. Kaºdý podprostor W ̸= V

tedy de�nuje kolmou projekci na W . Je to projekce na W podél
W⊥, která je dána pomocí jednozna£ného rozkladu kaºdého vek-
toru u na komponenty uW ∈ W a uW⊥ ∈ W⊥, tj. lineární zobra-
zení, které uW + uW⊥ zobrazí na uW .

2.42. Existence ortonormální báze. Pov²imn¥me si, ºe na kaº-
dém kone£n¥ rozm¥rném reálném vektorovém pro-
storu jist¥ existují skalární sou£iny. Prost¥ si sta£í
vybrat libovolnou bázi, prohlásit ji za ortonormální
a hned jeden dob°e de�novaný skalární sou£in máme.

V této bázi pak skalární sou£iny po£ítáme podle vzorce v Tvrzení
2.40.

Umíme to ale i naopak. Máme-li zadán skalární sou£in na
vektorovém prostoru V , m·ºeme vcelku jednodu²e po£etn¥ vyu-
ºít vhodných kolmých projekcí a jakoukoliv zvolenou bázi upravit
na ortonormální.

Jde o tzv. Gram·v�Schmidt·v ortogonaliza£ní proces. Cílem
této procedury bude z dané posloupnosti nenulových generátor·
v1, . . . , vk kone£n¥ rozm¥rného prostoru V vytvo°it ortogonální
mnoºinu nenulových generátor· pro V .

Gramova�Schmidtova ortogonalizace

Tvrzení. Nech´ (u1, . . . , uk) je lineárn¥ nezávislá k-tice vektor·
prostoru V se skalárním sou£inem. Pak existuje ortogonální sys-
tém vektor· (v1, . . . , vk) takový, ºe vi ∈ ⟨ u1, . . . , ui⟩,
i = 1, . . . , k. Získáme jej následující procedurou:

• Nezávislost vektor· ui zaru£uje, ºe u1 ̸= 0; zvolíme v1 = u1.
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do sloupc· matice p°echodu T . Máme tedy

T =
1 −1 2

1 1 0
0 1 1

 .
Matice p°echodu od standardní báze k bázi f je potom

T −1 =
 1

4
3
4 − 1

2− 1
4

1
4

1
2

1
4 − 1

4
1
2

 .
Matice zobrazení v bázi f je potom

T −1AT =
 1

4 2 − 3
4

5
4 0 7

4
3
4 −2 9

4

 .
□

2.52. Uvaºme vektorový prostor mnoho£len· jedné neznámé stupn¥

nejvý²e 2 s reálnými koe�cienty. V tomto prostoru uvaºme bázi 1, x,
x2 . Napi²te matici zobrazení derivace v této bázi a také v bázi 1+ x2 ,

x, x + x2 .

�e²ení.

0 1 0
0 0 2
0 0 0

,
0 1 1

2 1 3
0 −1 −1

. □

2.53. Ve standardní bázi v R3 ur£ete matici rotace o 90◦ v kladném
smyslu kolem p°ímky (t, t, t), t ∈ R, orientované ve sm¥ru vektoru

(1, 1, 1). Dále ur£ete matici této rotace v bázi

g = ((1, 1, 0), (1, 0,−1), (0, 1, 1)).

�e²ení. Snadno ur£íme matici uvaºované rotace, a to ve vhodné bázi,

totiº v bázi dané sm¥rovým vektorem p°ímky a dále dv¥ma navzájem

kolmými vektory v rovin¥ x + y + z = 0, tedy v rovin¥ vektor· kol-

mých k vektoru (1, 1, 1). Uv¥domme si, ºe matice rotace v kladném

smyslu o 90◦ v n¥jaké ortonormální bázi v R2 je
(

0 −1
1 0

)
, v ortogo-

nální s velikostmi vektor· k, l potom
(

0 −k/l
l/k 0

)
. Zvolíme-li v rovin¥

x + y + z = 0 kolmé vektory (1,−1, 0) a (1, 1,−2) o velikostech√
2 a
√

6, tak v bázi f = ((1, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 1,−2)) má uvaºo-

vaná rotace matici

(
1 0 0
0 0 −√

3
0 1/

√
3 0

)
. Abychom získali matici uvaºované

rotace ve standardní bázi, sta£í nám transformovat matici jiº známým

zp·sobem (viz 2.38). Matici p°echodu T od báze f ke standardní do-

staneme zapsáním sou°adnic (ve standardní bázi) vektor· báze f do

sloupc· matice T : T =
( 1 1 1

1 −1 1
1 0 −2

)
. Celkem tedy pro hledanou matici

R máme
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• Máme-li jiº vektory v1, . . . , vℓ pot°ebných vlastností, zvolíme
vℓ+1 = uℓ+1 + a1v1 + · · · + aℓvℓ, kde ai = − ⟨uℓ+1,vi ⟩

∥vi∥2 ,

i = 1, . . . , ℓ.

D·kaz. Za£neme prvním (nenulovým) vektorem v1
a spo£teme kolmou projekci v2 do

⟨v1⟩⊥ ⊆ ⟨{v1, v2}⟩.
Výsledek bude nenulový, práv¥ kdyº je v2 nezávislé na v1. Ve
v²ech dal²ích krocích budeme postupovat obdobn¥.

V ℓ-tém kroku tedy chceme, aby pro vℓ+1 = uℓ+1 + a1v1 +
+ . . . + aℓvℓ platilo ⟨ vℓ+1, vi ⟩ = 0 pro v²echna i = 1, . . . , ℓ.
Odtud plyne

0 = ⟨uℓ+1 + a1v1 + · · · + aℓvℓ, vi⟩ = ⟨uℓ+1, vi⟩ + ai⟨vi, vi⟩
a je vid¥t, ºe vektory s poºadovanými vlastnostmi jsou ur£eny jed-
nozna£n¥ aº na násobek. □

Kdykoliv máme ortogonální bázi vektorového prostoru V ,
sta£í vektory vynormovat a získáme bázi ortonormální. Dokázali
jsme proto:

D·sledek. Na kaºdém kone£n¥ rozm¥rném reálném vektorovém
prostoru se skalárním sou£inem existuje ortonormální báze.

V ortonormální bázi se obzvlá²´ snadno spo£tou sou°adnice
a kolmé projekce. Skute£n¥, m¥jme ortonormální bázi (e1, . . . , en)

prostoru V . Pak kaºdý vektor v = x1e1 + · · · + xnen spl¬uje
⟨ei, v ⟩ = ⟨ei, x1e1 + · · · + xnen⟩ = xi,

a platí tedy vºdy

(2.3) v = ⟨e1, v ⟩e1 + · · · + ⟨en, v ⟩en.
Pokud máme zadán podprostor W ⊆ V a jeho ortonor-

mální bázi (e1, . . . , ek), jde ji jist¥ doplnit na ortonormální bázi
(e1, . . . , en) celého V . Kolmá projekce obecného vektoru v ∈ V
doW pak bude dána vztahem

v 7→ ⟨e1, v ⟩e1 + · · · + ⟨en, v ⟩ek.
Pro kolmou projekci nám tedy sta£í znát jen ortonormální bázi pod-
prostoruW , na n¥jº promítáme.

Pov²imn¥me si také, ºe obecn¥ jsou projekce f na podpro-
stor W podél U a projekce g na U podél W svázány vztahem
g = idV − f . Je tedy u kolmých projekcí na daný podprostorW
vºdy výhodn¥j²í po£ítat ortonormální bázi toho podprostoru z dvo-
jiceW ,W⊥, který má men²í dimenzi.

Uv¥domme si také, ºe existence ortonormální báze nám
zaru£uje, ºe pro kaºdý reálný prostor V dimenze n se skalárním
sou£inem existuje lineární zobrazení, které je izomor�smem mezi
V a prostorem Rn se standardním skalárním sou£inem. Podrobn¥
to bylo ukázáno jiº v Tvrzení 2.40, kde jsme ukázali, ºe hledaným
izomor�smem je práv¥ p°i°azení sou°adnic. �e£eno volnými slovy
� v ortonormální bázi se skalární sou£in pomocí sou°adnic po£ítá
stejnou formulí jako standardní skalární sou£in v Rn.

K otázkám velikosti vektor· a projekcím se vrátíme je²t¥
v p°í²tí kapitole v obecn¥j²ích souvislostech.
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R = T ·
1 0 0

0 0 −√3
0 1/

√
3 0

 · T −1 =

=
 1/3 1/3−√3/3 1/3+√3/3

1/3+√3/3 1/3 1/3−√3/3
1/3−√3/3 1/3+√3/3 1/3

 .
Tento výsledek m·ºeme ov¥°it dosazením do matice obecné

rotace (∥2.50∥), místo vektoru (1, 1, 1) v²ak musíme pouºít jed-

notkový vektor stejného sm¥ru, tedy vektor dostáváme vektor

(x, y, z) = (1/√3, 1/
√

3, 1/
√

3), cosφ = 0, sinφ = 1. □

2.54. Matice obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit matici

(obecné) rotace z (∥2.50∥) o úhel φ v kladném smyslu kolem jednot-

kového vektoru (x, y, z) jiným zp·sobem, analogicky jako v p°ed-

chozím p°íklad¥. V bázi f = ((x, y, z), (−y, x, 0), (zx, zy, z2 − 1)),
tedy v ortogonální bázi tvo°ené sm¥rovým vektorem osy rotace a

dv¥ma navzájem kolmými vektory o shodných velikostech
√

1− z2

leºícími v rovin¥ kolmé na osu, má uvaºovaná rotace matici

A =
( 1 0 0

0 cos φ − sin φ
0 sin φ cos φ

)
. Matice p°echodu od báze f ke standardní bázi

je potom T =
( x −y zx
y x zy

z 0 z2−1

)
s inverzní maticí

T −1 =
 x y z

− y

1−z2
x

1−z2 0
zx

1−z2
zy

1−z2 −1

 .
Celkem pak pro matici R hledané rotace dostáváme

R = T · R · T −1 =(
cos φ + (1 − cos φ)x2 (1 − cos φ)xy − z sin φ (1 − cos φ)xz + y sin φ

yx(1 − cos φ) + z sin φ cos φ + (1 − cos φ)y2 (1 − cos φ)yz − x sin φ

zx(1 − cos φ) − y sin φ (1 − cos φ)zy + x sin φ cos φ + (1 − cos φ)z2

)
.

P°i násobení a následném zjednodu²ování je nutno opakovan¥ pou-

ºít p°edpokladu x2 + y2 + z2 = 1.
Podrobn¥j²ím rozborem vlastností r·zných typ· lineárních zobra-

zení se nyní dostaneme k po°ádn¥j²ímu pochopení nástroj·, které nám

vektorové prostory pro lineární modelování proces· a systém· nabí-

zejí.

2.55. Uvaºme komplexní £ísla jako reálný vektorový prostor a za

jeho bázi zvolme 1 a i. V této bázi ur£ete matice následujících line-

árních zobrazení:

a) konjugace,

b) násobení £íslem (2+ i).
Ur£ete matice t¥chto zobrazení v bázi f = ((1− i), (1+ i)).
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2.43. Úhel dvou vektor·. Jak jsme jiº zmínili, úhel dvou line-
árn¥ nezávislých vektor· musí být stejný, kdyº je budeme uvaºo-
vat v dvourozm¥rném podprostoru, který generují, nebo v okolním
prostoru v¥t²ím. Ve své podstat¥ je proto pojem úhlu dvou vektor·
nezávislý na dimenzi okolního prostoru a pokud si zvolíme orto-
normální bázi, jejíº první dva vektory budou generovat tentýº pod-
prostor jako dané vektory u a v, m·ºeme doslova p°evzít de�nici
z rovinné geometrie. I bez volby báze tedy musí platit:

Úhel dvou vektor·

Úhel φ dvou vektor· v a w ve vektorovém prostoru se skalár-
ním sou£inem je dán vztahem

cosφ = ⟨v,w⟩∥v∥∥w∥ .
Takto de�novaný úhel nezávisí na uvaºovaném po°adí vektor· v,
w spl¬uje 0 ≤ φ ≤ π .

K problematice skalárních sou£in· a úhl· vektor· se vrátíme
v dal²ích kapitolách.

2.44. Multilineární formy. Skalární sou£in byl dán jako zobra-
zení ze sou£inu dvou kopií vektorového prostoru
V do prostoru skalár·, které bylo lineární v kaºdém
ze svých argument·. Podobn¥ budeme pracovat i se
zobrazeními ze sou£inu k kopií vektorového prostoru

V do skalár·, která jsou lineární v kaºdém ze svých k argument·.
Hovo°íme o k-lineárních formách.

Nej£ast¥ji se budeme setkávat s bilineárními formami, tj.
p°ípadem α : V × V → K, kde pro jakékoliv vektory u, v, w,
z a skaláry a, b, c a d platí, stejn¥ jako u skalárního sou£inu, ºe

α(au + bv, cw + dz) = ac α(u,w)+ ad α(u, z)+
+ bc α(v,w)+ bd α(v, z).

Pokud navíc platí

α(u,w) = α(w, u),
hovo°íme o symetrické bilineární form¥. Jestliºe zám¥na argu-
ment· vede k obrácení znaménka výsledku, hovo°íme o antisyme-
trické bilineární form¥.

Jiº v rovinné geometrii jsme zavedli determinant jako biline-
ární antisymetrickou formu α, tj. α(u,w) = −α(w, u). Obecn¥
víme z v¥ty 2.17, ºe je na determinant v dimenzi nmoºno nahlíºet
jako na n-lineární antisymetrickou formu.

Jako u lineárních zobrazení je z°ejmé, ºe kaºdá k-lineární
forma je úpln¥ ur£ena svými hodnotami na v²ech k-ticích bázových
prvk· v pevné bázi. V analogii k lineárním zobrazením tyto hod-
noty m·ºeme vnímat jako k�rozm¥rné analogie matic. Ukáºeme
si to v p°ípad¥ k = 2, kde p·jde doopravdy o matice, jak jsme je
zavedli.

Matice bilineární formy

Jestliºe zvolíme bázi u na V a de�nujeme pro danou biline-
ární formu α skaláry aij = α(ui, uj ), pak zjevn¥ dostaneme pro
vektory v, w se sou°adnicemi x a y (jakoºto sloupce sou°adnic)

α(v,w) =
n∑

i,j=1

aijxiyj = yT · A · x,

kde A je matice A = (aij ).
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�e²ení. Abychom ur£ili matici lineárního zobrazení v n¥jaké bázi,

sta£í ur£it obrazy bázových vektor·.

a) Pro konjugaci je 1 7→ 1, i 7→ −i, zapsáno v sou°adnicích

(1, 0) 7→ (1, 0) a (0, 1) 7→ (0,−1). Zapsáním obraz· do sloupc·

dostáváme matici
(

1 0
0 −1

)
, V bázi f pak konjugace prohazuje bázové

vektory, £ili (1, 0) 7→ (0, 1) a (0, 1) 7→ (1, 0) a matice konjugace

v této bázi je
(

0 1
1 0

)
.

b) Pro bázi (1, i) dostáváme 1 7→ 2 + i, i 7→ 2i − 1, tedy
(1, 0) 7→ (2, 1), (0, 1) 7→ (2,−1). Celkem je matice násobení

£íslem 2+ i v bázi (1, i) tato: ( 2 −1
1 2

)
.

Nyní ur£eme matici v bázi f . Násobením £íslem 2+ i dostáváme:

1 − i 7→ (1 − i)(2 + i) = 3 − i, 1 + i 7→ 1 + 3i. Sou°adnice
(a, b)f vektoru 3 − i v bázi f jsou dány, jak jiº dob°e víme, rovnicí

a · (1 − i) + b · (1 + i) = 3 + i, tedy (3 + i)f = (2, 1). Obdobn¥
(1+ 3i)f = (−1, 2). Dohromady jsme získali matici

(
2 −1
1 2

)
.

Zamyslete se, pro£ nám matice násobení £íslem 2+ i vy²la stejná
v obou bázích. Byla by stejná matice násobení libovolným jiným kom-

plexním £íslem v t¥chto bázích? □

2.56. Ur£ete matici A, která ve standardní bázi prostoru R3 zadává

kolmou projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory

u1 = (−1, 1, 0) a u2 = (−1, 0, 1).

�e²ení. Nejprve poznamenejme, ºe uvedený podprostor je rovinou

procházející po£átkem s normálovým vektorem u3 = (1, 1, 1).
Uspo°ádaná trojice (1, 1, 1) je totiº o£ividným °e²ením soustavy

−x1 + x2 = 0,
−x1 + x3 = 0,

tj. vektor u3 je kolmý na vektory u1, u2.

P°i dané projekci se vektory u1 a u2 musejí zobrazit na sebe a vek-

tor u3 potom na nulový vektor. V bázi sloºené po °ad¥ z vektor· u1,

u2, u3 je proto matice této projekce

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .
Pomocí matic p°echodu

T =
−1 −1 1

1 0 1
0 1 1

 , T −1 =
− 1

3
2
3 − 1

3− 1
3 − 1

3
2
3

1
3

1
3

1
3
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P°ímo z de�nice matice bilineární formy je vid¥t, ºe forma je
symetrická nebo antisymetrická, práv¥ kdyº má tutéº vlastnost její
matice.

Kaºdá bilineární forma α na vektorovém prostoru V de�nuje
zobrazení V → V ∗, v 7→ α( , v), tj. dosazením pevného vektoru
v za druhý argument dostáváme lineární formu, která je obrazem
tohoto vektoru. Zvolíme-li pevn¥ bázi na kone£n¥ rozm¥rném pro-
storu V a duální bázi na V ∗, pak jde o zobrazení

y 7→ (x 7→ yT · A · x).

4. Vlastnosti lineárních zobrazení

Podrobn¥j²ím rozborem vlastností r·zných typ· lineárních
zobrazení se nyní dostaneme k lep²ímu pochopení nástroj·, které
nám vektorové prostory pro lineární modelování proces· a systém·
nabízejí.

2.45. Za£neme £ty°mi p°íklady v nejniº²í zajímavé dimenzi. Ve
standardní bázi roviny R2 se standardním ska-
lárním sou£inem uvaºujme následující matice
zobrazení f : R2 → R2:

A =
(

1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
, C =

(
a 0
0 b

)
,D =

(
0 −1
1 0

)
.

Matice A zadává kolmou projekci podél podprostoru

W ⊆ {(0, a); a ∈ R} ⊆ R2

na podprostor

V ⊆ {(a, 0); a ∈ R} ⊆ R2,

tj. projekce na osu x podél osy y. Evidentn¥ pro toto zobrazení
f : R2 → R2 platí f ◦ f = f a tedy zúºení f |V daného
zobrazení na obor hodnot je identické zobrazení. Jádrem f je práv¥
podprostorW .

Matice B má vlastnost B2 = 0, platí tedy totéº o p°íslu²ném
zobrazení f . M·ºeme si jej p°edstavit jako matici derivování po-
lynom· R1[x] stupn¥ nejvý²e jedna v bázi (1, x) (derivacemi se
budeme podrobn¥ zabývat v kapitole páté, viz 5.6).

Matice C zadává zobrazení f , které první vektor báze zv¥t²í
a-krát, druhý b-krát. Tady se nám tedy celá rovina rozpadá na
dva podprostory, které jsou zobrazením f zachovány a ve kterých
jde o pouhou homotetii, tj. roztaºení skalárním násobkem (první
p°íklad byl speciální p°ípadem s a = 1, b = 0). Nap°. volba a = 1,
b = −1 odpovídá osové symetrii (zrcadlení) podle osy x, coº je to-
téº jako komplexní konjugace x+iy 7→ x−iy na dvourozm¥rném
reálném prostoru R2 ≃ C v bázi (1, i). Toto je lineární zobrazení
dvourozm¥rného reálného vektorového prostoru C, nikoliv v²ak
jednorozm¥rného komplexního prostoru C.

MaticeD je maticí rotace o pravý úhel ve standardní bázi a na
první pohled je vid¥t, ºe ºádný jednorozm¥rný podprostor není
zobrazením zachováván.

Taková rotace je bijekcí roviny na sebe, proto jist¥ umíme najít
(r·zné) báze na de�ni£ním oboru a oboru hodnot, ve kterých bude
jeho maticí jednotková matice E (prost¥ vezmeme jakoukoliv bázi
na de�ni£ním oboru a její obraz na oboru hodnot). Neumíme ale
v tomto p°ípad¥ totéº s jednou bází na de�ni£ním oboru i oboru
hodnot.

100

od báze (u1, u2, u3) ke standardní bázi a od standardní báze k bázi

(u1, u2, u3) získáme

A =
−1 −1 1

1 0 1
0 1 1

 ·
1 0 0

0 1 0
0 0 0

 ·
− 1

3
2
3 − 1

3− 1
3 − 1

3
2
3

1
3

1
3

1
3

 =
=
 2

3 − 1
3 − 1

3− 1
3

2
3 − 1

3− 1
3 − 1

3
2
3

 .
□

I. Báze a skalární sou£iny

Pomocí skalárního sou£inu umíme °e²it jiným zp·sobem (lépe?)

problémy, které jsme jiº d°íve zvládli pomocí transformace sou°adnic.

2.57. V prostoru R3 napi²te matici zobrazení kolmé projekce do ro-

viny procházející po£átkem a kolmé na vektor (1, 1, 1).

�e²ení. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (x1, x2, x3) ∈ R3

v uvaºovaném zobrazení získáme tak, ºe od daného bodu ode£teme

jeho kolmou projekci do normálového sm¥ru dané roviny, tedy do

sm¥ru (1, 1, 1). Tato projekce p je dána (viz 2.3) jako

⟨x, (1, 1, 1)⟩
|(1, 1, 1)|2 · (1, 1, 1) =

=
(
x1 + x2 + x3

3
,
x1 + x2 + x3

3
,
x1 + x2 + x3

3

)
.

Výsledné zobrazení je tedy

x − p =
(

2x1

3
− x2 + x3

3
,

2x2

3
− x1 + x3

3
,

2x3

3
− x1 + x2

3

)
=

=
 2

3 − 1
3 − 1

3− 1
3

2
3 − 1

3− 1
3 − 1

3
2
3

x1
x2
x3

 .
Vy²la nám tedy (správn¥) stejná matice jako v p°íkladu ∥2.56∥. □

2.58. V prostoru R3 ur£ete matici zrcadlení podle roviny procháze-

jící po£átkem a s normálovým vektorem (1, 1, 1).

�e²ení. Obdobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu (∥2.57∥) získáme obraz

libovolného bodu (vektoru) x = (x1, x2, x3) ∈ R3 pomocí jeho kolmé

projekce p do normálového sm¥ru (1, 1, 1). Na rozdíl od p°edchozího
p°íkladu je v²ak tuto projekci t°eba ode£íst dvakrát (viz obrázek). Je

tedy

x − 2p =
(

x1
3
− 2(x2 + x3)

3
,
x2
3
− 2(x1 + x3)

3
,
x3
3
− 2(x1 + x2)

3

)
=

=
 1

3 − 2
3 − 2

3
− 2

3
1
3 − 2

3
− 2

3 − 2
3

1
3


x1

x2
x3

 .

Uvedená matice je tedy hledanou maticí uvaºovaného zrcadlení. □
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Zkusme v²ak uvaºovat matici D jako matici zobrazení
g : C2 → C2 ve standardní bázi komplexního
vektorového prostoru C2. Pak umíme najít vektory
u = (i, 1), v = (−i, 1), pro které bude platit

g(u) =
(

0 −1
1 0

)
·
(
i

1

)
=
(−1
i

)
= i · u,

g(v) =
(

0 −1
1 0

)
·
(−i

1

)
=
(−1
−i
)
= −i · v.

To ale znamená, ºe v bázi (u, v) na C2 má zobrazení g matici

K =
(
i 0
0 −i

)
.

Pov²imn¥me si, ºe tato komplexní analogie k p°ípadu maticeC má
na diagonále prvky a = cos( 1

2π) + i sin( 1
2π) a komplexn¥ sdru-

ºené ā. Jinými slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto
komplexního £ísla udává úhel oto£ení.

Tomu lze snadno porozum¥t, kdyº si ozna£íme reálnou a ima-
ginární £ást vektoru u takto

u = xu + iyu = Re u + i Im u =
(

0
1

)
+ i ·

(
1
0

)
.

Vektor v je komplexn¥ sdruºený k u. Zajímá nás zúºení zobrazení
g na reálný vektorový podprostor V = R2 ∩ ⟨u, v⟩ ⊆ C2. Evi-
dentn¥ je

V = ⟨u + ū, i(u− ū)⟩ = ⟨xu,−yu⟩
celá reálná rovina R2. Zúºení zobrazení g na tuto rovinu je práv¥
p·vodní zobrazení dané maticí A a z de�nice násobení komplexní
jednotkou jde o oto£ení o úhel 1

2π v kladném smyslu ve vztahu ke
zvolené bázi xu,−yu (ov¥°te si p°ímým výpo£tem a uv¥domte si
také, pro£ p°ípadné prohození po°adí vektor· u a v povede k témuº
výsledku, by´ v jiné reálné bázi!).

2.46. Vlastní £ísla a vlastní vektory zobrazení. Klí£em k po-
pisu zobrazení v p°edchozích p°íkladech byly od-
pov¥di na otázku �jaké jsou vektory spl¬ující rovnici
f (u) = a · u pro n¥jaké vhodné skaláry a?�.

Zvolme tedy pevn¥ lineární zobrazeni f : V → V na vekto-
rovém prostoru dimenze n nad skaláry K. Jestliºe si p°edstavíme
takovou rovnost zapsanou v sou°adnicích, tj. s vyuºitímmatice zob-
razení A v n¥jakých bázích, jde o výraz

A · x − a · x = (A − a · E) · x = 0.

Z d°ív¥j²ka víme, ºe taková soustava rovnic má jediné °e²ení x = 0,
práv¥ kdyº je matice A − aE invertibilní, viz odstavec 2.13. My
tedy chceme najít takové hodnoty a ∈ K, pro které naopakA−aE
invertibilní není, a nutnou a dostate£nou podmínkou je (viz V¥ta
2.23)

(2.4) det(A − a · E) = 0.

Jestliºe povaºujeme λ = a za prom¥nnou v p°edchozí skalární
rovnici, hledáme ve skute£nosti ko°eny polynomu stupn¥ n. Jak
jsme vid¥li v p°ípad¥ matice D vý²e, ko°eny mohou, ale nemusí
existovat podle volby pole skalár· K.

Vlastní £ísla a vlastní vektory

Skaláry λ vyhovující rovnici f (u) = λ·u pro nenulový vektor
u ∈ V nazýváme vlastní £ísla zobrazení f , p°íslu²né nenulové
vektory u pak vlastní vektory zobrazení f .
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2.59. V R3 je dána standardní sou°adnicová soustava. V rovin¥

z = 0 je umíst¥no zrcadlo a v bod¥ [4, 3, 5] sví£ka. Pozorovatel
v bod¥ [1, 2, 3] o zrcadle neví, ale pozoruje odrazem v n¥m sví£ku.

V jakém bod¥ se mu jeví, ºe je sví£ka umíst¥na?

�e²ení. V zrcadle vidíme vºdy (nezávisle na na²í poloze) zrcadlový

obraz pozorovaných objekt·. Sví£ka se tedy jeví v bod¥, který je zr-

cadlovým obrazem skute£né polohy podle roviny zrcadla, tedy podle

roviny z = 0. Zrcadlení podle této roviny má jednoduchý p°edpis,

sta£í zm¥nit znaménko u sou°adnice z zobrazovaného bodu (rozmysli).

Sví£ku tudíº vidí pozorovatel v bod¥ [4, 3,−5]. □

2.60. Najd¥te matici zrcadlení vzhledem k rovin¥ x + y + z = 0.

�e²ení. Z tvaru rovnice roviny zjistíme její jednotkový normálový

vektor. V na²em p°ípad¥ to je n = 1√
3
(1, 1, 1). Zrcadlení Z na vek-

toru v lze pak vyjád°it Zv = v − 2⟨v, n⟩n = v − 2n · (nT · v) =
v − 2(n · nT ) · v = ((E − 2n · nT )v (pro standardní skalární sou£in

je ⟨v, n⟩ = v · nT ; dále jsme vyuºili asociativity násobení �·� matic).

Matice zrcadlení je tedy

E− 2n ·nT =
1 0 0

0 1 0
0 0 1

− 2
3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 = 1
3

 1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

 .
□

Pomocí skalárního sou£inu m·ºeme ur£ovat odchylky vektor·:

2.61. Ur£ete odchylku ko°en· polynomu x2 − i uvaºovaných jako

vektory v komplexní rovin¥.

�e²ení. Ko°eny daného polynomu jsou druhé odmocniny z i. Ar-

gumenty druhých odmocnin z libovolného nenulového komplexního

£ísla se podle Moivreovy v¥ty li²í o π . Jejich odchylka tedy bude vºdy

π . □

2.62.Ur£ete cosinus odchylky p°ímek p, q vR3 daných obecnými rov-

nicemi jako

p : −2x + y + z = 1,
x + 3y − 4z = 5,

q : x − y = −2,
z = 6.

2.63. Pomocí Gramova-Schmidtova ortogonaliza£ního procesu zís-

kejte ortogonální bázi podprostoru

U = {(x1, x2, x3, x4)
T ∈ R4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 0

}
prostoru R4.
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Jsou-li u, v vlastní vektory p°íslu²né k témuº vlastnímu £íslu
λ, pak i pro jejich jakoukoliv lineární kombinaci platí

f (au+ bv) = af (u)+ bf (v) = λ(au+ bv).
Proto tvo°í vlastní vektory p°íslu²né k vlastnímu £íslu λ, spole£n¥
s nulovým vektorem, netriviální vektorový podprostor Vλ, tzv.
vlastní podprostor p°íslu²ný λ. Nap°., je-li λ = 0 vlastním £íslem,
je jádro Ker f vlastním podprostorem V0.

Z de�nice vlastních £ísel je z°ejmé, ºe jejich výpo£et nem·ºe
záviset na volb¥ báze a tedy matice zobrazení f . Skute£n¥, jako
p°ímý d·sledek transforma£ních vlastností z odstavce 2.38 a Cau-
chyovy v¥ty 2.19 pro výpo£et determinantu sou£inu dostáváme ji-
nou volbou sou°adnic matici A′ = P−1AP s invertibilní maticí P
a

|P−1AP − λE| = |P−1AP − P−1λEP | =
= |P−1(A− λE)P | = |P−1||(A− λE||P | =
= |A− λE|,

protoºe násobení skalár· je komutativní a |P−1| = |P |−1.
Z t¥chto d·vod· pouºíváme pro matice a zobrazení spole£nou

terminologii:

Charakteristický polynom matice a zobrazení

Pro matici A dimenze n nad K nazýváme polynom
|A − λE| ∈ Kn[λ] charakteristický polynom matice A.

Ko°eny tohoto polynomu jsou vlastní £ísla matice A. Je-li
A matice zobrazení f : V → V v jisté bázi, pak |A − λE| na-
zýváme také charakteristický polynom zobrazení f .

Protoºe je charakteristický polynom lineárního zobrazení f :
V → V nezávislý na volb¥ báze V , jsou i jeho koe�cienty u jed-
notlivých mocnin prom¥nné λ skaláry vyjad°ující vlastnosti zob-
razení f , tj. nemohou záviset na na²í volb¥ báze. Zejména jako
jednoduché cvi£ení na po£ítání determinant· vyjád°íme koe�cien-
ty u nejvy²²ích a nejniº²ích mocnin (p°edpokládáme dimV = n

a matici zobrazení A = (aij ) v n¥jaké bázi):
|A− λ · E| = (−1)nλn + (−1)n−1(a11 + · · · + ann) · λn−1+

+ · · · + |A| · λ0.

Koe�cient u nejvy²²í mocniny jen °íká, zda je dimenze pro-
storu V sudá nebo lichá. O determinantu matice zobrazení jsme uº
zmi¬ovali, ºe vyjad°uje, kolikrát dané lineární zobrazení zv¥t²uje
objemy.

Zajímavé je, ºe i sou£et diagonálních £len· matice zobrazení
nezávisí na volb¥ báze. Nazýváme jej stopa matice a zna£íme TrA.
Stopa zobrazení je de�nována jako stopa jeho matice v libovolné
bázi. Ve skute£nosti to natolik p°ekvapivé není, protoºe metodami
z kapitoly osmé je snadné ov¥°it, ºe stopa je ve skute£nosti lineár-
ním p°iblíºením determinantu v okolí jednotkové matice E (uva-
ºujeme determinant vy£íslený na maticích v k°ivce t 7→ E + tA,
tj. tzv. derivaci determinantu ve sm¥ru A).

V dal²ím si uvedeme n¥kolik podstatných vlastností vlastních
podprostor·.

2.47. V¥ta. Vlastní vektory lineárního zobrazení f : V → V

p°íslu²né r·zným vlastním hodnotám jsou lineárn¥ nezávislé.
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�e²ení. Mnoºina °e²ení uvedené homogenní lineární rovnice je

z°ejm¥ vektorovým prostorem s bází

u1 =


−1
1
0
0

 , u2 =


−1
0
1
0

 , u3 =


−1
0
0
1

 .
Vektory ortogonální báze získané uºitím Gramová-Schmidtova orto-

gonaliza£ního procesu. Budeme zna£it v1, v2, v3. Nejprve poloºme

v1 = u1. Dále

v2 = u2 − u
T
2 · v1

||v1||2 v1 = u2 − 1
2
v1 =

(
−1

2
,−1

2
, 1, 0

)T
,

resp. zvolme násobek v2 = (−1,−1, 2, 0)T . Následn¥ je

v3 = u3 − u
T
3 · v1

||v1||2 v1 − u
T
3 · v2

||v2||2 v2 = u3 − 1
2
v1 − 1

6
v2 =

=
(
−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1
)T
.

Máme tedy celkem

v1 =


−1
1
0
0

 , v2 =


−1
−1
2
0

 , v3 =


−1
−1
−1
3

 .
Dodejme, ºe pro jednoduchost p°íkladu lze bezprost°edn¥ uvést orto-

gonální bázi z vektor·

(1,−1, 0, 0)T , (0, 0, 1,−1)T , (1, 1,−1,−1)T

nebo

(−1, 1, 1,−1)T , (1,−1, 1,−1)T , (−1,−1, 1, 1)T . □

2.64. Ur£ete n¥jakou bázi vektorového prostoru antisymetrických reál-

ných £tvercových matic typu 4× 4. Uvaºte standardní skalární sou£in
v této bázi a pomocí tohoto sou£inu vyjád°ete velikost matice

0 3 1 0
−3 0 1 2
−1 −1 0 2
0 −2 −2 0

 .
2.65. Najd¥te ortogonální dopln¥k U⊥ podprostoru

U = {(x1, x2, x3, x4) | x1 = x3, x2 = x3 + 6x4} ⊆ R4.

�e²ení. Ortogonální dopln¥k U⊥ tvo°í práv¥ ty vektory, které jsou

kolmé na kaºdé °e²ení soustavy

x1 − x3 = 0,
x2 − x3 − 6x4 = 0.

Vektor je ov²em °e²ením této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyº je

kolmý na oba vektory (1, 0,−1, 0), (0, 1,−1,−6). Je tedy
U⊥ = {a · (1, 0,−1, 0)+ b · (0, 1,−1,−6) | a, b ∈ R}. □
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D·kaz. Nech´ a1, . . . , ak jsou r·zné vlastní hodnoty zobra-
zení f a u1, . . . , uk vlastní vektory s t¥mito vlastními
hodnotami. D·kaz provedeme indukcí p°es po£et lineárn¥
nezávislých vektor· mezi zvolenými. P°edpokládejme, ºe
u1, . . . , uℓ jsou lineárn¥ nezávislé a ul+1 = ∑

i ciui je
jejich lineární kombinací. Alespo¬ ℓ = 1 lze zvolit, protoºe
vlastní vektory jsou nenulové. Pak ov²em f (uℓ+1) = al+1 ·
ul+1 = ∑l

i=1 al+1 · ci · ui , tj.

f (ul+1) =
l∑
i=1

al+1 · ci · ui =
l∑
i=1

ci · f (ui) =
l∑
i=1

ci · ai · ui .

Ode£tením druhého a £tvrtého výrazu v rovnostech dostáváme
0 = ∑l

i=1(al+1 − ai) · ci · ui . V²echny rozdíly vlastních hodnot
jsou v²ak nenulové a alespo¬ jeden koe�cient ci je nenulový. To je
spor s p°edpokládanou nezávislostí u1, . . . , uℓ, takºe i vektor ul+1
musí být lineárn¥ nezávislý na p°edchozích. □

Na práv¥ dokázané tvrzení se m·ºeme podívat jako na roz-
klad lineárního zobrazení f na sou£et jednoduchých zobrazení.
Pro vesm¥s r·zné vlastní hodnoty λi charakteristického polynomu
budeme dostávat jednorozm¥rné vlastní podprostory Vλi

. Kaºdý
z nich pak zadává projekci na tento invariantní jednorozm¥rný pod-
prostor, na n¥mº je zobrazení dáno jako násobení vlastním £íslem
λi . Celý prostor V je tak rozloºen na p°ímý sou£et jednotlivých
vlastních podprostor·. Navíc lze tento rozklad na vlastní podpro-
story snadno spo£íst:

Báze z vlastních vektor·

D·sledek. Jestliºe existuje n navzájem r·zných ko°en· λi charak-
teristického polynomu zobrazení f : V → V na n-rozm¥rném
prostoru V , pak existuje rozklad V na p°ímý sou£et vlastních pod-
prostor· dimenze 1. To znamená, ºe existuje báze V sloºená vý-
hradn¥ z vlastních vektor· a v této bázi má f diagonální matici.
Tato báze je ur£ena jednozna£n¥ aº na po°adí prvk·.

P°íslu²nou bázi (vyjád°enou v sou°adnicích vzhledem k libo-
voln¥ zvolené bázi V ) obdrºíme °e²ením n systém· homogenních
lineárních rovnic o n neznámých s maticemi (A−λi ·E), kde A je
matice f ve zvolené bázi.

2.48. Invariantní podprostory. Vid¥li jsme, ºe kaºdý vlastní
vektor v zobrazení f : V → V generuje podprostor
⟨v⟩ ⊆ V , který je zobrazením f zachováván.

Obecn¥ji °íkáme, ºe vektorový podprostor
W ⊆ V je invariantní podprostor pro lineární

zobrazení f , jestliºe platí f (W) ⊆ W .
Jestliºe je V kone£n¥ rozm¥rný vektorový prostor a vybereme

n¥jakou bázi (u1, . . . , uk) podprostoruW , m·ºeme ji vºdy doplnit
na bázi (u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un) celého V a v kaºdé takové bázi
má na²e zobrazení matici A tvaru

(2.5) A =
(
B C

0 D

)
,

kde B je £tvercová matice dimenze k, D je £tvercová matice di-
menze n − k a C je matice typu n/(n − k). Naopak, jestliºe
je v n¥jaké bázi (u1, . . . , un) matice zobrazení f tvaru (2.5), je
W = ⟨u1, . . . , uk⟩ invariantní podprostor zobrazení f .
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2.66. Nalezn¥te n¥jakou ortonormální bázi podprostoru V ⊆ R,
kde V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + 2x2 + x3 = 0}.
�e²ení. Vidíme, ºe £tvrtá sou°adnice se v omezení na podprostor

nevyskytuje, bude tedy vhodné volit za jeden z vektor· hledané or-

tonormální báze vektor (0, 0, 0, 1) a redukovat problém do prostoru

R3. I dále se zkusíme vyhnout po£ítání: vidíme, ºe poloºíme-li dru-

hou sou°adnici rovnu nule, tak ve vy²et°ovaném prostoru leºí vek-

tory s opa£nou první a t°etí sou°adnicí, zejména jednotkový vektor

( 1√
2
, 0,− 1√

2
, 0). Na tento vektor je kolmý libovolný vektor, který

má stejnou první a t°etí sou°adnici. Abychom se dostali do uvaºo-

vaného podprostoru, volíme druhou sou°adnici rovnu záporné hod-

not¥ sou£tu první a t°etí sou°adnice a normujeme, tedy volíme vektor

( 1√
6
,− 2√

6
, 1√

6
, 0) a jsme hotovi. □

J. Vlastní £ísla a vlastní vektory

2.67. Nalezn¥te vlastní £ísla a jim p°íslu²né vektorové prostory vlast-

ních vektor· matice

A =
−1 1 0
−1 3 0
2 −2 2

 .
�e²ení. Nejprve sestavíme charakteristický polynom dané matice:∣∣∣∣∣∣

−1− λ 1 0
−1 3− λ 0
2 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 4λ3 + 2λ+ 4.

Tento polynommá ko°eny 2, 1+√3, 1−√3, coº jsou tak vlastní £ísla
zadané matice. Jejich algebraická násobnost je jedna (jsou to jednodu-

ché ko°eny charakteristického polynomu), kaºdému tedy bude odpoví-

dat práv¥ jeden (aº na nenulový násobek) vlastní vektor (tj. jejich tzv.

geometrická násobnost bude také jedna, viz 2.52).

Ur£eme vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu 2 (je °e²ením ho-

mogenní lineární soustavy s maticí A− 2E):

−3x1 + x2 = 0,
−x1 + x2 = 0,
2x1 − 2x2 = 0.

Soustava má °e²ení x1 = x2 = 0, x3 ∈ R libovolné, vlastním vek-

torem p°íslu²ným vlastní hodnot¥ 2 je tedy nap°íklad vektor (0, 0, 1)
(a libovolný jeho nenulový násobek).

Analogickým zp·sobem ur£íme i zbývající dva vlastní vektory ja-

koºto °e²ení soustavy [A − (1 +√3)E]x = 0, respektive [A − (1 +√
3)E]x = 0. �e²ením soustavy

(−2−√3)x1 + x2 = 0,
−x1 + (2−√3)x2 = 0,
2x1 − 2x2 + (1−√3)x3 = 0
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Pochopiteln¥ bude v na²í matici zobrazení (2.5) submatice
C nulová práv¥ tehdy, kdyº bude i podprostor ⟨uk+1, . . . , un⟩ ge-
nerovaný dopln¥nými vektory báze invariantní.

Z tohoto pohledu jsou vlastní podprostory lineárního zob-
razení extrémní p°ípady invariantních podprostor· a zejména
v p°ípad¥ existence n = dimV r·zných vlastních £ísel zobrazení
f dostáváme rozklad V na p°ímý sou£et n vlastních podprostor·.
V p°íslu²né bázi z vlastních vektor· má pak na²e zobrazení
diagonální tvar s vlastními £ísly na diagonále.

2.49. Vlastní £ísla a vlastní vektory mohou slouºit k názornému
popisu lineárních zobrazení, zejména v R2 a R3.

(1) Uvaºme zobrazení s maticí ve standardní bázi

f : R3 → R3, A =
0 0 1

0 1 0
1 0 0

 .
Pak dostáváme

|A− λE| =
∣∣∣∣∣∣
−λ 0 1
0 1− λ 0
1 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + λ2 + λ− 1

s ko°eny λ1,2 = 1, λ3 = −1. Vlastní vektory s vlastní hodnotou
λ = 1 se spo£tou:−1 0 1

0 0 0
1 0 −1

 ∼
1 0 −1

0 0 0
0 0 0

 ;
s bází prostoru °e²ení, tj. v²ech vlastních vektor· s touto vlastní
hodnotou

u1 = (0, 1, 0), u2 = (1, 0, 1).

Podobn¥ pro λ = −1 dostáváme t°etí nezávislý vlastní vektor1 0 1
0 2 0
1 0 1

 ∼
1 0 1

0 2 0
0 0 0

⇒ u3 = (−1, 0, 1).

V bázi u1, u2, u3 (v²imn¥te si, ºe u3 musí být lineárn¥ nezá-
vislý na zbylých dvou díky v¥t¥ 2.47 a u1, u2 vy²ly jako dv¥ nezá-
vislá °e²ení) má f diagonální matici

A =
1 0 0

0 1 0
0 0 −1

 .
Celý prostor R3 je p°ímým sou£tem vlastních podprostor·,
R3 = V1 ⊕ V2, dimV1 = 2, dimV2 = 1. Tento rozklad je
dán jednozna£n¥ a vypovídá mnoho o geometrických vlastnostech
zobrazení f . Vlastní podprostor V1 je navíc p°ímým sou£tem
jednorozm¥rných vlastních podprostor·, které lze v²ak zvolit
mnoha r·znými zp·soby (takový dal²í rozklad nemá tedy jiº
ºádný geometrický význam).

(2) Uvaºme lineární zobrazení f : R2[x] → R2[x] de�-
nované derivováním polynom·, tj. f (1) = 0, f (x) = 1,
f (x2 ) = 2x. Zobrazení f má tedy v obvyklé bázi (1, x, x2 )

matici

A =
0 1 0

0 0 2
0 0 0

 .
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je prostor
{((√

3
2 − 1

)
t,− t

2

)
; t ∈ R

}
. To je tedy prostor vlastních

vektor· p°íslu²ných vlastní hodnot¥ 1+√3 (mimo nulového vektoru,

který sice je °e²ením dané soustavy, ale za vlastní vektor jej nepovaºu-

jeme; tuto záleºitost jiº nebudeme více zmi¬ovat a nebudeme nulový

vektor explicitn¥ vylu£ovat z mnoºiny °e²ení).

Obdobn¥ pak dostaneme, ºe prostor vlastních vektor· p°íslu²ných

vlastní hodnot¥ 1−√3 je ⟨(−1−
√

3
2 ,− 1

2 , 1)⟩. □

2.68. P°íklad i se zm¥nou báze. Ur£ete vlastní £ísla a vlastní vektory

matice

A =
1 1 0

1 2 1
1 2 1

 .
Popi²te geometrickou interpretaci tohoto zobrazení a napi²te jeho ma-

tici v bázi:

e1 = (1,−1, 1),

e2 = (1, 2, 0),

e3 = (0, 1, 1).

�e²ení. Charakteristický polynom dané matice je∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

1 2− λ 1
1 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 4λ2 − 2λ = −λ(λ2 − 4λ+ 2).

Ko°eny tohoto polynomu, vlastní £ísla, udávají, kdy nebude mít matice1− λ 1 0
1 2− λ 1
1 2 1− λ


plnou hodnost, tedy soustava rovnic1− λ 1 0

1 2− λ 1
1 2 1− λ

x1
x2
x3


bude mít i jiné °e²ení neº °e²ení x = (0, 0, 0). Vlastní £ísla tedy jsou
0, 2+√2, 2−√2. Spo£ítejme vlastní vektory p°íslu²né jednotlivým

vlastním hodnotám:

• 0: �e²íme tedy soustavu1 1 0
1 2 1
1 2 1

x1
x2
x3

 = 0.

Jejím °e²ením je jednodimenzionální vektorový prostor vlast-

ních vektor· ⟨(1,−1, 1)⟩.
• 2+√2: �e²íme soustavu−(1+

√
2) 1 0

1 −√2 1
1 2 −(1+√2)

x1
x2
x3

 = 0.
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Charakteristický polynom je |A−λ·E| = −λ3, existuje tedy pouze
jediná vlastní hodnota λ = 0. Spo£t¥me vlastní vektory:0 1 0

0 0 2
0 0 0

 ∼
0 1 0

0 0 1
0 0 0

 .
Prostor vlastních vektor· je tedy jednorozm¥rný, generovaný kon-
stantním polynomem 1.

2.50. Ortogonální zobrazení. Podívejme se te¤ na speciální
p°ípad zobrazení f : V → W mezi prostory se
skalárními sou£iny, která zachovávají velikosti pro
v²echny vektory u ∈ V .
Definice ortogonálních zobrazení

Lineární zobrazení f : V → W mezi prostory se skalárním
sou£inem se nazývá ortogonální zobrazení, jestliºe pro v²echny
u ∈ V platí

⟨f (u), f (u)⟩ = ⟨u, u⟩.

Z linearity f a ze symetrie skalárního sou£inu vyplývá pro
v²echny dvojice vektor· rovnost

⟨f (u+ v), f (u+ v)⟩ = ⟨f (u), f (u)⟩ + ⟨f (v), f (v)⟩+
+ 2⟨f (u), f (v)⟩.

Proto v²echny ortogonální zobrazení spl¬ují i zdánliv¥ siln¥j²í
poºadavek, aby platilo pro v²echny vektory u, v ∈ V

⟨f (u), f (v)⟩ = ⟨u, v⟩.
V úvodní diskusi o geometrii v rovin¥ jsme ve V¥t¥ 1.33

dokázali, ºe lineární zobrazení R2 → R2 zachovává velikosti
vektor·, práv¥ kdyº jeho matice ve standardní bázi (a ta je orto-
normální vzhledem ke standardnímu skalárnímu sou£inu) spl¬uje
AT · A = E, tj. A−1 = AT .

Obecn¥, ortogonální zobrazení f : V → W musí být
vºdy injektivní, protoºe podmínka ⟨f (u), f (u)⟩ = 0 znamená i
⟨ u, u ⟩ = 0 a tedy u = 0. Je tedy vºdy v takovém p°ípad¥ di-
menze oboru hodnot alespo¬ taková, jako je dimenze de�ni£ního
oboru f . Pak ov²em je dimenze obrazu rovna dimenzi oboru hod-
not a víme, ºe f : V → Im f je bijekce. Pokud Im f ̸= W , dopl-
níme ortonormální bázi na obrazu f na ortonormální bázi cílového
prostoru a matice zobrazení bude obsahovat £tvercovou regulární
matici A dopln¥nou nulovými °ádky na pot°ebnou velikost. Bez
újmy na obecnosti tedy p°edpokládejmeW = V .

Na²e podmínka pro matici ortogonálního zobrazení v ortonor-
mální bázi pak °íká pro v²echny vektory x a y v prostoru Kn toto:

(A · x)T · (A · y) = xT · (AT · A) · y = xT · y.
Speciálními volbami vektor· standardní báze za x a y dostaneme
p°ímo, ºe AT · A = E, tedy tentýº výsledek jako v dimenzi dv¥.
Dokázali jsme tak následující tvrzení:

Matice ortogonálních zobrazení

V¥ta. Nech´ V je reálný vektorový prostor se skalárním sou£inem
a f : V → V je lineární zobrazení. Pak f je ortogonální, práv¥
kdyº v n¥které ortonormální bázi (a pak uº ve v²ech) má matici
A spl¬ující AT = A−1.
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�e²ením je prostor
⟨(

1, 1+√2, 1+√2
)⟩
, který je jednodi-

menzionální.

• 2−√2: �e²íme soustavu(
√

2− 1) 1 0
1

√
2 1

1 2 (
√

2− 1)

x1
x2
x3

 = 0.

�e²ením je prostor vlastních vektor·
⟨(

1, 1−√2, 1−√2
)⟩
.

Daná matice má vlastní £ísla 0, 2 + √2 a 2 − √2, kterým
p°íslu²í po °ad¥ jednorozm¥rné prostory vlastních vektor· ⟨(1,−1, 1)⟩,
⟨(1, 1 + √2, 1 + √2)⟩ a ⟨(1, 1−√2, 1−√2)⟩.

Zobrazení tedy m·ºeme interpretovat jako projekci podél vek-

toru (1,−1, 1) do roviny dané vektory (1, 1 + √2, 1 + √2) a

(1, 1 − √2, 1 − √2) sloºenou s lineárním zobrazením daným

�nataºením� daným vlastními £ísly ve sm¥ru uvedených vlastních

vektor·.

Nyní jej vyjád°eme v uvedené bázi. K tomu budeme pot°ebovat

matici p°echodu T od standardní báze k dané nové bázi. Tu získáme

tak, ºe sou°adnice vektor· staré báze v bázi nové napí²eme do sloupc·

matice T . My v²ak snadn¥ji zapí²eme matici p°echodu od dané báze

k bázi standardní, tedy matici T −1. Sou°adnice vektor· nové báze

pouze zapí²eme do sloupc·:

T −1 =
 1 1 0
−1 2 1
1 0 1

 .
Potom

T = T −1−1 =
 0 0 1

1 0 −1
−2 1 3

 ,
a pro matici B zobrazení v nové bázi pak máme (viz 2.38)

B = TAT −1 =
0 5 2

0 −2 −1
0 14 6

 .
□

2.69. Pro libovolnou n × n matici A je její charakteristický poly-

nom |A− λE | stupn¥ n tvaru
|A− λE | = cn λn + cn−1 λ

n−1 + · · · + c1 λ+ c0, cn ̸= 0,

p°i£emº platí

cn = (−1)n, cn−1 = (−1)n−1 trA, c0 = |A |.
Jestliºe je matice A trojrozm¥rná, obdrºíme

|A− λE | = −λ3 + (trA) λ2 + c1 λ+ |A |.
Volbou λ = 1 dostáváme

|A− E | = −1+ trA+ c1 + |A |.
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D·kaz. Skute£n¥, jestliºe zachovává f velikosti, musí mít
uvedenou vlastnost v kaºdé ortonormální bázi. Naopak, p°edchozí
výpo£et ukazuje, ºe vlastnost matice v jedné bázi uº zaru£uje za-
chovávání velikostí. □

�tvercovým maticím, které spl¬ují rovnost AT = A−1,
°íkáme ortogonální matice.

D·sledkem p°edchozí v¥ty je také popis v²ech matic p°echodu
S mezi ortonormálními bázemi. Kaºdá totiº musí za-
dávat zobrazení Kn → Kn zachovávající velikosti
a spl¬ují tady také práv¥ podmínku S−1 = ST . P°i
p°echodu od jedné ortonormální báze ke druhé se tedy

matice (libovolných) lineárních zobrazení m¥ní podle vztahu

A′ = STA S .
2.51. Rozklad ortogonálního zobrazení. Podívejme se nyní po-

drobn¥ji na vlastní vektory a vlastní £ísla ortogonálních
zobrazení na reálném vektorovém prostoru V se skalárním
sou£inem.

Uvaºujme pevn¥ zvolené ortogonální zobrazení f : V → V

s maticí A v n¥jaké ortonormální bázi a zkusme postupovat ob-
dobn¥ jako s maticí rotace D v p°íkladu 2.45.

Nejprve se ale podívejme obecn¥ na invariantní podprostory
ortogonálních zobrazení a jejich ortogonální dopl¬ky. Jestliºe pro
libovolný podprostorW ⊆ V a ortogonální zobrazení f : V → V

platí f (W) ⊆ W , pak také platí pro v²echny v ∈ W⊥, w ∈ W
⟨f (v), w⟩ = ⟨f (v), f ◦ f−1(w)⟩ = ⟨v, f−1(w)⟩ = 0,

protoºe i f−1(w) ∈ W . To ale znamená, ºe také f (W⊥) ⊆ W⊥.
Dokázali jsme tedy jednoduché, ale velice d·leºité tvrzení:

Tvrzení. Ortogonální dopln¥k k invariantnímu podprostoru je
také invariantní.

Kdyby byla vlastní £ísla ortogonálního zobrazení reálná,
zaru£ovalo by uº toto tvrzení, ºe bude vºdy existovat báze
V z vlastních vektor·. Skute£n¥, zúºení f na ortogonální dopln¥k
invariantního podprostoru je op¥t ortogonální zobrazení, takºe
m·ºeme do báze p°ibírat jeden vlastní vektor za druhým, aº
dostaneme celý rozklad V . Nicmén¥ v¥t²inou nejsou vlastní £ísla
ortogonálních zobrazení reálná. Musíme si proto pomoci op¥t
výletem do komplexních vektorových prostor·. Zformulujeme
rovnou výsledek:

Rozklad ortogonálních zobrazení

V¥ta. Nech´ f : V → V je ortogonální zobrazení na prostoru se
skalárním sou£inem. Pak v²echny ko°eny charakteristického poly-
nomu f mají velikost jedna a existuje rozklad V na jednorozm¥rné
vlastní podprostory odpovídající vlastním £ísl·m λ = ±1 a dvou-
rozm¥rné podprostory Pλ,λ̄, na kterých p·sobí f rotací o úhel
rovný argumentu komplexního £ísla λ v kladném sm¥ru. V²echny
tyto r·zné podprostory jsou po dvou ortogonální.

D·kaz. Bez újmy na obecnosti m·ºeme pracovat s prostorem
V = Rm se standardním skalárním sou£inem. Zob-
razení tedy bude dáno ortogonální matici A, kterou
m·ºeme stejn¥ povaºovat za matici lineárního zobra-
zení na komplexním prostoruCm (která je jen shodou

okolností reálná). Zaru£en¥ bude existovat práv¥m (komplexních)
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Odsud získáváme vyjád°ení

|A−λE | = −λ3+ (trA) λ2+ (|A−E |+1− trA −|A |) λ+|A |.
Vyuºijte toto vyjád°ení k ur£ení charakteristického polynomu a vlast-

ních hodnot matice

A =
32 −67 47

7 −14 13
−7 15 −6

 .
Dal²í základní p°íklady na vlastní £ísla a vektory matic naleznete

na stran¥ 116

2.70.Pauliho matice. Ve fyzice se stav £ástice se spinem 1
2 popisuje

Pauliho maticemi. Jsou to následující matice 2 × 2 nad komplexními

£ísly

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Pro £tvercové matice de�nujeme jejich komutátor (zna£ený hranatými

závorkami) jako [σ1, σ2] := σ1σ2 − σ2σ1.

Ukaºte, ºe platí [σ1, σ2] = 2iσ3 a podobn¥ [σ1, σ3] = 2iσ2

a [σ2, σ3] = 2iσ1. Dále ukaºte, ºe σ 2
1 = σ 2

2 = σ 2
3 = 1 a ºe vlastní

hodnoty matic σ1, σ2, σ3 jsou ±1.
Ukaºte, ºe pro matice popisující stav £ástice se spinem 1

1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , 1√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 ,
1 0 0

0 0 0
0 0 −1


platí stejné komuta£ní relace jako v p°ípad¥ Pauliho matic.

Ekvivalentn¥ lze ukázat, ºe p°i ozna£ení

1 :=
(

1 0
0 1

)
, I := iσ3, J := iσ2, K := iσ1

tvo°í vektorový prostor s bází (1, I, J,K) algebru kvaternion· (alge-

bra je vektorový prostor s binární bilineární operací násobení; v tomto

p°ípad¥ je toto násobení dáno násobením matic). K tomu, aby uvaºo-

vaný prostor byl skute£n¥ algebrou kvaternion·, je nutné a sta£í uká-

zat následující vlastnosti: I 2 = J 2 = K2 = −1 a IJ = −J I = K,
JK = −KJ = I a KI = −IK = J .
2.71. Uve¤te dimenze vlastních podprostor· jednotlivých vlastních ho-

dnot λi matice 
4 0 0 0
1 4 0 0
5 2 3 0
0 4 0 3

 .
⃝

2.72. Lze vyjád°it matici

B =
(

5 6
6 5

)
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ko°en· charakteristického polynomu, v£etn¥ jejich algebraické ná-
sobnosti (viz tzv. základní v¥ta algebry, 11.20 na str. 663). Navíc,
protoºe charakteristický polynom zobrazení bude mít výhradn¥ re-
álné koe�cienty, budou tyto ko°eny bu¤ reálné, nebo p·jde o dvo-
jice komplexn¥ sdruºených ko°en· λ a λ̄. P°íslu²né vlastní vektory
vCm k takové dvojici komplexn¥ sdruºených vlastních £ísel budou
°e²ením dvou komplexn¥ sdruºených systém· homogenních lineár-
ních rovnic, nebo´ p°íslu²né matice systém· rovnic jsou celé reálné,
aº na samotná dosazená vlastní £ísla. Evidentn¥ proto budou také
°e²ení t¥chto systém· komplexn¥ sdruºené vektory.

Nyní vyuºijeme skute£nost, ºe ke kaºdému invariantnímu pod-
prostoru je i jeho ortogonální dopln¥k invariantní. Nejprve si naj-
deme v²echny vlastní podprostory V±1 p°íslu²né k reálným vlast-
ním hodnotám a zúºíme na²e zobrazení na ortogonální dopln¥k
k jejich sou£tu. Bez újmy na obecnosti tedy m·ºeme p°edpokládat,
ºe na²e ortogonální zobrazení nemá ºádná reálná vlastní £ísla a ºe
je dimV = 2n > 0.

Zvolme nyní n¥jaké vlastní £íslo λ a ozna£me uλ vlastní vek-
tor p°íslu²ný k vlastnímu £íslu λ = α + iβ, β ̸= 0. Zcela stejn¥
jako v p°ípad¥ rotace v rovin¥ zadané v odstavci 2.45 maticí D
nás zajímá reálná £ást sou£tu dvou jednorozm¥rných podprostor·
⟨uλ⟩ ⊕ ⟨ūλ⟩, kde ūλ je vlastní vektor p°íslu²ný k vlastnímu £íslu λ̄.

Jde o pr·nik uvedeného sou£tu komplexních podprostor·
s R2n, který je generovaný vektory uλ+ ūλ a i(uλ− ūλ), tj. reálný
vektorový podprostor Pλ ⊆ R2n generovaný bází danou reálnou
a imaginární £ástí uλ

xλ = re uλ, −yλ = − im uλ.

Protoºe A · (uλ+ ūλ) = λuλ+ λ̄ūλ a podobn¥ s druhým bázovým
vektorem, jde zjevn¥ o invariantní podprostor v·£i násobení maticí
A a dostáváme

A · xλ = αxλ + βyλ, A · yλ = −αyλ + βxλ.

Protoºe na²e zobrazení zachovává velikosti, musí být navíc veli-
kost vlastní hodnoty λ rovna jedné. To ale neznamená nic jiného,
neº ºe zúºení na²eho zobrazení na Pλ je rotací o argument vlastní
hodnoty λ. V²imn¥me si, ºe volba vlastního £ísla λ̄místo λ vede na
stejný podprostor se stejnou rotací, pouze ji dostaneme vyjád°enou
v bázi xλ, yλ, tj. musíme v sou°adnicích rotovat o úhel s opa£ným
znaménkem.

D·kaz celé v¥ty je tím dokon£en, protoºe zúºením na²eho zob-
razení na ortogonální dopln¥k a opakováním p°edchozí úvahy do-
staneme celý rozklad po n krocích. □

K my²lenkám tohoto d·kazu se je²t¥ vrátíme v kapitole t°etí,
kdyº budeme studovat komplexní roz²í°ení euklidovských vektoro-
vých prostor·, viz 3.26.

Poznámka. Speciáln¥ v dimenzi t°i musí být alespo¬ jedno
vlastní £íslo ±1, protoºe je trojka liché £íslo. Pak
ov²em p°íslu²ný vlastní podprostor je osou rotace
trojrozm¥rného prostoru o úhel daný argumentem
dal²ích vlastních £ísel. Zkuste si rozmyslet, jak

poznat, kterým sm¥rem jde rotace a také, ºe vlastní £íslo −1
znamená je²t¥ dodate£né zrcadlení podle roviny kolmé na osu
rotace.
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ve tvaru sou£inu B = P−1 · D · P pro n¥jakou diagonální ma-

tici D a invertibilní matici P ? Pokud je to moºné, udejte p°íklad

takové dvojice maticD, P a zjist¥te, kolik takových dvojic existuje.⃝

Jak jsme vid¥li v ∥2.68∥, na základ¥ vlastních hodnot a vektor·

dané matice 3 × 3 umíme £asto geometricky interpretovat zobrazení,

které tato matice zadává ve standardní bázi v R3. Umíme to zejména

v t¥chto situacích:

Má-li matice vlastní £íslo 0 a vlastní £íslo 1 s geometrickou násob-

ností 2, tak se jedná o projekci ve sm¥ru vlastního vektoru p°íslu²ného

vlastní hodnot¥ 0 na rovinu vlastních vektor· p°íslu²ných vlastní hod-

not¥ 1. Pokud je vlastní vektor p°íslu²ný vlastní hodnot¥ 0 kolmý na

rovinu vlastních vektor· p°íslu²ných hodnot¥ 1, pak se jedná o kolmou

projekci.

Má-li matice vlastní £íslo −1 s vlastním vektorem kolmým na ro-

vinu vlastních vektor· p°íslu²ných vlastní hodnot¥ 1, jde o zrcadlení

podle roviny vlastních vektor· p°íslu²ných vlastní hodnot¥ 1.
Má-li matice vlastní £íslo 1 s vlastním vektorem kolmým na rovinu

vlastních vektor· p°íslu²ných vlastní hodnot¥ −1, jedná se o osovou

symetrii (v prostoru) podle osy dané vlastním vektorem p°íslu²ným

vlastní hodnot¥ 1.

2.73. Ur£ete geometrický význam lineárního zobrazení R3 → R3

zadaného maticí − 2
3 − 1

3 − 2
3

4
3 − 7

3 − 8
3− 1 1 1


�e²ení. Matice má dvojnásobnou vlastní hodnotu−1, jí p°íslu²ný pro-
stor vlastních vektor· je ⟨(2, 0, 1), (1, 1, 0)⟩. Dále má matice vlastní

hodnotu 0, s vlastním vektorem (1, 4,−3). Zobrazení dané touto ma-

ticí ve standardní bázi je tudíº projekce podle vektoru (1, 4, 3) násle-
dovaná st°edovou symetrií podle po£átku. □

2.74. V¥ta 2.51 nám dává do ruky nástroje, jak poznat matici rotace

v R3: má t°i r·zná vlastní £ísla s absolutní hodnotou 1, jedno z nich je
p°ímo £íslo 1 (jemu p°íslu²ný vlastní vektor je osa rotace). Argument

zbylých dvou, tedy nutn¥ komplexn¥ sdruºených, vlastních £ísel potom

udává úhel rotace v kladném smyslu v rovin¥ ur£ené bází uλ + uλ,
i[uλ − uλ].

2.75. Ur£ete, jaké lineární zobrazení zadává matice− 1
5

3
5 − 1

5− 8
5

9
5

2
5

8
5 − 4

5
3
5

 .
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K diskusi vlastností matic a lineárních zobrazení se budeme
vracet. P°ed pokra£ováním obecné teorie si nap°ed ukáºeme v ná-
sledující kapitole n¥kolik aplikací, je²t¥ ale uzav°eme na²i diskusi
obecnou de�nicí:

Spektrum lineárního zobrazení

2.52. De�nice. Spektrum lineárního zobrazení f : V → V (resp.
matice) je posloupnost ko°en· charakteristického polynomu zob-
razení f , v£etn¥ násobností. Algebraickou násobností vlastní hod-
noty rozumíme její násobnost jakoºto ko°enu charakteristického
polynomu, geometrická násobnost vlastní hodnoty je dimenze
p°íslu²ného podprostoru vlastních vektor·.

Spektrálním polom¥rem lineárního zobrazení (matice) je
nejv¥t²í z absolutní hodnot vlastních £ísel.

V této terminologii m·ºeme na²e výsledky o ortogonálních
zobrazeních zformulovat tak, ºe jejich spektra jsou vºdy celá pod-
mnoºinou jednotkové kruºnice v komplexní rovin¥. To znamená,
ºe v reálné £ásti spektra mohou být pouze hodnoty±1, jejichº alge-
braické a geometrické násobnosti jsou stejné. Komplexní hodnoty
spektra pak odpovídají rotacím ve vhodných dvourozm¥rných pod-
prostorech, které jsou na sebe po dvou kolmé.
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�e²ení. Jiº známým postupem zjistíme, ºe matice má násle-

dující vlastní £ísla a jim p°íslu²né vlastní vektory: 1, (1, 2, 0);
3
5 + 4

5 i, 1, (1, 1 + i,−1 − i); 3
5 − 4

5 i, (1, 1 − i,−1 + i). Jde tedy

o matici rotace (v²echna vlastní £ísla mají absolutní hodnotu 1 a jedna

z vlastních hodnot je p°ímo 1). Navíc víme, ºe se jedná o rotaci

o arccos
( 3

5

) .= 0,295π , coº je argument vlastního £ísla 3
5 + 4

5 i.

Zbývá ur£it smysl otá£ení. Nejprve je dobré si p°ipomenout, ºe smysl

otá£ení se m¥ní s orientací osy (nemá tedy smyslu hovo°it o smyslu

otá£ení, pokud nemáme orientovánu jeho osu. Dle úvah v d·kazu

v¥ty 2.51 p·sobí daná matice otá£ením o arccos
( 3

5

)
) v kladném

smyslu v rovin¥ dané bází ((0, 1,−1), (1, 1,−1)). První vektor báze
je imaginární £ástí vlastního vektoru p°íslu²ného vlastní hodnot¥
3
5 + 4

5 i, druhý pak je (spole£nou) reálnou £ástí vlastních vektor·

p°íslu²ných komplexním vlastním hodnotám. Tady je d·leºité po°adí

vektor· v bázi (prohozením vektor· se zm¥ní smysl otá£ení). Osa

otá£ení je kolmá na uvaºovanou rovinu. Pokud ji orientujeme podle

pravidla pravé ruky (daný kolmý sm¥r také dostaneme vektorovým

sou£inem vektor· v bázi), tak bude smysl otá£ení v prostoru souhlasit

se smyslem otá£ení v rovin¥ s uvedenou bází. V na²em p°ípad¥ dosta-

neme vektorovým sou£inem (0, 1,−1) × (1, 1,−1) = (0,−1,−1).
Jedná se tedy o rotaci o arccos

( 3
5

)
v kladném smyslu kolem vektoru

(0,−1,−1), neboli o rotaci o arccos
( 3

5

)
v záporném smyslu kolem

vektoru (0, 1, 1). □

2.76. Bez po£ítání napi²te spektrum lineárního zobrazení

f : R3 → R3 zadaného p°i°azením

(x1, x2, 3) 7→ (x1 + x3, x2, x1 + x3). ⃝
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K. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

2.77. �e²te soustavu

x1 + x2 + x3 + x4 − 2x5 = 3,
2x2 + 2x3 + 2x4 − 4x5 = 5,

−x1 − x2 − x3 + x4 + 2x5 = 0,
−2x1 + 3x2 + 3x3 − 6x5 = 2.

�e²ení. Roz²í°ená matice soustavy je
1 1 1 1 −2 3
0 2 2 2 −4 5
−1 −1 −1 1 2 0
−2 3 3 0 −6 2

 .
P°i£tením prvního °ádku ke t°etímu a jeho dvojnásobku ke £tvrtému a poté p°i£tením (−5/2)násobku
druhého °ádku ke £tvrtému obdrºíme

1 1 1 1 −2 3
0 2 2 2 −4 5
0 0 0 2 0 3
0 5 5 2 −10 8

 ∼


1 1 1 1 −2 3
0 2 2 2 −4 5
0 0 0 2 0 3
0 0 0 −3 0 −9/2

 .
Poslední °ádek je z°ejm¥ násobkem p°edposledního, a tak jej m·ºeme vynechat. Pivoti se nacházejí

v 1., 2. a 4. sloupci, proto jsou volné prom¥nné x3 a x5, které nahradíme reálnými parametry t, s.

Uvaºujeme tak soustavu

x1 + x2 + t + x4 − 2s = 3,
2x2 + 2t + 2x4 − 4s = 5,

2x4 = 3.

Víme tedy, ºe x4 = 3/2. Druhá rovnice dává

2x2 + 2t + 3− 4s = 5, tj. x2 = 1− t + 2s.

Z první potom plyne

x1 + 1− t + 2s + t + 3/2− 2s = 3, tj. x1 = 1/2.

Celkem máme

(2.1)

(x1, x2, x3, x4, x5) = (1/2, 1− t + 2s, t, 3/2, s), t, s ∈ R.

Také v tomto p°íkladu znovu uvaºujme roz²í°enou matici a p°eve¤me ji pomocí °ádkových úprav

do schodovitého tvaru, kde první nenulové £íslo v kaºdém °ádku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém

tato 1 je, jsou ostatní £ísla 0. Je²t¥ p°ipome¬me, ºe £tvrtou rovnici, jeº je kombinací prvních t°ech

rovnic, budeme vynechávat. Po °ad¥ vynásobením druhého a t°etího °ádku £íslem 1/2, ode£tením
t°etího °ádku od druhého a od prvního a ode£tením druhého °ádku od prvního získáme 1 1 1 1 −2 3

0 2 2 2 −4 5
0 0 0 2 0 3

 ∼
 1 1 1 1 −2 3

0 1 1 1 −2 5/2
0 0 0 1 0 3/2

 ∼
∼
 1 1 1 0 −2 3/2

0 1 1 0 −2 1
0 0 0 1 0 3/2

 ∼
 1 0 0 0 0 1/2

0 1 1 0 −2 1
0 0 0 1 0 3/2

 .
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Pokud op¥t zvolíme x3 = t, x5 = s (t, s ∈ R), dostaneme odsud obecné °e²ení (∥2.1∥) ve stejném
tvaru, a to bezprost°edn¥. Uvaºte p°íslu²né rovnice

x1 = 1/2,
x2 + t − 2s = 1,

x4 = 3/2.

□

2.78. Najd¥te °e²ení soustavy lineárních rovnic zadané roz²í°enou maticí
3 3 2 1 3
2 1 1 0 4
0 5 −4 3 1
5 3 3 −3 5

 .
�e²ení. Uvedenou roz²í°enoumatici upravíme na schodovitý tvar. Nejprve první a t°etí °ádek opí²eme

a do druhého °ádku napí²eme sou£et (−2)násobku prvního a 3násobku druhého °ádku a do £tvrtého
°ádku sou£et 5násobku prvního a (−3)násobku posledního °ádku. Takto získáme

3 3 2 1 3
2 1 1 0 4
0 5 −4 3 1
5 3 3 −3 5

 ∼


3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 5 −4 3 1
0 6 1 14 0

 .
Opsání prvních dvou °ádk· a p°i£tení 5násobku druhého °ádku k 3násobku t°etího a jeho 2násobku

ke £tvrtému °ádku dává
3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 5 −4 3 1
0 6 1 14 0

 ∼


3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 −17 −1 33
0 0 −1 10 12

 .
Pokud první, druhý a £tvrtý °ádek opí²eme a ke t°etímu p°i£teme £tvrtý, dostaneme

3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 −17 −1 33
0 0 −1 10 12

 ∼


3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 −18 9 45
0 0 −1 10 12

 .
Dále je (°ádkové úpravy jsou jiº �obvyklé�)

3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 −18 9 45
0 0 −1 10 12

 ∼


3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 2 −1 −5
0 0 1 −10 −12

 ∼

∼


3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 1 −10 −12
0 0 2 −1 −5

 ∼


3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 1 −10 −12
0 0 0 19 19

 .
Vidíme, ºe soustava má práv¥ 1 °e²ení. Ur£eme ho zp¥tnou eliminací

3 3 2 1 3
0 −3 −1 −2 6
0 0 1 −10 −12
0 0 0 1 1

 ∼


3 3 2 0 2
0 −3 −1 0 8
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 1

 ∼

∼


3 3 0 0 6
0 −3 0 0 6
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 1

 ∼


1 1 0 0 2
0 1 0 0 −2
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 1

 ∼


1 0 0 0 4
0 1 0 0 −2
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 1

 .
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Výsledek je tak

x1 = 4, x2 = −2, x3 = −2, x4 = 1. □

2.79. Uve¤te v²echna °e²ení homogenního systému

x + y = 2z+ v, z+ 4u+ v = 0, −3u = 0, z = −v
4 lineárních rovnic 5 prom¥nných x, y, z, u, v.

�e²ení. Systém p°epí²eme do matice tak, ºe v prvním sloupci budou koe�cienty u x, ve druhém

sloupci koe�cienty u y, aº v pátém sloupci koe�cienty u v, p°i£emº v²echny £leny v kaºdé rovnici

p°evedeme na levou stranu. Tímto zp·sobem p°íslu²í systému matice
1 1 −2 0 −1
0 0 1 4 1
0 0 0 −3 0
0 0 1 0 1

 .
P°i£teme-li (4/3)-násobek t°etího °ádku ke druhému a ode£teme-li poté druhý °ádek od £tvrtého,

obdrºíme
1 1 −2 0 −1
0 0 1 4 1
0 0 0 −3 0
0 0 1 0 1

 ∼


1 1 −2 0 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 −3 0
0 0 0 0 0

 .
Dále vynásobíme t°etí °ádek £íslem −1/3 a p°i£teme 2násobek druhého °ádku k prvnímu, coº dává

1 1 −2 0 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 −3 0
0 0 0 0 0

 ∼


1 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 .
Z poslední matice m·ºeme p°ímo vypsat v²echna °e²ení

x

y

z

u

v

 = t

−1
1
0
0
0

+ s

−1
0
−1
0
1

 , t, s ∈ R,

nebo´ máme matici ve schodovitém tvaru, p°i£emº první nenulové £íslo v kaºdém °ádku je 1 a ve

sloupci, kde se taková 1 nachází, jsou na ostatních pozicích 0. Vý²e uvedené °e²ení ve tvaru lineární

kombinace dvou vektor· je ur£eno práv¥ sloupci bez prvního nenulového £ísla n¥jakého °ádku, tj.

druhým a pátým sloupcem, kdy volíme 1 jako druhou sloºku pro druhý sloupec a jako pátou sloºku

pro pátý sloupec a kdy £ísla v p°íslu²ném sloupci bereme s opa£ným znaménkem a umis´ujeme je na

pozici danou sloupcem, ve kterém je první 1 v jejich °ádku. Dodejme, ºe výsledek je ihned moºné

p°epsat do tvaru

(x, y, z, u, v) = (−t − s, t, −s, 0, s) , t, s ∈ R. □

2.80. Zjist¥te po£et °e²ení soustav

(a)

12x1 +
√

5x2 + 11x3 = −9,
x1 − 5x3 = −9,
x1 + 2x3 = −7;
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(b)

4x1 + 2x2 − 12x3 = 0,
5x1 + 2x2 − x3 = 0,
−2x1 − x2 + 6x3 = 4;

(c)

4x1 + 2x2 − 12x3 = 0,
5x1 + 2x2 − x3 = 1,
−2x1 − x2 + 6x3 = 0.

�e²ení. Vektory (1, 0,−5), (1, 0, 2) jsou o£ividn¥ lineárn¥ nezávislé (jeden není násobkem druhého)

a vektor (12,
√

5, 11) nem·ºe být jejich lineární kombinací (jeho druhá sloºka je nenulová), a proto

matice, jejímiº °ádky jsou tyto t°i lineárn¥ nezávislé vektory, je invertibilní. Soustava ve variant¥ (a)

má tedy práv¥ jedno °e²ení.

U soustav ve variantách (b), (c) si sta£í pov²imnout, ºe je

(4, 2,−12) = −2(−2,−1, 6).

V p°ípad¥ (b) tak se£tení první rovnice s dvojnásobkem t°etí dává 0 = 8 � soustava nemá °e²ení;

v p°ípad¥ (c) je t°etí rovnice násobkem první � soustava má z°ejm¥ nekone£n¥ mnoho °e²ení. □

2.81. Najd¥te (libovolný) lineární systém, jehoº mnoºina °e²ení je práv¥

{(t + 1, 2t, 3t, 4t); t ∈ R}.

�e²ení. Takovým systémem je nap°.

2x1 − x2 = 2, 2x2 − x4 = 0, 4x3 − 3x4 = 0.

T¥mto rovnicím totiº uvedené °e²ení vyhovuje pro kaºdé t ∈ R a vektory

(2,−1, 0, 0), (0, 2, 0,−1), (0, 0, 4,−3)

zadávající levé strany rovnic jsou z°ejm¥ lineárn¥ nezávislé (mnoºina °e²ení obsahuje jeden parametr).

□

2.82. Stanovte hodnost matice

A =


1 −3 0 1
1 −2 2 −4
1 −1 0 1
−2 −1 1 −2

 .
Poté stanovte po£et °e²ení systému lineárních rovnic

x1 + x2 + x3 − 2x4 = 4,
−3x1 − 2x2 − x3 − x4 = 5,

+ 2x2 + x4 = 1,
x1 − 4x2 + x3 − 2x4 = 3

a také v²echna °e²ení systému

x1 + x2 + x3 − 2x4 = 0,
−3x1 − 2x2 − x3 − x4 = 0,

+ 2x2 + x4 = 0,
x1 − 4x2 + x3 − 2x4 = 0
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a systému
x1 − 3x2 = 1,
x1 − 2x2 + 2x3 = −4,
x1 − x2 = 1,

−2x1 − x2 + x3 = −2.

�e²ení. Protoºe je detA = −10, tedy nenulový, jsou sloupce maticeA lineárn¥ nezávislé, a tudíº se

její hodnost rovná jejímu rozm¥ru.

První z uvedených t°ech systém· je zadán roz²í°enou maticí
1 1 1 −2 4
−3 −2 −1 −1 5
0 2 0 1 1
1 −4 1 −2 3

 .
Ov²em levá strana je práv¥ AT s determinantem |AT | = |A| ̸= 0. Existuje tedy matice

(
AT
)−1

a soustava má práv¥ 1 °e²ení

(x1, x2, x3, x4)
T = (AT )−1 · (4, 5, 1, 3)T .

Druhý ze systém· má totoºnou levou stranu (ur£enou maticí AT ) s prvním. Protoºe absolutní

£leny na pravé stran¥ lineárních systém· neovliv¬ují po£et °e²ení a protoºe kaºdý homogenní systém

má nulové °e²ení, dostáváme jako jediné °e²ení druhého systému uspo°ádanou £tve°ici

(x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0) .

T°etí systém má roz²í°enou matici
1 −3 0 1
1 −2 2 −4
1 −1 0 1
−2 −1 1 −2

 ,
coº je matice A (pouze poslední sloupec je uveden za svislou £arou). Pokud budeme tuto matici

upravovat na schodovitý tvar, musíme obdrºet °ádek(
0 0 0 a

)
, kde a ̸= 0.

Víme totiº, ºe sloupec na pravé stran¥ není lineární kombinací sloupc· na levé stran¥ (hodnost matice

je 4). Tento systém nemá °e²ení. □

2.83. Vy°e²te systém homogenních lineárních rovnic zadaný maticí
0
√

2
√

3
√

6 0
2 2

√
3 −2 −√5

0 2
√

5 2
√

3 −√3
3 3

√
3 −3 0

 .
⃝

2.84. Ur£ete v²echna °e²ení systému

x2 + x4 = 1,
3x1 − 2x2 − 3x3 + 4x4 = −2,
x1 + x2 − x3 + x4 = 2,
x1 − x3 = 1.

⃝
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2.85. Vy°e²te

3x − 5y + 2u + 4z = 2,
5x + 7y − 4u − 6z = 3,

11x − 3y + + 2z = 1.

⃝
2.86. Rozhodn¥te o °e²itelnosti soustavy lineárních rovnic

3x1 + 3x2 + x3 = 1,
2x1 + 3x2 − x3 = 8,
2x1 − 3x2 + x3 = 4,
3x1 − 2x2 + x3 = 6

t°ech prom¥nných x1, x2, x3. ⃝
2.87. Stanovte po£et °e²ení 2 soustav 5 lineárních rovnic

AT · x = (1, 2, 3, 4, 5)T , AT · x = (1, 1, 1, 1, 1)T ,

kde

x = (x1, x2, x3)
T a A =

3 1 7 5 0
0 0 0 0 1
2 1 4 3 0

 .
⃝

2.88. Ur£ete °e²ení soustavy lineárních rovnic

ax1 + 4x2 + 2x3 = 0,
2x1 + 3x2 − x3 = 0

v závislosti na parametru a ∈ R. ⃝
2.89. V závislosti na hodnot¥ parametru a ∈ R rozhodn¥te o po£tu °e²ení soustavy

4 1 4 a

2 3 6 8
3 2 5 4
6 −1 2 −8



x1
x2
x3
x4

 =


2
5
3
−3

 .
⃝

2.90. Rozhodn¥te, zda existuje homogenní soustava lineárních rovnic t°í prom¥nných, jejíº mnoºinou

°e²ení je

(a) {(0, 0, 0)};
(b) {(0, 1, 0), (0, 0, 0), (1, 1, 0)};
(c) {(x, 1, 0); x ∈ R};
(d) {(x, y, 2y); x, y ∈ R}.

⃝
2.91. �e²te soustavu lineárních rovnic v závislosti na reálných parametrech a, b.

x + 2y + bz = a,

x − y + 2z = 1,
3x − y = 1.

⃝



115

KAPITOLA 2. PO�ÍTÁNÍ S VEKTORY

2.92. Najd¥te algebraicky adjungovanou matici F ∗, je-li

F =
α β 0
γ δ 0
0 0 1

 , α, β, γ, δ ∈ R.

⃝
2.93. Vypo£ítejte algebraicky adjungované matice k maticím

(a)


3 −2 0 −1
0 2 2 1
1 −2 −3 −2
0 1 2 1

 , (b)

(
1+ i 2i
3− 2i 6

)
,

p°i£emº i ozna£uje imaginární jednotku. ⃝
2.94.Rozloºte na transpozice následující permutace:

i)

(
1 2 3 4 5 6 7
7 6 5 4 3 2 1

)
,

ii)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 4 1 2 5 8 3 7

)
,

iii)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 6 1 10 2 5 9 8 3 7

)
.

2.95.Ur£ete paritu následujících permutací:

i)

(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 6 4 1 2 3

)
,

ii)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 7 1 2 3 8 4 5

)
,

iii)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 7 1 10 2 5 4 9 3 6

)
.

2.96. Je mnoºina V = {(1, x); x ∈ R} s operacemi

⊕ : V × V → V, (1, y)⊕ (1, z) = (1, z + y),
⊙ : R× V → V, z ⊙ (1, y) = (1, y · z),

kde y, z ∈ R, vektorovým prostorem? ⃝
2.97. Vyjád°ete vektor (5, 1, 11) jako lineární kombinaci vektor· (3, 2, 2), (2, 3, 1), (1, 1, 3), tj. na-
lezn¥te £ísla p, q, r ∈ R, pro která je

(5, 1, 11) = p (3, 2, 2)+ q (2, 3, 1)+ r (1, 1, 3) . ⃝
2.98. VR3 ur£ete matici rotace o 120◦ v kladném smyslu kolem vektoru (1, 0, 1) (sta£í uvést ve tvaru
sou£inu matic). ⃝
2.99. Ve vektorovém prostoru R3 ur£ete matici kolmé projekce na rovinu x + y − 2z = 0. ⃝
2.100. Ve vektorovém prostoru R3 ur£ete matici kolmé projekce na rovinu 2x − y + 2z = 0. ⃝
2.101. Je dána p°ímka

p : [1, 1]+ (4, 1)t, t ∈ R.

Ur£ete parametrické vyjád°ení v²ech p°ímek q, které procházejí po£átkem sou°adnic a s p°ímkou p

mají odchylku 60◦. ⃝
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2.102. Napi²te n¥jakou bázi reálného vektorového prostoru matic 3 × 3 nad R s nulovou stopou

(sou£et prvk· na diagonále) a napi²te sou°adnice matice1 2 0
0 2 0
1 −2 −3


v této bázi.

2.103. Zave¤te n¥jaký skalární sou£in na vektorovém prostoru matic z p°edchozího p°íkladu.

Spo£ítejte normu matice z p°edchozího p°íkladu, která je indukovaná Vámi zavedeným sou£inem.

⃝
2.104. Ur£ete, zda jsou podprostory

U = ⟨(2, 1, 2, 2)⟩ ,
V = ⟨(−1, 0,−1, 2) , (−1, 0, 1, 0) , (0, 0, 1,−1)⟩

prostoru R4 na sebe kolmé. Pokud ano, je R4 = U ⊕ V , tj. je U⊥ = V ?
2.105. V závislosti na parametru t ∈ R stanovte dimenzi podprostoru U vektorového prostoru R3,

je-li U generován vektory

(a) u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, t, 1), u3 = (2, 2, t);
(b) u1 = (t, t, t), u2 = (−4t,−4t, 4t), u3 = (−2,−2,−2).

2.106. Sestrojte ortogonální bázi podprostoru

⟨ (1, 1, 1, 1), (1, 1, 1,−1), (−1, 1, 1, 1) ⟩
prostoru R4.

2.107. V prostoru R4 nalezn¥te n¥jakou ortogonální bázi podprostoru v²ech lineárních kombinací

vektor· (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0,−7), (4,−2, 4, 14) a podprostoru generovaného vektory (1, 2, 2,−1),
(1, 1,−5, 3), (3, 2, 8,−7).

2.108.Pro jaké hodnoty parametr· a, b ∈ R jsou vektory

(1, 1, 2, 0, 0), (1,−1, 0, 1, a), (1, b, 2, 3,−2)

v prostoru R5 po dvou ortogonální?

2.109. V prostoru R5 uvaºujte podprostor generovaný vektory (1, 1,−1,−1, 0), (1,−1,−1, 0,−1),
(1, 1, 0, 1, 1), (−1, 0,−1, 1, 1). Najd¥te n¥jakou bázi jeho ortogonálního dopl¬ku.

2.110. Popi²te ortogonální dopln¥k podprostoru V prostoru R4, je-li V generován vektory

(−1, 2, 0, 1), (3, 1,−2, 4), (−4, 1, 2,−4), (2, 3,−2, 5).

2.111. V prostoru R5 ur£ete ortogonální dopln¥kW⊥ podprostoruW , jestliºe

(a) W = {(r + s + t,−r + t, r + s,−t, s + t) | r, s, t ∈ R};
(b) W je mnoºina °e²ení soustavy rovnic x1 − x3 = 0, x1 − x2 + x3 − x4 + x5 = 0.

2.112. Nech´ jsou v prostoru R4 dány vektory (1,−2, 2, 1), (1, 3, 2, 1). Dopl¬te tyto dva vektory

libovolným zp·sobem na ortogonální bázi celého R4. (M·ºete k tomu vyuºít Gram·v-Schmidt·v

ortogonaliza£ní proces.) ⃝
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2.113. Nalezn¥te vlastní £ísla a jim p°íslu²né vektorové prostory vlastních vektor· matice

A =
 1 1 0
−1 3 0
2 −2 2

 .
�e²ení. Charakteristický polynom matice je λ3 − 6λ2 + 12λ − 8, coº je (λ − 2)3 s trojnásobným

ko°enem 2. �íslo 2 je tedy vlastní hodnotou s algebraickou násobností t°i. Její geometrická násobnost

tedy bude jedna, dv¥, nebo t°i. Ur£eme tedy vlastní vektory p°íslu²né této vlastní hodnot¥ jako °e²ení

soustavy

(A− 2E)x = 0, tj.
−x1 + x2 = 0,
−x1 + x2 = 0,
2x1 − 2x2 = 0.

Jejím °e²ením je dvojrozm¥rný prostor ⟨(1,−1, 0), (0, 0, 1)⟩. Vlastní hodnota 2 má tedy algebraickou

násobnost t°i, ale geometrickou pouze dva. □

2.114. Stanovte vlastní hodnoty matice
−13 5 4 2

0 −1 0 0
−30 12 9 5
−12 6 4 1

 .
⃝

2.115. Víte-li, ºe £ísla 1, −1 jsou vlastní hodnoty matice

A =


−11 5 4 1
−3 0 1 0
−21 11 8 2
−9 5 3 1

 ,
uve¤te v²echna °e²ení charakteristické rovnice |A− λE | = 0. Nápov¥da: Ozna£íme-li ko°eny poly-

nomu |A− λE | jako λ1, λ2, λ3, λ4, je

|A | = λ1 · λ2 · λ3 · λ4, trA = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 . ⃝
2.116. Udejte p°íklad £ty°rozm¥rné matice s vlastními £ísly λ1 = 6 a λ2 = 7 takové, aby násobnost

λ2 jako ko°ene charakteristického polynomu byla 3 a aby

(a) dimenze podprostoru vlastních vektor· λ2 byla 3;

(b) dimenze podprostoru vlastních vektor· λ2 byla 2;

(c) dimenze podprostoru vlastních vektor· λ2 byla 1.

⃝
2.117. Nalezn¥te vlastní £ísla a vlastní vektory matice:−1 − 5

6
5
3

0 − 2
3 − 2

3
0 1

6 − 4
3

 .
⃝

2.118. Ur£ete charakteristický polynom |A− λE |, vlastní £ísla a vlastní vektory matice
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4 −1 6

2 1 6
2 −1 8


 .

⃝
2.119. Ur£ete geometrický význam zobrazení v R3, které je zadáno maticí0 0 1

0 1 0
1 0 0

 .
⃝

2.120. Rozhodn¥te, zda ∥A1000v∥ < 1, kde v = (3, 2, 1), kde A =
−1 3 − 3

2− 3
2 7/2 − 3

2
0 0 1

2

 . ⃝
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�e²ení cvi£ení

2.7.

A5 =
 122 −121 121
−121 122 −121

0 0 1

 , A−3 = 1
27

14 13 −13
13 14 13
0 0 27

 .
2.12. Taková matice X existuje práv¥ jedna, a to(

18 −32
5 −8

)
.

2.14. A−1 =
1 10 −4

1 12 −5
0 5 −2

 .

2.15.


2 −3 0 0 0
−5 8 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −5 2
0 0 0 3 −1

 .

2.16. C−1 = 1
2


0 1 1 0
0 1 0 −1
1 −1 0 0
1 −1 −1 1

 .
2.17. V prvním p°ípad¥ dostáváme

A−1 = 1
2
·
(

3 −i
i 1

)
;

ve druhém potom

A−1 =
14 8 5

2 1 1
1 1 0

 .
2.18. Platí

A−1 = 1
n− 1



0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1

1 1 0
. . .

...

...
...

. . .
. . . 1

1 1 · · · 1 0


.

2.21. -3,17,-1

2.27. 
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


−1

1
4


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 .
Následn¥ lze snadno získat

x1 = 13
4
, x2 = −3

4
, x3 = −3

4
, x4 = 1

4
.

2.39. (2+ 1√
3
, 2− 1√

3
).
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2.40. Vektory jsou závislé, je-li spln¥na alespo¬ jedna z podmínek

a = b = 1, a = c = 1, b = c = 1.

2.41. Vektory jsou lineárn¥ nezávislé.

2.42. Sta£í p°ipojit nap°. polynom x.

2.62. cos =
√

2√
3
.

2.69. Je |A− λE | = −λ3 + 12λ2 − 47λ+ 60, tj. λ1 = 3, λ2 = 4, λ3 = 5.
2.71. Dimenze je 1 pro λ1 = 4 a 2 pro λ2 = 3.
2.72. Matice B má dv¥ r·zná vlastní £ísla, a proto takové vyjád°ení existuje. Nap°. platí(

5 6
6 5

)
= 1

2

(√
2 −√2√
2
√

2

)
·
(

11 0
0 −1

)
· 1

2

( √
2
√

2
−√2

√
2

)
.

Existují práv¥ dv¥ diagonální matice D, a to(
11 0
0 −1

)
,

(
−1 0
0 11

)
,

ov²em sloupce matice P−1 m·ºeme nahradit za jejich libovolné nenulové skalární násobky, tedy uvaºovaných

dvojic D, P je nekone£n¥ mnoho.

2.76. Výsledkem je posloupnost 0, 1, 2.

2.83. �e²eními jsou práv¥ v²echny skalární násobky vektoru(
1+√3, −√3, 0, 1, 0

)
.

2.84. x1 = 1+ t, x2 = 3
2 , x3 = t, x4 = − 1

2 , t ∈ R.
2.85. Soustava nemá °e²ení.
2.86. Soustava má °e²ení, protoºe je

3 ·


3
2
2
3

−


3
3
−3
−2

− 5 ·


1
−1
1
1

 =


1
8
4
6

 .
2.87. Systém lineárních rovnic

3x1 + 2x3 = 1,
x1 + x3 = 2,

7x1 + 4x3 = 3,
5x1 + 3x3 = 4,

x2 = 5

nemá °e²ení, zatímco systém

3x1 + 2x3 = 1,
x1 + x3 = 1,

7x1 + 4x3 = 1,
5x1 + 3x3 = 1,

x2 = 1

má práv¥ jedno °e²ení x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2.
2.88. Mnoºina v²ech °e²ení je

{(−10t, (a + 4)t, (3a − 8)t) ; t ∈ R}.

2.89. Pro a = 0 nemá uvaºovaný systém °e²ení; pro a ̸= 0 má nekone£n¥ mnoho °e²ení.
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2.90. P°i zachování po°adí jsou správné odpov¥di �ano�, �ne�, �ne� a �ano�.

2.91. i) Pro b ̸= −7 je x = z = (2+a)/(b+7), y = (3a−b−1)/(b+7) (1b). ii) Pro b = −7 (1b) a a ̸= −2

(1b) nemá °e²ení (1b), pro a = −2 je °e²ením x = z, 3z− 1 (2b).

2.92. Ze znalosti inverzní matice F−1 dostáváme

F ∗ = (αδ − βγ ) F−1 =
 δ −β 0
−γ α 0
0 0 αδ − βγ

 ,
pro libovolná α, β, γ , δ ∈ R.
2.93. Hledanými maticemi jsou

(a)


1 1 −2 −4
0 1 0 −1
−1 −1 3 6
2 1 −6 −10

 , (b)

(
6 −2i

−3+ 2i 1+ i

)
.

2.94. i) (1, 7)(2, 6)(5, 3), ii) (1, 6)(6, 8)(8, 7)(7, 3)(2, 4), iii) (1, 4)(4, 10)(10, 7)(7, 9)(9, 3)(2, 6)(6, 5)
2.95. i) 17 inverzí, lichá, ii) 12 inverzí, sudá, iii) 25 inverzí, lichá

2.96. Lehce se ov¥°í, ºe se jedná o vektorový prostor. První sou°adnice neovliv¬uje výpo£ty sou£t· vektor· ani

hodnoty skalárních násobk· vektor·: jedná se o p°ezna£ený prostor (R,+, ·).
2.97. Úloha má jediné °e²ení

p = 2, q = −2, r = 3.

2.98.  1/4 −√6/4 3/4√
6/4 −1/2 −√6/4

3/4
√

6/4 1/4


2.99.  5/6 −1/6 1/3

−1/6 5/6 1/3
1/3 1/3 1/3

 .
2.100.  5/9 2/9 −4/9

2/9 8/9 2/9
−4/9 2/9 5/9


2.101.

q1 :

(
2−
√

3
2
, 2
√

3+ 1
2

)
t, q2 :

(
2+
√

3
2
,−2
√

3+ 1
2

)
t.

2.103. Nap°íklad skalární sou£in, který vyplývá z izomor�smu prostoru v²ech reálných matic 3 × 3 s R9.

Pouºijeme-li sou£in z R9 dostáváme skalární sou£in, který dv¥ma maticím p°i°adí sou£et sou£in· po dvou

odpovídajících si sloºek. Pro danou matici dostaneme∥∥∥∥∥∥∥
1 2 0

0 2 0
1 −2 −3


∥∥∥∥∥∥∥ =

⟨1 2 0
0 2 0
1 −2 −3

 ,
1 2 0

0 2 0
1 −2 −3

⟩ =
=
√

12 + 22 + 02 + 02 + 22 + 02 + 12 + (−2)2 + (−3)2 = √23.
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2.104. Vektor, který zadává podprostor U , je kolmý na kaºdý ze t°í vektor·, které generují V . Podprostory

jsou tak na sebe kolmé. Av²ak není pravda, ºe R4 = U ⊕ V . Podprostor V je totiº pouze dvojdimenzionální,

protoºe

(−1, 0,−1, 2) = (−1, 0, 1, 0)− 2 (0, 0, 1,−1) .

2.105. V prvním p°ípad¥ je dim U = 2 pro t ∈ {1, 2}, jinak je dim U = 3. Ve druhém p°ípadu je dim U = 2

pro t ̸= 0 a dim U = 1 pro t = 0.
2.106. Gramovým-Schmidtovým ortogonaliza£ním procesem lze obdrºet výsledek

((1, 1, 1, 1), (1, 1, 1,−3), (−2, 1, 1, 0)) .

2.107. P°i zachování po°adí podprostor· ze zadání jsou ortogonálními bázemi nap°.

((1, 0, 1, 0), (0, 1, 0,−7)) a ((1, 2, 2,−1), (2, 3,−3, 2), (2,−1,−1,−2)).

2.108. Výsledek je a = 9/2, b = −5, nebo´ musí mj. platit

1+ b + 4+ 0+ 0 = 0, 1− b + 0+ 3− 2a = 0.

2.109. Hledaná báze obsahuje jediný vektor. Je jím n¥jaký nenulový skalární násobek vektoru

(3,−7, 1,−5, 9).

2.110. Ortogonální dopln¥k (komplement) V ⊥ je mnoºina v²ech skalárních násobk· vektoru (4, 2, 7, 0).

2.111. (a)W⊥ = ⟨ (1, 0,−1, 1, 0), (1, 3, 2, 1,−3) ⟩ ;
(b)W⊥ = ⟨ (1, 0,−1, 0, 0), (1,−1, 1,−1, 1) ⟩.
2.112. Hledaných dopln¥ní je pochopiteln¥ nekone£n¥ mnoho. Jedním (skute£n¥ jednoduchým) je nap°.

(1,−2, 2, 1), (1, 3, 2, 1), (1, 0, 0,−1), (1, 0,−1, 1).

2.114. Daná matice má pouze jedno vlastní £íslo, a to −1.
2.115. Ko°en −1 polynomu |A− λE | je trojnásobný.
2.116. Kup°.

(a)


6 0 0 0
0 7 0 0
0 0 7 0
0 0 0 7

 ; (b)


6 0 0 0
0 7 1 0
0 0 7 0
0 0 0 7

 ; (c)


6 0 0 0
0 7 1 0
0 0 7 1
0 0 0 7

 .
2.117. Trojnásobná vlastní hodnota −1, p°íslu²ný vektorový prostor je ⟨(1, 0, 0), (0, 2, 1)⟩.
2.118. Charakteristický polynom je−(λ−2)2(λ−9), tj. vlastní £ísla jsou 2 a 9 s p°íslu nými (po °ad¥) vlastními
vektory

(1, 2, 0) , (−3, 0, 1) a (1, 1, 1) .

2.119. Zrcadlení podle roviny ⟨(1, 0, 1), (0, 1, 0)⟩.
2.120. Daný vektor je vlastním vektorem dané matice s vlastní hodnotou 1/2. Je tedy

∥A1000v∥ = ∥
(

1
2

)1000

v∥ =
(

1
2

)1000

∥v∥ < 1.



Máme uº vybudován docela slu²ný balí£ek nástroj· a tak je
na £ase, abychom si maticový po£et zkusili pouºít. Na docela jed-
noduchých úlohách uvidíme, ºe teorie nám umoº¬uje kvalitativní
i kvantitativní analýzy a n¥kdy i p°ekvapiv¥ snadno vede k ne£eka-
ným výsledk·m.

Jakkoliv se m·ºe zdát, ºe p°edpoklad linearity vztah· mezi
veli£inami je p°íli² omezující, v reálných úlohách naopak £asto
práv¥ lineární závislosti bu¤ vystupují p°ímo nebo je skute£ný pro-
ces výsledkem iterace mnoha lineárních krok·. I kdyº tomu tak
není, m·ºeme tímto zp·sobem skute£né procesy alespo¬ aproxi-
movat.

V této kapitole proto nejprve zrekapitulujeme nejjednodu²²í
p°ípad, kdy celý proces je popsán jediným lineárním
zobrazením. O co mén¥ tady bude nové teorie, tím
více snad bude zajímavé, jak takové modely vznikají
v r·zných oblastech vyuºití matematických nástroj·.

Poté se vrátíme k tzv. lineárním diferen£ním rovnicím, které lze
chápat bu¤ jako rekurentn¥ de�nované funkce nebo také jako spe-
ci�cký p°ípad lineárního iterovaného procesu. Práv¥ takovým pro-
ces·m bude v¥nována £ást t°etí, kde si ukáºeme, k jakým kouzl·m
vede pochopení vlastností vlastních hodnot matic.

Namatice (resp. lineární zobrazení) se také n¥kdy rádi díváme
jako na objekty, se kterými bychom rádi pracovali tak, jak
to umíme se skaláry. K tomu ale bude t°eba docela usilovná
práce ve £tvrté £ásti kapitoly. Rychlé a uºite£né pouºití pak
ukáºeme na tzv. rozkladech matic, které jsou pot°ebné pro

numerické zvládnutí maticového po£tu co nejrobustn¥j²ím zp·so-
bem.

1. Lineární procesy

3.1. �e²ení systému lineárních rovnic. Jednoduché lineární pro-
cesy jsou dány lineárními zobrazeními φ : V → W

na vektorových prostorech. Jak si jist¥ umíme p°ed-
stavit, vektor v ∈ V m·ºe p°edstavovat stav n¥jakého
námi sledovaného systému, zatímco φ(v) pak dá vý-

sledek po uskute£n¥ném procesu.
Pokud chceme dosáhnout p°edem daného výsledku b ∈ W

takového jednorázového procesu, °e²íme problém

φ(x) = b
pro neznámý vektor x a známý vektor b.

V pevn¥ zvolených sou°adnicích pak máme matici A zob-
razení φ a sou°adné vyjád°ení vektoru b. Jak jsme si pov²imli
uº v úvodu druhé kapitoly, mnoºina v²ech °e²ení tzv. homogenní
úlohy

A · x = 0
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kde jsou matice uºite£né?

� nakonec skoro v²ude...

Otázkou po£tu °e²ení soustavy lineárních rovnic jsme se jiº zabý-

vali v p°íkladech na stran¥ 83 a n¥kolika následujících.

A. Procesy s lineárními omezeními

Ukaºme si p°íklad velmi jednoduché lineární optimaliza£ní úlohy,

se kterými se lze setkat v praxi:

3.1. Firma vyrábí ²roubky a mati£ky. �roubky i mati£ky jsou liso-

vány � vylisování krabi£ky ²roubk· trvá 1 minutu, krabi£ka mati£ek

je lisována 2 minuty. �roubky i mati£ky balí do krabi£ek, ve kterých

je pak prodává � krabi£ka ²roubk· se balí 1 minutu, krabi£ka matic

4 minuty. Firma má k dispozici 2 hodiny £asu pro lisování a 3 hodiny

£asu pro balení výrobk·. Vzhledem k poptávce je t°eba vyrobit alespo¬

o 90 krabi£ek ²roubk· více neº krabi£ek matic. Z technických d·vod·

nelze vyrobit více neº 110 krabi£ek ²roubk·. Zisk z jedné krabi£ky

²roubk· je 40 K£ a z jedné krabi£ky matic 60 K£. Firma nemá potíºe

s odbytem výrobk·. Kolik krabi£ek ²roubk· a matic má �rma vyrobit,

chce-li dosáhnout maximálního zisku?

�e²ení. Zapi²me si zadané údaje do tabulky:
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je vektorovým podprostorem.
Pokud je dimenze V kone£ná, °ekn¥me n, a dimenze obrazu

zobrazení φ je k, pak °e²ením této soustavy pomocí p°evodu na
°ádkov¥ schodovitý tvar (viz 2.7) zjistíme, ºe dimenze podprostoru
v²ech °e²ení je práv¥ n− k. Skute£n¥, protoºe sloupce matice zob-
razení jsou práv¥ obrazy bázových vektor·, je v matici systému
práv¥ k lineárn¥ nezávislých sloupc· a tedy i stejný po£et lineárn¥
nezávislých °ádk·. Proto nám z·stane p°i p°evodu na °ádkový scho-
dovitý tvar práv¥ n− k nulových °ádk·. P°i °e²ení systému rovnic
nám tak z·stane práv¥ n− k volných parametr·. Dosazením vºdy
jednoho z nich s hodnotou jedna a vynulováním ostatních získáme
práv¥ n − k lineárn¥ nezávislých °e²ení. V²echna °e²ení jsou pak
dána práv¥ v²emi lineárními kombinacemi t¥chto n− k °e²ení. Ka-
ºdé takové (n− k)�tici °e²ení °íkáme fundamentální systém °e²ení
daného homogenního systému rovnic. Dokázali jsme:

V¥ta. Mnoºina v²ech °e²ení homogenního systému rovnic

A · x = 0

pro n prom¥nných s maticí A hodnosti k je vektorovým podpro-
storem v Kn dimenze n − k. Kaºdá báze tohoto podprostoru tvo°í
fundamentální systém °e²ení daného homogenního systému.

3.2. Nehomogenní systémy rovnic. Uvaºme nyní obecný systém
rovnic

A · x = b.
Znovu si uv¥domme, ºe sloupce matice A jsou ve skute£nosti ob-
razy vektor· standardní báze vKn v lineárním zobrazení φ odpoví-
dajícím matici A. Pokud má existovat °e²ení, musí být b v obrazu
φ a tedy musí být lineární kombinací sloupc· v A.

Jestliºe tedy roz²í°íme matici A o sloupec b, m·ºeme, ale
nemusíme, také zv¥t²it po£et lineárn¥ nezávislých sloupc· a tedy
i °ádk·. Pokud se tento po£et zv¥t²í, pak b v obrazu není a tedy
systém rovnic nem·ºe mít °e²ení. Jestliºe ale naopak máme stejný
po£et nezávislých °ádk· i po p°idání sloupce b k matici A, zna-
mená to, ºe sloupec b musí být lineární kombinací sloupc· matice
A. Koe�cienty takové kombinace jsou práv¥ °e²ení na²eho systému
rovnic.

Uvaºme nyní dv¥ pevn¥ zvolená °e²ení x a y na²eho systému
a n¥jaké °e²ení z systému homogenního se stejnou maticí. Pak
zjevn¥

A · (x − y) = b − b = 0
A · (x + z) = 0+ b = b.

M·ºeme proto shrnout:

3.3. V¥ta. �e²ení nehomogenního systému lineárních rovnic
A · x = b existuje práv¥ tehdy, kdyº p°idáním sloupce b k ma-
tici A nezvý²íme po£et lineárn¥ nezávislých °ádk·. V takovém
p°ípad¥ je prostor v²ech °e²ení dán v²emi sou£ty jednoho pevn¥
zvoleného partikulárního °e²ení systému a v²ech °e²ení systému
homogenního se stejnou maticí.

V literatu°e se tomuto tvrzení £asto °íká Frobeniova v¥ta a ob-
vyklá formulace je �systém má °e²ení, práv¥ kdyº je hodnost jeho
matice rovna hodnosti matice roz²í°ené�.
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�roubky Mati£ky Kapacita
1 krabi£ka 1 krabi£ka

Lis 1 min/kr 2 min/kr 2 hodiny
Balení 1 min/kr 4 min/kr 3 hodiny
Zisk 40 K£/kr 60 K£/kr

Ozna£me x1 po£et vyrobených krabi£ek ²roubk·, x2 po£et vyrobe-

ných krabi£ek matic. Z doby, po kterou má �rma k dispozici lis, resp.

kterou má na balení, dostáváme omezující podmínky:

x1 + 2x2 ≤ 120,

x1 + 4x2 ≤ 180,

x1 ≥ x2 + 90,

x1 ≤ 110.

Ú£elová funkce (funkce udávající zisk p°i daném po£tu vyrobe-

ných ²roubk· a matic) je 40x1+60x2. P°edchozí soustava nerovnic za-

dává v R2 ur£itou oblast a optimalizace zisku znamená najít v této ob-

lasti bod (p°ípadn¥ body), ve kterém bude mít ú£elová funkce nejvy²²í

hodnotu, tj. najít nejv¥t²í k takové, ºe p°ímka 40x1 + 60x2 = k bude
mít s danou oblastí neprázdný pr·nik. Gra�cky m·ºeme najít °e²ení

nap°íklad tak, ºe umístíme p°ímku p do roviny tak, aby spl¬ovala rov-

nici 40x1 + 60x2 = 0 a za£neme ji rovnob¥ºn¥ posunovat �nahoru�

tak dlouho, dokud bude mít n¥jaký spole£ný pr·nik s danou oblastí. Je

z°ejmé, ºe tímto posledním pr·nikemm·ºe být bu¤ bod, nebo hrani£ní

p°ímka dané oblasti (pokud by byla rovnob¥ºná s p). Dostaneme tak

(viz obrázek), bod x1 = 110 a x2 = 5. Maximální moºný zisk tedy

£iní 40 · 110+ 60 · 5 = 4700 K£. □

3.2.Minimalizace náklad· na krmení. H°íbárna v Ni²ovicích u Vo-

lyn¥ nakupuje na zimu krmivo: seno a oves. Výºivné hodnoty krmiv

a poºadované denní dávky pro jedno h°íb¥ jsou v tabulce

g/kg Seno Oves PO�ADAVKY
Su²ina 841 860 Alespo¬ 6300 g
SNL 53 123 Nejvý²e 1150 g
�krob 0,348 0,868 Nejvý²e 5,35 g
Vápník 6 1,6 Alespo¬ 30 g
Fosfor 2,8 3,5 Nejvý²e 44 g
Sodík 0,2 1,4 P°ibliºn¥ 7 g
CENA 1,80 1,60

Kaºdé h°íb¥ musí v krmné dávce denn¥ dostat alespo¬ 2 kg ovsa.

Pr·m¥rná cena v£etn¥ dopravy £iní 1,80K£ za 1 kg sena a 1,60K£
za 1 kg ovsa. Sestavte denní dávku krmení pro jedno h°íb¥ tak, aby

náklady byly minimální. ⃝

P°edchozí dva p°íklady ²lo °e²it pouze gra�cky, vyzna£ením ob-

lasti v rovin¥ R2, která je ur£ena danými omezeními, a potom snadno
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3.4. Optimaliza£ní lineární modely. Ve vedlej²ím sloupci jsme
druhou kapitolu za£ali problémy nat¥ra£· (∥2.1∥).
Budeme v tom pokra£ovat. P°edstavme si, ºe ná²
velice specializovaný nat¥ra£ v £ernobílém sv¥t¥ je

ochoten natírat fasády bu¤ malých rodinných domk· nebo nao-
pak velikých ve°ejných budov a ºe pochopiteln¥ pouºívá jen £er-
nou a bílou barvu. M·ºe si zcela voln¥ vybírat, v jakém rozsahu
bude d¥lat x jednotek plochy prvého typu nebo y jednotek dru-
hého. P°edpokládejme v²ak, ºe jeho maximální pracovní zát¥º je
ve sledovaném období L jednotek plochy, jeho £istý výnos (tj. po
ode£tení náklad·) je na jednotku plochy c1 u malých domk· a c2
u ve°ejných staveb. Zárove¬ má k dispozici maximáln¥ W kg bílé
a B kg £erné barvy. Kone£n¥ na jednotku plochy rodinného domu
pot°ebuje w1 kg bílé barvy a b1 kg £erné, zatímco u ve°ejných sta-
veb jsou to hodnoty w2 a b2.

Kdyº si to celé shrneme do (ne)rovnic, dostáváme omezení

x1 + x2 ≤ L,(3.1)

w1x1 + w2x2 ≤ W,(3.2)

b1x1 + b2x2 ≤ B.(3.3)

Celkový £istý výnos nat¥ra£e

h(x1, x2) = c1x1 + c2x2

bychom p°itom rádi m¥li co nejv¥t²í.
Kaºdá z uvedených nerovnic samoz°ejm¥ zadává v rovin¥

prom¥nných (x1, x2) polorovinu, ohrani£enou p°ímkou zadanou
p°íslu²nou rovnicí, a jist¥ musíme také p°edpokládat, ºe jak x1 tak
x2 jsou nezáporná reálná £ísla, protoºe záporné velikosti ploch
nat¥ra£ neumí. Ve skute£nosti máme tedy omezení na hodnoty
(x1, x2), které m·ºe být bu¤ nesplnitelné nebo je dáno jako vnit°ek
mnohoúhelníku s maximáln¥ p¥ti vrcholy:

Obecn¥ hovo°íme o problému lineárního programování, jest-
liºe hledáme bu¤maximum nebominimum lineární formy h naRn
na mnoºin¥ ohrani£ené pomocí systému lineárních nerovnic, kte-
rým °íkáme lineární omezení. Vektoru na pravé stran¥ pak °íkáme
vektor omezení, lineární form¥ h také ú£elová funkce.

Formulace s nerovnostmi ≤ u omezujících podmínek, nezá-
pornými prom¥nnými a maximalizaci ú£elové funkce °íkáme stan-
dardní maximaliza£ní problém. Naopak, standardní minimaliza£ní
problém je hledání minima ú£elové funkce p°i omezujících pod-
mínkách s nerovnostmi ≥, p°i£emº op¥t uvaºujeme nezáporné
prom¥nné.
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nalezneme na její hranici bod, ve kterém nabývá zadaná funkce ma-

xima (je to �nejvzdálen¥j²í� bod dané oblasti ve sm¥ru nejv¥t²ího

r·stu dané funkce, tedy normály k nadrovin¥ zadané koe�cienty op-

timalizované funkce).

Jde vlastn¥ o obecn¥j²í pozorování. Pokud máme zadánu n¥jakou

lineární funkci Rn→ Rn, f (x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + · · · + cnxn

(°íkejme jí dále ú£elová funkce), tak se její hodnota v bodech

A = [a1, . . . , an] aB = A+u = [a1+u1, . . . , an+un] li²í díky linea-
rit¥ o hodnotu f (A−B) = f (u) = f (u1, . . . , un) = c1u1+· · ·+cnun,
coº je skalární sou£in vektor· (c1, ..., cn) a (u1, ..., un). Ze vztahu

skalárního sou£inu a kosinu odchylky dvou vektor· vidíme, ºe

zadaná lineární funkce de�nuje ve vektorovém prostoruRn nadrovinu
(s normálou (c1, . . . , c1) rozd¥lující prostor Rn na dva poloprostory

takové, ºe zkoumaná funkce ve sm¥ru libovolného vektoru z jednoho

poloprostoru roste, ve sm¥ru libovolného vektoru z druhého polo-

prostoru klesá. Jde vlastn¥ o stejný princip, se kterým jsme se setkali

u rozhodování o viditelnosti dané úse£ky v rovin¥ (ur£ili jsme, jestli

pozorovací bod leºí na napravo, £i nalevo od ní, viz 1.35).

Toto pozorování pak vede k algoritmickému postupu hledání ex-

trému ú£elové funkce na mnoºin¥ omezené lineárními nerovnostmi.

Algoritmus pracuje pro úlohu v tzv. standardním tvaru maximali-

zovat funkci c1x1 + · · · + cnxn na mnoºin¥ Ax = b. Do tohoto tvaru
lze libovolnou úlohu o hledání extrému ú£elové funkce na mnoºin¥

Ax ≤ b snadno p°evést (násobením nerovnosti £íslem (-1) m·ºeme

m¥nit znaménko nerovnosti, pronásobením £íslem (-1) ú£elové funkce

rovn¥º m·ºeme zm¥nit minimaliza£ní problém na maximaliza£ní,

p°idáním nové nezáporné prom¥nné k jedné nerovnici pak m·ºeme

zm¥nit nerovnici na rovnici).

Zápis algoritmu pomocí tabulky: m¥jme úlohu maximalizovat

c1x1+· · ·+cnxn na mnoºin¥ vRn dané rovnicemiAx = b, a nerovni-
cemi xj ≥ 0, kdeA = (aij ), 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m, b = (b1, . . . , bm).

Zadání p°epí²eme do tabulky takto:

−c1 . . . −cn 0
a11 . . . a1n b1
...

...
...

an1 . . . ann bn

Pokud se nám poda°í v maticiA naléztm sloupc· takových, ºe eli-

minací odpovídající podmaticem×m v·£i vhodn¥ vybraným prvk·m,

dosáhneme toho, ºe vybrané sloupce budou tvo°it (ve vhodném po°adí)

jednotkovou matici, m·ºeme zahájit výpo£et (uvidíme, ºe p°i zadání

úlohy ve tvaru Ax ≤ b, kde b je nezáporné toho lze snadno docílit).
Dále postupujeme v následujících krocích: Vybereme první slou-

pec zleva, který má na prvním °ádku nekladný prvek. V tomto sloupci
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Je snadné nahlédnout, ºe kaºdý obecný problém lineárního
programování lze p°evést na kterýkoliv ze standardních. Krom¥
zm¥n znamének m·ºeme je²t¥ pracovat s rozd¥lením p°ípadných
prom¥nných bez omezení znaménka na rozdíl dvou kladných. Bez
újmy na obecnosti se tedy budeme dále v¥novat jen standardnímu
maximaliza£nímu problému.

Jak takový problém °e²it? Hledáme maximum lineární formy
h na podmnoºinách M vektorového prostoru, které jsou zadány
lineárními nerovnostmi, tj. v rovin¥ pomocí pr·niku poloro-
vin, obecn¥ budeme v dal²í kapitole hovo°it o poloprostorech.
V²imn¥me si, ºe kaºdá lineární forma na reálném vektorovém pro-
storu h : V → R (tj. libovolná lineární skalární funkce) v kaºdém
vybraném sm¥ru bu¤ stále roste nebo stále klesá. P°esn¥ji °e£eno,
jestliºe vybereme pevný po£áte£ní vektor u ∈ V a �sm¥rový�
vektor v ∈ V , pak sloºením na²í formy h s parametrizací
dostaneme

t 7→ h(u+ t v) = h(u)+ t h(v).
Tento výraz je skute£n¥ s rostoucím parametrem t vºdy bu¤ ros-
toucí nebo klesající, p°ípadn¥ konstantní (podle toho, zda je h(v)
kladné nebo záporné, p°ípadn¥ nulové).

Jist¥ tedy musíme o£ekávat, ºe problémy podobné tomu
s nat¥ra£em budou bu¤ nesplnitelné (kdyº je mnoºina zadaná
omezením prázdná) nebo bude výnos neohrani£ený (kdyº ome-
zení zadají neomezenou £ást celého prostoru a forma h v n¥kterém
z neomezených sm¥r· bude nenulová) nebo budou mít maximální
°e²ení v alespo¬ jednom z �vrchol·� mnoºiny M (p°i£emº zpra-
vidla p·jde o jediný vrchol, m·ºe ale jít o konstantní maximální
hodnotu na £ásti hranice oblastiM).

3.5. Formulace pomocí lineárních rovnic. Ne vºdy je nale-
zení optima tak snadné jako v p°edchozím p°ípad¥.
Problém m·ºe zahrnovat velmi mnoho prom¥nných
a velmi mnoho omezení a jen rozhodnout, zda
je mnoºina M splnitelných bod· neprázdná, je

problematické.
Nemáme tu prostor na úplnou teorii, zmíníme ale alespo¬ dva

sm¥ry úvah, které ukazují, ºe ve skute£nosti bude °e²ení naleznu-
telné vºdy podobn¥, jako tomu bylo v dvojrozm¥rném problému
v p°edchozím odstavci.

Za£neme srovnáním se systémy lineárních rovnic � t¥m uº
totiº rozumíme dob°e. Zapi²me si rovnice (3.1)�(3.3) vektorov¥
v obecném tvaru:

A · x ≤ b,
kde x je nyní n�rozm¥rný vektor, b je m�rozm¥rný vektor a A od-
povídající matice a nerovností myslíme jednotlivé nerovnosti po
°ádcích. Maximalizovat chceme sou£in c · x pro daný °ádkový
vektor koe�cient· lineární formy h. Jestliºe si pro kaºdou z rov-
nic p°idáme jednu pomocnou prom¥nnou a je²t¥ si p°imyslíme
prom¥nnou z jako hodnotu lineární formy h, m·ºeme celý problém
p°epsat jako systém lineárních rovnic(

1 −c 0
0 A Em

)
·
 zx
xs

 = (0
b

)
,

kde matice je sloºena z blok· o 1+ n+m sloupcích a 1+m °ád-
cích a tomu odpovídají jednotlivé komponenty vektor·. Dodate£n¥
p°itom poºadujeme pro v²echny sou°adnice (prom¥nné) x i xs ne-
zápornost.
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vybereme z kladných £ísel to £íslo x, pro které je pom¥r £ísla ve stej-

ném °ádku a nejprav¥j²ím sloupci ku x minimální. Eliminujeme celý

sloupec této tabulku podle £ísla x, °íkejme mu pivot (tzn. elementár-

ními °ádkovými transformacemi dané tabulky dosáhneme toho, ºe ve

vybraném sloupci bude £íslo 1 na míst¥ x, jinak samé nuly).

Ukaºme si postup na konkrétním p°íkladu:

3.3. Minimalizujte funkci −3x − y − 2z za podmínek x, y, z ≥ 0 a

x − y + z ≥ −4,
2x + z ≤ 3,
x + y + 3z ≤ 8.

�e²ení. Vynásobením ú£elové funkce a první nerovnice £íslem −1
dostáváme ekvivalentní úlohu maximalizovat funkci 3x + y + 2z za
podmínek

−x + y − z ≤ 4,
2x + z ≤ 3,
x + y + 3z ≤ 8.

Zavedením nezáporných prom¥nných u, v, w dostáváme jiº ta-

bulku (ú£elová funkce je 3x + y + 2z+ 0 · u+ 0 · v + 0 · w):
−3 −1 −2 0 0 0 0

− 1 1 −1 1 0 0 4

2 0 1 0 1 0 3
1 1 3 0 0 1 8

.

Nyní vybereme první sloupec tabulky, ve kterém je v prvním

°ádku záporné £íslo (tedy celkov¥ první sloupec tabulky) a v n¥m vy-

bereme °ádek s dvojkou (u °ádk· s kladnou hodnotou porovnáváme

velikosti £ísel 3
2 a 8

1 , vybereme °ádek odpovídající men²í hodnot¥).

V dal²ím eliminujeme první sloupec podle prvku 2 (vynásobíme t°etí

°ádek £íslem 1
2 , a ode£teme jeho vhodné násobky od ostatních tak, aby

v nich z·staly v prvním sloupci samé nuly; nezapomínáme na první

°ádek tabulky):

0 −1 − 1
2 0 3

2 0 9
2

0 1 − 1
2 1 1

2 0 11
2

1 0 1
2 0 1

2 0 3
2

0 1 5
2 0 − 1

2 1 13
2

.

Nyní vybíráme z druhého sloupce a podle jiº aplikovaného pravi-

dla vybereme první °ádek (11
2 < 13

2 ), pivotem tedy bude jedni£ka ve

druhém °ádku i sloupci tabulky. Eliminujeme podle ní:

0 0 −1 1 2 0 10

0 1 − 1
2 1 1

2 0 11
2

1 0 1
2 0 1

2 0 3
2

0 0 3 −1 −1 1 1

.
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Pokud tedy má daný systém rovnic °e²ení, hledáme v této
mnoºin¥ °e²ení takové hodnoty prom¥nných z, x a xs , aby v²echna
x byla nezáporná a z maximální moºné. K diskusi, jak to obecn¥
m·ºe dopadat se vrátíme z pohledu a�nní geometrie v odstavci
4.11 na stran¥ 199.

Konkrétn¥ v na²em problému £ernobílého nat¥ra£e bude sys-
tém lineárních rovnic vypadat takto:


1 −c1 −c2 0 0 0
0 1 1 1 0 0
0 w1 w2 0 1 0
0 b1 b2 0 0 1

 ·

z

x1
x2
x3
x4
x5

 =


0
L

W

B

 .

3.6. Dualita v lineárním programování. Uvaºujme reálnou ma-
tici A s m °ádky a n sloupci, vektor omezení b a °ádkový
vektor c zadávající ú£elovou funkci. Z t¥chto dat m·ºeme
sestavit dva problémy lineárního programování pro x ∈ Rn
a y ∈ Rm.

Maximaliza£ní problém:
Maximalizuj c · x za podmínky A · x ≤ b a zárove¬ x ≥ 0.

Minimaliza£ní problém:
Minimalizuj yT · b za podmínky yT · A ≥ cT a zárove¬ y ≥ 0.

�íkáme, ºe tyto problémy jsou vzájemn¥ duální. K odvození
dal²ích vlastností problém· lineárního programování zavedeme
trochu terminologie.

�ekneme, ºe jde o °e²itelný problém, jestliºe existuje n¥jaký
p°ípustný vektor x, který vyhoví v²em omezujícím podmín-
kám. �e²itelný maximaliza£ní, resp. minimaliza£ní problém je
ohrani£ený, jestliºe je ú£elová funkce na mnoºin¥ vyhovující
omezením ohrani£ená shora, resp. zdola.

Lemma. Je-li x ∈ Rn p°ípustný vektor pro standardní maxima-
liza£ní problém a y ∈ Rm je p°ípustný vektor pro duální minima-
liza£ní problém, pak pro ú£elové funkce platí

c · x ≤ yT · b
D·kaz. Jde vlastn¥ jen o snadné pozorování: x ≥ 0 a

c ≤ yT · A, ale také y ≥ 0 a A · x ≤ b, proto musí platit
c · x ≤ yT · A · x ≤ yT · b,

coº jsme m¥li dokázat. □
Odtud okamºit¥ vidíme, ºe jestliºe jsou oba duální problémy

°e²itelné, pakmusí být i ohrani£ené. Je²t¥ zajímav¥j²í je následující
post°eh p°ímo vycházející z nerovnosti v p°edchozí v¥t¥.

D·sledek. Jestliºe existují p°ípustné vektory x a y duálních line-
árních problém· takové, ºe pro ú£elové funkce platí c · x = yT · b,
pak jde o optimální °e²ení obou problém·.

3.7. V¥ta (O dualit¥). Je-li standardní problém lineárního progra-
mování °e²itelný a ohrani£ený, pak je takový i jeho duální pro-
blém, optimální hodnoty jejich ú£elových funkcí splývají a opti-
mální °e²ení vºdy existuje.

D·kaz. Jeden sm¥r tvrzení jsme jiº dokázali v p°edchozím
d·sledku. Zbývá d·kaz existence optimálního °e²ení. Ten se nej-
snadn¥ji dokáºe konstrukcí funk£ního algoritmu, tomu se v²ak te¤
nebudeme v podrobnostech v¥novat. K chyb¥jící £ásti d·kazu se
vrátíme na stran¥ 199 v a�nní geometrii. □
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Pivotem bude nyní £íslo 3 ve t°etím sloupci a £tvrtém °ádku:

0 0 0 2
3

5
3

1
3

31
3

0 1 0 5
6

1
3

1
6

17
3

1 0 0 1
6

2
3 − 1

6
4
3

0 0 1 − 1
3 − 1

3
1
3

1
3

.

Z výsledné tabulky ode£teme °e²ení (hodnoty v pravém sloupci

udávají hodnoty neznámých, zastoupených v �jednotkové podmatici�,

pokud se prom¥nná v podmatici nevyskytuje, je její hodnota nulová

� to ov²em není tento p°ípad): x1 = 4
3 , x2 = 17

3 , x3 = 1
3 . Maximální

hodnota ú£elové funkce na zadanémnoºin¥ je pak 31
3 (m·ºeme ji vy£íst

v pravém horním rohu tabulky).

Z tabulky lze vy£íst i °e²ení duální úlohy, totiº minimalizovat

4u + 3v + 8w za podmínek

u + 2v + w ≤ 3,
−u + w ≥ 1,
u + v + 3w ≥ 2.

Hodnota tohoto minima je totiº dle v¥ty o dualit¥ (3.7) také 31
3 , od-

povídající hodnoty prom¥nných ode£teme v horním °ádku tabulky ve

sloupcích odpovídajících neznámým u, v, w, tedy ve sloupcích 4, 5

a 6: u = 2
3 , v = 5

3 , w = 1
3 . Není t¥ºké si rozmyslet, ºe pro t°i £ísla

a14, a15, a16 v prvním °ádku tabulky a zmín¥ných sloupcích a hod-

notu h v pravém horním rohu tabulky platí v pr·b¥hu výpo£tu neustále

4a14+3a15+8a16 = h. (�ísla v prvním °ádku zmín¥ných sloupc· totiº

udávají, kolikrát byl °ádek odpovídající dopl¬kové prom¥nné p°i£ten

k prvnímu, tedy nejprav¥j²í hodnota v prvním °ádku bude odpovídající

lineární kombinací nejprav¥j²ích hodnot ostatních °ádk·.) □

3.4. �petka teorie her. Uvaºme hru, kterou mezi sebou hrají dva

hrá£i, burzián a osud. Burzián chce investovat do zlata, st°íbra,

diamant· £i do akcií významné softwarové �rmy. Jsou známy

zisky £i ztráty t¥chto investic v posledních £ty° letech (pro jed-

noduchost výpo£tu uvaºujeme pouze poslední £ty°i roky a zapi²me je

do matice A = (aij )):
zlato st°íbro diamanty ovoce

2001 2% 1% 4% 3%
2002 3% -1% -2% 6%
2003 1% 2% 3% -4%
2004 -2% 1% 2% 3%

Burzián chce investovat na jeden rok. Jak má rozloºit sv·j vklad,

aby si zaru£il maximální moºný zisk bez ohledu na to, jak se situace

na burze vyvine? (P°edpokládáme, ºe následující rok bude n¥jakým

pravd¥podobnostním mixem £ty° p°edchozích let. Ve h°e tedy osud

zahraje n¥jaký pravd¥podobnostní vektor (x1, x2, x3, x4), burzián zvolí
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Pov²imn¥me si je²t¥ p¥kného p°ímého d·sledku práv¥ zformu-
lované v¥ty o dualit¥:

D·sledek (V¥ta o ekvilibriu). Uvaºme p°ípustné vektory x a y pro
standardní maximaliza£ní problém a jeho duální problém z de-
�nice 3.6. Pak jsou oba tyto vektory optimální, práv¥ tehdy,
kdyº yi = 0 pro v²echny sou°adnice s indexem i, pro které∑n
j=1 aijxj < bi a zárove¬ xj = 0 pro v²echny sou°adnice

s indexem j , pro které
∑m
i=1 yiaij > ci .

D·kaz. P°edpokládejme, ºe platí oba vztahy z p°edpokladu
implikace ve v¥t¥. Pak tedy m·ºeme v n sleduj c m
výpo£tu po£ítat s rovnostmi, protoºe s£ítance s ostrou
nerovností mají stejn¥ u sebe nulové koe�cienty:

m∑
i=1

yibi =
m∑
i=1

yi

n∑
j=1

aijxj =
m∑
i=1

n∑
j=1

yiaijxj

a ze stejného d·vodu také

m∑
i=1

n∑
j=1

yiaijxj =
n∑
j=1

cjxj .

Tím máme dokázánu jednu implikaci z tvrzení díky v¥t¥ o dualit¥.
P°edpokládejme nyní, ºe x a y jsou skute£n¥ optimální vek-

tory. Víme tedy, ºe platí

m∑
i=1

yibi ≥
m∑
i=1

n∑
j=1

yiaijxj ≥
n∑
j=1

cjxj ,

ale zárove¬ jsou si levé a pravé strany rovny. Nastává tedy v²ude
rovnost. P°epí²eme-li prvou rovnost jako

m∑
i=1

yi

(
bi −

n∑
j=1

aijxj

)
= 0,

vidíme, ºe m·ºe být napln¥na jen za podmínek ve v¥t¥, protoºe jde
o nulový sou£et samých nezáporných £ísel. Z druhé rovnosti stejn¥
plyne i druhé zbylé tvrzení a d·kaz je ukon£en. □

V¥ty o dualit¥ a ekvilibriu jsou uºite£né p°i °e²ení problém·
lineárního programování, protoºe nám ukazují souvislosti mezi nu-
lovostí jednotlivých dodate£ných prom¥nných a napl¬ování omezu-
jících podmínek.

3.8. Poznámky o lineárních modelech v ekonomii. Ná² velice
schematický problém £ernobílého nat¥ra£e z od-
stavce 3.4 m·ºeme pouºít jako ilustraci jednoho
z typických ekonomických model·, tzv. model
plánování výroby. Jde p°itom o zachycení problému

jako celku, tj. se zahrnutím vnit°ních i vn¥j²ích vztah·. Levé
strany rovnic (3.1), (3.2), (3.3) i ú£elové funkce h(x1, x2) jsou
vyjád°ením r·zných výrobních vztah·. Podle povahy problému
pak jsou poºadovány na pravé stran¥ bu¤ p°esné hodnoty (pak
°e²íme systém rovnic) nebo poºadujeme kapacitní omezení
a optimalizaci ú£elu (a pak dostáváme práv¥ problémy lineárního
programování).

M·ºeme tak tedy obecn¥ °e²it problém alokace zdroj· p°i do-
davatelských omezeních a p°itom bu¤ minimalizovat náklady nebo
maximalizovat zisk. Z tohoto pohledu lze také nahlíºet dualizaci
problém·. Jestliºe by ná² nat¥ra£ cht¥l hypoteticky nastavit svoje
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pravd¥podobnostní vektor (y1, y2, y3, y4) odpovídající rozd¥lení jeho

vkladu. Výhra burziána je pak
∑4

i,j=1 xiyjaij .)

�e²ení. Problém úlohy je najít pravd¥podobnostní vektor

(y1, y2, y3, y4), který maximalizuje minimum ze v²ech hodnot∑4
i,j=1 xiyjaij pro (y1, y2, y3, y4) pevné a (x1, x2, x3, x4) libovolný

pravd¥podobnostní vektor.

Velmi bystrý £tená° si rozmyslí, ºe tento problém je ekviva-

lentní problému maximalizovat z1 + z2 + z3 + z4 za podmínky

AT z ≤ (1, . . . , 1)T , z ≥ 0 (hledaný pravd¥podobnostní vektor

y pak dostaneme pravd¥podobnostním normováním vektoru z). 1

�e²me tedy tuto úlohu lineárního programování. Zavedeme po-

mocné prom¥nné w1, w2, w3, w4, p°evedeme úlohu do standardního

tvaru

max
{
z1 + z2 + z3 + z4 |

(
AT |E4

)
(z, w) = (1, 1, 1, 1)T

}
a zapí²eme do tabulky:

−1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0

2 3 1 −2 1 0 0 0 1
1 −1 2 1 0 1 0 0 1
4 −2 3 2 0 0 1 0 1
3 6 −4 3 0 0 0 1 1

0 − 3
2 − 1

4 − 1
2 0 0 1

4 0 1
4

0 4 − 1
2 −3 1 0 − 1

2 0 1
2

0 − 1
2

5
4

1
2 0 1 − 1

4 0 3
4

1 − 1
2

3
4

1
2 0 0 1

4 0 1
4

0 15
2 − 25

4
3
2 0 0 − 3

4 1 1
4

0 0 − 3
2 − 1

5 0 0 1
10

1
5

3
10

0 0 17
6 − 19

5 1 0 − 1
10 − 8

15
11
30

0 0 5
6

3
5 0 1 − 3

10
1
15

23
30

1 0 1
3

3
5 0 0 1

5
1
15

4
15

0 1 − 5
6

1
5 0 0 − 1

10
2
15

1
30

0 0 0 − 188
85

9
17 0 4

85 − 7
85

42
85

0 0 1 − 114
85

6
17 0 − 3

85 − 16
85

11
85

0 0 0 146
85 − 5

17 1 − 23
85

19
85

56
85

1 0 0 89
85 − 2

17 0 18
85

11
85

19
85

0 1 0 − 78
85

5
17 0 − 11

85 − 2
85

12
85

1Toto je klí£ová úvaha v proslulé von Neumannov¥ v¥t¥, která °íká, ºe pravd¥po-

dobnostní roz²í°ení libovolné maticové hry má rovnováºnou situaci.
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náklady spojené se svojí prací yL, bílou barvou yW a £ernou bar-
vou yB , pak bude chtít minimalizovat ú£elovou funkci

L · yL +WyW + ByB
p°i omezujících podmínkách

yL + w1yW + b1yB ≥ c1,

yL + w2yW + b2yB ≥ c2.

To je práv¥ duální problém k p·vodnímu a hlavní v¥ta 3.7 °íká, ºe
optimální stav je takový, kdy ú£elové funkce mají stejnou hodnotu.

V ekonomických modelech najdeme mnoho modi�kací. Jed-
nou z nich jsou úlohy �nan£ního plánování, související s optima-
lizací portfolia. Ur£ujeme p°itom objemy investic do jednotlivých
investi£ních variant s cílem drºet se daných omezení na rizika a op-
timalizovat p°itom zisk, resp. p°i o£ekávaném objemu minimalizo-
vat rizika.

Dal²ím obvyklým modelem jsou marketingové aplikace, nap°.
alokace náklad· na reklamy v r·zných médiích nebo umís´ování
reklam do £asových termín·. Omezujícími podmínkami bude dis-
ponibilní rozpo£et, rozloºení cílových skupin apod.

Velmi obvyklé jsou modely výºivových problém·, tj. návrh ná-
vek r·zných komponent výºivy s daným sloºením a omezujícími
poºadavky na celkové objemy výºivových látek.

Problémy lineárního programování se objevují p°i perso-
nálních úlohách, kdy jsou pracovníci s r·znými kvali�kacemi
a dal²ími p°edpoklady rozd¥lováni do sm¥n. Obvyklé jsou také
problémy sm¥²ování, problémy d¥lení a problémy distribuce
zboºí.

2. Diferen£ní rovnice

Diferen£ními rovnicemi jsme se stru£n¥ zabývali jiº v první
kapitole, by´ pouze t¥mi prvního °ádu. Nyní
si ukáºeme obecnou teorii pro lineární rov-
nice s konstantními koe�cienty, která posky-
tuje nejen velmi praktické nástroje, ale je také

p¥knou ilustrací pro koncepty vektorových podprostor· a lineár-
ních zobrazení.

Homogenní lineární rovnice °ádu k

3.9. De�nice. Homogenní lineární diferen£ní rovnice °ádu k je
dána výrazem

a0xn + a1xn−1 + · · · + akxn−k = 0, a0 ̸= 0, ak ̸= 0,

kde koe�cienty ai , i ∈ {0, . . . k}, jsou skaláry, které mohou
p°ípadn¥ i záviset na n.

�íkáme také, ºe taková rovnost zadává homogenní lineární
rekurenci °ádu k a £asto zapisujeme hledanou posloupnost jako
funkci

xn = f (n) = −a1

a0
f (n− 1)− · · · − ak

a0
f (n− k).

�e²ením této rovnice nazýváme posloupnost skalár· xi , pro
v²echna i ∈ N, p°ípadn¥ i ∈ Z, které vyhovují rovnici pro v²echna
n.
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188
89 0 0 0 25

89 0 44
89

17
89

86
89

114
89 0 1 0 18

89 0 21
89 − 2

89
37
89

− 146
89 0 0 0 − 9

89 1 − 55
89

1
89

26
89

− 85
89 0 0 1 − 10

89 0 18
89

11
89

19
89

78
89 1 0 0 17

89 0 5
89

8
89

30
89

Záv¥re£ná tabulka jiº je optimální, nebo´ v prvním °ádku se vysky-

tují jenom nezáporné hodnoty. Z tabulky ode£teme optimální °e²ení

úlohy: z2 = 30
89 , z3 = 37

89 , z4 = 19
89 , z1 = 0. Optimální hodnota

(pravý horní roh) je pak z1 + z2 + z3 + z4 = 86
89 . Po p°e²kálování

na pravd¥podobnostní vektor (vynásobením hodnotou 89
86 ) dostáváme

°e²ení p·vodní úlohy: y1 = 0, y2 = 30
86 , y3 = 37

86 , y4 = 19
86 s opti-

mální hodnotou 89
86 . Podotkn¥me, ºe záv¥ry úlohy byly ud¥lány bez

vysv¥tlení s tím, ºe vzbudí zájem £tená°e o danou problematiku. Více

viz po£etné zdroje na internetu. □

B. Rekurentní rovnice

R·zné lineární závislosti mohou být dobrým nástrojem pro po-

psání rozli£ných model· r·stu. Za£n¥me s velmi populárním po-

pula£ním modelem, který vyuºívá lineární diferen£ní rovnici druhého

°ádu:

3.5. Fibonacciho posloupnost. Na za£átku jara p°inesl £áp na louku

dva £erstv¥ narozené zají£ky, same£ka a sami£ku. Sami£ka

je schopná od dvou m¥síc· stá°í povít kaºdý m¥síc dva

malé zají£ky (same£ka a sami£ku). Nov¥ narození zajíci

plodí potomky po jednom m¥síci a pak kaºdý dal²í m¥síc. Kaºdá

sami£ka je b°ezí jeden m¥síc a pak op¥t porodí same£ka a sami£ku.

Kolik pár· zajíc· bude na louce po devíti m¥sících (pokud ºádný neu-

hyne a ºádný se tam �nep°ist¥huje�)?

�e²ení. Po uplynutí prvního m¥síce je na louce po°ád jeden pár,

nicmén¥ sami£ka zab°ezne. Po dvou m¥sících se narodí první potomci,

takºe na louce budou dva páry. Po uplynutí kaºdého dal²ího m¥síce se

narodí (tedy p°ibude) tolik zajíc·, kolik zab°ezlo zaje£ic p°edm¥sícem,

coº je p°esn¥ tolik, kolik bylo p°ed m¥sícem pár· schopných mít po-

tomka, coº je p°esn¥ tolik, kolik bylo pár· p°ed dv¥mam¥síci. Celkový

po£et pn zajíc· po uplynutí n-tého m¥síce tak je tak sou£tem po£t·

pár· v p°edchozích dvou m¥sících. Pro po£et pár· zajíc· na louce tedy

dostáváme homogenní lineární rekurentní formuli

(3.1) pn+2 = pn+1 + pn, n ∈ N,
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Libovolným zadáním k po sob¥ jdoucích hodnot xi jsou
ur£eny i v²echny ostatní hodnoty jednozna£n¥.
Skute£n¥, pracujeme nad polem skalár·, takºe hod-
noty a0 i ak jsou invertibilní, a proto z de�ni£ního

vztahu lze vºdy spo£íst hodnotu xn ze známých ostatních hodnot
a stejn¥ tak pro xn−k . Indukcí tedy okamºit¥ dokáºeme, ºe lze
jednozna£n¥ dopo£ítat v²echny hodnoty jak pro kladná tak pro
záporná celá n.

Prostor v²ech nekone£ných posloupností xi je vektorový pro-
stor, kde s£ítání i násobení skaláry je dáno po sloºkách. P°ímo z de-
�nice je zjevné, ºe sou£et dvou °e²ení homogenní lineární rovnice
nebo skalární násobek °e²ení je op¥t °e²ení. Stejn¥ jako u homo-
genních systém· lineárních tedy vidíme, ºe mnoºina v²ech °e²ení
je vektorový podprostor.

Po£áte£ní podmínka na hodnoty °e²ení je dána jako
k� rozm¥rný vektor v Kk . Sou£tu po£áte£ních podmínek od-
povídá sou£et p°íslu²ných °e²ení a obdobn¥ se skalárními násobky.
Dále si v²imn¥me, ºe dosazením nul a jedni£ek do zadávaných
po£áte£ních k hodnot snadno získáme k lineárn¥ nezávislých
°e²ení na²í rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkoumané vektory ne-
kone£né posloupnosti skalár·, samotný prostor v²ech °e²ení je
kone£n¥rozm¥rný. P°edem víme, ºe jeho dimenze bude rovna
°ádu rovnice k, a umíme snadno ur£it bázi v²ech t¥chto °e²ení.
Op¥t hovo°íme o fundamentálním systému °e²ení a v²echna ostatní
°e²ení jsou práv¥ jejich lineárními kombinacemi.

Jak jsme si jiº ov¥°ili, vybereme-li k po sob¥ jdoucích in-
dex· i, i + 1, . . . , i + k − 1, zadává homogenní lineární dife-
ren£ní rovnice lineární zobrazení Kk → K∞ k�rozm¥rných vek-
tor· po£áte£ních hodnot do nekone£n¥ rozm¥rných posloupností
týchº skalár·. Nezávislost r·zných takových °e²ení je ekvivalentní
nezávislosti po£áte£ních hodnot, ale tu umíme snadno rozpoznat
pomocí determinantu. Máme-li k�tici °e²ení (x[1]

n , . . . , x
[k]
n ), pak

jde o nezávislá °e²ení, práv¥ kdyº následující determinant, tzv. Ca-
soratián, je nenulový pro jedno (a pak uº v²echna) n

C(x[1]
n , . . . , x

[k]
n ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x

[1]
n · · · x

[k]
n

x
[1]
n+1 . . . x

[k]
n+1

...
. . .

...

x
[1]
n+k−1 . . . x

[k]
n+k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

3.10. Rekurence s konstantními koe�cienty. T¥ºko bychom hle-
dali univerzální postup, jak hledat °e²ení obecných homogenních
lineárních diferen£ních rovnic, tj. p°ímo spo£ítatelný výraz pro
obecné °e²ení xn.

V praktických modelech ale velice £asto vystupují rovnice,
kde jsou koe�cienty konstantní. V tomto p°ípade se
da°í uhodnout vhodnou formu °e²ení a skute£n¥ se
nám poda°í najít k lineárn¥ nezávislých moºností.
Tím budeme mít problém vy°e²ený, protoºe v²echna

ostatní °e²ení budou jejich lineární kombinací.
Pro jednoduchost za£neme rovnicemi druhého °ádu. Takové

potkáváme obzvlá²´ £asto v praktických problémech, kde se vy-
skytují vztahy závisející na dvou p°edchozích hodnotách. Lineární
diferen£ní rovnicí druhého °ádu s konstantními koe�cienty (resp.
lineární rekurencí druhého °ádu s konstantními koe�cienty) tedy
rozumíme p°edpis

(3.4) f (n+ 2) = a · f (n+ 1)+ b · f (n)+ c,
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která spolu s po£áte£ními podmínkami p1 = 1 a p2 = 1 jedno-

zna£n¥ ur£uje po£ty pár· zajíc· na louce v jednotlivých m¥sících. Li-

nearita formule znamená, ºe v²echny £leny posloupnosti (pn) jsou ve

vztahu v první mocnin¥, rekurence je snad jasná a homogenita zna£í,

ºe v p°edpisu chybí absolutní £len (viz 3.14 pro nehomogenní rov-

nice). Pro hodnotu n-tého £lenu m·ºeme odvodit explicitní formuli.

V hledaní formule nám pom·ºe pozorování, ºe pro jistá r je funkce rn

°e²ením diferen£ní rovnice bez po£áte£ních podmínek. Tato r získáme

tak, ºe dosadíme do rekurentního vztahu:

rn+2 = rn+1 + rn , a po vyd¥lení rn dostaneme

r2 = r + 1,

coº je tzv. charakteristická rovnice daného rekurentního vztahu. Na²e

rovnice má ko°eny 1−√
5

2 a 1+√
5

2 a tedy posloupnosti an =
(

1−√
5

2

)n
a bn =

(
1+√

5
2

)n
, n ≥ 1, vyhovují danému vztahu. Vztah také

spl¬uje jejich libovolná tzv. lineární kombinace, tedy posloupnost

cn = san + tbn, s, t ∈ R. �ísla s a t m·ºeme zvolit tak, aby

výsledná kombinace spl¬ovala dané po£áte£ní podmínky, v na²em

p°ípad¥ c1 = 1, c2 = 1. Pro jednoduchost je vhodné navíc je²t¥ do-

de�novat nultý £len posloupnosti jako c0 = 0 a spo£ítat s a t z rovnic

pro c0 a c1. Zjistíme, ºe s = − 1√
5
, t = 1√

5
a tedy

(3.2) pn =
(

1+√5
)n − (1−√5

)n
2n
(√

5
) .

Takto zadaná posloupnost spl¬uje danou rekurentní formuli a navíc

po£áte£ní podmínky c0 = 0, c1 = 1, jedná se tedy o tu jedinou po-

sloupnost, která je t¥mito poºadavky zadána. V²imn¥te si, ºe hodnota

vzorce (∥3.2∥) je celo£íselná pro libovolné p°irozené n (zadává totiº

celo£íselnou Fibonacciho posloupnost), i kdyº to tak na první pohled

nevypadá. □

3.6. Zjednodu²ený model chování hrubého národního produktu.

Uvaºujme diferen£ní rovnici

(3.3) yk+2 − a(1+ b)yk+1 + abyk = 1,

kde yk je národní produkt v roce k. Konstanta a je takzvaný mezní

sklon ke spot°eb¥, coº je makroekonomický uka-

zatel, který udává jaký zlomek pen¥z, které mají

obyvatelé k dispozici, utratí, a konstanta b popi-

suje, jak závisí míra investic soukromého sektoru na mezním sklonu

ke spot°eb¥.

P°edpokládáme dále, ºe velikost národního produktu je normo-

vána tak, aby na pravé stran¥ rovnice vy²lo £íslo 1.
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kde a, b, c jsou známé skalární koe�cienty.
Nap°. v popula£ních modelech m·ºeme zohlednit, ºe jedinci

v populaci dospívají a po°ádn¥ se rozmnoºují aº o dv¥ období
pozd¥ji (tj. p°ispívají k hodnot¥ f (n+2) násobkem b ·f (n) s klad-
ným b > 1), zatímco nedosp¥lí jedinci vysílí a zni£í £ást dosp¥lé
populace (tj. koe�cient a pak bude záporný). Navíc si je t°eba
n¥kdo p¥stuje a pr·b¥ºn¥ si ujídá konstantní po£et c < 0 v kaº-
dém jednotlivém období.

Speciálním takovým p°íkladem s c = 0 je nap°. Fibonacciho
posloupnost £ísel y0, y1, . . . , kde yn+2 = yn+1 + yn.

Jestliºe p°i °e²ení matematického problému nemáme ºádný
nový nápad, vºdy m·ºeme zkusit, do jaké míry funguje známé
°e²ení podobných úloh. Zkusme proto dosadit do rovnice (3.4) s ko-
e�cientem c = 0 podobné °e²ení jako u rovnic prvního °ádu, tj.
f (n) = λn pro n¥jaké skalární λ. Dosazením dostáváme

λn+2 − aλn+1 − bλn = λn
(
λ2 − aλ− b

)
= 0.

Tento vztah bude platit bu¤ pro λ = 0 nebo p°i volb¥ hodnot

λ1 = 1
2

(
a +

√
a2 + 4b

)
, λ2 = 1

2

(
a −

√
a2 + 4b

)
.

Zjistili jsme tedy, ºe skute£n¥ op¥t taková °e²ení fungují, jen
musíme vhodn¥ zvolit skalár λ. To nám ale nesta£í, protoºe my
chceme najít °e²ení pro jakékoliv po£áte£ní hodnoty f (0) a f (1),
a zatím jsme na²li jen dv¥ konkrétní posloupnosti spl¬ující danou
rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je λ2 = λ1).

Jak jsme jiº dovodili i u zcela obecných lineárních rekurencí,
sou£et dvou °e²ení f1(n) a f2(n) na²í rovnice

f (n+ 2)− a · f (n+ 1)− b · f (n) = 0
je zjevn¥ op¥t °e²ením téºe rovnice a totéº platí pro konstantní
násobky °e²ení. Na²e dv¥ konkrétní °e²ení proto poskytují daleko
obecn¥j²í °e²ení

f (n) = C1λ
n
1 + C2λ

n
2

pro libovolné skaláryC1 aC2. Pro jednozna£né vy°e²ení konkrétní
úlohy se zadanými po£áte£ními hodnotami f (0) a f (1) nám zbývá
jen najít p°íslu²né konstantyC1 aC2. (A také si musíme ujasnit, zda
to pro v²echny po£áte£ní hodnoty p·jde).

3.11. Volba skalár·. Ukaºme si, jak to m·ºe fungovat alespo¬
na jednom p°íklad¥. Soust°edíme se p°itom na problém, ºe ko°eny
charakteristického polynomu nevychází obecn¥ ve stejném oboru
skalár·, jako jsou koe�cienty v rovnici. �e²me tedy problém:

(3.5)
yn+2 = yn+1 + 1

2
yn,

y0 = 2, y1 = 0.

V na²em p°ípad¥ je tedy λ1,2 = 1
2

(
1±√3

)
a zjevn¥

y0 = C1 + C2 = 2,

y1 = 1
2
C1

(
1+√3

)
+ 1

2
C2

(
1−√3

)
je spln¥no pro práv¥ jednu volbu t¥chto konstant. P°ímým
výpo£tem C1 = 1− 1

3

√
3, C2 = 1+ 1

3

√
3 a na²e úloha má jediné

°e²ení
f (n) =

(
1− 1

3

√
3
)

1
2n

(
1+√3

)n+
+
(

1+ 1
3

√
3
)

1
2n

(
1−√3

)n
.
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Spo£ítejte konkrétní hodnoty pro a = 3
4 , b = 1

3 , y0 = 1, y1 = 1.

�e²ení. Nejprve budeme hledat °e²ení homogenní rovnice (pravá

strana nulová) ve tvaru rk . �íslo r musí být °e²ením charakteristické

rovnice

x2 − a(1+ b)x + ab = 0, tj. x2 − x + 1
4
= 0,

která má dvojnásobný ko°en 1
2 . V²echna °e²ení homogenní rovnice

jsou potom tvaru a( 1
2)
n + bn( 1

2)
n, viz 3.12.

Dále si v²imn¥me, ºe najdeme-li n¥jaké °e²ení nehomogenní rov-

nice (tzv. partikulární °e²ení), tak pokud k n¥mu p°i£teme libovolné

°e²ení homogenní rovnice, obdrºíme jiné °e²ení nehomogenní rovnice.

Lze ukázat, ºe takto získáme v²echna °e²ení nehomogenní rovnice (viz

3.14).

V na²em p°ípad¥ (tj. pokud jsou v²echny koe�cienty i nehomo-

genní £len konstantami) je partikulárním °e²ením konstanta yn = c.

Dosazením do rovnice máme c − c + 1
4c = 1, tedy c = 4. V²echna

°e²ení diferen£ní rovnice

yk+2 − yk+1 + 1
4
· yk = 1

jsou tedy tvaru 4+ a ( 1
2

)n + bn ( 1
2

)n
. Poºadujeme y0 = y1 = 1 a tyto

dv¥ rovnice dávají a = b = −3, tedy °e²ení na²í nehomogenní rovnice

je

yn = 4− 3
(

1
2

)n
− 3n

(
1
2

)n
.

Op¥t protoºe víme, ºe posloupnost zadaná touto formulí spl¬uje da-

nou diferen£ní rovnici a zárove¬ dané po£áte£ní podmínky, jedná se

vskutku o tu jedinou posloupnost, která je t¥mito vlastnostmi charak-

terizována. □
V p°edchozím p°íkladu jsme pouºili tzv. metodu neur£itých koe-

�cient·. Ta spo£ívá v tom, ºe na základ¥ nehomogenního £lenu dané

diferen£ní rovnice �uhodneme� tvar partikulárního °e²ení. Tvary par-

tikulárních °e²ení jsou známy pro celou °adu nehomogenních £len·.

Nap°. rovnice

(3.4) yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = Pm(n),
kde Pm(n) je polynom stupn¥ m a p°íslu²ná charakteristická rovnice

má reálné ko°eny, má (skoro vºdy) partikulární °e²ení tvaru Qm(n) a

kdeQm(n) je polynom stupn¥ m.

Dal²í moºným zp·sobem °e²ení je tzv. metoda variace konstant,

kdy nejprve najdeme °e²ení

y(n) =
k∑
i=1

cifi(n)
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V²imn¥me si, ºe i kdyº nalezená °e²ení pro rovnice s celo£ísel-
nými koe�cienty vypadají sloºit¥ a jsou vyjád°ena pomocí iracio-
nálních (p°ípadn¥ komplexních) £ísel, o samotném °e²ení dop°edu
víme, ºe je celo£íselné téº. Bez tohoto �úkroku� do v¥t²ího oboru
skalár· bychom ov²em obecné °e²ení napsat neum¥li.

S podobnými jevy se budeme potkávat velice £asto. Obecné
°e²ení nám také umoº¬uje bez p°ímého vy£íslování konstant disku-
tovat kvalitativní chování posloupnosti £ísel f (n), tj. zda se budou
s rostoucím n blíºit k n¥jaké pevné hodnot¥ nebo budou oscilovat
v n¥jakém rozsahu nebo ute£ou do neomezených kladných nebo
záporných hodnot.

3.12. Obecný p°ípad homogenních rekurencí. Zkusme nyní
stejn¥ jako v p°ípad¥ druhého °ádu dosadit volbu
xn = λn pro n¥jaký (zatím neznámý) skalár λ do
obecné homogenní rovnice z de�nice 3.9. Dostáváme
pro kaºdé n podmínku

λn−k
(
a0λ

k + a1λ
k−1 · · · + ak

)
= 0,

coº znamená, ºe bu¤ λ = 0 nebo je λ ko°enem tzv. charakteristic-
kého polynomu v závorce. Charakteristický polynom ale uº není
závislý na n.

P°edpokládejme, ºe má charakteristický polynom k r·zných
ko°en· λ1, . . . , λk . M·ºeme za tímto ú£elem i roz²í°it uvaºované
pole skalár·, nap°. Q na R nebo R na C, protoºe výsledkem
výpo£tu pak stejn¥ budou °e²ení, která op¥t z·stanou v p·vodním
poli díky samotné rovnici. Kaºdý z ko°en· nám dává jedno moºné
°e²ení

xn = (λi)n.
Abychom byli uspokojeni, pot°ebujeme k lineárn¥ nezávislých
°e²ení.

K tomu námposta£í ov¥°it nezávislost dosazením k hodnot pro
n = 0, . . . , k − 1 pro k moºností λi do Casoratiánu, viz 3.9. Do-
staneme tak tzv. Vandermondovu matici a je p¥kným (ale ne úpln¥
snadným) cvi£ením spo£íst, ºe pro v²echna k a jakékoliv k�tice
r·zných λi je determinant takovéto matice nenulový, viz p°íklad
∥2.24∥ na stran¥ 80. To ale znamená, ºe zvolená °e²ení jsou line-
árn¥ nezávislá.

Nalezli jsme tedy fundamentální systém °e²ení homogenní di-
feren£ní rovnice v p°ípad¥, ºe v²echny ko°eny jejího charakteristic-
kého polynomu jsou po dvou r·zné.

Uvaºme nyní násobný ko°en λ a dosa¤me do de�ni£ní rovnice
p°edpokládané °e²ení xn = nλn. Dostáváme podmínku

a0nλ
n + · · · + ak(n− k)λn−k = 0.

Tuto podmínku je moºné p°epsat pomocí tzv. derivace polynomu
(viz 5.6 na stran¥ 239), kterou zna£íme apostrofem:

λ(a0λ
n + · · · + akλn−k)′ = 0

a hned na za£átku kapitoly páté uvidíme, ºe ko°en polynomu f je
vícenásobný, práv¥ kdyº je ko°enem i jeho derivace f ′. Na²e pod-
mínka je tedy spln¥na.

P°i vy²²í násobnosti ℓ ko°enu charakteristického poly-
nomu m·ºeme postupovat obdobn¥ a vyuºijeme
skute£nosti, ºe ℓ�násobný ko°en je ko°enem v²ech
derivací polynomu aº do (ℓ− 1)-ní derivace v£etn¥.
Tuto skute£nost dokáºeme na za£átku páté kapitoly.
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zhomogenizované rovnice a poté uvaºujeme konstanty ci jako funkce

ci(n) prom¥nné n a hledáme partikulární °e²ení dané rovnice ve tvaru

y(n) =
k∑
i=1

ci(n)fi(n).

Na následujícím obrázku jsou vyneseny hodnoty f (n) pro n ≤ 35,
kde f vyhovuje rovnici

f (n) = 9
8
f (n− 1)− 3

4
f (n− 2)+ 1

2
, f (0) = f (1) = 1.

x

1

35

0,95

30

0,9

0,85

25

0,8

0,75

20

0,7

151050

Dále si procvi£me, jak °e²it lineární diferen£ní rovnice druhého

°ádu s konstantními koe�cienty. Posloupnost vyhovující dané reku-

rentní rovnici druhého °ádu je dána jednozna£n¥, pokud zadáme na-

víc n¥jaké dva její sousední £leny. Znovu si pov²imn¥me dal²ího vy-

uºití komplexních £ísel: pro ur£ení explicitního vzorce pro n-tý £len

posloupnosti reálných £ísel m·ºeme pot°ebovat výpo£ty s £ísly kom-

plexními (to nastává tehdy, pokud má charakteristický polynom dané

diferen£ní rovnice komplexní ko°eny, viz téº 3.14).

3.7. Nalezn¥te explicitní vzorec pro posloupnost vyhovující následu-

jící lineární diferen£ní rovnici s po£áte£ními podmínkami:

xn+2 = 2xn + n, x1 = 2, x2 = 2.

�e²ení. Zhomogenizovaná rovnice je

xn+2 = 2xn.

Její charakteristický polynom je x2 −2, jeho ko°eny jsou±√2. �e²ení
zhomogenizované rovnice je tedy tvaru

a
(√

2
)n + b (−√2

)n
pro libovolná a, b ∈ R.

Partikulární °e²ení budeme hledat metodou neur£itých koe�cient·.

Nehomogenní £ást dané rovnice je lineární polynom n, partikulární

°e²ení proto budeme nejprve hledat ve tvaru lineárního polynomu
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Derivace p°itom postupn¥ vypadají takto:

f (λ) = a0λ
n + · · · + akλn−k,

f ′(λ) = a0nλ
n−1 + · · · + ak(n− k)λn−k−1,

f ′′(λ) = a0n(n−1)λn−2+· · ·+ak(n−k)(n−k−1)λn−k−2,

...

f (ℓ+1) = a0n . . . (n− ℓ)λn−ℓ−1 + . . .
· · · + ak(n− k) . . . (n− k − ℓ)λn−k−ℓ−1.

Podívejme se na p°ípad trojnásobného ko°enu λ a hledejme °e²ení
ve tvaru n2λn. Dosazením do de�ni£ní podmínky dostaneme rov-
nost

a0n
2λn + · · · + ak(n− k)2λn−k = 0.

Zjevn¥ je levá strana rovna výrazu λ2f ′′(λ)+ λf ′(λ), a protoºe je
λ ko°enem obou derivací, je podmínka spln¥na.

Indukcí snadno dokáºeme, ºe i obecnou podmínku pro hle-
dané °e²ení ve tvaru xn = nℓλn,

a0n
ℓλn + . . . ak(n− k)ℓλn−k = 0,

dostaneme jako vhodnou lineární kombinaci derivací charakteris-
tického polynomu za£ínající výrazem

λℓ+1f (ℓ+1) + 1
2
λℓℓ(ℓ+ 1)f (ℓ) + . . . ,

£ímº jsme tém¥° dokázali následující:

V¥ta. Kaºdá homogenní lineární diferen£ní rovnice °ádu k nad li-
bovolným £íselným oboremK obsaºeným v komplexních £íslechK
má za mnoºinu v²ech °e²ení k�rozm¥rný vektorový prostor gene-
rovaný posloupnostmi xn = nℓλn, kde λ jsou (komplexní) ko°eny
charakteristického polynomu, a ℓ = 0, . . . s−1, kde s je násobnost
p°íslu²ného ko°enu λ.

D·kaz. Vý²e pouºité vztahy násobnosti ko°en· a derivací
uvidíme pozd¥ji, a nebudeme tu dokazovat tvrzení, ºe kaºdý kom-
plexní polynom má práv¥ tolik ko°en·, v£etn¥ násobnosti, jaký má
stupe¬. Zbývá tedy je²t¥ dokázat, ºe nalezená k�tice °e²ení je line-
árn¥ nezávislá. I v tomto p°ípad¥ lze induktivn¥ dokázat nenulovost
p°íslu²ného Casoratiánu, jako jsme odkazovali u p°ípadu Vander-
mondova determinantu vý²e.

Pro ilustraci postupu ukáºeme, jak výpo£et vypadá pro p°ípad
jednoduchého ko°enu λ1 a dvojnásobného ko°enu λ2 charakteris-
tického polynomu:

C
(
λn1, λ

n
2, nλ

n
2
) =

∣∣∣∣∣∣
λn1 λn2 nλn2
λn+1

1 λn+1
2 (n+ 1)λn+1

2
λn+2

1 λn+2
2 (n+ 2)λn+2

2

∣∣∣∣∣∣ =
= λn1λ2n

2

∣∣∣∣∣∣
1 1 n

λ1 λ2 (n+ 1)λ2
λ2

1 λ2
2 (n+ 2)λ2

2

∣∣∣∣∣∣ =
= λn1λ2n

2

∣∣∣∣∣∣
1 1 n

λ1 − λ2 0 λ2
λ1(λ1 − λ2) 0 λ2

2

∣∣∣∣∣∣ =
= −λn1λ2n

2

∣∣∣∣ λ1 − λ2 λ2
λ1(λ1 − λ2) λ2

2

∣∣∣∣ =
= λn1λ2n+1

2 (λ1 − λ2)
2 ̸= 0.
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v prom¥nné n, tedy kn + l, kde k, l ∈ R. Dosazením do p·vodní rov-

nice dostáváme

k(n+ 2)+ l = 2(kn+ l)+ n.
Porovnáním koe�cient· u prom¥nné n na obou stranách rovnice dostá-

váme vztah k = 2k + 1, tedy k = −1, porovnáním absolutních £len·

pak vztah 2k + l = 2l, tedy l = −2. Celkem je tedy partikulárním

°e²ením je posloupnost −n− 2.
�e²ení dané nehomogenní diferen£ní rovnice druhého °ádu bez

po£áte£ních podmínek jsou tedy tvaru a
(√

2
)n+ b (−√2

)n−n− 2,
a, b ∈ R.

Nyní dosazením do po£áte£ních podmínek ur£íme neznámé

a, b ∈ R. Pro po£etní jednoduchost pouºijeme malého triku:

z po£áte£ních podmínek a daného rekurentního vztahu vypo£teme

£len x0 : x0 = 1
2 (x2 − 0) = 1. Daný rekurentní vztah spolu

s podmínkami x0 = 1 a x1 = 1 pak z°ejm¥ spl¬uje tatáº posloupnost,

která spl¬uje p·vodní po£áte£ní podmínky. Máme tedy následující

vztahy pro a, b:

x0 : a
(√

2
)0 + b

(
−√2

)0 − 2 = 1, tedy a + b = 3,

x1 :
√

2a −√2b = 5,

jejichº °e²ením dostáváme a = 6+5
√

2
4 , b = 6−5

√
2

4 . �e²ením je po-

sloupnost

xn = 6+5
√

2
4

(√
2
)n + 6−5

√
2

4

(
−√2

)n − n− 2. □

3.8. Ur£ete reálnou bázi prostoru °e²ení homogenní diferen£ní rov-

nice

xn+4 = xn+3 + xn+1 − xn,

�e²ení. Charakteristický polynom dané rovnice je x4 − x3 − x + 1.
Hledáme-li jeho ko°eny, °e²íme reciprokou rovnici (to znamená, ºe

koe�cienty u (n− k)-té a k-té mocniny x, k = 1, . . . , n, jsou shodné)

x4 − x3 − x + 1 = 0.

Standardním postupem nejprve vyd¥líme rovnici výrazem x2 a poté

zavedeme substituci t = x + 1
x
, tedy t2 = x2 + 1

x2 + 2. Obdrºíme

rovnici

t2 − t − 2 = 0

s ko°eny t1 = −1, t2 = 2. Pro ob¥ tyto hodnoty neznámé t pak °e²íme

zvlá²´ rovnici danou substitu£ním vztahem:

x + 1
x
= −1.

Ta má dva komplexní ko°eny x1 = − 1
2 + i

√
3

2 = cos(2π/3) +
+ i sin(2π/3) a x2 = − 1

2 − i
√

3
2 = cos(2π/3)− i sin(2π/3).
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V obecném p°ípad¥ vedeme podobn¥ d·kaz nenulovosti
p°íslu²ného Casoratiánu indukcí. □
3.13. Reálné báze °e²ení. Pro rovnice s reálnými koe�cienty po-

vedou reálné po£áte£ní podmínky vºdy na re-
álná °e²ení. P°esto ale budou p°íslu²ná funda-
mentální °e²ení z práv¥ odvozené v¥ty £asto

existovat pouze v oboru komplexním.
Zkusme proto najít jiné generátory, se kterými se nám bude

pracovat lépe. Protoºe jsou koe�cienty charakteristického poly-
nomu reálné, kaºdý jeho ko°en bude bu¤ také reálný nebo musí
ko°eny vystupovat po dvou komplexn¥ sdruºených.

Jestliºe si °e²ení popí²eme v goniometrickém tvaru jako

λn = |λ|n(cos nφ + i sin nφ),

λ̄n = |λ|n(cos nφ − i sin nφ),

okamºit¥ je vid¥t, ºe jejich sou£tem a rozdílem dostáváme jiná dv¥
lineárn¥ nezávislá °e²ení (nezávislost snadno ov¥°íme pomocí Ca-
soratiánu)

xn = |λ|n cos nφ, yn = |λ|n sin nφ.

Diferen£ní rovnice se velmi £asto vyskytují jako model dyna-
miky n¥jakého systému. P¥kným tématem na p°emý²lení je proto
souvislost absolutních hodnot jednotlivých ko°en· a stabilizace
°e²ení, bu¤ v²ech nebo v závislosti na po£áte£ních podmínkách.
Nep·jdeme zde do podrobností, protoºe teprve v páté kapitole bu-
deme probírat pojem konvergence hodnot k n¥jaké hodnot¥ limitní
apod., jist¥ je tu ale prostor pro zajímavé numerické experimenty
nap°. s oscilacemi vhodných popula£ních nebo ekonomických mo-
del·.

3.14. Nehomogenní lineární diferen£ní rovnice. Stejn¥ jako
u systém· lineárních rovnic m·ºeme dostat v²echna
°e²ení nehomogenních lineárních diferen£ních
rovnic

a0(n)xn + a1(n)xn−1 + · · · + ak(n)xn−k = b(n),
kde koe�cienty ai a b jsou skaláry, které mohou záviset na n,
a a0(n) ̸= 0, ak(n) ̸= 0.

Postupujeme tak, ºe najdeme jedno °e²ení a p°i£teme celý vek-
torový prostor dimenze k °e²ení odpovídajících systém· homogen-
ních. Skute£n¥ takto dostáváme °e²ení a protoºe je rozdíl dvou
°e²ení nehomogenní rovnice zjevn¥ °e²ením homogenní rovnice,
dostáváme takto °e²ení v²echna.

U systému lineárních rovnic se mohlo stát, ºe nemusel v·bec
mít °e²ení. To u na²ich diferen£ních rovnic moºné není. Zato ale
bývá nesnadné nalézt to jedno pot°ebné partikulární °e²ení neho-
mogenního systému, pokud je chování skalárních koe�cient· v rov-
nici sloºité. U lineárních rekurencí je to podobné.

Omezíme se tu na jediný p°ípad, kdy p°íslu²ný homogenní sys-
tém má koe�cienty konstantní a b(n) je polynom stupn¥ s. �e²ení
pak lze hledat ve tvaru polynomu

xn = α0 + α1n+ · · · + αsns
s neznámými koe�cienty αi , i = 1, . . . , s. Dosazením do dife-
ren£ní rovnice a porovnáním koe�cient· u jednotlivých mocnin
n dostaneme systém s + 1 rovnic pro s + 1 prom¥nných αi . Po-
kud má tento systém °e²ení, na²li jsme °e²ení na²eho p·vodního
problému. Pokud °e²ení nemá, m·ºe sta£it zv¥t²it stupe¬ s hleda-
ného polynomu.
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Pro druhou hodnotu neznámé t dostáváme rovnici

x + 1
x
= 2

s dvojnásobným ko°enem 1. Celkem je tedy bází hledaného

vektorového prostoru posloupností, které jsou °e²ením dané dife-

ren£ní rovnice, následující £tve°ice posloupností:
(
− 1

2 + i
√

3
2

)∞
n=1

,(
− 1

2 − i
√

3
2

)∞
n=1

,(1)∞n=1 (konstantní posloupnost) a (n)
∞
n=1. Hledáme-li

v²ak reálnou bázi, musíme nahradit dva generátory (posloupnosti)

z této báze s komplexními hodnotami generátory reálnými. Protoºe

tyto generátory jsou geometrické °ady, jejichº libovolné £leny jsou

komplexn¥ sdruºená £ísla, m·ºeme vzít jako vhodné generátory

posloupnosti dané polovinou sou£tu, resp. polovinou i-násobku

rozdílu, daných komplexních generátor·. Takto dostaneme násle-

dující reálnou bázi °e²ení: (1)∞n=1 (konstantní posloupnost), (n)∞n=1,

(cos(n · 2π/3))∞n=1, (sin(n · 2π/3))∞n=1. □

3.9. Najd¥te posloupnost, která vyhovuje nehomogenní diferen£ní

rovnici s po£áte£ními podmínkami:

xn+2 = xn+1 + 2xn + 1, x1 = 2, x2 = 2.

�e²ení. Obecné °e²ení zhomogenizované rovnice je tvaru

a(−1)n + b2n. Partikulárním °e²ením je konstanta −1/2. Obecné
°e²ení dané nehomogenní rovnice bez po£áte£ních podmínek je tedy

xn = a(−1)n + b2n − 1
2
.

Dosazením do po£áte£ních podmínek zjistíme konstanty a = −5/6,
b = 5/6. Dané rovnici s po£áte£ními podmínkami tedy vyhovuje po-

sloupnost

xn = −5
6
(−1)n + 5

3
2n−1 − 1

2
. □

3.10. �e²te následující diferen£ní rovnici:

xn+4 = xn+3 − xn+2 + xn+1 − xn.

�e²ení. Z teorie víme, ºe prostor °e²ení této diferen£ní rovnice

bude £ty°dimenzionální vektorový prostor, jehoº generátory zjistíme

z ko°en· charakteristického polynomu dané rovnice. Charakteristická

rovnice je

x4 − x3 + x2 − x + 1 = 0.

Jedná se o reciprokou rovnici. Zavedeme tedy substituci u = x+ 1
x
. Po

vyd¥lení rovnice x2 (nula nem·ºe být ko°enem) a substituci (v²imn¥te

si, ºe x2 + 1
x2 = u2 − 2) dostáváme

x2 − x + 1− 1
x
+ 1
x2
= u2 − u− 1 = 0.
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Nap°. rovnice xn−xn−2 = 2 nem·ºemít konstantní °e²ení, ale
dosazením xn = α0 + α1n dostáváme °e²ení α1 = 1 (a koe�cient
α0 m·ºe být libovolný), a proto je obecné °e²ení na²í rovnice

xn = C1 + C2(−1)n + n.
V²imn¥me si, ºe skute£n¥ matice p°íslu²ného systému rovnic pro
polynom niº²ího stupn¥ nula je nulová a rovnice 0 · α0 = 2 nemá
°e²ení. Dal²í poznámky o vhodných postupech nalézání partikulár-
ních °e²ení jsou za p°íkladem ∥3.6∥.
3.15. Lineární �ltry. Uvaºujme nyní nekone£né posloupnosti

x = (. . . , x−n, x−n+1, . . . , x−1, x0, x1, . . . , xn, . . . ).

Budeme, podobn¥ jako u systém· lineárních rovnic, pracovat s ope-
rací T , která zobrazí celou posloupnost x na posloupnost z = T x
se £leny

zn = a0xn + a1xn−1 + · · · + akxn−k.
S posloupnostmi xm·ºeme op¥t pracovat jako s vektory vzhle-

dem ke s£ítání i násobení skaláry po sloºkách. Pouze bude
tento velký vektorový prostor nekone£n¥rozm¥rný. Na²e
zobrazení T je zjevn¥ lineárním zobrazením na takovém
vektorovém prostoru.

Posloupnosti si p°edstavme jako diskrétní hodnoty n¥jakého
signálu, ode£ítané zpravidla ve velmi krátkých £asových jednot-
kách, operace T pak m·ºe být �ltrem, který signál zpracovává.
Bude nás zajímat, jak odhadnout vlastnosti, které takový ��ltr�
bude mít.

Signály jsou velice £asto ze své podstaty dány sou£tem n¥ko-
lika £ástí, které jsou samy o sob¥ vícemén¥ periodické. Z na²í de�-
nice je ale z°ejmé, ºe periodické posloupnosti xn, tj. posloupnosti
spl¬ující pro n¥jaké pevné p°irozené £íslo p

xn+p = xn
budou mít i periodické obrazy z = T x

zn+p = a0xn+p + a1xn−1+p + · · · + akxn−k+p =
= a0xn + a1xn−1 + · · · + akxn−k = zn

se stejnou periodou p.
Pro pevn¥ zvolenou operaci T nás bude zajímat, které vstupní

periodické posloupnosti z·stanou p°ibliºn¥ stejné (p°ípadn¥ aº na
násobek) a které budou utlumeny na nulové hodnoty.

Ve druhém p°ípad¥ tedy hledáme jádro na²eho lineárního zob-
razení T . To je ale dáno práv¥ homogenní diferen£ní rovnicí

a0xn + a1xn−1 + · · · + akxn−k = 0, a0 ̸= 0, ak ̸= 0,

kterou jsme se uº nau£ili °e²it.

3.16. �patný ekvalizér. Jako p°íklad uvaºujme velmi jednoduchý
lineární �ltr zadaný rovnicí

zn = (T x)n = xn+2 + xn.
Výsledky takového zpracování signálu jsou nazna£eny na

následujících £ty°ech obrázcích pro postupn¥
se zvy²ující frekvenci periodického signálu
xn = cos(φn). Signály se stejnou amplitudou
na v²ech obrázcích jsou p·vodní signály, dal²í jsou

výsledky po zpracování �ltrem. Nerovnom¥rnosti k°ivek jsou
d·sledkem nep°esného kreslení, v²echny signály jsou samoz°ejm¥
rovnom¥rnými sinusovkami.
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Dostáváme tedy neznámé u1,2 = 1±√
5

2 . Odtud pak z rovnice

x2 − ux + 1 = 0 ur£íme £ty°i ko°eny

x1,2,3,4 = 1±√5±
√
−10± 2

√
5

4
.

Nyní si v²imn¥me, ºe ko°eny charakteristické rovnice jsme mohli

�uhodnout� rovnou. Je totiº

x5 + 1 = (x + 1)(x4 − x3 + x2 − x + 1)

a tedy jsou ko°eny polynomu x4 − x3 + x2 − x+ 1 i ko°eny polynomu

x5 + 1, coº jsou páté odmocniny z −1. Takto dostáváme, ºe °e²ením

charakteristického polynomu jsou £ísla x1,2 = cos
(
π
5

) ± i sin
(
π
5

)
a

x3,4 = cos
( 3π

5

) ± i sin
( 3π

5

)
. Tedy reálnou bází prostoru °e²ení dané

diferen£ní rovnice je nap°íklad báze posloupností cos
(
nπ
5

)
, sin

(
nπ
5

)
,

cos
( 3nπ

5

)
a sin

( 3nπ
5

)
, coº jsou siny a kosiny argument· p°íslu²ných

mocnin ko°en· charakteristického polynomu.

V²imn¥me si, ºe jsme mimochodem odvodili algebraické výrazy

pro cos
(
π
5

) = 1+√
5

4 , sin
(
π
5

) = √
10−2

√
5

4 , cos
( 3π

5

) = √
5−1
4 a

sin
( 3π

5

) = √
10+2

√
5

4 (vzhledem k tomu, ºe v²echny ko°eny rovnice

mají absolutní hodnotu 1, tak jsou to reálné, resp. imaginární, £ásti

p°íslu²ných ko°en·). □

3.11. Ur£ete explicitní vyjád°ení posloupnosti vyhovující diferen£ní

rovnici xn+2 = 2xn+1 − 2xn se £leny x1 = 2, x2 = 2.

�e²ení. Ko°eny charakteristického polynomu x2 − 2x + 2 jsou 1+ i
a 1 − i. Báze (komplexního) vektorového prostoru °e²ení je tedy

tvo°ena posloupnostmi yn = (1 + i)n a zn = (1 − i)n. Hledanou
posloupnost m·ºeme vyjád°it jako lineární kombinaci t¥chto posloup-

ností (s komplexními koe�cienty). Je tedy xn = a · yn + b · zn, kde
a = a1 + ia2, b = b1 + ib2. Z rekurentního vztahu dopo£teme

x0 = 1
2(2x1 − x2) = 0 a dosazením n = 0 a n = 1 do uvaºovaného

vyjád°ení xn dostáváme

1 = x0 = a1 + ia2 + b1 + ib2,

2 = x1 = (a1 + ia2)(1+ i)+ (b1 + ib2)(1− i),
a porovnáním reálné a komplexní sloºky obou rovnic dostáváme line-

ární soustavu £ty° rovnic o £ty°ech neznámých

a1 + b1 = 1,
a2 + b2 = 0,

a1 − a2 + b1 + b2 = 2,
a1 + a2 − b1 + b2 = 0

s °e²ením a1 = b1 = b2 = 1
2 a a2 = −1/2. Celkem m·ºeme hledanou

posloupnost vyjád°it jako

xn =
(

1
2
− 1

2
i

)
(1+ i)n +

(
1
2
+ 1

2
i

)
(1− i)n.
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1

1
0

2

2

-1

0

-2

43 5

A = 7.1250

1

1
0

2

2

-1

0

-2

43 5

A = 19.375

1

1
0

2

2

-1

0

-2

43 5

A = 25.500

1

1
0

2

2

-1

0

-2

43 5

A = 29.583

V²imn¥me si, ºe v oblastech, kde je výsledný signál p°ibliºn¥
stejn¥ silný jako p·vodní, dochází k dramatickému posuvu fáze
signálu. Levné ekvalizéry skute£n¥ podobn¥ ²patn¥ fungují.

3. Iterované lineární procesy

3.17. Iterované procesy. V praktických modelech se £asto se-
tkáváme se situací, kdy je vývoj systému v jednom
£asovém období dán lineárním procesem, zajímáme
se ale o chování systému po mnoha iteracích. �asto
p°itom samotný lineární proces z·stává po°ád stejný,

z pohledu na²eho matematického modelu tedy nejde o nic jiného
neº opakované násobení stavového vektoru stále stejnou maticí.

Zatímco pro °e²ení systém· lineárních rovnic jsme pot°ebovali
jenminimum znalostí o vlastnostech lineárních zobrazení, k pocho-
pení chování iterovaného systému budeme ú£eln¥ pouºívat znalosti
vlastních £ísel, vlastností vlastních vektor· a dal²í strukturní vý-
sledky.

V jistém smyslu se pohybujeme v podobném prost°edí jako
u lineárních rekurencí a skute£n¥ m·ºeme ná² popis �ltr· v minu-
lých odstavcích takto také popsat. P°edstavme si, ºe pracujeme se
zvukem a uchováváme si stavový vektor

Yn = (xn, . . . , xn−k+1)

v²ech hodnot od aktuální aº po poslední, kterou je²t¥ v na²em line-
árních �ltru zpracováváme. V jednom £asovém intervalu (ve vzor-
kovací frekvenci audio signálu mimo°ádn¥ krátkém) pak p°ejdeme
ke stavovému vektoru

Yn+1 = (xn+1, xn, . . . , xn−k+2),

kde první hodnota xn+1 = a1xn + · · · + akxn−k+1 je spo£tena
jako u homogenních diferen£ních rovnic, ostatní si jen posunujeme
o jednu pozici a poslední zapomeneme. P°íslu²ná £tvercová matice
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Posloupnost m·ºeme v²ak vyjád°it i pomocí reálné báze

(komplexního) vektorového prostoru °e²ení, totiº posloup-

ností un = 1
2 (yn + zn) =

(√
2
)n

cos
(
nπ
4

)
a

vn = 1
2 i(zn − yn) =

(√
2
)n

sin
(
nπ
4

)
. Matice p°echodu od

komplexní báze k reálné je

T :=
( 1

2 − 1
2 i

1
2

1
2 i

)
,

inverzní matice je T −1 =
(

1 1
i −i

)
. Pro vyjád°ení posloupnosti xn po-

mocí reálné báze, tj. sou°adnice (c, d) posloupnosti xn v bázi {un, vn},
pak máme (

c

d

)
= T −1

(
a

b

)
=
(

1
1

)
.

Máme tedy alternativní vyjád°ení posloupnosti xn, ve kterém se nevy-

skytují komplexní £ísla (ale zase jsou v n¥m odmocniny):

xn =
(√

2
)n

cos
(nπ

4

)
+
(√

2
)n

sin
(nπ

4

)
,

které jsme samoz°ejm¥ mohli získat téº °e²ením dvou lineárních rov-

nic o dvou neznámých c, d, totiº 1 = x0 = c · u0 + d · v0 = c

a 2 = x1 = c · u1 + d · v1 = c + d. □

3.12. Dokaºte, ºe kaºdý £len posloupnosti zadané rekurentním vzta-

hem

xn = 2xn−1 + 8xn−2 − 9, n ≥ 2,

se £leny x1 = 1, x2 = 25, je druhou mocninou p°irozeného £ísla. ⃝
C. Popula£ní modely

Popula£ní modely, kterými se budeme zabývat, budou rekurentní

vztahy ve vektorových prostorech. Neznámou veli£inou tedy nebude

posloupnost £ísel nýbrº posloupnost vektor·. Roli koe�cient· pak bu-

dou hrát matice. Za£neme s jednoduchým (dvourozm¥rným) p°íkla-

dem.

3.13. Spo°ení. S kamarádem spo°íme na spole£nou dovolenou násle-

dujícím zp·sobem. Na za£átku dám 10 EUR a on 20 EUR. Kaºdý dal²í

m¥síc pak dá kaºdý z nás tolik, co minulý m¥síc plus polovinu toho,

co dal ten druhý z nás p°edchozí m¥síc. Kolik budeme mít za rok do-

hromady naspo°eno? Kolik pen¥z budu platit dvanáctý m¥síc?

�e²ení. Obnos pen¥z, který budu platit n-tý m¥síc já ozna£ím xn

a to, co bude platit kamarád ozna£ím yn. První m¥síc tedy dáme

x1 = 10, y1 = 20. Pro dal²í platby m·ºeme psát rekurentní rov-

nice:

xn+1 = xn + 1
2
yn, yn+1 = yn + 1

2
xn.

Pokud ozna£íme spole£ný vklad zn = xn+yn, pak se£tením uvedených

rovnic dostaneme vztah zn+1 = zn + 1
2zn = 3

2zn. To je geometrická
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°ádu k spl¬ující Yn+1 = A · Yn bude vypadat takto:

A =



a1 a2 . . . ak−1 ak
1 0 . . . 0 0

0 1
. . . 0 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 0

 .

Pro takovou jednoduchou matici jsme si odvodili explicitní postup
pro úplné °e²ení otázky, jak vypadá formule pro °e²ení. Obecn¥ to
tak snadno nep·jde ani pro velice podobné systémy. Jedním z ty-
pických p°ípad· je studium dynamiky populací v r·zných biologic-
kých systémech.

V²imn¥me si také, ºe vcelku pochopiteln¥ má matice A za
charakteristický polynom práv¥

p(λ) = λk − a1λ
k−1 − · · · − ak,

jak snadno dovodíme pomocí rozvoje podle posledního sloupce a
rekurencí. To je vysv¥tlitelné i p°ímo, protoºe °e²ení xn = λn,
λ ̸= 0, vlastn¥ znamená, ºe matice A vynásobením p°evede
vlastní vektor (λk, . . . , λ)T na jeho λ�násobek. Musí být tedy ta-
kové λ vlastním £íslem matice A.

3.18. Leslieho model r·stu populací. P°edstavme si, ºe zkou-
máme n¥jaký systém jednotlivc· (p¥stovaná zví°ata,
hmyz, bun¥£né kultury apod.) rozd¥lený dom skupin,
t°eba podle stá°í, fází vývoje hmyzu, apod. Stav Xn je
tedy dán vektorem

Xn = (u1, . . . , um)
T

závisejícím na okamºiku tn, ve kterém systém pozorujeme. Line-
ární model vývoje takového systému je dán maticí A dimenze n,
která zadává zm¥nu vektoru Xn na

Xn+1 = A ·Xn
p°i p°ír·stku £asu z tn na tn+1.

Uvaºujme jako p°íklad tzv. Leslieho model r·stu, ve kterém
vystupuje matice

A =



f1 f2 f3 . . . fm−1 fm
τ1 0 0 . . . 0 0
0 τ2 0 . . . 0 0

0 0 τ3
. . . 0 0

...
. . .

. . .
...

0 0 0 . . . τm−1 0


,

jejíº parametry jsou svázány s vývojem populace rozd¥lené do
m v¥kových skupin tak, ºe fi ozna£uje relativní plodnost p°íslu²né
v¥kové skupiny (ve sledovaném £asovém skoku vznikne z N je-
dinc· v i�té skupin¥ fiN jedinc· nových, tj. ve skupin¥ první),
zatímco τi je relativní úmrtnost i-té skupiny b¥hem jednoho ob-
dobí. Pochopiteln¥ lze pouºít takový model s libovolným po£tem
v¥kových skupin.

V²echny koe�cienty jsou tedy nezáporná reálná £ísla a £ísla
τi jsou mezi nulou a jedni£kou. V²imn¥me si, ºe pokud jsou
v²echna τi rovna jedné, jde vlastn¥ o lineární rekurenci s kon-
stantními koe�cienty, a tedy bu¤ exponenciálním r·stem/poklesem
(pro reálné ko°eny λ charakteristického polynomu) nebo oscilová-
ním spojeným s p°ípadným r·stem £i poklesem (pro komplexní
ko°eny).
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°ada a dostáváme tedy zn = 30 · ( 3
2

)n−1
. Za rok budeme mít celkem

naspo°eno z1 + z2 + · · · + z12. Tento £áste£ný sou£et umíme lehce

spo£ítat

z1

[
1+ 3

2
+ · · · +

(
3
2

)11
]
= 30

( 3
2)

12 − 1
3
2 − 1

.= 7725.

Za rok tedy dohromady naspo°íme více neº 7724 euro.

Rekurentní soustavu rovnic popisující systém spo°ení m·ºeme na-

psat pomocí matice následovn¥(
xn+1
yn+1

)
=
(

1 1
2

1
2 1

)(
xn
yn

)
.

Jde tedy op¥t o geometrickou °adu. Jejími prvky jsou te¤ ov²em vek-

tory a kvocient není skalár, ale matice. �e²ení lze nicmén¥ najít ob-

dobn¥ (
xn
yn

)
=
(

1 1
2

1
2 1

)n−1 (
x1
y1

)
.

Mocninu matice p·sobící na vektor (x1, y1) m·ºeme nalézt, kdyº vy-

jád°íme tento vektor v bázi vlastních vektor·. Charakteristický poly-

nom matice je (1 − λ)2 − 1
4 a vlastní £ísla jsou tedy λ1,2 = 3

2 ,
1
2 .

P°íslu²né vlastní vektory jsou po °ad¥ (1, 1) a (1,−1). Pro po£áte£ní

vektor (x1, y1) = (10, 20) spo£ítáme(
10
20

)
= 15

(
1
1

)
− 5

(
1
−1

)
,

a proto (
xn
yn

)
= 15

(
3
2

)n−1 (1
1

)
− 5

(
1
2

)n−1 ( 1
−1

)
.

To znamená, ºe já zaplatím 12. m¥síc

x12 = 15
(

3
2

)11

− 5
(

1
2

)11
.= 1297

euro a m·j kamarád v podstat¥ stejn¥. □
Poznámka. P°edchozí p°íklad lze °e²it i bez matice následujícím

p°epsáním rekurentní rovnice: xn+1 = xn + 1
2yn = 1

2xn + 1
2zn.

P°edcházející p°íklad byl vlastn¥ modelem r·stu (v daném p°ípad¥

r·stu mnoºství naspo°ených pen¥z). Nyní p°ejd¥me k model·m r·stu

popisujícím primárn¥ r·st n¥jaké populace. Leslieho model r·stu,

který jsme detailn¥ rozebrali v teorii, velmi dob°e popisuje nejen popu-

lace ovcí (podle kterých byl sestaven), ale uplat¬uje se nap°íklad i p°i

modelování následujících populací:

3.14. Zajíci podruhé. Ukaºme si, jak m·ºeme Leslieho modelem

popsat populaci zajíc· na louce, kterou jsme se zaobírali v p°íkladu

(∥3.5∥). Uvaºujme, ºe zajíci umírají po dovr²ení devátého m¥síce

v¥ku (v p·vodním modelu byl v¥k zajíc· neomezen). Ozna£me po£ty

zajíc· (resp. zaje£ic) podle stá°í v m¥sících v £ase t (m¥síc·) jako
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Neº se pustíme do obecn¥j²í teorie, trochu si pohrajeme
s tímto konkrétním modelem.

P°ímým výpo£tem pomocí Laplaceova rozvoje podle posled-
ního sloupce spo£teme charakteristický polynom pm(λ) matice
A pro model s m skupinami:

pm(λ) = |A− λE| = −λpm−1(λ)+ (−1)m−1fmτ1 . . . τm−1.

Vcelku snadno dovodíme indukcí, ºe tento charakteristický poly-
nom má tvar

pm(λ) = (−1)m(λm − a1λ
m−1 − · · · − am−1λ− am)

s vesm¥s nezápornými koe�cienty a1, . . . , am, pokud jsou v²echny
parametry τi a fi kladné. Nap°. je vºdy

am = fmτ1 . . . τm−1.

Zkusme kvalitativn¥ odhadnout rozloºení ko°en· polynomu
pm. Bohuºel, detaily budeme um¥t p°esn¥ vysv¥tlit a ov¥°it
aº po absolvování p°íslu²ných partií tzv. matematické ana-
lýzy v kapitole páté a pozd¥ji, p°esto by ale postup m¥l být
intuitivn¥ jasný. Vyjád°íme si charakteristický polynom ve

tvaru

pm(λ) = ±λm
(
1− q(λ)),

kde q(λ) = a1λ
−1 + · · · + amλ−m je ost°e klesající a nezáporná

funkce pro λ > 0. Evidentn¥ bude proto existovat práv¥ jedno
kladné λ, pro které bude q(λ) = 1 a tedy také pm(λ) = 0. Jinými
slovy, pro kaºdou Leslieho matici existuje práv¥ jedno kladné re-
álné vlastní £íslo.

Pro skute£né Leslieho modely populací bývají v²echny koe-
�cienty τi i fj mezi nulou a jedni£kou a typicky nastává situace,
kdy jediné reálné vlastní £íslo λ1 je v¥t²í nebo rovno jedné, za-
tímco absolutní hodnoty ostatních vlastních £ísel jsou ost°e men²í
neº jedna.

Jestliºe za£neme s libovolným stavovým vektorem X, který
bude dán jako sou£et vlastních vektor·

X = X1 + · · · +Xm
s vlastními hodnotami λi , pak p°i iteracích dostáváme

Ak ·X = λk1X1 + . . . λkmXm,
takºe za p°edpokladu, ºe |λi | < 1 pro v²echna i ≥ 2, budou
v²echny komponenty ve vlastních podprostorech velmi rychle mi-
zet, krom¥ komponenty λ1X

k
1 .

Rozloºení populace do v¥kových skupin se tak budou rychle
blíºit pom¥r·m komponent vlastního vektoru k dominantnímu
vlastnímu £íslu λ1.

Nap°íklad pro matici (uv¥domme si význam jednotlivých koe-
�cient·, jsou p°evzaty z modelu pro chov ovcí, tj. hodnoty τ zahr-
nují jak p°irozený úhyn tak p°ípadné aktivity chovatel· na jatkách)

A =


0 0,2 0,8 0,6 0

0,95 0 0 0 0
0 0,8 0 0 0
0 0 0,7 0 0
0 0 0 0,6 0


vyjdou vlastní hodnoty p°ibliºn¥

1,03; 0; −0,5; −0,27+ 0,74i; −0,27− 0,74i
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x1(t), x2(t), . . . , x9(t), tak po£ty zajíc· v jednotlivých v¥kových sku-

pinách budou po jednomm¥síci x1(t+1) = x2(t)+x3(t)+· · · +x9(t),

xi(t + 1) = xi−1(t), pro i = 2, 3, . . . , 10, neboli

x1(t + 1)

x2(t + 1)

x3(t + 1)

x4(t + 1)

x5(t + 1)

x6(t + 1)

x7(t + 1)

x8(t + 1)

x9(t + 1)


=



0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0





x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

x5(t)

x6(t)

x7(t)

x8(t)

x9(t)


.

Charakteristický polynom uvedené matice je

λ9 − λ7 − λ6 − λ5 − λ4 − λ3 − λ2 − λ− 1.
Ko°eny této rovnice nejsme schopni explicitn¥ vyjád°it, jeden z nich

v²ak velmi dob°e odhadnout, λ1
.= 1, 608 (pro£ musí být men²í neº

(
√

5+1)/2)?). Populace bude tedy podle tohoto modelu r·st p°ibliºn¥

s geometrickou °adou s kvocientem 1, 608t .
Obecn¥ji m·ºeme zpracovat p°edcházející model takto:

3.15. Nech´ je v popula£ním modelu dravec-ko°ist ur£en vztah

mezi po£tem dravc· Dk a ko°isti Kk v daném a následujícím m¥síci

(k ∈ N ∪ {0}) lineárním systémem

(a)
Dk+1 = 0,6Dk + 0,5Kk,
Kk+1 = −0,16Dk + 1,2Kk;

(b)
Dk+1 = 0,6Dk + 0,5Kk,
Kk+1 = −0,175Dk + 1,2Kk;

(c)
Dk+1 = 0,6Dk + 0,5Kk,
Kk+1 = −0,135Dk + 1,2Kk.

Analyzujte chování tohoto modelu po velmi dlouhé dob¥.

�e²ení. V²imn¥me si, ºe jednotlivé varianty se od sebe navzájem li²í

pouze v hodnot¥ koe�cientu u Dk ve druhé rovnici. M·ºeme proto

v²echny t°i p°ípady vyjád°it jako(
Dk

Kk

)
=
(

0,6 0,5
−a 1,2

)
·
(
Dk−1
Kk−1

)
, k ∈ N,

kde budeme postupn¥ klást a = 0,16, a = 0,175, a = 0,135. Hodnota
koe�cientu a zde reprezentuje pr·m¥rný po£et kus· ko°isti zahube-

ných jedním (o£ividn¥ �nenáro£ným�) dravcem zam¥síc. P°i ozna£ení

T =
(

0,6 0,5
−a 1,2

)
bezprost°edn¥ dostáváme(

Dk

Kk

)
= T k ·

(
D0
K0

)
, k ∈ N.
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s velikostmi 1,03; 0; 0,5; 0,78; 0,78 a vlastní vektor p°íslu²ný do-
minantnímu vlastnímu £íslu je p°ibliºn¥

XT = (30 27 21 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediný vlastní vektor se sou£tem sou°adnic rov-
ným stu, zadává nám proto p°ímo výsledné procentní rozloºení po-
pulace.

Pokud bychom cht¥li místo t°íprocentního celkového r·stu po-
pulace setrvalý stav a p°edsevzali si ujídat více ovce t°eba z druhé
v¥kové skupiny, °e²ili bychom úlohu, o kolik máme zmen²it τ2, aby
bylo dominantní vlastní £íslo rovno jedné.

3.19. Matice s nezápornými prvky. Reálné matice, které ne-
mají ºádné záporné prvky mají velmi speciální vlast-
nosti. Zárove¬ jsou skute£n¥ £asté v praktických mo-
delech. Nazna£íme proto te¤ proto tzv. Perronovu-
Frobeniovu teorii, která se práv¥ takovým maticím

v¥nuje.
Za£neme de�nicí n¥kolika pojm·, abychom mohli na²e úvahy

v·bec formulovat.
Kladné a primitivní matice

De�nice. Za kladnou matici budeme povaºovat takovou £tverco-
vou matici A, jejíº v²echny prvky aij jsou reálné a kladné. Primi-
tivní matice je pak taková £tvercovámaticeA, jejíº n¥jaká mocnina
Ak je kladná.

P°ipome¬me, ºe spektrálním polom¥rem matice A nazýváme
maximum absolutních hodnot v²ech jejích (reálných i komplex-
ních) vlastních £ísel. Spektrálním polom¥rem lineárního zobra-
zení na (kone£n¥rozm¥rném) vektorovém prostoru rozumíme spek-

trální polom¥r jehomatice v n¥které bázi.NormoumaticeA ∈ Rn2

nebo vektoru x ∈ Rn rozumíme sou£et absolutních hodnot v²ech
jejich prvk·. U vektor· x pí²eme pro jejich normu |x|.

Následující výsledek je mimo°ádn¥ uºite£ný a snad i dob°e
srozumitelný. Jeho d·kaz se svou náro£ností dosti vymyká této
u£ebnici, uvádíme ale alespo¬ jeho stru£ný nástin. Pokud by £tená°
m¥l problém s plynulým £tením nástinu d·kazu, doporu£ujeme jej
p°esko£it.

V¥ta (Perronova). Jestliºe je A primitivní matice se spektrálním
polom¥rem λ ∈ R, pak je λ jednoduchým ko°enem charakteris-
tického polynomu matice A, který je ost°e v¥t²í neº absolutní hod-
nota kteréhokoliv jiného vlastního £íslamaticeA. K vlastnímu £íslu
λ navíc existuje vlastní vektor x s výhradn¥ kladnými prvky xi .

D·kaz. 1 V d·kazu se budeme opírat o intuici elementární
geometrie. �áste£n¥ budeme pouºité koncepty
up°es¬ovat uº v analytické geometrii ve £tvrté
kapitole, n¥které analytické aspekty budeme studovat
podrobn¥ji v kapitolách páté a pozd¥ji, p°esné

d·kazy n¥kterých analytických krok· v této u£ebnici nepodáme
v·bec. Snad budou následující úvahy nejen osv¥tlovat dokazovaný
teorém, ale budou také samy o sob¥ motivací pro na²e dal²í
studium geometrie i matematické analýzy. Za£neme docela
srozumiteln¥ zn¥jícím pomocným lemmatem:

1inspirováno materiálem na webu, viz http://www-users.math.umd.edu/
˜mmb/475/spec.pdf
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Pomocí mocnin matice T tak m·ºeme ur£it vývoj populací dravce

a ko°isti po velmi dlouhé dob¥.

Snadno stanovíme vlastní £ísla

(a) λ1 = 1, λ2 = 0,8;
(b) λ1 = 0,95, λ2 = 0,85;
(c) λ1 = 1,05, λ2 = 0,75

matice T a jim (p°i zachování po°adí) p°íslu²né vlastní vektory

(a) (5, 4)T , (5, 2)T ;
(b) (10, 7)T , (2, 1)T ;
(c) (10, 9)T , (10, 3)T .

Víme, ºe matice T má v bázi dané vlastními vektory diagonální tvar s

vlastními £ísly na diagonále. Vlastní vektory zapsané do sloupc· pak

zadávají matici p°echodu od standardní báze k bázi tvo°ené vlastními

vektory. Je tedy

T =
(

5 5
4 2

)
·
(

1 0
0 0,8

)
·
(

5 5
4 2

)−1

a pro k ∈ N tudíº platí

(a)

T k =
(

5 5
4 2

)
·
(

1 0
0 0,8

)k
·
(

5 5
4 2

)−1

;
(b)

T k =
(

10 2
7 1

)
·
(

0,95 0
0 0,85

)k
·
(

10 2
7 1

)−1

;
(c)

T k =
(

10 10
9 3

)
·
(

1,05 0
0 0,75

)k
·
(

10 10
9 3

)−1

.

Odtud dále pro velká k ∈ N plyne

(a)

T k ≈
(

5 5
4 2

)
·
(

1 0
0 0

)
·
(

5 5
4 2

)−1

=

= 1
10

(−10 25
−8 20

)
;

(b)

T k ≈
(

10 2
7 1

)
·
(

0 0
0 0

)
·
(

10 2
7 1

)−1

=

=
(

0 0
0 0

)
;

(c)

T k ≈
(

10 10
9 3

)
·
(

1,05k 0
0 0

)
·
(

10 10
9 3

)−1

=

= 1,05k

60

(−30 100
−27 90

)
,
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Lemma. Uvaºme libovolný mnohost¥n P obsahující po£átek
0 ∈ Rn.

Jestliºe n¥jaká iterace lineárního zobrazení ψ : Rn → Rn
zobrazuje P do jeho vnit°ku, pak je spektrální polom¥r zobrazení
ψ ost°e men²í neº jedna.

Uvaºme matici A zobrazení ψ ve standardní bázi. Protoºe
vlastní £ísla Ak jsou k�té mocniny vlastních £ísel matice A,
m·ºeme rovnou bez újmy na obecnosti p°edpokládat, ºe samotné
zobrazení ψ jiº zobrazuje P do vnit°ku P . Zjevn¥ tedy nem·ºe
mít ψ �ádnou vlastní hodnotu s absolutní hodnotou v¥t²í neº
jedna.

D·kaz dále povedeme sporem. P°edpokládejme, ºe existuje
vlastní hodnota λ s |λ| = 1. Máme tedy dv¥ moºnosti. Bu¤ je
λk = 1 pro vhodné k nebo takové k neexistuje.

Obrazem P je uzav°ená mnoºina (to znamená, ºe pokud se
body v obrazu budou hromadit k n¥jakému bodu y v Rn, bude
y op¥t v obrazu) a hranici P tento obraz v·bec neprotíná. Nem·ºe
tedymítψ pevný bod na hraniciP ani nem·ºe existovat ºádný bod
na hranici, ke kterému by se mohly libovoln¥ blíºit body v obrazu.
První argument vylu£uje, ºe by n¥jaká mocnina λ byla jedni£kou,
protoºe to by takový pevný bod na hranici P jist¥ existoval. Ve zbý-
vajícím p°ípad¥ jist¥ existuje dvourozm¥rný podprostor W ⊆ Rn,
na n¥jº se ψ zuºuje coby rotace o iracionální argument a jist¥ exis-
tuje bod y v pr·nikuW s hranicí P . Pak by ale byl bod y libovoln¥
p°esn¥ p°iblíºen body z mnoºinyψn (y) p°i pr·chodu p°es v²echny
iterace, a tedy by musel sám být také v obrazu. Do²li jsme tedy ke
sporu a lemma je ov¥°eno.

Nyní se dáme do d·kazu Perronovy v¥ty. Na²ím prvním kro-
kem bude ov¥°ení existence vlastního vektoru, který má v²echny
prvky kladné. Uvaºme za tím ú£elem tzv. standardní simplex

S = {x = (x1, . . . , xn)
T ; |x| = 1, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n}.

Protoºe v²echny prvky v maticiA jsou nezáporné, obrazA·x bude
mít samé nezáporné sou°adnice stejn¥ jako x a alespo¬ jedna z nich
bude vºdy nenulová. Zobrazení x 7→ |A · x|−1(A · x) proto zob-
razuje S do sebe, Toto zobrazení S → S spl¬uje v²echny p°edpo-
klady tzv. Brouwerovy v¥ty o pevném bod¥ a proto existuje vektor
y ∈ S takový, ºe je tímto zobrazením zobrazen sám na sebe. D·kaz
Brouwerovy v¥ty v této u£ebnici nepodáváme, zájemci snadno na-
jdou odkazy na wikipedii. To ale znamená, ºe

A · y = λ y, λ = |A · y|
a na²li jsme vlastní vektor, který leºí v S. Protoºe ale má n¥jaká
mocnina Ak podle na²eho p°edpokladu samé kladné prvky a sa-
moz°ejm¥ je takéAk ·y = λky, v²echny sou°adnice vektoru y jsou
ost°e kladné (tj. leºí ve vnit°ku S) a λ > 0.

Abychom dokázali zbytek v¥ty, budeme uvaºovat zobrazení
zadané maticí A ve výhodn¥j²í bázi a navíc ho vynásobíme kon-
stantou λ−1:

B = λ−1(Y−1 · A · Y ),
kde Y je diagonální matice se sou°adnicemi yi práv¥ nalezeného
vlastního vektoru y na diagonále. Evidentn¥ je B také primitivní
matice a navíc je vektor z = (1, . . . , 1)T jejím vlastním vektorem,
protoºe zjevn¥ Y · z = y.

Jestliºe nyní dokáºeme, ºe µ = 1 je jednoduchým ko°enem
charakteristického polynomu matice B a v²echny ostatní ko°eny
mají absolutní hodnotu ost°e men²í neº jedna, bude Perronova v¥ta
dokázána.
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nebo´ práv¥ pro velká k ∈ N m·ºeme poloºit

(a) (
1 0
0 0,8

)k
≈
(

1 0
0 0

)
;

(b) (
0,95 0

0 0,85

)k
≈
(

0 0
0 0

)
;

(c) (
1,05 0

0 0,75

)k
≈
(

1,05k 0
0 0

)
.

Podotkn¥me, ºe ve variant¥ (b), tj. pro a = 0,175, nebylo nutné vlastní
vektory po£ítat.

Obdrºeli jsme tak

(a) (
Dk

Kk

)
≈ 1

10

(−10 25
−8 20

)
·
(
D0
K0

)
=

= 1
10

(
5 (−2D0 + 5K0)

4 (−2D0 + 5K0)

)
;

(b) (
Dk

Kk

)
≈
(

0 0
0 0

)
·
(
D0
K0

)
=
(

0
0

)
;

(c) (
Dk

Kk

)
≈ 1,05k

60

(−30 100
−27 90

)
·
(
D0
K0

)
=

= 1,05k

60

(
10 (−3D0 + 10K0)

9 (−3D0 + 10K0)

)
.

Tyto výsledky lze interpretovat následovn¥:

(a) Pokud 2D0 < 5K0, velikosti obou populací se ustálí na

nenulových hodnotách (°íkáme, ºe jsou stabilní). Jestliºe

2 D0 ≥ 5 K0, ob¥ populace vym°ou.

(b) Ob¥ populace vym°ou.

(c) Pro 3D0 < 10K0 nastává popula£ní exploze obou druh·. Pro

3D0 ≥ 10K0 ob¥ populace vym°ou.

To, ºe extrémn¥ malá zm¥na velikosti a m·ºe vést ke zcela

odli²nému výsledku, je zap°í£in¥no nem¥nností hodnoty a v závis-

losti na velikosti obou populací. Poznamenejme, ºe toto omezení,

kdy a v na²ich modelech povaºujeme za konstantní, nemá oporu ve

skute£nosti. P°esto získáváme odhad velikosti a pro stabilní populace.

□
V lineárních modelech hrají významnou roli tzv. primitivní matice

(viz 3.19).
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K tomu se nám te¤ bude hodit d°íve dokázané pomocné
lemma. UvaºujmematiciB jako matici lineárního zobrazení, které
zobrazuje °ádkové vektory

u = (u1, . . . , un) 7→ u · B = v ,
tj. pomocí násobení zprava. Díky tomu, ºe je z = (1, . . . , 1)T vlast-
ním vektorem matice B, je sou£et sou°adnic °ádkového vektoru v
roven

n∑
i,j=1

uibij =
n∑
i=1

ui = 1,

kdykoliv je u ∈ S. Proto toto zobrazení zobrazuje simplex S na
sebe a má také jist¥ v S vlastní (°ádkový) vektor w s vlastní hodno-
tou jedna (pevný bod, op¥t dle Brouwerovy v¥ty). Protoºe n¥jaká
mocnina Bk obsahuje samé ost°e pozitivní prvky, je nutn¥ obraz
simplexu S v k�té iteraci zobrazení daného B uvnit° S. To uº jsme
blízko pouºití na²eho lemmatu, které jsme si pro d·kaz p°ipravili.

Budeme i nadále pracovat s °ádkovými vektory a ozna£me si
P posunutí simplexu S do po£átku pomocí vlastního vektoru w,
který jsme práv¥ na²li, tj. P = −w+S. Evidentn¥ je P mnohost¥n
obsahující po£átek a vektorový podprostor V ⊆ Rn generovaný
P je invariantní v·£i p·sobení matice B pomocí násobení °ádko-
vých vektor· zprava. Zúºení na²eho zobrazení na P tedy spl¬uje
p°edpoklady pomocného lemmatu, a proto nutn¥ musí být v²echny
jeho vlastní hodnoty v absolutní hodnot¥ men²í neº jedna.

Je²t¥ se musíme vypo°ádat se skute£ností, ºe práv¥ uvaºo-
vané zobrazení je dáno násobením °ádkových vektor· zprava ma-
ticíB (zatímco nás p·vodn¥ zajímalo chování zobrazení, zadaného
maticí B pomocí násobení sloupcových vektor· zleva). To je ale
ekvivalentní násobení transponovaných sloupcových vektor· trans-
ponovanou maticí B obvyklým zp·sobem zleva. Dokázali jsem
tedy vlastn¥ pot°ebné tvrzení o vlastních £íslech pro matici transpo-
novanou k na²í matici B. Transponování ale vlastní £ísla nem¥ní.

Dimenze prostoru V je p°itom n − 1, takºe d·kaz v¥ty je
ukon£en. □

3.20. Jednoduché d·sledky. Následující velice uºite£né tvrzení
má p°i znalosti Perronovy v¥ty aº p°ekvapiv¥ jedno-
duchý d·kaz a ukazuje, jak silná je vlastnost primi-
tivnosti matice zobrazení.

D·sledek. Jestliºe A = (aij ) je primitivní matice a x ∈ Rn její
vlastní vektor se v²emi sou°adnicemi nezápornými a vlastní hodno-
tou λ, pak λ > 0 je spektrální polom¥r A. Navíc platí

minj∈{1,...,n}
n∑
i=1

aij ≤ λ ≤ maxj∈{1,...,n}
n∑
i=1

aij .

D·kaz. Uvaºme vlastní vektor x z dokazovaného tvrzení.
Protoºe jeA primitivní, m·ºeme zvolit pevn¥ k tak, abyAk uºm¥la
samé pozitivní prvky, a pak je samoz°ejm¥ i Ak · x = λkx vektor
se samými ost°e kladnými sou°adnicemi. Nutn¥ proto je λ > 0.

Z Perronovy v¥ty víme, ºe spektrální polom¥r µ je vlastním
£íslem a zvolme takový vlastní vektor y k µ, ºe rozdíl x − y má
samé kladné sou°adnice. Potom nutn¥ pro v²echny mocniny n

0 < An · (x − y) = λnx − µny,
ale zárove¬ platí λ ≤ µ. Odtud jiº vyplývá λ = µ.

Zbývá odhad spektrálního polom¥ru pomocí minima a ma-
xima sou£t· jednotlivých sloupc· matice. Ozna£me je bmin a bmax,
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3.16. Které z matic

A =
(

0 1/7
1 6/7

)
, B =

1/2 0 1/3
0 1 1/2

1/2 0 1/6

 , C =
 0 1 0

1/4 0 1/2
3/4 0 1/2

 ,

D =


1/3 1/2 0 0
1/2 1/3 0 0
0 1/6 1/6 1/3

1/6 0 5/6 2/3

 , E =


0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0


jsou primitivní?

�e²ení. Nebo´

A2 =
(

1/7 6/49
6/7 43/49

)
, C3 =

3/8 1/4 1/4
1/4 3/8 1/4
3/8 3/8 1/2

 ,
matice A a C jsou primitivní. Dále platí rovnost1/2 0 1/3

0 1 1/2
1/2 0 1/6

 ·
0

1
0

 =
0

1
0

 ,
a tak bude prost°ední sloupec matice Bn vºdy (pro libovolné n ∈ N)
vektorem (0, 1, 0)T , tj. matice B nem·ºe být primitivní. Sou£in

1/3 1/2 0 0
1/2 1/3 0 0
0 1/6 1/6 1/3

1/6 0 5/6 2/3

 ·


0
0
a

b

 =


0
0

a/6+ b/3
5a/6+ 2b/3

 , a, b ∈ R

implikuje, ºe maticeD2 budemít v pravém horním rohu nulovou dvou-

rozm¥rnou (£tvercovou) submatici. Opakováním této implikace dostá-

váme, ºe stejnou vlastnost mají matice D3 = D · D2, D4 = D · D3,

. . . ,Dn = D ·Dn−1, . . . , tudíº maticeD není primitivní. Matice E je

permuta£ní (v kaºdém °ádku a sloupci má práv¥ jeden nenulový prvek,

a to 1). Není obtíºné si uv¥domit, ºe mocniny permuta£ní matice jsou

op¥t permuta£ní matice. Matice E proto také není primitivní. To lze

rovn¥º ov¥°it výpo£tem mocninE2 , E3 , E4 . Matice E4 je totiº jednot-

ková. □
Nyní uve¤me pon¥kud obsáhlej²í model.

3.17. Model ²í°ení jednoletých bylin. Budeme uvaºovat rostliny,

které na za£átku léta vykvetou, na jeho vrcholu vyprodukují semena

a samy uhynou. N¥která ze semen vyklí£í je²t¥ na konci podzimu

(ozimé rostliny), jiná p°e£kají zimu v zemi a vyklí£í na za£átku jara

(jarní rostliny). Ozimé rostlinky (sazenice), které p°es zimu nezmrz-

nou, jsou na ja°e v¥t²í neº jarní a v¥t²inou z nich vyrostou v¥t²í rostliny

neº z jarních sazenic. V¥t²í rostlina vyprodukuje více semen. Pak se

celý vegeta£ní cyklus opakuje.

Rok je tedy rozd¥len na £ty°i vegeta£ní období a v kaºdém z t¥chto

období m·ºeme rozli²it n¥kolik �forem� rostliny:
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zvolme za x vektor se sou£tem sou°adnic jedna a po£ítejme:
n∑

i,j=1

aijxj =
n∑
i=1

λxi = λ,

λ =
n∑
j=1

( n∑
i=1

aij

)
xj ≤

n∑
j=1

bmaxxj = bmax,

λ =
n∑
j=1

( n∑
i=1

aij

)
xj ≥

n∑
j=1

bminxj = bmin.
□

V²imn¥me si, ºe nap°. v²echny Leslieho matice z 3.18, kde
jsou v²echny uvaºované koe�cienty fi a τj ost°e kladné, jsou pri-
mitivní a tedy na n¥ m·ºeme pln¥ pouºít práv¥ odvozené výsledky.

Perronova-Frobeniova v¥ta je zobecn¥ním Perronovy v¥ty na
obecn¥j²í matice, které tu nebudeme uvád¥t.

3.21. Markovovy °et¥zce. Velice £astý a zajímavý p°ípad lineár-
ních proces· se samými nezápornými prvky v matici
je matematický model systému, který se m·ºe nachá-
zet v m r·zných stavech s r·znou pravd¥podobností.
V jistém okamºiku je systém ve stavu i s pravd¥po-

dobností xi a k p°echodu z moºného stavu i do stavu j dojde
s pravd¥podobností tij .

M·ºeme tedy proces zapsat takto: V £ase n je systém popsán
pravd¥podobnostním vektorem

xn = (u1(n), . . . , um(n))
T .

To znamená, ºe v²echny komponenty vektoru x jsou reálná nezá-
porná £ísla a jejich sou£et je roven jedné. Komponenty udávají
rozd¥lení pravd¥podobnosti jednotlivých moºností stav· systému.
Rozd¥lení pravd¥podobností pro £as n+1 bude dáno vynásobením
pravd¥podobnostní maticí p°echodu T = (tij ), tj.

xn+1 = T · xn.
Protoºe p°edpokládáme, ºe vektor x zachycuje v²echny moºné
stavy a proto s celkovou pravd¥podobností jedna p°ejde op¥t
do n¥kterého z nich, budou v²echny sloupce matice T tvo°eny
také pravd¥podobnostními vektory. Takovému procesu °íkáme
(diskrétní) Markov·v proces a výsledné posloupnosti vektor·
x0, x1, . . . °íkámeMarkov·v °et¥zec.

V²imn¥me si, ºe kaºdý pravd¥podobnostní vektor x je
skute£n¥ Markovovým procesem zobrazen na vektor se sou£tem
sou°adnic jedna:∑

i,j

tijxj =
∑
j

(∑
i

tij

)
xj =

∑
j

xj = 1.

Nyní m·ºeme v plné síle pouºít Perronovu�Frobeniovu teorii.
Protoºe je sou£et °ádk· matice T vºdy roven vektoru (1, . . . , 1), je
zcela elementárn¥ vid¥t, ºe matice T −E je singulární a jedni£ka
proto bude zaru£en¥ vlastním £íslem matice T .

Pokud je navíc T primitivní matice (tj. nap°. kdyº jsou v²echny
prvky nenulové), z D·sledku 3.20 víme, ºe je jedni£ka jednodu-
chým ko°enem charakteristického polynomu a v²echny ostatní mají
absolutní hodnotu ost°e men²i neº jedna.

V¥ta. Markovovy procesy s maticí, která nemá ºádné nulové prvky
nebo jejíº n¥která mocnina má tuto vlastnost, spl¬ují:

• existuje jediný vlastní vektor x∞ pro vlastní £íslo 1, který je
pravd¥podobnostní,
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Období stadia rostliny
za£átek jara malé a velké sazenice
za£átek léta malé, st°ední a velké kvetoucí rostliny
vrcholné léto semena
podzim sazenice a p°ezimující semena

Ozna£me x1(t), resp. x2(t), po£et malých, resp. velkých, sazenic na

za£átku jara roku t a y1(t), resp. y2(t), resp. y3(t), po£et malých, resp.

st°edních, resp. velkých rostlin v lét¥ téhoº roku. Z malých sazenic mo-

hou vyr·st malé nebo st°ední rostliny, z velkých sazenic mohou vyr·st

st°ední nebo velké rostliny. Kterákoliv ze sazenic samoz°ejm¥ m·ºe

uhynout (uschnout, být spasena krávou a podobn¥) a nevyroste z ní nic.

Ozna£me bij pravd¥podobnost, ºe ze sazenice j -té velikosti, j = 1, 2,
vyroste rostlina i-té velikosti, i = 1, 2, 3. Pak je

0 < b11 < 1, b12 = 0, 0 < b21 < 1, 0 < b22 < 0, b31 = 0,

0 < b32 < 1, b11 + b21 < 1, b22 + b32 < 1

(promyslete si, co kaºdá z t¥chto nerovností vyjad°uje). Pokud

pravd¥podobnost povaºujeme za klasickou, m·ºeme b11 vypo£ítat

jako podíl p°íznivých výsledk· (z malé vyrostla malá rostlina) a v²ech

moºných výsledk· (po£et malých sazenic), tj. b11 = y1(t)/x1(t).

Odtud

y1(t) = b11x1(t).

Analogicky dostaneme rovnost

y3(t) = b32x2(t).

Ozna£íme-li na chvíli y2,1(t), resp. y2,2(t) po£et st°edních rostlin vy-

rostlých z malých, resp. velkých sazenic, je y2(t) = y2,1(t) + y2,2(t)

a b21 = y2,1(t)/x1(t), b22 = y2,2(t)/x2(t) a tedy

y2(t) = b21x1(t)+ b22x2(t).

Ozna£íme

B =
b11 0
b21 b22
0 b32

 , x(t) =
(
x1(t)

x2(t)

)
, y(t) =

y1(t)

y2(t)

y3(t)


a p°edchozí rovnosti zapí²eme v maticovém tvaru

y(t) = Bx(t).
Ozna£íme-li po °ad¥ c11, c12 a c13 po£ty semen, které vyprodukuje

jedna malá, st°ední a velká rostlina, a z(t) celkový po£et vyprodukova-

ných semen v lét¥ roku t, platí

z(t) = c11y1(t)+ c12y2(t)+ c13y3(t),

nebo v maticovém tvaru

z(t) = Cy(t)
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• iterace T kx0 se blíºí k vektoru x∞ pro jakýkoliv po£áte£ní
pravd¥podobnostní vektor x0.

D·kaz. První tvrzení vyplývá p°ímo z kladnosti sou°adnic
vlastního vektoru dovozené v Perronov¥ v¥t¥.

P°edpokládejme nejprve, ºe jsou algebraické a geome-
trické násobnosti vlastních £ísel matice T stejné. Pak kaº-
dý pravd¥podobnostní vektor x0 m·ºeme (v komplexním

roz²í°eni Cn) napsat jako lineární kombinaci

x0 = c1x∞ + c2u2 + · · · + cnun,
kde u2, . . . , un dopl¬ují x∞ na bázi z vlastních vektor·. Pak ov²em
k�násobná iterace dává op¥t pravd¥podobnostní vektor

xk = T k · x0 = c1x∞ + λk2c2u2 + · · · + λkncnun.
Protoºe jsou v²echna vlastní £ísla λ2, · · · λn v absolutní hodnot¥
ost°e men²í neº jedna, v²echny komponenty vektoru xk , krom¥ té
první, se velmi rychle blíºí v norm¥ k nule. P°itom ale je stále
xk pravd¥podobnostní, takºe musí být c1 = 1 a druhé tvrzení
máme ov¥°eno.

Ve skute£nosti ale i p°i r·zné algebraické a geometrické ná-
sobnosti vlastních £ísel dojdeme ke stejnému záv¥ru pomocí po-
drobn¥j²ího studia tzv. ko°enových podprostor· pro matici T , ke
kterým se dostaneme v souvislosti s tzv. Jordanovým rozkladem
matic je²t¥ v této kapitole, viz poznámka 3.33.

I v obecném p°ípad¥ totiº dostaneme k vlastnímu podprostoru
⟨x∞⟩ jednozna£n¥ ur£ený invariantní (n − 1)�rozm¥rný komple-
ment, na kterém uº v²echna vlastní £ísla jsou v absolutní hodnot¥
men²í neº jedna, a proto se p°íslu²ná komponenta v xk také bude
neomezen¥ blíºit k nule jako vý²e. □

3.22. Iterace stochastických matic. Matice Markovových pro-
ces·, tj. matice jejichº v²echny sloupce mají sou£et
svých komponent roven jedné se nazývají stochas-
tické matice. Standardní úlohy spojené s Markovo-
vými procesy zahrnují odpov¥di na otázky po o£eká-

vané st°ední dob¥ p°echodu mezi p°edem ur£enými stavy systému
apod. Zatím ale nejsme na °e²ení t¥chto úloh p°ipraveni.

P°eformulujeme p°edchozí v¥tu do jednoduchého, ale asi do-
cela p°ekvapivého d·sledku. Konvergencí k limitní matici v ná-
sledujícím tvrzení myslíme skute£nost, ºe kdyº si p°edem ur£íme
moºnou chybu ε > 0, tak najdeme hranici na po£et iterací k po
níº uº v²echny komponenty uvedené matice se od té limitní budou
li²it o mén¥ neº ε.

D·sledek. Nech´ T je primitivní stochastická matice z Markovova
procesu a x∞ je stochastický vlastní vektor k dominantnímu £íslu
1 jako ve v¥t¥ vý²e. Pak iterace T k konvergují k limitní matici T∞,
jejíº v²echny sloupce jsou rovny x∞.

D·kaz. Sloupce v matici T k jsou obrazy vektor· standardní
báze v p°íslu²ném iterovaném lineárním zobrazení. To ale jsou
obrazy pravd¥podobnostních vektor·, a proto v²echny konvergují
k x∞. □

Nyní se je²t¥ na rozlu£ku s Markovovými procesy zamyslíme
nad problémem, zda existují pro daný systém stavy, do kterých se
má systém tendenci dostat a setrvat v nich.
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p°i ozna£ení

C = (c11 c12 c13
)
.

Aby matice C popisovala modelovanou realitu, budeme p°edpokládat,

ºe platí nerovnosti

0 < c11 < c12 < c13.

Ozna£me nakonec w1(t) a w2(t) po£et semen, které vyklí£í je²t¥

na podzim a po£et semen, která p°ezimují, v tomto po°adí, a d11, resp.

d21 pravd¥podobnost, ºe semeno vyklí£í na podzim, resp. nevyklí£í

(p°ezimuje), a f11, resp. f22 pravd¥podobnost, ºe ozimá sazenice, resp.

ºe p°ezimující semeno b¥hem zimy nezmrzne. Pravd¥podobnosti vy-

klí£ení d11, d21 z°ejm¥ musí spl¬ovat nerovnosti

0 < d11, 0 < d21, d11 + d21 = 1,

a pon¥vadº rostlinka snáze zmrzne, neº semeno ukryté v zemi, budeme

o pravd¥podobnostech f11, f22 p°eºití zimy p°edpokládat

0 < f11 < f22 < 1.

P°i ozna£ení

D =
(
d11
d21

)
, F =

(
f11 0
0 f22

)
, w(t) =

(
w1(t)

w2(t)

)
dostaneme podobnými úvahami jako vý²e rovnosti

w(t) = Dz(t), x(t + 1) = Fw(t).
Pon¥vadº násobení matic je asociativní, m·ºeme pro po£ty jednot-

livých stadií rostlin v následujícím roce z p°edchozích rovností sestavit

rekurentní formule:

x(t + 1) = Fw(t) = F (Dz(t)) = (FD)z(t) = (FD)(Cy(t)) =
= (FDC)y(t) = (FDC)(Bx(t)) = (FDCB)x(t),

y(t + 1) = Bx(t + 1) = B(Fw(t)) = (BF)w(t) =
= (BF)(Dz(t)) = (BFD)z(t) = (BFD)(Cy(t)) =
= (BFDC)y(t),

z(t + 1) = Cy(t + 1) = C(Bx(t + 1)
) = (CB)x(t + 1) =

= (CB)(Fw(t)) = (CBF)w(t) = (CBF)(Dz(t)) =
= (CBFD)z(t),

w(t + 1) = Dz(t + 1) = D(Cy(t + 1)
) = (DC)y(t + 1) =

= (DC)(Bx(t + 1)
) = (DCB)x(t + 1) =

= (DCB)(Fw(t)) = (DCBF)w(t).
P°i ozna£ení

Ax = FDCB, Ay = BFDC, Az = CBFD, Aw = DCBF
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O stavu systému °ekneme, ºe je p°echodový, jestliºe v n¥m
systém setrvává s pravd¥podobností ost°e men²í neº jedna. Za ab-
sorp£ní ozna£íme stav, ve kterém systém setrvává s pravd¥podob-
ností 1 a do kterého se lze dostat s nenulovou pravd¥podobností
z kteréhokoliv z p°echodových stav·. Kone£n¥, Markov·v °et¥zec
xn je absorp£ní, jestliºe jsou jeho v²echny jeho stavy bu¤ ab-
sorp£ní nebo p°echodové.

Je-li v absorp£nímMarkovov¥ °et¥zci prvních r stav· systému
absorp£ních, pro stochastickoumatici T systému to znamená, ºe se
rozpadá na �blokov¥� horní trojúhelníkový tvar

T =
(
E R

0 Q

)
,

kde E je jednotková matice, jejíº rozm¥r je dán po£tem ab-
sorp£ních stav·, zatímco R je kladná matice a Q nezáporná.
V kaºdém p°ípad¥ iteracemi této matice budeme po°ád dostávat
stejný blok nulových hodnot v levém dolním bloku, a tedy zcela
jist¥ nebude primitivní, nap°.

T 2 =
(
E R + R ·Q
0 Q2

)
.

I o takových maticích lze získat hodn¥ informací pomocí plné
Perronovy�Frobeniovy teorie a se znalostí pravd¥podobnosti a sta-
tistiky také odhadovat st°ední doby, po kterých se systém dostane
do jednoho z absorp£ních stav· apod.

4. Více maticového po£tu

Na vcelku praktických p°íkladech jsme vid¥li, ºe porozum¥ní
vnit°ní struktu°e matic a jejich vlastnostem je silným nástrojem
pro konkrétní výpo£ty nebo analýzy. Je²t¥ více to platí pro efekti-
vitu numerického po£ítání s maticemi. Proto se budeme zase chvíli
v¥novat abstraktní teorii.

Budeme p°itom zkoumat dal²í speciální typy lineárních zob-
razení na vektorových prostorech ale také obecný p°ípad, kdy je
struktura zobrazení popsána tzv. Jordanovou v¥tou.

3.23. Unitární prostory a zobrazení. Uº jsme si zvykli, ºe je
uºite£né pracovat rovnou v £íselném oboru komplex-
ních £ísel a to i v p°ípad¥, kdy nás zajímají jen reálné
objekty. Navíc v mnohých oblastech jsou komplexní
vektorové prostory nutnou sou£ástí úvah. Jasným

p°íkladem je nap°íklad tzv. kvantové po£ítání, které se stalo velmi
ak£ní oblastí teoretické informatiky, p°estoºe kvantové po£íta£e
zatím zkonstruovány ve funk£ní podob¥ nebyly.

Proto naváºeme na ortogonální zobrazení a matice z konce
druhé kapitoly následující de�nicí:

Unitární prostory

De�nice. Unitární prostor je komplexní vektorový prostor
V spolu se zobrazením V ×V → C, (u, v) 7→ u · v, které spl¬uje
pro v²echny vektory u, v,w ∈ V a skaláry a ∈ C
(1) u · v = v · u (zde pruh zna£í komplexní konjugaci),
(2) (au) · v = a(u · v),
(3) (u+ v) · w = u · w + v · w,
(4) je-li u ̸= 0, pak u · u > 0 (zejména je výraz reálný).

Toto zobrazení nazýváme skalární sou£in na V .
Reálné £íslo

√
v · v nazýváme velikostí vektoru v, zna£íme

∥v∥ a vektor je normovaný, jestliºe má velikost jedna. Vektory u a
v nazýváme ortogonální, jestliºe je jejich skalární sou£in nulový,
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je zjednodu²íme na formule

x(t + 1) = Axx(t), y(t + 1) = Ayy(t),
z(t + 1) = Azz(t), w(t + 1) = Aw(t).

Z t¥chto formulí jiº m·ºeme vypo£ítat sloºení populace rostlin v li-

bovolném období libovolného roku, pokud známe sloºení populace

v n¥jakém období po£áte£ního (nultého) roku.

Nech´ je nap°íklad známo sloºení populace v lét¥, tj. po£et z(0)
vysetých semen. Pak sloºení populace na za£átku jara t-tého roku je

x(t) = Axx(t − 1) = A2
xx(t − 2) = · · · = At−1

x x(1) =
= At−1

x Fw(0) = At−1
x FDz(0).

Pov²imn¥me si, ºe matice Az = CBFD je typu 1 × 1. Není to tedy

matice, ale skalár. M·ºeme tedy ozna£it λ = Az, vypo£ítat

λ = CBFD = (c11 c12 c13
)b11 0
b21 b22
0 b32

(f11 0
0 f22

)(
d11
d21

)
=

= (c11b11 + c12b21 c12b22 + c13b32
) (f11d11
f22d21

)
=

= b11c11d11f11 + b21c12d11f11 + b22c12d21f22 + b32c13d21f22

(3.5)

a p°edchozí výpo£et uspo°ádat do výhodného tvaru

x(t) = (FDCB)t−1FDz(0) = FD(CBFD)t−2CBFDz(0) =
= FD(CBFD)t−1 z(0) = FDAt−1

z z(0) = λt−1FDz(0).

Tímto zp·sobem z·stanou pouze dv¥ násobení matic.

Uvedeme konkrétní hodnoty matic B, C, D, F . Jedná se o para-

metry hypotetické rostliny, které ale byly inspirované skute£nou trávou

Vulpia ciliata:

B =
0,3 0

0,1 0,6
0 0,2

 , C = (1 10 100
)
,

D =
(

0,5
0,5

)
, F =

(
0,05 0

0 0,1

)
.

Nyní m·ºeme vypo£ítat jednotlivé matice, které zobrazují vektor popi-

sující sloºení populace v n¥jakém vegeta£ním období na vektor sloºení

populace v témºe období následujícího roku:

Ax =
(

0,0325 0,6500
0,0650 1,3000

)
, Ay =

0,0075 0,0750 0,7500
0,0325 0,3250 3,2500
0,0100 0,1000 1,0000

 ,
Az = 1,3325, Aw =

(
0,0325 1,3000
0,0325 1,3000

)
.

Hodnota λ = Az = 1,3325 vyjad°uje meziro£ní relativní p°ír·stek

populace. P°esv¥d£ete se, ºe kaºdá z matic Ax , Ay , Aw má jedinou
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bázi sestavenou z po dvou ortogonálních a normovaných vektor·
nazýváme ortonormální báze V .

Na první pohled jde o roz²í°ení de�nice euklidovských vekto-
rových prostor· do komplexního oboru. Nadále budeme také pou-
ºívat alternativní zna£ení ⟨u, v ⟩ pro skalární sou£in vektor· u a
v. Zcela stejn¥ jako v reálném oboru také okamºit¥ z de�nice vy-
plývají následující jednoduché vlastnosti skalárního sou£inu pro
v²echny vektory ve V a skaláry v C:

u · u ∈ R,
u · u = 0 práv¥ tehdy, kdyº u = 0,

u · (av) = ā(u · v),
u · (v + w) = u · v + u · w,

u · 0 = 0 · u = 0,(∑
i

aiui

)
·
(∑
j

bjvj

)
=
∑
i,j

ai b̄j (ui · vj ),

kde poslední rovnost platí pro v²echny kone£né lineární kombi-
nace. Podrobné ov¥°ení je skute£n¥ jednoduchým cvi£ením, nap°.
první vztah plyne okamºit¥ z de�ni£ní vlastnosti (1).

Standardním p°íkladem skalárního sou£inu na komplexním
vektorovém prostoru Cn je

(x1, . . . , xn)
T · (y1, . . . , xn)

T = x1ȳ1 + · · · + xnȳn.
Díky konjugování sou°adnic druhého argumentu toto zobrazení
spl¬uje v²echny poºadované vlastnosti. Prostor Cn s tímto ska-
lárním sou£inem budeme nazývat standardní unitární prostor
v dimenzi n. Maticov¥ m·ºeme tento skalární sou£in psát jako
x · y = ȳT · x.

Zcela obdobn¥ jako u euklidovských prostor· a ortogonálních
zobrazení budou d·leºitá lineární zobrazení, která respektují ska-
lární sou£iny.

Unitární zobrazení

Lineární zobrazení φ : V → W mezi unitárními prostory se
nazývá unitární zobrazení, jestliºe pro v²echny vektory u, v ∈ V
platí

u · v = φ(u) · φ(v).
Unitární isomor�smus je bijektivní unitární zobrazení.

3.24. Vlastnosti prostor· se skalárním sou£inem. Ve stru£né
diskusi euklidovských prostor· v p°edchozí
kapitole jsme uº n¥které jednoduché vlastnosti
prostor· se skalárním sou£inem odvodili,

d·kazy v komplexním oboru jsou velmi podobné.
V dal²ím budeme pracovat s reálnými i komplexními prostory

zárove¬ a budeme psát K pro R nebo C, v reálném p°ípad¥ je kon-
jugace prost¥ identické zobrazení (tak jak skute£n¥ zúºení konju-
gace na reálnou p°ímku v komplexní rovin¥ je). Stejn¥ jako u reál-
ných prostor· de�nujeme obecn¥ pro libovolný vektorový podpro-
stor U ⊆ V v prostoru se skalárním sou£inem jeho ortogonální
dopln¥k

U⊥ = {v ∈ V ; u · v = 0 pro v²echny u ∈ U},
coº je zjevn¥ také vektorový podprostor ve V .
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nenulovou vlastní hodnotu λ = 1,3325; ostatní vlastní hodnoty jsou

rovny 0.

Ukáºeme je²t¥ jedno vyuºití uvedeného modelu. M·ºe nás zají-

mat, jak �pruºn¥� reaguje meziro£ní relativní p°ír·stek λ na zm¥nu

jednotlivých �demogra�ckých parametr·�, jak nap°. zm¥na pravd¥po-

dobnosti p°eºití semene p°es zimu ovlivní meziro£ní p°ír·stek. Tuto

otázku pon¥kud up°esníme. Za pruºnost reakce charakteristiky

λ na parametr s, ozna£enou e(λ, s) prohlásíme relativní zm¥nu

hodnoty λ vztaºenou k relativní zm¥n¥ parametru s. Je²t¥ p°esn¥ji:

ozna£íme λ(s) meziro£ní p°ír·stek závislý na parametru s. Potom

1λ(s) = λ(s + 1s) − λ(s) vyjad°uje absolutní zm¥nu relativního

p°ír·stku λ p°i absolutní zm¥n¥ parametru s o 1s. Relativní zm¥na λ

tedy je 1λ(s)/λ(s). Relativní zm¥na p°ír·stku parametru s je 1s /s.

Hledaná pruºnost je tedy podíl t¥chto relativních zm¥n, tj.

e(λ, s) = 1λ(s)/λ(s)

1s /s
= s

λ(s)

λ(s +1s)− λ(s)
1s

.

Konkrétn¥ meziro£ní relativní p°ír·stek populace závislý na p°eºití se-

men p°es zimu je podle (∥3.5∥)
λ(f22) = d21(b22c12 + b32c13)f22 + d11(b11c11f11 + b21c12f11)

a pro konkrétní zvolené hodnoty ostatních parametr·

λ(f22) = 13f22 + 0,0325.

Pon¥vadº f22 = 0,1, m·ºeme po£ítat

λ(0,1) = 1,3325, λ(0,1+1s) = 1,3325+131s, 1λ(0,1) = 131s,

takºe

e(λ, 0,1) = 0,1
1,3325

131s
1s

.= 0,976.

Analogicky m·ºeme spo£ítat pruºnost reakce relativního p°ír·stku

λ populace na ostatních �demogra�ckých parametrech�. Výsledky

jsou shrnuty v tabulce:

parametr pruºnost reakce parametr pruºnost reakce
b11 0,006 c11 0,006
b21 0,019 c12 0,244
b22 0,225 c13 0,751
b23 0,750 f11 0,024
d11 0,024 f22 0,976
d21 0,976

Z ní m·ºeme vid¥t, ºe p°ír·stek λ je nejvíce ovliv¬ován mnoºstvím

p°ezimujících semen (parametr d21) a jejich p°eºíváním (parametr f22).

Toto zji²t¥ní není nijak p°ekvapivé, zem¥d¥lc·m je tento fakt dob°e

známý jiº od neolitu. Výsledek v²ak ukazuje, ºe matematický model

skute£n¥ n¥jak adekvátn¥ realitu popisuje.

Dal²í zajímavé a detailn¥ popsané modely r·stu nalezne £tená°

v souboru p°íklad· za touto kapitolou.
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Budeme v dal²ích odstavcích pracovat výhradn¥
s kone£n¥rozm¥rnými unitárními nebo euklidovskými pro-
story. �ada na²ich výsledk· ale má p°irozené roz²í°ení pro tzv.
Hilbertovy prostory, coº jsou jisté nekone£n¥rozm¥rné prostory se
skalárním sou£inem, ke kterým se aspo¬ stru£n¥ vrátíme pozd¥ji.

Tvrzení. Pro kaºdý kone£n¥rozm¥rný prostor V dimenze n se ska-
lárním sou£inem platí:

(1) Ve V existuje ortonormální báze.
(2) Kaºdý systém nenulových ortogonálních vektor· ve V je line-

árn¥ nezávislý a lze jej doplnit do ortogonální báze.
(3) Pro kaºdý systém lineárn¥ nezávislých vektor· (u1, . . . , uk)

existuje ortonormální báze (v1, . . . , vn) taková, ºe její vek-
tory postupn¥ generují stejné podprostory jako vektory uj , tzn.
⟨v1, . . . , vi⟩ = ⟨u1 . . . , ui⟩, 1 ≤ i ≤ k.

(4) Je-li (u1, . . . , un) ortonormální báze V , pak sou°adnice kaº-
dého vektoru u ∈ V jsou vyjád°eny vztahem

u = (u · u1)u1 + · · · + (u · un)un.
(5) V libovolné ortonormální bázi má skalární sou£in sou°adný

tvar

u · v = x · y = x1ȳ1 + · · · + xnȳn,
kde x a y jsou sloupce sou°adnic vektor· u a v ve zvolené
bázi. Zejména je tedy kaºdý n�rozm¥rný prostor se skalárním
sou£inem izomorfní standardnímu euklidovskému Rn nebo
unitárnímu Cn.

(6) Ortogonální sou£et unitárních podprostor· V1 + · · · + Vk ve
V je vºdy p°ímý sou£et.

(7) Je-liA ⊆ V libovolná podmnoºina, pakA⊥ ⊆ V je vektorový
(tedy i unitární) podprostor a (A⊥)⊥ ⊆ V je práv¥ podprostor
generovaný A. Navíc platí V = ⟨A⟩ ⊕ A⊥.

(8) V je ortogonálním sou£tem n jednorozm¥rných unitárních
podprostor·.

D·kaz. (1), (2), (3): Daný systém vektor· nejprve dopl-
níme do libovolné báze (u1, . . . , un) prostoru V a
spustíme na ni Gramovu�Schmidtovu ortogonalizaci
z 2.42. Tak získáme ortogonální bázi s vlastnostmi
poºadovanými v (3). P°itom ale z algoritmuGramovy�

Schmidtovy ortogonalizace vyplývá, ºe pokud jiº p·vodních k
vektor· tvo°ilo ortogonální systém vektor·, pak v pr·b¥hu ortogo-
nalizace z·stanou nezm¥n¥ny. Dokázali jsme tedy zárove¬ i (2) a
(1).
(4): Je-li u = a1u1 + · · · + anun, pak

u · ui = a1(u1 · ui)+ · · · + an(un · ui) = ai∥ui∥2 = ai .
(5): Podobn¥ pro libovolné vektory u = x1u1 + . . . + xnun,
v = y1u1 + . . . + ynun:

u · v = (x1u1 + · · · + xnun) · (y1u1 + · · · + ynun) =
= x1ȳ1 + · · · + xnȳn.

(6): Pot°ebujeme ukázat, ºe pro libovolnou dvojici Vi , Vj ze za-
daných podprostor· je jejich pr·nik triviální. Je-li v²ak u ∈ Vi
a zárove¬ u ∈ Vj , pak je u ⊥ u, tj. u · u = 0. To je ale moºné
pouze pro nulový vektor u ∈ V .
(7): Nech´ u, v ∈ A⊥. Pak (au + bv) · w = 0 pro v²echny
w ∈ A, a, b ∈ K (z distributivity skalárního sou£inu). Tím jsme
ov¥°ili, ºe A⊥ je unitární podprostor ve V . Nech´ (v1, . . . , vk)
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3.18. Uvaºujte následující Leslieho model: farmá° chová ovce. Po-

rodnost ovcí je dána pouze v¥kem a je pr·m¥rn¥ 2 ovce na jednu ovci

mezi jedním a dv¥ma lety v¥ku, p¥t ovcí na ovci mezi dv¥ma a t°emi

lety v¥ku a dv¥ ovce na ovci mezi t°emi a £ty°mi roky v¥ku. Ovce do

jednoho roku nerodí. Z roku na rok um°e vºdy polovina ovcí a to rov-

nom¥rn¥ ve v²ech v¥kových skupinách. Po £ty°ech letech posílá farmá°

ovce na jatka. Farmá° by rád je²t¥ prodával (ºivá) jeh¬átka do jednoho

roku na koºe²inu. Jakou £ást jeh¬átek m·ºe kaºdý rok prodat, aby mu

velikost stáda z·stávala z roku na rok stejná? V jakém pom¥ru budou

potom rozd¥leny po£ty ovcí v jednotlivých v¥kových skupinách?

�e²ení. Matice daného modelu (bez zásahu farmá°e) je

L =


0 2 5 2
1
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 0

 .
Farmá° m·ºe ovlivnit kolik ovcí do jednoho roku mu ve stádu

z·stane do dal²ího roku, m·ºe tedy ovlivnit prvek l12 matice L. Zkou-

máme tedy model

L =


0 2 5 2
a 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 0


a hledáme a tak, aby daná matice m¥la vlastní hodnotu 1 (víme, ºe má

pouze jednu reálnou kladnou). Charakteristický polynom této matice

je

λ4 − 2aλ2 − 5
2
aλ− 1

2
a.

Poºadujeme-li, aby m¥l ko°en 1, musí být a = 1
5 (dosadíme za λ £íslo

1 a poloºíme rovno nule). Farmá° tedy m·ºe prodat 1
2 − 1

5 = 3
10 ovcí,

které se mu v daný rok narodí. Odpovídající vlastní vektor k vlastnímu

£íslu 1 dané matice je (20, 4, 2, 1) a v t¥chto pom¥rech se taky ustálí

populace ovcí. □

3.19. Uvaºujme Leslieho model r·stu pro populaci krys, které máme

rozd¥leny do t°í v¥kových skupin: do jednoho roku, od jednoho

do dvou let a od dvou let do t°í. P°edpokládáme, ºe se ºádná krysa

nedoºívá více neº t°í let. Pr·m¥rná porodnost v jednotlivých v¥kových

skupinách p°ipadajících na jednu krysu je následující: v 1. skupin¥

je to nula a ve druhé i t°etí 2 krysy. Krysy, které se doºijí jednoho

roku, umírají aº po druhém roce ºivota (úmrtnost ve druhé skupin¥ je

nulová). Ur£ete úmrtnost v první skupin¥, víte-li, ºe daná populace

krys stagnuje (po£et jedinc· v ní se nem¥ní). ⃝

Dal²í zajímavé popula£ní modely m·ºete najít po£ínaje stranou
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je n¥jaká báze ⟨A⟩, vybraná z prvk· A, (u1, . . . , uk) ortonor-
mální báze vzniklá z Gramovy�Schmidtovy ortogonalizace vek-
tor· (v1, . . . , vk). Dopl¬me ji na ortonormální bázi celéhoV (obojí
existuje podle jiº dokázaných £ástí v¥ty). Protoºe se jedná o orto-
gonální bázi, je nutn¥ ⟨uk+1, . . . , un⟩ = ⟨u1, . . . , uk⟩⊥ = A⊥ a
A ⊆ ⟨uk+1, . . . , un⟩⊥ (jak plyne z vyjád°ení sou°adnic v ortonor-
mální bázi). Je-li u ⊥ ⟨uk+1, . . . , un⟩, pak u je nutn¥ lineární kom-
binací vektor· u1, . . . , uk , to je ale práv¥ tehdy, kdyº je lineární
kombinací vektor· v1, . . . , vk , coº je ekvivalentní p°íslu²nosti u
do ⟨A⟩.
(8): Je pouze ekvivalentní formulaci existence ortonormální báze.

□

3.25. D·leºité vlastnosti velikosti. Nyní máme v²e p°ipraveno
pro základní vlastnosti spojené s na²í de�nicí veli-
kostí vektor·. Hovo°íme také o norm¥ de�nované
skalárním sou£inem. V²imn¥me si také, ºe v²echna
tvrzení se týkají vºdy kone£nýchmnoºin vektor· a je-

jich platnost proto nezávisí na dimenzi prostoru V , ve kterém se
v²e odehrává.

V¥ta. Pro libovolné vektory u, v v prostoru V se skalárním
sou£inem platí

(1) ∥u+v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥, p°itom rovnost nastane, práv¥ kdyº jsou
u a v lineárn¥ závislé.
(trojúhelníková nerovnost)

(2) |u · v| ≤ ∥u∥ ∥v∥, p°itom rovnost nastane, práv¥ kdyº jsou
u a v lineárn¥ závislé.
(Cauchyova nerovnost)

(3) Pro kaºdý ortonormální systém vektor· (e1, . . . , ek) platí

∥u∥2 ≥ |u · e1|2 + · · · + |u · ek|2.

(Besselova nerovnost)
(4) Pro ortonormální systém vektor· (e1, . . . , ek) pat°í vektor

u do podprostoru ⟨e1, . . . , ek⟩, práv¥ kdyº

∥u∥2 = |u · e1|2 + · · · + |u · ek|2.

(Parsevalova rovnost)
(5) Pro ortonormální systém vektor· (e1, . . . , ek) a vektor u ∈ V

je vektor

w = (u · e1)e1 + · · · + (u · ek)ek

jediným vektorem, který minimalizuje velikost ∥u − v∥ pro
v²echny v ∈ ⟨e1, . . . , ek⟩.
D·kaz. V²echny d·kazy spo£ívají v p°ímých výpo£tech:

(2): De�nujme vektor w := u− u·v
v·v v, tzn. w ⊥ v, a po£ítejme

0 ≤ ∥w∥2 = ∥u∥2 − (u·v)
∥v∥2 (u · v)− u·v

∥v∥2 (v · u)+ (u·v)(u·v)
∥v∥4 ∥v∥2,

0 ≤ ∥w∥2∥v∥2 = ∥u∥2∥v∥2 − 2(u · v)(u · v)+ (u · v)(u · v).

Odtud jiº p°ímo plyne, ºe ∥u∥2∥v∥2 ≥ |u · v|2 a rovnost nastane
práv¥ tehdy, kdyº w = 0, tj. kdyº jsou u a v lineárn¥ závislé.
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D. Markovovy procesy

3.20. Mlsný hazardér. Hazardní hrá£ sází na to, která strana mince

padne. Na za£átku hry má t°i kremrole. Na kaºdý hod vsadí jednu

kremroli a kdyº jeho tip vyjde, tak k ní získá jednu navíc, pokud ne, tak

kremroli prohrává. Hra kon£í, pokud v²echny kremrole prohraje, nebo

jich získá p¥t. Jaká je pravd¥podobnost, ºe hra neskon£í po £ty°ech

sázkách?

�e²ení. P°ed j -tým kolem (sázkou) m·ºeme popsat

stav, ve kterém se hrá£ nachází náhodným vektorem

Xj = (
p0(j), p1(j), p2(j), p3(j), p4(j), p5(j)

)
, kde pi je

pravd¥podobnost, ºe hrá£ má i kremrolí. Pokud má hrá£ p°ed j -tou

sázkou i kremrolí (i = 2, 3, 4), tak po sázce má s polovi£ní pravd¥po-

dobností (i − 1) kremrolí a s polovi£ní pravd¥podobností (i + 1)
kremrolí. Pokud dosáhne p¥ti kremrolí nebo v²echny prohraje, uº se

po£et kremrolí nem¥ní. Vektor Xj+1 tak získáme podle podmínek

zadání z Xj vynásobením maticí

A :=


1 0,5 0 0 0 0
0 0 0,5 0 0 0
0 0,5 0 0,5 0 0
0 0 0,5 0 0,5 0
0 0 0 0,5 0 0
0 0 0 0 0,5 1

 .

Na za£átku máme X1 = (0, 0, 1, 0, 0)T , po £ty°ech sázkách bude situ-
aci popisovat náhodný vektor

X5 = A4X1 =
(

1
8
,

3
16
, 0,

5
16
, 0,

3
8

)T
,

tedy pravd¥podobnost, ºe hra skon£í do £tvrté sázky (v£etn¥) je polo-

vina.

V²imn¥me si je²t¥, ºe matice A popisující vývoj pravd¥podob-

nostního vektoru X je pravd¥podobnostní, tedy má sou£et prvk·

v kaºdém sloupci 1. Nemá ale vlastnost vyºadovanou v Perronov¥�

Frobeniov¥ v¥t¥ a snadným výpo£tem zjistíte (nebo p°ímo uvidíte bez

po£ítání), ºe existují dva lineárn¥ nezávislé vlastní vektory p°íslu²né

k vlastnímu £íslu 1 � p°ípad, kdy hrá£i nez·stane ºádná krémrole, tj.

x = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T , nebo p°ípad kdy získá 5 krémrolí a hra tím

pádem kon£í a v²echny mu uº z·stávají, tj. x = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T .
V²echna ostatní vlastní £ísla (p°ibliºn¥ 0,8, 0,3, −0,8, −0,3) jsou
v absolutní hodnot¥ ost°e men²í neº jedna. Proto komponenty

v p°íslu²ných vlastních podprostorech p°i iteraci procesu s libovolnou

po£áte£ní hodnotou vymizí a proces se blíºí k limitní hodnot¥

pravd¥podobnostního vektoru tvaru (a, 0, 0, 0, 0, 1− a), kde hodnota
a závisí na po£tu kremrolí, se kterými hrá£ za£íná. V na²em p°ípad¥

je to a = 0,4, kdyby za£al se 4 kremrolemi, bylo by to a = 0,2 atd.□
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(1): Op¥t sta£í po£ítat

∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 + u · v + v · u =
= ∥u∥2 + ∥v∥2 + 2 Re(u · v) ≤
≤ ∥u∥2 + ∥v∥2 + 2|u · v| ≤
≤ ∥u∥2 + ∥v∥2 + 2∥u∥∥v∥ =
= (∥u∥ + ∥v∥)2.

Protoºe se p°itom jedná o nezáporná reálná £ísla, je opravdu
∥u + v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥. Navíc, p°i rovnosti musí nastat rovnost ve
v²ech p°edchozích nerovnostech, to v²ak je ekvivalentní podmínce,
ºe u a v jsou lineárn¥ závislé (podle p°edchozí £ásti d·kazu).
(3), (4): Nech´ (e1, . . . , ek) je ortonormální systém vektor·. Do-
plníme jej do ortonormální báze (e1, . . . , en) (to vºdy jde podle
p°edchozí v¥ty). Pak, op¥t podle p°edchozí v¥ty, je pro kaºdý vek-
tor u ∈ V :

∥u∥2 =
n∑
i=1

(u · ei)(u · ei) =
n∑
i=1

|u · ei |2 ≥
k∑
i=1

|u · ei |2.

To je ale práv¥ dokazovaná Besselova nerovnost. P°itom rovnost
m·ºe nastat práv¥ tehdy, kdyº u · ei = 0 pro v²echny i > k, a to
dokazuje Parsevalovu rovnost.
(5): Zvolme libovolný v ∈ ⟨e1, . . . , ek⟩ a dopl¬me daný or-
tonormální systém na ortonormální bázi (e1, . . . , en). Nech´
(u1, . . . , un) a (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) jsou sou°adnice u a v v této
bázi. Pak

∥u− v∥2 = |u1 − x1|2 + · · · + |uk − xk|2 + |uk+1|2 + · · · + |un|2
a tento výraz je zjevn¥ minimalizován p°i volb¥ jednotlivých vek-
tor· x1 = u1, . . . , xk = uk . □

3.26. Vlastnosti unitárních zobrazení. Vlastnosti ortogonál-
ních zobrazení mají p°ímo£arou obdobu v kom-
plexním oboru. M·ºeme je snadno zformulovat a
dokázat spole£n¥:

Tvrzení. Uvaºme lineární zobrazení (endomor�smus) φ : V → V

na prostoru se skalárním sou£inem. Pak jsou následující podmínky
ekvivalentní:

(1) φ je unitární nebo ortogonální transformace,
(2) φ je lineární isomor�smus a pro kaºdé u, v ∈ V platí

φ(u) · v = u · φ−1 (v),
(3) matice A zobrazení φ v libovolné ortonormální bázi spl¬uje

A−1 = ĀT (pro euklidovské prostory to znamenáA−1 = AT ),
(4) matice A zobrazení φ v n¥které ortonormální bázi spl¬uje

A−1 = ĀT ,
(5) °ádky maticeA zobrazení φ v ortonormální bázi tvo°í ortonor-

mální bázi prostoru Kn se standardním skalárním sou£inem,
(6) sloupce matice A zobrazení φ v ortonormální bázi tvo°í

ortonormální bázi prostoru Kn se standardním skalárním
sou£inem.

D·kaz. (1)⇒ (2): Zobrazení φ je prosté, proto musí být i na.
Platí p°itom φ(u) · v = φ(u) · φ(φ−1 (v)) = u · φ−1 (v).
(2) ⇒ (3): Standardní skalární sou£in je v Kn vºdy dán pro
sloupce x, y skalár· výrazem x · y = xT Eȳ , kde E je jed-
notková matice. Vlastnost (2) tedy znamená, ºe matice A zobra-

zení φ je invertibilní a platí (Ax)T ȳ = xT A−1y. To znamená
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3.21. Na základ¥ teploty ve dv¥ hodiny odpoledne se rozd¥lují dny

na teplé, pr·m¥rné a chladné. Dle celoro£ních statistik následuje po

teplém dni teplý v polovin¥ p°ípad· a pr·m¥rný ve 30 % p°ípad·, po

pr·m¥rném dnu pr·m¥rný ve 40 % p°ípad· a chladný ve 30 % p°í-

pad·, po chladném dnu chladný v polovin¥ p°ípad· a ve 30 % p°ípad·

pr·m¥rný. Bez dal²ích informací zjist¥te, kolik lze b¥hem roku o£eká-

vat teplých, pr·m¥rných a chladných dn·.

�e²ení. Pro kaºdý den musí nastav práv¥ jeden ze stav· �teplý

den�, �pr·m¥rný den�, �chladný den�. Pokud vektor xn má za sloºky

pravd¥podobnosti toho, ºe jistý (ozna£ený jako n-tý) den bude teplý,

pr·m¥rný, chladný (p°i zachování po°adí), potom sloºky vektoru

xn+1 =
0,5 0,3 0,2

0,3 0,4 0,3
0,2 0,3 0,5

 · xn
udávají postupn¥ pravd¥podobnosti, ºe následující den bude teplý,

pr·m¥rný, chladný. Pro ov¥°ení sta£í dosadit

xn =
1

0
0

 , xn =
0

1
0

 , xn =
0

0
1

 ,
p°i£emº nap°. pro t°etí volbu musíme dostat pravd¥podobnosti, ºe po

chladném dnu bude následovat teplý, pr·m¥rný, chladný (v tomto

po°adí). Vidíme tak, ºe úloha je Markovovým °et¥zcem s pravd¥po-

dobnostní maticí p°echodu

T =
0,5 0,3 0,2

0,3 0,4 0,3
0,2 0,3 0,5

 .
Nebo´ jsou v²echny prvky této matice kladné, existuje pravd¥podob-

nostní vektor

x∞ =
(
x1

∞, x
2
∞, x

3
∞
)T
,

k n¥muº se blíºí vektor xn pro zv¥t²ující se n nezávisle na tom, jaký

byl vektor xn pro mnohem men²í n. Navíc podle d·sledku Perronovy-

Frobeniovy v¥ty (viz odstavec 3.19) je x∞ vlastním vektoremmatice T

pro vlastní £íslo 1. Má tedy platit

x1∞ = 0,5 x1∞ + 0,3 x2∞ + 0,2 x3∞,
x2∞ = 0,3 x1∞ + 0,4 x2∞ + 0,3 x3∞,
x3∞ = 0,2 x1∞ + 0,3 x2∞ + 0,5 x3∞,

1 = x1∞ + x2∞ + x3∞,

kde poslední podmínka znamená, ºe vektor x∞ je pravd¥podobnostní.

Snadno se vypo£ítá, ºe tato soustava má jediné °e²ení

x1
∞ = x2

∞ = x3
∞ =

1
3
.

Lze tedy o£ekávat p°ibliºn¥ stejný po£et teplých, pr·m¥rných a chlad-

ných dn·.
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x̄T
(
ĀT y − A−1y

) = 0 pro v²echny x ∈ Kn. Zejména dosa-
zením výrazu v závorce za x zjistíme, ºe to je moºné pouze p°i
ĀT = A−1.
(3) ⇔ (4): Je-li ĀT = A−1 v n¥které ortonormální bázi, pak to
zaru£uje platnost podmínky (2):

φ(u) · v = (Ax)TEȳ = xT EA−1y = u · φ−1 (v)

a tedy i (3).
(4) ⇒ (5) Dokazované tvrzení je vyjád°eno prost°ednictvím ma-
tice A zobrazení φ vztahem AĀT = E, to je ale zaru£eno podmín-
kou (4).
(5) ⇒ (6): Protoºe pro determinant platí |ĀT A| = |E| =
= |AĀT | = |A||A| = 1, existuje inverzní matice A−1. P°itom je
AĀTA = A, proto i ĀTA = E coº vyjad°uje práv¥ (6).
(6)⇒ (1): Ve vybrané ortonormální bázi je

φ(u) · φ(v) = (Ax)T (Ay) = xAT Āȳ = xT Ēȳ = xT ȳ,
kde x a y jsou sloupce sou°adnic vektor· u a v. Tím je zaru£eno
zachovávání skalárního sou£inu. □

Charakterizace z p°edchozí v¥ty si zaslouºí n¥kolik poznámek.
Matice A ∈ Matn(K) s vlastností A−1 = ĀT se nazý-
vají unitární matice pro komplexní skaláry (a v p°ípad¥
R jsme jim jiº °íkali ortogonální matice). Z de�ni£ní vlast-
nosti plyne, ºe sou£in unitárních (resp. ortogonálních) ma-

tic je unitární (resp. ortogonální), stejn¥ pro inverze. Unitární ma-
tice tedy tvo°í podgrupu U(n) ⊆ Gln(C) v grup¥ v²ech inverti-
bilních komplexních matic s operací sou£inu. Ortogonální matice
tvo°í podgrupu O(n) ⊆ Gln(R) v grup¥ reálných invertibilních
matic. Hovo°íme o unitární grup¥ a o ortogonální grup¥.

Jednoduchý výpo£et

1 = detE = det(AĀT ) = detA detA = | detA|2
ukazuje, ºe determinant unitární matice má vºdy velikost rovnu
jedné, v p°ípad¥ reálných skalár· pak determinant musí být ±1.
Dále, je-li Ax = λx pro unitární £i ortogonální matici, pak
(Ax) · (Ax) = x · x = |λ|2(x · x). Proto jsou reálné vlastní hod-
noty ortogonálních matic v reálném oboru rovny ±1, vlastní hod-
noty unitárních matic jsou vºdy komplexní jednotky v komplexní
rovin¥.

Stejn¥ jako u ortogonálních zobrazení také docela snadno
ov¥°íme, ºe ortogonální dopl¬ky k invariantním podprostor·m
vzhledem k unitárnímu φ : V → V jsou vºdy také invariantní.
Skute£n¥, je-li φ(U) ⊆ U , u ∈ U a v ∈ U⊥ libovolné, pak

φ(v) · φ(φ−1 (u)) = v · φ−1 (u).

Protoºe je zúºení φ|U také unitární, musí to tedy být bijekce,
zejména je φ−1 (u) ∈ U . Pak ov²em φ(v) ·u = 0, protoºe v ∈ U⊥.
To znamená, ºe i φ(v) ∈ U⊥.

Odtud ov²em v komplexním oboru okamºit¥ dostáváme
uºite£ný d·sledek.

D·sledek. Nech´ φ : V → V je unitární zobrazení komplex-
ních vektorových prostor·. Pak je V ortogonálním sou£tem jedno-
rozm¥rných vlastních podprostor·.

D·kaz. Jist¥ existuje alespo¬ jeden vlastní vektor v ∈ V . Pak
je zúºení φ na invariantní podprostor ⟨v⟩⊥ op¥t unitární a jist¥ má
op¥t n¥jaký vlastní vektor. Po n takovýchto krocích obdrºíme hleda-
nou ortogonální bázi z vlastních vektor·. Po vynormování vektor·
získáme ortonormální bázi. □
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Zd·razn¥me, ºe sou£et v²ech £ísel z libovolného sloupce ma-

tice T musel být roven 1 (jinak by se nejednalo o Markov·v proces).

Protoºe T T = T (matice je symetrická), je sou£et v²ech £ísel z li-

bovolného °ádku matice také roven 1. O matici s nezápornými prvky

a s vlastností, ºe sou£et £ísel v kaºdém °ádku a rovn¥º sou£et £ísel

v kaºdém sloupci je 1, mluvíme jako o dvojnásobn¥ (dvojit¥, dvojn¥)

stochastické. D·leºitou vlastností kaºdé dvojnásobn¥ stochastické pri-

mitivní matice (pro jakýkoli rozm¥r � po£et stav·) je, ºe jí p°íslu²ný

vektor x∞ má v²echny sloºky stejné, tj. po dostate£n¥ dlouhé dob¥

vyhodnocování se v²echny stavy v odpovídajícím Markovov¥ procesu

jeví jako stejn¥ £asté. □

3.22. P·j£ovna aut. Firma p·j£ující kaºdý týden auta má dv¥

pobo£ky - jednu v Brn¥ a jednu v Praze. Auto zap·j£ené v Brn¥ lze

vrátit i v Praze a naopak. Po £ase se zjistilo, ºe na konci týdne je vºdy

v Praze vráceno zhruba 80 % z aut vyp·j£ených v Praze a 90 % z aut

vyp·j£ených v Brn¥.

Jak je pot°eba rozd¥lit auta mezi pobo£ky, aby na obou byl na

za£átku týdne vºdy stejný po£et aut jako p°edchozí týden?

Jak bude vypadat situace po jisté dlouhé dob¥, pokud jsou auta

mezi pobo£ky na za£átku náhodn¥ rozd¥lena?

�e²ení. Hledaný za£áte£ní po£et aut v Brn¥ ozna£me xB a v Praze

xP . Stav rozmíst¥ní aut mezi pobo£kami je tedy popsán vektorem

x =
(
xB
xP

)
. Uváºíme-li takový násobek vektoru x, ºe sou£et jeho

sloºek je 1, pak dávají jeho sloºky procentuální rozmíst¥ní aut.

Na konci týdne bude podle zadání stav popsán vektorem(
0,1 0,2
0,9 0,8

)(
xB
xP

)
. Matice A =

(
0,1 0,2
0,9 0,8

)
tedy popisuje ná² (line-

ární) systém p·j£ování aut. Pokud má být na konci týdne v pobo£kách

stejn¥ aut jako na za£átku, pak hledáme takový vektor x, pro který

platí Ax = x. To znamená, ºe hledáme vlastní vektor matice A

p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1.

Charakteristický polynom matice A je

(0,1 − λ)(0,8 − λ) − (0,9) · (0,2) = (λ− 1)(λ+ 0,1)
a 1 je tedy opravdu vlastní hodnota maticeA . P°íslu²ný vlastní vektor

x =
(
xB
xP

)
spl¬uje rovnici

(−0,9 0,2
0,9 −0,2

)(
xB
xP

)
= 0. Je to tedy ná-

sobek vektoru

(
0,2
0,9

)
. Pro zji²t¥ní procentuálního rozloºení hledáme

takový násobek, aby xB + xP = 1. To spl¬uje vektor 1
1,1

(
0,2
0,9

)
=

=
(

0,18
0,82

)
. Správné rozloºení aut mezi Brnem a Prahou je takové, ºe

18% aut bude v Brn¥ a 82% aut v Praze.
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Nyní uº je moºné snadno pochopit detaily d·kazu spektrál-
ního rozkladu ortogonálního zobrazení z 2.51 na konci druhé ka-
pitoly � reálnou matici ortogonálního zobrazení interpretujeme
jako matici unitárního zobrazení na komplexním roz²í°ení eukli-
dovského prostoru a pe£liv¥ sledujeme d·sledky struktury ko°en·
reálného charakteristického polynomu nad komplexním oborem.
Automaticky p°itom dostáváme invariantní dvourozm¥rné pod-
prostory zadané dvojicemi komplexn¥ sdruºených vlastních £ísel
a tedy p°íslu²né rotace pro zúºené p·vodní reálné zobrazení.

3.27. Duální a adjungovaná zobrazení. P°i diskusi vektorových
prostor· a lineárních zobrazení jsme jiº ve druhé kapitole
letmo zmínili duální vektorový prostorV ∗ v²ech lineárních
forem na vektorovém prostoru V , viz 2.39.

Pro kaºdé lineární zobrazení mezi vektorovými pro-
story ψ : V → W m·ºeme p°irozen¥ de�novat jeho duální zobra-
zení ψ∗ : W ∗→ V ∗ vztahem

(3.6) ⟨v, ψ∗ (α)⟩ = ⟨ψ(v), α⟩,
kde ⟨ , ⟩ zna£í vy£íslení formy (druhý argument) na vektoru (první
argument), v ∈ V a α ∈ W ∗ jsou libovolné.

Zvolme si báze v na V , w na W a pi²me A pro matici zobra-
zení ψ v t¥chto bázích. Pak snadno spo£teme matici zobrazení ψ∗
v p°íslu²ných duálních bázích na duálních prostorech. Skute£n¥,
de�ni£ní vztah °íká, ºe pokud bychom reprezentovali vektory zW ∗
v sou°adnicích jako °ádky skalár·, pak je zobrazeníψ∗ je dáno tou-
téº maticí jako ψ, pokud jí násobíme °ádkové vektory zprava:

⟨ψ(v), α⟩ = (α1, . . . , αn) · A ·
v1
...

vn

 = ⟨v, ψ∗ (α)⟩.

To znamená, ºe maticí duálního zobrazení ψ∗ je transponovaná
matice AT , protoºe α · A = (AT · αT )T .

P°edpokládejme nadále, ºe se pohybujeme ve vektorovém pro-
storu se skalárním sou£inem. Jestliºe tedy zvolíme pevn¥ jeden
vektor v ∈ V , dosazování vektor· za druhý argument ve skalár-
ním sou£inu nám dává zobrazení V → V ∗ = Hom(V ,K)

V ∋ v 7→ (w 7→ ⟨v,w⟩ ∈ K).

Podmínka nedegenerovanosti skalárního sou£inu nám zaru£uje, ºe
toto zobrazení je bijekcí. Zárove¬ víme, ºe jde skute£n¥ o lineární
zobrazení nad komplexními nebo reálnými skaláry, protoºe jsme
pevn¥ zvolili druhý argument. Na první pohled je vid¥t, ºe vektory
ortonormální báze jsou takto zobrazeny na formy tvo°ící bázi du-
ální, a kaºdý vektor m·ºeme prost°ednictvím skalárního sou£inu
chápat také jako lineární formu.

V p°ípad¥ vektorových prostor· se skalárním sou£inem proto
p°evádí na²e ztotoºn¥ní vektorového prostoru se svým duálem také
duální zobrazení ψ∗ na zobrazení ψ∗ : W → V zadané formulí

(3.7) ⟨ψ(u), v ⟩ = ⟨u,ψ∗ (v)⟩,
kde stejným zna£ením závorek jako v de�ni£ním vztahu (3.6) nyní
myslíme skalární sou£in. Tomuto zobrazení se °íká adjungované
zobrazení k ψ.

Ekvivalentn¥ lze brát vztah (3.27) za de�nici adjungovaného
zobrazení ψ∗ , nap°. dosazením v²ech dvojic vektor·
ortonormální báze za vektory u a v dostáváme p°ímo
v²echny hodnoty matice zobrazení ψ∗ .
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Pokud zvolíme libovolný po£áte£ní stav x =
(
xB
xP

)
, pak bude stav

za n týdn· popsán vektorem xn = Anx. Nyní je výhodné vyjád°it

po£áte£ní vektor x v bázi vlastních vektor· matice A . Vlastní vektor

k vlastnímu £íslu 1 uº jsme na²li a podobn¥ se nalezne vlastní vektor

k vlastnímu £íslu −0,1. Tím je nap°íklad vektor

(−1
1

)
.

Po£áte£ní vektor tedy m·ºeme vyjád°it jako lineární kombinaci

x = a
(

0,2
0,9

)
+ b

(−1
1

)
. Stav po n týdnech je pak

xn = An
(
a

(
0,18
0,82

)
+ b

(−1
1

))
= a

(
0,18
0,82

)
+ b(−0,1)n

(−1
1

)
.

Druhý s£ítanec se pro n → ∞ blíºí nule, a proto se stav ustálí na

a

(
0,18
0,82

)
, tedy sloºce po£áte£ního vektoru ve sm¥ru prvního vlastního

vektoru. Koe�cient a lze jednodu²e vyjád°it pomocí po£áte£ních po£t·

aut: a = xB+xP
1,1 . □

3.23. Studenti na p°edná²ce. Studentym·ºeme rozd¥lit °ekn¥me do

t°í skupin - na ty, co jsou p°ítomni na p°edná²ce a vnímají, na ty, co

jsou rovn¥º p°ítomni, ale nevnímají, a na ty, co sedí místo p°edná²ky

v hospod¥. Nyní budeme hodinu po hodin¥ sledovat, jak se m¥ní po£ty

student· v t¥chto skupinách. Základem je vypozorovat, jaké jsou jed-

notlivé pravd¥podobnosti zm¥n stavu studenta. Dejme tomu, ºe by to

mohlo být následovn¥:

Student, který vnímá: s pravd¥podobností 50% z·stane vnímat,

40% p°estane vnímat a 10% odejde do hospody. Student, který je na

p°edná²ce a nevnímá: za£ne vnímat s pravd¥podobností 10%, z·stane

ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student, který sedí

v hospod¥ má nulovou pravd¥podobnost, ºe se vrátí na p°edná²ku.

Jak se bude tento model vyvíjet v £ase? Jak se situace zm¥ní,

pokud budeme p°edpokládat aspo¬ desetiprocentní pravd¥podobnost

toho, ºe se student vrátí z hospody na p°edná²ku (tu ov²em samoz°ejm¥

nevnímá)?

�e²ení. Ze zadání se jedná o Markov·v proces s maticí0,5 0,1 0
0,4 0,5 0
0,1 0,4 1

 .
Její charakteristický polynom je (0,5− λ)2(1− λ)− 0,4(1− λ). Evi-
dentn¥ je tedy 1 vlastní £íslo této matice (dal²í ko°eny jsou pak 0,3

a 0,7). Postupem £asu se tedy studenti rozd¥lí do skupin tak, ºe stav

bude popsán p°íslu²ným vlastním vektorem. Ten je °e²ením rovnice−0,5 0,1 0
0,4 −0,5 0
0,1 0,4 0

xy
z

 = 0,
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P°edchozí výpo£et pro duální zobrazení v sou°ad-
nicích nyní m·ºeme zopakovat, pouze musíme mít na pam¥ti, ºe
v ortonormálních bázích na unitárních prostorech vystupují sou°ad-
nice druhého argumentu konjugované:

⟨ψ(v),w⟩ = (w1, . . . , wn) · A ·
v1
...

vn

 =

=
(
ĀT ·

w1
...

wn

)T ·
v1
...

vn

 = ⟨v,ψ∗ (w)⟩.

Vidíme proto, ºe je-li A matice zobrazení ψ v ortonormální bázi,
pak matice adjungovaného zobrazení ψ∗ je matice transponovaná
a konjugovaná, kterou zna£íme A∗ = ĀT .

Matici A∗ se °íká adjungovaná matice k matici A. V²imn¥me
si, ºe adjungované matice jsou dob°e de�nované pro jakékoliv ob-
délníkové matice a neple´me si je s maticemi algebraicky adjun-
govanými, které jsme u £tvercových matic pouºívali p°i úvahách
o determinantech.

M·ºeme si tedy shrnout, ºe má-li jakékoliv lineární zobrazení
ψ : V → W mezi unitárními prostory v ortonormálních bázích
matici A, bude mít jeho duální zobrazení v bázích duálních matici
AT . Pokud p°itom ztotoºníme pomocí skalárního sou£inu vekto-
rové prostory s jejich duálními prostory, pak nám duální zobrazení
p°edstavuje adjungované zobrazení ψ∗ : W → V (které je zvy-
kem zna£it stejn¥ jako to zobrazení duální), které ale má matici
A∗. Rozdíl mezi maticemi duálního a adjungovaného zobrazení je
tedy v dodate£né konjugaci, ta ale samoz°ejm¥ je d·sledkem toho,
ºe ztotoºn¥ni unitárního prostoru s jeho duálním prostorem není
komplexn¥ lineární zobrazení (nebo´ z druhé pozice ve skalárním
sou£inu se skaláry vytýkají konjugované).

3.28. Samoadjungovaná zobrazení. Zvlá²tním p°ípadem li-
neárních zobrazení jsou tedy ta, která splývají
se svým adjungovaným zobrazením: ψ∗ = ψ.
Takovým zobrazením °íkáme samoadjungovaná.

Ekvivalentn¥ m·ºeme °íci, ºe jsou to ta zobrazení, jejichº matice
A v jedné a tedy ve v²ech ortonormálních bázích spl¬ují A = A∗.

V p°ípad¥ euklidovských prostor· jsou samoadjungovaná zob-
razení tedy ta, která mají v n¥které ortonormální bázi (a pak uº
v²ech) symetrickou matici. �asto se jim proto °íká symetrické ma-
tice a symetrická zobrazení.

V komplexním oboru se maticím spl¬ujícím A = A∗ °íká
hermiteovské matice. Ob£as se také hermiteovským maticím °íká
samoadjungované matice. V²imn¥me si, ºe hermiteovské matice
tvo°í reálný vektorový podprostor v prostoru v²ech komplexních
matic, není v²ak podprostorem v komplexním oboru.

Poznámka. Obzvlá²´ zajímavý je v této souvislosti následující
post°eh. Jestliºe hermiteovskou matici A vynásobíme imagi-
nární jednotkou, dostáváme matici B = i A, která má vlastnost
B∗ = ī ĀT = −B. Takovýmmaticím °íkáme anti�hermiteovské.
Tak jako je tedy kaºdá reálná matice sou£tem své symetrické a
antisymetrické £ásti

A = 1
2

(
A+ AT

)
+ 1

2

(
A− AT

)
,
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coº jsou práv¥ násobky vektoru (0, 0, 1). Jinými slovy, v²ichni studenti

po £ase skon£í v hospod¥.

Tento výsledek je z°ejmý i bez po£ítání - tím, ºe je nulová

pravd¥podobnost odchodu studenta do ²koly, se budou studenti po-

stupn¥ hromadit v hospod¥. P°idáním desetiprocentní moºnosti od-

chodu studenta do ²koly se toto zm¥ní. P°íslu²ná matice bude0,5 0,1 0
0,4 0,5 0,1
0,1 0,4 0,9

 .
Op¥t platí, ºe se stav ustálí na vlastním vektoru p°íslu²nému vlastnímu

£íslu 1. Ten je v tomto p°ípad¥ °e²ením rovnice−0,5 0,1 0
0,4 −0,5 0,1
0,1 0,4 −0,1

xy
z

 = 0.

�e²ením je nap°íklad vektor (1, 5, 21). Pom¥rné rozloºení student·

v jednotlivých skupinách pak dá násobek tohoto vektoru, který má

sou£et sloºek roven 1, tj. vektor
( 1

27 ,
5
27 ,

21
27

)
. Op¥t tedy v¥t²ina stu-

dent· skon£í v hospod¥, n¥kte°í ale ve ²kole budou. □

3.24. Ruleta. Hrá£ rulety má následující strategii: p°i²el hrát se 100
K£. Vºdy v²echno, co aktuáln¥ má, sází vºdy na £ernou (v rulet¥ je 37
£ísel, z toho je 18 £erných, 18 £ervených a nula). Hrá£ skon£í, pokud

nic nemá, nebo pokud získá 800 K£. Uvaºte tuto úlohu jakoMarkov·v

proces a napi²te jeho matici.

�e²ení. V pr·b¥hu a na konci hry m·ºe mít hrá£ pouze následující

pen¥ºní obnosy (v K£): 0, 100, 200, 400, 800. Budeme-li na danou si-

tuaci nahlíºet jako naMarkov·v proces, toto budou jeho stavy a snadno

také sestavíme jeho matici:

A =


1 a a a 0
0 0 0 0 0
0 b 0 0 0
0 0 b 0 0
0 0 0 b 1

 ,
kde a = 19

37 a b = 18
37 .V²imn¥me si, ºe matice je pravd¥podobnostní

a singulární. Vlastní hodnota 1 je dvojnásobná. Hra nebude konvergo-

vat k jedinému vektoru x∞, nýbrº skon£í na jednom z vlastních vektor·

p°íslu²ných vlastní hodnot¥ 1, totiº (1, 0, 0, 0, 0) (hrá£ prohraje v²e),
nebo (0, 0, 0, 0, 1) (hrá£ vyhraje 800 K£). Navíc snadno nahlédneme,

ºe hra skon£í po t°ech sázkách, tedy posloupnost {An}∞n=1, je konstantní

pro n ≥ 3:

A∞ := A3 = An =


1 a + ab + ab2 a + ab a 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 b3 b2 b 1
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je v komplexním oboru obdobn¥

A = 1
2

(
A+ A∗)+ i 1

2i

(
A− A∗) ,

a m·ºeme proto vyjád°it kaºdou komplexní matici práv¥ jedním
zp·sobem jako sou£et

A = B + i C
s hermiteovskými maticemi B a C. Jde o obdobu rozkladu kom-
plexního £ísla na reálnou a ryze imaginární komponentu a skute£n¥
se £asto v literatu°e setkáme i se zna£ením

B = reA = 1
2

(
A+ A∗) , C = imA = 1

2i

(
A− A∗) .

V °e£i lineárních zobrazení to tedy znamená, ºe kaºdý kom-
plexní lineární automor�smus m·ºeme takto jednozna£n¥ vyjád°it
pomocí dvou samoadjungovaných zobrazení.

3.29. Spektrální rozklad. Uvaºujme samoadjungované zobra-
zení ψ : V → V s maticí A v n¥jaké ortonormální bázi a
zkusme postupovat obdobn¥ jako v 2.51. Op¥t se nejprve
obecn¥ podíváme na invariantní podprostory samoadjun-
govaných zobrazení a jejich ortogonální dopl¬ky. Jestliºe

pro libovolný podprostor W ⊆ V a samoadjungované zobrazení
ψ : V → V platíψ(W) ⊆ W , pak také platí pro v²echny v ∈ W⊥,
w ∈ W

⟨ψ(v),w⟩ = ⟨v, ψ(w)⟩ = 0.

To ale znamená, ºe také ψ(W⊥) ⊆ W⊥.
Uvaºme nyní matici A samoadjungovaného zobrazení

v n¥jaké ortonormální bázi a n¥jaký vlastní vektor x ∈ Cn, tj.
A · x = λx. Dostáváme

λ⟨x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩ = ⟨x,Ax⟩ = ⟨x, λx⟩ = λ̄⟨x, x⟩.
Kladným reálným £íslem ⟨x, x⟩ m·ºeme krátit, a proto musí být
λ̄ = λ, tj. vlastní £ísla jsou vºdy reálná.

Komplexních ko°en· má charakteristický polynom
det(A − λE) tolik, kolik je dimenze £tvercové matice A, a
v²echny jsou ve skute£nosti reálné. Dokázali jsme tak d·leºitý
obecný výsledek:

Tvrzení. Ortogonální dopln¥k k invariantnímu podprostoru
pro samoadjungované zobrazení je také invariantní. Navíc jsou
v²echna vlastní £ísla hermiteovské matice A vºdy reálná.

Ze samotné de�nice je z°ejmé, ºe zúºení samoadjungova-
ného zobrazení na invariantní podprostor je op¥t samoadjungo-
vané. P°edchozí tvrzení nám tedy zaru£uje, ºe bude vºdy existo-
vat báze V z vlastních vektor·. Skute£n¥, zúºení ψ na ortogonální
dopln¥k invariantního podprostoru je op¥t samoadjungované zob-
razení, takºe m·ºeme do báze p°ibírat jeden vlastní vektor za dru-
hým, aº dostaneme celý rozklad V . Vlastní vektory p°íslu²ející
r·zným vlastním £ísl·m jsou navíc kolmé, protoºe z rovností
ψ(u) = λu, ψ(v) = µv vyplývá

λ⟨u, v⟩ = ⟨ψ(u), v⟩ = ⟨u,ψ(v)⟩ = µ̄⟨u, v ⟩ = µ⟨u, v⟩.
Obvykle bývá ná² výsledek formulován pomocí projekcí na

vlastní podprostory. O projektoru P : V → V °íkáme, ºe je kolmý,
je-li ImP ⊥ KerP . Dva kolmé projektory P,Q jsou vzájemn¥
kolmé, je-li ImP ⊥ ImQ.

152

a snadno zjistíme, ºe hra skon£í s pravd¥podobností

a + ab + ab2 .= 0,885 prohrou a s pravd¥podobností cca

0,115 výhrou 800 K£. (Maticí A∞ vynásobíme po£áte£ní vektor

(0, 1, 0, 0, 0) a dostáváme vektor (a + ab + ab2, 0, 0, 0, b3).) □

3.25. Uvaºujme situaci z p°edchozího p°ípadu a p°edpokládejme, ºe

pravd¥podobnost výhry i prohry je 1/2. Ozna£me matici procesu A.

Bez pouºití výpo£etního software ur£ete A100. ⃝

3.26. Roztrºitý profesor. Uvaºujme následující situaci: Roztrºitý

profesor s sebou nosí de²tník, ale s pravd¥podobností 1/2 jej zapo-

mene tam, odkud odchází. Ráno odchází do práce. V práci chodí na

ob¥d do restaurace a zp¥t. Po skon£ení práce odchází dom·. Uvaºujme

pro jednoduchost, ºe nikam jinam po dostate£n¥ dlouhou dobu profe-

sor nechodí a ºe v restauraci z·stává de²tník na profesorov¥ oblíbeném

míst¥, odkud si ho m·ºe následující den vzít (pokud nezapomene).

Uvaºte tuto situaci jakoMarkov·v proces a napi²te jeho matici. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe se po mnoha dnech po ránu de²tník bude nalézat

v restauraci? (Je vhodné za £asovou jednotku vzít jeden den � od rána

do rána.)

�e²ení. Platí

A =
11/16 3/8 1/4

3/16 3/8 1/4
1/8 1/4 1/2

 .
Spo£ítejme t°eba prvek a1

1 , tedy pravd¥podobnost, ºe de²tník

za£ne den doma a skon£í doma (bude tam i druhý den ráno): de²tník

m·ºe putovat t°emi disjunktními cestami:

D Profesor ho hned ráno zapomene doma: p1 = 1
2 .

DPD Profesor si ho vezme do práce, pak ho zapomene vzít na ob¥d

a poté ho ve£er odnese dom·: p2 = 1
2 · 1

2 · 1
2 = 1

8 .

DPRPD Profesor bere de²tník v²ude a nikde ho nezapomene:

p3 = 1
2 · 1

2 · 1
2 · 1

2 = 1
16 .

Celkem a1
1 = p1 + p2 + p3 = 11

16 .

Vlastní vektor této matice p°íslu²ný dominantní vlastní hodnot¥

1 je (2, 1, 1), je tedy hledaná pravd¥podobnost 1/(2+ 1+ 1) = 1/4.
□

3.27. Algoritmus na ur£ování d·leºitosti stránek. Internetové vy-

hledáva£e umí na internetu vyhledat (skoro) v²echny stránky obsahu-

jící dané slovo £i frázi. Jak ale set°ídit vyhledané stránky tak, aby uºiva-

tel dostal pokud moºno seznam se°azený podle relevance daných strá-

nek? Jednou z moºností je následující algoritmus: soubor v²ech nale-

zených stránek povaºujme za systém a kaºdou z nalezených stránek za
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V¥ta (O spektrálním rozkladu). Pro kaºdé samoadjungované zob-
razeníψ : V → V na vektorovém prostoru se skalárním sou£inem
existuje ortonormální báze z vlastních vektor·. Jsou-li λ1, . . . , λk
v²echna r·zná vlastní £ísla ψ a P1, . . . , Pk p°íslu²né kolmé a na-
vzájem kolmé projektory na vlastní podprostory k odpovídajícím
vlastním £ísl·m, pak

ψ = λ1P1 + · · · + λkPk.
Dimenze obraz· t¥chto projektor· je p°itom vºdy rovna algebraické
násobnosti vlastních £ísel λi .

3.30. Ortogonální diagonalizace. Zobrazení, pro která lze najít
ortonormální bázi jako v p°edchozí v¥t¥ o spektrál-
ním rozkladu, se nazývají ortogonáln¥ diagonalizo-
vatelná. Jsou to samoz°ejm¥ práv¥ ta zobrazení, pro
která umíme najít ortonormální bázi tak, aby v ní je-

jich matice zobrazení byla diagonální. Zamysleme se, jak mohou
vypadat.

Pro euklidovský p°ípad je to snadné: diagonální matice jsou
zejména symetrické, jedná se tedy práv¥ o samoadjungovaná zob-
razení. Jako d·sledek získáváme tvrzení, ºe ortogonální zobrazení
euklidovského prostoru do sebe je ortogonáln¥ diagonalizovatelné,
práv¥ kdyº je zárove¬ samoadjungované (jsou to práv¥ ta samoad-
jungovaná zobrazení s vlastními hodnotami ±1).

U komplexních unitárních prostor· je situace sloºit¥j²í. Uva-
ºme libovolné lineární zobrazení φ : V → V unitárního prostoru
a nech´ φ = ψ+ iη je (jednozna£n¥ daný) rozklad φ na hermiteov-
skou a anti-hermiteovskou £ást. Má-li φ ve vhodné ortonormální
bázi diagonální maticiD, pakD = reD+ i imD, kde reálná a ima-
ginární £ást jsou práv¥ matice ψ a η (plyne z jednozna£nosti roz-
kladu). Zejména tedy platí ψ ◦ η = η ◦ ψ a také φ ◦ φ∗ = φ∗ ◦ φ.
Zobrazení φ : V → V s poslední uvedenou vlastností se nazývají
normální.

Vzájemné souvislosti ukazuje následující v¥ta (pokra£ujeme
ve zna£ení tohoto odstavce):

Tvrzení. Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(1) φ je ortogonáln¥ diagonalizovatelné,
(2) φ∗ ◦ φ = φ ◦ φ∗ (tj. φ je normální zobrazení),
(3) ψ ◦ η = η ◦ ψ,
(4) Pro matici A = (aij ) zobrazení φ v n¥jaké ortonormální bázi

a jejích m = dimV vlastních £ísel λi platí
∑
i,j |aij |2 =

= ∑m
i=1 |λi |2.

D·kaz. Implikaci (1)⇒ (2) jsme jiº diskutovali.
(2)⇔ (3): Sta£í provést p°ímý výpo£et

φφ∗ = (ψ + iη)(ψ − iη) = ψ2 + η2 + i(ηψ − ψη),
φ∗φ = (ψ − iη)(ψ + iη) = ψ2 + η2 + i(ψη − ηψ).

Ode£tením dostaneme 2i(ηψ − ψη).
(2) ⇒ (1): Nech´ u ∈ V je vlastní vektor normálního zobra-

zení φ. Pak

φ(u) · φ(u) = ⟨φ∗φ(u), u⟩ = ⟨φφ∗ (u), u⟩ = φ∗ (u) · φ∗ (u),

zejména tedy |φ(u)| = |φ∗ (u)|. Je-li φ normální, komutuje také
s (φ− λ idV )∗ = (φ∗ − λ̄ idV ) a je proto i (φ− λ idV ) normální
zobrazení. Z p°ede²lé rovnosti tedy plyne, ºe je-li φ(u) = λu, pak
φ∗ (u) = λ̄u. Tzn., ºe φ a φ∗ mají stejné vlastní vektory a konjugo-
vané vlastní hodnoty.
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jeden z jeho moºných stav·. Popí²eme náhodné procházení t¥chto strá-

nek jako Markov·v proces. Pravd¥podobnosti p°echodu mezi jednot-

livými stránkami jsou dány odkazy: kaºdý odkaz, °ekn¥me ze stránky

A na stránku B ur£uje pravd¥podobnost (1/(celkový po£et odkaz· ze

stránky A)), se kterou se dostaneme ze stránky A na stránku B. Po-

kud z n¥které stránky nevedou ºádné odkazy, tak ji uvaºujeme jako

stránku, ze které vedou odkazy na v²echny ostatní. Tímto dostaneme

pravd¥podobnostní maticiM (prvek mij odpovídá pravd¥podobnosti,

se kterou se dostaneme z i-té stránky na j -tou). Bude-li tedy £lov¥k ná-

hodn¥ klikat na odkazy v nalezených stránkách (pokud se dostane na

stránku, ze které nevede odkaz, vybere si náhodn¥ dal²í), tak pravd¥po-

dobnost toho, ºe se v daný okamºik (dostate£n¥ vzdálený od po£átku

klikání) bude nalézat na i-té stránce odpovídá i-té sloºce jednotkového

vlastního vektoru matice M, odpovídajícího vlastnímu £íslu 1. Podle

velikosti t¥chto pravd¥podobností pak ur£íme d·leºitost jednotlivých

stránek.

Tento algoritmus lze modi�kovat tím, ºe budeme p°edpokládat,

ºe uºivatel po n¥jaké dob¥ p°estane klikat z odkazu na odkaz a op¥t

za£ne náhodn¥ na n¥jaké nové stránce. �ekn¥me, ºe s pravd¥podob-

ností d vybere náhodn¥ novou stránku a s pravd¥podobností (1 − d)
klikne na n¥jaký odkaz na ní. V takovéto situaci je nyní pravd¥podob-

nost p°echodu mezi libovolnými dv¥ma stránkami Si a Sj nenulová, je

to totiº d/n + (1 − d)/(celkový po£et odkaz· ze stránky Si), pokud

ze stránky Si vede odkaz na Sj , pokud ne, tak je tato pravd¥podob-

nost d/n (1/n, pokud z Si nevedou ºádné odkazy). Podle Frobeniovy-
Perronovy v¥ty je vlastní hodnota 1 jednonásobná a dominantní, takºe

jí odpovídající vlastní vektor je jediný (pokud bychom volili pravd¥po-

dobnosti p°echodu pouze zp·sobem z p°edchozího odstavce, tak by

tomu tak nemuselo být).

Pro názornost uvaºme stránkyA, B, C aD. Odkazy vedou zA na

B a naC, zB naC a zC naA, zD pak nikam. Uvaºujme, ºe pravd¥po-

dobnost toho, ºe uºivatel náhodn¥ zvolí novou stránku je 1/5. Potom
by maticeM vypadala následovn¥:

M =


1/20 1/20 17/20 1/4
9/20 1/20 1/20 1/4
9/20 17/20 1/20 1/4
1/20 1/20 1/20 1/4

 .

Vlastní vektor p°íslu²ný vlastní hodnot¥ 1 je

(305/53, 175/53, 315/53, 1),
d·leºitost stránek tedy bude stanovena v po°adí podle velikosti jeho

odpovídajících sloºek, tedy C > A > B > D.
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Stejn¥ jako u samoadjungovaných te¤ snadno dokáºeme or-
togonální diagonalizovatelnost. K tomu je nutné a sta£í, aby or-
togonální dopln¥k kaºdého vlastního podprostoru pro normální φ
byl invariantní (je totiº zúºení normálního zobrazení na invariantní
podprostor op¥t normální). Uvaºme vlastní vektor u ∈ V s vlastní
hodnotou λ, v ∈ ⟨u⟩⊥. Platí

φ(v) · u = v · φ∗ (u) = ⟨v, λ̄u⟩ = λu · v = 0

a tedy op¥t φ(v) ∈ ⟨u⟩⊥.
(1) ⇔ (4): Výraz

∑
i,j |aij |2 je práv¥ stopa matice AA∗, to

je matice zobrazení φ ◦ φ∗ . Proto nezávisí na volb¥ ortonormální
báze. Je-li tedy φ diagonalizovatelné, je tento výraz roven práv¥∑
i |λi |2.
Opa£ná implikace je p°ímým d·sledkem Schurovy v¥ty o uni-

tární triangulovatelnosti libovolného lineárního zobrazeníV → V ,
kterou dokáºeme pozd¥ji v 3.37. Podle ní totiº existuje pro kaº-
dé lineární zobrazení φ : V → V ortonormální báze, ve které
má φ horní trojúhelníkovou matici. Na její diagonále pak musí
být práv¥ v²echny vlastní hodnoty φ. Jak jsme jiº ukázali, výraz∑
i,j |aij |2 nezávisí na volb¥ ortonormální báze, proto z p°edpo-

kládané rovnosti vyplývá, ºe v²echny prvky mimo diagonálu musí
být v této matici nulové. □

V termínech matic zobrazení dostáváme: zobrazení je nor-
mální práv¥, kdyº jeho matice v n¥které ortonormální bázi (a ekvi-
valentn¥ v kaºdé) spl¬uje AA∗ = A∗A. Takové matice nazýváme
normální matice.

Poznámka. V²imn¥me si, ºe pro po£et s lineárními zobrazeními
na komplexním unitárním prostoru lze poslední v¥tu chápat také
jako zobecn¥ní b¥ºných po£t· s komplexními £ísly v goniomet-
rickém tvaru (roli reálných £ísel zde hrají samoadjungovaná zob-
razení). Roli komplexních jednotek pak hrají unitární zobrazení.
Zejména si v²imn¥me analogie k vyjád°ení komplexních jednotek
ve tvaru cos t + i sin t s vlastností cos2 t + sin2 t = 1:

D·sledek. Unitární zobrazení na unitárním prostoru V jsou práv¥
ta normální zobrazení, pro která vý²e uºívaný jednozna£ný rozklad
φ = ψ + iη spl¬uje ψ2 + η2 = idV .

D·kaz. Pro unitární zobrazení φ je φφ∗ = idV = φ∗φ a tedy
φφ∗ = (ψ + iη)(ψ − iη) = ψ2 + 0 + η2 = idV . Naopak,
pro normální zobrazení jiº poslední výpo£et ukazuje, ºe opa£ná
implikace platí také. □
3.31. Nezáporná zobrazení a odmocniny. Nezáporná reálná

£ísla jsou práv¥ ta, která umíme psát jako druhé
mocniny. Zobecn¥ní takového chování pro matice
a zobrazení lze vid¥t u sou£in· matic B = A∗ ·A (tj.
sloºení zobrazení ψ∗ ◦ ψ):

⟨B · x, x⟩ = ⟨A∗ · A · x, x⟩ = ⟨A · x,A · x⟩ ≥ 0

pro v²echny vektory x. Navíc zjevn¥

B∗ = (A∗ · A)∗ = A∗ · A = B.
Hermiteovským maticím B s takovou vlastností °íkáme pozitivn¥
semide�nitní a pokud nastane nulová hodnota pouze pro x = 0,
pak jim °íkáme pozitivn¥ de�nitní. Obdobn¥ hovo°íme o pozitivn¥
de�nitních a a pozitivn¥ semide�nitních zobrazeních ψ : V → V .

Pro kaºdé pozitivn¥ semide�nitní zobrazení ψ : V → V

umíme najít jeho odmocninu, tj. zobrazení η takové, ºe η ◦ η = ψ.
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3.28. Sledujte ur£itou vlastnost daného ºivo£i²ného druhu, která je

podmín¥na nezávisle na pohlaví jistým genem � dvojicí alel. Kaºdý je-

dinec získává po jedné alele od obou rodi£· zcela náhodn¥ a nezávisle

na sob¥. Existují formy genu dané r·znými alelami a, A. Ty ur£ují t°i

moºné stavy aa, aA = Aa, AA vy²et°ované vlastnosti.

(a) P°edpokládejte, ºe kaºdý jedinec jisté populace se bude roz-

mnoºovat výhradn¥ s jedincem jiné populace, ve které se

vyskytuje pouze vlastnost podmín¥ná dvojicí aA. Práv¥ je-

den jejich (náhodn¥ zvolený) potomek bude ponechán na sta-

novi²ti a také on se bude rozmnoºovat výhradn¥ s jedincem

té jiné populace atd. Stanovte výskyt kombinací aa, aA, AA

v uvaºované populaci po dostate£n¥ dlouhé dob¥.

(b) �e²te úlohu uvedenou ve variant¥ (a), pokud je jiná populace

tvo°ena pouze jedinci s dvojicí alel AA.

(c) Náhodn¥ zvolené dva jedince opa£ného pohlaví zk°íºíte. Z je-

jich potomstva op¥t náhodn¥ vyberete dva jedince opa£ného

pohlaví, které zk°íºíte. Pokud takto budete pokra£ovat velmi

dlouho dobu, vypo£t¥te pravd¥podobnost, ºe oba k°íºení je-

dinci budou mít dvojici alel AA, p°íp. aa (proces k°íºení

skon£í).

(d) �e²te úlohu uvedenou ve variant¥ (c) bez kladení podmínky,

ºe k°íºení jedinci mají stejné rodi£e. Pouze tedy k°íºíte je-

dince jisté velké populace mezi sebou, potom k°íºíte po-

tomky mezi sebou atd.

�e²ení. P°ípad (a). Jedná se o Markov·v proces zadaný maticí

T =
1/2 1/4 0

1/2 1/2 1/2
0 1/4 1/2

 ,
p°i£emº po°adí stav· odpovídá po°adí dvojic alel aa, aA, AA. Hod-

noty v prvním sloupci plynou z toho, ºe potomek jedince s dvojicí

alel aa a jedince s dvojicí alel aA má s pravd¥podobností 1/2 dvo-

jici aa a s pravd¥podobností 1/2 dvojici aA. Analogicky postupujeme

pro t°etí sloupec. Hodnoty ve druhém sloupci potom vyplývají z toho,

ºe kaºdý ze £ty° p°ípad· dvojic alel aa, aA,Aa,AA je stejn¥ pravd¥po-

dobný u jedince, jehoº oba rodi£e mají dvojici alel aA. Uv¥domme

si, ºe na rozdíl od po£ítání pravd¥podobností, kdy musíme rozli²ovat

dvojici aA od Aa (která z alel pochází od kterého z rodi£·), vlastnosti

podmín¥né dvojicemi aA aAa jsou samoz°ejm¥ stejné. Pro ur£ení vý-

sledného stavu sta£í nalézt pravd¥podobnostní vektor, který p°íslu²í

vlastnímu £íslu 1 matice T , protoºe matice

T 2 =
3/8 1/4 1/8

1/2 1/2 1/2
1/8 1/4 3/8
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Nejjednodu²eji to uvidíme v ortonormální bázi, ve které bude mít
ψ diagonální matici. Taková podle na²ich p°edchozích úvah vºdy
existuje a matice A zobrazení ψ v ní bude mít na diagonále nezá-
porná reálná vlastní £ísla zobrazení ψ. Kdyby totiº bylo n¥které
z nich záporné, nebyla by spln¥na podmínka nezápornosti jiº pro
n¥který z bázových vektor·. Pak ov²em sta£í de�novat zobrazení
η pomocí matice B s odmocninami p°íslu²ných vlastních £ísel na
diagonále. Dokázali jsme:

V¥ta. Pro kaºdou pozitivn¥ semide�nitní matici A ≥ 0 existuje
její odmocnina

B = √A = PDP T ,
kde P je vhodná ortogonální matice aD je diagonální matice s od-
mocninami vlastních £ísel matice A na diagonále.

3.32. Spektra a nilpotentní zobrazení. Na záv¥r této £ásti se vrá-
tíme k otázce, jak semohou chovat lineární zobrazení
v úplné obecnosti. Budeme i nadále pracovat s reál-
nými nebo komplexními vektorovými prostory.

P°ipome¬me, ºe spektrum lineárního zobrazení f : V → V

je posloupnost ko°en· charakteristického polynomu zobrazení f ,
v£etn¥ násobností. Algebraickou násobností vlastní hodnoty rozu-
míme její násobnost jako ko°enu charakteristického polynomu, ge-
ometrická násobnost vlastní hodnoty je dimenze p°íslu²ného pod-
prostoru vlastních vektor·.

Lineární zobrazení f : V → V se nazývá nilpotentní, jest-
liºe existuje celé £íslo k ≥ 1 takové, ºe iterované zobrazení f k

je identicky nulové. Nejmen²í £íslo k s touto vlastností se nazývá
stupn¥m nilpotentnosti zobrazení f . Zobrazení f : V → V se
nazývá cyklické, jestliºe existuje báze (u1, . . . , un) prostoru V ta-
ková, ºe f (u1) = 0 a f (ui) = ui−1 pro v²echna i = 2, . . . , n.
Jinými slovy, matice f v této bázi je tvaru

A =
0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
...

...
. . .

 .
Je-li f (v) = a · v, pak pro kaºdé p°irozené k je f k(v) = ak · v.
Zejména tedy m·ºe spektrum nilpotentního zobrazení obsahovat
pouze nulový skalár (a ten tam vºdy je).

P°ímo z de�nice plyne, ºe kaºdé cyklické zobrazení je nilpo-
tentní, navíc je jeho stupe¬ nilpotentnosti roven dimenzi prostoru
V . Operátor derivování na polynomech,D(xk ) = k xk−1 , je p°íkla-
dem cyklického zobrazení na prostorech Kn[x] v²ech polynom·
stupn¥ nejvý²e n nad skaláry K.

Kupodivu to platí i naopak a kaºdé nilpotentní zobrazení je
p°ímým sou£tem cyklických. D·kaz tohoto tvrzení nám dá hodn¥
práce, proto nap°ed zformulujeme výsledky, ke kterým sm¥rujeme,
a pak se teprve dáme do technické práce. Ve výsledné v¥t¥ o Jor-
danov¥ rozkladu vystupují vektorové (pod)prostory a lineární zob-
razení na nich s jediným vlastním £íslem λ a maticí

J =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . λ

 .
Takovýmto maticím (a odpovídajícím invariantním podprostor·m)
se °íká Jordan·v blok.
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spl¬uje podmínku Perronovy-Frobeniovy v¥ty (v²echny její prvky jsou

kladné). Hledaný pravd¥podobnostní vektor je(
1
4
,

1
2
,

1
4

)T
,

coº jiº dává pravd¥podobnosti 1/4, 1/2, 1/4 výskytu po °ad¥ kombi-

nací aa, aA, AA po velmi dlouhé (teoreticky nekone£né) dob¥.

P°ípad (b). Pro po°adí dvojic alel AA, aA, aa nyní dostáváme

pravd¥podobnostní matici p°echodu

T =
1 1/2 0

0 1/2 1
0 0 0

 .
Ihned vidíme v²echna vlastní £ísla 1, 1/2 a 0 (ode£teme-li je od dia-

gonály, hodnost obdrºené matice nebude 3, tj. touto maticí zadaná ho-

mogenní soustava bude mít netriviální °e²ení). T¥mto vlastním £ísl·m

p°íslu²í po °ad¥ vlastní vektory1
0
0

 ,
−1

1
0

 ,
 1
−2
1

 .
Proto je

T =
1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 ·
1 0 0

0 1/2 0
0 0 0

 ·
1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

−1

=

=
1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 ·
1 0 0

0 1/2 0
0 0 0

 ·
1 1 1

0 1 2
0 0 1

 .
Odsud pro libovolné n ∈ N plyne

T n =
1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 ·
1 0 0

0 1/2 0
0 0 0

n

·
1 1 1

0 1 2
0 0 1

 =
=
1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 ·
1 0 0

0 2−n 0
0 0 0

 ·
1 1 1

0 1 2
0 0 1

 .
Z°ejm¥ pro velká n ∈ N m·ºeme nahradit 2−n za 0, coº implikuje

T n ≈
1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 ·
1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ·
1 1 1

0 1 2
0 0 1

 =
1 1 1

0 0 0
0 0 0

 .
Pokud tedy plodí potomky jedinci p·vodní populace výhradn¥ s £leny

populace, ve které se vyskytuje pouze dvojice alel AA, nutn¥ po do-

state£n¥ velkém po£tu k°íºení dojde k tomu, ºe dvojice aA a aa zcela

vymizí (bez ohledu na jejich p·vodní £etnost).

P°ípad (c). Tentokráte budeme mít 6 moºných stav· (v tomto

po°adí)

AA,AA; aA,AA; aa,AA;
aA, aA; aa, aA; aa, aa,
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V¥ta (Jordanova v¥ta o kanonickém tvaru). Nech´ V je vektorový
prostor dimenze n a f : V → V je lineární zobrazení s n vlastními
£ísly v£etn¥ algebraických násobností. Pak existuje jednozna£ný
rozklad prostoru V na p°ímý sou£et podprostor·

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk
takových, ºe f (Vi) ⊆ Vi , zúºení f na kaºdé Vi má jediné vlastní
£íslo λi a zúºení f − λi · id na Vi je bu¤ cyklické nebo nulové
zobrazení.

V¥ta tedy °íká, ºe ve vhodné bázi má kaºdé lineární zobrazení
blokov¥ diagonální tvar s Jordanovými bloky podél diagonály. Cel-
kový po£et jedni£ek nad diagonálou v takovém tvaru je roven roz-
dílu mezi celkovou algebraickou a geometrickou násobností vlast-
ních £ísel.

3.33. Poznámky. V²imn¥me si, ºe jsme Jordanovu v¥tu jiº d°íve
pln¥ dokázali v p°ípadech, kdy jsou v²echna vlastní £ísla r·zná
nebo kdyº jsou geometrické a algebraické násobnosti vlastních
£ísel stejné. Zejména jsme ji pln¥ dokázali pro unitární, normální
a samoadjungovaná zobrazení.

Dal²í uºite£né pozorování je, ºe pro kaºdé lineární zobrazení
p°íslu²í ke kaºdému vlastnímu £íslu jednozna£n¥ ur£ený invari-
antní podprostor, který odpovídá Jordanovým blok·m s p°íslu²nou
vlastní hodnotou.

Také si v²imn¥me jednoho velice uºite£ného d·sledku Jorda-
novy v¥ty (který jsme uº pouºili u diskuse chování Marko-
vových °et¥zc·). P°edpokládejme, ºe jsou vlastní hodnoty
na²eho zobrazení f v²echny v absolutní hodnot¥men²í neº
jedna. Potom opakované p·sobení lineárního zobrazení na

jakémkoliv vektoru v ∈ V vede k rychlému zmen²ování v²ech
sou°adnic f k(v) nad v²echnymeze. Skute£n¥, p°edpokládejme pro
jednoduchost, ºe na celém V má zobrazení f jediné vlastní £íslo
λ a f − λ idV je cyklické (tj. omezujeme se na jediný Jordan·v
blok), a nech´ v1, . . . , vℓ je p°íslu²ná báze. Pak podmínka z v¥ty
°íká, ºe f (v2) = λv2 + v1, f 2(v2) = λ2v2 + λv1 + λv1, a po-
dobn¥ pro ostatní vi a vy²²í mocniny. V kaºdém p°ípad¥ p°i itero-
vání dostáváme stále vy²²í a vy²²í mocniny λ u v²ech nenulových
komponent, p°i£emº nejniº²í z nich m·ºe být nejvý²e o stupe¬ nil-
potentnosti niº²í neº násobnost iterace.

Tím je tvrzení dokázáno (a stejný argument s absolutní hodno-
tou vlastních £ísel ost°e v¥t²í neº jedna vede k neomezenému r·stu
v²ech sou°adnic iterací f k(v)).

Zbytek této £ásti t°etí kapitoly je v¥nován d·kazu Jordanovy
v¥ty a n¥kolika k tomu pot°ebným pojm·m. Je vý-
razn¥ obtíºn¥j²í neº dosavadní text a £tená° jej m·ºe
p°ípadn¥ p°esko£it aº do za£átku 5. £ásti této kapi-
toly.

3.34. Ko°enové prostory. Na p°íkladech jsme vid¥li, ºe vlastní
podprostory popisují dostate£n¥ geometrické vlastnosti jen n¥kte-
rých lineárních zobrazení. Zavedeme nyní jemn¥j²í nástroj, tzv.
ko°enové podprostory.

De�nice. Nenulový vektor u ∈ V se nazývá ko°enovým vektorem
lineárního zobrazení φ : V → V , jestliºe existuje a ∈ K a celé
£íslo k > 0 takové, ºe (φ− a · idV )k(u) = 0, tj. k�tá iterace uvede-
ného zobrazení zobrazuje u na nulu. Mnoºinu v²ech ko°enových
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p°i£emº tyto stavy jsou dány r·znými p°ípady genotyp· rodi£·.Matice

odpovídajícího Markovova °et¥zce je

T =


1 1/4 0 1/16 0 0
0 1/2 0 1/4 0 0
0 0 0 1/8 0 0
0 1/4 1 1/4 1/4 0
0 0 0 1/4 1/2 0
0 0 0 1/16 1/4 1

 .
Pokud budeme nap°. uvaºovat situaci (druhý sloupce), kdy jeden

z rodi£· má dvojici alelAA a druhý aA, pak zjevn¥ m·ºe nastat kaºdý

ze £ty° p°ípad· (jde-li o dvojice alel jejich dvou náhodn¥ zvolených po-

tomk·)

AA,AA; AA, aA; aA,AA; aA, aA

se stejnou pravd¥podobností. Pravd¥podobnost setrvání ve druhém

stavu je proto 1/2 a pravd¥podobnost p°echodu ze druhého stavu do

prvního je 1/4 a do £tvrtého také 1/4.
Nyní bychomm¥li op¥t ur£it mocniny T n pro velká n ∈ N. Uváºe-

ním podoby prvního a posledního sloupce, vidíme, ºe

(1, 0, 0, 0, 0, 0)T a (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

jsou vlastní vektory matice T p°íslu²né vlastnímu £íslu 1. P°echodem

ke £ty°rozm¥rné podmatici matice T (vynecháním práv¥ prvního a ²es-

tého °ádku a sloupce) nalezneme poté zbylá vlastní £ísla

1
2
,

1
4
,

1−√5
4

,
1+√5

4
.

Vzpomeneme-li si na °e²ení p°íkladu nazvaného Mlsný hazardér, ne-

musíme T n po£ítat. V tomto p°íkladu jsme dostali stejné vlastní vek-

tory p°íslu²né £íslu 1 a ostatní vlastní £ísla m¥la rovn¥º absolutní hod-

notu ost°e men²í 1 (jejich p°esné hodnoty jsme nevyuºívali). Dostá-

váme tak totoºný záv¥r, ºe proces se blíºí k pravd¥podobnostnímu

vektoru

(a, 0, 0, 0, 0, 1− a)T ,
kde a ∈ [0, 1] je dáno výchozím stavem. Protoºe pouze na první a ²esté

pozici výsledného vektoru mohou být nenulová £ísla, stavy

aA,AA; aa,AA; aA, aA; aa, aA

po mnohonásobném k°íºení vymizí. Uv¥domme si dále (plyne

z p°ede²lého a z p°íkladu Mlsný hazardér), ºe pravd¥podobnost

toho, aby proces kon£il AA,AA, se rovná relativní £etnosti výskytu

A v po£áte£ním stavu.

P°ípad (d). Nech´ hodnoty a, b, c ∈ [0, 1] udávají (p°i zachování
po°adí) relativní £etnosti výskytu dvojic alelAA, aA, aa v dané popu-

laci. Chceme získat vyjád°ení relativních £etností dvojic AA, aA, aa

v potomstvu populace. Probíhá-li výb¥r dvojic pro pá°ení náhodn¥, lze
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vektor· p°íslu²ných k pevnému skaláru λ dopln¥nou o nulový vek-
tor nazýváme ko°enovým prostorem p°íslu²ným ke skaláru λ ∈ K,
zna£ímeRλ.

Je-li u ko°enový vektor a k z de�nice je vybráno nejmen²í
moºné, pak (φ−a · idV )k−1(u) je vlastní vektor s vlastní hodnotou
a. Je tedyRλ = {0} pro v²echny skaláry λ, které neleºí ve spektru
zobrazení φ.

Tvrzení. Pro lineární zobrazení φ : V → V platí:

(1) Pro kaºdé λ ∈ K je Rλ ⊆ V vektorový podprostor.
(2) Pro kaºdé λ,µ ∈ K jeRλ invariantní vzhledem k lineárnímu

zobrazení (φ−µ · idV ), zejména tedy jeRλ invariantní vzhle-
dem k φ.

(3) Je-li µ ̸= λ, pak (φ − µ · idV )|Rλ
je invertibilní.

(4) Zobrazení (φ − λ · idV )|Rλ
je nilpotentní.

D·kaz. (1) Ov¥°ení vlastností vektorového podprostoru je
jednoduché a ponecháváme jej £tená°i.

(2) P°edpokládejme, ºe (φ − λ · idV )k(u) = 0 a uvaºme
v = (φ − µ · idV )(u). Pak
(φ−λ · idV )k(v) =
= (φ − λ · idV )k((φ − λ · idV )+ (λ− µ) · idV )(u) =
= (φ − λ · idV )k+1(u)+ (λ− µ) · (φ − λ · idV )k(u) =
= 0.

(3) Je-li u ∈ Ker(φ − µ · idV )|Rλ
, pak

(φ − λ · idV )(u) = (φ −µ · idV )(u)+ (µ− λ) · u = (µ− λ) · u.
Odtud 0 = (φ − λ · idV )k(u) = (µ− λ)k · u a je tedy nutn¥ u = 0
pro λ ̸= µ.

(4) Zvolme bázi e1, . . . , ep podprostoruRλ. Protoºe podle de-
�nice existují £ísla ki taková, ºe (φ − λ · idV )ki (ei) = 0, je nutn¥
celé zobrazení (φ − λ · idV )|Rλ

nilpotentní. □

3.35. Faktorové prostory. Na²ím dal²ím cílem je ukázat, ºe di-
menze ko°enových prostor· je vºdy rovna algebraické
násobnosti p°íslu²ných vlastních £ísel. Nejprve v²ak
zavedeme ²ikovné technické nástroje.

De�nice. Nech´ U ⊆ V je vektorový podprostor. Na mnoºin¥
v²ech vektor· ve V de�nujeme ekvivalenci takto: v1 ∼ v2 práv¥
tehdy, kdyº v1 − v2 ∈ U . Axiomy ekvivalence jdou ov¥°it snadno.
Mnoºina V/U t°íd této ekvivalence, spolu s operacemi de�nova-
nými pomocí reprezentant·, tj. [v]+[w] = [v+w], a ·[u] = [a ·u],
tvo°í vektorový prostor, který nazýváme faktorový vektorový pro-
stor prostoru V podle podprostoru U .

Ov¥°te si korektnost de�nice operací a platnost v²ech axiom·
vektorového prostoru!

T°ídy (vektory) ve faktorovém prostoru V/U budeme £asto
ozna£ovat jako formální sou£et jednoho reprezentanta se v²emi
vektory podprostoru U , nap°. u + U ∈ V/U , u ∈ V . Nulový
vektor ve V/U je práv¥ t°ída 0+U , tj. vektor u ∈ V reprezentuje
nulový vektor ve V/U , práv¥ kdyº je u ∈ U .

Jako jednoduché p°íklady si rozmyslete V/{0} ∼= V ,
V/V ∼= {0} a faktorový prostor roviny R2 podle libovolného
jednorozm¥rného podprostoru (zde je kaºdý jednorozm¥rný
podprostor U ⊆ R2 p°ímkou procházející po£átkem), kde t°ídy
ekvivalence jsou rovnob¥ºky s touto p°ímkou.
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p°i velkém po£tu jedinc· o£ekávat, ºe relativní £etnost pá°ení jedinc·

s dvojicemi alel AA (u obou) je a2, relativní £etnost pá°ení jedinc·,

z nichº jeden má dvojici alel AA a druhý aA, je 2ab, relativní £etnost
pá°ení jedinc· s dvojicemi alel aA (u obou) je b2 atd. Potomek rodi£·

s dvojicemi AA, AA musí dvojici alel AA zd¥dit. Pravd¥podobnost,

ºe potomek rodi£· s dvojicemi AA, aA bude mít AA, je z°ejm¥ 1/2
a pravd¥podobnost, ºe potomek rodi£· s dvojicemi aA, aA bude mít

AA, je pak 1/4. Jiné p°ípady pro potomka s dvojicí alel AA uvaºovat

nemusíme (pokudmá jeden rodi£ dvojici alel aa, potomek nem·ºemít

dvojici AA). Relativní £etnost výskytu dvojice alel AA v potomstvu

je tedy

a2 · 1+ 2ab · 1
2
+ b2 · 1

4
= a2 + ab + b

2

4
.

Analogicky stanovíme postupn¥ relativní £etnosti dvojic aA a aa v po-

tomstvu ve tvarech

ab + bc + 2ac + b
2

2

a

c2 + bc + b
2

4
.

Na tento proces m·ºeme nahlíºet jako na zobrazení T , které transfor-

muje vektor (a, b, c)T . Platí

T :

ab
c

 7→
 a2 + ab + b2/4
ab + bc + 2ac + b2/2

c2 + bc + b2/4

 .
Podotkn¥me, ºe za de�ni£ní obor (a pochopiteln¥ i obor hodnot) T

vlastn¥ bereme pouze vektoryab
c

 , kde a, b, c ∈ [0, 1], a + b + c = 1.

Cht¥li bychom zadat operaci T pomocí násobení vektoru (a, b, c)T jis-

tou konstantní maticí. To v²ak o£ividn¥ není moºné (zobrazení T není

lineární). Nejedná se tedy o Markov·v proces a nelze zjednodu²it

ur£ování, co se stane po velmi dlouhé dob¥, jako v p°ede²lých p°ípa-

dech. M·ºeme ale vypo£ítat, co se stane, kdyº aplikujeme zobra-

zení T dvakrát po sob¥. Ve druhém kroku dostáváme

T :

 a2 + ab + b2/4
ab + bc + 2ac + b2/2

c2 + bc + b2/4

 7→
t12t22
t32

 ,
kde
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Tvrzení. Nech´ U ⊆ V je vektorový podprostor a (u1, . . . , un) je
taková báze V , ºe (u1, . . . , uk) je báze U . Pak dimV/U = n− k
a vektory

uk+1 + U, . . . , un + U
tvo°í bázi V/U .

D·kaz. Protoºe V = ⟨u1, . . . , un⟩, je i V/U =
= ⟨u1 + U, . . . , un+U⟩. P°itom ale je prvních k generátor· nulo-
vých, takºe je V/U = ⟨uk+1 +U, . . . , un +U⟩. P°edpokládejme,
ºe ak+1 · (uk+1+U)+· · ·+an · (un+U) = (ak+1 ·uk+1+ . . . +
+ an · un) + U = 0 ∈ V/U . To je ale ekvivalentní p°íslu²nosti
lineární kombinace vektor· uk+1, . . . , un do podprostoru U . Pro-
toºe U je generováno zbylými vektory, je nutn¥ tato kombinace
nulová, tj. v²echny koe�cienty ai jsou nulové. □

3.36. Indukovaná zobrazení na faktorových prostorech.
P°edpokládejme, ºe U ⊆ V je invariantní podpro-
stor vzhledem k lineárnímu zobrazení φ : V → V

a zvolme takovou bázi u1, . . . , un prostoru V , ºe
prvních k vektor· této báze je bází U . V této bázi
má φ blokovou matici A = (

B C
0 D

)
. Pak budeme

um¥t dokázat následující tvrzení:

Lemma. (1) Zobrazení φ indukuje lineární zobrazení
φV/U : V/U → V/U , φV/U (v + U) = φ(v) + U
s maticíD v indukované bázi uk+1+U, . . . , un+U na V/U .

(2) Charakteristický polynom φV/U d¥lí charakteristický polynom
φ.

D·kaz. Pro v,w ∈ V , u ∈ U , a ∈ K máme
φ(v + u) ∈ φ(v) + U (protoºe U je invariantní),
(φ(v) + U) + (φ(w) + U) = φ(v + w) + U a
a · (φ(v) + U) = a · φ(v) + U = φ(a · v) + U (protoºe
φ je lineární), je tedy zobrazení φV/U dob°e de�nované a lineární.
Navíc je p°ímo z de�nice matice zobrazení patrné, ºe matice φV/U
v indukované bázi na V/U je práv¥ maticeD (p°i po£ítání obraz·
bázových prvk· nám koe�cienty z matice C p°ispívají pouze
do t°ídy U ). Charakteristický polynom indukovaného zobrazení
φV/U je tedy |D − λ · E|, zatímco charakteristický polynom
p·vodního zobrazení φ je |A−λ ·E| = |B−λ ·E||D−λ ·E|. □

D·sledek. Nech´ V je vektorový prostor nad K dimenze n a
nech´ φ : V → V je lineární zobrazení, jehoº spektrum obsa-
huje n prvk· (tj. v²echny ko°eny charakteristického polynomu leºí
v K a po£ítáme je v£etn¥ násobnosti). Pak existuje posloupnost
invariantních podprostor· {0} = V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vn = V

s dimenzemi dimVi = i. V bázi u1, . . . , un prostoru V takové, ºe
Vi = ⟨u1, . . . , ui⟩, má φ horní trojúhelníkovou matici:λ1 . . . ∗

...
. . .

...

0 . . . λn

 ,
kde λ1, . . . , λn je posloupnost prvk· spektra.

D·kaz. Konstrukci podprostor· Vi provedeme induktivn¥.
Nech´ λ1, . . . , λn jsou prvky ve spektru zobrazení φ, tzn. charak-
teristický polynom zobrazení φ je tvaru (λ − λ1) · · · · · (λ − λn).
Zvolme V0 = {0}, V1 = ⟨u1⟩, kde u1 je libovolný vlastní vektor
s vlastní hodnotou λ1. Podle p°ede²lé v¥ty je charakteristický poly-
nom zobrazení φV/V1 tvaru (λ−λ2)·· · · ·(λ−λn). P°edpokládejme,
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t12 =
(

a2 + ab + b2

4

)2

+
(

a2 + ab + b2

4

)(
ab + bc + 2ac + b2

2

)
+

+ 1
4

(
ab + bc + 2ac + b2

2

)2

,

t22 =
(

a2 + ab + b2

4

)(
ab + bc + 2ac + b2

2

)
+

+
(

ab + bc + 2ac + b2

2

)(
c2 + bc + b2

4

)
+

+ 2

(
a2 + ab + b2

4

)(
c2 + bc + b2

4

)
+ 1

2

(
ab + bc + 2ac + b2

2

)2

,

t32 =
(

c2 + bc + b2

4

)2

+
(

ab + bc + 2ac + b2

2

)(
c2 + bc + b2

4

)
+

+ 1
4

(
ab + bc + 2ac + b2

2

)2

.

Lze ukázat (vyuºitím a + b + c = 1), ºe

t12 = a2 + ab + b
2

4
, t22 = ab + bc + 2ac + b

2

2
, t32 = c2 + bc + b

2

4
,

tj.

T :

 a2 + ab + b2/4
ab + bc + 2ac + b2/2

c2 + bc + b2/4

 7→
 a2 + ab + b2/4
ab + bc + 2ac + b2/2

c2 + bc + b2/4

 .
Získali jsme tak p°ekvapivý výsledek, ºe dal²ím aplikováním transfor-

mace T se vektor obdrºený v prvním kroku nezm¥ní. To znamená, ºe

výskyt uvaºovaných dvojic alel je po libovoln¥ dlouhé dob¥ totoºný

jako v první generaci potomstva. Pro velkou populaci jsme tak doká-

zali, ºe evolu£ní vývoj by se realizoval b¥hem jediné generace, kdyby

nedocházelo k mutacím nebo k selekci. □

3.29. Nech´ jsou dány dv¥ urny, které obsahují dohromady n bílých

a n £erných koulí. V pravidelných £asových intervalech je z obou uren

vylosována jedna koule a p°emíst¥na do druhé urny, p°i£emº po£et

koulí v obou urnách je na za£átku (a tedy po celou dobu) práv¥ n. Za-

dejte tento Markov·v proces pravd¥podobnostní maticí p°echodu T .

�e²ení. Tento p°íklad se pouºívá ve fyzice jako model prolínání dvou

nestla£itelných kapalin (jiº v roce 1769 ho zavedl D. Bernoulli) nebo

analogicky jako model difúze plyn·. Stavy 0, 1, . . . , n budou odpoví-
dat kup°. po£tu bílých koulí v jedné pevn¥ zvolené urn¥. Tento údaj

totiº sou£asn¥ zadává, kolik £erných koulí je ve zvolené urn¥ (v²echny

ostatní koule jsou pak ve druhé z uren). Pokud v jistém kroku dojde ke

zm¥n¥ stavu j ∈ {1, . . . , n} na j − 1, znamená to, ºe ze zvolené urny
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ºe jsme jiº sestrojili lineárn¥ nezávislé vektory u1, . . . , uk a invari-
antní podprostory Vi = ⟨u1 . . . , ui⟩, i = 1, . . . , k < n, takové, ºe
charakteristický polynom φV/Vk

je tvaru (λ−λk+1) · · · · · (λ−λn)
a φ(ui) ∈ (λi · ui + Vi−1) pro v²echna i = 1, . . . , k.

Zejména tedy existuje vlastní vektor uk+1 + Vk ∈ V/Vk
zobrazení φV/Vk

s vlastní hodnotou λk+1. Uvaºme nyní prostor
Vk+1 = ⟨u1, . . . , uk+1⟩. Kdyby byl vektor uk+1 lineární kombi-
nací vektor· u1, . . . , uk , znamenalo by to, ºe uk+1 + Vk je nulová
t°ída v V/Vk , to ale není moºné. Je proto dimVk+1 = k+1. Zbývá
studovat indukované zobrazení φV/Vk+1 . Charakteristický polynom
tohoto zobrazení je stupn¥ n − k − 1 a d¥lí charakteristický po-
lynom zobrazení φ. P°itom dopln¥ním vektor· u1, . . . , uk+1 do
báze V dostaneme blokovou matici zobrazení φ s horní trojúhel-
níkovou submaticí B v horním levém rohu a nulou v levém dolním
rohu, jejíº diagonální prvky jsou práv¥ skaláry λ1, . . . , λk+1. Proto
mají ko°eny charakteristického polynomu indukovaného zobrazení
poºadované vlastnosti. □

3.37. Poznámky. Pokud existuje rozklad celého prostoru V na
p°ímý sou£et vlastních podprostor·, existuje báze
z vlastních podprostor· a p°edchozí v¥ta vlastn¥
ne°íká v·bec nic zajímavého. Její síla ov²em spo£ívá
v tom, ºe jediným jejím p°edpokladem je existence

dimV ko°en· charakteristického polynomu (v£etn¥ násobností).
To je ov²em zaru£eno, je-li pole K algebraicky uzav°ené, nap°.
pro komplexní £ísla C. P°ímým d·sledkem pak jsou zajímavá
tvrzení o determinantu a stop¥ zobrazení: jsou vºdy sou£inem,
resp. sou£tem prvk· ve spektru. Tuto skute£nost m·ºeme pouºít
i pro v²echny reálné matice. M·ºeme je totiº vºdy povaºovat
za komplexní, spo£ítat pot°ebné, a protoºe determinant i stopa
jsou algebraické výrazy v prvcích matice, výsledkem budou práv¥
hledané reálné hodnoty.

Kdyº je na vektorovém prostoru V zadán skalární
sou£in, m·ºeme v kaºdém induktivním kroku d·kazu p°ed-
chozího tvrzení vyuºít skute£nosti, ºe vºdy V/Vk ≃ V ⊥

k a
V ⊥
k ∋ u 7→ (u + Vk) ∈ V/Vk . To znamená, ºe v kaºdé

t°íd¥ rozkladu V/Vk existuje práv¥ jeden vektor z V ⊥
k . Skute£n¥,

tuto vlastnost má faktorový prostor podle libovolného podprostoru
v unitárním prostoru � pokud u, v ∈ V ⊥

k jsou v jedné t°íd¥, pak
jejich rozdíl pat°í do Vk ∩V ⊥

k , tedy jsou stejné. M·ºeme tedy jako
reprezentanta uk+1 nalezené t°ídy, tedy vlastního vektoru φV/Vk

,
zvolit práv¥ vektor z V ⊥

k . Touto modi�kací dojdeme k ortogonální
bázi s vlastnostmi poºadovanými v tvrzení o triangulovatelnosti.
Proto existuje i taková ortonormální báze:

D·sledek (Schurova v¥ta o ortogonální triangulovatelnosti).
Nech´ φ : V → V je libovolné lineární zobrazení (reálného
nebo komplexního) unitárního prostoru s m = dimV vlastními
hodnotami (v£etn¥ násobnosti). Pak existuje ortonormální báze
prostoru V taková, ºe φ v ní má horní trojúhelníkovou matici
s vlastními £ísly λ1, . . . , λm na diagonále.

3.38. V¥ta. Nech´ φ V → V je lineární zobrazení. Sou£et ko°eno-
vých prostor·

Rλ1 , . . . ,Rλk

p°íslu²ných r·zným vlastním hodnotám λ1 . . . , λk je p°ímý. Navíc
je pro kaºdou vlastní hodnotu λ dimenze podprostoru Rλ rovna
její algebraické násobnosti.
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byla vytaºena bílá koule a z druhé £erná. To se stane s pravd¥podob-

ností

j

n
· j
n
= j 2

n2
.

P°echodu ze stavu j ∈ {0, . . . , n−1} do j+1 odpovídá vytaºení £erné
koule ze zvolené urny a bílé z té druhé s pravd¥podobností

n− j
n
· n− j

n
= (n− j)2

n2
.

Soustava z·stane ve stavu j ∈ {1, . . . , n−1}, jestliºe z obou uren byly
vytaºeny koule stejné barvy, coº má pravd¥podobnost

j

n
· n− j

n
+ n− j

n
· j
n
= 2j (n− j)

n2
.

Dodejme, ºe ze stavu 0 se nutn¥ (s pravd¥podobností 1) p°echází do
stavu 1 a ºe ze stavu n se s jistotou p°echází do stavu n− 1. Uváºením
vý²e uvedeného dostáváme hledanou matici

T = 1
n2



0 1 0 · · · 0 0 0

n2 2 · 1(n − 1) 22 . . . 0 0 0

0 (n − 1)2 2 · 2(n − 2)
. . . 0 0 0

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

.

.

.

0 0 0
. . . 2 · (n − 2)2 (n − 1)2 0

0 0 0
. . . 22 2 · (n − 1)1 n2

0 0 0 · · · 0 1 0



pro po°adí stav· 0, 1, . . . , n.
P°i uºití tohoto modelu ve fyzice nás samoz°ejm¥ zajímá sloºení

uren po uplynutí ur£ité doby (po daném po£tu vým¥n v závislosti na

p°ede²lém sloºení uren). Bude-li po£áte£ní stav nap°. 0, m·ºeme po-

mocí mocnin matice T sledovat, s jakou pravd¥podobností p°ibývají

ve zvolené urn¥ bílé koule. Také lze potvrdit o£ekávaný výsledek, ºe

po£áte£ní rozd¥lení koulí bude ovliv¬ovat jejich rozd¥lení po del²í

dob¥ zanedbatelným zp·sobem.

Kdybychom jednotlivé koule o£íslovali, místo výb¥ru po jedné

kouli z uren vylosovali n¥jaké z £ísel 1, 2, . . . , 2n a kouli, jejíº £íslo

bylo vytaºeno, p°emístili do druhé urny, obdrºeli bychom Markov·v

proces se stavy 0, 1, . . . , 2n (po£et koulí ve zvolené urn¥), kdy se

tak uº nerozli²uje barva koulí. Tento Markov·v °et¥zec je rovn¥º ve

fyzice d·leºitý. (P. a T. Ehrenfestovi jej zavedli v roce 1907.) Pouºívá

se jako model vým¥ny tepla mezi dv¥ma izolovanými t¥lesy (teplota

je reprezentována po£tem koulí, t¥lesa urnami). □

Dal²í vyuºití Markovových °et¥zc· viz strana (∥3.57∥).
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D·kaz. D·kaz provedeme indukcí p°es po£et k ko°eno-
vých prostor·. P°edpokládejme, ºe tvrzení vºdy
platí pro mén¥ neº k prostor· a ºe pro vektory
u1 ∈ Rλ1 , . . . , uk ∈ Rλk

platí u1+· · ·+uk = 0. Pro
vhodné j pak (φ− λk · idV )j (uk) = 0 a zárove¬ jsou

yi = (φ−λk · idV )j (ui) nenulové vektory vRλi
, i = 1, . . . , k−1,

pokud ui jsou nenulové, viz v¥ta 3.34.
P°itom ale

y1 + · · · + yk−1 =
k∑
i=1

(φ − λk · idV )j (ui) = 0

a tedy podle induk£ního p°edpokladu jsou v²echny yi nulové. Pak
ov²em i uk = 0 a lineární nezávislost je dokázána.

Zbývá ukázat, ºe dimenze kaºdého ko°enového prostoru Rλ

je rovna algebraické násobnosti ko°enu λ charakteristického po-
lynomu. Nech´ tedy je λ vlastní hodnota φ, ozna£me φ̄ zúºení
φ|Rλ

a ψ : V/Rλ → V/Rλ nech´ je zobrazení indukované
φ na faktorovém prostoru. P°edpokládejme, ºe dimenze Rλ je
men²í neº násobnost ko°enu λ charakteristického polynomu. Podle
lemmatu 3.36 to znamená, ºe λ je i vlastní hodnotou zobrazení
ψ. Nech´ (v + Rλ) ∈ V/Rλ je p°íslu²ný vlastní vektor, tj.
ψ(v + Rλ) = λ · (v + Rλ) coº podle de�nice zna£í
v /∈ Rλ a φ(v) = λ · v + w pro vhodné w ∈ Rλ. Máme
tedy w = (φ − λ · idV )(v) a (φ − λ · idV )j (w) = 0 pro vhodné
j . Celkem jsme dovodili (φ − λ · idV )j+1 (v) = 0, coº je ve sporu
s volbou v /∈ Rλ.

Tím jsme dokázali, ºe dimenzeRλ je rovna násobnosti ko°ene
λ charakteristického polynomu φ. □

D·sledek. Pro kaºdé lineární zobrazení φ : V → V , jehoº celé
spektrum je vK, je V = Rλ1⊕· · ·⊕Rλn p°ímým sou£tem ko°eno-
vých podprostor·. Zvolíme-li vhodn¥ báze t¥chto podprostor·, pak
φ má v této bázi blokov¥ diagonální tvar s horními trojúhelníko-
vými maticemi v blocích a vlastními hodnotami λi na diagonále.

3.39. Nilpotentní a cyklická zobrazení. Nyní jiº máme skoro
v²e p°ipraveno pro diskusi kanonických tvar· matic.
Zbývá jen vyjasnit vztahmezi cyklickými a nilpotent-
ními zobrazeními a poskládat dohromady jiº p°ipra-

vené výsledky.

V¥ta. Nech´ φ : V → V je nilpotentní lineární zobrazení. Pak
existuje rozklad V na p°ímý sou£et podprostor· V = V1⊕· · · ⊕Vk
takových, ºe zúºení φ na kterýkoliv z nich je cyklické.

D·kaz. Ov¥°ení je docela p°ímo£aré a spo£ívá v konstrukci
takové báze prostoru V , ºe akce zobrazení φ na bázových
vektorech p°ímo ukazuje rozklad na cyklická zobrazení.
Postup bude ale pon¥kud zdlouhavý.

Nech´ k je stupe¬ nilpotentnosti zobrazení φ

a ozna£me Pi = im(φi ), i = 0, . . . , k, tzn.

{0} = Pk ⊆ Pk−1 ⊆ · · · ⊆ P1 ⊆ P0 = V.
Vyberme libovolnou bázi ek−1

1 , . . . , ek−1
pk−1

prostoru Pk−1, kde
pk−1 > 0 je dimenze Pk−1. Z de�nice plyne, ºe Pk−1 ⊆ Kerφ, tj.
vºdy φ(ek−1

j ) = 0.
P°edpokládejme, ºe Pk−1 ̸= V . Protoºe Pk−1 = φ(Pk−2),

nutn¥ existují v Pk−2 vektory ek−2
j , j = 1, . . . , pk−1, takové, ºe
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E. Unitární prostory

Jiº v minulé kapitole jsme de�novali skalární sou£in v reálných

vektorových prostorech (viz 2.40), v této kapitole roz²i°ujeme jeho de-

�nici i na komplexní vektorové prostory (viz 3.23).

3.30. Grupy O(n) a U(n). Uváºíme-li v²echna lineární zobrazení

z R3 do R3, která zachovávají daný skalární sou£in, tedy vzhledem

k de�nicím délky vektor· a odchylky dvou vektor· lineární zobrazení

zachovávající délky a úhly, tak tato tvo°í z°ejm¥ vzhledem ke skládání

zobrazení grupu (viz 1.1; sloºení dvou takových zobrazení je z de�nice

zobrazení zachovávající délky a úhly, jednotkovým prvkem je iden-

tické zobrazení, inverzním prvkem k danému zobrazení je zobrazení

k n¥mu inverzní � díky podmínce na zachovávaní velikostí existuje).

Matice t¥chto zobrazení tedy tvo°í vzhledem k násobení matic grupu

(viz oddíl 11.1), °íkáme jí ortogonální grupa, zna£íme 0(n). Je to pod-
grupa v²ech invertibilních zobrazení z Rn do Rn.

Poºadujeme-li navíc po maticích zobrazení, aby m¥ly determinant

roven jedné, hovo°íme o speciální ortogonální grup¥ SO(n) (obecn¥

m·ºe být determinantem matice z O(n) £íslo 1 £i −1).
Obdobn¥ de�nujeme unitární grupu U(n) jakoºto grupu v²ech

(komplexních) matic, které odpovídají komplexn¥ lineárním zobraze-

ním z Cn do Cn, která zachovávají daný skalární sou£in v unitárním

prostoru. Stejn¥ pak SU(n) zna£í podgrupu matic v U(n) s jednotko-

vým determinantem (obecn¥ m·ºe být determinantem libovolná kom-

plexní jednotka).

Následující úloha vyºaduje znalost integrování komplexn¥ hod-

notové funkce jedné reálné prom¥nné. S tímto pojmem se se-

známíme aº v ²esté kapitole, po£ínaje odstavcem 6.18. Pokud

se £tená° s integrováním doposud nesetkal, m·ºe tuto úlohu

s klidným sv¥domím p°esko£it.

3.31. Uvaºujme vektorový prostor V funkcí R→ C. Ur£ete, zda je
zobrazení φ z unitárního prostoru V lineární:

i) φ(u) = λu, kde λ ∈ C,
ii) φ(u) = u∗,
iii) φ(u) = u2(= u.u),
iv) φ(u) = du

dx
.

V je pro vhodné funkce unitární prostor nekone£né dimenze. Skalár-

ním sou£in se de�nuje vztahem f · g = ∫∞
−∞ f (x)g(x)dx.

3.32. Ukaºte, ºe pokud je H hermiteovská matice, pak je

U = exp(iH) = ∑∞
n=0(−1)n 1

n!(iH)
n

unitární matice a spo£t¥te její determinant.
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φ(ek−2
j ) = ek−1

j . P°edpokládejme

a1e
k−1
1 + · · · + apk−1e

k−1
pk−1
+ b1e

k−2
1 + · · · + bpk−1e

k−2
pk−1
= 0.

Aplikací zobrazení φ na tuto lineární kombinaci získáme
b1e

k−1
1 + · · · + bpk−1e

k−1
pk−1
= 0,

proto jsou v²echny bj = 0. Pak ale i aj = 0, protoºe se jedná
o kombinaci bázových vektor·. Celkem jsme tedy ov¥°ili lineární
nezávislost v²ech 2pk−1 zvolených vektor·. Dopl¬me je do báze

ek−1
1 , . . . , ek−1

pk−1
,

ek−2
1 , . . . , ek−2

pk−1
, ek−2
pk−1+1, . . . , e

k−2
pk−2

prostoru Pk−2. Navíc jsou obrazy p°idaných bázových prvk·
v Pk−1, nutn¥ tedy musejí být lineárními kombinacemi bázových
prvk· ek−1

1 , . . . , ek−1
pk−1

. M·ºeme proto zam¥nit zvolené vektory

ek−2
pk−1+1, . . . , e

k−2
pk−2

vektory ek−2
j − φ(ek−2

j ). Tím docílíme, ºe
dopln¥né vektory do báze Pk−2 pat°í do jádra zobrazení φ.
P°edpokládejme to p°ímo o zvolené bázi.

P°edpokládejme dále, ºe jiº máme sestrojenu bázi podpro-
storu Pk−ℓ takovou, ºe ji m·ºeme poskládat do schématu

ek−1
1 , . . . , ek−1

pk−1
,

ek−2
1 , . . . , ek−2

pk−1
, ek−2
pk−1+1, . . . , e

k−2
pk−2

,

ek−3
1 , . . . , ek−3

pk−1
, ek−3
pk−1+1, . . . , e

k−3
pk−2

, ek−3
pk−2+1, . . . , e

k−3
pk−3

,

...

ek−ℓ1 ,. . ., ek−ℓpk−1
, ek−ℓpk−1+1,. . ., e

k−ℓ
pk−2

, ek−ℓpk−2+1,. . ., e
k−ℓ
pk−3

, . . . ek−ℓpk−ℓ
,

kde hodnota zobrazení φ na libovolném bázovém vektoru se na-
chází nad ním, nebo je nulová, pokud nad zvoleným vektorem
báze jiº nic není. Pokud je Pk−ℓ ̸= V , op¥t musí existovat vek-
tory ek−ℓ−1

1 , . . . , ek−ℓ−1
pk−ℓ

, které se zobrazují na ek−ℓ1 , . . . , ek−ℓpk−ℓ

a m·ºeme je doplnit do báze Pk−l−1, °ekn¥me vektory

ek−ℓ−1
pk−ℓ+1, . . . , e

k−ℓ−1
pk−ℓ−1

.

P°itom postupným ode£ítáním hodnot iterací zobrazení φ na t¥chto
vektorech dosáhneme op¥t toho, ºe dopln¥né vektory do báze
Pk−ℓ−1 budou leºet v jádru φ a analogicky jako vý²e ov¥°íme, ºe
skute£n¥ dostaneme bázi Pk−ℓ−1.

Po k krocích získáme bázi celého V , která má vlastnosti uve-
dené pro bázi prostoru Pk−ℓ. Jednotlivé sloupce výsledného sché-
matu pak generují hledané podprostory Vi a navíc jsme p°ímo na²li
báze t¥chto podprostor· ukazující, ºe p°íslu²ná zúºení φ jsou cyk-
lická zobrazení. □

3.40. D·kaz Jordanovy v¥ty. Nech´ λ1, . . . , λk jsou v²echny
r·zné vlastní hodnoty zobrazení φ. Z p°edpoklad· Jorda-
novy v¥ty plyne (viz 3.32, ºe V = Rλ1 ⊕ · · · ⊕Rλk

. Zob-
razení φi = (φ|Rλi

− λi · idRλi
) jsou nilpotentní, a proto

je kaºdý z ko°enových prostor· p°ímým sou£tem

Rλi
= P1,λi

⊕ · · · ⊕ Pji ,λi

prostor·, na nichº je zúºení zobrazení φ−λi ·idV cyklické. Matice
t¥chto zúºených zobrazení na Pr,s jsou Jordanovy bloky p°íslu²né
k nulové vlastní hodnot¥, zúºené zobrazení φ|Pr,s má proto za ma-
tici Jordan·v blok s vlastní hodnotou λi .

Pro d·kaz Jordanovy v¥ty zbývá dokázat tvrzení o jedno-
zna£nosti. Protoºe diagonální hodnoty λi jsou dány jako ko°eny
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�e²ení. Z de�nice exp lze ukázat, ºe platí

exp(A + B) = exp(A) · exp(B)
tak, jak jsme zvyklí u exponenciálního zobrazení v oboru £ísel. Vzhle-

dem k tomu, ºe obecn¥ platí (u + v)∗ = u∗ + v∗ a (cv)∗ = c̄v∗, tak
dostáváme

U ∗ =
( ∞∑
n=0

(−1)n
1
n!
(iH)n

)∗
=

∞∑
n=0

(−1)n
1
n!
(−iH ∗)n,

a protoºe H ∗ = H , tak

U ∗ = −
∞∑
n=0

(−1)n
1
n!
(−iH)n = exp(−iH),

a proto

U ∗U = exp(iH) exp(−iH) = exp(0) = 1. □

3.33. Hermiteovské matice A, B, C spl¬ují [A,C] = [B,C] = 0
a [A,B] ̸= 0, kde [, ] je komutátor matic de�novaný vztahem

[A,B] = AB−BA. Ukaºte, ºe aspo¬ jeden vlastní podprostor matice

C musí mít dimenzi v¥t²í neº 1..

�e²ení. Budeme dokazovat sporem. P°edpokládáme tedy, ºe v²echny

vlastní podprostory operátoru C mají dim = 1. Pak m·ºeme pro libo-

volný vektor u psát u = ∑k ckuk, kde uk jsou lineárn¥ nezávislé nor-

mované vlastní vektory operátoru C vlastním £íslem λk (a ck = u ·uk)
Pro tyto vlastní vektory pak zjevn¥ platí

0 = [A,C]uk = ACuk − CAuk = λkAuk − C(Auk).
Odtud vidíme, ºe Auk je vlastním vektorem matice C s vlastní hodno-

tou λk. To ov²em znamená, ºeAuk = λAk uk pro n¥jaké £íslo λAk . Stejn¥
tak odvodíme Buk = λBk uk pro n¥jaké £íslo λBk . Pro komutátor matic

A a B pak dostáváme

[A,B]uk = ABuk − BAuk = λAk λBk uk − λBk λAk uk = 0.

To ov²em znamená

[A,B]u = [A,B]
∑
k

ckuk −
∑
k

ck[A,B]uk = 0,

a protoºe u bylo libovolné, znamená to, ºe [A,B] = 0, coº je spor. □

3.34. Pouºití v kvantové fyzice. V kvantové fyzice se fyzikální

veli£in¥ nep°i°azuje £íselná hodnota, tak jak tomu je v kla-

sické fyzice, nýbrº hermiteovský operátor. To není nic jiného,

neº hermiteovské zobrazení, které ov²em m·ºe vést, a £asto

taky vede, mezi unitárními prostory nekone£né dimenze (m·ºeme si to

p°edstavit t°eba jako matici nekone£ného rozm¥ru). Vektory v tomto

unitárním prostoru potom reprezentují stavy daného fyzikálního sys-

tému. P°i m¥°ení dané fyzikální veli£iny m·ºeme dostat jen hodnoty,

které jsou vlastními hodnotami p°íslu²ného operátoru.
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charakteristického polynomu, je jejich jednozna£nost z°ejmá. Vy-
jád°íme rozm¥ry jednotlivých Jordanových blok· prost°ednictvím
hodností rk(λi) zobrazení (φ − λi · idV )k . Tím bude jasné, ºe aº
na po°adí jsou bloky jednozna£n¥ ur£eny. Naopak, p°ehození blok·
odpovídá p°e£íslování vektor· báze, lze je tedy získat v libovolném
po°adí.

Je-li ψ cyklický operátor na n-rozm¥rném prostoru, pak de-
fekt iterovaného zobrazení ψk je k pro 0 ≤ k ≤ n a je n pro
v²echna k ≥ n. Odtud plyne, ºe pokud matice J zobrazení φ ob-
sahuje dk(λ) Jordanových blok· °ádu k s vlastní hodnotou λ, pak
defekt matice (J − λ · E)ℓ je

d1(λ)+ 2d2(λ)+ . . . ℓdℓ(λ)+ ℓdℓ+1(λ)+ . . . .
Odtud spo£ítáme

n− rℓ(λ) = d1(λ)+ 2d2(λ)+ · · · + ℓdℓ(λ)+
+ ℓdℓ+1(λ)+ · · · + dk(λ) =
= rk−1(λ)− 2rk(λ)+ rk+1(λ)

(kde poslední °ádek vznikne kombinací p°edchozího pro hodnoty
ℓ = k − 1, k, k + 1).

3.41. Poznámka. D·kaz v¥ty o existenci Jordanova kanonického
tvaru byl sice konstruktivní, nedává nám ale doko-
nale efektivní algoritmický postup pro jejich hle-
dání. Nyní shrneme jiº odvozený postup explicitního
výpo£tu báze, v níº má dané zobrazení φ : V → V

matici v kanonickém Jordanov¥ tvaru.

(1) Najdeme ko°eny charakteristického polynomu.
(2) Jestliºe jich je mén¥ neº n = dimV , v£etn¥ násobností, kano-

nický tvar neexistuje.
(3) Je-li n lineárn¥ nezávislých vlastních vektor·, získáme bázi

V z vlastních vektor· a v ní má φ diagonální matici.
(4) Nech´ λ je vlastní hodnota s geometrickou násobností men²í

neº algebraickou a v1, . . . , vk nech´ jsou p°íslu²né vlastní
vektory. To by m¥ly být vektory na horním okraji schématu
z d·kazu v¥ty 3.39, je ov²em nutné najít vhodnou bázi apli-
kacemi iterací φ − λ · idV . Zárove¬ p°itom zjistíme, ve kte-
rém °ádku se vektory nacházejí, a najdeme lineárn¥ nezávislá
°e²ení wi rovnic (φ − λ id)(x) = vi z °ádk· pod nimi. Postup
opakujeme iterativn¥ (tj. pro wi atd.). Najdeme tak �°etízky�
bázových vektor· zadávajících podprostory, kde φ − λ id je
cyklické.

Postup je praktický pro matice, kde násobnosti vlastních hodnot
jsou malé, nebo aspo¬ diskutované stupn¥ nilpotentnosti jsou malé.
Nap°. pro matici

A =
2 0 1

0 2 1
0 0 2


dostaneme dvourozm¥rný podprostor vlastních vektor·

⟨(1, 0, 0), (0, 1, 0)⟩.
Pot°ebujeme proto najít °e²ení rovnic (A− 2E)x = (a, b, 0)T pro
vhodné konstanty a, b. Tento systém je ov²em °e²itelný pouze pro
a = b a jedno z moºných °e²ení je v = (0, 0, 1), a = b = 1. Celá
hledaná báze pak je (1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0). V²imn¥me si, ºe
jsme m¥li spoustu voleb a bází s poºadovanými vlastnostmi je tedy
mnoho.
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Nap°íklad místo sou°adnice x máme operátor sou°adnice x̂. Je-li

stav systému popsán vektorem v, pak platí x̂(v) = xv, tzn. je to náso-
bení vektoru reálným £íslem x. Na první pohled je tento hermiteovský

operátor jiný neº na²e p°íklady z kone£né dimenze. Evidentn¥ je totiº

kaºdé reálné £íslo vlastním £íslem (x̂ má tzv. spojité spektrum). Po-

dobn¥, místo rychlosti (p°esn¥ji hybnosti) máme operátor p̂ = −i d
dx
.

Vlastní vektory jsou °e²ení diferenciální rovnice−i dv
dx
= λv. I v tomto

p°ípad¥ je spektrum spojité. To je vyjád°ením faktu, ºe p°íslu²ná fy-

zikální veli£ina je spojitá (m·ºe nabývat libovolné reálné hodnoty).

Naproti tomu máme fyzikální veli£iny. nap°. energie, které mohou na-

bývat jen diskrétní hodnoty (energie je kvantována). P°íslu²né operá-

tory jsou pak opravdu podobné hermiteovským maticím, jen mají ne-

kone£ný po£et vlastních £ísel.

3.35. Ukaºte, ºe x̂ a p̂ jsou hermiteovské a ºe

[x̂, p̂] = i.

�e²ení. Pro libovolný vektor v platí

[x̂, p̂]v = x̂p̂v − p̂x̂v = x(−i dv
dx
)+ i d(xv)

dx
− = iv

a odtud uº p°ímo vyplývá na²e tvrzení. □

3.36. Ukaºte

[x̂ − p̂, x̂ + p̂] = 2i.

�e²ení. Evidentn¥ platí [x̂, x̂] = 0 a [p̂, p̂] = 0 a zbytek vyplývá

z linearity komutátoru a z minulého p°íkladu. □

3.37. Jordan·v tvar. Najd¥te Jordan·v tvar matice A a napi²te

p°íslu²ný rozklad. Jaká je geometrická interpretace rozkladu této

matice?

i) A =
(−1 1
−6 4

)
,

ii) A =
(−1 1
−4 3

)
.

�e²ení. i) Nejprve spo£ítáme charakteristický polynom matice A

|A− λE| =
∣∣∣∣−1− λ 1
−6 4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ+ 2.

Vlastní £ísla matice A jsou ko°eny tohoto polynomu, to znamená

λ1,2 = 1, 2. Protoºe matice je °ádu dva a máme dv¥ r·zné vlastní

hodnoty, je Jordan·v tvar diagonální matice J =
(

1 0
0 2

)
. Vlastní

vektor (x, y) p°íslu²ný vlastní hodnot¥ 1 spl¬uje 0 = (A − E)x =
=

(−2 1
−6 3

)(
x

y

)
, tj. −2x + y = 0. To jsou práv¥ násobky vektoru

(1, 2). Podobn¥ zjistíme, ºe vlastním vektorem k vlastní hodnot¥ 2 je
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5. Rozklady matic a pseudoinverze

V minulé £ásti jsme s soust°edili na geometrický popis struk-
tury zobrazení. Te¤ na²e výsledky p°eloºíme
do jazyku tzv. rozklad· matic, coº je obzvlá²´
d·leºité téma pro numerické postupy a mati-
cový po£et obecn¥.

I p°i po£ítání s reálnými £ísly uºíváme pro zjednodu²ení roz-
klady na sou£iny. Nejjednodu²²ím je vyjád°ení kaºdého reálného
£ísla jednozna£n¥ ve tvaru

a = sgn(a) · |a|,
tj. jako sou£in znaménka a absolutní hodnoty. V dal²ím textu si uve-
deme stru£n¥ p°ehled n¥kolika takových rozklad· pro r·zné typy
matic, které bývají nesmírn¥ uºite£né p°i numerických výpo£tech
s maticemi. Nap°íklad jsme vhodný rozklad pro pozitivn¥ semi-
de�nitní symetrické matice vyuºili v odstavci 3.31 pro konstrukci
odmocniny z matice.

3.42. LU�rozklad. Za£neme p°eformulováním n¥kolika vý-
sledk·, které jsme uº dávno odvodili. V odstavcích
2.7 a 2.8 jsme upravovali matice nad skaláry z libo-
volného pole na °ádkový schodovitý tvar. K tomu
jsme pouºívali elementární úpravy, které spo£ívaly

v postupném násobení na²í matice invertibilními dolními trojúhel-
níkovými maticemi Pi , které postihovaly p°i£ítání násobk· °ádk·
pod práv¥ zpracovávaným °ádkem.

P°edpokládejme pro jednoduchost, ºe na²e matice A je £tver-
cová a ºe p°i Gaussov¥ eliminaci nejsme nuceni p°ehazovat °ádky,
a proto v²echny na²e matice Pi mohou být dolní trojúhelníkové
s jedni£kami na diagonálách. Kone£n¥, sta£í si pov²imnout, ºe
inverzní matice k takovýmto Pi jsou op¥t dolní trojúhelníkové
s jedni£kami na diagonálách a dostáváme

U = P · A = Pk · · ·P1 · A,
kde U je horní trojúhelníková matice a tedy

A = L · U,
kde L je dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na diagonále
a U je horní trojúhelníková. Tomuto rozkladu se °íká LU�rozklad
matice A.

V p°ípad¥ obecné matice m·ºeme p°i Gaussov¥ eliminaci na
°ádkov¥ schodovitý tvar pot°ebovat navíc permutace °ádk·, n¥kdy
i sloupc· matice. Pak dostáváme obecn¥ji:

V¥ta. Pro kaºdou maticiA existují permuta£ní matice P ,Q, dolní
trojúhelníková matice L a horní trojúhelníková matice U tak, ºe

A = P · L · U ·Q.
3.43. Poznámky. P°ímým d·sledkem Gaussovy eliminace bylo

také zji²t¥ní, ºe aº na volbu vhodných bází na de-
�ni£ním oboru a oboru hodnot je kaºdé zobrazení
f : V → W zadáno maticí v blokov¥ diagonálním

tvaru s jednotkovou maticí, s rozm¥rem daným dimenzí obrazu f
a s nulovými bloky v²ude kolem. To lze p°eformulovat takto: Kaº-
dou maticiA typum/n nad polem skalár·K lze rozloºit na sou£in

A = P ·
(
E 0
0 0

)
·Q,

kde P aQ jsou vhodné invertibilní matice.
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(1, 3). Jordan·v tvar nám °íká, ºe maticeA ur£uje takové lineární zob-

razení, které má v bázi vlastních vektor· (1, 2), (1, 3) vý²e uvedený
diagonální tvar. To znamená, ºe ve sm¥ru (1, 2) se nic ned¥je a ve

sm¥ru (1, 3) se kaºdý vektor protáhne na sv·j dvojnásobek.
Matici P takovou, ºe A = P · J · P−1, pak dostaneme napsáním

t¥chto vlastních vektor· do sloupc·, tj.P =
(

1 1
2 3

)
. Pro maticiA pak

mámeA = P ·J ·P−1. Inverznímatice kP má tvarP−1 =
(

3 −1
−2 1

)
a dohromady pak dostáváme(−1 1

−6 4

)
=
(

1 1
2 3

)(
1 0
0 2

)(
3 −1
−2 1

)
.

ii) Charakteristický polynom matice A je v tomto p°ípad¥

|A− λE| =
∣∣∣∣−1− λ 1
−4 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Dostáváme tedy dvojnásobný ko°en λ = 1 a p°íslu²ný vlastní vektor

(x, y) spl¬uje

0 = (A− E)x =
(−2 1
−4 2

)(
x

y

)
.

To jsou, op¥t jako v minulém p°íkladu, násobky vektoru (1, 2). To, ºe
°e²ením této rovnice nejsou dva lineárn¥ nezávislé vektory, °íká, ºe

Jordan·v tvar v tomto p°ípad¥ nebude diagonální, ale bude to matice(
1 1
0 1

)
. Bázi, ve které má matice A tento tvar, tvo°í vlastní vektor

(1, 2) a vektor, který se na tento vektor zobrazí zobrazením A−E. Je
tedy °e²ením soustavy rovnic( −2 1 1

−4 2 2

)
∼
( −2 1 1

0 0 0

)
.

To jsou násobky vektoru (1, 3). Dostáváme tedy stejnou bázi jako vmi-

nulém p°íkladu a m·ºeme psát(−1 1
−4 3

)
=
(

1 1
2 3

)(
1 1
0 1

)(
3 −1
−2 1

)
.

Zobrazení te¤ p·sobí na vektor tak, ºe sloºka ve sm¥ru (1, 3) z·stává
stejná a ke sloºka ve sm¥ru (1, 2) se bude násobit sou£tem koe�cient·,

které ur£ují sloºky ve sm¥rech (1, 3) a (1, 2). □

3.38. Najd¥te Jordan·v tvar matice A a napi²te p°íslu²ný roz-

klad. Jaká je geometrická interpretace rozkladu této matice?

A1 = 1
3

(
5 −1
−2 4

)
a A2 = 1

3

(
5 −1
4 1

)
a nakreslete (narýsujte), jak

se vektory v = (3, 0),A1v aA2v rozkládají vzhledem k bázi vlastních

vektor· matice A1, resp. A2.

�e²ení. Matice mají stejné Jordanovy tvary jako matice v minulém

p°íkladu a ob¥ je mají v bázi tvo°enou vektory (1, 2) a (1,−1), tj.

1
3

(
5 −1
−2 4

)
=
(

1 1
2 −1

)(
1 0
0 2

)(
1 1
2 −1

)−1
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Pro £tvercové matice jsme v 3.32 ukázali p°i diskusi vlastností
lineárních zobrazení f : V → V na komplexních vektorových pro-
storech, ºe kaºdou £tvercovou maticiA dimenzem umíme rozloºit
na sou£in

A = P · B · P−1,

kde B je blokov¥ diagonální s Jordanovými bloky p°íslu²nými
k vlastním £ísl·m na diagonále. Skute£n¥ jde o pouhé p°epsání Jor-
danovy v¥ty, protoºe násobení maticí P a její inverzí z opa£ných
stran odpovídá v tomto p°ípad¥ práv¥ zm¥n¥ báze na vektorovém
prostoru V a citovaná v¥ta °íká, ºe ve vhodné bázi má kaºdé zob-
razení Jordan·v kanonický tvar.

Obdobn¥ jsme také p°i diskusi samoadjungovaných zobrazení
dokázali, ºe pro reálné symetrické nebo komplexní hermiteovské
matice existuje vºdy rozklad na sou£in

A = P · B · P ∗,

kde B je diagonální matice se v²emi (vºdy reálnými) vlastními
£ísly na diagonále, v£etn¥ násobností. Skute£n¥, jde op¥t o sou£in
s maticemi vystihující zm¥nu báze, nicmén¥ p°ipou²tíme nyní
pouze zm¥ny mezi mezi ortonormálními bázemi a proto i matice
p°echodu P musí být ortogonální. Odtud P−1 = P ∗.

Pro reálná ortogonální zobrazení jsme odvodili obdobné vy-
jád°ení jako u symetrických, pouze na²e B bude blokov¥ dia-
gonální s bloky rozm¥ru dva nebo jedna vyjad°ujícími bu¤ ro-
taci nebo zrcadlení nebo identitu vzhledem k p°íslu²ným podpro-
stor·m.

3.44. V¥ta o singulárním rozkladu. Nyní se vrátíme k obecným
lineárním zobrazením mezi (obecn¥ r·znými) vekto-
rovými prostory. Jestliºe na nich je de�nován skalární
sou£in a omezíme se p°itom na ortonormální báze,mu-
síme postupovat o hodn¥ ra�novan¥ji, neº v p°ípad¥

bází libovolných:

V¥ta. Nech´ A je libovolná matice typu m/n nad reálnými
nebo komplexními skaláry. Pak existují £tvercové unitární matice
U a V dimenzím a n, a reálná diagonální maticeD s nezápornými
prvky, dimenze r, r ≤ min{m, n}, takové, ºe

A = USV ∗, S =
(
D 0
0 0

)
a r je hodnost matice AA∗. P°itom je S ur£ena jednozna£n¥ aº
na po°adí prvk· a prvky diagonální matice D jsou druhé odmoc-
niny vlastních £ísel di matice AA∗. Pokud je A reálná matice, pak
i matice U a V jsou ortogonální.

D·kaz. P°edpokládejme nejprve m ≤ n a ozna£me
φ : Kn → Km zobrazení mezi reálnými nebo
komplexními prostory se standardními skalárními
sou£iny, zadané maticí A ve standardních bázích.

Tvrzení v¥ty m·ºeme p°eformulovat tak, ºe exis-
tují ortonormální báze na Kn a Km, ve kterých bude mít φ matici
S z tvrzení v¥ty.

Jak jsme vid¥li d°íve, matice A∗A je pozitivn¥ semide�nitní.
Proto má pouze reálná nezáporná vlastní £ísla a existuje ortonor-
mální báze w v Kn, ve které má p°íslu²né zobrazení φ∗ ◦ φ diago-
nální matici s vlastními £ísly na diagonále. Jinými slovy, existuje
unitární maticeV taková, ºeA∗A = VBV ∗ pro reálnou diagonální

164

a
1
3

(
5 −1
4 1

)
=
(

1 1
2 −1

)(
1 1
0 1

)(
1 1
2 −1

)−1

.

Pro vektor v = (3, 0) dostáváme v = (1, 2) + 2(1,−1) a pro jeho

obrazy A1v = (5,−2) = (1, 2) + 2 · 2 · (1,−1) a A2v = (5, 4) =
= (2 + 1) · (1, 2)+ 2 · (1,−1). □

F. Rozklady matic

3.39. Vyvra´te nebo dokaºte:

• Nech´ A je £tvercová matice n × n. Pak je matice ATA je

symetrická.

• Nech´ £tvercová matice A má pouze kladné reálné vlastní

hodnoty. Pak je A symetrická.

3.40. Nalezn¥te LU-rozklad následující matice:−2 1 0
−4 4 2
−6 1 −1

 .
�e²ení. Rozklad je roven1 0 0

2 1 0
3 −1 1

−2 1 0
0 2 2
0 0 1

 .
Nejprve vynásobíme matice odpovídající Gaussov¥ eliminaci, dostá-

váme tak pro p·vodní matici A, XA = U , kde X je dolní trojúhel-

níková daná zmín¥ným sou£inem, U horní trojúhelníková. Z této rov-

nosti mámeA = X−1U , coº je hledaný rozklad (musíme tedy spo£ítat

inverzi k X). □

3.41. Nalezn¥te LU -rozklad matice

1 1 0
1 −1 2
− 1 −1

. ⃝

3.42. Ray-tracing. V po£íta£ové 3D-gra�ce se obraz zobrazuje po-

mocí algoritmu Ray-tracing. Základem tohoto algoritmu je aproxi-

mace sv¥telných vln paprskem (p°ímka) a aproximace zobrazovaných

objekt· mnohost¥ny. Ty jsou tedy ohrani£eny rovinami a je pot°eba

spo£ítat, kam se na t¥chto rovinách odráºí sv¥telné paprsky. Z fyziky

p°itom víme, jak se paprsky odráºí - úhel odrazu je roven úhlu dopadu.

Z touto problematikou v rovin¥ jsme se jiº potkali v p°íkladu ∥1.58∥.
Paprsek sv¥tla ve sm¥ru v = (1, 2, 3) dopadá na rovinu ur£enou

rovnicí x + y + z = 1. V jakém sm¥ru se paprsek odrazí?

�e²ení. Jednotkový normálový vektor k rovin¥ je n = 1√
3
(1, 1, 1).

Vektor ur£ující sm¥r odraºeného paprsku vR bude leºet v rovin¥ ur£ené

vektory v, n. M·ºeme jej tedy vyjád°it jako lineární kombinaci t¥chto
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matici s nezápornými vlastními £ísly (d1, d2, . . . , dr , 0, . . . , 0) na
diagonále, di ̸= 0 pro v²echny i = 1, . . . , r. Odtud

B = V ∗A∗AV = (AV )∗(AV ).
To je ale je ekvivalentní tvrzení, ºe prvních r sloupc· matice AV
je ortogonálních a zbývající jsou nulové, protoºe mají nulovou ve-
likost.

Ozna£me nyní prvních r sloupc· v1, . . . , vr ∈ Rm. Platí tedy
⟨vi, vi⟩ = di , i = 1, . . . , r, a normované vektory ui = 1√

di
vi tvo°í

ortonormální systém nenulových vektor·. Dopl¬me je na ortonor-
mální bázi u = u1, . . . , un celéhoKm. Vyjád°íme-li na²e p·vodní
zobrazení φ v bázích w na Kn a u na Km, dostáváme matici

√
B.

P°echody od standardních bází k nov¥ vybraným odpovídají náso-
bení zleva ortogonálními maticemi U a zprava V −1 = V ∗.

Pokud je m > n, m·ºeme aplikovat p°edchozí £ást d·kazu na
matici A∗. Odtud pak p°ímo plyne poºadované tvrzení.

Pokud pracujeme nad reálnými skaláry, jsou v²echny na²e
kroky v d·kazu vý²e také realizovány v reálném oboru. □

Tento d·kaz v¥ty o singulárním rozkladu je konstruktivní
a m·ºeme jej opravdu pouºít pro výpo£et unitárních, resp. orto-
gonálních, matic U , V a diagonálních nenulových prvk· matice
S.

3.45. Geometrická interpretace. Diagonálním hodnotám ma-
tice D z p°edchozí v¥ty se °íká singulární hodnoty
matice A. P°eformulujme si tuto v¥tu v reálném
p°ípad¥ geometri£t¥ji.

Pro p°íslu²né lineární zobrazení φ : Rn → Rm
mají singulární hodnoty skute£n¥ jednoduchý geometrický vý-
znam: Nech´ K ⊆ Rn je jednotková sféra pro standardní skalární
sou£in. Obrazem φ(K) pak vºdy bude (p°ípadn¥ degenerovaný)
m-rozm¥rný elipsoid. Singulární £ísla matice A jsou p°itom ve-
likosti hlavních poloos a v¥ta navíc °íká, ºe p·vodní sféra vºdy
p°ipou²tí ortogonální sdruºené pr·m¥ry, jejichº obrazem budou
práv¥ v²echny poloosy tohoto elipsoidu.

Pro £tvercové matice je vid¥t, ºe A je invertibilní, práv¥
kdyº v²echna singulární £ísla jsou nenulová. Pom¥r nejv¥t²ího
a nejmen²ího singulárního £ísla je d·leºitým parametrem pro ro-
bustnost °ady numerických výpo£t· s maticemi, nap°. pro výpo£et
inverzní matice. Poznamenejme také, ºe existují rychlé metody
výpo£t·, resp. odhad·, vlastních £ísel, proto lze se singulárním roz-
kladem velmi efektivn¥ pracovat.

3.46. V¥ta o polárním rozkladu. V¥ta o singulárním rozkladu
je východiskem pro mnoho mimo°ádn¥ uºite£ných
nástroj·. Uvaºujme nyní nad n¥kolika p°ímými
d·sledky (které samy o sob¥ jsou dosti netriviální).

Tvrzení v¥ty °íká pro libovolnou matici A, a´ uº reálnou nebo kom-
plexní, A = USW ∗ s diagonální S s nezápornými reálnými £ísly
na diagonále a unitárnímiU ,W . Pak ov²em takéA = USU∗UW ∗
a pojmenujme si matice P = USU∗, V = UW ∗. První z nich, P ,
je hermiteovská (v reálném p°ípad¥ symetrická) a pozitivn¥ semi-
de�nitní, protoºe jde jen o zápis zobrazení s reálnou diagonální
maticí S v jiné ortonormální bázi, zatímco V je coby sou£in dvou
unitárních matic op¥t unitární (v reálném p°ípad¥ ortogonální).
Navíc A∗ = WSU∗ a tedy AA∗ = USSU∗ = P 2 a na²e matice
P je vlastn¥ odmocninou ze snadno spo£ítatelné hermiteovské
matice AA∗.
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vektor·. Zárove¬ nám pravidlo úhel odrazu je roven úhlu dopadu ji-

nými slovy °íká, ºe ⟨v, n⟩ = −⟨vR, n⟩. Odtud dostaneme kvadratickou

rovnici pro koe�cienty lineární kombinace.

P°íklad m·ºeme vy°e²it i jednodu²²ím, geometrickým zp·sobem.

Z obrázku m·ºeme p°ímo odvodit,ºe

vR = v − 2⟨v, n⟩n

a v na²em p°ípad¥ dostáváme vR = (−3,−2,−1). □

3.43. Singulární rozklad, polární rozklad, pseudoinverze.

Spo£ítejte singulární rozklad matice A =
 0 0 − 1

2−1 0 0
0 0 0

. Následn¥
spo£ítejte její polární rozklad a najd¥te její pseudoinverzi.

�e²ení. Nejprve spo£ítáme ATA:

ATA =
 0 −1 0

0 0 0
− 1

2 0 0

 0 0 − 1
2−1 0 0

0 0 0

 =
1 0 0

0 0 0
0 0 1

4


a dostáváme diagonální matici. Pot°ebujeme ale najít takovou ortonor-

mální bázi, ve které je matice diagonální a nulový °ádek je aº poslední.

Toho zjevn¥ docílíme oto£ením o pravý úhel kolem osy x (sou°adnice

y p°ejde na z a z p°ejde na −y). Toto oto£ení je ortogonální trans-

formace daná maticí V =
1 0 0

0 0 1
0 −1 0

. Tím jsme bez po£ítání na²li

rozkladATA = VBV T , kde B je diagonální s vlastními £ísly (1, 1
4 , 0)

na diagonále. Protoºe te¤ máme B = (AV )T (AV ), tvo°í sloupce ma-

tice

AV =
 0 0 − 1

2−1 0 0
0 0 0

1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 =
 0 1

2 0
−1 0 0
0 0 0


ortogonální systém vektor·, který znormalizujeme a doplníme do báze.

Ta má pak tvar (0,−1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1). Matice p°echodu od této

báze ke standardní je pak U =
 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

. Dohromady tak dostá-

váme rozklad A = U√BV T : 0 0 − 1
2−1 0 0

0 0 0

 =
 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 1

2 0
0 0 0

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 .
Geometricky lze rozklad zobrazení interpretovat tak, ºe nejprve se v²e

oto£í o pravý úhel kolem osy x, pak následuje projekce do roviny xy

taková, ºe jednotková koule se zobrazí do elipsy s hlavními poloosami

1 a 1
2 a výsledek se oto£í o pravý úhel kolem osy z.
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P°edpokládejme, ºeA = PV = QU jsou dva takové rozklady
maticeA na sou£in pozitivn¥ semide�nitní hermiteovské a unitární
matice a p°edpokládejme, ºe A je invertibilní. Pak ov²em je

AA∗ = PVV ∗P = P 2 = QUU∗Q = Q2

pozitivn¥ de�nitní, a proto jsou matice Q = P = √AA∗ jedno-
zna£n¥ ur£ené a invertibilní. Pak ov²em také U = V = P−1A.

Beze zbytku jsme tedy odvodili velice uºite£nou analogii roz-
kladu reálného £ísla na znaménko (ortogonální matice v p°ípad¥
dimenze jedna jsou práv¥ ±1) a absolutní hodnotu (matice P , ke
které umíme odmocninu).

V¥ta (V¥ta o polárním rozkladu). Kaºdou £tvercovou komplexní
matici A dimenze n lze vºdy vyjád°it ve tvaru A = P · V , kde P
je hermiteovská a pozitivn¥ de�nitní £tvercová matice téºe dimenze
a V je unitární. P°itom P = √AA∗. Je-liA invertibilní, je rozklad
jednozna£ný a V = (√AA∗)−1A.

Pokud pracujeme nad reálnými skaláry, je P symetrická
a V ortogonální.

Kdyº budeme tutéº v¥tu aplikovat na A∗ místo A, dosta-
neme tentýº výsledek, ov²em s obráceným po°adím hermiteov-
ských a unitárních matic. Matice v p°íslu²ných pravých a levých
rozkladech budou samoz°ejm¥ obecn¥ r·zné.

V komplexním p°ípad¥ je analogie s rozkladem £ísel je²t¥ zá-
bavn¥j²í � pozitivn¥ semide�nitní P hraje op¥t roli
absolutní hodnoty komplexního £ísla, unitární ma-
tice V pak má jednozna£né vyjád°ení jako sou£et
V = reV + i imV s hermiteovskými reálnými

a imaginárními £ástmi a s vlastností (reV )2 + (imV )2 = E,
tj. dostáváme plnou analogii goniometrického tvaru komplexních
£ísel (viz záv¥re£ná poznámka v 3.30). V²imn¥me si ale, ºe
ve vícerozm¥rném p°ípad¥ je podstatné, v jakém po°adí tento
�goniometrický tvar� matice pí²eme. Jde to ob¥ma zp·soby, vý-
sledky jsou ale obecn¥ r·zné.

Pro °adu praktických aplikací bývá rychlej²í pouºití tzv. QR
rozkladu matic, který je obdobou Schurovy v¥ty o ortogonální tri-
angulaci:

3.47. V¥ta. Pro kaºdou komplexní matici A typu m/n existuje
unitární matice Q a horní trojúhelníková matice R takové, ºe
A = QTR.

Pokud pracujeme nad reálnými skaláry, jsouQ i R reálné.

D·kaz. V geometrické formulaci pot°ebujeme dokázat, ºe
pro kaºdé zobrazení φ : Kn → Km s maticí A ve stan-
dardních bázích m·ºeme zvolit novou ortonormální bázi
na Km tak, aby potom φ m¥lo horní trojúhelníkovou ma-
tici.

Uvaºme obrazy φ(e1), . . . , φ(en) ∈ Km vektor· standardní
ortonormální báze, vyberme z nich maximální lineárn¥ nezávislý
systém v1, . . . , vk takovým zp·sobem, ºe vypou²t¥né závislé vek-
tory jsou vºdy lineární kombinací p°edchozích vektor·, a dopl¬me
jej do báze v1, . . . , vm. Nech´ u1, . . . , um je ortonormální báze
Km vzniklá Gramovou-Schmidtovou ortogonalizací tohoto sys-
tému vektor·.

Nyní pro kaºdé ei je φ(ei) bu¤ jedno z vj , j ≤ i, nebo je
lineární kombinací v1, . . . , vi−1, proto ve vyjád°ení φ(ei) v bázi
u vystupují pouze vektory u1, . . . , ui . Zobrazení φ má proto ve
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Polární rozklad A = P ·W dostaneme ze singulárního jednodu²e:

P := U√BUT aW := UV T , tj.

P =
 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 1

2 0
0 0 0

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 =
 1

2 0 0
0 1 0
0 0 0


a

W =
 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 =
 0 0 −1
−1 0 0
0 1 0


a z toho plyne 0 0 − 1

2−1 0 0
0 0 0

 =
 1

2 0 0
0 1 0
0 0 0

 0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

 .
Pseudoinverzní matice je dána výrazem A† := V S′UT , kde

S′ =
1 0 0

0 2 0
0 0 0

. Máme tedy

A† =
1 0 0

0 0 1
0 −1 0

1 0 0
0 2 0
0 0 0

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 =
0 −1 0

0 0 0
2 0 0

 .
□

3.44. QR rozklad. QR rozklad matice A se dob°e hodí v p°ípad¥,

kdyº je dán systém lineárních rovnic Ax = b, který sice nemá °e²ení,

ale my pot°ebujeme najít jeho co nejlep²í p°iblíºení. Chceme tedy mi-

nimalizovat ∥Ax − b∥. Podle Pythagorovy v¥ty máme ∥Ax − b∥2 =
= ∥Ax − b∥∥2 + ∥b⊥∥2, kde b jsme rozloºili na b∥, které pat°í do

obrazu matice A a na b⊥, které je k tomuto obrazu kolmé. Projekci

na obraz matice A m·ºeme psát ve tvaru QQT pro vhodnou ortogo-

nální maticiQ. Konkrétn¥ tuto matici získáme Gram-Schmidtovou or-

tonormalizací sloupc· matice A. Potom máme b∥ = QQT b a proto

Ax − b∥ = Q(QTAx −QT b). Soustava v závorce uº má °e²ení, pro

které potom dostáváme ∥Ax − b∥ = ∥b⊥∥, coº je minimální hodnota.

Navíc matice R := QTA je horní trojúhelníková a proto poºadované

p°ibliºné °e²ení najdeme velmi lehce.

Najd¥te p°ibliºné °e²ení soustavy rovnic

x + 2y = 1,
2x + 4y = 4.

�e²ení. Máme tedy soustavu Ax = b s A =
(

1 2
2 4

)
a b =

(
1
4

)
(která evidentn¥ nemá °e²ení). Ud¥láme tedy ortonormalizaci sloupc·

matice A. Vezmeme první z nich a vyd¥líme ho jeho velikostí. Tím

dostaneme první vektor ortonormální báze 1√
5

(
1
2

)
. Druhý dostaneme

tak, ºe od druhého sloupce ode£teme jeho komponentu ve sm¥ru uº na-

lezeného prvního vektoru ortonormální báze. Druhý vektor je ov²em

dvojnásobek prvního a proto v ortonormalizaci nulový. Máme proto
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standardní bázi na Kn a ortonormální bázi u na Km horní trojú-
helníkovou matici R. P°echod k bázi u na Rm odpovídá násobení
unitární maticíQ zleva, tj. R = QA, ekvivalentn¥ A = QTR.

Poslední tvrzení je z na²í konstrukce z°ejmé. □

Záv¥rem této £ásti textu si v²imn¥me mimo°ádn¥ uºite£né
a d·leºité aplikace na²ich výsledk· pro p°ibliºné nu-
merické výpo£ty. P·jde p°itom o docela p°ímo£arou
aplikaci singulárních rozklad· matic, jak je vid¥t uº

z následující:

3.48. De�nice. Nech´ A je reálná matice typu m/n a nech´

A = USV ∗, S =
(
D 0
0 0

)
je její singulární rozklad (zejména D je invertibilní). Matici

A† := V S′U∗, S′ =
(
D−1 0

0 0

)
nazýváme pseudoinverzní matice k matici A.

Jak ukazuje následující v¥ta, je pseudoinverze d·leºité zo-
becn¥ní pojmu inverzní matice, v£etn¥ p°ímo£arých aplikací.

3.49. V¥ta. Nech´ A je reálná nebo komplexní matice typu m/n.
Pak pro její pseudoinverzní matici platí:

(1) Je-li A invertibilní (zejména tedy £tvercová), pak

A† = A−1.

(2) Pro pseudoinverzi A† platí, ºe A†A i AA† jsou hermiteovské
(v reálném p°ípad¥ symetrické) a

AA†A = A, A†AA† = A†.

(3) Pseudoinverzní matice A† je £ty°mi vlastnosti z p°edchozího
bodu ur£ena jednozna£n¥. Pokud tedy n¥jaká matice B typu
n × m spl¬uje, ºe BA i AB jsou hermiteovské, ABA = A

a BAB = B, pak B = A†.
(4) Je-li A matice systému lineárních rovnic Ax = b s pravou

stranou b ∈ Km, pak vektor y = A†b ∈ Kn minimalizuje
velikost ∥Ax − b∥ pro v²echny vektory x ∈ Kn.

(5) Systém lineárních rovnic Ax = b s b ∈ Km je °e²itelný, práv¥
kdyº platí AA†b = b. V tomto p°ípad¥ jsou v²echna °e²ení
dána výrazem

x = A†b + (E − A†A)u,

kde u ∈ Kn je libovolné.

D·kaz. (1): Je-li A invertibilní, pak je matice S = U∗AV
také invertibilní a p°ímo z de�nice je S′ = S−1 . Odtud
vyplývá A†A = AA† = E.

(2): P°ímým výpo£tem dostáváme SS′S = S

a S′SS′ = S′ , proto

AA†A = USV ∗V S′U∗USV ∗ = USS′SV ∗ = USV ∗ = A
a analogicky pro druhou rovnost. Dále

(AA†)∗ = (USS′U∗)∗ = U(S′ )∗S∗U∗ =
= U(SS′ )∗U∗ = USS′U∗ = AA†

a podobn¥ se ukáºe (A†A)∗ = A†A.
(3) Tvrzení dokáºeme p°ímým výpo£tem. Uvaºme na chvíli

zobrazení φ dané ve standardních bázích maticí A vyjád°eme
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Q = 1√
5

(
1
2

)
. Projektor na obraz matice A je pakQQT = 1

5

(
1 2
2 4

)
,

dále spo£ítáme

QT b = 1√
5

(
1 2

) (1
4

)
= 9√

5
a

R = 1√
5

(
1 2

) (1 2
2 4

)
= 1√

5

(
5 9

)
.

P°ibliºné °e²ení pak spl¬ujeRx = QT b a to v na²em p°ípad¥ znamená

5x + 9y = 9 (p°ibliºné °e²ení tedy není jednozna£né). QR rozklad

matice A je (
1 2
2 4

)
= 1√

5

(
1
2

)
1√
5

(
5 9

)
. □

3.45. Minimalizujte ∥Ax − b∥ pro A =
 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 a

b =
1

0
0

 a napi²te QR rozklad matice A.

�e²ení. Normalizovaný první sloupec matice A je e1 = 1√
6

 2
−1
−1

.
Z druhého sloupce ode£teme jeho sloºku ve sm¥ru e1. Máme⟨−1

2
−1

 , 1√
6

 2
−1
−1

⟩ = − 3√
6
,

a proto dostaneme−1
2
−1

− ⟨
−1

2
−1

 , 1√
6

 2
−1
−1

⟩ 1√
6

 2
−1
−1

 = 1
2

0
3
3

 .
Tím jsme vyrobili ortogonální vektor, který normujeme a dostaneme

e2 = 1√
2

 0
1
−1

. T°etí sloupec matice A je uº lineárn¥ závislý

(m·ºeme ov¥°it spo£ítáním determinantu). Hledaná sloupcov¥ ortogo-

nální matice je tedy

Q = 1√
6

 2 0
−1

√
3

−1 −√3

 .
Dále spo£ítáme

R = QTA = 1√
6

(
2 −1 −1
0
√

3 −√3

) 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 =
= 1√

6

(
6 −3 −3
0 3
√

3 −3
√

3

)
a

QT b = 1√
6

(
2 −1 −1
0
√

3 −√3

)1
0
0

 = 1√
6

(
2
0

)
.
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φ v bázi z v¥ty o singulárním rozkladu, tj. v této bázi bude mít φ
matici S z de�nice pseudoinverze A†. Bez újmy na obecnosti nyní
budeme pracovat v této bázi, tj. m·ºeme p°edpokládat, ºe v bloko-
vém tvaru

A =
(
D 0
0 0

)
, A† =

(
D−1 0

0 0

)
s diagonální maticí D v²ech nenulových singulárních £ísel, a B je
matice spl¬ující p°edpoklady. Zjevn¥

A†A =
(
E 0
0 0

)
,

a tedy dostáváme

A† = A†ABAA† =
(
E 0
0 0

)
B

(
E 0
0 0

)
=
(
D−1 0

0 0

)
.

Odtud vidíme, ºe

B =
(
D−1 P

Q R

)
pro vhodné matice P ,Q a R. Nyní v²ak

BA =
(
D−1 P

Q R

)(
D 0
0 0

)
=
(
E 0
QD 0

)
má být hermiteovská, proto jeQD = 0 a tedy iQ = 0 (maticeD je
diagonální a invertibilní). Obdobn¥ poºadavek na hermiteovskost
AB vede na nulovost P . Zárove¬ je²t¥ platí

B = BAB =
(
D−1 0

0 R

)(
D 0
0 0

)(
D−1 0

0 R

)
.

Na pravé stran¥ ale je v pravém dolním rohu nula, proto takéR = 0
a tvrzení je dokázáno.

(4): Uvaºme zobrazení φ : Kn → Km, x 7→ Ax, a p°ímé
sou£ty Kn = (Kerφ)⊥ ⊕ Kerφ, Km = Imφ ⊕ (Imφ)⊥. Zúºené
zobrazení φ̃ := φ|(Ker φ)⊥ : (Kerφ)⊥ → Imφ je lineární isomor-

�smus. Zvolíme-li vhodn¥ ortonormální báze na (Kerφ)⊥ a Imφ

a doplníme je na ortonormální báze na celých prostorech, bude mít
φ matici S a φ̃ matici D z v¥ty o singulárním rozkladu. Pro dané
b ∈ Km je bod z ∈ Imφminimalizující vzdálenost ∥b−z∥ (tj. reali-
zující vzdálenost od a�nního podprostoru ρ(b, Imφ), viz dal²í ka-
pitola) práv¥ komponenta z = b1 rozkladu b = b1+b2, b1 ∈ Imφ,
b2 ∈ (Imφ)⊥. P°itom ale ve zvolené bázi je zobrazení φ† , p·vodn¥
zadané ve standardních bázích pseudoinverzí A†, dáno maticí S′
z v¥ty o singulárním rozkladu, zejména je φ† (Imφ) = (Kerφ)⊥ a
D−1 maticí zúºení φ†

| Im φ a φ
†
|(Im φ)⊥ je nulové. Je tedy skute£n¥

φ ◦ φ† (b) = φ(φ† (z)) = z
a d·kaz je ukon£en.

(5) Evidentn¥, z rovnosti Ax = b pro pevn¥ zvolené x ∈ Kn
plyne

b = AA†A x = AA†b.

Jde proto o podmínku nutnou. Na druhou stranu, jestliºe tato pod-
mínka platí, pak m·ºeme pro uvedený výraz x spo£íst

Ax = A(A†b + (E − A†A)u) = b + (A − AA†A)u = b.
Hodnost matice A − A†A p°itom dává správn¥ velký obraz
p°íslu²ného zobrazení podle Frobeniovy v¥ty o °e²ení systému
lineárních rovnic, proto takto dostáváme °e²ení v²echna. □
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�e²ením rovnice Rx = QT b je x = y = z. Násobky vektoru (1, 1, 1)
tedy minimalizují ∥Ax − b∥.

Zobrazení ur£ené maticí A je projekce na rovinu s normálovým

vektorem (1, 1, 1). □

3.46. Lineární regrese. Znalosti, které jsme se v této kapitole

nau£ili, lze s výhodou pouºít v praxi p°i °e²ení problém· pomocí

lineární regrese. Jde o to nalézt nejlep²í p°iblíºení n¥jaké funk£ní

závislosti pomocí lineární funkce.

Máme tedy zadánu funk£ní závislost v n¥kolika bodech (nap°íklad

zkoumáme hodnotu majetku yi lidí v závislosti na jejich inteligenci

(a1), na majetku rodi£· (a2) , po£tu spole£ných známých s panem Ka-

louskem (a3), . . . ), tj. f (a1
1, . . . , a

1
n) = y1, . . . , f (ak1, a

k
2, . . . , a

k
n) = yk,

k > n (máme tedy více rovnic neº neznámých) a chceme tuto závislost

�co nejlépe� odhadnout pomocí lineární funkce, tj. vyjád°it hodnotu

majetku jakoºto lineární funkci f (x1, . . . , xn) = b1x1+ b2x2+ . . . +
+ bnxn + c. De�nujeme tedy �co nejlépe� tím, ºe chceme minimali-

zovat

k∑
i=1

yi − n∑
j=1

(bjxj + c)
2

v závislosti na reálných konstantách b1, . . . , bn, c. Na²ím cílem je

najít takovou lineární kombinaci sloupc· matice A = (aij ) (s koe-

�cienty b1, . . . , bn), která bude mít co nejmen²í vzdálenost od vek-

toru (y1, . . . , yk) v Rk, tedy vlastn¥ najít kolmou projekci vektoru

(y1, . . . , yk) na podprostor generovaný sloupci matice A. Podle v¥ty

3.49 je touto projekcí vektor (b1, . . . , bn)
T = A†(y1, . . . , bn). Tuto

metodu uº jsme také pouºili na výpo£et vzdálenosti bodu od podpro-

storu v p°íkladu ∥4.75∥.

3.47. Metodou nejmen²ích £tverc· °e²te soustavu

2x + y + 2z = 1,
x + y + 3z = 2,

2x + y + z = 0,
x + z = −1.

�e²ení. Na²e soustava nemá °e²ení, nebo´ její matice má hodnost 3,

roz²í°ená matice soustavy pak hodnost 4. Nejlep²ím p°iblíºením vek-

toru b = (1, 2, 0,−1) tvo°eném pravými stranami rovnic soustavy

m·ºeme tedy dle v¥ty 3.49 dosáhnout pomocí vektoru A†b (AA†b je

pak ono nejlep²í p°iblíºení, neboli kolmá projekce vektoru b na prostor

generovaný sloupci matice A).
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Poznámka. Lze také ukázat, ºe matice A† minimalizuje výraz

∥AA† − E∥2,
tj. sou£et kvadrát· v²ech prvk· uvedené matice.

Z bodu (4) p°edchozí v¥ty plyne, ºe matice AA† je maticí
kolmé projekce z vektorového prostoru Rn, kde n je po£et °ádk·
matice A na podprostor generovaný sloupci matice A (tato inter-
pretace má samoz°ejm¥ smysl pouze pro matice mající více °ádk·
neº sloupc·).

Dále pro maticeA, jejichº sloupce tvo°í nezávislé vektory, má
smysl výraz (ATA)−1AT a není t¥ºké ov¥°it, ºe tato matice spl¬uje
v²echny vlastnosti z (1) a (2) z p°edchozí v¥ty, jedná se tedy o pseu-
doinverzi k matici A.

Z úvah v d·kazu p°edcházející v¥ty vyplývají také následující
vlastnosti pseudoinverze:

D·sledek. • Pro v²echny matice A platí (A†)† = A,
• pokud má matice A, typu m × n, plnou °ádkovou hodnost m,

pak A† = A∗(AAT )−1,
• pokud má matice A, typu m× n, plnou sloupcovou hodnost n,

pak A† = (AAT )−1A∗.

3.50. Lineární regrese. Aproxima£ní vlastnost (3) p°edchozí
v¥ty je velice uºite£ná v p°ípadech, kdy máme
najít co nejlep²í p°iblíºení (neexistujícího) °e²ení
p°eur£eného systému Ax = b, kde A je reálná
matice typu m/n a m > n.

Nap°. máme experimentem dáno mnoho nam¥°ených reálných
hodnot bj a chceme najít lineární kombinaci n¥kolika funkcí fi ,
která bude co nejlépe aproximovat hodnoty bj . Skute£né hodnoty
zvolených funkcí v bodech yj ∈ R zadají matici aij = fj (yi),
jejíº sloupce jsou dány hodnotami jednotlivých funkcí fj v uvaºo-
vaných bodech, a na²ím úkolem je tedy ur£it koe�cienty xj ∈ R
tak, aby sou£et kvadrát· odchylek od skute£ných hodnot

m∑
i=1

(
bi −

( n∑
j=1

xjfj (yi)

))2

=
m∑
i=1

(
bi −

( n∑
j=1

aijxj

))2

byl minimální. Jinými slovy, hledáme lineární kombinaci funkcí
fi takovou, abychom �dob°e� proloºili zadané hodnoty bi . Díky
p°edchozí v¥t¥ jsou hledané optimální koe�cienty A†b.

Abychom m¥li konkrétn¥j²í p°edstavu, uvaºujme pouze dv¥
funkce f1(x) = x, f2(x) = x2 a p°edpokládejme, ºe �nam¥°ené
hodnoty� jejich neznámé kombinace g(x) = y1x + y2x

2

v celo£íselných hodnotách pro x mezi 1 a 10 jsou bT =
(1,44 10,64 4,48 14,56 31,12 39,20 54,88 71,28 85,92 104,16).
Tento vektor vznikl výpo£tem hodnot x + x2 v daných bodech
posunutých o náhodné hodnoty v rozmezí ±8. Matice A = (bij )
je tedy v na²em p°ípad¥ rovna

AT =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

)
a hledané koe�cienty v kombinaci jsou

y = A† · b =
(

0,61
0,99

)
.

Výsledné proloºení je nejlépe vid¥t v gra�ckém zobrazení Pokud
jste sp°áteleni s Maplem nebo Matlabem (nebo jiným podobným
softwarem), zkuste si zaexperimentovat s podobnými úlohami a
výslednými obrázky.
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Protoºe sloupce matice A jsou lineárn¥ nezávislé, je její pseudo-

inverzní matice ur£ena vztahem (ATA)−1AT . Je tedy

A† =




2 1 2
1 1 3
2 1 1
1 0 1


2 1 2 1

1 1 1 0
2 3 1 1




−12 1 2 1
1 1 1 0
2 3 1 1

 =

=
10 5 10

5 3 6
10 6 15

−12 1 2 1
1 1 1 0
2 3 1 1

 =
=
3/5 −1 0
−1 10/3 −2/3
0 −2/3 1/3

2 1 2 1
1 1 1 0
2 3 1 1

 =
=
1/5 −2/5 1/5 3/5

0 1/3 2/3 −5/3
0 1/3 −1/3 1/3

 .
Je tedy hledané x rovno

A†b = (−6/5, 7/3, 1/3)T .

Projekce (nejlep²í p°iblíºení k sloupci pravých stran) je pak vektor

(3/5, 32/15, 4/15,−13/15). □
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G. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

3.48. Ur£ete posloupnost reálných £ísel, která vyhovuje následující nehomogenní diferen£ní rovnici

s po£áte£ními podmínkami:

2xn+2 = −xn+1 + xn + 2, x1 = 2, x2 = 3.

�e²ení. Obecné °e²ení zhomogenizované rovnice je tvaru a(−1)n+ b(1/2)n. Partikulárním °e²ením

je konstanta 1. Obecné °e²ení dané nehomogenní rovnice bez po£áte£ních podmínek je tedy

xn = a(−1)n + b
(

1
2

)n
+ 1.

Dosazením do po£áte£ních podmínek zjistíme konstanty a = 1, b = 4. Dané rovnici s po£áte£ními

podmínkami tedy vyhovuje posloupnost

xn = (−1)n + 4
( 1

2

)n + 1. □

3.49. Ur£ete jedinou posloupnost vyhovující rekurentnímu vztahu

xn = 7xn−1 − 10xn−2 + 8n− 22

s po£áte£ními £leny x1 = 6, x2 = 8. ⃝
3.50. Ur£ete explicitní vyjád°ení posloupnosti vyhovující diferen£ní rovnici xn+2 = 3xn+1 + 3xn se
£leny x1 = 1 a x2 = 3. ⃝
3.51. Ur£ete explicitní vzorec pro n-tý £len jediné posloupnosti {xn}∞n=1 vyhovující následujícím pod-

mínkám:

xn+2 = xn+1 − xn, x1 = 1, x2 = 5. ⃝
3.52. Ur£ete explicitní vzorec pro n-tý £len jediné posloupnosti {xn}∞n=1 vyhovující následujícím pod-

mínkám:

−xn+3 = 2xn+2 + 2xn+1 + xn, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1. ⃝
3.53. Ur£ete explicitní vzorec pro n-tý £len jediné posloupnosti {xn}∞n=1 vyhovující následujícím pod-

mínkám:

−xn+3 = 3xn+2 + 3xn+1 + xn, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1. ⃝
3.54. Jezírko. M¥jme jednoduchý model jezírka, ve kterém ºije populace bílé ryby (plotice, ouklej,

podoustev, ostroretka atd.). P°edpokládáme, ºe druhého roku se doºije 20% rybího pl·dku a od tohoto

stá°í uº jsou ryby schopny se reprodukovat. Z mladých ryb p°eºije z druhého do t°etího roku p°ibliºn¥

60 % a v dal²ích letech je uº úmrtnost zanedbatelná. Dále p°edpokládáme, ºe ro£ní p°írustek nových

pl·dk· je t°ikrát v¥t²í neº po£et ryb (schopných reprodukce).

Tato populace by evidentn¥ jezírko brzy p°eplnila. Rovnováhu chceme dosáhnout nasazením

dravé ryby, nap°. ²tiky. P°edpokládejme, ºe jedna ²tika sní ro£n¥ asi 500 dosp¥lých bílých ryb. Kolik

²tik pak musíme do jezírka nasadit, aby populace stagnovala?

�e²ení. Pokud ozna£íme p po£et pl·dku, m po£et mladých ryb a r po£et dosp¥lých ryb, pak je stav

populace v dal²ím roce popsán následovn¥:pm
r

 7→
 3m+ 3r

0,2p
0,6m+ τr

 ,
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kde 1−τ je relativní úmrtnost dosp¥lé ryby zp·sobená ²tikou. P°íslu²ná matice popisující tento model

je tedy  0 3 3
0,2 0 0
0 0,6 τ

 .
Pokudmá populace stagnovat, pakmusí mít tatomatice vlastní hodnotu 1. Jinými slovy, jedni£kamusí

být ko°enem charakteristického polynomu této matice. Ten je tvaru λ2(τ−λ)+0,36−0,6.(τ−λ) = 0.
To znamená, ºe τ musí spl¬ovat

τ − 1+ 0,36− 0,6(τ − 1) = 0,
0,4τ − 0,04 = 0.

Do dal²ího roku tedy m·ºe p°eºít jen 10 % z dosp¥lých ryb a zbytek by m¥la sníst ²tika. Ozna£íme-li

hledaný po£et ²tik x, pak dohromady sní 500x ryb, coº by m¥lo odpovídat podle p°edchozího výpo£tu

0,9r. Pom¥r po£tu bílé ryby ku po£tu ²tik by tedy m¥l být r
x
= 500

0,9 . To je p°ibliºn¥ jedna ²tika na 556

kus· bílé ryby. □

3.55. Model vývoje populace velryb. Pro vývoj populace jsou podstatné samice a u nich není

d·leºitý v¥k, ale plodnost. Z tohoto hlediska m·ºeme samice rozd¥lit na novorozené neboli juve-

nilní, tj. dosud neplodné samice, mladé plodné samice, dosp¥lé samice s nejv¥t²í plodností a samice

postmenopauzní, které jiº plodné nejsou, ale mají velký význam p°i ochran¥ mlá¤at nebo vyhledávání

zdroj· potravy.

Budeme modelovat vývoj takové populace v £ase. Za £asovou jednotku zvolíme dobu dosaºení

dosp¥losti. Novorozená samice, která tuto dobu p°eºije, dosp¥je k plodnosti. Vývoj mladé samice do

plné plodnosti a vývoj dosp¥lé samice k menopauze závisí na podmínkách prost°edí. P°echod do dal²í

plodnostní kategorie je tedy náhodný jev. Stejn¥ je náhodným jevem i úmrtí samice. Mladá plodná

samice má za jednotku £asu pr·m¥rn¥ mén¥ mlá¤at, neº samice plodná. Tyto poznatky vyjád°íme

formalizovan¥.

Ozna£me x1(t), resp. x2(t), resp. x3(t), resp. x4(t), mnoºství juvenilních, resp. mladých, resp.

pln¥ plodných, resp. postmenopauzních, samic v £ase t. Mnoºství m·ºe vyjad°ovat po£et jedinc·,

ale také po£et jedinc· vztaºených na jednotkový areál (tzv. popula£ní hustotu), p°ípadn¥ také celko-

vou biomasu a podobn¥. Dále ozna£me p1 pravd¥podobnost, ºe juvenilní samice p°eºije jednotkový

£asový interval a tedy b¥hem n¥ho dosp¥je, a p2, resp. p3, pravd¥podobnost, ºe b¥hem jednotkové

doby mladá, resp. pln¥ plodná, samice, která neuhyne, dosp¥je do následující kategorie, tj. mladá do

plné plodnosti a pln¥ plodná k menopauze. Dal²ím náhodným jevem je umírání (pozitivn¥ °e£eno:

p°eºívání) samic, které nedosp¥jí do dal²í kategorie; ozna£me pravd¥podobnosti p°eºití po °ad¥ q2,

q3 a q4 pro mladé, pln¥ plodné a postmenopauzní samice. Kaºdé z £ísel p1, p2, p3, q2, q3, q4 jakoºto

pravd¥podobnost je z intervalu [0, 1]. Mladá samice m·ºe p°eºít, dosp¥t do plné plodnosti nebo uhy-

nout; tyto jevy jsou neslu£itelné, spole£n¥ tvo°í jev jistý a moºnost úmrtí nelze vylou£it. Platí tedy

p2 + q2 < 1. Z podobných d·vod· platí p3 + q3 < 1. Nakonec je²t¥ ozna£íme f2, resp. f3 pr·m¥rný

po£et dcer mladé, resp. pln¥ plodné, samice. Tyto parametry spl¬ují nerovnost 0 < f2 < f3.

O£ekávaný po£et novorozených samic v následujícím £asovém období je sou£tem dcer mladých

a pln¥ plodných samic, tj.

x1(t + 1) = f2x2(t)+ f3x3(t).
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Ozna£me na okamºik x2,1(t+1)mnoºství mladých samic v £ase t+1, které byly v p°edchozím období,

tj. v £ase t juvenilními, a x2,2(t+1)mnoºství mladých samic, které jiº v £ase t byly plodné, jednotkový

£asový interval p°eºily, ale nedosáhly plné plodnosti. Pravd¥podobnostp1, ºe juvenilní samice p°eºije

jednotkový £asový interval, m·ºeme vyjád°it jako klasickou, tj. jako pom¥r x2,1(t + 1)/x1(t), a

podobn¥ m·ºeme vyjád°it pravd¥podobnost q2 jako pom¥r x2,2(t+1)/x2(t). Pon¥vadº mladé samice

v £ase t + 1 jsou práv¥ ty, které dosp¥ly z juvenilního stádia, a ty, které jiº plodné byly, p°eºily a

nedosp¥ly k plné plodnosti, platí

x2(t + 1) = x2,1(t + 1)+ x2,2(t + 1) = p1x1(t)+ q2x2(t).

Analogicky odvodíme o£ekávaný po£et pln¥ plodných samic jako

x3(t + 1) = p2x2(t)+ q3x3(t)

a o£ekávaný po£et postmenopauzních samic

x4(t + 1) = p3x3(t)+ q4x4(t).

Nyní m·ºeme ozna£it

A =


0 f2 f3 0
p1 q2 0 0
0 p2 q3 0
0 0 p3 q4

 , x(t) =


x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)


a p°edchozí rekurentní formule p°epsat v maticovém tvaru

x(t + 1) = Ax(t).
Pomocí tétomaticové diferen£ní rovnice snadno spo£ítáme o£ekávanémnoºství velrybích samic v jed-

notlivých plodnostních kategoriích, pokud známe sloºení populace v n¥jakém po£áte£ním £ase.

Konkrétn¥ pro populaci kosatek dravých byly odpozorovány popula£ní parametry
p1 = 0,9775, q2 = 0,9111, f2 = 0,0043,
p2 = 0,0736, q3 = 0,9534. f3 = 0,1132,
p3 = 0,0452, q4 = 0,9804;

£asovou jednotkou je v tomto p°ípad¥ jeden rok.

Za£neme-li v £ase t = 0 s jednotkovým mnoºstvím mladých samic v n¥jakém neobsazeném

areálu, tj. s vektorem x(0) = (0, 1, 0, 0)T , m·ºeme spo£ítat

x(1) =


0 0,0043 0,1132 0

0,9775 0,9111 0 0
0 0,0736 0,9534 0
0 0 0,0452 0,9804




0
1
0
0

 =


0,0043
0,9111
0,0736

0

 ,

x(2) =


0 0,0043 0,1132 0

0,9775 0,9111 0 0
0 0,0736 0,9534 0
0 0 0,0452 0,9804




0,0043
0,9111
0,0736

0

 =


0,01224925
0,83430646
0,13722720
0,00332672

 ,
a tak m·ºeme pokra£ovat dále. Výsledky výpo£tu m·ºeme také znázornit gra�cky; to je provedeno

na obrázku. Vyzkou²ejte si výpo£et a gra�cké znázorn¥ní jeho výsledk· i pro jiné po£áte£ní sloºení

populace. Výsledkem by m¥lo být pozorování, ºe celková velikost populace roste jako exponenciální

funkce, pom¥ry velikostí jednotlivých plodnostních t°íd se postupn¥ ustálí na konstantních hodnotách.

MaticeAmá vlastní hodnoty λ1 = 1,025441326, λ2 = 0,980400000, λ3 = 0,834222976, λ4 =
0,004835698, vlastní vektor p°íslu²ný k nejv¥t²í vlastní hodnot¥ λ1 je

w = (0,03697187, 0,31607121, 0,32290968, 0,32404724).
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Obrázek 1. Vývoj populace kosatky dravé. Na vo-

dorovné ose je £as v letech, na svislé velikost po-

pulace. Jednotlivé plochy zobrazují mnoºství juvenil-

ních, mladých, pln¥ plodných a postmenopauzních sa-

mic v tomto po°adí zdola.

Tento vektor je normován tak, aby sou£et jednotlivých sloºek byl roven 1.

Porovnejte vývoj velikosti populace s exponenciální funkcí F(t) = λt1x0, kde x0 je celková ve-

likost po£áte£ní populace. Vypo£ítejte také relativní zastoupení jednotlivých plodnostních kategorií

v populaci po jisté dob¥ vývoje a porovnejte ho se sloºkami vlastního vektoruw. Shoda je zp·sobena

pouze tím, ºe matice A má jednu vlastní hodnotu, která má absolutní hodnotu nejv¥t²í z absolutních

hodnot v²ech vlastních hodnot matice A, a tím, ºe vektorový podprostor generovaný vlastními vek-

tory p°íslu²nými k vlastním hodnotám λ2, λ3, λ4 má s nezáporným orthantem jednoprvkový pr·nik

(pouze nulový vektor). Struktura maticeA v²ak sama nezaru£uje takto jednodu²e p°edvídatelný vývoj,

je totiº tzv. reducibilní.

3.56. Model r·stu populace bodlák· Dipsacus sylvestris. Tuto rostlinu m·ºeme vid¥t ve £ty°ech

podobách. Bu¤ jako kvetoucí rostlinu nebo jako r·ºici list·, p°i£emº u r·ºic m·ºeme rozli²it trojí

velikost � malé, st°ední a velké. �ivotní cyklus této jednodomé víceleté byliny m·ºeme popsat násle-

dovn¥.

Kvetoucí rostlina vyprodukuje v pozdním lét¥ v¥t²í mnoºství semen a uhyne. Ze semen n¥která

vyklí£í je²t¥ v témºe roce a vyroste z nich r·ºice list·, nej£ast¥ji st°ední velikosti. Jiná semena

z·stanou v zemi a p°ezimují. N¥která z p°ezimujících semen na ja°e vyklí£í a vyroste z nich r·ºice

list·; pon¥vadº jsou ale p°ezimováním oslabena, bude tato r·ºice s nejvy²²í pravd¥podobností malá.

V¥t²ina z p°ezimujících semen z·stane v zemi, a ta z nich, která p°eºijí, na ja°e vyklí£í a vyrostou

z nich malé r·ºice. Po t°ech nebo více zimách �spící� (odborn¥ °e£eno dormantní) semena hynou,

ztrácí schopnost vyklí£it. Podle podmínek prost°edí, kde rostlina roste, m·ºe malá nebo st°ední r·ºice

list· do dal²ího roku vyr·st, kterákoliv z r·ºic m·ºe z·stat ve své velikostní kategorii nebo uhynout

� uschnout, být seºrána n¥jakým hmyzem a podobn¥. St°ední nebo velká r·ºice m·ºe v následujícím

roce vykvést. Kvetoucí rostlina produkuje semena a celý cyklus se opakuje.

Abychom mohli p°edpovídat, jak rychle se bude populace uvaºovaných bodlák· v krajin¥ ²í°it,

pot°ebujeme popsané procesy n¥jak kvanti�kovat. Botanici zjistili, ºe kvetoucí rostlina vyprodukuje

pr·m¥rn¥ 431 semen. Pravd¥podobnosti klí£ení r·zných semen, r·stu r·ºic list· a vykvetení jsou

shrnuty v tabulce:
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jev pravd¥podobnost
semeno vyprodukované rostlinou uhyne 0,172
ze semene vyroste malá r·ºice v témºe roce 0,008
ze semene vyroste st°ední r·ºice v témºe roce 0,070
ze semene vyroste velká r·ºice v témºe roce 0,002
ze semene p°ezimujícího rok vyroste malá r·ºice 0,013
ze semene p°ezimujícího rok vyroste st°ední r·ºice 0,007
ze semene p°ezimujícího rok vyroste velká r·ºice 0,001
ze semene p°ezimujícího dva roky vyroste malá r·ºice 0,001
semeno po prvním p°ezimování uhyne 0,013
malá r·ºice p°eºije a nevyroste 0,125
st°ední r·ºice p°eºije a nevyroste 0,238
velká r·ºice p°eºije a nevyroste 0,167
z malé r·ºice vyroste st°ední 0,125
z malé r·ºice vyroste velká 0,036
ze st°ední r·ºice vyroste velká 0,245
st°ední r·ºice vykvete 0,023
velká r·ºice vykvete 0,750

Pov²imn¥me si, ºe v²echny relevantní jevy v ºivotním cyklu rostliny mají pravd¥podobnost p°i°azenu

a ºe se jedná o jevy neslu£itelné.

Budeme si p°edstavovat, ºe populaci pozorujeme vºdycky na za£átku vegeta£ního roku, °ekn¥me

v b°eznu, a ºe ke v²em uvaºovaným jev·m dochází ve zbytku £asu, dejme tomu od dubna do února.

V populaci se vyskytují kvetoucí rostliny, r·ºice t°í velikostí, vyprodukovaná semena a semena dor-

mantní jeden nebo dva roky. Toto pozorování by mohlo svád¥t k tomu, ºe populaci rozd¥líme do

sedmi t°íd � semena £erstvá, dormantní první rok a dormantní druhý rok, r·ºice malé st°ední a velké,

kvetoucí rostliny. Av²ak z vyprodukovaných semen se v témºe roce vyvinou bu¤ r·ºice nebo semena

p°ezimují. �erstvá semena tedy netvo°í samostatnou t°ídu, jejíº velikost bychom na za£átku roku

mohli ur£it. Ozna£me tedy:
x1(t)� po£et semen dormantních první rok na ja°e roku t,
x2(t)� po£et semen dormantních druhý rok na ja°e roku t,
x3(t)� po£et malých r·ºic na ja°e roku t,
x4(t)� po£et st°edních r·ºic na ja°e roku t,
x5(t)� po£et velkých r·ºic na ja°e roku t,
x6(t)� po£et kvetoucích rostlin na ja°e roku t.

Po£et vyprodukovaných semen v roce t je 431x6(t). Pravd¥podobnost, ºe semeno z·stane jako dor-

mantní první rok, je rovna pravd¥podobnosti, ºe ze semena nevyroste ºádná r·ºice a ºe neuhyne, tedy

1 − (0,008 + 0,070 + 0,002 + 0,172) = 0,748. O£ekávaný po£et semen dormantních jednu zimu

v následujícím roce tedy je

x1(t + 1) = 0,748 · 431x6(t) = 322,388x6(t).

Pravd¥podobnost, ºe semeno, které jiº jeden rok bylo dormantní, z·stane dormantním i druhý rok je

rovna pravd¥podobnosti, ºe ze semena dormantního jeden rok nevyroste ºádná r·ºice a ºe neuhyne,

tedy 1 − 0,013 − 0,007 − 0,001 − 0,013 = 0,966. O£ekávaný po£et semen dormantních dv¥ zimy

v následujícím roce tedy bude

x2(t + 1) = 0,966x1(t).

Malá r·ºice m·ºe vyr·st ze semena bezprost°edn¥, ze semena dormantního jeden rok nebo

dormantního dva roky. O£ekávaný po£et malých r·ºic vyrostlých bezprost°edn¥ v roce t je roven
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0,008 · 431x6(t) = 3,448x6(t). O£ekávaný po£et malých r·ºic vyrostlých ze semen dormantních je-

den a dva roky je 0,013x1(t) a 0,010x2(t). S t¥mito nov¥ vyrostlými malými r·ºicemi jsou v populaci

rostlin také malé r·ºice star²í, které nevyrostly; t¥ch je 0,125x3(t). Celkový o£ekávaný po£et malých

r·ºic tedy je

x3(t + 1) = 0,013x1(t)+ 0,010x2(t)+ 0,125x3(t)+ 3,448x6(t).

Analogicky ur£íme o£ekávaný po£et st°edních a velkých r·ºic

x4(t + 1) = 0,007x1(t)+ 0,125x3(t)+ 0,238x4(t)+ 0,070 · 431x6(t) =
= 0,007x1(t)+ 0,125x3(t)+ 0,238x4(t)+ 30,170x6,

x5(t + 1) = 0,245x4(t)+ 0,167x5(t)+ 0,002 · 431x6(t) =
= 0,245x4(t)+ 0,167x5(t)+ 0,862x6(t).

Kvetoucí rostlina m·ºe vyr·st ze st°ední nebo velké r·ºice. O£ekávaný po£et kvetoucích rostlin tedy

bude

x6(t + 1) = 0,023x4(t)+ 0,750x5(t).

Dosp¥li jsme tedy k ²esti rekurentním formulím pro jednotlivé sloºky populace studované rostliny.

Ozna£íme nyní

A =


0 0 0 0 0 322,388

0,966 0 0 0 0 0
0,013 0,010 0,125 0 0 3,448
0,007 0 0,125 0,238 0 30,170
0,008 0 0,038 0,245 0,167 0,862

0 0 0 0,023 0,750 0

 , x(t) =

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

x5(t)

x6(t)


a p°edchozí rovnosti zapí²eme v maticovém tvaru vhodném pro výpo£et

x(t + 1) = Ax(t).
Pokud známe po£ty jednotlivých sloºek populace v n¥jakém po£áte£ním roce t = 0, m·ºeme

vypo£ítat o£ekávané po£ty rostlin a semen v letech následujících. M·ºeme také po£ítat celkový

po£et jedinc· n(t) v £ase t, n(t) =
6∑
i=1
xi(t), relativní zastoupení jednotlivých sloºek xi(t)/n(t),

i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 a meziro£ní relativní zm¥nu populace n(t + 1)/n(t). Výsledky takového výpo£tu
pro patnáct let a p°ípad, ºe na n¥jakou lokalitu jsme p°esadili jednu kvetoucí rostlinu, jsou uvedeny

v tabulce ∥1∥. Na rozdíl od populace velryb by nyní obrázek nebyl p°íli² p°ehledný, po£ty rostlin jsou
oproti po£t·m semen zanedbatelné, v obrázku by splynuly.

Matice A má vlastní hodnoty
λ1 = 2,3339, λ4 = 0,1187+ 0,1953i,
λ2 = −0,9569+ 1,4942i, λ5 = 0,1187− 0,1953i,
λ3 = −0,9569− 1,4942i, λ6 = −0,1274.

Vlastní vektor p°íslu²ný k vlastní hodnot¥ λ1 je

w = (0,6377, 0,2640, 0,0122, 0,0693, 0,0122, 0,0046).

Tento vektor je normován tak, aby sou£et jeho sloºek byl roven jedné. Vidíme, ºe s rostoucím £asem

t se relativní zm¥na velikosti populace p°ibliºuje vlastní hodnot¥ λ1, relativní zastoupení jednotlivých

sloºek populace se p°ibliºují sloºkám normovaného vlastního vektoru p°íslu²ného k vlastní hodnot¥

λ1. Kaºdá nezáporná matice, která má nenulové prvky na stejných pozicích jako matice A, je primi-

tivní. Vývoj populace tedy zákonit¥ sp¥je ke stabilizované struktu°e.
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t x1 x2 x3 x4 x5 x6 n(t)

0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00

1 322,39 0,00 3,45 30,17 0,86 0,00 356,87

2 0,00 311,43 4,62 9,87 10,25 1,34 337,50

3 432,13 0,00 8,31 43,37 5,46 7,91 497,18

4 2 550,50 417,44 33,93 253,07 22,13 5,09 3 282,16

5 1 641,69 2 463,78 59,13 235,96 91,78 22,42 4 514,76

6 7 227,10 1 585,88 130,67 751,37 107,84 74,26 9 877,12

7 23 941,29 6 981,37 382,20 2 486,25 328,89 98,16 34 218,17

8 31 646,56 23 127,29 767,29 3 768,67 954,73 303,85 60 568,39

9 97 958,56 30 570,58 1 786,27 10 381,63 1 627,01 802,72 143 126,78

10 258 788,42 94 627,97 4 570,24 27 597,99 4 358,70 1 459,04 391 402,36

11 470 376,19 249 989,61 9 912,57 52 970,28 10 991,08 3 903,78 798 143,52

12 1 258 532,41 454 383,40 23 314,10 134 915,73 22 317,98 9 461,62 1 902 925,24

13 3 050 314,29 1 215 742,31 56 442,70 329 291,15 55 891,57 19 841,54 4 727 523,56

14 6 396 675,73 2 946 603,60 127 280,49 705 398,22 133 660,97 49 492,37 10 359 111,38

15 15 955 747,76 6 179 188,75 299 182,59 1 721 756,52 293 816,44 116 469,89 24 566 161,94

t
x1(t)

n(t)

x2(t)

n(t)

x3(t)

n(t)

x4(t)

n(t)

x5(t)

n(t)

x6(t)

n(t)

n(t + 1)
n(t)

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 356,868

1 0,903 0,000 0,010 0,085 0,002 0,000 0,946

2 0,000 0,923 0,014 0,029 0,030 0,004 1,473

3 0,869 0,000 0,017 0,087 0,011 0,016 6,602

4 0,777 0,127 0,010 0,077 0,007 0,002 1,376

5 0,364 0,546 0,013 0,052 0,020 0,005 2,188

6 0,732 0,161 0,013 0,076 0,011 0,008 3,464

7 0,700 0,204 0,011 0,073 0,010 0,003 1,770

8 0,522 0,382 0,013 0,062 0,016 0,005 2,363

9 0,684 0,214 0,012 0,073 0,011 0,006 2,735

10 0,661 0,242 0,012 0,071 0,011 0,004 2,039

11 0,589 0,313 0,012 0,066 0,014 0,005 2,384

12 0,661 0,239 0,012 0,071 0,012 0,005 2,484

13 0,645 0,257 0,012 0,070 0,012 0,004 2,191

14 0,617 0,284 0,012 0,068 0,013 0,005 2,371

15 0,650 0,252 0,012 0,070 0,012 0,005
Tabulka 1. Modelovaný vývoj populace bodláku

Dipsacus sylvestris. Velikosti jednotlivých sloºek po-

pulace, celková velikost populace, relativní zastou-

pení jednotlivých sloºek a relativní p°ír·stky veli-

kosti.

3.57. Nelineární model populace. Prozkoumejte podrobn¥ vývoj populace pro nelineární model

1.12 z první kapitoly a hodnoty K = 1 a

i) míru r·stu r = 1 a po£áte£ní stav p(1) = 0,2,
ii) míru r·stu r = 1 a po£áte£ní stav p(1) = 2,
iii) míru r·stu r = 1 a po£áte£ní stav p(1) = 3,
iv) míru r·stu r = 2, 2 a po£áte£ní stav p(1) = 0,2,
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v) míru r·stu r = 3 a po£áte£ní stav p(1) = 0,2.

Spo£ítejte n¥kolik prvních £len· a odhadn¥te, jak bude populace dále r·st.

�e²ení. (i) Prvních deset £len· posloupnosti p(n) je v následující tabulce. Odtud je vid¥t, ºe velikost

populace konverguje k hodnot¥ 1.

n p(n)

1 0,2
2 0,36
3 0,5904
4 0,83222784
5 0,971852502
6 0,999207718
7 0,999999372

Graf vývoje populace pro r = 1 a p(1) = 0, 2:

(ii) Pro po£áte£ní hodnotu p(1) = 2 dostaneme p(2) = 0 a dál uº se populace m¥nit nebude.

(iii) Pro p(1) = 3 dostáváme

n p(n)

1 3
2 -15
3 -255
4 -65535

a odtud je vid¥t, ºe populace bude klesat pode v²echny meze.

(iv) Pro míru r·stu r = 2, 2 a po£áte£ní stav p(1) = 0, 2 dostáváme
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n p(n)

1 0,2
2 0,552
3 1,0960512
4 0,864441727
5 1,122242628
6 0,820433675
7 1,144542647
8 0,780585155
9 1,157383491
10 0,756646772
11 1,161738128
12 0,748363958
13 1,162657716
14 0,74660417

Vidíme, ºe místo konvergence dostáváme v tomto p°ípad¥ oscilaci�po n¥jaké dob¥ bude populace

p°eskakovat mezi hodnotami 1,16 a 0,74. Graf vývoje populace pro r = 2,2 a p(1) = 0,2 pak

vypadá následovn¥:

(v) Pro míru r·stu r = 3 a po£áte£ní stav p(1) = 0, 2 je uº situace sloºit¥j²í�populace za£ne oscilovat
mezi více hodnotami. Abychom lépe vid¥li mezi kterými, bylo by pot°eba spo£ítat je²t¥ víc £len·.

Tabulka vývoje populace:
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n p(n)

1 0,2
2 0,68
3 1,3328
4 0,00213248
5 0,008516278
6 0,033847529
7 0,131953152
8 0,475577705
9 1,223788359
10 0,402179593
11 1,123473097
12 0,707316989
13 1,328375987
14 0,019755658
15 0,077851775
16 0,293224403
17 0,91495596
18 1,148390614
19 0,63715945
20 1,330721306
21 0,010427642
22 0,041384361
23 0,160399447

□

3.58. Sledovanost televizí. V jisté zemi vysílají jisté dv¥ televizní stanice. Z ve°ejného výzkumu

vyplynulo, ºe po jednom roce p°ejde 1/6 divák· první stanice ke druhé stanici, 1/5 divák· druhé sta-

nice p°ejde k první stanici. Popi²te £asový vývoj po£tu divák· sledujících dané stanice jakoMarkov·v

proces, napi²te jeho matici, nalezn¥te její vlastní £ísla a vlastní vektory. ⃝

3.59. Výrobní linka nefunguje spolehliv¥: jednotlivé výrobky se od sebe co do kvality nezanedba-

teln¥ li²í. Navíc jistý pracovník ve snaze zvý²it kvalitu neustále zasahuje do výrobního procesu. P°i

rozd¥lení výrobk· do t°íd I, II, III podle kvality se zjistilo, ºe po výrobku t°ídy I následuje výro-

bek stejné kvality v 80 % p°ípad· a t°ídy II v 10 % p°ípad·, po výrobku t°ídy II se nezm¥ní kvalita

v 60% p°ípad· a zm¥ní se na t°ídu I ve 20% p°ípad· a ºe po výrobku t°ídy III následuje výrobek stejné

kvality v polovin¥ p°ípad· a se stejnou £etností pak výrobky t°íd I, II. Spo£t¥te pravd¥podobnost, ºe

18. výrobek je t°ídy I, pokud 16. výrobek v po°adí náleºel do t°ídy III.

�e²ení. Nejprve úlohu vy°e²me bez uváºení Markovova °et¥zce. Sledovanému jevu vyhovují p°ípady

(16. výrobek je t°ídy III)

• 17. výrobek byl za°azen do t°ídy I a 18. do t°ídy I;

• 17. výrobek byl za°azen do t°ídy II a 18. do t°ídy I;

• 17. výrobek byl za°azen do t°ídy III a 18. do t°ídy I

po °ad¥ s pravd¥podobnostmi

• 0,25 · 0,8 = 0,2;
• 0,25 · 0,2 = 0,05;
• 0,5 · 0,25 = 0,125.
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Lehce tak získáváme výsledek

0,375 = 0,2+ 0,05+ 0,125.

Nyní na úlohu nahlíºejme jako na Markov·v proces. Ze zadání plyne, ºe po°adí moºných stav·

�výrobek je t°ídy I�, �výrobek je t°ídy II�, �výrobek je t°ídy III� odpovídá pravd¥podobnostní matice

p°echodu 0,8 0,2 0,25
0,1 0,6 0,25
0,1 0,2 0,5

 .
Situaci, kdy výrobek pat°í do t°ídy III, zadává pravd¥podobnostní vektor (0, 0, 1)T . Pro následující

výrobek dostáváme pravd¥podobnostní vektor0,25
0,25
0,5

 =
0,8 0,2 0,25

0,1 0,6 0,25
0,1 0,2 0,5

 ·
0

0
1


a pro dal²í výrobek v po°adí potom vektor0,375

0,3
0,325

 =
0,8 0,2 0,25

0,1 0,6 0,25
0,1 0,2 0,5

 ·
0,25

0,25
0,5

 ,
jehoº první sloºka je hledanou pravd¥podobností.

Dopl¬me, ºe první metoda °e²ení (bez zavedení Markovova procesu) vedla k výsledku z°ejm¥

rychleji. Uv¥domme si, jak výrazn¥ by se v²ak první metoda znep°ehlednila, kdybychom nap°. místo

18. výrobku uvaºovali 20., 22. nebo aº 30. výrobek v po°adí. Ve druhé metod¥ se lze omezit na do

jisté míry �bezmy²lenkovité� násobení (umoc¬ování) matic. P°i zavedení Markovova procesu jsme

také sou£asn¥ vy²et°ovali situace, kdy 18. výrobek náleºí do t°íd II a III. □

3.60. Jistá populace malých hlodavc· se mnoºí následujícím zp·sobem: hlodavci stá°í do jednoho

m¥síce splodí v pr·m¥ru jednoho hlodavce, na jednoho hlodavce stá°í mezi jedním a dv¥ma m¥síci

p°ipadá v pr·m¥ru 12 nov¥ narozených hlodavc·. Star²í hlodavci neplodí. Umírá polovina hlodavc·

stá°í do jednoho jednoho m¥síce i polovina hlodavc· stá°í mezi m¥sícem a dv¥ma m¥síci. Více neº

t°í m¥síc· se nedoºije ºádný. Na jakém pom¥ru se ustálí po£et hlodavc· stá°í do jednoho m¥síce ku

po£tu hlodavc· stá°í mezi jedním a dv¥ma m¥síci ku po£tu hlodavc· stá°í mezi dv¥ma a t°emi m¥síci.

⃝
3.61. Opakovan¥ házíme hrací kostkou. Napi²te pravd¥podobnostní matici p°echodu T pro Mar-

kov·v °et¥zec �maximální po£et ok dosaºených do n-tého hodu v£etn¥� pro po°adí stav· 1, . . . , 6.
Poté ur£ete T n pro kaºdé n ∈ N.

�e²ení. Ihned m·ºeme uvést

T =


1/6 0 0 0 0 0
1/6 2/6 0 0 0 0
1/6 1/6 3/6 0 0 0
1/6 1/6 1/6 4/6 0 0
1/6 1/6 1/6 1/6 5/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

 ,
kde první sloupec je ur£en stavem 1 a pravd¥podobností 1/6 pro jeho zachování (v dal²ím hodu

padne 1) a pravd¥podobností 1/6 jeho p°echodu do libovolného ze stav· 2, . . . , 6 (po °ad¥ padne

2, . . . , 6), druhý sloupec je zadán stavem 2 a pravd¥podobností 2/6 pro jeho zachování (v dal²ím

hodu padne 1 nebo 2) a pravd¥podobností 1/6 pro p°echod do jakéhokoli ze stav· 3, . . . , 6 (padne
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3, . . . , 6), aº poslední sloupce získáme ze skute£nosti, ºe stav 6 je trvalý (pokud jiº padla ²estka,

nem·ºe padnout vy²²í po£et ok).

Rovn¥º pro n ∈ N lze p°ímo ur£it

T n =



(
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6
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6
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(
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(
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.

Hodnoty v prvním sloupci totiº odpovídají postupn¥ pravd¥podobnostem, ºe n-krát po sob¥ padne

1, n-krát po sob¥ padne 1 nebo 2 a alespo¬ jednou 2 (ode£ítáme proto pravd¥podobnost uvedenou

v prvním °ádku), n-krát po sob¥ padne 1, 2 nebo 3 a alespo¬ jednou padne 3, aº v posledním °ádku

je pravd¥podobnost, ºe aspo¬ jednou b¥hem n hod· padne 6 (tu lze snadno ur£it z pravd¥podobnosti

opa£ného jevu). Podobn¥ nap°. ve £tvrtém sloupci jsou postupn¥ nenulové pravd¥podobnosti jev·

�n-krát po sob¥ padne 1, 2, 3 nebo 4�, �n-krát po sob¥ padne 1, 2, 3, 4 nebo 5 a alespo¬ jednou 5�

a �alespo¬ jednou b¥hem n hod· padne 6�. Interpretace matice T jako matice p°echodu jistého Mar-

kovova procesu tak umoº¬uje rychlé vyjád°ení mocnin T n, n ∈ N. □

3.62. V laborato°i je provád¥n pokus se stejnou pravd¥podobností úsp¥chu i neúsp¥chu. Pokud

se pokus poda°í, bude pravd¥podobnost úsp¥chu druhého pokusu 0,7. Jestliºe skon£í první pokus

neúsp¥chem, bude pravd¥podobnost úsp¥chu druhého pokusu pouze 0,6. Dále se bude pokra£ovat
v provád¥ní pokus·, kdy úsp¥²nost p°ede²lého znamená, ºe pravd¥podobnost úsp¥chu následujícího

bude 0,7, a jeho neúsp¥²nost zp·sobí, ºe pravd¥podobnost úsp¥chu následujícího bude 0,6. Pro libo-
volné n ∈ N stanovte pravd¥podobnost, ºe n-tý pokus se poda°í.

�e²ení. Zave¤me pravd¥podobnostní vektor

xn =
(
x1
n, x

2
n

)T
, n ∈ N,

kde x1
n je pravd¥podobnost úsp¥chu n-tého pokusu a x

2
n = 1−x1

n je pravd¥podobnost jeho neúsp¥chu.

Podle zadání je

x1 =
(

1/2
1/2

)
a z°ejm¥ také

x2 =
(

0,7 0,6
0,3 0,4

)
·
(

1/2
1/2

)
=
(

13/20
7/20

)
.

P°i ozna£ení

T =
(

7/10 3/5
3/10 2/5

)
platí

(3.6) xn+1 = T · xn, n ∈ N,

nebo´ pravd¥podobnostní vektor xn+1 závisí pouze na xn a tato závislost je totoºná jako pro x2 a x1.

Ze vztahu (∥3.6∥) bezprost°edn¥ plyne
(3.7) xn+1 = T · T · xn−1 = · · · = T n · x1, n ≥ 2, n ∈ N.

Proto vyjád°íme T n, n ∈ N. Jedná se o Markov·v proces, a tudíº je 1 vlastní £íslo matice T . Druhé

vlastní £íslo 0,1 m·ºeme snadno získat, pokud si v²imneme, ºe stopa (sou£et prvk· na diagonále)
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je rovna sou£tu v²ech vlastních £ísel (kaºdé vlastní £íslo bereme tolikrát, jaká je jeho algebraická

násobnost). T¥mto vlastním £ísl·m pak p°íslu²í vlastní vektory(
2
1

)
,

(
1
−1

)
.

Dostáváme tak

T =
(

2 1
1 −1

)
·
(

1 0
0 1/10

)
·
(

2 1
1 −1

)−1

,

tj. pro n ∈ N je

T n =
(

2 1
1 −1

)
·
(

1 0
0 1/10

)n
·
(

2 1
1 −1

)−1

=

=
(

2 1
1 −1

)
·
(

1n 0
0 10−n

)
·
(

2 1
1 −1

)−1

.

Dosazení (
2 1
1 −1

)−1

= 1
3

(
1 1
1 −2

)
a roznásobení dává

T n = 1
3

(
2+ 10−n 2− 2 · 10−n
1− 10−n 1+ 2 · 10−n

)
, n ∈ N.

Odtud z (∥3.6∥) a (∥3.7∥) plyne

xn+1 =
(

2
3
− 1

6 · 10n
,

1
3
+ 1

6 · 10n

)T
, n ∈ N.

Zvlá²t¥ vidíme, ºe pro velká n je pravd¥podobnost úsp¥chu n-tého pokusu blízká 2/3. □

3.63. Dva hrá£i A, B hrají o peníze opakovan¥ jistou hru, která m·ºe skon£it pouze vít¥zstvím jed-

noho z hrá£·. Pravd¥podobnost výhry hrá£e A je v kaºdé jednotlivé h°e p ∈ [0, 1/2) a oba sází vºdy
(v libovolné h°e) jen 1 K£, tj. po kaºdé h°e s pravd¥podobností p dá 1 K£ hrá£ B hrá£iA a s pravd¥po-

dobností 1− p naopak 1 K£ dá hrá£ A hrá£i B. Hrají ov²em tak dlouho, dokud jeden z nich nep°ijde

o v²echny peníze. Jestliºe má hrá£ A na za£átku x K£ a hrá£ B má y K£, ur£ete pravd¥podobnost, ºe

hrá£ A v²e prohraje.

�e²ení. Tato úloha se nazývá Ruinování hrá£e. Jedná se o speciální Markov·v °et¥zec (viz také

p°íklad Mlsný hazardér) s mnoha d·leºitými aplikacemi. Hledaná pravd¥podobnost £iní

(3.8)
1−

(
p

1−p
)y

1−
(

p

1−p
)x+y .

Pov²imn¥me si, jaká je tato hodnota pro konkrétní volby p, x, y. Kdyby hrá£ B cht¥l mít tém¥° jistotu

a poºadoval, aby pravd¥podobnost, ºe hrá£A s ním prohraje 1 000 000 K£, byla alespo¬ 0,999, potom

sta£í, aby m¥l 346 K£, je-li p = 0,495 (£i 1 727 K£, je-li p = 0,499). Proto je ve velkých kasinech

moºné, aby �vá²niví� hrá£i mohli hrát tém¥° spravedlivé hry. □



183

KAPITOLA 3. LINEÁRNÍ MODELY A MATICOVÝ PO�ET

3.64. Jirka má ve zvyku si kaºdý ve£er zab¥hat. Má t°i trasy � krátkou, st°ední a dlouhou. Pokud si

n¥kdy zvolí krátkou trasu, následující den si to vy£ítá a rozhodne se libovoln¥ (tj. se stejnou pravd¥po-

dobností) pro dlouhou, nebo st°ední. Jestliºe si v n¥který den zvolí dlouhou trasu, v následujícím dnu

volí zcela libovoln¥ jednu z tras. Pokud b¥ºel st°edn¥ dlouhou trasu, cítí se dob°e a druhý den si se stej-

nou pravd¥podobností vybere bu¤ st°ední, nebo dlouhou. P°edpokládejte, ºe takto b¥há kaºdý ve£er

uº velmi dlouhou dobu. Jak £asto volí krátkou a jak £asto dlouhou trasu? Jaká je pravd¥podobnost, ºe

si zvolí dlouhou trasu, kdyº si ji zvolil p°esn¥ p°ed týdnem?

�e²ení. Z°ejm¥ se jedná o Markov·v proces se t°emi moºnými stavy, a to volbami krátké, st°ední

a dlouhé trasy. Toto po°adí stav· dává pravd¥podobnostní matici p°echodu

T =
 0 0 1/3

1/2 1/2 1/3
1/2 1/2 1/3

 .
Sta£í si uv¥domit, ºe nap°. druhý sloupec odpovídá volb¥ st°ední trasy v minulém dnu, která znamená,

ºe s pravd¥podobností 1/2 bude op¥t zvolena st°ední trasa (druhý °ádek) a s pravd¥podobností 1/2
bude zvolena dlouhá trasa (t°etí °ádek). Nebo´ je

T 2 =
 1/6 1/6 1/9

5/12 5/12 4/9
5/12 5/12 4/9

 ,
m·ºeme vyuºít d·sledk· Perronovy-Frobeniovy v¥ty proMarkovovy procesy. Není obtíºné vypo£ítat,

ºe vlastním vektorem, který p°íslu²í vlastnímu £íslu 1 a který je pravd¥podobnostní, je práv¥(
1
7
,

3
7
,

3
7

)T
.

Hodnoty 1/7, 3/7, 3/7 pak udávají po °ad¥ pravd¥podobnosti, ºe v náhodn¥ ur£eném dnu volí trasu

krátkou, st°ední, dlouhou.

Nech´ si Jirka v jistý den (v £ase n ∈ N) vybere dlouhou trasu. Tomuto rozhodnutí odpovídá

pravd¥podobnostní vektor

xn = (0, 0, 1)T .

Pro následující den tedy platí

xn+1 =
 0 0 1/3

1/2 1/2 1/3
1/2 1/2 1/3

 ·
0

0
1

 =
1/3

1/3
1/3

 ,
aº po sedmi dnech je

xn+7 = T 7 ·
0

0
1

 = T 6 ·
1/3

1/3
1/3

 .
Vy£íslením dostáváme jako sloºky xn+7 hodnoty

0,142 861 225 . . . ; 0,428 569 387 . . . ; 0,428 569 387 . . . .

Tedy pravd¥podobnost, ºe zvolí dlouhou trasu za podmínky, ºe si ji zvolil p°ed sedmi dny, £iní

p°ibliºn¥ 0,428 569 ≈ 3/7 .= 0,428 571. □

3.65. V rámci jisté spole£nosti fungují dv¥ navzájem si konkurující odd¥lení. Vedení spole£nosti se

rozhodlo, ºe kaºdý týden bude pom¥°ovat relativní (vzhledem k po£tu zam¥stnanc·) zisky dosaºené

t¥mito dv¥ma odd¥leními. Do odd¥lení, které bude úsp¥²n¥j²í, pak budou p°e°azeni dva pracovníci
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z druhého odd¥lení. Tento proces má probíhat tak dlouho, aº jedno z odd¥lení zanikne. Získali jste

zam¥stnání v této spole£nosti a m·ºete si vybrat jedno z t¥chto dvou odd¥lení, kde budete pracovat.

Chcete si zvolit to, které nebude v d·sledku vnitropodnikové konkurence zru²eno. Jaká bude Va²e

volba, kdyº jedno odd¥lení má nyní 40 zam¥stnanc·, druhé 10 a kdyº odhadujete, ºe to v sou£asnosti

men²í z nich bude mít v¥t²í relativní zisky v 54 % p°ípad·? ⃝
3.66. Student na koleji je zna£n¥ spole£ensky unaven (v d·sledku toho není schopen pln¥ vnímat

smyslové podn¥ty a koordinovat své pohyby). V tomto stavu se p°esto rozhodne, ºe na práv¥ probí-

hající ve£írek pozve známou, která má pokoj na jednom konci chodby. Na opa£ném konci chodby

v²ak bydlí n¥kdo, koho pozvat rozhodn¥ nehodlá. Je ov²em natolik �unaven�, ºe rozhodnutí ud¥lat

krok zvoleným sm¥rem se mu poda°í realizovat pouze v 53 ze 100 pokus· (ve zbylých 47 jde p°esn¥

na opa£nou stranu). Za p°edpoklad·, ºe vyjde v polovin¥ chodby a ºe vzdálenost k ob¥ma dve°ím na

koncích chodby odpovídá jeho 20 krok·m, stanovte pravd¥podobnost, ºe nejd°íve dorazí ke správným

dve°ím. ⃝

3.67. Nech´ n ∈ N osob hraje tzv. tichou po²tu. Pro jednoduchost p°edpokládejte, ºe první osoba

za²eptá druhé práv¥ jedno (libovoln¥ zvolené) ze slov �ano�, �ne�. Druhá osoba pak potichu °ekne

t°etí osob¥ to ze slov �ano�, �ne�, o kterém si myslí, ºe ho °ekla první osoba. Takto to pokra£uje aº

k n-té osob¥. Jestliºe pravd¥podobnost toho, ºe p°i libovolném p°edání se zam¥ní (necht¥, úmysln¥)

²í°ené slovo na to druhé, je p ∈ (0, 1), stanovte pro velká n ∈ N pravd¥podobnost, ºe n-tá osoba ur£í

správn¥ slovo zvolené první osobou.

�e²ení. Na tuto úlohu lze nahlíºet jako na Markov·v °et¥zec se dv¥ma stavy nazvanými Ano a Ne,

kdy °ekneme, ºe proces je ve stavu Ano v £asem ∈ N, pokud sim-tá osoba bude myslet, ºe p°edávané
slovo je �ano�. Pro po°adí stav· Ano, Ne je pravd¥podobnostní matice p°echodu

T =
(

1− p p

p 1− p
)
.

Sou£in matice T m−1 a pravd¥podobnostního vektoru po£áte£ní volby první osoby potom udává

pravd¥podobnosti toho, co si bude mysletm-tá osoba. Mocniny této matice ov²em po£ítat nemusíme,

nebo´ v²echny prvky matice T jsou kladná £ísla. Navíc tato matice je dvojnásobn¥ stochastická. Víme

tudíº, ºe pro velká n ∈ N bude pravd¥podobnostní vektor blízký vektoru (1/2, 1/2)T . Pravd¥podob-
nost, ºe n-tá osoba °ekne �ano�, je proto p°ibliºn¥ stejná jako pravd¥podobnost, ºe °ekne �ne�, a to

nezávisle na tom, pro které slovo se rozhodla první osoba. Pro velký po£et zú£astn¥ných tak platí,

ºe zhruba polovina z nich usly²í �ano� (zopakujme, ºe nezávisle na tom, které slovo bylo na za£átku

vybráno).

Pro úplnost zjist¥me, jak by úloha dopadla, kdybychom p°edpokládali, ºe pravd¥podobnost

zám¥ny �ano� na �ne� je u libovolné osoby p ∈ (0, 1) a pravd¥podobnost zám¥ny �ne� na �ano�

je obecn¥ odli²né q ∈ (0, 1). V tomto p°ípad¥ pro stejné po°adí stav· dostáváme pravd¥podobnostní

matici p°echodu

T =
(

1− p q

p 1− q
)
,

která vede (pro velká n ∈ N) k pravd¥podobnostnímu vektoru blízkému vektoru(
q

p + q ,
p

p + q
)T
,
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coº kup°. plyne z vyjád°ení matice

T n = 1
p + q

[(
q q

p p

)
+ (1− p − q)n

(
p −q
−p q

)]
.

Rovn¥º tentokrát p°i dostate£ném po£tu lidí nezáleºelo na volb¥ slova, kterou u£inila první osoba.

Stru£n¥ °e£eno, v tomto modelu platí, ºe nezáleºí na p·vodním rozhodnutí, protoºe o tom, jakou

informaci si lidé p°edávají, rozhodují oni sami; p°esn¥ji °e£eno, lidé sami rozhodují o £etnosti výskytu

�ano� a �ne�, pokud je jich dostate£ný po£et (a chybí-li jakékoli ov¥°ování).

Dopl¬me je²t¥, ºe vý²e uvedený záv¥r byl experimentáln¥ ov¥°en. V psychologických pokusech

byl mj. jedinec opakovan¥ vystaven vjemu, který ²lo vnímat dv¥ma r·znými zp·soby, a to v £asových

intervalech zaru£ujících, aby si subjekt pamatoval p°ede²lý vjem. Viz nap°. �T. Havránek a kol.:Ma-

tematika pro biologické a léka°ské v¥dy, Praha, Academia 1981�, kde je uveden experiment, v n¥mº

je zábleskem osv¥tlován v pevných £asových odstupech nejednozna£ný obraz (t°eba ná£rt krychle

vnímatelný jako nadhled i podhled). Takový proces je totiº Markovovým °et¥zcem s maticí p°echodu(
1− p q

p 1− q
)
,

kde p, q ∈ (0, 1). □

3.68. V jisté h°e si m·ºete vybrat jednoho ze dvou soupe°·. Pravd¥podobnost, ºe porazíte lep²ího,

je 1/4, zatímco hor²ího ze soupe°· porazíte s pravd¥podobností 1/2. Soupe°i ale nejsou rozli²eni,

a tak nevíte, který z nich je ten lep²í. �eká Vás velké mnoºství her (pro kaºdou m·ºete zvolit jiného

soupe°e) a samoz°ejm¥ chcete dosáhnout celkov¥ co nejv¥t²ího podílu vít¥zných her. Uvaºte tyto dv¥

strategie:

1. Pro první hru si vyberete soupe°e náhodn¥. Pokud n¥jakou hru vyhrajete, pokra£ujete se

stejným soupe°em; jestliºe ji prohrajete, zm¥níte pro dal²í hru soupe°e.

2. Pro první dv¥ hry si vyberete (jednoho) soupe°e náhodn¥. Dále se °ídíte výsledkem p°edcho-

zích dvou her, kdy na dal²í dv¥ hry zm¥níte soupe°e, práv¥ kdyº ob¥ p°edchozí prohrajete.

Kterou ze strategií (moud°e) zvolíte?

�e²ení. Ob¥ strategie jsou vlastn¥ Markovovým °et¥zcem. Pro jednoduchost hor²ího ze soupe°·

ozna£ujme jako osobu A a lep²ího ze soupe°· jako osobu B. V prvním p°ípad¥ pro stavy �hra s oso-

bou A�, �hra s osobou B� (a toto jejich po°adí) dostáváme pravd¥podobnostní matici p°echodu(
1/2 3/4
1/2 1/4

)
.

Tato matice má v²echny prvky kladné, a proto sta£í najít pravd¥podobnostní vektor x∞, který p°íslu²í

vlastnímu £íslu 1. Platí

x∞ =
(

3
5
,

2
5

)T
.

Jeho sloºky odpovídají pravd¥podobnostem, ºe po dlouhé °ad¥ her bude soupe°em osoba A, resp. B.

Lze tedy o£ekávat, ºe 60 % her bude hráno proti hor²ímu ze soupe°·. Nebo´

2
5
= 3

5
· 1

2
+ 2

5
· 1

4
,

vít¥zných her bude kolem 40 %.
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Pro druhou strategii zave¤me stavy �dv¥ hry po sob¥ s osobouA� a �dv¥ hry po sob¥ s osobouB�,

které vedou na pravd¥podobnostní matici p°echodu(
3/4 9/16
1/4 7/16

)
.

Snadno ur£íme, ºe nyní je

x∞ =
(

9
13
,

4
13

)T
.

Proti hor²ímu ze soupe°· by se tak hrálo (9/4)-krát £ast¥ji neº proti lep²ímu z nich. P°ipome¬me, ºe

pro první strategii to bylo (3/2)-krát £ast¥ji. Druhá strategie je proto výhodn¥j²í. Je²t¥ poznamenejme,

ºe p°i druhé strategii bude p°ibliºn¥ 42,3 % her vít¥zných. Sta£í totiº vy£íslit

0,423 .= 11
26 = 9

13 · 1
2 + 4

13 · 1
4 . □

3.69. Petr se pravideln¥ setkává se svým kamarádem. Je ov²em �proslulý� svou nedochvilností.

Snaºí se ale zm¥nit, a proto platí, ºe v polovin¥ p°ípad· p°ijde v£as a v jedné desetin¥ p°ípad· do-

konce je²t¥ d°íve, pokud na minulé setkání p°i²el pozd¥. Jestliºe minule p°i²el v£as nebo d°íve, neº

m¥l p°ijít, vrátí se ke své �bezstarostnosti� a s pravd¥podobností 0,8 dorazí pozd¥ a pouze s pravd¥po-

dobností 0,2 v£as. Jaké je pravd¥podobnost, ºe na dvacáté setkání p°ijde pozd¥, kdyº na jedenácté

p°i²el v£as?

�e²ení. Z°ejm¥ se jedná o Markov·v proces se stavy �Petr p°ijde pozd¥�, �Petr p°ijde v£as�, �Petr

p°ijde d°íve� a s pravd¥podobnostní maticí p°echodu (pro uvedené po°adí stav·)

T =
0,4 0,8 0,8

0,5 0,2 0,2
0,1 0 0

 .
Jedenácté setkání je ur£eno pravd¥podobnostním vektorem (0, 1, 0)T (s jistotou víme, ºe Petr p°i²el

v£as). Dvacátému setkání pak odpovídá pravd¥podobnostní vektor

T 9 ·
0

1
0

 =
0,571 578 368

0,371 316 224
0,057 105 408

 .
Hledaná pravd¥podobnost je tudíº 0,571 578 368 (p°esn¥). Dodejme, ºe je

T 9 =
0,571 316 224 0,571 578 368 0,571 578 368

0,371 512 832 0,371 316 224 0,371 316 224
0,057 170 944 0,057 105 408 0,057 105 408

 .
Odtud vidíme, jak málo záleºí na tom, zda p°i²el na jedenácté setkáni pozd¥ (první sloupec), v£as

nebo d°íve (druhý a sou£asn¥ t°etí sloupec). □

3.70. Dva studenti A a B tráví kaºdé pond¥lní odpoledne hraním jisté po£íta£ové hry o to, kdo

z nich ve£er zaplatí spole£nou útratu v restauraci. Hra m·ºe rovn¥º skon£it remízou, kdy ve£er oba

platí práv¥ polovinu útraty. Výsledek p°ede²lé hry £áste£n¥ ovliv¬uje hru následující. Pokud tedy

p°ed týdnem vyhrál studentA, potom s pravd¥podobností 3/4 vyhraje op¥t a s pravd¥podobností 1/4
skon£í hra remízou. Remíza se opakuje s pravd¥podobností 2/3 a s pravd¥podobností 1/3 vyhraje ve

h°e následující po remíze studentB. Pokud p°ed týdnem vyhrál studentB, pak s pravd¥podobností 1/2
své vít¥zství zopakuje a s pravd¥podobností 1/4 vyhraje student A. Nalezn¥te pravd¥podobnost, ºe

dnes bude kaºdý platit polovinu útraty, jestliºe první hru p°ed velmi dlouhou dobou vyhrál studentA.
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�e²ení. Vlastn¥ je zadán Markov·v proces se stavy �vyhraje student A�, �hra skon£í remízou�, �vy-

hraje student B� (v tomto po°adí) pravd¥podobnostní maticí p°echodu

T =
3/4 0 1/4

1/4 2/3 1/4
0 1/3 1/2

 .
Chceme najít pravd¥podobnost p°echodu z prvního stavu do druhého po velkém po£tu n ∈ N krok·

(týdn·). Matice T je primitivní, protoºe

T 2 =
 9/16 1/12 5/16

17/48 19/36 17/48
1/12 7/18 1/3

 .
Sta£í tak najít vlastní pravd¥podobnostní vektor x∞ matice T p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1. Snadno lze

spo£ítat, ºe

x∞ =
(

2
7
,

3
7
,

2
7

)T
.

Víme, ºe vektor x∞ se jen velmi málo li²í od pravd¥podobnostního vektoru pro velká n a tém¥°

nezávisí na po£áte£ním stavu, tj. pro velká n ∈ N m·ºeme klást

T n ≈
2/7 2/7 2/7

3/7 3/7 3/7
2/7 2/7 2/7

 .
Hledaná pravd¥podobnost je prvkem této matice na druhé pozici v prvním sloupci (je druhou sloºkou

vektoru x∞). Pom¥rn¥ rychle jsme nalezli výsledek 3/7. □

3.71. Adam, Bed°ich a �en¥k si házejí balónem. Adam jej s pravd¥podobností 1
2 hodí �e¬kovi,

s pravd¥podobností 1
2 Bed°ichovi. Bed°ich jej s pravd¥podobností 1

3 hodí Adamovi a s pravd¥po-

dobností 2
3 �e¬kovi. Kone£n¥ �en¥k jej hodí s pravd¥podobností 4

5 Adamovi a s pravd¥podobností
1
5 Bed°ichovi. Sestavte matici tohoto Markovova procesu a ur£ete, s jakou pravd¥podobností se mí£

bude nacházet po velkém po£tu hod· u Bed°icha (kaºdý pot°ebuje stejný £as na odhození balónu).

⃝

3.72. Sheldon a Leonard si háºou balónem p°es sí´. Pravd¥podobnost, ºe Sheldon dokáºe p°ehodit sí´

jsou 3/5 (s pravd¥podobností 2/5 z·stane mí£ na jeho stran¥). Pravd¥podobnost, ºe Leonard p°ehodí

sí´ jsou 4/5 (s pravd¥podobností 1/5 z·stane mí£ na jeho stran¥). Jaká je pravd¥podobnost, ºe po

velkém po£tu pokus· obou pán· bude mí£ na Sheldonov¥ stran¥? Formulujte úlohu jako Markov·v

proces a uve¤te jeho matici. ⃝

3.73. Ukaºte, ºe symetrická matice

1
2


0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0


má vlastní hodnoty λl = cosφl , kde φl = lπ

n+1 s 1 ≤ l ≤ n a ºe p°íslu²né vlastní vektory√
2
n+1(sinφl, sin 2φl,

... sin nφl) tvo°í ortonormální bázi.
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�e²ení. Nejprve spo£ítáme, £emu je rovna k-tá sloºka vektoru

1
2

√
2

n+ 1


0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0




sinφl
sin 2φl
...

sin nφl


Pouºitím sou£tového vzorce pro sinus dostáváme

1
2

√
2

n+ 1
(sin(k − 1)φl + sin(k + 1)φl) =

√
2

n+ 1
sin kφl cosφl,

takºe daný vektor je opravdu vlastní vektor s vlastní hodnotou cosφl . Protoºe máme n r·zných vlast-

ních £ísel (coº je dimenze), tvo°í tyto vlastní vektory bázi. Nyní zbývá ov¥°it, ºe vlastní vektory jsou

ortogonální a normované. □
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�e²ení cvi£ení

3.2. Denní dávka by m¥la sestávat z 3,9 kg sena a 4,3 kg ovsa. Náklady na dávku potom budou 13,82K£.

3.12. xn = 4n + 2 · (−2)n + 1 = (2n + (−1)n)2.
3.19. Leslieho matice daného modelu je (úmrtnost v první skupin¥ ozna£íme a)0 2 2

a 0 0
0 1 0

 .
Podmínka stagnace populace odpovídá tomu, ºe matice má vlastní hodnotu 1, neboli polynom λ3 − 2aλ− 2a

má mít ko°en 1, t.j a = 1/4.

3.25. Stejn¥ jako v (∥3.24∥) skon£í hra po t°ech sázkách. Jsou tedy op¥t v²echny mocniny A, po£ínaje A3

shodné.

A100 = A3 =


1 7/8 3/4 1/2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1/8 1/4 1/2 1

 .

3.31. Je, není, není, je.

3.39.

• Tvrzení je pravdivé. (B := ATA, bij = (i-tý °ádek AT ) · (j -tý sloupec A)= bji = (j -tý °ádek

AT ) · (i-tý sloupec A)=(j -tý sloupec A) · (i-tý °ádek AT ).
• Tvrzení z°ejm¥ neplatí. Uvaºte nap°. A =

(
1 1
0 1

)
.

3.41. 1 0 0
1 −2 0

0 1 1


1 1 0

0 1 −1
0 0 0

 .
3.49. xn = 2n+1 − 5n−1 + 2n+ 1.
3.50.

xn = 1√
21

(
3+√21

2

)n
− 1√

21

(
3−√21

2

)n
.

3.51. xn = 2
√

3 sin(n · (π/6))− 4 cos(n · (π/6)).
3.52. xn = −3(−1)n − 2 cos(n · (2π/3))− 2

√
3 sin(n · ((2π/3)).

3.53. xn = (−1)n(−2n2 + 8n− 7).
3.58. (

5
6

1
5

1
6

4
5

)
.

Matice má dominantní vlastní hodnotu 1, p°íslu²ný vlastní vektor je ( 6
5 , 1). Protoºe je vlastní hodnota domi-

nantní, tak se pom¥r divák· se ustálí na pom¥ru 6 : 5.
3.60. 36 : 6 : 1.
3.65. M·ºeme vyuºít výsledku úlohy ozna£ované jako Ruinování hrá£e. Pravd¥podobnost, ºe zanikne to

odd¥lení, které má nyní 40 zam¥stnanc·, je podle tohoto p°íkladu rovna

1−
(

0,46
1−0,46

)5

1−
(

0,46
1−0,46

)25
.= 0, 56.
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Sta£ilo dosadit p = 1− 0, 54, y = 10/2 a x = 40/2 do (∥3.8∥). Prozírav¥j²í je tedy zvolit v tuto chvíli men²í
odd¥lení.
3.66. Znovu se jedná o speciální p°ípad Ruinování hrá£e. Sta£í zadání vhodn¥ p°eformulovat. Pro p = 0, 47,
y = 20 a x = 20 z (∥3.8∥) plyne výsledek

0, 917 .=
1−

(
0,47

1−0,47

)20

1−
(

0,47
1−0,47

)40 .

3.71. Matice procesu je

0 1
3

4
5

1
2 0 1

5
1
2

2
3 0

, vlastní vektor p°íslu²ný vlastní hodnot¥ 1 je ( 13
9 , 1, 25

18 ), hledaná

pravd¥podobnost pak
1

13/9+ 1+ 25/18
= 6

23
.

3.72.

(
1
5

3
5

4
5

2
5

)
, resp.

(
2
5

4
5

3
5

1
5

)
, vlastní vektor p°íslu²ný vlastní hodnot¥ 1 je (1, 4/3), resp. (4/3, 1), hledaná

pravd¥podobnost 4/7.



Vrátíme se te¤ k na²emu pohledu na geometrii, kdyº jsme
zkoumali polohy bod· v rovin¥ v 5. £ásti první kapitoly, viz 1.23.
Budeme se nejprve zajímat o vlastnosti prostorových objekt· vyme-
zených pomocí bod·, p°ímek, rovin apod. Podstatné p°itom bude
vyjasn¥ní, jak jejich vlastnosti souvisí s pojmem vektor· a zda zá-
visí na pojmu velikosti vektor·.

V dal²í £ásti pak pouºijeme lineární algebru pro studium ob-
jekt·, které uº lineárn¥ de�nované nejsou. Op¥t p°itom budeme
pot°ebovat trochu více maticového po£tu. Výsledky budou d·leºité
pozd¥ji p°i diskusi technik pro optimalizace, tj. hledání extrém·
funk£ních hodnot.

Projektivní roz²í°ení a�nních prostor· nám v záv¥ru kapitoly
ukáºe, jak lze p°ekvapiv¥ snadno dosáhnout zjednodu²ení i stabi-
lity algoritmických postup· typických pro práci s po£íta£ovou gra-
�kou.

1. A�nní a euklidovská geometrie

Kdyº jsme si ujas¬ovali strukturu °e²ení systém· lineárních
rovnic v první £ásti p°edchozí kapitoly, zjistili jsme
v odstavci 3.1, ºe v²echna °e²ení nehomogenních sys-
tém· rovnic sice netvo°í vektorové podprostory, vºdy

ale vznikají tak, ºe k jednomu jedinému °e²ení p°i£teme celý vekto-
rový prostor °e²ení p°íslu²né homogenní soustavy. Naopak, rozdíl
dvou °e²ení nehomogenní soustavy je vºdy °e²ením soustavy ho-
mogenní. Obdobn¥ se chovají lineární diferen£ní rovnice, jak jsme
jiº vid¥li v odstavci 3.14.

4.1. A�nní prostory. Návod na teoretické uchopení takové
situace dává jiº diskuse geometrie roviny, viz odstavec 1.25 a
dále. Tam jsme totiº popisovali p°ímky a body jako mnoºiny
°e²ení systém· lineárních rovnic. P°ímka pro nás pak byla
�jednorozm¥rným� prostorem, p°estoºe její body byly popisovány
dv¥ma sou°adnicemi. Parametricky jsme ji zadávali tak, ºe
k jednomu bodu (tj. dvojici sou°adnic) jsme p°i£ítali násobky
pevn¥ zvoleného sm¥rového vektoru. Stejn¥ budeme postupovat i
te¤ v libovolné dimenzi.

Standardní afinní prostor

Standardní a�nní prostor An je mnoºina v²ech bod·
vRn = An spolu s operací, kterou k boduA = (a1, . . . , an) ∈ An

a vektoru v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn = V p°i°adíme bod

A+ v = (a1 + v1, . . . , an + vn) ∈ Rn = An.

Tyto operace spl¬ují následující t°i vlastnosti:

(1) A+ 0 = A pro v²echny body A ∈ An a nulový vektor 0 ∈ V ,
(2) A+ (v + w) = (A + v)+ w pro v²echny vektory v,w ∈ V

a body A ∈ An,

KAPITOLA 4

Analytická geometrie

poloha, incidence, projekce?

� a zase skon£íme u matic...

A. A�nní geometrie

4.1. Napi²te parametrické vyjád°ení p°ímky ur£ené v R3 rovnicemi

x − 2y + z = 2,
2x + y − z = 5.

�e²ení. Z°ejm¥ posta£uje vy°e²it uvedenou soustavu rovnic.

Jde o dv¥ lineární rovnice o t°ech neznámých. Jejím °e²ením

je jednoparametrický systém (x, y, z) = (t, 3t − 7, 5t − 14),
coº je jiº hledané parametrické vyjád°ení.

M·ºeme ale postupovat také odli²n¥. Pot°ebujeme totiº najít ne-

nulový (sm¥rový) vektor, který bude kolmý na (normálové) vekto-

ry (1,−2, 1), (2, 1,−1). Tenm·ºeme najít jednak vy°e²ením soustavy

rovnic
x1 − 2x2 + x3 = 0,

2x1 + x2 − x3 = 0

vystihující, ºe skalární sou£in hledaného vektoru (x1, x2, x3) s vek-

tory (1,−2, 1) i (2, 1,−1) bude nulový (jde o zhomogenizovaný

p·vodní systém). �e²ením je jednoparametrický systém kolmých vek-

tor· (t, 3t, 5t). Vektor (x1, x2, x3) m·ºeme také ur£it p°ímo, pomocí
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(3) pro kaºdé dva body A,B ∈ An existuje práv¥ jeden vektor
v ∈ V takový, ºe A+ v = B. Zna£íme jej v = B −A, n¥kdy
také A⃗B.

Vektorový prostor Rn nazýváme zam¥°ení standardního a�nního
prostoru An.

V²imn¥me si n¥kolika formálních nebezpe£í. Pouºíváme
stejný symbol �+� pro dv¥ r·zné operace: p°i£tení
vektoru ze zam¥°ení k bodu v a�nním prostoru, ale
také s£ítání vektor· v zam¥°ení V = Rn. Také ne-

zavádíme zvlá²tní písmena pro samotnou mnoºinu bod· a�nního
prostoru, tj. An pro nás p°edstavuje jak samotnou mnoºinu bod·,
tak i celou strukturu de�nující a�nní prostor.

Pro£ vlastn¥ chceme rozli²ovat mnoºinu bod· prostoruAn od
jeho zam¥°ení V , kdyº se jedná jakoby o stejné Rn? Jde o velice
podstatný formální krok k pochopení geometrie v Rn: Geomet-
rické objekty jako p°ímky, body, roviny apod. nejsou totiº p°ímo
závislé na vektorové struktu°e na mnoºin¥ Rn a uº v·bec ne na
tom, ºe pracujeme s n�ticemi skalár·. Pot°ebujeme jen um¥t °íci,
co to znamená pohybovat se �rovn¥ v daném sm¥ru�. K tomu
práv¥ pot°ebujeme na jedné stran¥ vnímat t°eba rovinu jako neo-
hrani£enou desku bez zvolených sou°adnic, ale s moºností posu-
nout se o zadaný vektor. Kdyº p°ejdeme navíc k takovému abs-
traktnímu pohledu, budeme um¥t diskutovat �rovinnou geometrii�
pro dvourozm¥rné podprostory, tj. roviny ve vícerozm¥rných pro-
storech, �prostorovou� pro t°írozm¥rné atd., aniº bychom museli
p°ímo manipulovat k�ticemi sou°adnic.

Tento pohled je zachycen v následující de�nici:

4.2. De�nice. A�nním prostorem A se zam¥°ením V rozumíme
mnoºinu bod· P, spolu se zobrazením

P × V → P, (A, v) 7→ A+ v,
kde V je vektorový prostor a na²e zobrazení spl¬uje vlastnosti
(1)�(3) z de�nice standardního a�nního prostoru.

Pro libovolný pevn¥ zvolený vektor v ∈ V je tak de�nováno
posunutí τv : A→ A jako zúºené zobrazení

τv : P ≃ P × {v} → P, A 7→ A + v.
Dimenzí a�nního prostoru A rozumíme dimenzi jeho zam¥°ení.

Nadále nebudeme rozli²ovat ve zna£ení d·sledn¥ mnoºinu
bod· A a mnoºinu vektor· P, budeme místo toho hovo°it o bo-
dech a vektorech a�nního prostoru A.

Z axiom· okamºit¥ plyne pro libovolné body A,B,C v a�n-
ním prostoru A

A− A = 0 ∈ V,(4.1)

B − A = −(A− B),(4.2)

(C − B)+ (B − A) = C − A.(4.3)

Skute£n¥, (4.1) vyplývá z toho, ºe A + 0 = 0 a takový vektor
musí být jednozna£ný (první a t°etí de�ni£ní vlastnost). Postupným
p°i£tením B −A a A− B k A (v uvedeném po°adí), zjevn¥ dosta-
neme podle druhé de�ni£ní vlastnosti op¥t A, tedy jsme p°i£etli
nulový vektor a to dokazuje (4.2). Obdobn¥ z de�ni£ní vlastnosti
4.1 (2) a jednozna£nosti vyplývá (4.3).
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tzv. vektorového sou£inu (viz 4.24):

(1,−2, 1)× (2, 1,−1) = (1, 3, 5).

V²imneme-li si navíc, ºe nap°. uspo°ádaná trojice

(x, y, z) = (2,−1,−2)

vyhovuje dané soustav¥, dostaneme výsledek

[2,−1,−2]+ t (1, 3, 5) , t ∈ R.

�tená° jist¥ post°ehl, ºe alternativní postup pouze geometricky inter-

pretoval °e²ení nehomogenní lineární soustavy rovnic. □

4.2. V R4 je parametricky dána rovina

ϱ : [0, 3, 2, 5]+ t (1, 0, 1, 0)+ s (2,−1,−2, 2) , t, s ∈ R.

Vyjád°ete tuto rovinu implicitn¥.

�e²ení. Úkolem je najít soustavu lineárních rovnic £ty° prom¥nných

x, y, z, u (£ty°i prom¥nné jsou dány dimenzí prostoru), jíº budou vy-

hovovat práv¥ sou°adnice bod· uvedené roviny. Poznamenejme, ºe

hledaná soustava bude obsahovat 2 = 4 − 2 lineárn¥ nezávislé rov-

nice. P°íklad vy°e²íme tzv. eliminací parametr·. Body [x, y, z, u] ∈ ϱ
spl¬ují

x = t + 2s,
y = 3 − s,

z = 2 + t − 2s,
u = 5 + 2s,

p°i£emº t, s ∈ R. Odtud m·ºeme ihned p°ejít k maticovému zápisu
1 2 −1 0 0 0 0
0 −1 0 −1 0 0 3
1 −2 0 0 −1 0 2
0 2 0 0 0 −1 5

 ,
kde první dva sloupce jsou sm¥rové vektory roviny, za svislou £arou

následuje záporn¥ vzatá jednotková matice a za druhou svislou £arou

jsou sou°adnice bodu [0, 3, 2, 5]. Tento p°epis vzniká tak, ºe na vý²e

uvedenou soustavu rovnic nahlíºíme jako na soustavu rovnic pro

neznámé t, s, x, y, z, u a v²echny £leny p°itom p°evádíme na jednu

stranu rovnic. Získanou matici p°evedeme pomocí elementárních °ád-

kových transformací do tvaru, kdy p°ed první svislou £arou bude maxi-

mální moºný po£et nulových °ádk·. P°i£tením (−1)-násobku prvního
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V²imn¥me si, ºe volba jednoho pevného bodu A0 ∈ A nám
ur£uje bijekci mezi V a A. P°i volb¥ pevné báze u ve V tak dostá-
váme pro kaºdý bod A ∈ A jednozna£né vyjád°ení

A = A0 + x1u1 + · · · + xnun.
Hovo°íme o a�nní soustav¥ sou°adnic (A0; u1, . . . , un) zadané
po£átkem a�nní sou°adné soustavyA0 a bází zam¥°ení u nebo také
o a�nním repéru (A0, u).

Slovy m·ºeme shrnout situaci takto: A�nní sou°adnice bodu
A v soustav¥ (A0, u) jsou sou°adnicemi vektoru A − A0 v bázi
u zam¥°ení V .

Volba a�nního sou°adného systému ztotoº¬uje jakýkoliv
n-rozm¥rný a�nní prostor A se standardním a�nním prostorem
An.

4.3. A�nní podprostory. Jestliºe si vybereme v A jen body,
které budou mít n¥které p°edem vybrané sou°adnice
nulové (t°eba poslední jednu). Dostaneme op¥t
mnoºinu, která se bude chovat jako a�nní prostor.
Takto budeme skute£n¥ parametricky popisovat tzv.

a�nní podprostory ve smyslu následující de�nice.

Podprostory afinního prostoru

De�nice. Neprázdná podmnoºina Q ⊆ A a�nního prostoru A se
zam¥°ením V se nazývá a�nní podprostor v A, je-li podmnoºina
W = {B − A;A,B ∈ Q} ⊆ V vektorovým podprostorem a pro
libovolné A ∈ Q, v ∈ W je A+ v ∈ Q.

Je podstatné mít ob¥ podmínky zahrnuty v de�nici, protoºe
je snadné najít p°íklady podmnoºin, které budou spl¬ovat první,
ale nikoliv druhou podmínku. P°emý²lejte nap°. o p°ímce v rovin¥
s vyjmutým jedním bodem.

Pro libovolnou mnoºinu bod· M ⊆ A v a�nním prostoru se
zam¥°ením V de�nujeme vektorový podprostor

Z(M) = ⟨{B − A;B,A ∈ M}⟩ ⊆ V
v²ech vektor· generovaných rozdíly bod· zM.

Zejména je V = Z(A) a kaºdý a�nní podprostor Q ⊆ A
spl¬uje sám axiomy a�nního prostoru se zam¥°ením Z(Q).

P°ímo z de�nic je také z°ejmé, ºe pr·nik libovolné mnoºiny
a�nních podprostor· je bu¤ op¥t a�nní podprostor nebo prázdná
mnoºina.

A�nní podprostor ⟨M⟩ v A generovaný neprázdnou podm-
noºinou M ⊆ A je pr·nikem v²ech a�nních podprostor·, které
obsahují v²echny body podmnoºinyM.

Afinní obal a parametrický popis podprostoru

A�nní podprostory si m·ºeme p¥kn¥ popsat pomocí je-
jich zam¥°ení, jakmile si zvolíme jeden jejich bod A0 ∈ M

v generující mnoºin¥ bod· M. Skute£n¥, dostáváme
⟨M⟩ = {A0 + v; v ∈ Z(M) ⊆ Z(A)}, tj. pro genero-
vání a�nního podprostoru vezmeme vektorový podprostor Z(M)
v zam¥°ení generovaný v²emi rozdíly bod· zM a ten pak p°i£teme
k libovolnému z nich. Hovo°íme také o a�nním obalu mnoºiny
bod·M v A.

Naopak, kdykoliv zvolíme podprostor U v zam¥°ení Z(A)
a jeden pevný bod A ∈ A, pak podmnoºina A+ U vzniklá v²emi
moºnými sou£ty jediného bodu A se v²emi vektory v U je a�nní
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a sou£asn¥ (−4)-násobku druhého °ádku ke t°etímu °ádku a dvojná-

sobku druhého ke £tvrtému °ádku dostáváme
1 2 −1 0 0 0 0
0 −1 0 −1 0 0 3
1 −2 0 0 −1 0 2
0 2 0 0 0 −1 5

 ∼

∼


1 2 −1 0 0 0 0
0 −1 0 −1 0 0 3
0 0 1 4 −1 0 −10
0 0 0 −2 0 −1 11

 .
Odkud plyne výsledek

x + 4y − z − 10 = 0,
−2y − u + 11 = 0.

Koe�cienty za první svislou £arou v °ádcích, které jsou p°ed touto svis-

lou £arou nulové, ur£ují totiº koe�cienty obecných rovnic roviny.

Upozorn¥me, ºe kdybychom nap°. p°epsali soustavu rovnic do ma-

tice 
1 0 0 0 1 2 0
0 1 0 0 0 −1 3
0 0 1 0 1 −2 2
0 0 0 1 0 2 5

 ,
která odpovídá situaci, kdy prom¥nné x, y, z, u z·stávají na levé stran¥

rovnic, totoºná úprava


1 0 0 0 1 2 0
0 1 0 0 0 −1 3
0 0 1 0 1 −2 2
0 0 0 1 0 2 5

 ∼


1 0 0 0 1 2 0
0 1 0 0 0 −1 3
−1 −4 1 0 0 0 −10
0 2 0 1 0 0 11


dává výsledek ve tvaru

−x − 4y + z = −10,
2y + u = 11.

P°i p°episování soustavy do matice je tudíº nutné zohled¬ovat, zda

svislá £ára odd¥luje levou stranu rovnic od pravé (£i nikoliv). Jak jsme

£áste£n¥ vid¥li v tomto p°íkladu, metoda eliminace parametr· m·ºe

být zdlouhavá a p°i jejím pouºití se lze snadno dopustit chyb.

Jiné °e²ení. �e²ením·ºeme do zna£némíry urychlit na²í �²ikovností�.

Pokud si v²imneme, ºe dva lineárn¥ nezávislé normálové vektory,

tj. vektory kolmé na vektory (1, 0, 1, 0), (2,−1,−2, 2). jsou nap°.

(0, 2, 0, 1), (−1, 0, 1, 2), dosazením x = 0, y = 3, z = 2, u = 5
do rovnic

2y + u = a,

−x + z + 2u = b

bychom obdrºeli a = 11, b = 12, následn¥ hledané implicitní vy-

jád°ení
2y + u = 11,

−x + z + 2u = 12.
□
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podprostor. Takový postup vede k pojmu parametrizace podpro-
stor·:

Nech´Q = A+Z(Q) je a�nní podprostor vAn a (u1, . . . , uk)

je báze Z(Q) ⊆ Rn. Pak vyjád°ení podprostoru

Q = {A+ t1u1 + · · · + tkuk; t1, . . . , tk ∈ R}
nazýváme parametrický popis podprostoru Q.

Jiº jsme vid¥li jinou moºnost zadávání a�nních podprostor·:
Jestliºe máme zvoleny a�nní sou°adnice, pak lze zam¥°ení pod-
prostoru popsat pomocí homogenního systému lineárních rovnic
v t¥chto sou°adnicích. Dosazením sou°adnic jednoho bodu na²eho
podprostoru Q do získaného systému rovnic dostaneme pravou
stranu nehomogenního systému se stejnou maticí a celý podpro-
stor Q je pak práv¥ mnoºinou °e²ení tohoto systému. Zadání pod-
prostoru Q systémem rovnic v daných sou°adnicích nazýváme im-
plicitní popis podprostoru Q.

Následující obecná v¥ta °íká, ºe takto umíme ve skute£nosti
zadat v²echny a�nní podprostory a tím také ukazuje geometrickou
podstatu vlastností mnoºiny v²ech °e²ení systém· lineárních rov-
nic.

4.4. V¥ta. Nech´ (A0; u) je a�nní sou°adný systém v n-rozm¥rném
a�nním prostoru A. A�nní podprostory dimenze k v A, vyjád°ené
v daných sou°adnicích, jsou práv¥ mnoºiny °e²ení °e²itelných sys-
tém· n− k lineárn¥ nezávislých lineárních rovnic v n prom¥nných.

D·kaz. Uvaºujme libovolný °e²itelný systém n− k lineárn¥
nezávislých rovnic αi(x) = bi , bi ∈ R, i = 1, . . . , n − k. Je-li
A = (a1, . . . , an)

T ∈ Rn libovolné pevn¥ zvolené °e²ení tohoto
(nehomogenního) systému rovnic a je-li U ⊆ Rn vektorový pod-
prostor v²ech °e²ení zhomogenizovaného systému αi(x) = 0, pak
dimenzeU je k a podmnoºina v²ech °e²ení daného systému je tvaru
{B;B = A + (y1, . . . , yn)

T , y = (y1 . . . , yn)
T ∈ U} ⊆ Rn, viz

3.1. P°íslu²ný a�nní podprostor je tím popsán parametricky ve vý-
chozích sou°adnicích (A0; u).

Naopak, uvaºme libovolný a�nní podprostor Q ⊆ An

a zvolme n¥jaký jeho bod B za po£átek a�nního sou°adného
systému (B, v) pro a�nní prostor A. Protoºe Q = B + Z(Q),
pot°ebujeme popsat zam¥°ení podprostoru Q jako podprostor
°e²ení homogenního systému rovnic. Zvolme tedy bázi v na
Z(A) tak, aby prvních k vektor· tvo°ilo bázi Z(Q). Pak v t¥chto
sou°adnicích jsou vektory v ∈ Z(Q) dány rovnostmi

αj (v) = 0, j = k + 1, . . . , n,

kdeαi jsou lineární formy z tzv. duální báze k v, tj. funkce p°i°azení
jednotlivých sou°adnic v na²í bázi v.

Ná² vektorový podprostor Z(Q) dimenze k v n-rozm¥rném
prostoru Rn je tedy skute£n¥ dán jako °e²ení homogenního sys-
tému n − k nezávislých rovnic. Popis zvoleného a�nního podpro-
storu v námi nov¥ vybraném sou°adném systému (B; v) je proto
dán systémem homogenních lineárních rovnic.

Zbývá nám se vypo°ádat d·sledky p°echodu z p·vodního za-
daného sou°adného systému (A; u) do na²eho p°izp·sobeného
(B; v). Z obecné úvahy o transformacích sou°adnic v následujícím
odstavci vyplyne, ºe výsledný popis podprostoru bude op¥t pomocí
systému rovnic, tentokrát ale uº obecn¥ nehomogenních. □
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4.3. Nalezn¥te parametrické vyjád°ení roviny procházející body

A = [2, 1, 1], B = [3, 4, 5], C = [4,−2, 3].

Poté parametricky vyjád°ete otev°enou polorovinu obsahující

bod C a vymezenou p°ímkou zadanou body A, B.

�e²ení. K parametrickému vyjád°ení roviny pot°ebujeme jeden bod

leºící v této rovin¥ a dva sm¥rové (lineárn¥ nezávislé) vektory. Sta£í

zvolit bodA a vektory B−A = (1, 3, 4) a C−A = (2,−3, 2), které
jsou o£ividn¥ lineárn¥ nezávislé. Bod [x, y, z] náleºí do dané roviny

práv¥ tehdy, kdyº existují £ísla t, s ∈ R, pro která je

x = 2+ 1 · t + 2 · s, y = 1+ 3 · t − 3 · s, z = 1+ 4 · t + 2 · s;
tj. hledané parametrické vyjád°ení roviny je

[2, 1, 1]+ t (1, 3, 4)+ s (2,−3, 2) , t, s ∈ R.

Volba s = 0 zjevn¥ dává p°ímku, která prochází body A, B. Pro

t = 0, s ≥ 0 dostáváme polop°ímku za£ínající v bod¥A a procházející

bodem C. Libovoln¥ pevn¥ zvolené t ∈ R a m¥nné s ≥ 0 pak zadávají

polop°ímku s po£átkem na hrani£ní p°ímce a s body v polorovin¥, ve

které se nachází bod C. To znamená, ºe hledanou otev°enou poloro-

vinu m·ºeme vyjád°it parametricky takto

[2, 1, 1]+ t (1, 3, 4)+ s (2,−3, 2) , t ∈ R, s > 0. □

4.4. Ur£ete vzájemnou polohu p°ímek

p : [1, 0, 3]+ t (2,−1,−3) , t ∈ R,

q : [1, 1, 3]+ s (1,−1,−2) , s ∈ R.

�e²ení. Hledejme spole£né body zadaných p°ímek (pr·nik podpro-

stor·). Dostáváme soustavu

1 + 2t = 1 + s,

0 − t = 1 − s,

3 − 3t = 3 − 2s.

Vy°e²ením prvních dvou rovnic vzhledem k neznámým s a t získáme

hodnoty t = 1, s = 2. Ty ov²em nevyhovují t°etí rovnici. Soustava

tak nemá °e²ení. Protoºe sm¥rový vektor (2,−1,−3) p°ímky p není

násobkem sm¥rového vektoru (1,−1,−2) p°ímky q, p°ímky nejsou

rovnob¥ºné. Jedná se proto o mimob¥ºky. □

4.5. Pro jaká £ísla a ∈ R jsou p°ímky

p : [4,−4, 8]+ t (2, 1,−4) , t ∈ R,

q : [a, 6,−5]+ s (1,−3, 3) , s ∈ R,

r·znob¥ºné?
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4.5. Transformace sou°adnic. Dv¥ libovoln¥ zvolené a�nní sou-
stavy sou°adnic (A0, u), (B0, v) se obecn¥ li²í po-
sunutím po£átku o vektor (B0 − A0) a jinou bází
zam¥°ení. Transforma£ní rovnice mezi p°íslu²nými
sou°adnicemi tedy vy£teme ze vztahu pro obecný bod

X ∈ A
X = B0 + x′1v1 + · · · + x′nvn =
= B0 + (A0 − B0)+ x1u1 + · · · + xnun.

Ozna£me y = (y1, . . . , yn)
T sloupec sou°adnic vektoru

(A0 − B0) v bázi v a M = (aij ) bu¤ matice vyjad°ující bázi
u prost°ednictvím báze v. Potom

x′1 = y1 + a11x1 + · · · + a1nxn,

...

x′n = yn + an1x1 + · · · + annxn,
tj. maticov¥

x′ = y +M · x.
Jako p°íklad si m·ºeme vyjád°it dopad takové zm¥ny báze na

sou°adné vyjád°ení podmnoºin pomocí systém· lineárních
rovnic. Nech´ má v sou°adnicích (A0; u) ná² systém rovnic
tvar

S · x = b
s maticí systému S. Potom

S · x = S ·M−1 · (y +M · x)− S ·M−1 · y = b.
Proto v nových vý²e uvaºovaných sou°adnicích (B0; v) bude mít
ná² systém rovnic tvar

(S ·M−1 ) · x′ = b′ = b + (S ·M−1 ) · y.
Pokud tedy máme n¥jakou podmnoºinu popsánu systémem li-

neárních rovnic v jednom a�nním repéru, pak tomu tak bude i ve
v²ech ostatních a�nních sou°adných systémech. To pln¥ dokon£uje
d·kaz p°edchozí v¥ty.

4.6. P°íklady a�nních podprostor·. (1) Jednorozm¥rný (stan-
dardní) a�nní prostor je mnoºina v²ech bod· reálné
p°ímky A1. Její zam¥°ení je jednorozm¥rný vekto-
rový prostor R (a nosná mnoºina také R). A�nní
sou°adnice dostaneme volbou po£átku a m¥°ítka (tj.

báze ve vektorovém prostoru R). V²echny vlastní a�nní podpro-
story jsou 0-rozm¥rné, jsou to práv¥ v²echny body reálné p°ímky
R.
(2) Dvourozm¥rný (standardní) a�nní prostor je mnoºina v²ech
bod· prostoru A2 se zam¥°ením R2. (Nosnou mnoºinou je R2.)
A�nní sou°adnice dostaneme volbou po£átku a dvou nezávis-
lých vektor· (sm¥r· a m¥°ítek). Vlastní a�nní podprostory jsou
pak v²echny body a p°ímky v rovin¥ (0-rozm¥rné a 1-rozm¥rné).
P°ímky p°itom jednozna£n¥ zadáme jejich jedním bodem a jedním
generátorem zam¥°ení (tzv. parametrický popis p°ímky).
(3) Trojrozm¥rný (standardní) a�nní prostor je mnoºina v²ech
bod· prostoru A3 se zam¥°ením R3. A�nní sou°adnice dosta-
neme volbou po£átku a t°í nezávislých vektor· (sm¥r· a m¥°ítek).
Vlastní a�nní podprostory jsou pak v²echny body, p°ímky a roviny
(0-rozm¥rné, 1-rozm¥rné a 2-rozm¥rné).
(4) Podprostor v²ech °e²ení jedné lineární rovnice a · x = b pro
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�e²ení. P°ímky jsou r·znob¥ºné tehdy a jenom tehdy, kdyº má sou-

stava

4 + 2t = a + s,

−4 + t = 6 − 3s,
8 − 4t = −5 + 3s

práv¥ 1 °e²ení. V maticovém zápisu °e²íme (první sloupec odpovídá

prom¥nné t, druhý pak s) 2 −1 a − 4
1 3 10
−4 −3 −13

 ∼
 1 3 10

2 −1 a − 4
−4 −3 −13

 ∼
∼
 1 3 10

0 −7 a − 24
0 1 3

 .
Vidíme, ºe soustava má práv¥ 1 °e²ení tehdy a jenom tehdy, kdyº je

druhý °ádek násobkem t°etího. To je spln¥no pouze pro a = 3. Do-
dejme, ºe pr·se£íkem je v tomto p°ípad¥ bod [6,−3, 4]. □

4.6. V R3 stanovte vzájemnou polohu p°ímky p zadané implicitn¥

rovnicemi

x + y − z = 4,
x − 2y + z = −3

a roviny ϱ : y = 2x − 1.

�e²ení. Normálový vektor ϱ je (2,−1, 0) (uvaºte zápis

ϱ : 2x − y + 0z = 1). Lze post°ehnout, ºe platí

(1, 1,−1)+ (1,−2, 1) = (2,−1, 0),

tj. ºe normálový vektor roviny ϱ je lineární kombinací normálových

vektor· p. Zam¥°ení p°ímky (zadané nenulovým sm¥rovým vektorem

kolmým na uvedené dva normálové vektory) je proto podprostorem

zam¥°ení roviny ϱ (sm¥rový vektor p°ímky je nutn¥ kolmý na vektor

(2,−1, 0)). Lehce jsme zjistili, ºe p°ímka p je rovnob¥ºná s rovinou ϱ.

Zajímá nás, zda se protínají (zda p leºí v ϱ). Soustava rovnic

x + y − z = 4,
x − 2y + z = −3,

2x − y = 1

má nekone£n¥ mnoho °e²ení, nebo´ se£tením prvních dvou rovnic

dostaneme práv¥ t°etí z rovnic. P°ímka p tak musí leºet v rovin¥ ϱ. □

Následuje standardní p°íklad na pr·nik vektorových prostor·.

�tená° by m¥l být schopen následující p°íklad vy°e²it.

Doporu£ujeme nepokra£ovat ve £tení této u£ebnice,

dokud tomu tak nebude.



KAPITOLA 4. ANALYTICKÁ GEOMETRIE

neznámý bod [x1, . . . , xn] ∈ An, známý nenulový vektor koe�ci-
ent· (a1, . . . , an) a skalár b ∈ R je a�nní podprostor dimenze n−1
(°íkáme také, ºe je jeho kodimenze 1), tj. tzv. nadrovina v An.

4.7. A�nní kombinace bod·. Zavedeme nyní obdobu lineár-
ních kombinací vektor·. Nech´ A0, . . . , Ak jsou body
v a�nním prostoruA. Jejich a�nní obal ⟨{A0 . . . , Ak}⟩
m·ºeme zapsat jako

{A0 + t1(A1 − A0)+ · · · + tk(Ak − A0); t1, . . . , tk ∈ R}
a v libovolných a�nních sou°adnicích (tj. kaºdý bodAi je vyjád°en
sloupcem skalár·) m·ºeme tutéº mnoºinu zapsat jako

⟨A0, . . . , Ak⟩ =

=
{
t0A0 + t1A1 + · · · + tkAk; ti ∈ R,

k∑
i=0

ti = 1

}
.

Afinní kombinace bod·

Obecn¥ výrazy t0A0+ t1A1+· · ·+ tkAk s koe�cienty spl¬ují-
cími

∑k
i=0 ti = 1 rozumíme body A0 +∑k

i=1 ti(Ai −A0) a nazý-
váme je a�nní kombinace bod·.

Body A0 . . . , Ak jsou v obecné poloze, jestliºe generují
k-rozm¥rný a�nní podprostor. Z na²ich de�nic je vid¥t, ºe to
nastane, práv¥ kdyº pro kterýkoliv bod Ai z nich platí, ºe vektory
vzniklé pomocí rozdíl· tohoto bodu Ai a ostatních bod· Aj jsou
lineárn¥ nezávislé vektory. V²imn¥me si také, ºe zadání posloup-
nosti (dimA) + 1 bod· v obecné poloze je ekvivalentní zadání
a�nního repéru s po£átkem v prvním z nich.

4.8. Simplexy. A�nní kombinace je obdobná konstrukce pro
body a�nního prostoru jako byla lineární kombinace pro vek-
torové prostory. Skute£n¥, a�nní podprostor generovaný body
A0, . . . , Ak je roven mnoºin¥ v²ech a�nních kombinací svých ge-
nerátor·. M·ºeme v²ak nyní dob°e zobecnit i pojem �mezi dv¥ma
body na p°ímce�. V dvojrozm¥rném p°ípad¥ tomu dopovídá
vnit°ek trojúhelníku. Obecn¥ budeme postupovat takto:

k�rozm¥rné simplexy

Nech´A0, . . . , Ak je k+1 bod· a�nního prostoruA v obecné
poloze. Mnoºina 1 = 1(A0, . . . , Ak) de�novaná jako mnoºina
v²ech a�nních kombinací bod·Ai s pouze nezápornými koe�cien-
ty, tj.

1 =
{
t0A0 + t1A1 + · · · + tkAk; ti ∈ [0, 1] ⊆ R,

k∑
i=0

ti = 1

}
,

se nazývá k�rozm¥rný simplex generovaný body Ai .
Jednorozm¥rný simplex je úse£ka, dvourozm¥rný trojúhelník,

nula�rozm¥rný simplex je bod.

V²imn¥me si, ºe kaºdý k�rozm¥rný simplex má práv¥ k + 1
st¥n, které jsou postupn¥ zadány rovnicemi ti = 0, i = 0, . . . , k.
P°ímo z de�nice je vid¥t, ºe jde op¥t o simplexy, a to s dimenzí
k− 1. Hovo°íme o hranici simplexu. Nap°. trojúhelník má za svou
hranici t°i hrany, kaºdá z nich pak dva body.

Zadání podprostoru jako mnoºiny a�nních kombinací bod·
v obecné poloze je ekvivalentní parametrickému popisu. Obdobn¥
pracujeme s parametrickými popisy simplex·.
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4.7. Nalezn¥te pr·nik podprostor·Q1 aQ2, je-li

Q1 : [4,−5, 1,−2]+ t1 (3, 5, 4, 2)+ t2 (2, 4, 5, 1)+ t3 (0, 3, 1, 2) ,

Q2 : [4, 4, 4, 4]+ s1 (0,−6,−2,−4)+ s2 (−1,−5,−3,−3) ,

kde t1, t2, t3, s1, s2 ∈ R.

�e²ení. BodX = [x1, x2, x3, x4] ∈ R4 náleºí doQ1∩Q2 práv¥ tehdy,

kdyº je 
x1
x2
x3
x4

 =


4
−5
1
−2

+ t1


3
5
4
2

+ t2


2
4
5
1

+ t3


0
3
1
2


pro n¥jaká £ísla t1, t2, t3 ∈ R a sou£asn¥, kdyº je

x1
x2
x3
x4

 =


4
4
4
4

+ s1


0
−6
−2
−4

+ s2

−1
−5
−3
−3


pro n¥jaká s1, s2 ∈ R. Porovnáním získáváme

t1


3
5
4
2

+ t2


2
4
5
1

+ t3


0
3
1
2

 =


4− 4
4+ 5
4− 1
4+ 2

+ s1


0
−6
−2
−4

+ s2

−1
−5
−3
−3

 .
P°i maticovém zápisu (pro po°adí prom¥nných t1, t2, t3, s1, s2 a po

p°evodu vektor· u s1 a s2 na levou stranu) °e²me pomocí °ádkových

operací
3 2 0 0 1 0
5 4 3 6 5 9
4 5 1 2 3 3
2 1 2 4 3 6

 ∼


3 2 0 0 1 0
0 2 9 18 10 27
0 7 3 6 5 9
0 −1 6 12 7 18

 ∼ · · ·

· · · ∼


3 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 2 0 3
0 0 0 0 1 0

 .
Odtud vidíme, ºe t1 = t2 = s2 = 0 a pro s1 = t ∈ R je t3 = 3 − 2t.
Podotkn¥me, ºe k ur£eníQ1 ∩Q2 sta£ilo znát bu¤ t1, t2, t3 nebo s1, s2.

Vra´me se nyní k vyjád°ení
x1
x2
x3
x4

 =


4
4
4
4

+ s1


0
−6
−2
−4

+ s2

−1
−5
−3
−3

 =


4
4
4
4

+ t


0
−6
−2
−4

 .
Pr·nikem zadaných podprostor· je tedy p°ímka (s = −2t)

[4, 4, 4, 4]+ s (0, 3, 1, 2) , s ∈ R.
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4.9. Konvexní mnoºiny. PodmnoºinaM a�nního prostoru se na-
zývá konvexní, jestliºe s kaºdými svými dv¥ma body A,B obsa-
huje i celou úse£ku 1(A,B). P°ímo z de�nice je vid¥t, ºe kaºdá
konvexní mnoºina obsahuje s kaºdými k+1 body v obecné poloze
i celý jimi de�novaný simplex (formální ov¥°ení je také obsaºeno
v d·kazu následující v¥ty).

Konvexními mnoºinami jsou nap°.

(1) prázdná podmnoºina,
(2) a�nní podprostory,
(3) úse£ky, polop°ímky p = {P + t · v; t ≥ 0},
(4) obecn¥ji k� rozm¥rné poloprostory

α = {P + t1 · v1 + · · · + tk · vk; t1, . . . , tk ∈ R, tk ≥ 0},
(5) úhly v dvojrozm¥rných podprostorech

β = {P + t1 · v1 + t2 · v2; t1 ≥ 0, t2 ≥ 0}.
P°ímo z de�nice také plyne, ºe pr·nik libovolného systému

konvexních mnoºin je op¥t konvexní. Pr·nik v²ech konvexních
mnoºin obsahujících danou mnoºinu M nazýváme konvexní obal
K(M) mnoºinyM.

V¥ta. Konvexní obal libovolné neprázdné podmnoºinyM ⊆ A je

K(M) =
{
t1A1 + · · · + tsAs;

s∑
i=1

ti = 1, ti ≥ 0, Ai ∈ M
}

D·kaz. Ozna£me S mnoºinu v²ech a�nních kombinací
na pravé stran¥ dokazované rovnosti. Nej-
prve ov¥°íme, ºe je S konvexní. Zvolme
tedy dv¥ sady parametr· ti , i = 1, .., s1, t′j ,

j = 1, . . . , s2 s poºadovanými vlastnosti.
Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe s1 = s2

a ºe v obou kombinacích vystupují stejné body z M (jinak prost¥
p°idáme s£ítance s nulovými koe�cienty). Uvaºme libovolný bod
úse£ky zadané takto získanými body:

ε(t1A1 + · · · + tsAs)+ (1− ε)(t′1A1 + · · · + t′sAs), 0 ≤ ε ≤ 1.

Z°ejm¥ jsou op¥t v²echny v S.
Zbývá ukázat, ºe konvexní obal bod· A1, . . . , As nem·ºe být

men²í neº S. Samotné body Ai odpovídají volb¥ parametr· tj = 0
pro v²echny j ̸= i a ti = 1. P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro
v²echny mnoºiny s nejvý²e s − 1 body. To znamená, ºe konvexní
obal bod· A1, . . . , As−1 je (podle p°edpokladu) tvo°en práv¥ t¥mi
kombinacemi z pravé strany dokazované rovnosti, kde ts = 0. Uva-
ºme nyní libovolný bodA = t1A1+· · ·+tsAs ∈ S, ts < 1, a a�nní
kombinace

ε(t1A1 + · · · + ts−1As−1)+ (1− ε(1− ts))As, 0 ≤ ε ≤ 1
1−ts .

Jde o úse£ku s krajními body ur£enými parametry ε = 0 (bod As)
a ε = 1/(1 − ts) (bod v konvexním obalu bod· A1, . . . , As−1).
Bod A je vnit°ním bodem této úse£ky s parametrem ε = 1. □

Konvexní obaly kone£ných mnoºin bod· se nazývají konvexní
mnohost¥ny. Jsou-li de�nující body A0, . . . , Ak konvexního mno-
host¥nu v obecné poloze, dostáváme práv¥ k-rozm¥rný simplex.
V p°ípad¥ simplexu je vyjád°ení jeho bod· ve tvaru a�nní kom-
binace de�nujících vrchol· jednozna£né.

Zvlá²tním p°íkladem jsou konvexní mnohost¥ny generované
jedním bodem a kone£n¥ mnoha vektory: Nech´ u1, . . . , uk , jsou
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Pro kontrolu rovn¥º dosa¤me
x1
x2
x3
x4

 =


4
−5
1
−2

+ t1


3
5
4
2

+ t2


2
4
5
1

+ t3


0
3
1
2

 =

=


4
−5
1
−2

+ (3− 2t)


0
3
1
2

 =


4
4
4
4

+ t


0
−6
−2
−4

 .
□

4.8. Zjist¥te, zda leºí body [0, 2, 1], [−1, 2, 0], [−2, 5, 2] a [0, 5, 4]
z R3 v jedné rovin¥.

�e²ení. Libovolná dvojice zadaných bod· z a�nního prostoru R3

ur£uje vektor (viz de�nice a�nního prostoru; jeho sou°adnice jsou

dány po sloºkách rozdíly sou°adnic daných dvou bod·). To, ºe dané

£ty°i body leºí v rovin¥ je ekvivalentní tomu, ºe jsou t°i vektory dané

jedním vybraným bodem a vºdy jedním ze t°í zbylých lineárn¥ zá-

vislé. Vybereme nap°. bod [0, 2, 1] (na výb¥ru nezáleºí), pak uvaºu-

jeme vektory [0, 2, 1]−[−1, 2, 0] = (1, 0, 1), [0, 2, 1]−[−2, 5, 2] =
= (2,−3,−1) a [0, 2, 1]−[0, 5, 4] = (0,−3,−3). Vidíme, ºe sou£et

dvojnásobku prvního vektoru a t°etího vektoru je roven druhému vek-

toru, vektory jsou tedy lineárn¥ závislé (jinak má taky matice, jejíº

°ádky jsou tvo°eny sou°adnicemi daných vektor·, hodnost niº²í neº

t°i; v tomto p°ípad¥ se tedy jedná o matici1 0 1
2 −3 −1
0 −3 −3

 ,
která má hodnost dva). Dané body tedy leºí v rovin¥. □

4.9. Na kolik £ástí mohou d¥lit prostor (R3) t°i roviny? Pro kaºdou

moºnost popi²te odpovídající p°ípad. ⃝

4.10. Rozhodn¥te, zda leºí bod [2, 1, 0] uvnit° konvexního obalu

bod· [0, 2, 1], [1, 0, 1], [3,−2,−1], [−1, 0, 1].

�e²ení. Sestavíme nehomogenní lineární soustavu, pro koe�cienty t1,

t2, t3, t4, a�nní kombinace daných bod·, která dává první bod (jsou

ur£eny jednozna£n¥, pokud dané body neleºí v rovin¥).
0 1 3 −1
2 0 −2 0
1 1 −1 1
1 1 1 1



t1
t2
t3
t4

 =


2
1
0
1

 .
Poslední rovnice udává, ºe jde o a�nní kombinaci. �e²ením této sou-

stavy je £tve°ice (t1, t2, t3, t4) = (1, 0, 1/2,−1/2), jediná a�nní kom-

binace, kterou je bod [2, 1, 0] pomocí £ty° zadaných bod· ur£en tedy
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libovolné vektory v zam¥°ení Rn, A ∈ An je libovolný bod. Rov-
nob¥ºnost¥n Pk(A; u1, . . . , uk) ⊆ An je mnoºina

Pk(A; u1, . . . , uk) = {A+ c1u1 + · · · + ckuk; 0 ≤ ci ≤ 1}.
Jsou-li vektory u1, . . . , uk nezávislé, hovo°íme

o k-rozm¥rném rovnob¥ºnost¥nu Pk(A; u1, . . . , uk) ⊆ An.
Z de�nice je z°ejmé, ºe rovnob¥ºnost¥ny jsou konvexní. Ve
skute£nosti jde o konvexní obaly jejich vrchol·.

4.10. P°íklady standardních a�nních úloh. (1) K podprostoru
zadanému implicitn¥ nalézt parametrický popis a na-
opak:

Nalezením partikulárního °e²ení nehomogen-
ního systému a fundamentálního °e²ení zhomoge-

nizovaného systému rovnic získáme (v sou°adnicích, ve kterých
byly rovnice zadány) práv¥ hledaný parametrický popis. Naopak,
zapí²eme-li parametrický popis v sou°adnicích, m·ºeme volné
parametry t1, . . . , tk vyeliminovat a získáme práv¥ rovnice
zadávající daný podprostor implicitn¥.

(2) Nalézt podprostor generovaný n¥kolika podprostory
Q1, . . . ,Qs (obecn¥ r·zných dimenzí, nap°. v R3 nalézt rovinu
danou bodem a p°ímkou, t°emi body apod.) a zadat jej implicitn¥
£i parametricky:

Výsledný podprostorQ je vºdy ur£en jedním pevn¥ zvoleným
bodem Ai v kaºdém z nich a sou£tem v²ech zam¥°ení. Nap°.

Q = A1 + (Z({A1, . . . , Ak})+ Z(Q1)+ · · · + Z(Qs)).

Pokud jsou podprostory zadány implicitn¥, je moºné je nejd°íve
p°evést na parametrický tvar. V konkrétních situacích bývají
funk£ní i jiné postupy. V²imn¥me si, ºe obecn¥ je skute£n¥
nutné vyuºít jednoho bodu z kaºdého podprostoru. Nap°. dv¥
paralelní p°ímky v rovin¥ vygenerují celou rovinu, ale sdílí totéº
jednorozm¥rné zam¥°ení.

(3) Nalézt pr·nik podprostor· Q1, . . . ,Qs:
Pokud jsou zadány v implicitním tvaru, sta£í sjednotit v²echny

rovnice do jednoho systému (a p°ípadn¥ vynechat lineárn¥ zá-
vislé). Pokud je vzniklý systém ne°e²itelný, je pr·nik prázdný.
V opa£ném p°ípad¥ získáme implicitní popis a�nního podprostoru,
který je hledaným pr·nikem.

Pokud máme dány parametrické tvary, m·ºeme také hledat
p°ímo spole£né body jako °e²ení vhodných rovnic, podobn¥ jako
p°i hledání pr·nik· vektorových podprostor·. Získáme tak p°ímo
op¥t parametrický popis. Pokud je podprostor· více neº dva, mu-
síme pr·nik hledat postupn¥.

Máme-li jeden prostor zadaný parametricky a ostatní impli-
citn¥, sta£í dosadit parametrizované sou°adnice a °e²it výsledný
systém rovnic.

(4) Nalezení p°í£ky mimob¥ºek p, q v A3 procházející daným
bodem nebo mající p°edem daný sm¥r (tj. zam¥°ení):

P°í£kou rozumíme p°ímku, která má neprázdný
pr·nik s ob¥ma mimob¥ºkami. Výsledná p°í£ka r tedy
bude jednorozm¥rným a�nním podprostorem. Pokud

máme zadán jeho bod A ∈ r, pak a�nní podprostor generovaný
p a A je bu¤ p°ímka (A ∈ p) nebo rovina (A /∈ p). V prvém
p°ípad¥ máme nekone£n¥ mnoho °e²ení, jedno pro kaºdý bod z q,
v druhém sta£í najít pr·nik B roviny ⟨p ∪ A⟩ s q a r = ⟨{A,B}⟩.
Pokud je pr·nik prázdný, úloha nemá °e²ení, v p°ípad¥ ºe
q ⊆ ⟨p ∪ A⟩, máme op¥t nekone£n¥ mnoho °e²ení, a pokud je
pr·nik jednoprvkový, dostáváme práv¥ jedno °e²ení.
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není konvexní kombinací, a tedy bod nem·ºe leºet v jejich konvexním

obalu. □

4.11. V R3 je dán £ty°st¥n ABCD, kde A = [4, 0, 2],
B = [−2,−3, 1], C = [1,−1,−3], D = [2, 4,−2]. Roz-
hodn¥te, zda leºí bod X = [0,−3, 0] uvnit° tohoto £ty°st¥nu.

�e²ení. Daný bod uvnit° daného £ty°st¥nu neleºí. Vyjád°íme-

li X jakoºto a�nní kombinaci jeho vrchol· (°e²ením soustavy

£ty° lineárních rovnic o £ty°ech neznámých a, b, c a d dané rovností

X = aA+ bB + cC + dD), obdrºímeX = 1
4A+ 1

2B + 1
2C − 1

4D.

To znamená, ºe X neleºí v daném £ty°st¥nu, tj. v konvexním obalu

bod· A, B, C a D (a, b, c i d by musela být v intervalu ⟨0, 1⟩). □

4.12. A�nní transformace sou°adnic bod·

V a�nní bázi {[1, 2, 3], (1, 1, 1), (1,−1, 2), (2, 1, 1)} v R3

jsou vyjád°eny sou°adnice bodu X jako [2, 2, 3].
Ur£ete jeho sou°adnice ve standardní bázi, tj. v bázi

{[0, 0, 0], (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
�e²ení. Sou°adnice [2, 2, 3] v bázi {[1, 2, 3], (1, 1, 1), (1,−1, 2),
(2, 1, 1)} ur£ují p°edpisem [1, 2, 3] + 2 · (1, 1, 1) + 2 · (1,−1, 2) +
+ 3 · (2, 1, 1) = [11, 5, 12] sou°adnice bodu X ve standardní bázi. □

4.13. A�nní transformace p°edpisu zobrazení. Nalezn¥te p°edpis

a�nního zobrazení f v sou°adné soustav¥ dané bází u = {(1, 1),
(−1, 1)} a po£átkem [2, 0], které je ve standardní bázi v R2 dáno jako

f (x1, x2) =
(

2 1
0 1

)(
x1
x2

)
+
(

1
1

)
.

�e²ení. Matice p°echodu od dané báze u ke standardní bázi k je(
1 −1
1 1

)
.

Matici zobrazení v bázi ([2, 0], u) získáme tak, ºe nejprve transfor-

mujeme sou°adnice v bázi ([2, 0], u) na sou°adnice ve standardní

bázi, tedy v bázi ([0, 0], (1, 0), (0, 1)), poté aplikujeme matici zob-

razení f ve standardní bázi a na záv¥r výsledek transformujeme zp¥t

do sou°adnic v bázi ([2, 0], u). Transforma£ní rovnice p°echodu od

sou°adnic y1, y2 v bázi ([2, 0], u) k sou°adnicím x1, x2 v standardní

bázi jsou (
x1
x2

)
=
(

1 −1
1 1

)(
y1
y2

)
+
(

2
0

)
.

Odtud máme, ºe(
y1
y2

)
=
(

1 −1
1 1

)−1 ((
x1
x2

)
−
(

2
0

)
.

)
=
( 1

2
1
2− 1

2
1
2

)(
x1
x2

)
+
(−1

1

)
.
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Máme-li místo bodu dán sm¥r u ∈ Rn, tj. zam¥°ení r,
pak uvaºujeme op¥t podprostor Q generovaný p a zam¥°ením
Z(p) + ⟨u⟩ ⊆ Rn. Op¥t, pokud q ⊆ Q, máme nekone£n¥ mnoho
°e²ení, jinak uváºíme pr·nikQ s q a úlohu dokon£íme stejn¥ jako
v p°edchozím p°ípad¥.

�e²enímnoha dal²ích praktických geometrických úloh vesm¥s
spo£ívá v systematickém pouºívání vý²e uvedených krok·.

4.11. Poznámky k lineárnímu programování. Na za£átku t°etí
kapitoly jsme se zastavili v odstavcích 3.4�3.8 u praktic-
kých problém·, které jsou zadány pomocí systém· lineár-
ních nerovnic. Snadno ov¥°íme, ºe kaºdá taková jednotlivá
nerovnice

a1x1 + · · · + anxn ≤ b
zadává v standardním a�nním prostoruRn poloprostor ohrani£ený
nadrovinou, kterou zadává p°íslu²ná rovnice (srovnej s de�nicí
v odstavci 4.9(4)). Skute£n¥, jestliºe zvolíme parametrický popis
p°íslu²né nadroviny

{P + t1v1 + · · · + tn−1vn−1}
s vektory zam¥°ení v1, . . . , vn−1, pak dopln¥ním t¥chto vektor· do
báze celého Rn vektorem v, nutn¥ musí být hodnota

a1x1 + · · · + anxn − b
na lineární kombinaci t1v1+· · ·+ tn−1vn−1+ tnv vºdy kladná pro
v²echny vektory bu¤ s kladným nebo záporným tn.

Zárove¬ tedy vidíme, ºe mnoºina v²ech p°ípustných vektor·
pro problém lineárního programování je vºdy pr·nikem kone£n¥
mnoha konvexních mnoºin a tedy je sama bu¤ konvexní nebo
prázdná.

Pokud je zárove¬ pr·nik neprázdný a omezený, pak jde z°ejm¥
o konvexní mnohost¥n. Jak jsme zd·vodnili jiº v 3.4, kaºdá line-
ární forma je podél kaºdé (parametrizované) p°ímky v a�nním
prostoru bu¤ stále rostoucí nebo stále klesající nebo konstantní.
Pokud je tedy daný problém lineárního programování °e²itelný
a omezený, pak musí mít optimální °e²ení v jednom z vrchol·
p°íslu²ného konvexního mnohost¥nu. �tená° by si m¥l um¥t toto
tvrzení bez problém· p°edstavit v p°ípad¥ dvourozm¥rného nebo
t°írozm¥rného problému. P°ímo£aré zd·vodn¥ní z t¥chto malých
dimenzí v²ak platí pro v²echny kone£n¥rozm¥rné p°ípady.

Tím jsme podali �geometrický d·kaz� existen£ní £ásti zá-
kladní v¥ty 3.7. Také jsme tak p·vodní problém p°evedli k diskrétní
(tj. kone£né) úvaze o hodnotách dané cenové funkce v kone£n¥
mnoha bodech prostoru. K p°íkladu praktického algoritmu, jak
p°íslu²né vrcholy konvexního mnohost¥nu co nejsnáze najít a vy-
hodnotit, se vrátíme je²t¥ v kapitole o diskrétní matematice.

4.12. A�nní zobrazení. Zobrazení f : A → B mezi a�n-
ními prostory nazýváme a�nní zobrazení, jestliºe
mezi jejich zam¥°eními existuje lineární zobrazení
φ : Z(A) → Z(B) takové, ºe pro v²echny A ∈ A,
v ∈ Z(A) platí

f (A+ v) = f (A)+ φ(v).
Zobrazení f a φ jsou jednozna£n¥ zadána touto vlastností a libo-
voln¥ zvolenými obrazy (dimA + 1) bod· v obecné poloze.
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Pro p°edpis zobrazení pak dostáváme

f (y1,y2) =
=
( 1

2
1
2− 1

2
1
2

)[(
2 1
0 1

)((
1 −1
1 1

)(
y1
y2

)
+
(

2
0

))
+
(

1
1

)]
+

+
(−1

1

)
=
(

2 0
−1 1

)(
y1
y2

)
+
(

2
−1

)
.

□

4.14. M¥jme dánu standardní sou°adnou soustavu v prostoru

R3. Agent K sídlí v bod¥ S o sou°adnicích [0, 1, 2] a úst°edí

mu p°id¥lilo pro pouºívání sou°adnou soustavu s po£átkem

S a bází {(1, 1, 0), (−1, 0, 1), (0, 1, 2)}. Agent Sokol bydlí

dom¥ D na kót¥ [1, 1, 1] a pouºívá sou°adnou soustavu s bází

{(0, 0, 1), (−1, 1, 2), (1, 0, 1)}. Agent K ºádá Sokola o sch·zku

v ciheln¥, která leºí podle jeho sou°adné soustavy v bod¥ [1, 1, 0].
Kam má p°ijít Sokol (podle jeho sou°adnic)?

�e²ení. Matice p°echodu od báze agenta K k Sokolov¥ bázi (p°i stej-

ných po£átcích) je

T =
−4 2 −1

1 0 1
2 −1 1

 .
Vektor (0, 1, 2) má tedy sou°adnice T · (0, 1, 2)T = (0, 2, 1)T , po-
sunutím po£átku (p°i£teme vektor (−1, 0, 1)) dostáváme výsledek

(−1, 2, 2). □

4.15. Najd¥te p°í£ku p°ímek (úse£ku, jejíº jeden koncový bod leºí na

jedné z p°ímek, druhý pak na druhé z nich)

p : [1, 1, 1]+ t (2, 1, 0),
q : [2, 2, 0]+ t (1, 1, 1),

takovou, ºe p°ímka jí ur£ená prochází bodem [1, 0, 0].

�e²ení. Nalezneme pr·se£ík hledané p°í£ky s p°ímkou q (nazveme jej

Q). Hledaná p°í£ka obsahuje n¥jaký bod na p°ímce p a bod [1, 0, 0],
nutn¥ tedy leºí v rovin¥ ρ ur£ené tímto bodem a p°ímkou p, tedy v ro-

vin¥

[1, 1, 1]+ t (2, 1, 0)+ s(0, 1, 1).

Bod Q je pak pr·nikem této roviny s p°ímkou q. Ten nalezneme

vy°e²ením soustavy

1 + 2t = 2 + u,

1 + s + t = 2 + u,

1 + s = u.

Levé strany rovnic reprezentují postupn¥ v²echny t°i sou°adnice libo-

volného bodu roviny ρ, pravé pak sou°adnice libovolného bodu na
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Pro libovolnou a�nní kombinaci bod· t0A0 + · · · + tsAs ∈ A
pak dostaneme

f (t0A0 + · · · + tsAs) =
= f (A0 + t1(A1 − A0)+ · · · + ts(As − A0)) =
= f (A0)+ t1φ(A1 − A0)+ · · · + tsφ(As − A0) =
= t0f (A0)+ t1f (A1)+ · · · + tsf (As).

Naopak, pokud pro n¥jaké zobrazení platí, ºe zachovává a�nní
kombinace, m·ºeme pouºít speciální p°ípad kombinace n + 1
pevn¥ zvolených vektor· zadávajících a�nní repér. Postupn¥ pak
volbou koe�cient· t0 = 0 a ti = 1 de�nujeme hodnotu zobrazení
φ mezi zam¥°eními vztahem φ(Ai − A0) = f (A1). Pak lze £íst
p°edchozí výpo£et v opa£ném po°adí a ov¥°it korektnost i linearitu
φ. Skute£n¥, z p°edpokladu, ºe se první a poslední °ádek rovnají do-
vodíme, ºe jsou si rovny také °ádky druhý a t°etí. Tím jsme zjistili,
ºe se skute£n¥ jedná o a�nní zobrazení s lineárním zobrazením φ

na zam¥°ení, které jsme uvedeným postupem popsali ve zvoleném
a�nním repéru. Platí proto:

V¥ta. A�nní zobrazení jsou práv¥ ta zobrazení, která zachovávají
a�nní kombinace bod·.

Ve skute£nosti sta£í ov¥°it zachovávání a�nní kombinace pro
v²echny dvojice bod·, protoºe z nich uº vytvo°íme i libovolnou
kone£nou a�nní kombinaci. Skute£n¥, a�nní kombinaci k+2 bod·
A0, Ak+1 vºdycky m·ºeme vyjád°it takto:

r(t0A0 + · · · + tkAk)+ sAk+1,

kde
∑k
i=0 tk = 1 a r + s = 1. Prost¥ nap°ed si vybereme n¥jaký

bod, který je a�nní kombinací k + 1 bod· a pak d¥láme jeho kom-
binace s posledním. Takto m·ºeme postupn¥ skute£n¥ jakoukoliv
kone£nou a�nní kombinaci vyrobit z kombinací dvojic.

4.13. Pom¥r bod· na p°ímce. A�nní kombinace dvojice bod·
m·ºeme také dob°e vyjád°it pomocí tzv. pom¥ru
bod· na p°ímce. Jeli bod C a�nní kombinací bod·
A a B ̸= C, C = rA+ sB, pak °ekneme, ºe £íslo

λ = (C;A,B) = − s
r

je pom¥rem boduC vzhledem k daným bod·mA aB. Protoºe bod
C m·ºeme vyjád°it jako

C = A + s(B − A) = B + r(A− B),
je pom¥r λ ve skute£nosti pom¥rem velikostí orientovaných vek-
tor· C − A a C − B. Zejména je λ = −1 práv¥, kdyº je
C st°edem úse£ky dané body A a B (tj. v na²í a�nní kombinaci
bude r = s = 1

2 ).
Na²e charakterizace a�nních zobrazení prost°ednictvím a�n-

ních kombinací tedy má velice srozumiteln¥ zn¥jící d·sledek:

D·sledek. A�nní zobrazení jsou práv¥ ta zobrazení, která zacho-
vávají pom¥ry.

4.14. Zm¥ny sou°adnic. Volbou a�nních sou°adnic (A0, u) na
A a (B0, v) na B dostáváme sou°adné vyjád°ení a�nního zobra-
zení f : A→ B. P°ímo z de�nice je z°ejmé, ºe sta£í vyjád°it ob-
raz f (A0) po£átku sou°adnic vA v sou°adnicích na B, tj. vyjád°it
vektor f (A0)−B0 v bázi v jako sloupec sou°adnic y0 a v²e ostatní
je pak ur£eno násobením maticí zobrazení φ ve zvolených bázích

200

q (volný parametr ve vyjád°ení p°ímky jsme nazvali u, abychom zame-

zili duplicit¥ prom¥nných). Vy°e²ením této soustavy získáme s = 2,
t = 2, u = 3 a dosazením nap°íklad u = 3 do rovnice p°ímky q dosta-

neme Q = [5, 5, 3] (stejný bod dostaneme i pokud dosadíme s = 2,
t = 2, do parametrického vyjád°ení roviny ρ). Hledaná p°í£ka je tedy

dána bodem Q a bodem [1, 0, 0]. Snadno jiº dopo£teme její pr·nik

s p°ímkou p, bod P = [7/3, 5/3, 1]. □

4.16. Ur£ete osu mimob¥ºek

p : [3, 0, 3]+ (0, 1, 2)t, t ∈ R,

q : [0,−1,−2]+ (1, 2, 3)s, s ∈ R.

�e²ení. Jde o problém najít p°í£ku se sm¥rem kolmým jak na

sm¥rový vektor p°ímky p, tak na sm¥rový vektor p°ímky q. Tento

sm¥r m·ºeme najít nap°íklad vektorovým sou£inem t¥chto dvou vek-

tor·, je to sm¥r (1,−2, 1). Nyní sestavíme soustavu lineárních rovnic

re�ektující poºadavek, aby vektor ur£ený n¥jakými dv¥ma body,

jeden na p°ímce p, druhý na q, byl rovnob¥ºný se sm¥rem (1,−2, 1).
Symbolicky tedy dostáváme soustavu P − Q = k(1,−2, 1), neboli
[3, 0, 3]+ (0, 1, 2)t︸ ︷︷ ︸

P

− ([0,−1,−2]+ (1, 2, 3)s)︸ ︷︷ ︸
Q

= k(1,−2, 1).

Rozepsáním této rovnosti po sou°adnicích, dostaneme

3 − s = k,

1 + t − 2s = −2k,
5 + 2t − 3s = k

s °e²eními t = 1, s = 2, k = 1. Dosazením t = 1 do parametrického

vyjád°ení p°ímky p dostáváme jeden bod osy, bod [3, 1, 5], dosazením
parametru s = 2 do vyjád°ení p°ímky q pak bod [2, 3, 4]). T¥mito

dv¥ma body je ur£ena hledaná osa. □

B. Eukleidovská geometrie

4.17. Pata kolmice. Ur£ete patu kolmice spu²t¥né z bodu [0, 0, 6] na
rovinu

ρ : [2, 1, 4]+ (1, 2, 2)t + (−2, 1, 1)s.

�e²ení. V p°íkladech ∥2.56∥ a ∥2.57∥ jsme se nau£ili ur£ovat matici

kolmé projekce v R3 na rovinu procházející po£átkem sou°adnic, tedy

kolmou projekci ve vektorovém prostoruR3. Toho nyní vyuºijeme. Po-

suneme projek£ní rovinu (a s ní i zobrazovaný bod) tak, aby procházela

po£átkem sou°adnic. Dle toho, jak je rovina zadána, se nabízí posunutí

o vektor (−2,−1,−4). Ur£eme nyní kolmý pr·m¥t bodu (vektoru u)

[0, 0, 6] − (2, 1, 4) = [−2,−1, 2] do roviny (vektorového podpro-

storu) ρ : [0, 0, 0] + (1, 2, 2)t + (−2, 1, 1) tak jako v p°íkladu viz
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a p°i£tením výsledku. Kaºdé a�nní zobrazení tedy v sou°adnicích
vypadá takto:

x 7→ y0 + Y · x,
kde y0 je jako vý²e a Y je matice zobrazení φ.

Transformace a�nních sou°adnic odpovídá, obdobn¥ jako u li-
neárních zobrazení, vyjád°ení identického zobrazení ve zvolených
a�nních repérech. Zm¥na sou°adného vyjád°ení a�nního zobrazení
v d·sledku zm¥ny bází se snadno spo£te pomocí násobení a s£ítání
matic a vektor·. Skute£n¥, p°i zm¥n¥ báze na de�ni£ním oboru da-
ném posunutím w a maticí M, p°i£emº staré sou°adnice pomocí
nových jsou

x = w +M · x′ ,
a zm¥n¥ na oboru hodnot s posunutím z a maticí N , p°i£emº nové
sou°adnice jsou pomocí starých

y′ = z +N · y,
dostáváme pro zobrazení dané v p·vodních bázích vektorem posu-
nutí y0 a maticí Y p°ímým výpo£tem

y′ = z +N · y = z +N · (y0 + Y · x) =
= (z +N · y0 +N · Y · w)+ (N · Y ·M) · x′ .

Je tedy a�nní zobrazení v nových bázích dáno vektorem posunutí
z+N · y0 +N · Y · w a maticí N · Y ·M.

4.15. Euklidovské bodové prostory. Zatím jsme pro na²e
elementární geometrické úvahy nepot°ebovali pojem
vzdálenosti nebo velikosti. V mnoha praktických
úlohách ale velikost vektor· a odchylka vektor·, tak

jak jsme je zavedli na samém konci t°etí £ásti druhé kapitoly (viz
2.40 a dále), hrají podstatnou roli. Ve skute£nosti se ale dodate£né
informace týkají opravdu jen vektor· v zam¥°ení, takºe nám
nezbývá mnoho práce:

Euklidovské prostory

Standardní bodový euklidovský prostor En je a�nní prostorAn,
jehoº zam¥°ením je standardní euklidovský prostor Rn se skalár-
ním sou£inem

⟨x, y⟩ = yT · x.
Kartézská sou°adná soustava je a�nní sou°adná soustava

(A0; u) s ortonormální bází u.
Vzdálenost bod· A,B ∈ En de�nujeme jako velikost vektoru

∥B − A∥, budeme ji zna£it ρ(A,B).
Euklidovské podprostory v En jsou a�nní podprostory, jejichº

zam¥°ení uvaºujeme spolu se zúºenými skalárními sou£iny.

Bodovým euklidovským prostorem E dimenze n pak obecn¥ ro-
zumíme a�nní prostor, jehoº zam¥°ení je reálný n�rozm¥rný eukli-
dovský vektorový prostor. Pojem kartézské sou°adné soustavy má
op¥t jasný smysl. Kaºdá volba takové sou°adné soustavy ov²em za-
dává ztotoºn¥ní E se standardním prostorem En. Proto se budeme
v dal²ím, bez újmy na obecnosti, zabývat hlavn¥ standardními eu-
klidovskými prostory a jejich podprostory.

Z geometrického pohledu mají jednoduché vlastnosti ska-
lárního sou£inu, jako jsou trojúhelníková nerovnost,
Cauchyova nerovnost, Besselova nerovnost apod., od-
vozené ve £tvrté £ásti p°edchozí kapitoly, viz 3.25,
velmi uºite£né p°ímé d·sledky:

4.16. V¥ta. Pro body A,B,C ∈ En platí:
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∥2.57∥: snadno nalezneme n¥jaký kolmý vektor k rovin¥ ρ (viz ∥4.1∥,
nap°íklad vektor (0, 1,−1). Kolmá projekce je potom dána jako

u− u · (0, 1,−1)
(0, 1,−1) · (0, 1,−1)

(0, 1,−1) =
(
−2,

1
2
,

1
2

)
.

Projekci pak dostaneme zp¥tným posunutím o vektor (2, 1, 4), je tedy
rovna

[−2, 1
2 ,

1
2

]+ (2, 1, 4) = [0,− 3
2 ,− 3

2

]
. □

4.18. Zrcadlení. Ur£ete obraz bodu [3, 2, 2] v zrcadlení podle roviny
x + y + z = 1.

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu ∥4.17∥ posuneme ro-

vinu zrcadlení tak, aby procházela po£átkem sou°adné soustavy. Toho

dosáhneme nap°íklad posunutím o−1 ve sm¥ru osy z, neboli uváºíme

nové sou°adnice (x′ , y′ , z′) = (x, y, z−1). Rovnice dané roviny je pak
x′ + y′ + z′ = 0. Nyní zobrazíme posunutý bod ([3, 2, 1]) známým

zp·sobem (získáme bodX′) a obraz posuneme zp¥t (získáme bodX′′).
Je tedy

X′ = [3, 2, 1]− 2 · (3, 2, 1) · (1, 1, 1)
3

(1, 1, 1) = [−1,−2,−3].

Sou°adnice hledaného obrazu X′′ jsou X′′ = X′ + (0, 0, 1) =
= [−1,−2,−2]. P°i zrcadlení bodu [3, 2, 1] jsme samoz°ejm¥ mohli

pouºít p°ímo matice získané v p°íkladu ∥2.60∥. □

4.19. Ur£ete vzdálenost p°ímek v R3:

p : [1,−1, 0]+ t (−1, 2, 3) a q : [2, 5,−1]+ t (−1,−2, 1).

�e²ení. Vzdálenost je dána jako velikost kolmého pr·m¥tu libovolné

p°í£ky (spojnice) daných p°ímek do ortogonálního dopl¬ku vektoro-

vého podprostoru generovaného jejich zam¥°eními. Tento ortogonální

dopln¥k zjistíme nap°íklad pomocí vektorového sou£inu:

⟨(−1, 2, 3), (−1,−2, 1)⟩⊥ = ⟨(−1, 2, 3)× (−1,−2, 1)⟩ =
= ⟨(8,−2, 4)⟩ = ⟨(4,−1, 2)⟩.

Spojnicí daných p°ímek je nap°íklad úse£ka [1,−1, 0][2, 5,−1], pro-
mítneme tedy vektor [1,−1, 0]− [2, 5,−1] = (−1,−6, 1). Pro vzdá-
lenost p°ímek pak dostáváme:

ρ(p, q) = |(−1,−6, 1) · (4,−1, 2)|
∥(4,−1, 2)∥ = 4√
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. □

4.20. Jarda stojí v bod¥ [2, 1, 2] a má ty£ délky 4. M·ºe se touto ty£í

sou£asn¥ dotknout p°ímek p a q, kde

p : [−1, 4, 1]+ t (−1, 2, 0),

q : [4, 4,−1]+ s(1, 2,−4)?

(Ty£ musí procházet bodem [2, 1, 2].)
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(1) ρ(A,B) = ρ(B,A).
(2) ρ(A,B) = 0, práv¥ kdyº A = B.
(3) ρ(A,B)+ ρ(B,C) ≥ ρ(A,C).
(4) V kaºdé kartézské sou°adné soustav¥ (A0; e) mají body

A = A0 + a1e1 + . . . + anen,B = A0 + b1e1 + · · ·+bnen
vzdálenost

√∑n
i=1(ai − bi)2.

(5) Je-li dán bod A a podprostorQ v En, pak existuje bod P ∈ Q
minimalizující vzdálenosti bod· Q od A. Vzdálenost bod· A
a P je rovna velikosti kolmého pr·m¥tu vektoru A − B do
Z(Q)⊥ pro libovolný B ∈ Q.

(6) Obecn¥ji, pro podprostory Q a R v En existují body P ∈ Q
a Q ∈ R minimalizující vzdálenosti bod· B ∈ Q a A ∈ R.
Vzdálenost bod· Q a P je rovna velikosti kolmého pr·m¥tu
vektoruA−B do Z(Q)⊥ pro libovolné body B ∈ Q aA ∈ R.

D·kaz. První t°i vlastnosti vyplývají p°ímo z vlastností ve-
likosti vektor· v prostorech se skalárním sou£inem,
£tvrtá plyne p°ímo z vyjád°ení skalárního sou£inu v li-
bovolné ortonormální bázi.

Podívejme se na vztah pro minimalizaci vzdále-
nosti ρ(A,B) pro B ∈ Q. Vektor A− B se jednozna£n¥ rozkládá
na A − B = u1 + u2, u1 ∈ Z(Q), u2 ∈ Z(Q)⊥. P°itom u2 nezá-
visí na volb¥ B ∈ Q, protoºe p°ípadná zm¥na bodu B se projeví
p°i£tením vektoru ze Z(Q).

Nyní zvolme P = A+ (−u2) = B + u1 ∈ Q. Dostáváme

∥A− B∥2 = ∥u1∥2 + ∥u2∥2 ≥ ∥u2∥2 = ∥A− P ∥.
Odtud jiº vyplývá, ºe nejmen²í moºné vzdálenosti je skute£n¥ do-
saºeno, a to práv¥ pro ná² bodP . Vypo£tená vzdálenost je skute£n¥
∥u2∥.

Obdobn¥ ukáºeme obecný výsledek. Pro volbu libovolných
bod· A ∈ R a B ∈ Q je jejich rozdíl dán jako sou£et vektor·
u1 ∈ Z(R) + Z(Q) a u2 ∈ (Z(R) + Z(Q))⊥, p°i£emº kompo-
nenta u2 nezávisí na volb¥ bod·. P°i£tením vhodných vektor· ze
zam¥°eníR aQ zjevn¥ obdrºíme body A′ a B′ , jejichº vzdálenost
je práv¥ ∥u2∥. □

Roz²í°íme nyní ná² stru£ný p°ehled elementárních úloh v ana-
lytické geometrii.

4.17. P°íklady standardních úloh. (1) Najd¥te vzdálenost bodu
A ∈ En od podprostoru Q ⊆ En:

Postup p°i °e²ení je dán ve v¥t¥ 4.16.
(2) V E2 ve¤te bodem A p°ímku q svírající s danou
p°ímkou p daný úhel:

P°ipome¬me, ºe na úrovni rovinné geometrie jsme s odchyl-
kami vektor· jiº pracovali (viz nap°. 2.43). Najdeme vektor u ∈ R2

leºící v zam¥°ení p°ímky q a zvolíme vektor v mající od u zada-
nou odchylku. Hledaná p°ímka je dána bodem A a zam¥°ením ⟨v⟩.
Úloha má dv¥ nebo jedno °e²ení.
(3) Spo£t¥te patu kolmice vedené bodem na danou p°ímku:

Postup je uveden v d·kazu p°edposledního bodu v¥ty 4.16.
(4) V E3 ur£ete vzdálenost dvou p°ímek p, q:

Zvolíme libovoln¥ jeden bod z kaºdé p°ímky, A ∈ p,
B ∈ q. Komponenta vektoru A − B v ortogonálním dopl¬ku
(Z(p)+ Z(q))⊥ má velikost rovnu vzdálenosti p a q.
(5) V E3 najd¥te osu dvou mimob¥ºek p a q:

Osou zde rozumíme p°í£ku, která realizuje nejmen²í moº-
nou vzdálenost daných mimob¥ºek pomocí bod· pr·niku. Op¥t
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�e²ení. Jiº známým zp·sobem spo£ítáme p°í£ku daných p°ímek pro-

cházející bodem [2, 1, 2]. Je jí úse£ka [1, 0, 1][3, 2, 3], její délka je po-
tom
√

12, coº je mén¥ neº 4. Jarda se tedy danou ty£í dotknout p°ímek

sou£asn¥ m·ºe. □

4.21. Nalezn¥te bod A p°ímky

p : x + 2y + z − 1 = 0, 3x − y + 4z− 29 = 0,

který má stejnou vzdálenost od bod· B = [3, 11, 4]
a C = [−5,−13,−2].

�e²ení. Nejprve vyjád°íme p°ímku p parametricky tak, ºe vy°e²íme

soustavu rovnic

x + 2y + z = 1,
3x − y + 4z = 29.

Soustavu zapí²eme roz²í°enou maticí a upravíme(
1 2 1 1
3 −1 4 29

)
∼
(

1 2 1 1
0 −7 1 26

)
∼

∼
(

1 0 9/7 59/7
0 1 −1/7 −26/7

)
.

Tím dostáváme vyjád°ení

p :
[

59
7
,−26

7
, 0
]
+ t

(
−9

7
,

1
7
, 1
)
, t ∈ R.

Odkud substitucí t = 7s + 26 plyne

p : [−25, 0, 26]+ s (−9, 1, 7) , s ∈ R.

Bod A obdrºíme volbou jistého s ∈ R. P°itom vektory

A − B = (−28− 9s,−11+ s, 22+ 7s) ,

A − C = (−20− 9s, 13+ s, 28+ 7s)

mají mít stejnou délku, tj. má platit√
(−28− 9s)2 + (−11+ s)2 + (22+ 7s)2 =

=
√
(−20− 9s)2 + (13+ s)2 + (28+ 7s)2 ,

resp.

(−28− 9s)2 + (−11+ s)2 + (22+ 7s)2 =
= (−20− 9s)2 + (13+ s)2 + (28+ 7s)2.

Úpravou poslední rovnice získáme s = −3. Je tak
A = [−25, 0, 26]− 3 (−9, 1, 7) = [2,−3, 5]. □
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lze postup dovodit z d·kazu v¥ty 4.16 (poslední bod). Nech´
η je podprostor generovaný jedním bodem A ∈ p a sou£tem
Z(p) + (Z(p) + Z(q))⊥. Pokud nejsou p°ímky p a q rov-
nob¥ºné, p·jde o rovinu. Pak pr·nik η ∩ q spolu se zam¥°ením
(Z(p) + Z(q))⊥ dávají parametrický popis hledané osy. Pokud
jsou p°ímky rovnob¥ºné, bude mít úloha nekone£n¥ mnoho °e²ení.

4.18. Odchylky. Stejn¥ jako vzdálenost, i °ada dal²ích geometric-
kých pojm· jako odchylky, orientace, objem apod. je
v bodových prostorech En zavád¥na prost°ednictvím
vhodných pojm· ve vektorových euklidovských pro-
storech. P°ipome¬me, ºe odchylku dvou vektor· jsme

de�novali na konci t°etí £ásti druhé kapitoly, viz 2.43.
Skute£n¥, z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 ≤ |u·v|

∥u∥∥v∥ ≤ 1, má
tedy smysl de�nice odchylky φ(u, v) vektor· u, v ∈ V v reálném
vektorovém prostoru se skalárním sou£inem vztahem

cosφ(u, v) = u · v
∥u∥∥v∥ , 0 ≤ φ(u, v) ≤ 2π.

To je zcela v souladu s praxí v dvourozm¥rném euklidovském pro-
storu R2 a na²í �lozo�í, ºe pojem týkající se dvou vektor· je ve
své podstat¥ záleºitostí dvourozm¥rné geometrie.

V euklidovské rovin¥ jsme také jiº pouºívali goniometrické
funkce cos a sin, které jsme de�novali pouze geometrickou úvahou,
ke které se vrátíme na za£átku kapitoly páté, kdy také budememoci
precizn¥ ov¥°it geometrický názor, ºe je funkce cos na intervalu
[0, π ] klesající. Ve vícerozm¥rných prostorech je proto odchylka
dvou vektor· vºdy m¥°ena v rovin¥, kterou tyto vektory generují
(nebo je nula) a ná² de�ni£ní vztah odpovídá zvyklostem ve v²ech
dimenzích.

V libovolném reálném vektorovém prostoru se skalárním
sou£inem p°ímo z de�nic plyne

∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2(u · v) =
= ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2∥u∥∥v∥ cosφ(u, v).

To je patrn¥ dob°e známá kosinová v¥ta z rovinné geometrie.
Dále platí pro kaºdou ortonormální bázi e zam¥°ení V a nenu-

lový vektor u ∈ V vztah

∥u∥2 =
∑
i

|u · ei |2.

Pod¥lením této rovnice £íslem ∥u∥2 dostáváme vztah
1 =

∑
i

(cosφ(u, ei))2,

který je v¥tou o sm¥rových kosinech φ(u, ei) vektoru u.
Z de�nice odchylek vektor· nyní m·ºeme dovodit rozumné

de�nice pro odchylky obecných podprostor· v libovolném eukli-
dovském vektorovém prostoru. Je p°itom t°eba rozhodnutí, jak se
stav¥t k p°ípad·m, kdy podprostory mají netriviální pr·nik. Za
odchylku dvou p°ímek budeme chtít patrn¥ brát men²í ze dvou
moºných úhl·, u dvou nerovnob¥ºných rovin v R3 nebudeme chtít
sly²et, ºe mají odchylku nula, protoºe mají spole£ný alespo¬ jeden
sm¥r:

Odchylky podprostor·

4.19. De�nice. Uvaºujme kone£n¥rozm¥rné podprostory U1, U2
v euklidovském vektorovém prostoru V libovolné dimenze.

Odchylka podprostor· U1, U2 je reálné £íslo
α = φ(U1, U2) ∈ [0, π2 ] spl¬ující:
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4.22. V euklidovském prostoru R4 stanovte vzdálenost bodu

A = [2,−5, 1, 4] od podprostoru daného rovnicemi

U : 4x1−2x2−3x3−2x4+12 = 0, 2x1−x2−2x3−2x4+9 = 0.

�e²ení. Nejd°íve nalezneme parametrické vyjád°ení podprostoru U .

Nap°. je

B = [0, 3, 0, 3] ∈ U.
Víme, ºe vzdálenostA odU se rovná velikosti kolmého pr·m¥tu vekto-

ru A−B do ortogonálního dopl¬ku zam¥°ení podprostoruU . Ortogo-

nální dopln¥k zam¥°ení U ov²em známe (zadává tento podprostor) �

jako mnoºinu (lineárních kombinací normálových vektor·)

V := {t (4,−2,−3,−2)+ s (2,−1,−2,−2) ; t, s ∈ R}.
Pot°ebujeme najít kolmý pr·m¥t PA−B vektoru A − B do V , který

náleºí do V , a proto je

PA−B = a (4,−2,−3,−2)+ b (2,−1,−2,−2)

pro jisté hodnoty a, b ∈ R. Zjevn¥ musí platit (A− B − PA−B) ⊥ V ,
tedy

((A− B)− PA−B) ⊥ (4,−2,−3,−2) ,

((A− B)− PA−B) ⊥ (2,−1,−2,−2) .

Dosazením za A− B a PA−B odsud vyplývá

((2,−8, 1, 1)− a(4,−2,−3,−2)− b(2,−1,−2,−2))·
·(4,−2,−3,−2) = 0,

((2,−8, 1, 1)− a(4,−2,−3,−2)− b(2,−1,−2,−2))·
·(2,−1,−2,−2)) = 0,

tj.

(2,−8, 1, 1)·(4,−2,−3,−2)−
−a(4,−2,−3,−2)·(4,−2,−3,−2)−
−b(2,−1,−2,−2)·(4,−2,−3,−2) = 0,

((2,−8, 1, 1)·(2,−1,−2,−2))−
−a(4,−2,−3,−2)·(2,−1,−2,−2)−
−b(2,−1,−2,−2)·(2,−1,−2,−2 = 0.

Vy£íslíme-li tyto skalární sou£iny, obdrºíme soustavu

19 − 33a − 20b = 0,
8 − 20a − 13b = 0,

která má jediné °e²ení a = 3, b = −4. Je tudíº

PA−B = 3 (4,−2,−3,−2)− 4 (2,−1,−2,−2) = (4,−2,−1, 2) ,
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(1) Je-li dimU1 = dimU2 = 1, U1 = ⟨u⟩, U2 = ⟨v⟩, pak
cosα = |u.v|

∥u∥∥v∥ .
(2) Jsou-li dimenze U1, U2 kladné a U1 ∩ U2 = {0}, pak je

odchylka minimem v²ech odchylek jednorozm¥rných podpro-
stor·

α = min{φ(⟨u⟩, ⟨v⟩); 0 ̸= u ∈ U1, 0 ̸= v ∈ U2}.
Ukáºeme vzáp¥tí, ºe takové minimum skute£n¥ vºdy existuje.

(3) Je-li U1 ⫅ U2 nebo U2 ⊆ U1 (zejména je-li jeden z nich
nulový), je α = 0.

(4) Je-li U1 ∩ U2 ̸= {0} a U1 ̸= U1 ∩ U2 ̸= U2, pak

α = φ(U1 ∩ (U1 ∩ U2)
⊥, U2 ∩ (U1 ∩ U2)

⊥).
Odchylka podprostor· Q1, Q2 v bodovém euklidovském pro-

storu En se de�nuje jako odchylka jejich zam¥°ení Z(Q1), Z(Q2).

V²imn¥me si, ºe odchylka je vºdy dob°e de�nována, zejména
v posledním p°ípad¥ je

(U1 ∩ (U1 ∩ U2)
⊥) ∩ (U2 ∩ (U1 ∩ U2)

⊥) = {0}.
M·ºeme tedy opravdu odchylku ur£it podle bodu (2). V²imn¥me si
také, ºe v p°ípad¥U1∩U2 = {0}, jsouU1 aU2 kolmé podle na²ich
d°ív¥j²ích de�nic, práv¥ kdyº jejich odchylka je π/2. Pokud v²ak
mají netriviální pr·nik, nemohou být kolmé v d°ív¥j²ím smyslu.

Ke korektnosti de�nice zbývá ukázat, ºe ve skute£nosti vºdy
existují vektory u ∈ U1, v ∈ U2, pro které nabývá výraz pro od-
chylku poºadovaného minima. Nejd°íve speciální p°ípad:

4.20. Lemma. Nech´ v je vektor v euklidovském prostoru V a
U ⊆ V libovolný podprostor. Ozna£me v1 ∈ U , v2 ∈ U⊥ (jed-
nozna£n¥ ur£ené) komponenty vektoru v, tj. v = v1 + v2. Pak pro
odchylku φ podprostoru generovaného v od U platí

cosφ(⟨v⟩, U) = cosφ(⟨v⟩, ⟨v1⟩) = ∥v1∥
∥v∥ .

D·kaz. Pro v²echny vektory u ∈ U platí díky Cauchyov¥
nerovnosti

|u · v|
∥u∥∥v∥ =

|u · (v1 + v2)|
∥u∥∥v∥ = |u · v1|

∥u∥∥v∥ ≤

≤ ∥u∥∥v1∥
∥u∥∥v∥ =

∥v1∥
∥v∥ =

∥v1∥2
∥v∥∥v1∥ =

|v1 · v|
∥v∥∥v1∥ .

Odtud plyne

cosφ(⟨v⟩, ⟨u⟩) ≤ cosφ(⟨v⟩, ⟨v1⟩) = ∥v1∥
∥v∥

a námi nalezený vektor v1 tedy p°edstavuje nejv¥t²í moºnou hod-
notu pro kosinus úhlu mezi v²emi volbami vektor· z U . Protoºe
je funkce cos na intervalu [0, π2 ] klesající, dostáváme tak nejmen²í
moºný úhel a tvrzení je dokázané. □

4.21. Výpo£et odchylek. Postupu v p°edchozím lemmatu
m·ºeme rozum¥t tak, ºe jednorozm¥rný podprostor ge-
nerovaný vektorem v kolmo promítneme do podprostoru
U a podíváme se, jak moc se obrazy zmen²ují. Podle toho
pak poznáme odchylku. Podobný postup pouºijeme ve

vy²²ích dimenzích také. Potíº je p°itom ale s rozpoznáním, které
sm¥ry nám svými pr·m¥ty odchylku skute£n¥ prozradí. V na²em
p°edchozím p°ípad¥ to m·ºeme dob°e vid¥t, pokud ne²ikovn¥
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p°i£emº

||PA−B || =
√

42 + (−2)2 + (−1)2 + 22 = 5.

P°ipome¬me, ºe vzdálenost A od U je rovna ||PA−B || = 5. □
Dal²í p°íklady na Eukleidovské prostory naleznete na stran¥ 227,

zejména je zde poprvé demonstrována technika pouºívaná p°i °e²ení

problému nejmen²ích £tverc·.

4.23. V euklidovském prostoru R5 stanovte vzdálenost rovin

ϱ1 : [7, 2, 7,−1, 1]+ t1 (1, 0,−1, 0, 0)+ s1 (0, 1, 0, 0,−1) ,

ϱ2 : [2, 4, 7,−4, 2]+ t2 (1, 1, 1, 0, 1)+ s2 (0,−2, 0, 0, 3) ,

kde t1, s1, t2, s2 ∈ R, a poté vzdálenost rovin

σ1 : [0, 1, 2, 0, 0]+ p1 (2, 1, 0, 0, 1)+ q1 (−2, 0, 1, 1, 0) ,

σ2 : [3,−1, 7, 7, 3]+ p2 (2, 2, 4, 0, 3)+ q2 (2, 0, 0,−2,−1) ,

kde p1, q1, p2, q2 ∈ R.

�e²ení. P°ípad ϱ1, ϱ2. Nejprve ur£íme ortogonální dopln¥k sou£tu

zam¥°ení zadaných dvou rovin tak, ºe sm¥rové vektory rovin napí²eme

do °ádk· matice a tuto matici pomocí elementárních °ádkových trans-

formací p°evedeme na schodovitý tvar. Tím dostaneme
1 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1
1 1 1 0 1
0 −2 0 0 3

 ∼ · · · ∼


1 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 1

 .
Hledaný ortogonální dopln¥k tak je ⟨(0, 0, 0, 1, 0)⟩. (Pochopiteln¥
bylo o£ividné, ºe vektor (0, 0, 0, 1, 0) náleºí do uvaºovaného or-

togonálního dopl¬ku. Úpravou na schodovitý tvar jsme v²ak zjis-

tili, ºe ortogonální dopln¥k je jednodimenzionální.) Vzdálenost ro-

vin je rovna velikosti kolmého pr·m¥tu vektoru A1 − A2 do pod-

prostoru ⟨(0, 0, 0, 1, 0)⟩ pro libovolné body A1 ∈ ϱ1, A2 ∈ ϱ2.

Zvolme kup°. A1 = [7, 2, 7,−1, 1], A2 = [2, 4, 7,−4, 2]. Z°ejm¥ je

kolmý pr·m¥t A1 − A2 = (5,−2, 0, 3,−1) do ⟨(0, 0, 0, 1, 0)⟩ roven
(0, 0, 0, 3, 0). Velikost vektoru (0, 0, 0, 3, 0) dává výslednou vzdále-

nost 3.

P°ípad σ1, σ2. Sou£et zam¥°ení rovin σ1, σ2 je generován sm¥ro-

vými vektory. Ozna£me je

u1 = (2, 1, 0, 0, 1) , u2 = (−2, 0, 1, 1, 0) ,

v1 = (2, 2, 4, 0, 3) , v2 = (2, 0, 0,−2,−1) .
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budeme promítat v¥t²í prostor U do jednorozm¥rného ⟨v⟩ a pak
kolmo zp¥t do U . Zjistíme, ºe odchylku poznáme podle sm¥ru
vlastního vektoru takového zobrazení, jeho vlastní £íslo bude
kvadrátem p°íslu²ného kosinu úhlu.

Uvaºujme tedy dva obecné podprostory U1, U2 v euklidov-
ském vektorovém prostoru V , p°edpokládejme U1 ∩ U2 = {0},
a zvolme pevn¥ ortonormální báze e, a e′ celého prostoru V tak,
aby U1 = ⟨e1, . . . , ek⟩, U2 = ⟨e′1, . . . , e′l⟩.

Uvaºujme kolmý pr·m¥t φ prostoru V na U2, jeho zúºení na
U1 budeme op¥t zna£it φ : U1 → U2. Zobrazení ψ : U2 → U1
nech´ vznikne podobn¥ z kolmého pr·m¥tu na U1. Tato zobrazení
mají v bázích (e1, . . . , ek) a (e′1, . . . , e′l) matice

A =
e1 · e′1 . . . ek · e′1

...
...

e1 · e′l . . . ek · e′l

 , B =
e

′
1 · e1 . . . e′l · e1
...

...

e′1 · ek . . . e′l · ek

 .
Protoºe jde o skalární sou£iny na reálném vektorovém prostoru,
platí ei · e′j = e′j · ei pro v²echny indexy i, j a proto zejména platí
B = AT .

Sloºené zobrazení ψ ◦ φ : U1 → U1 má tedy symetrickou
pozitivn¥ semide�nitní matici ATA a ψ je zobrazení adjungované
k φ. Vid¥li jsme, ºe kaºdé takové zobrazení má pouze nezáporná
reálná vlastní £ísla a ºemá ve vhodné ortonormální bázi diagonální
matici s t¥mito vlastními £ísly na diagonále, viz 3.29 a 3.31.

Nyní m·ºeme odvodit obecný postup pro výpo£et odchylky
α = φ(U1, U2).

V¥ta. V p°edchozím ozna£ení nech´ je λ nejv¥t²í vlastní hodnota
matice ATA. Pak (cosα)2 = λ.

D·kaz. Nech´ u ∈ U1 je vlastní vektor zobrazení ψ ◦ φ
p°íslu²ný nejv¥t²í vlastní hodnot¥ λ. Uvaºme
v²echna vlastní £ísla λ1, . . . , λk (v£etn¥ násobnosti)
a nech´ u = (u1, . . . , un) je p°íslu²ná ortonor-
mální báze U1 z vlastních vektor·. M·ºeme p°ímo

p°edpokládat, ºe λ = λ1, u = u1.
Pot°ebujeme ukázat, ºe odchylka libovolného v ∈ U1 od U2

je nejmén¥ tak velká jako odchylka u od U2. Tzn. ºe kosinus
p°íslu²ného úhlu nesmí být v¥t²í. Podle p°edchozího lemmatu sta£í
diskutovat odchylku u a φ(u) ∈ U2 a p°itom víme, ºe ∥u∥ = 1.
Zvolme tedy v ∈ U1, v = a1u1+· · ·+akuk ,∑k

i=1 a
2
i = ∥v∥2 = 1.

Pak

∥φ(v)∥2 = φ(v) · φ(v) = (ψ ◦ φ(v)) · v ≤
≤ ∥ψ ◦ φ(v)∥∥v∥ = ∥ψ ◦ φ(v)∥.

P°edchozí lemma navíc dává i vzorec pro odchylku α vektoru v od
podprostoru U2

cosα = ∥φ(v)∥∥v∥ = ∥φ(v)∥.
Protoºe jsme zvolili za λ1 nejv¥t²í z vlastních hodnot a sou£et
kvadrát· sou°adnic a2

i je jedna, dostáváme

(cosα)2 = ∥φ(v)∥2 ≤ ∥ψ ◦ φ(v)∥ =
(

k∑
i=1

(λiai)
2

) 1
2

=

=
(
λ2

1 +
k∑
i=1

a2
i (λ

2
i − λ2

1)

) 1
2

≤
√
λ2

1.
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Nalezn¥me body X1 ∈ σ1, X2 ∈ σ2, ve kterých se vzdálenost rovin σ1,

σ2 realizuje. Víme, ºe je

X1 −X2 = [0, 1, 2, 0, 0]− [3,−1, 7, 7, 3]+
+ p1u1 + q1u2 − p2v1 − q2v2 =
= (−3, 2,−5,−7,−3)+ p1u1 + q1u2 − p2v1 − q2v2

a ºe má platit

⟨X1 −X2, u1 ⟩ = 0, ⟨X1 −X2, u2 ⟩ = 0,

⟨X1 −X2, v1 ⟩ = 0, ⟨X1 −X2, v2 ⟩ = 0,

tj.

⟨ (−3, 2,−5,−7,−3), u1 ⟩ + p1 ⟨ u1, u1 ⟩ + q1 ⟨ u2, u1 ⟩−
− p2 ⟨ v1, u1 ⟩ − q2 ⟨ v2, u1 ⟩ = 0,

⟨ (−3, 2,−5,−7,−3), u2 ⟩ + p1 ⟨ u1, u2 ⟩ + q1 ⟨ u2, u2 ⟩−
− p2 ⟨ v1, u2 ⟩ − q2 ⟨ v2, u2 ⟩ = 0,

⟨ (−3, 2,−5,−7,−3), v1 ⟩ + p1 ⟨ u1, v1 ⟩ + q1 ⟨ u2, v1 ⟩−
− p2 ⟨ v1, v1 ⟩ − q2 ⟨ v2, v1 ⟩ = 0,

⟨ (−3, 2,−5,−7,−3), v2 ⟩ + p1 ⟨ u1, v2 ⟩ + q1 ⟨ u2, v2 ⟩−
− p2 ⟨ v1, v2 ⟩ − q2 ⟨ v2, v2 ⟩ = 0.

Vy£íslením t¥chto skalárních sou£in· získáváme soustavu lineárních

rovnic

6p1 − 4q1 − 9p2 − 3q2 = 7,
−4p1 + 6q1 + 6q2 = 6,

9p1 − 33p2 − q2 = 31,
3p1 − 6q1 − p2 − 9q2 = −11,

kterou vy°e²íme pomocí °ádkových transformací v maticovém zápisu
6 −4 −9 −3 7
−4 6 0 6 6
9 0 −33 −1 31
3 −6 −1 −9 −11

 ∼ · · · ∼


1 0 0 0 0
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 2

 .
�e²ením této soustavy je tedy £tve°ice (p1, q1, p2, q2) =
= (0,−1,−1, 2). Ur£ili jsme

X1−X2 = (−3, 2,−5,−7,−3)−u2+v1−2v2 = (−3, 4,−2,−4, 2).

Velikost vektoru (−3, 4,−2,−4, 2) a sou£asn¥ vzdálenost rovin σ1,

σ2 £iní

7 =
√
(−3)2 + 42 + (−2)2 + (−4)2 + 22.

Vzdálenost ϱ1 od ϱ2 jsme ur£ovali odli²ným zp·sobem ne vzdále-

nost σ1 od σ2. Uvedené metody jsme samoz°ejm¥ mohli pouºít v obou

p°ípadech. Zkusme znovu vypo£ítat vzdálenost rovin σ1, σ2 postupem
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P°i v = u dostáváme ov²em p°esn¥ ∥φ(v)∥2 = λ2
1∥v∥2 = λ2

a tedy odchylka dosahuje pro tento vektor minimální moºné hod-
noty. Tím je v¥ta dokázána. □

4.22. Po£ítání objemu. S náznakem po£ítání objemu jsme se jiº
setkali v rovinné geometrii v konci páté £ásti první
kapitoly (viz 1.34). Zjistili jsme p°itom, ºe podstat-
ným pojmem je p°itom tzv. orientace, kterou jsme si

mohli p°edstavit jako rozhodnutí, zda se na na²i rovinu R2 díváme
shora £i zezdola. Rozdíl je p°itom v po°adí standardních bázových
vektor· e1 a e2 na jednotkové kruºnici. Stejn¥ postupujeme obecn¥:

Orientace vektorového prostoru

�íkáme, ºe dv¥ báze u a v reálného vektorového prostoru
V ur£ují stejnou orientaci, jestliºe má matice p°echodu mezi nimi
kladný determinant. Formáln¥ji vzato, orientací reálného vektoro-
vého prostoru V tedy rozumíme t°ídu ekvivalence bází u vzhle-
dem k ekvivalenci, kterou jsme pomocí znaménka determinantu
práv¥ zavedli. Ekvivalentním baºím v tomto smyslu také °íkáme
souhlasné se zvolenou orientací.

P°ímo z de�nice pak vyplývá, ºe na kaºdém vektorovém pro-
storu jsou práv¥ dv¥ orientace. Z kaºdé souhlasné báze získáme
snadno nesouhlasnou pomocí libovolné matice p°echodu se zápor-
ným determinantem.

Vektorový prostor se zvolenou orientací nazýváme oriento-
vaný vektorový prostor.

Orientovaný (bodový) euklidovský prostor je euklidovský bo-
dový prostor, jehoº zam¥°ení je orientované. V dal²ím budeme uva-
ºovat standardní euklidovský prostor En spolu s orientací zadanou
standardní bází Rn.

Nech´ u1, . . . , uk , jsou libovolné vektory v zam¥°ení
Rn, A ∈ En je libovolný bod. Rovnob¥ºnost¥n
Pk(A; u1, . . . , uk) ⊆ En jsme de�novali jako p°íklad
konvexní mnoºiny

Pk(A; u1, . . . , uk) = {A+ c1u1 + · · · + ckuk; 0 ≤ ci ≤ 1}.
Jsou-li vektory u1, . . . , uk nezávislé, hovo°íme o k�rozm¥rném
rovnob¥ºnost¥nu Pk(A; u1 . . . , uk) ⊆ En. Pro dané vektory
u1, . . . , uk máme k dispozici také rovnob¥ºnost¥ny men²ích
dimenzí

P1(A; u1), . . . ,Pk(A; u1, . . . , uk)

v euklidovských podprostorech A+ ⟨u1⟩, . . . , A+ ⟨u1, . . . , uk⟩.
Jsou-li u1, . . . , uk lineárn¥ závislé, de�nujeme objem

VolPk = 0.

Jinak uvaºujeme jako p°i Gramov¥�Schmidtov¥ ortogonalizaci

⟨u1, . . . , uk⟩ = ⟨u1, . . . , uk−1⟩⊕⟨u1, . . . , uk−1⟩⊥∩⟨u1, . . . , uk⟩.
V tomto rozkladu se uk jednozna£n¥ vyjád°í jako

uk = u′
k + ek,

kde ek ⊥ ⟨u1, . . . , uk−1⟩.
Absolutní hodnotu objemu rovnob¥ºnost¥nu de�nujeme

induktivn¥ tak, abychom naplnili p°edstavu, ºe jde
o sou£in objemu �základny� a �vý²ky�:

|Vol |P1(A; u1) = ∥u1∥,
|Vol |Pk(A; u1, . . . , uk) = ∥ek∥|Vol |Pk−1(A; u1, . . . , uk−1).
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pouºitým k vy£íslení vzdálenosti rovin ϱ1, ϱ2. Hledejme tedy ortogo-

nální dopln¥k vektorového podprostoru generovaného vektory

(2, 1, 0, 0, 1) , (−2, 0, 1, 1, 0) , (2, 2, 4, 0, 3) , (2, 0, 0,−2,−1) .

Snadno získáme
2 1 0 0 1
−2 0 1 1 0
2 2 4 0 3
2 0 0 −2 −1

 ∼ · · · ∼


1 0 0 0 3/2
0 1 0 0 −2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 2

 ,
odkud dostáváme ortogonální dopln¥k ⟨(−3/2, 2,−1,−2, 1)⟩, p°íp.
jej rad¥ji zapi²me jako ⟨(3,−4, 2, 4,−2)⟩. P°ipome¬me, e vzdálenost

σ1 v·£i σ2 se rovná velikosti kolmého pr·m¥tu vektoru (rozdílu libo-

volného bodu σ1 a libovolného bodu σ2)

u = (3,−2, 5, 7, 3) = [3,−1, 7, 7, 3]− [0, 1, 2, 0, 0]

do tohoto ortogonálního dopl¬ku. Ozna£me zmín¥ný kolmý pr·m¥t u

symbolem pu a poloºme v = (3,−4, 2, 4,−2). Z°ejm¥ je pu = a · v
pro n¥jaké a ∈ R a má platit

⟨ u − pu, v ⟩ = 0, tj. ⟨ u, v ⟩ − a ⟨ v, v ⟩ = 0.

Vy£íslení dává 49− a · 49 = 0. Je proto pu = 1 · v = v a vzdálenost
rovin σ1, σ2 je rovna

||pu || =
√

32 + (−4)2 + 22 + 42 + (−2)2 = 7.

Ukázalo se, ºe výpo£et vzdálenosti pomocí ortogonálního

dopl¬ku sou£tu zam¥°ení byl v p°ede²lém p°íkladu �rychlej²í cestou

k výsledku�. Pro roviny ϱ1 a ϱ2 tomu bude nepochybn¥ stejn¥. Druhá

metoda ov²em dává body, ve kterých se vzdálenost realizuje (body,

kde si jsou roviny nejblíºe). Nalezn¥me proto s její pomocí takové

body v p°ípad¥ rovin ϱ1, ϱ2. Ozna£me

u1 = (1, 0,−1, 0, 0) , u2 = (0, 1, 0, 0,−1) ,

v1 = (1, 1, 1, 0, 1) , v2 = (0,−2, 0, 0, 3) .

Body X1 ∈ ϱ1, X2 ∈ ϱ2, ve kterých se vzdálenost rovin realizuje,

m·ºeme vyjád°it jako

X1 = [7, 2, 7,−1, 1]+ t1u1 + s1u2,

X2 = [2, 4, 7,−4, 2]+ t2v1 + s2v2,

a tedy

X1 −X2 = [7, 2, 7,−1, 1]− [2, 4, 7,−4, 2]+
+ t1u1 + s1u2 − t2v1 − s2v2 =
= (5,−2, 0, 3,−1)+ t1u1 + s1u2 − t2v1 − s2v2.
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Je-li u1, . . . , un báze souhlasná s orientací V , de�nujeme (oriento-
vaný) objem rovnob¥ºnost¥nu

VolPk(A; u1, . . . , un) = |Vol |Pk(A; u1, . . . , un),

v p°ípad¥ nesouhlasné báze klademe

VolPk(A; u1, . . . , un) = −|Vol |Pk(A; u1, . . . , un).

Následující tvrzení objas¬uje na²e d°ív¥j²í poznámky, ºe deter-
minant je v jistém smyslu nástroj vyjad°ující objem. První tvrzení
totiº °íká práv¥, ºe na k�rozm¥rném prostoru dostaneme objem
rovnob¥ºnost¥nu nataºeného na k vektor· tak, ºe jejich sou°adnice
(v ortonormální bázi) napí²eme do sloupc· matice a spo£teme de-
terminant.

Výrazu ve druhém tvrzení se °íká Gram·v determinant. Jeho
výhoda je, ºe je zcela nezávislý na volb¥ báze a zejména se s ním
proto lépe pracuje v p°ípad¥ k men²ího neº je dimenze celého pro-
storu.

V¥ta. Nech´ Q ⊆ En je euklidovský podprostor a nech´
(e1, . . . , ek) je jeho ortonormální báze. Pak pro
libovolné vektory u1, . . . , uk ∈ Z(Q) a A ∈ Q platí

(1) VolPk(A; u1, . . . , uk) =

∣∣∣∣∣∣∣
u1 · e1 . . . uk · e1
...

...

u1 · ek . . . uk · ek

∣∣∣∣∣∣∣ ,
(2) (VolPk(A; u1, . . . , uk))

2 =

∣∣∣∣∣∣∣
u1 · u1 . . . uk · u1
...

...

u1 · uk . . . uk · uk

∣∣∣∣∣∣∣
D·kaz. Matice

A =
u1 · e1 . . . uk · e1

...
...

u1 · ek . . . uk · ek


má ve sloupcích sou°adnice vektor· u1, . . . , uk ve zvolené ortonor-
mální bázi. Platí

|A|2 = |A||A| = |AT ||A| = |ATA| =

=

∣∣∣∣∣∣∣
u1 · u1 . . . uk · u1
...

...

u1 · uk . . . uk · uk

∣∣∣∣∣∣∣ .
Vidíme tedy, ºe pokud platí (1), platí i (2).

P°ímo z de�nice je neorientovaný objem roven sou£inu

|Vol |Pk(A; u1, . . . , uk) = ∥v1∥∥v2∥ . . . ∥vk∥,
kde v1 = u1, v2 = u2+a2

1v1, . . . , vk = uk+ak1v1+· · ·+akk−1vk−1
je výsledek Gramova-Schmidtova ortogonaliza£ního procesu. Je
tedy

(VolPk(A; u1, . . . , uk))
2 =

∣∣∣∣∣∣∣
v1 · v1 0 . . . 0
...

. . .

0 0 . . . vk · vk

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
v1 · v1 . . . vk · v1
...

...

v1 · vk . . . vk · vk

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Skalární sou£iny

⟨X1 −X2, u1 ⟩ = 0, ⟨X1 −X2, u2 ⟩ = 0,

⟨X1 −X2, v1 ⟩ = 0, ⟨X1 −X2, v2 ⟩ = 0

pak vedou na soustavu lineárních rovnic

2t1 = −5,
2s1 + 5s2 = 1,
− 4t2 − s2 = −2,

− 5s1 − t2 − 13s2 = −1

s jediným °e²ením t1 = −5/2, s1 = 41/2, t2 = 5/2, s2 = −8. Získali
jsem tak

X1 = [7, 2, 7,−1, 1]− 5
2
u1 + 41

2
u2 =

[
9
2
,

45
2
,

19
2
,−1,−39

2

]
,

X2 = [2, 4, 7,−4, 2]+ 5
2
v1 − 8v2 =

[
9
2
,

45
2
,

19
2
,−4,−39

2

]
.

Nyní ji snadno ov¥°íme, ºe vzdálenost bod· X1, X2 (a sou£asn¥ vzdá-

lenost rovin ϱ1, ϱ2) je ||X1 −X2 || = || (0, 0, 0, 3, 0) || = 3. □

4.24. Najd¥te pr·nik kolmé roviny spu²t¥né z bodu

A = [1, 2, 3, 4] ∈ R4 na rovinu

ϱ : [1, 0, 1, 0]+ (1, 2,−1,−2)s + (1, 0, 0, 1)t, s, t ∈ R.

�e²ení. Nalezn¥me nejprve kolmou rovinu k ϱ. Její zam¥°ení bude

kolmé na zam¥°ení ϱ, pro vektory (a, b, c, d) pat°ící do jejího

zam¥°ení dostáváme tedy soustavu rovnic

(a, b, c, d) · (1, 2,−1,−2) = 0 ≡ a + 2b − c − 2d = 0,

(a, b, c, d) · (1, 0, 0, 1) = 0 ≡ a + d = 0.

Jejím °e²ením je dvoudimenzionální vektorový prostor

⟨(0, 1, 2, 0), (−1, 0,−3, 1)⟩. Rovina τ kolmá k rovin¥ ϱ prochá-

zející bodem A má tedy parametrické vyjád°ení

τ : [1, 2, 3, 4]+ (0, 1, 2, 0)u+ (−1, 0,−3, 1)v, u, v ∈ R.

Pr·nik rovin potom m·ºeme získat pomocí obou parametrických vy-

jád°ení. Pro parametry popisující pr·nik tedy dostáváme soustavu rov-

nic
1 + s + t = 1 − v,

2s = 2 + u,

1 − s = 3 + 2u − 3v,
− 2s + t = 4 + v,

která má jediné °e²ení (musí tomu tak být, protoºe sloupce matice

soustavy jsou dány lineárn¥ nezávislými vektory zam¥°ení obou ro-

vin) s = −8/19, t = 34/19, u = −54/19, v = −26/19. Do-
sazením hodnot parametr· s a t do parametrického vyjád°ení roviny

ϱ pak dostaneme sou°adnice pr·niku [45/19,−16/19, 11/19, 18/19]
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Ozna£me B matici jejíº sloupce jsou sou°adnice vektor·
v1, . . . , vk v ortonormální bázi e. Protoºe v1, . . . , vk
vznikly z u1, . . . , uk jako obrazy v lineární transformaci
s horní trojúhelníkovou maticí C s jedni£kami na dia-
gonále, je B = CA a |B| = |C||A| = |A|. Pak ov²em

|A|2 = |B|2 = |A||A|, proto VolPk(A; u1, . . . , uk) = ±|A|.
P°itom pokud jsou vektory u1, . . . , uk závislé vyjde objem
nulový, pokud jsou nezávislé, pak znaménko determinantu je
kladné, práv¥ kdyº je báze u1, . . . , uk zadává stejnou orientací
jako báze e. □

Vgeometrické formulaci dostáváme jako velice d·leºitý d·sle-
dek následující tvrzení:

4.23. D·sledek. Pro kaºdé lineární zobrazení φ : V → V eukli-
dovského vektorového prostoru V je detφ roven (orientovanému)
objemu obrazu rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory ortonormální
báze. Obecn¥ji, obraz rovnob¥ºnost¥nu P ur£eného libovolnými
dimV vektory má objem roven detφ�násobku p·vodního objemu.

4.24. Vn¥j²í a vektorový sou£in vektor·. P°edchozí úvahy
úzce souvisí s tzv. vn¥j²ím tensorovým sou£inem
vektor·. Nebudeme zacházet podrobn¥ do této
technicky pon¥kud nep°ehledné oblasti, ale zmíníme
alespo¬ p°ípad vn¥j²ího sou£inu n = dimV vektor·

u1, . . . , un ∈ V .
Nech´ (u1j , . . . , unj )

T jsou sou°adná vyjád°ení vektor· uj
v n¥jaké pevn¥ zvolené ortonormální bázi V a M nech´ je ma-
tice s prvky (uij ). Pak determinant |M| nezávisí na volb¥ báze
a jeho hodnotu nazýváme vn¥j²ím sou£inem vektor· u1, . . . , un
a zna£íme [u1, . . . , un]. Vn¥j²í sou£in je tedy práv¥ orientovaný
objem p°íslu²ného rovnob¥ºnost¥nu, viz 4.22.

P°ímo z de�nice nyní vyplývají uºite£né vlastnosti vn¥j²ího
sou£inu:

(1) Zobrazení (u1, . . . , un) 7→ [u1, . . . , un] je antisymetrické n�
lineární zobrazení, tzn. ºe je lineární ve v²ech argumentech a
vým¥na dvou argument· se vºdy projeví zm¥nou znaménka
výsledku.

(2) Vn¥j²í sou£in je nulový, práv¥ kdyº jsou vektory u1, . . . , un
lineárn¥ závislé.

(3) Vektory u1, . . . , un tvo°í kladnou bázi, práv¥ kdyº je jejich
vn¥j²í sou£in kladný.

V technických aplikacích v prostoruR3 se £asto pouºívá velmi
úzce související operace, tzv. vektorový sou£in, který dvojici vek-
tor· p°i°azuje vektor t°etí.

Uvaºme obecný euklidovský vektorový prostor V dimenze
n ≥ 2 a vektory u1, . . . , un−1 ∈ V . Dosadíme-li t¥chto n − 1
vektor· jako prvních n−1 argument· n�lineárního zobrazení de�-
novaného pomocí determinantu p°i výpo£tu objemu vý²e, pak nám
zbude jeden volný argument, tj. lineární forma na V . Protoºe v²ak
máme k dispozici skalární sou£in, odpovídá kaºdá lineární forma
práv¥ jednomu vektoru. Tento vektor v ∈ V nazveme vektorový
sou£in vektor· u1, . . . , un−1, tj. pro kaºdý vektor w ∈ V platí

⟨v,w⟩ = [u1, . . . , un−1, w].

Zna£íme v = u1 × . . .× un−1.
Jsou-li v n¥jaké ortonormální bázi sou°adnice na²ich vektor·

v = (y1, . . . , yn)
T , w = (x1, . . . , xn)

T a uj = (u1j , . . . unj )
T ,
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(stejný výsledek pochopiteln¥ obdrºíme, dosadíme-li hodnoty para-

metr· u a v do parametrického vyjád°ení roviny τ ). □

4.25. Nech´ je dána krychleABCDEFGH (p°i obvyklém významu

zápisu, tedy vektoryE−A,F−B,G−C,H−D jsou kolmé na rovinu

ur£enou vrcholy A, B, C, D) v euklidovském prostoru R3. Vypo£t¥te

odchylku φ vektor· F − A a H − A.
�e²ení. Uvaºované body A, F , H jsou vrcholy trojúhelníku, jehoº

v²echny strany jsou úhlop°í£kami st¥n krychle. Jedná se tudíº o rovno-

stranný trojúhelník. Odtud plyne, ºe φ = π/3. □

4.26. Ozna£me S st°ed hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyk-

lém ozna£ení). Ur£ete kosinus odchylky p°ímek ES a BG.

�e²ení. Vzhledem k tomu, ºe homotetie (stejnolehlost) je podobným

zobrazením, tj. zachovává úhly, m·ºeme p°edpokládat, ºe krychle

má hranu velikosti 1. Umístíme-li navíc bod A do po£átku sou°adné

soustavy a body B, resp. E do bod· o sou°adnicích [1, 0, 0], resp.
[0, 0, 1], pak mají zbylé uvaºované body následující sou°adnice:

S = [1/2, 0, 0], G = [1, 1, 1], tedy vektor ES = (1/2, 0,−1) a
BG = (0, 1, 1). Pro hledaný kosinus odchylky φ tedy máme

cos(φ) =
∣∣∣∣ (1/2, 0,−1) · (0, 1, 1)
∥(1/2, 0,−1)∥ · ∥(0, 1, 1)∥

∣∣∣∣ =
√

2√
5
. □

4.27. Ur£ete odchylku p°ímky p zadané implicitn¥ rovnicemi

x + 3y + z = 0,
−x − y + z = 0

od roviny ϱ : x + y + 2z+ 1 = 0.

�e²ení. Vidíme, ºe normálový vektor roviny ϱ je (1, 1, 2). Se£tení
rovnic zadávajících p°ímku p p°i opsání první z nich dává

x + 3y + z = 0,
2y + 2z = 0.

Odsud plyne, ºe y = −z a x = 2z. Vektor (2,−1, 1) je proto sm¥ro-

vým vektorem p°ímky p; jinak °e£eno, m·ºeme zapsat (p o£ividn¥

prochází po£átkem)

p : [0, 0, 0]+ t (2,−1, 1) , t ∈ R.

Pro úhel φ vektor· (1, 1, 2), (2,−1, 1) platí

cosφ = 2− 1+ 2√
6 · √6

= 1
2
.

Je tedy φ = 60 ◦. To je ov²em velikost úhlu, který svírá sm¥rový vektor

p s normálovým vektorem ϱ. Hledaný úhel je dopl¬kem tohoto úhlu,

a tak je výsledek 30 ◦ = 90 ◦ − 60 ◦. □
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na²e de�nice má vyjád°ení

y1x1 + · · · + ynxn =

∣∣∣∣∣∣∣
u11 . . . u1(n−1) x1
...

...
...

un1 . . . un(n−1) xn

∣∣∣∣∣∣∣ .
Odtud je p°ímo vid¥t, ºe vektor v je zadán jednozna£n¥ a jeho
sou°adnice spo£teme formálním rozvojem tohoto determinantu
podle posledního sloupce. Zárove¬ jsou p°ímo z de�nice o£eká-
vatelné následující vlastnosti vektorového sou£inu:

V¥ta. Pro vektorový sou£in v = u1 × . . .× un−1 platí

(1) v ∈ ⟨u1, . . . , un−1⟩⊥,
(2) v je nenulový vektor, práv¥ kdyº jsou vektory u1, . . . , un−1 li-

neárn¥ nezávislé,
(3) velikost ∥v∥ vektorového sou£inu je rovna absolutní hodnot¥

objemu rovnob¥ºnost¥nu P(0; u1, . . . , un−1),
(4) (u1, . . . , un−1, v) je souhlasná báze orientovaného euklidov-

ského prostoru V .

D·kaz. První tvrzení plyne p°ímo z de�ni£ního vztahu pro v,
protoºe dosazením libovolného vektoru uj za
wmáme nalevo skalární sou£in v ·uj a napravo
determinant s dv¥ma shodnými sloupci.

Hodnost matice s n − 1 sloupci uj je dána maximální veli-
kostí nenulového minoru. Minory, které zadávají sou°adnice vek-
torového sou£inu jsou stupn¥ n− 1 a tím je dokázáno tvrzení (2).

Jsou-li vektory u1, . . . , un−1 závislé, pak platí i (3). Nech´
jsou tedy nezávislé, v je jejich vektorový sou£in a zvolme libo-
volnou ortonormální bázi (e1, . . . , en−1) prostoru ⟨u1, . . . , un−1⟩.
Z jiº dokázaného vyplývá, ºe existuje n¥jaký násobek (1/α)v,
0 ̸= α ∈ R, takový, ºe (e1, . . . , ek, (1/α)v) je ortonormální báze
celého V . Sou°adnice na²ich vektor· v této bázi jsou

uj = (u1j , . . . , u(n−1)j , 0)T , v = (0, . . . , 0, α)T .

Proto je vn¥j²í sou£in [u1, . . . , un−1, v] roven (viz de�nice vekto-
rového sou£inu)

[u1, . . . , un−1, v] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u11 . . . u1(n−1) 0
...

...
...

u(n−1)1 . . . u(n−1)(n−1) 0
0 . . . 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= ⟨v, v⟩ = α2.

Rozvojem determinantu podle posledního sloupce zárove¬ ob-
drºíme

α2 = αVolP(0; u1, . . . , in−1).

Odtud uº vyplývají ob¥ zbylá tvrzení v¥ty. □
4.25. A�nní a euklidovské vlastnosti. Nyní se m·ºeme zamyslet
nad tím, které vlastnosti jsou vlastní uº a�nním prostor·m a zob-
razením a na co skute£n¥ teprve pot°ebujeme v zam¥°ení skalární
sou£in.

Je samoz°ejmé, ºe v²echny euklidovské transformace, tj. bi-
jektivní a�nní zobrazení euklidovských prostor·, které za-
chovává vzdálenosti bod·, zachovávají v²echny vý²e stu-
dované objekty. Tj. zachovávají krom¥ vzdáleností také ne-
orientované úhly, neorientované objemy, odchylky podpro-

stor· apod. Pokud chceme, aby zachovávaly i orientované úhly, vek-
torové sou£iny, objemy, pak musíme navíc p°edpokládat, ºe na²e
transformace zachovávají orientaci.
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4.28. V reálné rovin¥ nalezn¥te p°ímku, která prochází bo-

dem [−3, 0] a s p°ímkou

p :
√

3x + 3y + 5 = 0

svírá úhel 60 ◦.

�e²ení. Nejprve si uv¥domme, ºe podmínkám úlohy musí vyhovovat

práv¥ dv¥ p°ímky. Obecná rovnice p°ímky v rovin¥ má tvar

ax + by + c = 0, p°i£emº lze volit a2 + b2 = 1.

Nalezn¥me tedy taková £ísla a, b, c ∈ R, aby byly spln¥ny uvedené

podmínky. Dosadíme-li x = −3, y = 0 do této rovnice (p°ímka má

procházet bodem [−3, 0]), dostaneme c = 3a. Podmínka, ºe p°ímka

má svírat úhel 60 ◦ s p°ímkou p, potom dává

1
2
= cos 60 ◦ =

∣∣∣√3a + 3b
∣∣∣

√
12

, tj.
√

3 =
∣∣∣√3a + 3b

∣∣∣.
Dal²í úpravou obdrºíme

±1 = a +√3b a umocn¥ním 1 = a2 + 3b2 + 2
√

3ab.

Vyuºijeme-li a2 + b2 = 1, získáme

0 = 2b2 + 2
√

3ab, tj. 0 = b
(
b +√3a

)
.

Celkem tak máme moºnosti (p°ipome¬me, ºe c = 3a a a2 + b2 = 1)

a = ±1, b = 0, c = ±3; a = ±1
2
, b = ∓

√
3

2
, c = ±3

2
.

Snadno se ov¥°í, ºe t¥mito koe�cienty ur£ené p°ímky

x + 3 = 0,
1
2
x −
√

3
2
y + 3

2
= 0

zadání skute£n¥ vyhovují. □
Jiný p°ístup k °e²ení téhoº problému jako v p°edchozím p°íklad¥,

ukazuje °e²ení p°íkladu následujícího:

4.29. Bodem [1, 2] ∈ R2 ve¤te p°ímku, která má odchylku 30◦ od

p°ímky

p : [0, 1]+ t (1, 1).

�e²ení. Odchylka dvou p°ímek je dána úhlem, který svírají jejich

sm¥rové vektory. Sta£í tedy najít sm¥rový vektor v hledané p°ímky.

Ten získáme nap°íklad rotací sm¥rového vektoru p°ímky p o 30◦. Ma-

tice rotace o 30◦ je(
cos 30◦ − sin 30◦
sin 30◦ cos 30◦

)
=
(√

3
2 − 1

2
1
2

√
3

2

)
.

Hledaný vektor v je tedy

v =
(√

3
2 − 1

2
1
2

√
3

2

)(
1
1

)
=
(√

3
2 − 1

2√
3

2 + 1
2

)
.
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Na²i otázku takém·ºeme p°eformulovat takto:Které koncepty
euklidovské geometrie z·stávají zachovány p°i a�nních transforma-
cích?

P°ipome¬me nejprve, ºe a�nní transformace na n�rozm¥rném
prostoruA je jednozna£n¥ zadána zobrazením n+1 bod· v obecné
poloze, tj. zobrazením jednoho n�rozm¥rného simplexu. V rovin¥
to znamená volbu obrazu jediného (nedegenerovaného) trojúhel-
níku, který ale m·ºeme zobrazit na jakýkoliv (nedegenerovaný)
trojúhelník. Zachovány p°itom z·stanou zejména p°íslu²nosti
k podprostor·m, tj. vlastnosti typu �p°ímka prochází bodem�
nebo �rovina obsahuje p°ímku� apod. Zárove¬ z·stává zachována
kolinearita vektor· a pro kaºdé dva kolineární vektory z·stává
samoz°ejm¥ zachován pom¥r jejich velikostí (a to nezávisle, jakým
skalárním sou£inem jejich velikost de�nujeme). Stejn¥ jsme jiº
vid¥li, ºe pom¥r objem· dvou n-rozm¥rných rovnob¥ºnost¥n·
z·stane po transformaci zachován (protoºe se zobrazením zm¥ní
o stejný násobek determinantem p°íslu²né matice).

V rovin¥ lze tyto a�nní vlastnosti velmi elegantn¥ pouºívat
k d·kaz·m geometrických tvrzení. Nap°. skute£nost, ºe se t¥ºnice
trojúhelníku v²echny protínají v jednom bod¥ a zárove¬ v jedné
t°etin¥ svých délek sta£í ov¥°it na pravoúhlém rovnoramenném troj-
úhelníku nebo pouze na rovnostranném trojúhelníku a odtud uº
nutn¥ vlastnost vyplývá pro v²echny trojúhelníky. Promyslete si
tuto argumentaci podrobn¥!

2. Geometrie kvadratických forem

V analytické geometrii roviny jsou po p°ímkách jako dal²í
nejjednodu²²í k°ivky na °ad¥ tzv. kuºelose£ky.
Jsou v kartézských sou°adnicích zadány kva-
dratickými rovnicemi a podle koe�cient· po-
známe, zda jde o kruºnici, elipsu, parabolu

nebo hyperbolu, p°ípadn¥ je²t¥ m·ºe jít o dv¥ p°ímky nebo bod
(degenerované p°ípady).

Uvidíme, ºe na²e nástroje umoºní vcelku ú£innou klasi�kaci
takovýchto objekt· v libovolných kone£ných dimenzích i práci
s nimi. Je p°itom z°ejmé, ºe v a�nní geometrii nem·ºeme odli²it
kruºnici od elipsy, proto za£neme v geometrii euklidovské.

4.26. Kvadriky v En. V analogii k rovnicím kuºelose£ek v rovin¥
za£neme poznámkami o objektech v euklidovských bodových pro-
storech, které jsou v dané ortonormální bázi zadány kvadratickými
rovnicemi, hovo°íme o kvadrikách.

Zvolme v En pevn¥ kartézskou sou°adnou soustavu (tj. bod
a ortonormální bázi zam¥°ení) a uvaºme obecnou
kvadratickou rovnici pro sou°adnice (x1, . . . , xn)

T

bod· A ∈ En

(4.4)
n∑

i,j=1

aijxixj +
n∑
i=1

2aixi + a = 0,

kde bez újmy na obecnosti m·ºeme rovnou p°edpokládat symetrii
aij = aji . Tuto rovnici m·ºeme zapsat jako

f (u)+ g(u)+ a = 0

pro kvadratickou formu f (tj. zúºení symetrické bilineární formy
F na dvojice stejných argument·), lineární formu g a skalár a ∈ R
a p°edpokládáme ºe alespo¬ jeden z koe�cient· aij je nenulový
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Rotovat jsme mohli i v opa£ném smyslu. Hledaná p°ímka (jedna ze

dvou moºných) má tedy parametrické vyjád°ení

[1, 2]+
(√

3
2 − 1

2 ,
√

3
2 + 1

2

)
t. □

4.30. Ur£ete obecnou rovnici v²ech rovin, které svírají odchylku 60◦

s rovinou x+y+z−1 = 0 a obsahují p°ímku p : [1, 0, 0]+t (1, 1, 0).
⃝

4.31. Ur£ete odchylku rovin

σ : [1, 0, 2]+ (1,−1, 1)t + (0, 1,−2)s,

ρ : [3, 3, 3]+ (1,−2, 0)t + (0, 1, 1)s.

�e²ení. Pr·se£nice má sm¥rový vektor (1,−1, 1), kolmá rovina na

ni má pak s danými rovinami pr·niky generované vektory (1, 0,−1)
a (0, 1, 1). Tyto jednorozm¥rné podprostory svírají úhel 60◦. □

4.32. Je dána krychle ABCDA′B′C′D′ (ve standardním ozna£ení,

tj. ABCD a A′B′C′D′ jsou st¥ny, AA′ pak hrana). Ur£ete odchylku

vektor· AB′ a AD′.

�e²ení. Uvaºujme krychli o hran¥ 1 a umíst¥me ji v R3 tak, ºe bod

A bude mít ve standardní bázi sou°adnice [0, 0, 0], bod B pak sou°ad-

nice [1, 0, 0] a bod C sou°adnice [1, 1, 0]. Potom má bod B′ sou°ad-
nice [1, 0, 1] a bod D′ sou°adnice [0, 1, 1]. Pro vy²et°ované vektory

tedy m·ºeme psát AB′ = B′ − A = [1, 0, 1] − [0, 0, 0] = (1, 0, 1),
AD′ = D′ − A = [0, 1, 1] − [0, 0, 0] = (0, 1, 1). Podle de�nice

odchylky φ t¥chto vektor· je pak

cos(φ) = (1, 0, 1) · (0, 1, 1)
∥ (1, 0, 1) ∥ · ∥ (0, 1, 1) ∥ =

1
2
,

tedy φ = 60◦. □
Dal²í p°íklady na odchylky viz ∥4.76∥.

4.33. Ur£ete cosα, kde α je odchylka dvou sousedních st¥n pravidel-

ného osmist¥nu (t¥leso, jehoº st¥ny tvo°í osm rovnostranných trojúhel-

ník·).

�e²ení. Odchylky libovolných dvou sousedních st¥n jsou ze symetrie

osmist¥nu shodné. Rovn¥º tak nezáleºí na jeho velikosti. Uvaºujme

osmist¥n s délkou hrany 1, který je umíst¥n do standardní kartézské

sou°adné soustavy v R3 tak, ºe jeho t¥ºi²t¥ je v bod¥ [0, 0, 0]. Jeho
vrcholy jsou pak v bodech A =

[√
2

2 , 0, 0
]
, B =

[
0,

√
2

2 , 0
]
,

C =
[
−

√
2

2 , 0, 0
]
, D =

[
0,−

√
2

2 , 0
]
, E =

[
0, 0,−

√
2

2

]
a

F =
[
0, 0,

√
2

2

]
.

Ur£eme odchylku st¥n CDF a BCF . Ta je dána odchylkou vek-

tor· kolmých na jejich pr·nik a leºících v daných st¥nách, tedy vek-

tor· kolmých na CF . T¥mi jsou vektory dané vý²kami z bod·D, resp.
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(jinak by se jednalo o lineární rovnici popisující euklidovský pod-
prostor).

V²imn¥me si také, ºe jakákoliv euklidovská (nebo i a�nní)
transformace sou°adnic p°evede rovnici (4.4) op¥t na stejný tvar
s kvadratickou, lineární a konstantní £ástí.

4.27. Kvadratické formy. Za£n¥me na²i diskusi rovnice
(4.4) její kvadratickou £ástí, tj. bilineární symetrickou formou
F : Rn × Rn → R. Stejn¥ dob°e m·ºeme p°emý²let o obecné
symetrické bilineární form¥ na libovolném vektorovém prostoru.

Pro libovolnou bázi na tomto vektorovém prostoru bude hod-
nota f (x) na vektoru x = x1e1 + · · · + xnen dána vztahem

f (x) = F(x, x) =
∑
i,j

xixjF(ei, ej ) = xT · A · x,

kde A = (aij ) je symetrická matice s prvky aij = F(ei, ej ). Ta-
kovýmto zobrazením f °íkáme kvadratické formy a vý²e uvedený
vzorec pro hodnotu formy s pouºitím zvolených sou°adnic se na-
zývá analytický tvar formy.

Obecn¥ rozumíme kvadratickou formou zúºení f (x) jakéko-
liv symetrické bilineární formy F(x, y) na argumenty tvaru (x, x).
Evidentn¥ umíme z hodnot f (x) zrekonstruovat celou bilineární
formu F , protoºe

f (x + y) = F(x + y, x + y) = f (x)+ f (y)+ 2F(x, y).

Jestliºe zm¥níme bázi ei na jinou bázi e′1, . . . , e′n, dostaneme
pro stejný vektor jiné sou°adnice x = S · x′ (zde S je p°íslu²ná
matice p°echodu) a tedy

f (x) = (S · x′ )T · A · (S · x′ ) = (x′ )T · (ST · A · S) · x′ .
P°edpokládejme op¥t, ºe je na na²em vektorovém prostoru zadán
skalární sou£in. P°edchozí výpo£et pak m·ºeme shrnout slovy, ºe
matice bilineární formy F a tedy i kvadratické formy f se transfor-
muje p°i zm¥n¥ sou°adnic zp·sobem, který pro ortogonální zm¥ny
sou°adnic splývá s transformací matic zobrazení (skute£n¥, pak je
S−1 = ST ). Tento výsledek m·ºeme interpretovat také jako násle-
dující pozorování:

Tvrzení. Nech´ V je reálný vektorový prostor se skalárním
sou£inem. Pak vztah

φ 7→ F, F (u, u) = ⟨φ(u), u⟩
zadává bijekci mezi symetrickými lineárními zobrazeními a kvad-
ratickými formami na V .

D·kaz. Skute£n¥, bilineární forma s pevn¥ zadaným druhým
argumentem je lineární formou αu( ) = F( , u) a v p°ítom-
nosti skalárního sou£inu je nutn¥ dána vztahem α(u)(v) =
= v ·w pro vhodný vektor w. Klademe φ(u) = w. P°ímo
ze vztahu v sou°adnicích vý²e pak vyplývá, ºe φ je lineární

zobrazení s maticí A. Je tedy samoadjungované.
Naopak, kaºdé symetrické zobrazení φ zadává vztahem

F(u, v) = ⟨φ(u), v⟩ = ⟨u, φ(v)⟩ symetrickou bilineární formu a
jejím zúºením kvadratickou formu. □

Z tohoto tvrzení vyplývá okamºitý d·sledek, ºe pro kaºdou
kvadratickou formu f existuje ortonormální báze zam¥°ení, ve
které má f diagonální matici (a diagonální hodnoty jsou jedno-
zna£n¥ ur£eny aº na po°adí).

Díky ztotoºn¥ní kvadratických forem se zobrazeními m·ºeme
také korektn¥ zavést hodnost kvadratické formy jakoºto hodnost
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F na stranu CF v trojúhelnících CDF , resp. BCF . Vý²ky v rovno-

stranném trojúhelníku splývají s t¥ºnicemi, jedná se tedy o úse£ky

SD a SB, kde S je st°ed strany CF . Protoºe známe sou°adnice bod·

C a F , má bod S sou°adnice
[
−

√
2

4 , 0,
√

2
4

]
a pro vektory máme

SD =
(√

2
4 ,−

√
2

2 ,−
√

2
4

)
a SB =

(√
2

4 ,
√

2
2 ,−

√
2

4

)
. Celkem

cosα =
(√

2
4 ,−

√
2

2 ,−
√

2
4

)
·
(√

2
4 ,

√
2

2 ,−
√

2
4

)
∥∥∥(√

2
4 ,−

√
2

2 ,−
√

2
4

)∥∥∥ · ∥∥∥(√
2

4 ,
√

2
2 ,−

√
2

4

)∥∥∥ = −1
3
.

Je tedy α
.= 132◦. □

4.34. Nyní ukáºeme jednoduché vyuºití Cauchyovy nerovnosti.

Dokaºte, ºe pro kaºdé n ∈ N a pro libovolná kladná £ísla

x1, x2, . . . , xn ∈ R platí

n2 ≤
(

1
x1
+ 1
x2
+ · · · + 1

xn

)
· (x1 + x2 + · · · + xn) .

Poté uve¤te, kdy nastává rovnost.

�e²ení. Posta£uje uváºit Cauchyovu nerovnost

| u · v | ≤ || u || || v ||
v euklidovském prostoru Rn pro vektory

u =
(

1√
x1
,

1√
x2
, . . . ,

1√
xn

)
, v = (√x1,

√
x2, . . . ,

√
xn
)
.

Takto dostaneme

(4.1) n ≤
√

1
x1
+ 1
x2
+ · · · + 1

xn
· √x1 + x2 + · · · + xn.

Dokazovanou nerovnost potom obdrºíme umocn¥ním (∥4.1∥). Dále
víme, ºe Cauchyova nerovnost p°ejde v rovnost, práv¥ kdyº bude vek-

tor u násobkem vektoru v, coº jiº implikuje x1 = x2 = · · · = xn.
□

4.35. Spo£t¥te objem rovnob¥ºnost¥nu v R3 s podstavou v rovi-

n¥ z = 0 a s hranami zadanými dvojicemi vrchol· [0, 0, 0], [−2, 3, 0];
[0, 0, 0], [4, 1, 0] a [0, 0, 0], [5, 7, 3].

�e²ení. Rovnob¥ºnost¥n je zadán vektory (4, 1, 0), (−2, 3, 0),
(5, 7, 3). Víme, ºe jeho objem je roven determinantu∣∣∣∣∣∣

4 −2 5
1 3 7
0 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 3
∣∣∣∣4 −2
1 3

∣∣∣∣ = 3 · 14 = 42.

Dopl¬me, ºe p°i zm¥nách po°adí vektor· bychom obdrºeli vý-

sledek ±42, nebo´ determinant udává orientovaný objem rov-

nob¥ºnost¥nu. Je²t¥ poznamenejme, ºe objem rovnob¥ºnost¥nu by se

dle výpo£tu determinantu nezm¥nil, pokud by t°etí vektor byl [a, b, 3]
pro libovolná £ísla a, b ∈ R. Jeho objem pochopiteln¥ závisí pouze
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její matice v kterékoliv bázi (tj. hodnost je rovna dimenzi obrazu
p°íslu²ného zobrazení φ).

4.28. Klasi�kace kvadrik. Vra´me se k na²í rovnici (4.4). Na²e
výsledky o kvadratických formách nám umoº¬ují dosáhnout rov-
nice ve tvaru

n∑
i=1

λix
2
i +

n∑
i=1

bixi + b = 0.

M·ºeme tedy p°ímo p°edpokládat, ºe ji v takovém tvarumáme
a v dal²ím kroku pro sou°adnice xi s λi ̸= 0 provedeme dopln¥ní
do £tverc·, které �pohltí� kvadráty i lineární £leny týchº nezná-
mých (tzv. Lagrange·v algoritmus, kterému se budeme obecn¥ji
v¥novat níºe) . Tak nám z·stanou nejvý²e ty neznámé, pro které
byl jejich koe�cient u kvadrátu nulový, a získáme tvar

n∑
i=1

λi(xi − pi)2 +
n∑

j spl¬ující λj = 0
bjxj + c = 0.

To odpovídá posunutí po£átku sou°adnic o vektor se sou°adnicemi
pi a zárove¬ volb¥ báze zam¥°ení tak, abychom dostali poºadovaný
diagonální tvar v kvadratické £ásti. Ve vý²e odvozeném ztotoºn¥ní
forem se symetrickými zobrazeními to znamená, ºe φ je diagonální
na ortogonálním dopl¬ku svého jádra. Pokud nám opravdu z·staly
n¥jaké lineární £leny, m·ºeme upravit ortonormální bázi zam¥°ení
na jádru zobrazení φ tak, aby odpovídající lineární forma byla ná-
sobkem prvního prvku duální báze. Umíme tedy jiº dosáhnout vý-
sledného tvaru

k∑
i=1

λiy
2
i + byk+1 + c = 0,

kde k je hodnost matice kvadratické formy f . Pokud je b ̸= 0,
m·ºeme je²t¥ dal²í zm¥nou po£átku dosáhnout vynulování kon-
stanty c v rovnici.

Celkem si tedy shr¬me, ºe lineární £len se m·ºe (ale nemusí)
objevit jen pokud je hodnost f men²í neº n, c ∈ R m·ºe být ne-
nulové pouze kdyº je b = 0. Výsledné rovnice nazýváme kanonic-
kými analytickými tvary kvadrik.

4.29. P°ípad E2. Pro ilustraci p°edchozího postupu projd¥me ce-
lou diskusi je²t¥ jednou pro nejjednodu²²í p°ípad ne-
triviální dimenze. P·vodní rovnice má tvar

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy + a1x + a2y + a = 0.

Volbou vhodné báze zam¥°ení a následným dopln¥ním £tverc· do-
sáhneme tvaru (op¥t pouºíváme stejného zna£ení x, y pro nové
sou°adnice):

a11x
2 + a22y

2 + a1x + a2y + a = 0,

kde ai m·ºe být nenulové pouze v p°ípad¥, ºe aii je nulové. Posled-
ním krokem obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen p°ípadnou
volbou posunutí, dosáhneme práv¥ jedné z rovnic:
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na kolmé vzdálenosti rovin dolní a horní podstavy a jejich obsahu∣∣∣∣4 −2
1 3

∣∣∣∣ = 14. □

4.36. V R3 je dán £ty°st¥n ABCD, kde A = [4, 0, 2],
B = [−2,−3, 1], C = [1,−1,−3], D = [2, 4,−2]. Roz-
hodn¥te, zda leºí bod X = [0,−3, 0] uvnit° tohoto £ty°st¥nu.

�e²ení. Objem £ty°st¥nu je ²estina objemu rovnob¥ºnost¥nu, jehoº t°i

hrany z bodu A jsou B−A = (−6,−3,−1), C−A = (−3,−1,−5)
aD−A = (−2, 4,−4) a ten je dán absolutní hodnotou determinantu∣∣∣∣∣∣

−6 −3 −1
−3 −1 −5
−2 4 −4

∣∣∣∣∣∣ = −124.

Celkem je tedy objem £ty°st¥nu 124
6 . □

4.37. Je dán rovnob¥ºník [0, 0, 1], [2, 1, 1], [3, 3, 1], [1, 2, 1]. Ur£ete
bod X na p°ímce p : [0, 0, 1] + (1, 1, 1)t tak, aby rovnob¥ºnost¥n

ur£ený daným rovnob¥ºníkem a bodem X m¥l objem 1.

�e²ení. Sestavíme determinant, jehoº absolutní hodnota udává objem

rovnob¥ºnost¥nu p°i pohyblivém bodu X:∣∣∣∣∣∣
t t t

2 1 0
1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = 3t.

Poºadujeme, aby byl roven 1, £i −1, tedy t = 1/3 nebo t = −1/3. □

4.38. Jsou dány vektory u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3). Dopl¬te

je t°etím jednotkovým vektorem tak, aby rovnob¥ºnost¥n daný t¥mito

t°emi vektory m¥l co nejv¥t²í objem.

�e²ení. Ozna£me hledaný jednotkový vektor jako t = (t1, t2, t3).

Podle 4.22 je objem rovnob¥ºnost¥nuP3(0; u, v, t) dán jako absolutní
hodnota determinantu∣∣∣∣∣∣
u1 v1 t1
u2 v2 t2
u3 v3 t3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
t1 t2 t3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ = t · (u× v) ≤ ∥t∥∥u× v∥ = ∥u× v∥.
Pouºité znaménko nerovnosti vyplývá z Cauchyovy nerovnosti,

p°i£emº víme, ºe rovnost nastává práv¥ pro t = c(u × v), c ∈ R. Ve-
likost objemu hledaného rovnob¥ºnost¥nu tedy m·ºe být maximáln¥

rovna velikosti obsahu rovnob¥ºníku daného vektory u, v (tj. velikosti

vektoru (u× v)). Rovnost nastane, práv¥ kdyº
t = ± (u× v)

∥(u× v)∥ . □
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0 = x2 /a2 + y2 /b2 + 1 prázdná mnoºina
0 = x2 /a2 + y2 /b2 − 1 elipsa
0 = x2 /a2 − y2 /b2 − 1 hyperbola
0 = x2 /a2 − 2py parabola
0 = x2 /a2 + y2 /b2 bod
0 = x2 /a2 − y2 /b2 dv¥ r·znob¥ºné p°ímky
0 = x2 − a2 dv¥ rovnob¥ºné p°ímky
0 = x2 dv¥ splývající p°ímky
0 = x2 + a2 prázdná mnoºina

Po£átek kartézských sou°adnic je st°edem zkoumané kuºe-
lose£ky, nalezená ortonormální báze zam¥°ení zadává sm¥r poloos,
výsledné koe�cienty a, b pak dávají velikosti poloos v nedegene-
rovaných sm¥rech.

O typu kuºelose£ky m·ºeme rozhodnout i bez úpravy na
n¥který z tvar· uvedený v seznamu 4.29. Jak jiº víme, kaºdou ku-
ºelose£ku m·ºeme napsat ve tvaru

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0.

Determinanty

1 = detA =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , δ =
∣∣∣∣a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣
jsou tzv. invarianty kuºelose£ky, coº znamená, ºe se nem¥ní p°i
euklidovské transformaci sou°adnic (rotace a posunutí) navíc r·zné
typy kuºelose£ek mají r·zná znaménka t¥chto determinant·.

• 1 ̸= 0 vlastní (regulární) kuºelose£ky:
elipsa pro δ > 0, hyperbola pro δ < 0 a parabola pro δ = 0
Aby ²lo o reálnou elipsu, nikoliv imaginární, musí být navíc
(a11 + a22)1 < 0.
• 1 = 0 nevlastní kuºelose£ky (singulární, degenerované),
p°ímky

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe znaménka, resp. nulovost, uvedených
determinant· jsou skute£n¥ invariantní v·£i zm¥n¥ sou°adnic.
(�tená° se m·ºe je²t¥ k t¥mto úvahám vrátit po pro£tení následu-
jící diskuse o projektivní geometrii, se tyto invarianty také úzce
souvisí.)

Ozna£me X =
xy

1

 a A je matice kvadratické formy. Pak

p°íslu²ná kuºelose£ka má tvarXTAX = 0. Kuºelose£ku ve st°edo-
vém základním tvaru dostaneme oto£ením a posunutím, tedy trans-
formací do nových sou°adnicx′ , y′ , pro které platí

x = x′ cosα − y′ sinα + c1,

y = x′ sinα + y′ cosα + c2,

tedy maticov¥ pro nové sou°adnice X′ =
x′y′

1

 platí

(4.5) X =
xy

1

 =
cosα − sinα c1

sinα cosα c2
0 0 1

x′y′
1

 = MX′.
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C. Geometrie kvadratických forem

4.39. Ur£ete polární bázi formy:

f : R3 → R, f (x1, x2, x3) = 3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + 4x2x3 + 6x2
3 .

�e²ení. Její matice je

A =
3 1 0

1 1 2
0 2 6

 .
Podle bodu (1) Lagrangeova algoritmu (viz v¥ta 4.30) provedeme

úpravy

f (x1, x2, x3) = 1
3
(3x1 + x2)

2 + 2
3
x2

2 + 4x2x3 + 6x2
3 =

= 1
3
y2

1 +
3
2
(
2
3
y2 + 2y3)

2 =

= 1
3
z2

1 +
3
2
z2

2

a vidíme, ºe forma má hodnost 2 a matice p°echodu do p°íslu²né po-

lární báze w se získá posbíráním provedených transformací:

z3 = y3 = x3, z2 = 2
3
y2 + 2y3 = 2

3
x2 + 2x3, z1 = y1 = 3x1 + x2,

tedy matice p°echodu od standardní báze k polární bázi je

T =
3 1 0

0 2
3 2

0 0 1

 .
Matici jsme získali tak, ºe jsme odvozené vyjád°ení sou°adnic v po-

lární bázi pomocí sou°adnic ve standardní bázi napsali do °ádk· uvaºo-

vané matice (£tená° si rozmyslí, ºe sloupce této matice jsou sou°adnice

vektor· standardní báze v polární bázi). Sou°adnice vektor· polární

báze pak snadno ode£teme z matice T −1 (jsou to její sloupce).

T −1 =
 1

3 − 1
2 1

0 3
2 −3

0 0 1

 ,
hledaná polární báze tedy je

(( 1
3 , 0, 0

)
,
(− 1

2 ,
3
2 , 0

)
, (1,−3, 1)

)
. □

4.40. Ur£ete polární bázi formy:

f : R3 → R3. f (x1, x2, x3) = 2x1x3 + x2
2 .

�e²ení. Matice dané formy je

A =
0 0 1

0 1 0
1 0 0

 .
Hned v prvním kroku m·ºeme p°ehodit prom¥nné: y1 = x2, y2 = x1,

y3 = x3. Aplikace bodu (1) Lagrangeova algoritmu je pak triviální

(nejsou tu ºádné spole£né £leny), pro dal²í krok ale nastane situace
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Dosazením vztahu X = MX′ do rovnice kuºelose£ky, pak dostá-
váme rovnici kuºelose£ky v nových sou°adnicích, tj.

XTAX = 0,

(MX′)TA(MX′) = 0,

X′TMT A MX′ = 0.

Ozna£me A′ matici kvadratické formy kuºelose£ky v no-
vých sou°adnicích. Pak tedy A′ = MT A M, kde matice

M =
cosα − sinα c1

sinα cosα c2
0 0 1

 má jednotkový determinant, tedy

detA′ = detMT detA detM = detA = 1.
Nutn¥ také determinant A33, který je algebraickým dopl¬kem
prvku a33 je nezávislý na zm¥n¥ sou°adnic, protoºe pro nulové po-
sunutí - tedy pouze oto£ení - je vztah detA′ = detMT detA detM

také platný. V tom p°ípad¥ matice M =
cosα − sinα 0

sinα cosα 0
0 0 1


a detA′

33 = detA33 = δ. Pro samotné posunutí je matice

M =
1 0 c1

0 1 c2
0 0 1

 a tento subdeterminant neovliv¬uje.

4.30. A�nní pohled. V p°edchozích dvou odstavcích jsme hle-
dali podstatné vlastnosti a standardizované analy-
tické popisy objekt· zadávaných v euklidovských
prostorech kvadratickými rovnicemi. Hledali jsme

p°itom co nejjednodu²²í rovnice v mezích daných volností výb¥ru
kartézských sou°adnic. Geometrická formulace na²eho výsledku
pak m·ºe být taková, ºe pro dva r·zné objekty � kvadriky, zadané
v obecn¥ r·zných kartézských sou°adnicích, existuje euklidovská
transformace na En (tj. a�nní bijektivní zobrazení zachovávající ve-
likosti) tehdy a jen tehdy, pokud vý²e uvedený algoritmus vede na
stejný analytický tvar, aº na po°adí sou°adnic. Navíc m·ºeme p°i
na²em postupu p°ímo získat kartézské sou°adnice, ve kterých jsou
na²e objekty dány výslednými kanonickými tvary, a tím i explicitní
vyjád°ení euklidovské transformace, která na²e objekty na sebe
p°evádí (jak víme bude vºdy sloºena z operací posunutí, oto£ení
a zrcadlení v·£i nadrovin¥).

Pochopiteln¥ se m·ºeme ptát, do jaké míry umíme podob-
nou v¥c v a�nních prostorech s volností výb¥ru jakékoliv a�nní
sou°adné soustavy. Nap°. v rovin¥ to bude znamenat, ºe neumíme
rozli²it kruºnici od elipsy, samoz°ejm¥ bychom p°itom m¥li odli²it
hyperbolu a v²echny ostatní typy kuºelose£ek. Hlavn¥ ale splynou
mezi sebou v²echny hyperboly atd.

Ukáºeme si hlavní rozdíl postupu na kvadratických formách
a k záleºitosti se pak je²t¥ vrátíme ve t°etí £ásti této kapitoly.

Uvaºme n¥jakou kvadratickou formu f na vektorovém pro-
storu V a její analytické vyjád°ení f (u) = xT Ax vzhledem ke
zvolené bázi na V . Pro vektor u = x1u1 + · · · + xnun pak také
zapisujeme formu f ve tvaru

f (x1, . . . , xn) =
∑
ij

aijxixj .

V p°edchozích odstavcích jsme jiº s vyuºitím skalárního sou£inu
ukázali, ºe pro vhodnou bázi bude matice A diagonální, tj. ºe pro
p°íslu²nou symetrickou formu F bude platit F(ui, uj ) = 0 p°i
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z bodu (4). Zavedeme tedy transformaci z1 = y1, z2 = y2, z3 = y3−y2.

Pak

f (x1, x2, x3) = z2
1 + 2z2(z3 + z2) = z2

1 +
1
2
(2z2 + z3)

2 − 1
2
z2

3.

Celkem dostáváme z1 = y1 = x2, z2 = y2 = x1, z3 = y3 − y2 =
= x3 − x1. Matice p°echodu T do p°íslu²né polární báze je tedy

T =
 0 1 0

1 0 0
−1 0 1

 a T −1 =
0 1 0

1 0 0
0 1 1

 ,
polární báze je tedy ((0, 1, 0), (1, 0, 1) (0, 1, 1)). □

4.41. Nalezn¥te polární bázi kvadratické formy f : R3 → R, která
je ve standardní bázi dána p°edpisem

f (x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3.

�e²ení. Aplikací uvedeného Lagrangeova algoritmu dostáváme:

f (x1, x2, x3) = 2x1x2 + x2x3 =
substituce podle bodu (4) algoritmu y2 = x2 − x1, y1 = x1

y3 = x3:

= 2x1(x1 + y2)+ (x1 + y2)x3 = 2x2
1 + 2x1y2 + x1x3 + y2x3 =

= 1
2
(2x1 + y2 + 1

2
x3)

2 − 1
2
y2

2 −
1
8
x2

3 + y2x3 =
substituce y1 = 2x1 + y2 + 1

2x3:

= 1
2
y2

1 −
1
2
y2

2 −
1
8
x2

3 + y2x3 = 1
2
y2

1 − 2(
1
2
y2 − 1

2
x3)

2 + 3
8
x2

3 =
substituce y3 = 1

2y2 − 1
2x3:

= 1
2
y2

1 − 2y2
3 +

3
8
x2

3 .

V sou°adnicích y1, y3, x3 má tedy daná kvadratická forma diagonální

tvar, to znamená ºe báze p°íslu²ná t¥mto sou°adnicím je polární bází

dané kvadratické formy. Pokud ji máme vyjád°it musíme získat matici

p°echodu od této polární báze ke standardní bázi. Z de�nice matice

p°echodu jsou pak její sloupce bázovými vektory polární bázi. Matici

p°echodu získáme tak, ºe bu¤ vyjád°íme staré prom¥nné (x1, x2, x3)

pomocí nových prom¥nných (y1, y3, x3), nebo ekvivalentn¥ vyjád°íme

nové prom¥nné pomocí starých (coº jde jednodu²eji), pak ale musíme

spo£ítat inverzní matici.

Máme y1 = 2x1 + y2 + 1
2x3 = 2x1 + (x2 − x1) + 1

2x3 a

y3 = 1
2y2 − 1

2x3 = − 1
2x1 + 1

2x3 − 1
2x3. Matice p°echodu

od zvolené polární báze ke standardní bázi je

T =
 2 1 1

2− 1
2

1
2 − 1

2
0 0 1

 .
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i ̸= j . Kaºdou takovou bázi nazýváme polární báze kvadratické
formy f . Samoz°ejm¥ si pro takový ú£el m·ºeme vºdy skalární
sou£in vybrat. Dokáºeme si ale toto tvrzení znovu bez vyuºití ska-
lárních sou£in· tak, ºe získáme daleko jednodu²²í algoritmus na
to, jak takovou polární bázi najít mezi v²emi bázemi. Tím se zá-
rove¬ dovíme podstatné informace o a�nních vlastnostech kvadra-
tických forem. Následující v¥ta bývá v literatu°e uvád¥na pod ná-
zvem Lagrange·v algoritmus.

V¥ta. Nech´ V je reálný vektorový prostor dimenze n, f : V → R
kvadratická forma. Pak na V existuje polární báze pro f .

D·kaz. (1) Nech´ A je matice f v bázi u = (u1, . . . , un) na
V a p°edpokládejme a11 ̸= 0. Pak m·ºeme psát

f (x1, . . . , xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · · + a22x

2
2 + · · · =

= a−1
11 (a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn)

2+
+ £leny neobsahující x1.

Provedeme tedy transformaci sou°adnic (tj. zm¥nu báze) tak, aby
v nových sou°adnicích bylo

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn, x
′
2 = x2, . . . , x

′
n = xn.

To odpovídá nové bázi (spo£t¥te si jako cvi£ení p°íslu²nou matici
p°echodu!)

v1 = a−1
11 u1, v2 = u2 − a−1

11 a12u1, . . . , vn = un − a−1
11 a1nu1

a tak, jak lze o£ekávat, v nové bázi bude p°íslu²ná symetrická
bilineární forma spl¬ovat g(v1, vi) = 0 pro v²echny i > 0
(p°epo£t¥te!). Má tedy f v nových sou°adnicích analytický tvar
a−1

11 x
′
1

2 + h, kde h je kvadratická forma nezávislá na prom¥nné
x1.

Z technických d·vod· bývá lep²í zvolit v nové bázi v1 = u1,
op¥t dostaneme výraz f = f1 + h, kde f1 závisí pouze na x′1,
zatímco v h se x′1 nevyskytuje. P°itom pak g(v1, v1) = a11.

(2) P°edpokládejme, ºe po provedení kroku (1) dostaneme pro
h matici (°ádu o jedni£ku men²ího) s koe�cientem u x′22 r·zným
od nuly. Pak m·ºeme zopakovat p°esn¥ stejný postup a získáme
vyjád°ení f = f1+f2+h, kde v h vystupují pouze prom¥nné s in-
dexem v¥t²ím neº dv¥. Tak m·ºeme postupovat tak dlouho, aº bu¤
provedeme n−1 krok· a získáme diagonální tvar, nebo v °ekn¥me
i-tém kroku bude prvek aii práv¥ získané matice nulový.

(3) Nastane-li poslední moºnost, ale p°itom existuje jiný pr-
vek ajj ̸= 0 s j > i, pak sta£í p°ehodit i-tý prvek báze s j -tým
a pokra£ovat podle p°ede²lého postupu.

(4) P°edpokládejme, ºe jsme narazili na situaci ajj = 0 pro
v²echny j ≥ i. Pokud p°itom neexistuje ani ºádný jiný prvek
ajk ̸= 0 s j ≥ i, k ≥ i, pak jsme jiº úpln¥ hotovi, nebo´ jsme
jiº dosáhli diagonální matici. P°edpokládejme, ºe ajk ̸= 0. Pou-
ºijeme pak transformaci vj = uj + uk , ostatní vektory báze po-
necháme (tj. x′k = xk − xj , ostatní z·stávají). Pak h(vj , vj ) =
= h(uj , uj ) + h(uk, uk) + 2h(uk, uj ) = 2ajk ̸= 0 a m·ºeme
pokra£ovat podle postupu v (1). □
4.31. A�nní klasi�kace kvadratických forem. Po výpo£tu po-

lární báze Lagrangeovým algoritmem m·ºeme je²t¥
vylep²it bázové vektory pomocí násobení skalárem
tak, aby v p°íslu²ném analytickém vyjád°ení na²í
formy vystupovaly v roli koe�cient· u kvadrát· jed-

notlivých sou°adnic pouze skaláry 1,−1 a 0. Následující v¥ta o se-
trva£nosti °íká navíc, ºe po£et jedni£ek a mínus jedni£ek nezávisí

215

Pro inverzní matici pak máme

T −1

 1
3 − 2

3 − 1
2

1
3

4
3

1
2

0 0 1

 .
Jedna z polárních bází dané kvadratické formy (polární báze není

ur£ena jednozna£n¥) je tedy nap°íklad báze (je dána sloupci poslední

matice) ((1/3, 1/3, 0), (−2/3, 4/3, 0), (−1/2, 1/2, 1)). □

4.42. Ur£ete typ kuºelose£ky dané rovnicí:

3x2
1 − 3x1x2 + x2 − 1 = 0.

�e²ení. Pomocí algoritmu úpravy na £tverec postupn¥ dostáváme:

3x2
1 − 3x1x2 + x2 − 1 = 1

3

(
3x1 − 3

2
x2

)2

− 3
4
x2

2 + x2 − 1 =

= 1
3
y2

1 −
4
3

(
3
4
x2 − 1

2

)2

+ 1
3
− 1 =

= 1
2
y2

1 −
4
3
y2

2 −
2
3
.

Podle seznamu kuºelose£ek 4.29 se tedy jedná o hyperbolu. □

4.43. Pomocí dopln¥ní na £tverce vyjád°ete kvadriku

−x2 + 3y2 + z2 + 6xy − 4z = 0

ve tvaru, ze kterého lze vy£íst její typ.

�e²ení. V²echny £leny obsahující x p°ipojíme k −x2 a provedeme

dopln¥ní na £tverec. Tím získáme

−(x − 3y)2 + 9y2 + 3y2 + z2 − 4z = 0.

�ádné �neºádoucí� £leny obsahující y nemáme, a proto postup opaku-

jeme pro prom¥nnou z, coº dává

−(x − 3y)2 + 12y2 + (z − 2)2 − 4 = 0.

Odtud plyne, ºe existuje transformace prom¥nných, p°i které obdrºíme

(rovnici m·ºeme nejd°íve vyd¥lit 4) rovnici

−x̄2 + ȳ2 + z̄2 − 1 = 0. □

4.44. Ur£ete typ kuºelose£ky 2x2 − 2xy + 3y2 − x + y − 1 = 0.

�e²ení. Determinant je 1 =
∣∣∣∣∣∣

2 −1 − 1
2−1 3 1

2− 1
2

1
2 −1

∣∣∣∣∣∣ = − 23
4 ̸= 0. Jde tedy

o regulární kuºelose£ku. Navíc je δ = 5 > 0, tedy jde o elipsu. Dále
(a11 + a22)1 = (2+ 3) · (− 23

4

)
< 0, jde tedy o reálnou elipsu. □

4.45. Ur£ete typ kuºelose£ky x2 − 4xy − 5y2 + 2x + 4y + 3 = 0.

�e²ení. Determinant je 1 =
∣∣∣∣∣∣

1 −2 1
−2 −5 2
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −34 ̸= 0,

dále je δ =
∣∣∣∣ 1 −2
−2 −5

∣∣∣∣ = −9 < 0, jde tedy o hyperbolu. □
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na na²ich volbách v pr·b¥hu algoritmu. Tyto po£ty nazýváme sig-
naturou kvadratické formy. Op¥t tedy dostáváme úplný popis kva-
dratických forem ve smyslu, ºe dv¥ takové formy jsou p°evoditelná
jedna na druhou pomocí a�nní transformace tehdy a jen tehdy,
kdyº mají stejnou signaturu.

V¥ta. Pro kaºdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na
reálném vektorovém prostoru V existuje celé £íslo 0 ≤ p ≤ r

a r nezávislých lineárních forem φ1, . . . , φr ∈ V ∗ takových, ºe

f (u) = (φ1(u))
2+· · ·+ (φp(u))2− (φp+1(u))

2−· · ·− (φr(u))2.
Jinak °e£eno, existuje polární báze, ve které má f analytické vy-
jád°ení

f (x1, . . . , xn) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r .

Po£et p kladných diagonálních koe�cient· v matici dané kvadra-
tické formy (a tedy i po£et r − p záporných koe�cient·) nezávisí
na volb¥ polární báze.

Dv¥ symetrické maticeA,B dimenze n jsou maticemi téºe kva-
dratické formy v r·zných bázích, práv¥ kdyº mají stejnou hodnost
a kdyº matice p°íslu²ných forem v polární bázi mají stejný po£et
kladných koe�cient·.

D·kaz. Lagrangeovým algoritmem obdrºíme
f (x1, . . . , xn) = λ1x

2
1 + · · · + λrx2

r , λi ̸= 0, v jisté bázi na V .
P°edpokládejme navíc, ºe práv¥ prvních p koe�cient· λi je klad-
ných. Pak transformace y1 = √λ1x1, . . . , yp =

√
λpxp, yp+1 =

= √−λp+1xp+1, . . . , yr = √−λrxr , yr+1 = xr+1 , . . . , yn = xn
jiº vede na poºadovaný tvar. Formy φi pak jsou práv¥ formy
z duální báze ve V ∗ k získané polární bázi. Musíme ale je²t¥
ukázat, ºe p nezávisí na na²em postupu. P°edpokládejme, ºe se
nám poda°ilo najít vyjád°ení téºe formy f v polárních bázích u, v,
tj.

f (x1, . . . , xn) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r ,

f (y1, . . . , yn) = y2
1 + · · · + y2

q − y2
q+1 − · · · − y2

r

a ozna£me podprostor generovaný prvními p vektory prvé báze
P = ⟨u1, . . . , up⟩, a obdobn¥Q = ⟨vq+1 , . . . , vn⟩. Pak pro kaºdý
u ∈ P je f (u) > 0 zatímco pro v ∈ Q je f (v) ≤ 0. Nutn¥ tedy
platí P ∩ Q = {0}, a proto dimP + dimQ ≤ n. Odtud plyne
p + (n − q) ≤ n, tj. p ≤ q. Opa£nou volbou podprostor· v²ak
získáme i q ≤ p.

Je tedy p nezávislé na volb¥ polární báze. Pak ov²em pro dv¥
matice se stejnou hodností a stejným po£tem kladných koe�cient·
v diagonálním tvaru p°íslu²né kvadratické formy získáme stejný
analytický tvar. □

P°i diskusi symetrických zobrazení jsme hovo°ili o de�nit-
ních a semide�nitních zobrazeních. Tatáº diskuse má jasný smysl
i pro symetrické bilineární formy a kvadratické formy. Kvadratic-
kou formu f forma na reálném vektorovém prostoru V nazýváme

(1) pozitivn¥ de�nitní, je-li f (u) > 0 pro v²echny vektory u ̸= 0,
(2) pozitivn¥ semide�nitní, je-li f (u) ≥ 0 pro v²echny vektory

u ∈ V ,
(3) negativn¥ de�nitní, je-li f (u) < 0 pro v²echny vektory u ̸= 0,
(4) negativn¥ semide�nitní, je-li f (u) ≤ 0 pro v²echny vektory

u ∈ V ,
(5) inde�nitní, je-li f (u) > 0 a f (v) < 0 pro vhodné vektory

u, v ∈ V .
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4.46. Ur£ete rovnici kuºelose£ky (a poté její typ), která prochází

body

[−2,−4], [8,−4], [0,−2] , [0,−6] , [6,−2] .

�e²ení. Do obecné rovnice kuºelose£ky

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy + a1x + a2y + a = 0

postupn¥ dosadíme sou°adnice zadaných bod·. Takto obdrºíme sou-

stavu

4a11 + 16a22 + 16a12 − 2a1 − 4a2 + a = 0,
64a11 + 16a22 − 64a12 + 8a1 − 4a2 + a = 0,

4a22 − 2a2 + a = 0,
36a22 − 6a2 + a = 0,

36a11 + 4a22 − 24a12 + 6a1 − 2a2 + a = 0.

V maticovém zápisu provedeme úpravy
4 16 16 −2 −4 1

64 16 −64 8 −4 1
0 4 0 0 −2 1
0 36 0 0 −6 1

36 4 −24 6 −2 1

 ∼ · · ·

· · · ∼


4 16 16 −2 −4 1
0 4 0 0 −2 1
0 0 64 −8 12 −9
0 0 0 24 −36 27
0 0 0 0 3 −2

 ∼ · · ·

· · · ∼


48 0 0 0 0 −1
0 12 0 0 0 −1
0 0 64 0 0 0
0 0 0 24 0 3
0 0 0 0 3 −2

 .
Hodnotu a m·ºeme zvolit. Zvolíme-li a = 48, dostaneme

a11 = 1, a22 = 4, a12 = 0, a1 = −6, a2 = 32.

Kuºelose£ka má tudíº rovnici

x2 + 4y2 − 6x + 32y + 48 = 0.

V této rovnici doplníme výrazy x2 − 6x, 4y2 + 32y na druhé mocniny

dvoj£len·, coº dává

(x − 3)2 + 4(y + 4)2 − 25 = 0,

resp.

(x − 3)2

52
+ (y + 4)2( 5

2

)2 − 1 = 0.

Vidíme, ºe se jedná o elipsu se st°edem v bod¥ [3,−4]. □
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Stejné názvy pouºíváme i pro symetrické reálné matice, jsou-li ma-
ticemi pat°i£ných kvadratických forem. Signaturou symetrické ma-
tice pak rozumíme signaturu p°íslu²né kvadratické formy.

4.32. V¥ta (Sylvestrovo kritérium). Symetrická reálná maticeA je
pozitivn¥ de�nitní, práv¥ kdyº jsou v²echny její vedoucí hlavní mi-
nory kladné.

Symetrická reálná matice A je negativn¥ de�nitní, práv¥ kdyº
(−1)i |Ai | > 0 pro v²echny vedoucí hlavní submatice Ai .

D·kaz. Budeme si muset podrobn¥ji rozebrat, jak vypadají
transformace pouºité v Lagrangeov¥ algoritmu pro
konstrukci polární báze. Transformace pouºité v prv-
ním kroku tohoto algoritmumají vºdy horní trojúhel-
níkovou matici T a navíc, p°i pouºití technické mo-

di�kace zmín¥né v d·kazu v¥ty 4.30, má tato matice jedni£ky na
diagonále:

T =
1 − a12

a11
. . . − an2

a11
0 1 . . . 0
...

. . .
...

 .
Taková matice p°echodu od báze u k bázi v má n¥kolik p¥kných
vlastností. Zejména její vedoucí hlavní submatice Tk tvo°ené
prvními k °ádky a sloupci jsou matice p°echodu podprostor·
Pk = ⟨u1, . . . , uk⟩ od báze (u1, . . . , uk) k bázi (v1 . . . , vk).
Hlavní submatice Ak matice A formy f jsou maticemi zúºení
formy f na Pk . P°i p°echodu od u k v daném maticí p°echodu
T jsou tedy matice Ak a A′

k zúºení na podprostory Pk ve vztahu
Ak = T Tk A

′
k(Tk)

−1. Inverzní matice k horní trojúhelníkové ma-
tici s jedni£kami na diagonále je p°itom op¥t horní trojúhelníková
matice s jedni£kami na diagonále, m·ºeme tedy podobn¥ vyjád°it
i A′ pomocí A. Podle Cauchyovy v¥ty jsou tedy determinanty
matic Ak a A′

k stejné. Celkem jsme tak dokázali velice uºite£né
pomocné tvrzení:

Nech´ je f kvadratická forma na V , dimV = n, a nech´ je
u báze V taková, ºe p°i hledání polární báze Lagrangeovým algo-
ritmem není nikdy pot°ebné pouºít body (3) a (4). Pak je výsledkem
analytické vyjád°ení

f (x1, . . . , xn) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · · + λrx2

r ,

kde r je hodnost formy f , λ1, . . . , λr ̸= 0 a pro vedoucí
hlavní submatice (p·vodní) matice A kvadratické formy f platí
|Ak| = λ1λ2 . . . λk , k ≤ r.

V námi uvaºovaném postupu se p°i kaºdé postupné transfor-
maci vºdy dal²í sloupec pod diagonálou v matici A vynuluje. Od-
tud je jiº jasné, ºe p°ípadná nenulovost vedoucích hlavních minor·
vmaticiA zaru£í nenulovost dal²ího diagonálního £lenu vA. Touto
úvahou jsme dokázali tzv. Jacobiho v¥tu:

D·sledek. Nech´ f je kvadratická forma hodnosti r na vektorovém
prostoru V s maticí A v bázi u. V Lagrangeov¥ algoritmu není za-
pot°ebí jiného kroku neº dopln¥ní £tverc·, práv¥ kdyº pro vedoucí
hlavní submatice v A platí |A1| ̸= 0, . . . , |Ar | ̸= 0. Pak existuje
polární báze (a obdrºíme ji vý²e odvozeným algoritmem), ve které
má f analytické vyjád°ení

f (x1, . . . , xn) = |A1|x2
1 +
|A2|
|A1|x

2
2 + · · · +

|Ar |
|Ar−1 |x

2
r .

Jsou-li tedy v²echny vedoucí hlavní minory kladné, pak podle
práv¥ dokázané Jacobiho v¥ty je jist¥ f pozitivn¥ de�nitní.
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4.47. Dal²í charakteristiky kuºelose£ek. Zabývejme se je²t¥ po-

drobn¥ji n¥kterými dal²ími pojmy, které se pojí s kuºelose£kami.Osa

kuºelose£ky je p°ímka, podle které je kuºelose£ka osov¥ soum¥rná.

Z kanonického vyjád°ení kuºelose£ky v polární bázi (4.29) plyne, ºe

elipsa má dv¥ osy (x = 0 a y = 0), parabola má jenu osu (x = 0)
a hyperbola má dv¥ osy (x = 0 a y = 0). Pr·niky os se samotnou ku-

ºelose£kou se nazývají vrcholy kuºelose£ky. �ísla a, b z kanonického

vyjád°ení kuºelose£ky (které udávají vzdálenost vrchol· od po£átku)

se nazývají délky poloos. V p°ípad¥ elipsy a hyperboly se osy navzá-

jem protínají v po£átku. Podle tohoto bodu je pak kuºelose£ka z°ejm¥

st°edov¥ soum¥rná. Takový bod se nazývá st°edem kuºelose£ky. Krom¥

vrchol· a st°ed· existují je²t¥ dal²í význa£né body leºící na ose ku-

ºelose£ky. Pro elipsu jsou to ohniska elipsy E, F charakterizované

vlastností |EX| + |FX| = 2a pro libovolný bod X leºící na elipse.

Následující p°íklad ukazuje, ºe takové body E a F skute£n¥ existují.

4.48. Existence ohnisek. Pro elipsu o velikostech poloos a > b jsou

body E = [−e, 0] a F = [e, 0], kde e = √a2 − b2 jejími ohnisky

(v polárních sou°adnicích).

�e²ení. Uvaºujme body X = [x, y], které spl¬ují podmínku

|EX| + |FX| = 2a a ukáºeme, ºe to jsou práv¥ body elipsy.

V sou°adnicích má tato rovnice tvar√
(x + e)2 + y2 +

√
(x − e)2 + y2 = 2a.

Umocn¥ním rovnice a její úpravou dostaneme ekvivalentní rovnici

(a2 − e2)x2 + a2y2 = a2(a2 − e2).

Dosazením e2 = a2 − b2 a vyd¥lením a2b2 dostaneme kanonickou

rovnici elipsy
x2

a2
+ y

2

b2
= 1. □

Poznámka. �íslo e z p°edchozího p°íkladu se nazývá excentricita

(výst°ednost) elipsy. Podobn¥ de�nujeme ohniska hyperboly jako body

E, F , které spl¬ují ||EX| − |FX|| = 2a pro libovolný bod X leºící

na hyperbole. M·ºete si ov¥°it, ºe tuto vlastnost spl¬ují v polární bázi

body [−e, 0] a [e, 0], kde e = √a2 + b2. Ohnisko paraboly je bod F ,

který má v polární bázi sou°adnice F = [
0, p2

]
a je charakterizován

tím, ºe jeho vzdálenost od libovolného boduX paraboly je stejná jako

jako vzdálenost X od p°ímky y = −p

2 .

4.49. Ur£ete ohniska elipsy x2 + 2y2 = 2.

�e²ení. Z rovnice p°ímo ode£teme, ºe velikosti poloos jsou a = √2
a b = 1. Poté jiº snadno dopo£ítáme z p°edchozího p°íkladu (∥4.48∥):
e = √a2 − b2 = 1, sou°adnice ohnisek jsou tedy [−1, 0] a [1, 0]. □
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P°edpokládejme naopak, ºe forma f je pozitivn¥ de�nitní. Pak
pro vhodnou regulární matici P platí A = P TEP = P T P . Je
tedy |A| = |P |2 > 0. Nech´ u je zvolená báze, ve které má forma
f matici A. Zúºení f na podprostory Vk = ⟨u1, . . . , uk⟩ je op¥t
pozitivn¥ de�nitní forma fk , jejíº maticí v bázi u1, . . . , uk je ve-
doucí hlavní submatice Ak . Proto je podle p°edchozí £ásti d·kazu
také |Ak| > 0.

Tvrzení o negativn¥ de�nitních vyplývá z p°edchozího
a skute£nosti, ºe A je pozitivn¥ de�nitní práv¥, kdyº −A je
negativn¥ de�nitní. □

3. Projektivní geometrie

V mnoha elementárních textech o analytické geometrii auto°i
kon£í a�nními a euklidovskými objekty popsanými
vý²e. Na spoustu praktických úloh euklidovská nebo
a�nní geometrie sta£í, na jiné bohuºel ale nikoliv.

Tak t°eba p°i zpracovávání obrazu z kamery
nejsou zachovávány úhly a rovnob¥ºné p°ímky se mohou (ale
nemusí) protínat. Dal²ím dobrým d·vodem pro hledání ²ir²ího
rámce geometrických úloh a úvah je poºadovaná robustnost
a jednoduchost numerických operací. Daleko jednodu²²í jsou totiº
operace provád¥né prostým násobením matic a velice t¥ºko se od
sebe odli²ují malinké úhly od nulových, proto je lep²í mít nástroje,
které takové odli²ení nevyºadují.

Základní ideou projektivní geometrie je roz²í°ení a�nních pro-
stor· o body v nekone£nu zp·sobem, který bude dob°e umoº¬ovat
manipulace s lineárními objekty typu bod·, p°ímek, rovin, pro-
jekcí, apod.

4.33. Projektivní roz²í°ení a�nní roviny. Za£neme tím nejjed-
nodu²²ím zajímavýmp°ípadem, geometrií v rovin¥. Jestliºe si body
roviny A2 p°edstavíme jako rovinu z = 1 v R3, pak kaºdý bod P
na²í a�nní roviny p°edstavuje vektor u = (x, y, 1) ∈ R3 a tím
i jednorozm¥rný podprostor ⟨u ⟩ ⊂ R3. Naopak, skoro kaºdý
jednorozm¥rný podprostor v R3 protíná na²i rovinu v práv¥ jed-
nom bod¥ P a jednotlivé vektory takového podprostoru jsou dány
sou°adnicemi (x, y, z) jednozna£n¥, aº na spole£ný skalární náso-
bek. �ádný pr·nik s na²í rovinou nebudou mít pouze podprostory
s body o sou°adnicích (x, y, 0).

Projektivní rovina

De�nice. Projektivní rovina P2 je mnoºina v²ech jedno-
rozm¥rných podprostor· v R3. Homogenní sou°adnice bodu
P = (x : y : z) v projektivní rovin¥ jsou trojice reálných
£ísel ur£ené aº na spole£ný skalární násobek, p°i£emº alespo¬
jedno z nich musí být nenulové. P°ímka v projektivní rovin¥ je
de�nována jako mnoºina jednorozm¥rných podprostor· (tj. bod·
v P2), které vyplní dvourozm¥rný podprostor (tj. rovinu) v R3.

Abychom m¥li p°ed o£ima konkrétní p°íklad, podívejme se
v a�nní rovin¥ R2 na dv¥ rovnob¥ºné p°ímky

L1 : y − x − 1 = 0, L2 : y − x + 1 = 0.

Jestliºe budeme body p°ímek L1 a L2 chápat jako kone£né body
v projektivním prostoru P2, budou zjevn¥ jejich homogenní
sou°adnice (x : y : z) spl¬ovat rovnice

L1 : y − x − z = 0, L2 : y − x + z = 0.
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4.50. Dokaºte, ºe sou£in vzdáleností ohnisek elipsy od její libovolné

te£ny je konstantní a zjist¥te velikost této konstanty.

�e²ení. Uvaºme polární bázi. V ní má matice elipsy diagonální tvar

diag
( 1
a2 ,

1
b2 ,−1

)
a rovnice poláry (te£ny) v bod¥ X=[x0, y0] má tvar

x0
a2 x + y0

b2 y = 1. Vzdálenost ohnisek E,F= [∓e, 0] od této p°ímky je

rovna
1± e x0

a2√
x2

0
a4 + y2

0
b4

a jejich sou£in je tedy

1− e2 x
2
0
a4

x2
0
a4 + y2

0
b4

.

Dosadíme-li e2 = a2−b2 a
y2

0
b2 = 1− x2

0
a2 (bod X leºí na elipse), zjistíme,

ºe p°edchozí výraz je roven b2. □

4.51. Jakou velikost mají poloosy elipsy, kdyº je sou£et jejich veli-

kostí roven vzdálenosti mezi ohnisky a ta je rovna 1.

�e²ení. �e²íme soustavu

a + b = 1,
2e = 2

√
a2 − b2 = 1

a najdeme °e²ení a = 5
8 , b = 3

8 . □

4.52. Pro jaké sm¥rnice k jsou p°ímky vedené z bodu [−4, 2]
se£nami a kdy te£nami elipsy dané rovnicí

x2

9
+ y

2

4
= 1.



KAPITOLA 4. ANALYTICKÁ GEOMETRIE

Je vid¥t, ºe pr·nikem L1 ∩ L2 bude v tomto kontextu bod
(−1 : 1 : 0) ∈ P2, tj. nevlastní bod odpovídající spole£nému
zam¥°ení obou p°ímek.

4.34. A�nní sou°adnice v projektivní rovin¥. Pokud za£neme
naopak projektivní rovinou P2 a budeme v ní chtít uvid¥t
a�nní rovinu jako její �kone£nou� £ást, pak m·ºememísto
roviny z = 1 vzít vR3 jakoukoliv jinou rovinu σ neprochá-
zející po£átkem 0 ∈ R3. Kone£né body pak budou ty jed-

norozm¥rné podprostory, které mají neprázdný pr·nik s rovinou
σ .

Pokra£ujme v na²em p°íkladu rovnob¥ºných p°ímek z p°ed-
chozího odstavce a podívejme se, jak budou jejich rovnice vypadat
v sou°adnicích v a�nní rovin¥, která bude dána jako y = 1. Za tím
ú£elem sta£í dosadit y = 1 do p°edchozích rovnic:

L′
1 : 1− x − z = 0, L′

2 : 1− x + z = 0.

Nyní jsou �nekone£né� body na²í p·vodní a�nní roviny dány
vztahem z = 0 a vidíme, ºe na²e p°ímky L′

1 a L′
2 se protí-

nají v bod¥ (1, 1, 0). To odpovídá geometrické p°edstav¥, ºe rov-
nob¥ºné p°ímky L1, L2 v a�nní rovin¥ se protínají v nekone£nu a
to v bod¥ (1 : 1 : 0).

4.35. Projektivní prostory a transformace. Ná² postup v a�nní
rovin¥ se p°irozeným zp·sobem zobec¬uje na kaºdou
kone£nou dimenzi.

Volbou libovolné a�nní nadroviny An ve vek-
torovém prostoru Rn+1, která neprochází po£átkem,

m·ºeme ztotoºnit body P ∈ An s jednorozm¥rnými podprostory,
které tyto body generují. Zbylé jednorozm¥rné podprostory vyplní
nadrovinu rovnob¥ºnou s An a °íkáme jim nekone£né body nebo
také nevlastní body v projektivním roz²í°ení Pn a�nní roviny An.

Zjevn¥ je vºdy mnoºina nevlastních bod· v Pn projektiv-
ním prostorem dimenze o jedni£ku niº²ím. A�nní p°ímka má ve
svém projektivním roz²í°ení pouze jediný nevlastní bod (oba konce
p°ímky se �potkají� v nekone£nu a projektivní p°ímka proto vy-
padá jako kruºnice), projektivní rovina má projektivní p°ímku ne-
vlastních bod·, trojrozm¥rný projektivní prostor má projektivní ro-
vinu nevlastních bod· atd.

Je²t¥ obecn¥ji zavádíme projektivizaci vektorového prostoru:
pro libovolný vektorový prostor V dimenze n+ 1 de�nujeme

P(V ) = {P ⊆ V ; P ⊆ V , dimV = 1}.
Volbou libovolné báze u ve V dostáváme tzv. homogenní sou°ad-
nice na P(V ) tak, ºe pro P ∈ P(V ) pouºijeme jeho libovolný ne-
nulový vektor u ∈ V a sou°adnice tohoto vektoru v bázi u. Bod·m
projektivního prostoruP(V ) °íkáme geometrické body, zatímco je-
jich nenulové generátory ve V nazýváme °íkáme aritmetické repre-
zentanty.

P°i zvolených homogenních sou°adnicích je moºné jednu z je-
jich hodnot za�xovat na jedni£ku (tj. vylou£íme v²echny body
projektivního prostoru s touto sou°adnicí nulovou) a získáme tak
vloºení n�rozm¥rného a�nního prostoruAn ⊂ P(V ). To je p°esn¥
konstrukce, kterou jsme pouºili v na²em p°íkladu projektivní ro-
viny.
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�e²ení. Sm¥rový vektor p°ímky je (1, k) a proto je parametrické vy-

jád°ení p°ímky x = −4+ t, y = 2+kt. Pr·se£ík s elipsou pak spl¬uje
(−4+ t)2

9
+ (2+ kt)

2

4
= 1.

Tato kvadratická rovnice má diskriminant roven

D = −k 9(7k + 16).

To znamená, ºe v intervalu k ∈ (− 16
7 , 0

)
má dv¥ °e²ení, tj. p°ímka je

se£na, a pro sm¥rnici k = − 16
7 a k = 0 jediné °e²ení, tj. p°ímka je

te£na. □

4.53. Najd¥te rovnici te£ny k elipse 3x2 +7y2 = 30, jejíº vzdálenost
od st°edu elipsy je rovna 3.

�e²ení. St°ed elipsy je v po£átku sou°adnic a pro vzdálenost d p°ímky

ax + by + c = 0 od po£átku se odvodí d = |c|√
a2+b2

. Te£na ze za-

dání tedy spl¬uje a2 + b2 = c2

9 . Rovnice te£ny v bod¥ [xT , yT ] je
3xxT + 7yyT − 30 = 0. Pro sou°adnice bodu dotyku tak dostá-

váme soustavu

(3xT )2 + (7yT )2 = 100,
3x2

T + 7y2
T = 30.

Jejím °e²ením je xT = ±
√

55
6 , yT = ±

√
5

14 . Vzhledem k symetrii

elipsy dostáváme £ty°i °e²ení ±3
√

55
6 x ± 7

√
5
14y − 30 = 0. □

4.54. Je dána hyperbola x2 −y2 = 2. Ur£ete rovnici hyperboly, která
má stejná ohniska a prochází bodem [−2, 3].

�e²ení. Výst°ednost zadané hyperboly je e = √2+ 2 = 2. Rovnice
hledané hyperboly bude x2

a2 − y2

b2 = 1 a její výst°ednost bude spl¬ovat

e2 = a2 + b2 = 4. Podmínka, ºe bod [−2, 3] leºí na hyperbole dává
4
a2 − 9

b2 = 1. �e²ením této soustavy je a2 = 1, b2 = 3. Hledaná

hyperbola je tedy x2 − y2

3 = 1. □

4.55. Ur£ete rovnice te£en hyperboly 4x2 − 9y2 = 1, kolmých na

p°ímku x − 2y + 7 = 0.

�e²ení. V²echny p°ímky kolmé na zadanou p°ímku mají tvar

2x + y + c = 0 pro n¥jaké c. Hledaná p°ímka má

mít práv¥ jeden pr·nik se zadanou hyperbolou, tj. rovnice

4x2 − 9(−2x − c)2 = 1 má mít jedno °e²ení. To nestane

tehdy, kdyºD = (36c)2 − 4.32.(9c2 + 1) = 0. Odtud c = ± 2
√

2
3 .

□
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4.36. Perspektivní projekce. Velmi dob°e jsou výhody pro-
jektivní geometrie vid¥t na perspektivní projekci
R3 → R2. P°estavme si, ºe pozorovatel sedící
v po£átku pozoruje �polovinu sv¥ta�, tj. body
(X, Y,Z) ∈ R3 se Z > 0 a obraz vidí �promítnutý�

na plátn¥ daném rovinou Z = f > 0.
Bod (X, Y, Z) �reálného sv¥ta� se mu tedy promítá na bod

(x, y) na pr·m¥tn¥ takto:

x = f X
Z
, y = f Y

Z
.

To je nejen nelineární formule, ale navíc p°i Z malém bude velice
problematická p°esnost výpo£t·.

P°i roz²í°ení této transformace na zobrazení P3 → P2 dostá-
váme zobrazení

(X : Y : Z : W) 7→ (x : y : z) = (−fX : −f Y : Z),
tj. popsané prostým lineárním vztahem

xy
z

 =
f 0 0 0

0 f 0 0
0 0 1 0

 ·

X

Y

Z

W

 .
Tento jednoduchý výraz zadává perspektivní projekci pro

kone£né body v R3 ⊂ P3, které dosazujeme jako výrazy sW = 1.
P°itom jsem elegantn¥ odstranili problémy s body, jejichº obraz
utíká do nekone£na. Skute£n¥, je�li Z-ová sou°adnice skute£ného
bodu scény blízká nule, bude hodnota t°etí homogenní sou°ad-
nice obrazu mít sou°adnici blízkou nule, tj. bude p°edstavovat bod
blízký nekone£nu.

4.37. A�nní a projektivní transformace. Kaºdé prosté lineární
zobrazení φ : V1 → V2 mezi vektorovými prostory sa-
moz°ejm¥ zobrazuje jednorozm¥rné podprostory na jedno-
rozm¥rné podprostory. Tím vzniká zobrazení na projektivi-
zacích T : P(V1)→ P(V2). Takovým zobrazením °íkáme

projektivní zobrazení, v literatu°e je pouºíván také pojem koline-
ace, pokud je toto zobrazení invertibilní.

Jinak °e£eno, projektivní zobrazení je takové zobrazení mezi
projektivními prostory, ºe v kaºdé soustav¥ homogenních sou°ad-
nic na de�ni£ním oboru i obrazu je toto zobrazení zadáno náso-
bením vhodnou maticí. Obecn¥ji, pokud na²e pomocné lineární
zobrazení není prosté, de�nuje projektivní zobrazení pouze mimo
svoje jádro, tj. na bodech, jejichº homogenní sou°adnice se nezob-
razují na nulu.

Prostá zobrazení V → V vektorového prostoru na sebe jsou
invertibilní, v²echna projektivní zobrazení projektivního prostoru
Pn na sebe jsou tedy invertibilní téº. �íká se jim také regulární
kolineace nebo projektivní transformace. Odpovídají v homogen-
ních sou°adnicích invertibilnímmaticím dimenze n+1. Dv¥ takové
matice zadávají stejnou projektivní transformaci, práv¥ kdyº se li²í
o konstantní násobek.

Jestliºe si zvolíme první sou°adnici jako tu, jejíº nulovost
ur£uje nevlastní body, budou transformace, které zachovávají ne-
vlastní body, dány maticemi, jejichº první °ádek musí být aº na
první £len nulový. Jestliºe budeme chtít p°ejít do a�nních sou°ad-
nic kone£ných bod·, tj. za�xujeme si hodnotu první sou°adnice
na jedni£ku, musí být první prvek na prvním °ádku být také rovný
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4.56. Projektivní pohled na kuºelose£ky. Pojem projektivního pro-

storu nám také umoº¬uje se novým pohledem podívat na jiº známé

kuºelose£ky (srovnej s 4.42). Kuºelose£ku v E2 zadanou kvadratickou

formou

f (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33

m·ºeme chápat jako mnoºinu bod· v projektivní rovin¥ P2 s homo-

genními sou°adnicemi (x : y : z), které jsou nulové body homogenní

kvadratické formy

f (x, y, z) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13xz+ 2a23yz+ a33z
2.

Tu m·ºeme jednodu²e psát jako f (v) = vTAv, kde v je sloupcový

vektor o sou°adnicích (x, y, z) a matice A je symetrická matice (aij ).

Podle v¥ty 4.31 existuje báze, ve které má tato kvadratická forma jeden

z následujících tvar·

f (x, y, z) = x2 + y2 + z2, f (x, y, z) = x2 + y2 − z2.

V prvním p°ípad¥ je °e²ením f (x, y, z) = 0 jediný (nevlastní) bod

a proto p·vodní forma nezadávala reálnou kuºelose£ku. Druhá kvad-

ratická forma zadává kuºel v R3. P°íslu²nou kuºelose£ku dostaneme

p°echodem zp¥t k nehomogenním sou°adnicím. To znamená °ezem to-

hoto kuºele rovinou, která m¥la v p·vodní bázi rovnici z = 1. Od-
tud dostaneme ihned klasi�kaci kuºelose£ek z 4.29., která odpovídá

°ez·m kuºele v R3 r·znými rovinami. �ezy, které dávají vlastní ku-

ºelose£ky jsou znázorn¥ny na obrázku. Nevlastní kuºelose£ky odpoví-

dají °ez·m rovinami, které prochází vrcholem kuºele.

Pro kuºelose£ku v projektivní rovin¥ de�nujeme následující

uºite£né pojmy:

Body P,Q ∈ P2 p°íslu²né jednorozm¥rným podprostor·m

⟨p⟩, ⟨q⟩ (generovanými vektory p, q ∈ R3) se nazývají polárn¥

sdruºené vzhledem ke kuºelose£ce f , pokud platí F(p, q) = 0, tj.
pTAq = 0.

Bod P = ⟨p⟩ se nazývá singulárním bodem kuºelose£ky f ,

jestliºe je polárn¥ sdruºený vzhledem k f se v²emi body roviny, tj.

F(p, x) = 0 pro v²echna x ∈ P2. To jinými slovy znamená

Ap = 0. Tím pádem matice A kuºelose£ky se singulárním bodem
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jedné. Matice kolineací zachovávajících kone£né body na²eho a�n-
ního prostoru tedy mají tvar:

1 0 · · · 0
b1 a11 · · · a1n
...

...

bn an1 · · · ann

 ,
kde b = (b1, . . . , bn)

T ∈ Rn a A = (aij ) je invertibilní matice
dimenze n. P·sobení takové matice na vektoru (1, x1, . . . , xn) je
práv¥ obecná a�nní transformace, kde b zadává posunutí a A její
lineární £ást. Jsou tedy a�nní zobrazení práv¥ ty kolineace, které
zachovávají nadrovinu nevlastních bod·.

4.38. Ur£ení kolineací. K zadání a�nního zobrazení je nutné
a sta£í libovoln¥ zadat obraz a�nního repéru. V práv¥
uvedeném popisu a�nních transformací jako speci-
álního p°ípadu projektivních zobrazení to odpovídá
vhodné volb¥ obrazu vhodné aritmetické báze vekto-

rového prostoru V .
Obecn¥ ale neplatí, ºe obraz aritmetické báze V jednozna£n¥

ur£í kolineaci. Ukaºme si podstatu problému na jednoduchém
p°íkladu a�nní roviny. Jestliºe si zvolíme v rovin¥ £ty°i bodyA, B,
C, D tak, aby kaºdá z nich utvo°ená trojice byla v obecné poloze
(tj. ºádné t°i z nich neleºí na jedné p°ímce), m·ºeme si libovoln¥
zvolit jejich obraz v kolineaci následujícím zp·sobem:

Zvolme jakkoliv jejich £ty°i obrazy A′, B′ , C′ , D′ se stejnou
vlastností a zvolme si jejich homogenní sou°adnice u, v, w, z, u′,
v′, w′, z′ v R3. Vektory z a z′ pak m·ºeme jist¥ zapsat pomocí
lineárních kombinací

z = c1u+ c2v + c3w, z′ = c′1u′ + c′2v′ + c′3w′,
p°i£emº v²ech ²est koe�cient· musí být nenulových, nebo´ jinak
by n¥která trojice z na²ich bod· nebyla v obecné poloze.

Nyní si zvolíme nové aritmetické reprezentanty bod·
A, B a C po °ad¥ jako ũ = c1u, ṽ = c2v a w̃ = c3w a stejn¥
ũ′ = c1u

′, ṽ′ = c2v
′ a w̃′ = c3w

′ pro body A′, B′ a C′ . Tato volba
zadává jediné lineární zobrazení φ zobrazující postupn¥

φ(ũ) = ũ′, φ(v′) = ṽ′, φ(w̃) = w̃′.
Zárove¬ v²ak platí

φ(z) = φ(ũ+ ṽ + w̃) = ũ′ + ṽ′ + w̃′ = z′,
a tedy námi zkonstruovaná kolineace skute£n¥ zobrazuje body tak,
jak jsme si p°edem zvolili. Lineární zobrazení φ p°itom bylo dáno
na²í konstrukcí jednozna£n¥, takºe je kolineace dána na²í volbou
jednozna£n¥.

Na²e argumentace z·stává v platnosti, i kdyº jsou n¥které ze
zvolených bod· nevlastní (tj. jeden nebo dva). Je²t¥ jednodu²eji
bychom vid¥li ilustraci téhoº jevu na regulárních kolineacích pro-
jektivní p°ímky, které jsou zadány po dvou r·znými obrazy t°ech
po dvou r·zných bod·.

Postup, který jsme pouºili zjevn¥ funguje pro libovolné di-
menze. O n + 2 bodech projektivního prostoru °ekneme, ºe jsou
v obecné poloze, jestliºe ºádných n+1 z nich neleºí v stejné nadro-
vin¥. �íkáme také, ºe jde o lineárn¥ nezávislé body, které tvo°í ge-
ometrickou bázi projektivního prostoru.

V¥ta. Regulární kolineace na n�rozm¥rném projektivním prostoru
je jednozna£n¥ ur£ena libovolným zobrazením n+2 bod· v obecné
poloze, jejichº obrazy jsou op¥t body v obecné poloze.
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nemá maximální hodnost a tak zadává nevlastní kuºelose£ku. Vlastní

kuºelose£ky tedy neobsahují singulární body.

Mnoºinu v²ech bod· X = ⟨x⟩ polárn¥ sdruºených s bodem

P = ⟨p⟩ nazýváme polárou bodu P vzhledem ke kuºelose£ce f . Je

to tedymnoºina bod·, pro které platíF(p, x) = pTAx = 0. Protoºe
je polára zadaná lineární kombinací sou°adnic, je to vºdy (v nesingu-

lárním p°ípad¥) p°ímka. Geometrický význam poláry vysv¥tluje násle-

dující v¥ta.

4.57. Charakterizace polár. Uvaºme vlastní kuºelose£ku f Polárou

bodu P ∈ f vzhledem k projektivní kuºelose£ce f je te£na k f s bo-

dem dotykuP . Polárou boduP /∈ f je p°ímka daná body dotyku te£en

sestrojených z bodu P ke kuºelose£ce f .

�e²ení. Nejprve uvaºujme P ∈ f a ukáºeme sporem, ºe polára

má s kuºelose£kou práv¥ jeden spole£ný bod (bod dotyku). P°edpo-

kládejme tedy, ºe polára bodu P , ur£ená rovnicí F(p, x) = 0, pro-
tne vlastní kuºelose£ku f v bod¥ Q = ⟨q⟩ ̸= P . Pak z°ejm¥ platí

F(p, q) = 0 a f (q) = F(q, q) = 0. Pro libovolný bod X = ⟨x⟩
leºící na p°ímce ur£ené body P a Q pak máme x = αp + βq pro

n¥jaké α, β ∈ R. Díky bilinearit¥ a symetrii F pak dostáváme

f (x) = F(x, x) = α2F(p, p)+ 2αβF(p, q)+ β2F(q, q) = 0

a to znamená, ºe kaºdý bod X p°ímky leºí na kuºelose£ce f . Kdyº

ale kuºelose£ka obsahuje p°ímku, pak musí být nevlastní, coº je spor

s p°edpokladem. Zárove¬ vidíme, ºe v p°ípad¥ nevlastní kuºelose£ky

je polárou samotná (tzv. tvo°ící) p°ímka kuºelose£ky.

Tvrzení pro p°ípad P /∈ f vyplývá z následujícího d·sledku

symetrie bilineární formy F . Pokud bodQ leºí na polá°e bodu P , pak

bod P leºí na polá°e boduQ. □

Pomocí polárn¥ sdruºených bod· m·ºeme také nalézt bez pouºití

Lagrangeova algoritmu rovnice os kuºelose£ek i st°ed kuºelose£ky.

Napi²me matici kuºelose£ky jako blokovou matici

A =
(
Ā a

aT α

)
,
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D·kaz. D·kaz se provede zcela stejn¥, jak jsme postupovali
v dimenzi dv¥. Doporu£ujeme rozepsat podrobn¥ jako cvi£ení. □

4.39. Dvojpom¥ry. P°ipome¬me, ºe a�nní zobrazení zachová-
vají pom¥ry velikostí úse£ek na kaºdé p°ímce. Tech-
nicky jsme de�novali tento pom¥r pro t°i body A, B a
C ̸= B, C = rA+ sB jako λ = (C;A,B) = − s

r
. Je

z°ejmé, ºe ale t°eba st°edové promítání takové pom¥ry
nezachovávají, dokonce nemusí být zachována ani poloha bod· na
p°ímce v·£i sob¥. Naopak jsme si uvád¥li, ºe m·ºeme na projek-
tivní p°ímce libovoln¥ ur£it obrazy t°í po dvou r·zných bod· a tím
jednozna£n¥ zadat projektivní transformaci. Celkem snadno ale lze
dovodit, ºe se zachovává pom¥r takovýchto pom¥r· pro dva r·zné
body C:

Uvaºme v projektivním prostoru £tve°ici r·zných bod· A,B,
C, D na jedné projektivní p°ímce, která je generována body
A a B, a po °ad¥ i jejich aritmetické sou°adnice x, y, w, z. Pro-
toºe tyto £ty°i vektory leºí v podprostoru ⟨x, y⟩, m·ºeme ostatní
napsat jako lineární kombinace

w = t1x + s1y, z = t2x + s2y
a de�nujeme tzv. dvojpom¥r £tve°ice bod· (A,B,C,D) jako

ρ = s1

t1

t2

s2
.

To je korektní de�nice, protoºe jsou sice vektory x a y ur£eny ka-
ºdý aº na skalární násobek, tyto násobky se ov²em v de�nici po-
krátí.

Stejn¥ tak je p°ímo z de�nice je z°ejmé, ºe kaºdá projek-
tivní transformace zachovává dvojpom¥ry, protoºe kdyº ji zadáme
v na²ich aritmetických sou°adnicích pomocí matice A, dostaneme
obrazyA·w = t1A·x+t2A·y a podobn¥ proAz, a proto i £tve°ice
obraz· na²ich bod· bude mít stejný dvojpom¥r.

Zastavme se je²t¥ u charakterizace projektivních transformací.
Op¥t platí, ºe jsou to práv¥ ta zobrazení, která zachovávají dvoj-
pom¥ry. Ve skute£nosti to ale není p°íli² praktická charakterizace,
protoºe implicitn¥ obsahuje i tvrzení, ºe taková zobrazení musí
zobrazovat projektivní p°ímky na projektivní p°ímky.

Lze ale dokázat daleko siln¥j²í tvrzení, ºe zobrazení jakko-
liv malé otev°ené oblasti v a�nním prostoru Rn (nap°. koule bez
hranice), do téhoº a�nního prostoru, které zobrazuje p°ímky na
p°ímky, je ve skute£nosti zúºením jednozna£n¥ ur£ené projektivní
transformace projektivního roz²í°ení PRn+1 p·vodního a�nního
prostoru Rn. A tyto transformace tedy nutn¥ zachovávají i dvoj-
pom¥ry.

4.40. Dualita. Projektivní nadroviny jsou de�novány projek-
tivním prostoru P(V ) dimenze n jako projektivizace
n�rozm¥rných vektorových podprostor· ve vektorovém
prostoru V . Jsou tedy v homogenních sou°adnicích
de�novány jako jádra lineárních forem α ∈ V ∗, které

jsou op¥t ur£eny aº na skalární násobek.
Ve zvolené aritmetické bázi jsou tedy projektivní nadroviny

dány °ádkovým vektorem α = (α0, . . . , αn). P°itom ale jsou formy
α dány jednozna£n¥, aº na skalární násobek. Kaºdá nadrovina veV
tedy je identi�kována s práv¥ jedním geometrickým bodem v pro-
jektivizaci duálního prostoru P(V ∗). Hovo°íme o duálním projek-
tivním prostoru a dualit¥ mezi body a nadrovinami.
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kde Ā = (aij ) pro i, j = 1, 2, a je vektor o sou°adnicích (a13, a23)

a α = a33. To znamená, ºe kuºelose£ka je zadaná rovnicí

uT Āu+ 2aT u+ α = 0

pro vektor u = (x, y). Nyní ukáºeme:

4.58. Osy kuºelose£ky jsou poláry nevlastních bod· ur£ených vlast-

ními vektory matice Ā.

�e²ení. Protoºe je matice Ā symetrická, má v bázi svých vlastních

vektor· diagonální tvar D =
(
λ 0
0 µ

)
, kde λ,µ ∈ R a tato báze je

ortogonální. Ozna£íme-li matici p°echodu k této bázi U (sloupce jsou

jednotkové vlastní vektory), pak má matice kuºelose£ky bázi vlastních

vektor· tvar(
UT 0
0 1

)(
Ā a

aT α

)(
U 0
0 1

)
=
(
D UT a

aTU α

)
.

V této bázi má tedy kanonické vyjád°ení aº na posunutí dané vektorem

UT a. Konkrétn¥, ozna£íme-li jednotkové vlastní vektory vλ, vµ, máme

λ

(
x + a

T vλ

λ

)2

+ µ
(
y + a

T vµ

µ

)2

=
(
aT vλ

)2

λ
+
(
aT vµ

)2

µ
− α.

To znamená, ºe vlastní vektory jsou sm¥rové vektory os kuºelose£ky

(tzv. hlavní sm¥ry) a rovnice os v této bázi jsou x = − aT vλ
λ

a

y = − aT vµ

µ
. Sou°adnice os uλ a uµ ve standardní bázi proto spl¬ují

vTλ uλ = − aT vλ
λ

a vTµuµ = − aT vµ

µ
, neboli vTλ (λuλ + a) = 0

a vTµ (µuµ + a) = 0. Tyto rovnice jsou ekvivalentní rovnicím

vTλ (Āuλ + a) = 0 a vTµ (Āuµ + a) = 0 a to jsou rovnice po-

lár nevlastních bod· ur£ených vektory vλ a vµ. □

4.59. Poznámka. D·sledkem tvrzení z p°edchozího p°íkladu je fakt,

ºe st°ed kuºelose£ky je polárn¥ sdruºený se v²emi nevlastními body.

Sou°adnice s st°edu pak spl¬ují rovnici Ās + a = 0.
Pokud det(A) ̸= 0, pak má rovnice Ās + a = 0 pro sou°adnice

st°edu kuºelose£ky pro δ = det(Ā) ̸= 0 práv¥ jedno °e²ení a pro

δ = 0 ºádné °e²ení. To znamená, ºe z vlastních kuºelose£ek má elipsa

a hyperbola jeden vlastní st°ed a parabola ºádný (st°ed paraboly je v ne-

vlastním bod¥).

4.60. Dokaºte, ºe te£na paraboly v libovolném bode svírá stejný úhel

s osou paraboly, jako se spojnicí ohniska a bodu dotyku.

�e²ení. Polárou (tj. te£nou) bodu X = [x0, y0] k parabole zadané

kanonickou rovnicí v polární bázi je p°ímka spl¬ující

(x0, y0, 1)

1 0 0
0 0 −p
0 −p 0

xy
1

 = x0x − py − py0 = 0.
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Na formách p·sobí lineární zobrazení zadávající danou koli-
neací pomocí násobení °ádkových vektor· zprava toutéº maticí

α = (α0, . . . , αn) 7→ α · A ,
tj. matice duálních zobrazení je AT . Duální zobrazení ov²em
zobrazuje formy opa£ným sm¥rem z �cílového prostoru� ne
�po£áte£ní�, proto pot°ebujeme pro sou£asné studium vlivu
regulární kolineace na body a jejich duální nadroviny zobrazení
inverzní ke kolineaci f . To je dáno maticíA−1. Matice p°íslu²ného
p·sobení kolineace na formách je proto (AT )−1. Protoºe je p°itom
inverzní matice rovna algebraicky adjungované matici A∗

alg, aº na
násobek inverzí determinantu, viz vztah (2.2) na str. 83, m·ºeme
rovnou pracovat s projektivní transformací prostoru P(V ∗)
zadanou maticí (A∗

alg)
T (nebo bez transponování, pokud násobíme

°ádkové vektory zprava).
Okamºit¥ z de�nic je vid¥t, ºe projektivní bod X pat°í nadro-

vin¥ α, kdyº pro jejich aritmetické sou°adnice platí α · x = 0. To
samoz°ejm¥ z·stává v platnosti i po p·sobení libovolnou kolineací,
protoºe op¥t

(α · A−1) · (A · x) = α · x = 0.

4.41. Samodruºné body, st°edy a osy. Uvaºujme regulární koli-
neaci f zadanou v n¥jaké aritmetické bázi projektiv-
ního prostoru P(V ) pomocí matice A.

Samodruºným bodem kolineace f rozumíme
bod A, který je zobrazen na sebe, tj. f (A) = A,

samodruºnou nadrovinou kolineace f rozumíme nadrovinu α,
která je zobrazována na sebe, tj. f (α) ⊆ α.

P°ímo z de�nice tedy vidíme, ºe samodruºné body mají za
aritmetické reprezentanty práv¥ vlastní vektory matice A.

V geometrii roviny jsme se s mnoha typy kolineací jiº jist¥ se-
tkali: symetrie podle st°edu, zrcadlení podle p°ímky, posunutí, stej-
nolehlost atd. Moºná vzpomeneme i na r·zné typy promítání, nap°.
promítání jedné roviny v R3 na druhou z n¥jakého st°edu S ∈ R3.

V²imn¥me si, ºe krom¥ samodruºných bod· se u v²ech ta-
kových a�nních zobrazení objevovaly také samodruºné p°ímky.
Nap°. u symetrie podle st°edu se zachovávají také v²echny p°ímky
tímto st°edem procházející, u posunutí se (obdobn¥) zachovávají
nevlastní body roviny.

Zastavíme se u tohoto jevu v obecné dimenzi. Nejprve zave-
deme velmi klasický pojem související s incidencí bod· a nadro-
vin.

Trs nadrovin procházejí bodem A ∈ P(V ) je mnoºina v²ech
nadrovin, které obsahují bod A. Z de�nice je z°ejmé, ºe pro kaºdý
bodA je p°íslu²ný trs nadrovin sám nadrovinou v duálním prostoru
P(V ∗) (je zadán jednou homogenní lineární rovnicí v aritmetic-
kých sou°adnicích).

Pro kolineaci f : P(V )→ P(V ) °ekneme, ºe bod S ∈ P(V )
je st°edem kolineace f jestliºe v²echny nadroviny v trsu nadrovin
ur£eném bodem S jsou samodruºné. �ekneme, ºe nadrovina α je
osou kolineace f , jestliºe jsou v²echny její body samodruºné.

P°ímo z de�nice je z°ejmé, ºe osa kolineace je st°edem koli-
neace duální, zatímco trs nadrovin zadávajících st°ed kolineace je
sám osou kolineace duální.

Protoºe matice kolineace na p·vodním a duálním prostoru se
li²í pouze transpozicí, jejich vlastní £ísla splývají (vlastní vektory
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Kosinus úhlu, který te£na svírá s osou paraboly (x = 0) je daný skalár-
ním sou£inem p°íslu²ných jednotkových sm¥rových vektor·. Jednot-

kový sm¥rový vektor te£ny je 1√
p2+x2

0

(p, x0), a proto pro kosinus platí

1√
p2 + x2

0

(p, x0) · (0, 1) = x0√
p2 + x2

0

.

Nyní ukáºeme, ºe kosinus úhlu, který te£na svírá se spojnicí ohniska

F=[0, p2 ] a bodem dotyku X je stejný. Jednotkový sm¥rový vektor spoj-

nice je
1√

x2
0 +

(
y0 − p

2

)2

(
x0, y0 − p2

)
.

Pro kosinus úhlu pak máme

1√
p2 + x2

0

1√
x2

0 +
(
y0 − p

2

)2

(
x0y0 + px0

2

)
.

Dosazením y0 = x2
0

2p a úpravou výrazu dostaneme x0√
p2+x2

0

.

Tento p°íklad ukazuje, ºe paprsky sv¥tla dopadající rovnob¥ºn¥

s osou na parabolické zrcadlo, se odráºejí do ohniska a naopak, pa-

prsky sv¥tla vyza°ovaného z ohniska se odráºí stejným sm¥rem (rov-

nob¥ºn¥ s osou). To je principem mnoha za°ízení, nap°. parabolický

re�ektor, parabolická anténa. □

4.61. Najd¥te rovnici te£ny v bod¥ P = [1, 1] ke kuºelose£ce

4x2 + 5y2 − 8xy + 2y − 3 = 0.

�e²ení. Projektivizací dostaneme kuºelose£ku zadanou kvadratickou

formou (x, y, z)A(x, y, z)T s maticí

A =
 4 −4 0
−4 5 1
0 1 −3

 .
Podle p°edchozí v¥ty je te£na polárou bodu P, který má homogenní

sou°adnice (1 : 1 : 1). Ta je dána rovnicí (1, 1, 1)A(x, y, z)T = 0, coº
v na²em p°ípad¥ dává rovnici

2y − 2z = 0.

P°echodem zp¥t k nehomogenním sou°adnicím dostaneme rovnici

te£ny y = 1. □

4.62. Ur£ete sou°adnice bodu dotyku osy y s kuºelose£kou zadanou

rovnicí

5x2 + 2xy + y2 − 8x = 0.

�e²ení. Osa y, tj. p°ímka x = 0, je polárou hledaného bodu P s homo-

genními sou°adnicemi ⟨p⟩ = (p1 : p2 : p3). To znamená, ºe rovnice
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jsou sloupcové, resp. °ádkové, k týmº vlastním £ísl·m). Nap°. v pro-
jektivní rovin¥ (a ze stejného d·vodu v kaºdém reálném projek-
tivním prostoru sudé dimenze) má kaºdá kolineace alespo¬ jeden
samodruºný bod, protoºe charakteristické polynomy p°íslu²ných
lineárních zobrazení jsou lichého stupn¥ a tedy mají alespo¬ jeden
reálný ko°en.

Nebudeme se jiº zde dále v¥novat obecné teorii, ale budeme
aspo¬ krátce ilustrovat její uºite£nost na n¥kolika výsledcích pro
projektivní roviny.

Tvrzení. Projektivní transformace roviny r·zná od identity má bu¤
práv¥ jeden st°ed a práv¥ jednu osu, nebo nemá ani st°ed ani osu.

D·kaz. Uvaºme kolineaci f na PR3 a uvaºme, ºe by m¥la
dva r·zné st°edy A a B. Ozna£me ℓ p°ímku zadanou t¥mito st°edy
a zvolme bod X v projektivní rovin¥ mimo ℓ. Jsou-li p a q po
°ad¥ p°ímky procházející dvojicemi bod· (A,X) a (B,X), pak
také f (p) = p a f (q) = q a tedy zejména je i bodX samodruºný.
To ale znamená, ºe v²echny body roviny mimoL jsou samodruºné.
Kaºdá p°ímka r·zná od ℓ má tedy v²echny body mimo ℓ samod-
ruºné a proto je i její pr·nik s ℓ samodruºný. Je tedy f identické
zobrazení a dokázali jsme, ºe neidentická projektivní transformace
m·ºe mít nejvý²e jeden st°ed. Tatáº úvaha pro duální projektivní
rovinu nám dává výsledek o nejvý²e jediné ose.

Jestliºe má f st°edA, pak v²echny p°ímky procházejícíA jsou
samodruºné a odpovídají proto dvourozm¥rnému podprostoru
vlastních °ádkových vektor· p°íslu²né matice pro transformaci f .
Proto bude existovat dvourozm¥rný prostor sloupcových vlastních
vektor· ke stejnému vlastnímu £íslu a ten bude reprezentovat
práv¥ p°ímku samodruºných bod·, tedy osu. Tatáº úvaha v obrá-
ceném po°adí dokazuje i opa£né tvrzení � jestliºe má projektivní
transformace roviny osu, má i st°ed. □

Pro praktické problémy je uºite£né i pro reálnou rovinu praco-
vat v jejím komplexním projektivním roz²í°ení a geometrické cho-
vání transformací je pak velmi dob°e £itelné z p°ípadné existence
reálných £i imaginárních st°ed· a os.

4.42. Projektivní klasi�kace kvadrik. Záv¥rem se je²t¥ vrátíme
ke kuºelose£kám a kvadrikám. V n�rozm¥rném a�n-
ním prostoru Rn zadáváme kvadriku Q v a�nních
sou°adnicích pomocí obecné kvadratické rovnice

(4.4), viz str. 210. Pohlíºíme-li na a�nní prostor Rn jako na a�nní
sou°adnice v projektivním prostoru PRn+1, m·ºeme chtít tutéº
mnoºinuQ popsat pomocí homogenních sou°adnic v projektivním
prostoru. V nich by m¥lo jít o výraz, jehoº v²echny £leny jsou
druhého °ádu, protoºe pouze vynulování takového homogenního
výrazu bude mít pro homogenní sou°adnice bodu smysl nezávisle
na zvoleném konstantním násobku sou°adnic (x0, x1, . . . , xn).
Hledáme tedy takový výraz, jehoº zúºením na a�nní sou°adnice,
tj. dosazením x0 = 1, získáme p·vodní výraz z (4.4).

To je ale mimo°ádn¥ jednoduché, prost¥ dopí²eme dostatek x0
ke v²em výraz·m � ºádný ke kvadratickým £len·m, jedno k line-
árním a x2

0 ke konstantnímu £lenu v p·vodní a�nní rovnici proQ.
Získáme tak dob°e de�novanou kvadratickou formu f na vek-

torovém prostoru Rn+1, jejíº nulové body korektn¥ de�nují tzv.
projektivní kvadriku Q̄.

Pr·nik �kuºele� Q̃ ⊂ Rn+1 nulových bod· této formy s a�nní
rovinou x0 = 1 je p·vodní kvadrikaQ, jejíº body ozna£ujeme jako
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x = 0 je ekvivalentní rovnici poláry F(p, v) = pTAv = 0, kde
v = (x, y, z)T .To je spln¥no práv¥ v p°ípad¥, kdyº Ap = (α, 0, 0)T

pro n¥jaké α ∈ R. Tato podmínka dává pro matici na²í kuºelose£ky

A =
 5 1 −4

1 1 0
−4 0 0


soustavu rovnic

5p1 + p2 − 4p3 = α,

p1 + p2 = 0,
−4p1 = 0.

Bu¤ m·ºeme najít sou°adnice bodu P pomocí inverzní matice,

p = A−1(α, 0, 0)T , nebo vy°e²it tuto soustavu rovnic p°ímo,

zp¥tným dosazováním. V tomto p°ípad¥ takto dostaneme lehce °e²ení

p = (
0, 0,− 1

4α
)
. Osa y se tedy dotýká kuºelose£ky v po£átku. □

4.63. Ur£ete bod dotyku p°ímky x = 2 s kuºelose£kou z p°edcho-

zího p°íkladu.

�e²ení. P°ímka má v projektivním roz²í°ení rovnici x − 2z = 0,
a proto v tomto p°ípad¥ dostaneme pro bod dotyku P podmínku

Ap = (α, 0,−2α), coº dává soustavu

5p1 + p2 − 4p3 = α,

p1 + p2 = 0,
−4p1 = −2α.

Jejím °e²ením je p = ( 1
2α,− 1

2α,
1
4α
)
. Tyto homogenní sou°adnice

jsou ekvivalentní sou°adnicím (2,−2, 1) a proto proto má bod dotyku

sou°adnice [2,−2]. □

4.64. Najd¥te rovnice te£en sestrojených z bodu P = [3, 4] ke kuºe-
lose£ce zadané rovnicí

2x2 − 4xy + y2 − 2x + 6y − 3 = 0.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe bod dotyku T hledané te£ny má homo-

genní sou°adnice dané násobky vektoru t = (t1, t2, t3). Podmínka, ºe

T leºí na kuºelose£ce je tT At = 0, coº dává

2t21 − 4t1t2 + t22 − 2t1t3 + 6t2t3 − 3t23 = 0.

Podmínka, ºe bod P leºí na polá°e bodu T je pTAt = 0, kde
p = (3, 4, 1) jsou homogenní sou°adnice bodu P. Tato rovnice

v na²em p°ípad¥ dává

(3, 4, 1)

 2 −2 −1
−2 1 3
−1 3 −3

t1t2
t3

 = −3t1 + t2 + 6t3 = 0.
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vlastní body kvadriky, zatímco dal²í body Q̄ \ Q v projektivním
roz²í°ení jsou body nevlastní.

Klasi�kace reálných £i komplexních projektivních kvadrik, aº
na projektivní transformace, je úlohou, kterou jsme jiº zvládli �
jde prost¥ o nalezení kanonické polární báze, viz odstavec 4.29.
Z této klasi�kace dané v reálném p°ípad¥ signaturou formy, v kom-
plexním pouze hodností, vcelku snadno m·ºeme dovodit i klasi�-
kace kvadrik a�nních. Sta£í si v²ímat mnoºiny nekone£ných bod·
v projektivním roz²í°ení na²í a�nní kvadriky. Ukáºeme si podstatu
postupu na p°ípadu kuºelose£ek v a�nní a projektivní rovin¥.

Projektivní klasi�kace dává následující moºnosti, popsané
v homogenních sou°adnicích (x : y : z) v projektivní rovin¥ PR3:

• imaginární regulární kuºelose£ka zadaná x2 + y2 + z2 = 0,
• reálná regulární kuºelose£ka s rovnicí x2 + y2 − z2 = 0,
• dvojice imaginárních p°ímek s rovnicí x2 + y2 = 0,
• dvojice reálných p°ímek s rovnicí x2 − y2 = 0,
• dvojnásobná p°ímka x2 = 0.

Klasi�kaci uvaºujeme jako reálnou, tj. klasi�kace kvadratických
forem je dána nejen hodností, ale i signaturou, nicmén¥ body kvad-
rik pak uvaºujeme i v komplexním roz²í°ení. Tak je t°eba chápat
uvedené názvy, nap°. imaginární kuºelose£ka nemá ºádné reálné
body.

4.43. A�nní klasi�kace kvadrik. Pro a�nní klasi�kaci musíme
omezit projektivní transformace na ty, které zachovávají p°ímku ne-
vlastních bod·. To ale m·ºeme také realizovat opa£ným postupem
�pro zvolený projektivní typ kuºelose£kyQ, tj. její kuºel Q̃ ⊆ R3

budeme postupn¥ r·zn¥ volit a�nní rovinu α ⊆ R3 neprocházející
po£átkem a sledovat, jak se m¥ní mnoºina bod· Q̃ ∩ α, které jsou
v a�nních sou°adnicích realizovaných pomocí roviny α vlastními
bodyQ.

V p°ípad¥ reálné regulární kuºelose£ky tedy máme k dispo-
zici skute£ný kuºel Q̃ zadaný rovnicí z2 = x2 + y2 a za rovinu
α berme t°ebas te£né roviny jednotkové sféry. Za£neme-li s rovi-
nou z = 1, dostaneme jako pr·nik samé kone£né body v ní leºící
jednotkové kruºnice Q. Postupným naklán¥ním α budeme dostá-
vat protaºen¥j²í a protaºen¥j²í elipsy, aº dosáhneme náklonu α
rovnob¥ºného s jednou z p°ímek kuºele. V tom okamºiku se jiº
objeví jeden (dvojnásobný) nekone£ný bod na²í kuºelose£ky, jejíº
kone£né body ale stále tvo°í jednu souvislou komponentu, a do-
stáváme parabolu parabola. Pokra£ováním naklán¥ni vzniknou ne-
kone£né body dva amnoºina kone£ných bod· p°estane být souvislá
a tak dostáváme poslední regulární kvadriku v a�nní klasi�kaci,
hyperbolu.

Z uvedeného postupu si m·ºeme vzít pou£ení, které nám
snadno umoºní pokra£ovat do vy²²ích dimenzí. P°edn¥, si
v²imn¥me, ºe pr·nikem na²í kuºelose£ky s projektivní p°ímkou
nevlastních bod· je vºdy op¥t kvadrika v dimenzi o jedni£ku niº²í,
tj. v na²em p°ípad¥ ²lo o prázdnou mnoºinu nebo dvojnásobný bod
nebo dva body jakoºto typy kvadrik na projektivní p°ímce. Dále
jsme zjistili, ºe a�nní transformaci p°evád¥jící jednu z moºných
realizací zvoleného projektivního typu na druhou jsme na²li jen
tehdy, kdyº p°íslu²né kvadriky v nevlastní p°ímce byly projektivn¥
ekvivalentní. Takovýmto zp·sobem lze pokra£ovat v klasi�kaci
kvadrik v dimenzi t°i a dále.
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Nyní m·ºeme dosadit nap°íklad t2 = 3t1 − 6t3 do p°edchozí (kvadra-
tické) rovnice. Potom dostaneme

−t21 + 4t1t3 − 3t23 = 0.

Protoºe pro t3 = 0 rovnice není spln¥na, m·ºeme p°ejít k nehomogen-

ním sou°adnicím
(
t1
t3
, t2
t3
, 1
)
, pro které dostáváme

−
(
t1

t3

)2

+ 4
(
t1

t3

)
− 3 = 0 a

t2

t3
= 3

(
t1

t3

)
− 6,

tj. t1
t3
= 1 a t2

t3
= −3, nebo t1

t3
= 3 a t2

t3
= 3. Body dotyku tedy

mají homogenní sou°adnice (1 : −3 : 1) a (3 : 3 : 1). Rovnice
te£en dostaneme jako poláry t¥chto bod·. Výsledné rovnice te£en jsou

7x − 2y − 13 = 0 a x = −3. □

4.65. Napi²te rovnici te£ny vedené po£átkem ke kruºnici zadané rov-

nicí

x2 + y2 − 10x − 4y + 25 = 0.

�e²ení. Bod dotyku (t1 : t2 : t3) spl¬uje

(0, 0, 1)

 1 0 −5
0 1 −2
−5 −2 25

t1t2
t3

 = −5t1 − 2t2 + 25 = 0.

Odtud vyjád°íme nap°. t2 a dosadíme do rovnice kuºelose£ky (kruº-

nice), kterou musí bod (t1 : t2 : t3) také spl¬ovat. Dostaneme kva-

dratickou rovnici 29t21 − 250t1 + 525 = 0, která má °e²ení t1 = 5
a t1 = 105

29 . Sou°adnici t2 dopo£ítáme a získáme body dotyku [5, 0]
a
[ 105

29 ,
100
29

]
. Hledané te£ny jsou pak poláry t¥chto bod·. Ty mají rov-

nice y = 0 a 20x − 21y = 0. □

4.66. Najd¥te rovnice te£en ke kruºnici x2 + y2 = 5 rovnob¥ºných

s p°ímkou 2x + y + 2 = 0.

�e²ení. V projektivním roz²í°ení se tyto te£ny protínají v nevlastním

bod¥ spl¬ujícím 2x + y + z = 0 tj. v bod¥ s homogenními sou°adni-

cemi (1 : −2 : 0). Jsou to tedy te£ny spu²t¥né z tohoto bodu ke kruº-
nici a postupovat m·ºeme stejn¥ jako v p°edchozím p°íklad¥. Matice

kuºelose£ky (kruºnice) je diagonální s diagonálou (1, 1,−5), a proto
bod dotyku (t1 : t2 : t3) hledaných te£en spl¬uje t1 − 2t2 = 0. Dosaze-
ním do rovnice kruºnice dostaneme 5t22 = 5. Odtud máme t2 = ±1 a

body dotyku proto jsou [2, 1] a [−2,−1]. □
Te£na v nevlastním bod¥ kuºelose£ky se nazývá asymptota kuºe-

lose£ky. Po£et asymptot kuºelose£ky se tedy rovná po£tu pr·se£ík·

kuºelose£ky s p°ímkou nevlastních bod·, tj. elipsa nemá ºádnou reál-

nou asymptotu, parabola má jednu (která je ov²em nevlastní p°ímkou)

a hyperbola dv¥.
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4.67. Ur£ete nevlastní body a asymptoty kuºelose£ky zadané rovnicí

4x2 − 8xy + 3y2 − 2y − 5 = 0.

�e²ení. Nejprve napí²eme rovnici kuºelose£ky v homogenních

sou°adnicích:

4x2 − 8xy + 3y2 − 2yz− 5z2 = 0.

Nevlastní body kuºelose£ky jsou pak body ur£ené homogenními

sou°adnicemi (x : y : 0) spl¬ující tuto rovnici, to znamená

4x2 − 8xy + 3y2 = 0.

Pro podíl x
y
dostaneme dv¥ °e²ení: x

y
= − 1

2 a x
y
= − 3

2 . Zadaná ku-

ºelose£ka je tedy hyperbola s nevlastními body P = (−1 : 2 : 0)
aQ = (−3 : 2 : 0). Asymptoty jsou potom poláry bod· P aQ, tj.

(−1, 2, 0)

 4 −4 0
−4 3 −1
0 −1 −5

xy
1

 = −12x + 10y − 2 = 0

a

(−3, 2, 0)

 4 −4 0
−4 3 −1
0 −1 −5

xy
1

 = −20x + 18y − 2 = 0.

□
Dal²í p°íklady na kuºelose£ky naleznete na stran¥ 231.

4.68. Harmonický dvojpom¥r. Je-li dvojpom¥r £ty° bod· leºících

na p°ímce roven −1, hovo°íme o tzv. harmonické £tve°ici. Harmo-

nickou £tve°ici lze snadno zkonstruovat: m¥jme £ty°úhelník ABCD.

Ozna£meK pr·se£ík p°ímekAB aCD,M pr·se£ík p°ímekAD aBC.

Dále nech´ L, resp. N , je pr·se£ík p°ímky KM s p°ímkou AC, resp.

BD. Potom body K, L,M, N tvo°í harmonickou £tve°ici.
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D. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

4.69. Parametricky vyjád°ete pr·nik následujících rovin v R3:

σ : 2x + 3y − z+ 1 = 0 a ρ : x − 2y + 5 = 0. ⃝
4.70. Nalezn¥te osu mimob¥ºek:

p : [1, 1, 1]+ t (2, 1, 0), a q : [2, 2, 0]+ t (1, 1, 1). ⃝
4.71. Ur£ete p°í£ku mimob¥ºek p : [0, 1, 1] + t (1, 2, 3), q : [0, 5, 5] + s(2, 1, 0), tj. body P a Q,

kde P ∈ p aQ ∈ q, takové, ºe p°ímka PQ prochází bodem [−7, 7, 12]. ⃝
4.72. Jarda stojí v bod¥ [−1, 1, 0] a má ty£ délky 4. M·ºe se touto ty£í sou£asn¥ dotknout p°ímek

p a q, kde

p : [0,−1, 0]+ t (1, 2, 1),

q : [3, 4, 8]+ s(2, 1, 3)?

(Ty£ musí procházet bodem [−1, 1, 0].) ⃝
4.73. Rozhodn¥te, za existuje úse£kaPQ, kde P ∈ p,Q ∈ q, p°i£emº p°ímky p a q jsou dány vztahy

p : [1,−1, 2]+ t (1, 0, 1), t ∈ R,

q : [2,−3, 1]+ s(−1,−1, 1), s ∈ R

a navíc bod [0, 1, 3] leºí na úse£ce PQ. ⃝
4.74. V prostoruR3 je dána zrcadlová rovina y = 0. Ur£ete délku dráhy, kterou urazí sv¥telný paprsek
p°i cest¥ z bodu [1, 2, 3] odrazem o zrcadlovou rovinu do bodu [2, 1, 2]. ⃝

4.75. Ve vektorovém prostoru R4 spo£t¥te vzdálenost v bodu [0, 0, 6, 0] od vektorového podpro-

storu

U : [0, 0, 0, 0]+ t1 (1, 0, 1, 1)+ t2 (2, 1, 1, 0)+ t3 (1,−1, 2, 3) ,

t1, t2, t3 ∈ R

�e²ení. Úlohu budeme °e²it postupem zaloºeným na tzv. problému nejmen²ích £tverc·. Vektory

generující U napí²eme do sloupc· matice

A =


1 2 1
0 1 −1
1 1 2
1 0 3


a bod [0, 0, 6, 0] nahradíme jemu odpovídajícím vektorem b = (0, 0, 6, 0)T . Budeme °e²it soustavu

A · x = b, tj. soustavu lineárních rovnic
x1 + 2x2 + x3 = 0,

x2 − x3 = 0,
x1 + x2 + 2x3 = 6,
x1 + 3x3 = 0

práv¥ metodou nejmen²ích £tverc·. (Upozorn¥me, ºe tato soustava nemá °e²ení � jinak by vzdá-

lenost byla rovna 0.) Systém A · x = b vynásobíme zleva maticí AT . Roz²í°ená matice soustavy
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AT · A · x = AT · b pak je 3 3 6 6
3 6 3 6
6 3 15 12

 .
Pomocí elementárních °ádkových transformací ji postupn¥ p°evedeme na schodovitý tvar 3 3 6 6

3 6 3 6
6 3 15 12

 ∼
 3 3 6 6

0 3 −3 0
0 −3 3 0

 ∼
 1 1 2 2

0 1 −1 0
0 0 0 0

 .
Provedeme-li je²t¥ zp¥tnou eliminaci 1 1 2 2

0 1 −1 0
0 0 0 0

 ∼
 1 0 3 2

0 1 −1 0
0 0 0 0

 ,
m·ºeme ihned napsat °e²ení

x = (2− 3t, t, t) T , t ∈ R.

Dodejme, ºe existence nekone£n¥ mnoha °e²ení je zap°í£in¥na nadbyte£ností t°etího ze zadávajících

vektor· podprostoru U , nebo´ je

3 (1, 0, 1, 1)− (2, 1, 1, 0) = (1,−1, 2, 3) .

Libovolná (t ∈ R) lineární kombinace

(2− 3t) (1, 0, 1, 1)+ t (2, 1, 1, 0)+ t (1,−1, 2, 3) = (2, 0, 2, 2)

v²ak odpovídá bodu [2, 0, 2, 2] podprostoru U , který je nejblíºe bodu [0, 0, 6, 0]. Pro hledanou vzdá-
lenost proto platí

v = || [2, 0, 2, 2]− [0, 0, 6, 0] || = √22 + 0+ (−4)2 + 22 = 2
√

6. □

4.76. V euklidovském prostoru R5 vypo£t¥te odchylku φ podprostor· U , V , jestliºe je

(a) U : [3, 5, 1, 7, 2]+ t (1, 0, 2,−2, 1) , t ∈ R,
V : [0, 1, 0, 0, 0]+ s (2, 0,−2, 1,−1) , s ∈ R;

(b) U : [4, 1, 1, 0, 1]+ t (2, 0, 0, 2, 1) , t ∈ R,
V : x1 + x2 + x3 + x5 = 7;

(c) U : 2x1 − x2 + 2x3 + x5 = 3,
V : x1 + 2x2 + 2x3 + x5 = −1;

(d) U : [0, 1, 1, 0, 0]+ t (0, 0, 0, 1,−1) , t ∈ R,
V : [1, 0, 1, 1, 1]+ r (1,−1, 2, 1, 0)+ s (0, 1, 3, 2, 0)+

+ p (1, 0, 0, 1, 0)+ q (1, 3, 1, 0, 0) , r, s, p, q ∈ R;
(e) U : [0, 2, 5, 0, 0]+ t (2, 1, 3, 5, 3)+ s (0, 3, 1, 4,−2)+

+ r (1, 2, 4, 0, 3) , t, s, r ∈ R,
V : [0, 0, 0, 0, 0]+ p (−1, 1, 1,−5, 0)+

+ q (1, 5, 1, 13,−4) , p, q ∈ R;
(f) U : [1, 1, 1, 1, 1]+ t (1, 0, 1, 1, 1)+ s (1, 0, 0, 1, 1) , t, s ∈ R,

V : [1, 1, 1, 1, 1]+ p (1, 1, 1, 1, 1)+ q (1, 1, 0, 1, 1)+
+ r (1, 1, 0, 1, 0) , p, q, r ∈ R.
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�e²ení. Nejd°íve p°ipome¬me, ºe odchylka a�nních podprostor· je de�nována jako odchylka jejich

zam¥°ení, a proto p°i po£ítání φ nezohled¬ujeme posunutí vyjád°ená p°i£tením bodu (p°íp. pravé

strany soustav rovnic).

Varianta (a). Nebo´ oba podprostory U a V jsou jednodimenzionální, odchylka φ ∈ [0, π/2] je
dána vzorcem

cosφ = | (1,0,2,−2,1)·(2,0,−2,1,−1) |
|| (1,0,2,−2,1) ||·|| (2,0,−2,1,−1) || = 5√

10·√10
.

Je tedy cosφ = 1/2, tj. φ = π/3.
Varianta (b). Známe sm¥rový vektor (2, 0, 0, 2, 1) podprostoru U a normálový vektor

(1, 1, 1, 0, 1) podprostoru V . Snadno m·ºeme stanovit úhel ψ = π/3, který svírají, a to ze vztahu
cosψ = (2,0,0,2,1)·(1,1,1,0,1)

|| (2,0,0,2,1) ||·|| (1,1,1,0,1) || = 3
3·2 .

Nyní si sta£í uv¥domit, ºe je φ = π/2− ψ = π/6 (odchylka φ je dopl¬kem úhlu ψ).

Varianta (c). Nadroviny U a V jsou zadány pomocí normálových vektor· u = (2,−1, 2, 0, 1)
a v = (1, 2, 2, 0, 1). Z°ejm¥ je odchylkaφ rovna úhlu, který svírají p°ímky se sm¥rovými vektoryu a v.

Platí tudí (viz variantu (a))

cosφ = | (2,−1,2,0,1)·(1,2,2,0,1) |
|| (2,−1,2,0,1) ||·|| (1,2,2,0,1) || = 1

2 , tj. φ = π
3 .

Varianta (d). Ozna£me

u = (0, 0, 0, 1,−1) , v1 = (1,−1, 2, 1, 0) ,

v2 = (0, 1, 3, 2, 0) , v3 = (1, 0, 0, 1, 0) , v4 = (1, 3, 1, 0, 0)

a jako pu ozna£me ortogonální projekci (kolmý pr·m¥t) vektoru u do zam¥°ení podprostoru V (do

vektorového podprostoru generovaného vektory v1, v2, v3, v4). Ur£íme-li pu, ze vzorce

(4.2) cosφ = ||pu |||| u ||
pak totiº obdrºíme φ ∈ [0, π/2]. Víme, ºe

pu = av1 + bv2 + cv3 + dv4 pro jisté hodnoty a, b, c, d ∈ R

a ºe má být

⟨pu − u, v1 ⟩ = 0, ⟨pu − u, v2 ⟩ = 0,

⟨pu − u, v3 ⟩ = 0, ⟨pu − u, v4 ⟩ = 0.

Odtud (dosazením za pu) dostáváme systém lineárních rovnic

7a + 7b + 2c = 1,
7a + 14b + 2c + 6d = 2,
2a + 2b + 2c + d = 1,

6b + c + 11d = 0.

�e²ením této soustavy je (a, b, c, d) = (−8/19, 7/19, 13/19,−5/19), a tak

pu = − 8
19
v1 + 7

19
v2 + 13

19
v3 − 5

19
v4 = (0, 0, 0, 1, 0) ,

cosφ = || (0, 0, 0, 1, 0) ||
|| (0, 0, 0, 1,−1) || =

1√
2
=
√

2
2
.

Je tedy φ = π/4.
Varianta (e). Stanovme pr·nik zam¥°ení uvedených podprostor·. Vektor (x1, x2, x3, x4, x5) naleºí

do zam¥°ení U , práv¥ kdyº je

(x1, x2, x3, x4, x5) = t (2, 1, 3, 5, 3)+ s (0, 3, 1, 4,−2)+ r (1, 2, 4, 0, 3)
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pro jistá t, s, r ∈ R, a sou£asn¥ (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ V (V je svým zam¥°ením) tehdy a jenom tehdy,

kdyº je

(x1, x2, x3, x4, x5) = p (−1, 1, 1,−5, 0)+ q (1, 5, 1, 13,−4)

pro jistá p, q ∈ R. Hledejme proto taková t, s, r, p, q ∈ R, aby platilo

t (2, 1, 3, 5, 3)+ s (0, 3, 1, 4,−2)+ r (1, 2, 4, 0, 3) =
= p (−1, 1, 1,−5, 0)+ q (1, 5, 1, 13,−4) .

Jedná se o homogenní soustavu rovnic, kterou m·ºeme °e²it v maticovém zápisu její levé strany (p°i

po°adí prom¥nných t, s, r, p, q)
2 0 1 1 −1
1 3 2 −1 −5
3 1 4 −1 −1
5 4 0 5 −13
3 −2 3 0 4

 ∼ · · · ∼


1 3 2 −1 −5
0 2 1 −1 −3
0 0 1 −1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
Ukázalo se, ºe vektory zadávající podprostor V jsou lineární kombinací vektor· ze zam¥°ení podpro-

storu U . To ov²em znamená, ºe V je podmnoºinou zam¥°ení U , a tudíº je φ = 0.
Varianta (f). Op¥t nalezn¥me pr·nik zam¥°ení U a V . Analogicky jako v p°ede²lé variant¥ hle-

dejme £ísla t, s, p, q, r ∈ R, pro která je

t (1, 0, 1, 1, 1)+ s (1, 0, 0, 1, 1) =
=p (1, 1, 1, 1, 1)+ q (1, 1, 0, 1, 1)+ r (1, 1, 0, 1, 0) .

�e²ením této soustavy je (t, s, p, q, r) = (−a, a,−a, a, 0), a ∈ R. Do pr·niku Z(U) ∩ Z(V )
zam¥°ení U a V tak náleºí práv¥ vektory

(0, 0,−a, 0, 0) = −a (1, 0, 1, 1, 1)+ a (1, 0, 0, 1, 1) =
= −a (1, 1, 1, 1, 1)+ a (1, 1, 0, 1, 1)+ 0 (1, 1, 0, 1, 0) ,

kde a ∈ R, tj.Z(U)∩Z(V ) je podprostorem generovaným vektorem (0, 0, 1, 0, 0) a jeho ortogonální
dopln¥k (Z(U) ∩ Z(V ))⊥ je zjevn¥ generován vektory

(1, 0, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 0) , (0, 0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 0, 1) .

Zvlá²t¥ dostáváme

Z(U) ∩ Z(V ) ̸= {0}, Z(U) ∩ Z(V ) ̸= Z(U),
Z(U) ∩ Z(V ) ̸= Z(V ).

Odchylka φ je tedy de�nována jako odchylka podprostor·

Z(U) ∩ (Z(U) ∩ Z(V ))⊥ a Z(V ) ∩ (Z(U) ∩ Z(V ))⊥.
Dále je vid¥t, ºe je

Z(U) ∩ (Z(U) ∩ Z(V ))⊥ = ⟨ (1, 0, 0, 1, 1) ⟩ ,
Z(V ) ∩ (Z(U) ∩ Z(V ))⊥ = ⟨ (1, 1, 0, 1, 1) , (1, 1, 0, 1, 0) ⟩ .

Posta£uje totiº vyjád°it Z(U) jako lineární kombinaci vektor·

(0, 0, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 1)

a podprostor Z(V ) pomocí vektor·

(0, 0, 1, 0, 0) , (1, 1, 0, 1, 1) , (1, 1, 0, 1, 0) .
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Protoºe dimenze prostoru Z(U) ∩ (Z(U) ∩ Z(V ))⊥ je 1, m·ºeme pouºít vzorec (∥4.2∥), kde
u = (1, 0, 0, 1, 1) a pu je kolmá projekce u do Z(V ) ∩ (Z(U) ∩ Z(V ))⊥. Má být

pu = a (1, 1, 0, 1, 1)+ b (1, 1, 0, 1, 0)

a má platit

⟨pu − u, (1, 1, 0, 1, 1) ⟩ = 0, ⟨pu − u, (1, 1, 0, 1, 0) ⟩ = 0,

coº vede na soustavu rovnic
4a + 3b = 3,
3a + 3b = 2

s jediným °e²ením a = 1, b = −1/3. Tímto jsme ur£ili

pu =
( 2

3 ,
2
3 , 0, 2

3 , 1
)

a z (∥4.2∥) jiº plyne
cosφ = || (2/3,2/3,0,2/3,1) ||

|| (1,0,0,1,1) || =
√

7
3 , tj. φ

.= 0, 49 (≈ 28 ◦). □

4.77. Je dána krychleABCDEFGH . Nech´ bod T leºí na hran¥BF , |BT | = 1
4 |BF |. Ur£ete kosinus

odchylky rovin ATC a BDE. ⃝
4.78. Je dána krychle ABCDEFGH . Nech´ bod T leºí na hran¥ AE, |AT | = 1

4 |AE| a S je st°ed

strany AD. Ur£ete kosinus odchylky rovin BDT a SCH . ⃝
4.79. Je dána krychleABCDEFGH . Nech´ bod T leºí na hran¥BF , |BT | = 1

3 |BF |. Ur£ete kosinus
odchylky rovin ATC a BDE. ⃝
4.80. Ur£ete te£nu k elipse x2

16 + y2

9 = 1 rovnob¥ºnou s p°ímkou x + y − 7 = 0.

�e²ení. Rovnob¥ºky s danou p°ímkou se s ní protínají v nevklastním bod¥ (1 : −1 : 0). Z tohoto

bodu spustíme te£ny k dané elipse. Bod dotyku T= (t1 : t2 : t3) leºí na jeho polá°e, a proto spl¬uje
t1
16 − t2

9 = 0, tj. t2 = 9
16 t1. Dosazením do rovnice elipsy pak dostáváme t1 = ± 16

5 . Body dotyku

hledaných te£en tak jou
[ 16

5 ,
9
5

]
a
[− 16

5 ,− 9
5

]
. Te£ny jsou pak poláry t¥chto bod·. Ty mají rovnice

x + y = 5 a x + y = −5. □

4.81. Ur£ete nevlastní body a asymptoty kuºelose£ky zadané rovnicí

2x2 + 4xy + 2y2 − y + 1 = 0.

�e²ení. Rovnice nevlastních bod· 2x2 + 4xy + 2y2 = 0, tj. 2(x + y)2 = 0 má °e²ení x = −y.
Jediným nevlastním bodem je tedy (1 : −1 : 0) (daná kuºelose£ka je parabola). Asymptota je polára

tohoto bodu a tou je nevlastní p°ímka z = 0 (jedná se tedy o parabolu). □

4.82. Dokaºte, ºe sou£in vzdáleností bodu libovolného bodu hyperboly od jejích asymptot je kon-

stantní a ur£ete velikost této konsatnty.

�e²ení. Ozna£me bod na hyperbole P . Rovnice asymptot hyperboly v kanonickém tvaru je

bx ± ay = 0. Jejich normály jsou tedy (b,±a) a odtud ur£íme pr·m¥ty P1, P2 bodu P na

asymptoty. Pro vzdálenost bodu P od asymptot pak dostáváme |PP1,2| = |aq±bp|√
a2+b2

. Hledaný sou£in

je tedy roven a2q2 −b2p2

a2+b2 = a2b2

a2+b2 , protoºe bod P leºí na hyperbole. □

4.83. Ur£ete úhel asymptot hyperboly 3x2 − y2 = 3.

�e²ení. Pro kosinus úhlu, který svírají asymptoty hyperboly v kanonickém tvaru lze odvodir

cosα = b2−a2

b2+a2 . V na²em p°ípad¥ tak dostáváme úhel 60◦. □
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4.84. Ur£ete st°edy kuºelose£ek:

(a) 9x2 + 6xy − 2y − 2 = 0,
(b) x2 + 2xy + y2 + 2x + y + 2 = 0,
(c) x2 − 4xy + 4y2 + 2x − 4y − 3 = 0,
(d) (x−α)2

a2 + (y−β)2
b2 = 1.

�e²ení. (a) Soustava Ās + a = 0 pro výpo£et vlastních st°ed· má tvar

9s1 + 3s2 = 0,
3s1 − 2 = 0

a jejím vy°e²ením dostaneme st°ed
[ 2

3 ,−2
]
.

(b) V tomto p°ípad¥ máme

s1 + s2 + 1 = 0,
s1 + s2 + 1

2 = 0,

a proto ºádný vlastní st°ed neexistuje (kuºelose£ka je parabola). Pokud p°ejdeme do homogenních

sou°adnic, dostaneme nevlastní st°ed (1 : −1 : 0).
(c) Sou°adnice st°edu v tomto p°ípad¥ spl¬ují

s1 − 2s2 + 1 = 0,
−2s1 + 4s2 − 2 = 0

a °e²ením je tedy celá p°ímka st°ed·. Je to proto, ºe kuºelose£ka je degenerovaná do dvojice rov-

nob¥ºných p°ímek.

(d) Z rovnic pro výpo£et st°edu okamºit¥ plyne, ºe st°edem je (α, β). Sou°adnice st°edu tedy

udávájí posunutí po£átku sou°adnic k repéru, ve kterém má elipsa základní tvar. □

4.85. Ur£ete rovnice os kuºelose£ky dané rovnicí 6xy + 8y2 + 4y + 2x − 13 = 0.

�e²ení. Hlavní sm¥ry kuºelose£ky (sm¥rové vektory os) jsou vlastní vektory matice

(
0 3
3 8

)
. Charak-

teristická rovnice má tvar λ2−8λ−9 = 0 a vlastní £ísla jsou proto λ1 = −1, λ2 = 9. P°íslu²né vlastní
vektory jsou pak (3,−1) a (1,−3). Osy jsou polárami nevlastních bod· ur£ených t¥mito sm¥ry. Pro

(3,−1) tak dostáváme rovnici osy −3x + y + 1 = 0 a pro (1,−3) osu −9x − 21y − 5 = 0. □

4.86. Ur£ete rovnice os kuºelose£ky dané rovnicí 4x2 + 4xy + y2 + 2x + 6y + 5 = 0.

�e²ení. Vlastní £ísla matice

(
4 2
2 1

)
jsou λ1 = 0, λ2 = 5 a p°íslu²né vlastní vektory (−1, 2) a (2, 1).

Pro osy pak dostáváme rovnice 5 = 0 a 2x+y+1 = 0. První z nich o£ividn¥ není spln¥na pro ºádný
bod. Existuje tedy jen jedna osa (zadaná kuºelose£ka je parabola). □
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�e²ení cvi£ení

4.9. 2, 3, 4, 6, 7, 8. Polohy rovin, které realizují dané po£ty si rozmyslete samostatn¥.
4.30. Pro normálový vektor (a, b, c) hledaných rovin máme rovnice a + b = 0 (kolmost na p) a volbou

a = −b = 1 (vektor (0, 0, 1) nevyhovuje podmínkám, takºe vhodným pronásobením m·ºeme dosáhnout

podmínky a = −b = 1) pak dostáváme z podmínky pro odchylku

∣∣∣∣ c√
3
√

2+c2

∣∣∣∣ = 1
2 , celkem pak hledané

rovnice p°ímek jsou x − y ±√6− 1 = 0.
4.69. P°ímka (2t, t, 7t)+ [−5, 0,−9].
4.70. [3, 2, 1][8/3, 8/3, 2/3].
4.71. P = [−1,−1,−2],Q = [−4, 3, 5].

4.72. P°í£ka [1, 1, 1][−3, 1,−1], délky
√

20, ty£ sta£it nebude.
4.73. Neexistuje. P°ímka procházející daným bodem a protínající jak p tak q je daná body P = [1,−1, 2]

(∈ p) aQ = [2,−3, 1] (∈ q). Daný bod v²ak na úse£ce PQ neleºí.

4.74.
√

11.

4.77. 2
√

6
9 .

4.78.
√

3
6 .

4.79.
√

3√
11
.



V této kapitole za£neme budovat nástroje umoº¬ujících mode-
lování závislostí, které nejsou ani lineární ani diskrétní. S takovou
pot°ebou se £asto setkáme, kdyº popisujeme systém vyvíjející se
v £ase a to ne jen v n¥kolika vybraných okamºicích, ale �souvisle�,
tj. pro v²echny moºné okamºiky. N¥kdy je to p°ímo zám¥r £i
pot°eba (t°eba ve fyzikálních modelech klasické mechaniky), jindy
je to vhodné p°iblíºení diskrétního modelu (t°eba u ekonomických,
chemických nebo biologických model·).

Klí£ovým pojmem budou stále funkce. �ím v¥t²í t°ídu funkcí
p°ipustíme, tím obtíºn¥j²í bude vybudovat nástroje pro na²i práci.
Kdyº ale bude r·zných typ· funkcí málo, nebudeme patrn¥ um¥t
budovat dobré modely pro reálné situace v·bec. Cílem následují-
cích dvou kapitol bude proto explicitn¥ zavést n¥kolik typ· elemen-
tárních funkcí, implicitn¥ popsat daleko více funkcí a vybudovat
standardní nástroje pro práci s nimi. Souhrnn¥ se tomu °íká dife-
renciální a integrální po£et jedné prom¥nné. Zatímco dosud jsme
se spí²e pohybovali v oblasti matematiky nazývané algebra, nyní
se budeme postupn¥ blíºit k tzv. matematické analýze.

1. Interpolace polynomy

V p°edchozích kapitolách jsme pracovali £asto s posloup-
nostmi hodnot reálných nebo komplexních £ísel, tj. se skalárními
funkcemi N → K nebo Z → K, kde K byl zvolený £íselný obor.
P°ípadn¥ jsme pracovali s posloupnostmi vektor· nad reálnými
nebo komplexními £ísly.

P°ipome¬me si diskusi z odstavce 1.4, kde jsme p°emý²leli
nad zp·soby, jak pracovat se skalárními funkcemi. Na této diskusi
není t°eba nic dopl¬ovat a rádi bychom (pro za£átek) um¥li pra-
covat s funkcemi R → R (reálné funkce reálné prom¥nné) nebo
R→ C (komplexní funkce reálné prom¥nné), p°ípadn¥ funkcemi
Q→ Q (funkce jedné racionální prom¥nné s racionálními hodno-
tami) apod. V¥t²inou p·jdou na²e záv¥ry snadno roz²í°it na p°ípady
s vektorovými hodnotami nad stejnými skaláry, ve výkladu se ale
zpravidla omezíme jen na p°ípad reálných a komplexních £ísel.

Za£neme od nejednodu²²ích funkcí, které umíme zadat expli-
citn¥ pomocí kone£n¥ mnoha algebraických operací se skaláry.

5.1. Polynomy. Skaláry umíme s£ítat a násobit a tyto operace
spl¬ují °adu vlastností, které jsme vyjmenovali uº
v odstavcích 1.1 a 1.3. Kdyº p°ipustíme kone£ný
po£et t¥chto operací, p°i£emº jednu prom¥nnou po-

necháme jako neznámou a dal²í vstupující skaláry budou pevn¥
zvolené, dostáváme tzv. polynomy:

KAPITOLA 5

Z°ízení ZOO funkcí

jaké funkce pot°ebujeme pro na²e modely?

� po°ádný zv¥°inec...

A. Interpolace polynomy

Na úvod této kapitoly se budeme snaºit odhadnout funkce pomocí

polynom·. P°edpokládejme, ºe o neznámé funkci máme pouze kusé

informace, totiº její hodnoty v n¥kolika bodech, pop°ípad¥ i hodnoty

její první £i druhé derivace v t¥chto bodech. Budeme se snaºit najít

polynom (co nejmen²ího stupn¥) spl¬ující tyto závislosti.

5.1. Nalezn¥te polynom P spl¬ující následující podmínky:

P(2) = 1, P (3) = 0, P (4) = −1, P (5) = 6

.

�e²ení. �e²me p°íklad nejprve sestavením soustavy £ty° lineárních

rovnic o £ty°ech neznámých. P°edpokládáme polynom ve tvaru a3x
3 +

+ a2x
2 + a1x1 + a0. Víme, ºe polynom stupn¥ nejvý²e t°i spl¬ující
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Polynomy

Polynomem nad okruhem skalár· K rozumíme zobrazení
f : K → K dané výrazem

f (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0,

kde ai , i = 0, . . . , n, jsou pevn¥ zadané skaláry, násobení je zná-
zorn¥no prostým z°et¥zením symbol· a �+� ozna£uje s£ítání. Po-
kud je an ̸= 0, °íkáme, ºe polynom f je stupn¥ n. Stupe¬ nulového
polynomu není de�nován. Skaláry ai ozna£ujeme jako koe�cienty
polynomu f .

Polynomy stupn¥ nula jsou práv¥ konstantní nenulová zobra-
zení x 7→ a0. V algeb°e jsou £ast¥ji polynomy de�novány jako
formální výrazy uvedeného tvaru f (x), tj. jako posloupnosti koe�-
cient· a0, a1, . . . s kone£n¥ mnoha nenulovými prvky. Vzáp¥tí si
ale ukáºeme, ºe v analýze budou oba p°ístupy ekvivalentní.

Je snadné ov¥°it, ºe polynomy nad okruhem skalár· tvo°í
op¥t okruh, kde násobení a s£ítání je dáno operacemi v p·vodním
okruhu K pomocí hodnot polynom·, tzn.

(f · g)(x) = f (x) · g(x), (f + g)(x) = f (x)+ g(x),
kde nalevo a napravo musíme správn¥ interpretovat p°íslu²né ope-
race v okruhu polynom· a v samotném okruhu skalár·.

5.2. D¥lení polynom· se zbytkem. Jak jsme jiº zmínili, budeme
v dal²ím pracovat výhradn¥ s poli skalár· Q, R nebo C. Pro
v²echna pole skalár· v²ak platí

Tvrzení (O d¥lení polynom· se zbytkem). Pro libovolné polynomy
f stupn¥ n a g stupn¥ m, existují jednozna£n¥ ur£ené polynomy
q a r takové, ºe f = q · g + r a p°itom je stupe¬ r men²í neº m
nebo je r = 0.

D·kaz. Za£n¥me jednozna£ností. P°edpokládejme, ºe máme
dv¥ poºadovaná vyjád°ení polynomu f s polynomy g, g′,
r a r′ , tj. platí

f = q · g + r = q′ · g + r′ .
Pak také ode£tením dostaneme 0 = (q − q′ ) · g + (r − r′ ).

Jestliºe q = q′ , pak také r = r′ . Je-li q ̸= q′ , pak £len
s nejvy²²ím stupn¥m v (q − q′ ) · g nem·ºe být vykompenzován
r − r′ , coº vede na spor. Dokázali jsme tedy jednozna£nost vý-
sledku d¥lení, pokud existuje.

Zbývá dokázat, ºe umíme polynom f vºdy napsat poºadova-
ným zp·sobem. Pokud by stupe¬ g byl v¥t²í neº stupe¬ f , pak
m·ºeme rovnou psát f = 0 · g+ f . P°edpokládejme proto n ≥ m
a dokaºme tvrzení indukcí p°es stupe¬ f .

Pokud je f polynom stupn¥ nula, je tvrzení z°ejmé. P°edpo-
kládejme tedy, ºe tvrzení platí pro stupn¥ men²í neº n > 0 a uva-
ºme výraz h(x) = f (x) − an

bm
xn−mg(x). Bu¤ je h(x) p°ímo nu-

lový polynom a pak máme, co jsme hledali, nebo jde o polynom
niº²ího stupn¥ a tedy jej jiº umíme napsat pot°ebným zp·sobem
h(x) = q · g + r a tedy také

f (x) = h(x)+ an

bm
xn−mg(x) = (q + an

bm
xn−m )g(x)+ r

a tvrzení je dokázáno. □
Je-li pro n¥jaký prvek b ∈ K hodnota f (b) = 0, pak to zna-

mená, ºe v podílu f (x) = q(x)(x−b)+r musí být r = 0. Jinak by
totiº nebylo moºné dosáhnout f (b) = q(b) ·0+ r, kde stupe¬ r je
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podmínky v zadání je dán jednozna£n¥.

a0 + 2a1 + 4a2 + 8a3 = 1,
a0 + 3a1 + 9a2 + 27a3 = 0,
a0 + 4a1 + 16a2 + 64a3 = −1,
a0 + 5a1 + 25a2 + 125a3 = 6.

Kaºdá rovnice vznikla z jedné z podmínek v zadání.

Druhou moºností °e²ení je vytvo°it hledaný polynom pomocí fun-

damentálních Lagrangeových polynom· (viz 5.4):

P(x) = 1 · (x − 3)(x − 4)(x − 5)
(2− 3)(2− 4)(2− 5)

+ 0 · (. . . )+

+ (−1) · (x − 2)(x − 3)(x − 5)
(4− 2)(4− 3)(4− 5)

+

+ 6 · (x − 2)(x − 3)(x − 4)
(5− 2)(5− 3)(5− 4)

=

= 4
3
x3 − 12x2 + 101

3
x − 29.

Koe�cienty tohoto polynomu jsou samoz°ejm¥ jediným °e²ením vý²e

sestavené soustavy lineárních rovnic. □

5.2. Nalezn¥te polynom P spl¬ující následující podmínky:

P(1+ i) = i, P (2) = 1, P (3) = −i. ⃝

5.3. Pro navzájem r·zné body x0, . . . , xn ∈ R uvaºme elementární

Lagrangeovy polynomy (5.4)

li(x) := (x − x0) · · · (x − xi−1) (x − xi+1) · · · (x − xn)
(xi − x0) · · · (xi − xi−1) (xi − xi+1) · · · (xi − xn) ,

kde x ∈ R, i = 0, . . . , n. Dokaºte, ºe platí
n∑
i=0

li(x) = 1 pro v²echna x ∈ R.

�e²ení. Z°ejm¥ je

n∑
i=0

li (x0) = 1+ 0+ · · · + 0 = 1,

n∑
i=0

li (x1) = 0+ 1+ · · · + 0 = 1,

...

n∑
i=0

li (xn) = 0+ 0+ · · · + 1 = 1.

To znamená, ºe polynom
∑n

i=0 li(x) stupn¥ nejvý²e n nabývá

v n+ 1 bodech x0, . . . , xn stejné hodnoty 1. Takový polynom (stupn¥

nejvý²e n) v²ak existuje práv¥ jeden, a to konstantní polynom y ≡ 1 .

□
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nulový. �íkáme, ºe b je ko°en polynomu f . Stupe¬ q je pak práv¥
n− 1. Pokud má q op¥t ko°en, m·ºeme pokra£ovat a po nejvý²e n
krocích dojdeme ke konstantnímu polynomu. Dokázali jsme tedy,
ºe kaºdý nenulový polynom nad polemKmá nejvý²e tolik ko°en·,
kolik je jeho stupe¬. Odtud jiº snadno dovodíme i následující po-
zorování:

D·sledek. Je-li K pole s nekone£n¥ mnoha prvky, pak dva poly-
nomy f a g jsou si rovny jako zobrazení, práv¥ kdyº mají shodné
koe�cienty.

D·kaz. P°edpokládejme f = g, tj. f−g = 0, jako zobrazení.
Polynom (f − g)(x) tedy má nekone£n¥ mnoho ko°en·, coº je
moºné pouze tehdy, je-li nulovým polynomem. □

Uv¥domme si, ºe u kone£ných polí samoz°ejm¥ takové tvrzení
neplatí. Jednoduchým p°íkladem je nap°. polynom x2 + x nad Z2,
který p°edstavuje nulové zobrazení.

5.3. Interpola£ní polynom. �asto je uºite£né zadat snadno
po£ítatelný vztah pro funkci, pro kterou máme
zadány hodnoty v p°edem daných bodech x0, . . . , xn.
Pokud by ²lo o nulové hodnoty, umíme p°ímo zadat
polynom stupn¥ n+ 1

f (x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn),
který bude mít nulové hodnoty práv¥ v t¥chto bodech a nikde
jinde. To ale není jediná polynomiální odpov¥¤, protoºe poºado-
vanou vlastnost má i nulový polynom. Ten je p°itom jediný s touto
vlastností ve vektorovém prostoru polynom· stupn¥ nejvý²e n. Ob-
dobn¥ to dopadne i v obecném p°ípad¥:

Interpola£ní polynomy

Nech´ K je nekone£né pole skalár·. Interpola£ní polynom
f pro mnoºinu po dvou r·zných bod· x0, . . . , xn ∈ K a p°ede-
psaných hodnot y0, . . . , yn ∈ K je polynom stupn¥ nejvý²e
n nebo nulový polynom, který spl¬uje f (xi) = yi pro v²echna
i = 0, 1, . . . , n.

V¥ta. Pro kaºdou mnoºinu n + 1 po dvou r·zných bod·
x0, . . . , xn ∈ K a p°edepsaných hodnot y0, . . . , yn ∈ K existuje
práv¥ jeden interpola£ní polynom f .

D·kaz. Za£n¥me jednodu²²í £ástí, tj. jednozna£ností. Jsou-li
f a g dva interpola£ní polynomy se stejnými de-
�ni£ními hodnotami, pak je jejich rozdíl poly-
nomem stupn¥ n, který má n+1 ko°en·, a proto

je f − g = 0.
Zbývá existence. Ozna£me si prozatím neznámé koe�cienty

polynomu f stupn¥ n

f = anxn + · · · + a1x + a0.

Dosazením poºadovaných hodnot dostaneme systém n+ 1 rovnic
pro stejný po£et neznámých koe�cient· ai

a0 + x0a1 + · · · + (x0)
nan = y0,

...

a0 + xna1 + · · · + (xn)nan = yn.
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5.4. Nalezn¥te polynom P spl¬ující následující podmínky:

P(1) = 0, P ′(1) = 1, P (2) = 3, P ′(2) = 3.

�e²ení. Op¥t ukáºeme dv¥ moºnosti °e²ení.

Dané podmínky ur£ují £ty°i lineární rovnice pro koe�cienty hleda-

ného polynomu. Budeme-li hledat polynom t°etího stupn¥, dostáváme

tedy p°esn¥ tolik rovnic, kolik je neznámých koe�cient· polynomu

(nech´ nap°. P(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0):

P(1) = a3 + a2 + a1 + a0 = 0,
P ′(1) = 3a3 + 2a2 + a1 = 1,
P (2) = 8a3 + 4a2 + 2a1 + a0 = 3,
P ′(2) = 12a3 + 4a2 + a1 = 3.

Vy°e²ením tohoto systému obdrºíme polynom:

P(x) = −2x3 + 10x2 − 13x + 5.
Jiné °e²ení. Pouºijeme fundamentální Hermiteovy polynomy:

h1
1(x) =

(
1− 2

0+ (−1)
(x − 1)

)
(2− x)2 = (2x − 1)(x − 2)2,

h1
2(x) = (5− 2x)(x − 1)2,

h2
1(x) = (x − 1)(x − 2)2,

h2
2(x) = (x − 2)(x − 1)2.

Celkem

P(x) = 0 · h1
1(x)+ 3 · h1

2(x)+ 1 · h2
1(x)+ 3 · h2

2(x) =
= −2x3 + 10x2 − 13x + 5. □

5.5. Pomocí Lagrangeovy interpolace spo£ítejte p°ibliºnou hodnotu

cos2 1. Pouºijte k tomu hodnoty funkce v bodech π
4 ,

π
3 a π

2 .

�e²ení. Nejprve ur£íme funk£ní hodnoty v zadaných bodech:

cos2(π4 ) = 1/2, cos2(π3 ) = 1/4, cos2(π2 ) = 0. Dále ur£íme elemen-

tární Lagrangeovy polynomy, p°itom m·ºeme spo£ítat hodnoty p°ímo

v zadaném bod¥:

l0(1) =
(
1− π

3

) (
1− π

2

)(
π
4 − π

3

) (
π
4 − π

2

) = 8
(π − 3)(π − 2)

π2
,

l1(1) =
(
1− π

4

) (
1− π

2

)(
π
3 − π

4

) (
π
3 − π

2

) = −9
(π − 4)(π − 2)

π2
,

l2(1) =
(
1− π

4

) (
1− π

3

)(
π
2 − π

4

) (
π
2 − π

3

) = 2
(π − 4)(π − 3)

π2
.

Celkem tedy

P(1) = 1
2
· 8(π − 3)(π − 2)

π2
− 1

4
· 9(π − 4)(π − 2)

π2
+ 0 =

= (7π − 12)(π − 2)
4π2

.= 0,288913.
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Existenci °e²ení tohoto systému rovnic m·ºeme snadno uká-
zat p°ímou konstrukcí pat°i£ného polynomu pomocí tzv. Lagran-
geových polynom· pro dané body x0, . . . , xn, viz dal²í odstavec
textu níºe.

Nyní ale d·kaz dokon£íme pomocí jednoduchých znalostí z li-
neární algebry. Tento systém lineárních rovnic má totiº práv¥ jedno
°e²ení pokud je determinant jeho matice invertibilní skalár, tj. po-
kud je nenulový (viz 3.1 a 2.23). Jde o tzv. Vandermond·v deter-
minant, který jsme jiº diskutovali v p°íkladu ∥2.24∥ na stran¥ 80.

Protoºe jsme ale uº ov¥°ili, ºe pro nulové pravé strany existuje
°e²ení práv¥ jedno, víme, ºe tento determinant nenulový být musí.

Protoºe polynomy jsou jako zobrazení stejné, práv¥ kdyº mají
stejné koe�cienty, v¥ta je dokázána. □

5.4. Uºití interpolací. Na první pohled se m·ºe zdát, ºe reálné
nebo p°ípadn¥ racionální polynomy, tj. polynomiáln¥
zadané funkce R→ R neboQ→ Q, tvo°í hezkou ve-
likou t°ídu funkcí jedné prom¥nné. M·ºeme jimi pro-
loºit jakékoliv sady p°edem zadaných hodnot. Navíc

se zdají být snadno vyjád°itelné, takºe by s jejich pomocí m¥lo
být dob°e moºné po£ítat i hodnoty t¥chto funkcí pro jakoukoliv
hodnotu prom¥nné. P°i pokusu o praktické vyuºití v tomto sm¥ru
ov²em narazíme hned na n¥kolik problém·.

Prvním z nich je pot°eba rychle vyjád°it polynom, kterým
zadaná data proloºíme. Pro °e²ení vý²e diskutovaného systému
rovnic totiº budeme obecn¥ pot°ebovat £as úm¥rný t°etí mocnin¥
po£tu bod·, coº p°i objemn¥j²ích datech je jist¥ t¥ºko p°ijatelné.
Podobným problémem je pomalé vy£íslení hodnoty polynomu vy-
sokého stupn¥ v zadaném bod¥. Obojí lze £áste£n¥ obejít tak,
ºe zvolíme vhodné vyjád°ení interpola£ního polynomu (tj. vybe-
reme lep²í bázi p°íslu²ného vektorového prostoru v²ech polynom·
stupn¥ nejvý²e k, neº je ta nejobvyklej²í 1, x, x2 , . . . , xn ).

Ukáºeme si pouze jediný p°íklad takového postupu:

Lagrangeovy interpola£ní polynomy

Lagrange·v interpola£ní polynom snadno zapí²eme pomocí
tzv. elementárních Lagrangeových polynom· ℓi stupn¥ n s vlast-
nostmi

ℓi(xj ) =
{

1 i = j,
0 i ̸= j. .
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Vidíme, ºe p°i výpo£tu t°etí elementární polynom nebyl pot°eba.

Skute£ná hodnota je cos2 1 .= 0,291927. □

5.6. Franta pot°ebuje po£ítat hodnoty funkce sin, ale má k dispozici

jen mobilní telefon s jednoduchou kalkula£kou, která umí základní

operace. Protoºe si pamatuje hodnoty funkce sin v bodech 0, π6 ,
π
4

π
3 a π

2 a ví, ºe p°ibliºné hodnoty π ,
√

2 a
√

3 jsou 3,1416, 1,4142 a

1,7321, rozhodl se, ºe pouºije k p°ibliºnému výpo£tu interpolaci. Po-

mozte mu sestrojit p°ibliºný vztah s vyuºitím v²ech hodnot.

�e²ení. Sestrojíme elementární Lagrangeovy polynomy:

l0(x) =
(
x − π

6

) (
x − π

4

) (
x − π

3

) (
x − π

2

)(
0− π

6

) (
0− π

4

) (
0− π

3

) (
0− π

2

) .=
.= 1,4783x4 − 5,8052x3 + 8,1057x2 − 4,7746x + 1,

l1(x) = (x − 0)
(
x − π

4

) (
x − π

3

) (
x − π

2

)(
π
6 − 0

) (
π
6 − π

4

) (
π
6 − π

3

) (
π
6 − π

2

) .=
.= −13,3046x4 + 45,2808x3 − 49,2419x2 + 17,1887x,

l2(x) = (x − 0)
(
x − π

6

) (
x − π

3

) (
x − π

2

)(
π
4 − 0

) (
π
4 − π

6

) (
π
4 − π

3

) (
π
4 − π

2

) .=
.= 23,6526x4 − 74,3070x3 + 71,3298x2 − 20,3718x,

l3(x) = (x − 0)
(
x − π

6

) (
x − π

4

) (
x − π

2

)(
π
3 − 0

) (
π
3 − π

6

) (
π
3 − π

4

) (
π
3 − π

2

) .=
.= −13,3046x4 + 38,3146x3 − 32,8279x2 + 8,5943x,

l4(x) = (x − 0)
(
x − π

6

) (
x − π

4

) (
x − π

3

)(
π
2 − 0

) (
π
2 − π

6

) (
π
2 − π

4

) (
π
2 − π

3

) .=
.= 1,4783x4 − 3,4831x3 + 2,6343x2 − 0,6366x.

Hodnota interpola£ního polynomu je pak

P(x) = 0 · 0(x)+ 1
2 l1(x)+

√
2

2 l2(x)+
√

3
2 l3(x)+ l4(x)

.=
.= 0,0288x4 − 0,2043x3 + 0,0214x2 + 0,9956x . □

Dopl¬ující otázky:M·ºe Franta tento p°ibliºný výsledek pouºít i pro

výpo£et funkce sin na intervalu
[
π
2 , π

]
? A pokud ne, jak by m¥l postu-

povat?

Jak by vypadaly p°ibliºné vztahy, pokud by Franta nepouºil v²echny

uzly, ale pro kaºdý bod jen t°i uzly nejbliº²í?

5.7. Dal²í den pot°eboval Franta spo£ítat dvojkový logaritmus 25.

(Ve skute£nosti pot°eboval p°irozený logaritmus, ale pro-

toºe ví, ºe ln 2 je zhruba 0,6931, vysta£í si i s dvojko-

vým.) Nejprve tedy vzal uzly 16 a 32 s funk£ními hodnotami

4 a 5 a sestrojil interpola£ní polynom (p°ímku) P(x) = 1
16x+3, takºe

P(25) = 73
16 = 4,5625. Kv·li zp°esn¥ní výsledku p°idal dal²í uzel

8 s funk£ní hodnotou 3. V tomto p°ípad¥ vy²el interpola£ní polynom
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Z°ejm¥ musí být tyto polynomy aº na konstantu rovny výraz·m
(x − x0) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn), a proto

ℓi(x) =
∏
j̸=i (x − xj )∏
j̸=i (xi − xj )

.

Hledaný Lagrange·v interpola£ní polynom je pak dán vztahem

f (x) = y0ℓ0(x)+ y1ℓ1(x)+ · · · + ynℓn(x).

Pouºití Lagrangeových polynom· je obzvlá²´ efektivní, kdyº
opakovan¥ prokládáme zadané hodnoty závislé prom¥nné yi pro
stále stejné hodnoty nezávislé prom¥nné xi . Pak totiº máme ele-
mentární polynomy ℓi p°edem p°ipraveny.

Toto vyjád°ení má nevýhodu ve velké citlivosti na nep°esnosti
výpo£tu p°i malých rozdílech zadaných hodnot xi , protoºe se v n¥m
t¥mito rozdíly d¥lí.

Dal²í nep°íjemností je velice ²patná stabilita hodnot reálných
nebo racionálních polynom· p°i zv¥t²ující se hodnot¥ prom¥nné.
Brzy budeme mít nástroje na p°esný popis kvalitativního chování
funkcí, nicmén¥ i bez nich je z°ejmé, ºe podle znaménka koe�ci-
entu u nejvy²²í mocniny polynomu se hodnoty velice rychle p°i ros-
toucím x vydají bu¤ do plus nebo mínus nekone£na. Ani toto zna-
ménko koe�cientu u nejvy²²ího stupn¥ se ale u interpola£ního poly-
nomu p°i malých zm¥nách prokládaných hodnot nechová stabiln¥.
Názorn¥ to vidíme na dvou obrázcích, kde je proloºeno jedenáct
hodnot funkce sin(x) s r·znými malými náhodnými zm¥nami hod-
not. Je na nich vynesena aproximovaná funkce, kole£ka jsou ma-
linko posunuté hodnoty a jimi proloºený jednozna£n¥ zadaný inter-
pola£ní polynom. Zatímco uvnit° intervalu je aproximace vcelku
dobrá, stabilita na okrajích je ot°esná.

-4
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4

1

2
0

-1

0

-2

-2 -4

x

2

4

1

2
0

-1

0

-2

-2

Kolem interpola£ních polynom· existuje bohatá teorie, zá-
jemce odkazujeme na speciální literaturu.

5.5. Poznámka. Numerická nestabilita zp·sobená p°ípadnou
blízkostí (n¥kterých) z bod· xi je dob°e viditelná i na systému
rovnic z d·kazu V¥ty 5.3. P°i °e²ení systém· lineárních rovnic
totiº nestabilita do zna£né míry souvisí s velikostí determinantu
matice systému, tj. v na²em p°ípad¥ Vandermondova determinantu.
Ten umíme vcelku snadno p°ímo spo£íst:

Lemma. Pro posloupnost po dvou r·zných skalár·
x0, . . . , xn ∈ K platí

V (x0, . . . , xn) =
n∏

i>k=0

(xi − xk).
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roven P(x) = − 1
384x

2 + 3
16x + 5

3 , coº dává P(25) .= 4,7266.
Franta cht¥l výsledek je²t¥ zp°esnit, p°idal tedy rovnou dva uzly, a to

2 a 4 s funk£ními hodnotami 1 a 2. Jaké v²ak bylo jeho p°ekvapení,

kdyº mu vy²la hodnota P(25) .= 5,892, která je ur£it¥ nesprávná

vzhledem k tomu, ºe logaritmus je rostoucí funkce. Dokáºete vysv¥tlit,

kde se vzala taková chyba?

�e²ení. Franta trochu pátral na internetu a zjistil, ºe chyba p°i inter-

polaci se dá vyjád°it ve tvaru

f (x)− Pn(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)
(n+ 1)!

f (n+1)(ξ),

kde bod ξ není znám, ale leºí v intervalu daném nejmen²ím a nejv¥t²ím

uzlem. �len v £itateli zlomku zp·sobuje, ºe p°idávání dal²ích vzdále-

ných uzl· p°esnost spí²e zhor²uje. □

5.8. O týden pozd¥ji pot°eboval Franta ur£it
√

7. Napadlo ho pro-

blém oto£it a pouºít tzv. inverzní interpolaci, tedy zam¥nit roli uzl·

a funk£ních hodnot a ur£it p°ibliºnou hodnotu vhodné funkce v nule.

Jak postupoval?

�e²ení.
√

7 je nulový bod funkce x2 − 7. Franta vzal uzly x0 = 2,
x1 = 2,5, x2 = 3, p°íslu²né funk£ní hodnoty jsou −3, −0,75 a 2. Pak
prohodil úlohu uzl· a funk£ních hodnot a získal elementární Lagran-

geovy polynomy

l0(x) = (x + 0,75)(x − 2)
(−3+ 0,75)(−3− 2)

= 4
45
x2 − 1

9
x − 2

15
,

l1(x) = −16
99
x2 − 16

99
x + 32

33
,

l2(x) = 6
55
x2 + 3

11
x + 9

55
.

Pro
√

7 tak dostal p°ibliºnou hodnotu

2 · l0(0)+ 2.5 · l1(0)+ 3 · l2(0) = 437
165

.= 2,6485.
Dopl¬ující otázky: Frantovi se do výpo£tu jednoho elementárního po-

lynomu vloudila chyba, pokuste se ji vypátrat. Má tato chyba vliv na

výslednou hodnotou?

Jak bychom mohli vyuºít také hodnotu derivace v bod¥ 2,5? □

5.9. Nalezn¥te p°irozený splajn S, který spl¬uje podmínky

S(−1) = 0, S(0) = 1, S(1) = 0.

�e²ení. Hledaný p°irozený splajn bude sloºen ze dvou kubických po-

lynom·, jednoho, °ekn¥me S1, pro interval [−1, 0], druhého, °ekn¥me

S2, pro interval [0, 1]. Sl·vko �p°irozený� navíc ur£uje, ºe hod-

noty druhých derivací polynom· S1, resp. S2, budou nulové v bod¥

−1, resp. 1. Díky p°edepsané spole£né hodnot¥ v bod¥ 0 víme ºe

absolutní £len obou polynom· je 1, ze symetrie úlohy plyne, ºe
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D·kaz. Vztah dokáºeme indukcí p°es po£et bod· xi . Evi-
dentn¥ je správný pro n = 1 (a pro n = 0 je úloha nezajímavá).
P°edpokládejme, ºe výsledek je správný pro n− 1, tj.

V (x0, . . . , xn−1) =
n−1∏
i>k=0

(xi − xk).

Nyní povaºujme hodnoty x0, . . . , xn−1 za pevné a hodnotu xn po-
nechme jako volnou prom¥nnou. Rozvojem determinantu podle
posledního °ádku (viz 2.21) obdrºíme hledaný determinant jako
polynom

(5.1) V (x0, . . . , xn) = (xn)nV (x0, . . . , xn−1)− (xn)n−1 · · · .
Toto je polynom stupn¥ n, protoºe víme, ºe jeho koe�cient u (xn)n

je nenulový dle induk£ního p°edpokladu. P°itom bude zjevn¥ nu-
lový p°i dosazení kterékoliv hodnoty xn = xi pro i < n, protoºe
bude v takovém p°ípad¥ obsahovat p·vodní determinant dva stejné
°ádky. Ná² polynom tedy bude d¥litelný výrazem

(xn − x0)(xn − x1) · · · (xn − xn−1),

který má sám jiº stupe¬ n. Odtud vyplývá, ºe celý Vandermond·v
determinant coby polynom v prom¥nné xn musí být tomuto výrazu
roven aº na konstantní násobek, tj.

V (x0, . . . , xn) = c · (xn − x0)(xn − x1) · · · (xn − xn−1).

Porovnáním koe�cient· u nejvy²²í mocniny v (5.1) a tomto výrazu
dostáváme

c = V (x0, . . . , xn−1)

a tím je d·kaz lemmatu ukon£en. □

Op¥t tedy vidíme, ºe determinant bude velmi malý, pokud
jsou malé vzdálenosti bod· xi .

5.6. Derivace polynom·. Zjistili jsme, ºe hodnoty polynom·
s rostoucí prom¥nnou rychle mí°í k nekone£ným hod-
notám (viz také obrázky). Proto je z°ejmé, ºe poly-
nomy nemohou nikdy vhodn¥ popisovat jakékoliv pe-
riodicky se opakující d¥je (jako jsou nap°. hodnoty

goniometrických funkcí). Mohlo by se ale zdát, ºe podstatn¥ lep²í
výsledky budeme alespo¬mezi body xi dosahovat, kdyº si budeme
krom¥ hodnot funkce hlídat, jak rychle na²e funkce v daných bo-
dech rostou.

Za tímto ú£elem zavedeme (prozatím spí²e intuitivn¥) pojem
derivace pro polynomy. M·ºeme p°itom pracovat op¥t s reálnými,
komplexními nebo racionálními polynomy. Rychlost r·stu v bod¥
x ∈ R pro reálný polynom f (x) dob°e vyjad°ují podíly

(5.2)
f (x +1x)− f (x)

1x
,

a protoºe umíme spo£íst (nad libovolným okruhem)

(x+1x)k = xk +kxk−11x+· · ·+ (k
l

)
xl (1x)k−l+· · ·+ (1x)k,

dostaneme pro polynom f (x) = anxn+· · ·+a0 vý²e vedený podíl
ve tvaru

f (x+1x)−f (x)
1x

=an nx
n−11x+· · ·+(1x)k

1x
+· · ·+a1

1x

1x
=

= nanxn−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · · + a1 +1x(. . . ),

kde výraz v závorce je polynomiáln¥ závislý na1x. Evidentn¥ pro
hodnoty 1x velice blízké nule dostaneme hodnotu libovoln¥ blíz-
kou následujícímu výrazu:
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spole£ná hodnota první derivace v bod¥ 0 je nulová.M·ºeme tedy psát

S1(x) = ax3 + bx2 + 1 a S2(x) = cx3 + dx2 + 1, pro neznámé

reálné parametry a, b, c a d. Dosazením t¥chto tvar· do £ty° podmínek

S1(−1) = 0, S1"(−1) = 0, S2(1) = 0a S2"(1) = 0 dostáváme £ty°i

lineární rovnice pro tyto parametry:

−a + b + 1 = 0,
−6a + 2b = 0,

c + d + 1 = 0,
6c + 2d = 0.

Jejich vy°e²ením pak S1(x) = − 1
2x

3 − 3
2x

2 + 1, S2(x) = 1
2x

3 −
− 3

2x
2 + 1. Celkem tedy

S(x) =
{
− 1

2x
3 − 3

2x
2 + 1 pro x ∈ [−1, 0],

1
2x

3 − 3
2x

2 + 1 pro x ∈ [0, 1].

□

5.10. Nalezn¥te splajn S, který spl¬uje podmínky

S(−1) = 0, S(0) = 1, S(1) = 0, S′ (−1) = 1, S′ (1) = 1.

�e²ení. Hledaný splajn se od splajnu z p°edchozí úlohy li²í pouze hod-

notami derivací v bodech −1 a 1. Obdobn¥ jako v p°edchozí úloze

tak dostáváme £ásti S1 a S2 splajnu ve tvaru S1(x) = ax3 + bx2 + 1
a S2(x) = cx3 + dx2 + 1, pro neznámé reálné parametry a, b, c a

d. Dosazením do podmínek S1(−1) = 0, S′
1(−1) = 1, S2(1) = 0

a S′
2(1) = 1 dostáváme nyní soustavu

−a + b + 1 = 0,
3a − 2b = 1,

c + d + 1 = 0,
3c + 2d = 1

s °e²ením a = −1, b = −2, c = 3 a d = −4, tedy hledaný splajn je

funkce

S(x) =
{
−x3 − 2x2 + 1 pro x ∈ [−1, 0],
3x3 − 4x2 + 1 pro x ∈ [0, 1].

□

5.11. Nalezn¥te polynom nejvý²e druhého stupn¥, který v bodech

x0 = −1, x1 = 1, x2 = 2

nabývá po °ad¥ hodnot

y0 = 1, y1 = −3, y2 = 4.

⃝
5.12. Sestrojte Lagrange·v interpola£ní polynom pro

xi −2 −1 1 2
yi 1 −1 −1 1 .
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Derivace polynom·

Derivací polynomu f (x) = anxn + · · · + a0 podle prom¥nné
x rozumíme polynom

f ′(x) = nanxn−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · · + a1.

Z de�nice je jasné, ºe práv¥ hodnota f ′(x0) derivace poly-
nomu nám dává dobré p°iblíºení jeho chování v okolí bodu x0.
P°esn¥ji °e£eno p°ímky

y = f (x0 +1x)− f (x0)

1x
(x − x0)+ f (x0),

tj. se£ny grafu polynomu procházející body [x0, f (x0)]
a [x0 + 1x, f (x0 + 1x)], se, se zmen²ujícím se 1x,
p°ibliºují p°ímce

y = f ′(x0)(x − x0)+ f (x0),

coº tedy musí být te£na grafu polynomu f . Hovo°íme o lineárním
p°iblíºení polynomu f jeho te£nou.

Derivace polynom· je lineární zobrazení, které p°i°azuje po-
lynom·m stupn¥ nejvý²e n polynomy stupn¥ nejvý²e n− 1.

Iterací této operace dostáváme druhé derivace f ′′, t°etí de-
rivace f (3) a obecn¥ po k�násobném opakování polynom f (k)

stupn¥ n − k. Po n + 1 derivacích je výsledkem nulový polynom.
Toto lineárním zobrazení je p°íkladem tzv. cyklického nilpotent-
ního zobrazení, která jsou podrobn¥ji rozebírána v odstavci 3.32
o nilpotentních zobrazeních.

5.7. Hermite·v interpola£ní problém. Uvaºme op¥t m + 1 po
dvou r·zných reálných hodnot x0, . . . , xm, tj. xi ̸= xj
pro v²echna i ̸= j . Budeme chtít zase prokládat po-
mocí polynom· p°edem dané hodnoty, tentokrát ale
budeme vedle hodnot p°edepisovat i první derivace.

Tj. p°edepí²eme yi a y′i pro v²echna i. Hledáme polynom f , který
bude nabývat t¥chto p°edepsaných hodnot a derivací.

Zcela analogicky jako u interpolace pouhých hodnot obdrºíme
pro neznámé koe�cienty polynomu f (x) = anxn+· · ·+a0 systém
2(m+ 1) rovnic

a0 + x0a1 + · · · + (x0)
nan = y0,

...

a0 + xma1 + · · · + (xm)nan = ym,
a1 + 2x0a2 + · · · + n(x0)

n−1an = y′0,
...

a1 + 2xma2 + · · · + n(xm)n−1an = y′m.
Op¥t bychom mohli ov¥°it, ºe p°i volb¥ n = 2m + 1 bude de-
terminant tohoto systému rovnic nenulový a tudíº bude existovat
práv¥ jedno °e²ení. Nicmén¥, obdobn¥ ke konstrukci Lagrange-
ova polynomu lze zkonstruovat takový polynom f p°ímo. Prost¥
si vytvo°íme jednu sadu polynom· s hodnotami nula nebo jedna
jak u derivací tak u hodnot, abychom jejich jednoduchou lineární
kombinací um¥li dosáhnout pot°ebné hodnoty. Ov¥°ení následující
de�nice a tvrzení necháme na £tená°i:
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Pak uve¤te libovolný polynom vy²²ího neº t°etího stupn¥, jenº vy-

hovuje podmínkám uvedeným v tabulce. ⃝
5.13. Nalezn¥te polynom p(x) = ax3 + bx2 + cx + d, pro který platí

p(0) = 1, p(1) = 0, p(2) = 1, p(3) = 10 . ⃝
5.14. Ur£ete polynom p nejvý²e t°etího stupn¥ spl¬ující

p(0) = 2, p(1) = 3, p(2) = 12, p(5) = 147 . ⃝
5.15. Nech´ jsou libovoln¥ zvoleny hodnoty y0, . . . , yn ∈ R v navzá-

jem r·zných bodech x0, . . . , xn ∈ R. Kolik existuje polynom· stupn¥

práv¥ n+ 1, které nabývají v uvedených bodech zadaných hodnot?
⃝

5.16. Stanovte Hermiteovy interpola£ní polynomy P , Q, jestliºe má

být

P (−1) = −11, P (1) = 1, P ′ (−1) = 12, P ′ (1) = 4;
Q(−1) = −9, Q (1) = −1, Q′ (−1) = 10, Q′ (1) = 2.

⃝
5.17. Nahra¤te funkci f Hermiteovým polynomem, víte-li

xi −1 1 2
f (xi) 4 −4 −8
f ′(xi) 8 −8 11

.

⃝
5.18. Bez po£ítání uve¤te Hermite·v interpola£ní polynom, je-li poºa-

dováno, aby

x0 = 0, x1 = 2, x2 = 1,

y0 = 0, y1 = 4, y2 = 1,

y′
0 = 0, y′

1 = 4, y′
2 = 2.

⃝
5.19. Nalezn¥te polynom nejvý²e t°etího stupn¥, který v bod¥ x = 1
nabývá hodnoty y = 4, v bod¥ x = 2 hodnoty y = 9 a který má

v bod¥ x = 0 derivaci rovnu −2, zatímco v bod¥ x = 1 je jeho deri-

vace rovna 1. Poté ur£ete polynom nejvý²e t°etího stupn¥, jenº v bo-

dech x = 1 a x = −1 nabývá hodnoty y = 6 a jenº má v bod¥ x = 1
a zárove¬ v bod¥ x = −1 derivaci rovnu 2. ⃝
5.20. Kolik existuje navzájem r·zných polynom· stupn¥ nejvý²e 4,
které v bodech x0 = 5, x1 = 55 nabývají po °ad¥ hodnot y0 = 55,
y1 = 5 a jejichº první a druhá derivace v bod¥ x0 je nulová? ⃝
5.21. Napi²te libovolný polynom P vyhovující t¥mto podmínkám:

P(0) = 6, P (1) = 4, P (2) = 4, P ′(2) = 1 . ⃝
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Hermite·v interpola£ní polynom

Hermite·v interpola£ní polynom de�nujeme pomocí funda-
mentálních Hermiteových polynom·:

h1
i (x) =

[
1− ℓ

′′(xi)
ℓ′(xi)

(x − xi)
]
(ℓi(x))

2 ,

h2
i (x) = (x − xi) (ℓi(x))2 ,

kde ℓ(x) =∏n
i=1(x − xi). Tyto polynomy spl¬ují:

h1
i (xj ) = δji =

{
1 pro i = j,
0 pro i ̸= j,

(h1
i )

′(xj ) = 0,

h2
i (xj ) = 0,

(h2
i )

′(xj ) = δji ,
a proto je Hermite·v interpola£ní polynom dán výrazem

f (x) =
k∑
i=1

(
yih

1
i (xi)+ y′ih2

i (xi)
)
.

5.8. P°íklady Hermiteových polynom·. Úpln¥ nejjednodu²²í
p°ípad je zadání hodnoty a derivace v jediném bod¥. Tím ur£íme
beze zbytku polynom stupn¥ jedna

f (x) = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0),

tj. práv¥ rovnici p°ímky zadané hodnotou a sm¥rnicí v bod¥ x0.
Kdyº zadáme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. y0 = f (x0),
y′0 = f ′(x0), y1 = f (x1), y′1 = f ′(x1) pro dva r·zné body xi ,
dostaneme je²t¥ po°ád snadno po£ítatelný problém.

Ukaºme si jej ve zjednodu²eném provedení, kdy x0 = 0,
x1 = 1. Pak matice systému a její inverze budou

A =


0 0 0 1
1 1 1 1
0 0 1 0
3 2 1 0

 , A−1 =


2 −2 1 1
−3 3 −2 −1
0 0 1 0
1 0 0 0

 .
P°ímým vynásobením A · (y0, y1, y

′
0, y

′
1)
T pak vyjde vektor koe�-

cient· (a3, a2, a1, a0)
T polynomu f , tj.

f (x) = (2y0 − 2y1 + y′0 + y′1)x3+
+ (−3y0 + 3y1 − 2y′0 − y′1)x2 + y′0x + y0.

5.9. Interpolace splajny. Obdobn¥ m·ºeme p°edepisovat libo-
volný kone£ný po£et derivací v jednotlivých bodech
a vhodnou volbou stupn¥ polynomu obdrºíme vºdy
jednozna£né interpolace. Nebudeme zde uvád¥t po-
drobnosti. Bohuºel, u v²ech t¥chto interpolací po°ád

z·stávají problémy zmín¥né uº v p°ípad¥ jednoduchých interpo-
lací hodnot � sloºitost výpo£t· a nestabilita. Pouºití derivací v²ak
podbízí jednoduché vylep²ení metodiky:

Jak jsme vid¥li na obrázcích demonstrujících nestabilitu inter-
polace jedním polynomem dostate£n¥ vysokého stupn¥, malé lo-
kální zm¥ny hodnot zap°í£i¬ovaly dramatické celkové zm¥ny cho-
vání výsledného polynomu. Nabízí se tedy vyuºití malých polyno-
miálních kousk· nízkých stup¬·, které ale musíme um¥t rozumn¥
navazovat.

241

5.22. Sestrojte p°irozený kubický interpola£ní splajn pro body

x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1 a hodnoty y0 = 1, y1 = 0, y2 = 1
v t¥chto bodech. ⃝
5.23. Zkonstruujte p°irozený kubický interpola£ní splajn pro funkci

f (x) = | x |, x ∈ [−1, 1] ,

pokud jsou zvoleny body x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1. ⃝
5.24. Napi²te p°irozený kubický interpola£ní splajn pro body

x0 = −3, x1 = 0, x2 = 3

a hodnoty y0 = −3, y1 = 0, y2 = 3. ⃝
5.25. Bez po£ítání uve¤te p°irozený kubický interpola£ní splajn pro

body x0 = −1, x1 = 0 a x2 = 2 a hodnotu y0 = y1 = y2 = 1 v t¥chto

bodech. ⃝
5.26. Ur£ete

x0 = −3, x1 = −2, x2 = −1

a pro hodnoty

y0 = 0, y1 = 1, y2 = 2, y′
0 = 1, y′

2 = 1.

⃝
5.27. Sestrojte p°irozený kubický interpola£ní splajn pro funkci

y = 1
1+ x2

p°i volb¥ bod·

x0 = 0, x1 = 1, x2 = 3.

⃝
Více p°íklad· k interpola£ním polynom·m najdete na stran¥ 288.

B. Topologie komplexních £ísel a jejich podmnoºin

5.28. Nalezn¥te hromadné, izolované, hrani£ní a vnit°ní body

mnoºin N, Q, X = {x ∈ R; 0 ≤ x < 1} v R.

�e²ení. Mnoºina N. Pro libovolné n ∈ N o£ividn¥ platí

O1 (n) ∩ N = (n− 1, n+ 1) ∩ N = {n}.
Existuje tedy okolí bodu n ∈ N v R, které obsahuje pouze jeden prvek
mnoºiny N (pochopiteln¥ práv¥ uvaºované n), tj. kaºdý bod n ∈ N
je izolovaný. Mnoºina vnit°ních bod· je proto prázdná (je-li bod izo-

lovaný, nem·ºe být vnit°ní). Bod a ∈ R je pak hromadným bodem

A práv¥ tehdy, kdyº kaºdé jeho okolí obsahuje nekone£n¥ mnoho

bod· A. Ov²em mnoºina

O1 (a) ∩ N = (a − 1, a + 1) ∩ N, p°i£emº a ∈ R,
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Nejjednodu²²í je propojení vºdy dvou sousedních bod· po-
lynomem stupn¥ nejvý²e jedna. Tak se nej£ast¥ji zobrazují data.
Z pohledu derivací to znamená, ºe budou na jednotlivých úsecích
konstantní a pak se skokem zm¥ní.

O n¥co so�stikovan¥j²í moºností je p°edepsat v kaºdém bod¥
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mít 4 hodnoty a jed-
nozna£n¥ tím ur£íme Hermite·v polynom 3. stupn¥, viz vý²e.
Tento polynom pak m·ºeme pouºít pro v²echny hodnoty nezávislé
prom¥nné mezi krajními hodnotami x0 < x1. Hovo°íme o inter-
valu [x0, x1]. Takové polynomiální p°iblíºeni po kouskách uº bude
mít tu vlastnost, ºe první derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale není pouhé navazování první derivace dostate£né
a navíc p°i nam¥°ených datech nemíváme hodnoty derivací k dis-
pozici. P°ímo se proto vnucuje pokus vyuºívat pouze zadané hod-
noty ve dvou sousedních bodech, ale poºadovat zárove¬ rovnost
prvních i druhých derivací u sousedních kousk· polynom· t°etího
stupn¥. To totiº bude znamenat stejné mnoºství rovnic a nezná-
mých a pravd¥podobn¥ tedy i obdobnou praktickou °e²itelnost pro-
blému:

Kubické splajny

Nech´ x0 < x1 < · · · < xn jsou reálné hodnoty, ve kte-
rých jsou zadány poºadované hodnoty y0, . . . , yn. Kubickým inter-
pola£ním splajnem pro toto zadání je funkce S : R → R, která
spl¬uje následující podmínky:

• zúºení S na interval [xi−1, xi] je polynom Si nejvý²e t°etího
stupn¥, i = 1, . . . , n,
• Si(xi−1) = yi−1 a Si(xi) = yi pro v²echna i = 1, . . . n,
• S′

i(xi) = S′
i+1(xi) pro v²echna i = 1, . . . , n− 1,

• S′′
i (xi) = S′′

i+1(xi) pro v²echna i = 1, . . . , n− 1.

Kubický splajn1 pro n + 1 bod· sestává z n kubických poly-
nom·, tj. máme k dispozici 4n volných parametr· (první de�ni£ní
podmínka). Dal²í podmínky p°itom zadávají 2n+(n−1)+(n−1)
rovností, tj. dva parametry z·stávají volné. P°i praktickém pouºití
se dodávají p°edpisy pro derivace v krajních bodech, tzv. úplný
splajn, nebo jsou tyto zadány jako nula, tzv. p°irozený splajn.

Pro srovnání se podívejme na interpolaci stejných dat jako
v p°ípad¥ Lagrangeova polynomu, nyní pomocí splajn·:

0
-4 0
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-2 4
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1

0
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1O²klivé £eské slovo �splajn� vzniklo fonetickým p°episem anglického ekvi-
valentu �spline�, který znamenal tvárné pravítko uºívané inºenýry pro kreslení
k°ivek.
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je kone£ná, z £ehoº plyne, ºe N hromadné body nemá. To, ºe tato

mnoºina je kone£ná, dále implikuje

δb := inf
n∈N
| b − n | = inf

n∈O1(b)∩N
| b − n | > 0 pro b ∈ R∖ N.

Odsud máme Oδb (b) ∩ N = ∅, tj. ºádné b ∈ R ∖ N není hrani£ním

bodem N. Sou£asn¥ víme, ºe kaºdý bod dané mnoºiny, který není

vnit°ním bodem, je nutn¥ jejím hrani£ním bodem.Mnoºina hrani£ních

bod· tak obsahuje N. Shrneme-li to, mnoºina hrani£ních bod· N je N.
Mnoºina Q. Racionální £ísla tvo°í tzv. hustou podmnoºinu

mnoºiny v²ech reálných £ísel. To znamená, ºe ke kaºdému reálnému

£íslu konverguje posloupnost racionálních £ísel (p°edstavme si nap°.

nekone£ný desetinný rozvoj reálného £ísla a jemu odpovídající

posloupnost, kdy v následujícím £lenu p°idáváme dal²í cifru rozvoje).

O této posloupnosti lze navíc p°edpokládat, ºe v²echny její £leny

jsou navzájem r·zné (na poslední pozici kone£ného desetinného

rozvoje se m·ºeme zám¥rn¥ dopou²t¥t chyby nebo kup°. £íslu 1

p°i°adíme desetinný rozvoj 0,999 . . . apod.). Mnoºina hromadných

bod· Q v R je proto celé R a kaºdý bod x ∈ R ∖ Q je hrani£ní.

Zvlá²t¥ dostáváme, ºe libovolné δ-okolí

Oδ

(
p

q

)
=
(
p

q
− δ, p

q
+ δ

)
, kde p, q ∈ Z, q ̸= 0,

racionálního £íslap/q musí obsahovat nekone£n¥mnoho racionálních

£ísel, coº dává neexistenci izolovaných bod·. �íslo
√

2/10n není raci-
onální pro ºádné n ∈ N. P°edpokladem opaku (op¥t p, q ∈ Z, q ̸= 0)

√
2

10n
= p

q
, tj.

√
2 = 10n p

q
,

totiº okamºit¥ obdrºíme spor � o £íslu
√

2 víme, ºe není racionální. Li-

bovolné okolí racionálního £ísla p/q tak zárove¬ obsahuje nekone£n¥

mnoho reálných £ísel p/q + √2/10n (n ∈ N), která nejsou raci-

onální (mnoºina Q jako t¥leso je uzav°ená vzhledem k ode£ítání).

V²echny body p/q ∈ Q jsou tudíº rovn¥º hrani£ní a vnit°ní body

mnoºina Q nemá.

Mnoºina X = [0, 1). Nech´ a ∈ [0, 1) je zvoleno libovoln¥. Po-

sloupnosti
{
a + 1

n

}∞
n=1,

{
1− 1

n

}∞
n=1 zjevn¥ konvergují po °ad¥ k hod-

notám a, 1. Snadno jsme tak ukázali, ºe mnoºina hromadných bod·

obsahuje interval [0, 1]. Jiné hromadné body neexistují: pro jakékoli

b /∈ [0, 1] existuje δ > 0 takové, ºe Oδ (b) ∩ [0, 1] = ∅ (pro b < 0
posta£uje poloºit δ = −b a pro b > 1 potom δ = b−1). Protoºe kaºdý
bod intervalu [0, 1) je hromadným bodem, mnoºina izolovaných bod·

je prázdná. Pro a ∈ (0, 1) ozna£me men²í z kladných £ísel a, 1 − a
jako δa . Uváºíme-li

Oδa (a) = (a − δa, a + δa) ⊆ (0, 1), a ∈ (0, 1),
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Obrázek nazna£uje, ºe je aproximace daleko stabiln¥j²í neº
tomu bylo u aproximace polynomy.

Výpo£et celého splajnu uº není bohuºel tak jednoduchý jako
u nezávislých výpo£t· Hermiteových polynom· t°etího stupn¥, pro-
toºe data se prolínají vºdy mezi sousedními intervaly. P°i vhod-
ném uspo°ádání se v²ak dosáhne matice systému, která má nenu-
lové prvky prakticky jen ve t°ech diagonálách, a pro takové existují
vhodné numerické postupy, které umoºní splajn po£ítat také v £ase
úm¥rném po£tu bod·.

2. Reálná £ísla a limitní procesy

Je d·leºité mít dostate£n¥ velkou zásobu funkcí, se kterými
bude moºné moºné vyjad°ovat v²echny b¥ºné závislosti, zárove¬
ale musí být výb¥r ²ikovn¥ omezen, abychom um¥li vybudovat
n¥jaké univerzální a hlavn¥ ú£inné nástroje pro práci s nimi.

Ve skute£nosti se budeme muset hned z kraje soust°edit na to,
jak v·bec hodnoty funkcí de�novat, kdyº pomocí kone£n¥ mnoha
násobení a s£ítání dostáváme jen polynomy a navíc skute£n¥
po£ítat umíme jen s £ísly racionálními. S t¥mi ale nevysta£íme ani
p°i po£ítání odmocnin, protoºe uº

√
2 racionální £íslo není.

Prvním na²ím krokem tedy musí být po°ádné zavedení tzv. li-
mitních proces·, tj. dáme p°esný obsah tvrzením, ºe se n¥jaké hod-
noty blíºí jejich hodnot¥ limitní.

V²imn¥me si také, ºe výraznou vlastností polynom· je je-
jich �spojitá� závislost hodnot na nezávislé prom¥nné. Intuitivn¥
°e£eno, kdyº dostate£n¥ málo zm¥níme x, ur£it¥ se nám moc
nezm¥ní ani hodnota f (x). Takové chování naopak nemáme u po
£ástech konstantních funkcí f : R → R v okolí �skok·�. Nap°.
u tzv. Heavisideovy funkce 2

f (x) =


0 pro v²echna x < 0,
1/2 pro x = 0,
1 pro v²echna x > 0

taková �nespojitost� nastane pro x = 0.
Za£neme formalizací takovýchto intuitivních výrok·.

5.10. Reálná £ísla. Prozatím jsme docela dob°e vysta£ili s alge-
braickými vlastnostmi reálných £ísel, které °íkaly, ºe R je
pole. Uº jsme ale pouºívali i relaci uspo°ádání reálných
£ísel, kterou zna£íme �≤� (viz odstavec 1.38). Vlastnosti
(axiomy) reálných £ísel, v£etn¥ souvislostí uspo°ádání

a ostatních relací, jsou shrnuty v následující tabulce.
Formáln¥ vzato, pracujeme se £tve°icí (R,+, ·,≤) s nosnou

mnoºinou R, s binárními operacemi + a · a s relací uspo°ádání ≤.
D¥lící £áry v tabulce nazna£ují, jak axiomy postupn¥ zaru£ují, ºe
jsou reálná £ísla komutativní grupou v·£i s£ítání, ºe R \ {0} je ko-
mutativní grupa v·£i násobení, R je pole, mnoºina R spolu s ope-
racemi+, · a s relací uspo°ádání je tzv. uspo°ádané pole a kone£n¥
poslednímu axiomu m·ºeme rozum¥t tak, ºe R je �dostate£n¥
husté�, tj. nechybí nám tam body, jako nap°. chybí

√
2 v £íslech

racionálních.

2�asto také bývá Heavisideova funkce de�nována s hodnotami −1 pro zá-
porné argumenty,+1 pro kladné a s nulovou hodnotou v nule. I my ji tak pouºijeme
v kapitole sedmé.
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vidíme, ºe libovolný bod intervalu (0, 1) je vnit°ním bodem inter-

valu [0, 1). Pro kaºdé δ ∈ (0, 1) je

Oδ (0) ∩ [0, 1) = (−δ, δ) ∩ [0, 1) = [0, δ),

Oδ (1) ∩ [0, 1) = (1− δ, 1+ δ) ∩ [0, 1) = (1− δ, 1),

tj. kaºdé δ-okolí bodu 0 obsahuje jisté body intervalu [0, 1) a hod-

noty z intervalu (−δ, 0) a kaºdé δ-okolí bodu 1 má neprázdný pr·nik

s intervaly [0, 1), [1, 1 + δ). Body 0 a 1 jsou tedy hrani£ními body.

Celkem jsme zjistili, ºe mnoºina v²ech vnit°ních bod· odpovídá inter-

valu (0, 1) a mnoºina hrani£ních bod· je {0, 1}. Sta£í si uv¥domit, ºe

bod nem·ºe být sou£asn¥ vnit°ní a hrani£ní a ºe hrani£ní bod musí být

izolovaný, nebo hromadný. □

5.29. Ur£ete suprema a in�ma mnoºin v R:

A = (−3, 0] ∪ (1, π) ∪ {6}; B =
{
(−1)n

n2
; n ∈ N

}
;

C = (−9, 9) ∩Q.

⃝

5.30. Nalezn¥te supA a infA pro

A =
{
n+ (−1)n

n
; n ∈ N

}
⊆ R.

⃝

5.31. Jsou dány následující mnoºiny:

N = {1, 2, . . . , n, . . . },
M =

{
−1
n
; n ∈ N

}
,

J = (0, 2] ∪ [3, 5] ∖ {4}.

Ur£ete infN, supM, infJ a supJ v R. ⃝

5.32. Napi²te p°íklad mnoºiny M ⊆ R, která nemá v R in�mum,

ale má zde supremum; a udejte p°íklad mnoºiny N ⊂ R, která nemá

v R supremum, ale má zde in�mum. ⃝

5.33. Uve¤te podmnoºinuX mnoºiny R, pro kterou je supX ≤ infX.
⃝

5.34. Udejte p°íklad mnoºin A,B,C ⊆ R takových, aby platilo

A∩B = ∅, A∩C = ∅, B∩C = ∅, supA = infB = infC = supC.

⃝
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Axiomy reálných £ísel

(R1) (a + b)+ c = a + (b + c) pro v²echna a, b, c ∈ R,
(R2) a + b = b + a pro v²echna a, b ∈ R,
(R3) existuje prvek 0 ∈ R takový, ºe pro v²echna a ∈ R

platí a + 0 = a,
(R4) pro kaºdé a ∈ R existuje opa£ný prvek (−a) ∈ R

takový, ºe platí a + (−a) = 0,
(R5) (a · b) · c = a · (b · c) pro v²echna a, b, c ∈ R,
(R6) a · b = b · a pro v²echna a, b ∈ R,
(R7) existuje prvek 1 ∈ R takový, ºe pro v²echna a ∈ R

platí 1 · a = a,
(R8) pro kaºdé a ∈ R, a ̸= 0, existuje inverzní prvek

a−1 ∈ R takový, ºe platí a · a−1 = 1,
(R9) a · (b + c) = a · b + a · c pro v²echna a, b, c ∈ R,
(R10) relace ≤ je úplné uspo°ádání, tj. re�exivní, antisymet-

rická, tranzitivní a úplná relace na R,
(R11) pro v²echna a, b, c ∈ R platí, ºe z a ≤ b vyplývá také

a + c ≤ b + c,
(R12) pro v²echna a, b ∈ R, a > 0, b > 0, platí také a · b >

0,
(R13) kaºdá neprázdná shora ohrani£ená mnoºina A ⊆ R

má supremum.

Pojem supremum musíme ale také zavést po°ádn¥. Má smysl
pro kaºdou uspo°ádanou mnoºinu, tj. mnoºinu s pevn¥ zadanou re-
lací uspo°ádání, a budeme se s ním takto i pozd¥ji setkávat ve více
algebraických souvislostech. P°ipome¬me, ºe v obecné úrovni je
uspo°ádáním jakákoliv binární relace na mnoºin¥, která má vlast-
nosti re�exivity, antisymetrie a tranzitivity, viz odstavec 1.38.

Supremum a infimum

De�nice. Uvaºme podmnoºinu A ⊆ B v uspo°ádané mnoºin¥ B.
Horní závorou mnoºiny A je kaºdý prvek b ∈ B, pro který platí,
ºe b ≥ a pro v²echna a ∈ A. Obdobn¥ de�nujeme dolní závory
mnoºiny A jako prvky b ∈ A takové, ºe b ≤ a pro v²echna a ∈ A.

Nejmen²í horní závora podmnoºiny A, pokud existuje, se na-
zývá supremum této podmnoºiny a zna£íme ji supA. Obdobn¥,
nejv¥t²í dolní závora, pokud existuje, se nazývá in�mum, pí²eme
infA.

Posledním axiomem v na²í tabulce vlastností reálných £ísel
tedy p°edpokládáme, ºe pro kaºdoumnoºinu reálných £íselA platí,
ºe pokud existuje n¥jaké £íslo a v¥t²í nebo rovno neº v²echna
x ∈ A, pak existuje také nejmen²í takové £íslo a. Nap°. volbou
A = {x ∈ Q, x2 < 2} dostaneme jako její supremum supA
práv¥ £íslo

√
2.

Okamºitým d·sledkem je také existence in�m pro kaºdou
zdola ohrani£enou neprázdnou mnoºinu reálných £ísel (sta£í si
v²imnout, ºe obrácením znaménka v²ech £ísel zam¥níme suprema
a in�ma).

Pro formální výstavbu dal²í teorie ale pot°ebujeme v¥d¥t, zda
námi poºadované vlastnosti reálných £ísel lze realizovat, tj. zda
existuje taková uspo°ádaná £tve°ice (R,+, ·,≤) s nosnou mnoºi-
nou R s binárními operacemi + a · a s relací uspo°ádání, které
v²ech t°ináct axiom· skute£n¥ spl¬ují. Zatím jsem zkonstruovali
korektn¥ jen £ísla racionální, která tvo°í uspo°ádané pole, tj. spl¬ují
axiomy (R1) � (R12), coº si £tená° jist¥ snadno ov¥°í.
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5.35. Vyzna£te v komplexní rovin¥ následující mnoºiny:

i) {z ∈ C| |z− 1| = |z+ 1|},
ii) {z ∈ C| 1 ≤ |z− i| ≤ 2},
iii) {z ∈ C| Re(z2) = 1},
iv) {z ∈ C| Re( 1

z
) < 1

2}.
�e²ení. (i) imaginární osa, (ii) mezikruºí okolo i,

(iii) hyperbola a2 − b2 = 1,(iv) vn¥j²ek jednotkového kruhu, st°ed v 1.

□

C. Limity

V následujících p°íkladech se budeme zabývat výpo£tem limit po-

sloupností, tedy tím, jak posloupnosti �vypadají v nekone£nu�. Tj.

pokud bychom cht¥li p°edepsat n-tý £len posloupnosti pro hodn¥

velké n, tak nám jej limita posloupnosti (pokud existuje) velmi dob°e

p°iblíºí. Limitám posloupností a posléze funkcí v¥nujeme v p°íklado-

vém sloupci hodn¥ prostoru, proto s nimi za£ínáme d°íve (a kon£íme

pozd¥ji), neº ve sloupci teorie.

Za£n¥me s limitami posloupností. Pot°ebné de�nice nalezne

£tená° v oddílu 5.12.

5.36. Spo£ítejte následující limity posloupností:

i) lim
n→∞

2n2+3n+1
n+1 ,

ii) lim
n→∞

2n2+3n+1
3n2+n+1 ,

iii) lim
n→∞

n+1
2n2+3n+1 ,

iv) limn→−∞ 2n−2−n

2n+2−n ,
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Ve skute£nosti lze reálná £ísla nejen zkonstruovat, ale také
lze ukázat, ºe aº na izomor�smus to jde jediným zp·sobem. Pro
na²i pot°ebu vysta£íme s intuitivní p°edstavou reálné p°ímky. Jed-
nozna£nosti i existenci se je²t¥ budeme v¥novat pozd¥ji.

5.11. Komplexní rovina. P°ipome¬me, ºe komplexní £ísla jsou
dána jako dvojice reálných £ísel, které jsme zvyklí za-
pisovat jako z = re z + i im z. Dobrou p°edstavou
o komplexních £íslech je proto rovina C = R2.

Se s£ítáním a násobením spl¬uje pole komplex-
ních £ísel axiomy (R1)�(R9), není na nich ale ºádným rozum-
ným zp·sobem de�nováno uspo°ádání, které by naplnilo axiomy
(R10)�R(13). Nicmén¥ s nimi budeme také pracovat a jiº d°íve
jsme vid¥li, ºe roz²í°ení skalár· na komplexní £ísla je £asto pro
výpo£ty mimo°ádn¥ uºite£né nebo dokonce nutné.

D·leºitou operací na komplexních £íslech je tzv. konjugace.
Je to zrcadlení podle p°ímky reálných £ísel, tj. obrácení znaménka
u imaginární sloºky. Zna£íme ji pruhem nad daným £íslem z ∈ C,

z̄ = re z − i im z.

Protoºe je pro z = x + iy
z · z̄ = (x + iy)(x − iy) = x2 + y2 ,

zadává nám tento výraz práv¥ kvadrát vzdálenosti komplexního
£ísla od nuly. Odmocnin¥ z tohoto reálného nezáporného £ísla
°íkáme absolutní hodnota komplexního £ísla z, pí²eme

(5.3) |z|2 = z · z̄ .
Absolutní hodnotu máme de�novánu také na kaºdém

uspo°ádaném poli skalár·K, prost¥ de�nujeme absolutní hodnotu
|a| takto

|a| =
{
a je-li a ≥ 0,
−a je-li a < 0.

Samoz°ejm¥ platí pro kaºdá dv¥ £ísla a, b ∈ K

(5.4) |a + b| ≤ |a| + |b|.
Této vlastnosti °íkáme trojúhelníková nerovnost a spl¬uje ji také
absolutní hodnota komplexních £ísel de�novaná vý²e.

Zejména pro pole racionálních a reálných £ísel, která jsou
podmnoºinami v komplexní rovin¥, zjevn¥ ob¥ de�nice absolutní
hodnoty splývají.

5.12. Konvergence posloupností. V dal²ích odstavcích bu-
deme pracovat s n¥kterým z £íselných obor·
K racionálních, reálných nebo komplexních £ísel.
V tomto kontextu je tedy t°eba chápat absolutní
hodnotu a skute£nost, ºe ve v²ech p°ípadech platí

trojúhelníková nerovnost.
Budeme chtít formalizovat p°edstavu, ºe se hodnota n¥jakých

£ísel blíºí dané limit¥. Základním objektem pro nás proto budou
posloupnosti £ísel ai , kde index i bude zpravidla probíhat v²echna
p°irozená £ísla. Posloupnosti budeme zapisovat bu¤ voln¥ jako a0,
a1, . . . , nebo jako nekone£né vektory (a0, a1, . . . ), p°ípadn¥ v ob-
dob¥ k zápisu matic jako (ai)∞i=1.
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v) lim
n→∞

√
4n2+n
n

,

vi) lim
n→∞
√

4n2 + n− 2n.

�e²ení.

i) lim
n→∞

2n2+3n+1
n+1 = lim

n→∞
2n+3+ 1

n

1+ 1
n

= ∞.

ii) lim
n→∞

2n2+3n+1
3n2+n+1 = lim

n→∞
2+ 3

n
+ 1

n2

3+ 1
n
+ 1

n2
= 2

3 .

iii) lim
n→∞

n+1
2n2+3n+1 = lim

n→∞
1+ 1

n

2n+3+ 1
n

= 1
∞ = 0.

iv) limn→−∞ 2n−2−n

2n+2−n = lim
n→−∞

2n

2−n −1
2n

2−n +1
= −1.

v) Podle v¥ty o t°ech limitách (5.21): ∀n ∈ N :
√

4n2

n
<

√
4n2+n
n

<

<

√
4n2+n+ 1

16
n

. Dále pak lim
n→∞

√
4n2

n
= lim

n→∞
2n
n
= 2, lim

n→∞

√
4n2+n+ 1

16
n

=
= lim

n→∞
2n+ 1

4
n
= 2. Tedy i lim

n→∞

√
4n2+n
n
= 2.

vi) lim
n→∞
√

4n2 + n− 2n = lim
n→∞

(
√

4n2+n−2n)(
√

4n2+n+2n)√
4n2+n+2n

=
= lim

n→∞
n√

4n2+n+2n
= lim

n→∞
1√

4n2+n
n

+2
= 1

4 . □

5.37. Bu¤ c ∈ R+ (kladné reálné £íslo). Ukáºeme, ºe lim
n→∞

n
√
c = 1.

�e²ení. Uvaºme nejprve c > 1. Funkce n
√
c je vzhledem k n klesající

a její hodnoty jsou stále v¥t²í neº 1 a proto musí mít posloupnost n
√
c

limitu a tou je in�mum jejich £len·. P°edpokládejme, ºe by tato limita

byla v¥t²í neº 1, °ekn¥me 1 + ε, kde ε > 0. Pak by podle de�nice

limity byly v²echny hodnoty dané posloupnosti od jistého m men²í

neº 1+ ε + ε2

4 , tj. zejména m
√
c < 1+ ε + ε2

4 . Potom by v²ak

2m
√
c =

√
m
√
c <

√
1+ ε + ε

2

4
= 1+ ε

2
< 1+ ε,

coº je spor s tím, ºe 1+ ε je in�mem dané posloupnosti.

Pro c = 1 je tvrzení triviální a pro £íslo c ∈ (0, 1) plyne z p°ed-
chozího, uváºíme-li tvrzení pro £íslo 1/c. □

5.38. Stanovte

lim
n→∞

n
√
n.

�e²ení. Z°ejm¥ je n
√
n ≥ 1, n ∈ N. M·ºeme tedy poloºit

n
√
n = 1+ an pro jistá £ísla an ≥ 0, n ∈ N.

Uºitím binomické v¥ty získáváme

n = (1+ an)n = 1+
(
n

1

)
an +

(
n

2

)
a2
n + · · · + ann, n ≥ 2 (n ∈ N).

Odsud plyne odhad (v²echna £ísla an jsou nezáporná)

n ≥
(
n

2

)
a2
n =

n (n− 1)
2

a2
n, n ≥ 2 (n ∈ N),
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Cauchyovské posloupnosti

Uvaºme libovolnou posloupnost £ísel (a0, a1, . . . ) v K tako-
vou, ºe pro libovolné pevn¥ zvolené kladné £íslo ε > 0 platí pro
v²echny dvojice prvk· ai , aj posloupnosti, aº na kone£n¥ mnoho
výjimek (které závisí na volb¥ ε),

|ai − aj | < ε.

Jinak °e£eno, pro kaºdé pevné ε > 0 existuje index N takový, ºe
p°edcházející nerovnost platí pro v²echna i, j > N . Takové po-
sloupnosti prvk· se °íká cauchyovská posloupnost.

Intuitivn¥ jist¥ cítíme, ºe bu¤ jsou v takové posloupnosti
v²echny prvky stejné aº na kone£n¥ mnoho z nich (pak bude od
ur£itého indexu N po£ínaje vºdy |ai − aj | = 0) nebo se taková
posloupnost �hromadí� k n¥jaké hodnot¥. Dob°e je to p°edstavi-
telné v komplexní rovin¥: a´ vybereme jakkoliv malý kruh (o po-
lom¥ru ε), tak se nám jej u cauchyovské posloupnosti vºdy musí
poda°it poloºit do komplexní roviny tak, ºe zakryje v²echny body
nekone£né posloupnosti ai , aº na kone£n¥ mnoho z nich. M·ºeme
si pak p°edstavit, ºe postupným zmen²ováním se kruh smr²tí aº do
jediné hodnoty a, viz obrázek.

Pokud by taková hodnota a ∈ K pro cauchyovskou posloup-
nost skute£n¥ existovala, o£ekávali bychom od ní patrn¥ následu-
jící vlastnost konvergence:

Konvergující posloupnost

Jestliºe pro posloupnost £ísel (a0, a1, . . . ) vK, pevn¥ zvolené
£íslo a ∈ K a pro libovolné kladné reálné £íslo ε platí pro v²echna
i, aº na kone£n¥ mnoho výjimek (závisejících na volb¥ ε),

|ai − a| < ε,

°íkáme, ºe posloupnost (ai)∞i=0 konverguje k hodnot¥ a. �íslu
a °íkáme limita posloupnosti (ai)∞i=0.

Jestliºe n¥jaká posloupnost £ísel ai ∈ K, i = 0, 1, . . . , kon-
verguje k £íslu a ∈ K, pak pro kaºdé pevn¥ zvolené kladné ε víme,
ºe |ai − a| < ε pro v²echna i v¥t²í neº vhodné N ∈ N. Pak
ov²em, díky trojúhelníkové nerovnosti, pro kaºdou dvojici index·
i, j ≥ N dostáváme

|ai − aj | = |ai − aN + aN − aj | < |ai − aN | + |aN − aj | < 2ε.

Dokázali jsme tedy:

Lemma. Kaºdá konvergující posloupnost £ísel je cauchyovská.

V poli racionálních £ísel se ov²em m·ºe snadno stát, ºe pro
cauchyovské posloupnosti p°íslu²ná hodnota a neexistuje. Nap°.
£íslo
√

2 m·ºeme libovoln¥ p°esn¥ p°iblíºit racionálními £ísly ai ,
dostaneme tedy konvergentní posloupnost s limitou

√
2, ale sa-

motná limita jiº není racionální.
Uspo°ádaná pole skalár·, ve kterém v²echny cauchyovské po-

sloupnosti konvergují, se nazývají úplná. Následující tvrzení °íká,
ºe axiom (R13) takové chování reálných £ísel zaru£uje:
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tj. po úprav¥ máme

0 ≤ an ≤
√

2
n− 1

, n ≥ 2 (n ∈ N).

Podle V¥ty o t°ech limitách je

0 = lim
n→∞ 0 ≤ lim

n→∞ an ≤ lim
n→∞

√
2

n− 1
= 0.

Obdrºeli jsme tak výsledek

lim
n→∞

n
√
n = lim

n→∞ (1+ an) = 1+ 0 = 1.

Poznamenejme, ºe dal²í uºití V¥ty o t°ech limitách mj. dává

1 = lim
n→∞ 1 ≤ lim

n→∞
n
√
c ≤ lim

n→∞
n
√
n = 1

pro libovolné reálné £íslo c ≥ 1. □

5.39. Ur£ete limitu

lim
n→∞

(√
2 · 4
√

2 · 8
√

2 · · · 2n√
2
)
.

�e²ení. Ke stanovení limity posta£uje její £leny vyjád°it ve tvaru

2
1
2 · 2 1

4 · 2 1
8 · · · 2 1

2n = 2
1
2 + 1

4 + 1
8 +···+ 1

2n .

Dostáváme tak

lim
n→∞

(√
2 · 4
√

2 · 8
√

2 · · · 2n√
2
)
= lim

n→∞ 2
1
2 + 1

4 + 1
8 +···+ 1

2n =

= 2
lim

n→∞
(

1
2 + 1

4 + 1
8 +···+ 1

2n

)
= 2

∞∑
n=1

1
2n

.

Pomocí známého vzorce pro sou£et geometrické °ady je

∞∑
n=1

(
1
2

)n
=

1
2

1− 1
2

= 1,

odkud plyne

limn→∞
(√

2 · 4
√

2 · 8
√

2 · · · 2n√
2
)
= 21 = 2 . □

5.40. Stanovte

lim
n→∞

(
1
n2
+ 2
n2
+ · · · + n− 2

n2
+ n− 1

n2

)
.

⃝
5.41. Vypo£ítejte

lim
n→∞

√
n3 − 11n2 + 2+ 5

√
n7 − 2n5 − n3 − n+ sin2 n

2− 3
√

5n4 + 2n3 + 5
.

⃝
5.42. Ur£ete limitu

lim
n→∞

n!+ (n− 2)!− (n− 4)!
n50 + n!− (n− 1)!

.

⃝
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V¥ta. Kaºdá cauchyovská posloupnost reálných £ísel ai konver-
guje k reálné hodnot¥ a ∈ R.

D·kaz. Kaºdá cauchyovská posloupnost je zjevn¥
ohrani£ená mnoºina, protoºe pro libovolnou
volbu ε ohrani£íme v²echny £leny posloupnosti aº
na kone£n¥ mnoho z nich. De�nujme si mnoºinu

B v²ech reálných £ísel x, pro které platí x < aj pro v²echny prvky
aj posloupnosti, aº na kone£n¥ mnoho z nich.

Z°ejm¥ má B horní závoru, tudíº podle axiomu (R13) má
i supremum. De�nujme a = supB. Nyní pro n¥jaké pevn¥ zvolené
ε > 0 zvolme N takové, aby |ai − aj | < ε pro v²echna i, j ≥ N .
Zejména tedy aj > aN − ε a aj < aN + ε pro v²echny indexy
j > N , takºe aN − ε pat°í do B, zatímco aN + ε uº nikoliv. Sou-
hrnn¥ z toho dostáváme, ºe |a − aN | ≤ ε, a proto také

|a − aj | ≤ |a − aN | + |aN − aj | ≤ 2ε

pro v²echna j > N . To ale zna£í práv¥, ºe a je limitou uvaºované
posloupnosti. □
D·sledek. Kaºdá cauchyovská posloupnost komplexních £ísel
zi konverguje k n¥jakému komplexnímu £íslu z.

D·kaz. Pi²me zi = ai+i bi . Protoºe je |ai−aj |2 ≤ |zi−zj |2
a podobn¥ i pro hodnoty bi , jsou ob¥ posloupnosti reálných £ísel
ai a bi cauchyovské. Existují tedy jejich limity a resp. b a snadno
ov¥°íme, ºe z = a + i b je limitou pro posloupnost zi . □
5.13. Poznámka. P°edchozí diskuse nám dává návod na jeden
z moºných postup·, jak korektn¥ vybudovat reálná £ísla. Postu-
pujeme podobn¥ jako p°i zúpl¬ování p°irozených £ísel na celá
(abychom p°idali opa£né hodnoty) a celých na racionální (abychom
p°idali podíly nenulových £ísel). Tentokrát k racionálním £ísl·m
�p°idáme� limity v²ech cauchyovských posloupností.

Skute£n¥ se podbízí zavést vhodn¥ relaci ekvivalence na
mnoºin¥ v²ech cauchyovských posloupností racionálních £ísel
tak, ºe dv¥ cauchyovské posloupnosti (ai)∞i=0 a (bi)∞i=0 jsou
ekvivalentní, kdyº vzdálenosti |ai − bi | konvergují k nule (to je
totéº jako poºadavek, ºe jejich slou£ením do jediné posloupnosti
tak, ºe první posloupnost bude p°edstavovat liché, zatímco druhá
sudé £leny výsledné posloupnosti obdrºíme op¥t posloupnost
cauchyovskou).

Nebudeme zde te¤ podrobn¥ ov¥°ovat, ºe jde o ekvivalenci,
ani zavád¥t operace násobení a s£ítání, ani dokazovat,
ºe v²echny poºadované axiomy skute£n¥ dojdou na-
pln¥ní. Mohou se o to ale pokusit £tená°i samostatn¥,
protoºe to není sloºité po£ínání. V²echny uvedené

de�nice lze op°ít o jiº existující s£ítání a násobení jednotlivých
£len· posloupností, stejn¥ jako de�nici vzdálenosti £ísel. Jediný
náro£n¥j²í bod je v d·kazu, ºe takto de�novaných �nových� reál-
ných £ísel jiº bude dost, tj. ºe jiº bude platit axiom (R13) o exis-
tenci suprema. Tady je asi nejjednodu²²í ukázat, ºe kaºdé úplné
pole spl¬uje tento axiom, tj. ºe sta£í ov¥°it, ºe cauchyovské po-
sloupnosti vºdy konvergují (a to v na²em p°ípad¥ jiº není sloºité).
Stejn¥ tak je docela snadné dokázat, ºe axiomy (R1)�(R13) de-
�nují reálné £ísla jednozna£n¥ aº na izomor�smus, tj. aº na bi-
jektivní zobrazení, která zachovávají jak algebraické operace, tak
uspo°ádání.

Je²t¥ se k t¥mto poznámkám pozd¥ji vrátíme v souvislosti se
zúpln¥ním metrických prostor·, která budeme diskutovat ve druhé
£ásti 7. kapitoly na stran¥ 414.
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5.43. Udejte p°íklad posloupností majících nevlastní limity se £leny

xn, yn, n ∈ N, pro které je

lim
n→∞(xn + yn) = 1, lim

n→∞
(
xn y

2
n

) = +∞.
⃝

5.44. Napi²te v²echny hromadné body posloupnosti dané £leny

an = (−1)n 2n√
4n2 + 5n+ 3

, n ∈ N.

⃝
5.45. Spo£t¥te

lim sup
n→∞

an a lim inf
n→∞ an,

je-li

an = n2 + 4n− 5
n2 + 9

sin2 nπ

4
, n ∈ N.

⃝
5.46. Ur£ete

lim inf
n→∞

(
(−1)n

(
1+ 1

n

)n
+ sin

nπ

4

)
.

⃝
5.47. Nyní p°ejd¥me k ur£ování limit funkcí. De�nice viz strana 252.

Ur£ete

(a)

lim
x→π/3

sin x;
(b)

lim
x→2

x2 + x − 6
x2 − 3x + 2

;
(c)

lim
x→+∞

(
arccos

1
x + 1

)3

;
(d)

lim
x→−∞ arctg

1
x
, lim
x→−∞ arctg x4 , lim

x→−∞ arctg (sin x) .

�e²ení. P°ípad (a). P°ipome¬me, ºe funkce je spojitá v jistém bod¥,

kdyº je v tomto bod¥ její limita rovna funk£ní hodnot¥. O funkci

y = sin x v²ak víme, ºe je spojitá na R. Dostáváme tak

lim
x→π/3

sin x = sin
π

3
=
√

3
2
.

P°ípad (b). P°ímé dosazení x = 2 dává nulový £itatel i jmenovatel.

P°esto je p°íklad velmi snadno °e²itelný. Jednoduché krácení

lim
x→2

x2 + x − 6
x2 − 3x + 2

= lim
x→2

(x − 2) (x + 3)
(x − 2) (x − 1)

= lim
x→2

x + 3
x − 1

= 2+ 3
2− 1

= 5

totiº vedlo ke správnému výsledku (díky spojitosti obdrºené funkce

v bod¥ x0 = 2). Uv¥domme si zde, ºe limitu m·ºeme po£ítat pouze
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5.14. Uzav°ené mnoºiny. Pro dal²í práci s reálnými nebo kom-
plexními £ísly budeme pot°ebovat podrobn¥j²í
pochopení pojm· jako blízkost, omezenost,
konvergence apod. Pro jakoukoliv podmnoºinu

A bod· vK nás budou zajímat nejen její body a ∈ A ale také body,
ke kterým se umíme dostat limitn¥, tj. pomocí limit posloupností.

Hromadné body mnoºiny

Uvaºme jakoukoliv mnoºinu A bod· v K. Bod x ∈ K na-
zýváme hromadný bod mnoºiny A, jestliºe existuje posloupnost
a0, a1, . . . vybraná z prvk· A, jejíº v²echny £leny jsou r·zné od x
a která konverguje k hodnot¥ x.

Hromadné body podmnoºiny A racionálních, reálných nebo
komplexních £ísel jsou tedy ta £ísla x, která jsou limitami takových
posloupností £ísel zA, které samotný bod x neobsahují. V²imn¥me
si, ºe hromadný bod mnoºiny do ní m·ºe, ale nemusí, pat°it.

Pro kaºdou neprázdnou mnoºinu A ⊂ K a pevný bod x ∈ K
je mnoºina v²ech vzdáleností |x − a|, a ∈ A, zdola ohrani£ená
mnoºina reálných £ísel, má tedy in�mum d(x,A), kterému °íkáme
vzdálenost bodu x od mnoºiny A. V²imn¥me si, ºe d(x,A) = 0,
práv¥ kdyº bu¤ x ∈ A nebo je x aspo¬ hromadným bodem A(do-
kaºte si podrobn¥ z de�nic).

Uzav°ené mnoºiny

Uzáv¥r Āmnoºiny A ⊆ K je mnoºina v²ech bod·, které mají
od A vzdálenost nulovou (v²imn¥me si, ºe pro prázdnou mnoºinu
není vzdálenost bod· od ní de�nována, je tedy automaticky ∅̄ = ∅).

Uzav°ená podmnoºina v K je taková, která splývá se svým
uzáv¥rem. Jsou to tedy práv¥mnoºiny, které obsahují i v²echny své
hromadné body. Typickou uzav°enou mnoºinou je tzv. uzav°ený
interval

[a, b] = {x ∈ R, a ≤ x ≤ b}
reálných £ísel, kde a a b jsou daná reálná £íslo.

Pokud n¥která z hrani£ních hodnot intervalu chybí, pí²eme
a = −∞ (mínus nekone£no) nebo podobn¥ b = +∞, a takové
uzav°ené intervaly zna£íme (−∞, b], [a,∞) a (−∞,∞).

Uzav°ené mnoºiny jsou tedy ty, které v sob¥ mají i v²e,
k £emu umí �dokonvergovat�. Uzav°enou mnoºinu bude tvo°it
nap°. posloupnost reálných £ísel bez hromadného bodu nebo po-
sloupnost s kone£ným po£tem hromadných bod· spolu s t¥mito
body. Uzav°ený je také nap°. jednotkový kruh v rovin¥ komplex-
ních £ísel v£etn¥ hrani£ní kruºnice.

Snadno ov¥°íme, ºe libovolný pr·nik a libovolné kone£né sjed-
nocení uzav°ených mnoºin op¥t uzav°ená mnoºina. Skute£n¥, po-
kud v²echny body n¥jaké posloupnosti pat°í do pr·niku na²eho sys-
tému mnoºin, pak jist¥ pat°í do kaºdé z nich, a proto do kaºdé
z nich pat°í i v²echny hromadné body. Pokud bychom ale cht¥li to-
téº °íci o obecném sjednocení systému mnoºinAi , pak bychom ne-
usp¥li, protoºe nap°. jednobodové mnoºiny jsou zjevn¥ uzav°ené,
ale z nich utvo°ená posloupnost bod· uº uzav°ená nebývá. Pokud
ale jde o kone£né sjednocení mnoºin a hromadný bod n¥jaké po-
sloupnosti leºící v tomto sjednocení, pak takový hromadný bod
musí být hromadným bodem i vybrané podposloupnosti, která ale
uº bude celá v jedné z na²ich mnoºin. Kaºdá je ale uzav°ená, takºe
i hromadný bod do ní a tedy i celého sjednocení pat°í.
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z funk£ních hodnot v libovoln¥ malém okolí daného bodu x0 a ºe

p°itom limita nezávisí na hodnot¥ p°ímo v tomto bod¥. P°i po£ítání li-

mit tedy m·ºeme vyuºívat krácení a roz²i°ování výraz·, které nem¥ní

hodnoty uvaºované funkce v libovoln¥ zvoleném ryzím okolí bodu x0.

P°ípad (c). Dvojnásobná zám¥na po°adí limity a vn¥j²í funkce

p°evádí p·vodní limitu na(
arccos

(
lim

x→+∞
1

x + 1

))3

.

Lehce ur£íme, ºe

lim
x→+∞

1
x + 1

= 0.

Nebo´ je funkce y = arccos x spojitá v bod¥ 0, ve kterém nabývá

hodnoty π/2, a funkce y = x3 je spojitá v bod¥ π/2, platí

lim
x→+∞

(
arccos

1
x + 1

)3

=
(
arccos

(
lim

x→+∞
1

x + 1

))3

=
(π

2

)3
.

P°ípad (d). Funkce y = arctg xmá vlastnosti �uºite£né p°i po£ítání

limit� � je spojitá a prostá (rostoucí) na celé reálné ose. Tyto vlastnosti

vºdy (bez dal²ích podmínek £i omezení) umoº¬ují vno°it vy²et°ova-

nou limitu do argumentu takové reálné funkce. Proto uvaºujme

arctg

(
lim

x→−∞
1
x

)
, arctg

(
lim

x→−∞ x
4
)
, arctg

(
lim

x→−∞ sin x
)
.

Z°ejm¥ je

lim
x→−∞

1
x
= 0, lim

x→−∞ x
4 = +∞

a limita limx→−∞ sin x neexistuje, coº jiº implikuje

lim
x→−∞ arctg

1
x
= arctg 0 = 0, lim

x→−∞ arctg x4 = lim
y→+∞ arctg y = π

2

a neexistenci poslední limity. □

5.48. Ur£ete limitu

lim
x→0

1− cos x
x2 sin(x2 )

.

�e²ení.

lim
x→0

1− cos x
x2 sin(x2 )

= lim
x→0

2 sin2 ( x
2

)
x2 sin(x2 )

=

= lim
x→0

1
2 sin2 ( x

2

)(
x
2

)2 sin(x2 )
=

= 1
2

(
lim
x→0

sin
(
x
2

)
x
2

)2

· lim
x→0

1
sin2(x2 )

= 1
2
· ∞ =

= ∞.
P°edchozí výpo£et je nutné chápat �odzadu�. Protoºe existují li-

mity na pravé stran¥ (a´ uº vlastní £i nevlastní) a výraz 1
2 ·∞má smysl
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5.15. Otev°ené mnoºiny. Dal²ím uºite£ným p°íkladem podm-
noºin jsou otev°ené intervaly reálných £ísel

(a, b) = {x ∈ R; a < x < b},
kde op¥t a i b jsou pevná reálná £ísla nebo nekone£né hodnoty
±∞. Jde o typickou otev°enou mnoºinu v následujícím smyslu:

Otev°ené mnoºiny a okolí bod·

Otev°ená mnoºina v K je taková mnoºina, jejíº dopln¥k je
uzav°enou mnoºinou.

Okolím bodu a ∈ K nazýváme libovolnou otev°enou mnoºinu
O, která a obsahuje. Je-li okolí de�nované jako

Oδ(a) = {x ∈ K, |x − a| < δ}
pro kladné £íslo δ, hovo°íme o δ-okolí bodu a.

V²imn¥me si, ºe pro libovolnou mnoºinu A je a ∈ K hromad-
ným bodem A, práv¥ kdyº v libovolném okolí a leºí také alespo¬
jeden bod b ∈ A, b ̸= a.
Lemma. Mnoºina £ísel A ⊆ K je otev°ená, práv¥ kdyº kaºdý její
bod a ∈ A do ní pat°í i s n¥jakým svým okolím.

D·kaz. Nech´ je A otev°ená a a ∈ A. Kdyby neexistovalo
ºádné okolí bodu a uvnit° A, musela by existovat posloupnost
an /∈ A, |a − an| ≤ 1/n. Pak je ov²em a ∈ A hromadným bodem
mnoºiny K \ A, coº není moºné, protoºe dopln¥k A je uzav°ený.

Naopak p°edpokládejme, ºe kaºdé a ∈ A leºí v A i s n¥jakým
svým okolím. To p°irozen¥ zabra¬uje, aby n¥jaký hromadný bod
b pro mnoºinu K \ A leºel v A. Je proto K \ A uzav°ená a tedy je
A otev°ená. □

Z práv¥ dokázaného lemmatu okamºit¥ vyplývá, ºe je libo-
volné sjednocení otev°ených mnoºin op¥t otev°enou mnoºinou
a ºe kaºdý kone£ný pr·nik otev°ených mnoºin je op¥t otev°ená
mnoºina.

V p°ípad¥ reálných £ísel jsou δ�okolí práv¥ otev°ené intervaly
o délce 2δ s a uprost°ed. V komplexní rovin¥ je δ�okolí kruh o po-
lom¥ru δ se st°edem v a.

5.16. Ohrani£ené a kompaktní mnoºiny £ísel. Uzav°ené
a otev°ené mnoºiny p°edstavují základní pojmy
tzv. topologie. Aniº bychom zacházeli do hlub²ích
podrobností a souvislostí, seznámili jsme se práv¥
s topologií reálné p°ímky a topologií komplexní

roviny. Velice uºite£né budou i následující pojmy:

Ohrani£ené a kompaktní mnoºiny

Mnoºina A racionálních, reálných nebo komplexních £ísel se
nazývá ohrani£ená, jestliºe existuje kladné reálné £íslo r takové,
ºe |z| ≤ r pro v²echna £ísla z ∈ A. V opa£ném p°ípad¥ je neo-
hrani£ená.

Ohrani£ená a uzav°ená mnoºina se nazývá kompaktní.

Uzav°ené kone£né intervaly reálných £ísel jsou typickým
p°íkladem mnoºin kompaktních.

Pro podmnoºiny A reálných £ísel de�nujeme jejich pr·m¥r
d(A) = sup{|x − y|, x, y ∈ A}. Zjevn¥ platí, ºe A je ohrani£ená,
práv¥ kdyº d(A) < ∞, a A je neohrani£ená, práv¥ kdyº d(A) =
∞.

P°idejme je²t¥ n¥kolik topologických pojm·, které nám
umoºní ú£inné vyjad°ování:
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(viz Poznámka za v¥tou 5.22), existuje i p·vodní limita. Kdybychom

p·vodní limitu rozd¥lili na sou£in limit

lim
x→0

(1− cos x) · lim
x→0

1
x2 sin(x2 )

,

jednalo by se o sou£in typu 0 · ∞, tedy nede�novaný výraz, ale tento

fakt nevypovídá nic o existenci p·vodní limity. □

5.49. Ur£ete následující limity:

i) limx→2
x−2√
x2−4

, ii) limx→0
sin(sin x)

x
,

iii) limx→0
sin2 x
x
, iv) limx→0 e

1
x .

�e²ení. i) limx→2
x−2√
x2−4
= limx→2

x−2√
(x−2)(x+2) = limx→2

√
x−2√
x+2
=

= 0
4 = 0.

ii) limx→2
x−2√
x2−4

(5.27)= limy→0
sin y
y
= 1, kde jsme vyuºili toho, ºe

lim
x→0

sin x = 0.

iii) limx→0
sin2 x
x
= limx→0 sin x · limx→0

sin x
x
= 0 · 1 = 0. Op¥t

p·vodní limita existuje, protoºe existují ob¥ limity na pravé stran¥ rov-

nosti a jejich sou£in je de�nován.

iv) P°i výpo£tu této limity musíme být obez°etní, protoºe ob¥ jedno-

stranné limity v bod¥ nula existují, jejich hodnoty se v²ak li²í, zkou-

maná limita tedy neexistuje:

limx→0+ e
1
x = elimx→0+

1
x = e∞ = ∞,

limx→0− e
1
x = elimx→0−

1
x = e−∞ = 0 . □

5.50. Ur£ete

(a) limx→2
x+2
(x−2)6 , (b) limx→2

x+2
(x−2)5 ,

(c) limx→+∞
(
2+ 1

x

) 1
x , (d) limx→+∞ x−x .

�e²ení.

V tomto p°íkladu se budeme v¥novat tzv. neur£itým výraz·m.

P°esn¥ji °e£eno, budeme se zabývat situacemi,

kdy se o n¥ nejedná. �tená°i doporu£ujeme, aby

neur£ité výrazy vnímal jako pojem pomocný,

který mu má pouze usnadnit orientování se p°i prvním po£ítání

limit, nebo´ obdrºený neur£itý výraz pouze znamená, ºe jsme �nic

nezjistili�. Víme, ºe limita sou£tu je sou£et limit, limita sou£inu je

sou£in limit a ºe limita podílu je podíl limit, pokud jednotlivé limity

existují a nezískáme-li n¥který z výraz·∞−∞, 0 · ∞, 0/0,∞/∞,

o kterých práv¥ hovo°íme jako o neur£itých. Pro úplnost dodejme, ºe

tato pravidla m·ºeme kombinovat (pro limity v²ech sloºek ur£ené

sou£asn¥) a ºe za neur£itý výraz pak povaºujeme také ten, jenº

obsahuje alespo¬ jeden neur£itý výraz. Nap°. tedy výrazy
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Vnit°ním bodem mnoºiny A reálných nebo komplexních £ísel
nazveme takový bod, který do A pat°í i s n¥jakým svým okolím.

Hrani£ní bodem mnoºiny A rozumíme takový bod, jehoº ka-
ºdé okolí má neprázdný pr·nik jak s A tak s dopl¬kem K \ A.
Hrani£ní bod tedy m·ºe, ale nemusí pat°it do samotné mnoºiny
A.

Otev°ené pokrytí mnoºiny A je takový systém otev°ených
mnoºin Ui , i ∈ I , ºe jejich sjednocení obsahuje celé A.

Izolovaným bodem mnoºiny A rozumíme bod a ∈ A, který
má okolí, jehoº pr·nik s A je práv¥ jednobodová mnoºina {a}.

5.17. V¥ta. Pro podmnoºiny A reálných £ísel platí:

(1) neprázdná mnoºina A je otev°ená, práv¥ kdyº je sjednocením
nejvý²e spo£etného systému otev°ených interval·,

(2) kaºdý bod a ∈ A je bu¤ vnit°ní nebo hrani£ní,
(3) kaºdý hrani£ní bod mnoºiny A je bu¤ izolovaným nebo hro-

madným bodem A,
(4) A je kompaktní, práv¥ kdyº kaºdá v ní obsaºená nekone£ná

posloupnost má podposloupnost konvergující k bodu v A,
(5) A je kompaktní, práv¥ kdyº kaºdé její otev°ené pokrytí obsa-

huje kone£né podpokrytí.

D·kaz. (1) Zjevn¥ je kaºdá otev°ená mnoºina sjednocením
n¥jakých okolí svých bod·, tj. otev°ených interval·.
Jde tedy pouze o to, jestli nám jich vºdy sta£í spo£etn¥
mnoho. Zkusme tedy najít �co nejv¥t²í� intervaly. �ek-
neme, ºe body a, b ∈ A jsou v relaci, jestliºe celý

otev°ený interval (min{a, b},max{a, b}) je podmnoºinou v A. To
je zjevn¥ relace ekvivalence (otev°ený interval (a, a) je prázdná
mnoºina a ta je podmnoºinou, symetrie relace i tranzitivita jsou
z°ejmé). T°ídy této ekvivalence budou zjevn¥ intervaly, které bu-
dou navíc po dvou disjunktní. Kaºdý z t¥chto interval· jist¥ musí
obsahovat n¥jaké racionální £íslo a tyto musí být r·zné. V²ech ra-
cionálních £ísel je ale spo£etn¥ mnoho, proto máme tvrzení doká-
zané.

(2) P°ímo z de�nic vyplývá, ºe bod nem·ºe být vnit°ní
a hrani£ní zárove¬. Nech´ tedy a ∈ A není vnit°ní. Pak ov²em
existuje posloupnost bod· ai /∈ A s hromadným bodem a. Zárove¬
a pat°í do kaºdého svého okolí. Proto je a hrani£ní.

(3) P°edpokládejme, ºe a ∈ A je hrani£ní a není izolovaný.
Pak stejn¥ jako v argumentaci p°edchozího odstavce existují body
ai , tentokrát uvnit° A, jejichº hromadným bodem je a.

(4) P°edpokládejme, ºe je A kompaktní, tj. uzav°ená
a ohrani£ená, a uvaºme n¥jakou nekone£nou posloupnost bod·
ai ∈ A. Tato podmnoºina má jist¥ supremum b i in�mum
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−∞+∞ =∞−∞, −∞
3+∞ = −

∞
∞ ,

0
(−∞)3 +∞ = 0 · (∞−∞)−1

ozna£ujeme jako neur£ité a o výrazech

−∞−∞, 0
3+∞ ,

0
(−∞)3 −∞

m·ºeme °íci, ºe jsou �ur£ité� (pro n¥ jsme schopni ihned p°íslu²nou

limitu stanovit � výrazy odpovídají po °ad¥ hodnotám−∞, 0, 0).
V p°ípad¥ (a) podíl limit £itatele a jmenovatele dává výraz 4/0.

Zápis, ve kterém d¥líme nulou, je sám o sob¥ p°inejmen²ím neºá-

doucí (pozd¥ji bychom se mu m¥li být schopni vyvarovat). P°esto nám

umoºní stanovit výsledek: nejedná se o neur£itý výraz. V²imn¥me si,

ºe jmenovatel se blíºí k nule zprava (pro x ̸= 2 je (x − 2)6 > 0). To
zapisujeme jako 4/+0. �itatel a jmenovatel tak mají stejné znaménko

v jistém ryzím okolí bodu x0 = 2 a lze °íci, ºe jmenovatel je v limit¥

�nekone£n¥krát men²í� neº £itatel, tj.

lim
x→2

x + 2
(x − 2)6

= +∞,

coº odpovídá poloºení 4/+ 0 = +∞ (podobn¥ se klade 4/ − 0 =
= −∞).

P°i ur£ování druhé limity lze postupovat analogicky. Protoºe

£ísla a ∈ R a a5 mají stejná znaménka, dostáváme

lim
x→2+

x + 2
(x − 2)5

= +∞ ̸= −∞ = lim
x→2−

x + 2
(x − 2)5

,

tj. oboustranná limita neexistuje. Tomu odpovídá zápis 4/ ± 0 (nebo

obecn¥j²í a/ ± 0, a ̸= 0, a ∈ R∗), který je �ur£itým výrazem�. P°i

d·sledném odd¥lování symbol·+0 a−0 od±0 vºdy a/±0 pro a ̸= 0
znamená, ºe limita neexistuje.

P°ípady (c), (d). Je-li f (x) > 0 pro v²echna uvaºovaná x ∈ R,
platí

f (x)g(x) = eln
(
f (x)g(x)

)
= eg(x)·ln f (x).

Vyuºijeme-li toho, ºe exponenciální funkce je spojitá a prostá na reálné

p°ímce, m·ºeme nahradit limitu

lim
x→x0

f (x)g(x)

za

e
lim

x→x0
(g(x)·ln f (x))

.
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a (nebo m·ºeme zvolit libovolnou horní a dolní závoru mnoºiny
A). Rozd¥lme nyní interval [a, b] p°esn¥ na dv¥ poloviny[
a, 1

2 (b − a)
]
a
[

1
2 (b − a), b

]
. V alespo¬ jedné z nich musí být

nekone£n¥ mnoho prvk· ai . Vyberme takovou polovinu, jeden
z prvk· v ní obsaºených a následn¥ tento vybraný interval op¥t
rozd¥lme na poloviny. Pak znovu vybereme tu polovinu, kde je
nekone£n¥ mnoho prvk· posloupnosti a vybereme si jeden z nich.
Tímto zp·sobem dostaneme posloupnost, která bude cauchyovská
(dokaºte si detailn¥ � vyºaduje to jen pozorné hraní si s odhady,
podobn¥ jako vý²e). O cauchyovských posloupnostech ov²em uº
víme, ºe mají vºdy hromadné body nebo jsou konstantní aº na
kone£n¥ mnoho výjimek. Existuje tedy podposloupnost s námi
hledanou limitou. Z uzav°enostiA zase vyplývá, ºe námi nalezený
bod musí op¥t leºet v A.

Opa£n¥, jestliºe kaºdá v A obsaºená nekone£ná podmnoºina
má hromadný bod v A, znamená to, ºe v²echny hromadné body
jsou v A a tedy je A uzav°ená. Pokud by nebyla mnoºina A zá-
rove¬ ohrani£ená, um¥li bychom najít posloupnost stále rostoucí
nebo klesající s rozdíly dvou po sob¥ jdoucích £ísel t°eba alespo¬
1. Taková posloupnost bod· z A ale nem·ºe mít hromadný bod
v·bec.

(5) Nejprve se v¥nujme snadn¥j²í implikaci, tj. p°edpo-
kládejme, ºe z kaºdého otev°eného pokrytí lze
vybrat kone£né a dokazujme, ºe pak A je uzav°ená
i ohrani£ená. Jist¥ lze A pokrýt spo£etným sys-
témem interval· In = (n − 2, n + 2), n ∈ Z, a

jakýkoliv výb¥r kone£ného podpokrytí z nich °íká, ºe je mnoºina
A ohrani£ená.

P°edpokládejme nyní, ºe a ∈ R \ A je hromadným bodem
posloupnosti ai ∈ A a p°edpokládejme rovnou, ºe |a − an| < 1

n
(jinak bychom mohli vybrat takovou podposloupnost). Mnoºiny

Jn = R \
[
a − 1

n
, a + 1

n

]
pro v²echna n ∈ N, n > 0, jsou sjednocení dvou otev°ených inter-
val· a jist¥ také pokrývají na²i mnoºinu A. Protoºe je moºné vy-
brat kone£né pokrytí A, bod a je uvnit° dopl¬ku R\A v£etn¥ n¥ja-
kého svého okolí a není tedy hromadným bodem. Proto musí být
v²echny hromadné body A op¥t v A a tato mnoºina je i uzav°ená.

Opa£ný sm¥r d·kazu je zaloºený na existenci a vlastnostech
suprema. P°edpokládejme, ºe je A kompaktní a ºe je dáno n¥jaké
její otev°ené pokrytí C. Z p°edchozího je zjevné, ºe v A existují
nejv¥t²í a nejmen²í prvek, které jsou zárove¬ rovny b = supA
a a = infA. Ozna£me si te¤ �nejzaz²í mez�, pro kterou je²t¥ p·jde
kone£né pokrytí z C vybrat, tj. de�nujeme mnoºinu

B = {x ∈ [a, b]; existuje kone£né podpokrytí [a, x] ∩ A}.
Evidentn¥ a ∈ B, jde tedy o neprázdnou shora ohrani£enou
mnoºinu a existuje proto c = supB. Jde nám o to dokázat, ºe
ve skute£nosti musí být c = b.

Argumentace je trochu nep°ehledná, dokud si ji nena£rtneme
na obrázku, podstata je ale snadná: Víme, ºe a ≤ c ≤ b, p°edpoklá-
dejme tedy chvíli, ºe c < b a c /∈ A. Protoºe jeR\A otev°ená, pro
c /∈ A existuje okolí bodu c obsaºené v [a, b] a zárove¬ disjunktní
s A. To by ale vylu£ovalo moºnost c = supB.

Zbývá tedy v takovém p°ípad¥ c < b a c ∈ A a tedy je i n¥jaké
okolíO bodu c v otev°eném pokrytí C. Zvolme si body p < c < q

v O. Op¥t nyní bude existovat kone£né pokrytí pro [a, q] ∩ A. To
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P°ipome¬me, ºe jedna z t¥chto limit existuje práv¥ tehdy, kdyº existuje

druhá; a dopl¬me

lim
x→x0

(g(x) · ln f (x)) = a ∈ R H⇒ lim
x→x0

f (x)g(x) = ea,

lim
x→x0

(g(x) · ln f (x)) = +∞ H⇒ lim
x→x0

f (x)g(x) = +∞,
lim
x→x0

(g(x) · ln f (x)) = −∞ H⇒ lim
x→x0

f (x)g(x) = 0.

M·ºeme tudíº psát

lim
x→x0

f (x)g(x) = e
lim

x→x0
g(x)· lim

x→x0
ln f (x)

,

jestliºe ob¥ limity vpravo existují a neobdrºíme-li neur£itý výraz 0 ·
∞. Není obtíºné si uv¥domit, ºe tento neur£itý výraz lze získat pouze

ve t°ech p°ípadech odpovídajících zbylým neur£itým výraz·m 00,∞0,

1∞, kdy postupn¥ je

lim
x→x0

f (x) = 0 a lim
x→x0

g(x) = 0,

lim
x→x0

f (x) = +∞ a lim
x→x0

g(x) = 0,

lim
x→x0

f (x) = 1 a lim
x→x0

g(x) = ±∞.
V ostatních p°ípadech nám tedy znalost (a pochopiteln¥ existence) li-

mit

lim
x→x0

f (x), lim
x→x0

g(x)

umoº¬uje uvést výsledek (p°i dode�nování n¥kterých zápis·)

lim
x→x0

f (x)g(x) =
(

lim
x→x0

f (x)

) lim
x→x0

g(x)

.

Protoºe

lim
x→+∞

(
2+ 1

x

)
= 2, lim

x→+∞
1
x
= 0, lim

x→+∞ x = +∞,
je

lim
x→+∞

(
2+ 1

x

) 1
x

= 20 = 1,

lim
x→+∞ x

−x = lim
x→+∞

(
1
x

)x
= 0

nebo

lim
x→+∞ x

−x = lim
x→+∞

(
xx
)−1 = 0.

Poslední výsledek pak bychom mohli vyjád°it zápisem 0∞ = 0
£i ∞∞ = ∞, ∞−1 = 0 (zd·razn¥me, ºe se nejedná o neur£ité vý-

razy).

P°estoºe jsme kladli d·raz na to, aby £tená° rad¥ji up°ednost¬oval

úvahy o limitním chování funkcí p°ed ²katulkováním výraz· na ur£ité

a neur£ité (a tyto pojmy vnímal jen jako pomocné), je snad dob°e pa-

trný d·vod, pro£ se budeme nadále zabývat p°edev²ím neur£itými vý-

razy. □
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ale zna£í, ºe q > c leºí v B, coº není moºné. P·vodní volba c < b

tedy vedla ke sporu, coº dokazuje poºadovanou rovnost b = c.
Nyní ale s pomocí okolí b, které pat°í do C umíme najít kone£né
pokrytí v C pro celé A. □

5.18. Limity funkcí a posloupností. Pro diskusi limit je vhodné
roz²í°it mnoºinu reálných £ísel R o dv¥ nekone£né
hodnoty±∞, tak jak jsme to uº d¥lali p°i ozna£ování
interval·.

Okolím nekone£na rozumíme interval (a,∞), resp. (−∞, a)
je okolí −∞. Pojem hromadného bodu mnoºin roz²i°ujeme tak,
ºe∞ je hromadným bodem mnoºiny A ⊆ R jestliºe kaºdé okolí
∞ s ní má neprázdný pr·nik, tj. jestliºe je A shora neohrani£ená.
Obdobn¥ pro −∞. Hovo°íme o nevlastních hromadných bodech
mnoºiny A.

�po£ítání s nekone£ny�

Zavádíme i pravidla pro po£ítání s formáln¥ p°idanými hodno-
tami ±∞ a pro libovolná �kone£ná� £ísla a ∈ R:

a +∞ =∞,
a −∞ = −∞,
a · ∞ = ∞, je-li a > 0,
a · ∞ = −∞, je-li a < 0,

a · (−∞) = −∞, je-li a > 0,
a · (−∞) = ∞, je-li a < 0,

a

±∞ = 0 pro v²echna a ̸= 0.

Následující de�nice pokrývá mnoho p°ípad· limitních pro-
ces· a bude t°eba ji zvládnout dokonale. Jednotlivými p°ípady se
budeme podrobn¥ zabývat vzáp¥tí.

Reálné a komplexní limity

De�nice. Uvaºme libovolnou podmnoºinu A ⊆ R a reálnou
funkci f : A → R, p°ípadn¥ komplexní funkci
f : A → C, de�novanou na A. Uvaºme dále hro-
madný bod x0 mnoºiny A (tj. bu¤ reálné £íslo nebo

p°ípadn¥ ±∞).
�íkáme, ºe f má v x0 limitu a ∈ R, p°ípadn¥ komplexní limitu

a ∈ C, a pí²eme
lim
x→x0

f (x) = a,
jestliºe pro kaºdé okolíO(a) bodu a lze najít okolíO(x0) bodu x0
takové, ºe pro v²echna x ∈ A ∩ (O(x0) \ {x0}) je f (x) ∈ O(a).

V p°ípad¥ reálné funkce m·ºe také být limitní hodnotou
a = ±∞ a v takovém p°ípad¥ se limita a reálné funkce nazývá
nevlastní. V p°ípad¥ a ∈ R je o limitu vlastní.

Je d·leºité si v²imnout, ºe hodnota f v bod¥ x0 v de�nici ne-
vystupuje a f v tomto hromadném bod¥ v·bec nemusí být de�-
nována (a v p°ípad¥ nevlastního hromadného bodu ani nem·ºe)!
�asto také hovo°íme o ryzím okolí O(x0) \ {x0}, ve kterém nás
funk£ní hodnoty zajímají.

Nevlastní limity komplexních funkcí zatím de�novat nebu-
deme.
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5.51. Vypo£ítejte

lim
x→+∞

sin x + πx2

2 cos x − 1− x2
;

lim
x→+∞

3x+1 + x5 − 4x
3x + 2x + x2

;

lim
x→+∞

4x − 8x6 − 2x − 167

3x − 45x −√11πx+12
;

lim
x→+∞

√
x − sin3 x + x arctg x√

1+ 2x + x2
.

�e²ení. Vyd¥líme-li v p°ípad¥ první z limit £itatele i jmenovatele po-

lynomem x2 , obdrºíme

lim
x→+∞

sin x + πx2

2 cos x − 1− x2
= lim

x→+∞

sin x
x2 + π

2 cos x−1
x2 − 1

.

Ohrani£enost výraz·

| sin x | ≤ 1, | 2 cos x − 1 | ≤ 3 pro x ∈ R

a x2 →+∞ pro x →+∞ pak dávají výsledek

lim
x→+∞

sin x
x2 + π

2 cos x−1
x2 − 1

= 0+ π
0− 1

= −π.

V p°ede²lé úvaze jsme vlastn¥ pouºili V¥tu o t°ech limitách a zá-

pis c/∞ = 0 platný pro c ∈ R (nebo p°ímo ohr./∞ = 0, kde �ohr.�
zna£í ohrani£enou funkci).

Tento postup lze zobecnit. Pro limitu tvaru

lim
x→x0

f1(x)+ f2(x)+ · · · + fm(x)
g1(x)+ g2(x)+ · · · + gn(x) ,

p°i£emº

lim
x→x0

fi(x)

f1(x)
= 0, i ∈ {2, . . . , m},

lim
x→x0

gi(x)

g1(x)
= 0, i ∈ {2, . . . , n},

platí

lim
x→x0

f1(x)+ f2(x)+ · · · + fm(x)
g1(x)+ g2(x)+ · · · + gn(x) = lim

x→x0

f1(x)

g1(x)
,

pokud limita na pravé stran¥ existuje. Je p°itom výhodné si uv¥domit

(t°etí z limit lze ur£it nap°. pomocí l'Hospitalova pravidla, se kterým

se seznámíme pozd¥ji), ºe

lim
x→+∞

c

xα
= 0, lim

x→+∞
xα

xβ
= 0, lim

x→+∞
xβ

ax
= 0, lim

x→+∞
ax

bx
= 0

pro

c ∈ R, 0 < α < β, 1 < a < b.
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5.19. Nej£ast¥j²í varianty de�ni£ních obor·. Na²e de�nice li-
mity pokrývá zdánliv¥ velice rozdílné koncepty:

(1) Limity posloupností. Jestliºe jeA = N, tj. funkce f je de-
�nována pouze pro p°irozená £ísla, hovo°íme o limitách posloup-
ností reálných nebo komplexních £ísel. Jediným hromadným bo-
dem de�ni£ního oboru A je pak ∞ a zpravidla pí²eme hodnoty
posloupnosti f (n) = an a limitu ve tvaru

lim
n→∞ an = a.

Podle de�nice to pak znamená, ºe pro kaºdé okolí O(a) limitní
hodnoty a existuje index N ∈ N takový, ºe an ∈ O(a) pro
v²echna n ≥ N . Ve skute£nosti jsme tedy v tomto speciál-
ním p°ípad¥ p°eformulovali de�nici konvergence posloupnosti (viz
5.12). P°idali jsme pouze moºnost nevlastních limit. �íkáme také,
ºe posloupnost an konverguje k a.

3

P°ímo z na²í de�nice pro komplexní hodnoty je op¥t vid¥t, ºe
komplexní posloupnost má limitu a, práv¥ kdyº reálné £ásti ai kon-
vergují k re a a zárove¬ imaginární £ásti konvergují k im a.

(2) Limita funkce ve vnit°ním bod¥ intervalu. Jestliºe je
f de�nována na intervalu A = (a, b) a x0 je vnit°ním bodem to-
hoto intervalu, hovo°íme o limit¥ funkce ve vnit°ním bod¥ jejího
de�ni£ního oboru. V¥t²inou v tomto p°ípad¥ pí²eme

lim
x→x0

f (x) = a.
Podívejme se, pro£ je d·leºité v de�nici poºadovat f (x) ∈ O(a)
pouze pro body x ̸= x0 i v tomto p°ípad¥. Vezm¥me jako p°íklad
funkci f : R→ R

f (x) =
{

0 je-li x ̸= 0,
1 je-li x = 0.

Pak zjevn¥ limita v nule je dob°e de�nována a v souladu s na²ím
o£ekáváním bude limx→0 f (x) = 0, p°estoºe hodnota f (0) = 1
do malých okolí limitní hodnoty 0 nepat°í.

(3)Limity funkce zprava a zleva. Je-liA = [a, b] ohrani£ený
interval a x0 = a nebo x0 = b, hovo°íme o limit¥ zprava, resp.
zleva, funkce f v bod¥ x0.

Jestliºe je bod x0 vnit°ním bodem de�ni£ního oboru funkce f ,
m·ºeme pro ú£ely výpo£tu limity de�ni£ní obor zúºit na [x0, b]
nebo [a, x0]. Výsledným limitám pak také °íkáme limita zprava,
resp. limita zleva pro funkci f v bod¥ x0. Ozna£ujeme je vý-
razy limx→x+

0
f (x), resp. limx→x−

0
f (x). Jako p°íklad nám m·ºe

slouºit limita zprava a zleva v x0 = 0 pro Heavisideovu funkci
h z úvodu této £ásti. Evidentn¥ je

lim
x→0+ h(x) = 1, lim

x→0− h(x) = 0.

Limita limx→0 f (x) p°itom neexistuje.
P°ímo z na²ich de�nic je zjevné, ºe limita ve vnit°ním bodu

de�ni£ního oboru libovolné reálné funkce f existuje, práv¥ kdyº
existují limity zprava i zleva a jsou si rovny.

5.20. Dal²í p°íklady limit. (1) Limita komplexní funkce
f : A → C existuje tehdy a jen tehdy, jestliºe existují limity její
reálné a imaginární £ásti. V takovém p°ípad¥ je pak

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

(re f (x))+ i lim
x→x0

(im f (x)).

3Budeme v dal²ím i v p°ípad¥ nevlastní limity a = ±∞ °íkat, ºe an konver-
guje k a. V literatu°e se ale £asto takovým posloupnostem °íká divergentní a °íká
se o nich, ºe divergují k ±∞. Sami budeme tuto termilogii pouºívat u sou£t· °ad.
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Odtud ihned plyne

lim
x→+∞

3x+1 + x5 − 4x
3x + 2x + x2

= lim
x→+∞

3 · 3x
3x
= 3;

lim
x→+∞

4x − 8x6 − 2x − 167

3x − 45x −√11πx+12
= lim

x→+∞
4x

−√11π12 · πx = −∞.
Uv¥domíme-li si, ºe je

lim
x→+∞ arctg x = π

2
≥ 1,

stejn¥ snadno dostaneme

lim
x→+∞

√
x − sin3 x + x arctg x√

1+ 2x + x2
= lim

x→+∞
x arctg x√

x2
=

= lim
x→+∞ arctg x = π

2
.

□

5.52. Ur£ete limity

lim
n→∞

(
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · · +
1

(n− 1) · n
)
;

lim
n→∞

(
1√
n2 + 1

+ 1√
n2 + 2

+ · · · + 1√
n2 + n

)
.

�e²ení. Nebo´ pro kaºdé p°irozené £íslo k ≥ 2 je (provádíme tzv.

rozklad na parciální zlomky � budeme jej probírat u integrování raci-

onálních lomených funkcí viz 6.23)

1
(k − 1) k

= 1
k − 1

− 1
k
,

platí

lim
n→∞

(
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · · +
1

(n− 1) · n
)
=

= lim
n→∞

(
1
1
− 1

2
+ 1

2
− 1

3
+ 1

3
− 1

4
+ · · · + 1

n− 1
− 1
n

)
=

= lim
n→∞

(
1− 1

n

)
= 1.

Poznamenejme, ºe stanovení této limity je d·leºité: ur£uje sou£et

jedné z tzv. teleskopických °ad (se kterou pracoval jiº Johann I. Ber-

noulli).

Ke stanovení druhé limity vyuºijeme V¥tu o t°ech limitách. Od-

hady

1√
n2 + 1

+ · · · + 1√
n2 + n ≥

1√
n2 + n + · · · +

1√
n2 + n =

= n√
n2 + n,

1√
n2 + 1

+ · · · + 1√
n2 + n ≤

1√
n2 + 1

+ · · · + 1√
n2 + 1

=

= n√
n2 + 1
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D·kaz je p°ímo£arý a vychází p°ímo z de�nice vzdáleností a okolí
bod· v komplexní rovin¥. Skute£n¥, p°íslu²nost do δ�okolí kom-
plexní hodnoty z je zaji²t¥na pomocí reálných (1/

√
2)δ�okolí re-

álné a imaginární sloºky z. Odtud jiº tvrzení bezprost°edn¥ vy-
plývá.

(2) Nech´ f je reálný nebo komplexní polynom. Pak pro kaºdý
bod x ∈ R je

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Skute£n¥, je-li f (x) = anx
n + · · · + a0, pak roznásobením

(x0+δ)k = xk0+k δxk−1
0 +· · ·+δk a dosazením pro k = 0, . . . , n vi-

díme, ºe volbou dostate£n¥ malého δ se hodnotou libovoln¥ blízko
p°iblíºíme f (x0).

(3) Uvaºme nyní docela o²klivou funkci de�novanou na celé
reálné p°ímce

f (x) =
{

1 je-li x ∈ Q,
0 jestliºe x /∈ Q.

P°ímo z de�nice je zjevné, ºe tato funkce nemá limitu v ºádném
bod¥ (dokonce ani zleva nebo zprava).

(4) Následující funkce je je²t¥ záludn¥j²í, neº jsme vid¥li
v p°edchozím p°ípad¥. Funkce f : R→ R je de�nována takto:4

f (x) =
{

1
q

jestliºe x = p
q
∈ Q, p a q nesoud¥lná,

0 jestliºe x /∈ Q.

Zvolíme-li libovolný bod x, a´ uº racionální £i iracionální, a ve-
liké p°irozené m, bude x v práv¥ jednom z interval·[
n
m
, n+1
m

)
pro n¥jaké n (je-li x = p

q
, uvaºujeme jen

nesoud¥lná m > q). Za δk si zvolíme minimum ze
vzdáleností bodu x od hranic t¥chto interval· pro

uvaºovaná m men²í neº k. Samoz°ejm¥ vºdy platí δk <
1
k
.

Uvaºme nyní n¥jaké ε > 0 a k taková, ºe 1
k
< ε. Pak pro

v²echna y v ryzím δ�okolí bodu x je bu¤ f (y) = 0, jde-li o ira-
cionální hodnotu, nebo f (y) < 1

r
pro r > k, jde-li o hodnotu

racionální. V kaºdém p°ípad¥ je tedy |f (y)| < ε.
Tato funkce má proto limitu ve v²ech reálných bodech x nu-

lovou. Jen v iracionálních bodech je ale tato limita rovna funk£ní
hodnot¥.

5.21. V¥ta (O t°ech limitách). Bu¤te f , g, h reálné funkce se shod-
ným de�ni£ním oborem A a takové, ºe existuje ryzí okolí hromad-
ného bodu x0 ∈ R de�ni£ního oboru, kde platí

f (x) ≤ g(x) ≤ h(x).
Pokud existují limity

lim
x→x0

f (x) = f0, lim
x→x0

h(x) = h0

a navíc f0 = h0, pak také existuje limita

lim
x→x0

g(x) = g0

a platí g0 = f0 = h0.

4Této funkci se °íkává Thomaeova (ale téº Riemannova) funkce podle n¥mec-
kého matematika J. Thomae z druhé poloviny 19. století.
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pro n ∈ N dávají

lim
n→∞

n√
n2 + n ≤ lim

n→∞

(
1√
n2 + 1

+ · · · + 1√
n2 + n

)
≤

≤ lim
n→∞

n√
n2 + 1

.

Protoºe

lim
n→∞

n√
n2 + n = lim

n→∞
n√
n2
= 1,

lim
n→∞

n√
n2 + 1

= lim
n→∞

n√
n2
= 1,

je rovn¥º

limn→∞
(

1√
n2+1
+ 1√

n2+2
+ · · · + 1√

n2+n

)
= 1 . □

5.53. Spo£t¥te

(a)

lim
x→0

√
1+ x −√1− x

x
;

(b)

lim
x→π/4

cos x − sin x
cos (2x)

;
(c)

lim
x→+∞

3√
x4
(

3
√
x2 + 2x + 3− 3

√
x2 + 2x + 2

)
.

�e²ení. V²echny uvedené limity vypo£ítáme pomocí vhodného

roz²í°ení zadaného výrazu. V p°ípad¥ první limity vynásobíme

£itatele i jmenovatele výrazem
√

1+ x +√1− x
a vyuºijeme známého vztahu (a − b) (a + b) = a2 − b2. Takto ob-

drºíme

lim
x→0

√
1+ x −√1− x

x
= lim

x→0

(1+ x)− (1− x)
x
(√

1+ x +√1− x) =
= lim

x→0

2√
1+ x +√1− x =

2√
1+√1

= 1.

Podobn¥ vypo£ítáme

lim
x→π/4

cos x − sin x
cos (2x)

= lim
x→π/4

(cos x + sin x) (cos x − sin x)
(cos x + sin x) cos (2x)

=

= lim
x→π/4

cos2 x − sin2 x

(cos x + sin x) cos (2x)
=

= lim
x→π/4

1
cos x + sin x

= 1
√

2
2 +

√
2

2

=
√

2
2
.

U provedeného krácení p°ipome¬me identitu

cos (2x) = cos2 x − sin2 x, x ∈ R.

Abychom mohli p°i ur£ování poslední limity pouºít

(a − b) (a2 + ab + b2) = a3 − b3,
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D·kaz. Za p°edpoklad· v¥ty existuje pro libovolné ε > 0
okolíO(x0) bodu x0 ∈ A ⊂ R, ve kterém jsou pro v²echna x ̸= x0
hodnoty f (x) i h(x) obsaºeny v intervalu (f0 − ε, f0 + ε). Z pod-
mínky f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) vyplývá, ºe i g(x) ∈ (f0− ε, f0+ ε),
tedy limx→x0 g(x) = f0.

Drobnou modi�kací p°edchozího postupu si £tená° doplní i ar-
gumentaci pro nevlastní hodnoty limit nebo limity v nevlastním
bodu x0. Ur£it¥ bude dobré si tyto p°ípady podrobn¥ promys-
let! □

V²imn¥me si, ºe v¥ta dává moºnost výpo£tu limit pro v²echny
typy diskutované vý²e, tj. limity posloupností, limity funkcí ve
vnit°ních bodech, jednostranné limity atd.

5.22. V¥ta. Nech´A ⊆ R je de�ni£ní obor reálných nebo komplex-
ních funkcí f a g, x0 nech´ je hromadný bod A a existují limity

lim
x→x0

f (x) = a ∈ K, lim
x→x0

g(x) = b ∈ K.

Potom:

(1) limita a je ur£ena jednozna£n¥,
(2) limita sou£tu f + g existuje a platí

lim
x→x0

(f (x)+ g(x)) = a + b,
(3) limita sou£inu f · g existuje a platí

lim
x→x0

(f (x) · g(x)) = a · b,
(4) pokud navíc b ̸= 0, pak limita podílu f/g existuje a platí

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= a

b
.

D·kaz. (1) P°edpokládejme, ºe a a a′ jsou dv¥ hodnoty li-
mity limx→x0 f (x). Pokud je a ̸= a′, pak existují
disjunktní okolíO(a) aO(a′). Pro dostate£n¥ malá
okolí x0 ale mají hodnoty f leºet v obou naráz, coº

je spor. Proto je a = a′.
(2) Zvolme si n¥jaké okolí a + b, t°eba O2ε(a + b). Pro do-

state£n¥ malé okolí x0 a x ̸= x0 bude jak f (x), tak g(x) v ε� oko-
lích bod· a a b. Proto jejich sou£et bude v 2ε�okolí kýºené hodnoty
a + b. Tím je d·kaz ukon£en.

(3) Podobn¥ postupujeme u sou£inu sOε2(ab). Pro malá okolí
x0 se nám hodnoty f i g trefí do ε�okolí hodnot a a b. Proto jejich
sou£in bude v poºadovaném ε2�okolí.

(4) Podobný postup ponechán jako cvi£ení. □
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k roz²í°ení pot°ebujeme výraz

3
√(
x2 + 2x + 3

)2+ 3
√
x2 + 2x + 3· 3

√
x2 + 2x + 2+ 3

√(
x2 + 2x + 2

)2
,

který odpovídá a2 + ab + b2, resp. volíme

a = 3
√
x2 + 2x + 3, b = 3

√
x2 + 2x + 2.

Tímto roz²í°ením p°evedeme limitu ze zadání na

lim
x→+∞

3√
x4
((
x2 + 2x + 3

)− (x2 + 2x + 2
))

3
√(

x2 + 2x + 3
)2 + 3

√
x2 + 2x + 3 · 3

√
x2 + 2x + 2+ 3

√(
x2 + 2x + 2

)2 ,
tj.

lim
x→+∞

3√
x4

3
√(

x2 + 2x + 3
)2 + 3

√
x2 + 2x + 3 · 3

√
x2 + 2x + 2+ 3

√(
x2 + 2x + 2

)2 .
Poslední limitu umíme snadno vy£íslit. Víme totiº, ºe je ur£ena

pouze jedním £lenem v £itateli a jedním ve jmenovateli, a to axp pro

nejv¥t²í p (v tomto p°ípad¥ je uvaºovaný £len ve jmenovateli rozd¥len

na n¥kolik s£ítanc·). Platí tudíº

lim
x→+∞

3√
x4

3
√(

x2 + 2x + 3
)2 + 3√

x2 + 2x + 3 · 3√
x2 + 2x + 2+ 3

√(
x2 + 2x + 2

)2 =
= lim
x→+∞

3
√
x4

3
√(
x2
)2 + 3
√
x2 · 3
√
x2 + 3

√(
x2
)2
= lim

x→+∞

3
√
x4

3 3
√
x4
= 1

3
.

Celkem tak je

limx→+∞
(

3
√
x4
(

3
√
x2 + 2x + 3− 3

√
x2 + 2x + 2

))
= 1

3
. □

5.54. Pro libovolné n ∈ N ur£ete limitu

lim
x→0

(1+ 2nx)n − (1+ nx)2n

x2
.

�e²ení. Podle binomické v¥ty je

(1+ 2nx)n = 1+
(
n

1

)
2nx +

(
n

2

)
(2nx)2 + P (x) x3 , x ∈ R,

(1+ nx)2n = 1+
(

2n
1

)
nx +

(
2n
2

)
(nx)2 +Q(x) x3 , x ∈ R

pro jisté polynomyP ,Q. Rad¥ji vyzdvihn¥me, ºe p°edchozí vyjád°ení

skute£n¥ platí pro v²echna n ∈ N. Pro n = 1 si sta£í uv¥domit, ºe

klademe
(1

2

) = 0 a ºe polynomy P , Q mohou být identicky rovny

nule. Dostáváme tedy

(1+ 2nx)n = 1+ 2n2x + 2n3 (n− 1) x2 + P (x) x3 , x ∈ R,

(1+ nx)2n = 1+ 2n2x + n3 (2n− 1) x2 +Q(x) x3 , x ∈ R.
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Poznámka. Podrobn¥j²ím sledováním d·kaz· jednotlivých bod·
v¥ty m·ºeme její tvrzení roz²í°it i na n¥které nekone£né hodnoty li-
mit reálných funkcí: V prvém p°ípad¥ je zapot°ebí, aby bu¤ alespo¬
jedna z limit byla kone£ná nebo aby ob¥ m¥ly stejné znaménko.
Pak op¥t platí, ºe limita sou£tu je sou£et limit s konvencemi z 5.18.
P°ípad �∞−∞� ale není zahrnut.

V druhém p°ípad¥ m·ºe být jedna z limit nekone£ná a druhá
nenulová. Pak op¥t platí, ºe limita sou£inu je sou£in limit. P°ípad
�0 · (±∞)� není ale zahrnut.

V p°ípad¥ podílu m·ºe být a ∈ R a b = ±∞, kdy výsledek
limity bude nula, nebo a = ±∞ a b ∈ R, kde výsledek bude ±∞
podle znamének £itatele a jmenovatele. P°ípad �∞

∞ � není zahrnut.
Zd·razn¥me, ºe na²e v¥ta jako speciální p°ípad pokrývá také

odpovídající tvrzení o konvergenci posloupností i o limitách zprava
a zleva funkcí de�novaných na intervalu.

Pro úvahy o limitách bývá technicky uºite£ný i následující
jednoduchý d·sledek de�nic, který uvádí do souvislosti limity po-
sloupností a funkcí obecn¥.

5.23. D·sledek. Uvaºme reálnou nebo komplexní funkci f de�no-
vanou na mnoºin¥ A ⊆ R a hromadný bod x0 mnoºiny A. Funkce
f má v bod¥ x0 limitu y, práv¥ kdyº pro kaºdou posloupnost bod·
xn ∈ A konvergující k x0 a r·zných od x0 má i posloupnost hodnot
f (xn) limitu y.

D·kaz. P°edpokládejme nejprve, ºe limita f v bod¥ x0 je
skute£n¥ y. Pak pro libovolné okolí V bodu y musí existovat okolí
V bodu x0 takové, ºe pro v²echna x ∈ V ∩A, x ̸= x0, je f (x) ∈ U .
Pro kaºdou posloupnost xn → x0 bod· r·zných od x0 ale budou
pro v²echna n v¥t²í neº vhodné N i v²echny body xn ∈ V . Budou
tedy posloupnosti hodnot f (xn) konvergovat k hodnot¥ y.

P°edpokládejme naopak, ºe funkce f nekonverguje k y p°i
x → x0. Pak pro n¥jaké okolí U hodnoty y existuje posloupnost
bod· xm ̸= x0 vA, které jsou bliº²í k x0 neº 1/m a p°itom hodnota
f (xm) nepat°í do U . Tím jsme zkonstruovali posloupnost bod·
z A r·zných od x0, pro které hodnoty f (xn) nekonvergují k y a
d·kaz je ukon£en. □

Nyní máme nachystány nástroje na korektní formulaci vlast-
nosti spojitosti, se kterou jsme d°íve intuitivn¥ nakládali u poly-
nom·.

Spojitost funkcí

De�nice. Nech´ f je reálná nebo komplexní funkce de�novaná
na intervalu A ⊆ R. �íkáme, ºe f je spojitá v bod¥
x0 ∈ A, jestliºe je
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Pouhé dosazení a jednoduché úpravy jiº dávají

lim
x→0

(1+ 2nx)n − (1+ nx)2n

x2
=

= lim
x→0

(
2n3 (n− 1)− n3 (2n− 1)

)
x2 + (P (x)−Q(x)) x3

x2
=

= lim
x→0

(−n3 + (P (x)−Q(x)) x) = −n3 + 0 = −n3.

□

5.55. Spo£ítejte

lim
x→π/4

(tg x) tg (2x) .

�e²ení. Limity typu 1±∞ (jako je v zadání) lze po£ítat podle vzorce

lim
x→x0

f (x)g(x) = e
lim

x→x0
((f (x)−1)g(x))

,

jestliºe limita na pravé stran¥ existuje a f (x) ̸= 1 pro x z jistého ryzího
okolí bodu x0 ∈ R. Ur£eme proto

lim
x→π/4

(tg x − 1) tg (2x) = lim
x→π/4

(
sin x
cos x

− 1
)

sin (2x)
cos (2x)

=

= lim
x→π/4

sin x − cos x
cos x

· 2 sin x cos x
cos2 x − sin2 x

=

= lim
x→π/4

−2 sin x
cos x + sin x

= −2
√

2
2√

2
2 +

√
2

2

= −1.

Odtud máme

lim
x→π/4

(tg x) tg (2x) = 1
e
.

Dopl¬me, ºe pouºitý vzorec platí obecn¥ji pro �typ 1cokoli�, tj. bez kla-

dení jakýchkoli podmínek týkajících se limity limx→x0 g(x) , která tak

ani nemusí existovat. □

5.56. Ukaºte, ºe je

lim
x→0

sin x
x
= 1.

�e²ení. Uvaºujme jednotkovou £tvrtkruºnici v prvním kvadrantu

a její bod [cos x, sin x], x ∈ (0, π/2). Délka kruhového oblouku mezi

body [cos x, sin x] a [1, 0] je rovna x. Z°ejm¥ tedy je

sin x < x, x ∈
(

0,
π

2

)
.

Hodnotu tg x potom vyjad°uje délka úse£ky s krajními

body [1, sin x/ cos x] a [1, 0]. Vidíme, ºe je (p°íp. si nakreslete

obrázek)

x < tg x, x ∈
(

0,
π

2

)
.

Tato nerovnost rovn¥º vyplývá z toho, ºe trojúhelník s vrcholy [0, 0],
[1, 0], [1, tg x] má o£ividn¥ v¥t²í obsah neº uvaºovaná kruhová výse£.

Dohromady jsme získali

sin x < x <
sin x
cos x

, x ∈
(

0,
π

2

)
,
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lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Funkce f je spojitá na mnoºin¥ A, jestliºe je spojitá ve v²ech bo-
dech x0 ∈ A.

V²imn¥me si, ºe pro hrani£ní body intervalu A °íká na²e de-
�nice, ºe f v nich má hodnotu rovnou limit¥ zleva, resp. zprava.
�íkáme, ºe je v takovém bod¥ spojitá zprava, resp. zleva. Jiº jsme
také vid¥li, ºe kaºdý polynom je spojitou funkcí na celém R, viz
5.20(2). Potkali jsme také funkci, která je spojitá jen v iracionál-
ních reálných £íslech, p°estoºe má limity i ve v²ech £íslech racio-
nálních, viz 5.20(4).

Z p°edchozí V¥ty 5.22 o vlastnostech limit okamºit¥ vyplývá
v¥t²ina následujících tvrzení

5.24. V¥ta. Nech´ f a g jsou (reálné nebo komplexní) funkce de�-
nované na intervalu A a spojité v bod¥ x0 ∈ A. Pak
(1) sou£et f + g je funkce spojitá v x0,
(2) sou£in f · g je funkce spojitá v x0,
(3) pokud navíc g(x0) ̸= 0, pak podíl f/g je dob°e de�nován

v n¥jakém okolí x0 a je spojitý v x0,
(4) pokud je spojitá funkce h de�nována na okolí hodnoty f (x0)

reálné funkce f , pak sloºená funkce h ◦ f je de�nována na
okolí bodu x0 a je v bod¥ x0 spojitá.

D·kaz. Tvrzení (1) a (2) jsou z°ejmá, doplnit d·kaz pot°ebu-
jeme u tvrzení (3). Jestliºe je g(x0) ̸= 0, pak
také celé ε�okolí £ísla g(x0) neobsahuje nulu
pro dostate£n¥ malé ε > 0. Ze spojitosti g pak
vyplývá, ºe na dostate£n¥ malém δ�okolí bodu

x0 bude g nenulové a podíl f/g tam bude tedy dob°e de�nován.
Pak bude ov²em i spojitý v x0 podle p°edchozí v¥ty.

(4) Zvolme n¥jaké okolí O hodnoty h(f (x0)). Ze spojitosti
h k n¥mu existuje okolí O′ bodu f (x0), které je celé zobrazeno
funkcí h do O. Do tohoto okolí O′ spojité zobrazení f zobrazí
dostate£n¥ malé okolí bodu x0. To je ale práv¥ de�ni£ní vlastnost
spojitosti a d·kaz je ukon£en. □

Nyní si vcelku snadno m·ºeme odvodit zásadní souvislosti
spojitých zobrazení a topologie reálných £ísel:

5.25. V¥ta. Nech´ f : R→ R je spojitá funkce. Pak

(1) vzor f−1(U) kaºdé otev°ené mnoºiny U je otev°ená mnoºina,
(2) vzor f−1(W) kaºdé uzav°ené mnoºiny W je uzav°ená

mnoºina,
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tj.

1 <
x

sin x
<

1
cos x

, x ∈
(

0,
π

2

)
,

1 >
sin x
x

> cos x, x ∈
(

0,
π

2

)
.

Z V¥ty o t°ech limitách nyní plynou nerovnosti

1 = lim
x→0+

1 ≥ lim
x→0+

sin x
x
≥ lim

x→0+
cos x = cos 0 = 1.

Dokázali jsme tak, ºe

lim
x→0+

sin x
x
= 1.

Funkce y = (sin x)/x de�novaná pro x ̸= 0 je ov²em sudá, a tudíº je

lim
x→0−

sin x
x
= lim

x→0+
sin x
x
= 1.

Protoºe ob¥ jednostranné limity existují a jsou si rovny, existuje obou-

stranná limita a platí pro ni

lim
x→0

sin x
x
= lim

x→0±
sin x
x
= 1.

Poznamenejme je²t¥, ºe uvedenou limitu by sice ²lo velmi snadno

vy£íslit za pomoci l'Hospitalova pravidla, nicmén¥ k odvození l'Hospi-

talova pravidla je pouºívána práv¥ tato limita, tudíº se p°i jejím

výpo£tu na zmín¥né pravidlo odvolávat nem·ºeme. □

5.57. Stanovte limity

lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
, lim

n→∞

(
1+ 1

n2

)n
, lim

n→∞

(
1− 1

n

)n2

;

lim
x→0

sin2 x

x
, lim

x→0

x

sin2 x
, lim

x→0

arcsin x

x
;

lim
x→0

3 tg2 x

5 x2
, lim

x→0

sin (3x)
sin (5x)

, lim
x→0

tg (3x)
sin (5x)

;

lim
x→0

e5x − e2x

x
, lim

x→0

e5x − e−x

sin (2x)
.

�e²ení. P°i ur£ování t¥chto limit vyuºijeme znalosti limit (a ∈ R)

lim
n→∞

(
1+ a

n

)n = ea; lim
x→0

sin x
x
= 1; lim

x→0

ex − 1
x
= 1.

Víme tedy, ºe je

e−1 = lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= lim

n→∞

(
n− 1
n

)n
.

Substituce m = n− 1 dává

lim
n→∞

(
n− 1
n

)n
= lim

m→∞

(
m

m+ 1

)m+1

=

= lim
m→∞

(
m

m+ 1

)m
· lim
m→∞

m

m+ 1
.

Celkem máme

e−1 = lim
m→∞

(
m

m+ 1

)m
· lim
m→∞

m

m+ 1
.
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(3) obraz f (K) kaºdé kompaktní mnoºiny K je kompaktní
mnoºina,

(4) na libovolné kompaktní mnoºin¥ K dosahuje spojitá funkce
svého maxima a minima.

D·kaz. (1) Uvaºme n¥jaký bod x0 ∈ f−1(U). N¥jaké okolí
O hodnoty f (x0) je celé v U , protoºe je U otev°ená. Pak
ov²em existuje okolí O′ bodu x0, které se celé zobrazí do
O, pat°í tedy do vzoru. Kaºdý bod vzoru je tedy vnit°ní
a tím je d·kaz ukon£ený.

(2) Uvaºme n¥jaký hromadný bod x0 vzoru f−1(W) a n¥ja-
kou posloupnost xi , f (xi) ∈ W , která k n¥mu konverguje. Ze spo-
jitosti f nyní zjevn¥ vyplývá, ºe f (xi) konverguje k f (x0), a pro-
toºe jeW uzav°ená, musí i f (x0) ∈ W . Z°ejm¥ jsou tedy v²echny
hromadné body vzoru mnoºinyW veW také obsaºeny.

(3) Zvolme libovolné otev°ené pokrytí f (K). Vzory jednot-
livých interval· budou sjednoceními otev°ených interval· a tedy
také vytvo°í pokrytí mnoºinyK. Z n¥ho lze vybrat kone£né pokrytí
a proto nám sta£í kone£n¥ mnoho odpovídajících obraz· k pokrytí
p·vodní mnoºiny f (K).

(4) Protoºe je obrazem kompaktní mnoºiny op¥t kompaktní
mnoºina, musí být obraz ohrani£ený a zárove¬ musí obsahovat
svoje supremum i in�mum. Odtud ale vyplývá, ºe tyto musí být
zárove¬ maximem a minimem hodnot. □

5.26. D·sledek. Nech´ f : R→ R je spojitá. Potom

(1) obraz kaºdého intervalu je op¥t interval,
(2) f na uzav°eném intervalu [a, b] nabývá v²ech hodnot mezi

svou maximální a minimální hodnotou.5

D·kaz. (1) Uvaºme nejprve n¥jaký otev°ený interval
A a p°edpokládejme, ºe existuje bod y ∈ R takový, ºe f (A)
obsahuje body men²í i v¥t²í neº y, ale y /∈ f (A). Znamená to
tedy, ºe pro otev°ené mnoºiny B1 = (−∞, y) a B2 = (y,∞)
jejich vzory A1 = f−1(B1) ∩ A a A2 = f−1(B2) ∩ A pokrývají
A. Tyto mnoºiny jsou p°itom op¥t otev°ené, jsou disjunktní a ob¥
mají neprázdný pr·nik sA. Stejnou úvahou jako v d·kazu prvního
bodu v 5.17 dosp¥jeme k záv¥ru, ºe musí existovat bod x ∈ A,
který neleºí v A1, je ale jejím hromadným bodem. Musí pak tedy
leºet v A2 a to u disjunktních otev°ených mnoºin není moºné.

Dokázali jsme tedy, ºe pokud n¥jaký bod y nepat°í do ob-
razu intervalu, musí být v²echny hodnoty bu¤ zárove¬ v¥t²í nebo
zárove¬ men²í. Odtud vyplývá, ºe obrazem bude op¥t interval.
V²imn¥me si, ºe krajní body tohoto intervalu mohou a nemusí do
obrazu pat°it.

Pokud obsahuje de�ni£ní interval A i n¥který ze svých
hrani£ních bod·, musí jej spojitá funkce zobrazit op¥t bu¤ na
hrani£ní nebo vnit°ní bod obrazu vnit°ku A. Tím je tvrzení
ov¥°eno.

(2) Toto tvrzení je p°ímým d·sledkem p°edchozího, protoºe
obrazem ohrani£eného uzav°eného intervalu (tj. kompaktní
mnoºiny) musí být op¥t uzav°ený interval. □

Na záv¥r na²í úvodní diskuse spojitosti funkcí uvedeme je²t¥
tvrzení, která jsou uºite£ným nástrojem p°i po£ítání limit.

5.27. V¥ta (O limit¥ sloºené funkce). Nech´ f , g : R → R jsou
funkce, limx→a f (x) = b.

5Tomuto tvrzení se (zejména v £eské literatu°e) °íká Bolzanova v¥ta. Bernard
Bolzano pracoval na za£átku 19. století v Praze.
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Druhá z limit je zjevn¥ rovna 1. Kdyº zm¥níme ozna£ení (nahradíme

n za m), m·ºeme napsat výsledek

e−1 = lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
.

Dále platí

lim
n→∞

(
1+ 1

n2

)n
= lim

n→∞

(
1+ 1

n2

) n2
n

=

= lim
n→∞

((
1+ 1

n2

)n2) 1
n

= e0 = 1

a

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n2

= lim
n→∞

((
1− 1

n

)n)n
= 0.

Upozorn¥me, ºe první z p°ede²lých vy£íslení vyplývá z limit

lim
n→∞

(
1+ 1

n2

)n2

= lim
m→∞

(
1+ 1

m

)m
= e, lim

n→∞
1
n
= 0

a druhé potom z

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= e−1, lim

n→∞ n = +∞,

p°i£emº klademe e−∞ = 0 (zápis ozna£uje limx→−∞ ex = 0 � jedná

se o ur£itý výraz).

Snadno lze získat

lim
x→0

sin2 x

x
= lim

x→0
sin x · lim

x→0

sin x
x
= 0 · 1 = 0.

Z°ejm¥ je

lim
x→0

x

sin x
= 1−1 = 1

a limita

lim
x→0

1
sin x

neexistuje (zapisujeme 1/± 0). Kdybychom tedy k výpo£tu limity

lim
x→0

x

sin2 x

uºili pravidla o limit¥ sou£inu, obdrºeli bychom 1 · 1/ ± 0 = 1/ ± 0.
To znamená, ºe tato limita neexistuje (op¥t jde o ur£itý výraz). Ke

stanovení

lim
x→0

arcsin x

x

pouºijeme identitu x = sin (arcsin x) platnou pro x ∈ (−1, 1), tj. v jis-
tém okolí bodu 0. Pomocí substituce y = arcsin x dostáváme

lim
x→0

arcsin x

x
= lim

x→0

arcsin x

sin (arcsin x)
= lim

y→0

y

sin y
= 1.

Poznamenejme, ºe y → 0 plyne z dosazení x = 0 do y = arcsin x

a ze spojitosti této funkce v po£átku (to také zaru£uje, ºe jsme tuto

substituci mohli �bez obav� zavést).
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(1) Pokud je funkce g spojitá v bod¥ b, potom

lim
x→a

g (f (x)) = g
(

lim
x→a

f (x)
)
= g(b).

(2) Jestliºe existuje limita limy→b g(y) a zárove¬ pro v²echna
x z n¥jakého ryzího okolí bodu a platí f (x) ̸= b, potom

lim
x→a

g (f (x)) = lim
y→b

g(y).

D·kaz. První tvrzení se dokazuje podobn¥ jako tvrzení
5.24(4). Ze spojitosti g v bod¥ b vyplývá, ºe pro jakékoliv okolí
V hodnoty g(b) umíme najít dostate£n¥ malé okolí U bodu b, na
kterém jsou uº v²echny hodnoty g ve V . Pokud ale f má bod b
jako limitu v bod¥ a, pak se do U trefíme v²emi hodnotami f pro
dostate£n¥ malé ryzí okolí bodu a, coº jiº ov¥°uje první tvrzení.

Pokud nemáme k dispozici spojitost funkce g v bod¥ b, bude
p°edchozí argumentace obecn¥ platit také, kdyº zajistíme, aby do-
state£n¥ malá ryzí okolí bodu a byla funkcí f zobrazena do ryzího
okolí bodu b. □

5.28. Kdo uº je v ZOO. Za£ali jsme budovat ná² zví°etník
funkcí s polynomy a s funkcemi, které se z nich
dají vyrobit �po £ástech�. Zárove¬ jsme dovodili
spoustu vlastností pro patrn¥ obrovskou t°ídu spo-
jitých funkcí, nemáme ale zatím moc prakticky

zvladatelných p°íklad·, krom¥ polynom·. Jako dal²í p°íklad si
prohlédneme podíly polynom·.

Nech´ f a g jsou dva polynomy, které mohou mít i komplexní
hodnoty (tj. p°ipou²tíme výrazy anxn + · · · + a0 s komplexními
ai ∈ C, ale dosazujeme jen reálné hodnoty za prom¥nnoux).

Funkce h : R \ {x ∈ R, g(x) = 0} → C,

h(x) = f (x)

g(x)

je dob°e de�nována ve v²ech reálných bodech x krom¥ ko°en· poly-
nomu g. Takové funkce nazýváme racionální funkce. Z V¥ty 5.24
vyplývá, ºe racionální funkce jsou spojité ve v²ech bodech svého
de�ni£ního oboru. V bodech, kde de�novány nejsou, mohou mít

• kone£nou limitu, kdyº jde o spole£ný ko°en obou polynom·
f a g, p°i£emº jeho násobnost je v f alespo¬ taková jako
v g (v tomto p°ípad¥ roz²í°ením jejich de�nice o limitní hod-
notu v tomto bod¥ dostaneme funkci i v tomto bod¥ spojitou),
• nevlastní limitu, kdyº nevlastní limity zprava a zleva v tomto
bod¥ jsou stejné,
• r·zné nevlastní limity zprava a zleva.

Názorn¥ je moºné tuto situaci vid¥t na obrázku, který ukazuje
hodnoty funkce

h(x) = (x − 0,05a)(x − 2− 0,2a)(x − 5)
x(x − 2)(x − 4)
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Ihned vidíme, ºe je

lim
x→0

3 tg2 x

5 x2
= lim

x→0

(
3
5
· sin x
x
· sin x
x
· 1

cos2 x

)
=

= 3
5
· lim
x→0

sin x
x
· lim
x→0

sin x
x
· lim
x→0

1
cos2 x

=

= 3
5
· 1 · 1 · 1 = 3

5
.

Vhodné roz²í°ení a substituce dávají

lim
x→0

sin (3x)
sin (5x)

= lim
x→0

(
sin (3x)

3x
· 5x

sin (5x)
· 3

5

)
=

= lim
x→0

sin (3x)
3x

· lim
x→0

5x
sin (5x)

· 3
5
=

= lim
y→0

sin y
y
· lim
z→0

z

sin z
· 3

5
= 1 · 1 · 3

5
= 3

5
.

Pomocí p°ede²lého výsledku pak lehce spo£ítáme

lim
x→0

tg (3x)
sin (5x)

= lim
x→0

(
sin (3x)
sin (5x)

· 1
cos (3x)

)
=

= lim
x→0

sin (3x)
sin (5x)

· lim
x→0

1
cos (3x)

= 3
5
· 1 = 3

5
.

Podobn¥ m·ºeme stanovit

lim
x→0

e5x − e2x

x
= lim

x→0

(
e2x e

(5−2)x − 1
(5− 2)x

(5− 2)
)
=

= lim
x→0

e2x · lim
x→0

e3x − 1
3x

· 3 =

= e0 · lim
y→0

ey − 1
y
· 3 = 1 · 1 · 3 = 3

a rovn¥º

lim
x→0

e5x − e−x

sin (2x)
= lim

x→0

(
e5x − 1
sin (2x)

− e−x − 1
sin (2x)

)
=

= lim
x→0

(
e5x − 1

5x
· 2x

sin (2x)
· 5

2
− e−x − 1
−x · 2x

sin (2x)
·
(
−1

2

))
=

= lim
x→0

e5x − 1
5x

· lim
x→0

2x
sin (2x)

· 5
2
−

− lim
x→0

e−x − 1
−x · lim

x→0

2x
sin (2x)

·
(
−1

2

)
=

= lim
u→0

eu − 1
u
· lim
z→0

z

sin z
· 5

2
− lim

v→0

ev − 1
v
· lim
z→0

z

sin z
·
(
−1

2

)
=

=5
2
+ 1

2
= 3.

□

5.58. Vypo£t¥te limity

lim
x→0

1− cos (2x)
x sin x

; lim
x→0

1− cos x
x2

.

�e²ení. Vyuºijeme faktu, ºe

lim
x→0

sin x
x
= 1.
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pro hodnoty a = 0 (obrázek vlevo tedy vlastn¥ zobrazuje racio-
nální funkci (x − 5)/(x − 4)) a pro a = 5/3.

y

x

6

5

4

2

4
0

-2

3

-4

-6

210-1

a = 0.

y

x

6

5

4

2

4
0

-2

3

-4

-6

210-1

a = 1.6667

5.29. Funkce mocninné a exponenciální. Polynomy jsou po-
mocí s£ítání a násobení skaláry seskládány z jedno-
duchých mocninných funkcí x 7→ xn s p°irozeným
exponentem n = 0, 1, 2, . . . . Samoz°ejmý smysl má
také funkce x 7→ x−1 pro v²echna x ̸= 0. Tuto de�-

nici te¤ roz²í°íme na obecnou mocninnou funkci xa s libovolným
a ∈ R.

Budeme vycházet z vlastností mocnin a odmocnin, které pa-
trn¥ povaºujeme za samoz°ejmé. Pro záporné celé £íslo −a proto
de�nujeme

x−a = (xa )−1 = (x−1 )a .

Dále jist¥ chceme, aby ze vztahu bn = x pro n ∈ N vyplývalo,

ºe b je n�tou odmocninou z x, tj. b = x
1
n . Je t°eba ale ov¥°it, ºe

taková b pro kladná reálná x skute£n¥ existují.
Z binomického rozkladu mocniny dvoj£lenu je vid¥t, ºe

funkce y 7→ yn je pro y > 0 stále rostoucí. P°edpokládejme
x > 0 a uvaºujme mnoºinu B = {y ∈ R, y > 0, yn ≤ x}.
To je z°ejm¥ shora ohrani£ená mnoºina a zvolíme b = supB.
O mocninné funkci s p°irozeným n jiº víme, ºe je to funkce
spojitá, snadno tedy ov¥°íme. ºe skute£n¥ platí bn = x. Skute£n¥,
ur£it¥ je bn ≤ x a kdyby platila ostrá nerovnost, na²li bychom jist¥
i y s hodnotou bn < yn < x, coº nutn¥ znamená i b < y a tedy
jde o spor s de�nicí suprema.

Máme tedy jiº korektn¥ de�novánu mocninnou funkci pro

v²echna racionální a = p
q
, xa = (xp ) 1

q = (x 1
q )p.

Kone£n¥, pro hodnoty a ∈ R a x > 1 si pov²imn¥me, ºe jde
pro racionální a o striktn¥ rostoucí výraz (pro v¥t²í a je vºdy v¥t²í
výsledek). Proto klademe

xa = sup{xy , y ∈ Q, y ≤ a}.
Pro 0 < x < 1 bu¤ de�nujeme analogicky (je t°eba si jen pohrát
s nerovnítky) nebo klademe p°ímo xa = ( 1

x
)−a . Pro x = 1 je pak

1a = 1 pro libovolné a.
Obecnou mocninnou funkci x 7→ xa máme tedy dob°e de�-

novanou pro v²echny x ∈ [0,∞) a a ∈ R. Na²i konstrukci ale
m·ºeme také £íst následujícím zp·sobem: Pro kaºdé pevné reálné
c > 0 existuje dob°e de�novaná funkce na celém R, y 7→ cy . Této
funkci °íkáme exponenciální funkce o základu c.

Vlastnosti, které jsme pouºili p°i de�nici mocninné a expo-
nenciální funkce f (y) = cy , tj. c = f (1), lze shrnout do jediné
rovnosti pro libovolné reálné kladné x a y:

f (x + y) = f (x) · f (y)
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Snadno získáváme

lim
x→0

1− cos (2x)
x sin x

= lim
x→0

1− (cos2 x − sin2 x
)

x sin x
=

= lim
x→0

(
1− cos2 x

) + sin2 x

x sin x
=

= lim
x→0

2 sin2 x

x sin x
= lim

x→0
2

sin x
x
= 2;

resp.

lim
x→0

1− cos x
x2

= lim
x→0

(
1− cos x

x2
· 1+ cos x

1+ cos x

)
=

= lim
x→0

1− cos2 x

x2 (1+ cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x2 (1+ cos x)
=

=
(

lim
x→0

sin x
x

)2

· lim
x→0

1
1+ cos x

= 1
2
.

Dodejme, ºe jsme také mohli hned pouºít vyjád°ení

1− cos (2x) = 2 sin2 x, x ∈ R . □

D. Spojitost funkcí

5.59. Zkoumejte existenci limit a spojitost funkce (x−1)− sgn x v bo-

dech 0 a 1.

�e²ení. Spo£ítejme nejprve jednostranné limity v bod¥ nula:

lim
x→0−(x − 1)− sgn x = lim

x→0−(x − 1) = −1,

lim
x→0+(x − 1)− sgn x = lim

x→0+
1

x − 1
= −1,

odtud lim
x→0

(x−1)− sgn x = −1, nicmén¥ funk£ní hodnota této funkce je

v bod¥ 0 rovna 1, tudíº zkoumaná funkce není v bod¥ 0 spojitá. Dále

je

lim
x→1−(x − 1)− sgn x = lim

x→1−
1

x − 1
= −∞,

lim
x→1+(x − 1)− sgn x = lim

x→1+
1

x − 1
= ∞.

V bod¥ 1 tedy existuje levostranná i pravostranná limita dané funkce,

jejich hodnoty se ov²em li²í, funkce tudíº nemá v bod¥ 1 limitu (a tak

není v tomto bod¥ ani spojitá). □

5.60. Bez pouºití V¥ty o t°ech limitách dokaºte, ºe funkce

R(x) =
{
x, x ∈ { 1

n
; n ∈ N

} ;
0, x ∈ R∖

{ 1
n
; n ∈ N

}
je spojitá v bod¥ 0.

�e²ení. Funkce R je spojitá v bod¥ 0, práv¥ kdyº je

lim
x→0

R(x) = R(0) = 0.

Z de�nice limity ukáºeme, ºe tato limita se skute£n¥ rovná 0. P°i �ob-

vyklém� zna£ení je a = 0, x0 = 0. Nech´ δ > 0 je nadále libovolné.
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spole£n¥ s poºadavkem spojitosti.
Skute£n¥, pro y = 0 dostáváme z této rovnosti f (0) = 1, od-

tud pak 1 = f (0) = f (x − x) = f (x) · (f (x))−1 a kone£n¥
pro p°irozené n je zjevn¥ f (nx) = (f (x))n. Takto jsme jiº jedno-
zna£n¥ ur£ili hodnoty xa pro v²echny x > 0 a a ∈ Q a poºadavkem
spojitosti byla jiº funkce ur£ena v²ude.

Zejména tedy pro exponenciální funkci platí známé vztahy

(5.5) ax · ay = ax+y, (ax)y = ax·y .

5.30. Logaritmické funkce. Vid¥li jsme práv¥, ºe exponenciální
funkce f (x) = ax je pro a > 1 stále rostoucí a pro 0 < a < 1
je stále klesající. V obou p°ípadech tedy existuje k f (x) funkce in-
verzní f−1(x) kterou nazýváme logaritmickou funkcí se základem
a. Pí²eme loga(x) a de�ni£ní vztah tedy je loga(a

x) = x.
Rovnosti (5.5) jsou proto ekvivalentní vztah·m

loga(x · y) = loga(x)+ loga(y), loga(x
y ) = y · loga(x).

Logaritmické funkce jsou de�novány jen pro kladné hodnoty argu-
mentu a jsou pro základ a > 1 rostoucí, pro základ 0 < a < 1
klesající na celém de�ni£ním oboru. Pro kaºdé a je loga(1) = 0.

Brzy uvidíme, ºe obzvlá²´ d·leºitou hodnotou pro a je tzv. Eu-
lerovo £íslo e, viz odstavec 5.42. Funkci loge(x) nazýváme p°iro-
zeným logaritmem. Tuto funkci pak zna£íme ln(x).

3. Derivace

U polynom· jsme jiº v odstavci 5.6 diskutovali, jak popisovat
jednodu²e velikost r·stu hodnot polynomu kolem
daného bodu jeho de�ni£ního oboru. Tehdy jsme po-
zorovali podíl (5.2), který vyjad°oval sm¥rnici se£ny

mezi body [x, f (x)] ∈ R2 a [x+1x, f (x+1x)] ∈ R2 pro (malý)
p°ír·stek 1x nezávisle prom¥nné. Tehdej²í úvaha funguje zrovna
stejn¥ pro libovolnou reálnou nebo komplexní funkci f , jen mu-
síme místo intuitivního �zmen²ování� p°ír·stku1x pracovat s po-
jmem limity.

Uvádíme de�nici pro vlastní i nevlastní derivace, tj.
p°ipou²tíme i nekone£né hodnoty. V²imn¥te si, ºe na rozdíl
od limity funkce, u derivace v daném bod¥ x0 je nutné, aby byla
sama funkce v tomto bod¥ de�novaná.

Derivace funkce jedné reálné prom¥nné

5.31. Nech´ f je reálná nebo komplexní funkce de�novaná na
intervalu A ⊆ R a x0 ∈ A. Jestliºe existuje limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= a,

pak °íkáme, ºe f má v bod¥ x0 derivaci a. Hodnotu derivace zapi-
sujeme jako f ′(x0) nebo

df
dx
(x0), p°ípadn¥ a = d

dx
f (x0).
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Pro jakékoli x ∈ (−δ, δ) je R(x) = 0, nebo R(x) = x, a tudíº (v obou
p°ípadech) dostáváme R(x) ∈ (−δ, δ). Jinými slovy, vezmeme-li libo-

volné δ-okolí (−δ, δ) hodnoty a a p°i°adíme-li mu (−δ, δ) (jako okolí
bodu x0), pak pro kaºdé x ∈ (−δ, δ) (z uvaºovaného okolí x0) platí,

ºe R(x) ∈ (−δ, δ) (zde na interval (−δ, δ) nahlíºíme jako na okolí a).

To odpovídá zn¥ní de�nice limity (nemuseli jsme ani poºadovat, aby

bylo x ̸= x0).

Uvaºovaná funkce R se nazývá Riemannova funkce (proto

ozna£ení R). V literatu°e se ov²em uvádí v r·zných modi�kacích.

Nap°. o funkci

f (x) =


1, x ∈ Z;
1
q
, x = p

q
∈ Q pro nesoud¥lná p, q ∈ Z a q > 1;

0, x /∈ Q

se �£asto� hovo°í jako o Riemannov¥. □

5.61. Dode�nujte funkci

f (x) = (x2 − 1
)

sin
2x − 1
x2 − 1

, x ̸= ±1 (x ∈ R)

v bodech −1, 1 tak, aby byla spojitá na R.

�e²ení. Daná funkce je spojitá ve v²ech bodech svého de�ni£ního

oboru. V bodech −1, 1 bude spojitá, práv¥ kdyº poloºíme

f (−1) := lim
x→−1

((
x2 − 1

)
sin

2x − 1
x2 − 1

)
,

f (1) := lim
x→1

((
x2 − 1

)
sin

2x − 1
x2 − 1

)
.

Pokud by jedna z t¥chto limit neexistovala, p°íp. byla nevlastní, funkci

by ne²lo spojit¥ dode�novat. O£ividn¥ je∣∣∣∣ sin
2x − 1
x2 − 1

∣∣∣∣ ≤ 1, x ̸= ±1 (x ∈ R),

odkud plyne

− ∣∣ x2 − 1
∣∣ ≤ f (x) ≤ ∣∣ x2 − 1

∣∣ , x ̸= ±1 (x ∈ R).

Protoºe

lim
x→±1

∣∣ x2 − 1
∣∣ = 0,

z V¥ty o t°ech limitách jiº dostáváme výsledek f (±1) := 0. □

5.62. Zjist¥te, jestli má rovnice e2x − x4 + 3x3 − 6x2 = 5 alespo¬

jedno kladné °e²ení.

�e²ení. Uvaºujme funkci

f (x) := e2x − x4 + 3x3 − 6x2 − 5, x ≥ 0,

pro niº je

f (0) = −4, lim
x→+∞ f (x) = lim

x→+∞ e2x = +∞.
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Derivace reálné funkce je vlastní, resp. nevlastní, kdyº je ta-
kovou p°íslu²ná limita.

Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) de�nujeme
zcela stejn¥ pomocí limity zprava a zleva.

O funkci mající v bod¥ x0 derivaci °íkáme, ºe je v tomto bod¥
diferencovatelná. O funkci diferencovatelné v kaºdém bod¥ inter-
valu °íkáme, ºe je diferencovatelná na tomto intervalu.

S derivacemi se vcelku snadno po£ítá, dá nám ale dost práce
korektn¥ odvodit derivace i n¥kterých z funkcí, které uº v na²em
zv¥°inci máme. Proto s p°edstihem vsunujeme do textu souhrn-
nou tabulku, jak derivace pro n¥kolik z nich vychází. V posled-
ním sloupci je odkaz na odstavec, kde se dá údaj skute£n¥ i s úpl-
ným výkladem najít. V²imn¥me si také, ºe inverzní funkce k °ad¥
z na²ich funkcí sice neumíme p°ímo vyjád°it elementárním zp·so-
bem, p°esto ale budeme um¥t po£ítat jejich derivace, viz 5.35

N¥které derivace funkcí

funkce de�ni£ní obor derivace
polynomy f (x) celé R f ′(x) je op¥t poly-

nom
5.6

kubické splajny
h(x)

celé R h′(x) má spojitou
pouze první deri-
vaci

5.9

racionální
funkce
f (x)/g(x)

celé R krom¥
ko°en· g

racionální funkce:
f ′(x)g(x)−f (x)g′(x)

g(x)2

5.34

mocninné
funkce
f (x) = xa

interval
(0,∞)

f ′(x) = axa−1 5.36,
5.44

exponenciála
f (x) = ax ,
a > 0, a ̸= 1

celé R f ′(x) = ln(a)·ax 5.36,
5.44

logaritmus
f (x) = lna(x),
a > 0, a ̸= 1

interval
(0,∞)

f ′(x) =
(ln(a))−1 · 1

x

5.36,
5.44

Z formulace de�nice lze o£ekávat, ºe f ′(x0) bude umoº¬ovat
dob°e aproximovat danou funkci pomocí p°ímky

y = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0).
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Ze spojitosti funkce f na celém jejím de�ni£ním oboru tudíº vyplývá,

ºe nabývá v²ech hodnot y ∈ [−4,+∞). Zvlá²t¥ její graf nutn¥ protíná
kladnou poloosu x, tj. rovnice f (x) = 0 má °e²ení. □

5.63. V jakých bodech x ∈ R je funkce

y = cos

(
arctg

(∣∣ 12x21 + 11
∣∣ · ecos(x+2)−x3

−11− x12

))
+ sin (sin (sin x))

s maximálním de�ni£ním oborem spojitá? ⃝
5.64. Rozhodn¥te, zda je funkce

f (x) =



x, x < 0;
0, 0 ≤ x < 1;
x, x = 1;
0, 1 < x < 2;
x, 2 ≤ x ≤ 3;

1
x−3 , x > 3

spojitá; spojitá zleva; spojitá zprava v bodech−π, 0, 1, 2, 3, π . ⃝
5.65. Dode�nujte funkci

f (x) = arctg

(
1+ 5

x2

)
· sin2 x5 , x ∈ R∖ {0}

pro x = 0 tak, aby byla v tomto bod¥ spojitá. ⃝
5.66. Uve¤te p ∈ R, pro které je funkce

f (x) = sin (6x)
3x

, x ∈ R∖ {0}; f (0) = p
spojitá v po£átku. ⃝
5.67. Zvolte reálnou hodnotu a tak, aby funkce

h (x) = x4 − 1
x − 1

, x > 1; h (x) = a, x ≤ 1

byla spojitá v R. ⃝
5.68. Vypo£t¥te

lim
x→0+

sin8 x

x3
; lim

x→−∞
sin8 x

x3
.

⃝
5.69. Ur£ete v²echny hodnoty parametru a ∈ R tak, aby byla nerov-

nice

(a − 2)x2 − (a − 2)x + 1 > 0

spln¥na pro v²echna reálná x.

�e²ení. V²imn¥me si, ºe pro a = 2 je nerovnost triviáln¥ spln¥na

(levá strana je konstanta 1). Pro a ̸= 2 je levá strana kvadratickou

funkcí f (x) prom¥nné x, p°i£emº je f (0) = 1. Vzhledem ke spojitosti

funkce f (x) tak bude nerovnost f (x) > 0 platit pro v²echna reálná

x, práv¥ kdyº rovnice f (x) = 0 nebude mít °e²ení v R (graf funkce

f pak bude celý �nad� osou x) a to nastane, práv¥ kdyº diskriminant
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Takto lze rozum¥t následujícímu lemmatu, které °íká, ºe
nahrazením konstantního koe�cientu f ′(x0) ve
vyjád°ení p°ímky spojitou funkcí ψ(x) dostaneme
p°ímo hodnoty f . Odchylka hodnot ψ(x) na okolí
bodu x0 od hodnoty ψ(x0) pak p°ímo °íká, jak se li²í

sm¥rnice se£en a te£ny v bod¥ x0.

Lemma. (Carathéodoryho) Reálná nebo komplexní funkce f (x)
má v bod¥ x0 vlastní derivaci, práv¥ kdyº existuje na n¥jakém okolí
O(x0) funkce ψ spojitá v x0 a taková, ºe pro v²echny x ∈ O(x0)

platí
f (x) = f (x0)+ ψ(x)(x − x0).

Navíc pak vºdy ψ(x0) = f ′(x0) a sama funkce f je v bod¥ x0
spojitá.

D·kaz. Nejprve p°edpokládejme, ºe f ′(x0) je vlastní deri-
vace. Pokud má ψ existovat, má jist¥ pro v²echny x ∈ O \ {x0}
tvar

ψ(x) = (f (x)− f (x0))/(x − x0).

V bod¥ x0 naopak de�nujme hodnotu derivací f ′(x0). Pak jist¥

lim
x→x0

ψ(x) = f ′(x0) = ψ(x0)

jak je poºadováno.
Naopak, jestliºe taková funkce ψ existuje, tentýº postup

vypo£te její limitu v x0. Proto existuje i f ′(x0) a je ψ(x0) rovna.
Z vyjád°ení f pomocí spojitých funkcí je z°ejmé, ºe je sama

spojitá v bod¥ x0. □

5.32. Geometrický význam derivace. P°edchozí lemma lze ná-
zorn¥ vysv¥tlit geometricky a tím popsat smysl de-
rivace. �íká totiº, ºe na grafu funkce y = f (x), tj.
na p°íslu²né k°ivce v rovin¥ se sou°adnicemi x a y,

poznáme, zda existuje derivace podle toho, jestli se spojit¥ m¥ní
hodnota sm¥rnice se£ny procházející body [x0, f (x0)] a [x, f (x)].
Pokud ano, pak limitní hodnota této sm¥rnice je hodnotou deri-
vace.

Rostoucí a klesající funkce v bod¥

D·sledek. Má-li reálná funkce f v bod¥ x0 ∈ R derivaci f ′(x0) >

0, pak pro n¥jaké okolí O(x0) platí f (x) > f (x0) pro v²echny
body x ∈ O(x0), x > x0 a f (x) < f (x0) pro v²echny body x ∈
O(x0), x < x0.

Je-li derivace f ′(x0) < 0, pak naopak pro n¥jaké okolíO(x0)

platí f (x) < f (x0) pro v²echny body x ∈ O(x0), x > x0,
a f (x) > f (x0) pro v²echny body x ∈ O(x0), x < x0.

D·kaz. Uvaºme prvý p°ípad. Pak podle p°edchozího lem-
matu platí f (x) = f (x0) + ψ(x)(x − x0) a ψ(x0) > 0. Protoºe
je ale ψ v x0 spojitá, musí existovat okolí O(x0), na kterém bude
ψ(x) > 0. Pak ale s rostoucím x > x0 nutn¥ poroste i hodnota
f (x) > f (x0) a naopak pro x < x0.

Stejná argumentace ov¥°í i tvrzení se zápornou derivací. □

Funkce, které mají na n¥jakém okolí bodu x0 vlastnost f (x) >
f (x0), kdykoliv x > x0, a f (x) < f (x0), kdyº x < x0, se nazý-
vají rostoucí v bod¥ x0. Funkce rostoucí ve v²ech bodech n¥jakého
intervalu se nazývá rostoucí na intervalu. Samoz°ejm¥ pro funkce
rostoucí na intervalu platí f (b) > f (a) pro v²echny a < b z to-
hoto intervalu.
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kvadratické rovnice (a − 2)x2 − (a − 2)x + 1 = 0 bude záporný.

Dostáváme tak nutnou a posta£ující podmínku

D = (a − 2)2 − 4(a − 2) = (a − 2)(a − 6) < 0.

Ta je spln¥na pro a ∈ (2, 6). Celkem je nerovnice spln¥na pro v²echna

reálná x pro a ∈ [2, 6). □

5.70. V R °e²te rovnici

2x + 3x + 4x + 5x + 6x = 5 .

�e²ení. Funkce na levé stran¥ rovnice je sou£tem p¥ti rostoucích

funkcí na R, je tedy sama rostoucí funkcí na celém R. Hodnota levé
strany je pro x = 0 rovna 5, coº je tedy jediným °e²ením dané rovnice.

□

5.71. V R °e²te rovnici

2x + 3x + 6x = 1 . ⃝

5.72. Rozhodn¥te, zda polynom

x37 + 5x21 − 4x9 + 5x4 − 2x − 3

má v intervalu (−1, 1) alespo¬ jeden reálný ko°en. ⃝

E. Derivace

Ukaºme si nejprve, ºe derivace funkcí uvedené v tabulce v od-

stavci 5.31 jsou skute£n¥ správn¥. Ur£íme je p°ímo z de�nice derivace.

5.73. Z de�nice (viz 5.31) ur£ete hodnoty derivací funkcí xn (x je

prom¥nná, n kladná celá konstanta),
√
x, sin x.

�e²ení. Nejprve podotkn¥me, ºe ozna£íme-li v de�nici derivace výraz

x − x0 jako h, pak dostáváme

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Vnásledujících výpo£tech budeme pracovat s druhým vyjád°ením téºe

limity.
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Podobn¥ je funkce klesající v bodu x0, jestliºe má na n¥jakém
okolí bodu x0 vlastnost f (x) < f (x0), kdykoliv x > x0, a f (x) >
f (x0), kdyº x < x0. Funkce je klesající na intervalu, jestliºe je
klesající ve v²ech bodech tohoto intervalu.

Ná² d·sledek tedy °íká, ºe funkce, která má v bod¥ nenulo-
vou kone£nou derivaci, je v tomto bod¥ bu¤ rostoucí nebo klesající
podle znaménka této derivace.

Pokud má funkce f v okolí bodu x0 spojitou derivaci
f ′(x0) ̸= 0, pak je tato funkce na n¥jakém okolí bodu x0 rostoucí
nebo klesající, podle znaménka derivace. Skute£n¥, jako spojitá
nenulová funkce má f ′(x0) v n¥jakém okolí x0 stále stejné
znaménko.

Jako ilustraci jednoduchého pouºití vztahu derivace k r·stu
hodnot funkce se podívejme na existenci inverzí polynom·. Pro-
toºe polynomy jen z°ídka jsou výhradn¥ rostoucí nebo klesající
funkce, nem·ºeme o£ekávat, ºe by k nim existovaly globáln¥ de-
�nované inverzní funkce. Naopak ov²em inverzní funkce k poly-
nomu f existují na kaºdém intervalu mezi ko°eny derivace f ′, tj.
tam kde derivace polynomu je nenulová a nem¥ní znaménko. Tyto
inverzní funkce nebudou nikdy polynomy, aº na p°ípad polynom·
stupn¥ jedna, kdy z rovnice

y = ax + b
spo£teme p°ímo

x = 1
a
(y − b).

U polynomu druhého stupn¥ obdobn¥

y = ax2 + bx + c
vede ke vztahu

x = −b ±
√
b2 − 4a(c − y)

2a
a inverze tedy existuje (a je dána touto formulí) jen pro x na inter-
valech

(−∞,− b
2a

)
,
(− b

2a ,∞
)
.

Pro práci s inverzními funkcemi k polynom·m nevysta£íme
s dosavadními funkcemi a dostáváme v na²em zví°etníku nové
p°ír·stky.

5.33. Pravidla pro po£ítání derivací. Uve¤me si nyní n¥kolik
základních tvrzení o výpo£tech derivací. �íkají
nám, jak dob°e se sná²í operace derivování s alge-
braickými operacemi s£ítání a násobení na reálných
nebo komplexních funkcích. Poslední z pravidel pak

umoº¬uje efektivní výpo£et derivace sloºených funkcí a °íkává se
mu �°et¥zové pravidlo�.

Intuitivn¥ jim m·ºeme v²em velice snadno rozum¥t, kdyº si
derivaci funkce y = f (x) p°edstavíme jako podíl p°ír·stk· závislé
prom¥nné y a nezávislé prom¥nné x:

f ′ = 1y

1x
.

Samoz°ejm¥ pak p°i y = h(x) = f (x) + g(x) je p°ír·stek y dán
sou£tem p°ír·stk· f a g a p°ír·stek závislé prom¥nné z·stává
stejný. Je tedy derivace sou£tu sou£tem derivací.

U sou£inu musíme být malinko pozorn¥j²í. Pro y = f (x)g(x)
je p°ír·stek

1y = f (x +1x)g(x +1x)− f (x)g(x) =
= f (x+1x)(g(x+1x)−g(x))+ (f (x+1x)− f (x))g(x).
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(xn )′ = lim
h→0

(x + h)n − xn

h
= lim
h→0

(n
1
)
xn−1 h+ (n2)xn−2 h2 + · · · + hn

h
=

= nxn−1 + lim
h→0

((
n

2

)
xn−2 h+

(
n

3

)
xn−3 h2 + · · · + hn−1

)
=

= nxn−1 ,

(
√

x)′ = lim
h→0

√
x + h−√x

h
= lim
h→0

(
√

x + h−√x)(
√

x + h+√x)

h(
√

x + h+√x)
=

= lim
h→0

h

h(
√

x + h+√x)
= lim
h→0

1√
x + h+√x

= 1
2
√

x
,

(sin x)′ = lim
h→0

sin(x + h)− sin x

h
=

= lim
h→0

sin x cos h+ cos x sin h− sin x

h
=

= lim
h→0

cos x sin h

h
+ lim
h→0

sin x(cos h− 1)

h
=

= cos x · lim
h→0

sin h

h
− lim
h→0

2(sin h2 )2

h
=

= cos x · 1+ lim
t→0

sin t
sin t

t
= cos x.

□

5.74. Zderivujte a výsledek upravte:

i) x sin x,
ii) sin x

x
,

iii) ln(x +√x2 − a2), a ̸= 0, |x| ≥ |a|,
iv) arctan

(
x√

1−x2

)
, |x| ≤ 1,

v) xx .

�e²ení. (i) Podle pravidla o derivování sou£inu funkcí, tedy Leibni-

zova pravidla, viz 5.33 dostáváme

(x sin x)′ = x′ · sin x + x · (sin x)′ = sin x + x cos x.

(ii) Podle pravidla o derivování podílu funkcí (5.34) je(
sin x
x

)′
= (sin x)′ · x − sin x · x′

x2
= x cos x − sin x

x2
.

(iii) Pouºijeme pravidla pro derivování sloºené funkce (5.33).

Ozna£íme-li h(x) = ln(x), f (x) = x +√x2 − a2, máme

ln(x +
√
x2 − a2)′ = h(f (x))′ = h′(f (x)) · f ′(x) =

= (x +√x2 − a2)′

x +√x2 − a2
= 1+ x

x2−a2

x +√x2 − a2
,

kde jsme pro derivování výrazu
√
x2 − a2 pouºili op¥t pravidlo o de-

rivování sloºené funkce.
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Nyní ale kdyº budeme zmen²ovat p°ír·stek 1x, jde vlastn¥
o výpo£et limity sou£tu sou£in· a o tom uº víme, ºe jej lze po£ítat
jako sou£et sou£in· limit. Proto z na²í formulky lze o£ekávat pro
derivaci sou£inu fg výraz fg′ + f ′g, kterému se °íká Leibnizovo
pravidlo.

Je²t¥ zajímav¥ji se chová derivace sloºené funkce

g = h ◦ f,
kde de�ni£ní obor funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce
y = f (x). Op¥t vypsáním p°ír·stk· dostáváme

g′ = 1z

1x
= 1z

1y

1y

1x
.

M·ºeme tedy o£ekávat, ºe pravidlo pro výpo£et bude

(h ◦ f )′(x) = h′(f (x))f ′(x).
Podáme nyní korektní formulace a d·kaz:

Pravidla pro derivování

V¥ta. Nech´ f a g jsou reálné nebo komplexní funkce de�nované
na okolí bodu x0 ∈ R a mající v tomto bod¥ vlastní derivaci. Potom

(1) pro kaºdé reálné nebo komplexní £íslo c má funkce x 7→ c ·
f (x) derivaci v x0 a platí

(cf )′(x0) = c(f ′(x0)),

(2) funkce f + g má v x0 derivaci a platí

(f + g)′(x0) = f ′(x0)+ g′(x0),

(3) funkce f · g má v x0 derivaci a platí

(f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g
′(x0).

(4) Je-li dále h funkce de�novaná na okolí obrazu y0 = f (x0),
která má derivaci v bod¥ y0, má také sloºená funkce h ◦ f
derivaci v bod¥ x0 a platí

(h ◦ f )′(x0) = h′(f (x0)) · f ′(x0).

D·kaz. (1) a (2) P°ímé pouºití v¥ty o sou£tech a sou£inech
limit funkcí dává výsledek.

(3) P°epí²eme vztah pro podíl p°ír·stk·, který jsme zmínili
p°ed formulací v¥ty, takto

(fg)(x)− (fg)(x0)

x − x0
=

= f (x)g(x)− g(x0)

x − x0
+ f (x)− f (x0)

x − x0
g(x0).

Limita tohoto výrazu pro x → x0 dá práv¥ poºadovaný výsledek,
protoºe je funkce f spojitá v x0.

(4) Podle lemmatu 5.31 existují funkceψ a φ spojité v bodech
x0 a y0 = f (x0) takové, ºe

h(y) = h(y0)+ φ(y)(y − y0), f (x) = f (x0)+ ψ(x)(x − x0)

na n¥jakých okolích x0 a y0. Navíc pro n¥ platí ψ(x0) = f ′(x0)

a φ(y0) = h′(y0). Pak ov²em také platí

h(f (x))− h(f (x0)) = φ(f (x))(f (x)− f (x0)) =
= φ(f (x))ψ(x)(x − x0)

pro x z okolí bodu x0. Sou£in φ(f (x))ψ(x) je ov²em spojitá
funkce v x0 a její hodnota v bod¥ x0 je práv¥ poºadovaná derivace
sloºené funkce, op¥t podle lemmatu 5.31. □
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(iv) Op¥t derivujeme sloºenou funkci:[
arctan

(
x√

1− x2

)]′
= 1

1+ x2

1−x2

·
(

x√
1− x2

)′
=

= 1

1+ x2

1−x2

·
√

1− x2 + x2√
1−x2

1− x2
=

=
√

1− x2 + x2

√
1− x2

= 1√
1− x2

.

(v) Funkci je nejprve p°evedeme na funkci o konstantním základu (nej-

lépe o základu e), kterou uº umíme derivovat.

(xx )′ = ((eln x)x
)′ = (ex ln x)′ =

= (x ln x)′ · ex ln x = (1+ ln x) · xx . □

5.75. Ur£ete derivaci funkce y = xsin x , x > 0.

�e²ení. Platí(
xsin x)′ = (esin x ln x)′ = esin x ln x

(
cos x ln x + sin x

x

)
=

= xsin x
(

cos x ln x + sin x
x

)
.

□

5.76. Pro kladná x uve¤te derivaci funkce

f (x) = xln x . ⃝
5.77. Pro x ∈ (0, π/2) spo£t¥te derivaci funkce

y = (sin x)cos x . ⃝
Doporu£ujeme £tená°i si vymyslet funkce, které potom sám zde-

rivuje. Výsledek si m·ºe ov¥°it v celé °ad¥ matematických výpo£et-

ních program·. V následujícím p°íkladu si uv¥domíme geometrický

význam derivace bod¥, totiº, ºe ur£uje sm¥rnici te£ny ke grafu v da-

ném bod¥ (viz 5.32)

5.78. Za pomoci diferenciálu p°ibliºn¥ ur£ete arccotg 1,02.

�e²ení. Diferenciál funkce f se spojitou první derivací v bod¥ x0 je

roven

f ′ (x0) dx = f ′ (x0) (x − x0) .

Rovnice te£ny ke grafu funkce f v bod¥ [x0, f (x0)] je pak

y − f (x0) = f ′ (x0) (x − x0) .

Odtud je vid¥t, ºe diferenciál funkce je p°ír·stek funkce na te£n¥. Hod-

noty na te£n¥ ov²em aproximují hodnoty f (x), je-li rozdíl x − x0

�malý�. Získáváme tak vzorec pro p°ibliºné ur£ení funk£ní hodnoty

pomocí diferenciálu ve tvaru

f (x) ≈ f (x0)+ f ′ (x0) (x − x0) .

Poloºíme-li tedy

f (x) := arccotg x, x0 := 1,
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Derivace podílu

5.34. D·sledek. Nech´ f a g jsou reálné funkce, která mají
v bod¥ x0 vlastní derivace a g(x0) ̸= 0. Pak pro funkci
h(x) = f (x)(g(x))−1 platí

h′(x0) =
(
f

g

)′
(x0) = f ′(x0)g(x0)− f (x0)g

′(x0)

(g(x0))2
.

D·kaz. Dokáºeme si nejprve speciální p°ípad vzorce pro
h(x) = x−1 . P°ímo z de�nice derivace dostáváme

h′(x) = lim
1x→0

1
x+1x − 1

x

1x
= lim
1x→0

x − x −1x
1x(x2 + x1x) =

= lim
1x→0

−1
x2 + x1x

a z pravidel pro po£ítání limit okamºit¥ plyne

h′(x0) = −x−2 .

Nyní pravidlo pro derivaci sloºené funkce °íká, ºe

(g−1)′ = −g−2 · g′,
a kone£n¥ pravidlo pro derivaci sou£inu nám dává práv¥

(f/g)′ =
(
f · g−1

)′ = f ′g−1 − fg−2g′ = f ′g − gf ′

g2

. □
5.35. Derivace inverzních funkcí. V odstavci 1.36 jsme p°i

obecné diskusi relací a zobrazení formulovali pojem
inverzní funkce. Pokud k dané funkci f : R → R
inverzní funkce f−1 existuje (nezam¥¬ujme zna£ení
s funkcí x 7→ (f (x))−1), pak je dána jednozna£n¥

kterýmkoliv ze vztah·

f−1 ◦ f = idR, f ◦ f−1 = idR,
a druhý jiº pak platí také. Pokud je f de�nováno na podmnoºin¥
A ⊆ R a f (A) = B, je existence f−1 podmín¥na stejnými vztahy
s identickými zobrazeními idA resp. idB na pravých stranách. Jak je
vid¥t z obrázku, graf inverzní funkce prost¥ dostaneme zám¥nnou
os závislé a nezávislé prom¥nné.

266

obdrºíme

arccotg 1,02 ≈ arccotg 1+ −1
1+ 12 (1,02− 1) = π

4
− 0,01.

Je²t¥ podotkn¥me, ºe bod x0 sice volíme tak, aby výraz x − x0 byl

blízký nule, ale sou£asn¥ musíme být schopni v tomto bod¥ vy£íslit

funkce f a f ′. □

5.79. Za pomoci diferenciálu p°ibliºn¥ ur£ete arcsin 0,497. ⃝
5.80. Za pomoci diferenciálu vy£íslete

a := arctg 1,02; b := 3
√

70 . ⃝
5.81. Pomocí diferenciálu p°ibliºn¥ vyjád°ete

(a) sin
( 29

180π
)
;

(b) sin
( 46

180π
)
. ⃝

5.82. Ur£ete parametr c ∈ R tak, aby te£na ke grafu funkce ln(c·x)√
x

v bod¥ [1, 0] procházela bodem [2, 2].

�e²ení. Podle zadání má mít te£na sm¥rnici 2−0
2−1 = 2. Sm¥rnice je

ur£ena derivací funkce v daném bod¥, dostáváme tedy podmínku

2− ln(cx)
2
√
x

∣∣∣∣
x=1
= 2, neboli 2− ln(c) = 4,

tedy c = 1
e2 . Pro c = 1

e2 je v²ak hodnota funkce ln(c·x)√
x

v bod¥ 1 rovna

−2. Tedy ºádné takové c neexistuje. □

5.83. Rozhodn¥te, zda má polynom x (x−4)5 alespo¬ v jednom bod¥

intervalu (0, 4) te£nu rovnob¥ºnou s osou x. ⃝
5.84. Nech´ p ∈ (0,+∞). Napi²te rovnici te£ny k parabole 2py = x2

v obecném bod¥ [x0, ?]. ⃝
5.85. Nalezn¥te rovnici normály ke grafu funkce y = 1 − e

x
2 , x ∈ R

v bod¥, který je pr·se£íkem tohoto grafu s osou x. ⃝
5.86. Najd¥te rovnice te£ny a normály ke k°ivce

y = (x + 1) 3
√

3− x, x ∈ R

v bod¥ [−1, 0]. ⃝
5.87. Nech´ je dána funkce

y = ln
(
2x3 + 4x2 − x)

1+ x , x ∈
(

1
2
,+∞

)
.

Stanovte rovnice te£ny a normály ke grafu této funkce v bod¥ [1, ?] .
⃝

5.88. V jakých bodech je te£na paraboly

y = 2+ x − x2 , x ∈ R

rovnob¥ºná s osou x? ⃝
5.89. Uve¤te rovnice te£ny t a normály n ke grafu funkce

y = √x2 − 3x + 11, x ∈ R
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Pokud bychom v¥d¥li, ºe pro diferencovatelnou funkci
x = f (y) je i y = f−1(x) diferencovatelná, pravidlo pro
derivaci sloºené funkce nám okamºit¥ °íká

1 = (id)′(x) =
(
f ◦ f−1

)′
(x) = f ′(y) ·

(
f−1

)′
(x)

a tedy pak p°ímo dostáváme vzorec (zjevn¥ f ′(y) v takovém
p°ípad¥ nem·ºe být nulové).

Derivace inverzní funkce

(5.6)
(
f−1

)′
(x) = 1

f ′(y)

To dob°e odpovídá intuitivní p°edstav¥, ºe pro y = f (x)

je p°ibliºn¥ f ′ = 1y
1x

zatímco pro x = f−1(y) je to p°ibliºn¥(
f−1)′ (y) = 1x

1y
. Takto skute£n¥ m·ºeme derivace inverzních

funkcí po£ítat:

V¥ta. Je-li f reálná funkce diferencovatelná v bod¥ y0 a v tomto
bod¥ platí f ′(y0) ̸= 0, pak existuje na n¥jakém okolí bodu
x0 = f (y0) funkce f−1 inverzní k f , funkce f−1 je diferenco-
vatelná v bod¥ x0 a platí vztah (5.6) v bod¥ x0.

D·kaz. Nejprve si pov²imn¥me, ºe nenulovost derivace v x0
znamená, ºe na n¥jakém okolí bodu x0 je na²e funkce
f bu¤ rostoucí nebo klesající, viz d·sledek 5.32. Proto
na n¥jakém okolí nutn¥ existuje inverzní funkce. Pro-
toºe je obrazem ohrani£eného uzav°eného intervalu

ve spojité funkci op¥t uzav°ený interval, nutn¥ je také pro kaºdou
otev°enoumnoºinuU v de�ni£ním oboru f i obraz f (U) otev°ený.
Potom ale p°ímo z de�nice spojitosti pomocí okolí je tato inverzní
funkce také spojitá.

Pro odvození na²eho tvrzení nyní posta£í pozorn¥ znovu
pro£íst d·kaz £tvrtého tvrzení v¥ty 5.33. Jen volíme f místo
funkce h a f−1 místo f a místo p°edpokladu existence derivací
pro ob¥ funkce víme, ºe funkce sloºená je diferencovatelná (a
víme, ºe je to identická funkce): Skute£n¥, podle lemmatu 5.31
existuje funkce ψ spojitá v bod¥ y0 taková, ºe

f (y)− f (y0) = φ(y)(y − y0)

na n¥jakém okolí y0. Navíc pro ni platí φ(y0) = f ′(y0). Pak ov²em
po dosazení y = f−1(x) také platí

x − x0 = φ
(
f−1(x)

) (
f−1(x)− f−1(x0)

)
pro x z n¥jakého okolí O(x0) bodu x0. Dále platí f−1(x0) = y0,
a protoºe je f bu¤ ost°e rostoucí nebo klesající, je φ(f−1(x)) ̸= 0
pro v²echny x ∈ O(x0) \ {x0}. M·ºeme tedy psát

f−1(x)− f−1(x0)

x − x0
= 1
φ
(
f−1(x)

) ̸= 0

pro v²echny x ∈ O(x0)\{x0}. Pravá strana tohoto výrazu je spojitá
v bod¥ x0 a limita je rovna

1
φ
(
f−1(x0)

) = 1
f ′(y0)

,

proto i limita levé strany existuje a je rovna témuº výrazu, tj. exis-
tuje (

f−1
)′
(x0) = 1

f ′(y0)
.

□
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v bod¥ [2, ?]. Uve¤te také v²echny body, ve kterých je te£na rov-

nob¥ºná s osou x. ⃝
5.90. Pod jakým úhlem protíná graf funkce y = ln x osu x? (Úhlem

protnutí rozumíme úhel te£ny s kladnou poloosou x v kladném smyslu

otá£ení.) ⃝
5.91. Ur£ete rovnice te£ny a normály ke k°ivce dané rovnicí

x3 + y3 − 2xy = 0

v bod¥ [1, 1]. ⃝
5.92. Dokaºte, ºe platí

x
1+x < ln (1+ x) < x pro v²echna x > 0 . ⃝

F. Extremální úlohy

Jednoduché pozorování 5.32 o geometrickém významu derivace

nám také °íká, ºe extrémy diferencovatelné reálné funkce jedné reálné

prom¥nné mohou nastat pouze v bodech, kde je derivace dané funkce

nulová. Tohoto prostého faktu lze vyuºít p°i °e²ení mnoºství zajíma-

vých praktických úloh.

5.93. Ur£ete x-ovou sou°adnici xA bodu paraboly y = x2 , který je

nejblíºe bodu A = [1, 2].

�e²ení. Není obtíºné uv¥domit si, ºe p°íklad má práv¥ jedno °e²ení

a ºe úkolem je vlastn¥ najít absolutní minimum funkce

f (x) = √(x − 1)2 + (x2 − 2)2, x ∈ R.

Funkce f má zjevn¥ nejmen²í hodnotu ve stejném bod¥ jako funkce

g(x) = (x − 1)2 + (x2 − 2)2, x ∈ R.

Nebo´

g′(x) = 4x3 − 6x − 2, x ∈ R,

°e²ením rovnice 0 = 2x3 − 3x− 1 dostáváme nejprve stacionární bod

x = −1 a po vyd¥lení polynomu 2x3 − 3x− 1 polynomem x+ 1 také

zbývající dva stacionární body

1−√3
2

a
1+√3

2
.

Protoºe funkce g je polynomem (má derivaci na celé reálné ose), z ge-

ometrického významu úlohy jiº získáváme

xA = 1+√3
2

. □

5.94. Je dána elipsa 3x2 + y2 = 2. Napi²te rovnici te£ny, která vy-
tíná v prvním kvadrantu trojúhelník o nejmen²ím obsahu a ur£ete jeho

velikost.

�e²ení. P°ímka zadaná rovnicí ax+by+c = 0 má s osami pr·se£íky

[− c
a
, 0], [0, − c

b
] a obsah trojúhelníka s vrcholy v t¥chto bodech a
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Vztah pro derivaci inverzní funkce platí i v p°ípad¥, kdy je
f ′(y0) = 0. Pak je derivace (f−1)′(x0) nevlastní, tj. ±∞, podle
toho zda je f rostoucí nebo klesající v bod¥ y0.

5.36. Derivace dal²ích funkcí. Podívejme se kone£n¥, jak je to
s derivováním exponenciály f (x) = ax . Pokud exis-
tuje derivace ax ve v²ech bodech x, bude jist¥ platit

f ′(x) = lim
1x→0

ax+1x − ax
1x

= ax lim
1x→0

a1x − 1
1x

= f ′(0) ax .

Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento výpo£et ov¥°uje
existenci derivace v kterémkoliv bod¥ a dává její hodnotu. Zárove¬
jsme ov¥°ili platnost téhoº vztahu pro derivace zprava a zleva.

Zanedlouho ov¥°íme (viz 5.44, p°ípadn¥ také 6.43), ºe deri-
vace exponenciálních funkcí skute£n¥ existují. Vyjd¥me te¤ ze (za-
tím nedokázaného) vztahu (

ex)′ = ex

pro základ e, tzv. Eulerovo £íslo.
Kdyº tomuto vztahu uv¥°íme, okamºit¥ vidíme, ºe exponenci-

ální funkce mají derivace úm¥rné hodnotám s konstantním koe�ci-
entem úm¥rnosti:(

ax
)′ = (eln(a)x

)′ = ln(a)
(

eln(a)x
)
= ln(a) · ax .

Z de�ni£ního vztahu pro p°irozený logaritmus

eln x = x

pak snadno spo£teme:

(5.7) (ln)′(y) = (ln)′ (ex) = 1
(ex)′

= 1
ex
= 1
y
.

Pravidlo pro derivování obecné mocninné funkce

(5.8)
(
xa
)′ = axa−1

m·ºeme nyní snadno odvodit s pomocí vztahu pro derivaci expo-
nenciální funkce a logaritmické funkce:

(
xa
)′ = (ea ln x

)′ = ea ln x(a ln x)′ = axa−1 .

5.37. V¥ty o st°ední hodnot¥. Neº se pustíme do dal²ího tématu
na na²í pouti za r·znorodými de�nicemi funkcí, od-
vodíme je²t¥ n¥kolik jednoduchých výsledk· o deri-
vacích. V²echny jsou velice snadno intuitivn¥ jasné

z p°iloºených obrázk· a d·kazy vlastn¥ jen rozepisují vizuální
p°edstavu.

V¥ta. Nech´ funkce f : R→ R je spojitá na kone£ném uzav°eném
intervalu [a, b] a diferencovatelná uvnit° tohoto intervalu. Jestliºe
platí f (a) = f (b), pak existuje c ∈ (a, b) takové, ºe f ′(c) = 0.
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v po£átku je S = c2

2ab . Rovnice te£ny v bod¥ [xT , yT ] je 3xxT +yyT−
−2 = 0. Obsah trojúhelníka ur£ený touto te£nou je tedy S = 2

3xT yT
.

V prvním kvadrantu p°itom máme xT , yT > 0. Minimalizovat

tento obsah znamená maximalizovat sou£in xT yT = xT

√
2− 3x2

T ,

coº je v prvním kvadrantu to samé, jako maximalizovat (xT yT )2 =
= x2

T (2 − 3x2
T ) = −3(x2

T − 1
3)

2 + 1
3 . Hledané minimum obsahu je

tedy v xT = 1√
3
. Te£ná má rovnici

√
3x + y = 2 a velikost tohoto

obsahu je Smin = 2
√

3
9 . □

5.95. V £ase t = 0 se za£aly pohybovat t°i body P , Q, R v rovin¥

a to bod P z bodu [−2, 1] sm¥rem (3, 1) rovnom¥rnou rychlostí
√

10
m/s, bod Q z bodu [0, 0] sm¥rem (−1, 1) rovnom¥rn¥ zrychleným

pohybem se zrychlením 2
√

2 m/s2 a bodR z bodu [0, 1] sm¥rem (1, 0)
rovnom¥rnou rychlostí 2 m/s. V jakém £ase bude obsah trojúhelníku

PQR minimální?

�e²ení. Rovnice bod· P ,Q, R v £ase jsou

P : [−2, 1]+ (3, 1)t,

Q : [0, 0]+ (−1, 1)t2 ,

R : [0, 1]+ (2, 0)t.

Obsah trojúhelníka PQR je ur£ený nap°. polovinou absolutní hodnoty

determinantu, jehoº °ádky jsou sou°adnice vektor· RP a RQ (viz

1.34). Minimalizujeme tedy determinant:∣∣∣∣ −2+ t t

−t2 − 2t −1+ t2
∣∣∣∣ = 2t3 − t + 2.

Derivace je 6t2 − 1, extrémy tedy nastávají pro t = ± 1√
6
. Vzhle-

dem k tomu, ºe uvaºujeme pouze nezáporný £as, vy²et°ujeme pouze

t = 1√
6
. Druhá derivace uvaºované funkce je v tomto bod¥ kladná,

funkce obsahu zde tedy nabývá svého lokální minima. Navíc je její

hodnota v tomto bod¥ kladná a men²í, neº hodnota v bod¥ 0 (krajní

bod intervalu, na kterém hledáme extrém), jedná se tudíº o globální

minimum obsahu v £ase. □

5.96. Vdev¥t hodin ráno vylezl starý vlk z noryN a v rámci ranní roz-

cvi£ky za£al b¥hat proti sm¥ru hodinových ru£i£ek

po kruºnici o polom¥ru 1km, kolem svého oblíbe-

ného pa°ezu P a to rovnom¥rnou rychlostí 4 km/h.

Ve stejnou dobu vyrazila Karkulka z domu D k babi£ce sídlící v cha-

loupceC rychlostí 4 km/h (po p°ímce). Kdy si budou nejblíº a jaká tato

vzdálenost bude? Sou°adnice (v kilometrech):N = [2, 3], P = [2, 2],
D = [0, 0], C = [5, 5].



KAPITOLA 5. Z�ÍZENÍ ZOO FUNKCÍ

D·kaz. Protoºe je funkce f spojitá na uzav°eném intervalu
(tj. kompaktní mnoºin¥), má na n¥mmaximum a minimum. Pokud
by maximum i minimum m¥lo stejnou hodnotu f (a) = f (b), pak
by funkce f byla konstantní a tedy i její derivace by byla nulová
ve v²ech bodech intervalu (a, b). P°edpokládejme tedy, ºe bu¤ ma-
ximum nebo minimum je jiné. Pak ov²em nastává jedno z nich ve
vnit°ním bod¥ c. Kdyby platilo f ′(c) ̸= 0, pak by v tomto bod¥
byla byla funkce f bu¤ rostoucí nebo klesající (viz 5.32) a jist¥ by
tedy v okolí bodu c nabývala v¥t²ích i men²ích hodnot, neº je f (c).
Je tedy nutn¥ f ′(c) = 0. □

Práv¥ dokázanému tvrzení se °íká Rolleova v¥ta. Z ní snadno
vyplývá následující d·sledek, známý jako Lagrangeova v¥ta
o st°ední hodnot¥.

5.38. V¥ta. Nech´ funkce f : R→ R je spojitá na intervalu [a, b]
a diferencovatelná uvnit° tohoto intervalu. Pak existuje c ∈ (a, b)
takové, ºe

f ′(c) = f (b)− f (a)
b − a .

D·kaz. D·kaz je prostým zápisem geometrického významu
tvrzení: k se£n¥ mezi body [a, f (a)] a [b, f (b)]
existuje te£na, která je s ní rovnob¥ºná (podívejte
se na obrázek). Rovnice na²í se£ny je

y = g(x) = f (a)+ f (b)− f (a)
b − a (x − a).

Rozdíl h(x) = f (x) − g(x) udává vzdálenost grafu od se£ny
(v hodnotách y). Jist¥ platí h(a) = h(b) a

h′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)
b − a .

Podle p°edchozí v¥ty existuje bod c, ve kterém je h′(c) = 0. □
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�e²ení. Vlk se pohybuje po jednotkové kruºnici, jeho úhlová rychlost

je tedy stejná jako jeho absolutní rychlost a jeho dráhu m·ºeme v zá-

vislosti na £ase popsat následujícími parametrickými rovnicemi:

x(t) = 2− cos(4t), y(t) = 2− sin(4t),

Karkulka se pak pohybuje po dráze

x(t) = 2
√

2t, y(t) = 2
√

2t.

Nalezn¥me extrémy (£tverce) vzdálenosti ρ jejich drah v £ase:

ρ(t) = [2− cos(4t)− 2
√

2t]2 + [2− sin(4t)− 2
√

2t]2,

ρ′ (t) = 16(cos(4t)− sin(4t))(
√

2t − 1)+ 32t+
+ 4
√

2(cos(4t)+ sin(4t))− 16
√

2.

�e²it algebraicky rovnici ρ′ (t) = 0 se nám nepoda°í (ani to nelze),

zbývá pouze najít °e²ení numericky (pomocí výpo£etního softwaru). Je

jasné, ºe extrém· bude nekone£n¥ mnoho: p°i kaºdém kole£ku je sm¥r

pohybu vlka v jistý £asový okamºik rovnob¥ºný se sm¥rem Karkulky,

jejich vzdálenost se tedy po jistou dobu sniºuje; Karkulka se v²ak ne-

ustále vzdaluje konstantní rychlostí od st°edu kruhu, kolem kterého

obíhá vlk. Zjistíme, ºe první lokální minimum nastává pro t
.= 0,31

a poté pro t
.= 0,97, kdy bude vzdálenost vlka a Karkulky asi 5 metr·.

Je z°ejmé, ºe p·jde i o globální minimum.

Situace, kdy neumíme explicitn¥ vy°e²it daný problém, je v praxi

velmi £astá a pouºití numerických metod výpo£tu má velký význam.

□
Dal²í rozli£né úlohy na hledání extrém· funkcí jedné prom¥nné

viz strana 292.

G. L'Hospitalovo pravidlo

5.97. Ov¥°te, ºe je limita

(a)

lim
x→0

sin (2x) − 2 sin x
2ex − x2 − 2x − 2

typu
0
0
;

(b)

lim
x→0+

ln x
cotg x

typu
∞
∞;

(c)

lim
x→1+

(
x

x − 1
− 1

ln x

)
typu∞−∞;

(d)

lim
x→1+ (

ln (x − 1) · ln x) typu 0 · ∞;
(e)

lim
x→0+

(cotg x)
1

ln x typu∞0;
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V¥tu o st°ední hodnot¥ m·ºeme také p°epsat do tvaru:

(5.9) f (b) = f (a)+ f ′(c)(b − a).
V p°ípad¥ parametricky zadané k°ivky v rovin¥, tj. dvojice

funkcí y = f (t), x = g(t), je stejný výsledek o existenci rov-
nob¥ºné te£ny k se£n¥ krajními body popsán ve tvaru tzv. Cauchy-
ovy v¥ty o st°ední hodnot¥:

D·sledek. Nech´ funkce y = f (t) a x = g(t) jsou spojité na inter-
valu [a, b] a diferencovatelné uvnit° tohoto intervalu a g′(t) ̸= 0
pro v²echny t ∈ (a, b). Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, ºe platí

f (b)− f (a)
g(b)− g(a) =

f ′(c)
g′(c)

.

D·kaz. Op¥t spoléháme na pouºití Rolleovy v¥ty. Poloºíme
proto

h(t) = (f (b)− f (a))g(t)− (g(b)− g(a))f (t).
Nyní h(a) = f (b)g(a)−f (a)g(b), h(b) = f (b)g(a)−f (a)g(b),
takºe existuje c ∈ (a, b) takový, ºe h′(c) = 0. Protoºe je g′(c) ̸= 0,
dostáváme práv¥ poºadovaný vztah. □

Podobná úvaha jako v posledním tvrzení vede k mimo°ádn¥
uºite£nému nástroji pro po£ítání limit podílu funkcí. Tvrzení je
znám jako L'Hospitalovo pravidlo:

5.39. V¥ta. P°edpokládejme, ºe f a g jsou funkce diferencovatelné
v okolí bodu x0 ∈ R, ne v²ak nutn¥ v bod¥ x0 samotném, a nech´
existují limity

lim
x→x0

f (x) = 0, lim
x→x0

g(x) = 0.

Jestliºe existuje limita

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

,

pak existuje i limita

lim
x→x0

f (x)

g(x)

a jsou si rovny.

D·kaz. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe
v x0 mají funkce f a g nulovou hodnotu.

Výsledek je op¥t jednodu²e p°edstavitelný pomocí obrázku.
Uvaºujme body [g(x), f (x)] ∈ R2 parametrizované
prom¥nnou x. Podíl hodnot pak odpovídá sm¥rnici
se£ny mezi body [0, 0] a [f (x), g(x)]. Zárove¬ víme,

ºe podíl derivací odpovídá sm¥rnici te£ny v p°íslu²ném bod¥.
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(f)

lim
x→0

(
sin x
x

) 1
x2

typu 1∞;
(g)

lim
x→1−

(
cos

πx

2

)ln x
typu 00.

Poté ji spo£t¥te uºitím l'Hospitalova pravidla.

�e²ení. Bezprost°edn¥ m·ºeme potvrdit, ºe je

(a)

lim
x→0

(sin (2x) − 2 sin x) = 0− 0 = 0,

lim
x→0

(
2ex − x2 − 2x − 2

) = 2− 0− 0− 2 = 0;
(b)

lim
x→0+

ln x = −∞, lim
x→0+

cotg x = +∞;
(c)

lim
x→1+

x

x − 1
= +∞, lim

x→1+
1

ln x
= +∞;

(d)

lim
x→1+

ln x = 0, lim
x→1+

ln (x − 1) = −∞;
(e)

lim
x→0+

cotg x = +∞, lim
x→0+

1
ln x
= 0;

(f)

lim
x→0

sin x
x
= 1, lim

x→0

1
x2
= +∞;

(g)

lim
x→1−

cos
πx

2
= 0, lim

x→1−
ln x = 0.

P°ípad (a). Aplikování l'Hospitalova pravidla p°evádí limitu

lim
x→0

sin (2x) − 2 sin x
2ex − x2 − 2x − 2

na limitu

lim
x→0

2 cos (2x) − 2 cos x
2ex − 2x − 2

,

která je ov²em typu 0/0. Dal²ími dv¥ma aplikacemi l'Hospitalova pra-

vidla dostáváme

lim
x→0

−4 sin (2x) + 2 sin x
2ex − 2

a (vý²e uvedená limita je op¥t typu 0/0)

lim
x→0

−8 cos (2x) + 2 cos x
2ex

= −8+ 2
2
= −3.

Celkem tak máme (vrátíme se k p·vodní limit¥)

lim
x→0

sin (2x) − 2 sin x
2ex − x2 − 2x − 2

= −3.

Dodejme, ºe opakované uºití l'Hospitalova pravidla v jednom p°íkladu

je b¥ºné.
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Z existence limity sm¥rnic te£en tedy chceme dovodit existenci li-
mity sm¥rnic se£en.

Technicky lze vyuºít v¥ty o st°ední hodnot¥ v parametrickém
tvaru. P°edn¥ si uv¥domme, ºe v tvrzení v¥ty implicitn¥ p°edpoklá-
dáme existenci výrazu f ′(x)/g′(x) na n¥jakém okolí x0 (krom¥
bodu x0 samotného), zejména tedy pro dostate£n¥ blízké body
c k x0 bude g′(c) ̸= 0.6 Díky v¥t¥ o st°ední hodnot¥ nyní

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
= lim
x→x0

f ′(cx)
g′(cx)

,

kde cx je £íslo mezi x0 a x, závislé na x. Z existence limity

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

vyplývá, ºe stejnou hodnotu bude mít i limita libovolné po-
sloupnosti vzniklé dosazením hodnot x = xn jdoucích k x0
do f ′(x)/g′(x). Zejména tedy m·ºeme dosadit jakoukoliv
posloupnost cxn pro xn→ x0 a proto bude existovat i limita

lim
x→x0

f ′(cx)
g′(cx)

a poslední dv¥ limity zjevn¥ budou mít stejnou hodnotu. Dokázali
jsme tedy, ºe na²e hledaná limita existuje a má také stejnou hod-
notu. □

Z d·kazu v¥ty je samoz°ejmé, ºe její tvrzení platí i pro jedno-
stranné limity.

5.40. D·sledky. l'Hospitalovo pravidlo m·ºeme jednodu²e
roz²í°it i pro limity v nevlastních bodech ±∞ a pro p°ípad
nevlastních hodnot limit. Je-li, nap°.

lim
x→∞ f (x) = 0, lim

x→∞ g(x) = 0,

potom je limx→0+ f (1/x) = 0 a limx→0+ g(1/x) = 0.
Zárove¬ z existence limity podílu derivací v nekone£nu dosta-

neme

lim
x→0+

(f (1/x))′

(g(1/x))′
= lim
x→0+

f ′(1/x)(−1/x2 )

g′(1/x)
(−1/x2

) =
= lim
x→0+

f ′(1/x)
g′(1/x)

= lim
x→∞

f ′(x)
g′(x)

.

Pouºitím p°edchozí v¥ty tedy dostáváme, ºe v tomto p°ípad¥ bude
existovat i limita podílu

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim
x→0+

f (1/x)
g(1/x)

= lim
x→∞

f ′(x)
g′(x)

.

Je²t¥ jednodu²²í je postup p°i výpo£tu limity v p°ípad¥, kdy

lim
x→x0

f (x) = ±∞, lim
x→x0

g(x) = ±∞.
Sta£í totiº psát

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim
x→x0

1/g(x)
1/f (x)

,

coº je jiº p°ípad pro pouºití l'Hospitalova pravidla z p°edchozí v¥ty.
Lze ale i dokázat, ºe l'Hospitalovo pravidlo platí ve stejné form¥
pro nevlastní limity:

6Pro samu existenci limity v obecném smyslu to vºdy nutné není, nicmén¥
pro tvrzení L'Hospitalovy v¥ty je to pot°ebné. Podrobnou diskusi je moºné najít
(vygooglovat) v populárním £lánku `R. P. Boas, Counterexamples to L'Hôpital's
Rule, The American Mathematical Monthly, October 1986, Volume 93, Number 8,
pp. 644�645.'
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Nadále budeme klást, ºe se limity podíl· derivací získané l'Hospi-

talovým pravidlem p°ímo rovnají p·vodním limitám podíl·. Takto si

m·ºeme po£ínat, pokud obdrºené limity na pravých stranách budou

existovat, tj. o platnosti zápis· se vlastn¥ budeme p°esv¥d£ovat do-

date£n¥.

P°ípad (b). Tentokráte derivování £itatele a jmenovatele dává

lim
x→0+

ln x
cotg x

= lim
x→0+

1
x

−1
sin2 x

= lim
x→0+

− sin2 x

x
.

Poslední limitu umíme snadno ur£it (dokonce ji známe). Z

lim
x→0+

− sin x = 0, lim
x→0+

sin x
x
= 1

plyne výsledek 0 = 0 · 1. Také jsme mohli znovu pouºít l'Hospitalovo

pravidlo (nyní pro výraz 0/0) s výsledkem

lim
x→0+

− sin2 x

x
= lim

x→0+
−2 · sin x · cos x

1
= −2 · 0 · 1

1
= 0.

P°ípad (c). Pouze p°evodem na spole£ného jmenovatele

lim
x→1+

(
x

x − 1
− 1

ln x

)
= lim

x→1+
x ln x − (x − 1)
(x − 1) ln x

jsme obdrºeli typ 0/0. Je

lim
x→1+

x ln x − (x − 1)
(x − 1) ln x

= lim
x→1+

ln x + x
x
− 1

x−1
x
+ ln x

= lim
x→1+

ln x
1− 1

x
+ ln x

.

Máme podíl 0/0, pro který (op¥t dle l'Hospitalova pravidla) platí

lim
x→1+

ln x
1− 1

x
+ ln x

= lim
x→1+

1
x

1
x2 + 1

x

= 1
1+ 1

= 1
2
.

Návratem k p·vodní limit¥ zapí²eme výsledek

lim
x→1+

(
x

x − 1
− 1

ln x

)
= 1

2
.

P°ípad (d). Uvedený výraz p°evedeme na typ ∞/∞ (p°esn¥ji

°e£eno, na typ −∞/∞) vytvo°ením zlomku

lim
x→1+

ln (x − 1) · ln x = lim
x→1+

ln (x − 1)
1

ln x

.

Podle l'Hospitalova pravidla je

lim
x→1+

ln (x − 1)
1

ln x

= lim
x→1+

1
x−1

− 1
ln2 x
· 1
x

= lim
x→1+

−x ln2 x

x − 1
.

Pro tento neur£itý výraz (typu 0/0) lze pokra£ovat l'Hospitalovým pra-

vidlem a stanovit

lim
x→1+

−x ln2 x

x − 1
= lim

x→1+
−ln2 x − 2x ln x · 1

x

1
= −0+ 0

1
= 0.
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V¥ta. Nech´ f a g jsou funkce diferencovatelné v okolí bodu
x0 ∈ R, ne v²ak nutn¥ v bod¥ x0 samotném, a nech´ existují limity
limx→x0 f (x) = ±∞ a limx→x0 g(x) = ±∞. Jestliºe existuje
limita

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

,

pak existuje i limita

lim
x→x0

f (x)

g(x)

a jsou si rovny.

D·kaz. Op¥t lze vyjít z v¥ty o st°ední hodnot¥. Základem je
vyjád°ení podílu tak, abychom dostali do hry derivaci:

f (x)

g(x)
= f (x)

f (x)− f (y) ·
f (x)− f (y)
g(x)− g(y) ·

g(x)− g(y)
g(x)

,

kde za y volíme n¥jaký pevný bod ze zvoleného okolí x0 a x ne-
cháme blíºit k x0. Protoºe jsou limity f i g v x0 nekone£né,
m·ºeme jist¥ p°edpokládat, ºe rozdíly hodnot v x a y jsou u obou
funkcí p°i pevném y nenulové.

Pomocí v¥ty o st°ední hodnot¥ m·ºeme nyní nahradit
prost°ední zlomek podílem derivací ve vhodném bod¥ c mezi
x a y a výraz ve zkoumané limit¥ dostává tvar

f (x)

g(x)
= 1− g(y)

g(x)

1− f (y)
f (x)

· f
′(c)
g′(c)

,

kde c závisí na x i y. P°i pevném y a x jdoucím k x0 jde první
zlomek zjevn¥ k jedni£ce. Kdyº zárove¬ budeme y p°ibliºovat k x0,
bude se nám druhý zlomek libovoln¥ p°esn¥ blíºit k limitní hodnot¥
podílu derivací. □

5.41. P°íklad pouºití. Vhodnými úpravami sledovaných výraz·
lze vyuºít L'Hospitalova pravidla také na výrazy typu∞−∞, 1∞,
0 · ∞ apod. Zpravidla jde o prosté p°epsání výraz· nebo o vyuºití
n¥jaké hladké funkce, nap°. exponenciální.

Ukáºeme si pro ilustraci takového postupu souvislost aritme-
tického a geometrického pr·m¥ru z n nezáporných hodnot xi . Arit-
metický pr·m¥r

M1 (x1, . . . , xn) = x1 + · · · + xn
n

je speciálním p°ípadem tzv. mocninného pr·m¥ru stupn¥ r:

Mr (x1, . . . , xn) =
(
xr1 + · · · + xrn

n

) 1
r

.

Speciální hodnotaM−1 se nazývá harmonický pr·m¥r. Spo£t¥me
si nyní limitní hodnotu Mr pro r jdoucí k nule. Za tímto ú£elem
spo£teme limitu pomocí L'Hospitalova pravidla (jde o výraz 0/0
a derivujeme podle r, zatímco xi jsou p°i výpo£tu konstantní para-
metry).

Následující výpo£et, ve kterém uºíváme pravidla pro derivo-
vání sloºených funkcí a znalosti hodnot derivace mocninné funkce,
musíme £íst odzadu. Z existence poslední limity plyne existence
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P°ípady (e), (f), (g). Protoºe

lim
x→0+ (

cotg x)
1

ln x = e
lim

x→0+
ln(cotg x)

ln x ;

lim
x→0

(
sin x
x

) 1
x2

= e
lim
x→0

ln sin x
x

x2 ;

lim
x→1−

(
cos

πx

2

)ln x = e
lim

x→1−
(
ln x·ln(

cos πx
2

))
,

posta£uje vypo£ítat limity uvedené v argumentu exponenciální funkce.

Pomocí l'Hospitalova pravidla a jednoduchých úprav získáváme

lim
x→0+

ln (cotg x)
ln x

[
typ
+∞
−∞

]
= lim

x→0+

1
cotg x
· −1

sin2 x

1
x

=

= lim
x→0+

−x
cos x · sin x

[
typ

0
0

]
=

= lim
x→0+

−1
cos2 x − sin2 x

=

= −1
1− 0

= −1;

lim
x→0

ln sin x
x

x2

[
typ

0
0

]
= lim

x→0

x
sin x · x cos x−sin x

x2

2x
=

= lim
x→0

x cos x − sin x
2x2 sin x

[
typ

0
0

]
=

= lim
x→0

cos x − x sin x − cos x
4x sin x + 2x2 cos x

=

= lim
x→0

− sin x
4 sin x + 2x cos x

[
typ

0
0

]
=

= lim
x→0

− cos x
4 cos x + 2 cos x − 2x sin x

=

= −1
4+ 2− 0

= −1
6
,

a tudíº

lim
x→0+ (

cotg x)
1

ln x = e−1 = 1
e
;

lim
x→0

(
sin x
x

) 1
x2

= e− 1
6 = 1

6
√
e
.

Obdobn¥ lze postupovat p°i ur£ování poslední limity. Platí

lim
x→1−

(ln x) · ln
(

cos
πx

2

)
= lim

x→1−
ln
(
cos πx2

)
1

ln x

[
typ
−∞
−∞ =

∞
∞
]
=

= lim
x→1−

1
cos πx

2

(− sin πx
2

)
π
2

− 1
ln2 x
· 1
x

=

= π

2
lim
x→1−

x sin πx
2 · ln2 x

cos πx2
.
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p°edposlední a její hodnota atd.

lim
r→0

ln
(
Mr (x1, . . . , xn)

) = lim
r→0

ln
(

1
n

(
xr1 + · · · + xrn

))
r

=

= lim
r→0

xr
1 ln x1+···+xr

n ln xn
n

xr
1+···+xr

n

n

=

= ln x1 + · · · + ln xn
n

=
= ln n
√
x1 · · · · · xn.

Odtud tedy je p°ímo vid¥t, ºe

lim
r→0

Mr (x1, . . . , xn) = n
√
x1 . . . xn,

coº je hodnota známá pod názvem geometrický pr·m¥r.

4. Mocninné °ady

5.42. Jak se po£ítá ex . Krom¥ s£ítání a násobení uº umíme
také po£ítat s limitami posloupností. Podbízí se proto
p°ibliºovat nepolynomiální funkce pomocí posloup-
ností spo£ítatelných hodnot.

Kdyº se takto podíváme na funkci ex , hledáme
vlastn¥ funkci, jejíº okamºitý p°ír·stek je v kaºdém bod¥ roven
hodnot¥ této funkce. To si m·ºeme dob°e p°edstavit jako úºasné
úro£ení vkladu se sazbou rovnou okamºité hodnot¥. Kdyº budeme
ro£ní sazbu úroku realizovat jednou za m¥síc, za den, za hodinu
atd., budeme pro výnos vkladu x po jednom roce dostávat výsledné
hodnoty

(
1+ x

12

)12

,

(
1+ x

365

)365

,

(
1+ x

8760

)8760

, . . .

Dalo by se tedy tu²it, ºe bude platit:

ex = lim
n→∞

(
1+ x

n

)n
.

Zárove¬ tu²íme, ºe £ím jemn¥ji budeme postupovat p°i úro£ení,
tím vy²²í bude výnos, takºe by posloupnost £ísel na pravé stran¥
m¥la být rostoucí.

Podívejme se tedy podrobn¥ na £íselnou posloupnost

an =
(

1+ 1
n

)n
,

jejíº limita má být Eulerovo £íslo e.
Bude se nám p°itom hodit velice uºite£ná Bernoulliova nerov-

nost:

Lemma. Pro kaºdé reálné £íslo b ≥ −1, b ̸= 0, a p°irozené n ≥ 2
platí (1+ b)n > 1+ nb.

D·kaz. Pro n = 2 dostáváme

(1+ b)2 = 1+ 2b + b2 > 1+ 2b.

Dále postupujeme indukcí za p°edpokladu b > −1. P°edpoklá-
dejme, ºe tvrzení platí pro n¥jaké k ≥ 2 a po£ítejme

(1+ b)k+1 = (1+ b)k(1+ b) > (1+ kb)(1+ b) =
= 1+ (k + 1)b + kb2 > 1+ (k + 1)b.

Tvrzení z°ejm¥ platí také pro b = −1. □
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Nebo´ je tento výraz typu 0/0, mohli bychom pokra£ovat k sou£inu

limit

lim
x→1−

(
x sin

πx

2

)
· lim
x→1−

ln2 x

cos πx2
= 1 · lim

x→1−
ln2 x

cos πx2
.

Teprve nyní aplikujeme l'Hospitalovo pravidlo pro

lim
x→1−

ln2 x

cos πx2

[
typ

0
0

]
= lim

x→1−
2 ln x · 1

x(−π
2

)
sin πx

2

= 0
−π

2

= 0.

Celkem máme

lim
x→1−

(
ln x · ln

(
cos

πx

2

))
= π

2
· 1 · 0 = 0,

tj.

limx→1−
(

cos
πx

2

)ln x = e0 = 1 . □

5.98. Jak jsme jiº implicitn¥ zmínili, pouºití l'Hospitalova pravidla

m·ºe vést k limit¥, která neexistuje, a£koliv p·vodní limita existuje:

ur£ete limitu

lim
x→∞

x + sin x
x

.

�e²ení. Limita je typu ∞
∞ , pouºitím l'Hospitalova pravidla dostáváme

lim
x→∞

x + sin x
x

= lim
x→∞

1+ cos x
1

,

a protoºe neexistuje limita limx→∞ cos x, neexistuje ani limita

limx→∞ 1+ cos x. P·vodní limita ov²em existuje, je totiº

x − 1
x
≤ x + sin x

x
≤ x + 1

x
,

a podle v¥ty o t°ech limitách je

1 = limx→∞
x − 1
x
≤ limx→∞

x + sin x
x

≤ limx→∞
x + 1
x
= 1 . □

5.99. Ur£ete

lim
x→+∞

ln x
x
, lim

x→0+
x ln

1
x
, lim

x→0+
x e

1
x ;

lim
x→0−

x e− 1
x , lim

x→0

e− 1
x2

x100
, lim

x→+∞ (ln x − x) ;

lim
x→+∞

x

x + ln x · cos x
, lim

x→+∞

3
√
x + 1

5
√
x + 3

, lim
x→+∞

x√
x2 + 1

.

�e²ení. Snadno lze zjistit (nap°. n-násobným uºitím l'Hospitalova pra-

vidla), ºe pro libovolné n ∈ N je

lim
x→+∞

xn

ex
= 0, tj. lim

x→+∞
ex

xn
= +∞.

Z V¥ty o t°ech limitách potom pro reálná £ísla a > 0 ihned plyne

zobecn¥ní

lim
x→+∞

xa

ex
= 0, tj. lim

x→+∞
ex

xa
= +∞.
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Pro dva po sob¥ jdoucí £leny an na²í posloupnosti m·ºeme
nyní s vyuºitím Bernoulliovy nerovnosti odhadnout jejich podíl

an

an−1
=

(
1+ 1

n

)n
(

1+ 1
n−1

)n−1 =
(
n+1
n

)n
(

n
n−1

)n−1 =
(
n2 − 1

)n
n

n2n(n− 1)
=

=
(

1− 1
n2

)n
n

n− 1
>

(
1− 1

n

)
n

n− 1
= 1.

Je tedy na²e posloupnost skute£n¥ rostoucí.
Následující obdobný výpo£et (op¥t s vyuºitím Bernoulliovy

nerovnosti) ov¥°uje, ºe posloupnost £ísel

bn =
(

1+ 1
n

)n+1

=
(

1+ 1
n

)(
1+ 1

n

)n
je klesající a jist¥ je bn > an.

bn

bn+1
= n

n+ 1

(
n+1
n
n+2
n+1

)n+2

= n

n+ 1

(
n2 + 2n+ 1
n2 + 2n

)n+2

=

= n

n+ 1

(
1+ 1

n(n+ 2)

)n+2

>

>
n

n+ 1

(
1+ n+ 2

n(n+ 2)

)
= 1.

Posloupnost an je tedy shora ohrani£ená a rostoucí, a proto je její li-
mita dána jejím supremem. Zárove¬ vidíme, ºe je tato limita rovna
také limit¥ klesající posloupnosti bn, protoºe

lim
n→∞ bn = lim

n→∞

(
1+ 1

n

)
an = lim

n→∞ an.

Tato limita proto zadává jedno z nejd·leºit¥j²ích £ísel v mate-
matice (vedle nuly, jedni£ky a Ludolfova £ísla π), Eulerovo £íslo
e. Je tedy

e = lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n
.

5.43. Mocninná °ada pro ex . Exponenciální funkci jsme de�-
novali jako jedinou spojitou funkci spl¬ující f (1) = e
a f (x+y) = f (x) ·f (y). Základ e máme vyjád°en jako li-
mitu posloupnosti £ísel an, nutn¥ tedy je, pro kaºdé pevné
reálné £íslo x,

ex = lim
n→∞(an)

x .

Po£ítejme nyní pro jednoduchost s pevn¥ zvoleným kladným x.
Jestliºe v hodnotách an z minulého odstavce zam¥níme n za n/x,
op¥t dostaneme stejnou limitu (rozmyslete si podrobn¥), a proto
také

e = lim
n→∞

(
1+ x

n

) n
x
, ex = lim

n→∞
(

1+ x
n

)n
.
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Uváºíme-li, ºe grafy funkcí y = ex a y = ln x (inverzní funkce

k y = ex) jsou symetrické vzhledem k p°ímce y = x, víme dále

lim
x→+∞

ln x
x
= 0, tj. lim

x→+∞
x

ln x
= +∞.

Získali jsme tak první výsledek. Ten p°itom dává rovn¥º l'Hospi-

talovo pravidlo, podle kterého je

lim
x→+∞

ln x
x
= lim

x→+∞

1
x

1
= lim

x→+∞
1
x
= 0.

Upozorn¥me, ºe l'Hospitalovo pravidlo lze pouºít k vy£íslení kaºdé

z dal²ích p¥ti uvedených limit. Je ov²em moºné ur£it tyto limity jed-

nodu²²ími zp·soby. Nap°. substituce y = 1/x vede na

lim
x→0+

x ln
1
x
= lim

y→+∞
ln y
y
= 0;

lim
x→0+

x e
1
x = lim

y→+∞
ey

y
= +∞.

Samoz°ejm¥ x → 0+ dává y = 1/x →+∞ (pí²eme 1/+ 0 = +∞).

Pomocí substitucí u = −1/x, v = 1/x2 po °ad¥ dostáváme

lim
x→0−

x e− 1
x = lim

u→+∞−
eu

u
= −∞;

lim
x→0

e− 1
x2

x100
= lim

v→+∞
v50

ev
= 0,

p°i£emº x → 0− odpovídá u = −1/x → +∞ (pí²eme −1/− 0 =
= +∞) a x → 0 potom v = 1/x2 → +∞ (znovu 1/ + 0 = +∞).

Jiº d°íve jsme také objasnili, ºe platí

lim
x→+∞ (ln x − x) = lim

x→+∞−x = −∞.

P°ípadné pochyby snad rozptýlí limita

lim
x→+∞

ln x − x
ln x

= lim
x→+∞

(
1− x

ln x

)
= −∞,

která dokazuje, ºe p°i zmen²ení absolutní hodnoty uvaºovaného vý-

razu (aniº by do²lo ke zm¥n¥ znaménka) stále výraz v absolutní hod-

not¥ roste nade v²echny meze.

Stejn¥ snadno umíme ur£it

lim
x→+∞

x

x + ln x · cos x
= lim

x→+∞
x

x
= 1;

lim
x→+∞

3
√
x + 1

5
√
x + 3

= lim
x→+∞

3
√
x

5
√
x
= +∞;

lim
x→+∞

x√
x2 + 1

= lim
x→+∞

x√
x2
= 1.

Vid¥li jsme, ºe l'Hospitalovo pravidlo nemusí být nejlep²í metodou

výpo£tu limity jednoho z typ· 0/0,∞/∞. Na p°edchozích t°ech p°íkla-

dech lze ilustrovat, ºe jej ani nelze vºdy (pro neur£ité výrazy) aplikovat.
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Ozna£me n-tý £len této posloupnosti un(x) = (1 + x/n)n
a vyjád°eme jej pomocí binomické v¥ty:

(5.10)

un(x) = 1+ nx
n
+ n(n− 1)x2

2!n2 + · · · + n!xn

n!nn
=

= 1+ x + x
2

2!

(
1− 1

n

)
+

+ x
3

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+

+ x
n

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
.

Protoºe jsou v²echny závorky v sou£inech men²í neº jedna,
dostáváme také

un(x) < vn(x) =
n∑
j=0

1
j !
xj .

Pokud se p°itom budeme dívat na un pro hodn¥ veliká n, bu-
dou první s£ítance t¥chto výraz· hodn¥ blízké hodnotám 1

k!x
k .

Skute£n¥ pro v²echna x platí následující v¥ta.

Mocninná °ada pro ex

5.44. V¥ta. Exponenciální funkce ex je pro kaºdé x ∈ R vyjád°ena
jako limita £áste£ných sou£t· limk→∞ vk ve výrazu

ex = 1+ x + 1
2!
x2 + · · · + 1

n!
xn + · · · =

∞∑
n=0

1
n!
xn .

Funkce ex je diferencovatelná a platí (ex)′ = ex .

D·kaz. Technický d·kaz v¥ty je pouze rozpracováním vý²e
uvedené úvahy. Nejprve ukáºeme, ºe formální nekone£ný sou£et
má, jakoºto limita £áste£ných sou£t· vn, skute£n¥ smysl, a pak
dal²ím jemným odhadem ukáºeme, ºe skute£n¥ dává poºadovanou
hodnotu hodnotu limn→∞ un.

Uvaºme tedy formální nekone£ný sou£et

(5.11)
∞∑
j=0

cj =
∞∑
j=0

1
j !
xj ,

ve kterém je vn(x) práv¥ sou£et prvních n £len·.
Podíl dvou po sob¥ jdoucích £len· v °ad¥ je

cj+1 /cj = x/(n + 1). Pro kaºdé pevné x tedy existuje
N ∈ N takové, ºe cj+1 /cj < 1/2 pro v²echny j ≥ N . Pro
takto velká j je ov²em cj+1 < 1

2cj < 2−(j−N+1) cN . To ale
znamená, ºe £áste£né sou£ty prvních n £len· v na²em formálním
sou£tu jsou shora ohrani£eny sou£ty

vn <

N−1∑
j=0

1
j !
xj + 1

N !
xN

n−N∑
j=0

1
2j
.

Protoºe pro kaºdé q platí (1− q) (1+ q + · · · + qk ) = 1− qk+1 ,
m·ºeme hodnoty vn také odhadnout

vn <

N−1∑
j=0

1
j !
xj + 2

N!
xN

(
1− 2−n+N−1

)
.

Limita výraz· na pravé stran¥ pro n jdoucí do nekone£na proto jist¥
existuje a tedy existuje i limita rostoucí posloupnosti vn.
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Kdybychom jej pouºili k °e²ení prvního z nich, obdrºeli bychom pro

x > 0 podíl

1
1+ cos x

x
− ln x · sin x

= x

x + cos x − x ln x · sin x
,

který je sloºit¥j²í neº p·vodní. Dokonce pro x → +∞ limitu nemá.

Není tedy spln¥n jeden z p°edpoklad· l'Hospitalova pravidla. Ve dru-

hém p°ípad¥ pak (libovolný po£et opakovaných) pouºití l'Hospitalova

pravidla vede na neur£ité výrazy. Pro poslední limitu nás l'Hospitalovo

pravidlo vrátí do zadání: dává nejd°íve zlomek

1
2x

2
√
x2+1

=
√
x2 + 1
x

a následn¥
2x

2
√
x2+1

1
= x√

x2 + 1
.

Odsud m·ºeme odvodit, ºe limita je rovna 1 (hledáme nezápornou

hodnotu a ∈ R takovou, aby platilo a = a−1), pouze kdyº d°íve do-

káºeme, ºe v·bec existuje. □
Dal²í p°íklady na výpo£et limit uºitím L'Hospitalova pravidla na-

leznete na stran¥ 310.

H. Nekone£né °ady

Nekone£né °ady se p°irozen¥ vyskytují v celé °ad¥ (problém·).

5.100. Sierpi«ského koberec. Jednotkový £tverec se rozd¥lí na dev¥t

shodných £tverc· a odstraní se prost°ední £tverec.

Kaºdý ze zbývajících £tverc· se znovu rozd¥lí na

dev¥t shodných £tverc· a v kaºdém z nich se od-

straní prost°ední £tverec. Ur£ete obsah zbylého obrazce po prodlouºení

tohoto postupu do nekone£na.

�e²ení. V prvním kroku se odstraní 1 £tverec o obsahu 1/9. Ve dru-
hém kroku se odstraní 8 £tverc· o obsahu 9−2, tj. o celkovém obsa-

hu 8 ·9−2. V kaºdé dal²í iteraci se odstraní osminásobek po£tu £tverc·

z p°ede²lého kroku, p°i£emº obsah kaºdého z nich je devítinou ob-

sahu jednoho £tverce z p°edchozího kroku. Sou£et obsah· v²ech od-

stran¥ných £tverc· je

1
9
+ 8

92
+ 82

93
+ · · · =

∞∑
n=0

8n

9n+1
.

Obsah zbylého obrazce (tzv. Sierpi«ského koberce) tak £iní

1−
∞∑
n=0

8n

9n+1
= 1− 1

9

∞∑
n=0

(
8
9

)n
= 1− 1

9
· 1

1− 8
9

= 0 . □
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Nyní si prohlédn¥me pozorn¥ji posloupnost £ísel un, jejíº li-
mitou je ex . Budeme chtít uvaºovat n > N pro n¥jaké
pevné N (hodn¥ velké) a k < N pevné (docela malé)
a ozna£íme si un,k prvních k £len· ve výrazu (5.10) pro
un.

Pro dané x a ε > 0, umíme zvolit k tak, aby un,k+ε > un, pro
v²echna n > k (skute£n¥, zbylé £leny jsou v²echny kladné a je²t¥
men²í, neº ty ve vn, které jsme odhadli vý²e). P°itom zárove¬ pro
na²e pevné k m·ºeme volbou dostate£n¥ velikého N za°ídit, aby
pro v²echna n > N bylo také un,k < vk < un,k + ε (protoºe pro
pevné k máme ve výrazech pro un,k jen kone£n¥ mnoho závorek a
volbou velikého n budou v²echny libovoln¥ blízko k jedni£ce).

Celkem tedy pro libovolné ε vedou na²e volby index·
k a n k odhadu |vk − un| < ε. Kdyº budeme volit posloupnost
εi = 1/i, dostaneme takové podposloupnosti vki a uni

s hodnotami
vzdálenými nejvý²e o 1/i, a proto také

lim
k→∞ vk = lim

n→∞ un,

coº jsme m¥li dokázat.
Podívejme se je²t¥ na derivaci funkce ex v bod¥ x = 0. P°ímo

z de�nice musíme spo£íst limitu

lim
x→0

(1+ x + 1
2x

2 + · · · )− 1
x

= lim
x→0

x + 1
2x

2 + 1
6x

3 + · · ·
x

.

Diskutujeme tedy limitní výraz

lim
x→0

(
lim
n→∞

n∑
k=1

1
k!
xk−1

)
= 1+ lim

x→0

(
lim
n→∞

n∑
k=2

1
k!
xk−1

)
.

Nyní pro kaºdé ε > 0 m·ºeme najít N tak, aby
limn→∞

∑n
k=N 1

k!x
k−1 < ε pro v²echna −1 ≤ x ≤ 1. Pak

jist¥ pro dostate£n¥ malá x m·ºeme zmen²it i sou£et prvních
N − 2 s£ítanc· na nejvý²e ε. P·jdeme-li p°itom s £íslem ε k nule,
zjistíme, ºe limita limitního výrazu napravo je nulová, a proto
zkoumaná limita skute£n¥ existuje a je rovna jedné. □

�tená°i, kte°í p°edchozí °ádky p°esko£ili (a´ uº schváln¥ nebo
v nouzi) mohou v klidu po£kat, aº odvodíme p°edchozí výsledek
z obecných teoretických úvah jednodu²eji. �asem totiº ukáºeme,
ºe jsou funkce zadané jako nekone£né polynomy vºdy diferenco-
vatelné a ºe je lze derivovat £len po £lenu. Je²t¥ pozd¥ji ukáºeme,
ºe podmínky f ′(x) = f (x) a f (0) = 1 ur£ují funkci f jedno-
zna£n¥.

5.45. �íselné °ady. P°i odvození p°edchozí d·leºité v¥ty
o funkci ex jsme mimod¥k pracovali s n¥ko-
lika mimo°ádn¥ uºite£nými pojmy a nástroji.
Zformulujeme si je nyní obecn¥ji:

�íselné nekone£né °ady

De�nice. Nekone£ná °ada £ísel je výraz
∞∑
n=0

an = a0 + a1 + a2 + · · · + ak + . . . ,

kde an jsou reálná nebo komplexní £ísla. Posloupnost £áste£ných
sou£t· je dána svými £leny sk = ∑k

n=0 an a °íkáme, ºe °ada kon-
verguje a je rovna s, jestliºe existuje kone£ná limita £áste£ných
sou£t·

s = lim
k→∞ sk.
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5.101. Kochova vlo£ka, 1904. Vytvo°te �sn¥hovou vlo£ku� násle-

dujícím postupem. Na za£átku uvaºujte rovnostranný trojúhelník s jed-

notkovou délkou strany. Kaºdou z jeho stran rozd¥lte na t°etiny a nad

prost°edními t°etinami sestrojte rovnostranné trojúhelníky, kdy zá-

kladny (prost°ední t°etiny stran p·vodního trojúhelníku) odstraníte.

Takto z p·vodního trojúhelníku dostanete ²esticípou hv¥zdu. Celý po-

stup opakujte tak, ºe kaºdou úse£ku obdrºenou v p°edchozím kroku

rozd¥líte na t°etiny a prost°ední t°etinu nahradíte za rovnostranný troj-

úhelník bez základny. Sn¥hovou vlo£ku pak získáte nekone£ným opa-

kováním tohoto postupu. Dokaºte, ºe vzniklý útvar (vlo£ka) má ne-

kone£ný obvod. Poté ur£ete jeho obsah.

�e²ení. Obvod p·vodního trojúhelníku je roven 3. V kaºdém kroku

konstrukce se prodlouºí obvod útvaru o t°etinu, nebo´ ze t°í £ástí kaºdé

úse£ky vzniknou £ty°i stejné délky. Odsud vyplývá, ºe obvod vlo£ky

lze vyjád°it jako limitu

dn = 3
( 4

3

)n
a lim

n→∞ dn = +∞.

Útvar se z°ejm¥ b¥hem konstrukce zv¥t²uje. Ke stanovení jeho ob-

sahu nám tudíº sta£í zachytit, o kolik se jeho obsah zv¥t²í v jednot-

livých krocích. Po£et jeho stran se v libovolném kroku stává £ty°ná-

sobným (úse£ky se rozd¥lí na t°etiny, kdy místo prost°ední t°etiny

máme dv¥ úse£ky), p°i£emº délka nových stran je t°etinová. V ná-

sledujícím kroku se obsah útvaru zv¥t²í práv¥ o obsahy stejných rov-

nostranných trojúhelník·, jejichº po£et je stejný jako po£et úse£ek

v p°edchozím kroku a jejichº strany mají délku t°etin t¥chto úse£ek.

Kdyº takto p°echázíme od rovnostranného trojúhelníku k ²esticípé

hv¥zd¥ p°i první realizaci uvedeného postupu, obsah se zv¥t²í o 3 rov-

nostranné trojúhelníky (jejich po£et odpovídá po£tu stran p·vodního

útvaru) s délkou stran 1/3 (ta je t°etinová). Ozna£me obsah p·vodního

trojúhelníku jako S0. Pokud si uv¥domíme, ºe zmen²ením strany rov-

nostranného trojúhelníku na t°etinu se jeho obsah zmen²í dev¥tkrát,

dostaneme obsah ²esticípé hv¥zdy ve tvaru

S0 + 3 · S0

9
.

Podobn¥ v dal²ím kroku obdrºíme obsah útvaru jako

S0 + 3 · S0

9
+ 4 · 3 · S0

92
.

Po£et p°idávaných trojúhelník· je £ty°násobný a délky jejich stran

t°etinové.
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Jestliºe posloupnost reálných £áste£ných sou£t· °ady má nevlastní
limitu, °íkáme ºe °ada diverguje k ∞ nebo −∞, pokud limita
£áste£ných sou£t· neexistuje, °íkáme, ºe je °ada osciluje.

Z obecných v¥t o limitách posloupností okamºit¥ vyplývá,
ºe sou£et konvergentních °ad

∑
an a

∑
bn je konvergentní °ada∑

(an + bn) a obdobn¥ pro násobek °ady konstantou. Z v¥ty o
t°ech limitách také okamºit¥ dostáváme tzv. srovnávací kritérium,
které °íká, ºe p°i 0 ≤ an ≤ bn vyplývá z konvergence °ady∑ bn i
konvergence °ady

∑
an, zatímco z divergence °ady

∑
an vyplývá

divergence °ady
∑
bn.

K tomu, aby posloupnost £áste£ných sou£t· sn konvergovala,
je nutné a sta£í, aby byla cauchyovská. Tzn. ºe

|sm − sn| = |an+1 + · · · + am|
musí být libovoln¥ malé pro dostate£n¥ velká m > n. Protoºe je

|an+1| + · · · + |am| > |an+1 + · · · + am|,
vyplývá z konvergence °ady

∑∞
k=0 |an| i konvergence °ady∑∞

k=0 an.

Absolutn¥ konvergentní °ady

�íkáme, ºe °ada
∑∞
k=0 an konverguje absolutn¥, jestliºe kon-

verguje °ada
∑∞
n=0 |an|.

Absolutní konvergenci jsme zavedli, protoºe se £asto da-
leko snadn¥ji ov¥°uje. Navíc, pokud konverguje °ada∑∞
i=1 |ai |, tak konverguje i °ada

∑∞
i=1 ai . D·kaz oka-

mºit¥ vyplývá z p°edchozí úvahy o cauchyovskosti
posloupností £áste£ných sou£t·.

Zárove¬ následující v¥ta ukazuje, ºe se v p°ípad¥ absolutn¥
konvergentních °ad i jednoduché algebraické operace chovají
v²echny velice dob°e:

5.46. V¥ta. Nech´ S = ∑∞
n=0 an a T = ∑∞

n=0 bn jsou dv¥ abso-
lutn¥ konvergentní °ady. Pak

(1) jejich sou£et absolutn¥ konverguje k sou£tu

S + T =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

(an + bn),

(2) jejich rozdíl absolutn¥ konverguje k rozdílu

S − T =
∞∑
n=0

an −
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

(an − bn),

(3) jejich sou£in absolutn¥ konverguje k sou£inu

S · T =
( ∞∑
n=0

an

)
·
( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

an−kbk

)
.

D·kaz. První i druhé tvrzení jsou bezprost°edním d·sledkem
obdobných vlastností limit. T°etí tvrzení vyºaduje v¥t²í pozornost.
Ozna£me si

cn =
n∑
k=0

an−kbk.

Z p°edpoklad· a podle pravidel pro limitu sou£inu posloupností
dostáváme(

k∑
n=0

an

)
·
(

k∑
n=0

bn

)
→
( ∞∑
n=0

an

)
·
( ∞∑
n=0

bn

)
.
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Nyní jiº není obtíºné odvodit, ºe obsah vlo£ky je roven limit¥

lim
n→∞

(
S0 + 3 · S0

9
+ 4 · 3 · S0

92
+ · · · + 4n · 3 · S0

9n+1

)
=

=S0 lim
n→∞

(
1+ 1

3
+ 1

3
· 4

9
+ · · · + 1

3
·
(

4
9

)n)
=

=S0

[
1+ 1

3
lim
n→∞

(
1+ 4

9
+ · · · +

(
4
9

)n)]
=

=S0

[
1+ 1

3
lim
n→∞

n∑
k=0

(
4
9

)k]
= S0

[
1+ 1

3

∞∑
k=0

(
4
9

)k]
=

=S0

[
1+ 1

3
· 1

1− 4
9

]
= 8

5
S0.

Obsah vlo£ky je tedy 8/5 obsahu p·vodního trojúhelníka, tj.

8
5
S0 = 8

5
·
√

3
4
= 2
√

3
5
.

Zopakujme, ºe tato vlo£ka je p°íkladem toho, jak nekone£n¥ dlouhá

k°ivka m·ºe ohrani£ovat kone£nou plochu. □

5.102. Se£t¥te °adu

(a)
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+1

)
;

(b)
∞∑
n=0

5
3n ;

(c)
∞∑
n=1

( 3
42n−1 + 2

42n

) ;
(d)

∞∑
n=1

n
3n ;

(e)
∞∑
n=0

1
(3n+1)(3n+4) .

�e²ení. P°ípad (a). Podle de�nice je sou£et °ady

∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)
=

= lim
n→∞

((
1√
1
− 1√

2

)
+
(

1√
2
− 1√

3

)
+ · · · +

(
1√
n
− 1√

n+ 1

))
=

= lim
n→∞

(
1+

(
− 1√

2
+ 1√

2

)
+ · · · +

(
− 1√

n
+ 1√

n

)
− 1√

n+ 1

)
= 1.

P°ípad (b). Zjevn¥ se jedná o p¥tinásobek konvergentní geomet-

rické °ady s kvocientem q = 1/3, a tudíº je

∞∑
n=0

5
3n
= 5

∞∑
n=0

(
1
3

)n
= 5 · 1

1− 1
3

= 15
2
.
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Máme tedy dokázat, ºe

0 = lim
k→∞

((
k∑
n=0

an

)
·
(

k∑
n=0

bn

)
−

k∑
n=0

ck

)
.

Porovnejme si nyní výrazy(
k∑
n=0

an

)
·
(

k∑
n=0

bn

)
=

∑
0≤i,j≤k

aibj ,

cn =
∑
i+j=n

0≤i,j≤k

aibj ,

k∑
n=0

cn =
∑
i+j≤k

0≤i,j≤k

aibj .

Dostáváme tedy odhad∣∣∣∣∣
(

k∑
n=0

an

)
·
(

k∑
n=0

bn

)
−

k∑
n=0

cn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∑
i+j>k

0≤i,j≤k

aibj

∣∣∣∣ ≤ ∑
i+j>k

0≤i,j≤k

|aibj |.

K odhadu posledního výrazu nám poslouºí jednoduchý trik: aby
mohl být sou£et index· v¥t²í neº k, musí být alespo¬ jeden z nich
v¥t²í neº k/2. Jist¥ tedy výraz nezmen²íme, kdyº do n¥j p°idáme
více £len·, tj. vezmeme v²echny jako v sou£inu a odebereme pouze
ty, u kterých jsou oba nejvý²e k/2.∑

i+j>k
0≤i,j≤k

|aibj | ≤
∑

0≤i,j≤k
|aibj | −

∑
0≤i,j≤k/2

|aibj |.

Oba výrazy v rozdílu jsou ale £áste£né sou£ty pro sou£in S · T ,
mají tedy také stejnou limitu, a proto jejich rozdíl jde k nule. □

V²imn¥me si, ºe pro °ady, které nekonvergují absolutn¥, neu-
míme jejich sou£in zavést, protoºe hodnota limity roznásobených
výraz· bude záviset na závorkování a po°adí s£ítanc·.

Dal²í v¥ta uvádí podmínky, pomocí kterých umíme ov¥°it kon-
vergenci °ad.

5.47. V¥ta. Nech´ S =∑∞
n=0 an je nekone£ná °ada reálných nebo

komplexních £ísel.

(1) Jestliºe °ada S konverguje, pak limn→∞ an = 0.
(2) P°edpokládejme, ºe existuje limita podíl· po sob¥ jdoucích

£len· °ady a platí

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = q.
Pak °ada S konverguje absolutn¥ p°i |q| < 1 a nekonverguje
p°i |q| > 1. P°i |q| = 1 m·ºe °ada konvergovat ale nemusí.

(3) Jestliºe existuje limita

lim
n→∞

n
√|an| = q,

pak p°i q < 1 °ada konverguje absolutn¥, zatímco p°i q > 1
nekonverguje. Je-li q = 1, m·ºe konvergovat i divergovat.

D·kaz. (1) Víme, ºe existence a p°ípadná hodnota limity po-
sloupnosti komplexních £ísel je dána pomocí limit
posloupností reálných a imaginárních sloºek. První
tvrzení tedy sta£í dokázat pro posloupnosti reálných

£ísel. Jestliºe limn→∞ an neexistuje nebo je nenulová, existuje pro
dostate£n¥ malé £íslo ε > 0 nekone£n¥ mnoho £len· ak s |ak| > ε.
Zárove¬ tedymusí mezi nimi existovat nekon£en¥mnoho kladných
nebo nekone£n¥ mnoho záporných. Pak ov²em p°i p°idání kterého-
koliv z nich do £áste£ného sou£tu dostáváme rozdíl dvou po sob¥

278

P°ípad (c). Platí (p°i substituci m = n− 1)
∞∑
n=1

(
3

42n−1
+ 2

42n

)
= 3

4

∞∑
n=1

(
1

42n−2

)
+ 2

16

∞∑
n=1

(
1

42n−2

)
=

=
(

3
4
+ 2

16

) ∞∑
m=0

1
42m
= 14

16

∞∑
m=0

(
1
16

)m
=

= 14
16
· 1

1− 1
16

= 14
15
.

�adu lineárních kombinací jsme zde vyjád°ili jako lineární kombinaci

°ad (p°esn¥ji °e£eno, jako sou£et °ad s vytknutím konstant), coº je

platná úprava, pokud obdrºené °ady jsou absolutn¥ konvergentní.

P°ípad (d). Z £áste£ného sou£tu

sn = 1
3
+ 2

32
+ 3

33
+ · · · + n

3n
, n ∈ N

bezprost°edn¥ získáváme

sn

3
= 1

32
+ 2

33
+ · · · + n− 1

3n
+ n

3n+1
, n ∈ N.

Je tedy

sn − sn3 =
1
3
+ 1

32
+ 1

33
+ · · · + 1

3n
− n

3n+1
, n ∈ N.

Protoºe lim
n→∞

n

3n+1 = 0, dostáváme

∞∑
n=1

n

3n
= lim

n→∞
3
2

(
sn − sn3

)
= 3

2
lim
n→∞

n∑
k=1

1
3k
=

= 3
2

∞∑
k=1

(
1
3

)k
= 3

2

(
1

1− 1
3

− 1

)
= 3

4
.

P°ípad (e). Sta£í pouºít vyjád°ení (jde o tzv. rozklad na parciální

zlomky)

1
(3n+ 1)(3n+ 4)

= 1
3
· 1

3n+ 1
− 1

3
· 1

3n+ 4
, n ∈ N ∪ {0},

které dává
∞∑
n=0

1
(3n+ 1)(3n+ 4)

= lim
n→∞

1
3

(
1− 1

4
+ 1

4
− 1

7
+ 1

7
− 1

10
+ · · ·

· · · + 1
3n+ 1

− 1
3n+ 4

)
=

= lim
n→∞

1
3

(
1− 1

3n+ 4

)
= 1

3
.

□

5.103. Ov¥°te, ºe platí
∞∑
n=1

1
n2
<

∞∑
n=0

1
2n
.

�e²ení. Ihned je vid¥t, ºe

1 ≤ 1,
1
22
+ 1

32
< 2 · 1

22
= 1

2
,

1
42
+ 1

52
+ 1

62
+ 1

72
< 4 · 1

42
= 1

4
,
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jdoucích sn a sn+1 o velikosti alespo¬ ε. Posloupnost £áste£ných
sou£t· proto nem·ºe být cauchyovská a tedy ani konvergentní.

(2) Protoºe chceme dokazovat absolutní konvergenci, m·ºeme
rovnou p°edpokládat, ºe £leny °ady jsou reálná £ísla ai > 0. D·kaz
jsme pro speciální hodnotu q = 1/2 provedli p°i odvození hod-
noty ex pomocí °ady. Uvaºme nyní q < r < 1 pro n¥jaké reálné
r. Z existence limity podíl· dovodíme pro v²echna j v¥t²í neº do-
state£n¥ veliké N

aj+1 < r · aj ≤ r(j−N+1) aN .

To ale znamená, ºe £áste£né sou£ty sn jsou pro velká n > N shora
ohrani£eny sou£ty

sn <

N∑
j=0

aj + aN
n−N∑
j=0

rj =
N∑
j=0

aj + 1− rn−N+1

1− r .

Protoºe 0 < r < 1, je mnoºina v²ech £áste£ných sou£t· shora
ohrani£ená rostoucí posloupnost, a proto je její limitou její supre-
mum.

P°i hodnot¥ q > r > 1 pouºijeme obdobný postup, ale z exis-
tence limity podílu q hned na za£átku odvodíme

aj+1 > r · aj ≥ r(j−N+1) aN > 0.

To ale znamená, ºe absolutní hodnoty velikostí jednotlivých £len·
°ady nejdou k nule, a proto tato °ada nem·ºe konvergovat podle jiº
dokázané £ásti v¥ty.

(3) D·kaz je zde velmi podobný p°edchozímu p°ípadu. Z exis-
tence limity q < 1 vyplývá, ºe pro kaºdé q < r < 1 existuje
N takové, ºe pro v²echny n > N platí n

√|an| < r. Umocn¥ním
pak dostáváme |an| < rn , takºe jsme op¥t v situaci, kdy srovná-
váme s geometrickou °adou. D·kaz se proto dokon£í stejn¥ jako
v p°ípad¥ podílového testu. □

V d·kazu druhého i t°etího tvrzení jsme vyuºívali slab²ího tvr-
zení, neº je existence limity. Pot°ebovali jsme pro studované po-
sloupnosti nezáporných výraz· pouze tvrzení, ºe od ur£itého in-
dexu uº budou v¥t²í nebo men²í neº dané £íslo.

K takovému odhadu nám ale posta£í pro danou posloupnost
bn uvaºovat s kaºdým indexem n supremum hodnot £len· s indexy
vy²²ími. Tato suprema vºdy existují a budou tvo°it nerostoucí po-
sloupnost. Její in�mum pak ozna£ujeme jako limes superior dané
posloupnosti a zna£íme

lim sup
n→∞

bn.

Výhodou je, ºe limes superior vºdy existuje, m·ºeme proto
p°edchozí výsledek (aniº bychom m¥nili d·kaz) p°eformulovat
v siln¥j²í podob¥:

D·sledek. Nech´ S =∑∞
n=0 an je nekone£ná °ada reálných nebo

komplexních £ísel.

(1) Je-li

q = lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ,
pak °ada S konverguje absolutn¥ p°i q < 1 a nekonverguje
p°i q > 1. P°i q = 1 m·ºe °ada konvergovat ale nemusí.

(2) Je-li
q = lim sup

n→∞
n
√|an|,

pak p°i q < 1 °ada konverguje absolutn¥, zatímco p°i q > 1
diverguje. Je-li q = 1, m·ºe konvergovat i divergovat.
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resp. obecný odhad

1
(2n)2

+ · · · + 1
(2n+1 − 1)2

< 2n · 1
(2n)2

= 1
2n
, n ∈ N.

Odsud (porovnáním £len· obou °ad) dostáváme zadanou nerovnost,

z níº mj. plyne absolutní konvergence °ady
∑∞

n=1
1
n2 . Je²t¥ up°esn¥me,

ºe je
∞∑
n=1

1
n2
= π2

6
< 2 =

∞∑
n=0

1
2n

. □

5.104. Vy²et°ete konvergenci °ady
∞∑
n=1

ln
n+ 1
n

.

�e²ení. Pokusme se uvedenou °adu se£íst. Platí
∞∑
n=1

ln
n+ 1
n
= lim

n→∞

(
ln

2
1
+ ln

3
2
+ ln

4
3
+ · · · + ln

n+ 1
n

)
=

= lim
n→∞ ln

2 · 3 · 4 · · · (n+ 1)
1 · 2 · 3 · · · n = lim

n→∞ ln (n+ 1) = +∞.
�ada tudíº diverguje k +∞. □

5.105. Prokaºte, ºe °ady
∞∑
n=0

arctg
n2 + 2n+ 3

√
n+ 4

n+ 1
;

∞∑
n=1

3n + 1
n3 + n2 − n

nekonvergují.

�e²ení. Protoºe

lim
n→∞ arctg

n2 + 2n+ 3
√
n+ 4

n+ 1
= lim

n→∞ arctg
n2

n
= π

2
a

lim
n→∞

3n + 1
n3 + n2 − n = lim

n→∞
3n

n3
= +∞,

není spln¥na nutná podmínka konvergence lim
n→∞ an = 0 °ady

∑∞
n=n0

an.

□

5.106. Zjist¥te, zda °ada

(a)
∞∑
n=0

1
(n+1)·3n ;

(b)
∞∑
n=1

n2+1
n3 ;

(c)
∞∑
n=1

1
n−ln n

konverguje.

�e²ení. V²echny t°i uvedené °ady mají nezáporné £leny, a tak mohou

v jednotlivých variantách nastat jen dv¥ moºnosti � sou£et je kone£ný,

sou£et je roven +∞. Platí

(a)
∞∑
n=0

1
(n+1)·3n ≤

∞∑
n=0

( 1
3

)n = 1
1− 1

3
< +∞;

(b)
∞∑
n=1

n2+1
n3 ≥

∞∑
n=1

n2

n3 =
∞∑
n=1

1
n
= +∞;
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5.48. Alternující °ady. Podmínka an → 0 je nutnou, ale nikoliv
dostate£nou podmínkou konverce °ady

∑∞
n=1 an. Platí ale naásle-

dující tzv. Leibnizovo kritérium konvergence:
�adu

∑∞
n=1(−1)nan, kde an je neklesající posloupnost klad-

ných reálných £ásel, nazýváme alternující °adou.

V¥ta. Alternující °ada je konvergentní, práv¥ kdyº platí
limn→∞ an = 0. Její sou£et a se li²í od £áste£ného sou£tu
s2k o nejvý²e a2k+1.

D·kaz. P°ímo z de�ni£ních vlastností dostáváme pro
£áste£né sou£ty sk alternující °ady

s2(k+1)+1 = s2k+1 − a2k+2 + a2k+3 ≤ s2k+1

s2(k+1) = s2k + a2k+1 − a2k+2 ≥ s2k
s2k+1 − s2k = a2k+1 → 0
s2 ≤ s2k ≤ s2k+1 ≤ s1.

Z posledního °ádku vyplývá, ºe posloupnost lichých £áste£ných
sou£t· konverguje ke svému in�mu, zatímco posloupnost sudých
£áste£ných sou£t· ke svému supremu. P°edchozí °ádek ale
zaru£uje, ºe tyto limity musí být stejné.

Zárove¬ vidíme, ºe sou£et a na²í °ady je vºdy men²í neº s2k+1
a v¥t²í neº s2k . Tyto £áste£né sou£ty se proto nemohou li²it od li-
mity o více neº a2k+1. □

5.49. Mocninné °ady. Jestliºe máme místo posloupnosti £ísel an
k dispozici posloupnost funkcí fn(x) se stej-
ným de�ni£ním oborem A, m·ºeme bod po
bodu pouºít de�nici sou£tu £íselné °ady a do-
stáváme pojem sou£tu °ady funkcí

S(x) =
∞∑
n=0

fn(x).

Konvergence mocninné °ady

Mocninná °ada je dána výrazem

S(x) =
∞∑
n=0

anx
n .

�ekneme, ºe S(x) má polom¥r konvergence ρ ≥ 0, jestliºe S(x)
konverguje pro kaºdé x spl¬ující |x| < ρ a nekonverguje p°i
|x| > ρ.

5.50. Vlastnosti mocninných °ad. A£koliv na podstatnou £ást
d·kazu následující v¥ty si budeme muset po£kat aº na konec
p°í²tí kapitoly, zformulujeme si základní vlastnosti mocninných °ad
hned:

Absolutní konvergence a derivování

V¥ta. Nech´ S(x) = ∑∞
n=0 anx

n je mocninná °ada a existuje li-
mita

r = lim
n→∞

n
√|an|.

Pak je polom¥r konvergence °ady S roven ρ = r−1 . kdyº r > 0,
ρ = ∞ pro r = 0, a ρ = 0, kdyº r = ∞.

Mocninná °ada S(x) konverguje na na celém svém intervalu
konvergence absolutn¥ a je na n¥m spojitá (v£etn¥ krajních bod·,
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(c)
∞∑
n=1

1
n−ln n ≥

∞∑
n=1

1
n
= +∞.

Odtud plyne, ºe °ada (a) konverguje; (b) diverguje k+∞; (c) diverguje

k +∞. □

5.107. Ukaºte, ºe tzv. harmonická °ada

∞∑
n=1

1
n

diverguje.

�e²ení. Pro libovolné p°irozené k je sou£et prvních 2k £len· °ady v¥t²í
neº k/2:

1+ 1
2︸ ︷︷ ︸

> 1
2

+ 1
3
+ 1

4︸ ︷︷ ︸
> 1

4 + 1
4 = 1

2

+ 1
5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8︸ ︷︷ ︸
> 1

8 + 1
8 + 1

8 + 1
8 = 1

2

+ . . . ,

sou£et £len· od 2l + 1 do 2l+1 je totiº vºdy v¥t²í neº 2l-krát (jejich
po£et) £íslo 1/2l (nejmen²í z nich), coº je dohromady 1/2.

Divergenci této °ady m·ºeme také ov¥°it integrálním kriteriem

konvergence °ad, viz 6.36 □
Dal²í zajímavé p°íklady k £íselným °adám naleznete na stran¥ 311.

I. Mocninné °ady

V p°edchozí podkapitole jsme zkoumali, jestli lze p°i°adit smysl

sou£tu nekone£n¥ mnoha £ísel. Nyní se budeme zajímat o to, jaký

m·ºe mít význam sou£et nekone£n¥ mnoha funkcí.

5.108. Ur£ete polom¥r konvergence následujících mocninných °ad:

i)
∞∑
n=1

2n

n
xn ,

ii)
∞∑
n=1

1
(1+i)n x

n .

�e²ení. (i) Podle 5.50 je

r = 1

lim sup
n→∞

∣∣∣ an+1
an

∣∣∣ = 1
2
.

Danámocninná °ada tedy konverguje pro reálná x ∈ (− 1
2 ,

1
2), p°ípadn¥

pro komplexní |x| < 1
2 . V²imn¥me si, ºe °ada je divergentní pro x = 1

2

(jde o harmonickou °adu) a naopak konverguje pro x = − 1
2 (alter-

nující harmonická °ada). Rozhodnout o konvergenci pro libovolné x

leºící v komplexní rovin¥ na kruºnici o polom¥ru 1
2 je t¥º²í otázka a

p°esahuje rámec na²eho kurzu.

(ii) r = lim supn→∞
∣∣∣ n

√
1

(1+i)n
∣∣∣ = lim supn→∞

∣∣ 1
1+i
∣∣ = √

2
2 . □
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pokud v nich konverguje také) a na tomto intervalu existuje její
derivace

S′ (x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 .

D·kaz. Pro ov¥°ení absolutní konvergence °ady m·ºeme pro
kaºdou pevnou hodnotu x pouºít odmocninový test z v¥ty 5.47(3).
Po£ítáme p°itom

lim
n→∞

n
√|anxn | = rx

a °ada konverguje absolutn¥, resp. nekonverguje, jestliºe je tato li-
mita r·zná od 1. Odtud plyne, ºe skute£n¥ konverguje pro |x| < ρ

a diverguje pro |x| > ρ.
Tvrzení o spojitosti a derivaci dokáºeme pozd¥ji v obecn¥j²ím

kontextu, viz 6.43�6.45. □

V²imn¥me si také, ºe m·ºeme p°i d·kazu konvergence pouºít
siln¥j²í variantu odmocninového testu a tedy lze polom¥r konver-
gence r pro kaºdou mocninnou °adu p°ímo zadat vztahem

r−1 = lim sup
n→∞

n
√|an|.

5.51. Poznámky. Pokud koe�cienty °ady velmi rychle rostou,
nap°. an = nn, pak je r = ∞, tj. polom¥r kon-
vergence je nula. Skute£n¥ taková °ada pak kon-
verguje pouze v jediném bod¥ x = 0.

Podíváme se na p°íklady konvergence mocninných °ad

S(x) =
∞∑
n=0

xn , T (x) =
∞∑
n=1

1
n
xn

v£etn¥ krajních bod· p°íslu²ného intervalu.
První p°íklad je geometrická °ada, kterou jsme se zabývali jiº

d°íve, a její sou£et je pro v²echna x, |x| < 1,

S(x) = 1
1− x ,

zatímco |x| > 1 zaru£uje divergenci. Pro x = 1 dostáváme také
zjevn¥ divergentní °adu 1 + 1 + 1 + . . . s nekone£ným sou£tem,
p°i x = −1 jde o °adu 1−1+1− . . . , jejíº £áste£né sou£ty nemají
limitu v·bec, tj. °ada osciluje.

V¥ta 5.47(2) ukazuje, ºe polom¥r konvergence druhého
p°íkladu je také jedna, protoºe existuje

lim
n→∞

∣∣∣∣ 1
n+1x

n+1

1
n
xn

∣∣∣∣ = x lim
n→∞

∣∣∣∣ n

n+ 1

∣∣∣∣ = x.
Pro x = 1 tu dostaneme divergentní °adu 1 + 1

2 + 1
3 + . . . ,

protoºe umíme odhadnout £áste£né sou£ty tak, ºe vºdy postupn¥
pro k = 1, 2, 3, . . . , se£teme 2k−1 po sob¥ jdoucích £len·
1/2k−1, . . . , 1/

(
2k − 1

)
a nahradíme v²echny 2−k . Do spodního

odhadu tedy kaºdá taková £ást p°isp¥je 1/2 a odhad tedy roste nad
v²echny meze.

Naopak, °ada T (−1) = −1 + 1
2 − 1

3 + . . . konverguje
i kdyº samoz°ejm¥ nem·ºe konvergovat absolutn¥. Vyplývá to
z obecn¥j²ího platného tvrzení, které ukáºeme aº v p°í²tí kapitole.
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5.109. Ur£ete polom¥r konvergence r mocninné °ady

(a)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n·8n xn ;

(b)
∞∑
n=1

(−4n)n xn ;

(c)
∞∑
n=1

(
1+ 1

n

)n2

xn ;

(d)
∞∑
n=1

n5

(2+(−1)n)n x
n .

�e²ení. Platí

(a) lim
n→∞

n
√| an | = lim

n→∞
1

n
√
n·8 = 1

8 ;
(b) lim

n→∞
n
√| an | = lim

n→∞ 4n = +∞;
(c) lim

n→∞
n
√| an | = lim

n→∞
(
1+ 1

n

)n = e;
(d) lim sup

n→∞
n
√| an | = lim sup

n→∞

n√
n5

2+(−1)n = lim sup
n→∞

(
n

√
n

)5

2+(−1)n = 1.

Proto je polom¥r konvergence (a) r = 8, (b) r = 0, (c) r = 1/e, (d)
r = 1. □

5.110. Stanovte polom¥r konvergence r mocninné °ady

∞∑
n=1

ein
3
√
n3 + n · 3n

3
√
n4 + 2n3 + 1 · πn (x − 2)n.

�e²ení. Polom¥r konvergence libovolné mocninné °ady se nezm¥ní,

pokud posuneme její st°ed nebo nahradíme koe�cienty £len· tak, ºe se

nezm¥ní jejich absolutní hodnota. Ur£eme tedy polom¥r konvergence

°ady
∞∑
n=1

3
√
n3 + n · 3n

3
√
n4 + 2n3 + 1 · πn x

n .

Protoºe

lim
n→∞

n
√
na =

(
lim
n→∞

n
√
n
)a = 1 pro a > 0,

m·ºeme dále p°ejít k °ad¥

∞∑
n=1

3n

πn
xn

se stejným polom¥rem konvergence r = π/3. □

5.111. Napi²te mocninnou °adu se st°edem v po£átku, jejíº sou£et je

na intervalu (−3, 3) funkce

1
x2 − x − 12

.

�e²ení. Nebo´

1
x2 − x − 12

= 1
(x − 4)(x + 3)

= 1
7

(
1

x − 4
− 1
x + 3

)
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5.52. Goniometrické funkce. S mocninnými °adami nám
do na²eho spole£enství funkcí p°ibyla spousta nových
p°íklad· hladkých funkcí, tj. funkcí libovoln¥ krát diferen-
covatelných na celém svém de�ni£ním oboru. Podobn¥
jako polynomy mají v²echny tyto p°ír·stky do zv¥°ince

navíc vlastnost, ºe jsou ve skute£nosti zadány vztahem, který
de�nuje funkci C→ C.

Skute£n¥, na²e úvahy o absolutní konvergenci jsou bezezbytku
platné i pro komplexní £íselné °ady. Proto mocninné °ady budou,
po dosazeni komplexních £ísel za x, na celém kruhu v komplexní
rovin¥ se st°edem v po£átku a polom¥rem r p°edstavovat konver-
gentní £íselné °ady komplexních £ísel.

Pohrajme si chvíli s nejvýznamn¥j²ím p°íkladem, exponenci-
álou

ex = 1+ x + 1
2
x2 + · · · + 1

n!
xn + . . . .

Tato mocninná °ada má polom¥r konvergence nekone£ný
a dob°e proto de�nuje hladkou funkci pro v²echna komplexní £ísla
x. Její hodnoty jsou limitami hodnot (komplexních) polynom·
s reálnými koe�cienty a kaºdý polynom je zcela ur£ený kone£n¥
mnoha svými hodnotami. Zejména tedy jsou hodnoty mocninných
°ad i v komplexním oboru zcela ur£eny jejich hodnotami na
reálných argumentech x. Proto i pro komplexní exponenciálu musí
platit i obvyklé vztahy, které jsme pro reálné hodnoty prom¥nné x
jiº odvodili. Zejména tedy platí

ex+y = ex · ey,
viz vztah (5.5) a v¥ta 5.46(3). Dosa¤me si hodnoty x = i · t, kde
i ∈ C je imaginární jednotka, t ∈ R libovolné.

eit = 1+ it − 1
2
t2 − i 1

3!
t3 + 1

4!
t4 + i 1

5!
t5 − . . .

a zjevn¥ tedy je komplexn¥ konjugované £íslo k z = eit £íslo
z̄ = e−it . Proto

|z|2 = z · z̄ = eit · e−it = e0 = 1

a v²echny hodnoty z = eit leºí na jednotkové kruºnici v komplexní
rovin¥.

Reálné a imaginární sloºky bod· na jednotkové kruºnici jsme
popisovali pomocí goniometrických funkcí cos θ a sin θ , kde θ je
pat°i£ný úhel.

Derivací parametrického popisu bod· kruºnice, t 7→ eit do-
stáváme vektory �rychlostí�, které budou dány výrazem (pokud
zatím nev¥°íme derivování mocninných °ad £len po £lenu, lze také
zderivovat zvlá²´ reálnou a imaginární sloºku) t 7→ (

eit )′ = i · eit
a jejich velikost proto také bude po°ád jednotková. Odtud lze tu²it,
ºe celou kruºnici ob¥hneme po dosaºení hodnoty parametru rov-
ného délce oblouku, tj. 2π (k po°ádné de�nici délky k°ivky bu-
deme pot°ebovat integrální po£et, pak toto tvrzení ov¥°íme). Tímto
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a

1
x − 4

= −
1
4

1− x
4

= −1
4

(
1+ x

4
+ x

2

42
+ · · · + x

n

4n
+ · · ·

)
,

1
x + 3

=
1
3

1− (− x
3

) = 1
3

(
1− x

3
+ x

2

32
+ · · · + (−x)

n

3n
+ · · ·

)
,

dostáváme
1

x2 − x − 12
= − 1

28

∞∑
n=0

xn

4n
− 1

21

∞∑
n=0

(−x)n
3n
=

=
∞∑
n=0

(
(−1)n+1

21 · 3n −
1

28 · 4n
)
xn . □

5.112. Nalezn¥te p°ibliºnou hodnotu £ísla sin 1◦ s chybou ost°e

men²í neº 10−10.

�e²ení. Víme, ºe je

sin x = x− 1
3!
x3+ 1

5!
x5− 1

7!
x7+· · · =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 , x ∈ R.

Dosadíme-li x = π/180, pak £áste£né sou£ty °ady vpravo budou apro-
ximacemi sin 1◦. Zbývá ur£it po£et £len·, které je t°eba se£íst, aby

chyba byla prokazateln¥ men²í neº 10−10. �íselná °ada

π

180
− 1

3!

( π

180

)3 + 1
5!

( π

180

)5 − 1
7!

( π

180

)7 + · · · =

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

( π

180

)2n+1

je alternující s vlastností, ºe posloupnost absolutních hodnot jejích

£len· je klesající. Pokud libovolnou takovou konvergentní °adu na-

hradíme jejím £áste£ným sou£tem, chyba, jíº se tím dopustíme, bude

men²í neº absolutní hodnota prvního £lenu uvaºované °ady nezahrnu-

tého do £áste£ného sou£tu. (D·kaz tohoto tvrzení uvád¥t nebudeme.)

Chyba aproximace

sin 1◦ ≈ π

180
− π3

1803 · 3!
je tak men²í neº

π5

1805 · 5!
< 10−10.

□

5.113. Ur£ete polom¥r konvergence r mocninné °ady
∞∑
n=0

22n·n!
(2n)! x

n . ⃝

5.114. Stanovte polom¥r konvergence pro
∑∞

n=1 2
√
n xn . ⃝

5.115. Bez po£ítání uve¤te polom¥r konvergence mocninné °ady
∞∑
n=1

5
n·3n−1 x

n−1 . ⃝
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postupem m·ºeme de�novat tzv. Ludolfovo £íslo7 π � je to délka
poloviny jednotkové kruºnice v euklidovském R2.

M·ºeme se ale nyní aspo¬ £áste£n¥ ujistit pohledem na
nejmen²í kladné ko°eny reálné £ásti £áste£ných sou£t· na²í °ady,
tj. p°íslu²ných polynom·. Jiº p°i °ádu deset nám vyjde £íslo
π p°esn¥ na 5 desetinných míst.

Dostáváme tedy p°ímou de�nici goniometrických funkcí po-
mocí mocninných °ad:

cos t = re eit = 1− 1
2
t2 + 1

4!
t4 − 1

6!
t6 + . . .

· · · + (−1)k
1

(2k)!
t2k + . . . ,

sin t = im eit = t − 1
3!
t3 + 1

5!
t5 − 1

7!
t7 + . . .

· · · + (−1)k
1

(2k + 1)!
t2k+1 + . . . .

Ilustraci konvergence °ady pro funkci cos je vid¥t na dal²ím
obrázku. Jde o graf p°íslu²ného polynomu stupn¥ 68. P°i postup-
ném vykreslení £áste£ných sou£t· je vid¥t, ºe aproximace v okolí
nuly je velice dobrá a prakticky beze zm¥n. S rostoucím °ádem se
pak zlep²uje i dále od po£átku.

y

t~

1,5

30

1

0,5

20
0

-0,5

10

-1

-1,5

0-10-20-30

P°ímo z de�nice vyplývá známý vztah

eit e−it = sin2 t + cos2 t = 1

a také z derivace (eit )′ = i eit vidíme, ºe

(sin t)′ = cos t, (cos t)′ = − sin t.

Tento výsledek lze samoz°ejm¥ ov¥°it p°ímo derivací na²ich °ad
£len po £lenu.

Ozna£me t0 nejmen²í kladné £íslo, pro které je e−it0 = − eit0 ,
tj. první kladný nulový bod funkce cos t. Podle na²í de�nice Lu-
dolfova £ísla je t0 = 1

2π .

7�íslo udávající pom¥r mezi pr·m¥rem a obvodem pouºívali uº Babylo¬ané
a �ekové ve starov¥ku. Ozna£ení Ludolfovo £íslo je odvozeno od jména n¥meckého
matematika Ludolfa van Ceulena, který Archimedovým postupem aproximace po-
mocí pravidelných mnohoúhelník· spo£etl π na 35 platných desetinných míst jiº
v 16. století.
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5.116. Nalezn¥te obor konvergence mocninné °ady
∞∑
n=1

√
n+1

3
√

n
xn . ⃝

5.117. Ur£ete, pro jaká x ∈ R °ada
∞∑
n=1

(−3)n√
n4+2n3+111

(x − 2)n

konverguje. ⃝
5.118. Je pro libovolnou posloupnost reálných £ísel {an}∞n=0 polom¥r

konvergence mocninných °ad
∞∑
n=0

an x
n ,

∞∑
n=1

an−1
n
xn

stejný? ⃝
5.119. Rozhodn¥te o platnosti implikací:

(a) Pokud existuje vlastní limita lim
n→∞

3n
√
a2
n, pak mocninná °ada

∞∑
n=1

an(x − x0)
n

konverguje absolutn¥ alespo¬ ve dvou r·zných bodech x.

(b) Z neabsolutní konvergence °ad
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn plyne, ºe

rovn¥º °ada
∑∞

n=1(6an − 5bn) konverguje.
(c) Jestliºe pro £íselnou °adu

∑∞
n=0 an je

lim
n→∞ a

2
n = 0,

pak tato °ada konverguje.

(d) Pokud °ada
∑∞

n=1 a
2
n konverguje, potom °ada

∞∑
n=1

an
n

konverguje absolutn¥.

⃝
5.120. Ur£ete cos π

10 s chybou men²í neº 10−5. ⃝
5.121. Pro konvergentní °adu

∞∑
n=0

(−1)n√
n+100

odhadn¥te chybu aproximace jejího sou£tu £áste£ným sou£tem s9 999.

⃝
5.122. Funkci y = ex de�novanou na celé reálné p°ímce vyjád°ete

jako nekone£ný polynom se £leny tvaru an(x − 1)n a funkci y = 2x

de�novanou na R vyjád°ete jako nekone£ný polynom se £leny anxn .

⃝
5.123. Nalezn¥te funkci f , k níº pro x ∈ R konverguje posloupnost

funkcí

fn(x) = n2x3

n2x2+1 , n ∈ N.
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Pak £tverec této hodnoty je ei2t0 = e−i2t0 = (e−it0)2 a jde tedy
o nulový bod funkce sin t. Samoz°ejm¥ p°itom platí pro libovolné
t

ei(4kt0+t) = (eit0)4k · eit = 1 · eit .
Jsou tedy ob¥ goniometrické funkce sin a cos periodické s periodou
2π . Z na²ich de�nic je p°itom vid¥t, ºe je to nejmen²í jejich peri-
oda. Sou£asn¥ je vid¥t, ºe v komplexním oboru je exponenciální
funkce periodická s periodou 2πi, nebo´ ez+2πi = ez · e2πi = ez.

Nyní m·ºeme snadno odvodit v²echny obvyklé vztahy mezi
goniometrickými funkcemi. Uvedeme na ukázku n¥kolik z nich.
Nejprve si v²imn¥me, ºe de�nice vlastn¥ °íká

cos t = 1
2
(eit + e−it ),(5.12)

sin t = 1
2i
(eit − e−it ).(5.13)

Sou£in t¥chto funkcí jde tedy vyjád°it jako

sin t cos t = 1
4i

(
eit − e−it) (eit + e−it) =

= 1
4i

(
ei2t − e−i2t) = 1

2
sin 2t.

Dále m·ºeme vyuºít na²i znalost derivací:

cos 2t =
(

1
2

sin 2t
) ′
= (sin t cos t)′ = cos2 t − sin2 t.

Vlastnosti dal²ích goniometrických funkcí

tg t = sin t
cos t

, cotg t = (tg t)−1

se snadno odvodí z jejich de�nice a pravidel pro derivování. Grafy
funkcí sinus, cosinus, tangens a cotangens jsou na obrázcích:

1

x

0,5

0
10-5

-0,5

5

-1

0-10

x

3210-1-2

y

-3

10

5

0

-5

-10

Cyklometrické funkce jsou inverzní ke goniometrickým. Pro-
toºe jsou goniometrické funkce v²echny periodické s periodou 2π ,
jsou jejich inverze de�nované vºdy jen v rámci jedné periody a to
je²t¥ jen na £ásti, kdy je daná funkce bu¤ rostoucí nebo klesající.
Jsou to funkce

arcsin = sin−1

s de�ni£ním oborem [−1, 1] a oborem hodnot [−π/2, π/2]. Dále

arccos = cos−1

s de�ni£ním oborem [−1, 1] a oborem hodnot [0, π ], viz obrázek
vlevo.
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Je tato konvergence stejnom¥rná na R? ⃝
5.124. Konverguje °ada

∞∑
n=1

n x

n4+x2 , kde x ∈ R,

stejnom¥rn¥ na celé reálné ose? ⃝
5.125. Odhadn¥te

(a) kosinus deseti stup¬· s p°esností alespo¬ 10−5;

(b) ur£itý integrál
∫ 1/2

0
dx

x4+1 s p°esností alespo¬ 10−3.

⃝
5.126. Ur£ete mocninný rozvoj se st°edem v bod¥ x0 = 0 funkce

f (x) =
x∫
0
et

2
dt, x ∈ R . ⃝

5.127. Uºitím integrálního kritéria nalezn¥te hodnoty a > 0, pro které
°ada

∞∑
n=1

1
na

konverguje. ⃝
5.128. Ur£ete, pro která x ∈ R konverguje °ada∑∞

i=1
1

2n·n·ln(n)x
3n . ⃝

5.129. Ur£ete v²echna x ∈ R, pro která konverguje mocninná °ada
∞∑
i=1

x2n

n2 . ⃝
5.130. Pro jaká x ∈ R °ada

∞∑
n=1

ln(n!)
nx

konverguje? ⃝
5.131. Rozhodn¥te, zda °ada

∞∑
n=1

(−1)n−1tg 1
n
√
n

konverguje absolutn¥, p°íp. relativn¥, nebo zda diverguje k+∞, resp.

k −∞, £i nic z toho (°íkáme, ºe osciluje). ⃝
5.132. Stanovte sou£et £íselné °ady

∞∑
n=1

1
n·3n

pomocí sou£tu vhodné mocninné °ady. ⃝
5.133. Pro x ∈ (−1, 1) se£t¥te

x − 4x2 + 9x3 − 16x4 + · · · . ⃝
5.134. Je-li | x | < 1, ur£ete sou£et °ady

(a)
∞∑
n=1

1
2n−1 x

2n−1 ;

(b)
∞∑
n=1

n2xn−1 .
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Zbývají je²t¥ funkce (zobrazené na obrázku vpravo)

arctg = tg−1

s de�ni£ním oborem R a oborem hodnot (−π/2, π/2) a kone£n¥
arccotg = cotg−1

s de�ni£ním oborem R a oborem hodnot (0, π).
Velice £asto se také vyuºívají tzv. hyperbolické funkce

sinh x = 1
2

(
ex − e−x) , cosh x = 1

2

(
ex + e−x) .

Název nazna£uje, ºe by funkce mohly mít n¥co spole£ného s hy-
perbolou. P°ímý výpo£et dává (druhé mocniny se v roznásobených
dvoj£lenech v²echny ode£tou a z·stanou smí²ené £leny)

(cosh x)2 − (sinh x)2 = 2
1
2

(
ex e−x) = 1.

Body [cosh t, sinh t] ∈ R2 tedy skute£n¥ parametricky popisují
hyperbolu v rovin¥ (viz 4.31). Pro hyperbolické funkce lze snadno
odvodit podobné identity jako pro funkce goniometrické. Mimo
jiné je p°ímo z de�nice snadno vid¥t (dosazením do vztah· (5.12)
a (5.13))

cosh x = cos(ix), i sinh x = sin(ix)

(cosh)′(x) = sinh(x), (sinh)′(x) = cosh(x).

5.53. Poznámky. (1) Jestliºe mocninnou °adu S(x) vyjád°íme
s posunutou hodnotou prom¥nné x o konstantní posuv
x0, dostaneme funkci T (x) = S(x − x0). Jestliºe je
ρ polom¥r konvergence S, bude T dob°e de�novaná
na intervalu (x0 − ρ, x0 + ρ). �íkáme, ºe T je moc-

ninná °ada se st°edem v x0.
Mocninné °ady proto m·ºeme p°ímo de�novat takto:

S(x) =
∞∑
n=0

an(x − x0)
n,

kde x0 je libovolné pevn¥ zvolené reálné £íslo. V²echny na²e p°ed-
chozí úvahy jsou po°ád platné, jen je t°eba mít na pam¥ti, ºe se
vztahují k bodu x0. Zejména tedy taková °ada konverguje na inter-
valu (x0 − ρ, x0 + ρ), kde ρ je její polom¥r konvergence.

Dále platí, ºe má-li mocninná °ada y = T (x) hodnoty v inter-
valu, kde je dob°e de�nována °ada S(y), potom i hodnoty funkce
S ◦ T jsou vyjád°eny mocninnou °adou, kterou dostaneme formál-
ním dosazením y = T (x) za y do S(y).

(2) Jakmile máme k dispozici mocninné °ady s obecným
st°edem, lze docela p°ímo£a°e po£ítat koe�cienty mocninných °ad
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⃝
5.135. Spo£t¥te

∞∑
n=1

2n−1
(−2)n−1

pomocí sou£tu mocninné °ady
∞∑
n=0

(−1)n (2n+ 1) x2n

pro jisté x ∈ (−1, 1). ⃝
5.136. Pro x ∈ R se£t¥te °adu∞∑

n=0

1
2n·n! x

3n+1 . ⃝

J. P°ír·stky do ZOO

5.137. Stanovte maximální podmnoºinu R, kde m·ºe být funkce

y = arctg
(
x21 + sin x

) · ecos
( 5√x−21+cos x

)+x−256x3 − 11
2+ x252

de�nována. ⃝
5.138. Napi²te maximální de�ni£ní obor funkce

y = arccos (ln x)√
x2−1

. ⃝
5.139. Uve¤te de�ni£ní obor, obor hodnot a inverzní funkci funkce

y = x−1
2−3x . ⃝

5.140. Je funkce

(a) y = cos x
x3 ;

(b) y = cos x
x3 + 1;

(c) y = cos x
x4 ;

(d) y = cos x
x4 + 1;

(e) y = sin x + tg x
2 ;

(f) y = ln 1+x
1−x ;

(g) y = sinh x = ex−e−x

2 ;
(h) y = cosh x = ex+e−x

2

s maximálním de�ni£ním oborem lichá? ⃝
5.141. Je funkce

(a) y = cos x
x3 ;

(b) y = cos x
x3 + 1;

(c) y = cos x
x4 ;

(d) y = cos x
x4 + 1;

(e) y = sin x + tg x
2 ;

(f) y = ln 1+x
1−x ;

(g) y = sinh x = ex−e−x

2 ;
(h) y = cosh x = ex+e−x

2
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zadávajících inverzní funkce. Nebudeme zde uvád¥t seznam for-
mulí, snadno se k nim dostaneme nap°íklad v Maplu procedurou
�series�. Pro ilustraci se podívejme alespo¬ na dva p°íklady:

Vid¥li jsme, ºe

ex = 1+ x + 1
2
x2 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + . . . .

Protoºe je e0 = 1, budeme hledat pro inverzní funkci ln x mocnin-
nou °adu se st°edem v x = 1, tj.

ln x = a0+a1(x−1)+a2(x−1)2+a3(x−1)3+a4(x−1)4+. . . .
Vyuºijeme tedy rovnosti x = eln x = ln(ex) a p°eskupením koe�-
cient· podle mocnin x po dosazení p°íslu²ných °ad dostaneme:

x = a0 + a1

(
x + 1

2
x2 + 1

6
x3 + 1

24
x4 + . . .

)
+

+ a2

(
x + 1

2
x2 + . . .

)2

+ a3

(
x + 1

2
x2 + . . .

)3

+ · · · =

= a0 + a1x +
(

1
2
a1 + a2

)
x2 +

(
1
6
a1 + a2 + a3

)
x3+

+
(

1
24
a1 +

(
1
4
+ 2

6

)
a2 + 3

2
a3 + a4

)
x4 + . . . .

Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin nalevo a napravo

a0 = 0, a1 = 1, a2 = −1
2
, a3 = 1

3
, a4 = −1

4
, . . . ,

coº skute£n¥ odpovídá platnému výrazu (ov¥°íme pozd¥ji):

ln x =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(x − 1)n.

Podobn¥ si m·ºeme pohrát s °adou

sin t = t − 1
3!
t3 + 1

5!
t5 − 1

7!
t7 + . . .

a zatím neznámou °adou pro její inverzi (v²imn¥me si, ºe po£ítáme
op¥t se st°edem v nule, protoºe je sin 0 = 0)

arcsin t = a0 + a1t + a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + . . . .

Op¥t dosazením dostáváme

t = a0 + a1

(
t − 1

3!
t3 + 1

5!
t5 + . . .

)
+

+ a2

(
t − 1

3!
t3 + 1

5!
t5 + . . .

)2

+ · · · =

= a0 + a1t + a2t
2 +

(
−1

6
a1 + a3

)
t3+

+
(
−2

6
a2 + a4

)
t4 +

(
1

120
a1 − 3

6
a3 + a5

)
t5 + . . . ,

a proto

arcsin t = t + 1
6
t3 + 3

40
t5 + . . . .

(3)V²imn¥me si také, ºe kdybychom p°edpokládali, ºe funkci
ex skute£n¥ m·ºeme napsat jako mocninnou °adu se st°edem
v nule a ºe se mocninné °ady derivují £len po £lenu, pak bychom
snadno obdrºeli diferen£ní rovnici pro koe�cienty an. Víme totiº
(xn+1 )′ = (n+1)xn , a proto z na²eho poºadavku, ºe exponenciála
má mít v kaºdém bod¥ derivaci rovnou své hodnot¥, vyplývá
an+1 = 1

n+1an a a0 = 1, odkud jiº dostáváme an = 1
n! .
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s maximálním de�ni£ním oborem sudá? ⃝

5.142. Rozhodn¥te, zda je funkce

(a) y = sin x · ln | x |;
(b) y = arccotg x;

(c) y = x8 − 5
√

3x6 + 3x2 − 6;
(d) y = cos (π − x) ;
(e) y = tg x+x

3+7 cos x

s maximálním de�ni£ním oborem lichá, sudá. ⃝

5.143. Je funkce

(a) y = ln (cos x) ;
(b) y = tg (3x) + 2 sin (6x)

s maximálním de�ni£ním oborem periodická? ⃝

5.144. Nakreslete grafy funkcí

f (x) = e| x |, x ∈ R; g(x) = ln | x |, x ∈ R∖ {0} . ⃝

5.145. Na£rtn¥te graf funkce

y = 2−| x |, x ∈ R . ⃝

5.146. Hyperbolickými funkcemi rozumíme

sinh x = ex − e−x

2
, x ∈ R; cosh x = ex + e−x

2
, x ∈ R;

tgh x = sinh x

cosh x
, x ∈ R; cotgh x = cosh x

sinh x
, x ∈ R∖ {0}.

Stanovte derivace t¥chto funkcí na jejich de�ni£ních oborech. ⃝

5.147. V libovolném bod¥ x ∈ R vypo£ítejte derivaci argumentu hy-

perbolického sinu, tj. derivaci inverzní funkce (zna£ené jako argsinh)

k funkci y = sinh x na R. ⃝
Poznámka. Inverzní funkce k hyperbolickým funkcím y = cosh x,

x ∈ [0,+∞), y = tgh x, x ∈ R a y = cotgh x,

x ∈ (−∞, 0)∪(0,+∞) se nazývají hyperbolometrické (°adíme k nim

rovn¥º y = argsinh x). Ozna£ují se po °ad¥ argcosh, argtgh, argcotgh

(£teme argument hyperbolického kosinu, argument hyperbolického

tangens, argument hyperbolického kotangens) a jsou de�novány

pro x ∈ [1,+∞), x ∈ (−1, 1), resp. x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).
Dodejme, ºe platí

(argcosh x)′ = 1√
x2−1

, x > 1,

(argtgh x)′ = 1
1−x2 , | x | < 1,

(argcotgh x)′ = 1
1−x2 , | x | > 1.



KAPITOLA 5. Z�ÍZENÍ ZOO FUNKCÍ

287

5.148. Se£t¥te:

2+ 1+ 2
2!
+ 1

3!
+ 2

4!
+ 1

5!
+ 2

6!
+ · · · .

�e²ení. Porovnáme-li tvar sou£tu s rozvojem funkcí sinh a cosh do

mocninných °ad, dostáváme výsledek

sinh(1)+ 2 cosh(1) . □
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K. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

5.149. Ur£ete polynom P(x) co nejmen²ího stupn¥ spl¬ující podmínky P(1) = 1, P(2) = 28,
P(0) = 2, P ′(0) = 1, P ′(1) = 9. ⃝
5.150. Ur£ete polynom P(x) co nejmen²ího stupn¥ spl¬ující podmínky P(0) = 0, P(1) = 4,
P(−1) = −2, P ′(0) = 1, P ′(1) = 7. ⃝
5.151. Ur£ete polynom P(x) co nejmen²ího stupn¥ spl¬ující podmínky P(0) = −1, P(1) = −1,
P ′(−1) = 10, P ′(0) = −1, P ′(1) = 6. ⃝
5.152. Z de�nice limity dokaºte, ºe je

lim
x→0

(
x3 − 2

) = −2.

⃝
5.153. Z de�nice limity ur£ete

lim
x→−1

(1+ x)2 − 3
2

,

tj. napi²te δ(ε)-p°edpis jako v minulém p°íkladu. ⃝
5.154. Ukaºte z de�nice limity, ºe

lim
x→−∞

3 (x − 2)4

2
= +∞.

⃝
5.155. Ur£ete ob¥ jednostranné limity

lim
x→0+

arctg
1
x
, lim

x→0−
arctg

1
x
.

Na základ¥ výsledku rozhodn¥te o existenci limity

lim
x→0

arctg
1
x
.

⃝
5.156. Existuje n¥která z limit

lim
x→0

sin x
x3

, lim
x→0

5x4 + 1
x

?

⃝
5.157. Vypo£t¥te limitu

lim
x→0

tg x − sin x
sin3 x

.

⃝
5.158. Ur£ete

lim
x→π/6

2 sin3 x + 7 sin2 x + 2 sin x − 3
2 sin3 x + 3 sin2 x − 8 sin x + 3

.

⃝
5.159. Pro libovolné m, n ∈ N ur£ete

lim
x→1

xm − 1
xn − 1

.

⃝
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5.160. Ur£ete

lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

)
.

⃝
5.161. Stanovte

lim
x→+∞

(
x
√

1+ x2 − x2
)
.

⃝
5.162. Vypo£ítejte

lim
x→0

√
2−√1+ cos x

sin2 x
.

⃝
5.163. Ur£ete

lim
x→0

sin (4x)√
x + 1− 1

.

⃝
5.164. Spo£t¥te

lim
x→0−

√
1+ tg x −√1− tg x

sin x
.

⃝
5.165. Stanovte

lim
x→−∞

2x +√1+ x2 − x9 − 7x5 + 44x2

3x + 5
√

6x6 + x2 − 18x5 − 592x4
.

⃝
5.166. Nech´ limx→−∞ f (x) = 0. Je pravda, ºe limx→−∞(f (x) · g(x)) = 0 pro kaºdou rostoucí

funkci g : R→ R? ⃝
5.167. Ur£ete limitu

lim
n→∞

(
n

n+ 5

)2n−1

.

⃝
5.168. Spo£ítejte

lim
x→0−

sin x − x
x3

.

⃝
5.169. Pro x > e ur£ete znaménko derivace funkce

f (x) = arctg
ln x

−1+ ln x
.

⃝
5.170. Stanovte v²echna lokální maxima a minima funkce

y = x ln2 x

de�nované na intervalu (0,+∞). ⃝
5.171. Existuje a ∈ R, pro které má funkce y = ax + sin x v bod¥ x0 = 5π/4 absolutní minimum

na intervalu [0, 2π]? ⃝
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5.172. Nalezn¥te absolutní minimální hodnotu, jeº v n¥jakém bod¥ svého de�ni£ního oboru nabývá

funkce

y = e x − ln x, x > 0.

⃝
5.173. Ur£ete maximální hodnotu funkce

y = 3
√

3x e−x, x ∈ R.

⃝
5.174. Stanovte absolutní extrémy polynomu p(x) = x3 − 3x + 2 na intervalu [−3, 2]. ⃝
5.175. Nech´ je uraºená vzdálenost (v metrech) hmotného t¥lesa popsána funkcí

s(t) = −(t − 3)2 + 16, t ∈ [0, 7],

kde t je £as v sekundách. Stanovte

(a) po£áte£ní (tj. v £ase t = 0 s) rychlost t¥lesa;
(b) £as a polohu, ve kterých má t¥leso nulovou rychlost;

(c) rychlost a zrychlení t¥lesa v £ase t = 4 s.

Dopl¬me, ºe rychlost je derivace dráhy a zrychlení je derivace rychlosti. ⃝
5.176. Z de�nice derivace f ′ funkce f v bod¥ x0 spo£t¥te f ′ pro f (x) = √x v libovolném bod¥

x0 > 0. ⃝
5.177. Rozhodn¥te o existenci derivace funkce

f (x) = x arctg 1
x
, x ∈ R∖ {0}, f (0) = 0

v bod¥ x0 = 0. ⃝
5.178. Má funkce

y = sin

(
arctg

(∣∣ 12x21 + 11
∣∣ · ecos(x+2)−x3

−11− x12

))
+ sin(sin(sin(sin x))), x ∈ R

derivaci v bod¥ x0 = π3 + 3π? ⃝
5.179. Zjist¥te, jestli má funkce

f (x) = (x2 − 1
)

sin 1
x+1 , x ̸= −1 (x ∈ R), f (−1) = 0

derivaci v bod¥ x0 = −1. ⃝
5.180. Udejte p°íklad funkce f : R → R, která je spojitá na celé reálné ose, ale v bodech x1 = 5,
x2 = 9 nemá derivaci. ⃝
5.181. Uve¤te funkce f a g, které nemají derivaci v ºádném reálném bod¥, ale jejich kompozice f ◦g
má derivaci na celé reálné p°ímce. ⃝
5.182. Pomocí základních vzorc· spo£t¥te derivaci funkce

(a) y = (2− x2
)

cos x + 2x sin x, x ∈ R;
(b) y = sin (sin x) , x ∈ R;
(c) y = sin

(
ln
(
x3 + 2x

))
, x ∈ (0,+∞);

(d) y = 1+x−x2

1−x+x2 , x ∈ R .



291

KAPITOLA 5. Z�ÍZENÍ ZOO FUNKCÍ

⃝
5.183. Libovolným zp·sobem ur£ete derivaci funkce

(a) y =
√
x
√
x
√
x, x ∈ (0,+∞);

(b) y = ln
∣∣tg x

2

∣∣ , x ∈ R∖ {nπ; n ∈ Z}.

⃝
5.184. Napi²te derivaci funkce

y = sin (sin (sin x)) , x ∈ R.

⃝
5.185. Pro funkci

f (x) = arccos 1−x√
2
+ 3
√
x3

s nejv¥t²ímmoºným de�ni£ním oborem vypo£ítejte f ′ na maximální podmnoºin¥ reálných £ísel, kde

tato derivace existuje. ⃝
5.186. V libovolném bod¥ x /∈ {nπ; n ∈ Z} ur£ete první derivaci funkce y = 3

√
sin x. ⃝

5.187. Pro x ∈ R derivujte výraz

x
√

1+ x2 + ex
(
x2 − 2x + 2

)
.

⃝
5.188. Vy£íslete f ′(1), je-li

f (x) = (x − 1)(x − 2)2(x − 3)3, x ∈ R.

⃝
5.189. Stanovte derivaci funkce

y = 3
√

1+x3

1−x3 , | x | ̸= 1 (x ∈ R).

⃝
5.190. Derivujte (v reálné prom¥nné x)

x ln2
(
x +√1+ x2

)
− 2
√

1+ x2 ln
(
x +√1+ x2

)
+ 2x

v²ude, kde derivace existuje. Obdrºený výraz zjednodu²te. ⃝
5.191. Ur£ete f ′ na maximální mnoºin¥, jestliºe f (x) = logx e. ⃝
5.192. Vyjád°ete derivaci sou£inu £ty° funkcí[

f (x)g(x)h(x)k(x)
] ′

ve tvaru sou£tu sou£in· daných funkcí £i jejich derivací za p°edpokladu, ºe v²echny tyto funkce mají

derivaci. ⃝
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5.193. Uve¤te derivaci funkce

y = x3 (x + 1)2 3
√
x + 2

(x + 3)2

pro x > 0. ⃝
5.194. Vrtulník dálni£ní hlídky letí 3 km nad rovnou silnicí rychlostí 120 km/h. Pilot zam¥°í rada-

rem auto jedoucí proti sm¥ru letu vrtulníku a nam¥°í, ºe auto se p°i vzdu²né vzdálenosti 5 km od

vrtulníku k n¥mu p°ibliºuje rychlostí 160 km/h. Spo£ítejte rychlost auta (v·£i p°edm¥tu pohozenému

na vozovce).

�e²ení. Pro jednoduchost budeme v celém p°íkladu vynechávat fyzikální jednotky, a to kilometry

pro dráhu a hodiny pro £as (rychlost tedy bude v km/h). Pozici vrtulníku v £ase t vyjád°eme bodem

[y(t), 3] a auta potom bodem [x(t), 0]; tj. 1 jednotka na osách odpovídá 1 km a sou£asn¥ osy volíme

tak, aby �auto jelo po ose x�. Jako s(t) ozna£me vzdu²nou vzdálenost vrtulníku od auta a jako t0

ten £asový okamºik, ze kterého jsou údaje v zadání. Spo£t¥me rychlost auta vzhledem k p°edm¥tu

umíst¥nému do po£átku soustavy sou°adnic. M·ºeme p°edpokládat, ºe x(t) > y(t) > 0. Za tohoto
p°edpokladu je x′ (t) ≤ 0, y′ (t) ≥ 0 pro uvaºovaná t. Auto se totiº blíºí k bodu [0, 0] zprava � hodnota
x(t) se zmen²uje pro zv¥t²ující se t, a tudíº x′ (t) ≤ 0. Podobn¥ dostáváme y′ (t) ≥ 0 a také s′ (t) ≤ 0.
Je²t¥ dodejme, ºe nap°. y′ (t) udává, jak rychle se m¥ní funkce y v £ase t, tedy rychlost vrtulníku.

Víme, ºe je

s (t0) = 5, s′ (t0) = −160, y′ (t0) = 120

a ºe platí (s(t) je p°epona pravoúhlého trojúhelníku)

(5.1) (x(t)− y(t)) 2 + 32 = s2 (t).
Odtud plyne (x(t) > y(t) > 0)

(x (t0)− y (t0))2 + 32 = 52, tj. x (t0)− y (t0) = 4.

Derivováním identity (∥5.1∥) získáváme

2 (x(t)− y(t)) (x′ (t)− y′ (t)
) = 2s(t)s′ (t)

a následn¥ pro t = t0
2 · 4 (x′ (t0)− 120

) = 2 · 5 · (−160), tj. x′ (t0) = −80.

Vypo£ítali jsme, ºe auto se blíºí k p°edm¥tu na vozovce rychlostí 80 km/h. Sta£í si uv¥domit,

s jakými jednotkami jsme pracovali. To, ºe jsme jako výsledek obdrºeli zápornou hodnotu, je pak

zap°í£in¥no na²í volbou sou°adnicového umíst¥ní. □

5.195. Do rovnoramenného trojúhelníku o základn¥ z a vý²ce v (nad základnou) vepi²te obdélník

(jedna jeho strana bude £ástí základny trojúhelníku) s nejv¥t²ím obsahem. Stanovte obsah S tohoto

obdélníku.

�e²ení. Pro vy°e²ení p°íkladu posta£uje uvaºovat úlohu, kdy se snaºíme vepsat do pravoúhlého troj-

úhelníku s odv¥snami délek z/2 a v obdélník s maximálním moºným obsahem, p°i£emº dv¥ jeho

strany musí být £ástmi odv¥sen tohoto trojúhelníku. Úlohu takto p°evedeme na otázku maximalizace

funkce prom¥nné x (délka strany hledaného obdélníka):

f (x) = x (v − 2vx
z

)
na intervalu I = [0, z/2]. Nebo´ je

f ′(x) = v − 4vx
z

pro v²echna x ∈ I
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a dále

f (0) = f ( z2) = 0, f (x) ≥ 0, x ∈ I,
v jediném svém stacionárním bod¥ x0 = z/4 nutn¥ nabývá funkce f maxima na I . Proto jsou strany

hledaného obdélníku dlouhé z/2 (dvojnásobek x0: uvaºujeme p·vodní úlohu) a v/2 (to lze získat

dosazením z/4 za x do výrazu v − 2vx/z). Odsud dostáváme, ºe S = vz/4. □

5.196. Mezi obdélníky, jejichº dva vrcholy leºí na ose x a dal²í dva s kladnými druhými sou°adni-

cemi na parabole y = 8− 2x2 , najd¥te obdélník s maximálním obsahem.

�e²ení. Základna obdélníku s maximálním obsahem m¥°í 4/
√

3, jeho vý²ka pak 16/3. Tento výsle-
dek lze obdrºet nalezením absolutního maxima funkce

S(x) = 2x
(
8− 2x2

)
na intervalu I = [0, 2]. Nebo´ tato funkce je na I nezáporná, v krajních bodech I nulová a má derivaci

na celém I , p°i£emº její derivace je nulová pouze v jednom bod¥ intervalu I , a to v bod¥ x = 2/
√

3,
nabývá zde maximální hodnoty. □

5.197. Pro jaká a ∈ R je kubický polynom P vyhovující vztah·m P(0) = 1, P ′(0) = 1,
P(1) = 2a + 2, P ′(1) = 5a + 1, monotónní funkcí na celém R?

�e²ení. Z podmínek P(0) = 1 a P ′(0) = 1 plyne, ºe P(x) = bx3 + cx2 +x+1, kde b, c ∈ R, zbylé
dv¥ podmínky ur£ují dv¥ rovnice pro neznámé b a c: b+c+2 = 2a+2, 3b+2c+1 = 5a+1 s jediným
°e²ením b = c = a, polynomy vyhovující zadaným vztah·m jsou tedy tvaruP(x) = ax3+ax2+x+1,
a ∈ R. Podmínka na to, aby byl monotónní funkcí na celém R, je ekvivalentní tomu, ºe polynom

nemá lokální extrém. Extrémy mohou nastat v kritických bodech, tedy v bodech, kde jeho derivace

m¥ní znaménko. Pokud tedy derivace nebude na celém R m¥nit znaménko, funkce bude monotónní.

Derivace je

P ′(x) = 3ax2 + 2ax + 1

a nebude m¥nit znaménko, bude-li její diskriminant nekladný. Dostáváme tedy podmínku

4a2 − 12a ≤ 0,

4a(a − 3) ≤ 0,

coº odpovídá a ∈ [0, 3]. Pro a = 0 v²ak P sice je monotónní funkcí, nikoliv v²ak kubickým polyno-

mem. Dané podmínky spl¬ují práv¥ a ∈ (0, 3]. □

5.198. Regiomontan·v problém, 1471. V muzeu na st¥n¥ visí obraz. Jeho dolní okraj je a metr·

nad zemí a horní okraj pak b metr· nad zemí (tj. vý²ka obrazu je b − a). Na obraz se
dívá turista, jehoº o£i jsou ve vý²ce h < a metr· nad zemí. (D·vodem nerovnosti h < a

m·ºe nap°. být, ºe se tak dá umoºnit výhled stejn¥ vysokým náv²t¥vník·mmuzea stojícím

v n¥kolika °adách.) Jak daleko od st¥nymá turista stát, abymaximalizoval velikost svého úhlu pohledu

na obraz?
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�e²ení. Jako x ozna£me vzdálenost (v metrech) turisty od st¥ny a jako φ jeho úhel pohledu na obraz.

Dále zave¤me úhly α, β ∈ (0, π/2) vztahy
tgα = b−h

x
, tgβ = a−h

x
.

Na²ím úkolem je maximalizovat φ = α − β. Dopl¬me, ºe pro h > b lze postupovat analogicky

a ºe pro h ∈ [a, b] se z°ejm¥ úhel φ stále zv¥t²uje p°i zmen²ujícím se x (φ = π pro x = 0 a h ∈
(a, b)).

Z podmínky h < a plyne, ºe úhel φ je ostrý, tj. φ ∈ (0, π/2). Protoºe je funkce y = tg x rostoucí

na intervalu (0, π/2), m·ºeme p°ejít k maximalizování hodnoty tgφ. Platí

tgφ = tg (α − β) = tg α−tg β

1+tg α tg β
= b−h

x
− a−h

x

1+ b−h
x

· a−h
x

= x(b−a)
x2+(b−h)(a−h) .

Sta£í nám tedy najít globální maximum funkce

f (x) = x(b−a)
x2+(b−h)(a−h) , x ∈ [0,+∞).

Z vyjád°ení
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f ′(x) = (b−a)[x2+(b−h)(a−h)]−2x2(b−a)[
x2+(b−h)(a−h)]2 = (b−a)[(b−h)(a−h)−x2][

x2+(b−h)(a−h)]2 , x ∈ (0,+∞),
vidíme, ºe

f ′(x) > 0 pro x ∈
(

0,
√
(b − h)(a − h)

)
,

f ′(x) < 0 pro x ∈
(√
(b − h)(a − h),+∞

)
.

Funkce f má proto globální maximum v bod¥ x0 = √(b − h)(a − h) (p°ipome¬me nerovnosti

h < a < b).

Ur£it bod x0 lze samoz°ejm¥ i jinými zp·soby. M·ºeme nap°. místo hledání maxima kladné

funkce f na intervalu (0,+∞) pomocí diferenciálního po£tu hledat globální minimum funkce

g(x) = 1
f (x)
= x2+(b−h)(a−h)

x(b−a) = x
b−a + (b−h)(a−h)

x(b−a) , x ∈ (0,+∞)
vyuºitím tzv. A-G nerovnosti (mezi aritmetickým a geometrickým pr·m¥rem)

y1+y2
2 ≥ √y1 y2, y1, y2 ≥ 0,

ve které rovnost nastává práv¥ pro y1 = y2. Volba

y1(x) = x
b−a , y2(x) = (b−h)(a−h)

x(b−a)
totiº dává

g(x) = y1(x)+ y2(x) ≥ 2
√
y1(x) y2(x) = 2

b−a
√
(b − h) (a − h).

Pokud tak existuje x > 0, pro které je y1(x) = y2(x), má funkce g v bod¥ x globální minimum.

Rovnice

y1(x) = y2(x), tj. x
b−a = (b−h)(a−h)

x(b−a) ,

má jediné kladné °e²ení x0 = √(b − h)(a − h).
Dv¥ma odli²nými zp·soby jsme stanovili ideální vzdálenost turisty od st¥ny. Hodnot¥x0 odpovídá

φ0 = arctg x0(b−a)
x2

0+(b−h)(a−h) = arctg b−a
2

√
(b−h)(a−h) .

P°i pohledu z úrovn¥ podlahy (kdyby se díval brouk) je h = 0, a tudíº je

x0 =
√
ab, φ0 = arctg b−a

2
√
ab
.

Je-li obraz vysoký 1 m a jeho dolní okraj je 2 m nad zemí (a = 2, b = 3), bude brouk vid¥t obraz

pod nejv¥t²ím úhlem φ0
.= 0,201 4 rad ≈ 11,5 ◦ ve vzdálenosti x0

.= 2,45 m od st¥ny. Pokud si bude

stejný obraz prohlíºet muº, který má o£i ve vý²ce 1,8 m, se svým synem, který má o£i ve vý²ce 1 m,

m¥l by otec stát ve vzdálenosti x0
.= 0,49 m a syn ve vzdálenosti x0

.= 1,41 m. V²imn¥me si, ºe pro

otce je φ0
.= 0,795 6 rad ≈ 45,6 ◦, zatímco pro jeho syna je φ0

.= 0,339 8 rad ≈ 19,5 ◦. Pom¥r

0,795 6
0,339 8 ≈ 45,6

19,5
.= 2,3

dokládá, jak výrazn¥ má otec lep²í výhled. □

5.199. Halleyova úloha, 1686. Hrá£ stojí p°ed basketbalovým ko²em ve vzdálenosti l od obrou£ky,

která je ve vý²ce h nad bodem odhodu. Ur£ete minimální po£áte£ní rychlost v0, kterou musí

ud¥lit mí£i, aby skóroval, a p°íslu²ný eleva£ní úhel φ pro toto v0.

�e²ení. Op¥t vynecháváme fyzikální jednotky: m·ºeme p°edpokládat, ºe údaje o vzdále-

nostech jsou uvád¥ny v metrech a £asové údaje v sekundách (rychlosti pak v metrech za sekundu).

Nech´ hrá£ hodí mí£ v £ase t = 0 a nech´ mí£ projde obrou£kou v £ase t0 > 0. Pozici mí£e (b¥hem

jeho letu) vyjád°íme body [x(t), y(t)] pro t ∈ [0, t0], p°i£emº poºadujeme, aby x(0) = 0, y(0) = 0,
x(t0) = l, y(t0) = h.



296

KAPITOLA 5. Z�ÍZENÍ ZOO FUNKCÍ

Z°ejm¥ je

x′ (t) = v0 cosφ, y′ (t) = v0 sinφ − gt
pro t ∈ (0, t0), kde g je normální tíhové zrychlení (konstanta gravita£ního zrychlení). Hodnoty x′ (t)
a y′ (t) totiº po °ad¥ udávají horizontální a vertikální rychlost mí£e. Integrováním t¥chto rovnic zís-

káme

x(t) = v0t cosφ + c1, y(t) = v0t sinφ − 1
2 gt

2 + c2

pro t ∈ (0, t0) a c1, c2 ∈ R. Z po£áte£ních podmínek

lim
t→0+

x(t) = x(0) = 0, lim
t→0+

y(t) = y(0) = 0

plyne, ºe c1 = c2 = 0. Dosazení zbývajících podmínek

lim
t→t0−

x(t) = x(t0) = l, lim
t→t0−

y(t) = y(t0) = h
tak jiº dává

l = v0t0 cosφ, h = v0t0 sinφ − 1
2 gt

2
0 .

Podle první rovnice je

(5.2) t0 = l

v0 cosφ
,

a tudíº dostáváme jedinou rovnici

(5.3) h = l tgφ − gl2

2v2
0 cos2 φ

,

p°i£emº v0 ∈ (0,+∞), φ ∈ (0, π/2).
Zopakujme, ºe na²ím úkolem je stanovit minimální v0 a odpovídající φ, které této rovnici vyho-

vuje. �e£eno srozumiteln¥ji, chceme ur£it minimální hodnotu v0, pro kterou bude existovatφ spl¬ující

(∥5.3∥). Nebo´
1

cos2 φ
= cos2 φ + sin2 φ

cos2 φ
= 1+ tg2 φ, φ ∈

(
0,
π

2

)
,

rovnici (∥5.3∥) m·ºeme p°evést do tvaru

h− l tgφ + gl2

2v2
0

(
1+ tg2 φ

) = 0,

tj.

tg2 φ − 2v2
0

gl
tgφ + 2hv2

0

gl2
+ 1 = 0.

Z poslední rovnice (kvadratické rovnice pro neznámou p = tgφ) vyplývá, ºe

tgφ =
2v2

0
gl
±
√

4v4
0

g2l2
− 4

(
2hv2

0
gl2
+ 1

)
2

,

tj.

(5.4) tgφ = v2
0

gl
±
√
v4

0 − 2hv2
0g − g2l2

gl
.

Úhel φ spl¬ující (∥5.3∥) tedy existuje, práv¥ kdyº je
v4

0 − 2gh v2
0 − g2l2 ≥ 0.

Také nyní nám substituce (tentokráte q = v2
0) umoºní p°ejít ke kvadratickému výrazu (na levé stran¥

nerovnice) a následn¥ získat



297

KAPITOLA 5. Z�ÍZENÍ ZOO FUNKCÍ(
v2

0 − g
[
h+√h2 + l2

]) (
v2

0 − g
[
h−√h2 + l2

])
≥ 0.

Protoºe h <
√
h2 + l2 , musí být

v2
0 ≥ g

[
h+√h2 + l2

]
, tj. v0 ≥

√
g
[
h+√h2 + l2

]
.

Nejmen²í p°ípustné hodnot¥

(5.5) v0 =
√
g
[
h+

√
h2 + l2

]
potom odpovídá (viz (∥5.4∥))

(5.6) tgφ = v2
0

gl
= h+√h2 + l2

l
, tj. φ = arctg

h+√h2 + l2
l

.

P°edchozí výpo£et byl ov²em zaloºen na podmínkách x(t0) = l, y(t0) = h, které pouze udávají
poºadovanou polohu v £ase t0. Mí£ v²ak mohl projít obrou£kou zespodu. Dopl¬me proto podmínku

y′ (t0) < 0, která °íká, ºe mí£ v £ase t0 uº klesal, a dokaºme, ºe je pro v0 z (∥5.5∥) a φ z (∥5.6∥)
spln¥na.

P°ipome¬me, ºe je (viz (∥5.2∥), (∥5.3∥))

t0 = l

v0 cosφ
, v2

0 =
gl2

2 (l tgφ − h) cos2 φ
.

Vyuºitím toho z

y′ (t0) = lim
t→t0−

y′ (t) = v0 sinφ − gt0 < 0

dostáváme

gl2

2 (l tgφ − h) cos2 φ
= v2

0 < v0 · gt0sinφ
= gl

sinφ cosφ
,

tj. nerovnici

l sinφ cosφ < 2(l tgφ − h) cos2 φ,

z níº snadno vyjád°íme
2h
l
< tgφ.

Porovnáním s (∥5.6∥) vidíme, ºe poslední nerovnost je spln¥na, nebo´

tgφ = h+√h2 + l2
l

>
h+√h2

l
= 2h

l
.

Tím jsme ukázali, ºe p°i po£áte£ní rychlosti uvedené v (∥5.5∥) m·ºe hrá£ ko² dát.

P°i trestném hodu, kdy hrá£ odhazuje mí£ ve vý²ce 2 m, je

h = 1,05 m, l = 4,225 m, g = 9,806 65 m · s−2,

a tudíº minimální po£áte£ní rychlost mí£e £iní

v0 =
√

9,806 65
[
1,05+

√
(1,05)2 + (4,225)2

]
m · s−1 .=

.= 7,28 m · s−1.

Této rychlosti odpovídá úhel

φ = arctg
v2

0

9,806 65 · 4,225
.= 0,907 rad ≈ 52 ◦.

Zamysleme se je²t¥ nad získanou hodnotou úhlu φ pro minimální rychlost v0. Podle obrázku je

2β + (π − α) = π a α + γ = π
2 ,
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odkud vyplývá

β = α

2
= π

4
− γ

2
.

Platí tedy

φ = π

2
− β = π

4
+ γ

2
= 1

2

(π
2
+ γ

)
= 1

2

(
π

2
+ arctg

h

l

)
.

Obdrºeli jsme, ºe eleva£ní úhel p°i hodu s minimální energií je aritmetickým pr·m¥rem pravého úhlu

a úhlu pohledu na obrou£ku (z pozice mí£e).

Problém stanovení minimální nutné rychlosti odhazovaného mí£e vlastn¥ vy°e²il Edmond Halley

uº v roce 1686, kdyº ur£il minimální pot°ebné mnoºství st°elného prachu k tomu, aby vyst°elená

d¥lová koule mohla zasáhnout cíl na vý²e poloºeném míst¥ (nap°. za hradbami). Halley dokázal (tzv.

Halleyovo kalibra£ní pravidlo), ºe pro zasaºení cíle v bod¥ [l, h] p°i st°elb¥ z pozice [0, 0] je pot°eba
stejné minimální mnoºství prachu jako pro zasaºení horizontálního cíle ve vzdálenosti h+√h2 + l2
(p°i úhlu φ = 45 ◦). Halley také prokázal, ºe hodnota φ je stabilní vzhledem k malým odchylkám

mnoºství pouºitého st°elného prachu a nevýrazným chybám v odhadu vzdálenosti cíle. □

5.200. Projektil je vyst°elen pod úhlem φ z bodu ve vý²ce h nad zemí s po£áte£ní rychlostí v0. Do-

padne na zem ve vzdálenostiR odmísta výst°elu. Stanovte úhelφ, p°i kterém bude hodnotaR

maximální.

�e²ení. Pozici projektilu v £ase vyjád°íme body [x(t), y(t)]. P°edpokládáme, ºe projektil

byl vyst°elen v £ase t = 0 z bodu [0, 0] a dopadne na zem v bod¥ [R,−h] v jistém £ase t = t0, tj.

x(0) = 0, y(0) = 0, x(t0) = R, y(t0) = −h. Podobn¥ jako v Halleyov¥ úloze uvaºujme rovnice

x′ (t) = v0 cosφ, y′ (t) = v0 sinφ − gt, t ∈ (0, t0)
pro horizontální a vertikální rychlost projektilu, kde g je normální tíhové zrychlení.

I nadále m·ºeme pokra£ovat jako p°i °e²ení Halleyovy úlohy, kdy integrováním t¥chto rovnic se

zohledn¥ním x(0) = y(0) = 0 získáme

x(t) = v0t cosφ, y(t) = v0t sinφ − 1
2 gt

2 , t ∈ (0, t0)
a z podmínek

limt→t0− x(t) = x(t0) = R, limt→t0− y(t) = y(t0) = −h
poté

R = v0t0 cosφ, −h = v0t0 sinφ − 1
2 gt

2
0 .

Z první rovnice plyne

t0 = R

v0 cosφ
,
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a tak m·ºeme p°edchozí dv¥ rovnice vyjád°it jedinou rovnicí

(5.7) − h = R tgφ − gR2

2v2
0 cos2 φ

,

p°i£emº φ ∈ (0, π/2).
Na rozdíl od Halleyovy úlohy je v²ak hodnota v0 dána a m¥nné je R v závislosti na φ. Je tak

vlastn¥ R = R(φ) funkcí v prom¥nné φ, která musí spl¬ovat (∥5.7∥) (je ur£ena rovnicí (∥5.7∥)).
Jedná se tedy o funkci zadanou implicitn¥. Rovnici (∥5.7∥) zapí²eme jako (R nahradíme R(φ))

R(φ) tgφ · 2v2
0 cos2 φ − gR2(φ) + h · 2v2

0 cos2 φ = 0.

Vyuºitím vztahu

2 tgφ cos2 φ = sin 2φ

pak (∥5.7∥) p°evedeme do tvaru

(5.8) R(φ)v2
0 sin 2φ − gR2(φ)+ 2hv2

0 cos2 φ = 0.

Derivování podle φ nyní dává

R′(φ)v2
0 sin 2φ + 2R(φ)v2

0 cos 2φ − 2gR(φ)R′(φ)−
− 2hv2

0 (2 cosφ sinφ) = 0,

tj.

R′(φ)
[
v2

0 sin 2φ − 2gR(φ)
] = −2R(φ)v2

0 cos 2φ + 2hv2
0 sin 2φ.

Vypo£ítali jsme tak, ºe

R′(φ) = 2v2
0 [h sin 2φ − R(φ) cos 2φ]
v2

0 sin 2φ − 2gR(φ)
, φ ∈

(
0,
π

2

)
.

Sta£í ov¥°it, ºe v2
0 sin 2φ − 2gR(φ) ̸= 0 pro kaºdé φ ∈ (0, π/2). P°edpokládejme opak a dosa¤me

R = v2
0 sin 2φ

2g
= v2

0 sinφ cosφ
g

do (∥5.7∥) se ziskem

−h = v2
0 sinφ cosφ

g
tgφ − gv

4
0 sin2 φ cos2 φ

2g2v2
0 cos2 φ

.

Jednoduchými úpravami odtud obdrºíme

−h = v2
0 sin2 φ

2g
,

coº nem·ºe nastat (výraz na levé stran¥ je záporný, na pravé kladný).

Poda°ilo se nám tedy ur£itR′(φ) pro v²echna φ ∈ (0, π/2). Navíc je ihned vid¥t, ºe tato derivace
je nulová, práv¥ kdyº

h sin 2φ = R(φ) cos 2φ, tj. R(φ) = h tg 2φ.

Nebo´ funkceR z°ejm¥ nabývá na intervalu (0, π/2)maximální hodnoty (podle fyzikálního významu

úlohy se pro φ → 0+ nebo φ → π/2− hodnota R zmen²uje) a má derivaci v kaºdém bod¥

tohoto intervalu, maxima musí nabývat tam, kde je derivace nulová. To znamená, ºe R(φ) m·ºe být

maximální pouze tehdy, kdyº je

(5.9) R (φ) = h tg 2φ.

Dosa¤me proto (∥5.9∥) do (∥5.8∥). Získáváme
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h tg 2φ v2
0 sin 2φ − gh2 tg2 2φ + 2hv2

0 cos2 φ = 0.

Tuto rovnici postupn¥ upravíme

tg 2φ v2
0 sin 2φ + 2v2

0 cos2 φ = gh tg2 2φ,

v2
0

sin2 2φ
cos 2φ

+ v2
0 (cos 2φ + 1) = gh sin2 2φ

cos2 2φ
,

v2
0 sin2 2φ + v2

0 cos2 2φ + v2
0 cos 2φ = gh sin2 2φ

cos 2φ
,

v2
0 + v2

0 cos 2φ = gh 1− cos2 2φ
cos 2φ

,

v2
0 (1+ cos 2φ) = gh (1− cos 2φ) (1+ cos 2φ)

cos 2φ
,

v2
0 cos 2φ = gh (1− cos 2φ) ,(

v2
0 + gh

)
cos 2φ = gh,
cos 2φ = gh

v2
0 + gh

.

Tím jsme v²ak uº jednozna£n¥ ur£ili bod

φ0 = 1
2 arccos

gh

v2
0+gh ,

ve kterém je R nejv¥t²í. Protoºe

sin 2φ0 =
√

1− cos2 2φ0 =
√

1− g2h2(
v2

0+gh)2 =
√
v4

0+2ghv2
0

v2
0+gh ,

je funk£ní hodnota

R (φ0) = h tg 2φ0 = h

√
v4

0+2ghv2
0

v2
0+gh
gh

v2
0+gh

=
√
v4

0 + 2ghv2
0

g
= v0

g

√
v2

0 + 2gh.

Nech´ nap°. o²t¥pa°ka Barbora �potáková ud¥lí o²t¥pu ve vý²i h = 1,8 m rychlost

v0 = 27,778 m/s
.= 100 km/h (p°i g = 9,806 65 m · s−2). Potom o²t¥p m·ºe

dolet¥t do vzdálenosti

R (φ0) = 27,778
9,806 65

√
27,7782 + 2 · 9,806 65 · 1,8 m

.= 80,46 m.

Této vzdálenosti by bylo dosaºeno pro

φ0 = 1
2
arccos

9,806 65 · 1,8
27,7782 + 9,806 65 · 1,8

.= 0,774 2 rad ≈ 44,36 ◦.

Sv¥tový rekord Barbory �potákové se ov²em hranici 80 m ani neblíºí, p°estoºe dal²í vlivy (kup°. od-

por vzduchu) lze zanedbat. Nesmíme v²ak zapomenout, ºe IAAF (Mezinárodní asociace atletických

federací) rozhodla o posunutí t¥ºi²t¥ o²t¥pu sm¥rem ke ²pi£ce k 1. dubnu 1999 (v ºenském o²t¥pu),

£ímº se zkrátila vzdálenost hod· zhruba o 10 %. P·vodní rekord (se �správn¥ vyváºeným� typem

o²t¥pu) byl práv¥ 80,00 m.
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Provedené úvahy a získaný výsledek lze uplatnit také v jiných atletických disciplínách a sportech.

P°i golfu je t°eba h blízké 0, a tudíº práv¥ p°i úhlu

φ0 = lim
h→0+

1
2
arccos

gh

v2
0 + gh

= 1
2
arccos 0 = π

4
rad = 45 ◦

mí£ek dopadne do nejv¥t²í vzdálenosti

R (φ0) = lim
h→0+

v0

g

√
v2

0 + 2gh = v2
0

g
.

Uv¥domme si, ºe pro h = 0 nelze ná² výpo£et pouºít (φ0 = π/4), nebo´ bychom pro vzdálenost R

dostali nede�novaný výraz tg (π/2). My jsme v²ak úlohu vy°e²ili pro libovolné h > 0, a proto jsme

si mohli pomoci p°íslu²nou jednostrannou limitou. □

5.201. Snell·v zákon. Ur£ete lomený sv¥telný paprsek mezi bodem A v homogenním prost°edí

s rychlostí ²í°ení sv¥tla v1 a bodem B v homogenním prost°edí s rychlostí ²í°ení sv¥tla v2.

�e²ení. V celém p°íkladu nebudeme uvád¥t fyzikální jednotky: m·ºeme kup°. p°edpokládat, ºe údaje

o vzdálenostech budou v metrech a rychlosti v1, v2 jsou v metrech za sekundu (£as bude vyjád°en

v sekundách). Paprsek je ur£en principem minimálního £asu, kdy k p°enosu energie elektromagne-

tickým vln¥ním mezi body A a B dochází takovým zp·sobem, aby se odehrál v co nejkrat²ím £ase.

V homogenních prost°edích bude paprsek úse£kou. Sta£í tedy stanovit bod R (ur£ený hodnotou x),

kde dojde k lomu. Vzdálenost mezi bodyA aR £iní
√
h2

1 + x2 amezi bodyR aB pak
√
h2

2 + (d − x)2 .
Celková doba p°enosu energie mezi body A a B je tak dána funkcí

T (x) =
√
h2

1+x2

v1
+

√
h2

2+(d−x)2
v2

v prom¥nné x ∈ [0, d]. Zd·razn¥me, ºe chceme nalézt bod x ∈ [0, d], ve kterém je hodnota T (x)

minimální.
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Derivace

T ′(x) = x

v1

√
h2

1+x2
− d−x

v2

√
h2

2+(d−x)2

je spojitou funkcí na intervalu [0, d], a proto o znaménku derivace m·ºeme snadno rozhodnout po-

mocí jejích nulových bod·. Z rovnice

T ′(x) = 0, tj. x

v1

√
h2

1+x2
= d−x

v2

√
h2

2+(d−x)2
,

jednoduchou úpravou dostáváme
x√

h2
1+x2

d−x√
h2

2+(d−x)2
= v1

v2
.

Tento tvar je pro nás uºite£ný, nebo´ (viz obrázek)

sinφ1 = x√
h2

1+x2
, sinφ2 = d−x√

h2
2+(d−x)2

.

Existuje tudíº nejvý²e jeden stacionární bod; a ten je ur£en vztahem

(5.10)
sinφ1

sinφ2
= v1

v2
.

Uv¥domme si, ºe p°i zv¥t²ujícím se φ1 ∈ [0, π/2] (kdyº x roste) se úhel φ2 ∈ [0, π/2] zmen²uje.

Funkce sinus je nezáporná a rostoucí na intervalu [0, π/2], a tak je podíl (sinφ1)/(sinφ2) rostoucí

funkcí v závislosti na x. Protoºe T ′(0) < 0 a T ′(d) > 0, existuje práv¥ jeden stacionární bod x0.

Z nerovností T ′(x) < 0 pro x ∈ [0, x0) a T ′(x) > 0 pro x ∈ (x0, d] jiº plyne, ºe ve stacionárním
bod¥ x0 je globální minimum.

Shr¬me p°edchozí. Paprsek je zadán bodem lomu R (hodnotou x0) a bod R je potom ur£en iden-

titou (∥5.10∥), která se ve fyzice ozna£uje jako Snell·v zákon.
Podíl rychlostí v1 a v2 je pro uvedená homogenní prost°edí konstantní a vyjad°uje d·leºitou

veli£inu, jeº popisuje rozhraní optických prost°edí. Nazývá se index lomu a zna£í se n. Obvykle se

poºaduje, aby první z prost°edí bylo vakuum, tj. klade se v1 = c a v2 = v, se ziskem (absolutního) in-

dexu lomu n = c/v. Pro vakuum je n = 1. Také pro vzduch se pouºívá n = 1, nebo´ p°i standardních
podmínkách (tj. p°i tlaku 101 325 Pa, teplot¥ 293 K a absolutní vlhkosti 0,9 gm−3) je pro vzduch

n
.= 1,000272. U ostatních prost°edí se uvádí n > 1 (nap°. se klade n = 1,31 pro led, n = 1,33 pro

vodu, n = 1,5 pro b¥ºné sklo).

Index lomu ov²em rovn¥º závisí na vlnové délce uvaºovaného elektromagnetického vln¥ní (kup°.

pro vodu a sv¥tlo se jedná o rozsah od n
.= 1,331 aº po n

.= 1,344), kdy index lomu zpravidla klesá

s rostoucí vlnovou délkou. Rychlost sv¥tla v optickém prost°edí s indexem lomu n > 1 totiº závisí na

frekvenci sv¥tla. Hovo°í se o tzv. disperzi sv¥tla. Práv¥ disperze sv¥tla zp·sobuje, ºe se paprsky sv¥tla

r·zných barev lámou pod r·znými úhly. (Nejvíce se láme paprsek �alového sv¥tla a nejmén¥ paprsek

sv¥tla £erveného.) To je mj. p°í£ina vzniku duhy. M·ºeme dále vzpomenout slavný Newton·v pokus

se sklen¥ným jehlanem (optickým hranolem) z roku 1666.
Na záv¥r je²t¥ dopl¬me, ºe na²e úloha m¥la vºdy °e²ení, protoºe jsmemohli volit bodR libovoln¥.

Pokud by byl s rychlostmi v1 a v2 zadán také úhel φ1 (na²ím úkolem by t°eba bylo vypo£ítat, kde

paprsek vycházející z boduA protne p°ímku y = c pro jisté c < 0, kdyº rozhraní optických prost°edí
je sou£ástí osy x), pak by úhel φ2 ∈ (0, π/2) spl¬ující (∥5.10∥) nemusel existovat. Takové situaci

odpovídá úplný odraz sv¥tla (k lomu sv¥tla v·bec nedojde). □

5.202. Duha. Pro£ má duha kruhový tvar?
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�e²ení. V p°íkladu ∥5.201∥ jsme si objasnili, co je p°í£inou vzniku duhy. (Duha vzniká

rozkladem slune£ního sv¥tla na vodních kapkách.) Nyní na tento p°íklad naváºeme.

P°esn¥ji, detailn¥ se podíváme, co se d¥je se sv¥tlem p°i jeho pr·chodu de²´ovou kap-

kou. Viz obrázek. Paprsek dopadající na povrch kapky v bod¥ A se �rozdvojí�. �ást sv¥tla se odrazí

(pod úhlem φi od normály) a £ást se zlomí dovnit° kapky pod vyzna£eným úhlem φr . Paprsek uvnit°

kapky se odrazí od povrchu kapky v bod¥ B. Protoºe je |OA | = |OB |, úhel odrazu je roven φr . Sa-
moz°ejm¥ b¥hem tohoto odrazu se op¥t £ást sv¥tla lomí ven z kapky. Paprsek odraºený uvnit° kapky

v²ak dopadá na povrch kapky v bod¥ C a láme se sm¥rem k pozorovateli pod úhlem φi od normály.

Dopl¬me, ºe zanedbáváme moºnost vzniku tzv. sekundární (vedlej²í) duhy, kdy se paprsek v kapce

odrazí dvakrát (a pochopiteln¥ i více£etné odrazy).

Vyjád°íme si úhel α := ∡AIC. Nebo´ ∡OAI = φi a ∡OAB = φr , je ∡BAI = φi − φr . Platí
tak

∡BIA = π − (∡ABI)− (∡BAI) = π − (π − φr)− (φi − φr) = 2φr − φi
a dále

α = 2 · ∡BIA = 4φr − 2φi .

Podle Snellova zákonu lomu je
sin φi

sin φr
= n,

kde n ozna£uje index lomu pro vodu (klademe totiº index lomu pro vzduch roven 1). Máme tedy

vztah

φr = arcsin sin φi

n
,

z n¥hoº jiº plyne

(5.11) α = 4 arcsin
(

sinφi
n

)
− 2φi .

Pro paprsky vycházející z kapky je hodnota α odli²ná. Konkrétní p°ípustné hodnoty α v²ak nejsou

rozloºeny rovnom¥rn¥. Je-li R polom¥r kapky a y udává vzdálenost bodu A od horizontální roviny

procházející st°edem kapky, platí

(5.12) sinφi = y

R
pro y ∈ [0, R].

Samoz°ejm¥ m·ºeme p°edpokládat (vzhledem k výrazné vzdálenosti Slunce), ºe mnoºství slune£ní

energie pro y ∈ [a − δ, a + δ] nezávisí na a ∈ [δ, R − δ], ale závisí pouze na velikosti uvaºovaného
rozsahu hodnot y pro dostate£n¥malá δ > 0. Má tak smysl analyzovat funkci (viz (∥5.11∥) a (∥5.12∥))

α(y) = 4 arcsin y

nR
− 2 arcsin y

R
, y ∈ [0, R].

Volbou vhodné jednotky délky (pro kterou je R = 1) p°ejdeme k funkci

α(x) = 4 arcsin x
n
− 2 arcsin x, x ∈ [0, 1].

Po výpo£tu derivace

α′(x) = 4

n

√
1− x2

n2

− 2√
1−x2

, x ∈ (0, 1),

snadno ur£íme, ºe rovnice α′(x) = 0 má jediné °e²ení

x0 =
√

4−n2

3 ∈ (0, 1), pokud n2 ∈ (1, 4).

Poloºme n = 4/3 (coº je p°ibliºn¥ index lomu pro vodu). Dále je
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α′(x) > 0, x ∈ (0, x0), α′(x) < 0, x ∈ (x0, 1).

Zjistili jsme, ºe v bod¥

x0 =
√

4−
(

4
3

)2

3 = 2
3

√
5
3
.= 0, 86

má funkce α globální maximum

α(x0) = 4 arcsin
√

5
2

√
3
− 2 arcsin 2

√
5

3
√

3
.= 0,734 rad ≈ 42 ◦.

P°estoºe je zajímavé, ºe vrchol duhy nem·ºe být nad úrovní p°ibliºn¥ 42 ◦ v·£i tomu, kdo ji

pozoruje, je²t¥ zajímav¥j²í jsou vy£íslení

α(0,74) .= 39,4 ◦, α(0,94) .= 39,2 ◦, α(0,8) .= 41,2 ◦, α(0,9) .= 41,5 ◦.

Ta totiº implikují (funkce α roste na intervalu [0, x0] a klesá na intervalu [x0, 1]), ºe více neº 20 %
hodnot α leºí v úzkém pásu zhruba od 39 ◦ do 42 ◦ a 10 % v pásu o ²í°ce men²í neº 1 ◦. Pokud navíc
uváºíme nap°.

α(0,84) .= 41,9 ◦, α(0,88) .= 41,9 ◦,

vidíme, ºe paprsky, pro které je α blízké hodnot¥ 42 ◦, mají nejv¥t²í intenzitu. Vyzdvihn¥me, ºe se

jedná o p°ípad tzv. principu minimální odchylky, kdy platí, ºe k nejv¥t²í koncentraci rozptýleného

sv¥tla dochází práv¥ u paprsk· s minimální odchylkou. Celková úhlová odchylka paprsku se totiº

rovná úhlu δ = π − α.
Kapky, ze kterých sm¥°ují paprsky k pozorovateli vidícímu duhu, tak leºí na povrchu kuºelu

s centrálním úhlem 2α(x0). Nadzemní £ást tohoto kuºelu se pak jeví pozorovateli práv¥ jako kruhový

oblouk duhy. P°i západu Slunce by tedy m¥la duha tvar p·lkruºnice. Uvaºte také, ºe duha se realizuje

vzhledem k pozorovateli � není nikde v prostoru. Na záv¥r poznamenejme, ºe onen kruhový tvar duhy

podrobn¥ zdokumentoval jiº René Descartes, který duhu v¥decky zkoumal v letech 1635�1637. □

5.203. L'Hospitalova kladka.

Ke stropu je v bob¥ A uvázáno lano délky r. Na jeho druhém konci je p°ipevn¥na kladka. Ve

vzdálenosti d (v bod¥ B) od bodu A je ke stropu p°ivázáno druhé lano délky l >
√
d2 + r2 ,

které prochází kladkou. Na tomto druhém lan¥ je zav¥²eno závaºí. V jaké pozici se závaºí

ustálí (systém p°ejde do stacionární polohy)? P°i °e²ení úlohy zanedbejte hmotnost i velikost

lan a kladky.
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�e²ení. Systém bude ve stacionární poloze, pokud bude minimalizována jeho potenciální energie,

tj. vzdálenost závaºí od stropu f (x) bude maximální. To v²ak znamená, ºe pro r ≥ d se kladka

pouze p°esune pod bod B. Nadále proto budeme p°edpokládat, ºe r < d. Podle Pythagorovy v¥ty je

vzdálenost kladky od stropu
√
r2 − x2 a vzdálenost kladky a závaºí je l−√(d − x)2 + r2 − x2 , coº

dává

f (x) = √r2 − x2 + l −√(d − x)2 + r2 − x2 .

Poloha systému je zcela popsána hodnotou x ∈ [0, r] (viz obrázek), a tudíº sta£í najít globální maxi-

mum funkce f na intervalu [0, r].
Nejprve spo£ítáme derivaci

f ′(x) = −x√
r2 −x2

− −(d−x)−x√
(d−x)2+r2 −x2 = −x√

r2 −x2
+ d√

(d−x)2+r2 −x2 , x ∈ (0, r).
Umocn¥ní rovnice f ′(x) = 0 pro x ∈ (0, r) vede na

x2

r2 −x2 = d2

(d−x)2+r2 −x2 .

Vynásobením obou stran výrazem
(
r2 − x2

) (
(d − x)2 + r2 − x2

)
pak (po úprav¥) dostaneme

2dx3 − (2d2 + r2 ) x2 + d2 r2 = 0, x ∈ (0, r).
V²imneme-li si, ºe jedním z ko°en· polynomu na levé stran¥ je z°ejm¥ x = d, snadno p°evedeme

poslední rovnici do tvaru

(x − d) (2dx2 − r2x − dr2 ) = 0, x ∈ (0, r),
resp. (pro kvadratickou rovnici máme vzorec)

2d (x − d)
(
x − r2 +r

√
r2 +8d2

4d

) (
x − r2 −r

√
r2 +8d2

4d

)
= 0, x ∈ (0, r).

Odsud vidíme, ºe rovnice f ′(x) = 0 má v intervalu (0, r) nejvý²e jedno °e²ení. (Nebo´ je r < d

a
√
r2 + 8d2 > r, dva ko°eny uvaºovaného polynomu v prom¥nné x ur£it¥ v intervalu (0, r) neleºí.)

Zbývá rozhodnout, zda

x0 = r2 +r
√
r2 +8d2

4d = 1
4 r

[
r
d
+
√(

r
d

)2 + 8
]
∈ (0, r).

Kdyº v²ak uváºíme, ºe r, d > 0 a r < d, snadno získáme

0 < x0 <
1
4 r
[
1+√12 + 8

]
= r.

Vzhledem ke spojistosti funkce f ′ na intervalu (0, r) m·ºe dojít ke zm¥n¥ jejího znaménka pouze

v bod¥ x0. Z limit

lim
x→0+

f ′(x) = d√
d2 +r2 , lim

x→r− f
′(x) = −∞

tak jiº vyplývá, ºe

f ′(x) > 0, x ∈ (0, x0), f ′(x) < 0, x ∈ (x0, r).

Funkce f má proto globální maximum na intervalu [0, r] v bod¥ x0. □

5.204. Nejmenovaná po²tovní spole£nost má ve svých podmínkách uvedeno, ºe délka jí p°epravo-

vaného balíku nesmí být v¥t²í neº 108 palc· a ºe sou£et jeho délky a maximálního obvodu

nesmí p°esáhnout hodnotu 165 palc·. Nalezn¥te balík nejv¥t²ího objemu, který podle svých

podmínek spole£nost m·ºe doru£it.
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�e²ení. Nech´ M ozna£uje hodnotu 165 in (tj. palc·) a x délku balíku (v palcích). Hledaný balík

bude mít z°ejm¥ takový tvar, ºe jeho pr·°ez pro libovolné t ∈ (0, x) bude mít stejný (ten maximální)

obvod, který (rovn¥º vyjád°en v palcích) budeme zna£it jako o. Chceme, aby balík m¥l maximální

objem, a tudíº aby pr·°ez daného obvodu m¥l maximální obsah. Není obtíºné si uv¥domit, ºe rovinný

útvar, který má p°i daném obvodu maximální obsah, je kruh. Tím jsme dosp¥li k záv¥ru, ºe hledaný

balík nejv¥t²ího objemu má tvar válce o vý²ce x a polom¥ru podstavy r = o/2π .
Jeho objem je

V = πr2x = o2 x
4π ,

p°i£emº musí být o+x ≤ M a také x ≤ 108 in. Uvaºujme proto balík, pro který je práv¥ o+x = M.

Ten má objem

V (x) = (M−x)2 x
4π = x3−2Mx2+M2 x

4π , kde x ∈ (0, 108] .

Spo£ítáme-li derivaci

V ′(x) = 3x2−4Mx+M2

4π = 3(x−M)
(
x− M

3

)
4π , x ∈ (0, 108) ,

snadno zjistíme, ºe funkce V roste na intervalu (0, 55] = (0,M/3] a klesá na intervalu

[55, 108] = [M/3, min {108, M}]. Nejv¥t²í objem tak dostáváme pro x = M/3, p°i£emº

V
(
M
3

) = M3

27π
.= 0,011 789M3 ≈ 0,867 8 m3.

Pokud by spole£nost v p°epravních podmínkách poºadovala, aby m¥l balík tvar kvádru, p°íp. jis-

tého hranolu, m·ºeme p°edchozí úvahy zopakovat pro daný pr·°ez o obsahu S, aniº bychom spe-

ci�kovali, jak tento pr·°ez vypadá. Sta£í si uv¥domit, ºe nutn¥ S = ko2 pro jisté k > 0, které je

práv¥ ur£eno tvarem pr·°ezu. (Kdyº se pouze zm¥ní velikost mnohoúhelníku, jenº je pr·°ezem, tak

se zm¥ní ve stejném pom¥ru také jeho obvod. Obsah se v²ak nap°. zdevítinásobí p°i trojnásobné veli-

kosti � trojnásobném obvodu.) Objem balíku je tedy funkcí

V (x) = Sx = ko2x = k (M − x)2 x, x ∈ (0, 108] .

Konstanta k neovliv¬uje bod, kde je globální maximum funkce V , a proto toto maximum nastává

op¥t pro x = M/3. Nap°. pro nejobjemn¥j²í kvádr s podstavou £tverce je o = M − x = 2M/3, tj.
délka strany jeho podstavy je a = M/6 a objem potom

V = a2x = M3

62·3
.= 0,009 259M3 ≈ 0,681 6 m3.

Pro balík ve tvaru koule, kdy je x pr·m¥rem, podmínku o + x ≤ M m·ºeme ihned p°epsat do

tvaru πx + x ≤ M, tj. x ≤ M/(π + 1) < 108 in. Pro x = M/(π + 1) tak získáváme maximální

objem

V = 4
3π
(
x
2

)3 = πM3

6(π+1) 3
.= 0,007 370M3 ≈ 0,542 6 m3.

Podobn¥ pro balík ve tvaru krychle, kdy x udává délku hrany, podmínka o + x ≤ M znamená, ºe

x ≤ M/5 < 108 in. Takºe pro x = M/5 dostáváme maximální objem

V = x3 = (M5 )3 = 0,008M3 ≈ 0,588 9 m3.

Je²t¥ dopl¬me, ºe krychle, která má stejný objem jako nalezený válec, má délku hrany

a = M

3 3√π
.= 0,227 595M ≈ 0,953 849 m.

Uv¥domme si, ºe pro ni je sou£et její délky a obvodu roven 5a .= 1,138M, tj. o bezmála 14 %
p°ekra£uje hodnotu stanovenou spole£ností. □
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5.205. Rozlehlý vojenský prostor (nadále zkráceno na VP) s p·dorysem £tverce o rozloze 100 km2

je kolem dokola ohrani£ený úzkou cestou. Z výchozího místa v jednom rohu VP se lze dostat do

cílového místa uvnit° VP tak, ºe se jde 5 km po cest¥ a poté 2 km kolmo k ní. Ov²em m·ºete jít

libovolnou dobu po cest¥ rychlostí 5 km za hodinu a potom ²ikmo p°es VP rychlostí 3 km za hodinu.

Kolik (kilo)metr· musíte jít po cest¥, abyste do²li na místo ur£ení co nejd°íve?

�e²ení. K tomu, abychom po cest¥ u²li x km, p°i£emº x ∈ [0, 5], pot°ebujeme x/5 hodin. Na²e cesta

p°es VP pak bude m¥°it √
22 + (5− x)2 = √x2 − 10x + 29

kilometr· a ujdeme ji za
√
x2 − 10x + 29/3 hodin. Celkem bude na²e cesta trvat

f (x) = 1
5x + 1

3

√
x2 − 10x + 29

hodin (p°ipome¬me, ºe x ∈ [0, 5]). Jediný nulový bod funkce

f ′(x) = 1
5 + 1

3
x−5√

x2−10x+29

je x = 7/2. Protoºe derivace f ′ existuje v kaºdém bod¥ intervalu [0, 5] a protoºe

f
( 7

2

) = 23
15 < f (5) = 5

3 < f (0) =
√

29
3 ,

funkce f má v bod¥ x = 7/2 absolutní minimum. Po cest¥ bychom tudíº m¥li jít 3,5 km. □

5.206. Jste ve £lunu na jeze°e ve vzdálenosti d km od pob°eºí. Chcete se dostat co nejrychleji do

ur£eného místa na pob°eºí ve vzdu²né vzdálenosti
√
d2 + l2 km od Vás (viz obrázek). Jak si budete

po£ínat, pokud dokáºete veslovat rychlostí v1 km/h a po b°ehu b¥ºet rychlostí v2 km/h? Jak dlouho

Vám bude cesta trvat?

�e²ení. Optimální strategie je z°ejm¥ dána tím, ºe dorazíte ke b°ehu v jistém bod¥ [0, x] pro x ∈ [0, l]
a poté budete b¥ºet podél b°ehu do cílového místa [0, l] (viz obrázek), kdy je tedy trajektorie sloºena
ze dvou úse£ek (p°íp. z jedné pro x = l). Doplout ke b°ehu v bod¥ [0, x] Vám bude trvat√

d2 +x2

v1
hodin

a b¥h po pob°eºí pak

l−x
v2

hodin.

Jde o to, aby celkový £as byl minimální, tj. je pot°eba minimalizovat funkci

t (x) =
√
d2 +x2

v1
+ l−x

v2
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na intervalu [0, l]. Navíc lze p°edpokládat, ºe v1 < v2. (Pro v1 ≥ v2 je nepochybn¥ nejrychlej²í

veslovat p°ímo k cílovému místu, £emuº odpovídá x = l.)
Nejprve vypo£ítáme první derivaci

t′ (x) = x

v1
√
d2 +x2

− 1
v2
, x ∈ (0, l),

a poté druhou

t′′ (x) = d2

v1

√(
d2 +x2

)3
, x ∈ (0, l).

Dále vy°e²íme rovnici

t′ (x) = 0, tj. x√
d2 +x2

= v1
v2
.

Jejím umocn¥ním obdrºíme

x2 =
(
v1
v2

)2 (
d2 + x2

)
.

Jednoduchá úprava tak jiº dává

x2 =
(

v1
v2

)2
d2

1−
(

v1
v2

)2 , tj. x =
v1
v2
d√

1−
(

v1
v2

)2
.

Uv¥domme si, ºe uvaºujeme pouze x ∈ (0, l). Zajímá nás proto, zda je
v1
v2
d√

1−
(

v1
v2

)2
< l, po úprav¥ v1

v2
< l√

l2+d2
.

Pokud je tato nerovnost spln¥na, je rovn¥º v1 < v2 a funkce t′ m¥ní znaménko pouze v bod¥

x0 =
v1
v2
d√

1−
(

v1
v2

)2
∈ (0, l),

a to ze záporného na kladné (uvaºte limx→0+ t′ (x) < 0 a t′′ (x) > 0, x ∈ (0, l)). To znamená,

ºe v tomto p°ípad¥ je v bod¥ x0 globální minimum funkce t na intervalu [0, l]. Jestliºe nerovnost

(∥5.206∥) spln¥na není, pak je t′ (x) < 0 pro v²echna x ∈ (0, l), odkud plyne, ºe globální mini-

mum funkce t na [0, l] je v pravém krajním bod¥ (funkce t je na svém de�ni£ním oboru klesající).

Nejrychlej²í cesta tedy bude trvat (v hodinách)

t (x0) =
√
d2 + x2

0

v1
+ l − x0

v2
= 1
v1

d2 +
(
v1
v2

)2
d2

1−
(
v1
v2

)2


1
2

+ 1
v2

l − v1
v2
d√

1−
(
v1
v2

)2

 =

= d

v1

√
1−

(
v1
v2

)2
+
l

√
1−

(
v1
v2

)2 − v1
v2
d

v2

√
1−

(
v1
v2

)2
=
dv2 + lv1

√
1−

(
v1
v2

)2 − v2
1
v2
d

v1v2

√
1−

(
v1
v2

)2
=

=
dv2

(
1−

(
v1
v2

)2
)
+ lv1

√
1−

(
v1
v2

)2

v1v2

√
1−

(
v1
v2

)2
=
dv2

√
1−

(
v1
v2

)2 + lv1

v1v2
=
d

√
v2

2 − v2
1

v1v2
+ l

v2
,

platí-li (∥5.206∥), a

t (l) =
√
d2 + l2
v1

hodin,

kdyº (∥5.206∥) neplatí. □
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5.207. Firma hledá obdélníkovou parcelu o rozm¥rech 5a×b se zám¥rem ji po obvodu celou oplotit

a pak je²t¥ ploty kolmými na první stranu rozd¥lit na 5 stejn¥ velkých parcel o rozm¥rech a × b. Pro
jaké hodnoty a, b bude rozloha parcely S = 5ab maximální, má-li být celková délka plot· 2 400 m?

�e²ení. P°eformulujme zadání: Chceme maximalizovat sou£in 5ab p°i spln¥ní podmínky

(5.13) 6b + 10a = 2 400, a, b > 0.

Lehce lze ukázat, ºe funkce

a 7→ 5a 2 400−10a
6

de�novaná pro a ∈ [0, 240] nabývá maximální hodnoty v bod¥ a = 120. Proto je výsledek

a = 120 m, b = 200 m.

Dopl¬me, ºe uvedená hodnota b bezprost°edn¥ plyne z (∥5.13∥). □

5.208. Do rovnostranného trojúhelníka o stran¥ a je vepsán pravoúhelník (jedna jeho strana leºí na

stran¥ trojúhelníka, zbylé dva vrcholy leºí na zbylých stranách trojúhelníka). Jaký m·ºe mít maxi-

máln¥ obsah? ⃝
5.209. Zvolte rozm¥ry otev°eného bazénu se £tvercovým dnem o objemu 32 m3 tak, aby na nat°ení

jeho st¥n a dna bylo pot°eba nejmen²í mnoºství barvy. ⃝
5.210. �íslo 28 rozloºte na 2 nezáporné s£ítance tak, aby sou£et druhé mocniny prvního s£ítance

a t°etí mocniny druhého s£ítance byl minimální. ⃝
5.211. Pomocí první derivace nalezn¥te reálné £íslo a > 0, pro které je sou£et a + 1/a minimální.

Poté tuto úlohu °e²te bez pouºití diferenciálního po£tu. ⃝
5.212. Vepi²te do p·lkruhu o polom¥ru r obdélník s nejv¥t²ímmoºným obvodem. Uve¤te jeho obvod.

⃝
5.213. Existuje-li mezi obdélníky o obvodu 4c obdélník s maximálním obsahem, stanovte délky jeho

stran. ⃝
5.214. Zjist¥te vý²ku v a polom¥r podstavy r nejobjemn¥j²ího kuºele, který se vejde do koule o po-

lom¥ru R. ⃝
5.215. Ze v²ech trojúhelník· s konstantním obvodem o > 0 vyberte ten, jenº má nejv¥t²í obsah. ⃝
5.216. Na parabole 2x2−2y = 9 najd¥te body sminimální vzdáleností od po£átku soustavy sou°adnic.

⃝
5.217. Va²ím úkolem je vyrobit jednolitrovou plechovou konzervu �obvyklého� tvaru rota£ního válce

tak, aby na její výrobu bylo pot°eba co nejmén¥ plechu. Ur£ete správný pom¥r mezi její vý²kou v

a polom¥rem podstavy r. ⃝
5.218. Ur£ete vzdálenost bodu [3,−1] ∈ R2 od paraboly y = x2 − x + 1. ⃝
5.219. Ur£ete vzdálenost bodu [−4,−2] ∈ R2 od paraboly y = x2 + x + 1. ⃝
5.220. V £ase t = 0 vyjelo auto z bodu A = [5, 0] rychlostí 4 jednotky za sekundu sm¥rem (−1, 0).
Ve stejném £ase vyjelo druhé auto z bodu B = [−2,−1] rychlostí 2 jednotky za sekundu sm¥rem

(0, 1). Kdy si budou auta nejblíºe a jaká bude tato vzdálenost? ⃝
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5.221. V £ase t = 0 vyjelo auto z boduA = [0, 0] rychlostí 2 jednotky za sekundu sm¥rem (1, 0). Ve
stejném £ase vyjelo druhé auto z bodu B = [1,−1] rychlostí 3 jednotky za sekundu sm¥rem (0, 1).
Kdy si budou auta nejblíºe a jaká bude tato vzdálenost? ⃝
5.222. Ur£ete maximální moºný objem kuºele o povrchu 3π cm2 (do povrchu kuºele po£ítáme i

obsah podstavy). Povrch kuºele spo£ítáme jako P = πr(r + v), objem jako V = 1
3πr

2v, kde r je

polom¥r podstavy a v vý²ka kuºele. ⃝
5.223. O d·m je op°ený ºeb°ík dlouhý 13 stop. Náhle základna ºeb°íku podklouzne a ºeb°ík za£ne

sjíºd¥t k zemi (stále z·stává op°ený o d·m). Kdyº je základna ºeb°íku 12 stop od domu, klouºe od

n¥j rychlostí 5 stop/s. Jak rychle v tomto okamºiku

(a) klesá vr²ek ºeb°íku po zdi;

(b) se m¥ní obsah trojúhelníku vymezeného ºeb°íkem, domem a zemí;

(c) se m¥ní úhel, který svírá ºeb°ík se zemí?

⃝
5.224. P°edpokládejte, ºe vlastníte dostatek �nan£ních prost°edk· bez moºnosti investovat mimo

svou továrnu s p·sobností na cenov¥ regulovaném trhu s tak°ka neomezenou poptávkou a omezeným

p°ístupem k n¥kterým klí£ovým surovinám, coº Vám umoº¬uje produkovat nejvý²e 10 000 výrobk·

denn¥. Víte, ºe pro hrubé výnosy v a náklady n jako funkce prom¥nné x, udávající v tisících pr·m¥rný

po£et výrobk· vyrobených za den, platí

v(x) = 9x, n(x) = x3 − 6x2 + 15x, x ∈ [0, 10].

P°i jakém objemu výroby budete mít z Va²í továrny nejv¥t²í zisky? ⃝

5.225. Ur£ete

lim
x→0

(
cotg x − 1

x

)
.

�e²ení. Uv¥domíme-li si, ºe je

lim
x→0+

cotg x = +∞, lim
x→0+

1
x
= +∞,

lim
x→0−

cotg x = −∞, lim
x→0−

1
x
= −∞,

vidíme, ºe v p°ípad¥ obou jednostranných limit dostáváme typ∞−∞. M·ºeme tedy uvaºovat najed-

nou oboustrannou limitu. Funkci kotangens zapí²eme jako podíl kosinu a sinu a zlomky p°evedeme

na spole£ného jmenovatele, tj.

lim
x→0

(
cotg x − 1

x

)
= lim

x→0

x cos x − sin x
x sin x

.

Obdrºeli jsme výraz 0/0, pro který platí (podle l'Hospitalova pravidla)

lim
x→0

x cos x − sin x
x sin x

= lim
x→0

cos x − x sin x − cos x
sin x + x cos x

= lim
x→0

−x sin x
sin x + x cos x

.

Druhým pouºitím l'Hospitalova pravidla pro typ 0/0 pak jiº dostaneme

lim
x→0

−x sin x
sin x + x cos x

= lim
x→0

− sin x − x cos x
cos x + cos x − x sin x

= 0− 0
1+ 1− 0

= 0.

□
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5.226. Ur£ete limitu

limx→1− (1− x) tg πx
2 . ⃝

5.227. Stanovte

lim
x→ π

2 −

(π
2
− xtg x

)
.

⃝
5.228. Pomocí l'Hospitalova pravidla ur£ete

lim
x→+∞

((
3

1
x − 2

1
x

)
x
)
.

⃝
5.229. Vypo£t¥te

lim
x→1

(
1

2 ln x
− 1
x2 − 1

)
.

⃝
5.230. Uºitím l'Hospitalova pravidla spo£t¥te limitu

lim
x→+∞

(
cos

2
x

)x2

.

⃝
5.231. Vypo£t¥te

lim
x→0

(1− cos x)sin x = . . .
⃝

5.232. Ur£ete následující dv¥ limity

lim
x→0+

x
α

ln x , lim
x→+∞ x

α
ln x ,

p°i£emº α ∈ R je libovolné. ⃝
5.233. Libovolným zp·sobem ov¥°te, ºe je

lim
x→0

ex − 1
x
= 1.

⃝

5.234. Aplikací podílového (tzv. d'Alembertova) kritéria (viz 5.47) ur£ete, jestli nekone£ná °ada

(a)
∞∑
n=1

2n·(n+1)3

3n ;

(b)
∞∑
n=1

6n

n! ;

(c)
∞∑
n=1

nn

n2·n!

konverguje.

�e²ení. Protoºe (an ≥ 0 pro v²echna n)

(a) lim
n→∞

an+1
an
= lim

n→∞
2n+1·(n+2)3·3n

3n+1·2n·(n+1)3 = lim
n→∞

2(n+2)3

3(n+1)3 = lim
n→∞

2n3

3n3 = 2
3 < 1;

(b) lim
n→∞

an+1
an
= lim

n→∞

(
6n+1

(n+1)! · n!
6n

)
= lim

n→∞
6
n+1 = 0 < 1;
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(c) lim
n→∞

an+1
an

= lim
n→∞

(
(n+1)n+1

(n+1)2·(n+1)! · n
2·n!
nn

)
= lim

n→∞
n2

(n+1)2 · lim
n→∞

(n+1)n

nn = lim
n→∞

n2

n2 ·
lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n = 1 · e > 1,

°ada (a) konverguje; (b) konverguje; (c) nekonverguje (diverguje k+∞). □

5.235. Aplikací odmocninového (tzv. Cauchyova) kritéria ur£ete, jestli nekone£ná °ada

(a)
∞∑
n=1

1
lnn(n+1) ;

(b)
∞∑
n=1

(
n+1
n

)n2

n3·3n ;

(c)
∞∑
n=1

arcsinn 2n
2n

konverguje.

�e²ení. Op¥t máme °ady s nezápornými £leny, p°i£emº je

(a) lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
1

ln(n+1) = 0 < 1;

(b) lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n+1
n

)n

n√
n3·3 =

lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n

3
(

lim
n→∞

n
√
n
)3 = e

3 < 1;
(c) lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞ arcsin 2n
2n = arcsin 0 = 0 < 1.

To znamená, ºe v²echny zadané °ady konvergují. □

5.236. Rozhodn¥te, zda °ada

(a)
∞∑
n=1
(−1)n ln

(
1+ 1

2n

) ;
(b)

∞∑
n=1

(−2)n
2

n! ;

(c)
∞∑
n=1

(−3)n

(6+(−1)n)n

konverguje.

�e²ení. P°ípad (a). Podle l'Hospitalova pravidla je

lim
x→+∞

ln
(

1+ 1
2x

)
1

2x
= lim

x→+∞

1
1+ 1

2x

(
1+ 1

2x

)′

(
1

2x

)′ = lim
x→+∞

1
1+ 1

2x
= 1,

a proto platí

0 < ln
(
1+ 1

2n

) ≤ 2
2n

pro v²echna dostate£n¥ velká n ∈ N. Ov²em o °ad¥
∑∞

n=1
2
2n víme, ºe je konvergentní. Musí tak být

∞∑
n=1

ln
(
1+ 1

2n

)
< +∞,

tj. °ada v zadání konverguje (absolutn¥).

P°ípad (b). Podílové kritérium dává

lim
n→∞

∣∣∣ an+1
an

∣∣∣ = lim
n→∞

2(n+1)2 ·n!
(n+1)!·2n2 = lim

n→∞
22n+1

n+1 = lim
n→∞

2·4n

n+1 = +∞.
�ada tedy nekonverguje.

P°ípad (c). Nyní pouºijeme obecnou verzi odmocninového kritéria

lim sup
n→∞

n
√| an | = lim sup

n→∞
3

6+(−1)n = 3
5 < 1,

z níº plyne (absolutní) konvergence °ady. □
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5.237. Libovolným zp·sobem dojd¥te k rozhodnutí o konvergenci alternující °ady

(a)
∞∑
n=1
(−1)n n

2+3n−1
(3n−2)2 ;

(b)
∞∑
n=1
(−1)n−1 3n4−3n3+9n−1

(5n3−2)·4n .

�e²ení. P°ípad (a). Z toho, ºe je

lim
n→∞

n2+3n−1
(3n−2)2 = lim

n→∞
n2

9n2 = 1
9 ̸= 0,

ihned vyplývá neexistence limity

lim
n→∞(−1)n n

2+3n−1
(3n−2)2 .

�ada tudíº nekonverguje (není spln¥na nutná podmínka konvergence).

P°ípad (b). Vid¥li jsme, ºe p°i pouºití podílového (nebo odmocninového) kritéria polynomy v £ita-

teli ani jmenovateli £len· °ady neovliv¬ují hodnotu po£ítané limity. Uvaºujme tedy °adu
∞∑
n=1
(−1)n−1 1

4n ,

pro kterou je

lim
n→∞

∣∣∣ an+1
an

∣∣∣ = 1
4 < 1.

To ov²em znamená, ºe rovn¥º p·vodní °ada je (absolutn¥) konvergentní. □

5.238. Konverguje °ada
∞∑
n=1
(−1)n+1 arctg 2√

3n
?

�e²ení. Posloupnost
{

2/
√

3n
}
n∈N

je z°ejm¥ klesající a funkce y = arctg x rostoucí (na celé reálné

ose), a tudíº posloupnost
{
arctg

(
2/
√

3n
)}

n∈N
je klesající. Je tedy zadána alternující °ada spl¬ující,

ºe posloupnost absolutních hodnot jejích £len· je klesající. Taková alternující °ada konverguje, práv¥

kdyº posloupnost jejích £len· konverguje k 0 (tzv. Leibnizovo kritérium), coº je ov²em spln¥no:

lim
n→∞ arctg 2√

3n
= arctg 0 = 0, tj. lim

n→∞

(
(−1)n+1arctg 2√

3n

)
= 0.

□

5.239. Zjist¥te, jestli °ada

(a)
∞∑
n=1

sin n
n2 ;

(b)
∞∑
n=1

cos(πn)
3√
n2

konverguje absolutn¥, p°íp. neabsolutn¥ (relativn¥), nebo nekonverguje.

�e²ení. P°ípad (a). Ukázat, ºe tato °ada konverguje absolutn¥, je snadné. Nap°. je
∞∑
n=1

∣∣ sin n
n2

∣∣ ≤ ∞∑
n=1

1
n2 <

∞∑
n=0

1
2n = 2,

p°i£emº druhou nerovnost jsme dokázali d°íve.

P°ípad (b). Je vid¥t, ºe cos (πn) = (−1)n, n ∈ N. Máme tedy alternující °adu, jejíº posloupnost

£len· v absolutní hodnot¥ je klesající. Proto z limity

lim
n→∞

1
3√
n2
= 0

jiº plyne, ºe °ada konverguje. Zárove¬ v²ak je
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∞∑
n=1

∣∣∣ cos(πn)
3√
n2

∣∣∣ = ∞∑
n=1

1
3√
n2
≥

∞∑
n=1

1
n
= +∞.

�ada tak konverguje neabsolutn¥. □

5.240. Jaký je sou£et °ady
∞∑
n=2

1
n√ln n

?

�e²ení. Z nerovností (uvaºte graf p°irozeného logaritmu)

1 ≤ ln n ≤ n, n ≥ 3, n ∈ N

plyne
n
√

1 ≤ n
√

ln n ≤ n
√
n, n ≥ 3, n ∈ N.

Podle V¥ty o t°ech limitách je

lim
n→∞

n
√

ln n = 1, tj. lim
n→∞

1
n√ln n
= 1.

�ada tedy není konvergentní. Nebo´ má nezáporné £leny, musí divergovat k+∞. □

5.241. Rozhodn¥te o následujících °adách, jestli konvergují £i divergují:

i)
∞∑
n=1

2n

n

ii)
∞∑
n=1

1√
n

iii)
∞∑
n=1

1
n·2100000

iv)
∞∑
n=1

1
(1+i)n

�e²ení.

i) Budeme zkoumat konvergenci podílovým kritériem:

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
2n+1

n+1
2n

n

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

2(n+ 1)
n

= 2 > 1,

°ada tedy diverguje.

ii) Odhadneme °adu ze spodu: víme, ºe pro libovolné p°irozené n platí 1
n
≤ 1√

n
. Pro posloup-

nost £áste£ných sou£t· sn zkoumané °ady a posloupnost £áste£ných sou£t· harmonické °ady

s′n tedy platí:

sn =
n∑
i=1

1√
n
≥

n∑
i=1

1
n
= s′n.

A protoºe harmonická °ada diverguje (viz p°edchozí p°íklad), diverguje i její posloupnost

£áste£ných sou£t· {s′n}∞n=1, tedy diverguje i posloupnost £áste£ných sou£t· {sn}∞n=1, tedy di-

verguje i zadaná posloupnost.

iii) Diverguje, jedná se o násobek harmonické °ady.

iv) Jedná se o geometrickou °adu s koe�cientem 1
1+i , ta bude konvergovat, bude-li absolutní

hodnota koe�cientu men²í neº 1. Víme, ºe∣∣ 1
1+ i

∣∣ = ∣∣1− i
2

∣∣ = ∣∣1
2
− 1

2
i
∣∣ = √1

4
+ 1

4
=
√

2
2
< 1,

°ada tedy konverguje a umíme ji dokonce se£íst:
∞∑
n=1

1
(1+ i)n =

1
1− 1

1+i
= 1+ i

i
= 1− i.
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□

5.242. Do £tverce o délce strany a > 0 je vepsán £tverec, jehoº strany jsou spojnicemi st°ed· stran

zadaného £tverce. Do vepsaného £tverce je stejným zp·sobem vepsán dal²í £tverec atd. Stanovte

sou£et obsah· a sou£et obvod· v²ech t¥chto (nekone£n¥ mnoha) £tverc·. ⃝
5.243. Nech´ je dána posloupnost °ádk· p·lkruh·, p°i£emº v n-tém °ádku je 2n p·lkruh· o polom¥-

ru 2−n pro kaºdé n ∈ N. Jaký bude obsah libovolného obrazce sloºeného ze v²ech t¥chto p·lkruh·,

kdyº nebudou umíst¥ny p°es sebe? ⃝
5.244. Vy°e²te rovnici

1− tg x + tg2 x − tg3 x + tg4 x − tg5 x + · · · = tg 2x
tg 2x+1 . ⃝

5.245. Ur£ete
∞∑
n=1

( 1
2n−1 + 2

3n−1

)
.

⃝
5.246. Se£t¥te

∞∑
n=1

5n
√
n2 + 2n+ 1.

⃝
5.247. Dokaºte konvergenci a nalezn¥te sou£et °ady

∞∑
n=1

3n+2n

6n .

⃝
5.248. Stanovte sou£et °ady

(a)
∞∑
n=1

2n−1
2n ;

(b)
∞∑
n=0

n+1
3n .

⃝
5.249. Se£t¥te

1
1·3 + 1

3·5 + 1
5·7 + · · · =

∞∑
n=1

1
(2n−1)(2n+1) .

⃝
5.250. Pomocí rozkladu na parciální zlomky vy£íslete

(a)
∞∑
n=2

1
n2−1 ;

(b)
∞∑
n=1

1
n3+3n2+2n .
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⃝
5.251. Se£t¥te konvergentní °adu

∞∑
n=0

1
4n2−1 .

⃝
5.252. Ur£ete sou£et °ady

∞∑
n=1

1
n2+3n .

⃝
5.253. V závislosti na

s :=
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2 + 1
3 − 1

4 + 1
5 − 1

6 + 1
7 − 1

8 + · · ·
vyjád°ete sou£ty °ad (

1− 1
2 − 1

4

)+ ( 1
3 − 1

6 − 1
8

)+ · · · ;(
1+ 1

3 − 1
2

)+ ( 1
5 + 1

7 − 1
4

)+ · · · ,
které z vý²e uvedené °ady vznikly p°erovnáním (tj. zm¥nou po°adí £len·). ⃝
5.254. Zjist¥te, zda °ada

∞∑
n=0

2n+(−2)n

5n

konverguje. ⃝
5.255. Dokaºte následující tvrzení:

Jestliºe °ada
∑∞

n=0 an konverguje, pak je lim
n→∞ sin (3an + π) = 0. ⃝

5.256. Pro jaké α ∈ R; β ∈ Z; γ ∈ R∖ {0} konvergují °ady
∞∑

n=120

e−αn

n
;

∞∑
n=240

βn ·n!
nn ;

∞∑
n=360

n
γ n ? ⃝

5.257. Rozhodn¥te, zda °ada
∞∑
n=21

(−1)n n
8−5n6+2n

2n

konverguje absolutn¥, konverguje neabsolutn¥ (relativn¥), nebo nekonverguje. ⃝
5.258. Zjist¥te, jestli je limita

lim
n→∞

( 1
n2 + 2

n2 + · · · + n−1
n2

)
vlastní. Upozorn¥me, ºe k tomu nelze vyuºít sou£t·

∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 ,
∞∑
n=2

n−1
n2 = +∞.

⃝
5.259. Najd¥te v²echna reálná £ísla A ≥ 0, pro která °ada

∞∑
n=1
(−1)n ln

(
1+ A2n

)
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konverguje. ⃝
5.260. Zopakujme, ºe harmonická °ada diverguje; tj. platí

∞∑
n=1

1
n
= +∞.

Rozhodn¥te, zda také °ada
1
1 + · · · + 1

9 + 1
11 + · · · + 1

19 + 1
21 + · · · + 1

29 + · · ·
· · · + 1

91 + · · · + 1
99 + 1

111 + · · · + 1
119 + 1

121 + · · ·
diverguje. ⃝
5.261. Udejte p°íklad divergentních £íselných °ad

∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn s kladnými £leny, pro které °ada∑∞

n=1 (3an − 2bn) absolutn¥ konverguje. ⃝
5.262. Zjist¥te, zda jednotlivé °ady

∞∑
n=1
(−1)n (n!)2

(2n)! ;
∞∑
n=1
(−1)n n

7−n4+n
n8+2n6+n

konvergují absolutn¥, konvergují neabsolutn¥, £i nekonvergují. ⃝
5.263. Konverguje °ada

∞∑
n=1
(−1)n+1 3√n+ 5√n+1

n+ 5√n ?

⃝
5.264. Nalezn¥te hodnoty parametru p ∈ R, pro které °ada

∞∑
n=1

(−1)n sinn p
n

konverguje. ⃝
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�e²ení cvi£ení

5.2. P(x) = (− 3
5 − 4

5 i)x
2 + (2+ 3i)x − 3

5 − 14
5 i.

5.11. 3x2 − 2x − 4.

5.12.
(
2x2 − 5

)
/3; nap°.

(
2
3x

2 − 5
3

)3
.

5.13. a = 1, b = −2, c = 0, d = 1.

5.14. x3 + x2 − x + 2.
5.15. Nekone£n¥ mnoho.

5.16. P(x) = x3 − 2x2 + 5x − 3;Q(x) = x3 − 2x2 + 3x − 3.

5.17. x5 − 2x4 − 5x + 2.

5.18. x2 .

5.19. x3 − 2x + 5; x3 − x + 6.
5.20. Nekone£n¥ mnoho.

5.21. Nap°. x2 − 3x + 6.

5.22. S1(x) = 1
2 (x + 1)3 − 3

2 (x + 1)+ 1, x ∈ [−1, 0]; S2(x) = − 1
2 x

3 + 3
2 x

2 , x ∈ [0, 1].

5.23. S1(x) = 1
2 (x + 1)3 − 3

2 (x + 1)+ 1, x ∈ [−1, 0]; S2(x) = − 1
2 x

3 + 3
2 x

2 , x ∈ [0, 1].

5.24. S1(x) ≡ x; S2(x) ≡ x.
5.25. S1(x) ≡ 1; S2(x) ≡ 1.
5.26. Si(x) = x + 3, x ∈ [−3+ i − 1,−3+ i]; i ∈ {1, 2}.
5.27. S1(x) = 1− 11

20 x + 1
20 x

3 ; S2(x) = 1
2 − 2

5 (x − 1)+ 3
20 (x − 1)2 − 1

40 (x − 1)3.

5.29.

supA = 6, infA = −3;

supB = 1
4
, infB = −1;

supC = 9, infC = −9.

5.30. Lehce lze ukázat, ºe

supA = 3
2
, infA = 0.

5.31. Z°ejm¥ je

infN = 1, supM = 0, infJ = 0, supJ = 5.

5.32. Lze poloºit kup°.

M := Z ∖ N; N := N.

5.33. Uvaºte jakoukoli jednoprvkovou mnoºinu X ⊂ R.
5.34. Mnoºina C musí být jednoprvková. Nech´ je tedy nap°. C = {0}. Nyní m·ºeme zvolit A = (−1, 0),

B = (0, 1).
5.40. Platí

lim
n→∞

(
1
n2 +

2
n2 + · · · +

n− 2
n2 +

n− 1
n2

)
= lim
n→∞

(
n

n2 ·
n− 1

2

)
= 1

2
.

5.41. Snadno lze ukázat, ºe

lim
n→∞

√
n3 − 11n2 + 2+ 5√

n7 − 2n5 − n3 − n+ sin2 n

2− 3√5n4 + 2n3 + 5
= −∞.
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5.42. Limita je rovna 1.
5.43. Kup°. lze poloºit

xn := n, yn := −n+ 1, n ∈ N.

5.44. Správná odpov¥¤ je ±1.
5.45. Výsledek je

lim sup
n→∞

an = 1, lim inf
n→∞ an = 0.

5.46. Platí

lim inf
n→∞

(
(−1)n

(
1+ 1

n

)n
+ sin

nπ

4

)
= −e−

√
2

2
.

5.63. Uvedená funkce je spojitá na celém R.
5.64. V bodech −π , 0, π je spojitá; v bod¥ 2 je spojitá pouze zprava a v bod¥ 3 pouze zleva; v bod¥ 1 není

spojitá ani z jedné strany.

5.65. Je nutné poloºit f (0) := 0.
5.66. Funkce je spojitá práv¥ pro p = 2.
5.67. Správná odpov¥¤ je a = 4.
5.68. Je

lim
x→0+

sin8 x

x3 = lim
x→−∞

sin8 x

x3 = 0.

5.71. Jediné °e²ení x = −1.
5.72. Ano.

5.76. f ′(x) = 2xln x−1 · ln x.
5.77. (sin x)1+cos x (cotg2 x − ln (sin x)

)
.

5.79. π6 − 2√
3

0,003.

5.80. a ≈ π
4 + 0,01; b ≈ 4,125.

5.81. (a) 1
2 −

√
3

360π ; (b)
√

2
2 +

√
2

360π .

5.83. Ano, má.

5.84. y = x0
p
x − x2

0
2p .

5.85. y = 3√4 (x + 1); y = − 3√2
2 (x + 1).

5.86. y = 2x.

5.87. y − ln 5
2 =

(
13
10 − ln 5

4

)
(x − 1); y − ln 5

2 = 20
5 ln 5−26 (x − 1).

5.88.
[

1
2 , 2 1

4

]
.

5.89. t : y = x
6 + 8

3 ; n : y = −6x + 15;

[
3
2 ,

√(
3
2

)2 − 3 3
2 + 11

]
.

5.90. π/4.
5.91. y = 2− x; y = x.
5.92. Nerovnosti plynou nap°. z V¥ty o st°ední hodnot¥ (tzv. Lagrangeovy v¥ty) aplikované na funkci

y = ln (1+ t) , t ∈ [0, x].
5.113. r = +∞.
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5.114. 1.
5.115. 3.
5.116. [−1, 1].

5.117. x ∈
[
2− 1

3 , 2+ 1
3

]
.

5.118. Ano.
5.119.

(a) Platí.

(b) Neplatí.

(c) Neplatí.

(d) Platí.

5.120. 1− π2

102·2 + π4

104·4! .

5.121. Chyba náleºí do intervalu (0, 1/200).

5.122.
∑∞
n=0

e
n! (x − 1)n;

∑∞
n=0

lnn 2
n! xn .

5.123. f (x) = x, x ∈ R; ano.
5.124. Nikoli.

5.125. (a) 1− π2

182·2!
+ π4

184·4!
; (b) 1

2 − 1
5·25 .

5.126.
∑∞
n=0

1
(2n+1) n! x

2n+1 .

5.127. a > 1.

5.128. [− 3√2, 3√2).
5.129. Pro x ∈ [−1, 1].
5.130. x > 2.
5.131. Konverguje absolutn¥.

5.132. ln (3/2).

5.133. x(1−x)
(1+x)3 .

5.134. (a) 1
2 ln 1+x

1−x ; (b)
1+x
(1−x)3 .

5.135. 2/9.

5.136. x e
x3
2 .

5.137. R.
5.138. (1, e].

5.139.
(
−∞, 2

3

)
∪
(

2
3 ,+∞

)
;
(
−∞,− 1

3

)
∪
(
− 1

3 ,+∞
)
; y = 2x+1

3x+1 , x ̸= − 1
3 .

5.140. (a) ano; (b) ne; (c) ne; (d) ne; (e) ano; (f) ano; (g) ano; (h) ne.

5.141. (a) ne; (b) ne; (c) ano; (d) ano; (e) ne; (f) ne; (g) ne; (h) ano.

5.142. Lichá funkce je uvedena ve variantách (a), (e); sudá v (c), (d).

5.143. Je periodická s primitivní periodou (a) 2π ; (b) π/3.
5.144. Funkce f a g jsou sudé � k vykreslení jejich graf· tak posta£ují grafy funkcí y = ex , x ∈ [0,+∞)
a y = ln x, x ∈ (0,+∞).
5.145. Zadaná funkce je sudá, a proto k na£rtnutí jejího grafu sta£í znát graf funkce y = 2x , x ∈ (−∞, 0].

5.146. (sinh x)′ = cosh x; (cosh x)′ = sinh x; (tgh x)′ = 1
cosh2x

; (cotgh x)′ = − 1
sinh2x

.

5.147. 1√
1+x2

.

5.149. x4 + 2x3 − x2 + x − 2.

5.150. x4 + 2x3 − 2x2 + x + 2.

5.151. x4 + 3x3 − 3x2 − x − 1.
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5.152. Pro kaºdé ε > 0 sta£í ε-okolí bodu −2 p°i°adit δ-okolí bodu 0 p°edpisem

ε 7→ δ, δ = ε,
p°i£emº bez újmy na obecnosti lze poºadovat, aby ε ≤ 1. Pokud by totiº bylo ε > 1, lze poloºit δ = 1.
5.153. Existence limity a rovnost

lim
x→−1

(1+ x)2 − 3
2

= −3
2

nap°. op¥t plyne z volby δ := ε pro ε ∈ (0, 1).

5.154. Nebo´ − (x − 2)4 < x pro x < 0, dostáváme 3 (x − 2)4/2 > −x pro x < 0.
5.155. Nebo´

lim
x→0+ arctg

1
x
= π

2
, lim

x→0− arctg
1
x
= −π

2
,

uvaºovaná oboustranná limita neexistuje.

5.156. První z limit je rovna +∞, druhá neexistuje.

5.157. Limitu lze spo£ítat více zp·soby. Nabízí se nap°.

lim
x→0

tg x − sin x

sin3 x
= lim
x→0

(
tg x − sin x

sin3 x
· cotg x
cotg x

)
=

= lim
x→0

1− cos x

cos x · sin2 x
= lim
x→0

1− cos x
cos x

(
1− cos2 x

) =
= lim
x→0

1
cos x (1+ cos x)

= 1
2
.

5.158. Platí

lim
x→π/6

2 sin3 x + 7 sin2 x + 2 sin x − 3

2 sin3 x + 3 sin2 x − 8 sin x + 3
= lim
x→π/6

sin x + 1
sin x − 1

= −3.

5.159. Je

lim
x→1

xm − 1
xn − 1

= m

n
.

5.160. Po roz²í°ení výrazem
√
x2 + x + x√
x2 + x + x

lze lehce dostat

lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

)
= 1

2
.

5.161. Platí

lim
x→+∞

(
x
√

1+ x2 − x2
)
= 1

2
.

5.162. Je

lim
x→0

√
2−√1+ cos x

sin2 x
=
√

2
8
.

5.163. Roz²í°ením zlomku ze zadání je moºné obdrºet

lim
x→0

sin (4x)√
x + 1− 1

= 8.

5.164. Platí

lim
x→0−

√
1+ tg x −√1− tg x

sin x
= 1.
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5.165. Z°ejm¥ je

lim
x→−∞

2x +√1+ x2 − x9 − 7x5 + 44x2

3x + 5√6x6 + x2 − 18x5 − 592x4
= 7

18
.

5.166. Výrok není pravdivý. Uvaºte kup°.

f (x) := 1
x
, x ∈ (−∞, 0); g(x) := x, x ∈ R.

5.167.

lim
n→∞

(
n

n+ 5

)2n−1

= e−10.

5.168.

lim
x→0−

sin x − x
x3 = −1

6
.

5.169. f ′(x) < 0, x > e.

5.170. V bod¥ x1 = e−2 nabývá zadaná funkce lokálního maxima a v bod¥ x2 = 1 potom lokálního minima.

5.171. Neexistuje: pro a = √2/2 nastává v daném bod¥ pouze lokální extrém.

5.172. 2 = e 1
e
− ln 1

e
.

5.173. 1
3√e
.

5.174. 4 = p (−1) = p (2), −16 = p (−3).

5.175. (a) v(0) = 6m/s; (b) t = 3 s, s(3) = 16m; (c) v(4) = −2m/s, a(4) = −2m/s2.

5.176. f ′ (x0) = 1
2
√
x0
.

5.177. Derivace neexistuje: jednostranné derivace, a to π/2 (jednostranná derivace zprava) a −π/2 (jedno-

stranná derivace zleva), se nerovnají.

5.178. Ano.
5.179. Nikoli.
5.180. f (x) := | x − 5 | + | x − 9 |.
5.181. Nap°. f = g pro funkci f de�novanou tak, ºe v racionálních bodech nabývá hodnoty 1, zatímco v ira-

cionálních hodnoty −1.

5.182. (a) x2 sin x; (b) cos (sin x) · cos x; (c) 3x2+2
x3+2x cos

(
ln
(
x3 + 2x

))
; (d) 2(1−2x)

(1−x+x2)2
.

5.183. (a) 7
8 x

− 1
8 ; (b) cosec x = 1

sin x .

5.184. cos x · cos (sin x) · cos (sin (sin x)).

5.185. f ′(x) = 1√
1+2x−x2

+ 1, x ∈
(

1−√2, 1+√2
)
.

5.186. cos x
3

3√
sin2 x

.

5.187. 1+2x2√
1+x2
+ x2 ex .

5.188. −8.

5.189. 2x2

1−x6
3
√

1+x3

1−x3 .

5.190. ln2
(
x +√1+ x2

)
, x ∈ R.

5.191. f ′(x) = − 1
x

(
logx e

)2
, x > 0, x ̸= 1.

5.192.
[
f (x)g(x)h(x)k(x)

] ′ = f ′(x)g(x)h(x)k(x) + f (x)g′(x)h(x)k(x) + f (x)g(x)h′(x)k(x) +
+ f (x)g(x)h(x)k′(x).
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5.193. x
3 (x+1)2 3√

x+2
(x+3)2

(
3
x
+ 2

x+1 + 1
3(x+2) − 2

x+3

)
.

5.208. Vepsaný pravoúhelník má strany x,
√

3/2(a − x), tedy obsah√3/2(a − x)x. Maximum pro x = a/2,
tedy maximální obsah je (

√
3/8)a2.

5.209. 4m× 4m× 2m.
5.210. 28 = 24+ 4.
5.211. a = 1.

5.212. 2
√

5 r.
5.213. Jedná se o £tverec (s délkou strany c).

5.214. v = 4
3R, r = 2

√
2

3 R.

5.215. Nejv¥t²í obsah
√

3 o2/36 má rovnostranný trojúhelník.

5.216.
[
2,−1/2

]
,
[−2,−1/2

]
.

5.217. v = 2r.

5.218. Nejbliº²í bod [1, 1], vzdálenost 2
√

2.

5.219. Nejbliº²í bod [−1, 1], vzdálenost 3
√

2.

5.220. t = 1, 5s, vzdálenost
√

5 jednotek.

5.221. V £ase t = 5
13 s si budou auta nejblíºe a to

√
13

13 jednotky.

5.222. P = πrv + πr2 H⇒ v = P−πr2
πr
H⇒ V = 1

3 r(P − πr2 ). Extrém r =
√

P
3π , dosazením do objemu

V = 2π
3 cm3.

5.223. (a) 12 ft/s; (b) −59, 5 ft2/s; (c) −1 rad/s.
5.224. P°i produkci zhruba 3 414 výrobk· denn¥.

5.225. Trojnásobné pouºití l'Hospitalova pravidla dává

lim
x→0−

sin x − x
x3 = −1

6
.

5.226. 2/π .
5.227.

lim
x→ π

2 −

(π
2
− x

)
tg x = 1.

5.228.

lim
x→+∞

((
3

1
x − 2

1
x

)
x
)
= ln

3
2
.

5.229. 1/2.
5.230. Platí

lim
x→+∞

(
cos

2
x

)x2

= e−2.

5.231. Dvojnásobnou aplikací l'Hospitalova pravidla lze obdrºet

lim
x→0

(1− cos x)sin x = e0 = 1.

5.232. V obou p°ípadech je výsledek eα .

5.233. Limitu lze snadno ur£it nap°. pomocí l'Hospitalova pravidla.

5.242. 2a2; 4a
(

2+√2
)
.

5.243. π/2.

5.244. x = π
6 + kπ , x = 5π

6 + kπ , k ∈ Z.



324

KAPITOLA 5. Z�ÍZENÍ ZOO FUNKCÍ

5.245. 5.
5.246. +∞.
5.247. 3/2.
5.248. (a) 3; (b) 9/4.
5.249. 1/2.
5.250. (a) 3/4; (b) 1/4.
5.251. −1/2.
5.252. 11/18.
5.253. s/2; 3s/2 (s = ln 2).
5.254. Konverguje.

5.255. Posta£uje uváºit nutnou podmínku konvergence limn→∞ an = 0.
5.256. α > 0; β ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}; γ ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).
5.257. Konverguje absolutn¥.

5.258. Limita je rovna 1/2.

5.259. A ∈ [0, 1).
5.260. Sou£et uvedené °ady je kone£ný � °ada konverguje.

5.261. Nap°. an = n/3, bn = n/2, n ∈ N.
5.262. První °ada konverguje absolutn¥; druhá neabsolutn¥.

5.263. Ano.
5.264. p ∈ R.



Vminulé kapitole jsme si postupn¥ hráli bu¤ s mimo°ádn¥ ve-
likými t°ídami funkcí� v²echny spojité, v²echny diferencovatelné
apod. � nebo jen s konkrétními funkcemi � nap°. exponenciální,
goniometrické, polynomy atd. M¥li jsme ale p°itom minimum ná-
stroj· a v²e jsme po£ítali tak °íkajíc na kolen¥. Z kvalitativního po-
hledu jsme jen nazna£ili, jak vyuºívat znalost lineárního p°iblíºení
funkce její derivací k diskusi lokálního chování takové funkce ko-
lem daného bodu. Te¤ dáme dohromady n¥kolik výsledk·, které
umoºní snáze pracovat s funkcemi p°i modelování reálných pro-
blém·.

Pomocí derivování jsme se nau£ili zaznamenávat velkosti oka-
mºitých zm¥n. V této kapitole se vyrovnáme i s úlohou, jak s£ítat
nekone£n¥ mnoho takových �nekone£n¥ malých� zm¥n, tj. jak
�integrovat�. Nejd°íve si ale ud¥láme více jasno o derivacích.

V poslední £ásti kapitoly se vrátíme k °adám funkcí a dopl-
níme p°itom i n¥kolik chyb¥jících kr·£k· v na²í dosavadní argu-
mentaci.

1. Derivování

6.1. Derivace vy²²ích °ád·. Jestliºe má první derivace f ′(x) re-
álné nebo komplexní funkce f v bod¥ x0 derivaci
(f ′)′(x0), °íkáme ºe existuje druhá derivace funkce
f , resp. derivace druhého °ádu.

Pí²eme pak f ′′(x0) = (f ′)′(x0) nebo také f (2)(x0).
Funkce f je dvakrát diferencovatelná na n¥jakém intervalu,

jestliºe má druhou derivaci v kaºdém jeho bod¥. Derivace vy²²ích
°ád· de�nujeme induktivn¥:

k�krát diferencovatelné funkce

Reálná nebo komplexní funkce f je (k + 1)�krát diferenco-
vatelná v bod¥ x0 , pro n¥jaké p°irozené £íslo k, jestliºe je k�krát
diferencovatelná na n¥jakém okolí bodu x0 a její k�tá derivace má
v bod¥ x0 derivaci. Pro k-tou derivaci funkce f (x) pí²eme f (k)(x).
Pro k = 0 rozumíme 0�krát diferencovatelnými funkcemi funkce
spojité.

Jestliºe existují derivace v²ech °ád· na intervalu, °íkáme, ºe je
tam funkce f hladká.

Pro funkce se spojitou k�tou derivací pouºíváme ozna£ení
t°ída funkcí Ck (A) na intervalu A, kde k m·ºe nabývat hodnot
1, 2, . . . ,∞. �asto pí²eme pouze Ck , je-li de�ni£ní obor znám
z kontextu.

Pí²eme také C0 (A) nebo C(A) pro funkce spojité na mnoºin¥
A. Jde-li o interval, pí²eme bez závorek, nap°. C[a, b].

KAPITOLA 6

Diferenciální a integrální po£et

zv¥°inec te¤ máme, ale co s ním?

� nau£íme se s ním zacházet...

A. Derivace vy²²ích °ád·

Nejprve zave¤me konvenci, jak zna£it derivace vy²²ích °ád·: dru-

hou derivaci funkce f jedné prom¥nné budeme zna£it f ′′ nebo f (2),
derivace od t°etího °ádu vý²e pak pouze f (3), f (4), . . . , f (n). Na p°ipo-

menutí ale zahájíme trochu ra�novaným p°íkladem �pouze� na první

derivace.

6.1. Derivujte výraz

4
√
x − 1 · (x + 2)3

ex(x + 132)2

prom¥nné x > 1.

�e²ení. Úlohu vy°e²íme pomocí tzv. logaritmické derivace. Nech´ je

f libovolná kladná funkce. Víme, ºe je[
ln f (x)

] ′ = f ′(x)
f (x)

, tj. f ′(x) = f (x) · [ln f (x)] ′
,

pokud derivace f ′(x) existuje. Uºite£nost tohoto vzorce je dána tím, ºe
pro jisté funkce je jednodu²²í derivovat jejich logaritmus neº je samé.
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Pojem derivace vy²²ího °ádu m·ºeme rychle ilustrovat na po-
lynomech. Protoºe výsledkem derivování polynomu je op¥t po-
lynom, ale derivací se vºdy o jedni£ku sniºuje jeho stupe¬, do-
staneme po kone£ném po£tu derivací nulový polynom. P°esn¥ji
°e£eno, práv¥ po k + 1 derivacích, kde k je stupe¬ polynomu,
dostaneme nulu. Samoz°ejm¥ pak existují derivace v²ech °ád·, tj.
f ∈ C∞ (R).

P°i konstrukci splajn·, viz 5.9, jsme pohlídali, aby výsledné
funkce byly t°ídy C2 (R). Jejich t°etí derivace budou po £ástech
konstantní funkce. Proto nebudou splajny pat°it do C3 (R), p°es-
toºe jejich v²echny derivace vy²²ích °ád· budou nulové ve v²ech
vnit°ních bodech jednotlivých interval· v interpolaci. Promyslete
si podrobn¥ tento p°íklad!

Následující tvrzení je jednoduchým kombinatorickým d·sled-
kem Leibnizova pravidla pro derivaci sou£inu funkcí:

Lemma. Jsou-li f a g dv¥ funkce mající derivaci °ádu k v bod¥
x0, pak má derivaci °ádu k i jejich sou£in a platí:

(f · g)(k)(x0) =
k∑
i=0

(
k

i

)
f (i)(x0)g

(k−i)(x0).

D·kaz. Pro k = 0 je tvrzení triviální, pro k = 1 je to Leib-
nizovo pravidlo pro derivaci sou£inu. Jestliºe pravidlo platí pro
n¥jaké k, derivací pravé strany a pouºitím Leibnizova pravidla do-
staneme obdobný výraz

k∑
i=0

(
k

i

)(
f (i+1)(x0)g

(k−i)(x0)+ f (i)(x0)g
(k−i+1)(x0)

)
.

V této nové sum¥ je sou£et °ád· derivací u sou£in· v jednotlivých
s£ítancích k + 1 a koe�cienty u f (j) (x0)g

(k+1−j) (x0) jsou sou£ty
binomických koe�cient·

(
k
j−1

)+ (k
j

) = (k+1
j

)
. □

6.2. Násobné ko°eny a inverze polynom·. Derivace polynom·
jsme spo£ítali jiº v odstavci 5.6 a je vid¥t, ºe jde
o hladké funkce. Derivace je v tomto p°ípad¥ vlastn¥
prosté algebraické zobrazení a podívejme se, jak
se nám derivace bude hodit pro diskusi násobných

ko°en· polynom·.
Nejprve zformulujme základní v¥tu algebry, jejíº d·kaz od-

loºíme do odstavce 11.20 na stran¥ 663.

V¥ta. Kaºdý nenulový komplexní polynom f : C → C stupn¥
alespo¬ jedna má ko°en.

Nutn¥ tedy polynom stupn¥ k > 0 má práv¥ k komplexních
ko°en· v£etn¥ násobností a m·ºeme jej vºdy psát jednozna£n¥ ve
tvaru

f (x) = b(x − a1)
c1 · (x − aq)cq ,

kde b ∈ C, b ̸= 0, a1, . . . , aq jsou v²echny ko°eny polynomu f a
1 ≤ c1, . . . , cq ≤ k jsou jejich násobnosti (tj. p°irozená £ísla).

Derivací f (x) jakoºto funkce reálné prom¥nné x dostaneme

f ′(x) = bc1(x − a1)
c1−1. . . (x − aq)cq + · · ·+

+ bcq(x − a1)
c1. . . (x − aq)cq−1.

Jestliºe je c1 = 1 a ko°en a1 je reálný, bude hodnota derivace f ′
v bod¥ a1 nenulová, protoºe první £len výrazu je nenulový, zatímco
v²echny zbývající po dosazení hodnoty x = a1 zmizí. Obdobn¥ to
bude i s ostatními ko°eny. Ov¥°ili jsme tedy uºite£nou vlastnost,
ºe reálný ko°en a polynomu f je vícenásobný tehdy a jen tehdy,
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Takový je práv¥ výraz v zadání. Dostáváme totiº(
4√
x − 1 · (x + 2)3

ex(x + 132)2

)′
=

4√
x − 1 · (x + 2)3

ex(x + 132)2 ·
[

ln
4√
x − 1 · (x + 2)3

ex(x + 132)2

]′
=

=
4√
x − 1 · (x + 2)3

ex(x + 132)2 ·
[

3 ln (x + 2)+ 1
4

ln (x − 1)− x ln e− 2 ln (x + 132)

]′
=

=
4√
x − 1 · (x + 2)3

ex(x + 132)2

[
3

x + 2
+ 1

4 (x − 1)
− 1− 2

x + 132

]
.

□

6.2. Ur£ete následující derivace:

i) (x2 · sin x)′′,
ii) (xx )′′,
iii)

(
x

ln x

)(3)
,

iv) (xn )(n),

v) (sin x)(n).

�e²ení.

(a) (x2 ·sin x)′′ = (2x sin x+x2 cos x)′ = 2 sin x+4x cos x−x2 sin x.
(b) (xx )′′ = [(1+ ln x)xx ]′ = xx−1 + xx (1+ ln x)2.
(c)
(
x

ln x

)(3) = 1
x2(ln x)2 − 6

x2(ln x)4 .

(d) (xn )(n) = [(xn )′](n−1) = (nxn−1 )(n−1) = · · · = n!.
(e) (sin x)(n) = re(in sin x)+ im(in cos x). □

6.3. Nech´ n ∈ N je libovolné. Najd¥te n-tou derivaci funkce

y = ln 1+x
1−x , x ∈ (−1, 1).

�e²ení. Vzhledem k vyjád°ení

ln 1+x
1−x = ln (1+ x) − ln (1− x) , x ∈ (−1, 1)

zavedeme pomocnou funkci

f (x) := ln (ax + 1) , x ∈ (−1, 1), a = ±1.

Pro x ∈ (−1, 1) lze snadno (postupn¥) vypo£íst

f ′(x) = a
ax+1 ,

f ′′(x) = −a2

(ax+1)2 ,

f (3)(x) = 2a3

(ax+1)3 ,

f (4)(x) = −6a4

(ax+1)4 .

Na základ¥ t¥chto výsledk· m·ºeme usoudit, ºe

(6.1) f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)! an

(ax + 1)n
, x ∈ (−1, 1), n ∈ N.

Správnost tohoto vzorce ov¥°íme matematickou indukcí. Protoºe pro

n = 1, 2, 3, 4 platí, zbývá ukázat, ºe z jeho platnosti pro k ∈ N plyne

jeho platnost pro k + 1. Nebo´ p°ímý výpo£et dává

f (k+1)(x) =
(
(−1)k−1(k −1)! ak

(ax+1)k

)′ = (−1)k−1(k−1)! ak (−k) a
(ax+1)k+1 = (−1)kk! ak+1

(ax+1)k+1 ,

vzorec (∥6.1∥) platí pro v²echna n ∈ N. Podle n¥j je

ln(n)(1+x) = (−1)n−1(n−1)!
(x+1)n , ln(n)(1−x) = − (n−1)!

(−x+1)n , x ∈ (−1, 1).



KAPITOLA 6. DIFERENCIÁLNÍ A INTEGRÁLNÍ PO�ET

kdyº je zárove¬ ko°enem jeho derivace f ′. (Toto tvrzení si £asem
roz²í°íme i na v²echny komplexní ko°eny.)

6.3. Význam druhé derivace. Jiº jsme vid¥li, ºe první derivace
funkce je jejím lineárním p°iblíºením v okolí daného
bodu a ºe ze znaménka nenulové derivace vyplývá, ºe
funkce je v bod¥ x0 rostoucí nebo klesající. Body, ve
kterých je první derivace nulová se nazývají kritické

body nebo také stacionární body dané funkce.

Je-li x0 stacionární bod funkce f , m·ºe být chování funkce
f v okolí bodu x0 jakékoliv. Vidíme to jiº z chování funkce
f (x) = xn v okolí nuly pro libovolné n. Pro lichá n > 0 bude
f (x) rostoucí, pro sudá n naopak bude nalevo klesající a napravo
rostoucí, dosáhne tedy v bod¥ x0 svéminimální hodnotymezi body
z (dostate£n¥ malého) okolí bodu x0 = 0.

Tentýº pohled m·ºeme aplikovat na funkci f ′. Jestliºe totiº
je druhá derivace nenulová, ur£uje její znaménko chování derivace
první. Proto v kritickém bod¥ x0 bude derivace f ′(x) rostoucí p°i
kladné druhé derivaci a klesající p°i záporné. Jestliºe je ale ros-
toucí, znamená to, ºe nutn¥ bude záporná nalevo od kritického
bodu a kladná napravo od n¥j. Funkce f v takovém p°ípad¥ je
klesající nalevo od kritického bodu a rostoucí napravo od n¥j. To
znamená, ºe má funkce f v bod¥ x0 minimum ze v²ech hodnot
z n¥jakého malého okolí bodu x0.

Naopak, je-li druhá derivace záporná v x0, je první derivace
klesající, tedy záporná vlevo od x0 a kladná vpravo. Funkce f bude
tedymít v bod¥ x0 maximální hodnotu ze v²ech hodnot na n¥jakém
okolí.

Funkce diferencovatelná na (a, b) a spojitá na [a, b] má jist¥
na tomto intervalu absolutní maximum a minimum. M·ºe ho do-
sáhnout pouze bu¤ na hranici nebo v bod¥ s nulovou derivací, tj.
v kritickém bod¥. Pro diskusi extrém· nám tedy mohou sta£it kri-
tické body a druhé derivace pom·ºou ur£it typy extrém·, pokud
jsou nenulové. Pro p°esn¥j²í diskusi ale pot°ebujeme lep²í neº li-
neární aproximace zkoumaných funkcí. Proto se nejprve budeme
v¥novat úvahám v tomto sm¥ru a teprve poté se vrátíme k diskusi
pr·b¥hu funkcí.

6.4. Taylor·v rozvoj. Jako p°ekvapiv¥ jednoduché vyuºití
Rolleovy v¥ty te¤ odvodíme mimo°ádn¥ d·leºitý výsledek.
�íkává se mu Taylor·v rozvoj se zbytkem. Intuitivn¥ se
k n¥mu m·ºeme dostat obrácením na²ich úvah kolem
mocninných °ad. Máme-li totiº mocninnou °adu se

st°edem v bod¥ a,

S(x) =
∞∑
n=0

an(x − a)n,

a derivujeme-li ji opakovan¥, dostáváme mocninné °ady (víme, ºe
je moºné takový výraz derivovat £len po £lenu, i kdyº jsme to je²t¥
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Odtud jiº dostáváme výsledek(
ln 1+x

1−x
)(n) = (n− 1)!

(
1

(1−x)n − (−1)n

(1+x)n
)

pro x ∈ (−1, 1) a n ∈ N. □

6.4. Ur£ete druhou derivaci funkce y = tg x na celém jejím de�ni£ním

oboru, tj. pro cos x ̸= 0. ⃝
6.5. Stanovte pátou a ²estou derivaci polynomu

p (x) = (3x2 + 2x + 1
) · (2x − 6) · (2x2 − 5x + 9

)
, x ∈ R . ⃝

6.6. Bez po£ítání uve¤te 12. derivaci funkce

y = e2x + cos x + x10 − 5x7 + 6x3 − 11x + 3, x ∈ R . ⃝
6.7. Napi²te 26. derivaci funkce

f (x) = sin x + x23 − x18 + 15x11 − 13x8 − 5x4 − 11x3 + 16+ e2x

pro x ∈ R. ⃝
Ukaºme si je²t¥ n¥které zajímavé p°íklady na uºití diferenciálního

po£tu. Nejprve v²ak zmi¬me Jensenovu nerovnost, která hovo°í o kon-

vexních, resp. konkávních funkcích a kterou dále vyuºijeme.

6.8. Jensenova nerovnost. Pro ost°e konvexní funkci f na intervalu

I a pro libovolné body x1, . . . , xn ∈ I a reálná £ísla c1, . . . , cn > 0
taková, ºe c1 + · · · + cn = 1, platí

f

(
n∑
i=1
ci xi

)
≤

n∑
i=1
ci f (xi) ,

p°i£emº rovnost nastane, práv¥ kdyº je x1 = · · · = xn.
�e²ení. D·kaz lze nalézt v literatu°e. □

Poznámka. Jensenovu nerovnost lze zformulovat i více in-

tuitivn¥: t¥ºi²t¥ hmotných bod· umíst¥ných na grafu ost°e

konvexní funkce leºí nad tímto grafem.

6.9. Dokaºte, ºe mezi v²emi (konvexními) n-úhelníky vepsanými

do kruºnice má nejv¥t²í obsah práv¥ pravidelný n-úhelník (pro libo-

volné n ≥ 3).

�e²ení.
Sta£í uvaºovat n-úhelníky,

uvnit° kterých leºí st°ed

kruºnice. Kaºdý takový

n-úhelník vepsaný do dané

kruºnice o polom¥ru r

rozd¥líme podle obrázku na

n trojúhelník· s obsahy Si ,

i ∈ {1, . . . , n}. Vzhledem
k tomu, ºe

sin φi

2 = xi
r
, cos φi

2 = hi

r
, i ∈ {1, . . . , n},
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nedokázali)

S(k) (x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)an(x − a)n−k.

V bod¥ x = a je tedy S(k) (a) = k!ak . M·ºeme tedy naopak £íst
poslední tvrzení jako rovnici pro ak a p·vodní °adu p°epsat jako

S(x) =
∞∑
n=0

1
k!
S(k) (a)(x − a)n.

Jestliºe místo mocninné °ady máme n¥jakou dostate£n¥ hladkou
funkci f (x), je tedy na míst¥ se ptát, zda ji m·ºeme vyjád°it jako
mocninnou °adu a jak rychle budou konvergovat £áste£né sou£ty
(tj. p°iblíºení funkce f polynomy). Na²e úvaha práv¥ nazna£ila,
ºe m·ºeme o£ekávat v okolí bodu a dobrou aproximaci polynomy.

Taylorovy polynomy funkce f

Pro k�krát diferencovatelnou funkci f de�nujeme její Tay-
lor·v polynom k�tého stupn¥ vztahem

Tk,af (x) = f (a)+ f ′(a)(x − a)+ 1
2
f ′′(a)(x − a)2+

+ 1
6
f (3)(a)(x − a)3 + · · · + 1

k!
f (k)(a)(x − a)k.

P°esná odpov¥¤ vypadá podobn¥ jako v¥ta o st°ední hodnot¥,
jen pracujeme s vy²²ími stupni polynom·:

V¥ta (Taylor·v rozvoj se zbytkem). Nech´ je f (x) funkce k�krát
diferencovatelná na intervalu (a, b) a spojitá na [a, b]. Pak pro
kaºdé x ∈ (a, b) existuje £íslo c ∈ (a, x) takové, ºe
f (x) = f (a)+ f ′(a)(x − a)+ · · ·+

+ 1
(k − 1)!

f (k−1)(a)(x − a)k−1 + 1
k!
f (k)(c)(x − a)k =

= Tk−1,af (x)+ 1
k!
f (k)(c)(x − a)k.

D·kaz. De�nujme zbytek R (tj. chybu p°i aproximaci pro
pevn¥ zvolené x) takto

f (x) = Tk−1,af (x)+ R
tj. R = 1

k! r(x − a)k pro vhodné £íslo r (závislé na x). Nyní uva-
ºujme funkci F(ξ) de�novanou

F(ξ) =
k−1∑
j=0

1
j !
f (j) (ξ)(x − ξ)j + 1

k!
r(x − ξ)k.

Její derivace (p°i£emº x je pro nás konstantní parametr) je

F ′(ξ) = f ′(ξ)+

+
k−1∑
j=1

(
1
j !
f (j+1) (ξ)(x−ξ)j− 1

(j − 1)!
f (j) (ξ)(x−ξ)j−1

)
−

− 1
(k − 1)!

r(x − ξ)k−1 =

= 1
(k − 1)!

f (k)(ξ)(x − ξ)k−1 − 1
(k − 1)!

r(x − ξ)k−1 =

= 1
(k − 1)!

(x − ξ)k−1(f (k)(ξ)− r),
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platí

Si = xi hi = r2 sin φi

2 cos φi

2 = 1
2 r

2 sinφi, i ∈ {1, . . . , n}.
Odsud plyne, ºe obsah celého n-úhelníku je

S =
n∑
i=1
Si = 1

2 r
2

n∑
i=1

sinφi .

Chceme tedy maximalizovat sou£et
∑n

i=1 sinφi , p°i£emº pro hodnoty

φi ∈ (0, π) musí zjevn¥ být

(6.2) φ1 + · · · + φn =
n∑
i=1

φi = 2π.

Funkce y = sin x je ost°e konkávní na intervalu (0, π), coº zna-
mená, ºe funkce y = − sin x je na tomto intervalu ost°e konvexní.

Podle Jensenovy nerovnosti pro ci = 1/n a xi = φi je proto
− sin

(
n∑
i=1

1
n
φi

)
≤ −

n∑
i=1

1
n

sinφi,

tj. sin
(

n∑
i=1

1
n
φi

)
≥

n∑
i=1

1
n

sinφi .

Navíc víme, ºe rovnost nastává práv¥ pro φ1 = · · · = φn. Kdyº tak

vyjád°íme (s pomocí (∥6.2∥))
S = r2 n

2

n∑
i=1

1
n

sinφi ≤ r2 n
2 sin

(
n∑
i=1

1
n
φi

)
= r2 n

2 sin 2π
n
,

vidíme, ºe S m·ºe nabývat nejvý²e hodnoty na pravé stran¥. Ov²em

to nastane tehdy a jenom tehdy, kdyº je φ1 = · · · = φn (volili jsme

xi = φi).Maximální obsahmá tudíº pravidelnýn-úhelník, nebo´ práv¥

pro n¥j je φ1 = · · · = φn = 2π/n. □

6.10. Izoperimetrický podíl. Pro uzav°enou rovinnou k°ivku

ohrani£ující jistý obrazec se de�nuje její izoperimetrický podíl jako

£íslo

IQ := S

π
(

o
2π

)2 = 4πS
o2 ,

kde S udává obsah uvaºovaného obrazce a o jeho obvod (tj. délku

k°ivky). Izoperimetrický podíl tedy udává podíl obsahu obrazce a ob-

sahu kruhu, který má stejný obvod jako daný obrazec. Ozna£ení IQ

je tak nejen anglickou zkratkou izoperimetrického podílu, ale lze jej

ozna£it i za �inteligenci útvaru� s jakou vyuºívá sv·j obvod pro vy-

tvo°ení co nejv¥t²í plochy. Izoperimetrická v¥ta pak °íká, ºe pro kaº-

dou uzav°enou k°ivku je její IQ ≤ 1, p°i£emº rovnost nastává jedin¥

pro kruºnici, neboli ºe (�kruºnice je nejchyt°ej²í�).

Ur£ete IQ pro pravidelný mnohoúhelník a kruºnici a najd¥te kru-

hovou výse£, pro niº je IQ její hranice nejv¥t²í.

�e²ení. Nejd°íve si uv¥domme, ºe hodnota IQ se nem¥ní p°i zm¥n¥

m¥°ítka na osách (na obou shodné).

Podle obrázku je

h = cosφ = cos π
n
, x

2 = sinφ = sin π
n
,
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protoºe výrazy v sum¥ se postupn¥ vzájemn¥ ru²í. Nyní si sta£í
v²imnout, ºe F(a) = F(x) = f (x) (p°ipome¬me, ºe x je libo-
voln¥ zvolená ale pevná hodnota v intervalu (a, b)). Proto podle
Rolleovy v¥ty existuje £íslo c, a < c < x, takové, ºe F ′(c) = 0.
To ale je práv¥ poºadovaný vztah. □

6.5. Odhady pro rozvoje se zbytkem. Obzvlá²´ jednoduchý je
Taylor·v rozvoj libovolného polynomu

f (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, an ̸= 0.

Protoºe je (n + 1)�ní derivace f identicky nulová, má Taylor·v
polynom stupn¥ n nulový zbytek a tedy je pro kaºdé x0 ∈ R

f (x) = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)+ · · · + 1
n!
f (n)(x0)(x − x0)

n

a v²echny derivace snadno vy£íslíme (nap°. poslední výraz je vºdy
tvaru an(x − x0)

n).
Tento výsledek je velmi speciálním odhadem chyby v Taylo-

rov¥ rozvoji se zbytkem. Víme totiº p°edem, ºe zbytek je odhad-
nutelný pomocí velikosti derivace a ta je u polynomu od ur£itého
°ádu identicky nulová.

I obecn¥ji vede odhad velikost k�té derivace na n¥jakém inter-
valu k odhadu chyby na témºe intervalu. Speciálním p°ípadem je
také v¥ta o st°ední hodnot¥ coby aproximace Taylorovým rozvojem
°ádu nula, viz (5.9).

Dobrým p°íkladem pro rozvoj libovolného stupn¥ jsou gonio-
metrické funkce sin a cos. Iterováním derivace funkce sin x dosta-
neme vºdy bu¤ sinus nebo cosinus s n¥jakým znaménkem, ale v ab-
solutní hodnot¥ budou hodnoty vºdy nejvý²e jedna. Dostáváme
tedy p°ímý odhad rychlosti konvergence mocninné °ady

| sin x − (Tk,0 sin)(x)| ≤ |x|
k+1

(k + 1)!
.

Odhad ukazuje, ºe pro x výrazn¥ men²í neº k bude chyba malá,
pro x srovnatelné s k nebo v¥t²í ale bude obrovská. Srovnej s ob-
rázkem aproximace funkce cos x Taylorovým polynomem stupn¥
68 v odstavci 5.52.

Jak jsme zmínili v úvodu diskuse Taylorova rozvoje funkcí, po-
kud za£neme smocninnou °adou f (x) se st°edem v bod¥ a, pak její
£áste£né sou£ty splývají s Taylorovými polynomy Tk,af (x). Ná-
sledující tvrzení je jednou z jednoduchých formulací opa£né impli-
kace, tj. kdy je daná funkce f (x) ve skute£nosti mocninnou °adou.

D·sledek (Taylorova v¥ta). P°edpokládejme, ºe funkce f (x) je na
intervalu (a−ρ, a+ρ) hladká a ºe v²echny její derivace jsou zde
omezeny stejnom¥rn¥ konstantouM > 0, tj.

|f (k)(x)| ≤ M, k = 0, 1, . . . , x ∈ (a − ρ, a + ρ).
Pak mocninná °ada S(x) = ∑∞

n=0
1
k!f

(k)(a)(x − a)n konverguje
na intervalu (a − ρ, a + ρ) k funkci f (x).

D·kaz. D·kaz je shodný s úvahou v konkrétním p°ípad¥
funkce cos x vý²e. Promyslete si podrobnosti! □

6.6. Analytické a hladké funkce. Je-li f v bod¥ a hladká, pak
m·ºeme napsat formáln¥ mocninnou °adu

S(x) =
∞∑
n=0

1
k!
f (k)(a)(x − a)n.

Pokud má tato mocninná °adanenulový polom¥r konvergence a zá-
rove¬ platí S(x) = f (x) na p°íslu²ném intervalu, pak °íkáme, ºe
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Kdyº se totiº rozm¥ry ob-

razce a-krát zv¥t²í (pro libo-

volné a > 0), obvod se také
zv¥t²í a-krát a obsah a2-krát

(jde o plo²nou míru). Takºe

IQ nezávisí na velikosti ob-

razce, nýbrº pouze na jeho

tvaru. Uvaºujme proto pra-

videlný n-úhelník vepsaný

do jednotkové kruºnice.

coº dává vyjád°ení pro jeho obvod

on = n · x = 2n sin π
n

i obsah

Sn = n · 1
2 hx = n cos π

n
sin π

n
.

Pro pravidelný n-úhelník tak je

IQ = 4πn cos π
n

sin π
n

4n2 sin2 π
n

= π
n
cotg π

n
,

coº m·ºeme ov¥°it kup°. pro £tverec (n = 4) s délkou strany a, kdy

máme

IQ = 4πa2

(4a)2 = π
4 = π

4 cotg π
4 .

Provedeme-li limitní p°echod pro n→∞ s pouºitím limity

lim
x→0

sin x
x
= 1,

dostaneme izoperimetrický podíl pro kruºnici

IQ = lim
n→∞

π
n
cotg π

n
= lim

n→∞
cos π

n
sin π

n
π
n

= cos 0
1 = 1.1

Pochopiteln¥ jsme také mohli pro kruºnici o polom¥ru r p°ímo

vypo£ítat

IQ = 4πS
o2 = 4π

(
πr2

)
(2πr)2 = 1.

Pro hranici kruhové výse£e o polom¥ru r a st°edovém úhlu

φ ∈ (0, 2π) je

IQ = 4πS
o2 = 4π φr2

2
(2r+rφ) 2 = 2πφ

(2+φ)2 .

Hledáme tedy maximum funkce

f (φ) := 2πφ
(2+φ)2 , φ ∈ (0, 2π).

Výpo£tem

f ′(φ) = 2π (2+φ)2−2φ(2+φ)
(2+φ)4 = 2π 2−φ

(2+φ)3 , φ ∈ (0, 2π)

v²ak snadno získáváme, ºe

f ′(φ) > 0, φ ∈ (0, 2), f ′(φ) < 0, φ ∈ (2, 2π).

Funkce f tedy nabývá maximální hodnoty pro φ0 = 2 a p°i st°edovém

úhlu φ0 = 2 (radiány) dostáváme nejv¥t²í

IQ = 2πφ0
(2+φ0)

2 = π
4 .
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f je analytická funkce v bod¥ a. Funkce je analytická na intervalu,
je-li analytická v kaºdém jeho bod¥.

Ne v²echny hladké funkce jsou ale analytické. Ve skute£nosti
lze dokázat, ºe pro kaºdou posloupnost £ísel an umíme najít hlad-
kou funkci, jejíº derivace °ád· k budou tato £ísla ak .

1

Abychom si alespo¬ p°edstavili podstatu pro-
blému, ukáºeme si (jak se pozd¥ji uvidí velice
uºite£nou) funkci, která má v nule v²echny derivace
nulové, je v²ak v²ude krom¥ tohoto bodu nenulová.

Uvaºme funkci de�novanou vztahem

f (x) = e−1/x2
.

Evidentn¥ jde o dob°e de�novanou hladkou funkcí ve
v²ech bodech x ̸= 0. Ov¥°íme, ºe bod¥ x = 0 existuje limita
limx→0 f (x) = 0. M·ºeme proto dode�novat f (0) = 0 a
získáváme spojitou funkci.

P°ímým výpo£tem s pouºitím L'Hospitalova pravidla vy-
jád°íme derivaci a sta£í p°itom po£ítat derivaci zprava, protoºe jde
o sudou funkci.

f ′(0) = lim
x→0+

e−1/x2 −0
x

= lim
x→0+

x−1

e1/x2 =
1
2

lim
x→0+

x

e1/x2 = 0.

Derivací funkce f (x) v obecném bod¥ x ̸= 0 dostaneme

f ′(x) = e−1/x2 ·2x−3 a opakovaným derivováním výsledk· do-
staneme vºdy sou£et kone£n¥ mnoha £len· tvaru

C · e−1/x2 ·x−j ,
kde C je n¥jaké celé £íslo a j je p°irozené £íslo.

Budeme tedy p°edpokládat, ºe jsme uº dokázali, ºe derivace
°ádu k na²í funkce f (x) existuje a je v nule nulová. P°i výpo£tu
následující derivace budeme op¥t po£ítat stejn¥ jako v p°ípad¥
k = 0 vý²e. Budeme po£ítat limitu výrazu f (k)(x)/x pro x → 0+,
tj. kone£ný sou£et limit výraz· x−j e−1/x2 = x−j / e1/x2

. To
jsou samé výrazy typu ∞/∞, na které m·ºeme opakovan¥ pou-
ºít L'Hospitalovo pravidlo. Zjevn¥ po n¥kolika derivacích £itatele
i jmenovatele (a obdobné úprav¥ jako v p°ípadu vý²e) bude ve jme-
novateli stále stejný výraz, zatímco v £itateli jiº bude mocnina ne-
záporná. Celý výraz tedy nutn¥ má v nule limitu nulovou, stejn¥
jako jsme spo£ítali v p°ípad¥ první derivace vý²e. Totéº tedy bude
platit pro kone£ný sou£et takových výraz· a zjistili jsme, ºe bude
v nule existovat i kaºdá derivace f (k)(x) a její hodnota bude nula.

Ukázali jsme, ºe na²e funkce f (x) je hladká na celém R, je
samoz°ejm¥ nenulovou funkci v²ude mimo x = 0, v²echny její
derivace v tomto bod¥ jsou ale nulové. Samoz°ejm¥ to tedy není
analytická funkce v bod¥ x0 = 0.

Uvidíme v dal²ím (hlavn¥ v kapitole deváté), ºe je²t¥
d·leºit¥j²í je chování této funkce v nekone£nu, tj. bude nás

zajímat funkce x 7→ e−x2
v okolí bodu x0 = 0. Této funkci se °íká

gaussián.

1Jde o speciální p°ípad tzv. Whitneyho v¥ty, která °íká, ºe k tomu, aby exis-
tovala hladká reálná funkce s p°edepsanými parciálními derivacemi v²ech °ád· na
uzav°ené mnoºin¥ M ⊂ Rn, je nutné a sta£í, aby tento p°edpis derivací spl¬oval na
libovolné komppaktní podmnoºin¥ K ⊂ M odhady Taylorova rozvoje se zbytkem
(pro funkce více prom¥nných budeme Taylor·v rozvoj diskutovat v osmé kapitole).
Zadáním v jediném bod¥ (nebo v diskrétní mnoºin¥ bod·) je tedy podmínka ve
Whitneyho v¥t¥ prázdná.
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Dopl¬me je²t¥, ºe pro t¥leso v trojrozm¥rném prostoru (p°esn¥ji

°e£eno, pro uzav°enou plochu, která je jeho hranicí) se klade

IQ := V

4π
3

(
S

4π

) 3
2
,

kde V je objem a S povrch t¥lesa. Porovnáváme tedy objem t¥lesa

daného povrchu s objemem koule téhoº povrchu.◦ □

6.11. Je dán provázek délky l. Máte jej rozst°íhat na n £ástí tak, aby

ze vzniklých n men²ích provázk· bylo moºné vytvo°it

hranice p°edem daných geometrických obrazc· (kup°.

£tverce, trojúhelníku, kruhu, p·lkruhu) s nejmen²ím

sou£tem ploch.

�e²ení. K vy°e²ení p°íkladu pouºijeme izoperimetrický podíl k°ivek

a Jensenovu nerovnost (uvedené v p°edchozích p°íkladech). Pro

p°edem ur£ené geometrické obrazce ozna£ujme hodnoty jejich

izoperimetrických podíl· jako
1
λi

:= 4πSi

o2
i

, i ∈ {1, . . . , n},
p°i£emº Si je obsah a oi obvod i-tého obrazce. Je²t¥ budeme pouºívat

ozna£ení

3 :=
n∑
i=1
λi .

P°ipome¬me, ºe izoperimetrický podíl je dán pouze tvarem obrazce

a nezávisí na jeho velikosti. Zvlá²t¥ hodnota3 je konstantní (je ur£ena

tvarem zadaných obrazc·).

Na²ím úkolem je minimalizovat sou£et
∑n

i=1 Si p°i dodrºení pod-

mínky
∑n

i=1 oi = l. Protoºe je v²ak
Si = o2

i

4πλi
, i ∈ {1, . . . , n},

jde nám o minimalizaci výrazu

S := 1
4π

n∑
i=1

o2
i

λi
.

Pouºijeme-li Jensenovu nerovnost pro ost°e konvexní funkci

y = x2 (na celé reálné ose), obdrºíme(
n∑
i=1
ci xi

)2

≤
n∑
i=1
ci x

2
i

pro xi ∈ R a ci > 0 s vlastností c1 + · · · + cn = 1. Dále víme, ºe

v této nerovnosti nastane rovnost práv¥ tehdy, kdyº je x1 = · · · = xn.
Volbou

ci = λi

3
, xi = oi

λi
, i ∈ {1, . . . , n}

pak dostaneme (
n∑
i=1

λi

3

oi
λi

)2

≤
n∑
i=1

λi

3

(
oi
λi

)2
.

Jednoduchými úpravami p°ejdeme k nerovnici

1
32

(
n∑
i=1
oi

)2

≤ 1
3

n∑
i=1

o2
i

λi
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6.7. P°íklady neanalytických hladkých funkcí. Snadno
m·ºeme na²i funkci f (x) z p°edchozího odstavce
modi�kovat takto:

g(x) =
{

0 je-li x ≤ 0
e−1/x2

je-li x > 0
.

Op¥t jde o hladkou funkci na celém R. Dal²í úpravou m·ºeme zís-
kat funkci nenulovou ve v²ech vnit°ních bodech intervalu [−a, a],
a > 0 a nulovou jinde:

h(x) =
{

0 je-li |x| ≥ a
e

1
x2−a2 + 1

a2 je-li |x| < a .

Tato funkce je op¥t hladká na celém R. Poslední dv¥ funkce jsou
na obrázcích, vpravo je pouºit parametr a = 1.

0,8

0,6

0,4

0,2

x

0
43210 0-0,2-0,4

1

x

0,8

0,6

0,4

0,4

0,2

0,2
0

Nakonec je²t¥ ukáºeme, jak lze dostat hladké analogie Heavi-
sideových funkcí. Pro dv¥ pevn¥ zvolená reálná £ísla a < b de�-
nujeme funkci f (x) s pouºitím vý²e de�nované funkce g takto:

f (x) = g(x − a)
g(x − a)+ g(b − x) .

Zjevn¥ je pro kaºdé x ∈ R jmenovatel zlomku kladný (pro kaºdý
z interval· ur£ených £ísly a a b je totiº alespo¬ jeden ze s£ítanc·
jmenovatele nenulový a tedy je celý jmenovatel kladný). Dostá-
váme z na²eho de�ni£ního vztahu proto hladkou funkci f (x) na
celém R. P°i x ≤ a je p°itom jmenovatel zlomku p°ímo dle de�-
nice funkce g nulový, p°i x ≥ b je £itatel i jmenovatel stejný. Na
dal²ích dvou obrázcích jsou práv¥ funkce f (x) a to s parametry
a = 1− α, b = 1+ α, kde nalevo je α = 0.8 a napravo α = 0.4.

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

x

21,510,50

alpha = .8

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

x

21,510,50

alpha = .40000

Snadno nyní také vytvo°íme hladkou obdobu charakteristické
funkce intervalu [c, d].

Ozna£me si jako fε(x) vý²e uvedenou funkci f (x) s parame-
try a = −ε, b = +ε. Nyní pro interval (c, d), s délkou d− c > 2ε
de�nujeme funkci hε(x) = fε(x − c) · fε(d − x). Tato funkce
je identicky nulová na intervalech (−∞, c − ε) a (d + ε,∞) a je
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a poté (uvaºte, ºe
∑n

i=1 oi = l)
l2

3
≤

n∑
i=1

o2
i

λi
,

p°i£emº op¥t rovnost nastává práv¥ pro

(6.3) x1 = · · · = xn, tj.
o1

λ1
= · · · = on

λn
.

Odsud vyplývá, ºe S je nejmen²í, práv¥ kdyº platí (∥6.3∥). Tato
nejmen²í hodnota S je l2/(4π3). Zbývá stanovit délky nast°íhaných

£ástí oi . Pokud je (∥6.3∥) spln¥no, musí zjevn¥ být oi = k λi pro kaºdé
i ∈ {1, . . . , n} a jistou konstantu k > 0. Z

n∑
i=1
oi = l a sou£asn¥

n∑
i=1
oi = k

n∑
i=1
λi = k 3

ihned plyne, ºe k = l/3, tj.
oi = λi

3
l, i ∈ {1, . . . , n}.

Podívejme se na konkrétní situaci, kdy máme provázek o délce

1 m roz°íznout na dva men²í a z nich potom vytvo°it £tverec a kruh

tak, aby sou£et jejich obsah· byl co nejmen²í. Pro £tverec a kruh je po

°ad¥ (viz p°íklad nazvaný Izoperimetrický podíl)

λ1 = 4
π
, λ2 = 1, tj. 3 = λ1 + λ2 = 4+π

π
.

Délky p°íslu²ných £ástí tak jsou (v metrech)

o1 =
4
π

4+π
π

· 1 = 4
4+π

.= 0, 56, o2 = 1
4+π
π

· 1 = π
4+π

.= 0, 44.

Obsah £tverce o obvodu 0, 56 m (s délkou strany a = 0, 14 m)

je 0, 019 6 m2 a obsah kruhu s obvodem 0, 44 m (a polom¥rem

r
.= 0, 07 m) pak £iní p°ibliºn¥ 0, 015 4 m2. M·ºeme ov¥°it, ºe

(v m2)
l2

4π3 = 1
4(4+π)

.= 0, 035 = 0, 019 6+ 0, 015 4 . □

Taylorovy rozvoje. Derivace vy²²ích °ád· nutn¥ pot°ebujeme k tomu,

abychom ur£ili Taylor·v rozvoj dané funkce.

6.12. Ur£ete Taylorovy rozvoje T kx (k-tého °ádu v bod¥ x) z následu-

jících funkcí:

i) T 3
0 z funkce sin x,

ii) T 3
1 z funkce ex

x
.

�e²ení. (i) Spo£ítáme hodnoty první aº t°etí derivace funkce f = sin
v bod¥ 0: f ′(0) = cos(0) = 1, f (2)(0) = − sin(0) = 0,
f (3)(0) = − cos(0) = −1, dále f (0) = 0. Taylor·v rozvoj 3-tího
°ádu funkce sin(x) v bod¥ 0 je tedy

T 3
0 (sin(x)) = x − 1

6
x3 .
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identicky rovna jedné na intervalu (c+ ε, d− ε), p°i£emº je v²ude
hladká a lokáln¥ je bu¤ konstantní nebo monotonní. �ím men²í je
ε > 0, tím rychleji na²e funkce p°esko£í z nuly na jedni£ku kolem
za£átku intervalu nebo zp¥t na konci intervalu.

Vidíme tedy, ºe hladké funkce jsou velice �plastické� �
z lokálního chování kolem jednoho bodu nem·ºeme °íci v·bec
nic o globálním chování takové funkce. Naopak, analytické
funkce jsou zcela ur£ené dokonce jen derivacemi v jediném
bod¥. Zejména jsou tedy bezezbytku ur£ené svým chováním na
libovoln¥ malém okolí jediného bodu ze svého de�ni£ního oboru.
Jsou tedy v tomto smyslu velice �rigidní�.

6.8. Lokální chování funkcí. Vid¥li jsme, ºe znaménko první
derivace ur£uje u kaºdé diferencovatelné
funkce, zda roste nebo klesá na n¥jakém okolí
daného bodu. Pokud je ale derivace nulová,
sama o sob¥ mnoho o chování funkce ne°íká.

Uº jsme se ale setkali s významem druhé derivace p°i po-
pisu kritických bod·. Te¤ zobecníme diskusi kritických bod· pro
v²echny °ády. Za£neme diskusí lokálních extrém· funkcí, tj. hod-
not, které jsou ost°e v¥t²í nebo ost°e men²í neº v²echny ostatní hod-
noty z n¥jakého okolí daného bodu.

Budeme v dal²ím uvaºovat funkce s dostate£ným po£tem spo-
jitých derivací, aniº bychom tento p°edpoklad p°ímo uvád¥li.

�ekneme, ºe bod a v de�ni£ním oboru funkce f je kritický
bod °ádu k, jestliºe platí

f ′(a) = · · · = f (k)(a) = 0, f (k+1)(a) ̸= 0.

P°edpokládejme, ºe f (k+1)(a) > 0. Pak je tato spojitá derivace
kladná i na jistém okolí O(a) bodu a. Taylor·v rozvoj se zbytkem
nám v takovém p°ípad¥ dává pro v²echna x z O(a)

f (x) = f (a)+ 1
(k + 1)!

f (k+1)(c)(x − a)k+1.

Je proto zm¥na hodnot f (x) v okolí bodu a dána chováním funkce
(x− a)k+1. Je-li p°itom k+ 1 sudé £íslo, jsou nutn¥ hodnoty f (x)
v takovém okolí v¥t²í neº hodnota f (a) a zjevn¥ je proto bod a bo-
dem lokálního minima. Pokud je ale k sudé £íslo, pak jsou hodnoty
vlevo men²í a vpravo v¥t²í neº neº f (a), extrém tedy ani lokáln¥
nenastává. Zato si m·ºeme v²imnout, ºe graf funkce f (x) protíná
svoji te£nu y = f (a) bodem [a, f (a)].

Naopak, je-li f (k+1)(a) < 0, pak ze stejného d·vodu jde o lo-
kální maximum p°i lichém k a extrém op¥t nenastává pro k sudé.

6.9. Konvexní a konkávní funkce. �íkáme, ºe diferencovatelná
funkce f je v bod¥ a konkávní, jestliºe se její graf na-
chází v jistém okolí celý pod te£nou v bod¥ [a, f (a)],
tj. poºadujeme

f (x) ≤ f (a)+ f ′(a)(x − a).
�íkáme, ºe funkce f je konvexní v bod¥ a, jestliºe naopak je její
graf nad te£nou v bod¥ a, tj.

f (x) ≥ f (a)+ f ′(a)(x − a).
Funkce je konvexní nebo konkávní na intervalu, jestliºe má tuto
vlastnost v kaºdém jeho bod¥.
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(ii) Op¥t f (1) = e,

f ′(1) = ex

x
− e

x

x2

∣∣∣∣
x=1

= 0,

f (2)(1) = ex

x
− 2

ex

x

2

+ 2ex

x3

∣∣∣∣
x=1

= e,

f (3)(1) = ex

x
− 3

ex

x

2

+ 6ex

x3
− 6ex

x4

∣∣∣∣
x=1

= −2e.

Dostáváme tedy Taylor·v rozvoj t°etího °ádu funkce ex

x
v bod¥ 1:

T 3
1 (
ex

x
) = e + e

2
(x − 1)2 − e

3
(x − 1)3 = e(−x

3

3
+ 3x2

2
− 2x + 5

6
).

□

6.13. Ur£ete Taylor·v polynom T 6
0 funkce sin a pomocí v¥ty (6.4)

odhadn¥te chybu polynomu v bod¥ π/4.

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu ur£íme

T 6
0 (sin(x)) = x − 1

6
x3 + 1

120
x5 .

Dle v¥ty 6.4 pak odhadneme velikost zbytku (chyby) R. Podle v¥ty

existuje c ∈ (0, π4 ) takové, ºe
R(π/4) =

∣∣∣− cos(c)π7

7!47

∣∣∣ < 1
7!
.= 0, 0002 . □

6.14. Rozvi¬te funkci ln(1+ x) do mocninné °ady v bodech 0 a 1 a

ur£ete v²echna x ∈ R, pro která tyto °ady konvergují.

�e²ení. Nejprve ur£eme rozvoj v bod¥ 0. Rozvinout funkci do moc-

ninné °ady v daném bod¥ je to stejné, jako ur£it její Taylor·v rozvoj

v daném bod¥. Snadno nahlédneme, ºe

[ln(x + 1)](n) = (−1)n+1 (n− 1)!
(x + 1)n

,

takºe vy£íslením derivací v nule máme ln(x + 1) = ln 1 +
∞∑
n=1

anx
n ,

kde

an = (−1)n+1(n− 1)!
n!

= (−1)n+1

n
.

M·ºeme tedy psát

ln(x + 1) = x − 1
2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 + · · · =

=
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn .
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P°edpokládejme navíc, ºe má funkce f spojité druhé derivace
v okolí bodu a. Z Taylorova rozvoje druhého °ádu se zbytkem do-
stáváme

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x − a)+ 1
2
f ′′(c)(x − a)2.

Proto je zjevn¥ funkce konvexní, kdykoliv je f ′′(a) > 0, a je kon-
kávní, kdykoliv f ′′(a) < 0.

Pokud je druhá derivace nulová, m·ºeme pouºít derivace
vy²²ích °ád·. Stejný záv¥r ov²em umíme u£init pouze, pokud první
dal²í nenulová derivace po první derivaci bude sudého °ádu. Po-
kud bude naopak první nenulová °ádu lichého, budou zjevn¥ body
grafu funkce na r·zných stranách n¥jakého malého okolí zkouma-
ného bodu na opa£ných stranách te£ny v tomto bod¥.

6.10. In�exní body. Bod a nazýváme in�exní bod diferencova-
telné funkce f , jestliºe graf funkce f p°echází z jedné strany te£ny
na druhou.

P°edpokládejme, ºe f má spojité t°etí derivace a napi²me si
Taylor·v rozvoj t°etího °ádu se zbytkem:

f (x)=f (a)+f ′(a)(x−a)+ 1
2
f ′′(a)(x−a)2+ 1

6
f ′′′(c)(x−a)3.

Je-li a nulový bod druhé derivace takový, ºe f ′′′(a) ̸= 0, pak je
t°etí derivace nenulová i na n¥jakém okolí a jde proto zjevn¥ o in-
�exní bod. Znaménko t°etí derivace nám v takovém p°ípad¥ ur£uje,
zda graf funkce p°echází te£nu zdola nahoru nebo naopak.

Pokud je bod a navíc izolovaným nulovým bodem druhé deri-
vace a zárove¬ in�exním bodem, pak zjevn¥ je na n¥jakém malém
okolí bodu a funkce na jedné stran¥ konkávní a na druhé konvexní.
In�exní body tedy m·ºeme také vnímat jako body p°echodu mezi
konkávním a konvexním chováním grafu funkce.

6.11. Asymptoty grafu funkce. Uvedeme je²t¥ jednu dobrou
pom·ckou pro ná£rtek grafu funkce. Zkusíme zjistit
tzv. asymptoty, tj. p°ímky, ke kterým se blíºí hodnoty
funkce f . Asymptotou v nevlastním bod¥ ∞ je ta-
ková p°ímka y = ax + b, pro kterou je

lim
x→∞(f (x)− ax − b) = 0.

�íkáme jí také asymptota se sm¥rnicí. Pokud taková asymptota
existuje, platí

lim
x→∞(f (x)− ax) = b
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Pro polom¥r konvergence potom pouºijeme limitu podílu následují-

cích koe�cient· £len· mocninné °ady

r = 1

limn→∞
∣∣∣ an+1
an

∣∣∣ = 1

limn→∞
1

n+1
1
n

= 1.

�ada tedy konverguje pro libovolné x ∈ (−1, 1). Pro x = −1 dostá-

váme harmonickou °adu (se znaménkemminus), pro x = 1 dostáváme

alternující harmonickou °adu, která podle Leibnizova kriteria konver-

guje. Daná °ada proto konverguje práv¥ pro x ∈ (−1, 1].
Pro rozvoj v bod¥ 1 dostáváme podobn¥ vy£íslením vý²e uvede-

ných derivací z ∥6.14∥
ln(x + 1) = ln(2)+ 1

2
(x − 1)− 1

8
(x − 1)2+

+ 1
3 · 23

(x − 1)3 − · · · = ln(2)+
∞∑
n=1

(−1)n+1

n · 2n (x − 1)n,

pro polom¥r konvergence této °ady pak dostáváme

r = 1

limn→∞
∣∣∣ an+1
an

∣∣∣ = 1

limn→∞
1

2n+1(n+1)
1

2nn

= 2.

První °ada konverguje pro −1 < x ≤ 1, druhá pro −1 < x ≤ 3. □

6.15. Nalezn¥te odhad chyby p°ibliºného vyjád°ení

ln (1+ x) ≈ x − x2

2

pro x ∈ (−1, 0). ⃝
6.16. Najd¥te Taylor·v polynom 3. stupn¥ funkce

y = arctg x, x ∈ R

v bod¥ x0 = 1. ⃝
6.17. Ur£ete Taylor·v rozvoj 3. °ádu v bod¥ x0 = 0 funkce

(a) y = 1
cos x ;

(b) y = e− x2
2 ;

(c) y = sin (sin x) ;
(d) y = tg x;
(e) y = ex sin x

de�nované v jistém okolí bodu x0. ⃝
6.18. Stanovte Taylor·v rozvoj 4. °ádu funkce y = ln x2 , x ∈ (0, 2)
v bod¥ x0 = 1. ⃝
6.19. Napi²te Taylor·v polynom 4. stupn¥ funkce y = sin x, x ∈ R
se st°edem v po£átku. Pomocí tohoto polynomu p°ibliºn¥ vy£íslete

sin 1◦ a stanovte limitu

lim
x→0+

x sin x−x2

x4 . ⃝
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a tedy existuje i limita

lim
x→∞

f (x)

x
= a.

Pokud ov²em existují poslední dv¥ limity, existuje i limita z de�-
nice asymptoty, jde proto i o podmínky dostate£né. Obdobn¥ se
de�nuje a po£ítá asymptota i v nevlastním bod¥ −∞.

Tímto zp·sobem dohledáme v²echny potenciální p°ímky
spl¬ující vlastnosti asymptot se sm¥rnicí. Zbývají nám p°ípadné
p°ímky kolmé na osu x: Asymptoty v bodech a ∈ R jsou p°ímky
x = a takové, ºe funkce f má v bod¥ a alespo¬ jednu jedno-
strannou limitu nekone£nou. Hovo°íme také o asymptotách bez
sm¥rnice.

Nap°. racionální funkce lomené mají v nulových bodech jme-
novatele, které nejsou nulovými body £itatele, asymptotu.

Spo£t¥me aspo¬ jeden jednoduchý p°íklad: Funkce
f (x) = x + 1

x
má za asymptoty p°ímky y = x a x = 0.

Skute£n¥, jednostranné limity zprava a zleva v nule jsou zjevn¥
±∞, zatímco limita f (x)/x = 1 + 1/x2 je samoz°ejm¥ v ne-
vlastních bodech práv¥ ±1, zatímco limita f (x) − x = 1/x je
v nevlastních bodech nulová.

Derivací obdrºíme

f ′(x) = 1− x−2 , f ′′(x) = 2x−3 .

Funkce f ′(x)má dva nulové body±1. V bod¥ x = 1má funkce lo-
kální minimum, v bod¥ x = −1 lokální maximum. Druhá derivace
nemá nulové body v celém de�ni£ním oboru (−∞, 0) ∪ (0,∞),
proto nemá na²e funkce ºádný in�exní bod.

-4

0-2-4

y

x

4

4

2

0
2

-2

6.12. Diferenciál funkce. P°i praktickém pouºívání diferenciál-
ního po£tu £asto pracujeme se závislostmi mezi
r·znými veli£inami, °ekn¥me y a x, a není dána
pevn¥ volba závislé a nezávislé prom¥nné. Expli-

citní vztah y = f (x) s n¥jakou funkcí f je tedy jen jednou z moº-
ností. Derivování pak vyjad°uje, ºe okamºitá zm¥na y = f (x) je
úm¥rná okamºité zm¥n¥ x a to s úm¥rou f ′(x) = df

dx
(x). Tento

vztah se £asto pí²e jako

df (x) = df

dx
(x)dx,

kde df (x) interpretujeme jako lineární zobrazení p°ír·stk· dané
df (x)(1x) = f ′(x) ·1x, zatímco dx(x)(1x) = 1x.
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6.20. Uve¤te Taylor·v polynom se st°edem v po£átku stupn¥ alespo¬

8 funkce y = e2x , x ∈ R. ⃝
6.21. Polynom x3 − 2x + 5 vyjád°ete jako polynom v pro-

m¥nné u = x − 1. ⃝
6.22. Rozvi¬te funkci

(a) y = ln 1+x
1−x , x ∈ (−1, 1);

(b) y = ex
2 + x2 e−2x, x ∈ R

do Taylorovy °ady se st°edem v po£átku.

�e²ení. Pokud lze funkci vyjád°it jako sou£et mocninné °ady (s klad-

ným polom¥rem konvergence) na jejím oboru konvergence, pak je tato

°ada nutn¥ Taylorovou °adou uvaºované funkce (svého sou£tu). To nám

umoºní snadno najít p°íslu²né Taylorovy °ady.

P°ípad (a). Víme, ºe je

ln (1+ x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn , x ∈ (−1, 1),

tj.

ln (1− x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(−x)n = −

∞∑
n=1

1
n
xn , x ∈ (−1, 1).

Celkem máme

ln 1+x
1−x = ln (1+ x)− ln (1− x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1+1
n

xn =
∞∑
n=1

2
2n−1 x

2n−1

pro x ∈ (−1, 1).
P°ípad (b). Podobn¥ ze známé identity

ex =
∞∑
n=0

1
n! x

n , x ∈ R,

plyne

ex
2 =

∞∑
n=0

1
n!

(
x2
)n = ∞∑

n=0

1
n! x

2n , x ∈ R,

a

x2 e−2x = x2
∞∑
n=0

1
n! (−2x)n =

∞∑
n=0

(−2)n

n! xn+2 , x ∈ R.

Platí tudíº

ex
2 + x2 e−2x =

∞∑
n=0

x2n+(−2)nxn+2

n! , x ∈ R.

□ R

6.23. Ur£ete Taylorovu °adu se st°edem v po£átku funkce

(a) y = 1
(1+x)2 , x ∈ (−1, 1) ;

(b) y = arctg x, x ∈ (−1, 1).

�e²ení. P°ípad (a). Vyuºijeme vzorec

1
1+x =

∞∑
n=0

(−x)n =
∞∑
n=0
(−1)nxn , x ∈ (−1, 1)

o sou£tu geometrické °ady. Jeho derivováním dostáváme

− 1
(1+x)2 =

( ∞∑
n=0
(−1)nxn

)′
=

∞∑
n=1
(−1)n n xn−1 , x ∈ (−1, 1) ,
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Hovo°íme o diferenciálu funkce f pokud platí aproxima£ní
vlastnost

lim
1x→0

f (x +1x)− f (x)− df (x)(1x)
1x

= 0

Z Taylorovy v¥ty tedy vyplývá, ºe funkce s ohrani£enou derivací
f ′ má diferenciál df . To zejména v bod¥ x nastane, kdyº v n¥m
první derivace f ′(x) existuje a je spojitá.

Pokud je veli£ina x vyjád°ena pomocí dal²í veli£iny t, tj.
x = g(t), a to op¥t funkcí se spojitou první derivací, pak pra-
vidlo o derivaci sloºené funkce °íká, ºe i sloºená funkce f ◦ g má
op¥t diferenciál

df (t) = df

dx
(x)
dx

dt
(t)dt.

M·ºeme proto vnímat df jako lineární p°iblíºení dané veli£iny
v závislosti na p°ír·stcích závislé prom¥nné, a´ uº je tato závislost
dána jakkoliv.

6.13. K°ivost grafu funkce. Budeme ted graf hladké funkce
f (x) chvíli diskutovat jako zvlá²tní p°ípad parametri-
zované k°ivky v rovin¥. M·ºeme si ji p°edstavit jako
pohyb v rovin¥ parametrizovaný pomocí nezávislé
prom¥nné x. Pro libovolný bod x z de�ni£ního oboru

na²í funkce m·ºeme okamºit¥ výpo£tem první derivace vid¥t vek-
tor (1, f ′(x)) ∈ R2, který p°edstavuje okamºitou rychlost tako-
vého pohybu. Te£na bodem [x, f (x)] parametrizovaná pomocí to-
hoto sm¥rového vektoru pak p°edstavuje lineární p°iblíºení k°ivky.

Vid¥li jsme uº také, ºe v p°ípad¥, ºe f ′′(x) = 0 a zárove¬
f ′′′(x) ̸= 0, p°echází graf na²í funkce p°es svoji te£nu, tzn. ºe
te£na je i nejlep²ím p°iblíºením k°ivky v bod¥ x i do druhého °ádu.
To zpravidla popisujeme tvrzením, ºe má graf funkce f v bod¥
x nulovou k°ivost. Tak jak u první derivace nenulové hodnoty vy-
jad°ovaly rychlost r·stu (a´ uº s jakýmkoliv znaménkem), stejn¥
asi intuitivn¥ o£ekáváme, ºe druhá derivace bude popisovat míru
zak°ivení grafu. Zatím jsme jen vid¥li, ºe je graf funkce nad svojí
te£nou pro kladnou hodnotu a pod te£nou v p°ípad¥ opa£ném.
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p°i£emº
(
x0
)′ = 0, a tak je dolní index n = 1. Vidíme, ºe

1
(1+x)2 =

∞∑
n=1
(−1)n+1 n xn−1 , x ∈ (−1, 1) .

P°ípad (b). Derivaci funkce y = arctg t umíme vyjád°it jako

(arctg t) ′ = 1
1+t2 =

∞∑
n=0

(−t2 )n = ∞∑
n=0
(−1)nt2n , t ∈ (−1, 1) .

Protoºe pro x ∈ (−1, 1) je
x∫
0
(arctg t) ′ dt = arctg x − arctg 0 = arctg x

a
x∫
0

( ∞∑
n=0
(−1)nt2n

)
dt =

∞∑
n=0

(
(−1)n

x∫
0
t2n dt

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1 ,

máme jiº výsledek

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1 , x ∈ (−1, 1) . □

6.24. Najd¥te Taylorovu °adu se st°edem x0 = 0 funkce

f (x) =
x∫
0
u cos u2 du, x ∈ R.

�e²ení. Z vyjád°ení

cos t =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)! t
2n , t ∈ R

plyne

u cos u2 = u
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(
u2
)2n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)! u
4n+1, u ∈ R

a následn¥ (pro x ∈ R)

f (x) =
x∫
0
u cosu2 du =

x∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)n

(2n)! u
4n+1

)
du =

=
∞∑
n=0

(
(−1)n

(2n)!

x∫
0
u4n+1 du

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)! (4n+2) x
4n+2 . □

6.25. Na intervalu konvergence (−1, 1) stanovte sou£et °ady
∞∑
n=1

n (n+ 1) xn .

�e²ení. Platí
∞∑
n=1

n (n+ 1) xn =
∞∑
n=1

n
(
xn+1

)′ =
=
( ∞∑
n=1

n xn+1
)′
=
( ∞∑
n=1

n xn−1 x2
)′
=
[
x2

∞∑
n=1

(xn )′
]′
=

=
[
x2
( ∞∑
n=1

xn
)′ ]′

=
[
x2
(
−1+

∞∑
n=0

xn
)′ ]′

=

=
[
x2
(−1+ 1

1−x
)′ ]′ =

[
x2 · 1

(1− x)2
]′
= 2x

(1− x)3
pro v²echna x ∈ (−1, 1). □

6.26. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci cos2(x) (tj. ur£ete Taylor·v

rozvoj funkce) v bod¥ 0 a ur£ete pro která reálná £ísla tato °ada kon-

verguje.
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Te£nu grafu v pevném bod¥ P = [x, f (x)] jsme dostali
pomocí limity se£en, tj. p°ímek procházejícími body P a
Q = [x + 1x, f (x + 1x)]. Chceme-li p°iblíºit druhou
derivaci, budeme body P a Q ̸= P prokládat kruºnicí CQ, jejíº
st°ed je na pr·se£íku kolmic na te£ny, vzty£ených v bodech P a
Q.

Z obrázku je patrné, ºe jestliºe te£na v pevném bod¥ P svírá
s osou x úhel α a te£na v Q úhel α + 1α, pak i úhel zmín¥ných
kolmic v jejich pr·se£íku bude1α. Ozna£íme-li polom¥r na²í kru-
ºnice ρ, pak délka oblouku kruºnice mezi body P aQ bude ρ1α.
Jestliºe budeme limitn¥ p°ibliºovat bod Q k pevnému bodu P ,
bude se zárove¬ délka oblouku kruºnice blíºit délce s studované
k°ivky, tj. grafu funkce f (x), a kruºnice limitn¥ p°ejde do kruºnice
CP . Dostáváme tedy pro limitní polom¥r ρ kruºnice CP základní
vztah

ρ = lim
1α→0

1s

1α
= ds

dα
.

K°ivost grafu funkce f v bod¥P de�nujeme jako £íslo 1/ρ. Nulová
k°ivost tedy odpovídá nekone£nému polom¥ru ρ.

Pro výpo£et polom¥ru ρ pot°ebujeme um¥t vyjád°it délku ob-
louku s pomocí zm¥ny úhlu α a derivaci této funkce pak vyjád°it
pomocí derivací funkce f .

V²imn¥me si jiº te¤, ºe p°i rostoucím úhlu α m·ºe délka ob-
louku bu¤ také r·st nebo klesat, podle toho, jestli má kruºnice CQ
st°ed nad nebo pod grafem funkce f . Znaménko ρ nám tedy odráºí,
zda je funkce konkávní nebo konvexní. Je t°eba také pomyslet na
zvlá²tní p°ípad, kdy st°ed limitn¥ �ute£e� do nekone£na, tj. místo
kruºnice limitn¥ dostaneme p°ímku a to op¥t te£nu.

Evidentn¥ nemáme p°ímý nástroj na vy£íslení derivace ds
dα
.

Víme v²ak, ºe tgα = df/dx a derivováním této rovnosti podle
x dostaneme (s vyuºitím pravidla pro derivaci sloºených funkcí)

1
(cosα)2

dα

dx
= f ′′.

Na levé stran¥ m·ºeme dosadit 1
(cos α)2 = 1+ (tgα)2 = 1+ (f ′)2

a proto platí také (viz pravidlo pro derivování inverzní funkce)

dx

dα
= 1+ (tgα)2

f ′′ = 1+ (f ′)2

f ′′ .

To uº jsme ale skoro hotoví, protoºe p°ír·stek délky oblouku s v zá-
vislosti na prom¥nné x je dán vztahem

ds

dx
= (1+ (f ′)2)1/2

a tedy m·ºeme jiº snadno spo£íst podle pravidla pro derivování
sloºené funkce

ρ = ds

dα
= ds

dx

dx

dα
= (1+ (f ′)2)3/2

f ′′ .

Nyní jiº m·ºeme vy£íst vztah k°ivosti a druhé derivace: £ita-
tel na²eho zlomku je, nezávisle na hodnot¥ první derivace, vºdy
kladný. Je roven t°etí mocnin¥ velikosti te£ného vektoru ke studo-
vané k°ivce. Znaménko k°ivosti tedy je dáno jen znaménkem druhé
derivace, coº jen znovu potvrzuje na²i úvahu o konkávních a kon-
vexních bodech funkcí. V p°ípad¥, ºe je druhá derivace nulová, do-
staneme i k°ivost nulovou.

Kruºnici, pomocí které jsme k°ivost de�novali nazýváme
oskula£ní kruºnicí.

Zkuste si spo£íst k°ivost jednoduchých funkcí sami a vyu-
ºijte oskula£ní kruºnice p°i ná£rtech jejich graf·. Nejjednodu²²í je

336

6.27. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci sin2(x) v bod¥ 0 a ur£ete

pro která reálná £ísla tato °ada konverguje.

6.28. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci ln(x3 +3x2 +3x+1) v bod¥
0 a ur£ete, pro která x ∈ R konverguje. ⃝

6.29. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci ln
√
x v bod¥ 1 a ur£ete, pro

která x ∈ R konverguje. ⃝

Dal²í p°íklady na Taylorovy polynomy a °ady naleznete na stran¥ 388.

Nyní uvedeme n¥kolik �klasických� p°íklad·, ve kterých budeme

vy²et°ovat pr·b¥h r·zných funkcí.

6.30. Stanovte obor hodnot funkce

f (x) = ex−1
ex+1 , x ∈ R.

�e²ení. P°ímka y = 1 je zjevn¥ asymptotou funkce f v+∞ a p°ímka

y = −1 asymptotou v −∞, nebo´

lim
x→∞

ex−1
ex+1 = lim

x→∞
ex

ex = 1, lim
x→−∞

ex−1
ex+1 = 0−1

0+1 = −1.

Z nerovnosti

f ′(x) = 2ex

(ex+1)2
> 0, x ∈ R

dále plyne, ºe f je spojitá a rostoucí na R. Oborem hodnot je tedy

interval (−1, 1). □

6.31. Uve¤te v²echny intervaly, kde je funkce y = e−x2
, x ∈ R

konkávní. ⃝

6.32. Uvaºujte funkci

y = arctg x−1
x
, x ̸= 0 (x ∈ R).

Ur£ete intervaly, kde je tato funkce konvexní a kde konkávní; a také

v²echny její asymptoty. ⃝

6.33. Najd¥te v²echny asymptoty funkce

(a) y = x ex ;
(b) y = (x+3)3

(x−2)3

s maximálním de�ni£ním oborem. ⃝

6.34. Stanovte asymptoty funkce

y = 2 arctg
∣∣∣ x

x2−1

∣∣∣ , x ̸= ±1 (x ∈ R) . ⃝

6.35. Uvaºujte funkci

y = ln 3e2x+ex+10
ex+1

de�novanou pro v²echna reálná x. Nalezn¥te její asymptoty. ⃝
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výpo£et v kritických bodech funkce f , protoºe v t¥ch dostáváme
polom¥r oskula£ní kruºnice jako reciprokou hodnotu druhé deri-
vace opat°enou znaménkem.

6.14. Vektorový diferenciální po£et. Jak jsme zmínili hned
v úvodu k páté kapitole, pro na²e úvahy o derivování
bylo vesm¥s podstatné, ºe jsme zkoumali funkce
de�nované na reálných £íslech a ºe jejich hodnoty
lze mezi sebou s£ítat a lze je násobit reálnými £ísly.

Pot°ebujeme proto, aby na²e funkce f : R→ V m¥ly hodnoty ve
vektorovém prostoru V . Budeme jim pro odli²ení °íkat vektorové
funkce jedné reálné prom¥nné nebo stru£n¥ji vektorové funkce.

Nyní se budeme podrobn¥ji v¥novat reálným funkcím s hod-
notami v rovin¥ nebo prostoru, tj. f : R → R2 a f : R → R3.
Hovo°íme o (parametrizovaných) k°ivkách v rovin¥ a v prostoru.
Obdobn¥ bychom mohli pracovat s hodnotami v Rn pro jakouko-
liv kone£nou dimenzi n.

Pro zjednodu²ení budeme pracovat v pevných standardních bá-
zích ei v R2 a R3, takºe na²e k°ivky budou dány dvojicemi, resp.
trojicemi oby£ejných reálných funkcí jedné reálné prom¥nné. Vek-
torová funkce r v rovin¥, resp. v prostoru, je tedy dána

r(t) = x(t)e1 + y(t)e2, r(t) = x(t)e1 + y(t)e2 + z(t)e3.

Derivace takové vektorové funkce je op¥t vektor, který p°ibliºuje
zobrazení r pomocí lineárního zobrazení p°ímky do roviny £i pro-
storu. V rovin¥ je to tedy

dr(t)

dt
(t) = r′ (t) = x′ (t)e1 + y′ (t)e2

a podobn¥ v prostoru. V tomto kontextu je také t°eba vnímat dife-
renciál vektorové funkce:

dr =
(
dx

dt
e1 + dy

dt
e2 + dz

dt
e3

)
dt

kde výraz na pravé stran¥ chápeme tak, ºe se p°ír·stek skalární
nezávislé prom¥nné t lineárn¥ zobrazí pomocí vynásobení vektoru
derivace a tím dostaneme p°íslu²ný p°ír·stek vektorové veli£iny r.

Jestliºe vektor r(t) p°edstavuje parametrizaci k°ivky, pak jeho
derivace je vektorem rychlosti takto zadané dráhy. Speciální p°ípad
vektoru r(t) = te1+f (t)e2 zadávajícího graf funkce f jsme zkou-
mali v minulém odstavci. Druhá derivace pak p°edstavuje zrych-
lení takto zadaného pohybu. V²imn¥me si, ºe samoz°ejm¥ zrych-
lení nemusí být kolineární s rychlostí. V p°ípad¥ grafu funkce je
dokonce zrychlení kolineární s rychlostí pouze v bodech, kde je
f ′′ nulová, coº odpovídá p°edstav¥, ºe kolineární m·ºe zrychlení
být pouze tehdy, kdyº je k°ivost grafu nulová.

6.15. Derivování sloºených zobrazení. V lineární algeb°e a geo-
metrii jsou velice uºite£ná zobrazení, kterým °íkáme formy.
Jako argumenty mají jeden nebo více vektor· a v kaº-
dém ze svých argument· jsou lineární. Zadáváme tak ve-
likost vektor· (skalární sou£in je symetrická bilineární

forma) nebo objem rovnob¥ºnost¥n· (to je n-lineární antisymet-
rická forma, kde n je dimenze prostoru), viz nap°. odstavce 2.44 a
4.22.

Do t¥chto operací samoz°ejm¥ m·ºeme dosazovat vektory
r(t) závisející na parametru. P°ímo£arou aplikací Leibnizova pra-
vidla pro derivaci sou£inu funkcí ov¥°íme následující
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6.36. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f (x) = 3
√| x |3 + 1.

�e²ení. De�ni£ním oborem i oborem spojitosti je celá reálná osa

(f tedy nemá body nespojitosti). Posta£uje nap°. uváºit, ºe funkce

y = 3
√
x je spojitá v kaºdém bod¥ x ∈ R (na rozdíl od odmocnin

o sudém základ¥ de�novaných pouze na nezáporné poloose). Ihned je

také vid¥t, ºe f (x) ≥ 1 a f (−x) = f (x) pro v²echna x ∈ R, tj. funkce
f je kladná a sudá. Bod [0, 1] jako jediný pr·se£ík grafu f s osami

proto dostaneme dosazením x = 0. Limitní chování funkce má smysl

uvaºovat pouze v±∞ (neexistují body nespojitosti), kde lehce ur£íme

(6.4) lim
x→±∞

3
√
| x |3 + 1 = lim

x→±∞
3
√
| x |3 = lim

x→±∞ | x | = +∞.
Nyní p°istoupíme ke zkoumání pr·b¥hu funkce pomocí jejích de-

rivací. Pro x > 0 je

f (x) = 3
√
x3 + 1 = (x3 + 1

) 1
3 ,

a tedy

(6.5) f ′(x) = 1
3

(
x3 + 1

)− 2
3 3x2 = x2

3
√(
x3 + 1

)2
> 0, x > 0.

Odtud vyplývá, ºe funkce f je rostoucí na intervalu (0,+∞). Vzhle-
dem ke své spojitosti v po£átku je v²ak nutn¥ f rostoucí na [0,+∞).
Nebo´ se jedná o sudou funkci, víme dále, ºe na intervalu (−∞, 0]
klesá.Má tak jediné lokální minimum v bod¥ x0 = 0, které je sou£asn¥
(ostrým) minimem globálním. Protoºe nekonstantní spojitá funkce

zobrazuje interval na interval, je oborem hodnot f práv¥ [1,+∞)
(uvaºte f (x0) = 1 a (∥6.4∥)). V²imn¥me si, ºe díky sudosti funkce

jsme nemuseli po£ítat derivaci f ′ na záporné poloose, kterou lze v²ak
snadno ur£it náhradou | x |3 = (−x)3 = −x3 se ziskem

f ′(x) = 1
3

(−x3 + 1
)−2

3
(−3x2

) = − x2

3
√(−x3+1

)2
< 0, x < 0.

P°i výpo£tu f ′(0) m·ºeme vyjít p°ímo z de�nice nebo pomocí limit

lim
x→0+

x2

3
√(
x3 + 1

)2
= 0 = lim

x→0−
− x2

3
√(−x3 + 1

)2

stanovit jednostranné derivace a následn¥ f ′(0) = 0. Ve skute£nosti
jsme nemuseli po£ítat první derivaci ani na kladné poloose. K tomu,

abychom obdrºeli, ºe f roste na (0,+∞), si sta£ilo uv¥domit, ºe

funkce y = 3
√
x a y = x3 + 1 jsou rostoucí na R a ºe kompozice

rostoucích funkcí je funkce rostoucí.

Snadno pro x > 0 v²ak z (∥6.5∥) vypo£ítáme druhou derivaci

f ′′(x) =
2x 3
√(
x3 + 1

)2 − 2
3
x2 3
√(
x3 + 1

)−1 (3x2
)

3
√(
x3 + 1

)4
,
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V¥ta. (1) Je-li r(t) : R → Rn diferencovatelný vektor a
9 : Rn → Rm lineární zobrazení, pak pro derivaci zobrazení
9 ◦ r platí

d(9 ◦ r)
dt

= 9 ◦ dr
dt
.

(2) Uvaºujme diferencovatelné vektory r1, . . . , rk : R → Rn
a k�lineární formu 8 : Rn × . . . × Rn na prostoru Rn. Pak pro
derivaci sloºeného zobrazení

φ(t) = 8(r1(t), . . . , rk(t))
platí (zobecn¥né Leibnizovo) pravidlo

dφ

dt
= 8(dr1

dt
, r2, . . . , rk

)+ · · · +8(r1, . . . , rk−1,
drk

dt

)
.

(3) P°edchozí tvrzení z·stává bezezbytku v platnosti i pokud8
má také hodnoty ve vektorovém prostoru (a je lineární ve v²ech k
argumentech).

D·kaz. (1) V lineární algeb°e se ukazuje, ºe lineární zobra-
zení jsou dána konstantní maticí skalár· A = (aij ) tak, ºe

9 ◦ r(t) =
( n∑
i=1

a1iri(t), . . . ,

n∑
i=1

amiri(t)

)
.

Derivaci nyní provádíme po jednotlivých sou°adnicích výsledku.
Víme ale, ºe derivace se chová lineárn¥ v·£i skalárním lineárním
kombinacím, viz V¥ta 5.33. Proto skute£n¥ dostaneme derivaci
9 ◦ r(t) prostým vy£íslením p·vodního lineárního zobrazení 9
na derivaci r′ (t).

(2) Zcela obdobn¥ dostaneme i druhé tvrzení. V sou°adnicích
rozepí²eme vy£íslení k�lineární formy na vektorech r1, . . . , rk takto

8(r1(t), . . . , rk(t)) =
n∑

i1,...,ik=1

Bi1...ik · (r1)i1(t) . . . (rk)ik (t),

kde skaláry Bi1...ik jsou pro kaºdou volbu index· dány jako hod-
nota dané formy 8(ei1 , . . . , eik ) na zvolené k�tici bázových vek-
tor·. Pravidlo pro derivaci sou£inu skalárních funkcí nám dá práv¥
dokazované tvrzení.

(3) Pokud má8 vektorové hodnoty, je zadáno kone£n¥ mnoha
komponentami am·ºeme pouºít p°edchozí úvahu na kaºdou z nich.

□

Na euklidovském prostoru R3 máme krom¥ skalárního
sou£inu, který dv¥ma vektor·m p°i°adí skalár, také vektorový
sou£in, který dv¥ma vektor·m u a v p°i°adí vektor u × v ∈ R3,
viz 4.24. Tento vektor u × v je kolmý na oba vektory u a v, má
velikost rovnou obsahu rovnob¥ºníku ur£eného vektory u a v
(v tomto po°adí) a orientaci takovou, aby trojice u, v, u × v byla
kladn¥ orientovanou bází.

Z p°edchozí v¥ty okamºit¥ vyplývají uºite£ná tvrzení:

D·sledek. V prostoru R3 uvaºme vektory u(t) a v(t). Pro deri-
vace jejich skalárního sou£inu ⟨u(t), v(t)⟩ a vektorového sou£inu
u(t) × v(t) platí

d

dt
⟨u(t), v(t)⟩ = ⟨u′(t), v(t)⟩ + ⟨u(t), v′(t)⟩(6.1)

d

dt
(u(t)× v(t)) = u′(t)× v(t)+ u(t)× v′(t)(6.2)
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tj. po úprav¥ máme

(6.6) f ′′(x) = 2x
3
√(
x3 + 1

)5
> 0, x > 0.

Podobn¥ m·ºeme spo£ítat

f ′′(x) = −2x 3
√(−x3 + 1

)2 − 2
3x

2 3
√(−x3 + 1

)−1 (−3x2
)

3
√(−x3 + 1

)4
=

= − 2x
3
√(−x3 + 1

)5
> 0,

pro x > 0 a poté f ′′(0) = 0. Dále pak limitním p°echodem:

lim
x→0+

2x
3
√(
x3 + 1

)5
= 0 = lim

x→0−
− 2x

3
√(−x3 + 1

)5
.

Podle nerovnosti (∥6.6∥) je f ryze konvexní na intervalu (0,+∞).
Také dostáváme ryzí konvexnost funkce f na (−∞, 0). K tomuto

záv¥ru ov²em op¥t nebylo pot°eba druhou derivaci pro x < 0 po£ítat:

sta£ilo vyuºít sudosti zadané funkce. Celkem jsme pak obdrºeli, ºe f

je konvexní na celém svém de�ni£ním oboru (nemá in�exní body).

K vykreslení grafu funkce je²t¥ pot°ebujeme nalézt asymptoty

(vy£íslení funkce v jistých bodech p°enecháváme £tená°i). Nebo´ je

funkce f spojitá na R, asymptoty bez sm¥rnice mít nem·ºe. P°ímka

y = ax+ b je pak asymptotou se sm¥rnicí pro x →∞ tehdy a jenom

tehdy, kdyº existují (jako vlastní) ob¥ limity

lim
x→∞

f (x)

x
= a, lim

x→∞(f (x)− ax) = b.
Analogické tvrzení platí pro x →−∞. Z limit

lim
x→∞

f (x)

x
= lim

x→∞

3
√
x3 + 1
x

= lim
x→∞

3
√
x3

x
= 1,

lim
x→∞(f (x)− 1 · x) = lim

x→∞

(
3
√
x3 + 1− x

)
=

= lim
x→∞

[ 3
√
x3 + 1− x

] 3
√(
x3 + 1

)2 + x 3
√
x3 + 1+ x2

3
√(
x3 + 1

)2 + x 3
√
x3 + 1+ x2

 =
= lim

x→∞
x3 + 1− x3

3
√(
x3 + 1

)2 + x 3
√
x3 + 1+ x2

= lim
x→∞

1
3x2
= 0 tak jiº

plyne, ºe p°ímka y = x je asymptotou v +∞. Kdyº znovu uváºíme,

ºe funkce f je sudá, bezprost°edn¥ obdrºíme p°ímku y = −x jako

asymptotu v −∞. □
Dal²í p°íklady na vy²et°ování funkcí m·ºete najít na stran¥ 373.

Nyní p°ejd¥me od vy²et°ování funkcí k dal²ím témat·m spoje-

ných s derivacemi funkcí. Nejprve demonstrujme pojem k°ivosti a

oskula£ní kruºnice na elipse.

6.37. Ur£ete k°ivost elipsy x2 +2y2 = 2 v jejích vrcholech (∥4.47∥).
Udejte téº rovnice oskula£ních kruºnic v t¥chto vrcholech.
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6.16. K°ivost k°ivek. Nyní máme daleko mocn¥j²í nástroje pro
studium k°ivek systemati£t¥j²ím zp·sobem, neº kdyº
jsme diskutovali k°ivost graf· funkcí.

Podívejme se obecn¥ na k°ivky r(t) v prostoru a
p°edpokládejme, ºe jsou parametrizovány tak, aby je-

jich te£ný vektor m¥l stále velikost jedna, tj. ⟨r′ (t), r′ (t)⟩ = 1 pro
v²echna t. �íkáme, ºe je k°ivka r(t) parametrizována délkou. Dal²í
derivací tohoto jednotkového vektoru r′ (t) dostaneme vektor r′′ (t),
pro který spo£teme (vyuºíváme symetrie skalárního sou£inu)

0 = d

dt
⟨r′ (t), r′ (t)⟩ = 2⟨r′′ (t), r′ (t)⟩

a je tedy vektor zrychlení r′′ (t) vºdy kolmý na vektor rychlosti.
To odpovídá p°edstav¥, ºe p°i volb¥ parametrizace s konstantní ve-
likostí rychlosti nem·ºe být zrychlení ve sm¥ru pohybu znatelné,
musí tedy celé zrychlení být v rovin¥ kolmé k vektoru rychlosti.

Pokud je druhá derivace nenulová, nazýváme normovaný vek-
tor

n(t) = 1
∥r′′ (t)∥ r

′′ (t)

hlavní normálou k°ivky r(t). Skalární funkce κ(t) spl¬ující (v bo-
dech, kde je r′′ (t) ̸= 0)

r′′ (t) = κ(t)n(t)
se nazývá k°ivost k°ivky r(t). V nulových bodech druhé derivace
de�nujeme κ(t) také nulovou hodnotou.

V nenulových bodech k°ivosti je dob°e de�nován jednotkový
vektor b(t) = r′ (t)× n(t), který nazýváme binormála k°ivky r(t).
P°ímým výpo£tem dostáváme

0 = d

dt
⟨b(t), r′ (t)⟩ = ⟨b′(t), r′ (t)⟩ + ⟨b(t), r′′ (t)⟩ =

= ⟨b′(t), r′ (t)⟩ + κ(t)⟨b(t), n(t)⟩ = ⟨b′(t), r′ (t)⟩,
coº ukazuje, ºe je te£ný vektor k binormále kolmý jak na b(t), tak
na r′ (t). Musí tedy být násobkem vektoru hlavní normály. Pí²eme

b′(t) = −τ(t)n(t)
a skalární funkci τ(t) nazýváme torze k°ivky r(t).

Je²t¥ jsme nespo£etli rychlost zm¥ny hlavní normály, kterou
m·ºeme také psát jako n(t) = b(t)× r′ (t).

n′(t) = b′(t)× r′ (t)+ κ(t)b(t)× n(t) =
= −τ(t)n(t)× r′ (t)+ κ(t)(−r′ (t)) =
= τ(t)b(t)− κ(t)r′ (t).

Postupn¥ jsme pro v²echny body s nenulovou druhou derivací
k°ivky r(t) parametrizované délkou oblouku odvodili význa£nou
bázi (r′ (t), n(t), b(t)), které se v klasické literatu°e °íká Frenet·v
repér a zárove¬ jsme v této bázi vyjád°ili derivace jejích kompo-
nent formou tzv. Frenetových�Serretových vzorc·

dr′

dt
(t) = κ(t)n(t), dn

dt
(t) = τ(t)b(t)− κ(t)r′ (t),

db

dt
(t) = −τ(t)n(t).
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�e²ení. Protoºe elipsa je v daných sou°adnicích jiº v základním tvaru

(nejsou p°ítomny ani smí²ené ani lineární £leny), je zadaná báze jiº

bází polární. Jejími osami jsou sou°adnicové osy x a y, vrcholy pak

body [
√

2, 0], [−√2, 0], [0, 1] a [0,−1]. Spo£ítejme nejprve k°ivost

ve vrcholu [0, 1]. Uváºíme-li sou°adnici y jakoºto funkci sou°adnice

x (v okolí bodu [0, 1] je jednozna£n¥ ur£ena), pak derivací rovnice

elipsy podle prom¥nné x dostáváme 2x + 4yy′ = 0, tedy y′ = − x
2y

(y′ zna£í derivaci funkce y(x) podle prom¥nné x; nejedná se vlastn¥

o nic jiného, neº o vyjád°ení derivace funkce dané implicitn¥, viz

8.18. Derivací této rovnice podle x pak obdrºíme y′′ = − 1
2(

1
y
− xy′

y2 ).

V bod¥ [1, 0] pak dostáváme y′ = 0 a y′′ = − 1
2 (ke stejným

výsledk·m bychom do²li, kdybychom explicitn¥ vyjád°ili z rovnice

elipsy y = 1
2

√
2− x2 a derivovali; výpo£et by byl jen o n¥co

sloºit¥j²í, jak si jist¥ £tená° sám ov¥°í). Polom¥r oskula£ní kruºnice

bude tedy dle vztahu v 6.13

(1+ (y′ )2)
3
2

(y′′ )2
= −2,

respektive 2 a znaménko nám °íká, ºe kruºnice bude �pod� grafem

funkce. Z úvah v 6.13 a 6.16 vyplývá, ºe její st°ed bude ve sm¥ru

opa£ném k normále této k°ivky, tedy na ose y (funkce y jakoºto

funkce prom¥nné x má derivaci v bod¥ [0, 1], te£na k jejímu grafu

v tomto bod¥ bude tudíº rovnob¥ºná z osou x, normála je pak kolmá

na te£nu, coº je v tomto bod¥ osa y. Polom¥r je 2, st°ed tak bude v bod¥
[0, 1− 2] = [ 0, −1]. Celkem bude rovnice oskula£ní kruºnice elipsy

x2 + 2y2 = 2 v bod¥ [0, 1] znít x2 + (y + 1)2 = 4. Analogicky
ur£íme rovnici oskula£ní kruºnice v bod¥ [0,−1]: x2 + (y − 1)2 = 4.
K°ivosti elipsy (jakoºto k°ivky) v t¥chto bodech jsou pak rovny 1

2 (ab-

solutní hodnota k°ivosti grafu funkce).

Pro ur£ení oskula£ní kruºnice v bod¥ [
√

2, 0] budeme uvaºovat

rovnici elipsy, jakoºto p°edpis pro prom¥nnou x pomocí prom¥nné y,

tedy x jako funkci y. (v okolí bodu [
√

2, 0] není totiº ur£ena prom¥nná

y jako funkce x jednozna£n¥, nem·ºeme tedy pouºít p°edchozí po-

stup � technicky by to dopadlo tak, ºe bychom d¥lili nulou). Postupn¥

dostáváme: 2xx′ + 4y = 0, tedy x′ = −2 y
x
, a x′′ = −2( 1

x
− yx′

x2 ).

V bod¥ [
√

2, 0] je tudíº x′ = 0 a x′′ = −√2 a polom¥r oskula£ní

kruºnice je podle 6.13 ρ = − 1√
2
=

√
2

2 . Normála sm¥°uje v bod¥

[
√

2, 0] po ose x do −∞, st°ed oskula£ní kruºnice tedy bude na ose

x na druhou stranu ve vzdálenosti
√

2
2 , tudíº v bod¥ [

√
2 −

√
2

2 , 0] =
= [

√
2

2 , 0]. Celkem rovnice oskula£ní kruºnice ve vrcholu [
√

2, 0]
bude (x−

√
2

2 )
2+y2 = 1

2 . K°ivost je v obou t¥chto vrcholech rovna
√

2.
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V²imn¥me si, ºe pokud k°ivka r(t) leºí stále v jedné rovin¥,
pak je její torze identicky nulovou funkcí. Ve skute£nosti platí i
obrácené tvrzení, které tu nebudeme dokazovat, vyplývá ale z ná-
sledujícího klasického výsledku geometrické teorie k°ivek:

Dv¥ k°ivky v prostoru parametrizované délkou oblouku lze
jednu na druhou zobrazit pomocí euklidovské transformace, práv¥
kdyº jejich funkce k°ivosti a torze splývají, aº na konstantní posuv
parametru. Navíc, pro kaºdou volbu hladkých funkcí κ a τ existuje
hladká k°ivka s t¥mito parametry. Tento výsledek tu nebudeme do-
kazovat.

P°ímým výpo£tem m·ºeme zkontrolovat, ºe k°ivost grafu
funkce y = f (x) v rovin¥ a k°ivost κ této k°ivky zavedené v tomto
odstavci splývají. Skute£n¥, výpo£tem derivace sloºené funkce
s pomocí diferenciálu délky oblouku pro graf funkce ve tvaru

dt = (1+ (fx)2)1/2dx, dx = (1+ (fx)2)−1/2dt

(pí²eme zde fx = df
dx
) dostaneme pro ná² jednotkový te£ný vektor

grafu k°ivky vztah

r′ (t) = (x′ (t), y′ (t)) = ((1+ (fx)2)−1/2, fx(1+ (fx)2)−1/2)
a pom¥rn¥ nep°ehledným, ale obdobným výpo£tem druhé derivace
a její velikosti skute£n¥ obdrºíme

κ2 = ∥r′′ ∥2 = ( d2 f

dx2 )
2(1+ (fx)2)−3.

6.17. Aproximace derivací a asymptotické odhady. Hned na
za£átku této u£ebnice jsme v odstavcích 1.3, 1.9 a
dále diskutovali, jak zadávat hodnotu funkce pomocí
zm¥n, tj. diferencí. V dal²í £ásti textu budeme ob-
dobn¥ rekonstruovat funkci f z jejích derivací, tj.

okamºitých zm¥n. P°edtím se ale pozastavme u souvislosti derivací
a diferencí. Klí£em nám k tomu bude Taylor·v rozvoj se zbytkem.

P°edpokládejme, ºe z (dostate£n¥) diferencovatelné funkce
f (x), de�nované na intervalu [a, b], známe hodnoty fi = f (xi)

v bodech x0 = a, x1, x2, . . . , xn = b, p°i£emº pro v²echny indexy
i = 1, . . . , n platí xi − xi−1 = h > 0 pro n¥jakou konstantu h.
Taylor·v rozvoj pro funkci f v bod¥ xi pi²me ve tvaru

f (xi ± h) = fi ± hf ′(xi)+ h
2

2
f ′′(xi)± h

3

3!
f (3)(xi)+ . . .

340

□

6.38. Poznámka. Vrcholy elipsy (obecn¥ uzav°ené hladké k°ivky v ro-

vin¥) lze de�novat jako body, ve kterých má funkce k°ivosti n¥jaký

extrém. To, ºe elipsa m¥la £ty°i vrcholy není náhoda. Platí tzv.�V¥ta

o £ty°ech vrcholech�, sice ºe uzav°ená k°ivka t°ídy C3 má alespo¬

£ty°i vrcholy. (K°ivka t°ídy C3 je lokáln¥ dána parametricky body

[f (t), g(t)] ∈ R2, t ∈ (a, b) ⊂ R, kde f i g jsou funkce t°ídy C3 (R).)
K°ivost elipsy v jakémkoli jejím bod¥ se tedy nalézá mezi k°ivostmi

v jejích vrcholech, tj. mezi 1
2 a
√

2.

B. Integrování

Nejprve n¥kolik jednoduchých p°íklad·, které by m¥l zvládnout

kaºdý.

6.39. Uºitím základních vzorc· vypo£t¥te

(a)
∫ 1

3√x dx, x ̸= 0;

(b)
∫
tg2 x dx, x ̸= π

2 + kπ, k ∈ Z;
(c)

∫ cos x
1+sin x dx, x ̸= −π

2 + 2kπ, k ∈ Z ;

(d)
∫

6 sin 5x + cos x2 + 2 e
2x
3 dx, x ∈ R.

�e²ení. P°ípad (a). Ihned ur£íme∫ 1
3√x dx =

∫
x−1/3 dx = x

2
3

2
3
+ C = 3

2
3
√
x2 + C,

p°i£emº zápisu, ve kterém p°i£ítáme C ∈ R, je t°eba rozum¥t tak, ºe

v²echny primitivní funkce získáme práv¥ pomocí konstantního posu-

nutí libovolné primitivní funkce. To ov²em platí pouze na intervalu.

Jinak °e£eno, hodnota C je obecn¥ r·zná pro x < 0 a pro x > 0. M¥li

bychom tedy uvaºovat hodnotyC1 a C2. Pro jednoduchost budeme ale

pouºívat zápis bez index· a uvád¥ní p°íslu²ných interval·. Navíc si bu-

deme pomáhat poloºeními aC = C pro a ∈ R∖ {0} a C+ b = C pro

b ∈ R, která jsou zaloºena na skute£nosti, ºe

{C; C ∈ R} = {aC; C ∈ R} = {C + b; C ∈ R} = R.
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Víme, ºe kdyº v rozvoji skon£íme £lenem °ádu k v h, tj. výrazem
obsahujícím hk , pak se dopustíme chyby, která je omezená odha-
dem výrazu

hk+1

(k + 1)!
f (k+1)(x)

na intervalu [xi − h, xi + h]. Pokud je (k + 1)�ní derivace f spo-
jitá, m·ºeme ji odhadnout konstantou. Vidíme pak, ºe se pro malá
h chová chyba aproximace pomocí Taylorova polynomu stupn¥ k
stejn¥ jako hk+1, aº na konstantní násobek. Takovému odhadu se
°íká asymptotický odhad.

De�nice. �ekneme, ºe výraz G(h) je pro h → 0 asymptoticky
stejný s výrazem F(h) a pí²emeG(h) = O(F (h)), jestliºe existuje
kone£ná limita

lim
h→0

G(h)

F (h)
= a ∈ R.

Ozna£me si hledané odhady hodnot derivací f (x) v bodech

xi jako f
(j)
i a pi²me Taylor·v rozvoj stru£n¥ takto:

fi±1 = fi ± f ′
i h+

f ′′
i

2
h2 ± f

′′′
i

6
h3 + . . .

Pro odhady první derivace m·ºeme okamºit¥ pouºít t°i r·zné dife-
rence spo£tené z Taylorova rozvoje:

f
(1)
i =

fi+1 − fi−1

2h
− h

2

3!
f (3)(xi)− . . .

f
(1)
i =

fi+1 − fi
h

− h

2!
f ′′(xi)+ . . .

f
(1)
i =

fi − fi−1

h
+ h

2!
f ′′(xi)+ . . .

kde jsme prost¥ jen ode£etli p°íslu²né polynomy. Získáváme tak
numerická vyjád°ení pro první derivaci. První z nich má asympto-
tický odhad chyby

f (1) = fi+1 − fi−1

2h
+ O(h2),

dal²í dv¥ mají chybu O(h). �íkáme jim st°edová diference,
dop°edná diference a zp¥tná diference. Kupodivu je st°edová
diference o °ád lep²í neº zbylé dv¥.

Stejn¥ m·ºeme postupovat p°i odhadu druhé derivace.
Abychom um¥li spo£íst f ′′(xi) z vhodné kombinace Tayulorových
polynom·, pot°ebujeme vyru²it první derivace i hodnotu v xi .
Nejjednodu²²í kombinace vyru²í i v²echny liché derivace:

f
(2)
i =

fi+1 − 2fi + fi+1

h2 + h
2

12
f (4)(xi)+ . . . .

Hovo°íme o diferenci druhého °ádu a stejn¥ jako u st°edové první
diference je asymptotický odhad chyby o jeden °ád lep²í, neº
bychom na první pohled £ekali:

f
(2)
i =

fi+1 − 2fi + fi+1

h2 + O(h2).

2. Integrování

6.18. Newton·v integrál. Nyní se budeme zajímat o opa£ný po-
stup neº tomu bylo u derivování. Budeme chtít ze
znalosti okamºitých zm¥n n¥jaké funkce rekonstru-
ovat její skute£né hodnoty. Jestliºe danou funkci

f (x) povaºujeme za derivaci neznámé funkce F(x), pak na úrovni
diferenciál· m·ºeme psát
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Zcela korektní vyjád°ení bychom pak obdrºeli nap°. substitucemi

Ĉ = aC, C̃ = C + b. Tato zjednodu²ení prokáºí svou uºite£nost

p°i po£ítání náro£n¥j²ích p°íklad·. �iní totiº postupy a úpravy

p°ehledn¥j²ími.

P°ípad (b). Postupné úpravy integrované funkce vedou na∫
tg2 x dx = ∫ sin2 x

cos2 x
dx = ∫ 1−cos2 x

cos2 x
dx =

= ∫ 1
cos2 x

dx − ∫ 1 dx = tg x − x + C,
kde jsme si pomohli znalostí derivace

(tg x) ′ = 1
cos2 x

, x ̸= π
2 + kπ, k ∈ Z.

P°ípad (c). Sta£í si uv¥domit, ºe se jedná o speciální p°ípad vzorce∫
f ′(x)
f (x)

dx = ln | f (x) | + C,
jenº m·ºeme p°ímo ov¥°it derivováním

(ln | f (x) | + C) ′ = (ln [±f (x)])′+(C) ′ = [±f (x)]′
±f (x) = ±f ′(x)

±f (x) = f ′(x)
f (x)

.

Platí tudíº ∫ cos x
1+sin x dx = ln (1+ sin x) + C.

P°ípad (d). Protoºe integrál sou£tu je sou£tem integrál· (pokud

mají jednotlivé integrály smysl) a nenulovou konstantu lze z integrálu

vytknout kdykoli, je∫
6 sin 5x + cos

x

2
+ 2 e

2x
3 dx = −6

5
cos 5x + 2 sin

x

2
+ 3 e

2x
3 + C.

□

6.40. Integrováním �po pam¥ti� vyjád°ete

(a)
∫
e−x dx, x ∈ R;

(b)
∫ 1√

4−x2
dx, x ∈ (−2, 2);

(c)
∫ 1
x2+3 dx, x ∈ R;

(d)
∫ 3x2+1
x3+x+2 dx, x ̸= −1.

�e²ení. Snadno získáváme

(a)
∫
e−x dx = − ∫ −e−x dx = −e−x + C;

(b)
∫ 1√

4−x2
dx = ∫ 1

2√
1−(

x
2
)2
dx = arcsin x

2 + C;

(c)
∫ 1
x2+3 dx = 1

3

∫ 1
x2
3 +1

dx = 1√
3

∫ 1√
3

1+
(

x√
3

)2 dx =
= 1√

3
arctg x√

3
+ C;

(d)
∫ 3x2+3
x3+3x+2 dx = ln

∣∣ x3 + 3x + 2
∣∣+ C,

kde jsme vyuºili vzorec
∫
f ′(x)
f (x)

dx = ln | f (x) | + C . □

6.41. Spo£t¥te neur£itý integrál∫ (
7x + 4 e

2x
3 − 1

2x + 9 sin 5x + 2 cos x2 − 3
cos2 x
+ 1

3−x
)
dx

pro x ̸= 3, x ̸= π
2 + k π , k ∈ Z.

�e²ení. Pouze spojením d°íve odvozených vzorc· dostáváme∫ (
7x + 4 e

2x
3 − 1

2x + 9 sin 5x + 2 cos x2 − 3
cos2 x
+ 1

3−x
)
dx =



KAPITOLA 6. DIFERENCIÁLNÍ A INTEGRÁLNÍ PO�ET

dF = f (x)dx.
Funkci F nazýváme primitivní funkce nebo neur£itý integrál
funkce f a tradi£n¥ pí²eme

F(x) =
∫
f (x)dx.

Lemma. Primitivní funkce F(x) k funkci f (x) je na kaºdém inter-
valu [a, b] ur£ena jednozna£n¥ aº na aditivní konstantu.

D·kaz. Tvrzení je okamºitým d·sledkem Lagrange-
ovy v¥ty o st°ední hodnot¥, viz 5.38. Skute£n¥, pokud je
F ′(x) = G′(x) = f (x) na celém intervalu [a, b], funkce
(F − G)(x) má ve v²ech bodech c intervalu [a, b] nulovou
derivaci. Pak ale podle v¥ty o st°ední hodnot¥ pro v²echny body x
v tomto intervalu

F(x)−G(x) = F(a)−G(a)+ 0 · (x − a).
Musí tedy být rozdíl hodnot funkcíF aG stejný na celém intervalu
[a, b]. □

P°edchozí lemma nás vede k tomu, ºe neur£itý integrál ob-
vykle zapisujeme ve tvaru

F(x) =
∫
f (x)dx + C

s neznámou konstantou C.

Hodnotu reálné funkce f (x) m·ºeme také povaºovat za oka-
mºitý p°ír·stek plochy vymezené grafem funkce f a osou x a
snaºit se najít velikost této plochy mezi krajními hodnotami a
a b n¥jakého intervalu. Zkusme tuto p°edstavu dát do souvis-
losti s neur£itým integrálem. P°edpokládejme tedy, ºe na inter-
valu [a, b] známe reálnou funkci a její neur£itý integrál F(x), tj.
F ′(x) = f (x).

Jestliºe rozd¥líme interval [a, b] na n £ástí volbou bod·

a = x0 < x1 < · · · < xn = b
a p°iblíºíme hodnoty derivací v bodech xi výrazy

f (xi) = F ′(xi) ≃ F(xi+1)− F(xi)
xi+1 − xi ,
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= 7x

ln 7 + 6 e
2x
3 + 1

2x ln 2 − 9
5 cos 5x + 4 sin x

2 − 3 tg x − ln | 3− x | +C
. □

Pro vyjád°ení následujících integrál· pouºijememetody per partes

(viz 6.20).

6.42. Vypo£t¥te
∫
x cos x dx, x ∈ R a

∫
ln x dx, x > 0;

�e²ení.

∫
ln x dx =

∣∣∣∣u = ln x u′ = 1
x

v′ = 1 v = x
∣∣∣∣ =

= x ln x −
∫

1 dx = x ln x − x + C,∫
x cos x dx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = cos x v = sin x

∣∣∣∣ = x sin x−

−
∫

sin x dx = x sin x + cos x + C.

□

6.43. Metodou per partes vypo£ítejte

(a)
∫ (
x2 + 1

)
e−x dx, x ∈ R,

(b)
∫
(2x − 1) ln x dx, x > 0,

(c)
∫
arctg x dx, x ∈ R,

(d)
∫
ex sin x dx, x ∈ R,

�e²ení. Nejd°íve vyzdvihn¥me, ºe metodou per partes lze vypo£ítat

kaºdý integrál ve tvaru∫
P(x) abx dx,

∫
P(x) sin (bx) dx,

∫
P(x) cos (bx) dx,∫

P(x) logna x dx,
∫
xb logna (kx) dx,∫

P(x) arcsin (bx) dx,
∫
P(x) arccos (bx) dx,∫

P(x) arctg (bx) dx,
∫
P(x) arccotg (bx) dx,∫

abx sin (cx) dx,
∫
abx cos (cx) dx,

kde P je libovolný polynom a

a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞), b, c ∈ R∖ {0}, n ∈ N, k > 0.
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dostáváme sou£tem p°es v²echny intervaly na²eho d¥lení odhad
hledané velikosti plochy:

n−1∑
i=0

f (xi) · (xi+1− xi) ≃
n−1∑
i=0

F(xi+1)− F(xi)
xi+1 − xi · (xi+1− xi) =

= F(b)− F(a).
Dá se tedy o£ekávat, ºe pro �dostate£n¥ p¥kné� funkce

f (x) velikost plochy vymezené grafem funkce a osou x skute£n¥
spo£teme jako rozdíl hodnot primitivní funkce v krajních bodech
intervalu. Tomuto postupu se °íká Newton·v integrál. Pí²eme∫ b

a

f (x)dx = [F(x)]ba = F(b)− F(a)
a hovo°íme také o (Newtonov¥) ur£itém integrálu v mezích a, b.

V p°ípad¥ komplexní funkce f je reálná a imaginární £ást je-
jího neur£itého integrálu jednozna£n¥ dána reálnou a imaginární
£ástí f , budeme proto dále bez dal²ích komentá°· pracovat s reál-
nými funkcemi a ke komplexním se vrátíme v aplikacích, jak je to
bude t°eba.

6.19. Integrace �po pam¥ti�. Je²t¥ neº si ud¥láme jasno, jak
Newton·v integrál skute£n¥ souvisí s velikostí
plochy a jak jej p°ípadn¥ lze pouºívat pro mode-
lování praktických problém·, ukáºeme n¥kolik

postup·, jak Newton·v integrál spo£ítat. Budeme p°itom vyuºívat
jen na²e znalosti o derivacích.

Nejsnadn¥j²í je p°ípad, kdy v integrované funkci umíme de-
rivaci p°ímo uvid¥t. K tomu v jednoduchých p°ípadech sta£í £íst
tabulky pro derivace funkcí v na²em zv¥°inci naopak. Dostáváme
tak nap°. následující tvrzení pro v²echna a ∈ R a n ∈ Z, n ̸= −1:∫

a dx = ax + C∫
axn dx = a

n+1x
n+1 + C∫

eax dx = 1
a

eax +C∫
a

x
dx = a ln x + C∫

a cos(bx) dx = a
b

sin(bx)+ C∫
a sin(bx) dx = − a

b
cos(bx)+ C∫

a cos(bx) sinn(bx) dx = a
b(n+1) sinn+1(bx)+ C∫

a sin(bx) cosn(bx) dx = − a
b(n+1) cosn+1(bx)+ C∫

a tg(bx) dx = −a
b

ln(cos(bx))+ C∫
a

a2 + x2 dx = arctg
(
x
a

)+ C∫ −1√
a2 − x2

dx = arccos
(
x
a

)+ C∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

(
t
x

a

)
+ C.

Ve v²ech p°ípadech je zapot°ebí dob°e promyslet de�ni£ní obor, na
kterém je neur£itý integrál dob°e de�nován.
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Proto víme, ºe

(a)

∫ (
x2 + 1

)
e−x dx = F(x) = x2 + 1 F ′(x) = 2x

G′(x) = e−x G(x) = −e−x =

= − (x2 + 1
)
e−x +

∫
2x e−x dx =

= F(x) = 2x F ′(x) = 2
G′(x) = e−x G(x) = −e−x =

= − (x2 + 1
)
e−x − 2x e−x +

∫
2 e−x dx =

= − (x2 + 1
)
e−x − 2x e−x − 2 e−x + C =

= −e−x (x2 + 2x + 3
)+ C;

(b)

∫
(2x − 1) ln x dx = F(x) = ln x F ′(x) = 1/x

G′(x) = 2x − 1 G(x) = x2 − x =

= (x2 − x) ln x −
∫
x2 − x
x

dx =

= (x2 − x) ln x +
∫

1− x dx =

= (x2 − x) ln x + x − x
2

2
+ C;

(c)

∫
arctg x dx = F(x) = arctg x F ′(x) = 1

1+x2

G′(x) = 1 G(x) = x =

= x arctg x −
∫

x

1+ x2
dx =

= x arctg x − 1
2

∫
2x

1+ x2
dx =

= x arctg x − 1
2

ln
(
1+ x2 )+ C;

(d)

∫
ex sin x dx = F(x) = ex F ′(x) = ex

G′(x) = sin x G(x) = − cos x =

= −ex cos x +
∫

ex cos x dx =

= F(x) = ex F ′(x) = ex

G′(x) = cos x G(x) = sin x =

= −ex cos x + ex sin x −
∫

ex sin x dx,

odkud plyne ∫
ex sin x dx = 1

2 e
x (sin x − cos x) + C . □

Pro vyjád°ení následujících integrál· je výhodné pouºít sub-

stitu£ní metodu (viz 6.21).

6.44. Integrujte

(a)
∫

cos5 x · sin x dx, x ∈ R;
(b)

∫
cos5 x · sin2 x dx, x ∈ R;

(c)
∫ sin4 x

cos4 x
dx, x ∈ (−π

2 ,
π
2

)
;

(d) 1− 3√x+√
x

6√
x5+x dx, x > 0.
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K takovýmto tabulkovým pravidl·m pro integraci lze rela-
tivn¥ snadno dodávat dal²í pravidla jednoduchými pozorováními
vhodné struktury integrovaných funkcí. Nap°.∫

f ′(x)
f (x)

dx = ln |f (x)| + C
pro v²echny spojit¥ diferencovatelné funkce f na intervalech, kde
jsou nenulové. Samoz°ejm¥ také z pravidel pro derivaci sou£tu dife-
rencovatelných funkcí a konstantních násobk· diferencovatelných
funkcí je z°ejmé ºe obdobná pravidla platí neur£itý integrál také.

6.20. Integrace per partes. Výpo£et integrálu pomocí primitivní
funkce (neur£itého integrálu), spolu s pravidlem

(F ·G)′(t) = F ′(t) ·G(t)+ F(t) ·G′(t)

pro derivaci sou£inu funkcí, dává následující formuli pro neur£itý
integrál

F(x) ·G(x)+ C =
∫
F ′(x)G(x) dx +

∫
F(x)G′(x) dx.

Tato formule se v¥t²inou pouºívá tak, ºe jeden z integrál· napravo
je ten, který máme spo£íst, zatímco druhý umíme spo£ítat snáze.

Nejlépe je princip vid¥t na p°íkladu. Spo£teme

I =
∫
x sin x dx.

V tomto p°ípad¥ pom·ºe volba F(x) = x, G′(x) = sin x. Odtud
G(x) = − cos x a proto také

I = −x cos x −
∫
− cos x dx = −x cos x + sin x + C.

Obvyklým trikem je také pouºít tento postup s F ′(x) = 1:∫
ln x dx =

∫
1 · ln x dx = x ln x −

∫
1
x
x dx = x ln x − x + C.

6.21. Integrace pomocí substituce. Dal²í uºite£ný postup je od-
vozen z derivování sloºených funkcí. Jestliºe

F ′(y) = f (y), y = φ(x),
pro diferencovatelnou funkci φ s nenulovou derivací, potom

dF(φ(x))

dx
= F ′(y) · φ′ (x)

a tedy F(y)+ C = ∫ f (y) dy lze spo£íst jako
F(φ(x))+ C =

∫
f (φ(x))φ′ (x) dx.

Dosazením x = φ−1 (y) pak dostaneme p·vodn¥ poºadovanou pri-
mitivní funkci. �ast¥ji zapisujeme tuto skute£nost takto:∫

f (y) dy =
∫
f (φ(x))φ′ (x) dx

a hovo°íme o substituci za prom¥nnou y. P°ímo na úrovni diferen-
ciál· je moºné substituci porozum¥t snadno tak, ºe (linearizované)
p°ír·stky v prom¥nné y a v x jsou vzájemn¥ ve vztahu popsaném
formáln¥

dy = φ′ (x) dx,
coº odpovídá vztahu mezi integrovanými veli£inami

f (y)dy = f (φ(x))φ′ (x)dx.
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�e²ení. P°ípad (a). Jde o jednoduchý p°íklad na tzv. první substitu£ní

metodu, jejíº podstatou je zapsat integrál ve tvaru

(6.7)

∫
f (φ(x)) φ′ (x) dx

pro jisté funkce f a φ. Takový integrál lze totiº pomocí substituce

y = φ(x) (nahrazujeme rovn¥º dy = φ′ (x) dx, coº dostáváme di-

ferencováním y = φ(x)) p°evést na integrál
∫
f (y) dy. Substitucí

y = cos x, kdy je dy = − sin x dx, tak obdrºíme∫
cos5 x · sin x dx = − ∫ cos5 x (− sin x) dx = − ∫ y5 dy =
= − y6

6 + C = − cos6 x
6 + C.

P°ípad (b). P°i vyjád°ení∫
cos5 x · sin2 x dx = ∫ (cos2 x

)2 sin2 x · cos x dx =
= ∫ (1− sin2 x

)2
sin2 x · cos x dx

se nabízí substituce t = sin x, která dává∫
cos5 x · sin2 x dx = t = sin x

dt = cos x dx =
∫ (

1− t2 )2
t2 dt =∫

t6 − 2t4 + t2 dt = t7

7 − 2 t
5

5 + t3

3 +C = sin7 x
7 − 2 sin5 x

5 + sin3 x
3 +C.

P°ípad (c). Nebo´ je sinus i kosinus v sudé mocnin¥, nelze po-

stupovat jako v p°edchozím p°ípad¥. Zkusme proto pouºít tzv. dru-

hou substitu£ní metodu znamenající p°echod od
∫
f (y) dy ke tvaru

(∥6.7∥) pro y = φ(x). Situace, kdy nahrazujeme jednodu²²í výraz

za komplikovan¥j²í, m·ºe p·sobit p°ekvapiv¥. Nesmíme v²ak zapomí-

nat, ºe onen komplikovan¥j²í integrál m·ºe mít takovou podobu, ºe

jej budeme schopni spo£ítat. Chceme ur£it primitivní funkce funkce

f (x) = tg4 x. Má tedy smysl uvaºovat substituci u = tg x. Získáváme∫ sin4 x
cos4 x

dx = x = arctgu
dx = du

1+u2
= ∫ u4

1+u2 du =
∫
u2 − 1+ 1

u2+1 du =
= u3

3 − u+ arctgu+ C = tg3 x
3 − tg x + arctg (tg x) + C =

= tg3 x

3 − tg x + x + C.
P°ípad (d). Platí∫ 1− 3√x+√

x
6√
x5+x dx = z6 = x

6z5 dz = dx =
∫ 1−z2+z3

z5+z6 6z5 dz =
= 6

∫ 1−z2+z3

1+z dz =
= 6

∫
z2 − 2z+ 2− 1

z+1 dz =
= 6

(
z3

3 − z2 + 2z− ln | z+ 1 |
)
+ C =

= 2
√
x − 6 3

√
x + 12 6

√
x − 6 ln

(
6
√
x + 1

)+ C,
kde jsme op¥t substitucí lehce ur£ili (pro z ̸= −1)∫
dz
z+1 =

v = z + 1
dv = dz = ∫ dv

v
= ln | v | + C = ln | z+ 1 | + C . □

6.45. Vhodnou substitucí stanovte

(a)
∫ √

2x − 5 dx, x > 5
2 ;

(b)
∫
(7+ln x)7

x
dx, x > 0;

(c)
∫ cos x
(1+sin x)2 dx, x ̸= (3+4k)π

2 , k ∈ Z;
(d)

∫ cos x√
1+sin2 x

dx, x ∈ R.
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Jako p°íklad ov¥°íme touto metodou p°edposlední integrál
v seznamu v 6.19. Pro integrál

I =
∫

1√
1− x2

dx

zvolíme substituci x = sin t. Odtud dx = cos t dt a dostáváme

I =
∫

1√
1− sin2 t

cos t dt =
∫

1√
cos2 t

cos t dt =

=
∫
dt = t + C.

Zp¥tným dosazením t = acrsin x dopo£ítáme jiº známý vztah
I = arcsin x + C.

P°i substitucích je t°eba dát pozor na skute£nou existenci in-
verzní funkce k y = φ(x), p°i výpo£tu ur£itého Newtonova in-
tegrálu je t°eba také správn¥ p°epo£ítávat meze integrování. Pro-
blém·m s de�ni£ními obory inverzních funkcí se lze n¥kdy vy-
hnout rozd¥lením integrace na n¥kolik interval·.

6.22. Integrace p°evedením na rekurence. �asto vede pouºití
substitucí a metody per partes k rekurentním vztah·m, ze
kterých teprve lze dopo£íst hledané integrály. Budeme ilu-
strovat na p°íkladu. Metodou per partes po£ítáme

Im =
∫

cosm x dx =
∫

cosm−1 x cos x dx =

= cosm−1 x sin x − (m− 1)
∫

cosm−2 x(− sin x) sin x dx =

= cosm−1 x sin x + (m− 1)
∫

cosm−2 x sin2 x dx.

Odtud díky vztahu sin2 x = 1− cos2 x dostáváme

mIm = cosm−1 x sin x + (m− 1)Im−2

a po£áte£ní hodnoty jsou

I0 = x, I1 = sin x.

K t¥mto typ·m integrál· se substitucí x = tg t £asto p°evádí
integrály, kde integrovaná funkce závisí na výrazech tvaru (x2+1).
Skute£n¥, nap°. pro

Jk =
∫

dx

(x2 + 1)k

dostáváme zmín¥nou substitucí (pov²imn¥me si, ºe
dx = cos−2 t dt)

Jk =
∫

dt

cos2 t
(

sin2 t
cos2 t
+ 1

)k = ∫ cos2k−2 t dt.

Pro k = 2 je výsledkem

J2 = 1
2
(cos t sin t + t) = 1

2

(
tg t

1+ tg2 t
+ t
)

a proto také po zp¥tné substituci t = arctg x

J2 = 1
2

(
x

1+ x2 + arctg x
)
+ C.
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�e²ení. Platí

(a)
∫ √

2x − 5 dx = t = 2x − 5
dt = 2 dx = 1

2

∫ √
t dt = 1

3 t
3
2 +C =

= 1
3

√
(2x − 5)3 + C;

(b)
∫
(7+ln x)7

x
dx = t = 7+ ln x

dt = 1
x
dx

= ∫ t7 dt = t8

8 + C =
= (7+ln x)8

8 + C;
(c)

∫ cos x
(1+sin x)2 dx =

t = 1+ sin x
dt = cos x dx =

∫
dt

t2
= − 1

t
+ C =

= − 1
1+sin x + C;

(d)
∫ cos x√

1+sin2 x
dx = t = sin x

dt = cos x dx =
∫ 1√

1+t2 dt =

=
u = t +√1+ t2 > 0

du =
(

1+ t√
1+t2

)
dt

du

t+
√

1+t2 =
1√

1+t2 dt
= ∫ 1

u
du = ln u + C =

= ln
(
t +√1+ t2

)
+ C = ln

(
sin x +

√
1+ sin2 x

)
+ C.

□

6.46. Ur£ete

(a)
∫

x

cos2 x
dx, x ̸= π

2 + k π, k ∈ Z ;

(b)
∫
x2 e−3x dx, x ∈ R;

(c)
∫

cos2 x dx, x ∈ R.

�e²ení. P°ípad (a). Metodou per partes dostáváme∫
x

cos2 x
dx = F(x) = x F ′(x) = 1

G′(x) = 1
cos2 x

G(x) = tg x
= x tg x− ∫ tg x dx =

= x tg x + ∫ − sin x
cos x dx = x tg x + ln | cos x | + C.

P°ípad (b). Tentokráte o£ividn¥ integrujeme sou£in dvou funkcí.

Aplikováním metody per partes integrál p°evádíme na jiný integrál

tak, ºe jednu funkci derivujeme a druhou integrujeme. Integrovat

umíme ob¥ (derivovat umíme v²echny elementární funkce). Musíme

se proto rozhodnout, kterou ze dvou variant metody pouºijeme (zda

budeme integrovat funkci y = x2 , nebo y = e−3x). Uv¥domme si, ºe

per partes m·ºeme pouºít opakovan¥ a ºe n-tá derivace polynomu

stupn¥ n ∈ N je konstantní polynom. To nám dává zp·sob, jak lze

spo£ítat∫
x2 e−3x dx = F(x) = x2 F ′(x) = 2x

G′(x) = e−3x G(x) = − 1
3 e

−3x =
= − 1

3 x
2 e−3x + 2

3

∫
x e−3x dx

a dále∫
x e−3x dx = F(x) = x F ′(x) = 1

G′(x) = e−3x G(x) = − 1
3 e

−3x =
= − 1

3 x e
−3x + 1

3

∫
e−3x dx = − 1

3 x e
−3x − 1

9 e
−3x + C.
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P°i po£ítání ur£itých integrál· je moºné celou rekurenci rov-
nou po£ítat po vy£íslení v zadaných mezích. Tak nap°íklad je oka-
mºit¥ vid¥t, ºe p°i integraci p°es interval [0, 2π] mají na²e inte-
grály hodnoty:

I0 =
∫ 2π

0
dx = [x]2π

0 = 2π

I1 =
∫ 2π

0
cos x dx = [sin x]2π

0 = 0

Im =
∫ 2π

0
cosm x dx =

{
0 pro sudá m
m−1
m
Im−2 pro lichá m

.

Pro sudé m = 2n tedy dostáváme p°ímo výsledek∫ 2π

0
cos2n x dx = (2n− 1)(2n− 3) . . . 3 · 1

2n(2n− 2) . . . 2
2π,

zatímco u lichých m je to vºdy nula (jak bylo moºné p°ímo uhád-
nout z grafu funkce cos x).

6.23. Integrace racionálních funkcí lomených. U racionálních
funkcí lomených si m·ºeme p°i integraci pomoci
n¥kolika zjednodu²eními. Zejména v p°ípad¥, ºe
je stupe¬ polynomu f v £itateli v¥t²í nebo roven
stupni polynomu g ve jmenovateli, je rozumné hned

z kraje d¥lením se zbytkem, viz odstavec 5.2, p°evést integraci na
sou£et dvou integrál·. První pak bude integrací polynomu a druhý
integrací výrazu f/g se stupn¥m g ost°e v¥t²ím, neº je stupe¬ f
(takovým funkcím °íkáme ryze racionální lomené).

Toho skute£n¥ dosáhneme prostým vyd¥lením polynomu:

f = q · g + h, f

g
= q + h

g
.

M·ºeme tedy zrovna p°edpokládat, ºe stupe¬ g je ost°e v¥t²í
neº stupe¬ f . Dal²í postup si ukaºme na jednoduchém p°íklad¥.
Zkusme si rozebrat, jak se dostaneme k výsledku

f (x)

g(x)
= 4x + 2
x2 + 3x + 2

= −2
x + 1

+ 6
x + 2

,

který jiº umíme integrovat p°ímo:∫
4x + 2

x2 + 3x + 2
dx = −2 ln |x + 1| + 6 ln |x + 2| + C.

P°edev²ím p°evedením sou£tu zlomk· na spole£ného jmenovatele
tuto rovnost snadno ov¥°íme. Pokud naopak víme, ºe lze ná² výraz
rozepsat ve tvaru

4x + 2
x2 + 3x + 2

= A

x + 1
+ B

x + 2
,

jde nám pouze o výpo£et koe�cient·A a B. M·ºeme pro n¥ získat
rovnice pomocí roznásobení obou stran polynomem x2 + 3x + 2
ze jmenovatele a porovnáním koe�cient· u jednotlivých mocnin x
ve výsledných polynomech napravo i nalevo:

4x + 2 = A(x + 2)+ B(x + 1) H⇒ 2A+ B = 2, A+ B = 4.

Odtud jiº p°ímo vychází ná² rozklad. �íká se mu rozklad na parci-
ální zlomky.

Tento elementární postup lze snadno zobecnit. Jde o £ist¥ al-
gebraickou úvahu opírající se o vlastnosti polynom·, ke kterým se
budeme vracet v kapitole jedenácté.

P°edpokládejme, ºe jmenovatel g(x) a £itatel f (x) nesdílí
ºádné reálné ani komplexní ko°eny a ºe g(x) má práv¥ n r·zných
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Dohromady tak máme∫
x2 e−3x dx = − 1

3 x
2 e−3x − 2

9 x e
−3x − 2

27 e
−3x + C =

= − 1
3e

−3x
(
x2 + 2

3x + 2
9

)+ C .

Poznamenejme, ºe opakované pouºití per partes v rámci výpo£tu

jednoho integrálu je b¥ºné (podobn¥ jako p°i po£ítání limit l'Hospita-

lovým pravidlem).

P°ípad (c). Op¥t aplikujeme metodu per partes p°i vyjád°ení∫
cos2 x dx = ∫ cos x · cos x dx =
= F(x) = cos x F ′(x) = − sin x

G′(x) = cos x G(x) = sin x =
= cos x · sin x + ∫ sin2 x dx = cos x · sin x + ∫ 1− cos2 x dx =
= cos x ·sin x+∫ 1 dx−∫ cos2 x dx = cos x ·sin x+x−∫ cos2 x dx .

P°estoºe návrat k zadanému integrálu m·ºe vyvolat u £tená°e po-

chyby, ze vztahu∫
cos2 x dx = cos x · sin x + x − ∫ cos2 x dx

je moºné vyvodit

2
∫

cos2 x dx = cos x · sin x + x + C,
tj.

(6.8)

∫
cos2 x dx = 1

2
(x + sin x · cos x) + C.

Sta£í si vzpomenout, ºe klademeC/2 = C a ºe neur£itý integrál (jako

nekone£nou mnoºinou) lze reprezentovat jednou konkrétní funkcí a je-

jími posunutími.

Vyzdvihn¥me, ºe v¥t²inou vhodné úpravy £i substituce vedou k vý-

sledku rychleji neº metoda per partes. Nap°. pomocí identity

cos2 x = 1
2 (1+ cos 2x) , x ∈ R

jednodu²eji dostaneme∫
cos2 x dx = ∫ 1

2 dx +
∫ 1

2 cos 2x dx = x
2 + sin 2x

4 + C =
= x

2 + 2 sin x cos x
4 + C = 1

2 (x + sin x · cos x) + C . □

6.47. Kombinací metody per partes a substitu£ní metody ur£ete

(a)
∫
x3 e−x2

dx, x ∈ R;
(b)

∫
x arcsin x2 dx, x ∈ (−1, 1).

�e²ení. P°ípad (a). Substitu£ní metoda vede na integrál∫
x3 e−x2

dx = t = −x2

dt = −2x dx =
1
2

∫
t et dt,

který lze snadno vypo£ítat metodou per partes se ziskem

1
2

∫
t et dt = F(t) = t F ′(t) = 1

G′(t) = et G(t) = et
= 1

2 t e
t − 1

2

∫
et dt =

= 1
2 t e

t − 1
2 e

t + C = − 1
2 e

−x2 (
x2 + 1

)+ C.
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reálných ko°en· a1, . . . , an. Pak jsou body a1, . . . an práv¥ v²echny
body nespojitosti funkce f (x)/g(x).

Pro zjednodu²ení úvahy nejprve pi²me g(x) jako sou£in

g(x) = p(x)q(x)
dvou nesoud¥lných polynom·. Díky Bezoutov¥ identit¥ (viz 11.21
na str. 664), která je d·sledkem oby£ejného d¥lení polynom· se
zbytkem, existují polynomy a(x) a b(x) se stupni ost°e men²ími
neº je stupe¬ g takové, ºe

a(x)p(x)+ b(x)q(x) = 1.

Vynásobením této rovnosti podílem f (x)/g(x) dostáváme

f (x)

g(x)
= a(x)

q(x)
f (x)+ b(x)

p(x)
f (x).

P°edpokládejme nyní, ºe ná² polynom g(x) nemá jiné neº reálné
ko°eny, má tedy jednozna£ný rozklad na faktory (x − ai)ni , kde
ni jsou násobnosti ko°en· ai , i = 1, . . . , k. Postupným pouºitím
p°edchozího postupu s nesoud¥lnými polynomy p(x) a q(x) dosta-
neme vyjád°ení f (x)/g(x) pomocí sou£tu zlomk· ve tvaru

r1(x)

(x − a1)n1
+ · · · + rk(x)

(x − ak)mj
,

kde stupn¥ polynom· ri(x) jsou ost°e men²í neº stupn¥ v jmeno-
vatelích. Kaºdý z nich ale jde velmi snadno rozepsat jako sou£et

r(x)

(x − a)n =
A1

x − a +
A2

(x − a)2 + · · · +
An

(x − a)n ,
kdyº za£neme od nejvy²²ích mocnin v polynomu r(x) a postupn¥
po£ítáme A1, A2, . . . vhodným dopl¬ováním a odebíráním
s£ítanc· v £itateli. Nap°.

5x − 16
(x − 2)2

= 5
x − 2
(x − 2)2

− 6
1

(x − 2)2
= 5
x − 2

+ 6
(x − 2)2

.

Zbývá o²et°it je²t¥ p°ípad, kdy reálných ko°en· není dostatek.
Vºdycky ale existuje rozklad g(x) na lineární faktory s p°ípadn¥
komplexními ko°eny. Opakování p°edchozí úvahy pro komplexní
polynomy nám dá tentýº výsledek. Pokud ale p°edem víme, ºe koe-
�cienty polynom· jsou reálné, budou komplexní ko°eny v na²ich
výrazech vystupovat vºdy po dvojicích komplexn¥ sdruºených
ko°en·. M·ºeme proto rovnou pracovat s kvadratickými faktory
ve tvaru sou£tu £tverc· (x − a)2 + b2 a jejich mocnin. Na²e p°ed-
chozí úvaha op¥t dob°e funguje a zaru£uje, ºe bude moºné hledat
p°íslu²né s£ítance ve tvaru

Bx + C
((x − a)2 + b2)n

.

Obdobn¥ jako v p°ípad¥ reálných ko°en· se tedy i v p°ípad¥ moc-
niny ((x − a)2 + b2)n takového kvadratického (nerozloºitelného)
faktoru vºdy poda°í najít odpovídající rozklad na parciální zlomky
tvaru

A1x + B1

(x − a)2 + b2 + · · · +
Anx + Bn

((x − a)2 + b2)n
.

Konkrétní výsledky lze také snadno ozkou²et v Maplu pomocí vo-
lání procedury �convert(h, parfrac, x)�, které rozloºí výraz h raci-
onáln¥ závislý na prom¥nné x na parciální zlomky.

V²echny vý²e uvedené parciální zlomky uº umíme integrovat.
P°ipome¬me, ºe ty poslední zmín¥né vedou mimo jiné na integrály
diskutované v P°íklad¥ 6.22.
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P°ípad (b). Podobn¥ obdrºíme∫
x arcsin x2 dx = t = x2

dt = 2x dx =
1
2

∫
arcsin t dt =

= F(t) = arcsin t F ′(t) = 1√
1−t2

G′(t) = 1 G(t) = t = 1
2 t arcsin t − 1

2

∫
t√

1−t2 dt =

= u = 1− t2
du = −2t dt =

1
2 t arcsin t+ 1

4

∫
du√
u
= 1

2 t arcsin t+ 1
2

√
u+C =

= 1
2 t arcsin t + 1

2

√
1− t2 + C = 1

2x
2 arcsin x2 + 1

2

√
1− x4 + C. □

6.48. Dv¥ma r·znými zp·soby vypo£ítejte integrál∫ √
1− x2 dx, x ∈ (−1, 1).

�e²ení. Metoda per partes dává∫ √
1− x2 dx = F(x) = √1− x2 F ′(x) = −x√

1−x2

G′(x) = 1 G(x) = x =
= x√1− x2 + ∫ x2√

1−x2
dx = x√1− x2 − ∫ 1−x2−1√

1−x2
dx =

= x√1− x2 − ∫ √1− x2 dx + ∫ 1√
1−x2

dx =
= x√1− x2 − ∫ √1− x2 dx + arcsin x,

odkud plyne

2
∫ √

1− x2 dx = x√1− x2 + arcsin x + C,
tj. ∫ √

1− x2 dx = 1
2

(
x
√

1− x2 + arcsin x
)
+ C.

Substitu£ní metodou pak s pomocí (∥6.8∥) dostáváme∫ √
1− x2 dx = x = sin y

dx = cos y dy =
∫ √

1− sin2 y · cos y dy =
= ∫ cos2 y dy = 1

2 (y + sin y · cos y) + C =
= 1

2

(
sin y ·

√
1− sin2 y + y

)
+C = 1

2

(
x
√

1− x2 + arcsin x
)
+C,

kde y ∈ (−π/2, π/2) pro x ∈ (−1, 1), a mj. tak je

0 < cos y = | cos y | = √cos2 y =
√

1− sin2 y . □

6.49. Stanovte ∫
e
√
x dx, x > 0.

�e²ení. Touto úlohou lze ilustrovat moºnosti kombinování substitu£ní

metody ametody per partes (v rámci jednoho p°íkladu). Nejprve pouºi-

jeme substituci y = √x, abychom odstranili odmocninu z argumentu

exponenciální funkce. Tím p°ejdeme k integrálu∫
e
√
x dx = y2 = x

2y dy = dx = 2
∫
y ey dy.

Nyní pomocí per partes ur£íme∫
y ey dy = F(y) = y F ′(y) = 1

G′(y) = ey G(y) = ey
= y ey − ∫ ey dy =

= y ey − ey + C.
Celkem tedy je∫

e
√
x dx = 2y ey − 2 ey + C = 2 e

√
x
(√
x − 1

)+ C . □



KAPITOLA 6. DIFERENCIÁLNÍ A INTEGRÁLNÍ PO�ET

Celkov¥ m·ºeme shrnout, ºe racionální funkce f (x)/g(x) lze
pom¥rn¥ snadno integrovat, pokud se poda°í najít p°íslu²ný roz-
klad polynomu ve jmenovateli g(x). P°i výpo£tu Newtonových
integrál· jsou ale problematické body nespojitosti racionálních
funkcí lomených, v jejichº okolí jsou tyto funkce neohrani£ené.
Tomuto problému se budeme obecn¥ je²t¥ v¥novat pozd¥ji (viz od-
stavec 6.30 níºe).

6.24. Riemann·v integrál. My²lenku po£ítat integrál jako vy-
jád°ení plochy vymezené grafem funkce a osou x je
t°eba zp°esnit. To nyní u£iníme a vzáp¥tí dokáºeme,
ºe pro v²echny spojité funkce tato de�nice dává

stejné výsledky jako Newton·v integrál.
Uvaºme reálnou funkci f de�novanou na intervalu [a, b] a

zvolme d¥lení tohoto intervalu spolu s výb¥rem reprezentant· ξi
jednotlivých £ástí, tj. a = x0 < x1 < · · · < xn = b a zárove¬
ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Normou d¥lení nazýváme £íslo
δ = mini{xi − xi−1}. Riemann·v sou£et odpovídající zvolenému
d¥lení s reprezentanty

4 = (x0, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn)

de�nujeme jako

S4 =
n∑
i=1

f (ξi) · (xi − xi−1).

�ekneme, ºe Riemann·v integrál funkce f na intervalu [a, b]
existuje, jestliºe pro kaºdou posloupnost d¥lení s reprezentanty
(4k)

∞
k=0 s normami d¥lení δk jdoucími k nule existuje limita

lim
k→∞ S4k

= S ,
jejíº hodnota navíc nezávisí na volb¥ posloupnosti d¥lení a jejich
reprezentant·. Pí²eme v takovém p°ípad¥

S =
∫ b

a

f (x)dx.

Tato de�nice nevypadá p°íli² prakticky, nicmén¥ nám dovolí
snadno zformulovat a dokázat °adu jednoduchých vlastností Rie-
mannova integrálu:

V¥ta. (1) Je-li f omezená reálná funkce de�novaná na intervalu
[a, b] a c ∈ [a, b] je n¥jaký vnit°ní bod tohoto intervalu, potom
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6.50. Dokaºte, ºe

1
2

sin4 x = −1
4

cos(2x)+ 1
16

cos(4x)+ 3
16
.

�e²ení. Snadn¥j²í, neº porovnávat dané výrazy p°ímo, je ukázat, ºe

funkce na pravé a levé stran¥ rovnosti mají shodné derivace. Je totiº

L′ = 2 cos x sin3 x = sin(2x) sin2 x,

P ′ = 1
2 sin(2x)− 1

4 sin(4x) = sin 2x ( 1
2 − 1

2 cos(2x)) =
= sin(2x) sin2 x.

Levá a pravá strana se tedy li²í o konstantu. Tuto konstantu ur£íme

porovnáním funk£ních hodnot v jednom bod¥, nap°íklad bod¥ 0. Hod-
nota obou funkcí je v nule nulová, jsou si tedy rovny. □

C. Integrace racionálních lomených funkcí

6.51. Spo£ítejte ∫
x

(x−1)2
(
x2+2x+2

) dx, x ̸= 1.

�e²ení. Protoºe je stupe¬ polynomu v £itateli niº²í neº ve jmenova-

teli, tyto polynomy nemají spole£ný ko°en a je zadáno vyjád°ení jme-

novatele ve tvaru sou£inu ko°enových £initel·, známe tvar rozkladu

integrované funkce na parciální zlomky

x

(x−1)2
(
x2+2x+2

) = A
x−1 + B

(x−1)2 + Cx+D
x2+2x+2

pro A,B,C,D ∈ R. Pokud tuto rovnici vynásobíme jmenovatelem

levé strany, dostaneme identitu

x =
= A (x − 1)

(
x2 + 2x + 2

)+B (x2 + 2x + 2
)+(Cx +D) (x − 1)2 ,

která má platit pro v²echna x ∈ R∖ {1}. Na obou jejích stranách jsou
ale polynomy, a tak rovnost musí nastat rovn¥º pro x = 1. Dosazením
této hodnoty ihned obdrºíme, ºe 1 = B(1+ 2+ 2), tj. B = 1/5.

Mohli bychom volit dal²í reálná (p°íp. komplexní) £ísla a dosazo-

vat je do uvedené rovnice. Nelze v²ak jiº o£ekávat, ºe bychom tím

p°ímo ur£ili dal²í z neznámých (pokud nedosadíme ko°en jmenova-

tele). Rad¥ji proto budeme porovnávat koe�cienty u stejných mocnin

polynom·

x − 1
5

(
x2 + 2x + 2

) = − 1
5 x

2 + 3
5 x − 2

5 ,

A (x − 1)
(
x2 + 2x + 2

)+ (Cx +D) (x − 1)2 =
= (A+ C) x3 + (A− 2C +D) x2 + (C − 2D) x − 2A +D,

£ímº získáme systém rovnic

0 = A + C,

−1/5 = A − 2C + D,

3/5 = C − 2D,
−2/5 = −2A + D.
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integrál
∫ b
a
f (x)dx existuje tehdy a jen tehdy, kdyº existují oba in-

tegrály
∫ c
a
f (x)dx a

∫ b
c
f (x)dx. V takovém p°ípad¥ pak také platí∫ b

a

f (x)dx =
∫ c

a

f (x)dx +
∫ b

c

f (x)dx.

(2) Jsou-li f a g dv¥ reálné funkce de�nované na intervalu

[a, b] a jestliºe existují integrály
∫ b
a
f (x)dx a

∫ b
a
g(x)dx, pak exis-

tuje také integrál jejich sou£tu a platí∫ b

a

(f (x)+ g(x))dx =
∫ b

a

f (x)dx +
∫ b

a

g(x)dx.

(3) Je-li f reálná funkce de�novaná na intervalu [a, b],
C ∈ R je konstanta a jestliºe existuje integrál

∫ b
a
f (x)dx, pak

existuje také integrál
∫ b
a
C · f (x)dx a platí∫ b

a

C · f (x)dx = C ·
∫ b

a

f (x)dx.

D·kaz. (1) P°edpokládejme nejprve, ºe existuje integrál p°es
celý interval. Jist¥ se lze p°i jeho výpo£tu omezit na limity Rie-
mannových sou£t·, jejichº d¥lení mají bod c mezi svými d¥lícími
body. Kaºdý takový sou£et dostaneme jako sou£et dvou díl£ích Rie-
mannových sou£t·. Pokud by tyto díl£í sou£ty v limit¥ závisely na
zvolených rozd¥leních a reprezentantech, pak by celkové sou£ty
nemohly být v limit¥ na volbách nezávislé (sta£í ponechat jednu
posloupnost d¥lení podintervalu stejnou a druhou m¥nit tak, aby
se limita zm¥nila).

Naopak, jestliºe existují Riemannovy integrály na obou podin-
tervalech, jsou libovoln¥ p°esn¥ aproximovatelné Riemannovými
sou£ty a to navíc nezávisle na jejich volb¥. Pokud do libovolné po-
sloupnosti Riemannových sou£t· p°es celý interval [a, b] p°idáme
v jejich d¥leních jeden d¥lící bod c navíc, zm¥níme hodnotu ce-
lého sou£tu i £áste£ných sou£t· p°es intervaly pat°ící do [a, c] a
[c, b] nejvý²e o násobek normy d¥lení a moºných rozdíl· omezené
funkce f na celém [a, b]. To je £íslo jdoucí libovoln¥ blízko k nule
p°i zmen²ující se norm¥ d¥lení. Proto nutn¥ i £áste£né Riemannovy
sou£ty na²í funkce nutn¥ konvergují k limitám, jejichº sou£tem je
Riemann·v integrál p°es [a, b].

(2) V kaºdém Riemannov¥ sou£tu se sou£et funkcí projeví
jako sou£et hodnot ve vybraných reprezentantech. Protoºe je náso-
bení reálných £ísel distributivní, vyplývá odtud práv¥ dokazované
tvrzení.

(3) Stejná úvaha jako v p°edchozím p°ípad¥. □
Následující výsledek je zcela zásadní pro pochopení vztahu

mezi integrálem a derivací:

6.25. V¥ta (Základní v¥ta integrálního po£tu). Pro kaºdou spojitou
funkci f na kone£ném intervalu [a, b] existuje její Riemann·v in-
tegrál

∫ b
a
f (x)dx. Navíc je funkce F(t) zadaná na intervalu [a, b]

pomocí Riemannova integrálu

F(x) =
∫ x

a

f (t)dt

primitivní funkcí k f na tomto intervalu.

Celý d·kaz tohoto významného tvrzení bude pon¥kud del²í.
V prvním kroku pro d·kaz existence integrálu pouºijeme alterna-
tivní de�nici, ve které nahrazujeme výb¥r reprezentant· a p°íslu²né
hodnoty f (ξi) pomocí suprem Mi hodnot f (x) v p°íslu²ném in-
tervalu [xi−1, xi], resp. pomocí in�m mi funkce f (x) tamtéº.

349

Podotkn¥me, ºe tato soustava musí mít práv¥ jedno °e²ení (které je

jednozna£n¥ ur£eno libovolnými t°emi z uvedených rovnic). Hledané

°e²ení potom je

A = 1
25 , C = − 1

25 , D = − 8
25 .

Platí tak∫
x

(x−1)2
(
x2+2x+2

) dx = ∫ dx
25(x−1) +

∫
dx

5(x−1)2
− ∫ x+8

25
(
x2+2x+2

) dx =
= 1

25 ln | x − 1 | − 1
5(x−1) − 1

50 ln
(
x2 + 2x + 2

)−
− 7

25 arctg (x + 1)+ C,
kde jsme vyuºili∫

x+8
x2+2x+2 dx =

∫ 1
2 (2x+2)
x2+2x+2 + 7

x2+2x+2 dx = 1
2

∫ 2x+2
x2+2x+2 dx +

+ 7
∫ 1
(x+1)2+1 dx = 1

2 ln
(
x2 + 2x + 2

)+ 7 arctg (x + 1)+ C. □

6.52. Integrujte

(a)
∫ 6
x−2 dx, x ̸= 2;

(b)
∫ 6
(x+4)3 dx, x ̸= −4;

(c)
∫ 3x+7
x2−4x+15 dx, x ∈ R;

(d)
∫ 30x−77(

x2−6x+13
)2 dx, x ∈ R.

�e²ení. P°ípady (a), (b). Platí∫ 6
x−2 dx =

y = x − 2
dy = dx = ∫ 6

y
dy = 6 ln | y |+C = 6 ln | x−2 |+C

a podobn¥∫ 6
(x+4)3 dx =

y = x + 4
dy = dx = ∫ 6

y3 dy = 6
−2y2 + C = − 3

(x+4)2 + C.
Vidíme, ºe integrování typ· parciálních zlomk·, které odpovídají reál-

ným ko°en·m jmenovatele racionální lomené funkce, je velmi snadné.

Navíc zcela obecn¥ lze obdrºet∫
A

x−x0
dx = y = x − x0

dy = dx = ∫ A
y
dy =

= A ln | y | + C = A ln | x − x0 | + C
a ∫

A
(x−x0)

n dx = y = x − x0
dy = dx = ∫ A

yn dy = A y−n+1

−n+1 + C =
= A

(1−n)(x−x0)
n−1 + C

pro kaºdé A, x0 ∈ R, n ≥ 2, n ∈ N.
P°ípad (c). Nyní máme integrovat parciální zlomek odpovídající

dvojici komplexn¥ sdruºených ko°en·. Ve jmenovateli je tedy poly-

nom stupn¥ 2 a v £itateli stupn¥ nejvý²e 1. Pokud je stupn¥ 1, zapí²eme

parciální zlomek tak, abychom v £itateli m¥li násobek derivace jmeno-

vatele a k tomu p°i£ítali zlomek, v jehoº £itateli je jiº pouze konstanta.

Takto dostaneme∫ 3x+7
x2−4x+15 dx = 3

2

∫ 2x−4
x2−4x+15 dx + 13

∫
dx

x2−4x+15 =
= 3

2 ln
(
x2 − 4x + 15

)+ 13
∫

dx

(x−2)2+11 =
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Hovo°íme o horních Riemannových sou£tech, resp. dolních Rie-
mannových sou£tech (n¥kdy je v literatu°e tento postup ozna£ován
jako Darboux·v integrál).

6.26. Horní a dolní Riemann·v integrál. Protoºe je na²e
funkce spojitá, je jist¥ i omezená na uzav°eném intervalu
a proto jsou v²echna vý²e uvaºovaná suprema i in�ma
kone£ná. Je tedy horní Riemann·v sou£et p°íslu²ný d¥lení
4 = (x0, . . . , xn) zadán výrazem

S4,sup =
n∑
i=1

(
sup

xi−1≤ξ≤xi
f (ξ)

) · (xi − xi−1) =
n∑
i=1

Mi(xi − xi−1)

zatímco dolní Riemann·v sou£et je

S4,inf =
n∑
i=1

(
inf

xi−1≤ξ≤xi
f (ξ)

) · (xi − xi−1) =
n∑
i=1

mi(xi − xi−1).

Protoºe pro kaºdé d¥lení 4 = (x0, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn) s reprezen-
tanty platí odhady

(6.3) S4,inf ≤ S4,ξ ≤ S4,sup

a in�ma i suprema lze libovoln¥ p°esn¥ aproximovat skute£nými
hodnotami, lze tu²it, ºe bude Riemann·v integrál existovat práv¥,
kdyº bude existovat pro libovolné posloupnosti d¥lení s normou
jdoucí k nule limita horních i dolních sou£t· a tyto si budou rovny.
Dokáºeme, ºe tomu tak skute£n¥ musí být pro v²echny omezené
funkce:

V¥ta. Nech´ je funkce f omezená na uzav°eném intervalu [a, b].
Pak

Ssup = inf
4
S4,sup, Sinf = sup

4

S4,inf

jsou limity v²ech posloupností horních, resp. dolních, sou£t· s nor-
mou jdoucí k nule.

Riemann·v integrál omezené funkce f p°es interval [a, b] exis-
tuje, práv¥ kdyº Ssup = Sinf.

D·kaz. Pokud zjemníme n¥jaké rozd¥lení 41 na 42 p°idá-
ním dal²ích bod·, z°ejm¥ bude

S41,sup ≥ S42,sup, S41,inf ≤ S42,inf.

Kaºdá dv¥ d¥lení mají spole£né zjemn¥ní, jsou tedy hodnoty

Ssup = inf
4
S4,sup, Sinf = sup

4

S4,inf

dobrými kandidáty na limity horních a dolních sou£t·. Skute£n¥,
pokud existuje spole£ná limita horních sou£t· S nezávislá na zvo-
lené posloupnosti d¥lení, musí to být práv¥ Ssup, a podobn¥ pro
dolní sou£ty.

Naopak, uvaºme n¥jaké pevn¥ zvolené d¥lení 4 s n vnit°ními
d¥lícími body intervalu [a, b], a jiné d¥lení 41, jehoº norma je
hodn¥ malé £íslo δ. Ve spole£ném zjemn¥ní 42 bude jen n in-
terval·, které budou do sou£tu S42,sup p°ispívat p°ípadn¥ men²ím
p°ísp¥vkem neº je tomu v 41. Protoºe je f omezená funkce na
[a, b], bude kaºdý z t¥chto p°ísp¥vk· ohrani£ený univerzální kon-
stantou krát norma d¥lení (tj. maximální velikost p°íslu²ného inter-
valu v d¥lení). P°i zvolení dostate£n¥ malého δ tedy nebude vzdá-
lenost S41,sup od Ssup více neº dvakrát vzdálenost S4,sup od Ssup.

Jestliºe nyní zvolíme libovolnou posloupnost 4k s horními
sou£ty, jejichº limitou je Ssup, pak pro pevn¥ zvolené ε > 0 na-
jdeme vºdy N takové,ºe pro k > N bude S4k,sup k Ssup blíºe neº
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= 3
2 ln

(
x2 − 4x + 15

)+ 13
11

∫
dx(

x−2√
11

)2+1
= y = x−2√

11
dy = dx√

11

=
= 3

2 ln
(
x2 − 4x + 15

)+ 13√
11

∫
dy

y2+1 =
= 3

2 ln
(
x2 − 4x + 15

)+ 13√
11
arctg y + C =

= 3
2 ln

(
x2 − 4x + 15

)+ 13√
11
arctg x−2√

11
+ C.

Op¥t m·ºeme obecn¥ vyjád°it∫
Ax+B

(x−x0)
2+a2 dx = A

2

∫ 2(x−x0)

(x−x0)
2+a2 dx + (B + A x0)

∫ 1
(x−x0)

2+a2 dx

a spo£ítat∫ 2(x−x0)

(x−x0)
2+a2 dx = y = (x − x0)

2 + a2

dy = 2 (x − x0) dx
= ∫ dy

y
=

= ln | y | + C = ln[(x − x0)
2 + a2]+ C,∫ 1

(x−x0)
2+a2 dx = 1

a2

∫
dx(

x−x0
a

)2+1
= z = x−x0

a

dz = dx
a

= 1
a

∫
dz

z2+1 =
= 1

a
arctg z + C = 1

a
arctg x−x0

a
+ C,

tj.∫
Ax+B

(x−x0)
2+a2 dx = A

2 ln
(
(x − x0)

2 + a2
)+ B+A x0

a
arctg x−x0

a
+ C,

kde hodnoty A,B, x0 ∈ R, a > 0 jsou libovolné.

P°ípad (d). Zbývají parciální zlomky pro vícenásobné komplexní

ko°eny ve tvaru

Ax+B[
(x−x0)

2+a2
]n , A, B, x0 ∈ R, a > 0, n ∈ N∖ {1},

které analogicky upravíme na

A
2 · 2(x−x0)[

(x−x0)
2+a2

]n + (B + A x0) · 1[
(x−x0)

2+a2
]n .

Poté ur£íme∫ 2(x−x0)[
(x−x0)

2+a2
]n dx = y = (x − x0)

2 + a2

dy = 2 (x − x0) dx
= ∫ dy

yn =
= 1

(1−n)yn−1 + C = 1
(1−n)[(x−x0)

2+a2
]n−1 + C

a

Kn (x0, a) := ∫ 1[
(x−x0)

2+a2
]n dx =

= F(x) = 1[
(x−x0)

2+a2
]n F ′(x) = −2n(x−x0)[

(x−x0)
2+a2

]n+1

G′(x) = 1 G(x) = x − x0
=

= x−x0[
(x−x0)

2+a2
]n + 2n

∫
(x−x0)

2+a2[
(x−x0)

2+a2
]n+1 − a2[

(x−x0)
2+a2

]n+1 dx =
= x−x0[

(x−x0)
2+a2

]n + 2n
(
Kn (x0, a)− a2Kn+1 (x0, a)

)
,

odkud plyne

Kn+1 (x0, a) = 1
a2

(
2n−1

2n Kn (x0, a)+ 1
2n

x−x0[
(x−x0)

2+a2
]n) ,

coº z°ejm¥ platí také pro n = 1. Poslední rekurentní formuli je²t¥

dopl¬me o v p°ípad¥ (c) odvozený integrál

K1 (x0, a) = 1
a
arctg x−x0

a
+ C.

V zadaném p°íkladu je∫ 30x−77(
x2−6x+13

)2 dx = 15
∫ 2x−6(

x2−6x+13
)2 dx + 13

∫ 1(
x2−6x+13

)2 dx

a dále
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o ε. Zárove¬ ale umíme podle p°edchozí úvahy najít δ tak, ºe pro
v²echna d¥lení s normou men²í neº δ budeme se sou£tem blíºe
neº o 2ε. Práv¥ jsme proto ukázali, ºe pro libovolné £íslo ε > 0
umíme najít takové δ > 0, ºe pro v²echna d¥lení s normou nejvý²e
δ bude |Ssup − S4| < ε. To je p°esn¥ tvrzení, ºe £íslo Ssup je limi-
tou v²ech posloupností horních sou£t· s normami d¥lení jdoucími
k nule. Úpln¥ stejn¥ se dokáºe i tvrzení pro sou£ty dolní.

Pokud Riemann·v integrál neexistuje, existují posloupnosti
d¥lení a reprezentant· s r·znými limitami Riemannových sou£t·.
Pak ov²em z jiº dokázaného tvrzení plyne, ºe budou r·zné i li-
mity horních sou£t· a dolních sou£t·. Naopak, p°edpokládejme, ºe
Ssup = Sinf, pak ov²em i v²echny Riemannovy sou£ty posloupností
d¥lení musí mít tutéº limitu díky nerovnostem (6.3). □

6.27. Stejnom¥rná spojitost. Prozatím jsme ze spojitosti na²í
funkce f vyuºili pouze to, ºe kaºdá taková funkce je
na kone£ném uzav°eném intervalu omezená. Zbývá
nám ale ukázat, ºe pro spojité funkce je Ssup = Sinf.

Z de�nice spojitosti víme, ºe pro kaºdý pevn¥ zvolený bod
x ∈ [a, b] a kaºdé okolí Oε(f (x)) existuje okolí Oδ(x) takové,
ºe f (Oδ(x)) ⊂ Oε(f (x)). Toto tvrzení lze p°epsat takto: jsou-li
y, z ∈ Oδ(x), tzn. mimo jiné platí

|y − z| < 2δ,

je také f (y), f (z) ∈ Oε(f (x)), tzn. mimo jiné platí

|f (y)− f (z)| < 2ε.

Budeme pot°ebovat globální variantu takové vlastnosti, °íkáme jí
stejnom¥rná spojitost funkce f :

V¥ta. Nech´ je f spojitá funkce na uzav°eném kone£ném intervalu
[a, b]. Pak je na [a, b] stejnom¥rn¥ spojitá, tj. pro kaºdé £íslo ε >
0 existuje takové £íslo δ > 0, ºe pro v²echny z, y ∈ [a, b] spl¬ující
|y − z| < δ platí |f (y)− f (z)| < ε.

D·kaz. Protoºe je kaºdý kone£ný uzav°ený interval kom-
paktní, umíme jej celý pokrýt kone£n¥ mnoha okolími Oδ(x)(x)

zmi¬ovanými v souvislosti se spojitostí vý²e, p°i£emº jejich po-
lom¥r δ(x) závisí na st°edu x, zatímco £ísla ε budeme uvaºovat
po°ád stejná. Zvolíme kone£n¥ za δ minimum ze v²ech (kone£n¥
mnoha) δ(x). Na²e spojitá funkce f tedy má poºadovanou vlast-
nost (pouze zam¥¬ujeme £ísla ε a δ za jejich dvojnásobky). □
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∫ 2x−6(
x2−6x+13

)2 dx = y = x2 − 6x + 13
dy = (2x − 6) dx =

∫
dy

y2 = − 1
y
+ C =

= − 1
x2−6x+13 + C,∫ 1(

x2−6x+13
)2 dx =

∫
dx[

(x−3)2+22
]2 =

= 1
22

(
2−1

2 K1(3, 2)+ 1
2

x−3
(x−3)2+22

)
=

= 1
4

(
1
4 arctg

x−3
2 + C + 1

2
x−3

x2−6x+13

)
=

= 1
16 arctg

x−3
2 + 1

8
x−3

x2−6x+13 + C.
Celkem tak máme∫ 30x−77(

x2−6x+13
)2 dx = − 15

x2−6x+13 + 13
16 arctg

x−3
2 + 13

8
x−3

x2−6x+13 + C =
= 13

16 arctg
x−3

2 + 13x−159
8
(
x2−6x+13

) + C . □

6.53. Integrujte racionální lomené funkce

(a)
∫

x3+1
x(x−1)3 dx, x ̸= 0, x ̸= 1;

(b)
∫

x−4
5x2+6x+3 dx, x ∈ R;

(c)
∫ 1
(x−4)(x−2)(x2+2x+2) dx, x ̸= 2, x ̸= 4;

(d)
∫

x

x4−x3−x+1 dx, x ̸= 1;
(e)

∫ 2x+1
(x2+4x+13)2 dx, x ∈ R;

(f)
∫ 5x2−12
x4−12x3+62x2−156x+169 dx, x ∈ R.

�e²ení. V²echny zadané integrály budeme po£ítat takovým zp·sobem,

jakým lze postupovat p°i integrování racionálních lomených funkcí

vºdy. Nepouºijeme tedy ºádnou speci�ckou úpravu £i substituci. Do-

konce rekurentní vzorec ∥6.52∥ pro Kn+1(x0, a), který jsme odvodili

v obecné podob¥, pouºijeme pouze pro x0 = 0, a = 1 (a to také tehdy,

kdyº bude n = 0). D°íve uvedenými postupy tak získáváme

(a) ∫
x3+1
x(x−1)3 dx = 2

∫
dx
x−1 +

∫
dx

(x−1)2 + 2
∫

dx

(x−1)3 −
∫
dx
x
=

= 2 ln | x − 1 | − 1
x−1 − 1

(x−1)2 − ln | x | + C;
(b) ∫

x−4
5x2+6x+3 dx = 1

10

∫ 10x+6
5x2+6x+3 dx − 23

5

∫
dx

5x2+6x+3 =
= 1

10 ln
(
5x2 + 6x + 3

)− 23
25

∫
dx(

x+ 3
5

)2+ 6
25

=
= 1

10 ln
(
5x2 + 6x + 3

)− 23
6

∫
dx(

5x+3√
6

)2+1
=

= t = 5x+3√
6

dt = 5√
6
dx
=

= 1
10 ln

(
5x2 + 6x + 3

)− 23
√

6
30

∫
dt

t2 +1 =
= 1

10 ln
(
5x2 + 6x + 3

)− 23
√

6
30 arctg t + C =

= 1
10 ln

(
5x2 + 6x + 3

)− 23
√

6
30 arctg 5x+3√

6
+ C;

(c) ∫
dx

(x−4)(x−2)(x2+2x+2) =
= 1

52

∫
dx
x−4− 1

20

∫
dx
x−2+ 1

130

∫ 4x+11
x2+2x+2 dx = 1

52 ln | x − 4 |−
− 1

20 ln | x − 2 | + 1
130

(
2
∫ 2x+2
x2+2x+2 dx + 7

∫
dx

x2+2x+2

)
=
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6.28. Dokon£ení d·kazu V¥ty 6.25. Nyní jiº snadno dokon£íme
celý d·kaz existence Riemannova integrálu. Zvolme
si ε a δ jako v p°edchozí v¥t¥ o stejnom¥rné spojitosti
a uvaºujme jakékoliv d¥lení4 s n intervaly a normou
nejvý² δ. Pak

∣∣∣∣ n∑
i=1

sup
xi−1≤ξ≤xi

f (ξ) · (xi−xi−1)−
n∑
i=1

inf
xi−1≤ξ≤xi

f (ξ) · (xi−xi−1)

∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

∣∣ sup
xi−1≤ξ≤xi

f (ξ)− inf
xi−1≤ξ≤xi

f (ξ)
∣∣ · (xi − xi−1) ≤

≤ ε · (b − a).
Vidíme tedy, ºe se zmen²ující se normou d¥lení jsou k sob¥ horní a
dolní sou£ty libovoln¥ blízké. Proto in�ma a suprema splývají. To
jsme pot°ebovali ukázat.

Pro úplný d·kaz základní v¥ty integrálního po£tu je²t¥ zbývá
ov¥°it tvrzení o existenci primitivní funkce. Víme jiº, ºe pro spo-
jitou funkci f na intervalu [a, b] existuje pro kaºdé t ∈ [a, b]
integrál

∫ t
a
f (x)dx. Zvolme, stejn¥ jako v tvrzení o stejnom¥rné

spojitosti, k pevnému malému ε > 0 £íslo δ > 0 tak, aby

|f (x +1x)− f (x)| < ε

pro v²echna 0 ≤ 1x < δ na celém intervalu [a, b]. Rozdíl derivace
na²í funkce F(x) a integrované funkce f (x) je vyjád°en pomocí
limity výraz·

1
1x

(∫ x+1x

a

f (t)dt −
∫ x

a

f (t)dt

)
− f (x)

pro 1x jdoucí k nule. Pokud v²ak volíme 0 < 1x < δ, pak v ab-
solutní hodnot¥ je tento výraz odhadnut∣∣∣∣ 1

1x

(∫ x+1x

x

f (t)dt

)
− f (x)

∣∣∣∣ < ε,

protoºe ve výrazu nalevo m·ºeme libovoln¥ p°esn¥ nahradit inte-
grál jeho Riemannovým sou£tem a ve s£ítancích f (ξi)(xi − xi−1)

s ξi ∈ [x, x + 1x] v jakémkoliv Riemannov¥ sou£tu jsou f (ξ)
vzdáleny od f (x) nejvý²e o velikost ε. Proto nahrazením f (x)

za v²echny f (ξi) dostáváme nalevo nulový výraz a dopou²tíme se
chyby nejvý²e ε.

To ov²em znamená, ºe existuje v bod¥ x derivace funkce F(x)
zprava a je rovna f (x). Stejn¥ dokáºeme výsledek pro derivaci
zleva a celá v¥ta 6.25 je dokázaná.

6.29. D·leºité poznámky. (1) V¥ty 6.25 a 6.24 nám °íkají, ºe in-
tegrál je lineární zobrazení∫

: C[a, b]→ R

vektorového prostoru spojitých funkcí na intervalu [a, b] do reál-
ných £ísel. Je to tedy lineární forma na prostoru C[a, b].

(2) Dokázali jsme, ºe kaºdá spojitá funkce je derivací n¥jaké
funkce. Newton·v a Riemann·v integrál tedy jako koncepty pro
spojité funkce splývají. Riemann·v integrál spojitých funkcí lze
proto spo£íst pomocí rozdílu hodnot F(b) − F(a) primitivní
funkce F .

(3) V prvním kroku d·kazu v¥ty 6.25 jsme dokázali d·leºité
tvrzení, ºe pro omezenou funkci f na intervalu [a, b] vºdy existují
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= 1
260 ln

∣∣∣ (x−4)5

(x−2)13

∣∣∣+ 2
130 ln

(
x2 + 2x + 2

)+ 7
130

∫
dx

(x+1)2+1 =
= t = x + 1

dt = dx = 1
260 ln

∣∣∣∣ (x−4)5
(
x2+2x+2

)4

(x−2)13

∣∣∣∣+ 7
130

∫
dt

t2 +1 =

= 1
260 ln

∣∣∣∣ (x−4)5
(
x2+2x+2

)4

(x−2)13

∣∣∣∣+ 7
130 arctg t + C =

= 1
260

[
ln
∣∣∣∣ (x−4)5

(
x2+2x+2

)4

(x−2)13

∣∣∣∣+ 14 arctg (x + 1)
]
+ C;

(d) ∫
x

x4−x3−x+1 dx = 1
3

∫
dx

(x−1)2 − 1
3

∫
dx

x2+x+1 =
= − 1

3(x−1) − 1
3

∫
dx(

x+ 1
2

)2+ 3
4

= − 1
3(x−1) − 4

9

∫
dx(

2x+1√
3

)2+1
=

= t = 2x+1√
3

dt = 2√
3
dx
= − 1

3(x−1) − 2
3
√

3

∫
dt

t2 +1 =
= − 1

3(x−1)− 2
3
√

3
arctg t+C = − 1

3(x−1)− 2
3
√

3
arctg 2x+1√

3
+C;

(e) ∫ 2x+1
(x2+4x+13)2 dx =

∫ 2x+4
(x2+4x+13)2 dx − 3

∫
dx

(x2+4x+13)2 =
= t = x2 + 4x + 13

dt = (2x + 4) dx =
∫
dt

t2
− 3

∫
dx[

(x+2)2+9
]2 =

= − 1
t
− 1

27

∫
dx[(

x+2
3

)2+1
]2 = u = x+2

3
du = 1

3 dx
= − 1

x2+4x+13 −

− 1
9

∫
du

(u2+1)2 = − 1
x2+4x+13− 1

9

(
1
2 arctgu + 1

2
u

u2+1

)
+C =

= − 1
x2+4x+13 − 1

18 arctg
x+2

3 − 1
18

x+2
3(

x+2
3

)2+1
+ C =

= − 1
18 arctg

x+2
3 − 1

6
x+8

x2+4x+13 + C;
(f) ∫ 5x2−12

x4−12x3+62x2−156x+169 dx =
∫ 5x2−12
(x2−6x+13)2 dx =

= 5
∫

dx

x2−6x+13 +
∫ 30x−77
(x2−6x+13)2 dx =

= 5
∫

dx

(x−3)2+4 + 15
∫ 2x−6
(x2−6x+13)2 dx + 13

∫
dx

(x2−6x+13)2 =
= 5

4

∫
dx(

x−3
2

)2+1
+ 15

∫ 2x−6
(x2−6x+13)2 dx + 13

∫
dx[

(x−3)2+4
]2 =

= t = x−3
2 u = x2 − 6x + 13

dt = 1
2 dx du = (2x − 6) dx

=
= 5

2

∫
dt

t2 +1 + 15
∫
du

u2 + 13
16

∫
dx[(

x−3
2

)2+1
]2 =

= 5
2 arctg t − 15

u
+ 13

8

∫
dt[

t2 +1
]2 =

= 5
2 arctg

x−3
2 − 15

x2−6x+13 + 13
8

(
1
2 arctg t + 1

2
t

t2 +1

)
+ C =

= 5
2 arctg

x−3
2 − 15

x2−6x+13+ 13
16 arctg

x−3
2 + 13

16

x−3
2(

x−3
2

)2+1
+C =

= 5
2 arctg

x−3
2 + 13

16 arctg
x−3

2 − 15
x2−6x+13+ 13

8
x−3

(x−3)2+4
+C =

= 53
16 arctg

x−3
2 + 13x−159

8(x2−6x+13) + C. □

6.54. Ur£ete

(a)
∫
x3+2x2+x−1
x2−x+1 dx, x ∈ R;

(b)
∫

x8

x8−1 dx, x ̸= ±1.
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limity horních sou£t· i dolních sou£t·. �íká se jim také horní Ri-
emann·v integrál a dolní Riemann·v integrál a pouºívá se pro n¥

£asto zna£ení
∫ b
a
f (x) dx a

∫ b
a
f (x) dx.

Takto lze pro omezené funkce ekvivalentn¥ de�novat i Rie-
mann·v integrál (jak jsme kone£n¥ v d·kazu i £inili).

(4) V dal²ím kroku v d·kazu jsme odvodili d·leºitou vlastnost
spojitých funkcí, které se °íká stejnom¥rná spojitost na uzav°eném
intervalu [a, b]. Zjevn¥ je kaºdá stejnom¥rn¥ spojitá funkce také
spojitá, naopak to ale na otev°ených intervalech platit nemusí.
P°íkladem m·ºe slouºit t°eba funkce f (x) = sin(1/x) na inter-
valu (0, 1).

(5) Uvaºme funkci f na intervalu [a, b], která je pouze po £ás-
tech spojitá. To znamená, ºe je spojitá ve v²ech bodech c ∈ [a, b]
krom¥ kone£n¥mnoha bod· nespojitosti ci , a < ci < b, ve kterých
ov²em má kone£né jednostranné limity. Vzhledem k aditivnosti in-
tegrálu v·£i intervalu p°es který se integruje, viz 6.24(1), existuje
podle poslední v¥ty v takovém p°ípad¥ integrál

F(x) =
∫ x

a

f (t)dt

pro v²echna x ∈ [a, b] a derivace funkce F(x) existuje ve v²ech
bodech x, ve kterých je f spojitá. Navíc se snadno ov¥°í, ºe ve zbý-
vajících bodech je funkce F(x) spojitá, je to tedy spojitá funkce na
celém intervalu [a, b]. P°i výpo£tu integrálu pomocí primitivních
funkcí je zapot°ebí volit její jednotlivé £ásti tak, aby na sebe nava-
zovaly. Pak bude i celý integrál vy£íslen jako rozdíl funkce F(x)
v krajních hodnotách.

(6) Lagrangeova v¥ta o st°ední hodnot¥ diferencovatelné
funkce má analogii, které se °íká integrální v¥ta o st°ední hodnot¥.
Uvaºme funkci f (x) spojitou na intervalu [a, b] a její primitivní
funkci F(x). V¥ta o st°ední hodnot¥ °íká, ºe existuje vnit°ní bod
a < c < b takový, ºe∫ b

a

f (x) dx = F(b)− F(a) = F ′(c)(b − a) = f (c)(b − a).

Toto tvrzení lze vcelku snadno odvodit p°ímo z de�nice Rieman-
nova integrálu a pak jej je moºné p°ímo£a°e vyuºít v záv¥re£ném
kroku d·kazu základní v¥ty integrálního po£tu.

6.30. Nevlastní integrály. P°i diskusi integrace racionálních lo-
mených funkcí jsme vid¥li, ºe bychom rádi pracovali
také s ur£itými integrály p°es intervaly, v nichº jsou
i body, kde integrovaná funkce f (x) má nevlastní

(jednostranné) limity. V takovém p°ípad¥ není integrovaná funkce
ani spojitá ani omezená a proto pro ni nemusí platit námi odvozené
výsledky. Hovo°íme o �nevlastním integrálu�.

Jednoduchým východiskem je diskutovat v takovém p°ípad¥
ur£ité integrály na men²ích intervalech s hranicí blíºící se pro-
blematickému bodu a zkoumat, zda existuje limitní hodnota tako-
výchto ur£itých integrál·. Pokud existuje, °ekneme, ºe p°íslu²ný
nevlastní integrál existuje a je roven této limit¥. Uvedeme postup
na jednoduchém p°íklad¥:

I =
∫ 2

0

dx
4√2− x

je nevlastní integrál, protoºe uvedená integrovaná funkce
f (x) = (2 − x)−1/4 má v bod¥ b = 2 limitu zleva rovnou∞.
V ostatních bodech je integrovaná funkce spojitá. Zajímáme se
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�e²ení. P°ípad (a). Nejd°íve musíme provést d¥lení polynom·(
x3 + 2x2 + x − 1

)
:
(
x2 − x + 1

) = x + 3+ 3x−4
x2−x+1 ,

abychom uvaºovali ryze lomenou racionální funkci (stupe¬ £itatele byl

niº²í neº jmenovatele). Nyní uº spo£ítáme∫
x3+2x2+x−1
x2−x+1 dx = ∫ x + 3 dx + ∫ 3x−4

x2−x+1 dx =
= x2

2 + 3x + 3
2

∫ 2x−1
x2−x+1 dx − 5

2

∫
dx(

x− 1
2

)2+
( √

3
2

)2 =

= x2

2 + 3x + 3
2 ln

(
x2 − x + 1

)− 5√
3
arctg 2x−1√

3
+ C.

P°ípad (b). Platí∫
x8

x8−1 dx =
∫

1 dx + 1
8

∫
dx
x−1 − 1

8

∫
dx
x+1 − 1

4

∫
dx

x2+1 +
+ 1

8

∫ √
2x−2

x2−√
2x+1

dx − 1
8

∫ √
2x+2

x2+√
2x+1

dx =
= x + 1

8 ln | x − 1 | − 1
8 ln | x + 1 | − 1

4 arctg x +
√

2
16

∫ 2x−√
2

x2−√
2x+1

dx −
− 1

8

∫
dx(

x−
√

2
2

)2+
( √

2
2

)2 −
√

2
16

∫ 2x+√
2

x2+√
2x+1

dx − 1
8

∫
dx(

x+
√

2
2

)2+
( √

2
2

)2 =
= x + 1

8 ln | x − 1 | − 1
8 ln | x + 1 | − 1

4 arctg x +
+

√
2

16 ln
(
x2 −√2x + 1

)
−

√
2

8 arctg
(√

2x − 1
)
−

−
√

2
16 ln

(
x2 +√2x + 1

)
−

√
2

8 arctg
(√

2x + 1
)
+ C. □

6.55. Integrujte

(a)
∫

x

1+x4 dx, x ∈ R;
(b)

∫ 5 ln x
x ln3 x+x ln2 x−2x

dx, x > 0, x ̸= e.

�e²ení. P°ípad (a). Výhodou vý²e popsané metody integrování raci-

onálních lomených funkcí je její univerzálnost (umíme díky ní najít

primitivní funkce kaºdé racionální lomené funkce). N¥kdy je v²ak vý-

hodn¥j²í pouºití substitu£ní metody nebo per partes. Nap°. je∫
x

1+x4 dx = y = x2

dy = 2x dx =
∫

dy

2
(
1+y2

) = 1
2

∫
dy

1+y2 =
= 1

2 arctg y + C = 1
2 arctg x

2 + C.
P°ípad (b). Pomocí substituce získáváme integrál racionální lo-

mené funkce∫ 5 ln x
x ln3 x+x ln2 x−2x

= ∫ 5 ln x
ln3 x+ln2 x−2

· 1
x
dx = y = ln x

dy = 1
x
dx
=

= ∫ 5y
y3+y2−2 dy =

∫ 1
y−1 + −y+2

y2+2y+2 dy =
= ∫ 1

y−1 dy − 1
2

∫ 2y+2
y2+2y+2 dy + 3

∫ 1
(y+1)2+12 dy =

= ln | y − 1 | − 1
2 ln

(
y2 + 2y + 2

)+ 3 arctg (y + 1)+ C =
= ln | ln x−1 |− 1

2 ln
(
ln2 x + 2 ln x + 2

)+3 arctg (ln x + 1)+C.□

6.56. Ur£ete

(a)
∫ 1√

x3+ 5√
x7
dx, x > 0;

(b)
∫

x+1
3√3x+1

dx, x ̸= − 1
3 ;

(c)
∫ 1
x

√
x+1
x−1 dx, x ∈ R∖ [−1, 1];

(d)
∫ 1
(x+4)

√
x2+3x−4

dx, x ∈ (−∞,−4) ∪ (1,+∞);
(e)

∫ 1
1+

√
−x2+x+2

dx, x ∈ (−1, 2);
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proto o integrály

Iδ =
∫ 2−δ

0

dx
4√2− x =

∫ 2

δ

y−1/4 dy =

=
[
−4

3
y3/4

]2

δ

= 4
3

23/4 − 4
3
δ3/4.

V²imn¥me si, ºe jsme ve výpo£tu substitucí dostali integrál
s p°epo£tenou horní mezí δ a dolní mezí 2. Oto£ením mezí do
obvyklé polohy jsme do výrazu p°idali jedno znaménko minus
navíc.

Limita pro δ→ 0 zprava zjevn¥ existuje a spo£ítali jsme tedy
nevlastní ur£itý integrál

I =
∫ 2

0

dx
4√2− x =

4
3

23/4.

Stejn¥ budeme postupovat, pokud je zadáno integrování p°es
neohrani£ený interval. �asto v tomto p°ípad¥ hovo°íme o nevlast-
ních integrálech 1. druhu, zatímco integrály z neohrani£ených
funkcí na kone£ných intervalech jsou nevlastní integrály 2. druhu.

Obecn¥ tedy nap°. pro a ∈ R

I =
∫ ∞

a

f (x) dx = lim
b→∞

∫ b

a

f (x) dx,

pokud limita vpravo existuje. Obdobn¥ m·ºeme mít horní mez in-
tegrování kone£nou a druhou nekone£nou. Pokud jsou nekone£né
ob¥, po£ítáme integrál jako sou£et dvou integrál· s libovoln¥ pevn¥
zvolenou pevnou mezí uprost°ed, tj.∫ ∞

−∞
f (x) dx =

∫ a

−∞
f (x) dx +

∫ ∞

a

f (x) dx.

Existence ani hodnota nezávisí na volb¥ takové meze, protoºe její
zm¥nou pouze o stejnou kone£nou hodnotu m¥níme oba s£ítance,
ov²em s opa£ným znaménkem. Naopak limita p°i které by stejn¥
rychle ²la horní i dolní mez do ±∞ m·ºe vést k odli²ným vý-
sledk·m! Nap°. ∫ a

−a
x dx =

[
1
2
x2
]a

−a
= 0,

p°estoºe hodnoty integrál·
∫∞
a
x dx s jednou pevnou mezí ute£ou

rychle k nekon£ených hodnotám.
P°i výpo£tu ur£itého integrálu z racionální funkce lomené mu-

síme pe£liv¥ rozd¥lit zadaný interval podle bod· nespojitosti in-
tegrované funkce a spo£ítat jednotlivé nevlastní integrály kaºdý
zvlá²´. Navíc je nutné rozd¥lit celý interval tak, abychom vºdy in-
tegrovali funkci neohrani£enou pouze v okolí jednoho z krajních
bod·.

6.31. P°ír·stky do ZOO. Z jiº spo£ítaných p°íklad·
se m·ºe zdát, ºe je obvyklé najít neur£itý in-
tegrál pomocí výraz· sloºených ze známých
elementárních funkcí. To je úpln¥ mylný do-
jem.
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(f)
∫ 1
(x−1)

√
x2+x+1

dx, x ̸= 1.

�e²ení. V tomto p°íkladu budeme ilustrovat pouºití substitu£ní me-

tody p°i integrování výraz· s odmocninami.

P°ípad (a). Má-li po£ítaný integrál tvar∫
f
(

p(1)
√
x, p(2)
√
x, . . . , p(j)

√
x
)
dx

pro jistá £ísla p(1), p(2), . . . , p(j) ∈ N a racionální lomenou

funkci f (více prom¥nných), doporu£uje se substituce tn = x, kde n
je (nejmen²í) spole£ný násobek £ísel p(1), . . . , p(j). Touto substi-

tucí lze totiº p°evést integrand (integrovanou funkci) na racionální

lomenou funkci, kterou umíme integrovat vºdy. Dostáváme∫
dx√

x3+ 5√
x7
= ∫ dx

x
(√
x+ 5√

x2
) = t10 = x, 10

√
x = t

10t9 dt = dx = ∫ 10t9

t10
(
t5 +t4 ) dt =

= 10
∫

dt

t6 +t5 = 10
∫ ( 1

t
− 1

t2
+ 1

t3
− 1

t4
+ 1

t5
− 1

t+1

)
dt =

= 10
[
ln t + 1

t
− 1

2t2 + 1
3t3 − 1

4t4 − ln (1+ t)]+ C =
= ln x

(1+ 10√x)10 + 10
10√x − 5

5√x + 10
3 10√

x3
− 5

2 5√
x2
+ C.

P°ípad (b). Pro integrály∫
f
(
x, p(1)
√
ax + b, p(2)

√
ax + b, . . . , p(j)

√
ax + b) dx,

kde op¥t p(1), . . . , p(j) ∈ N, f je racionální lomený výraz a

a, b ∈ R, volíme substituci tn = ax + b p°i zachování významu n.

Takto obdrºíme∫
x+1

3√3x+1
dx = t3 = 3x + 1

dx = t2 dt = ∫ t3 −1
3 +1
t

t2 dt =
= ∫ t3 −1+3

3 t dt = 1
3

∫
t4 + 2t dt =

= 1
3

(
t5

5 + t2
)
+ C = t2

3

(
t3

5 + 1
)
+ C =

= 3√
(3x+1)2

3

( 3x+1
5 + 1

)+ C = 3
√
(3x + 1)2 x+2

5 + C.
P°ípad (c). Dal²ím zobecn¥ním jsou integrály typu∫

f
(
x, p(1)

√
ax+b
cx+d ,

p(2)

√
ax+b
cx+d , . . . ,

p(j)

√
ax+b
cx+d

)
dx,

p°i£emº se navíc poºaduje pouze to, aby hodnoty a, b, c, d ∈ R
spl¬ovaly nabízející se podmínku ad − bc ̸= 0. P°i zachování vý-
znamu uvedených symbol· nyní klademe tn = ax+b

cx+d . Konkrétn¥ je

∫ 1
x

√
x+1
x−1 dx =

t2 = x+1
x−1

x = t2 +1
t2 −1

dx = − 4t
(t2 −1)2 dt

= ∫ t2 −1
t2 +1

−4t2

(t2 −1)2 dt =

= ∫ −4t2

(t2 +1)(t2 −1) dt =
∫ ( 1

t+1 − 1
t−1 − 2

t2 +1

)
dt =

= ln | t + 1 | − ln | t − 1 | − 2 arctg t + C =
= ln

∣∣∣√ x+1
x−1 + 1

∣∣∣− ln
∣∣∣√ x+1

x−1 − 1
∣∣∣− 2 arctg

√
x+1
x−1 + C.

Úpravy
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Naopak, drtivá v¥t²ina spojitých funkcí vede na integrály,
které tak vyjád°it neumíme. A to i kdyº integrujeme funkce do-
cela jednoduché. Protoºe se integrací získané funkce velice £asto
v praxi vyskytují, mnohémají jména a p°ed nástupem po£íta£· byly
pro pot°eby inºenýr· vydávány obsáhlé tabulky hodnot takových
funkcí. V dal²ím textu se je²t¥ budeme vracet k metodám, jak nu-
merické aproximace takových funkcí získávat.

Uvedeme si nyní aspo¬ n¥jaké p°íklady. V metodách pro zpra-
cování signálu je velice d·leºitá funkce

sinc(x) = sin(x)
x

.

Docela p°ímo£a°e, by´ pracn¥, lze ov¥°it, ºe jde o hladkou funkci
s limitními hodnotami

f (0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −2
3
.

Je tedy okamºit¥ vid¥t, ºe tato sudá funkce bude mít v bod¥ x = 0
absolutní maximum a s nar·stající absolutní hodnotou x se bude
vlnit se stále se zmen²ující amplitudou. Funkce sinusintegrál je
de�novaná vztahem

Si(x) =
∫ x

0
sinc(t) dt.

D·leºité jsou také Fresnelovy sinové a kosinové integrály

FresnelS(x) =
∫ x

0
sin
( 1

2πt
2 )dt

FresnelC(x) =
∫ x

0
cos
( 1

2πt
2 )dt.

Na levém obrázku je pr·b¥h funkce Si(x), na pravém vidíme ob¥
Fresnelovy funkce.

Nové typy funkcí dostáváme také, kdyº do integrovaného vý-
razu povolíme volný parametr, na kterém pak výsledek závisí.
P°íkladem m·ºe být jedna z nejd·leºit¥j²ích funkcí v matematice
v·bec � tzv. Gamma funkce. Je de�novaná vztahem

0(z) =
∫ ∞

0
e−t tz−1dt.

Lze ukázat, ºe tato funkce je analytická ve v²ech bodech z /∈ Z a
pro malá z ∈ N m·ºeme po£ítat:

0(1) =
∫ ∞

0
e−t t0dt = [− e−t ]∞0 = 1

0(2) =
∫ ∞

0
e−t t1dt = [− e−t t]∞0 +

∫ ∞

0
e−t dt = 0+ 1 = 1

0(3) =
∫ ∞

0
e−t t2dt = 0+ 2

∫ ∞

0
e−t tdt = 0+ 2 = 2
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ln
∣∣∣√ x+1

x−1 + 1
∣∣∣− ln

∣∣∣√ x+1
x−1 − 1

∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣
√

x+1
x−1 +1√
x+1
x−1 −1

∣∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣
√ | x+1 |

| x−1 | +1√ | x+1 |
| x−1 | −1

∣∣∣∣∣ =
= ln

∣∣∣ √| x+1 |+√| x−1 |√| x+1 |−√| x−1 |
∣∣∣ = ln

(√| x+1 |+√| x−1 |)2

| | x+1 |−| x−1 | | =
= 2 ln

(√| x + 1 | + √| x − 1 |)− ln 2

pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) dále umoº¬ují zapsat∫ 1
x

√
x+1
x−1 dx = 2 ln

(√| x + 1 | + √| x − 1 |)− 2 arctg
√
x+1
x−1 + C.

P°ípady (d), (e), (f). Nyní se zam¥°íme na integrály∫
f
(
x,
√
ax2 + bx + c

)
dx,

kde o£ekáváme a ̸= 0 a b2 − 4ac ̸= 0 pro jinak libovolná £ísla

a, b, c ∈ R. P°ipome¬me, ºe f je racionální lomený výraz. Rozli²íme

dva p°ípady, kdy kvadratický polynom ax2 + bx+ c má reálné ko°eny

a kdy reálné ko°eny nemá.

Pokud je a > 0 a polynom ax2 + bx + c má reálné ko°eny x1, x2,

vyjád°íme√
ax2 + bx + c = √a

√
(x − x1)2

x−x2
x−x1
= √a | x − x1 |

√
x−x2
x−x1

a poloºíme t2 = x−x2
x−x1

. Pokud je a < 0 a polynom ax2 + bx + c má

reálné ko°eny x1 < x2, vyjád°íme√
ax2 + bx + c = √−a

√
(x − x1)2

x2−x
x−x1
= √−a (x − x1)

√
x2−x
x−x1

a zavedeme t2 = x2−x
x−x1

. Pokud polynom ax2 + bx + c nemá reálné

ko°eny (nutn¥ musí být a > 0), volíme substituci√
ax2 + bx + c = ±√a · x ± t

p°i jakékoli volb¥ znamének. Poznamenejme, ºe znaménka sa-

moz°ejm¥ volíme tak, abychom dostali co nejjednodu²²í výraz pro

následné integrování. Ve v²ech uvedených p°ípadech potom tyto

substituce vedou op¥t na racionální lomené funkce.

Platí tedy

(d) ∫
dx

(x+4)
√
x2+3x−4

= ∫ dx

(x+4)
√
(x−1)(x+4) =

∫
dx

(x+4)| x+4 |
√

x−1
x+4

=

=
t2 = x−1

x+4
x = 5

1−t2 − 4
dx = 10t

(1−t2 )2 dt
= ∫ 10t

(1−t2 )2(
5

1−t2

)∣∣∣ 5
1−t2

∣∣∣ t dt =
∫ 2

5

∣∣ 1−t2 ∣∣
1−t2 dt =

= 2
5 sgn

(
1− t2 ) ∫ 1 dt = 2

5 sgn
( 5
x+4

)
t + C =

= 2
5 sgn (x)

√
x−1
x+4 + C;

(e) ∫
dx

1+
√

−x2+x+2
= ∫ dx

1+√−(x−2)(x+1) =
∫

dx

1+(x+1)
√

2−x
x+1

=

=
t2 = 2−x

x+1
x = 3

t2 +1 − 1
dx = −6t

(t2 +1)2 dt

= ∫ −6t

(t2 +1)2

1+ 3
t2 +1

t
dt =

= ∫ −6t
(t2 +1)2

t2 +1
t2 +3t+1 dt =
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a pomocí indukce snadno dovodíme, ºe pro v²echna kladná celá
£ísla n dává tato funkce hodnotu faktoriálu:

0(n) = (n− 1)!

Následující obrázek ukazuje v logaritmickém m¥°ítku závislé
prom¥nné pr·b¥h funkce f (x) = ln(0(x)). Vidíme z n¥j tedy, jak
rychle skute£n¥ roste faktoriál.

Neº se pustíme do dal²ích témat matematické analýzy, uve-
deme je²t¥ n¥kolik p°ímých pouºití pro Riemann·v integrál.

6.32. Riemannovsky m¥°itelné mnoºiny. Sama de�nice Ri-
emannova integrálu byla odvozena od p°edstavy
velikosti plochy v rovin¥ se sou°adnicemi x a y
ohrani£ené osou x, hodnotami funkce y = f (x)

a hrani£ními p°ímkami x = a, x = b. P°itom je
plocha nad osou x dána s kladným znaménkem zatímco hodnoty
pod osou vedou ke znaménku zápornému. Ve skute£nosti víme
zatím pouze, co je to plocha rovnob¥ºnost¥nu ur£eného dv¥ma
vektory, obecn¥ji ve vektorovém prostoru Rn víme, co je to objem
rovnob¥ºnost¥nu. Plochy jiných podmnoºin je teprve t°eba de�no-
vat. Pro n¥které jednoduché objekty jako t°eba mnohoúhelníky je
de�nice dána p°irozen¥ p°edpokládanými vlastnostmi.

Námi vybudovaný koncept Riemannova integrálum·ºeme te¤
p°ímo pouºít k m¥°ení �objemu� jednorozm¥rných podmnoºin.

O podmnoºin¥ A ⊂ R °ekneme, ºe je (riemannovsky)
m¥°itelná, jestliºe je funkce χ : R→ R

χA(x) =
{

1 jestliºe je x ∈ A
0 jestliºe je x /∈ A.

riemannovsky integrovatelná, tj. existuje integrál (a´ uº s kone£nou
nebo nekone£nou hodnotou)

m(A) =
∫ ∞

−∞
χA(x) dx.

Funkci χA °íkáme charakteristická funkce mnoºiny A, hodnot¥
m(A) °íkáme riemannovská míra mnoºiny A. V²imn¥me si, ºe pro
interval A = [a, b] jde vlastn¥ o hodnotu∫ ∞

∞
χA(x) dx =

∫ b

a

dx = b − a,
p°esn¥ jak jsme o£ekávali.

Zárove¬ má takováto de�nice �velikosti� o£ekávanou vlast-
nost, ºe míra sjednocení kone£n¥ mnoha riemannovsky m¥°itel-
ných a po dvou disjunktních mnoºin vyjde jako sou£et. Zejména
kaºdá kone£ná mnoºina A má riemannovskou míru nulovou.
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= ∫ −6t
(t2 +1)(t2 +3t+1) dt =

= ∫ (− 4
5

√
5

2t+3+√
5
− 2

t2 +1 − 4
5

√
5

−2t−3+√
5

)
dt =

= − 2
√

5
5 ln

∣∣∣ 2t + 3+√5
∣∣∣− 2 arctg t +

+ 2
√

5
5 ln

∣∣∣−2t − 3+√5
∣∣∣+ C =

= − 2
√

5
5 ln

∣∣∣ 2
√

2−x
x+1 + 3+√5

∣∣∣− 2 arctg
√

2−x
x+1 +

+ 2
√

5
5 ln

∣∣∣−2
√

2−x
x+1 − 3+√5

∣∣∣+ C =
= 2

√
5

5 ln
2

√
2−x
x+1 +3−√

5

2
√

2−x
x+1 +3+√

5
− 2 arctg

√
2−x
x+1 + C;

(f)

∫
dx

(x−1)
√
x2+x+1

=

√
x2 + x + 1 = x + t

x2 + x + 1 = x2 + 2xt + t2
x = − t2 +2t−2

2t−1 + 1
dx = −2(t2 −t+1)

(2t−1)2 dt

=

= ∫ −2(t2 −t+1)

(2t−1)2

− t2 +2t−2
2t−1

t2 −t+1
2t−1

dt = ∫ 2
t2 +2t−2 dt =

= ∫ (√
3

3
1

t+1−√
3
−

√
3

3
1

t+1+√
3

)
dt =

=
√

3
3 ln

∣∣∣ t + 1−√3
∣∣∣− √

3
3 ln

∣∣∣ t + 1+√3
∣∣∣+ C =

=
√

3
3 ln

∣∣∣ t+1−√
3

t+1+√
3

∣∣∣+ C = √
3

3 ln

∣∣∣ √
x2+x+1−x+1−√

3
∣∣∣√

x2+x+1−x+1+√
3
+ C.

□

6.57. Pomocí vhodné substituce spo£ítejte∫
dx

x+
√
x2+x−1

dx, x ∈
(
−∞, −√

5−1
2

)
∪
(√

5−1
2 ,+∞

)
.

�e²ení. P°estoºe kvadratický polynom pod odmocninou má reálné

ko°eny x1, x2, nebudeme p°íklad °e²it pomocí substituce t2 = x−x2
x−x1

.

Sice bychom tak postupovat mohli, ale rad¥ji pouºijeme metodu, kte-

rou jsme zavedli pro p°ípad komplexních ko°en·. Tato metoda totiº

dává velmi jednoduchý integrál racionální lomené funkce, jak vidíme

z výpo£tu

∫
dx

x+
√
x2+x−1

=

√
x2 + x − 1 = x + t

x2 + x − 1 = x2 + 2xt + t2
x = t2 +1

1−2t

dx = −2t2 +2t+2
(1−2t)2 dt

= ∫ −2t2 +2t+2
(t+2)(1−2t) dt =

= ∫ (1− 2
t+2 − 1

2
1
t− 1

2

)
dt = t − 2 ln | t + 2 | − 1

2 ln
∣∣ t − 1

2

∣∣+ C =
= √x2 + x − 1− x − 2 ln

(√
x2 + x − 1− x + 2

)
−

− 1
2 ln

∣∣∣√x2 + x − 1− x − 1
2

∣∣∣+ C.
Dodejme, ºe kaºdou doporu£enou substituci (viz d°íve uvedené

p°íklady) lze ve v¥t²in¥ konkrétních úloh nahradit jinou substitucí,

která umoºní dosp¥t k výsledku výrazn¥ snaz²ím zp·sobem. Nespor-

nou výhodou doporu£ených substitucí v²ak je univerzálnost: jejich
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Pokud ale vezmeme spo£etné sjednocení, taková vlastnost jiº
neplatí. Nap°. sta£í vzít mnoºinuQ v²ech racionálních £ísel jakoºto
sjednocení jednoprvkových podmnoºin. Zatímco kaºdá mnoºina
o kone£n¥ mnoha bodech má podle na²í de�nice míru nulovou,
charakteristická funkce χQ není riemannovsky integrovatelná.

Pov²imn¥me si, ºe horní Riemann·v integrál z charakteris-
tické mnoºiny χA odpovídá in�mu sou£t· délek kone£n¥ mnoha
disjunktních intervalu, kterými umíme pokrýt danou mnoºinu A,
zatímco dolní integrál je supremem sou£tu délek kone£n¥ mnoha
disjunktních interval·, které umíme vloºit do mnoºiny A. Takto
lze postupovat i ve vy²²ích dimenzích p°i de�nici tzv. Jordanovy
míry. Pro de�nici plochy (objemu) ve vícerozm¥rných prostorech
budeme um¥t pouºít i p°ímo koncept Riemannova integrálu, aº jej
zobecníme do vícerozm¥rného p°ípadu. Nicmén¥ je dobré si uº
te¤ pov²imnout, ºe skute£n¥ p·vodní p°edstava o plo²e rovinného
útvaru uzav°eného vý²e uvedeným zp·sobem grafem funkce bude
bezezbytku napln¥na.

6.33. St°ední hodnota funkce. U kone£né mnoºiny hodnot jsme
zvyklí uvaºovat o jejich st°ední hodnot¥ a de�nujeme ji zpravidla
jako aritmetický pr·m¥r.

Pro riemannovsky integrovatelnou funkci f (x) na intervalu
(kone£ném nebo nekone£ném) [a, b] je de�nována její st°ední hod-
nota výrazem

m(f ) = 1
b − a

∫ b

a

f (x) dx.

Z de�nice je m(f ) vý²ka obdélníka (s orientací podle zna-
ménka) nad intervalem [a, b], který má stejnou plochu jako je plo-
chamezi osou x a grafem funkce f (x). Platí tedy obecn¥ integrální
v¥ta o st°ední hodnot¥

Tvrzení. Je-li f (x) riemannovsky integrovatelná reálná funkce na
intervalu [a, b], pak existuje £íslo m(f ), pro které platí∫ b

a

f (x) dx = m(f )(b − a).

Na konci odstavce 6.29 jsme odvodili, ºe spojitá funkce f na
intervalu [a, b] nabývá své st°ední hodnoty m(f ) uvnit° tohoto in-
tervalu.

6.34. Délka prostorové k°ivky. Námi vybudovaný integrál jde
také dob°e pouºít pro výpo£et délky k°ivky ve více-
rozm¥rném vektorovém prostoru Rn. Pro jednodu-
chost si to p°edvedeme na p°ípadu k°ivky v rovin¥
R2 se sou°adnicemi x, y. M¥jme tedy parametrický

popis k°ivky F : R→ R2,

F(t) = [g(t), f (t)]

a p°edstavme si ji jako dráhu pohybu. Pro jednoduchost p°edpoklá-
dejme, ºe funkce f (t) a g(t) mají po £ástech spojitou derivaci.

Derivací zobrazení F(t) dostaneme hodnoty, které budou od-
povídat rychlosti pohybu po takovéto dráze. Proto celková délka
k°ivky (tj. dráha uraºená za dobu mezi hodnotami t = a, t = b)
bude dána integrálem p°es interval [a, b], kde integrovanou funkcí
h(t) budou práv¥ velikosti vektor· F ′(t). Chceme tedy spo£íst
délku s rovnou

s =
∫ b

a

h(t) dt =
∫ b

a

√
(f ′(t))2 + (g′(t))2 dt.
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zavedením lze vypo£ítat v²echny integrály p°íslu²ných typ·. □

Dal²í metody integrování naleznete na stran¥ 381

D. Ur£ité integrály

Pro libovolnou funkci f spojitou a ohrani£enou na ohrani£eném

intervalu (a, b) platí tzv. Newton·v-Leibniz·v vzorec

(6.9)

b∫
a

f (x) dx = [F(x)]ba := lim
x→b−F(x)− lim

x→a+F(x),

kde F ′(x) = f (x), x ∈ (a, b). Zd·razn¥me, ºe za uvedených pod-

mínek vºdy existuje primitivní funkce F a jako vlastní ob¥ limity

v (∥6.9∥). K výpo£tu ur£itého integrálu nám tedy sta£í najít antide-

rivaci a ur£it p°íslu²né jednostranné limity (p°íp. jen funk£ní hodnoty,

je-li primitivní funkce spojitá v krajních bodech uvaºovaného inter-

valu).

6.58. Vy£íslete ur£ité integrály
π
3∫

π
6

tg2 x dx,

π
4∫

0

x

cos2 x
dx.

�e²ení. Pro x ̸= π
2 + k π , kde k ∈ Z , je∫

tg2 x dx = tg x − x + C,
jak jsme vypo£ítali d°íve. Odsud vyplývá, ºe

π/3∫
π/6

tg2 x dx = [tg x − x]π/3
π/6 =

√
3− π

3 −
(

1√
3
− π

6

)
= 2√

3
− π

6 .

Ur£ité integrály lze pochopiteln¥ po£ítat také p°ímo. Substituce

y = tg x kup°. dává
π/3∫
π/6

tg2 x dx =
π/3∫
π/6

sin2 x
cos2 x

dx = y = tg x; dy = dx

cos2 x

sin2 x = tg2 x

1+tg2 x
= y2

1+y2

=

=
√

3∫
1/

√
3

y2

1+y2 dy =
√

3∫
1/

√
3

1− 1
1+y2 dy =

[
y − arctg y

]√
3

1/
√

3 = 2√
3
− π

6 .

Pouze je t°eba nezapomenout zm¥nit p°i substituci meze integrálu na

hodnoty získané dosazením
√

3 = tg (π/3), 1/
√

3 = tg (π/6).
Druhý integrál vy£íslíme metodou per partes pro ur£itý integrál.

(Poznamenejme, ºe primitivní funkce funkce y = x cos−2 x jsme také

stanovili jiº d°íve.) Platí
π/4∫
0

x

cos2 x
dx = F(x) = x F ′(x) = 1

G′(x) = 1
cos2 x

G(x) = tg x
=

= [x tg x]π/40 −
π/4∫
0
tg x dx = [x tg x]π/40 +

π/4∫
0

− sin x
cos x dx =

= [x tg x]π/40 + [ln (cos x)]π/40 = π
4 + ln

√
2

2 = π−2 ln 2
4 . □
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Ve speciálním p°ípad¥, kdy k°ivka je grafem funkce y = f (x)

mezi body a < b obdrºíme pro její délku

s =
∫ b

a

√
1+ (f ′(x))2 dx

Tentýº výsledek lze intuitivn¥ vid¥t jako d·sledek Pythagorovy
v¥ty: pro lineární p°ír·stek délky k°ivky1s odpovídající p°ír·stku
1x prom¥nné x spo£teme totiº práv¥

1s =
√
(1x)2 + (1y)2

a to p°i pohledu p°ímo na na²i de�nici integrálu znamená

s =
∫ b

a

√
1+

(
dy

dx

)2

dx.

Naopak základní v¥ta diferenciálního po£tu (viz 6.25) ukazuje, ºe
na úrovni diferenciál· takto de�novaná veli£ina délky grafu funkce
y = y(x) spl¬uje

ds =
√

1+ (y′ (x))2dx,
p°esn¥ dle o£ekávání.

Jako snadný p°íklad spo£teme délku jednotkové kruºnice jako
dvojnásobek integrálu funkce y = √1− x2 v mezích [−1, 1].
Víme jiº, ºe musí vyjít £íslo 2π , protoºe jsme takto £íslo π de-
�novali.

s = 2
∫ 1

−1

√
1+ (y′ )2 dx = 2

∫ 1

−1

√
1+ x2

1− x2 dx =

= 2
∫ 1

−1

1√
1− x2

dx = 2[arcsin x]1−1 = 2π.

Jestliºe v p°edchozím výpo£tu budeme po£ítat s

y =
√
r2 − x2 = r

√
1− (x/r)2

a meze budou [−r, r], dostaneme substitucí x = rt délku kruºnice
o polom¥ru r:

s(r) = 2
∫ r

−r

√
1+ (x/r)2

1− (x/r)2 dx = 2
∫ 1

−1

r√
1− t2 dt =

= 2r[arcsin x]1−1 = 2πr.

Výsledek samoz°ejm¥ známe z elementární geometrie. Nicmén¥
te¤ se nám z východisek integrálního po£tu poda°ilo dovodit zá-
sadní skute£nost, ºe je délka kruºnice lineárn¥ závislá na jejím
pr·m¥ru 2r. �íslo π je práv¥ pom¥r, ve kterém se tato závislost
realizuje.

6.35. Plochy a objemy. Riemann·v integrál m·ºeme p°ímo pou-
ºít na výpo£et ploch £i objem· útvar· de�novaných pomocí grafu
funkce.

Jako p°íklad spo£t¥me plochu kruºnice s polom¥rem r.
P·lkruh vymezený funkcí

√
r2 − x2 má plochu, jejíº dvojnásobek

a(r) spo£teme substitucí x = r sin t, dx = r cos t dt (s vyuºitím
výsledku pro I2 v odstavci 6.22)

a(r) = 2
∫ r

−r

√
r2 − x2 dx = 2r2

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt =

= 2r2

2
[cos t sin t + t]π/2−π/2 = πr2 .
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6.59. Vy£íslete ur£ité integrály

(a)
∫ 1

0
x√

1−x2
dx;

(b)
∫ 2

1
1√
x2−1

dx;

(c)
∫ 1

0

(
ex

e2x+3 + 1
cos2 x

)
dx;

�e²ení. Platí

(a)
1∫

0

x√
1−x2

dx = y = 1− x2

dy = −2x dx = −
0∫

1

y−1/2

2 dy =

=
1∫

0

y−1/2

2 dy = [√y ]1
0 = 1;

(b)

2∫
1

dx√
x2−1
= z = x +√x2 − 1

dz =
√
x2−1+x√
x2−1

dx
=

2+√
3∫

1

1
z
dz =

= [ln z ]2+√
3

1 = ln
(

2+√3
)
;

(c)
1∫

0

(
ex

e2x+3 + 1
cos2 x

)
dx =

1∫
0

ex

e2x+3 dx +
1∫

0

1
cos2 x

dx =

= p = ex

dp = ex dx
=

e∫
1

1
p2+3 dp + [tg x]1

0 =

= 1
3

e∫
1

1(
p√
3

)2+1
dp + tg 1 = s = p√

3
ds = 1√

3
dp
=

=
√

3
3

e/
√

3∫
1/

√
3

1
s2+1 ds + tg 1 =

√
3

3 [arctg s]e/
√

3
1/

√
3
+ tg 1 =

=
√

3
3

(
arctg e

√
3

3 − π
6

)
+ tg 1;

□

6.60. Dokaºte, ºe platí
√

2
20 ≤

1∫
0

x9√
1+x dx ≤ 1

10 .

�e²ení. Nebo´

0 ≤ x9√
2
≤ x9√

1+x ≤ x9 , x ∈ [0, 1],

z geometrického významu ur£itého integrálu plyne
√

2
20 =

1∫
0

x9√
2
dx ≤

1∫
0

x9√
1+x dx ≤

1∫
0
x9 dx = 1

10 . □

6.61. Bez symbol· derivace a integrace vyjád°ete(
0∫
x

t5 ln (t + 1) dt

) ′
, x ∈ (−1, 1),

je-li derivováno podle x.

�e²ení. O integrování se £asto hovo°í jako o inverzní operaci k deri-

vování. V tomto p°íkladu této �inverznosti� vyuºijeme. Funkce
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Op¥t stojí za pozornost, ºe tento dob°e známý vzore£ek je odvozen
z princip· integrálního po£tu a ºe kupodivu je plocha kruhu nejen
úm¥rná kvadrátu polom¥ru, ale zárove¬ je tento pom¥r daný op¥t
konstantou π .

V²imn¥me si je²t¥ pom¥ru obsahu a obvodu kruhu, tj.

πr2

2πr
= r

2
.

�tverec o stejném obsahu má stranu o velikosti
√
πr a tedy obvod

4
√
πr. Obvod £tverce o obsahu jednotkového kruhu je tedy 4

√
π ,

coº je o p°ibliºn¥ 0.8 více, neº je obvod jednotkového kruhu. Lze
dovodit, ºe ve skute£nosti je kruºnice útvarem s nejmen²ím obvo-
dem mezi v²emi se stejným obsahem. K odvozování takových vý-
sledk· se dostaneme v na²ich poznámkách o tzv. varia£ním po£tu
v pozd¥j²ích kapitolách.

Dal²í obdobou téhoº principu je výpo£et povrchu nebo objemu
rota£ního t¥lesa. Pokud vznikne t¥leso rotací grafu funkce f ko-
lem osy x v intervalu [a, b], vzniká p°i p°ír·stku1x nár·st plochy
o násobek 1s délky k°ivky zadané grafem funkce y = f (x) a ve-
likosti kruºnice o polom¥ru f (x). Plocha se proto spo£te formulí

A(f ) = 2π
∫ b

a

f (x) ds = 2π
∫ b

a

f (x)

√
1+ (f ′(x))2 dx,

kde ds je dán p°ír·stkem délky k°ivky y = f (x), viz vý²e.
Pokud bychom rota£ní t¥leso zadali jeho hranicí parametrizova-
nou dvojicí funkcí [x(t), y(t)], bude p°íslu²ný diferenciál tvaru
ds = √

(x′ (t))2 + (y′ (t))2 dt a pro povrch dostaneme

A = 2π
∫ b

a

y(t)

√
(y′ (t))2 + (x′ (t))2 dt.

Objem stejného t¥lesa naroste p°i zm¥n¥1x o násobek tohoto
p°ír·stku a plochy kruºnice o polom¥ru f (x). Proto je dán formulí

V (f ) = π
∫ b

a

(f (x))2 dx.

Jako p°íklad uºití vzorc· pro obsah a objem odvodíme známé
formule pro plochu sféry a objem koule o polom¥ru r.

Ar = 2π
∫ r

−r
r

√
1− (x/r)2 1√

1− (x/r)2 dt =

= 2πr
∫ r

−r
dt = 4πr2 ,

Vr = π
∫ r

−r
(r2 − x2 ) dx =

= π
[
r2x − 1

3
x3
]r

−r
= 4

3
πr3 .

Stejn¥ jako u kruºnice i koule je objektem, který má mezi
v²emi s daným objemem ten nejmen²í povrch. To je d·vod, pro£
jsou mýdlové bubliny vºdy prakticky tohoto tvaru.

6.36. Integrální kriterium konvergence °ad. Pomocí nevlast-
ního integrálu také umíme rozhodnout o konvergenci ²ir²í t°ídy ne-
kone£ných °ad neº doposud:

V¥ta. Bu¤
∑∞
n=1 f (n) °ada taková, ºe funkce f : R → R je

kladná a nerostoucí na intervalu ⟨1,∞). Pak tato °ada konverguje
práv¥ tehdy, kdyº konverguje integrál∫ ∞

1
f (x) dx.
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F(x) :=
x∫
0
t5 ln (t + 1) dt, x ∈ (−1, 1)

je o£ividn¥ antiderivací funkce f (x) := x5 ln (x + 1) na intervalu

(−1, 1), tj. jejím derivováním dostaneme práv¥ f . Platí tedy(
0∫
x

t5 ln (t + 1) dt

) ′
= −

(
x∫
0
t5 ln (t + 1) dt

) ′
= −x5 ln (x + 1) .

□

E. Nevlastní integrály

6.62. Rozhodn¥te, zda
+∞∫
1

arctg x

x
√
x
dx ∈ R.

�e²ení. Nevlastní integrál udává obsah obrazce mezi grafem kladné

funkce

y = arctg x

x
√
x
, x ≥ 1

a osou x (zleva je obrazec ohrani£en p°ímkou x = 1). Integrál je proto
kladným reálným £íslem, nebo je roven +∞. Víme, ºe

π
4 ≤ arctg x ≤ π

2 , x ∈ [1,+∞).
Odsud ov²em dostáváme

π
2 = π

4

+∞∫
1
x− 3

2 dx ≤
+∞∫
1

arctg x

x
√
x
dx ≤ π

2

+∞∫
1
x− 3

2 dx = π,
tj. zvlá²t¥

+∞∫
1

arctg x

x
√
x
dx ∈ R . □

Vzorec (∥6.9∥) lze pouºít také tehdy, kdyº je funkce f neo-

hrani£ená nebo interval (a, b) je neohrani£ený.Mluvíme o tzv. nevlast-

ních integrálech. Pro nevlastní integrály v²ak limity na pravé stran¥

mohou být nevlastní, p°íp. nemusejí v·bec existovat. Pokud jedna z li-

mit neexistuje nebo obdrºíme výraz∞−∞, znamená to, ºe integrál

neexistuje (∞−∞ tedy v tomto p°ípad¥ nemá charakter neur£itého

výrazu). �íkáme, ºe integrál osciluje. V kaºdém jiném p°ípad¥ máme

výsledek (p°ipome¬me, ºe ∞ + ∞ = +∞, −∞ − ∞ = −∞,

±∞+ a = ±∞ pro a ∈ R).

6.63. Ur£ete

(a)
∞∫
1

sin x dx ;

(b)
∞∫
1

dx

x4+x2 ;

(c)
4∫

0

dx√
x
;

(d)
1∫

−1

dx

x2 .

�e²ení. P°ípad (a). Ihned stanovíme
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D·kaz. Pokud interpretujeme integrál, jako plochu pod k°iv-
kou, je kriterium z°ejmé.

Daná °ada konverguje nebo diverguje, práv¥
kdyº se stejným zp·sobem chová i °ada

∑∞
n=2 f (n).

Pro libovolné k ∈ N máme pro k-té £áste£né sou£ty
nerovnosti ∑k

n=2 f (n) ≤
∫ k

1 f (x) dx ≤
∑k
n=1 f (n)

nebo´ levá strana je dolním sou£tem Riemannova integrálu∫ k
1 f (x) dx, zatímco pravá strana je sou£tem horním.

Odtud jiº bezprost°edn¥ plyne dokazované tvrzení. □

3. Nekone£né °ady

Jiº jsme se p°i budování na²eho zví°etníku funkcí setkali
s mocninnými °adami, které p°irozeným zp·sobem roz²i°ují sku-
pinu v²ech polynom·, viz 5.45. Zárove¬ jsme si °íkali, ºe takto zís-
káme t°ídu analytických funkcí, ale nedokazovali jsme tehdy ani to,
ºe jsou mocninné °ady spojitými funkcemi. Snadno nyní ukáºeme,
ºe tomu tak je a ºe skute£n¥ umíme mocninné °ady i derivovat a
integrovat po jednotlivých s£ítancích. Práv¥ proto ale také uvidíme,
ºe není moºné pomocí mocninných °ad získat dostate£n¥ ²irokou
t°ídu funkcí. Nap°. nikdy tak nedostaneme jen po £ástech spojité
periodické funkce, které jsou tak d·leºité pro modelování a zpra-
cování audio a video signál·.

6.37. Jak ocho£ené máme °ady funkcí? Vra´me se nyní
k diskusi limit posloupností funkcí a sou£tu °ad funkcí
z pohledu uplatn¥ní postup· diferenciálního a integrálního
po£tu. Uvaºujme tedy konvergentní °adu funkcí

S(x) =
∞∑
n=1

fn(x)

na intervalu [a, b]. P°irozené dotazy jsou:

• Jsou-li v²echny funkce fn(x) spojité v n¥jakém bod¥
x0 ∈ [a, b], je spojitá i funkce S(x) v bod¥ x0?
• Jsou-li v²echny funkce fn(x) diferencovatelné v n¥jakém
bod¥ a ∈ [a, b], je v n¥m diferencovatelná i funkce S(x) a
platí vztah S′ (x) =∑∞

n=1 f
′
n(x)?

• Jsou-li v²echny funkce fn(x) riemannovsky integrovatelné na
intervalu [a, b], je integrovatelná i funkce S(x) a platí vztah∫ b
a
S(x)dx =∑∞

n=1
∫ b
a
fn(x)dx?

Ukáºeme si nejprve na p°íkladech, ºe odpov¥di na v²echny t°i
takto kladené otázky jsou �NE!�. Poté ale najdeme jednoduché
dodate£né podmínky na konvergenci °ady, které naopak platnosti
v²ech t°í tvrzení zajistí. �ady funkcí tedy obecn¥ moc zvladatelné
nejsou, nicmén¥ si umíme vybrat velikou t°ídu takových, se kte-
rými se uº pracuje velmi dob°e. Mezi n¥ na²t¥stí budou pat°it moc-
ninné °ady.

Poté se také zamyslíme nad alternativními koncepcemi inte-
grování, které fungují více uspokojiv¥ i pro v¥t²í t°ídy funkcí.

6.38. P°íklady o²klivých posloupností. (1) Uvaºme nejprve
funkce

fn(x) = (sin x)n

na intervalu [0, π ]. Hodnoty t¥chto funkcí budou ve v²ech bodech
0 ≤ x ≤ π nezáporné a men²í neº jedna, krom¥ x = π

2 , kde je
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∞∫
1

sin x dx = [− cos x]∞
1 = lim

x→∞(− cos x)+ cos 1.

Protoºe limita na pravé stran¥ neexistuje, uvaºovaný integrál osciluje.

P°ípady (b), (c). Stejn¥ lehce vypo£ítáme
∞∫
1

dx

x4+x2 =
∞∫
1

dx

x2
(
x2+1

) = ∞∫
1

1
x2 − 1

1+x2 dx =
[− 1

x
− arctg x

]∞
1 =

= lim
x→∞

(− 1
x
− arctg x

) + 1
1 + arctg 1 = 0− π

2 + 1+ π
4 = 1− π

4

a je²t¥ snaz²í pak je
4∫

0

dx√
x
= [2√x ]4

0 = 4− 0 = 4,

kde je primitivní funkce v po£átku spojitá zprava (uvaºovaná limita je

tak rovna funk£ní hodnot¥).

P°ípad (d). Kdybychom bezmy²lenkovit¥ vypo£ítali
1∫

−1

dx

x2 =
[− 1

x

]1
−1 = −1− 1 = −2,

obdrºeli bychom zjevn¥ chybný výsledek (zápornou hodnotu p°i in-

tegrování kladné funkce). D·vodem, pro£ Newton·v-Leibniz·v vzo-

rec nejde takto aplikovat, je nespojitost uvaºované funkce v po£átku.

Vyuºijeme-li v²ak tzv. pravidla návaznosti
b∫
a

f (x) dx =
c∫
a

f (x) dx +
b∫
c

f (x) dx,

které platí vºdy, kdyº mají integrály na pravé stran¥ smysl, nalezneme

správný výsledek
1∫

−1

dx

x2 =
0∫

−1

dx

x2 +
1∫

0

dx

x2 =
[− 1

x

]0
−1 +

[− 1
x

]1
0 =

= lim
x→0−

(− 1
x

)− 1− 1− lim
x→0+

(− 1
x

) = ∞− 2+∞ = +∞.
Podotkn¥me, ºe ze sudosti funkce y = x−2 také plyne

1∫
−1

dx

x2 = 2
1∫

0

dx

x2 = 2 · ∞ = +∞ . □

6.64. Vy£íslete ur£ité integrály

(a)
∫∞

0
1

(x+2)5 dx;

(b)
∫ 2
−2 ln | x | dx;

(c)
∫∞

1
e−√

x√
x
dx;

(d)
∫ 0
−1

e1/x

x3 dx;

(e)
∫ 2

1
1

x ln x dx.

�e²ení. Platí

(a)
∞∫
0

dx

(x+2)5 = − 1
4

[
(x + 2)−4

]∞
0 =

= − 1
4

(
lim
x→∞(x + 2)−4 − 2−4

)
= − 1

4

(
0− 1

16

) = 1
64 ;

(b)
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hodnota 1. Proto na celém intervalu [0, π ] budou bod po bodu tyto
funkce konvergovat k funkci

f (x) = lim
n→∞ fn(x) =

{
0 pro v²echna x ̸= π

2
1 pro x = π

2 .

Zjevn¥ tedy je limita posloupnosti funkcí fn nespojitou funkcí,
a£koliv jsou v²echny funkce fn(x) spojité. Problematický je
p°itom dokonce vnit°ní bod intervalu.

Tentýº jev umíme najít i pro °ady funkcí, protoºe sou£et
je limitou £áste£ných sou£t·. Sta£í tedy v p°edchozím p°íklad¥
vyjád°it fn jako n-tý £áste£ný sou£et. Nap°. f1(x) = sin x,
f2(x) = (sin x)2 − sin x, atd. Levý obrázek vykresluje funkce
fm(x) pro m = n3, n = 1, . . . , 10.

x

32,5

0,2

1

0,5

0,4

1 20

0,6

1,5

0,8

0

-0,5

0,4

0,2

x

1

-0,4

-0,2

0
0-1 0,5

(2) Podívejme se nyní na druhou otázku, tj. na ²patn¥ se cho-
vající derivace. Celkem p°irozená je idea na podobném principu
jako vý²e sestavit posloupnost funkcí, které budou mít v jednom
bod¥ stále stejnou nenulovou derivaci, ale budou £ím dál tímmen²í,
takºe bodov¥ dokonvergují k funkci identicky nulové.

P°edchozí obrázek napravo vykresluje funkce

fn(x) = x(1− x2 )n

na intervalu [−1, 1] pro hodnoty n = m2, m = 1, . . . , 10. Na
první pohled je zjevné, ºe

lim
n→∞ fn(x) = 0

a v²echny funkce fn(x) jsou hladké. V bod¥ x = 0 je jejich deri-
vace

f ′
n(0) =

(
(1− x2 )n − 2nx2 (1− x2 )n−1)|x=0 = 1

nezávisle na n. Limitní funkce pro posloupnost fn p°itom má sa-
moz°ejm¥ v²ude derivaci nulovou!

(3) Protip°íklad k t°etímu tvrzení jsme uº vid¥li v 6.32. Cha-
rakteristickou funkci χQ racionálních £ísel m·ºeme vyjád°it jako
sou£et spo£etn¥ mnoha funkcí, které budou o£íslovány práv¥ raci-
onálními £ísly a budou vºdy v²ude nulové, krom¥ jediného bodu,
podle které jsou pojmenovány, kde jsou rovny 1. Riemannovy in-
tegrály v²ech takových funkcí budou nulové, jejich sou£et ale není
riemannovsky integrovatelnou funkcí.

Práv¥ tento p°íklad ukazuje na zásadní nedostatek Rieman-
nova integrálu, ke kterému se je²t¥ vrátíme.

Snadno ale najdeme i p°íklad, kdy limitní funkce f je integro-
vatelná, v²echny funkce fn jsou spojité a p°esto hodnota integrálu
není limitou hodnot integrál· fn. Sta£í lehce upravit posloupnost
funkcí, které jsme pouºili vý²e:

fn(x) = 2nx(1− x2 )n.
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2∫
−2

ln | x | dx =
0∫

−2
ln | x | dx +

2∫
0

ln | x | dx = 2
2∫

0
ln x dx =

= F(x) = ln x F ′(x) = 1
x

G′(x) = 1 G(x) = x = 2

(
[x ln x]2

0 −
2∫

0
1 dx

)
=

= 2
(
[x ln x]2

0 − [x]2
0

) =
= 2

(
2 ln 2− lim

x→0+
(x ln x)− 2+ 0

)
=

= 4 ln 2− 4;
(c)

∞∫
1

e−√
x√
x
dx = t = √x

dt = 1
2
√
x
dx
= 2

∞∫
1
e−t dt = 2

[−e−t]∞
1 =

= −2
(

lim
t→∞ e−t − e−1

)
= 2

e
;

(d)
0∫

−1

e1/x

x3 dx = u = 1/x
du = − 1

x2 dx
= −

−∞∫
−1
u eu du =

=
−1∫

−∞
u eu du = F(u) = u F ′(u) = 1

G′(u) = eu G(u) = eu
=

= [u eu]−1
−∞ −

−1∫
−∞

eu du = [u eu]−1
−∞ − [eu]−1

−∞ =
= − 1

e
− lim

u→−∞ u e
u − 1

e
+ lim

u→−∞ eu = − 2
e
;

(e)
2∫

1

dx
x ln x =

r = ln x
dr = 1

x
dx
=

ln 2∫
0

dr
r
= [ln r] ln 2

0 =
= ln (ln 2)− lim

r→0+
ln r = ln (ln 2)+∞ = +∞. □

6.65. Vypo£ítejte nevlastní integrály
∞∫
0
x2 e−x dx;

∞∫
−∞

dx
ex+e−x .

�e²ení. P°i výpo£tu nevlastních integrál· m·ºeme pouºívat metody,

které jsme pouºívali p°i výpo£tu ur£itých integrál·. Metodou per par-

tes získáváme
∞∫
0
x2 e−x dx = F(x) = x2 F ′(x) = 2x

G′(x) = e−x G(x) = −e−x =

= [−x2 e−x]∞
0 + 2

∞∫
0
x e−x dx = F(x) = x F ′(x) = 1

G′(x) = e−x G(x) = −e−x =

= − lim
x→∞

x2

ex + 2
[−x e−x]∞

0 + 2
∞∫
0
e−x dx =

= 0− 2 lim
x→∞

x
ex + 2

[−e−x]∞
0 = 0+ 2

(
lim
x→∞−e

−x + 1
)
= 2.

Substitu£ní metoda potom dává
∞∫

−∞
dx

ex+e−x =
∞∫

−∞
ex

e2x+1 dx =
y = ex

dy = ex dx
=

∞∫
0

dy

y2+1 =
= [arctg y]∞

0 = lim
y→∞ arctg y = π

2 ,

kde nové meze integrálu plynou z limit

lim
x→−∞ ex = 0, lim

x→∞ ex = +∞ . □
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Snadno ov¥°íme, ºe i hodnoty t¥chto funkcí konvergují pro kaºdé
x ∈ [0, 1] k nule (nap°. vidíme, ºe ln(fn(x))→−∞). P°itom∫ 1

0
fn(x) dx = n

n+ 1
→ 1 ̸= 0.

6.39. Stejnom¥rná konvergence. Zjevným d·vodem ne-
úsp¥chu ve v²ech t°ech p°edchozích p°íkladech je
skute£nost, ºe rychlost bodové konvergence hodnot
fn(x) → f (x) se bod od bodu velice li²í. P°irozenou
my²lenkou tedy je omezit se na takové p°ípady, kdy

bude naopak konvergence probíhat p°ibliºn¥ stejn¥ rychle po
celém intervalu.

Stejnom¥rná konvergence

De�nice. �íkáme, ºe posloupnost funkcí fn(x) konverguje stej-
nom¥rn¥ na intervalu [a, b] k limit¥ f (x), jestliºe pro kaºdé kladné
£íslo ε existuje p°irozené £íslo N ∈ N takové, ºe pro v²echna
n ≥ N a v²echna x ∈ [a, b] platí

|fn(x)− f (x)| < ε.

O °ad¥ funkcí °ekneme, ºe konverguje stejnom¥rn¥ na
intervalu, jestliºe stejnom¥rn¥ konverguje posloupnost jejích
£áste£ných sou£t·.

Tedy volba £ísla N sice závisí na zvoleném ε, je ale nezávislá
na bodu x ∈ [a, b]. To je rozdíl od bodové konvergence, kde N
závisí na ε i x. Gra�cky si de�nici m·ºeme p°edstavit tak, ºe do
pásu vzniklého posunutím limitní funkce f (x) na f (x) ± ε pro
libovoln¥ malé, ale pevn¥ zvolené kladné ε, vºdy padnou v²echny
funkce fn(x), aº na kone£n¥ mnoho z nich. Tuto vlastnost zjevn¥
nem¥l první a poslední z p°edchozích p°íklad·, u druhého ji postrá-
dala posloupnost derivací f ′

n.
Následující t°i v¥ty lze stru£n¥ shrnout tvrzením, ºe v²echna

t°i obecn¥ neplatná tvrzení v 6.37 platí pro stej-
nom¥rnou konvergenci (pozor ale na jemnosti u de-
rivování).

6.40. V¥ta. Nech´ fn(x) je posloupnost funkcí spojitých na in-
tervalu [a, b], která na tomto intervalu stejnom¥rn¥ konverguje
k funkci f (x). Pak je také f (x) spojitá funkce na intervalu [a, b].

D·kaz. Chceme ukázat, ºe pro libovolný pevn¥ zvolený bod
x0 ∈ [a, b] a jakékoliv pevn¥ zvolené malé ε > 0 bude

|f (x)− f (x0)| < ε

pro v²echna x dostate£n¥ blízká k x0. Z de�nice stejnom¥rné kon-
vergence je pro n¥jaké ε > 0

|fn(x)− f (x)| < ε

pro v²echna x ∈ [a, b] a v²echna dostate£n¥ velká n. Zvolme si
tedy n¥jaké takové n a uvaºme δ > 0 tak, aby také

|fn(x)− fn(x0)| < ε

pro v²echna x z δ-okolí x0 (to je moºné, protoºe v²echny fn(x)
jsou spojité). Pak

|f (x)− f (x0)| ≤ |f (x)− fn (x)| + |fn(x)− fn(x0)|+
+ |fn(x0)− f (x0)| < 3ε

pro v²echna x z námi zvoleného δ-okolí bodu x0. □
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6.66. Spo£t¥te
∞∫
0
x2n+1 e−x2

dx, n ∈ N.

�e²ení. P°íklad °e²me nejprve substitu£ní metodou a následn¥ opako-

van¥ aplikujme per partes se ziskem
∞∫
0
x2n+1 e−x2

dx = y = x2

dy = 2x dx =
1
2

∞∫
0
yn e−y dy =

= F(y) = yn F ′(y) = nyn−1

G′(y) = e−y G(y) = −e−y =

= 1
2

([−yn e−y]∞
0 + n

∞∫
0
yn−1 e−y dy

)
= n

2

∞∫
0
yn−1 e−y dy =

= F(y) = yn−1 F ′(y) = (n− 1)yn−2

G′(y) = e−y G(y) = −e−y =

= n
2

([−yn−1 e−y]∞
0 + (n− 1)

∞∫
0
yn−2 e−y dy

)
=

= n(n−1)
2

∞∫
0
yn−2 e−y dy = · · · = n(n−1)···2

2

∞∫
0
y e−y dy =

= F(y) = y F ′(y) = 1
G′(y) = e−y G(y) = −e−y =

= n!
2

([−y e−y]∞
0 +

∞∫
0
e−y dy

)
=

= n!
2

[−e−y]∞
0 = n!

2 .

□

6.67. V závislosti na a ∈ R+ ur£ete integrál
∫ 1

0
1
xa dx. ⃝

F. Délky, obsahy, povrchy, objemy

6.68. Ur£ete délku k°ivky dané parametricky

x = sin2 t, y = cos2 t,

pro t ∈ [0, π2 ].

�e²ení. Podle 6.34 je délka k°ivky daná integrálem∫ π
2

0

√
(x′ (t))2 + (y′ (t))2 dt =

∫ π
2

0

√
(sin 2t)2 + (− sin 2t)2 dt =

=
∫ π

2

0

√
2 sin 2t dt = √2.

Pokud si uv¥domíme, ºe daná k°ivka je £ástí p°ímky y = 1 − x
(nebo´ sin2 t + cos2 t = 1) a sice úse£ka s koncovými body [0, 1] (pro
hodnotu t = 0) a [1, 0] (pro hodnotu t = π

2 ) tak okamºit¥ m·ºeme

psát její délku, tedy
√

2. □

6.69. Ur£ete délku k°ivky dané parametricky

x = t2 , y = t3

pro t ∈ [0,
√

5].
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Ve skute£nosti jsme v d·kazu ov¥°ili platnost o n¥co
obecn¥j²ího tvrzení.

Tvrzení (V¥ta o zám¥n¥ limit). Jestliºe posloupnost funkcí fn(x)
konverguje na intervalu [a, b] stejnom¥rn¥ k funkci f (x) a jestliºe
existují limity

lim
x→x0

fn(x) = an, lim
n→∞ an = a,

pak také existuje limita limx→x0 f (x) = a. Jinak °e£eno, za uve-
dených podmínek platí

lim
n→∞

(
lim
x→x0

fn(x)
) = lim

x→x0

(
lim
n→∞ fn(x)

)
.

6.41. V¥ta. Nech´ fn(x) je posloupnost riemannovsky integrova-
telných funkcí na kone£ném intervalu [a, b], které
na tomto intervalu stejnom¥rn¥ konvergují k funkci
f (x). Pak také f (x) je riemannovsky integrovatelná

a platí

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =
∫ b

a

(
lim
n→∞ fn(x)

)
dx =

∫ b

a

f (x) dx.

D·kaz této v¥ty se opírá o zobecn¥ní vlastností cauchyovských
posloupností £ísel na stejnom¥rnou konvergenci funkcí. Tímto
zp·sobem umíme pracovat s existencí limity posloupnosti inte-
grál·, aniº bychom ji pot°ebovali znát.

Stejnom¥rn¥ cauchyovské posloupnosti

De�nice. �ekneme, ºe posloupnost funkcí fn(x) na intervalu
[a, b] je stejnom¥rn¥ Cauchyovská, jestliºe pro kaºdé (malé)
kladné £íslo ε existuje (velké) p°irozené £íslo N takové, ºe pro
v²echna x ∈ [a, b] a v²echna n ≥ N platí

|fn(x)− fm(x)| < ε.

Z°ejm¥ je kaºdá stejnom¥rn¥ konvergentní posloupnost funkcí
na intervalu [a, b] také stejnom¥rn¥ Cauchyovská na témºe inter-
valu, sta£í si pov²imnout obvyklého odhadu

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f (x)| + |f (x)− fm(x)|
zaloºeného na trojúhelníkové nerovnosti.

Toto pozorování nám uº sta£í k d·kazu na²í v¥ty, zastavíme se
ale nap°ed u uºite£ného obráceného tvrzení:

Tvrzení. Kaºdá stejnom¥rn¥ Cauchyovská posloupnost funkcí
fn(x) na intervalu [a, b] stejnom¥rn¥ konverguje k n¥jaké funkci
f na tomto intervalu.

D·kaz. Z podmínky cauchyovskosti posloupnosti funkcí vy-
plývá, ºe také pro kaºdý bod x ∈ [a, b] je posloupnost hod-
not fn(x) Cauchyovskou posloupností reálných (p°ípadn¥ kom-
plexních) £ísel. Bodov¥ tedy nutn¥ konverguje posloupnost funkcí
fn(x) k n¥jaké funkci f (x).

Ukáºeme, ºe ve skute£nosti konverguje posloupnost fn(x) ke
své limit¥ stejnom¥rn¥. Zvolme N tak velké, aby

|fn(x)− fm(x)| < ε

pro n¥jaké p°edem zvolené malé kladné ε a v²echna n ≥ N ,
x ∈ [a, b]. Nyní zvolíme pevn¥ jedno takové n a odhadneme

|fn(x)− f (x)| = lim
m→∞ |fn(x)− fm(x)| ≤ ε

pro v²echna x ∈ [a, b]. □
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�e²ení. Délku l ur£íme op¥t vyuºitím vztahu 6.34:

l =
∫ √

5

0

√
4t2 + 9t4 dt =

∫ √
5

0
t
√

9t2 + 4 dt =

= 1
2

∫ 5

0

√
9u+ 4 dt = 2

27
[(9u+ 4)

3
2 ]5

0 =
335
27
.

□

6.70. Ur£ete plochu leºící napravo od p°ímky x = 3 a dále

ohrani£enou grafem funkce y = 1
x3−1 a osou x.

�e²ení. Plocha je dána nevlastním integrálem
∫∞

3
1

x3−1 dx.
Vypo£teme jej metodou rozkladu na parciální zlomky:

1
x3 − 1

= Ax + B
x2 + x + 1

+ C

x − 1
,

1 = (Ax + B)(x − 1)+ C(x2 + x + 1),

x = 1 H⇒ C = 1
3
,

x0 : 1 = C − B H⇒ B = −2
3
,

x2 : 0 = A+ C H⇒ A = −1
3

a m·ºeme psát∫ ∞

3

1
x3 − 1

dx = 1
3

∫ ∞

3

(
1

x − 1
− x + 2
x2 + x + 1

)
dx.

Nyní ur£íme zvlá²´ neur£itý integrál
∫

x+2
x2+x+1 dx:∫

x + 2
x2 + x + 1

dx =

=
∫

x + 1
2

(x + 1
2)

2 + 3
4

dx + 3
2

∫
1

(x + 1
2)

2 + 3
4

dx =

=
∣∣∣∣ t = x2 + x + 1

dt = 2(x + 1
2) dx

∣∣∣∣ =
= 1

2

∫
1
t

dt + 3
2

∫
1

(x + 1
2)

2 + 3
4

=
∣∣∣∣ s = x + 1

2
ds = dx

∣∣∣∣ =
= 1

2
ln(x2 + x + 1)+ 3

2

∫
1

s2 + 3
4

ds =

= 1
2

ln((x2 + x + 1)+ 3
2

4
3

∫
1(

2√
3
s
)2 + 1

ds =

=
∣∣∣∣∣ u = 2√

3
s

du = 2√
3

ds

∣∣∣∣∣ =
= 1

2
ln(x2 + x + 1)+ 2

√
3

2

∫
1

u2 + 1
du =

= 1
2

ln(x2 + x + 1)+√3 arctan(u) =

= 1
2

ln(x2 + x + 1)+√3 arctan
(

2x + 1√
3

)
.
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D·kaz V¥ty. P°ipome¬me, ºe kaºdá stejnom¥rn¥ konver-
gentní posloupnost funkcí je také stejnom¥rn¥ Cauchyovská a ºe
Riemannovy sou£ty pro jednotlivé £leny na²í posloupnosti kon-

vergují k
∫ b
a
fn(x) dx nezávisle na výb¥ru d¥lení a reprezentant·.

Proto, jestliºe platí

|fn(x)− fm(x)| < ε

pro v²echna x ∈ [a, b], pak také∣∣∣∣∫ b

a

fn(x) dx −
∫ b

a

fm(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ε|b − a|.
Je tedy posloupnost £ísel

∫ b
a
fn(x) dx Cauchyovská a proto konver-

gentní. Sou£asn¥ ale také díky stejnom¥rné konvergenci posloup-
nosti fn(x) platí pro limitní funkci f (x) ze stejného d·vodu, ºe její
Riemannovy sou£ty jsou libovoln¥ blízké Riemannovým sou£t·m
pro funkce fn s dostate£n¥ velkým n a limitní funkce f (x) bude
tedy op¥t integrovatelná. Zárove¬∣∣∣∣∫ b

a

fn(x) dx −
∫ b

a

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ε|b − a|
a musí proto jít o správnou limitní hodnotu. □

Pro p°íslu²ný výsledek o derivacích je t°eba zvý²ené pozor-
nosti ohledn¥ p°edpoklad·:

6.42. V¥ta.
Nech´ fn(x) je posloupnost funkcí diferencovatelných na in-

tervalu [a, b], a p°edpokládejme fn(x0) → f (x0)

v n¥jakém bod¥ x0 ∈ [a, b]. Dále nech´ jsou v²echny
derivace gn(x) = f ′

n(x) spojité a nech´ konvergují na
témºe intervalu stejnom¥rn¥ k funkci g(x). Pak je také

funkce f (x) = ∫ x
x0
g(t) dt diferencovatelná na intervalu [a, b],

funkce fn(x) konvergují k f (x) a platí f ′(x) = g(x).
D·kaz. Jestliºe budeme místo fn(x) uvaºovat funkce

f̃n(x) = fn(x) − fn(x0), budou p°edpoklady i záv¥ry ve v¥t¥
platné nebo neplatné pro ob¥ posloupnosti zárove¬. Bez újmy
na obecnosti m·ºeme proto p°edpokládat, ºe v²echny na²e
funkce spl¬ují fn(x0) = 0. Pak ov²em m·ºeme psát pro v²echny
x ∈ [a, b]

fn(x) =
∫ x

x0

gn(t) dt.

Protoºe ale funkce gn stejnom¥rn¥ konvergují k funkci g na celém
[a, b], konvergují funkce fn(x) k funkci

f (x) =
∫ x

x0

g(t) dt.

Protoºe je funkce g coby stejnom¥rná limita spojitých funkcí op¥t
spojitou funkcí, dokázali jsme v²e pot°ebné, viz V¥ta 6.24 o Rie-
mannov¥ integrálu a primitivní funkci. □

Pro nekone£né °ady m·ºeme p°edchozí výsledky shrnout
takto:

6.43. D·sledek. Uvaºme funkce fn(x) na intervalu [a, b].
(1) Jsou-li v²echny funkce fn(x) spojité na [a, b] a °ada

S(x) =
∞∑
n=1

fn(x)

konverguje stejnom¥rn¥ k funkci S(x), je i funkce S(x) spojitá
na [a, b].
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Celkem pak pro nevlastní integrál m·ºeme psát:

∫ ∞
3

1
x3 − 1

dx =

= 1
3

lim
δ→∞

[
ln |x − 1| − 1

2
ln(x2 + x + 1)−√3 arctan

(
2x + 1√

3

)]δ
3
=

= 1
3

lim
δ→∞

(
1
3

ln |δ − 1| − 1
2

ln(δ2 + δ + 1)−√3 arctan
(

2δ + 1√
3

))
−

−1
3

ln 2+ 1
6

ln 13+
√

3
3

arctan
7√
3
=

= 1
6

ln 13− 1
3

ln 2+
√

3
3

arctan
7√
3
−

−1
3

lim
δ→∞ ln

∣∣∣∣∣ x − 1√
x2 + x + 1

∣∣∣∣∣− 1
3

lim
δ→∞

√
3 arctan

(
2δ + 1√

3

)
=

= 1
6

ln 13+ 1√
3

arctan
7√
3
− 1

3
ln 2−

√
3

6
π.

□

6.71. Ur£ete povrch a objem rota£ního paraboloidu, který vznikne

rotací £ásti paraboly y = 2x2 pro x ∈ [0, 1] kolem osy y.

�e²ení. Vzorce pro výpo£et objemu rota£ního t¥lesa uvedené v od-

stavci 6.35 platí pro t¥lesa vzniklá rotací k°ivky kolem osy x. Je tedy

nutno bu¤ integrovat danou k°ivku podle neznámé y, nebo transformo-

vat sou°adnice.

V =
∫ 2

0

x

2
dx = π

S = 2π
∫ 2

0

√
x

2

√
1+ 1

8x
dx = 2π

∫ 2

0

√
x

2
+ 1

16
dx =

= π
17
√

17− 1
24

.

□

6.72. Vypo£t¥te obsah S obrazce sloºeného ze dvou £ástí roviny vy-

mezených p°ímkami x = 0, x = 1, x = 4, osou x a grafem funkce

y = 1
3√
x−1
.

�e²ení. Nejprve si uv¥domme, ºe

1
3√x−1

< 0, x ∈ [0, 1), 1
3√x−1

> 0, x ∈ (1, 4]

a ºe

lim
x→1−

1
3√
x−1
= −∞, lim

x→1+
1

3√
x−1
= +∞.

První £ást obrazce (leºící pod osou x) je proto ohrani£ena k°ivkami

y = 0, x = 0, x = 1, y = 1
3√
x−1

s obsahem daným nevlastním integrálem

S1 = −
1∫

0

1
3√x−1

dx;
zatímco druhá £ást (nad osou x) vymezená k°ivkami
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(2) Jsou-li v²echny funkce fn(x) spojit¥ diferencovatelné na inter-
valu [a, b], °ada S(x) = ∑∞

n=1 fn(x) konverguje pro n¥jaké
x0 ∈ [a, b] a °ada T (x) = ∑∞

n=1 f
′
n(x) konverguje stej-

nom¥rn¥ na [a, b], pak také °ada S(x) konverguje a je spojit¥
diferencovatelná na [a, b] a platí S′ (x) = T (x), tj.( ∞∑

n=1

fn(x)

)′
=

∞∑
n=1

f ′
n(x).

(3) Jsou-li v²echny funkce fn(x) riemannovsky integrovatelné na
[a, b] a °ada

S(x) =
∞∑
n=1

fn(x)

konverguje stejnom¥rn¥ k funkci S(x) na [a, b], je tamtéº in-
tegrovatelná i funkce S(x) a platí vztah∫ b

a

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x) dx.

6.44. Test stejnom¥rné konvergence. Nejjednodu²²ím zp·so-
bem pro zji²t¥ní stejnom¥rné konvergence
posloupnosti funkcí je porovnání s absolutní
konvergencí vhodné posloupnosti £ísel. �íkává
se tomu £astoWeierstrass·v test.

P°edpokládejme tedy, ºe máme °adu funkcí fn(x) na intervalu
I = [a, b] a ºe navíc známe odhad

|fn(x)| ≤ an ∈ R

pro vhodné reálné konstanty an a v²echna x ∈ [a, b]. Okamºit¥
m·ºeme odhadnout rozdíly £áste£ných sou£t·

sk(x) =
k∑
n=1

fn(x)

pro r·zné indexy k. Pro k > m dostáváme

|sk(x)− sm(x)| =
∣∣∣∣ k∑
n=m+1

fn(x)

∣∣∣∣ ≤ k∑
n=m+1

|fn(x)| ≤
k∑

n=m+1

ak.

Pokud je °ada (nezáporných) konstant
∑∞
n=1 an konvergentní, pak

bude samoz°ejm¥ posloupnost jejích £áste£ných sou£t· cauchyov-
ská. Práv¥ jsme ale spo£etli, ºe v takovém p°ípad¥ bude posloup-
nost £áste£ných sou£t· sn(x) stejnom¥rn¥ cauchyovská.

Díky tvrzení dokázanému p°ed chvílí v 6.41 jsme tedy práv¥
dokázali následující

V¥ta (Weierstrass·v test). Nech´ fn(x) je posloupnost funkcí de�-
novaných na intervalu [a, b] a platí |fn(x)| ≤ an ∈ R.

Je-li °ada £ísel
∑∞
n=1 an konvergentní, pak °ada

S(x) = ∑∞
n=1 fn(x) konverguje stejnom¥rn¥.

6.45. D·sledky pro mocninné °ady. Weierstrass·v test je velice
uºite£ný pro diskusi mocninných °ad

S(x) =
∞∑
n=0

an(x − x0)
n

se st°edem v bod¥ x0.
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y = 0, x = 1, x = 4, y = 1
3√
x−1

má obsah

S2 =
4∫

1

1
3√
x−1

dx.

Nebo´ ∫ 1
3√
x−1

dx = 3
2

3
√
(x − 1)2 + C,

jako sou£et S1 + S2 získáváme

S = − lim
x→1−

(
3
2

3
√
(x − 1)2 − 3

2

)
+ lim

x→1+

(
3
2

3
√

9− 3
2

3
√
(x − 1)2

)
=

= 3
2

(
1+ 3
√

9
)
.

Ukázali jsme mj. to, ºe uvedený obrazec má kone£ný obsah, p°estoºe

není (shora ani zdola) ohrani£ený. (Blíºíme-li se k x = 1 zprava, p°íp.

zleva, jeho vý²ka roste nade v²echny meze.) P°ipome¬me zde neur£itý

výraz typu 0 · ∞. Obrazec je totiº ohrani£ený, kdyº se omezíme na

x ∈ [0, 1− δ] ∪ [1+ δ, 4] p°i libovoln¥ malém δ > 0. □

6.73. Ur£ete pr·m¥rnou rychlost vp t¥lesa v £asovém intervalu [1, 2],
pokud je jeho rychlost

v (t) = t√
1+t2 , t ∈ [1, 2].

Jednotky neuvaºujte.

�e²ení. K vy°e²ení p°íkladu si sta£í uv¥domit, ºe hledaná pr·m¥rná

rychlost je st°ední hodnota funkce v na intervalu [1, 2]. Platí tak

vp = 1
2−1

2∫
1

t√
1+t2 dt =

5∫
2

1
2

√
x
dx = √5−√2,

p°i£emº 1+ t2 = x, t dt = dx/2. □

6.74. Vypo£ítejte délku s £ásti k°ivky ozna£ované jako traktrix dané

parametrickým popisem

f (t) = r cos t + r ln
(
tg t

2

)
, g(t) = r sin t, t ∈ [π/2, a],

kde r > 0, a ∈ (π/2, π).
�e²ení. Protoºe

f ′(t) = −r sin t + r

2tg t
2 ·cos2 t

2
= −r sin t + r

sin t = r cos2 t
sin t ,

g′(t) = r cos t na intervalu [π/2, a],
pro délku s dostáváme

s =
a∫

π/2

√
r2 cos4 t

sin2 t
+ r2 cos2 t dt =

a∫
π/2

√
r2 cos2 t

sin2 t
dt =

= −r
a∫

π/2

cos t
sin t dt = −r [ln (sin t)]aπ/2 = −r ln (sin a) . □

6.75. Spo£t¥te objem t¥lesa vzniklého otá£ením omezené plochy, je-

jíº hranicí je k°ivka x4 − 9x2 + y4 = 0, kolem osy x.

�e²ení. Pokud je [x, y] bodem k°ivky x4 − 9x2 + y4 = 0, z°ejm¥

tato k°ivka prochází rovn¥º body [−x, y], [x,−y], [−x,−y]. Je tedy
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P°i na²em prvním setkání s mocninnými °adami jsme uká-
zali v 5.49, ºe kaºdá taková °ada konverguje na
(x0 − δ, x0 + δ), kde tzv. polom¥r konvergence
δ ≥ 0 m·ºe být také nula nebo ∞ (viz také
5.53). Zejména jsme v d·kazu v¥ty 5.49 pro ov¥°ení

konvergence °ady S(x) pouºívali srovnání s vhodnou geometric-
kou posloupností. Podle Weierstrassova testu je proto °ada S(x)
stejnom¥rn¥ konvergentní na kaºdém kompaktním (tj. kone£ném)
intervalu [a,b] uvnit° intervalu (x0 − δ, x0 + δ). Dokázali jsme
tedy

V¥ta. Kaºdá mocninná °ada S(x) je ve v²ech bodech uvnit° svého
intervalu konvergence spojitá a spojit¥ diferencovatelná. Funkce
S(x) je také integrovatelná a derivování i integrování lze provád¥t
£len po £lenu.

Ve skute£nosti platí také tzv. Abelova v¥ta, která °íká, ºe moc-
ninné °ady jsou spojité i v hrani£ních bodech svého de�ni£ního
oboru (v£etn¥ p°ípadných nekone£ných limit). Tu zde nedokazu-
jeme.

Práv¥ dokázané p°íjemné vlastnosti mocninných °ad zárove¬
poukazují na hranice jejich pouºitelnosti p°i modelování závislostí
n¥jakých praktických jev· nebo proces·. Zejména není moºné po-
mocí mocninných °ad dob°e modelovat po £ástech spojité funkce.
Jak uvidíme vzáp¥tí, je moºné pro konkrétn¥ji vymezené pot°eby
nacházet lep²í sady funkcí fn(x) neº jsou hodnoty fn(x) = xn .
Nejznám¥j²ími p°íklady jsou Fourierovy °ady a tzv. wawelety,
které p°iblíºíme v dal²í kapitole.

6.46. Laurentovy °ady. V kontextu Taylorových rozvoj· se je²t¥

podívejme na hladkou funkci f (x) = e−1/x2
z od-

stavce 6.6. Vid¥li jsme, ºe není analytická v nule, pro-
toºe tam má v²echny derivace nulové. Takºe zatímco
ve v²ech ostatních bodech x0 je tato funkce dána kon-

vergentní Taylorovou °adou s polom¥rem konvergence r = |x0|,
v po£átku °ada konverguje jen v jediném bod¥.

Pokud ale do mocninné °ady pro ex dosadíme za x výraz
−1/x2 , dostaneme °adu funkcí

S(x) =
∞∑
n=0

1
n!
(−1)nx−2n =

0∑
n=−∞

(−1)|n|

|n|! x2n ,

která bude konvergovat ve v²ech bodech x ̸= 0 a dává nám dobrý
popis pro chování kolem výjime£ného bodu x = 0. Podbízí se
proto uvaºovat následující obecn¥j²í °ady docela podobné mocnin-
ným:

Laurentovy °ady

�adu funkcí tvaru

S(x) =
∞∑

n=−∞
an(x − x0)

n

nazýváme Laurentova °ada se st°edem v x0. �adu nazveme konver-
gentní, jestliºe konvergují samostatn¥ její £ásti s kladnými a zápor-
nými exponenty.

Smysl Laurentových °ad je dob°e viditelný u racionálních
funkcí lomených. Uvaºme takovou funkci S(x) = f (x)/g(x) s ne-
soud¥lnými polynomy f a g a uvaºme ko°en x0 polynomu g(x). Je-
li násobnost tohoto ko°enu s, pak vynásobením dostaneme funkci
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soum¥rná vzhledem k ob¥ma osám x, y. Pro y = 0 dostáváme

x2 (x − 3) (x + 3) = 0, tj. osu x protíná hrani£ní k°ivka v bodech

[−3, 0], [0, 0], [3, 0]. V prvním kvadrantu ji pakm·ºeme vyjád°it jako

graf funkce

f (x) = 4
√

9x2 − x4 , x ∈ [0, 3].

Hledaný objem je proto dvojnásobkem (zde uvaºujeme x > 0) inte-
grálu

3∫
0
πf 2(x) dx = π

3∫
0

√
9x2 − x4 dx.

Pomocí substituce t = √9− x2 (xdx = −tdt) pak snadno spo£ítáme
3∫

0

√
9x2 − x4 dx =

3∫
0
x · √9− x2 dx = −

0∫
3
t2 dt = 9,

a tak obdrºíme výsledek 18π . □

6.76. Torricelliho trychtý°, 1641. Nech´ £ást v¥tve hyperboly

xy = 1 pro x ≥ a, kde a > 0, rotuje kolem osy x. Ukaºte, ºe

obdrºené rota£ní t¥leso má kone£ný objem V a sou£asn¥ nekone£ný

povrch S.

�e²ení. Víme, ºe platí

V = π
+∞∫
a

( 1
x

)2
dx = π

+∞∫
a

1
x2 dx = π

(
lim

x→+∞−
1
x
− (− 1

a

)) = π
a

a

S = 2π
+∞∫
a

1
x
·
√

1+ (− 1
x2

)2
dx = 2π

+∞∫
a

√
x4+1
x3 dx ≥ 2π

+∞∫
a

1
x
dx =

= 2π
(

lim
x→+∞ ln x − ln a

)
= +∞.

Skute£nost, ºe uvaºované t¥leso (tzv. Torricelliho trychtý°)

nelze nat°ít za pomoci kone£ného mnoºství barvy, ale lze jej naplnit

kone£ným mnoºstvím kapaliny, se nazývá Torricelliho paradox.

Uv¥domme si v²ak, ºe reálný nát¥r barvou má nenulovou tlou²´ku,

coº jsme p°i výpo£tu nijak nezohlednili. Kdybychom jej kup°. natírali

zevnit°, jediná kapka barvy by nepochybn¥ trychtý° nekone£né délky

�ucpala�. □
Dal²í p°íklady na výpo£et délek k°ivek, obsah· rovinných útvar·

a objem· £ástí prostoru naleznete na stran¥ 390.

6.77. Aplikace integrálního kriteria konvergence. Nyní se op¥t

vra´me k (£íselným) °adám. Díky integrálnímu kriteriu konvergence

(viz 6.33) umíme rozhodnout o konvergenci ²ir²í t°ídy °ad: Roz-

hodn¥te, zda následující sumy konvergují £i divergují:

a)
∞∑
n=1

1
n ln n ,

b)
∞∑
n=1

1
n2 .
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S̃(x) = S(x)(x − x0)
s , která uº bude na n¥jakém okolí bodu x0

analytická a proto m·ºeme psát

S(x) = a−s
(x − x0)s

+ · · · + a−1

x − x0
+ a0 + a1(x − x0)+ · · · =

=
∞∑

n=−s
an(x − x0)

n.

Uvaºujme nyní odd¥len¥ £ásti obecné Laurentovy °ady

S(x) = S− + S+ =
−1∑

n=−∞
an(x − x0)

n +
∞∑
n=0

an(x − x0)
n.

Pro °adu S+ víme z V¥ty 5.49, ºe její polom¥r konvergence R je
dán rovností

R−1 = lim sup
n→∞

n
√|an|.

Kdyº v²ak aplikujeme tutéº úvahu na °adu S− s dosazenými hodno-
tami 1/x za x, zjistíme, ºe °ada S−(x) konverguje pro |x−x0| > r,
kde

r−1 = lim sup
n→∞

n
√|a−n|.

Tyto úvahy platí bezezbytku i pro komplexní hodnoty x dosazované
do na²ich výraz·.

V¥ta. Laurentova °ada S(x) se st°edem x0 konverguje pro v²echna
x ∈ C spl¬ující r < |x − x0| < R a diverguje pro v²echna x
spl¬ující |x − x0| < r nebo |x − x0| > R.

Vidíme tedy, ºe Laurentova °ada nemusí konvergovat ve v·bec
ºádném bod¥, protoºe klidn¥ m·ºeme dosp¥t k hodnotám R < r.
Podíváme-li se ale nap°. na vý²e uvedený p°ípad racionálních
funkcí lomených rozvíjených do Laurentovy °ady v n¥kterém
z ko°en· jmenovatele, pak zjevn¥ je r = 0 a tedy, dle o£eká-
vání, bude konvergovat skute£n¥ na prstencovém okolí tohoto
bodu x0, zatímco R bude v tomto p°ípad¥ dáno práv¥ vzdáleností
k dal²ímu nejbliº²ímu ko°enu jmenovatele. V p°ípad¥ na²eho prv-

ního p°íkladu, funkce e−1/x2
je r = 0 a R = ∞.

6.47. Numerická p°iblíºení integrace. Podobn¥ jako na konci
p°edchozí £ásti textu (viz odstavec 6.17), nyní vyuºi-
jeme Taylorova rozvoje k návrhu co nejlep²ích a zá-
rove¬ jednoduchých aproximací integrace. Budeme
pracovat s integrálem I = ∫ b

a
f (x)dx analytické

funkce f (x) a rovnom¥rným d¥lením intervalu [a, b] pomocí bod·
a = x0, x1, . . . , xn = b se vzdálenostmi xi − xi−1 = h > 0. Body
uprost°ed interval· v d¥leních si ozna£íme xi+1/2, hodnoty na²í
funkce v bodech d¥lení budeme psát jako f (xi) = fi .

P°ísp¥vek jednoho dílku d¥lení k integrálu spo£teme pomocí
Taylorova rozvoje a p°edchozí v¥ty 6.45. Zám¥rn¥ p°itom integru-
jeme symetricky kolem st°edových hodnot, aby se nám p°i procesu
integrace vzájemn¥ vyru²ily derivace lichých stup¬·:∫ h/2

−h/2
f (xi+1/2 + t)dt =

∫ h/2

−h/2

( ∞∑
n=0

1
n!
f (n)(xi+1/2)t

n

)
dt =

=
∞∑
k=0

(∫ h/2

−h/2
1
k!
f (k)(xi+1/2)t

k dt

)
=

=
∞∑
k=0

h2k+1

22k(2k + 1)!
f (2k)(xi+1/2).
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�e²ení. V²imn¥me si nejprve, ºe ani u jedné z uvaºovaných °ad neu-

míme o její konvergenci rozhodnout na základ¥ podílového £i odmoc-

ninového kriteria (v²echny limity lim
n→∞ |

an+1
an
| i lim

n→∞
n
√
an jsou rovny 1).

Pomocí integrálního kriteria pro konvergenci °ad pak dostáváme:

a) ∫ ∞

1

1
x ln(x)

dx =
∫ ∞

0

1
t

dt = lim
δ→∞ [ln(t)] δ0 = ∞,

daná °ada tedy diverguje.

b) ∫ ∞

1

1
x2

dx = lim
δ→∞

[
−1
x

]δ
1
= 1,

a daná °ada tedy konverguje. □

6.78. Pomocí integrálního kritéria rozhodn¥te o konvergenci °ady
∞∑
n=1

1
(n+1) ln2(n+1)

.

�e²ení. Funkce

f (x) = 1
(x+1) ln2(x+1)

, x ∈ [1,+∞)
je zjevn¥ na svém de�ni£ním oboru kladná a nerostoucí, a proto °ada

v zadání konverguje, práv¥ kdyº konverguje integrál
∫ +∞

1 f (x) dx.

Uºitím substituce y = ln (x + 1) (kdy je dy = dx/(x + 1)) m·ºeme

vy£íslit
+∞∫
1

1
(x+1) ln2(x+1)

dx =
+∞∫
ln 2

1
y2 dy = 1

ln 2 .

�ada tedy konverguje. □

G. Stejnom¥rná konvergence

6.79. Konverguje posloupnost funkcí

yn = e
x4

4n2 , x ∈ R, n ∈ N

stejnom¥rn¥ na R?

�e²ení. Posloupnost {yn}n∈N bodov¥ konverguje ke konstantní funkci

y = 1 na R, nebo´

lim
n→∞ e

x4

4n2 = e0 = 1, x ∈ R.

Z vy£íslení

yn

(√
2n
)
= e > 2 pro kaºdé n ∈ N

v²ak vyplývá, ºe se nejedná o stejnom¥rnou konvergenci. (V de�nici

stejnom¥rné konvergence posta£uje uváºit ε ∈ (0, 1).) □
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Velmi jednoduchým numerickým p°iblíºením integrace na
jednom dílku d¥lení je tzv. lichob¥ºníkové pravidlo, které pro apro-
ximaci vyuºívá plochu lichob¥ºníka ur£eného body [xi, 0], [xi, fi],
[0, xi+1], [xi+1, fi+1]. Tato plocha je

Pi = 1
2
(fi + fi+1)h

a celkem tedy integrál I odhadujeme hodnotou

Ilich =
n−1∑
i=0

Pi = h

2
(f0 + 2f1 + · · · + 2fn−1 + fn).

Srovnáme nyní Ilich s p°esnou hodnotou I spo£tenou pomocí
p°ísp¥vk· po jednotlivých dílcích d¥lení. Hodnoty fi m·ºeme vy-
jád°it pomocí prost°edních hodnot a derivací f (k)i+1/2 takto:

fi+1/2±1/2 = fi+1/2 ± h2f
′
i+1/2 +

h2

2!22 f
′′(i + 1/2)±

± h3

3!23 f
(3)(i + 1/2)+ . . . ,

takºe pro p°ísp¥vek Pi do odhadu dostáváme

Pi = 1
2
(fi + fi+1)h = h

(
fi+1/2 + h2

2!22 f
′′(i + 1/2)

)+ O(h5).

Odtud dostáváme odhad chyby I − Ilich na jednom dílku d¥lení

1i = h
(
fi+1/2 + h

2

24
f ′′
i+1/2 − fi+1/2 − h

2

8
f ′′
i+1/2 + O(h4)

) =
= h3

12
f ′′
i+1/2 + O(h5).

Celková chyba tedy je odhadnuta jako

I − Ilich = 1
12
nh3f ′′ + nO(h5) = 1

12
(b − a)h2f ′′ + O(h4)

kde f ′′ vyjad°uje odhad pro druhou derivaci f .
Pokud nám lineární aproximace funkce po jednotlivých díl-

cích nesta£í, dal²ím pokusem m·ºe být aproximace kvadratickým
polynomem. K tomu ale budeme pot°ebovat vºdy t°i body, takºe
budeme pracovat s dílky d¥lení po dvou. P°edpokládejme tedy ºe
n = 2m a uvaºujme xi s lichými indexy. Budeme poºadovat

fi+1 = f (xi + h) = fi + αh+ βh2,

fi−1 = f (xi − h) = fi − αh+ βh2,

coº dává (viz podobnost s diferencí pro aproximaci druhé derivace)

β = 1
2h2 (fi+1 + fi−1 − 2fi).

Plocha p°ibliºného vyjád°ení integrálu na dvou dílcích d¥lení mezi
xi−1 a xi+1 je nyní odhadnuta výrazem

Pi =
∫ h

−h
fi + αt + βt2 dt = 2hfi + 2

3
βh3 =

= 2hfi + 2h
6
(fi+1 + fi−1 − 2fi) =

= h

3
(4fi+1 + fi−1 − 2fi).

Tomuto postupu se °íká Simpsonovo pravidlo. Celý integrál je nyní
p°iblíºen výrazem

ISimp = 1
3
h
(
f0 + f2n + 4

∑
liché k

fk + 2
∑

sudé k

fk
)
.

368

6.80. Ur£ete, zda °ada
∞∑
n=1

√
x·n

n4+x2

stejnom¥rn¥ konverguje na intervalu (0,+∞).
�e²ení. P°i ozna£ení

fn(x) =
√
x·n

n4+x2 , x > 0, n ∈ N,

je

f ′
n(x) = n

(
n4−3x2)

2
√
x
(
n4+x2

)2 , x > 0, n ∈ N.

Nech´ n ∈ N je nadále libovolné. Nerovnosti f ′
n(x) > 0 pro

x ∈
(

0, n2/
√

3
)
a f ′

n(x) < 0 pro x ∈
(
n2/
√

3,+∞
)
implikují,

ºe maximum funkce fn nastává práv¥ v bod¥ x = n2/
√

3. Protoºe

fn

(
n2√

3

)
= 4√27

4n2 a
∞∑
n=1

4√27
4n2 =

4√27
4

∞∑
n=1

1
n2 < +∞,

podle Weierstrassova kritéria °ada
∑∞

n=1 fn(x) konverguje stej-

nom¥rn¥ na intervalu (0,+∞). □

6.81. Pro x ∈ [−1, 1] se£t¥te
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+1) x
n+1 .

�e²ení. Nejprve upozorn¥me, ºe symbolem pro neur£itý integrál

budeme ozna£ovat jednu konkrétní primitivní funkci (p°i zachování

prom¥nné), kterou je vhodné chápat jako tzv. funkci horní meze,

p°i£emº dolní mez je nula. Uºitím v¥ty o integraci mocninné °ady pro

x ∈ (−1, 1) obdrºíme∑∞
n=1

(−1)n+1

n(n+1) x
n+1 =∑∞

n=1

(
(−1)n+1

n

∫
xn dx

)
=

=
∫ ∞∑

n=1

(
(−1)n+1

n
xn
)
dx = ∫ ∑∞

n=1

(
(−1)n+1

∫
xn−1 dx

)
dx =

= ∫ ( ∫ ∑∞
n=1(−x)n−1 dx

)
dx = ∫ ( ∫ 1−x+x2−x3+· · · dx)dx =

= ∫ ( ∫ 1
1+x dx

)
dx =

∫
ln (1+ x) + C1 dx .

Jelikoº ∫ ∞∑
n=1

(
(−1)n+1

n
xn
)
dx =

∫
ln (1+ x) + C1 dx,

ze spojitosti uvaºovaných funkcí víme, ºe
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn = ln (1+ x) + C1, x ∈ (−1, 1).

Volba x = 0 potom dává 0 = ln 1+ C1, tj. C1 = 0. Dále je∫
ln (1+ x) dx = ∣∣ per partes ∣∣ = ∣∣∣∣ u = ln (1+ x) u′ = 1

1+x
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ =
= x ln (1+ x) − ∫ x

1+x dx = x ln (1+ x) − ∫ 1− 1
1+x dx =

= x ln (1+ x) − x + ln (1+ x) +C2 = (x + 1) ln (x + 1)− x +C2.
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Obdobným postupem jako vý²e odvodíme, ºe celková chyba je od-
hadnuta výrazem

I − ISimp = 1
180

(b − a)h4f (4) + O(h5),

kde f (4) p°edstavuje odhad pro £tvrtou derivaci funkce f .
Záv¥rem této kapitoly se zastavíme u dal²ích koncept· inte-

grace. Jako první uvedememodi�kaci Riemannova integrálu, která
bude pozd¥ji uºite£ná v úvahách o pravd¥podobnosti a statistice.
Ve výkladu vesm¥s uº ale z·staneme spí²e v rovin¥ poznámek a
post°eh·, zájemce o podrobný výklad bude muset vyhledat jiné
zdroje.

6.48. Riemann·v�Stieltjes·v integrál. P°i na²í p°edstav¥
o integraci jakoºto s£ítání nekone£n¥ mnoha linearizovaných
(nekone£n¥) malých p°ír·stk· do plochy zadané funkcí f (x)
jsme pominuli moºnost, ºe bychom pro r·zné hodnoty x brali
p°ír·stky r·zn¥ váºn¥. To by jist¥ mohlo být na in�nitesimální
úrovni zaji²t¥no zám¥nou diferenciálu dx za φ(x)dx pro n¥jakou
vhodnou funkci φ. Takové chování jsme vid¥li nap°. p°i výpo£tu
délky parametrizované k°ivky v prostoru.

Jist¥ si ale také umíme p°edstavit, ºe v n¥kterém bod¥ x0 je
p°ír·stek do integrované veli£iny dán jako αf (x0)

nezávisle na na velikosti p°ír·stku x. T°eba m·ºeme
sledovat pravd¥podobnost, ºemnoºství promile alko-
holu v krvi °idi£e p°i kontrole bude nejvý²e x. S do-

cela velkou pravd¥podobností získáme hodnotu 0, tedy pro jaký-
koliv integrální sou£et musí dílek obsahující nulu p°isp¥t i kon-
stantním nenulovým p°ísp¥vkem, nezávisle na norm¥ d¥lení. Ta-
kové chování neumíme namodelovat vynásobením diferenciálu dx
n¥jakou reálnou funkcí. Místo toho m·ºeme zobecnit Riemann·v
integrál následovn¥:

Zvolme na kone£ném intervalu [a, b] reálnou neklesající
funkci g. Pro kaºdé d¥lení 4 s reprezentanty ξi a d¥lícími body

a = x0, x1, . . . , xn = b
de�nujeme Riemann·v�Stieltjes·v integrální sou£et pro funkci
f (x) takto:

S4 =
n∑
i=1

f (ξi)
(
g(xi)− g(xi−1)

)
.

�ekneme pak, ºe Riemann·v�Stieltjes·v integrál

I =
∫ b

a

f (x)dg(x)

existuje a má hodnotu I , jestliºe pro kaºdé reálné ε > 0 existuje
norma d¥lení δ > 0 taková, ºe pro v²echna d¥lení 4 s normou
men²í neº δ platí

|S4 − I | < ε.

Nap°., jestliºe zvolíme na intervalu [0, 1] za g(x) po £ástech
konstantní funkci s kone£n¥ mnoha body nespojitosti c1, . . . , ck a
�skoky�

αi = lim
x→ci+

g(x)− lim
x→ci−

g(x)

pak Riemann·v�Stieltjes·v integrál existuje pro kaºdou spojitou
f (x) a je roven

I =
∫ 1

0
f (x)dg(x) =

k∑
i=1

αif (ck).
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Protoºe zadaná °ada konverguje v bod¥ x = 0 se sou£tem 0, analo-
gicky jako pro C1 z

0 = 1 · ln 1− 0+ C2

vyplývá, ºe C2 = 0. Celkem tedy získáváme
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+1) x
n+1 = (x + 1) ln (x + 1)− x, x ∈ (−1, 1).

Navíc podle Abelovy v¥ty (viz 6.45)je sou£et uvaºované °ady ro-

ven (p°ípadné nevlastní) limit¥ funkce (x+1) ln (x + 1)−x v bodech
−1 a 1. V na²em p°ípad¥ jsou ob¥ limity vlastní (v bod¥ 1 je dokonce

funkce spojitá a hodnota limity v bod¥ 1 je pak rovna funk£ní hodnot¥

2 ln 2− 1. Pro výpo£et hodnoty limity v bod¥ −1 pouºijeme L'Hospi-

talova pravidla:

lim
x→−1+(x + 1) ln (x + 1)− x = lim

t→0+ t ln t + 1 =

= lim
t→0+

ln t
1
t

+ 1 =

= lim
t→0+

1
t

− 1
t2

+ 1 = lim
t→0+ −t + 1 = 1.

Konvergenci °ady v bodech ±1 lze samoz°ejm¥ ov¥°it p°ímo. Do-

konce lze p°ímo i odvodit
∞∑
n=1

1
n(n+1) = 1 (rozepsáním 1

n(n+1) = 1
n
− 1
n+1 .

□

6.82. Sou£et °ady. Pomocí v¥ty 6.41 �o zám¥n¥ limity a integrálu

posloupnosti stejnom¥rn¥ konvergentních funkcí� nyní se£teme £ísel-

nou °adu
∞∑
n=1

1
n2n

.

Vyuºijeme toho, ºe
∞∫
2

dx
xn+1 = 1

n2n .

�e²ení. Na intervalu (2,∞) konverguje °ada funkcí ∑∞
n=1

1
xn+1 stej-

nom¥rn¥. To plyne nap°íklad z Weierstrassova kriteria: kaºdá z funkcí
1

xn+1 je klesající na intervalu (2,∞), její hodnota tedy nep°evy²uje
1

2n+1 ; °ada
∑∞

n=1
1

2n+1 je ov²em konvergentní (jedná se o geometrickou

°adu s kvocientem 1
2 . Podle Weierstrassova kriteria tedy °ada funkcí∑∞

n=1
1

xn+1 tedy konverguje stejnom¥rn¥. Dokonce umíme výslednou

funkci explicitn¥ vyjád°it. Její hodnota v libovolném x ∈ (2,∞) je
hodnotou geometrické °ady s kvocientem 1

x
, ozna£íme-li tedy limitu

jako f (x), je

f (x) =
∞∑
n=1

1
xn+1

= 1
x2

1
1− 1

x

= 1
x(x − 1)

.
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Stejnou technikou, jako jsme pouºívali u Riemannova inte-
grálu, lze i nyní zavést horní a dolní sou£ty a horní a dolní Rie-
mann·v�Stieltjes·v integrál, které mají tu výhodu, ºe pro omezené
funkce vºdy existují a jejich hodnoty splývají, práv¥ kdyº existuje
Riemann·v�Stieltjes·v integrál ve vý²e uvedeném smyslu.

Jiº u Riemannova integrálu jsme m¥li problém s integrovatel-
ností funkcí, které byly �p°íli² rozeskákané�. Technicky pro funkci
g(x) na kone£ném intervalu [a, b] zavádíme její variaci vztahem

varba g = sup
4

n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)|,

kde supremum bereme p°es v²echna d¥lení 4 intervalu [a, b]. Po-
kud je supremumnekone£né, °íkáme, ºe g(x)má neomezenou vari-
aci na [a, b], v opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe je g funkce s omezenou
variací na intervalu [a, b].

Podobn¥, jak jsme postupovali u Riemannova integrálu,
m·ºeme docela snadno odvodit následující:

V¥ta. Nech´ f (x) a g(x) jsou reálné funkce na kone£ném intervalu
[a, b].
(1) Pokud je g(x) neklesající a spojit¥ diferencovatelná, pak Rie-

mann·v integrál nalevo a Riemann·v�Stieltjes·v integrál na-
pravo existují sou£asn¥ a jejich hodnoty jsou si rovny∫ b

a

f (x)g′(x)dx =
∫ b

a

f (x)dg(x)

(2) Pokud je f (x) spojitá a g(x) je neklesající funkce s kone£nou

variací, pak integrál
∫ b
a
f (x)dg(x) existuje.

6.49. Kurzweil·v integrál. Posledním zastavením bude mo-
di�kace Riemannova integrálu, která napravuje
ne²´astné chování ve t°etím bodu v odstavci 6.37, tj.
limity neklesajících posloupností integrovatelných
funkcí budou op¥t integrovatelné. Pak budeme moci

i v t¥chto p°ípadech m¥nit po°adí limitního procesu a integrace,
jak tomu bylo u stejnom¥rné konvergence.

V²imn¥me si nap°ed v £em je jádro problému. Intuitivn¥
bychom m¥li p°edpokládat, ºe hodn¥ malé mnoºiny musí mít veli-
kost nulovou, a tudíº by zm¥ny hodnot funkcí na takovýchto mnoºi-
nách nem¥ly ovlivnit integraci. Navíc, spo£etné sjednocení tako-
vých �pro integraci zanedbatelných� mnoºin by m¥lo mít op¥t ve-
likost nulovou. Jist¥ bychom tedy £ekali, ºe nap°. mnoºina racio-
nálních £ísel uvnit° kone£ného intervalu bude mít takovouto vlast-
nost a tedy její charakteristická funkce by m¥la být integrovatelná
a hodnota takového integrálu má být nulová.

�ekneme, ºe mnoºina A ⊂ R má nulovou míru, kdyº pro ka-
ºdé ε > 0 m·ºeme najít pokrytí mnoºiny A spo£etným systémem
otev°ených interval· Ji , i = 1, 2, . . . , takových, ºe

∞∑
i=1

m(Ji) < ε.

V dal²ím budeme vºdy výrokem �funkce f má na mnoºin¥ B da-
nou vlastnost skoro v²ude� myslet skute£nost, ºe má f tuto vlast-
nost ve v²ech bodech, aº na podmnoºinu A ⊂ B míry nula. Nap°.
tedy charakteristická funkce racionálních £ísel je skoro v²ude nu-
lová, po £ástech spojitá funkce je skoro v²ude spojitá atd.

Cht¥li bychom nyní modi�kovat de�nici Riemannova inte-
grálu tak, abychom um¥li p°i volb¥ d¥lení a p°íslu²ných Rieman-
nových sou£t· eliminovat neblahý vliv hodnot integrované funkce
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Pouºitím (6.43) (3) dostáváme

∞∑
n=1

1
n2n
=

∞∑
n=1

∫ ∞

2

dx
xn+1

=

=
∫ ∞

2

( ∞∑
n=1

1
xn+1

)
dx =

=
∫ ∞

2

1
x(x − 1)

dx =

= lim
δ→∞

∫ δ

2

1
x − 1

− 1
x

dx =
= lim

δ→∞ [(ln(δ − 1)− ln(δ)− ln(1)+ ln 2] =

= lim
δ→∞

[
ln
(
δ − 1
δ

)]
+ ln(2) =

= ln
(

lim
δ→∞

δ − 1
δ

)
+ ln 2 = ln 2.

□

6.83. Uvaºme funkci f (x) =∑∞
n=1 ne

−nx . Ur£ete∫ ln 3

ln 2
f (x) dx.

�e²ení. Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ z Weierstrassova krite-

ria pro stejnom¥rnou konvergenci vyplývá, ºe °ada funkcí
∑∞

n=1 ne
−nx

konverguje stejnom¥rn¥ na intervalu (ln 2, ln 3), nebo´ kaºdá z funkcí
ne−nx je men²í neº n

2n na (ln 2, ln 3) a °ada
∑∞

n=1
n
2n konverguje, coº

plyne t°eba z podílového kriteria pro konvergenci °ad:

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)2−(n+1

n2n
= lim

n→∞
1
2
n+ 1
n
= 1

2
.

Celkem podle (6.43) (3) platí∫ ln 3

ln 2
f (x) dx =

∫ ln 3

ln 2

∞∑
n=1

ne−nx =

=
∞∑
n=1

∫ ln 3

ln 2
ne−nx dx =

=
∞∑
n=1

[−e−nx]ln 3
ln 2 =

∞∑
n=1

(
1
2n
− 1

3n

)
= 1− 1

2
= 1

2
.

□

6.84. Ur£ete následující limitu (postup výpo£tu zd·vodn¥te):

lim
n→∞

∫ ∞

0

cos
(
x
n

)(
1+ x

n

)n dx.
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na p°edem známé mnoºin¥ míry nula. Nabízí se zkusit zajistit, aby
dílky v uvaºovaných d¥leních s reprezentanty m¥ly tu vlastnost, ºe
kolem bod· takovéto mnoºiny budou kontrolovateln¥ malé.

Kladnou reálnou funkci δ na kone£ném intervalu [a, b] nazý-
váme kalibr. D¥lení4 intervalu [a, b] s reprezentanty ξi nazýváme
δ�kalibrované, jestliºe pro v²echna i platí

ξi − δ(ξi) < xi−1 ≤ ξi ≤ xi < ξi + δ(ξi).
Pro dal²í postup je podstatné ov¥°it, ºe ke kaºdému kalibru δ

lze najít n¥jaké δ�kalibrované d¥lení s reprezentanty. Tomuto tvr-
zení se °íká Cousinovo lemma a lze jej dokázat nap°. obvyklým po-
stupem op°eným o vlastnosti suprem. Pro daný kalibr δ na [a, b]
si ozna£íme M mnoºinu v²ech bod· x ∈ [a, b] takových. ºe na
[a, x] lze δ�kalibrované d¥lení s reprezentanty najít. Jist¥ jeM ne-
prázdná a ohrani£ená a má tedy supremum s. Kdyby s ̸= b, pak
bychom um¥li najít kalibrované d¥lení s reprezentantem v s a to
vede na spor.

Nyní jiº m·ºeme zavést zobecn¥ní Riemannova integrálu
takto:

De�nice. Funkce f de�novaná na kone£ném intervalu [a, b] má
Kurzweil·v integrál

I =
∫ b

a

f (x) dx,

jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje kalibr δ takový, ºe pro kaºdé
δ�kalibrované d¥lení s reprezentanty 4 platí pro p°íslu²ný Rie-
mann·v sou£et S4 odhad |S4 − I | < ε.

6.50. Vlastnosti Kurzweilova integrálu. P°edn¥ si pov²imn¥me,
ºe jsme p°i de�nici Kurzweilova integrálu jen omezili
mnoºinu v²ech d¥lení, pro které Riemannovy sou£ty
bereme v úvahu. Pokud tedy bude na²e funkce ri-
emannovsky integrovatelná, musí mít nutn¥ i Kur-

zweil·v integrál a tyto dva integrály jsou si rovny.
Ze stejného d·vodu m·ºeme zopakovat argumentaci ve V¥t¥

6.24 o jednoduchých vlastnostech Riemannova integrálu a op¥t
ov¥°it, ºe se stejn¥ chová i integrál Kurzweil·v. Zejména je lineární
kombinace integrovatelných funkcí cf (x)+ dg(x) op¥t integrova-
telná a její integrál je c

∫ b
a
f (x)dx+d ∫ b

a
g(x)dx atd. P°i d·kazu je

pot°eba jen promyslet drobné modi�kace p°i diskusi zjemn¥ných
d¥lení, která navíc mají být δ�kalibrovaná.

Podobn¥ lze roz²í°it pro p°ípad monotonních posloupností
bodov¥ konvergentních funkcí argumentaci ov¥°ující, ºe limity
stejnom¥rn¥ konvergující posloupnosti integrovatelných funkcí fn
jsou op¥t integrovatelné a integrálem limity je limita hodnot inte-
grál· fn.

Kone£n¥, Kurzweil·v integrál se chová tak, jak bychom si
p°áli, i v·£i mnoºinám s nulovou mírou:

V¥ta. Uvaºme funkci f na intervalu [a, b], která je skoro v²ude

nulová. Pak Kurzweil·v integrál
∫ b
a
f (x)d(x) existuje a je roven

nule.

D·kaz. Jde o p¥knou ilustraci my²lenky, ºe se m·ºeme
zbavit vlivu hodnot na malé mnoºin¥ pomocí chytré volby kalibru.
Ozna£me si M p°íslu²nou mnoºinu míry nula, vn¥ které je
f (x) = 0 a pi²me Mk ⊂ [a, b], k = 1, . . . , pro podmnoºinu
bod·, pro které je k−1 < |f (x)| ≤ k. Protoºe má kaºdá z mnoºin
Mk nulovou míru, m·ºeme ji pokrýt spo£etným systémem
v sou£tu libovoln¥ malých a po dvou disjunktních otev°ených
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�e²ení. Ur£eme nejprve lim
n→∞

cos( x
n
)(

1+ x
n

)n . Posloupnost t¥chto funkcí kon-

verguje bodov¥ a s vyuºitím 5.43 máme

lim
n→∞

cos( x
n
)(

1+ x
n

)n = 1

lim
n→∞

(
1+ x

n

)n = 1
ex

Lze ukázat, ºe daná posloupnost konverguje stejnom¥rn¥. Potom

podle (6.41)

lim
n→∞

∫ ∞

0

cos
(
x
n

)(
1+ x

n

)n dx =
∫ ∞

0

[
lim
n→∞

cos
(
x
n

)(
1+ x

n

)n
]

dx =

=
∫ ∞

0

1
ex
= 1

Ov¥°ení stejnom¥rné konvergence dané posloupnosti necháváme

na £tená°i (podotýkáme jenom, ºe diskuze je sloºit¥j²í neº v p°edcho-

zích p°íkladech). □
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interval· Jk,i . De�nujme si nyní kalibr δ(x) pro x ∈ Jk,i tak, aby
celé intervaly (x − δ(x), x + δ(x)) byly stále obsaºeny v Jk,i .
Mimo mnoºinuM pak δ dode�nujeme libovoln¥.

Pro δ�kalibrované d¥lení 4 intervalu [a, b] pak m·ºeme od-
hadnout p°íslu²ný Riemann·v sou£et∣∣∣∣n−1∑

i=0

f (ξi)(xi+1 − xi)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n−1∑

i=0
ξi∈M

f (ξi)(xi+1 − xi)
∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑
k=1

n−1∑
i=0
ξi∈Mk

∣∣f (ξi)∣∣(xi+1 − xi) ≤

≤
∞∑
k=1

k

( n−1∑
j=0
ξi∈Mk

m(Jk,j )

)
.

Pokud tedy pro p°edem známé ε chceme dosáhnout, aby tento od-
had byl men²í neº ε, sta£í volit pokrytí intervaly Jk,j tak, aby

∞∑
j=1

m(Jk,j ) ≤ ε

k2k
.

Pak totiº v posledním výrazu v na²em odhadu m·ºeme dosadit
za vnit°ní sumu, se£íst geometrickou °adu

∑∞
k=1 2−k a dostaneme

práv¥ poºadované ε. □
D·sledek. Integrovatelnost dané funkce f (x) ve smyslu Kurzweila
ani hodnotu jejího integrálu nezm¥níme, pozm¥níme-li hodnoty
f (x) na mnoºin¥ míry nula.

V literatu°e lze najít mnoho krásných a uºite£ných výsledk· o
integrálech, které p°ipou²tí zám¥nu limitních proces· daleko ²í°eji
neº je tomu i Riemannova integrálu. Kurzweil·v integrál je jed-
nou z moºných cest, £ast¥j²í je pouºití integrálu Lebesgueova a
souvislostí s abstraktní teorií míry. Nemáme tu nyní prostor pro
dal²í úvahy v t¥chto sm¥rech.
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H. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

6.85. Nech´ je dána funkce f a bod z, p°i£emº platí

f (z) = 0, f ′(z) = 0, f ′′(z) = 0, f (3)(z) = 1.

Která z následujících tvrzení:

(a) te£nou ke grafu funkce f v bod¥ [z, f (z)] je osa x;
(b) funkce f není polynomem druhého stupn¥;

(c) funkce f v bod¥ z roste;

(d) funkce f nemá v bod¥ z ostré lokální minimum;

(e) bod z je in�exním bodem funkce f

jsou zcela jist¥ pravdivá? ⃝
6.86. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f (x) = cos x
cos 2x .

�e²ení. Do de�ni£ního oboru náleºí v²echna x ∈ R, pro která je cos 2x ̸= 0. Rovnice cos 2x = 0 je

spln¥na práv¥ pro

2x = π
2 + kπ, k ∈ Z, tj. x = π

4 + kπ
2 , k ∈ Z.

Jako de�ni£ní obor tak obdrºíme mnoºinu

R∖
{
π
4 + kπ

2 ; k ∈ Z
}
.

Z°ejm¥ je

f (−x) = cos(−x)
cos(−2x) = cos x

cos 2x = f (x)
pro v²echna x z de�ni£ního oboru, a tudíº je f s de�ni£ním oborem symetrickým kolem po£átku

sudou funkcí, coº vyplynulo ze sudosti funkce y = cos x. Kdyº dále uváºíme, ºe kosinus je periodický

s periodou 2π (tj. y = cos 2x má periodu π), dostaneme, ºe posta£uje uvaºovat funkci f pro

x ∈ D := [0, π ] ∖
{
π
4 + kπ

2 ; k ∈ Z
} = [0, π4 ) ∪ (π4 , 3π

4

) ∪ ( 3π
4 , π

]
,

nebo´ pr·b¥h zadané funkce na celém jejím de�ni£ním oboru lze odvodit s pouºitím toho, ºe je sudá

a periodická s periodou 2π .
Zabývejme se proto pouze body nespojitosti x1 = π/4 a x2 = 3π/4 a stanovme pro n¥ p°íslu²né

jednostranné limity

lim
x→ π

4 −
cos x
cos 2x = +∞, lim

x→ π
4 +

cos x
cos 2x = −∞,

lim
x→ 3π

4 −
cos x
cos 2x = +∞, lim

x→ 3π
4 +

cos x
cos 2x = −∞.

P°ihlédneme-li ke spojitosti f na intervalu (π/4, 3π/4), vidíme, ºe f na tomto intervalu nabývá

v²ech reálných hodnot. Oborem hodnot f je tedy celé R. Rovn¥º jsme zjistili, ºe body nespojitosti

jsou tzv. druhého druhu, kdy aspo¬ jedna jednostranná limita je nevlastní (p°íp. neexistuje). Tím jsme

sou£asn¥ dokázali, ºe p°ímky x = π/4 a x = 3π/4 jsou asymptotami bez sm¥rnice. Kdybychom

p°edchozí výsledky formulovali bez omezení se na interval [0, π ], tak m·ºeme nap°. °íci, ºe ve v²ech

bodech

x̂k = π
4 + kπ

2 , k ∈ Z

má f nespojitost druhého druhu a ºe kaºdá p°ímka

x = π
4 + kπ

2 , k ∈ Z
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je asymptotou bez sm¥rnice. Sou£asn¥ z periodi£nosti funkce f vyplývá, ºe jiné asymptoty neexis-

tují. Zvlá²t¥ nem·ºe mít ºádné asymptoty se sm¥rnicí, ani nemohou existovat (jako nevlastní) limity

limx→+∞ f (x), limx→−∞ f (x). Je²t¥ ur£íme pr·se£íky s osami. Pr·se£ík [0, 1] s osou y nalezneme

vy£íslením f (0) = 1. P°i hledání pr·se£ík· s osou x uvaºujeme rovnici cos x = 0, x ∈ D s jediným

°e²ením x = π/2. Snadno dále získáme intervaly [0, π/4), (π/2, 3π/4), kde je funkce f kladná,

a intervaly (π/4, π/2), (3π/4, π ], kde je záporná.
Nyní p°istoupíme k výpo£tu derivace

f ′(x) = − sin x cos 2x − 2 cos x (− sin 2x)
cos2 2x

=

= − sin x
(
cos2 x − sin2 x

) + 2 cos x (2 sin x cos x)
cos2 2x

=

= sin3 x + 3 cos2 x sin x
cos2 2x

=
(
sin2 x + cos2 x + 2 cos2 x

)
sin x

cos2 2x
=

=
(
2 cos2 x + 1

)
sin x

cos2 2x
, x ∈ D.

Body, ve kterých je f ′(x) = 0, jsou °e²ením rovnice sin x = 0, x ∈ D, tj. derivace je nulová

v bodech x3 = 0, x4 = π . Z nerovností

2 cos2 x + 1 ≥ cos2 2x > 0, sin x > 0, x ∈ D ∩ (0, π)
plyne, ºe v kaºdém vnit°ním bod¥ mnoºinyD funkce f roste, a tudíº f roste na kaºdém podintervalu

D. Sudost f potom implikuje, ºe klesá v kaºdém bod¥ x ∈ (−π, 0), x ̸= −3π/4, x ̸= −π/4. Funkce
má proto ostré lokální extrémy práv¥ v bodech

x̃k = kπ, k ∈ Z.

Vzhledem k periodi£nosti f tyto extrémy jednozna£n¥ popí²eme pozorováním, ºe pro x3 = x̃0 = 0
dostáváme lokální minimum (zopakujme funk£ní hodnotu f (0) = 1) a pro x4 = x̃1 = π lokální

maximum s funk£ní hodnotou f (π) = −1.
Spo£ítejme druhou derivaci

f ′′(x) =
[
4 cos x(− sin x) sin x+(

2 cos2 x+1
)

cos x
]

cos2 2x−4 cos 2x(− sin 2x)
(
2 cos2 x+1

)
sin x

cos4 2x

=
[−4 cos x sin2 x+2 cos3 x+cos x

](
cos2 x−sin2 x

)−4(−2 sin x cos x)
(
2 cos2 x+1

)
sin x

cos3 2x

= −6 cos3 x sin2 x+2 cos5 x+cos3 x+4 cos x sin4 x−cos x sin2 x+16 sin2 x cos3 x+8 sin2 x cos x
cos3 2x

=
[
10 sin2 x cos2 x+2 cos4 x+cos2 x+4 sin4 x+7 sin2 x

]
cos x

cos3 2x , x ∈ D.

Poznamenejme, ºe jednoduchými úpravami lze také vyjád°it

f ′′(x) =
(
3+4 cos2 x sin2 x+8 sin2 x

)
cos x

cos3 2x , x ∈ D

nebo

f ′′(x) =
(
11−4 cos4 x−4 cos2 x

)
cos x

cos3 2x , x ∈ D.

Protoºe

10 sin2 x cos2 x + 2 cos4 x + cos2 x + 4 sin4 x + 7 sin2 x > 0, x ∈ R,

resp.

3+ 4 cos2 x sin2 x + 8 sin2 x = 11− 4 cos4 x − 4 cos2 x ≥ 3, x ∈ R,

je f ′′(x) = 0 pro jisté x ∈ D tehdy a jen tehdy, kdyº cos x = 0. Tomu ale vyhovuje pouze x5 = π/2 ∈
D. Je vid¥t, ºe v tomto bod¥m¥ní f ′′ znaménko, tj. jedná se o in�exní bod. Jiný in�exní bod neexistuje

(druhá derivace f ′′ je spojitá na D). K dal²ím zm¥nám znaménka f ′′ dochází v nulových bodech
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jmenovatele, které jsme jiº d°íve ur£ili jako body nespojitosti x1 = π/4 a x2 = 3π/4. Znaménko se

tedy m¥ní práv¥ v bodech x1, x2, x5, a tak z nerovnosti

f ′′(x) > 0 pro x → 0+

vyplývá, ºe f je konvexní na intervalu [0, π/4), konkávní na (π/4, π/2], konvexní na [π/2, 3π/4)
a konkávní na (3π/4, π ]. Konvexnost a konkávnost funkce f na jiných podintervalech je dána její

periodi£ností a následujícím jednoduchým pozorováním. Je-li funkce sudá a konvexní na intervalu

(a, b), kde 0 ≤ a < b, potom je konvexní rovn¥º na (−b,−a).
Zbývá jen vy£íslit derivaci (k odhadu rychlosti r·stu funkce) v in�exním bod¥ se ziskem

f ′ (π/2) = 1. S pomocí v²ech p°edchozích výsledk· lze jiº lehce sestrojit graf funkce f . □

6.87. Vy²et°ete celkový pr·b¥h funkce

f (x) = − x2

x+1 , x ∈ R∖ {−1}.
Tedy ur£ete (má-li smysl):

(a) de�ni£ní obor (ten je zadán) a obor hodnot;

(b) p°ípadnou sudost, lichost, periodicitu;

(c) body nespojitosti a jejich druh (v£etn¥ p°íslu²ných jednostranných limit);

(d) pr·se£íky s osami x, y;

(e) intervaly, kde je funkce kladná a kde záporná;

(f) limity limx→−∞ f (x), limx→+∞ f (x);
(g) první a druhou derivaci;

(h) kritické a tzv. stacionární body, ve kterých je první derivace nulová (p°íp. body, ve kterých

neexistuje první nebo druhá derivace);

(i) intervaly monotonie;

(j) ostré i neostré lokální a absolutní extrémy;

(k) intervaly, kde je funkce konvexní a kde konkávní;

(l) in�exní body;

(m) asymptoty bez sm¥rnice a se sm¥rnicí;

(n) hodnoty funkce f a její derivace f ′ ve �významných� bodech;

(o) graf.

⃝
6.88. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f (x) = 1−x3

x2 .

Vy²et°ením pr·b¥hu funkce f se (nejen v tomto p°íkladu) rozumí udat de�ni£ní obor, obor hodnot

a p°ípadnou lichost, sudost, periodicitu; spo£ítat limity

lim
x→−∞ f (x) a lim

x→+∞ f (x),

jestliºe existují; ur£it body nespojitosti a jejich druh v£etn¥ p°íslu²ných jednostranných limit (pokud

existují), nulové body (pokud existují) a intervaly, kde je funkce kladná a kde záporná; stanovit první

(a druhou, je-li pot°eba) derivaci a intervaly, na kterých funkce roste, klesá, £i je konstantní; nalézt

stacionární (kritické) body a v²echny lokální extrémy (pokud existují); ur£it in�exní body a intervaly,

kde je funkce konvexní a kde konkávní; vypo£ítat hodnoty ve význa£ných bodech (tj. vy£íslit funkci
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ve stacionárních a v in�exních bodech, pom·ºe-li to p°i kreslení grafu, a uvést pr·se£íky s osami,

existují-li); na£rtnout její graf s asymptotami�. ⃝
6.89. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

x

ln(x)
,

a na£rtn¥te její graf. ⃝
�e²ení.

i) Nejprve ur£íme de�ni£ní obor funkce: R+ \ {1}.
ii) Nalezneme intervaly monotónnosti funkce: nejprve nalezneme nulové body derivace:

f ′(x) = ln(x)− 1
ln2(x)

= 0

Tato rovnice má ko°en e. Dále vidíme, ºe f ′(x) je na intervalu (0, 1) i (1, e) záporná, tedy je
f (x) na intervalu (0, 1) i na (1, e) klesající, dále je f ′(x) na intervalu (e,∞) kladná a tedy
f (x) rostoucí. Má tedy funkce f jediný extrém v bod¥ e a to minimum. (také bychom o tom

mohli rozhodnout pomocí znaménka druhé derivace funkce f v bod¥ e, je totiº f (2)(e) > 0)
iii) Ur£íme in�exní body:

f (2)(x) = 2− ln(x)
x ln3(x)

= 0

Tato rovnice má ko°en e2, který musí být in�exním bodem (extrém to jiº být nem·ºe vzhle-

dem k p°edchozímu bodu).

iv) Asymptoty. Funkce má asymptotu p°ímku x = 1. Dále hledejme asymptoty s kone£nou

sm¥rnicí k:

k = limx→∞
x

ln(x)

x
= lim

x→∞
1

ln(x)
= 0.

Pokud asymptota existuje, má tedy sm¥rnici 0. Pokra£ujme tedy ve výpo£tu

lim×→∞
x

ln(x)
− 0 · x = lim

x→∞ x = ∞,
a protoºe limita není kone£ná, asymptota s kone£nou sm¥rnicí neexistuje.

Pr·b¥h funkce:
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□

6.90. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f (x) = x3−3x2+3x+1
x−1 .

⃝
6.91. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f (x) = 3
√
x e−x .

⃝
6.92. Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f (x) = arctg x
2−x .

⃝
6.93. Vy²et°ete pr·b¥h funkce ln x

x
, mimo jiné nalezn¥te extrémy, in�exní body, asymptoty a na£rtn¥te

její graf. ⃝
6.94. Vy²et°ete pr·b¥h funkce, mimo jiné nalezn¥te extrémy, in�exní body, asymptoty.

ln(x2 − 3x + 2)+ x.
⃝

6.95. Vy²et°ete pr·b¥h funkce, mimo jiné nalezn¥te extrémy, in�exní body a asymptoty.

(x2 − 2)ex
2−1.

⃝
6.96. Vy²et°ete pr·b¥h funkce, mimo jiné nalezn¥te extrémy, in�exní body a asymptoty.

ln(2x2 − x − 1).

⃝
6.97. Vy²et°ete pr·b¥h funkce, mimo jiné nalezn¥te extrémy, in�exní body a asymptoty.

x2 − 2
x − 1

.

⃝
6.98. Pouºitím základních vzorc· ur£ete libovolnou primitivní funkci k funkci

(a) y =
√
x
√
x
√
x, x ∈ (0,+∞);

(b) y = (2x + 3x)2 , x ∈ R;
(c) y = 1√

4−4x2
, x ∈ (−1, 1);

(d) y = cos x
1+sin x , x ∈ (−π

2 ,
3π
2

)
.

⃝
6.99. Vyuºijte derivací funkcí y = tg x a y = cotg x k nalezení neur£itých integrál· funkcí
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(a) y = cotg2 x, x ∈ (0, π);
(b) y = 1

sin2 x cos2 x
, x ∈ (0, π2 ) .

⃝

6.100. Uve¤te primitivní funkci k funkci

y = ex + 3√
4−x2

na intervalu (−2, 2). ⃝

6.101. Ur£ete ∫
x3

1+x4 dx, x ∈ R.

⃝

6.102. Stanovte ∫ 4
x2−2x+3 dx, x ∈ R.

⃝

6.103. Pro x ∈ (0, 1) vypo£t¥te∫ (
x2+1
x
(
x2−1

) + 3√
4−4x2

+ 4 sin x − 5 cos x
)
dx .

⃝

6.104. Vyjád°ete neur£ité integrály

(a)
∫
arctg x dx, x ∈ R;

(b)
∫ ln x

x
dx, x > 0

pomocí integra£ní metody per partes. ⃝

6.105. Opakovaným uºitím pravidla per partes pro v²echna x ∈ R vypo£t¥te

(a)
∫
x2 sin x dx;

(b)
∫
x2 ex dx.

⃝

6.106. Ur£ete integrály

a)
∫ dx

sin2(x)−cos2(x)
,

b)
∫
x2
√

2x + 1 dx.
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�e²ení. Pro výpo£et prvního z integrál· zvolíme substituci t = tg x, kterou lze £asto s výhodou

uplatnit. ∫
dx

sin2(x)− cos2(x)
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tg x
dt = 1

cos2 x
dx = (1+ tg2(x)) dx = (1+ t2 ) dx

sin2(x) = tg2(x)

1+tg2(x)
= t2

1+t2
cos2(x) = 1

1+tg2(x)
= 1

1+t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
1

t2 − 1
dt = 1

2

∫
1

t − 1
− 1

2

∫
1

t + 1
=

= 1
2

ln
(

tg(x)− 1
tg(x)+ 1

)
+ C.

Nyní ur£eme druhý integrál:∫
x2
√

2x + 1 dx =

=
∣∣∣∣ u = x2 u′ = 2x
v′ = √2x + 1 v = 1

3(2x + 1)
3
2

∣∣∣∣ =
= 1

3
x2 (2x + 1)

3
2 − 4

3

∫
x2
√

2x + 1 dx − 2
9
(2x + 1)

3
2 + C,

coº m·ºeme chápat jako rovnici, kde neznámou je hledaný integrál. P°evedením na jednu stranu pak∫
x2
√

2x + 1 dx =

= 1
7
x2 (2x + 1)

3
2 − 2

7

∫
x
√

2x + 1 =

=
∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = √2x + 1 v = 1

3

√
2x + 1

∣∣∣∣ =
= 1

7
x2 (2x + 1)

3
2 − 2

7

(
1
3
x
√

2x + 1− 1
3

∫
(2x + 1)

3
2 dx

)
=

= 1
7
x2 (2x + 1)

3
2 − 2

21
x
√

2x + 1+ 2
105

(2x + 1)
5
2 =

= 1
7
x2 (2x + 1)

3
2 − 2

35
x(2x + 1)

3
2 + 2

105
(2x + 1)

3
2 + C.

□

6.107. Nap°íklad integrací per partes ur£ete∫
x ln2 x dx

pro x > 0. ⃝
6.108. Pomocí metody per partes spo£t¥te∫ (

2− x2
)
ex dx

na celé reálné ose. ⃝
6.109. Integrujte

(a)
∫
(2x + 5)10 dx, x ∈ R;

(b)
∫ 1
x ln2 x

dx, x > 0;
(c)

∫
e−x3

x2 dx, x ∈ R;
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(d)
∫

15 arcsin2 x√
1−x2

dx, x ∈ (−1, 1);
(e)

∫ ln x
x
dx, x > 0;

(f)
∫

arctg
√
x√

x(1+x) dx, x > 0;
(g)

∫
ex

e2x+3 dx, x ∈ R;
(h)

∫
sin
√
x dx, x > 0

aplikací substitu£ní metody. ⃝
6.110. Vypo£t¥te ∫ 2x4+2x2−5x+1

x
(
x2−x+1

)2 dx, x ̸= 0.

�e²ení. Platí∫ 2x4+2x2−5x+1
x
(
x2−x+1

)2 dx = ∫ dx
x
+ ∫ x+3

x2−x+1 dx +
∫

x−6(
x2−x+1

)2 dx =
= ln | x | + 1

2

∫ 2x−1
x2−x+1 dx + 7

2

∫
dx

x2−x+1 + 1
2

∫ 2x−1
(x2−x+1)2 dx −

− 11
2

∫
dx

(x2−x+1)2 =
t = x2 − x + 1
dt = (2x − 1) dx = ln | x | +

+ 1
2 ln

(
x2 − x + 1

)+ 7
2

∫
dx(

x− 1
2

)2+ 3
4

+ 1
2

∫
dt

t2
− 11

2

∫
dx[(

x− 1
2

)2+ 3
4

]2 =

= ln
∣∣∣ x√x2 − x + 1

∣∣∣+ 14
3

∫
dx(

2x−1√
3

)2+1
− 1

2t − 88
9

∫
dx[(

2x−1√
3

)2+1
]2 =

= u = 2x−1√
3

du = 2√
3
dx
= ln

∣∣∣ x√x2 − x + 1
∣∣∣+ 7

√
3

3

∫
du

u2+1 − 1
2(x2−x+1) −

− 44
√

3
9

∫
du[

u2+1
]2 = ln

∣∣∣ x√x2 − x + 1
∣∣∣+ 7

√
3

3 arctgu− 1
2(x2−x+1) −

− 44
√

3
9

(
1
2 arctgu+ 1

2
u

u2+1

)
+ C = ln

∣∣∣ x√x2 − x + 1
∣∣∣+

+ 7
√

3
3 arctg 2x−1√

3
− 22

√
3

9 arctg 2x−1√
3
− 1

2(x2−x+1) − 22
√

3
9

2x−1√
3(

2x−1√
3

)2+1
+

+ C = ln
∣∣∣ x√x2 − x + 1

∣∣∣− √
3

9 arctg 2x−1√
3
− 1

3
11x−4
x2−x+1 + C.

□

6.111. Pro x ∈ (0, 1) pomocí vhodných substitucí p°eve¤te integrály∫
x2
√

x
1−x dx ;

∫
dx

(x−1)
√
x2+x+1

na integrály racionálních lomených funkcí. ⃝
6.112. Pro x ∈ (−π/2, π/2) vypo£t¥te ∫

dx

1+sin2 x

pomocí substituce t = tg x. ⃝
6.113. Libovolným zp·sobem ur£ete ∫ √

x√
x+1 dx , x > 0.

⃝
6.114. Spo£t¥te

(a)
∫
xn ln x dx, x > 0, n ̸= −1;

(b)
∫

x

1+x4 dx, x ∈ R.
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⃝
6.115. Pro x > 0 stanovte

(a)
∫
(2+5x)3

4√
x3

dx;

(b)
∫ 3

√
1+ 4√x√
x

dx;

(c)
∫ 1

4√1+x4
dx.

�e²ení. V²echny t°i zadané integrály jsou tzv. binomické, tj. lze je zapsat jako∫
xm (a + bxn )p dx pro jistá £ísla a, b ∈ R, m, n, p ∈ Q.

Binomické integrály se tradi£n¥ °e²í aplikací substitu£ní metody. Pokud p ∈ Z (nikoli nutn¥ p < 0),
volí se substituce x = ts , kde s je spole£ný jmenovatel £ísel m a n; pokud m+1

n
∈ Z a p /∈ Z,

klade se a + bxn = ts , kde s je jmenovatel £ísla p; a pokud m+1
n
+ p ∈ Z (p /∈ Z, m+1

n
/∈ Z),

zavádí se a+ bxn = ts xn , kde s je jmenovatel p. V t¥chto t°ech p°ípadech je potom zaru£en p°echod

k integrování racionální lomené funkce.

Snadno tak vypo£ítáme

(a) ∫
(2+5x)3

4√
x3

dx = ∫ x− 3
4 (2+ 5x)3 dx =

p ∈ Z
x = t4

dx = 4t3 dt
= 4

∫ (
2+ 5t4

)3
dt =

= 4
∫ (

8+ 60t4 + 150t8 + 125t12
)
dt = 4

(
8t + 12t5 + 50

3 t
9 + 125

13 t
13
)+ C =

= 4
(

8 4
√
x + 12 4

√
x5 + 50

3
4
√
x9 + 125

13
4
√
x13
)
+ C;

(b)

∫ 3
√

1+ 4√x√
x
dx = ∫ x− 1

2

(
1+ x 1

4

) 1
3
dx =

p /∈ Z, m+1
n
∈ Z

1+ x 1
4 = t3

x = (t3 − 1)4

dx = 12t2
(
t3 − 1

)3
dt

= 12
∫
t3
(
t3 − 1

)
dt =

= 12
∫
t6 − t3 dt = 12

(
t7

7 − t4

4

)
+ C = 12 3

√
(1+ 4
√
x)4

(
1+ 4√x

7 − 1
4

)
+ C;

(c)

∫ 1
4√1+x4

dx = ∫ (1+ x4
)− 1

4 dx =
p /∈ Z, m+1

n
/∈ Z, m+1

n
+ p ∈ Z

1+ x4 = t4x4

x = (t4 − 1
)− 1

4

dx = −t3 (t4 − 1
)− 5

4 dt

= − ∫ t2

t4 −1dt =

= − ∫ t2

(t−1)(t+1)(t2 +1) dt = − 1
4

∫ ( 1
t−1 − 1

t+1 + 2
t2 +1

)
dt =

= − 1
4 (ln | t − 1 | − ln | t + 1 | + 2 arctg t) + C =
= − 1

4

[
ln

4
√

1
x4 +1−1

4
√

1
x4 +1+1

+ 2 arctg
(

4
√

1
x4 + 1

)]
+ C .

□

6.116. Pro x ∈ (−π
2 ,

π
2

)
integrujte

(a)
∫ sin3 x

1+4 cos2 x+3 sin2 x
dx;

(b)
∫ 1

1+sin2 x
dx;

(c)
∫ 1

2−cos x dx.
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�e²ení. Integrály ve tvaru
∫
f (sin x, cos x) dx pro jistou racionální lomenou funkci f se ob-

vykle °e²í substitu£ní metodou. Je-li f (sin x,− cos x) = −f (sin x, cos x), volí se t = sin x; je-li
f (− sin x, cos x) = −f (sin x, cos x), volí se t = cos x; a je-li f (− sin x,− cos x) = f (sin x, cos x),
pak t = tg x. Jestliºe neplatí ºádný z uvedených vztah·, pouºívá se substituce t = tg x

2 . Ukáºeme si

to na zadaných integrálech.

P°ípad (a). Ve jmenovateli je

1+ 4 cos2 x + 3 sin2 x = 4+ cos2 x

a v £itateli pouze funkce sinus v liché mocnin¥, tj. substituce t = cos x, kdy je dt = − sin x dx,
umoº¬uje nahradit v²echny siny a kosiny, a tak obdrºet∫ sin3 x

1+4 cos2 x+3 sin2 x
dx = ∫ sin x

(
1−cos2 x

)
4+cos2 x

dx = ∫ −(
1−t2 )

4+t2 dt = ∫ (1− 5
4+t2 ) dt =

= t − 5
2 arctg

t
2 + C = cos x − 5

2 arctg
cos x

2 + C.
P°ípad (b). Nebo´ je sinus (i kosinus) v sudé mocnin¥, v rámci substituce t = tg x provedeme

nahrazení

sin2 x = t2

1+t2 , cos2 x = 1
1+t2 , dx = 1

1+t2 dt,

£ímº získáme∫
dx

1+sin2 x
= ∫ 1

1+t2

1+ t2

1+t2

dt = ∫ 1
1+2t2 dt =

√
2

2 arctg
(√

2t
)
+ C =

√
2

2 arctg
(√

2 tg x
)
+ C.

P°ípad (c). Nyní pouºijeme univerzální substituci t = tg x
2 , kdy je

sin x = 2t
1+t2 , cos x = 1−t2

1+t2 , dx = 2
1+t2 dt.

S její pomocí ur£íme∫
dx

2−cos x =
∫ 2

1+t2

2− 1−t2

1+t2

dt = 2
∫

dt

1+3t2 = 2
√

3
3 arctg

(√
3t
)
+ C = 2

√
3

3 arctg
(√

3 tg x
2

)
+ C .

□

6.117. Prove¤te nazna£ené d¥lení polynom·

2x5−x4+3x2−x+1
x2−2x+4

pro x ∈ R. ⃝
6.118. Vyjád°ete funkci

y = 3x4+2x3−x2+1
3x+2

jako sou£et polynomu a ryze lomené racionální funkce. ⃝
6.119. Rozloºte racionální lomený výraz

(a) 4x2+13x−2
x3+3x2−4x−12 ;

(b) 2x5+5x3−x2+2x−1
x6+2x4+x2

na sou£et parciálních zlomk·. ⃝
6.120. Vyjád°ete funkci

y = 2x3+6x2+3x−6
x4−2x3

ve tvaru parciálních zlomk·. ⃝
6.121. Rozloºte výraz

7x2−10x+37
x3−3x2+9x+13
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na parciální zlomky. ⃝
6.122. Vyjád°ete racionální lomenou funkci

y = −5x+2
x4−x3+2x2

ve tvaru sou£tu parciálních zlomk·. ⃝
6.123. Rozloºte na parciální zlomky funkci

y = 1
x3(x+1) .

⃝
6.124. Uve¤te tvar rozkladu na parciální zlomky racionální lomené funkce

y = 2x2−114
(x−2) x2 (3x2+x+4)2 .

Neur£ité koe�cienty nepo£ítejte! ⃝
6.125. Upravte funkci

y = x4+6x2+x−2
x4−2x3

na sou£et polynomu a ryze lomené racionální funkceQ. Získanou funkci Q poté vyjád°ete ve tvaru

sou£tu parciálních zlomk·. ⃝
6.126. Napi²te primitivní funkci racionální lomené funkce

(a) y = 3
x−2 , x ̸= 2;

(b) y = − 2
(x−2)3 , x ̸= 2.

⃝
6.127. Vyjád°ete ∫ 3x+5

x2+4x+8 dx, x ∈ R.

⃝
6.128. Vypo£t¥te neur£itý integrál funkce

y = 1
(x2+x+1)2 , x ∈ R.

⃝
6.129. Ur£ete ∫

dx

x3+1 , x ̸= −1.

⃝
6.130. Integrujte ∫ 1

x3−1 dx , x ̸= 1.

⃝
6.131. Spo£t¥te integrál
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x3

(x−1)(x−2)2
dx , x ∈ R∖ {1, 2}.

⃝
6.132. Pro x ∈ (0, π2 ) vypo£ítejte

(a)
∫

sin3 x cos4 x dx;
(b)

∫ 1+cos2 x
1+cos 2x dx;

(c)
∫

2 sin2 x
2 dx;

(d)
∫

cos2 x dx;
(e)

∫
cos5 x

√
sin x dx;

(f)
∫

dx

sin2 x cos4 x
;

(g)
∫

dx

sin3 x
;

(h)
∫

dx
sin x .

⃝
6.133. Nech´ je dána funkce y = | x | na intervalu I = [−1, 1] a d¥lení

4n =
(−1,−n−1

n
, . . . ,− 1

n
, 0, 1

n
, . . . , n−1

n
, 1
)

intervalu I pro libovolné n ∈ N. Ur£ete S4n, sup a S4n, inf (tedy horní a dolní Riemann·v sou£et

odpovídající danému d¥lení).

Na základ¥ tohoto výsledku rozhodn¥te, zda je funkce y = | x | na [−1, 1] integrovatelná (v Rie-
mannov¥ smyslu). ⃝



385

KAPITOLA 6. DIFERENCIÁLNÍ A INTEGRÁLNÍ PO�ET

6.134. Vy£íslete

lim
n→∞

√
1+ 1

n
+

√
1+ 2

n
+···+√

1+1

n
.

⃝
6.135. Kolik existuje r·zných primitivních funkcí k funkci y = cos (ln x) na intervalu (0, 10)? ⃝
6.136. Zave¤te funkci f na intervalu I = [0, 1] tak, aby k ní na I neexistovala primitivní funkce.⃝
6.137. Pomocí Newtonova integrálu vy£íslete

(a)
π∫
0

sin x dx;

(b)
1∫

0
arctg x dx;

(c)
3π/4∫

−π/4
cos x

1+sin x dx;

(d)
e∫

1/e
| ln x | dx .

⃝
6.138. Spo£t¥te

2∫
1

x√
1+x2

dx.

⃝
6.139. Pro libovolná reálná £ísla a < b ur£ete

b∫
a

sgn x dx.

P°ipome¬me, ºe sgn x = 1, je-li x > 0; sgn x = −1, je-li x < 0; a sgn 0 = 0. ⃝
6.140. Vy£íslete ur£itý integrál

1∫
0

x3

1+x4 dx.

⃝
6.141. Nap°. opakovaným uºitím pravidla per partes spo£ítejte

π/2∫
0
e2x cos x dx.

⃝
6.142. Stanovte

1∫
−1
x2 e−x dx .

⃝
6.143. Vy£íslete integrál
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1∫
−1

x√
5−4x

dx

za pomoci substitu£ní metody. ⃝
6.144. Vypo£t¥te

(a)
e8∫
1

dx

x
√

1+ln x
;

(b)
ln 2∫
0

x
ex dx.

⃝
6.145. Které z kladných £ísel

p :=
π/2∫
0

cos7 x dx, q :=
π∫
0

cos2 x dx

je v¥t²í? ⃝
6.146. Ur£ete znaménka t¥chto t°í £ísel (hodnot integrál·)

a :=
2∫

−2
x3 2x dx; b :=

π∫
0

cos x dx; c :=
2π∫
0

sin x
x
dx.

⃝
6.147. Se°a¤te £ísla

A :=
π/2∫
0

cos x sin2 x dx, B :=
π/2∫
0

sin2 x dx, C :=
1∫

−1
−x5 5x dx,

D :=
10∫

2π

x2+2
x6+4 dx +

2π∫
π

x2+2
x6+4 dx +

π∫
10

x2+2
x6+4 dx

podle velikosti. ⃝
6.148. Uváºením geometrického významu ur£itého integrálu stanovte

(a)
2∫

−2
| x − 1 | dx;

(b)
0,10∫

−0,10
tg x dx;

(c)
2π∫
0

sin x dx.

⃝
6.149. Vypo£t¥te

∫ 1
−1 | x | dx. ⃝

6.150. Ur£ete
1∫

−1
x5 sin2 x dx.

⃝
6.151. S chybou men²í neº 1/10 p°ibliºn¥ vy£íslete

2∫
1

(
x − cos10 x

10

)
ln x dx .
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⃝
6.152. Vyjád°ete bez symbol· derivace a integrace výraz(

a∫
x2

3t2 cos t dt

) ′

s prom¥nnou x ∈ R a reálnou konstantou a, je-li derivováno podle x. ⃝
6.153. Spo£t¥te neur£itý integrál∫

1
x4 + 3x3 + 5x2 + 4x + 2

dx.

⃝
6.154. Vypo£t¥te integrál∫ π

2

π
4

sin t
1− cos2 t

dt.

⃝
6.155. Vypo£t¥te integrál ∫ ln 2

0

dx
e2x − 3ex

.

⃝
6.156. Vypo£t¥te:

(i)
∫ π

2
0 sin x sin 2x dx,

(ii)
∫

sin2 x sin 2x dx.

⃝
6.157. Vy£íslete nevlastní integrál

(a)
+∞∫
−∞

dx

1+x2 ;

(b)
+∞∫
0

dx
x
;

(c)
4∫

0

2x2+√
x

x
dx;

(d)
1∫

−1
ln | x | dx.

⃝
6.158. Ur£ete

3π/2∫
0

cos x
1+sin x dx.

⃝
6.159. Spo£ítejte nevlastní integrál

+∞∫
−∞

1
x2+x+1 dx .
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⃝
6.160. Vy£íslete

+∞∫
−∞

ex

e2x+ex+1 dx .

⃝
6.161. Uºitím substitu£ní metody vypo£t¥te

0∫
−∞

x e−x2
dx ;

∞∫
0

e− 1
x

x2 dx .

⃝
6.162. Vy£íslete integrály

1∫
0

e−√
x√
x
dx;

4∫
1

e−√
x√
x
dx;

+∞∫
4

e−√
x√
x
dx.

⃝
6.163. Uve¤te hodnoty α ∈ R, pro n¥º

(a)
+∞∫
1

dx
xα ∈ R;

(b)
1∫

0

dx
xα ∈ R;

(c)
+∞∫
−∞

sinαx dx ∈ R.

⃝
6.164. Pro jaká p, q ∈ R je integrál

+∞∫
2

dx
xp lnq x

kone£ný? ⃝
6.165. Rozhodn¥te, zda platí

(a)
+∞∫
−∞

dx

x2+3 ∈ R;

(b)
+∞∫
−∞

dx

x2−3 ∈ R;

(c)
+∞∫
1

1+2 sin3 x
x5+x3+1 dx ∈ R.

⃝
6.166. Vy£íslete cos π

10 s chybou men²í neº 10−5. ⃝
6.167. Pro konvergentní °adu

∞∑
n=0

(−1)n√
n+100
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odhadn¥te chybu aproximace jejího sou£tu £áste£ným sou£tem s9999. ⃝
6.168. Bez po£ítání derivací uve¤te Taylor·v polynom 4. stupn¥ se st°edem v bod¥ x0 = 0 funkce

f (x) = cos x − 2 sin x − ln (1+ x) , x ∈ (−1, 1).

Poté rozhodn¥te, zda je graf funkce f v okolí bodu [0, 1] nad te£nou, pod te£nou. ⃝
6.169. Z Taylorova rozvoje se st°edem v po£átku funkce y = sin x získejte pomocí derivace Taylor·v

rozvoj funkce y = cos x. ⃝
6.170. Najd¥te analytickou funkci, jejíº Taylorova °ada je

x − 1
3 x

3 + 1
5 x

5 − 1
7 x

7 + · · · ,
p°i£emº x ∈ [−1, 1]. ⃝
6.171. Ze znalosti sou£tu geometrické °ady odvo¤te Taylorovu °adu funkce

y = 1
5+2x

se st°edem v po£átku. Poté ur£ete její polom¥r konvergence. ⃝
6.172. Rozvi¬te funkci

y = 1
3−2x , x ∈ (− 3

2 ,
3
2

)
v Taylorovu °adu se st°edem v po£átku. ⃝
6.173. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci cos2(x) v bod¥ π/4 a ur£ete pro která x ∈ R tato °ada

konverguje. ⃝
6.174. Funkci y = ex de�novanou na celé reálné p°ímce vyjád°ete jako nekone£ný polynom se £leny

tvaru an(x−1)n a funkci y = 2x de�novanou na R vyjád°ete jako nekone£ný polynom se £leny anxn .

⃝
6.175. Nalezn¥te funkci f , k níº pro x ∈ R konverguje posloupnost funkcí

fn(x) = n2x3

n2x2+1 , n ∈ N.

Je tato konvergence stejnom¥rná na R? ⃝
6.176. Konverguje °ada

∞∑
n=1

n x

n4+x2 , kde x ∈ R,

stejnom¥rn¥ na celé reálné ose? ⃝
6.177. Z Taylorova rozvoje se st°edem v po£átku funkce y = sin x získejte pomocí derivace Taylor·v

rozvoj funkce y = cos x. ⃝
6.178. Odhadn¥te

(a) kosinus deseti stup¬· s p°esností alespo¬ 10−5;

(b) ur£itý integrál
∫ 1/2

0
dx

x4+1 s p°esností alespo¬ 10−3.

⃝
6.179. Ur£ete mocninný rozvoj se st°edem v bod¥ x0 = 0 funkce

f (x) =
x∫
0
et

2
dt, x ∈ R.
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⃝
6.180. Najd¥te analytickou funkci, jejíº Taylorova °ada je

x − 1
3 x

3 + 1
5 x

5 − 1
7 x

7 + · · · ,
p°i£emº x ∈ [−1, 1]. ⃝
6.181. Ze znalosti sou£tu geometrické °ady odvo¤te Taylorovu °adu funkce

y = 1
5+2x

se st°edem v po£átku. Poté ur£ete její polom¥r konvergence. ⃝
6.182. Nech´ je pohyb t¥lesa (dráha hmotného bodu) popsán(a) funkcí

s(t) = −(t − 3)2 + 16, t ∈ [0, 7]

v jednotkách m, s. Stanovte

(a) po£áte£ní (tj. v £ase t = 0 s) rychlost t¥lesa;
(b) £as a polohu, ve kterých má t¥leso nulovou rychlost;

(c) rychlost a zrychlení t¥lesa v £ase t = 4 s.

Dopl¬me, ºe rychlost je derivace dráhy a zrychlení je derivace rychlosti. ⃝
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�e²ení cvi£ení

6.4. 2 sin x
cos3 x

.

6.5. p(5)(x) = 12 · 5!; p(6)(x) = 0.

6.6. 212 e2x + cos x.

6.7. f (26)(x) = −sin x + 226 e2x .

6.15. −x3

3(1+x)3 .

6.16. π4 + 1
2 (x − 1)− 1

4 (x − 1)2 + 1
12 (x − 1)3.

6.17. (a) 1+ x2

2 ; (b) 1− x2

2 ; (c) x − x3

3 ; (d) x + x3

3 ; (e) x + x2 + x3

3 .

6.18. 2 (x − 1)− (x − 1)2 + 2
3 (x − 1)3 − 1

2 (x − 1)4.

6.19. x − x3

6 ; sin 1◦ ≈ π
180 − π3

6·1803 ; limx→0+ x sin x−x2

x4 = − 1
6 .

6.20.
∑n
k=0

2k

k! x
k , n ≥ 8, n ∈ N.

6.21. (x − 1)3 + 3 (x − 1)2 + (x − 1)+ 4.
6.26. ∞∑

i=0

(−1)n
22n−1

(2n)!
x2n ,

konverguje pro libovolné reálné x.

6.27. ∞∑
n=1

(−1)n+1 22n−1

(2n)!
x2n ,

konverguje pro libovolné reálné x.

6.28.

f (x) =
∞∑
n=1

3(−1)n+1

n
xn ,

konverguje pro x ∈ (−1, 1].

6.29. Je dobré si uv¥domit, ºe rozvíjíme 1
2 ln(x).

f (x) =
∞∑
i=0

(−1)i+1 1
2i
(x − 1)i,

Konverguje na intervalu (0, 2].

6.31.
(
−

√
2

2 ,
√

2
2

)
.

6.32. Konvexní je na intervalech (−∞, 0) a (0, 1/2); konkávní na intervalu (1/2,+∞). Má pouze jednu

asymptotu, a to p°ímku y = π/4 (v ±∞).

6.33. (a) y = 0 v −∞; (b) x = 2 � bez sm¥rnice, y = 1 v ±∞.

6.34. y = 0 pro x →±∞.

6.35. y = ln 10, y = x + ln 3.

6.67. 1
1−a pro a ∈ (0, 1),∞ jinak.

6.85. V²echna.
6.87. Oborem hodnot je (−∞, 0] ∪ [4,+∞). Funkce f není lichá, sudá ani periodická. Má jediný bod nespo-

jitosti, a to x0 = −1, p°i£emº

lim
x→−1+ f (x) = −∞, lim

x→−1− f (x) = +∞.
Funkce protíná osu x pouze v po£átku. Je kladná pro x < −1 a nekladná pro x > −1. Lehce lze ukázat, ºe

lim
x→−∞ f (x) = +∞, lim

x→+∞ f (x) = −∞;
f ′(x) = − x2+2x

(x+1)2 , f ′′(x) = − 2
(x+1)3 , x ∈ R∖ {−1}.
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Odtud plyne, ºe f roste na intervalech [−2,−1), (−1, 0] a klesá na intervalech (−∞,−2], [0,+∞). Ve sta-
cionárním bod¥ x1 = 0 nabývá ostrého lokálního maxima a ve stacionárním bod¥ x2 = −2 má ostré lokální

minimum y2 = 4. Je konvexní na intervalu (−∞,−1), konkávní na intervalu (−1,+∞). Nemá in�exní bod.
P°ímka x = −1 je asymptotou bez sm¥rnice. Asymptotou se sm¥rnicí v±∞ je p°ímka y = −x+ 1. Dodejme

nap°. f (−3) = 9/2, f ′(−3) = −3/4, f (1) = −1/2, f ′(1) = −3/4.
6.88. Funkce je de�nována i spojitá na R ∖ {0}. Není lichá, sudá ani periodická. Je záporná práv¥ na inter-
valu (1,+∞). Jediným pr·se£íkem grafu s osami je bod [1, 0]. V po£átku má f tzv. nespojitost druhého

druhu a jejím oborem hodnot je R, nebo´

lim
x→0

f (x) = +∞, lim
x→+∞ f (x) = −∞, lim

x→−∞ f (x) = +∞.
Platí

f ′(x) = − x3+2
x3 , x ∈ R∖ {0},

f ′′(x) = 6
x4 , x ∈ R∖ {0}.

Jediným stacionárním bodem je x1 = − 3√2. Funkce f roste na intervalu [x1, 0), klesá na intervalech (−∞, x1],

(0,+∞). V bod¥ x1 má tudíº lokální minimum y1 = 3/ 3√4. In�exní body daná funkce nemá. Je konvexní na

celém svém de�ni£ním oboru. Asymptotou bez sm¥rnice je p°ímka x = 0, p°ímka y = −x je pak asymptotou
se sm¥rnicí v ±∞.

6.90. Funkce je de�nována i spojitá naR∖ {1}. Není lichá, sudá ani periodická. Pr·se£íky grafu f s osami jsou

body
[
1− 3√2, 0

]
a [0,−1]. V bod¥ x0 = 1 má funkce f nespojitost druhého druhu a jejím oborem hodnot

je R, coº bezprost°edn¥ plyne z limit

lim
x→1− f (x) = −∞, lim

x→1+ f (x) = +∞, lim
x→±∞ f (x) = +∞.

Po úprav¥

f (x) = (x − 1)2 + 2
x−1 , x ∈ R∖ {1},

není obtíºné spo£ítat

f ′(x) = 2 (x−1)3−1
(x−1)2 , x ∈ R∖ {1},

f ′′(x) = 2 (x−1)3+2
(x−1)3 , x ∈ R∖ {1}.

Jediným stacionárním bodem je x1 = 2. Funkce f roste na intervalu [2,+∞), klesá na intervalech (−∞, 1),

(1, 2]. V bod¥ x1 tudíº nabývá hodnoty lokálního minima y1 = 3. Je konvexní na intervalech
(
−∞, 1− 3√2

)
,

(1,+∞) a konkávní na intervalu
(

1− 3√2, 1
)
. Bod x2 = 1 − 3√2 je tak in�exním bodem. P°ímka x = 1 je

asymptotou bez sm¥rnice. Asymptoty se sm¥rnicí daná funkce nemá.

6.91. Funkce je de�nována i spojitá na celém R. Není lichá, sudá ani periodická. Nabývá kladných hodnot

na kladné poloose, záporných na záporné. Pr·se£íkem grafu f s osami je pouze bod [0, 0]. Snadno se ur£í

derivace

f ′(x) = e−x

3 3√
x2
− 3
√
x e−x, x ∈ R∖ {0}, f ′(0) = +∞,

f ′′(x) = 3
√
x e−x − 2e−x

3 3√
x2
− 2e−x

9 3√
x5
, x ∈ R∖ {0}.

Jediným nulovým bodem první derivace je bod x0 = 1/3. Funkce f roste na intervalu (−∞, 1/3] a klesá na
intervalu [1/3,+∞). V bod¥ x0 má proto absolutní maximum y0 = 1/ 3√3e. Nebo´ limx→−∞ f (x) = −∞,

jejím oborem hodnot je (−∞, y0
]
. In�exní body jsou

x1 = 1−√
3

3 , x2 = 0, x3 = 1+√
3

3 ,

p°i£emº funkce f je konvexní na intervalech (x1, x2), (x3,+∞), konkávní na intervalech (−∞, x1), (x2, x3).

Jedinou asymptotou je p°ímka y = 0 v +∞, tj. limx→+∞ f (x) = 0.
6.92. Funkce je de�nována i spojitá na R ∖ {2}. Není lichá, sudá ani periodická. Je kladná práv¥ na inter-

valu (0, 2). Jediným pr·se£íkem grafu funkce f s osami je bod [0, 0]. V bod¥ x0 = 2 nastává tzv. skok o veli-

kosti π , jak vyplývá z limit
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lim
x→2− f (x) =

π
2 , lim

x→2+ f (x) = −
π
2 .

Platí

f ′(x) = 1
x2−2x+2 , x ∈ R∖ {2},

f ′′(x) = 2 (1−x)
(x2−2x+2)2 , x ∈ R∖ {2}.

První derivace nemá nulový bod. Funkce f proto roste v kaºdém bod¥ svého de�ni£ního oboru. Nebo´

lim
x→−∞ f (x) = −

π
4 , lim

x→+∞ f (x) = −
π
4 ,

oborem hodnot je mnoºina (−π/2, π/2)∖ {−π/4}. Funkce f je konvexní na intervalu (−∞, 1), konkávní na

intervalech (1, 2), (2,+∞). Bod x1 = 1 je tedy in�exním bodem, p°i£emº f (1) = π/4. Jedinou asymptotou
je p°ímka y = −π/4 v ±∞.

6.93. Def. obor R+, globální maximum x = e, in�. bod x = √e3, rostoucí na int (0, e), klesající na (e,∞),
konkávní (0,

√
e3, konvexní (

√
e3,∞), asymptoty x = 0 a y = 0, limx→0 f (x) = −∞, limx→∞ f (x) = 0.

6.94. Def. obor R \ [1, 2]. Lokální maximum x = 1−√
5

2 , na celém de�ni£ním oboru konkávní, asymptoty

x = 1, x = 2.

6.95. Def. obor R. Lokální minima v −1, 1, maximum v 0. Funkce sudá. In�exní body ± 1√
2
, bez asymptot.

6.96. Def. obor R \ [− 1
2 , 1]. Glob. extrémy nemá. Bez in�exních bod·, asymptoty x = − 1

2 , x = 1.

6.97. Def. obor R \ {1}. Bez extrém·. Bez in�. bod·, na int. (−∞, 1) konvexní, (1,∞) konkávní, Asymptota
bez sm¥rnice x = 1. Asymptota se sm¥rnicí y = x + 1.

6.98. (a) 8
15 x

8√
x7 ; (b) 4x

ln 4 + 2 6x

ln 6 + 9x

ln 9 ; (c)
arcsin x

2 ; (d) ln (1+ sin x) .

6.99. (a) −cotg x − x + C; (b) tg x − cotg x + C.
6.100. ex + 3 arcsin x

2 .

6.101. 1
4 ln

(
1+ x4 )+ C.

6.102. 2
√

2 arctg x−1√
2
+ C.

6.103. ln
∣∣∣ x2−1

x

∣∣∣+ 3
2 arcsin x − 4 cos x − 5 sin x + C.

6.104. (a) x arctg x − ln(1+x2)
2 + C; (b) ln2 x

2 + C.
6.106. (a) −x2 cos x + 2x sin x + 2 cos x + C; (b) ex (x2 − 2x + 2

)+ C.
6.107. x

2

4

(
2 ln2 x − 2 ln x + 1

)+ C.
6.108.

(
2x − x2 ) ex + C.

6.109. (a) (2x+5)11

22 + C; (b) − 1
ln x + C; (c) − 1

3 e
−x3 + C; (d) 5 arcsin3 x + C; (e) ln2 x

2 + C;
(f) arctg2√x + C; (g)

√
3

3 arctg
(√

3
3 ex

)
+ C; (h) 2 sin

√
x − 2

√
x cos

√
x + C.

6.111. Nap°. 1− x = t2x dává ∫ −2(
1+t2 )4 dt ; a

√
x2 + x + 1 = x + y vede na ∫ 2 dy

y2+2y−2 .

6.112.
√

2
2 arctg

(√
2 tg x

)
+ C.

6.113. x − 2
√
x + 2 ln

(
1+√x)+ C.

6.114. (a) x
n+1

n+1 ln x − xn+1

(n+1)2 + C; (b)
arctg x2

2 + C.
6.117. 2x3 + 3x2 − 2x − 13+ −19x+53

x2−2x+4 .

6.118. x3 − 1
3x + 2

9 + 5
9(3x+2) .

6.119. (a) 2
x−2 + 3

x+2 − 1
x+3 ; (b)

2
x
− 1

x2 + 1
x2+1 + x

(x2+1)2 .

6.120. 5
x−2 + 3

x3 − 3
x
.
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6.121. 3
x+1 + 4x−2

x2−4x+13 .

6.122. 1
x2 − 2

x
+ 2x−3

x2−x+2 .

6.123. 1
x
− 1

x2 + 1
x3 − 1

x+1 .

6.124. A
x−2 + B

x2 + C
x
+ Dx+E

(3x2+x+4)2 + Fx+G
3x2+x+4 .

6.125. 1+ 1
x3 − 3

x
+ 5

x−2 .

6.126. (a) 3 ln | x − 2 |; (b) 1
(x−2)2 .

6.127. 3
2 ln

(
x2 + 4x + 8

)− 1
2 arctg

x+2
2 + C.

6.128. 4
3
√

3
arctg 2x+1√

3
+ 2x+1

3
(
x2+x+1

) + C.
6.129. 1

6 ln (x+1)2

x2−x+1 +
√

3
3 arctg 2x−1√

3
+ C.

6.130. 1
3 ln |x − 1| − 1

6 ln
(
x2 + x + 1

)− 1√
3
arctg 2x+1√

3
+ C.

6.131. ln
(| x − 1 | (x − 2)4

)− 8
x−2 + x + C.

6.132. (a) cos7 x
7 − cos5 x

5 + C;
(b) tg x

2 + x
2 + C;

(c) x − sin x + C;
(d) x2 + sin 2x

4 + C;
(e) 2

3 sin
3
2 x − 4

7 sin
7
2 x + 2

11 sin
11
2 x + C;

tg3 x
3 + 2 tg x − 1

tg x
+ C;

(g) 1
2 ln

∣∣tg x2 ∣∣− cos x
2 sin2 x

+ C;
(h) ln

∣∣tg x
2

∣∣+ C.
6.133. S4n, sup = n+1

n
, S4n, inf = n−1

n
; ano, je.

6.134.
∫ 2

1
√
x dx = 2

3

(
2
√

2− 1
)
.

6.135. Nekone£n¥ mnoho.
6.136. Nap°. funkce f m·ºe nabývat hodnoty 1 v racionálních bodech intervalu I a být nulová v iracionálních

bodech.

6.137. (a) 2; (b) π4 − ln 2
2 ; (c) 2 ln

(
1+√2

)
; (d) 2− 2

e
.

6.138.
√

5−√2.
6.139. |b| − |a|.
6.140. 1

4 ln 2.

6.141. 1
5 (e

π − 2).

6.142. e− 5e−1.

6.143. 1
6 .

6.144. (a) 4; (b) 1−ln 2
2 .

6.145. p < q.

6.146. a > 0; b = 0; c > 0.
6.147. C < D = 0 < A < B.
6.148. (a) 5; (b) 0; (c) 0.
6.149. 1.
6.150. 0.

6.151. 0 <
∫ 2

1
cos10 x

10 ln x dx < 1
10 ,
∫ 2

1 x ln x dx = ln 4− 3
4 .

6.152. −6x5 cos x2 .
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6.153. 1
2 ln(x2 + 2x + 2)− 1

2 ln(x2 + x + 1)+ 1
3

√
3 arctan

(
(2x+1)

√
3

3

)
+ C.

6.154. 1
2 ln

(
3+ 2

√
2
)
.

6.155. − 1
6 − 2

9 ln 2.

6.156.

(i) 2
3 ,

(ii) 1
2 sin4 x.

6.157. (a) π ; (b) +∞; (c) 20; (d) −2.
6.158. −∞.

6.159. 2√
3
π .

6.160. 2
√

3
9 π .

6.161. − 1
2 ; 1.

6.162. 2− 2
e
; 2
e
− 2

e2 ;
2
e2 .

6.163. (a) α > 1; (b) α < 1; (c) α = 0.
6.164. Práv¥ pro p > 1, q ∈ R a pro p = 1, q > 1.
6.165. (a) platí; (b) neplatí; (c) platí.

6.166. 1− π2

102·2 + π4

104·4! .

6.167. Chyba náleºí do intervalu (0, 1/200).

6.168. 1− 3x + 7
24x

4 ; nad te£nou.

6.169.
∑∞
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n .

6.170. y = arctg x.

6.171. Práv¥ pro x ∈
(
− 5

2 ,
5
2

)
je

1
5+2x = 1

5

∞∑
n=0

(
− 2

5

)n
xn .

6.172. 1
3
∑∞
n=0

2n

3n x
n .

6.173.

f (x) = 1/2+
∞∑
i=0

(−1)i+122i

(2i + 1)!

(
x − π

4

)2i+1
.

�ada konverguje pro v²echna x ∈ R.
6.174.

∑∞
n=0

e
n! (x − 1)n;

∑∞
n=0

lnn 2
n! xn .

6.175. f (x) = x, x ∈ R; ano.
6.176. Nikoli.

6.177.
∑∞
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n .

6.178. (a) 1− π2

182·2!
+ π4

184·4!
; (b) 1

2 − 1
5·25 .

6.179.
∑∞
n=0

1
(2n+1) n! x

2n+1 .

6.180. y = arctg x.

6.181. Práv¥ pro x ∈
(
− 5

2 ,
5
2

)
je

1
5+2x = 1

5

∞∑
n=0

(
− 2

5

)n
xn .

6.182. (a) v(0) = 6m/s; (b) t = 3 s, s(3) = 16m; (c) v(4) = −2m/s, a(4) = −2m/s2.



V této kapitole ukáºeme vyuºití nástroj· diferenciálního a in-
tegrálního po£tu ve vybraných problémech, ve kterých si vysta£íme
s funkcemi jedné reálné nezávislé prom¥nné.

P·jde o postupy a nástroje docela podobné t¥m z kapitoly t°etí,
tj. manipulace s lineárními kombinacemi vybraných generátor· a
lineárními transformacemi (nap°. hledání jejich jader nebo vzor·
p°edepsaných obraz·). Jen místo kone£n¥ rozm¥rných vektor· bu-
deme pracovat s prostory funkcí, tzn. uvaºované vektorové pro-
story £asto nebudou mít kone£nou dimenzi. K t¥mto i dal²ím prak-
tickým oblastem se vrátíme v p°í²tí kapitole v kontextu funkcí více
prom¥nných a diferenciálních rovnic.

Nejprve budeme aproximovat funkce pomocí lineárních kom-
binací z p°edem pevn¥ zvolených sad generátor·. Po cest¥ si ale bu-
deme muset ujasnit, jak vlastn¥ lze pracovat s pojmy jako je vzdá-
lenost. P·jde o náznaky teorie tzv. metrických prostor· a tato £ást
je zárove¬ p°ípravou na analýzu v euklidovských prostorech Rn.
V zásad¥ p°itom budeme pokra£ovat v postupech, které jiº z eu-
klidovských vektorových prostor· dob°e známe. Zjistíme, ºe na²e
intuice z euklidovských prostor· nízké dimenze se docela dob°e
hodí i obecn¥.

Pak se budeme stru£n¥ zabývat integrálními operátory, tj. li-
neárními zobrazeními na funkcích, které jsou de�novány pomocí
integrování. P·jde zejména o tzv. Fourierovu analýzu. P°i na²ich
úvahách se p°itom budeme jako obvykle zamý²let i nad diskrét-
ními variantami d°íve diskutovaných spojitých operací.

V celé kapitole budeme pracovat s funkcemi jedné reálné
prom¥nné, které ale budou mít bu¤ reálné nebo (velmi £asto) kom-
plexní hodnoty.

1. Fourierovy °ady

7.1. Prostory funkcí. Jako obvykle za£neme výb¥rem vhodných
mnoºin funkcí, se kterými chceme pracovat. P°itom
chceme mít dost funkcí pro praktickou pouºitelnost
na²ich model·, ale také musí být dostate£n¥ �p¥kné�,

abychom je um¥li integrovat a derivovat tak, jak bude t°eba.
Budeme vesm¥s pracovat s funkcemi de�novanými na n¥ja-

kém intervalu I = [a, b] ⊂ R, p°ípadn¥ nekone£ném intervalu (tj.
krajní hodnoty a i b mohou také nabývat hodnot ±∞, stále v²ak
p·jde o uzav°ené mnoºiny).

Prostory po £ástech hladkých funkcí

Mnoºina funkcí S0 = S0 [a, b] obsahuje práv¥ v²echny po
£ástech spojité funkce na I = [a, b] s reálnými nebo komplex-
ními hodnotami, tj. p°edpokládáme, ºe v kaºdém bod¥ intervalu

KAPITOLA 7

Spojité modely

Jak zvládáme nelineární objekty?

� zase lineárními nástroji ...

A. Ortogonální systémy funkcí

Chceme-li zobrazit n¥jaký trojrozm¥rný objekt v rovin¥, uváºíme

jeho (nap°íklad kolmou) projekci do této roviny. Obdobn¥, chceme-

li �vyjád°it� n¥jakou sloºit¥j²í funkci pomocí jednodu²²ích, m·ºeme

uváºit její projekci do (reálného) vektorového prostoru generovaného

t¥mito jednodu²²ími funkcemi. Potom budeme schopni nap°íklad in-

tegrovat sloºit¥j²í funkce stejn¥, jako jsme integrovali (£i derivovali)

funkce vyjád°ené pomocí mocninných °ad (pokud bude prostor jed-

nodu²²ích funkcí �dostate£n¥� velký, tak s libovolnou p°esností).
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má funkce f ∈ S0 p°íslu²né kone£né jednostranné limity zprava
i zleva, p°i£emº bod· nespojitosti je nejvý²e kone£n¥ mnoho na
kaºdém kone£ném intervalu. Zejména jsou tedy v²echny takové
funkce na omezených intervalech omezené.

Pro kaºdé p°irozené £íslo k ≥ 1 budeme také uvaºovat
mnoºinu v²ech po £ástech spojitých funkcí f jejichº v²echny deri-
vace aº do °ádu k v£etn¥ pat°í do S0 (tj. nemusí existovat ve v²ech
bodech, ale existují jejich jednostranné limity ve v²ech bodech).
Budeme pro ni pouºívat zna£ení Sk .

V p°ípad¥ neomezeného intervalu I budeme také pracovat
£asto s podmnoºinou Skc ⊂ Sk v²ech funkcí s kompaktním
nosi£em (tzn. ºe funkce jsou identicky nulové vn¥ n¥jakého
kone£ného uzav°eného intervalu).

Na ohrani£ených intervalech samoz°ejm¥mají v²echny funkce
kompaktní nosi£ v tomto smyslu. Kdyº nás nebude zajímat, na ja-
kém intervalu pracujeme, budeme proto psát jen Skc ve v²ech p°ípa-
dech. V p°ípad¥ kone£ného intervalu [a, b] nebo za p°edpokladu
kompaktního nosi£e jsou na²e funkce z S0 vºdy riemannovsky in-
tegrovatelné na zvoleném intervalu I jak v absolutní hodnot¥ tak
v kvadrátu, tzn.∫ b

a

|f (x)|dx <∞,
∫ b

a

(f (x))2dx <∞.

Na²e úvahy lze roz²i°ovat na podstatn¥ v¥t²í de�ni£ní obory
funkcí, £asto ale za cenu zna£né technické námahy. Budeme ob£as
zmi¬ovat prostory kurzweilovsky (nebo lebesgueovsky) integro-
vatelných funkcí, pro které jsou výsledky daleko ucelen¥j²í a
p¥kn¥j²í. Zájemce odkazujeme na rozsáhlou specializovanou lite-
raturu. Ve skute£nosti se budeme drºet stejné strategie jako u ra-
cionálních a reálných £ísel � po£ítáme jen s p¥knými funkcemi a
máme �n¥jak zvládnuto�, jak vypadají limity cauchyovských po-
sloupností ve zvolenýchmetrikách (které v¥t²inou pot°ebujeme jen
formáln¥).

7.2. Vzdálenost funkcí. Z námi jiº dokázaných vlastností limit
a derivování je okamºit¥ vid¥t, ºe Sk , resp. Skc , jsou
vektorové prostory. Na kone£n¥dimenzionálních pro-
storech jsme uvaºovali vzdálenost vektor· pomocí
rozdíl· hodnot jednotlivých jejich sou°adnic. Na pro-

storech funkcí m·ºeme postupovat podob¥ a vyuºít absolutní hod-
noty reálných nebo komplexních £ísel (resp. euklidovské vzdále-
nosti) následujícím zp·sobem:

Vzdálenost funkcí

De�nice. Pro funkce f a g z S0
c je jejich L1�vzdálenost de�no-

vána vztahem

∥f − g∥1 =
∫ b

a

|f (x)− g(x)|dx .

Obdobn¥ je L2�vzdálenost funkcí f a g de�nována vztahem

∥f − g∥2 =
(∫ b

a

|f (x)− g(x)|2dx
)1/2

.

Velikostí funkce ∥f ∥1 nebo ∥f ∥2 rozumíme její vzdálenost
od funkce nulové.
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Na vhodném (nekone£ném) vektorovém prostoru funkcí na daném

intervalu, m·ºeme zavést i skalární sou£in (takovým vhodným prosto-

rem je nap°íklad prostorL2, viz 7.3). Skalární sou£in tedy nezavedeme

na prostoru v²ech funkcí na daném intervalu, ale na jistém jeho pod-

prostoru, který v²ak bude dostatecn¥ veliký pro na²e výpo£ty (mimo

jiné bude obsahovat v²echny spojité funkce na daném intervalu). Ska-

lární sou£in nám umoºní po£ítat projekce tak, jak jsme byli zvyklí

u vektorových prostor·. Pokud máme dán kone£n¥ rozm¥rný vekto-

rový (pod)prostor funkcí a chceme ur£it projekci n¥jaké funkce na n¥j,

tak Gramovým-Schmidtovým ortogonaliza£ním procesem (viz 2.42)

nejprve spo£ítáme ortogonální (£i ortonormální) bázi tohoto podpro-

storu a pak známým zp·sobem (2.3) dopo£ítáme kolmou projekci.

7.1. V prostoru reálných funkcí na intervalu [1, 2], je dán vektorový
podprostor ⟨x2 , 1/x⟩. Dopl¬te funkci 1/x na jeho
ortogonální bázi, ur£ete kolmou projekci funkce

x na tento podprostor a spo£ítejte její vzdálenost

od tohoto podprostoru.

�e²ení. Nejprve doplníme funkci 1/x na ortogonální bázi. Jedním

z vektor· báze tedy bude funkce 1/x. Uvaºovaný vektorový prostor

je generován dv¥ma lineárn¥ nezávislými funkcemi, bude tedy mít di-

menzi 2 (a v²echny vektory v n¥m jsou tvaru a· 1
x
+b·x2 , kde a, b ∈ R).

Zbývá nám tedy najít pouze je²t¥ jeden vektor báze, který bude kolmý

na funkci f1 = 1/x. Podle Gramova-Schmidtova ortogonaliza£ního

procesu ho hledáme ve tvaru f2 = x2 + k · 1
x
, k ∈ R. Reálnou kon-

stantu k ur£íme z podmínky kolmosti:

0 =
⟨

1
x
, x2 + k · 1

x

⟩
=
⟨

1
x
, x2

⟩
+ k

⟨
1
x
,

1
x

⟩
,

tedy

k = −⟨
1
x
, x2 ⟩
⟨ 1
x
, 1
x
⟩ = −

∫ 2
1

1
x
· x2 dx∫ 2

1
1
x
· 1
x

dx
= −3.

Hledaná ortogonální báze tedy je
( 1
x
, x2 − 3

x

)
. Nyní spo£ítáme

projekci px funkce x na tento podprostor (viz (2.3)):

px = ⟨x,
1
x
⟩

⟨ 1
x
, 1
x
⟩ ·

1
x
+ ⟨x, x2 − 3

x
⟩

⟨x2 − 3
x
, x2 − 3

x
⟩ ·
(
x2 − 3

x

)
=

= 2
x
+ 15

34

(
x2 − 3

x

)
.

Vzdálenost vektoru od vektorového podprostoru je dána velikostí roz-

dílu vektoru a jeho projekce do uvaºovaného podprostoru. V na²em
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V prvním p°ípad¥ L1�vzdálenost funkcí f a g s pouze reál-
nými hodnotami vyjad°uje plochu uzav°enou mezi grafy t¥chto
funkcí, nezávisle na tom, která funkce má v¥t²í £i men²í hodnoty.
Protoºe uvaºujeme po £ástech spojité funkce f a g, m·ºe být jejich
vzdálenost rovna nule pouze kdyº se od sebe li²í nanejvý² svými
hodnotami v bodech nespojitosti, tj. v nejvý²e kone£n¥ mnoha bo-
dech na ohrani£ených intervalech. Skute£n¥, jestliºe se dv¥ na²e
funkce li²í v jednom bod¥ x0, ve kterém jsou spojité, li²í se i na
n¥jakém dostate£n¥ malém okolí tohoto bodu a toto okolí p°isp¥je
do vzdálenosti nenulovou hodnotou integrálu.

Máme-li t°i funkce f , g a h, pak samoz°ejm¥∫ b

a

|h(x)− f (x)|dx =
∫ b

a

|h(x)− g(x)+ g(x)− f (x)|dx ≤

≤
∫ b

a

|h(x)− g(x)|dx +
∫ b

a

|g(x)− f (x)|dx,
a platí tedy obvyklá trojúhelníková nerovnost. V²imn¥me si, ºe od-
vození této nerovnosti vyuºívá pouze trojúhelníkovou nerovnost
platnou pro velikost skalár·, platí proto i pro funkce f , g ∈ S0

c

s komplexními hodnotami.
Podobné je to pro druhou de�nici. �tverec velikosti ∥f ∥2

funkce f je

(∥f ∥2)2 =
∫ b

a

|f (x)|2 dx
a je odvozen z dob°e de�novaného symetrického bilineárního zob-
razení reálných funkcí do skalár·

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f (x)g(x) dx

dosazením f za ob¥ funkce. U komplexních hodnot ale obdrºíme
podobn¥ tuto velikost ze skalárního sou£inu s pouºitím komplexní
konjugace,

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f (x)g(x) dx,

jak jsme vid¥li u unitárních prostor· v t°etí kapitole.
Ur£it¥ tedy bude platit i trojúhelníková nerovnost, protoºe ce-

lou diskusi m·ºeme odehrát v maximáln¥ t°írozm¥rném prostoru
se skalárním sou£inem generovaným danými funkcemi f , g a h.

7.3. (Ne)kone£nost dimenze a ortogonalita. Z·sta¬me na chvíli
u na²í de�nice L2�normy ∥ ∥2 na vektorovém pro-
storu S0

c . Zjevn¥ operace na konci posledního od-
stavce spl¬uje jak linearitu v prvním argumentu, tak
symetrii

⟨f, g⟩ = ⟨g, f ⟩,
tj. v reálném p°ípad¥ je to symetrické bilineární zobrazení. Zárove¬
je pro spojité funkce spln¥na i podmínka nenulovosti velikosti pro
nenulové funkce, zatímco pro na²e po £ástech spojité funkce zna-
mená nulovost velikosti nulovost funkce aº na nejvý²e spo£etnou
mnoºinu bod· (kone£nou na kaºdém kone£ném intervalu). Pro vek-
torový podprostor spojitých funkcí jsme tedy skute£n¥ de�novali
skalární sou£in.

U obecn¥j²ích funkcí bychom, technicky vzato, m¥li zto-
toº¬ovat funkce, které se li²í na kone£ných intervalech jen
v kone£n¥ mnoha hodnotách. V na²ich dal²ích úvahách ale tato
technická nep°íjemnost nebude hrát podstatnou roli (a p°íleºitostn¥
se k ní budeme vracet v poznámkách).
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p°ípad¥

∥x − px∥ =
[∫ 2

1

(
x − 2

x
− 15

34

(
x2 − 3

x

))2

dx

] 1
2

=
√

102
204

.= 0,495.

□

7.2. Uvaºujme reálný vektorový prostor funkcí na intervalu [1, 2]
generovaný funkcemi 1

x
, 1
x2 ,

1
x3 . Dopl¬te funkci

1
x
na ortogonální bázi

tohoto prostoru. Dále ur£ete projekce funkcí 1
x4 a x na tento vektorový

prostor a ur£ete jejich vzdálenosti od tohoto vektorového prostoru.

�e²ení. Analogicky jako v p°edcházejícím p°íkladu, pouºijeme

Gramova-Schmidtova ortogonaliza£ního procesu (s daným skalárním

sou£inem). Dostáváme tak postupn¥

f1(x) = 1
x
,

f2(x) = 1
x2 − 3

4x ,

f3(x) = 1
x3 − 3

2x2 + 13
24x .

Pomocí získané ortonormální báze pak jiº snadno zapí²eme hledané

projekce:

px = ⟨x, f1⟩
⟨f1, f1⟩ · f1 + ⟨x, f2⟩

⟨f2, f2⟩ · f1 + ⟨x, f3⟩
⟨f3, f3⟩ · f1 =

= 2f1 + 96 ·
(

ln 2− 3
4

)
· f2 + 5760

(
25
24
− 3

2
ln 2

)
f3 =

.= 0,058.

Pro projekci funkce 1
x4 pak dostáváme

p 1
x4
= 15

32
f1 + 69

40
f2 + 9

4
f3 =

=
√

14
2240

.= 0,002.

Vidíme, ºe vzdálenost funkce, která má podobný pr·b¥h jako generá-

tory, je men²í. □

7.3. V prostoru reálných funkcí na intervalu [0, π ], je dán vektorový

podprostor ⟨sin(x), x⟩. Dopl¬te funkci x na jeho ortogonální bázi a

ur£ete kolmou projekci funkce 1
2 sin(x) na tento podprostor. ⃝

7.4. V prostoru reálných funkcí na intervalu [0, π ], je dán vektorový

podprostor ⟨cos(x), x⟩. Dopl¬te funkci cos(x) na jeho ortogonální

bázi a ur£ete kolmou projekci funkce 1
3 cos(x) na tento podprostor

⃝
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V kone£n¥rozm¥rném p°ípad¥ reálných nebo komplexních
vektorových prostor· jsme uvaºovali skalární sou£iny a velikost
vektor· jiº ve druhé a t°etí kapitole.

V²imn¥me si te¤, ºe p°i odvozování vlastností jsme vºdy pra-
covali s dvojicemi nebo kone£nými mnoºinami vektor·. Nyní to
ale m·ºeme d¥lat s funkcemi naprosto stejn¥ a pokud zúºíme na²i
de�nici skalárního sou£inu na vektorový podprostor generovaný
(podle pot°eby nad reálnými nebo komplexními £ísly) jen kone£n¥
mnoha funkcemi f1, . . . , fk . Dostaneme op¥t dob°e de�novaný
skalární sou£in na tomto kone£n¥rozm¥rném vektorovém podpro-
storu.

Jako p°íklad uvaºme funkce fi = xi , i = 0, . . . , k. Jimi je
v S0 generován (k + 1)�rozm¥rný vektorový podprostor Rk[x]
v²ech polynom· stupn¥ nejvý²e k. Skalární sou£in dvou takových
polynom· je dán integrálem. Kaºdý polynom stupn¥ nejvý²e k je
vyjád°en jednozna£ným zp·sobem jako lineární kombinace gene-
rátor· f0, . . . , fk . Pokud by navíc na²e generátory m¥ly tu vlast-
nost, ºe

(7.1) ⟨fi, fj ⟩ =
{

0 pro i ̸= j ,
1 pro i = j ,

jde o tzv. ortonormální bázi. P°ipome¬me si v této souvislosti
proceduru Gramovy�Schmidtovy ortogonalizace, viz 2.42, která
z libovolného systému lineárn¥ nezávislých generátor· fi vytvo°í
nové (op¥t lineárn¥ nezávislé) ortogonální generátory gi téhoº pro-
storu, tj. ⟨gi, gj ⟩ = 0 pro v²echny i ̸= j . Spo£teme je p°itom
postupn¥ jako g1 = f1 a vzorci

gℓ+1 = fℓ+1 + a1g1 + · · · + aℓgℓ, ai = −⟨fℓ+1, gi⟩
∥gi∥2

pro ℓ ≥ 1.
Aplikujme tuto proceduru pro ilustraci na t°i polynomy

1, x, x2 na intervalu [−1, 1]. Dostaneme g1 = 1,

g2 = x − 1
∥g1∥2

(∫ 1

−1
x · 1 dx

)
· 1 = x − 0 = x

g3 = x2 − 1
∥g1∥2

(∫ 1

−1
x2 · 1 dx

)
· 1−

− 1
∥g2∥2

(∫ 1

−1
x2 · x dx

)
· x =

= x2 − 1
3
.

P°íslu²ná ortogonální báze prostoru R2[x] v²ech polynom· stupn¥
nejvý²e t°i na intervalu [−1, 1] je tedy 1, x, x2 − 1/3. Normali-
zací, tj. vhodným násobením skalárem tak, aby prvky v bázi m¥ly
velikost jedna, dostaneme ortonormální bázi

h1 =
√

1
2
, h2 =

√
3
2
x, h3 = 1

2

√
5
2
(3x2 − 1/3).

Takovým ortonormálním generátor·m Rk[x] se °íká Legendreovy
polynomy.

7.4. Ortogonální systémy funkcí. Práv¥ jsme si p°ipomn¥li
výhody, které ortonormální báze podprostor· mají
pro kone£n¥rozm¥rné vektorové prostory. V p°edcho-
zím p°íkladu Legendreových polynom· generujících
R2[x] ⊂ V = Rk[x], k ≥ 2, bude pro libovolný

polynom h ∈ V funkce
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B. Fourierovy °ady

Základním studovaným periodickým d¥jem, s nímº se setkáváme

v aplikacích, je obecné jednoduché harmonické kmitání v mechanice.

Jedná se o pohyb hmotného bodu po p°ímce. Je dob°e známo, ºe

funkce f , jeº udává polohu kmitajícího hmotného bodu na p°ímce v zá-

vislosti na £ase t, má tvar

(7.1) f (t) = a sin (ωt + b)

pro jisté konstanty a, ω > 0, b ∈ R ur£ené polohou a rychlostí bodu

v po£áte£ním £ase. Funkci y ≡ f (t) lze získat nap°. vy°e²ením homo-

genní lineární diferenciální rovnice

(7.2) y′′ + ω2y = 0

vyplývající z aplikace Newtonova zákonu síly pro daný pohyb.

Dopl¬me, ºe funkce f má z°ejm¥ periodu T = 2π/ω (v mechanice

se v²ak £ast¥ji mluví o kmito£tu neboli frekvenci 1/T ) a ºe kladná

hodnota a (vyjad°ující maximální výchylku kmitajícího bodu od

po£átku) se nazývá amplituda, hodnota b (vyjad°ující polohu bodu

v po£áte£ním £ase) po£áte£ní fáze a hodnota ω pak úhlová frekvence

kmitavého pohybu.

Podobn¥ se m·ºeme zabývat funkcí z ≡ g(t), která udává nap¥tí
v závislosti na £ase t v elektrickém obvodu s induk£nostíL a kapacitou

C a která je °e²ením diferenciální rovnice

(7.3) z′′ + ω2z = 0.

Rozdíl mezi rovnicemi (∥7.2∥) a (∥7.3∥) (krom¥ odli²né fyzikální in-

terpretace) je pouze v konstant¥ ω. Pro rovnici (∥7.2∥) je ω2 = k/m ,

kde k je konstanta úm¥rnosti a m je hmotnost hmotného bodu; a pro

rovnici (∥7.3∥) je ω2 = (LC)−1.

Ve skute£nosti kaºdý periodický d¥j, který lze zadat funkcí ve

tvaru (∥7.1∥), se ozna£uje jako harmonické kmitání a pro konstanty

a, ω, b se pouºívá tak°ka výhradn¥ vý²e zmín¥né ozna£ení p°evzaté

z jednoduchého harmonického kmitání hmotného bodu v mechanice.

Kdyº vyuºijeme jednoho ze sou£tových vzorc·

sin (α + β) = cosα sinβ + sinα cosβ, α, β ∈ R,

m·ºeme funkci f (viz (∥7.1∥)) zapsat jako

(7.4) f (t) = c cos (ωt) + d sin (ωt) ,

p°i£emº c = a sin b, d = a cos b. Rovn¥º tedy funkce f z (∥7.4∥) vy-
stihuje harmonické kmitání s amplitudou a = √c2 + d2 a s po£áte£ní

fází b ∈ [0, 2π) spl¬ující sin b = c/a, cos b = d/a.
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H = ⟨h, h1⟩h1 + ⟨h, h2⟩h2 + ⟨h, h3⟩h3

jednozna£n¥ ur£enou funkcí, která minimalizuje na²i L2�
vzdálenost ∥h−H∥ mezi v²emi funkcemi v Rk[x], viz 3.25.

Koe�cienty pro nejlep²í aproximaci zadané funkce pomocí
funkce z vybraného podprostoru je moºné tedy získat prost¥ in-
tegrací v de�nici skalárního sou£inu.

Uvedený p°íklad podbízí následující zobecn¥ní: Kdyº pro-
vedeme proceduru Gramovy�Schmidtovy ortogonalizace pro
v²echny monomy 1, x, x2 , . . . , tj. pro spo£etný systém generátor·,
co z toho vznikne?

Ortogonální systémy funkcí

Libovolný kone£ný nebo spo£etný systém lineárn¥ nezávis-
lých funkcí v S0

c [a, b] takový, ºe kaºdé dv¥ r·zné z nich mají nu-
lový skalární sou£in, se nazývá ortogonální systém funkcí. Jestliºe
jsou v²echny funkce fn v posloupnosti po dvou ortogonální a zá-
rove¬ je pro v²echna n velikost ∥fn∥2 = 1, hovo°íme o ortonor-
málním systému funkcí.

Uvaºme tedy jakýkoliv ortogonální systém funkcí
fn ∈ S0 [a, b] a p°edpokládejme, ºe pro (reálné nebo kom-
plexní) konstanty cn konverguje °ada

F(x) =
∞∑
n=1

cnfn

stejnom¥rn¥ na kone£ném intervalu [a, b]. Pak snadno vyjád°íme
skalární sou£in ⟨F, fn⟩ po jednotlivých s£ítancích (viz d·sledek
6.43) a dostaneme

⟨F, fn⟩ =
∞∑
m=1

cm

∫ b

a

fm(x)fn(x) dx = cn∥fn∥2,

kde normou myslíme (stejn¥ jako v dal²ích odstavcích) na²i L2�
velikost.

Jist¥ te¤ uº tu²íme, v jakém smyslu lze p°ípadn¥ roz²i°ovat
postupy z kone£n¥rozm¥rných prostor·: Místo kone£ných
lineárních kombinací bázových vektor· budeme pracovat
s nekone£nými °adami po dvou ortogonálních funkcí. Ná-
sledující v¥ta nám p°itom dává p°ehlednou a velmi obec-

nou odpov¥¤ na otázku, jak dob°e se kone£nými sou£ty takové °ady
umíme k dané funkci p°iblíºit:

7.5. V¥ta. Nech´ fn, n = 1, 2, . . . , je ortogonální posloupnost
(reálných nebo komplexních) funkcí v prostoru S0 [a, b], nech´
g ∈ S0 [a, b] je libovolná taková funkce a ozna£me

cn = ∥fn∥−2
∫ b

a

g(x)fn(x) dx.

(1) Pro libovolné pevné n ∈ N má ze v²ech lineárních kombinací
funkcí f1, . . . , fn nejmen²í L2�vzdálenost od g funkce

hn(x) =
n∑
i=1

cifi(x).

(2) �íselná °ada
∑∞
n=1 |cn|2∥fn∥2 vºdy konverguje a platí

∞∑
n=1

|cn|2∥fn∥2 ≤ ∥g∥2.
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D·leºitou úlohou v aplika£ních problémech je skládání (tzv.

superpozice) r·zných harmonických kmitání. Klí£ovou pozici po-

tom zaujímá superpozice kone£ného po£tu harmonických kmitání

vyjád°ených funkcemi ve tvaru

fn(x) = an cos (nωx) + bn sin (nωx)

pro n ∈ {1, . . . , m}. Tyto jednotlivé funkce mají základní periodu

2π/(nω). Jejich sou£et

(7.5)
m∑
n=1

[an cos (nωx) + bn sin (nωx)]

je proto periodickou funkcí s periodou 2π/ω. Obecn¥ platí, ºe superpo-
zicí libovolných kone£n¥ mnoha jednoduchých harmonických kmitání

majících soum¥°itelné periody je periodický proces, jehoº periodou je

nejmen²í spole£ný násobek primitivních period jednotlivých kmitání.

Sou£et (∥7.5∥) dopln¥ný o vhodné posunutí

(7.6)
a0

2
+

m∑
n=1

[an cos (nωx) + bn sin (nωx)]

je práv¥ m-tým £áste£ným sou£tem funkcionální °ady

(7.7)
a0

2
+

∞∑
n=1

[an cos (nωx) + bn sin (nωx)] .

Z fyzikálního hlediska jde o sloºený periodický proces, jenº m·ºe

slouºit jako p°irozená aproximace superpozice nekone£ného po£tu jed-

noduchých harmonických kmitání (tzv. harmonických sloºek) funkci-

onální °ady (∥7.7∥).
Nabízí se zde otázka, zda je moºné naopak kaºdý periodický

proces �rozumn¥� vyjád°it superpozicí kone£ného a p°ípadn¥ ne-

kone£ného po£tu jednoduchých harmonických kmitání � zda kaºdý

periodický proces je výsledkem takové superpozice. Formulováno

p°esn¥ji z pohledu matematiky, zda lze kaºdou periodickou funkci

vyjád°it jako kone£ný sou£et (∥7.6∥), p°íp. alespo¬ jako sou£et °ady

(∥7.7∥). Kladnou odpov¥¤ pro významnou a ²irokou t°ídu periodic-

kých funkcí samoz°ejm¥ dostáváme pouze pro sou£et nekone£ný (viz

teoretická £ást).

Jiº jsme °ekli, ºe periodické procesy hrají d·leºitou roli ve v¥t²in¥

fyzikálních i technických obor·. Tradi£n¥ vyzdvihn¥me alespo¬ akus-

tiku, mechaniku, elektrotechniku, kde se nepopirateln¥ ukazuje nut-

nost zodpov¥zení uvedené otázky. Krom¥ toho v²ak hledání odpov¥di

vedlo ke vzniku svébytnématematické partie � teorie Fourierových °ad.

Ta se poté za£ala vyuºívat p°i °e²ení dal²ích t°íd problém· (mj. k °e²ení

v¥t²iny d·leºitých typ· oby£ejných a parciálních diferenciálních rov-

nic) a p°isp¥la k rozvoji samotných teoretických základ· matematiky
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(3) L2�vzdálenost funkce g od £áste£ných sou£t· sk =∑k
n=1 cnfn jde v limit¥ k nule, tj.

lim
k→∞ ∥g − sk∥ = 0,

tehdy a jen tehdy, kdyº

∞∑
n=1

c2
n∥fn∥2 = ∥g∥2.

Je²t¥ neº se pustíme do d·kazu, zkusme lépe porozum¥t vý-
znamu jednotlivých tvrzení této v¥ty. Protoºe pracujeme s úpln¥
libovoln¥ zvoleným ortogonálním systémem funkcí, nem·ºeme
o£ekávat, ºe lze dob°e aproximovat jakoukoliv funkci pomocí li-
neárních kombinací funkcí fi .

Nap°. kdyº se omezíme u Legendreových ortogonálních poly-
nom· na intervalu [−1, 1] pouze na sudé stupn¥, ur£it¥ budeme
dob°e aproximovat pouze nanejvý² sudé funkce. Nicmén¥ hned
první tvrzení v¥ty nám °íká, ºe vºdycky budeme dosahovat nejlep²í
moºné aproximace £áste£nými sou£ty (v L2�vzdálenosti).

Druhé a t°etí tvrzení pak m·ºeme vnímat jako analogii ke kol-
mým pr·m¥t·m do podprostor· vyjád°eným pomocí kartézských
sou°adnic. Skute£n¥, pokud pro danou funkci g bodov¥ konver-
guje °ada F(x) = ∑∞

n=1 cnfn(x), pak je funkce F(x) v jistém
smyslu kolmým pr·m¥tem g do vektorového podprostoru v²ech
takovýchto °ad.

Druhému tvrzení se °íká Besselova nerovnost a je obdobou
kone£n¥rozm¥rného tvrzení, ºe kolmý pr·m¥t vektoru nem·ºe být
v¥t²í neº p·vodní vektor. Rovnost ze t°etího tvrzení se nazývá Par-
sevalova rovnost a °íká, ºe jestliºe se vektor kolmým pr·m¥tem do
podprostoru ost°e nezmen²í, pak do tohoto podprostoru jist¥ sám
pat°í.

Na druhé stran¥ ale na²e v¥ta ne°íká, ºe by £áste£né sou£ty uva-
ºované °ady musely bodov¥ konvergovat k n¥jaké funkci. To je jev,
který v kone£n¥rozm¥rném sv¥t¥ nemá obdobu. �adaF(x) obecn¥
nemusí být konvergentní (tj. pokud bychom uvaºovali obecn¥j²í
funkce neº je ná² prostor S0 [a, b]) ani v p°ípad¥, kdy nastane rov-
nost v (3). Pokud ale nap°. existuje kone£ná hodnota

∑∞
n=1 |cn|

a v²echny funkce fn jsou stejnom¥rn¥ omezené na I , pak z°ejm¥
°ada F(x) = ∑∞

n=1 cnfn(x) konverguje v kaºdém x. Nemusí ale
p°itom konvergovat v²ude k funkci g. K t¥mto úvahám se brzy vrá-
tíme.

D·kaz v²ech t°ech tvrzení v¥ty je velmi podobný jako
u kone£n¥rozm¥rných euklidovských prostor·. Není divu, protoºe
odhady vzdálenosti g od £áste£ného sou£tu f se vlastn¥ d¥lají jen
v kone£n¥rozm¥rném lineárním obalu dot£ených funkcí:

D·kaz V¥ty 7.5. Zvolme libovolnou lineární kombinaci
f = ∑k

n=1 an fn a spo£t¥me její vzdálenost od g. Dostáváme

∥g −
k∑
n=1

anfn∥2 =
∫ b

a

∣∣∣∣g(x)− k∑
n=1

anfn(x)

∣∣∣∣2 dx =
=
∫ b

a

|g(x)|2 dx −
∫ b

a

k∑
n=1

g(x)anfn(x) dx−

−
∫ b

a

k∑
n=1

anfn(x)g(x) dx +
∫ b

a

∣∣∣∣ k∑
n=1

anfn(x)

∣∣∣∣2 dx =
401

(nap°. k p°esnému vymezení tak fundamentálních pojm·, jakými jsou

funkce a integrál).

Název Fourierovy °ady je pak na po£est francouzského matema-

tika a fyzika Jeana B. J. Fouriera, který jako první prakticky vyuºil

trigonometrické výrazy (∥7.6∥) ve své práci z roku 1822 v¥nované pro-
blematice vedení tepla (problematikou se za£al zabývat v roce 1804 a

práci sepsal jiº v roce 1811). Význam tohoto Fourierova po£inu pro

teoretickou fyziku, p°estoºe se fyzice v¥noval spí²e okrajov¥, byl ne-

smírný: zavedl tím do oboru matematické metody, které dodnes pat°í

ke klasickým nástroj·m teoretické fyziky. Fourierova matematická te-

orie tepla se také stala základem pro George S. Ohma p°i odvození

jeho slavného zákonu vedení elektrického proudu. Upozorn¥me je²t¥,

ºe jiní matematici studovali vlastnosti sou£t· (∥7.6∥) o mnoho let

d°íve neº Fourier (kup°. L. Euler). Nedosáhli v²ak zásadního výsledku

sm¥rem k moºnému praktickému vyuºití jako on.

7.5. Ur£ete Fourierovy koe�cienty funkce

(a) g(x) = sin (2x) cos (3x) , x ∈ [−π, π ];
(b) g(x) = cos4 x, x ∈ [−π, π ].

�e²ení. P°ípad (a). Nebo´ pro x ∈ R je

sin (2x) cos (3x) = sin (2x) [cos (2x) cos x − sin (2x) sin x] =
= 1

2 sin (4x) cos x − sin2 (2x) sin x =
= 1

2 cos x sin (4x) − 1−cos(4x)
2 sin x =

= − 1
2 sin x + 1

2 cos x sin (4x) + 1
2 sin x cos (4x) =

= − 1
2 sin x + 1

2 sin (5x) ,

vidíme, ºe Fourierovy koe�cienty jsou nulové s výjimkou b1 = −1/2,
b5 = 1/2.

P°ípad (b). Podobn¥ z

cos4 x =
[
cos2 x

]2 =
[

1+cos(2x)
2

]2 =
= 1

4

[
1+ 2 cos (2x) + cos2 (2x)

] =
= 1

4

[
1+ 2 cos (2x) + 1+cos(4x)

2

]
=

= 3
8 + 1

2 cos (2x) + 1
8 cos (4x) , x ∈ R

plyne, ºe a0 = 3/4, a2 = 1/2, a4 = 1/8 a ºe ostatní koe�cienty jsou

nulové.

V této úloze jsme si ukázali, ºe výpo£et Fourierovy °ady ne-

musí nutn¥ vést na po£ítání integrál· (obvykle metodou per partes).

Zvlá²t¥ v situacích, kdy funkce g má tvar sou£inu (mocniny) funkcí

y = sin (mx) , y = cos (nx) pro m, n ∈ N, sta£í aplikovat st°edo²kol-
ské u£ivo (známé goniometrické vzorce). □

7.6. Najd¥te Fourierovu °adu pro periodické prodlouºení funkce

(a) g(x) = 0, x ∈ [−π, 0), g(x) = sin x, x ∈ [0, π);
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= ∥g∥2 −
k∑
n=1

ancn∥fn∥2 −
k∑
n=1

ancn∥fn∥2 +
k∑
n=1

a2
n∥fn∥2 =

= ∥g∥2 +
k∑
n=1

∥fn∥2
(
(cn − an)(cn − an)− |cn|2

)
.

Evidentn¥ lze poslední výraz minimalizovat práv¥ volbou an = cn,
£ímº je první tvrzení dokázáno.

Dosazením této volby dostáváme tzv. Besselovu identitu

∥g −
k∑
n=1

cnfn∥2 = ∥g∥2 −
k∑
n=1

|cn|2∥fn∥2,

ze které okamºit¥ díky nezápornosti levé strany vyplývá dokazo-
vaná Besselova nerovnost

k∑
n=1

c2
n∥fn∥2 ≤ ∥g∥2.

Tím je dokázáno i celé druhé tvrzení, protoºe kaºdá neklesající a
shora omezená posloupnost reálných £ísel má limitu (a je jí supre-
mum celé mnoºiny hodnot prvk· posloupnosti).

Jestliºe v Besselov¥ nerovnosti nastane rovnost, pak p°ímo
z de�nic a vý²e dokázané Besselovy identity vyplývá tvrzení
(3). □

Ortogonální systém funkcí nazveme úplný ortogonální systém
na intervalu I = [a, b] pro n¥jaký prostor funkcí na I , jestliºe platí
Parsevalova rovnost pro kaºdou funkci g z tohoto prostoru.

7.6. Fourierovy °ady. P°edchozí v¥ta nazna£uje, ºe umíme se
spo£etnými ortogonálními systémy funkcí fn praco-
vat velice podobn¥ jako s kone£nými ortogonálními
bázemi vektorových prostor·, jsou tu ale zásadní roz-

díly:

• Není snadné °íci, jak vypadá celý prostor konvergentních nebo
stejnom¥rn¥ konvergentních °ad

F(x) =
∞∑
n=1

cnfn(x).

• Pro danou integrovatelnou funkci umíme najít jen �nejlep²í
moºné p°iblíºení� takovou °adou F(x) ve smyslu L2�
vzdálenosti.

Hovo°íme o (abstraktních) Fourierových °adách a koe�ci-
ent·m cn z p°edchozí v¥ty °íkáme Fourierovy koe�cienty dané
funkce.

V p°ípad¥, ºe místo ortogonálního systému fn máme systém
ortonormální, jsou formulky ve v¥t¥ o n¥co jednodu²²í, ºádné dal²í
zlep²ení ale nenastane.

Výb¥r ortogonálního systému funkcí musí pro praktické pou-
ºití sledovat ú£el, pro který chceme aproximace a dal²í nástroje
pouºít. Samotný název �Fourierovy °ady� odkazuje na následující
volbu systému reálných funkcí:

Fourier·v ortogonální systém

Systém reálných funkcí

1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, . . . , sin nx, cos nx, . . .

nazýváme Fourier·v ortogonální systém.
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(b) g(x) = | x |, x ∈ [−π, π);
(c) g(x) = 0, x ∈ [−1, 0), g(x) = x + 1, x ∈ [0, 1).

�e²ení. P°ípad (a). P°ímými výpo£ty získáváme

a0 = 1
π

x0+2π∫
x0

g(x) dx = 1
π

0∫
−π

0 dx + 1
π

π∫
0

sin x dx =
= 1

π
[− cos x]π0 = 2

π
,

an = 1
π

x0+2π∫
x0

g(x) cos (nx) dx =

= 1
π

0∫
−π

0 dx + 1
π

π∫
0

sin x cos (nx) dx =

= 1
2π

π∫
0

sin ([1+ n]x) + sin ([1− n]x) dx =
= 1

2π

[
− cos([1+n]x)

1+n − cos([1−n]x)
1−n

]π
0
=

= 1
2π

(
− cos([1+n]π)

1+n − cos([1−n]π)
1−n + 1

1+n + 1
1−n
)
, n ∈ N,

b1 = 1
π

x0+2π∫
x0

g(x) sin x dx = 1
π

0∫
−π

0 dx + 1
π

π∫
0

sin2 x dx =

= 1
2π

π∫
0

1− cos (2x) dx = 1
2π

[
x − sin(2x)

2

]π
0
= 1

2 ,

bn = 1
π

x0+2π∫
x0

g(x) sin (nx) dx =

= 1
π

0∫
−π

0 dx + 1
π

π∫
0

sin x sin (nx) dx =

= 1
2π

π∫
0

cos ([1− n]x) − cos ([1+ n]x) dx =
= 1

2π

[
sin([1−n]x)

1−n − sin([1+n]x)
1+n

]π
0
= 0, pro n ∈ N∖ {1}

Dostáváme tak Fourierovu °adu

1
π
+ sin x

2 + 1
2π

∞∑
n=1

[(
− cos([1+n]π)

1+n − cos([1−n]π)
1−n + 1

1+n + 1
1−n
)

cos (nx)
]
.

Upravme je²t¥ získaný výsledek. Pro sudá n totiº platí

− cos([1+n]π)
1+n − cos([1−n]π)

1−n + 1
1+n + 1

1−n =
= 1

1+n + 1
1−n + 1

1+n + 1
1−n = − 4

n2−1

a pro lichá n pak

− cos([1+n]π)
1+n − cos([1−n]π)

1−n + 1
1+n + 1

1−n =
= − 1

1+n − 1
1−n + 1

1+n + 1
1−n = 0.

Celkem tedy

− cos([1+n]π)
1+n − cos([1−n]π)

1−n + 1
1+n + 1

1−n = 2 (−1)n+1−1
n2−1 , n ∈ N,

a tudíº m·ºeme výslednou °adu zapsat ve tvaru

1
π
+ sin x

2 + 1
π

∞∑
n=1

[
(−1)n+1−1
n2−1 cos (nx)

]
= 1

π
+ sin x

2 − 2
π

∞∑
n=1

cos(2nx)
4n2−1 .

P°ípad (b). Nejprve poznamenejme, ºe o zadané funkci se £asto

hovo°í jako o funkci pilovitých kmit· a ºe její vyjád°ení Fourierovou

°adou je velmi d·leºité v aplikacích. Vyuºijeme-li sudosti funkce g na

(−π, π), ihned víme, ºe je bn = 0 pro v²echna n ∈ N. Sta£í nám tedy

vypo£ítat
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Jako elementární cvi£ení na integraci per partes si m·ºeme
spo£íst, ºe skute£n¥ jde o ortogonální systém funkcí na intervalu
[−π, π]. Ukáºeme si vzáp¥tí i jiné ov¥°ení této skute£nosti.

Jde o tzv. periodické funkce se spole£nou periodou 2π (viz
de�nice níºe) a tzv. �Fourierova analýza� op°ená o tento ortogo-
nální systém nám umoºní mimo°ádn¥ ú£inn¥ pracovat se v²emi
(po £ástech spojitými) periodickými funkcemi. Vzhledem k tomu,
ºe mnoho fyzikálních, chemických i biologických dat vnímáme,
p°ijímáme nebo m¥°íme ve skute£nosti prost°ednictvím frekvencí
tzv. signál· (tj. m¥°ených veli£in), jde o skute£n¥ základní matema-
tický nástroj. Biologové a inºený°i dokonce £asto pouºívají slovo
�signál� v na²em smyslu �funkce�.

Periodické funkce

Funkce f s reálnými nebo komplexními hodnotami de�no-
vaná na celém R se nazývá periodická funkce s periodou T > 0,
jestliºe pro kaºdé x ∈ R platí f (x+T ) = f (x). Nejmen²í perioda
T (pokud existuje) se nazývá základní perioda funkce f .

Je zjevné, ºe sou£ty a skalární násobky periodických funkcí se
stejnými periodami jsou op¥t periodické funkce s touº periodou.

Integrál
∫ x0+T
x0

f (x) dx periodické funkce f p°es interval
délky periody T nezávisí na volb¥ x0 ∈ R.

Poslední tvrzení se dokáºe snadno:
Zvolme si dva takové levé hrani£ní body integrace x0 a

y0. Pomocí substituce t = x + kT s vhodným k p°evedeme∫ y0+T
y0

f (x) dx na p°ípad, kdy y0 ∈ [x0, x0+T ]. Nyní rozd¥lením
intervalu integrace na t°i £ásti dokon£íme d·kaz.

Ortogonalitu Fourierova systému funkcí si m·ºeme spo£íst
docela snadno pomocí výletu do komplexních £ísel,
který se nám bude velice hodit pozd¥ji:

P°ipome¬me, ºe pro reálná x je eix =
cos(x) + i sin(x). P°ímým derivováním sou£inu

reálných funkcí ov¥°íme, ºe pro funkce z(x) a φ(x) s reálnou
prom¥nnou x a s reálnými hodnotami platí(

z(x) eiφ(x)
)′ = z′(x) eiφ(x)+i z(x) φ′ (x) eiφ(x) .

Primitivní funkce ke komplexní funkci f (x) s reálnou prom¥nnou
x samoz°ejm¥ dostaneme pomocí primitivních funkcí k reálné a
imaginární komponent¥ funkce f .

M·ºeme si tedy velmi snadno spo£íst integrál (p°edpoklá-
dáme m ̸= n)∫ π

−π
eimx e−inx dx =

∫ π

−π
ei(m−n)x dx = 1

i(m−n) [e
i(m−n)x]π−π ,

coº je vºdy nula, protoºe je jedno jestli o násobky π obíháme po
jednotkové kruºnici v jednom nebo druhém sm¥ru.

Práv¥ spo£tený integrál vyjad°uje skalární sou£in ⟨eimx, einx⟩.
Vidíme tedy, ºe skute£n¥ v²echny dvojice na²ich funkcí einx

(s komplexními hodnotami) jsou na sebe kolmé.
M·ºeme ale tento skalární sou£in rozepsat:

⟨eimx, einx⟩ = ⟨cos(mx)+ i sin(mx), cos(nx)+ i sin(nx)⟩ =
= (⟨cos(mx), cos(nx)⟩ + ⟨sin(mx), sin(nx)⟩)
+ i(⟨sin(mx), cos(nx)⟩ − ⟨cos(mx), sin(nx)⟩).

V²imn¥me si, ºe v imaginární £ásti tohoto výrazu budeme integro-
vat liché funkce p°es interval [−π, π ] a tedy dostaneme zaru£en¥
nulu.
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a0 = 1
π

x0+2π∫
x0

g(x) dx = 2
π

π∫
0
x dx = 2

π

[
x2

2

]π
0
= π

a pro libovolné n ∈ N pomocí metody per partes dále

an = 1
π

x0+2π∫
x0

g(x) cos (nx) dx = 2
π

π∫
0
x cos (nx) dx =

= 2
π

[
x
n

sin (nx)
]π

0 − 2
nπ

π∫
0

sin (nx) dx =
= 2

n2π
[cos (nx)]π0 = 2

n2π
[(−1)n − 1] , tedy

an = − 4
n2π

pro n liché, an = 0 pro n sudé.

Nyní jiº známe Fourierovu °adu funkce pilovitých kmit·

π
2 + 2

π

∞∑
n=1

[
(−1)n−1
n2 cos (nx)

]
= π

2 − 4
π

∞∑
n=1

cos([2n−1]x)
(2n−1)2 =

= π
2 − 4

π

[
cos x + cos(3x)

32 + cos(5x)
52 + · · ·

]
.

Tuto °adu bylo moºné nalézt i jednodu²²ím zp·sobem � pomocí inte-

grování Fourierovy °ady Heavisideovy funkce (viz 7.9).

P°ípad (c). Funkcemá periodu T = 2, a proto pouºijeme obecn¥j²í

vzorce

a0 = 2
T

x0+T∫
x0

g(x) dx =
1∫

−1

g(x) dx =
0∫

−1

0 dx +
1∫

0

(x + 1) dx = 3
2
,

an = 2
T

x0+T∫
x0

g(x) cos (nωx) dx =
1∫

−1

g(x) cos (nπx) dx =

=
0∫

−1

0 dx +
1∫

0

(x + 1) cos (nπx) dx = (−1)n − 1
n2π2

, n ∈ N,

bn = 2
T

x0+T∫
x0

g(x) sin (nωx) dx =
1∫

−1

g(x) sin (nπx) dx =

=
0∫

−1

0 dx +
1∫

0

(x + 1) sin (nπx) dx = 1− 2(−1)n

nπ
, n ∈ N.

Výpo£et a0 byl snadný a net°eba jej komentovat. K vy£íslení inte-

grál· u an a bn rad¥ji dopl¬me, ºe op¥t sta£ilo jedenkrát pouºít metodu

per partes (derivovat polynom u = x + 1). Hledaná Fourierova °ada
tak je

3
4 +

∞∑
n=1

(
(−1)n−1
n2π2 cos (nπx) + 1−2(−1)n

nπ
sin (nπx)

)
.

Díl£ích zjednodu²ení zápisum·ºeme docílit, kdyº si nap°. uv¥domíme,

ºe pro n ∈ N platí

an = − 2
n2π2 pro n liché, an = 0 pro n sudé

a podobn¥

bn = 3
nπ

pro n liché, bn = − 1
nπ

pro n sudé.



KAPITOLA 7. SPOJITÉ MODELY

Funkce sin(x) a cos(x) se li²í jen o fázový posun, tj. cos(mx−
π/2) = sin(mx). Proto jsou oba s£ítance v reálné £ásti na²eho vý-
razu stejné. Musí tedy dát nulu oba. Tím jsme ov¥°ili ortogonalitu
na²eho systému funkcí.

Zárove¬ vidíme, ºe pro m = n je výsledkem reálné £íslo∫ π
−π dx = 2π a p°itom zjevn¥ musí op¥t být velikosti jak sin(nx)
tak cos(nx) stejné. Nutn¥ proto pro kladná n dostáváme velikosti

∥ cos(nx)∥2 = π, ∥ sin(nx)∥2 = π.
Jen pro n = 0 dostáváme ∥1∥2 = 2π .

Fourierovy °ady

�adu funkcí

F(x) = a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos(nx)+ bn sin(nx)

)
z V¥ty 7.5, s koe�cienty

an = 1
π

∫ ×0+2π

x0

g(x) cos(nx) dx,

bn = 1
π

∫ ×0+2π

x0

g(x) sin(nx) dx,

nazýváme Fourierova °ada funkce g na intervalu [x0, x0 + 2π ].
Koe�cienty an a bn se nazývají Fourierovy koe�cienty funkce g.

V praktickém pouºití chceme pracovat s Fourierovými °adami
s libovolnou délkou periody funkcí T místo hodnoty 2π .
Sta£í k tomu jen p°ejít k funkcím cos( 2π

T
nx), sin( 2π

T
nx).

Jednoduchou substitucí prom¥nných t = ωx, kde ω =
2π
T
, ov¥°íme ortogonalitu na²eho nového systému funkcí

a p°epo£ítáme koe�cienty ve Fourierov¥ °ad¥ F(x) funkce g na
intervalu [x0, x0 + T ]:

F(x) = a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos(nωx)+ bn sin(nωx)

)
,

které mají hodnoty

an = 2
T

∫ ×0+T

x0

g(x) cos(nωx) dx,

bn = 2
T

∫ ×0+T

x0

g(x) sin(nωx) dx.

7.7. Vyjád°ení s exponenciálou. P°ed chvílí jsme p°i ov¥°ování
ortogonality funkcí cos(nx), sin(nx) vy²li ze základního vztahu
pro parametrizaci jednotkové kruºnice v komplexní rovin¥ pomocí
goniometrických funkcí. Uvaºujeme-li ω = 2π/T jako rychlost
obíhání kruºnice, kde T je £as jednoho ob¥hu, dostáváme tutéº
parametrizaci ve tvaru:

eiωt = cosωt + i sinωt.

Pro (reálnou nebo komplexní) funkci f (t) a v²echna celá £ísla n si
v tomto kontextu de�nujeme její komplexní Fourierovy koe�cienty
jako komplexní £ísla

cn = 1
T

∫ T/2

−T/2
f (t) e−iωnt dt.

P°ímo z de�nice jsou p°itom jasné vztahy mezi koe�cienty an a
bn Fourierových °ad (po p°epo£tu formulí pro tyto koe�cienty pro
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□

7.7. Nech´ je dána Fourierova °ada funkce f na intervalu [−π, π ]
s koe�cienty am, bn, m ∈ N∪ {0}, n ∈ N. Dokaºte následující tvrzení:

(a) Jestliºe f (x) = f (x + π), x ∈ [−π, 0], potom

a2k−1 = b2k−1 = 0 pro kaºdé k ∈ N.
(b) Jestliºe f (x) = −f (x + π), x ∈ [−π, 0], potom

a0 = a2k = b2k = 0 pro kaºdé k ∈ N.

�e²ení. P°ípad (a). Tvrzení lze pro libovolné k ∈ N dokázat p°ímo

výpo£ty

a2k−1 = 1
π

π∫
−π
f (x) cos ([2k − 1]x) dx =

= 1
π

0∫
−π
f (x) cos ([2k − 1]x) dx + 1

π

π∫
0
f (x) cos ([2k − 1]x) dx =

= | x = y + π | = 1
π

−π∫
−2π

f (y + π) cos ([2k − 1][y + π]) dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) cos ([2k − 1]x) dx =

= 1
π

π∫
0
f (y) cos ([2k − 1][y + π ]) dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) cos ([2k − 1]x) dx =

= 1
π

π∫
0
f (y)

[
cos ([2k − 1]y) cos ([2k − 1]π)−

− sin ([2k − 1]y) sin ([2k − 1]π)
]
dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) cos ([2k − 1]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y) cos ([2k − 1]y) dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) cos ([2k − 1]x) dx = 0,

b2k−1 = 1
π

π∫
−π
f (x) sin ([2k − 1]x) dx =

= 1
π

0∫
−π
f (x) sin ([2k − 1]x) dx + 1

π

π∫
0
f (x) sin ([2k − 1]x) dx =

= | x = y + π | = 1
π

−π∫
−2π

f (y + π) sin ([2k − 1][y + π ]) dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) sin ([2k − 1]x) dx =

= 1
π

π∫
0
f (y) sin ([2k − 1][y + π])+ 1

π

π∫
0
f (x) sin ([2k − 1]x) dx =

= 1
π

π∫
0
f (y)

[
sin ([2k − 1]y) cos ([2k − 1]π)+

+ sin ([2k − 1]π) cos ([2k − 1]y)
]
dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) sin ([2k − 1]x) dx =
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funkce s obecnou periodou délky T ) a t¥mito komplexními koe�-
cienty cn. Pro p°irozená n dostáváme

cn = 1
2 (an − ibn), c−n = 1

2 (an + ibn)
a p°i výhradn¥ reálných hodnotách funkce f jsou samoz°ejm¥ cn
a c−n komplexn¥ konjugované hodnoty.

Vyjád°ili jsme tedy Fourierovu °adu F(t) pro funkci f (t) ve
tvaru

F(t) =
∞∑

n=−∞
cn eiωnt .

Takto lze psát Fourierovy °ady pro funkce s reálnými i komplex-
ními hodnotami, v obou p°ípadech ale budou obecn¥ její koe�cien-
ty komplexní.

K tomuto vyjád°ení se je²t¥ n¥kolikrát vrátíme, nap°. aº bu-
deme diskutovat prakticky mimo°ádn¥ uºite£nou Fourierovu trans-
formaci.

V²imn¥me si je²t¥, ºe p°i pevn¥ zvoleném T vyjad°uje vý-
raz ω = 2π/T práv¥ zm¥nu ve frekvenci zp·sobenou nár·stem n

o jedni£ku. Je to tedy práv¥ diskrétní krok, se kterým p°i výpo£tu
koe�cient· Fourierovy °ady m¥níme frekvence.

V pozd¥j²í £ásti této kapitoly ukáºeme, ºe Fourierovy °ady
pracují s úplným ortogonálním systémem na S0 . Budeme se na to
ale muset nap°ed d·kladn¥ p°ipravit. Proto zde te¤ zformulujeme
uºite£né výsledky p°edem a hned uvedeme n¥kolik prakti£t¥ji ori-
entovaných poznámek. K d·kaz·m se vrátíme pozd¥ji.

7.8. V¥ta. Uvaºujme kone£ný interval [a, b] s délkou T = b − a.
Dále nech´ f je funkce s reálnými nebo komplexními hodnotami
v S1 [a, b] (tj. po £ástech spojitá funkce s po £ástech spojitou první
derivací), periodicky roz²í°ená na celé R. Potom platí:

(1) �áste£né sou£ty sN její Fourierovy °ady konvergují bodov¥
k funkci

g(x) = 1
2

(
lim
y→x+

f (y)+ lim
y→x−

f (y)
)
.

(2) Je-li navíc f spojitá periodická funkce s po £ástech spojitou
derivací, pak je bodová konvergence její Fourierovy °ady stej-
nom¥rná.

(3) L2�vzdálenost ∥sN − f ∥2 £áste£ných sou£t· sN Fourierovy
°ady od funkce f na S1 [a, b] vºdy konverguje k nule p°i
N → ∞.

7.9. Rozvoj periodických funkcí. Konvergentní Fourierova °ada
bude samoz°ejm¥ konvergovat i mimo p·vodní inter-
val [−T/2, T /2] a bude periodickou funkcí na celém
R.

Jako p°íklad uve¤me Fourierovu °adu pro periodickou funkci
vzniklou z obdoby Heavisideovy funkce g(x) zúºením na jednu
periodu. Na²e funkce g nyní bude na intervalu [−π, 0] rovna −1
a na intervalu (0, π) bude rovna 1. Hodnotami v nule a v krajních
bodech intervalu se nemusíme zabývat, protoºe stejn¥ na koe�cien-
ty Fourierovy °ady nebudou mít ºádný vliv. Jejímu periodickému
roz²í°ení na celéR se °íkává �hranatá vlnová funkce� (v angli£tin¥
�square wave function�).

Protoºe jde o funkci lichou, jist¥ budou v²echny koe�cien-
ty u funkcí cos(nx) nulové. Pro koe�cienty u funkcí sin(nx)
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= − 1
π

π∫
0
f (y) sin ([2k − 1]y) dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) sin ([2k − 1]x) dx = 0.

P°ípad (b). Okamºit¥ máme

a0 = 1
π

π∫
−π
f (x) dx = 1

π

0∫
−π
f (x) dx + 1

π

π∫
0
f (x) dx = 0

a poté analogicky jako v d·kazu prvního tvrzení pro libovolné k ∈ N
dostáváme

a2k = 1
π

π∫
−π
f (x) cos ([2k]x) dx =

= 1
π

0∫
−π
f (x) cos ([2k]x) dx + 1

π

π∫
0
f (x) cos ([2k]x) dx =

= | x = y + π | =
= 1

π

−π∫
−2π

f (y + π) cos ([2k][y + π]) dy + 1
π

π∫
0
f (x) cos ([2k]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y) cos ([2k][y + π ]) dy + 1

π

π∫
0
f (x) cos ([2k]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y)

[
cos ([2k]y) cos ([2k]π)− sin ([2k]y) sin ([2k]π)

]
dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) cos ([2k]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y) cos ([2k]y) dy + 1

π

π∫
0
f (x) cos ([2k]x) dx = 0,

b2k = 1
π

π∫
−π
f (x) sin ([2k]x) dx =

= 1
π

0∫
−π
f (x) sin ([2k]x) dx + 1

π

π∫
0
f (x) sin ([2k]x) dx =

= | x = y + π | =
= 1

π

−π∫
−2π

f (y + π) sin ([2k][y + π ]) dy + 1
π

π∫
0
f (x) sin ([2k]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y) sin ([2k][y + π]) dy + 1

π

π∫
0
f (x) sin ([2k]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y)

[
sin ([2k]y) cos ([2k]π)+ sin ([2k]π) cos ([2k]y)

]
dy +

+ 1
π

π∫
0
f (x) sin ([2k]x) dx =

= − 1
π

π∫
0
f (y) sin ([2k]y) dy + 1

π

π∫
0
f (x) sin ([2k]x) dx = 0 . □

7.8. Rozhodn¥te o konvergenci a stejnom¥rné konvergenci Fourie-

rovy °ady funkce g(x) = e−x pro x ∈ [−1, 1).

�e²ení. K rozhodnutí o konvergenci není t°eba p°íslu²nou Fourierovu

°adu po£ítat. Zave¤me funkci s de�novanou na R s periodou T = 2
p°edpisem

s(x) := g(x) = e−x, x ∈ (−1, 1), s(1) :=
g(−1)+ lim

x→1− g(x)

2 = e+e−1

2 .

O této funkci totiº víme, ºe je sou£tem uvaºované Fourierovy °ady.

Jinými slovy, Fourierova °ada konverguje k periodické funkci s. Na-

víc tato konvergence je stejnom¥rná na kaºdém uzav°eném intervalu,
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spo£teme

bn = 1
π

∫ π

−π
g(x) sin(nx) dx = 2

π

∫ π

0
sin(nx) dx =

= 2
nπ
(1− (−1)n).

Výsledná Fourierova °ada je tedy tvaru

g(x) = 4
π

(
sin(x)+ 1

3
sin(3x)+ 1

5
sin(5x)+ . . .

)
a sou£et jejích prvních p¥ti a prvních padesáti £len· je na následu-
jících dvou obrázcích.

-1

0 2

x

0
-2

-0,5

0,5

-4

1

4

t = 2.

-1

0 2

x

4-2

-0,5

0
-4

1

0,5

t = 24.

Pokud za základní periodu pro takovou hranatou vlnovou
funkci zvolíme interval [−T/2, T /2], tj. chceme pracovat s pe-
riodickým roz²í°ením na²í funkce s periodou T , jednodu²e
p°epo£ítáme, ºe výsledná Fourierova °ada je tvaru

g(x) = 4
π

(
sin(ωx)+ 1

3
sin(3ωx)+ 1

5
sin(5ωx)+ . . .

)
,

kde £íslu ω = 2π
T

se °íká �fázová frekvence� vlny. Vyjad°uje
pom¥r skute£né základní periody k frekvenci jednotkové, tj. délce
jednotkové kruºnice 2π .

V²imn¥me si, ºe se zvy²ujícím se po£tem £len· °ady se vý-
razn¥ zp°es¬uje aproximace s výjimkou stále se zmen²ujícího okolí
bodu nespojitosti, na n¥mº je ale maximum odchylky stále zhruba
stejné. Je to obecná vlastnost Fourierových °ad, které se °íká Gi-
bbs·v jev.

Pov²imn¥me si také, ºe v samotném bod¥ nespojitosti je hod-
nota aproximující funkce práv¥ v polovin¥ mezi limitami zprava a
zleva pro na²i funkci g, p°esn¥ jak °íká 7.8(1).

Samoz°ejm¥ nelze o£ekávat, ºe by konvergence Fourierových
°ad pro funkce g s body nespojitosti mohla být stejnom¥rná (to by
totiº g musela být coby stejnom¥rná limita spojitých funkcí sama
spojitá).

7.10. Vyuºití symetrie funkcí. Zamysleme se, jak bychommohli
co nejlépe aproximovat Fourierovou °adou funkci
g(x) = x2 na intervalu [0, 1]. Kdybychom prost¥ pe-
riodicky roz²í°ili tuto funkci z daného intervalu [0, 1],
nebude spojitá a tedy i konvergence v celých £íslech

by byla podobn¥ podivná jako u hranaté vlnové funkce. M·ºeme
ale snadno pracovat s Fourierovou °adou na základním intervalu
[−1, 1]. Jde o sudou funkci, a tedy nenulové mohou být pouze koe-
�cienty an.

406

který neobsahuje ºádný z bod· 2k+1, k ∈ Z. To vyplývá ze spojitosti
funkcí g a g′ na (−1, 1). Konvergence pak nem·ºe být stejnom¥rná

na ºádném intervalu (c, d) s vlastností [c, d] ∩ {2k + 1; k ∈ Z} ̸= ∅,
protoºe stejnom¥rnou limitou spojitých funkcí je vºdy funkce spojitá.

Zvlá²t¥ tak °ada konverguje k funkci g na (−1, 1), ale tato konver-

gence je stejnom¥rná pouze na podintervalech [c, d] spl¬ujících ome-

zení −1 < c < d < 1. □

7.9. Ur£ete kosinovou Fourierovu °adu pro periodické prodlouºení

funkce

g(x) = 1, x ∈ [0, 1), g(x) = 0, x ∈ [1, 4)

a sinovou Fourierovu °adu pro

f (x) = x − 1, x ∈ (0, 2), f (x) = 3− x, x ∈ [2, 4).

�e²ení. S konstrukcí kosinové Fourierovy °ady jsme se jiº vlastn¥ se-

tkali. Jedná se totiº o Fourierovy °ady sudých funkcí. Nejprve tedy mu-

síme funkci g dode�novat na intervalu (−4, 0) tak, aby se stala sudou,
coº znamená poloºit

g(x) := 1 pro x ∈ (−1, 0), g(x) := 0 pro x ∈ (−4,−1].

Nyní m·ºeme uvaºovat její periodické roz²í°ení na celé R s periodou

T = 8 a ω = π/4.
V kosinové °ad¥ vºdy musí být bn = 0 pro v²echna n ∈ N. Snadno

stanovíme také Fourierovy koe�cienty

a0 = 2
T

x0+T∫
x0

g(x) dx = 1
2

1∫
0

1 dx = 1
2
,

an = 2
T

x0+T∫
x0

g(x) cos (nωx) dx = 1
2

1∫
0

cos
nπx

4
dx =

= 2
nπ

sin
nπ

4
, n ∈ N,

kde jsme si pomohli vztahem

(7.8)

a∫
−a
f (x) dx = 2

a∫
0

f (x) dx

platným pro kaºdou sudou funkci f integrovatelnou na intervalu

[0, a].
Nahrazovat výraz sin (nπ/4) podobn¥ jako v d°ív¥j²ích p°íkladech

není dobrý nápad, protoºe bychom museli rozd¥lit p°irozená £ísla n

hned do 8 skupin podle jejich zbytku po d¥lení práv¥ £íslem 8. Tím

bychom ale neobdrºeli p°íli² p°ehledné vyjád°ení. Spokojíme se tudíº

s tvarem kosinové Fourierovy °ady

1
4 +

∞∑
n=1

[ 2
nπ

sin nπ
4 cos nπx4

]
.
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Pro n > 0 dvojnásobným vyuºitím metody per partes dostá-
váme:

an = 2
2

∫ 1

−1
x2 cos

( 2πnx
2

)
dx = 2

∫ 1

0
x2 cos(πnx)dx =

= 4
π2n2 (−1)n.

Zbývající koe�cient je

a0 = 2
2

∫ 1

−1
x2dx = 2

∫ 1

0
x2dx = 2

3
.

Celá °ada dávající periodické roz²í°ení x2 z intervalu [−1, 1] je
tedy

f (x) = 1
3
+ 4
π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2 cos(πnx).

Z Weierstrassova kritéria je p°ímo z°ejmé, ºe tato °ada konverguje
stejnom¥rn¥ a tedy bude f (x) spojitá. Z V¥ty 7.8 ale uº víme, ºe ve
skute£nosti je f (x) = x2 na celém intervalu [−1, 1], protoºe apro-
ximujeme spojitou funkci na celém R a konvergence musí být stej-
nom¥rná. Aproximuje tedy na²e °ada funkci x2 na intervalu [0, 1]
výrazn¥ lépe, neº bychom to um¥li s periodickým roz²í°ením dané
funkce jen z tohoto intervalu.

Poj¤me ale v na²ich ilustracích dále. Díky stejnom¥rné kon-
vergenci m·ºeme vyuºít v¥ty o derivování a integrování °ad £len
po £lenu a spo£ítat Fourierovy °ady pro funkce x a x3 . Jednodu²²í
bude derivování:

1
2
(x2 )′ = x = 2

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin(πnx).

Tato °ada uº evidentn¥ nem·ºe konvergovat stejnom¥rn¥, protoºe
periodické roz²í°ení funkce x není spojitou funkcí. Docela snadno
lze ale p°ímo odvodit, ºe bodov¥ konvergovat bude (viz na²e úvahy
o alternujících °adách v 5.48), proto jsme skute£n¥ dostali rovnost
(viz v¥ta 5.48 na stran¥ 280).

Obdobn¥ m·ºeme £len po £lenu integrovat a dostaneme

1
3
x3 = 2

3
x + 4

π3

∞∑
n=1

(−1)n

n3 sin(πnx)

a výslednou Fourierovu °adu dostaneme dosazením za x z p°ed-
chozí rovnosti.

7.11. Obecné Fourierovy °ady a wavelety. V p°ípad¥ obecného
ortogonálního systému funkcí fn a z n¥j vy-
tvá°ených °ad se £asto hovo°í o obecných Fou-
rierových °adách vzhledem k ortogonálnímu
systému funkcí fn.

Fourierovy °ady a dal²í z nich vycházející nástroje jsou vyu-
ºívány ke zpracování r·zných signál·, obrázk· apod. Povaha pou-
ºitých periodických goniometrických funkcí v klasických Fourie-
rových °adách a jejich prosté ²kálování pomocí zv¥t²ující se frek-
vence zárove¬ omezují jejich pouºitelnost. Vmnoha oblastech apli-
kací proto vyvstala p°irozená pot°eba nalézt ²ikovn¥j²í úplné or-
togonální systémy funkcí, které budou vycházet z p°edpokládané
povahy dat a které bude moºné efektivn¥ji zpracovávat.

Obvyklým poºadavkem pro rychlá numerická zpracování
bývá rychlá ²kálovatelnost m¥°ítek a moºnost snadného posuvu
o konstantní hodnoty. V takový systém lze nap°íklad doufat, jest-
liºe zvolíme vhodnou spojitou funkci ψ s kompaktním nosi£em,
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Sinovou Fourierovu °adu funkce analogicky po£ítáme z lichého

prodlouºení zadaného úseku. Pro funkci f je op¥t T = 8 a ω = π/4.
Tentokráte jsou v²ak nulové koe�cienty an, n ∈ N ∪ {0}. K nalezení

zbývajících koe�cient· uºitím metody per partes a (∥7.8∥) (sou£inem
2 lichých funkcí je funkce sudá) získáme

bn = 2
T

x0+T∫
x0

f (x) sin (nωx) dx =

= 1
2

 2∫
0

(x − 1) sin
nπx

4
dx −

4∫
2

(x − 3) sin
nπx

4
dx

 =
=
[
−(x − 1)

2
nπ

cos
nπx

4

]2

0
+
[

8
n2π2

sin
nπx

4

]2

0
−

−
[
−(x − 3)

2
nπ

cos
nπx

4

]4

2
−
[

8
n2π2

sin
nπx

4

]4

2
=

= 2
nπ

[
(−1)n − 1

]+ 16
n2π2

sin
nπ

2
, n ∈ N.

Ihned odsud vidíme, ºe pro sudá n je bn = 0. Si-

novu Fourierovou °adu díky tomu upravíme do tvaru
∞∑
n=1

[( 2
nπ

[(−1)n − 1]+ 16
n2π2 sin nπ

2

)
sin nπx

4

] =
=

∞∑
n=1

[(
−4

[2n−1]π + (−1)n−116
[2n−1]2π2

)
sin [2n−1]πx

4

]
.

□

7.10. Funkci g(x) = cos x, x ∈ (0, π) zapi²te jako sou£et kosinové
a sinové Fourierovy °ady.

�e²ení. Samoz°ejm¥ platí

cos x = cos x, x ∈ (−π, π),
p°i£emº na kosinus na levé stran¥ nahlíºíme jako na sudé roz²í°ení

funkce g a na pravé stran¥ jako na kosinovou Fourierovu °adu, která je

dána jednozna£n¥.

Pro sinovou °adu pak musí být an = 0, n ∈ N ∪ {0} a snadno také
spo£ítáme

b1 = 2
π

π∫
0

cos x sin x dx = 1
π

π∫
0

sin (2x) dx = 0,

bn = 2
π

π∫
0

cos x sin (nx) dx =

= 1
π

π∫
0

sin ([n+ 1]x) + sin ([n− 1]x) dx =
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ze které sestrojíme spo£etn¥ mnoho funkcí ψjk , j, k ∈ Z, pomocí
translací a dilatací:

ψjk (x) = 2j/2ψ(2jx − k).
Pokud zárove¬ vyhovíme dv¥ma podmínkám:

• tvar mate°ské funkce ψ dob°e vystihuje moºné chování dat,
• její potomci ψjk tvo°í úplný ortogonální systém,

pak bude dob°e sta£it k aproximaci konkrétního zpracovávaného
signálu jen n¥kolika málo funkcí. Hovo°íme o tzv. waveletech.

Nemáme zde prostor pro podrobnosti, jde o mimo°ádn¥ ºivý
sm¥r výzkumu i základ komer£ních aplikací. Zájemce snadno na-
jde spoustu literatury.

Poznamenejme v²ak, ºe ve skute£nosti se velmi £asto
pouºívají pouze diskrétní verze na²ich objekt·, tzn. hodnoty
v²ech funkcí ψjk jsou pouze tabelovány v diskrétní (hodn¥
velké) mnoºin¥ bod· a jsou v tomto smyslu i ortogonální. Dobrým
p°íkladem jsou standardy JPEG2000, které tuto techniku pouºívají
a jsou nástrojem pro profesionální komprimaci obrazových dat ve
�lmovém pr·myslu, nebo formát DjVu komprimace publikací.

Jedny z prvních wavelet· sestrojila Ingrid Daubechies na
za£átku devadesátých let. Na obrázku níºe je tzv. Daubechies
mate°ská wavelet D4(x) a její dcera D4(2−3x − 1).
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Pr·b¥h funkce D4 není popsán analytickým zp·sobem.
Funkce je zadána pouze tabelovanými hodnotami pro kone£nou
(by´ velmi velkou) mnoºinu argument·. Je zvolena tak, aby m¥la
ve svých r·zných £ástech v²echny vlastnosti, které jsou t°eba
pro gra�cká data pot°ebné � pomalý i rychlý r·st, ostrý zlom
v obou extrémech apod. Sloºitost konstrukce spo£ívá samoz°ejm¥
v tom, abychom skute£n¥ dostali pomocí vý²e uvedené konstrukce
ortogonální systém!

2. Metrické prostory

V této £ásti kapitoly se abstraktn¥ zamyslíme nad pojmy vzdá-
lenost a konvergence. Bude se nám to hodit vzáp¥tí p°i d·kazech jiº
formulovaných výsledk· o Fourierových °adách a v nejr·zn¥j²ích
kontextech se k t¥mto pojm·m budeme vracet. Berme proto dal²í
stránky jako velmi uºite£ný (a snad je²t¥ stále stravitelný) výlet do
matematiky pro zdatné £i odváºné.

7.12. Metriky a normy. P°i odvozování techniky Fourierových
°ad jsme voln¥ hovo°ili o vzdálenosti na prostoru
funkcí. Nyní se u tohoto pojmu zastavíme po°ádn¥ji.
Euklidovská vzdálenost ve vektorových prostorech

Rn spl¬uje, stejn¥ jako tomu bylo u na²íL1�vzdálenosti d(f, g) =
∥f − g∥1 na prostoru spojitých absolutn¥ integrovatelných funk-
cích, následující t°i abstraktní poºadavky. M¥jme v dal²ích odstav-
cích po°ád na pam¥ti tyto dva p°íklady.
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=− 1
π

[
cos ([n+ 1]x)

n+ 1
+ cos ([n− 1]x)

n− 1

]π
0
=

= 2n [(−1)n + 1]
(n2 − 1)π

, n ∈ N∖ {1}.
Jestliºe uváºíme, ºe

bn = 0 pro lichá n ∈ N a bn = 4n
(n2−1)π pro sudá n,

získáme

cos x =
∞∑
n=1

[
8n

(4n2−1)π sin (2nx)
]
, x ∈ (0, π).

□

7.11. Napi²te Fourierovu °adu π-periodické funkce, která se rovná

kosinu na intervalu (−π/2, π/2), a kosinovou Fourierovu °adu

2π -periodické funkce y = | cos x |.
�e²ení. Není obtíºné si uv¥domit, ºe hledáme pouze jednu

Fourierovu °adu (druhá £ást zadání je reformulací té první).

Sestrojme tedy Fourierovu °adu pro funkci g(x) = cos x,
x ∈ [−π/2, π/2]. Ze sudosti g plyne bn = 0, n ∈ N. Sou£asn¥ máme

a0 = 2
π

π/2∫
−π/2

cos x dx = 4
π
,

an = 2
π

π/2∫
−π/2

cos x cos (2nx) dx =

= 2
π

π/2∫
−π/2

1
2 [cos ([2n+ 1]x) + cos ([2n− 1]x)] dx =

= 1
π

[
sin([2n+1]x)

2n+1 + sin([2n−1]x)
2n−1

]π/2
−π/2
= 2

π

[
(−1)n

2n+1 + (−1)n+1

2n−1

]
=

= 4
π

(−1)n+1

4n2−1

pro kaºdé n ∈ N. V²imn¥me si, ºe výpo£et a0 bylo moºné za-

hrnout do výpo£tu obecného an. Hledanou Fourierovou °adou je
2
π
+ 4

π

∞∑
n=1

[
(−1)n+1

4n2−1 cos (2nx)
]
. □

7.12. Funkci g(x) = ex rozvi¬te do

(a) Fourierovy °ady na intervalu [0, 1);
(b) kosinové Fourierovy °ady na intervalu [0, 1];
(c) sinové Fourierovy °ady na intervalu (0, 1].

�e²ení. V celé úloze budeme vyuºívat vztah·

(7.9)∫
ex cos (αx) dx = ex [α sin (αx) + cos (αx)]

1+ α2
+ C, α ∈ R,

(7.10)∫
ex sin (βx) dx = ex [sin (βx) − β cos (βx) ]

1+ β2
+ C, β ∈ R,

které lze obdrºet dvojí aplikací metody per partes.

S jejich pomocí postupn¥ vypo£ítáme
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Axiomy metriky a normy

Mnoºina X spolu se zobrazením d : X × X → R spl¬ující
pro v²echny prvky x, y, z ∈ X podmínky

d(x, y) ≥ 0 a d(x, y) = 0, práv¥ kdyº x = y,(7.2)

d(x, y) = d(y, x),(7.3)

d(x, z) ≤ d(x, y)+ d(y, z)(7.4)

se nazývá metrický prostor. Zobrazení d je metrika na X.
Je-li X vektorový prostor nad R a ∥ ∥ : X → R je funkce

spl¬ující

∥x∥ ≥ 0, p°i£emº ∥x∥ = 0, práv¥ kdyº x = 0 ,(7.5)

∥λx∥ = |λ| ∥x∥, pro v²echny skaláry λ ,(7.6)

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥,(7.7)

pak funkci ∥ ∥ nazýváme norma na X a prostor X je normovaný
vektorový prostor.

Norma vºdy zadává metriku d(x, y) = ∥x − y∥.

Na za£átku p°edchozí £ásti této kapitoly jsme tedy ve
skute£nosti de�novali vzdálenost funkcí pomocí tzv. L1�normy.
V euklidovských vektorových prostorech pak ²lo také o normu
∥x∥, která je indukována z bilineárního skalárního sou£inu
vztahem ∥x∥2 = ⟨x, x⟩, a obdobn¥ jsme pracovali s normou na
prostorech unitárních. Úpln¥ stejn¥ jsme pak obdrºeli na spojitých
funkcích L2�normu.

Samoz°ejm¥ metriky zadané normou mají velmi speci�cké
vlastnosti, protoºe jejich chování lze na celém prostoru X odvodit
z vlastností v libovoln¥ malém okolí nulového prvku x = 0 ∈ X.
7.13. Konvergence. Na zcela abstraktních metrických prosto-

rech lze zavést pojem (blízkých) okolí jednotlivých
prvk·, konvergence posloupností prvk· a související
�topologické� pojmy prakticky úpln¥ stejn¥, jako
jsme to ud¥lali pro reálná a komplexní £ísla a jejich

posloupnosti na za£átku páté kapitoly, viz 5.12�5.17.
M·ºeme tyto odstavce skoro zkopírovat, jen u v¥ty 5.17 na-

razíme na výrazn¥ sloºit¥j²í d·kazy. Za£neme konceptem konver-
gentních posloupností v metrickém prostoru X s metrikou d:

Cauchyovské posloupnosti

Uvaºme libovolnou posloupnost prvk· x0, x1, . . . v X tako-
vou, ºe pro libovolné pevn¥ zvolené kladné reálné £íslo ε platí pro
v²echny dvojice prvk· xi , xj posloupnosti, aº na kone£n¥ mnoho
výjimek (které závisí na volb¥ ε),

d(xi, xj ) < ε.

Jinak °e£eno, pro kaºdé pevné ε > 0 existuje index N takový, ºe
p°edcházející nerovnost platí pro v²echna i, j > N . Takové po-
sloupnosti prvk· se °íká cauchyovská posloupnost.

Stejn¥ jako u reálných £i komplexních £ísel bychom rádi,
aby kaºdá cauchyovská posloupnost prvk· xi ∈ X konvergovala
k n¥jaké hodnot¥ x v následujícím smyslu:

Konvergentní posloupnosti

Jestliºe pro posloupnost prvk· x0, x1, . . . ∈ X, pevn¥ zvolený
prvek x ∈ X a pro libovolné kladné reálné £íslo ε platí pro v²echna
i, aº na kone£n¥ mnoho výjimek (závisejících na volb¥ ε),

d(xi, x) < ε,
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(a)

a0 = 2
1∫

0
ex dx = 2(e− 1),

an = 2
1∫

0
ex cos (2nπx) dx = 2

[
ex [2nπ sin(2nπx)+cos(2nπx) ]

1+4n2π2

]1

0
=

= 2(e−1)
1+4n2π2 , n ∈ N,

bn = 2
1∫

0
ex sin (2nπx) dx = 2

[
ex [sin(2nπx)−2nπ cos(2nπx) ]

1+4n2π2

]1

0
=

= 4nπ(1−e)

1+4n2π2 , n ∈ N;
(b)

a0 = 2
1∫

0
ex dx = 2(e− 1),

an = 2
1∫

0
ex cos (nπx) dx = 2

[
ex [nπ sin(nπx)+cos(nπx) ]

1+n2π2

]1

0
=

= 2
[
(−1)ne−1

]
1+n2π2 , n ∈ N;

(c)

bn = 2
1∫

0
ex sin (nπx) dx = 2

[
ex [sin(nπx)−nπ cos(nπx) ]

1+n2π2

]1

0
=

= 2nπ
[

1+(−1)n+1e
]

1+n2π2 , n ∈ N

a následn¥ pouhým dosazením získáme p°íslu²né Fourierovy °ady

(a)

e− 1+ 2 (e− 1)
∞∑
n=1

cos(2nπx)
1+4n2π2 + 4π (1− e)

∞∑
n=1

n sin(2nπx)
1+4n2π2 ;

(b)

e− 1+ 2
∞∑
n=1

[
(−1)ne−1

]
cos(nπx)

1+n2π2 ;
(c)

2π
∞∑
n=1

n
[
1+(−1)n+1e

]
sin(nπx)

1+n2π2 . □

7.13. Funkci g(x) = π2 − x2 na intervalu [−π, π ] vyjád°ete jako
sou£et Fourierovy °ady. Pomocí tohoto vyjád°ení se£t¥te £íselné °ady

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 ,
∞∑
n=1

1
n2 .

�e²ení. Také nyní bychom mohli vyuºít sudosti zadané funkce g a

metodou per partes spo£ítat nenulové koe�cienty an. V teoretické £ásti

je v²ak odvozena Fourierova °ada pro funkci f (x) = x2 na intervalu

[−1, 1]. Tím je vlastn¥ dokázána identita

f (x) = 1
3 + 4

π2

∞∑
n=1

(−1)n cos(nπx)
n2 , x ∈ (−1, 1).

Odtud pak (s p°ihlédnutím k rovnosti g(−π) = g(π)) plyne
g(x) = π2 −

(
1
3 + 4

π2

∞∑
n=1

(−1)n cos nπx
π

n2

)
π2 =

= 2
3π

2 + 4
∞∑
n=1

(−1)n+1 cos(nx)
n2 , x ∈ [−π, π ].

Sta£ilo p°i£íst π2 a p·vodní °adu vynásobit −1. Dále je t°eba si
uv¥domit, ºe v argumentu kosin· bude pouze nx místo nπx. Perioda

je tak π-násobná (m¥ní se 2/T a meze integrálu ve vzorci pro an) a p°i

integrování kosin· nyní nedostáváme π ve jmenovatelích (p°i výpo£tu

a0 se projeví zm¥na horní meze). Proto jsme museli p·vodní °adu je²t¥
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°íkáme, ºe posloupnost xi , i = 0, 1, . . . , konverguje k prvku x,
kterému °íkáme limita posloupnosti xi , i = 0, 1, . . . v metrickém
prostoru X.

Díky trojúhelníkové nerovnosti dostáváme pro kaºdou dvojici
prvk· xi , xj z konvergentní posloupnosti, s dostate£n¥ velikými
indexy (zna£ení jako v de�nici vý²e),

d(xi, xj ) ≤ d(xi, x)+ d(x, xj ) < 2ε,

a proto je kaºdá konvergentní posloupnost také cauchyovská. Me-
trické prostory, kde platí i obrácené tvrzení, tj. ºe kaºdá cauchy-
ovská posloupnost je konvergentní, nazýváme úplné metrické pro-
story.

7.14. Topologie, konvergence a spojitost. Stejn¥ jako v p°ípad¥
reálných £ísel m·ºeme zformulovat konvergenci pomocí
�otev°ených okolí�.

Otev°ené a uzav°ené mnoºiny

Otev°ené ε�okolí prvku x v metrickém prostoru X (stru£n¥
ε�okolí) je mnoºina

Oε(x) = {y ∈ X; d(x, y) < ε}.
Podmnoºina U ⊂ X je otev°ená, jestliºe obsahuje s kaºdým svým
bodem i n¥jaké jeho ε�okolí. Podmnoºina W ⊂ X je uzav°ená,
jestliºe je její dopln¥k X \W otev°enou mnoºinou.

Namísto ε�okolí hovo°íme také o (otev°ené) ε�kouli se
st°edem v x. V p°ípad¥ normovaného prostoru si vysta£íme
s ε�koulemi se st°edem v nule, jejichº p°i£tením k danému prvku
x dostaneme práv¥ jeho ε�okolí.

Hromadné body podmnoºiny A ⊂ X op¥t de�nujeme jako ta-
kové prvky x ∈ X, ke kterým konverguje n¥jaká posloupnost bod·
z A neobsahující samotný bod x. Snadno uvidíme, ºe mnoºina je
uzav°ená, práv¥ kdyº obsahuje v²echny své hromadné body:

Skute£n¥, p°ímo z de�nice plyne, ºe mnoºina A je uzav°ená,
práv¥ kdyº pro kaºdý bod x /∈ A existuje n¥jaké ε > 0 takové, ºe
celé ε�okolí Oε(x) má s A prázdný pr·nik. Pokud by tedy A byla
uzav°ená a x byl hromadný bod mnoºiny A, který do A nepat°í,
pak jist¥ v libovolném takovém ε�okolí takového x leºí nekone£n¥
mnoho bod· mnoºiny A, coº je spor.

Naopak p°edpokládejme, ºe A obsahuje v²echny své hro-
madné body a uvaºme x ∈ X \ A. Pokud by v kaºdém ε�okolí
bodu x existoval bod xε ∈ A, pak postupn¥ volbami ε = 1/n do-
staneme posloupnost bod· xn ∈ A konvergující k x. Pak by ov²em
x musel být hromadným bodem, a tedy vA, takºe op¥t máme spor.

Pro kaºdou podmnoºinu A v metrickém prostoru X de�nu-
jeme její vnit°ek jako mnoºinu t¥ch bod· v A, které do A pat°í i
s celým svým n¥jakým okolím. Dále de�nujeme uzáv¥r Āmnoºiny
A jako sjednocení p·vodní mnoºinyA s mnoºinou v²ech jejích hro-
madných bod·.

Snadno jako u reálných £ísel ov¥°íme, ºe libovolný pr·nik a li-
bovolné kone£né sjednocení uzav°ených mnoºin v metrickém pro-
storu je op¥t uzav°ená mnoºina.

U otev°ených mnoºin je to op¥t naopak: libovolné sjedno-
cení otev°ených mnoºin je op¥t otev°ená mnoºina, ale jen kone£ný
pr·nik otev°ených mnoºin je obecn¥ op¥t otev°ená mnoºina. Do-
kaºte si ob¥ tvrzení podrobn¥ sami!
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vynásobit π2. Jestliºe £tená° není schopen projít si p°íslu²né výpo£ty

v hlav¥ a hned si uv¥domit, kde vzniknou odli²nosti, doporu£ujeme

mu, aby Fourierovu °adu funkce g rad¥ji vypo£ítal p°ímo.

Kdyº dosadíme x = 0 a x = π , obdrºíme jiº

π2 = 2
3π

2 + 4
∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 , tj.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 = π2

12 ,

a

0 = 2
3π

2 + 4
∞∑
n=1

(−1)n+1(−1)n

n2 , tj.
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

Jinak °e£eno, nalezli jsme dal²í zp·sob, jak lze vyjád°it

π2 = 12
(
1− 1

22 + 1
32 − 1

42 + · · ·
) = 6

(
1+ 1

22 + 1
32 + 1

42 + · · ·
)
.

□

7.14. Pomocí Fourierovy °ady funkce g(x) = ex , x ∈ [0, 2π), vy£ís-
lete

∑∞
n=1

1
1+n2 .

�e²ení. Platí (viz také (∥7.9∥), (∥7.10∥))
a0 = 1

π

2π∫
0
ex dx = 1

π

(
e2π − 1

)
,

an = 1
π

2π∫
0
ex cos (nx) dx = 1

π

[
ex [cos(nx)+n sin(nx)]

1+n2

]2π

0
=

= e2π−1(
1+n2

)
π
, n ∈ N,

bn = 1
π

2π∫
0
ex sin (nx) dx =

= 1
π

[
ex [sin(nx)−n cos(nx)]

1+n2

]2π

0
= −n

(
e2π−1

)(
1+n2

)
π
, n ∈ N.

Proto je

ex = e2π−1
π

(
1
2 +

∞∑
n=1

cos(nx)−n sin(nx)
1+n2

)
, x ∈ (0, 2π).

�ádnou volbou x ∈ (0, 2π) ale nelze na pravé stran¥ získat °adu∑∞
n=1

1
1+n2 . Tu bychom obdrºeli pro x = 0. V tomto bod¥ zjevn¥ není

periodické prodlouºení g na R spojité, a tak dostáváme

e0+e2π

2 =
g(0)+ lim

x→2π− g(x)

2 = e2π−1
π

(
1
2 +

∞∑
n=1

cos 0−n sin 0
1+n2

)
,

odkud plyne

e2π+1
2 · π

e2π−1 = 1
2 +

∞∑
n=1

1
1+n2

a po úprav¥
∞∑
n=1

1
1+n2 = (π−1)e2π+π+1

2
(
e2π−1

) .

□

7.15. Ur£ete sou£et °ady
∞∑
n=1

1
(2n−1)2 .
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Sami si také podrobn¥ ov¥°te, ºe vnit°ek mnoºiny A je práv¥
sjednocením v²ech otev°ených mnoºin v A obsaºených, zatímco
uzáv¥r A je pr·nikem v²ech uzav°ených mnoºin obsahujících A.

Uzav°ené a otev°ené mnoºiny p°edstavují základní pojmy tzv.
topologie. Aniº bychom zacházeli do hlub²ích podrobností a sou-
vislostí, seznámili jsme se práv¥ s topologií metrických prostor·.

Pojem konvergence m·ºeme nyní zformulovat tak, ºe posloup-
nost prvk· xi v metrickém prostoru X, i = 0, 1, . . . , konverguje
k x ∈ X, práv¥ kdyº pro kaºdou otev°enou mnoºinu U obsahu-
jící x jsou v²echny body na²í posloupnosti, aº na kone£n¥ mnoho
výjimek, obsaºeny v U .

Stejn¥ jako u reálných £ísel m·ºeme také de�novat spojitá zob-
razení mezi metrickými prostory:

Zobrazení f : W → Z je spojité jestliºe vzor f−1(V ) kaºdé
otev°ené mnoºiny V ⊂ Z je otev°ená mnoºina veW . Samoz°ejm¥
to neznamená nic jiného neº tvrzení, ºe pro v²echny prvky z =
f (x) ∈ Z, x ∈ W a kladné £íslo ε existuje kladné £íslo δ tak, ºe
pro v²echny prvky y ∈ W se vzdáleností dW (x, y) < δ je také
dZ(z, f (y)) < ε.

Zcela stejn¥ jako u reálných funkcí je zobrazení f mezi me-
trickými prostory spojité práv¥ tehdy, kdyº respektuje konvergence
posloupností.

7.15. Lp�normy. Nyní máme k dispozici obecné nástroje, se kte-
rými se m·ºeme podívat na p°íklady metrických prostor·
tvo°ených kone£n¥rozm¥rnými vektory nebo funkcemi.
Omezíme se na obzvlá²´ uºite£nou t°ídu norem. Za£neme
na reálných nebo komplexních kone£n¥rozm¥rných vek-

torových prostorech Rn a Cn a de�nujeme pro pevné reálné £íslo
p ≥ 1 a libovolný vektor z = (z1, . . . , zn)

∥z∥p =
( n∑
i=1

|zi |p
)1/p

.

Dokáºeme, ºe takto je de�nována norma. První dv¥ vlastnosti z de-
�nice jsou z°ejmé. Zbývá dokázat trojúhelníkovou nerovnost. Vy-
jdeme p°itom z tzv. Hölderovy nerovnosti:

Lemma. Pro pevné reálné £íslo p > 1 a kaºdé dv¥ n�tice nezá-
porných reálných £ísel xi a yi platí

n∑
i=1

xiyi ≤
( n∑
i=1

x
p
i

)1/p

·
( n∑
i=1

y
q
i

)1/q

,

kde 1/q = 1− 1/p.

D·kaz. Ozna£me si X a Y výrazy v sou£inu na pravé stran¥
dokazované nerovnosti. Pokud jsou v²echna £ísla xi
nebo v²echna yi nulová, pak tvrzení platí. P°edpoklá-
dejme tedy X ̸= 0 a Y ̸= 0.

Hölderova nerovnost je uºite£ným p°ímým
d·sledkem konvexity exponenciální funkce. De�nujme £ísla vk a
wk tak, aby platilo

xk = X evk/p, yk = Y ewk/q .

Protoºe 1/p+1/q = 1, m·ºeme uvaºovat a�nní kombinaci hodnot
1
p
vk + 1

q
wk a díky konvexit¥ exponenciály dostáváme

evk/p+wk/q ≤ 1
p

evk + 1
q

ewk .

Odtud jiº p°ímo dopo£ítáme

1
XY

xkyk ≤ 1
p

(
xk

X

)p
+ 1
q

(
yk

Y

)q
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�e²ení. Ke stanovení sou£tu této °ady lze s úsp¥chem vyuºít známých

Fourierových °ad mnoha r·zných funkcí. P°ipome¬me nap°. Fourie-

rovu °adu

π
2 − 4

π

∞∑
n=1

cos([2n−1]x)
(2n−1)2 ,

kterou jsme vypo£ítali pro funkci g(x) = | x |, x ∈ [−π, π). Protoºe
je tato funkce spojitá na [−π, π) a | − π | = |π |, víme, ºe dokonce

platí

| x | = π
2 − 4

π

∞∑
n=1

cos([2n−1]x)
(2n−1)2 , x ∈ [−π, π ].

Dosazení x = 0 nám dává

0 = π
2 − 4

π

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 , tj.

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 = π2

8 .

□

7.16. Se£t¥te °ady
∞∑
n=1

1
n4 ,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n4 .

�e²ení. Nejd°íve p°ipome¬me, ºe sou£ty °ad
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 ,
∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 = π2

12

jsme ur£ili uº d°íve. V této úloze nazna£íme, jakým zp·sobem lze po-

stupovat p°i po£ítaní sou£t· °ad
∞∑
n=1

1
n2k ,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2k

pro obecné k ∈ N. Vyuºijeme identit

(7.11) x = π − 2
∞∑
n=1

sin (nx)
n

, x ∈ (0, 2π),

(7.12)

x2 = 4π2

3
+ 4

∞∑
n=1

cos (nx)
n2

− 4π
∞∑
n=1

sin (nx)
n

, x ∈ (0, 2π),

které vyplývají z konstrukcí Fourierových °ad postupn¥ pro funkce

g(x) = x a g(x) = x2 na intervalu [0, 2π).
Podle (∥7.11∥) je

∞∑
n=1

sin(nx)
n
= π−x

2 , x ∈ (0, 2π).

Dosazením do (∥7.12∥) získáme
∞∑
n=1

cos(nx)
n2 = 3x2−6πx+2π2

12 , x ∈ (0, 2π).

Pouhé dosazení pak dokáºe platnost tohoto vztahu také v krajních

bodech x = 0, x = 2π . �ada na levé stran¥ má zjevn¥ majo-

rantu
∑∞

n=1
1
n2 , a proto konverguje absolutn¥ a stejnom¥rn¥ na [0, 2π ].

M·ºeme ji tak integrovat £len po £lenu:
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a se£tením p°es k = 1, . . . , n

1
XY

n∑
i=1

xiyi ≤ 1
pXp

n∑
i=1

x
p
i +

1
qYp

n∑
i=1

y
q
i .

Na pravé stran¥ ov²em jednotlivé sumy dávají práv¥Xp a Y q a celý
výraz je tedy roven 1/p + 1/q = 1. Vynásobením této nerovnosti
£íslem XY dostáváme práv¥ dokazovanou nerovnost. □

Te¤ uº budeme um¥t dokázat, ºe ∥ ∥p je skute£n¥ norma:

Minkowského nerovnost

Pro kaºdé p > 1 a v²echny n�tice nezáporných reálných £ísel
(x1, . . . , xn) a (y1, . . . , yn) platí( n∑

i=1

(xi + yi)p
)1/p

≤
( n∑
i=1

x
p
i

)1/p

+
( n∑
i=1

y
p
i

)1/p

.

K ov¥°ení této praktické nerovnosti vede následující trik vyu-
ºívající Hölderovu nerovnost. Jist¥ platí (v²imn¥me si, ºe p > 1)

n∑
i=1

xi(xi + yi)p−1 ≤
( n∑
i=1

x
p
i

)1/p

·
( n∑
i=1

(xi + yi)(p−1)q
)1/q

a stejn¥ tak
n∑
i=1

yi(xi + yi)p−1 ≤
( n∑
i=1

y
p
i

)1/p

·
( n∑
i=1

(xi + yi)(p−1)q
)1/q

.

Nyní se£tením posledních dvou nerovností, s vyuºitím skute£nosti,
ºe p + q = pq a tedy (p − 1)q = pq − q = p, dostaneme∑n

i=1(xi + yi)p(∑n
i=1(xi + yi)p

)1/q ≤
( n∑
i=1

x
p
i

)1/p

+
( n∑
i=1

y
p
i

)1/p

,

ale 1− 1/q = 1/p, takºe jde práv¥ o dokazovanou Minkowského
nerovnost.

Ov¥°ili jsme si tedy, ºe na kaºdém kone£n¥rozm¥rném reál-
ném nebo komplexním vektorovém prostoru máme t°ídu norem
∥ ∥p pro v²echna p ≥ 1. Krom¥ toho je²t¥ klademe

∥z∥∞ = max{|zi |, i = 1, . . . , n},
coº je zjevn¥ také norma.

V²imn¥me si, ºe Hölderovu nerovnost m·ºeme v kon-
textu t¥chto norem zapsat pro v²echna x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn) jako

n∑
i=1

|xi | · |yi | ≤ ∥x∥p · ∥y∥q

pro v²echna p ≥ 1 a q spl¬ující 1/p+1/q = 1, p°i£emº pro p = 1
klademe q = ∞.

7.16. Lp�normy pro posloupnosti a funkce. Nyní do-
cela snadno zavedeme normy i na vhodných
nekone£n¥rozm¥rných vektorových prostorech.
Za£n¥me posloupnostmi. Vektorový prostor ℓp,
p ≥ 1, je mnoºina v²ech posloupností reálných nebo

komplexních posloupností x0, x1, . . . takových, ºe

∞∑
i=0

|xi |p <∞.
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∞∑
n=1

sin(nx)
n3 =

∞∑
n=1

[
sin(ny)
n3

]x
0
=

x∫
0

∞∑
n=1

cos(ny)
n2 dy =

=
x∫
0

3y2−6πy+2π2

12 dy = x3−3πx2+2π2 x
12 , x ∈ [0, 2π].

Upozorn¥me, ºe ve skute£nosti lze £len po £lenu integrovat

kaºdou Fourierovu °adu. Analogicky dal²ím integrováním obdrºíme
∞∑
n=1

1−cos(nx)
n4 =

∞∑
n=1

[
− cos(ny)

n4

]x
0
=

x∫
0

∞∑
n=1

sin(ny)
n3 dy =

=
x∫
0

y3−3πy2+2π2 y
12 dy = x4−4πx3+4π2 x2

48 , x ∈ [0, 2π].

Dosazení x = π vede na
∞∑
n=1

1+(−1)n+1

n4 =
∞∑
n=1

1−cos(nπ)
n4 = π4

48 .

S p°ihlédnutím k tomu, ºe £itatel na levé stran¥ je nulový pro sudá n

a je roven 2 pro lichá n, lze obdrºenou °adu zapsat jako

(7.13)
∞∑
n=1

2
(2n− 1)4

= π4

48
.

Z vyjád°ení
∞∑
n=1

1
n4 =

∞∑
n=1

1
(2n)4 +

∞∑
n=1

1
(2n−1)4 = 1

16

∞∑
n=1

1
n4 +

∞∑
n=1

1
(2n−1)4

pak plyne
∞∑
n=1

1
n4 = 16

15

∞∑
n=1

1
(2n−1)4 = 16

15 · 1
2 · π

4

48 = π4

90 ,

£ímº jsme se£etli první °adu. Sou£et druhé je
∞∑
n=1

(−1)n+1

n4 =
∞∑
n=1

1
(2n−1)4 −

∞∑
n=1

1
(2n)4 =

∞∑
n=1

1
(2n−1)4 − 1

16

∞∑
n=1

1
n4 =

= 1
2 · π

4

48 − 1
16 · π

4

90 = 7π4

720 .

Jak jsme °ekli, obdobn¥ lze postupovat p°i s£ítání °ad
∞∑
n=1

1
n2k ,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2k

pro dal²í k ∈ N. Je proto p°irozené ptát se nap°. na sou£et °ady∑∞
n=1

1
n3 . O nalezení jejího sou£tu se v²akmatematici marn¥ pokou²ejí

(bez p°ehán¥ní) uº celá staletí. To m·ºe £tená°e oprávn¥n¥ p°ekva-

pit, nebo´ nazna£ený postup bychom m¥li být schopni provést i pro

v²echny liché mocniny.

M·ºeme t°eba vyjít z identity
∞∑
n=1

cos(nx)
n
= −ln (2 sin x

2

)
, x ∈ (0, 2π),

kterou lze mimochodem op¥t dokázat tím, ºe funkci na pravé stran¥

rozvineme do Fourierovy °ady. Kdybychom stejn¥ jako vý²e dva-

krát integrovali £len po £lenu °adu na levé stran¥ a v limit¥ dosadili

x → 0+, získali bychom práv¥ °adu
∑∞

n=1
1
n3 . M¥lo by tedy sta£it

dvojí integrování funkce na pravé stran¥ a výpo£et jedné limity. In-

tegrování pravé strany ov²em vede na tzv. vy²²í funkci, kterou není

moºné b¥ºným zp·sobem vyjád°it pomocí funkcí elementárních, s ni-

miº pracujeme. 1 □
1Funkce ζ(p) =∑∞

n=1
1
np se nazývá Riemannova zeta funkce.
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V²echny posloupnosti s omezenými absolutními hodnotami £len·
tvo°í prostor ℓ∞. Limitním p°echodem pro n → ∞ okamºit¥
z Minkowského nerovnosti vidíme, ºe výraz

∥x∥p =
( ∞∑
i=0

|xi |p
)1/p

je norma na ℓp. Obdobn¥ klademe na ℓ∞
∥x∥∞ = sup{|xi |, i = 0, 1, . . . }

a op¥t dostáváme normu.
Kone£n¥, vra´me se k prostor·m funkcí S0 [a, b] na kone£ném

intervalu [a, b] nebo S0
c [a, b] na neohrani£eném intervalu. S nor-

mou ∥ ∥1 jsme se jiº setkali. Zjevn¥ ale pro kaºdé p > 1 a pro
v²echny funkce v takovém prostoru funkcí existují Riemannovy in-
tegrály ∫ b

a

|f (x)|pdx
a m·ºeme tedy de�novat

∥f ∥p =
(∫ b

a

|f (x)|pdx
)1/p

.

Riemann·v integrál jsme de�novali pomocí limitního p°echodu vy-
cházejícího z tzv. Riemannových sou£t·, které odpovídají d¥lením
4 s reprezentanty ξi . V na²em p°ípad¥ tedy jde o kone£né sou£ty

S4,ξ =
n∑
i=1

|f (ξi)|p(xi − xi−1).

Hölderova nerovnost pouºitá na Riemannovy sou£ty sou£inu dvou
funkcí f (x) a g(x) dá

n∑
i=1

|f (ξi)||g(ξi)|(xi − xi−1) =

=
n∑
i=1

|f (ξi)|(xi − xi−1)
1/p|g(ξi)|(xi − xi−1)

1/q ≤

≤
( n∑
i=1

|f (ξi)|p(xi − xi−1)

)1/p

·
( n∑
i=1

|g(ξi)|q(xi − xi−1)

)1/q

,

p°i£emº napravo máme zjevn¥ práv¥ sou£in Riemannových sou£t·
pro integrály ∥f ∥p a ∥g∥q .

Limitním p°echodem tak ov¥°ujeme tzv. Hölderovu nerovnost
pro integrály:∫ b

a

f (x)g(x) dx ≤
(∫ b

a

f (x)p dx

)1/p(∫ b

a

g(x)q dx

)1/q

platnou pro v²echny nezáporné reálné funkce f a g v na²em pro-
storu po £ástech spojitých funkcí s kompaktním nosi£em

P°esn¥ stejným postupem jako v p°edchozím odstavci odvo-
díme z Hölderovy nerovnosti nerovnost Minkowského v její inte-
grální form¥:

∥f + g∥p ≤ ∥f ∥p + ∥g∥p.
Je tedy ∥ ∥p je skute£n¥ norma na vektorovém prostoru v²ech spoji-
tých funkcí s kompaktními nosi£i pro v²echna p > 1 (a pro p = 1
jsme tuto skute£nost ov¥°ili uº dávno). Pro celý prostor S0 [a, b]
po £ástech spojitých funkcí budeme sice také slovo norma v tomto
kontextu pouºívat, m¥li bychom ale p°itom v¥d¥t, ºe musíme zto-
toº¬ovat funkce, které se od sebe li²í jen hodnotami v bodech ne-
spojitosti.
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7.17. Pomocí Parsevalovy rovnosti pro Fourier·v ortogonální sys-

tém ov¥°te, ºe
∞∑
n=1

1
(2n−1)4 = π4

96 .

�e²ení. Sou£et uvedené °ady jsme jiº stanovili (viz (∥7.13∥)). Nyní
odhalíme, ºe £íselné °ady lze pomocí Fourierových °ad s£ítat je²t¥

snadn¥ji. Tato cesta v²ak podmi¬uje znalost nemalého po£tu Fourie-

rových °ad a m·ºe být pro £tená°e o n¥co náro£n¥j²í. (Doporu£ujeme

tak kaºdému, aby porovnal °e²ení tohoto a p°edchozího p°íkladu.)

Základem je volba vhodné Fourierovy °ady. Vezm¥me kup°. Fou-

rierovu °adu

π
2 − 4

π

∞∑
n=1

cos([2n−1]x)
(2n−1)2 ,

kterou jsme obdrºeli pro funkci g(x) = | x |, x ∈ [−π, π) a kterou
jsme k ur£ení sou£tu £íselné °ady jiº jednou pouºili. Parsevalova rov-

nost

a2
0
2 +

∞∑
n=1

a2
n +

∞∑
n=1

b2
n = 2

T

x0+T∫
x0

[g(x)]2 dx

pro ni °íká

π2

2 + 16
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)4 = 1

π

π∫
−π
| x |2 dx = 2

π

π∫
0
x2 dx = 2π2

3 ,

tj.
∞∑
n=1

1
(2n−1)4 =

(
2π2

3 − π2

2

)
π2

16 = π4

96 .

□
Nyní budeme ilustrovat, jak lze pouºít Fourierovy °ady v teorii

diferenciálních rovnic. Diferenciální rovnice budeme podrobn¥ji stu-

dovat v dal²í kapitole, viz 3. Pro jednoduchost uvaºujme pouze neho-

mogenní (srovnej s (∥7.2∥)) diferenciální rovnici
(7.14) y′′ + a2y = f (x)
s neznámou y v prom¥nné x ∈ R, s periodickou spojit¥ diferencovatel-
nou funkcí f : R→ R na pravé stran¥ a konstantou a > 0. Nech´ je
T > 0 primitivní perioda funkce f a nech´ je na [−T/2, T /2] známa

její Fourierova °ada, tj. identita

(7.15) f (x) = A0

2
+

∞∑
n=1

[
An cos

2πnx
T
+ Bn sin

2πnx
T

]
, x ∈ R.

7.18. Dokaºte, ºe má-li rovnice (∥7.14∥) periodické °e²ení naR, pak
perioda tohoto °e²ení musí být rovn¥º periodou funkce f . Dále doka-

ºte, ºe rovnice (∥7.14∥) má práv¥ jedno periodické °e²ení s periodou

T práv¥ tehdy, kdyº je

(7.16) a ̸= 2πn
T

pro kaºdé n ∈ N.
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Mezi t¥mito normami je výjime£ný p°ípad p = 2, který jsme
jiº d°íve realizovali pomocí skalárního sou£inu. V tomto p°ípad¥
jsme mohli odvodit trojúhelníkovou nerovnost daleko jednodu²eji
pomocí Schwarzovy nerovnosti.

Pro funkce z S0 [a, b] m·ºeme de�novat i obdobuL∞�normy
na n�rozm¥rných vektorech. Protoºe jsou na²e funkce po £ástech
spojité, budou pro n¥ na kone£ném uzav°eném intervalu vºdy exis-
tovat suprema absolutních hodnot a klademe tedy pro takovou
funkci f

∥f ∥∞ = sup{f (x), x ∈ [a, b]}.
V²imn¥me si, ºe kdybychom za hodnoty f (x) v bodech nespoji-
tosti povaºovali jak jednostranné limity (které podle na²í de�nice
vºdy existují), tak samotnou hodnotu funkce, pak m·ºeme praco-
vat s maximy místo suprem. Op¥t je z°ejmé, ºe jde o normu (aº na
problémy s hodnotami v bodech nespojitosti).

7.17. Zúpln¥ní metrických prostor·. Samotná reálná £ísla R
nebo komplexní £ísla C jsou (s metrikou danou
absolutní hodnotou) úplným metrickým prostorem.
To je vlastn¥ obsahem axiomu o existenci suprema
a p°ipome¬me, ºe jsme reálná £ísla vytvo°ili jako

�zúpln¥ní� prostoru racionálních £ísel, který sám úplný naopak
není. Je p°itom zjevné, ºe uzáv¥rem mnoºiny Q ⊂ R je uº celé
R.

Husté a °ídké podmnoºiny

�íkáme, ºe podmnoºina A ⊂ X v metrickém prostoru X je
hustá, jestliºe je uzáv¥rem A celý prostor X. Mnoºina A je °ídká
v X, jestliºe je X \ Ā hustá.

Zjevn¥ je A hustá v X, jestliºe kaºdá otev°ená mnoºina v ce-
lém prostoru X má s A neprázdný pr·nik.

Ve v²ech p°ípadech norem na funkcích z p°edchozího odstavce
je vcelku snadné vid¥t, ºe takto de�nované metrické prostory nebu-
dou patrn¥ úplné. Snadno se totiº stane, ºe cauchyovská posloup-
nost funkcí z na²eho vektorového prostoru S0 [a, b] by m¥la mít
za limitu funkci, která jiº v tomto prostoru nebude. Vezm¥me si
t°ebas na intervalu [0, 1] funkce fn, které jsou nulové na [0, 1/n)
a rovny sin(1/x) na [1/n, 1]. Zjevn¥ budou konvergovat ve v²ech
Lp normách k funkci sin(1/x), ta ale do na²ich prostor· jiº nepat°í.

Zúpln¥ní metrického prostoru

Nech´ X je metrický prostor s metrikou d, který není úplný.
Metrický prostor X̃ s metrikou d̃ takový, ºe X ⊂ X̃, d je zúºením
d̃ na podmnoºinu X a uzáv¥rem X̄ je celý prostor X̃, se nazývá
zúpln¥ní metrického prostoru X.

Následující v¥ta °íká, ºe prakticky stejným postupem, jak jsme
vytvo°ili reálná £ísla z racionálních, m·ºeme nyní najít zúpln¥ní li-
bovolného (neúplného) metrického prostoru X. Je²t¥ neº se do do-
cela sloºitého d·kazu tohoto mimo°ádn¥ d·leºitého a uºite£ného
výsledku pustíme, v²imn¥me si, ºe takové �zúpln¥ní� X̃ prostoru
X m·ºe být dané v rozumném smyslu jediným zp·sobem:

O zobrazení φ : X1 → X2 mezi metrickými prostory s metri-
kami d1 a d2 °ekneme, ºe je izometrie, jestliºe pro v²echny prvky
x,y ∈ X platí d2(φ(x), φ(y)) = d1(x, y).

Kaºdá izometrie je samoz°ejm¥ bijekcí na sv·j obraz (plyne
z vlastnosti, ºe vzdálenost libovolných r·zných prvk· je nenulová)
a p°íslu²né inverzní zobrazení je také izometrie.
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�e²ení. Nech´ je funkce y = g(x), x ∈ R °e²ením rovnice (∥7.14∥)
a má periodu p > 0. Aby bylo v·bec moºné dosadit funkci g do dife-

renciální rovnice druhého °ádu, musí existovat její druhá derivace g′′.
Protoºe funkce g, g′, g′′, . . . mají stejnou periodu, také funkce

g′′(x)+ a2g(x) = f (x)
je periodická s periodou p. Jinak °e£eno, funkce f je periodická jako

lineární kombinace funkcí s periodou p. Tím jsme dokázali první tvr-

zení °íkající, ºe p = lT pro jisté l ∈ N.
Nyní p°edpokládejme, ºe funkce y = g(x), x ∈ R je periodickým

°e²ením rovnice (∥7.14∥) s periodou T a s vyjád°ením Fourierovou

°adou

(7.17) g(x) = a0

2
+

∞∑
n=1

[an cos (ωnx)+ bn sin (ωnx)] , x ∈ R,

kde ω = 2π/T . Vyhovuje-li g rovnici (∥7.14∥), musí mít tato funkce

spojitou druhou derivaci na R. Platí tedy

g′(x) =
∞∑
n=1

[ωnbn cos (ωnx)− ωnan sin (ωnx)] , x ∈ R,

(7.18)

g′′(x) =
∞∑
n=1

[−ω2n2an cos (ωnx)− ω2n2bn sin (ωnx)
]
, x ∈ R.

Dosazení (∥7.15∥), (∥7.17∥) a (∥7.18∥) do (∥7.14∥) dává
a2 a0

2 +
∞∑
n=1

[(−ω2n2an + a2an
)

cos (nωx) +
+ (−ω2n2bn + a2bn

)
sin (nωx)

] =
= A0

2 +
∞∑
n=1

[An cos (nωx) + Bn sin (nωx)] .

Odsud vyplývá, ºe

(7.19) a2 a0

2
= A0

2
, tj. a0 = A0

a2
,

a

(7.20)(−ω2n2 + a2) an = An, (−ω2n2 + a2) bn = Bn, n ∈ N.

Je vid¥t, ºe t¥mto podmínkám vyhovuje práv¥ jedna dvojice po-

sloupností {an}n∈N∪{0}, {bn}n∈N tehdy a jenom tehdy, kdyº je

−ω2n2 + a2 = − ( 2πn
T

)2 + a2 ̸= 0 pro kaºdé n ∈ N,

tj. kdyº platí (∥7.16∥). V tomto p°ípad¥ je jediné °e²ení (∥7.14∥) s pe-
riodou T ur£eno jediným °e²ením

(7.21) an = An

−ω2n2 + a2
, bn = Bn

−ω2n2 + a2
, n ∈ N

soustavy rovnic (∥7.20∥). Podotkn¥me, ºe jsme ml£ky vyuºili stej-

nom¥rnou konvergenci °ady v (∥7.18∥). Ta mj. vyplývá z hlub²ích

výsledk· obecné teorie Fourierových °ad, kterým se v²ak nebudeme

podrobn¥ji v¥novat. □
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Uvaºme nyní dv¥ vloºení hustých podmnoºin ι1 : X→ X̃1 a
ι2 : X → X̃2 do dvou zúpln¥ní prostoru X. Evidentn¥ je na husté
podmnoºin¥ ι1(X) ⊂ X̃1 dob°e de�nované zobrazení

φ : ι1(X)
ι−1
1 // X

ι2 // X̃2 .

Jeho obrazem je hustá podmnoºina ι2(X) ⊂ X̃2 a toto zobrazení
je navíc zjevn¥ izometrií. Stejn¥ tak funguje i opa£né zobrazení
ι1 ◦ ι−1

2 .
Kaºdé izometrické zobrazení samoz°ejm¥ zobrazuje cauchy-

ovské posloupnosti na cauchyovské posloupnosti. Zárove¬ budou
takové cauchyovské posloupnosti konvergovat ke stejnému prvku
v zúpln¥ní práv¥, kdyº totéº bude platit o jejich obrazech v izo-
metrii φ. Je-li tedy takové φ de�nované na husté podmnoºin¥ X
metrického prostoru X̃1, jist¥ bude mít jednozna£né roz²í°ení na
celé X̃1 s hodnotami v uzáv¥ru obrazu φ(X), tj. X̃2.

Podle p°edchozí úvahy tedy existuje jediné roz²í°eni φ na zob-
razení φ̃ : X̃1 → X̃2, které je bijektivní izometrií. Jsou tedy
skute£n¥ X̃1 a X̃2 stejné v tomto smyslu.

7.18. V¥ta. Nech´ X je metrický prostor s metrikou d, který není
úplný. Pak existuje jeho zúpln¥ní X̃ s metrikou d̃, které je jedno-
zna£né aº na bijektivní izometrie.

D·kaz. My²lenka konstrukce je zcela identická jako u kon-
strukce reálných £ísel. Dv¥ cauchyovské posloupnosti
xi a yi bod· vX povaºujeme za ekvivalentní, jestliºe
d(xi, yi) konverguje k nule pro i jdoucí do nekone£na.
Tady jde o konvergenci reálných £ísel, tedy korektní

de�nici.
Je vcelku z°ejmé z vlastností konvergence na reálných £íslech,

ºe jde skute£n¥ o relaci ekvivalence (ov¥°te si podrobn¥ � nap°.
tranzitivita plyne z toho, ºe sou£et dvou posloupností konvergují-
cích k nule také konverguje k nule).

De�nujeme nyní X̃ jako mnoºinu t°íd ekvivalence cauchy-
ovských posloupností. P·vodní body x ∈ X m·ºeme ztotoº-
nit s t°ídou posloupností ekvivalentních s konstantní posloupností
xi = x, i = 0, 1, . . . .

Nyní je nasnad¥, jak zade�novatmetriku d̃. Nabízí se uvaºovat
pro posloupnosti x̃ = {x0, x1, . . . } a ỹ = {y0, y1, . . . }

d̃(x̃, ỹ) = lim
i→∞ d(xi, yi).

P°edn¥ je t°eba ov¥°it, ºe tato limita skute£n¥ existuje a je kone£ná.
P°ímo z trojúhelníkové nerovnosti pro absolutní hodnotu na reál-
ných £íslech a skute£nosti, ºe ob¥ posloupnosti x̃ a ỹ jsou cau-
chyovské, plyne, ºe jde o cauchyovskou posloupnost reálných £ísel
d(xi, yi) a tedy její limita skute£n¥ existuje.

Pokud vybereme jiné reprezentanty x̃ = {x′0, x′1, . . . } a
ỹ = {y′0, y′1, . . . }, pak z trojúhelníkové nerovnosti pro vzdálenost
reálných £ísel (je t°eba uváºit d·sledky pro rozdíly vzdáleností) vi-
díme, ºe

|d(x′i, y′i)− d(xi, yi)| ≤ |d(x′i, y′i)− d(x′i, yi)|+
+ |d(x′i, yi)− d(xi, yi)| ≤

≤ d(xi, x′i)+ d(yi, y′i).
Skute£n¥ tedy na výb¥ru reprezentant· v de�nici nezáleºí.
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7.19. Pomocí °e²ení p°edchozí úlohy nalezn¥te v²echna

2π -periodická °e²ení diferenciální rovnice

y′′ + 2y =
∞∑
n=1

sin(nx)
n2 , x ∈ R.

�e²ení. Rovnice je ve tvaru (∥7.14∥) pro a = √2 a spojit¥ diferenco-

vatelnou funkci

f (x) =
∞∑
n=1

sin(nx)
n2 , x ∈ R

s primitivní periodou T = 2π . Podle úlohy ∥7.18∥ podmínka
√

2 /∈ N
implikuje, ºe 2π-periodické °e²ení existuje práv¥ jedno. Budeme-li jej

hledat jako sou£et °ady

a0
2 +

∞∑
n=1

[an cos (nx)+ bn sin (nx)] , x ∈ R,

protoºe platí (∥7.19∥) je
a0 = an = 0, bn = 1

n2
(
2−n2

) , n ∈ N.

Zadaná rovnice má tedy jediné 2π -periodické °e²ení

y =
∞∑
n=1

sin(nx)
n2

(
2−n2

) , x ∈ R.

□

C. Metrické prostory

7.20. Ukaºte, ºe de�nice metriky jakoºto reálné funkce d de�nované

na X ×X, pro neprázdnou mnoºinu X spl¬ující

d(x, y) = 0, práv¥ kdyº x = y, x, y ∈ X,(7.22)

d(x, z) ≤ d(y, x)+ d(y, z), x, y, z ∈ X,(7.23)

je ekvivalentní de�nici metriky, která je uvedena v teoretické £ásti,

v odstavci 7.12.

�e²ení. Zdánliv¥ se v této de�nici klade na metriku mén¥ poºadavk·

neº v de�nici z teoretické £ásti. De�nice jsou potom ekvivalentní práv¥

tehdy, kdyº podmínky (∥7.22∥), (∥7.23∥) implikují

d(y, x) ≥ 0, x, y ∈ X,(7.24)

d(x, y) = d(y, x), x, y ∈ X.(7.25)

Poloºíme-li v²ak x = z v (∥7.23∥), z (∥7.22∥) dostaneme (∥7.24∥).
Podobn¥ z volby y = z v (∥7.23∥) s pouºitím (∥7.22∥) plyne d(x, y) ≤
d(y, x) pro v²echny body x, y ∈ X. Zám¥nou prom¥nných x a y dále

obdrºíme d(y, x) ≤ d(x, y), tj. (∥7.25∥). Dokázali jsme, ºe de�nice

jsou ekvivalentní.

V literatu°e lze nalézt i dal²í ekvivalentní zp·soby pro zavedení

metrik. Stejn¥ tak lze dohledat mnoho mírn¥ odli²ných de�nic, které

ov²em vedou na jiné objekty neº metriky (nejd·leºit¥j²í mezi nimi

jsou pseudometriky, ultrametriky a semimetriky). První axiomatickou
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Dále ov¥°íme, ºe d̃ je metrikou na X̃. První dv¥ vlastnosti jsou
z°ejmé. Pro odvození trojúhelníková nerovnosti zvolme t°i cauchy-
ovské reprezentanty prvk· x̃, ỹ, z̃ a op¥t dostaneme snadno:

d̃(x̃, z̃) = lim
i→∞ d(xi, zi) ≤
≤ lim
i→∞ d(xi, yi)+ lim

i→∞ d(yi, zi) =
= d̃(x̃, ỹ)+ d̃(ỹ, z̃ ).

Zjevn¥ je také zúºení práv¥ zade�nované metriky d̃ na
p·vodní prostor X shodný s p·vodní metrikou, protoºe p·vodní
body jsou reprezentovány konstantními posloupnostmi.

Zbývá nám je²t¥ dokázat hustota X v X̃ a úplnost nov¥ zkon-
struovaného metrického prostoru. Chceme tedy dokázat, ºe pro
pevn¥ vybranou cauchyovskou posloupnost x̃ = {xi} vºdy ke kaº-
dému sebemen²ímu ε > 0 najdeme v p·vodním prostoru n¥jaké y
takové, ºe vzdálenost konstantní posloupnosti prvk· y od zvolené
posloupnosti xi nebude v¥t²í neº ε. Protoºe je v²ak posloupnost
xi cauchyovská, budou v²echny dvojice xn, xm jejích £len· sob¥
blíºe neº o ε pro dostate£n¥ veliké indexy m a n. Pak ale nutn¥
také výb¥rem y = xn pro jeden takový index budou jiº sob¥ prvky
y a xm blíºe neº o ε a tedy i v limit¥ bude platit, ºe d̃(ỹ, x̃) ≤ ε.

Záv¥rem je tedy je²t¥ t°eba ukázat, ºe cauchyovské posloup-
nosti bod· roz²í°eného prostoru X̃ vzhledem k metrice d̃ jsou
uº nutn¥ konvergentní. Jinak °e£eno, chceme ukázat, ºe opaková-
ním p°edchozí konstrukce jiº nedostaneme nové body. To ud¥láme
tak, ºe budeme um¥t postupn¥ body cauchyovské posloupnosti x̃k
p°iblíºit body yk z p·vodního prostoru X tak, aby výsledná po-
sloupnost ỹ = {yi} byla limitou p·vodní posloupnosti vzhledem
k metrice d̃.

Protoºe jiº víme, ºe je X v X̃ hustou podmnoºinou, m·ºeme
pro kaºdý prvek x̃k z na²í dané posloupnosti vybrat prvek zk ∈ X
tak, aby pro konstantní posloupnost z̃k platilo d̃(x̃k, z̃k) < 1/k.
Uvaºme nyní posloupnost z̃ = {z0, z1, . . . }. P·vodní posloupnost
x̃ je cauchyovská, tj. pro pevn¥ zvolené £íslo ε > 0 najdeme index
n(ε) takový, ºe d̃(x̃n, x̃m) < ε/2, kdykoliv budou m i n v¥t²í neº
n(ε). Bez obav m·ºeme p°itom p°edpokládat, ºe námi zvolený in-
dex n(ε) je v¥t²í nebo roven £íslu 4/ε. Nyní dostáváme pro m i n
v¥t²í neº n(ε):

d(zm, zn) = d̃(z̃m, z̃n) ≤
≤ d̃(z̃m, x̃m)+ d̃(x̃m, x̃n)+ d̃(x̃n, z̃n) ≤
≤ 1/m+ ε/2+ 1/n ≤ 2

ε

4
+ ε

2
= ε.

Jde tedy o cauchyovskou posloupnost zi prvk· v X a tedy z̃ ∈ X̃.
Zkoumejme, zda vzdálenost d̃(x̃n, z̃) skute£n¥ jde k nule, jak jsme
se snaºili konstrukcí zajistit. Z trojúhelníkové nerovnosti

d̃(z̃, x̃n) ≤ d̃(z̃, z̃n)+ d̃(z̃n, x̃n).
Podle na²ich p°edchozích odhad· ale jdou oba s£ítanci napravo
k nule a tím je d·kaz ukon£en. □

V dal²ích t°ech odstavcích si uvedeme t°i docela jednoduché
v¥ty o úplných metrických prostorech, které mají spoustu d·leºi-
tých aplikací jak v samotné matematické analýze, tak v ov¥°ování
konvergence numerických metod.
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de�nici �tradi£ní� metriky pak vyslovil Maurice Fréchet v roce 1906.

Název metrika pochází ale od Felixe Hausdor�a, který tento pojem

poprvé pouºil ve své práci z roku 1914. □

7.21. Uvaºujte mnoºinu v²ech podmnoºin libovolné kone£né

mnoºiny a rozhodn¥te, zda je zobrazení pro v²echny uvaºované

podmnoºiny X, Y de�nované vztahem

(a) d1(X, Y ) := | (X ∪ Y)∖ (X ∩ Y) |;
(b) d2(X, Y ) := | (X∪Y )∖(X∩Y) |

| X∪Y | , X ∪ Y ̸= ∅, d2(∅,∅) := 0

metrikou. (Symbolem |X | se rozumí po£et prvk· mnoºiny X.)

�e²ení. V konkrétních úlohách o rozhodnutí, zda je n¥jaké zobrazení

metrikou, budeme ov¥°ování prvních dvou podmínek z de�nice met-

riky vynechávat. �tená° by si m¥l sám hned uv¥domit, ºe jsou spln¥ny

pro d1 i d2. Omezíme se tedy pouze na rozbor trojúhelníkové nerov-

nosti.

P°ípad (a). Pro libovolné mnoºiny X, Y,Z platí

(7.26)

(X ∪Z)∖ (X ∩Z) ⊆ [(X ∪ Y)∖ (X ∩ Y)]∪ [(Y ∪ Z)∖ (Y ∩ Z)] .
Pokud totiº x ∈ (X∪Z)∖(X∩Z), pak nastává práv¥ jedna z moºností

x ∈ X a sou£asn¥ x /∈ Z, x /∈ X a sou£asn¥ x ∈ Z.
Má tak smysl zvaºovat tyto 4 moºnosti

x ∈ X, x /∈ Z, x ∈ Y, x ∈ X, x /∈ Z, x /∈ Y,
x /∈ X, x ∈ Z, x ∈ Y, x /∈ X, x ∈ Z, x /∈ Y,

které mohou nastat pro x ∈ (X ∪ Z) ∖ (X ∩ Z). Ve v²ech t¥chto 4

p°ípadech je v²ak x prvkem práv¥ jedné z mnoºin (X ∪ Y)∖ (X ∩ Y),
(Y ∪ Z) ∖ (Y ∩ Z). Tím jsme obdrºeli inkluzi (∥7.26∥), z níº ihned
plyne poºadovaná trojúhelníková nerovnost

d1(X,Z) = | (X ∪ Z)∖ (X ∩ Z) | ≤
≤ | [(X ∪ Y)∖ (X ∩ Y)] ∪ [(Y ∪ Z)∖ (Y ∩ Z)] | ≤
≤ | (X ∪ Y)∖ (X ∩ Y) | + | (Y ∪ Z)∖ (Y ∩ Z) | =

= d1(X, Y )+ d1(Y, Z).

P°ípad (b). Lze postupovat podobn¥ jako pro d1. Symbolem X′

budeme ozna£ovat dopln¥k (komplement) mnoºiny X. Z rovností

(X ∪ Y )∖ (X ∩ Y ) =
= (X ∩ Y ′ ∩ Z) ∪ (X ∩ Y ′ ∩ Z′) ∪ (X′ ∩ Y ∩ Z) ∪ (X′ ∩ Y ∩ Z′),
(Y ∪ Z)∖ (Y ∩ Z) =
= (X ∩ Y ∩ Z′) ∪ (X ∩ Y ′ ∩ Z) ∪ (X′ ∩ Y ∩ Z′) ∪ (X′ ∩ Y ′ ∩ Z),
[(X ∪ Z)∖ (X ∩ Z)] ∪ [Y ∖ (X ∪ Z)] =
= (X ∩ Y ∩ Z′) ∪ (X ∩ Y ′ ∩ Z′) ∪ (X′ ∩ Y ∩ Z) ∪ (X′ ∩ Y ′ ∩ Z)∪
∪(X′ ∩ Y ∩ Z′),
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7.19. Banachova v¥ta o kontrakci. Zobrazení F : X → X na
metrickém prostoru X s metrikou d se nazývá kon-
trahující zobrazení, jestliºe pro n¥jakou reálnou kon-
stantu 0 ≤ C < 1 a v²echny prvky x, y v X platí

d(F (x), F (y)) ≤ C d(x, y).
V¥ta. Je-li F kontrahující zobrazení na úplném metrickém pro-
storu X, pak existuje práv¥ jeden jeho pevný bod z ∈ X, tj.
F(z) = z.

D·kaz. D·kaz docela p°ímo£a°e sleduje intuitivní p°edstavy,
ºe kdyº je zobrazení kontrahující, m¥lo by se jeho iterované p·so-
bení na n¥jaké po£áte£ní hodnot¥ z0 ∈ X �hromadit� k n¥jakému
bodu. K tomu pochopiteln¥ pot°ebujeme úplnost, jinak by limitní
bod uº nemusel v X existovat.

Zvolme tedy libovolné z0 ∈ X a uvaºme posloupnost zi ,
i = 0, 1, . . .

z1 = F(z0), z2 = F(z1), . . . , zi+1 = F(zi), . . .
Podle p°edpoklad· platí

d(zi+1, zi) = d(F (zi), F (zi−1)) ≤
≤ C d(zi, zi−1) ≤ · · · ≤ Ci d(z1, z0).

Z trojúhelníkové nerovnosti pak pro v²echna p°irozená £ísla j do-
stáváme

d(zi+j , zi) ≤
j∑
k=1

d(zi+k, zi+k−1) ≤

≤
j∑
k=1

Ci+k−1 d(z1, z0) = Ci d(z1, z0)

j∑
k=1

Ck−1 ≤

≤ Ci d(z1, z0)

∞∑
k=1

Ck−1 = Ci

1− C d(z1, z0).

Nyní pro kaºdé kladné sebemen²í ε jist¥ bude výraz na pravé stran¥
men²í neº ε pro dostate£n¥ velké indexy i, tj.

d(zi, zi+j ) ≤ Ci

1− C d(z1, z0) ≤ ε.
To ale p°esn¥ °íká, ºe je na²e posloupnost zi cauchyovská. Díky
úplnosti prostoru X bude tedy existovat její limita z a k dokon£ení
d·kazu je jiº jen t°eba ov¥°it, ºe F(z) = z.

Kaºdé kontrahující zobrazení je ale zcela evidentn¥ spojité. Je
tedy

F(z) = F( lim
n→∞ zn) = lim

n→∞F(zn) = z .
Zbývá dokázat jednozna£nost. Je-li F(y) = y a F(z) = z,

pak je

d(y, z) = d(F (y), F (z)) ≤ C d(y, z).
Tím je tvrzení dokázáno. □

7.20. Cantorova v¥ta o pr·niku. Pro libovolnou mnoºinu A
v metrickém prostoru X s metrikou d nazýváme reálné £íslo

diamA = sup
x,y∈A

d(x, y)

pr·m¥remmnoºinyA. Omnoºin¥A °íkáme, ºe je omezená, jestliºe
diamA <∞.
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které lze op¥t snadno dokázat vý£tem moºností, plyne zesílení

(∥7.26∥) ve tvaru
[(X ∪ Z)∖ (X ∩ Z)] ∪ [Y ∖ (X ∪ Z)] ⊆

⊆ [(X ∪ Y)∖ (X ∩ Y)] ∪ [(Y ∪ Z)∖ (Y ∩ Z)] .
Dále vyuºijeme nerovnost

| (X∪Z)∖(X∩Z) |
| X∪Z | ≤ | [(X∪Z)∖(X∩Z)]∪[Y∖(X∪Z)] |

| X∪Z ∪[Y∖(X∪Z)] | , X ∪ Z ̸= ∅.
Ta je zaloºena pouze na po£ítání s nezápornými £ísly, nebo´ obecn¥

platí

x
z
≤ x+y

z+y , y ≥ 0, z > 0, x ∈ [0, z].

Ze z°ejmého vztahu

X ∪ Z ∪ [Y ∖ (X ∪ Z)] = X ∪ Y ∪ Z
tak jiº dostáváme

d2(X,Z) = | (X∪Z)∖(X∩Z) |
| X∪Z | ≤ | [(X∪Z)∖(X∩Z)]∪[Y∖(X∪Z)] |

| X∪Z ∪[Y∖(X∪Z)] | ≤
≤ | [(X∪Y)∖(X∩Y)]∪[(Y∪Z)∖(Y∩Z)] |

| X∪Y∪Z | ≤ | (X∪Y)∖(X∩Y) |+| (Y∪Z)∖(Y∩Z) |
| X∪Y∪Z | ≤

≤ | (X∪Y)∖(X∩Y ) |
| X∪Y | + | (Y∪Z)∖(Y∩Z) |

| Y∪Z | = d2(X, Y )+ d2(Y, Z),

pokud X ∪ Z ̸= ∅ a Y ̸= ∅. Pro X = Z = ∅ nebo Y = ∅ je v²ak
o£ividn¥ trojúhelníková nerovnost spln¥na také.

V obou p°ípadech se tudíº jedná o metriky. Metrika d1 má spí²e

pomocný charakter a nelze °íci, ºe by m¥la tak ²iroké uplatn¥ní jako

d2, kterou lze dohledat v literatu°e pod názvem Jaccardova metrika.

Pojmenována byla podle biologa Paula Jaccarda, který v roce 1908

pomocí funkce 1 − d2 ú£inn¥ vystihl míru podobnosti mezi hmyzími

populacemi. □

7.22. Nech´ je

d(x, y) := | x−y |
1+| x−y | , x, y ∈ R.

Dokaºte, ºe d je metrika na R.

�e²ení. Op¥t dokáºeme jenom trojúhelníkovou nerovnost (ostatní je

z°ejmé). Zave¤me pomocnou rostoucí funkci

(7.27) f (t) := t

1+ t , t ≥ 0.

Skute£nost, ºe f je rostoucí, ani není t°eba ov¥°ovat výpo£tem první

derivace. Sta£í úvaha nebo jednoduchá úprava

f (s)− f (r) = s
1+s − r

1+r = s −r
(1+s)(1+r) > 0, s > r ≥ 0.

Platí proto

d(x, z) = | x−z |
1+| x−z | = | x−y+y−z |

1+| x−y+y−z | ≤ | x−y |+| y−z |
1+| x−y |+| y−z | =

= | x−y |
1+| x−y |+| y−z | + | y−z |

1+| x−y |+| y−z | ≤ | x−y |
1+| x−y | + | y−z |

1+| y−z | =
= d(x, y)+ d(y, z), x, y, z ∈ R . □
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V¥ta. Je-li A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ Ai ⊃ . . . neklesající °et¥zec ne-
prázdných uzav°ených podmnoºin v úplném metrickém prostoruX
a diamAi → 0, pak existuje práv¥ jeden bod x ∈ X pat°ící do
pr·niku v²ech Ai .

D·kaz. Vyberme z kaºdé mnoºiny Ai jeden bod zi . Protoºe
diamAi → 0, m·ºeme pro sebemen²í kladné ε najít index n(ε)
tak, aby v²echny Ai s indexy i ≥ n(ε) uº m¥ly pr·m¥r men²í neº
ε. Pak ale nutn¥ pro takto veliké indexy i, j bude také d(zi, zj ) ≤ ε
a tedy je na²e posloupnost cauchyovská. Bude protomít limitní bod
z ∈ X, který pochopiteln¥ musí být hromadným bodem v²ech Ai ,
a proto pat°í do v²echAi (kdyº jsou v²echny uzav°ené) a tedy pat°í
do jejich pr·niku.

Dokázali jsme tedy existenci z, zbývá od·vodnit jedno-
zna£nost. P°edpokládejme tedy, ºe máme body z a y, oba
v pr·niku v²ech Ai . Jejich vzdálenost pak ale musí být men²í
neº pr·m¥r v²ech Ai , ten ale konverguje k nule. Tím je d·kaz
ukon£en. □

7.21. V¥ta (Bairova v¥ta). Je-li X úplný metrický prostor, pak
pr·nik libovolného spo£etného systému otev°ených hustých mnoºin
Ai je mnoºina hustá v metrickém prostoru X.

D·kaz. Máme dán systém hustých a otev°ených mnoºin Ai
v X, i = 1, 2 . . . , a chceme ukázat, ºe mnoºina
A = ∩∞

i=1Ai má s libovolnou otev°enou mnoºinou
U ⊂ X neprázdný pr·nik. Budeme postupovat in-

duktivn¥ s pomocí p°edchozí v¥ty.
Jist¥ existuje z1 ∈ A1∩U , protoºe je ale mnoºinaA1 otev°ená,

pat°í bod z1 do tohoto pr·niku i s uzáv¥rem svého ε1 okolí U1 pro
dostate£n¥ malé ε1. Ozna£me si uzáv¥r této ε1�koule U1 jako B1.
P°edpokládejme dále, ºe jiº jsou vybrány body zi a jejich otev°ená
εi�okolí Ui pro i = 1, . . . , n. Protoºe je mnoºina An+1 otev°ená
a hustá v X, jist¥ existuje bod zn+1 ∈ An+1 ∩ Ūn, protoºe je ale
An+1∩Un otev°ená, pat°í do ní bod zn+1 i s dostate£n¥malým εn+1
okolím Un+1. Pak jist¥ také pro uzáv¥ry platí Bn+1 = Ūn+1 ⊂ Ūn
a tedy uzav°ená mnoºina Bn+1 je obsaºena v An+1 ∩ Ūn. Jist¥
p°itom m·ºeme p°edpokládat i εn ≤ 1/n.

Jestliºe takto induktivn¥ postupujeme od p·vodního bodu z1
a mnoºiny B1, dostáváme neklesající posloupnost neprázdných
uzav°ených mnoºin Bn, jejichº pr·m¥r jde k nule. Existuje tedy
spole£ný bod z v²ech t¥chto mnoºin, tj.

z ∈ ∩∞
i=1Ūi = ∩∞

i=1Bi ⊂ ∩∞
i=1An ∩ U ,

coº jsme cht¥li dokázat. □

7.22. Ohrani£ené a kompaktní mnoºiny. Pro reálná £ísla
se nám osv¥d£ily následující pojmy, které nám
uleh£ovaly vyjad°ování. Pro metrické prostory je
m·ºeme p°evzít skoro beze zm¥n:

Vnit°ním bodem podmnoºinyA vmetrickém pro-
storu je takový prvek, který doA pat°í i s n¥jakým svým ε�okolím.

Hrani£ní bod mnoºiny A je takový prvek x ∈ X, jehoº kaºdé
okolí má neprázdný pr·nik jak sA, tak s dopl¬kemX\A. Hrani£ní
bod tedy m·ºe, ale nemusí pat°it do samotné mnoºiny A.

Otev°ené pokrytí mnoºiny A je takový systém otev°ených
mnoºin Ui ⊂ X, i ∈ I , ºe jejich sjednocení obsahuje celé A.

Izolovaným bodem mnoºiny A rozumíme prvek a ∈ A, který
má v metrickém prostoru X ε�okolí, jehoº pr·nik s A je práv¥
jednobodová mnoºina {a}.
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7.23. Ur£ete vzdálenost funkcí

f (x) = x, g(x) = − x√
1+x2

, x ∈ [1, 2]

jako prvk· normovaného vektorového prostoruS [1, 2] po £ástech spo-
jitých funkcí na intervalu [1, 2] s normou

(a) ∥ f ∥1 =
∫ 2

1 | f (x) | dx;
(b) ∥ f ∥∞ = max {| f (x) |; x ∈ [1, 2]}.

�e²ení. P°ípad (a). Sta£í vypo£ítat
2∫

1
| f (x)− g(x) | dx =

2∫
1
x + x√

1+x2
dx =

[
x2

2 +
√

1+ x2
]2

1
=

= 3
2 +
√

5−√2.

P°ípad (b). Nyní chceme ur£it

max
x∈[1,2]

| f (x)− g(x) | = max
x∈[1,2]

(
x + x√

1+x2

)
.

P°i hledání extrém· funkcí je velmi silným a ú£inným nástrojem jejich

derivování. Ihned z nerovnosti(
x + x√

1+x2

)′ = 1+ 1(√
1+x2

)3 > 0, x ∈ [1, 2]

vidíme, ºe

max
x∈[1,2]

(
x + x√

1+x2

)
= 2+ 2√

1+22
= 2+ 2√

5
.

Rostoucí funkce na uzav°eném intervalu totiº nabývá své maximální

hodnoty v jeho pravém krajním bod¥. □

7.24. Zjist¥te, jestli je posloupnost {xn}n∈N, kde
x1 = 1, xn = 1+ 1

2 + · · · + 1
n
, n ∈ N∖ {1},

cauchyovská v R. Uvaºujte nejprve b¥ºnou metriku danou rozdílem

v absolutní hodnot¥ (tj. indukovanou normou, kterou je absolutní hod-

nota) a poté metriku

d(x, y) := | x−y |
1+| x−y | , x, y ∈ R.

�e²ení. P°ipome¬me, ºe

(7.28)
∞∑
k=1

1
k
= ∞, tj.

∞∑
k=m

1
k
= ∞, m ∈ N.

Platí tak

lim
n→∞ | xn − xm | =

∞∑
k=m+1

1
k
= ∞, m ∈ N.

Odsud je vid¥t, ºe posloupnost {xn} nem·ºe být cauchyovská. Nalezli

jsme odpov¥¤ pro b¥ºnou metriku. Mohli jsme v²ak hned vyuºít toho,

ºe posloupnost {xn} není podle (∥7.28∥) konvergentní, a vzpomenout

si, ºe se nacházíme v úplném metrickém prostoru, kde cauchyovské a

konvergentní posloupnosti splývají.

Pro metriku d si sta£í uv¥domit, ºe zobrazení f zavedené

v (∥7.27∥) je spojitou bijekcí mezi mnoºinami [0,∞) a [0, 1)
s vlastností, ºe f (0) = 0. Libovolná posloupnost je tak konvergentní
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Mnoºina A prvk· metrického prostoru se nazývá ohrani£ená
nebo omezená, jestliºe je její pr·m¥r kone£ný, tj. existuje kladné
reálné £íslo r takové, ºe d(x, y) ≤ r pro v²echny prvky x, y ∈ A.
V opa£ném p°ípad¥ je neohrani£ená nebo neomezená.

Metrický prostor X se nazývá kompaktní, jestliºe v n¥m má
kaºdá posloupnost xi ∈ X podposloupnost konvergující k n¥ja-
kému bodu x ∈ X.

U reálných £ísel jsme si uvád¥li n¥kolik charakterizací kom-
paktnosti. Umetrických prostor· to je o n¥co sloºit¥j²í
s pojmem ohrani£enosti. Pro libovolné podmnoºinyA,
B ⊂ X v metrickém prostoru X s metrikou d de�nu-
jeme vzdálenost

dist(A,B) = sup
x∈A,y∈B

{d(x, y)}.
Je-li A = {x} jednobodová mnoºina, hovo°íme o vzdálenosti
dist(x, B) bodu od mnoºiny. �ekneme, ºe je metrický prostor X
totáln¥ omezený, jestliºe ke kaºdému kladnému £íslu ε existuje
kone£ná mnoºina A taková, ºe

dist(x,A) < ε

pro v²echny body x ∈ X. P°ipome¬me, ºe metrický prostor je
omezený, jestliºe má celé X kone£ný pr·m¥r.

Je okamºit¥ vid¥t, ºe totáln¥ omezený prostor je také ome-
zený. Skute£n¥, pr·m¥r kone£né mnoºiny je vºdy kone£ný a jeli
A mnoºina z de�nice totální omezenosti p°íslu²ná k ε, pak vzdá-
lenost dvou bod· d(x, y) m·ºeme vºdy shora odhadnout sou£tem
dist(x,A), dist(y,A) a diamA, coº je kone£né £íslo. V p°ípad¥me-
triky na podmnoºin¥ kone£n¥rozm¥rného euklidovského prostoru
tyto pojmy splývají, nebo´ omezenost mnoºiny zaru£uje omezenost
v²ech jednotlivých sou°adnic v pevn¥ vybrané ortonormální bázi
a odtud jiº plyne i totální omezenost (ov¥°te si podrobn¥ samo-
statn¥).

V¥ta. Následující podmínky na metrický prostor X jsou ekviva-
lentní

(1) X je kompaktní,
(2) kaºdé otev°ené pokrytí X obsahuje kone£né podpokrytí,
(3) X je úplný a totáln¥ omezený.

D·kaz zde v detailech neuvádíme. Lze jej provést nap°. impli-
kacemi (2) H⇒ (3), (3) H⇒ (1) a (1) H⇒ (2) a vcelku
snadno jej lze dohledat v dostupné literatu°e.

Zastavíme se alespo¬ u prvního kroku, kde se zásadním zp·so-
bem objevuje pojem totální omezenosti. Je-li spln¥na druhá pod-
mínka v¥ty, pak je vcelku snadno vid¥t, ºe musí být prostor X to-
táln¥ omezený. Skute£n¥, sta£í si vybrat pokrytí X pomocí v²ech
ε�koulí se st°edy v bodech x ∈ X. Z n¥ho musí jít vybrat kone£né
pokrytí a mnoºina st°ed· xi koulí, které se v tomto kone£ném po-
krytí vyskytují, jiº napl¬uje podmínku z de�nice totální omeze-
nosti. K d·kazu implikace (2) H⇒ (3) ale je²t¥ chybí d·kaz
úplnosti.

7.23. Kompaktnost na spojitých funkcích. Jako p°íklad
odli²ného chování pojmu kompaktnosti v euklidovských prosto-
rech a v prostorech funkcích si uvedeme velice uºite£né tvrzení
známé pod jménem Arzelaova-Ascoliho v¥ta.

�íkáme, ºe jsou funkce f z n¥jaké mnoºiny funkcí M na
spole£ném de�ni£ním oboru A rovnomocn¥ spojité, jestliºe pro
kaºdé x ∈ A a kaºdé kladné ε existuje (nezávisle na funkci f )
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�v p·vodním významu�, práv¥ kdyº konverguje v metrickém pro-

storu R s metrikou d. Stejn¥ tak platí, ºe posloupnost je cauchyovská

v R vzhledem k b¥ºné metrice práv¥ tehdy, kdyº je cauchyovská

vzhledem k d. □

7.25. Je metrický prostor S[−1, 1] spojitých funkcí na intervalu

[−1, 1] s metrikou danou normou

(a) ∥ f ∥p =
(∫ 1

−1 | f (x) |p dx
) 1/p

pro p ≥ 1;
(b) ∥ f ∥∞ = max {| f (x) |; x ∈ [−1, 1]}

úplný?

�e²ení. P°ípad (a). Pro kaºdé n ∈ N de�nujme funkci

fn(x) = 0, x ∈ [−1, 0) , fn(x) = 1, x ∈ [ 1
n
, 1
]
,

fn(x) = nx, x ∈
[
0, 1

n

)
.

Takto získaná funk£ní posloupnost {fn}n∈N ⊂ S[−1, 1] je cauchyov-
ská. K ov¥°ení její cauchyovskosti sta£í s pomocí geometrického vý-

znamu ur£itého integrálu vyjád°it(
1∫

−1
| fm(x)− fn(x) |p dx

) 1/p

<

(
1/n∫
0

1 dx

) 1/p

= ( 1
n

)1/p

pro libovolné m ≥ n, m, n ∈ N.
Zabývejme se p°ípadnou limitou posloupnosti {fn} v S[−1, 1].

P°edpokládejme její existenci a ozna£me ji jako f . Pro kaºdé

ε ∈ (0, 1) z°ejm¥ existuje n(ε) ∈ N takové, ºe

fn(x) = 0, x ∈ [−1, 0], fn(x) = 1, x ∈ [ε, 1]

pro v²echna n ≥ n(ε). Spojitá funkce f proto musí spl¬ovat

f (x) = 0, x ∈ [−1, 0], f (x) = 1, x ∈ [ε, 1]

pro libovoln¥ malé ε > 0. Tedy nutn¥

f (x) = 0, x ∈ [−1, 0], f (x) = 1, x ∈ (0, 1].

Tato funkce v²ak není spojitá na [−1, 1] � nepat°í do uvaºovaného

metrického prostoru. Posloupnost {fn} tak nemá limitu v S[−1, 1] a
tento prostor není úplný.

P°ípad (b). Nech´ je libovoln¥ dána cauchyovská posloupnost

{fn}n∈N ⊂ S[−1, 1]. �leny této posloupnosti jsou spojité funkce fn

na [−1, 1] s vlastností, ºe ke kaºdému ε > 0 (chcete-li, ke kaºdému

ε/2) existuje n(ε) ∈ N, pro které platí

(7.29) max
x∈[−1,1]

| fm(x)− fn(x) | < ε

2
, m, n ≥ n(ε).

Zvlá²t¥ tak pro kaºdé x ∈ [−1, 1] dostáváme cauchyovskou £íselnou

posloupnost {fn(x)}n∈N ⊂ R. Nebo´ metrický prostor R s b¥ºnou me-

trikou je úplný, kaºdá (pro x ∈ [−1, 1]) posloupnost {fn(x)} je kon-
vergentní. Ozna£me

f (x) := lim
n→∞ fn(x), x ∈ [−1, 1].



KAPITOLA 7. SPOJITÉ MODELY

£íslo δ > 0, takové ºe pro v²echna y z δ-okolí bodu x bude
d(f (y), f (x)) < ε.

V¥ta. Mnoºina M ⊂ C[a, b] spjitých funkcí je kompaktní, práv¥
kdyº je omezená, uzav°ená a rovnomocn¥ spojitá.

D·kaz zde nebudeme uvád¥t. V²imn¥te si rozdílu mezi pouºi-
tou rovnomocnou a stejnom¥rnou konvergencí!

7.24. D·kaz v¥ty 7.8 o Fourierových °adách. Obecný kontext
metrik a konvergencí nám nyní umoºní vrátit se k d·kazu
v¥ty, ve které jsme dali £áste£ný obrázek o bodové i jiné
konvergenci Fourierových °ad. Nejde nám p°itom o nutné
podmínky konvergencí a v literatu°e lze najít mnoho jiných

formulací. Na²e v¥ta 7.8 ale byla docela jednoduchá a postihla
velké mnoºství uºite£ných p°ípad·.

Pro za£átek si bude dobré uv¥domit, jak se mohou li²it konver-
gence v·£i r·zným Lp normám. Pro zjednodu²ení budeme vºdy
pracovat v zúpln¥ní prostoru S0

c nebo S1
c vzhledem k p°íslu²né

norm¥, aniº bychom dumali nad tím, o jaké p°esn¥ prostory jde (i
kdyº bychom je mohli popisovat docela snadno pomocí Kurzwei-
lova integrálu).

Hölderova nerovnost (pouºitá na funkce f a konstantu 1) dává
na S0 [a, b] první z následujících odhad·∫ b

a

|f (x)|dx ≤ |a − b|1/q
(∫ b

a

|f (x)|p dx
)1/p

≤

≤ |a − b|1/qC1/q
(∫ b

a

|f (x)| dx
)1/p

,

kde p > 1 a 1/p + 1/q = 1, C ≥ |f (x)| na celém inter-
valu [a, b] (takové stejnom¥rné omezení konstantou vºdy existuje,
kdyº je f ∈ S0 [a, b]). Druhý odhad okamºit¥ plyne z odhadu
|f (x)|p ≤ Cp−1 |f (x)| a vztahu 1− 1/p = 1/q.

Je tedy z prvního odhadu zjevné, ºeLp�konvergence fn→ f

bude pro jakékoliv p > 1 vºdy siln¥j²í neº L1�konvergence (a
drobn¥ upravenýmodhademukáºeme i obdobné siln¥j²í tvrzení, ºe
Lq konvergence je siln¥j²í neºLp konvergence, kdykoliv je q > p,
zkuste si sami). Pro pouºití druhého odhadu ale musíme poºado-
vat stejnom¥rnou omezenost posloupnosti funkcí fn, tj. omezení
funkcí fn konstantouC musí být nezávislé na n. Pak totiº m·ºeme
odhadnout |fn(x)−f (x)| ≤ 2C a dostáváme z na²eho odhadu, ºe
L1�konvergence je siln¥j²í neº Lp�konvergence.

Jsou tedy v²echny Lp�normy na na²em prostoru S0 [a, b] rov-
nocenné z hlediska konvergence stejnom¥rn¥ omezených posloup-
ností funkcí.

Nejt¥º²í (a také nejzajímav¥j²í) bude dokázat první tvrzení
v¥ty 7.8, které bývá v literatu°e ozna£ováno jako Dirichletova pod-
mínka (byla údajn¥ odvozena jiº v roce 1824). Dokáºeme proto
nejprve, jak z této vlastnosti bodové konvergence vyplývají tvrzení
(2) a (3) dokazované v¥ty. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpo-
kládat, ºe pracujeme na intervalu [−π, π ], tj. s periodou T = 2π .

Jako první krok si p°ipravíme jednoduché odhady pro koe�ci-
enty Fourierovy °ady. Samoz°ejmý je odhad

|an| ≤ 1
π

∫ π

−π
|f (x)| dx

a totéº pro v²echna bn, nebo´ jak cos(x), tak sin(x) jsou v abso-
lutní hodnot¥ ohrani£ené jedni£kou. Pokud je ale f spojitá funkce
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Limitním p°echodem pro m→∞ v (∥7.29∥) obdrºíme

max
x∈[−1,1]

| f (x)− fn(x) | ≤ ε
2 < ε, n ≥ n(ε).

To ov²em znamená, ºe posloupnost {fn}n∈N stejnom¥rn¥ konverguje

k funkci f na [−1, 1]. Jinak °e£eno, {fn}n∈N konverguje k f vzhledem

k zadané norm¥. Jiº d°íve jsme navíc zjistili, ºe stejnom¥rnou limitou

spojitých funkcí je funkce spojitá. Díky tomu nemusíme dokazovat, ºe

f ∈ S[−1, 1]. Metrický prostor je tudíº úplný.

Dopl¬me, ºe ke stejným záv¥r·m (pomocí stejných úvah v obou

variantách) bychom pochopiteln¥ dosp¥li také pro obecn¥j²í metrický

prostor S[a, b] spojitých funkcí na [a, b]. □

7.26. Jednu z nejd·leºit¥j²ích charakteristik úplnýchmetrických pro-

stor· poskytuje tzv. princip vloºených koulí. Ten °íká, ºe metrický pro-

stor (X, d) je úplný práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdou posloupnost {An}n∈N
do sebe vno°ených (tj. An+1 ⊆ An, n ∈ N) neprázdných uzav°ených

mnoºin An platí

(7.30)
∩
n∈N

An ̸= ∅.

Sou£ástí tohoto tvrzení v²ak je je²t¥ jedna podmínka na uvaºované

posloupnosti {An}. Poºaduje se, aby
(7.31) lim

n→∞ sup {d(x, y); x, y ∈ An} = 0.

Zjist¥te, zda lze tuto podmínku vynechat.

�e²ení. Pravd¥podobn¥ v rozporu s o£ekáváním v¥t²iny £tená°· nelze

podmínku (∥7.31∥) vynechat: p°i jejím vynechání se tvrzení stane ne-

platným. Pot°ebujeme uvést jediný protip°íklad dokládající, ºe bez této

podmínky tvrzení neplatí.

Uvaºujme proto mnoºinu X = N s metrikou

d(m, n) = 1+ 1
m+n , m ̸= n, d(m, n) = 0, m = n.

První dv¥ vlastnosti metriky jsou o£ividn¥ spln¥ny. K dokázaní troj-

úhelníkové nerovnosti si sta£í v²imnout, ºe d(m, n) ∈ (1, 4/3], je-li
m ̸= n. Stejn¥ lehce lze najít v²echny cauchyovské posloupnosti. T¥mi

jsou tzv. skorostacionární posloupnosti � od jistého indexu konstantní

(konstantní aº na kone£n¥ mnoho výjimek). Kaºdá cauchyovská po-

sloupnost je tedy konvergentní a uvaºovaný prostor úplný.

Zave¤me mnoºiny

An := {m ∈ N; d(m, n) ≤ 1+ 1
2n

}
, n ∈ N.

Neostrá nerovnost v jejich de�nici zaru£uje, ºe se jedná o uzav°ené

mnoºiny. Nebo´ An = {n, n+ 1, . . . }, (∥7.30∥) neplatí. P°i vynechání
podmínky (∥7.31∥) by to znamenalo, ºe metrický prostor není úplný,

coº není pravda. Pro jistotu dodejme, ºe

lim
n→∞ sup {d(x, y); x, y ∈ An} = lim

n→∞
(
1+ 1

2n+1

) = 1 ̸= 0 . □
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v S1 [a, b], m·ºeme integrovat per partes a dostaneme

an(f ) = 1
π

∫ π

−π
f (x) cos(nx)dx =

= 1
nπ

[f (x) sin(nx)]π−π −
1
nπ

∫ π

−π
f ′(x) sin(nx) dx =

= −1
n
bn(f

′).

Pí²eme zde an(f ) pro p°íslu²ný koe�cient funkce f atd.
Vidíme tedy, ºe £ím �hlad²í� funkce, tím rychleji se blíºí Fou-

rierovy koe�cienty k nule. Iterací této procedury skute£n¥ dosta-
neme odhad pro funkce f v Sk+1 [−π, π] se spojitými derivacemi
aº do °ádu k v£etn¥:

|an(f )| ≤ 1
nk+1π

∫ π

−π
|f (k+1)(x)|dx

a totéº pro bn(f ). Jinak °e£eno, pro dostate£n¥ hladké funkce
f jsou nk�násobky jejich Fourierových koe�cientu an a bn
ohrani£eny L1-normou jejich k�té derivace f (k).

P°edpokládejme tedy, ºe máme spojitou funkci f v prostoru
S1 [a, b], jejíº £áste£né sou£ty Fourierovy °ady bodov¥ konvergují
k f . M·ºeme pak odhadnout

|sN (x)− f (x)| =
∣∣∣∣ ∞∑
k=N+1

(ak cos(kx)+ bk sin(kx))
∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑

k=N+1

(|ak| + |bk|).

Pravou stranu m·ºeme dále odhadnout pomocí koe�cient· a′
n a b

′
n

derivace f ′ (s pouºitím Hölderovy nerovnosti pro Lp a Lq normy
pro nekone£né °ady s p = q = 2, viz 7.15, a Besselovy nerovnosti
pro obecné Fourierovy °ady. viz 7.5.(2))

|sN (x) − f (x)| ≤
∞∑

k=N+1

1
k
(|a′

k| + |b′
k|) ≤

≤
(

2
∞∑

k=N+1

1
k2

)1/2( ∞∑
k=N+1

(|a′
k|2 + |b′

k|2)
)1/2

≤

≤ √2
(∫ ∞

N

1
x2 dx

)1/2 1√
π
∥f ′∥2 =

=
(√

2√
π
∥f ′∥2

)
· 1√

N
.

Dostali jsme takto nejen d·kaz stejnom¥rné konvergence na²í °ady
k p°edjímané hodnot¥, ale také odhad rychlosti konvergence:

sup
x∈R
|sN (x)− f (x)| ≤

(√
2√
π
∥f ′∥2

)
· 1√

N
.

Tím je dokázáno tvrzení 7.8.(2) za p°edpokladu platnosti Dirichle-
tovy podmínky 7.8.(1).

7.25. L2�konvergence. V dal²ím kroku na²eho d·kazu od-
vodíme L2�konvergenci Fourierových °ad za
p°edpokladu stejnom¥rné konvergence. D·kaz se
opírá o obvyklou techniku aproximace nespojitých
objekt· spojitými, kterou popí²eme jen bez podrob-

ností. V p°ípad¥ zájmu £i pot°eby by m¥lo být vcelku snadné
detaily doplnit. Zformulujeme si nap°ed pot°ebné tvrzení obecn¥:
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7.27. Dokaºte, ºe metrický prostor l2 je úplný.

�e²ení. Uvaºujme libovolnou cauchyovskou posloupnost {xn}n∈N
v prostoru l2. Kaºdým £lenem této posloupnosti je ov²em zase

posloupnost, tj. xn = {xkn}k∈N, n ∈ N. Poznamenejme, ºe samoz°ejm¥

nezáleºí na rozsahu indexování � zda n, k ∈ N, resp. n, k ∈ N ∪ {0}.
Zave¤me pomocné posloupnosti yk pro k ∈ N tak, ºe

yk = {ynk }n∈N =
{
xkn
}
n∈N .

Je-li {xn} cauchyovská v l2, pak tím spí²e musí být cauchyovská kaºdá

z posloupností yk v R (posloupnosti yk jsou posloupnostmi reálných

£ísel). Z úplnosti R (vzhledem k b¥ºné metrice) plyne, ºe v²echny po-

sloupnosti yk jsou konvergentní. Jejich limity ozna£me jako zk, k ∈ N.
Sta£í nám dokázat, ºe z = {zk}k∈N ∈ l2 a ºe posloupnost {xn}

konverguje pro n → ∞ v l2 práv¥ k posloupnosti z. Posloupnost

{xn}n∈N ⊂ l2 je cauchyovská, a tak ke kaºdému ε > 0 existuje n(ε) ∈
N s vlastností, ºe

∞∑
k=1

(
xkm − xkn

)2
< ε, m, n ≥ n(ε), m, n ∈ N.

Zvlá²t¥ je
l∑

k=1

(
xkm − xkn

)2
< ε, m, n ≥ n(ε), m, n, l ∈ N,

odkud limitním p°echodem pro m→∞ lze obdrºet
l∑

k=1

(
zk − xkn

)2 ≤ ε, n ≥ n(ε), n, l ∈ N,

tj. (tentokráte l→∞)

(7.32)
∞∑
k=1

(
zk − xkn

)2 ≤ ε, n ≥ n(ε), n ∈ N.

Speciáln¥ máme
∞∑
k=1

(
zk − xkn

)2
<∞, n ≥ n(ε), n ∈ N

a sou£asn¥
∞∑
k=1

(
xkn
)2
<∞, n ∈ N,

coº plyne p°ímo z {xn}n∈N ⊂ l2. Protoºe
∞∑
k=1

(
zkx

k
n

) ≤ √ ∞∑
k=1
z2
k ·
√

∞∑
k=1

(
xkn
)2
, n ∈ N

a
∞∑
k=1

(
zk − xkn

)2 =
∞∑
k=1

[
z2
k − 2zkxkn +

(
xkn
)2
]
, n ∈ N,

musí být
∞∑
k=1
z2
k <∞.

Tím jsme dokázali, ºe z ∈ l2. Skute£nost, ºe {xn} konverguje pro

n → ∞ k z v l2, vyplývá z (∥7.32∥). □
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Lemma. Podmnoºina spojitých funkcí f v S0 [a, b] na kone£ném
intervalu [a, b] je v tomto prostoru hustá podmnoºina vzhledem
k L2�norm¥.

My²lenka d·kazu je dob°e vid¥t na p°íkladu aproximace po
£ástech konstantní funkce h na [−π, π] z odstavce 7.9. Pro ka-
ºdé π > δ > 0 de�nujeme funkci fδ jako x/δ pro |x| ≤ δ a
fδ(x) = h(x) jinak. Zjevn¥ jsou v²echny funkce fδ spojité, protoºe
jsme bod nespojitosti p°eklenuli pomocí vhodné lineární funkce
na intervalu, jehoº velikost je kontrolována pomocí δ. Velmi jed-
nodu²e se spo£te, ºe ∥h − fδ∥2 → 0, nebo´ funkce f je ome-
zená v absolutní hodnot¥ a tedy p°ísp¥vek integrace p°es stále se
zmen²ující interval musí jít k nule.

Zcela stejným zp·sobemm·ºeme o²et°it v²echny body nespo-
jitosti obecné funkce f , kterých je maximáln¥ kone£n¥ mnoho a
tedy jsou skute£n¥ v²echny uvaºované funkce hromadnými body
posloupností spojitých funkcí.

Nyní je jiº ná² d·kaz jednoduchý, protoºe pro zadanou funkci
f m·ºeme odhadnout vzdálenost od £áste£ných sou£t· její Fou-
rierovy °ady pomocí spojitého p°iblíºení fε takto (v²echny normy
v tomto odstavci jsou L2 normy):

∥f − sN (f )∥ ≤ ∥f − fε∥ + ∥fε − sN (fε)∥ + ∥sN (fε)− sN (f )∥
a jednotlivé s£ítance napravo umíme kontrolovat.

První z nich je nejvý²e ε, podle p°edpokladu o stejnom¥rné
konvergenci pro spojité funkce m·ºeme dosáhnout stejn¥ malého
ohrani£ení i druhého s£ítance. U t°etího je dobré si v²imnout, ºe jde
vlastn¥ o velikost £áste£ného sou£tu Fourierovy °ady pro f − fε.
Je tedy jist¥

∥f − fε − sN (f − fε)∥ ≤ ∥f − fε∥,
a proto také (díky trojúhelníkové nerovnosti)

∥sN (f − fε)∥ ≤ 2∥f − fε∥ ≤ 2ε.

Celkem jsme tedy odhadli celou vzdálenost pro dostate£n¥ blízké
spojité funkce a dostate£n¥ velkáN £íslem 4ε. Tím je dokazovaná
L2 konvergence potvrzena.

7.26. Dirichletovo jádro. A kone£n¥ se dáme do d·kazu prvního
tvrzení v¥ty 7.8. P°ímo z de�nice Fourierovy °ady
F(t) funkce f (t) a s vyuºitím jejího vyjád°ení s kom-
plexní exponenciálou v 7.7 dostáváme pro £áste£né
sou£ty sN (t) výraz

sN (t) = 1
T

N∑
k=−N

∫ T/2

−T/2
f (x) e−iωkx eiωkt dx,

kde T je základní perioda, se kterou pracujeme, a ω = 2π/T .
Tento výraz m·ºeme p°epsat jako

sN (t) =
∫ T/2

−T/2
KN (t − x)f (x) dx

a funkci

KN (y) = 1
T

N∑
k=−N

eiωky

nazýváme Dirichletovo jádro. V²imn¥me si, ºe sou£et je £ástí geo-
metrické °ady s pom¥rem £len· eiωy . M·ºeme ji tedy p°ímo vy-
jád°it pro v²echna y ̸= 0 následujícím zp·sobem (po cest¥ ná-
sobíme £itatel i jmenovatel výrazem − e−iωy/2, abychom um¥li
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7.28. V metrickém prostoru S[−1, 1] s metrikou danou normou

∥ · ∥∞ uvaºujte mnoºiny

A = {f ∈ S[−1, 1]; f (0) ∈ (0, 2)},

B = {f ∈ S[−1, 1];
1∫

−1

f (x) dx = 0}.

Jsou tyto mnoºiny otev°ené, uzav°ené?

�e²ení. Vnit°kem mnoºiny M rozumíme mnoºinu v²ech vnit°ních

bod· a zna£íme jejM0 . Libovolná mnoºinaM je pak otev°ená, práv¥

kdyºM = M0 . Podobn¥ zavádíme uzáv¥r mnoºinyM jako mnoºinu

v²ech bod· majících nulovou vzdálenost od mnoºinyM a zna£íme ho

M . Stejn¥ snadno vidíme, ºe libovolná mnoºinaM je uzav°ená práv¥

tehdy, kdyºM = M . Protoºe platí

A0 = A, A = {f ∈ S[−1, 1]; f (0) ∈ [0, 2]}, B0 = ∅, B = B,
je mnoºina A otev°ená a není uzav°ená a mnoºina B je naopak

uzav°ená a není otev°ená. □

7.29. Nech´ je dána libovolná mnoºina X ̸= ∅. Zobrazení

d : X × X → R de�nované p°edpisem

d(x, y) = 1, x ̸= y, d(x, y) = 0, x = y
je zjevn¥ metrikou naX. Hovo°í se o tzv. triviálním nebo £ast¥ji o dis-

krétním metrickém prostoru (X, d).

(a) Popi²te v²echny cauchyovské a konvergentní posloupnosti

v (X, d).

(b) Popi²te v²echny otev°ené, uzav°ené a ohrani£ené mnoºiny

v (X, d).

(c) Popi²te vnit°ní, hrani£ní, hromadné a izolované body libo-

volné mnoºiny v (X, d).

(d) Popi²te v²echny kompaktní mnoºiny v (X, d).

�e²ení. (a) K tomu, aby mohla být jakákoli posloupnost {xn}n∈N cau-

chyovská, je v tomto prostoru nutné, aby existoval index n ∈ N takový,

ºe xn = xn+m pro v²echna m ∈ N. Posloupnost s touto vlastností pak
nutn¥ konverguje ke spole£né hodnot¥ xn = xn+1 = · · · (mluvíme

o skorostacionárních posloupnostech). Mimo jiné jsme tak dokázali,

ºe metrický prostor (X, d) je úplný.

(b) Otev°ené 1-okolí libovolného prvku obsahuje pouze tento pr-

vek. Kaºdá jednoprvková mnoºina je tedy otev°ená. Nebo´ sjedno-

cení libovolného po£tu otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina, je

kaºdá mnoºina v (X, d) otev°ená. To ale rovn¥º znamená, ºe kaºdá

mnoºina je sou£asn¥ uzav°ená. Skute£nost, ºe 2-okolí libovolného
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p°epsat následn¥ pomocí reálné funkce sin):

KN (y) = 1
T

e−iNωy − ei(N+1)ωy

1− eiωy
=

= 1
T

− e−i(N+1/2)ωy + ei(N+1/2)ωy

eiωy/2− e−iωy/2 =

= 1
T

sin(ω(N + 1/2)y)
sin(ωy/2)

.

V bod¥ y = 0 samoz°ejmé p°ímo vidíme KN (0) = 1
T
(2N + 1).

Z posledního výrazu je také vid¥t, ºe KN (y) je sudá funkce
a pomocí L'Hospitalova pravidla p°ímo rychle spo£teme, ºe je to
funkce v²ude spojitá. Protoºe v²echny £áste£né sou£ty °ady pro
konstantní funkci f (x) = 1 jsou 1, dostáváme p°ímo z de�nice
Dirichletova jádra ∫ T/2

−T/2
KN (x)dx = 1.

U periodických funkcí jsou jejich integrály p°es intervaly délky pe-
riody nezávislé na volb¥ krajních bod· intervalu integrace. Proto
m·ºeme pomocí zm¥ny sou°adnic pouºít pro £áste£né sou£ty téº
výraz

sN (x) =
∫ T/2

−T/2
KN (y)f (x + y) dy.

Te¤ kone£n¥ máme v²e p°ipraveno. Nejprve se budeme v¥no-
vat p°ípadu, kdy je funkce f v bod¥ x spojitá a diferencovatelná.
Chceme pro tento p°ípad dokázat, ºe Fourierova °ada F(x) v bod¥
x konverguje k hodnot¥ f (x). Dostáváme

sN (x)− f (x) =
∫ T/2

−T/2
(f (x + y)− f (x))KN (y) dy.

Integrovaný výraz m·ºeme p°epsat do tvaru, který bude p°ipomí-
nat op¥t Fourierovy koe�cienty pro vhodné funkce:

f (x + y)− f (x)
sin(ωy/2)

sin((N + 1/2)ωy) =
= φx(y)

(
cos(ωy/2) sin(Nωy)+ sin(ωy/2) cos(Nωy)

)
,

kde jsme si ozna£ili funkci

φx(y) = f (x + y)− f (x)
sin(ωy/2)

pro y ̸= 0, zatímco φx(0) = f ′(x). V²imn¥me si, ºe pro tento
krok jsme pot°ebovali diferencovatelnost a spojitost f v bod¥ x.

Nyní ale m·ºeme skute£n¥ chápat rozdíl sN (x) − f (x) jako
sou£et Fourierových koe�cient· bN (ψ1) a aN (ψ2), kde

ψ1(y) = T

2
φx(y) cos(ωy/2), ψ2(y) = T

2
φx(y)sin(ωy/2).

To ale znamená, ºe s rostoucím N nutn¥ tento výraz
bN (ψ1 + aN (ψ2) konverguje k nule (viz 7.5.(2)).

Záv¥rem se podíváme na konvergenci v p°ípad¥, ºe v bod¥
x = 0 má funkce f nebo její derivace bod nespojitosti. Protoºe
jde o funkci v S1 , je v okolních bodech mimo x = 0 jiº spojitá
a diferencovatelná. Rozloºme si funkci f na její sudou £ást f1 a
lichou £ást f2, tj.

f (x) = 1
2
(f (x)+ f (−x))+ 1

2
(f (x)− f (−x)).
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prvku splývá s celým prostorem, pak znamená, ºe kaºdá mnoºina

v (X, d) je ohrani£ená.

(c) Znovu vyuºijeme toho, ºe otev°ené 1-okolí kaºdého prvku ob-

sahuje pouze tento prvek. Odsud vyplývá, ºe kaºdý bod libovolné

mnoºiny je jejím vnit°ním a sou£asn¥ izolovaným bodem a ºe ºádná

mnoºina nemá ani jeden hrani£ní nebo hromadný bod.

(d) Kaºdá kone£ná mnoºina v libovolném metrickém prostoru je

z°ejm¥ kompaktní (zadává kompaktní metrický prostor zúºením de-

�ni£ního oboru d). Z popisu konvergentních posloupností (viz (a))

plyne, ºe ºádná nekone£ná mnoºina nem·ºe být kompaktní v (X, d).

□

7.30. Rozhodn¥te, zda je mnoºina (nazývaná Hilbertova krychle)

A = {{xn}n∈N ∈ l2; | xn | ≤ 1
n
, n ∈ N

}
kompaktní v l2. Poté rozhodn¥te o kompaktnosti mnoºiny

B = {{xn}n∈N ∈ l∞; | xn | < 1
n
, n ∈ N

}
v prostoru l∞.

�e²ení. Víme, ºe prostor l2 je úplný. Kaºdá uzav°ená podmnoºina

úplného metrického prostoru sama zadává úplný metrický prostor.

Mnoºina A je o£ividn¥ uzav°ená v l2, a tak k její kompaktnosti sta£í

ukázat, ºe je totáln¥ omezená.

Vyjd¥me z nám dob°e známého sou£tu
∞∑
k=1

1
k2 = π2

6 .

Pro kaºdé ε > 0 tak existuje n(ε) ∈ N spl¬ující√
∞∑

k=n(ε)+1

1
k2 <

ε
2 .

Z kaºdého z interval· [−1/n, 1/n] pro n ∈ {1, . . . , n(ε)} m·ºeme

vybrat kone£n¥ mnoho bod· xn1 , . . . , x
n
m(n) tak, aby pro libovolné

x ∈ [−1/n, 1/n] bylo

min
j∈{1,...,m(n)}

∣∣∣ x − xnj ∣∣∣ < ε√
5n
.

Uvaºujme takové posloupnosti {yn}n∈N z l2, jejichº £leny s indexy

n > n (ε) jsou nulové a sou£asn¥ platí

y1 ∈
{
x1

1 , . . . , x
1
m(1)

}
, . . . , yn(ε) ∈

{
x
n(ε)

1 , . . . , x
n(ε)

m(n(ε))

}
.

V²ech takových posloupností je kone£n¥ mnoho a tvo°í ε-sí´ pro A,

nebo´ √
ε2

5 + ε2

52 + · · · + ε2

5n(ε) + ε
2 < ε ·

√
1

1− 1
5
− 1+ ε

2 = ε.
Libovolnost ε > 0 potom implikuje, ºe mnoºinaA je totáln¥ omezená,

coº jiº dává její kompaktnost.

Rozhodnout o kompaktnosti mnoºiny B je velmi snadné. Kaºdá

kompaktní mnoºina totiº musí být uzav°ená, a to mnoºina B není. Je-

jím uzáv¥rem je
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V bod¥ x = 0 p°itom de�nujeme hodnotu f1(0) jako

1
2

(
lim
y→0+

f (y)+ lim
y→0−

f (y)

)
.

Pak se snadno p°esv¥d£íme, ºe sudá £ást f1(x) je spojitá a diferen-
covatelná v bod¥ x = 0 (díky tomu, ºe jednostranné limity existují)
a tedy i na celém okolí tohoto bodu. Zárove¬ nás nep°ekvapí, ºe li-
chá £ást spl¬uje f2(0) = 0 a stejn¥ tak je v nule nulová i Fourierova
°ada, ve které jsou pouze £leny se sin(nωx).

M·ºeme proto vyuºít p°edchozího spojitého p°ípadu a spo£íst
pro Fourierovu °adu F(x) na²í funkce f

F(0) = F1(0)+ F2(0) = 1
2

(
lim
y→0+

f (y)+ lim
y→0−

f (y)
)+ 0,

coº jsme cht¥li dokázat.
V p°ípad¥ nespojitosti v obecném bod¥ m·ºeme postupovat

obdobn¥ a celý d·kaz dirichletovy podmínky je ukon£en (a tím i
d·kaz tvrzení (2) a (3) v¥ty 7.8, v jejichº d·kazech jsme p°edpo-
kládali správnost Dirichletovy podmínky).

3. Integrální operátory

7.27. Integrální operátory. V p°ípad¥ kone£n¥rozm¥rných vek-
torových prostor· jsme mohli vnímat vektory jako
zobrazení z kone£né mnoºiny pevn¥ zvolených gene-
rátor· do prostoru sou°adnic. S£ítání vektor· a náso-
bení vektor· skaláry pak bylo dáno odpovídajícími

operacemi s takovými funkcemi. Stejným zp·sobem jsme pak pra-
covali i s vektorovými prostory funkcí jedné reálné prom¥nné,
kdyº jejich hodnotami byly skaláry (nebo p°ípadn¥ i vektory).

Nejjednodu²²í lineární zobrazení α mezi vektorovými pro-
story zobrazovala vektory do skalár· (tzv. lineární formy). Byla
de�nována jako sou£et sou£in· sou°adnic xi vektor· s pevn¥ zvo-
lenými hodnotami αi = α(ei) na generátorech ei , tj. pomocí
jedno°ádkových matic:

(x1, . . . , xn)
T 7→ (α1, . . . , αn) · (x1, . . . , xn)

T .

Sloºit¥j²í zobrazení s hodnotami op¥t v tom samém prostoru
pak byla obdobn¥ zadána £tvercovými maticemi. Velice podobn¥
umíme p°istoupit k lineárním operacím na prostorech funkcí.

Budeme chvíli pro jednoduchost pracovat s reálným vekto-
rovým prostorem S v²ech po £ástech spojitých reálných funkcí
s kompaktním nosi£em de�novaných na celém R nebo na inter-
valu I = [a, b]. Lineárním zobrazením S → R budeme °íkat (re-
álné) lineární funkcionály. P°íklady takových funkcionál·m·ºeme
velmi snadno zadat dv¥ma zp·soby � pomocí vy£íslení funkce
(p°ípadn¥ jejích derivací) v jednotlivých pevn¥ zvolených bodech
nebo pomocí integrování. P°íkladem funkcionálu L tedy m·ºe být
vy£íslení v jediném pevném bod¥ x0 ∈ I

L(f ) = f (x0)

a p°íklad s integrováním m·ºe být zadán pomocí pevn¥ zvolené
funkce g(x)

L(f ) =
∫ b

a

f (x)g(x) dx.

Funkce g(x) zde hraje roli váhy, se kterou p°i de�nici Riemannova
integrálu bereme jednotlivé hodnoty reprezentující funkci f (x).
Nejjednodu²²ím p°íkladem takového funkcionálu je samoz°ejm¥
Riemann·v integrál samotný, tj. p°ípad s g(x) = 1 pro v²echny
body x.
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B = {{xn}n∈N ∈ l∞; | xn | ≤ 1
n
, n ∈ N

}
.

Mnoºina B pak je kompaktní. D·kaz je výrazn¥ jednodu²²í neº pro

mnoºinu A, a proto jej p°enecháváme £tená°i jako cvi£ení. □

D. Integrální operátory

Konvoluce je jedním z nástroj· k vyhlazování funkcí. Zkusme

spo£ítat konvoluci dvou funkcí, které mají ob¥ kone£ný nosi£ (nosi£

je mnoºina £ísel, ve kterých je hodnota funkce nenulová).

7.31. Ur£ete konvoluci f1 ∗ f2, kde

f1(x) =
{

1− x2 pro x ∈ [−1, 1],
0 jinak,

f2(x) =
{
x pro x ∈ [0, 1],
0 jinak.

�e²ení. Hodnota konvoluce f1 ∗ f2 v bod¥ t je dána integrálem p°es

v²echna reálná £ísla ze sou£inu funkce f1(x) a funkce f2(t − x) podle
prom¥nné x (viz 7.13). Je tedy tato hodnota nulová, jestliºe je alespo¬

jedna z hodnot f1(x) a f2(t − x) nulová pro libovolné reálné x. Ob-

rácen¥ hodnota konvoluce m·ºe být v bod¥ t nenulová, pouze pokud

existují taková x, pro která f1(x) ̸= 0 ̸= f2(t − x). Podle de�nice da-
ných funkcí je to tehdy, pokud existují taková x ∈ [−1, 1] (f1(x) ̸= 0),
ºe (t − x) ∈ [0, 1] (f2(t − x) ̸= 0). Neboli f1 ∗ f2(t) m·ºe být ne-

nulové pokud [t − 1, t + 1] ∩ [0, 1] ̸= ∅. To nastává pro t ∈ [−1, 2].
Integrujeme pak p°es x náleºící pr·niku interval· [t−1, t+1] a [0, 1].
Tento pr·nik se dále li²í v závislosti na t ∈ [−1, 2]:

a) pro t ∈ [−1, 0] je [t − 1, t + 1] ∩ [0, 1] = [0, t + 1],
b) pro t ∈ [0, 1] je [t − 1, t + 1] ∩ [0, 1] = [0, 1],
c) pro t ∈ [1, 2] je [t − 1, t + 1] ∩ [0, 1] = [t − 1, 1].

V závislosti od pr·niku t¥chto interval· je potom:

a) ∫ ∞

−∞
f1(x)f2(t − x) dx =

∫ t+1

0
f1(x)f2(t − x) dx =

=
∫ t+1

0
(1− x2 )(t − x) dx = − 1

12
t4 + t2 + 2

3
t − 1

4
,

b) ∫ ∞

−∞
f1(x)f2(t − x) =

∫ 1

0
f1(x)f2(t − x) =

=
∫ 1

0
(1− x2 )(t − x) dx = 2

3
t − 1

4
,
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Dobrou p°edstavu dává volba funkce

g(x) =
{

0 je-li |x| ≥ ε,
1
2ε je-li |x| < ε.

pro jakákoliv ε > 0. Integrál funkce g p°es R je jednotkový a ná²
lineární funkcionál m·ºeme vnímat jako (rovnom¥rné) zpr·m¥ro-
vání hodnot funkce f p°es ε�okolí po£átku. Obdobn¥ m·ºeme pra-
covat s funkcí

g(x) =
{

0 je-li |x| ≥ ε
e

1
x2−ε2 + 1

ε2 je-li |x| < ε

se kterou jsme se setkali v odstavci 6.6 na stran¥ 6.6. To je funkce
hladká na celémR s kompaktním nosi£em v intervalu (−ε, ε). Ná²
funkcionál má tentokrát význam váºené kombinace hodnot, ten-
tokrát v²ak bereme rychle se zmen²ující váhy jednotlivých argu-
ment· se vzr·stající vzdáleností od po£átku. Jist¥ má g kone£ný
integrál p°es celé R, nebude to ale jedni£ka. Vyd¥lením g tímto in-
tegrálem bychom op¥t obdrºeli funkcionál, který bude mít význam
nerovnom¥rného pr·m¥rování dané funkce f .

Jiný velice obvyklý p°íklad je tzv. Gaussova funkce

g(x) = 1
π

e−x2
,

coº je funkce op¥t s jedni£kovým integrálem p°es celé R
(coº £asem také ukáºeme), tentokrát mají v²echny argumenty
x v p°íslu²ném �pr·m¥ru� nenulovou váhu, by´ s rostoucí
vzdáleností od po£átku velmi rychle zanedbateln¥ malou.

Dal²í takový p°íklad s jedni£kovým integrálem p°es celé
R jsme vid¥li p°ed chvílí p°i diskusi Dirichletových jader
g(x) = KN (x) u Fourierových °ad.

7.28. Konvoluce funkcí. Integrální funkcionály z p°edchozího
odstavce m·ºeme lehce modi�kovat, abychom ob-
drºeli �rozmlºené zpr·m¥rování� hodnot funkce f
kolem daného bodu y ∈ R:

Ly(f ) =
∫ ∞

−∞
f (x)g(y − x) dx

Konvoluce funkcí jedné reálné prom¥nné

Volný parametr y v na²í de�nici funkcionálu Ly(f )m·ºe být
vnímán jako nová nezávislá prom¥nná a na²e operace Ly tedy ve
skute£nosti zobrazuje funkce op¥t na funkce f 7→ f̃ :

f̃ (y) = Ly(f ) =
∫ ∞

−∞
f (x)g(y − x) dx.

Této operaci se °íká konvoluce funkcí f a g, zna£íme ji f ∗ g.

Budeme s konvolucí v¥t²inou pouºívat pro reálné nebo kom-
plexní funkce na R s kompaktním nosi£em.

Pomocí transformace t = z− x se snadno spo£te
(f ∗ g)(z) =

∫ ∞

−∞
f (x)g(z− x) dx =

= −
∫ −∞

∞
f (z− t)g(t) dt = (g ∗ f )(z).

Je tedy konvoluce coby binární operace

∗ : Sc × Sc → Sc
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c) ∫ ∞

−∞
f1(x)f2(t − x) =

∫ 1

t−1
f1(x)f2(t − x) =

=
∫ 1

t−1
(1− x2 )(t − x) dx = 1

12
t4 − t2 + 4

3
t.

Celkem tak dostáváme:

f1 ∗ f2(t) =


− 1

12 t
4 + t2 + 2

3 t − 1
4 pro t ∈ [−1, 0],

2
3 t − 1

4 pro t ∈ [0, 1],
1
12 t

4 − t2 + 4
3 t pro t ∈ [1, 2]

0 jinak.

□

7.32. Ur£ete konvoluci f1 ∗ f2, kde

f1(x) = 1
x

pro x ̸= 0

f2(x) =
{
x pro x ∈ [−1, 1]
0 jinak

�e²ení. Hodnota konvoluce v bod¥ t je dána integrálem∫∞
−∞ f1(x)f2(t − x) dx. Integrovaná funkce je nenulová pokud

je druhý z £initel· nenulový, tedy pokud (t − x) ∈ [−1, 1], tj.
x ∈ [t − 1, t + 1]. Hodnotu konvoluce v bod¥ t tak m·ºeme inter-

pretovat jako integrální pr·m¥r funkce f1 p°es interval (t − 1, t + 1).
P°i integrování p°es tento interval musíme rozli²it, náleºí-li £íslo 0
tomuto intervalu, £i nikoliv. V p°ípad¥, ºe interval nulu obsahuje, tak

musíme integrál rozd¥lit na dva integrály. Jeden bude typu
∫ a
−a 1/xdx

a ten je jakoºto integrál ve smyslu Cauchovy hlavní hodnoty nulový

(intuitivn¥ je plocha vymezená k°ivkou 1/x pro x ∈ (−a, a) st°edov¥
symetrická podle nuly, integrál jakoºto plocha pod k°ivkou by m¥l být

nulový). Zbude integrál
∫ t+1

1−t
1
x

dx (rozmyslete si, ºe p°edpis funguje i
pro záporné t). Dostáváme tak:

f1 ∗ f2(t) =
{ ∫ t+1

t−1
1
x

dx = ln | t+1
t−1 | pro t ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞],∫ 1+t

1−t
1
x

dx = ln | 1+t
1−t | pro t ∈ [−1, 1].

□

7.33. Ur£ete konvoluci f1 ∗ f2 funkcí

f1 =
{

1− x pro x ∈ [−2, 1],
0 jinak,

f2 =
{

1 pro x ∈ [0, 1],
0 jinak.

⃝
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na dvojicích funkcí s kompaktními nosi£i komutativní. Stejn¥ tak
m·ºeme konvoluce uvaºovat s pomocí integrace p°es kone£ný in-
terval, musíme se jen postarat o to, aby byly dob°e de�novány
funkce, které v nich vystupují. Zejména je to tedy dob°e moºné
u periodických funkcí a integrování p°es interval délky periody.

Konvoluce je mimo°ádn¥ uºite£ný nástroj pro modelování
zp·sobu, jak pozorujeme data m¥°ená v experimentu nebo jak
se projevuje prost°edí p°i p°enosu informací (nap°. analogový au-
dio nebo video signál ovliv¬ovaný ²umy apod.). Argument f je
p°ená²enou informací, funkce g je volena tak, aby co nejlépe vysti-
hovala vlivy prost°edí £i zvoleného technického postupu p°i zpra-
covávání signálu, resp. jakýchkoliv dat.

7.29. Gibbs·v efekt. Jeden velmi uºite£ný p°ípad konvoluce
jsme vlastn¥ jiº vid¥li d°íve. V odstavci 7.26 jsme
interpretovali £áste£ný sou£et Fourierovy °ady pro
funkci f jako konvoluci s Dirichletových jádrem

KN (y) =∑T/2
−T/2 eiωky .

Tato interpretace umoº¬uje také vysv¥tlit tzv. Gibbs·v jev
zmín¥ný v odstavci 7.9. Jestliºe totiº máme moºnost p°edem ome-
zit/odhadnout rozloºení vah kolem nuly a zárove¬ víme, ºe je
funkce f ohrani£ená, lze vcelku snadno odvodit, do jaké míry je
efekt konvoluce na na funkci f lokální. Pomocí takového odhadu
lokálnosti konvoluce lze totiº ov¥°it, ºe se konvoluce s Dirchleto-
vými jádry budou kolem skoku chovat obdobn¥ jako je tomu u sko-
kové funkce z odstavce 7.9 a pro ni lze snadno spo£íst pozorovaný
efekt explicitn¥.

Nebudeme tu uvád¥t podrobnosti, £tená° m·ºe bu¤ dohledat
jinde nebo si provést sám jako netriviální cvi£ení.

7.30. Fourierova transformace. Konvoluce jsou jedním
z mnoha p°ípad· obecných integrálních operátor· na
prostorech funkcí ve tvaru

L(f )(y) =
∫ b

a

f (x)k(y, x) dx.

Funkce k(y, x) závislá na dvou prom¥nných,

k : R2 → R,

se nazývá jádro integrálního operátoruL. De�ni£ní obor takových
funkcionál· je nutné volit s ohledem na vlastnosti jádra tak, aby
vºdy existoval pouºitý integrál.

Teorie integrálních operátor· s jádry a rovnic, které je obsa-
hují, je velice uºite£ná a zajímavá zárove¬, bohuºel pro ni zde
te¤ ale nemáme dost prostoru. Zam¥°íme se alespo¬ na jeden
mimo°ádn¥ d·leºitý p°ípad, tzv. Fourierovu transformaci F, která
úzce souvisí s Fourierovými °adami.

P°ipome¬me, ºe funkce f (t), která je dána svojí konvergující
Fourierovou °adou, je rovna

f (t) =
∞∑

n=−∞
cn eiωnt ,

kde cn jsou komplexní Fourierovy koe�cienty, ωn = n2π/T se
základní periodou T , viz odstavec 7.7.

P°i pevn¥ zvoleném T vyjad°uje výraz 1ω = 2π/T práv¥
zm¥nu ve frekvenci zp·sobenou nár·stem n o jedni£ku. Je to tedy
práv¥ diskrétní krok, se kterým p°i výpo£tu koe�cient· Fourierovy
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7.34. Nalezn¥te Fourierovu transformaci F(f ) = f̃ funkce

f (t) = sgn t, t ∈ (−1, 1) ; f (t) = 0, t ∈ R∖ (−1, 1) ,

tj. f (0) = 0, f (t) = 1 pro t ∈ (0, 1) a f (t) = −1 pro t ∈ (−1, 0).

�e²ení. Fourierova transformace uvedené funkce je

F(f )(ω) = 1√
2π

∞∫
−∞

f (t) e−iωt dt =

= 1√
2π

1∫
−1

sgn t [cos (ωt) − i sin (ωt)] dt.

Protoºe sou£in dvou lichých funkcí je sudá funkce, sou£in sudé a liché

je lichá funkce a protoºe integrál liché funkce p°es interval [−1, 1] je
0 (pokud tento integrál existuje) a integrál sudé funkce p°es interval

[−1, 1] je roven dvojnásobku integrálu p°es [0, 1], dostáváme dále

F(f )(ω) = 2√
2π

1∫
0
−i sin (ωt) dt = 2i√

2π

[
cos(ωt)
ω

]1

0
= i

√
2
π

cos ω−1
ω

.

Kdybychom p°ímo vyuºili známé vyjád°ení Fourierovy transfor-

mace liché funkce f , snadn¥ji bychom obdrºeli

F(f )(ω) = −2i√
2π

∞∫
0
f (t) sin (ωt) dt = −2i√

2π

1∫
0

sin (ωt) dt = · · · =

= i
√

2
π

cos ω−1
ω

. □

7.35. Vy°e²te integrální rovnici
∞∫
0
f (x) sin (xt) dt = e−x, x > 0

pro neznámou funkci f .

�e²ení. Pokud ob¥ strany rovnice vynásobíme £íslem
√

2/π , ob-
drºíme na levé stran¥ práv¥ sinovou Fourierovu transformaci. Sta£í

tedy aplikovat na rovnici inverzní transformaci. Takto dostaneme

f (t) = 2
π

∞∫
0
e−x sin (xt) dx, t > 0.

Dvojnásobným pouºitím metody per partes pak lze spo£ítat∫
e−x sin (xt) dx = = e−x

1+t2 [− sin (xt) − t cos (xt) ]+ C,
a tudíº je

∞∫
0
e−x sin (xt) dx =

lim
x→∞

(
e−x

1+t2 [− sin (xt) − t cos (xt) ]
)
− e0

1+t2 (−t) = t

1+t2 .

�e²ením rovnice je proto funkce

f (t) = 2
π

t

1+t2 , t > 0 . □

7.36. Popi²te Fourierovu transformaci F(f ) funkce

f (t) = e−at2 , t ∈ R,

kde a > 0.

�e²ení. Na²ím úkolem je vypo£ítat

F(f )(ω) = 1√
2π

∞∫
−∞

e−at2 e−iωt dt.
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°ady m¥níme frekvence. Koe�cient 1/T ve vztahu

cn = 1
T

∫ T/2

−T/2
f (t) e−iωnt dt

je pak roven 1ω/2π , takºe m·ºeme °adu pro f (t) p°epsat jako

f (t) =
∞∑

n=−∞

1
2π

(
1ω

∫ T/2

−T/2
f (x) e−iωnx dx eiωnt

)
.

P°edstavme si nyní hodnoty ωn pro v²echna n ∈ Z jako vy-
brané reprezentanty pro malé intervaly [ωn, ωn+1] o délce
1ω. Pak ná² výraz ve vnit°ní velké závorce v posledním
vztahu pro f (t) ve skute£nosti vyjad°uje s£ítance Rieman-
nových sou£t· pro nevlastní integrál

1
2π

∫ ∞

−∞
g(ω) eiωt dω

kde g(ω) je funkce nabývající v bodech ωn hodnoty

g(ωn) =
∫ T/2

−T/2
f (x) e−iωnx dx.

Pracujeme s po £ástech spojitými funkcemi s kompaktním
nosi£em, proto je na²e funkce f integrovatelná v absolutní
hodnot¥ p°es celé R. Limitním p°echodem T → ∞ dojde ke
zjem¬ování normy 1ω na²ich d¥lících interval· v Riemannov¥
sou£tu. Zárove¬ se dostaneme v posledním výrazu k integrálu

g(ω) =
∫ ∞

−∞
f (x) e−iωx dx.

P°edchozí úvahy ukazují, ºe pro docela velkou mnoºinu
Riemannovsky integrovatelných funkcí f na R
umíme zade�novat dvojici vzájemn¥ inverzních
integrálních operátor·:

Fourierova transformace

Pro kaºdou po £ástech spojitou reálnou nebo kompaktní
funkci f na R s kompaktním nosi£em de�nujeme

F(f )(ω) = f̃ (ω) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f (t) e−iωt dt.

Této funkci f̃ °íkáme Fourierova transformace funkce f . P°ed-
chozí úvahy ukazují, ºe bude také platit

f (t) = F−1 (f̃ )(t) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃ (ω) eiωt dω.

Tím °íkáme, ºe k práv¥ de�novanéFourierov¥ transformaciF exis-
tuje inverzní operace F−1 , které °íkáme inverzní Fourierova trans-
formace.

V²imn¥me si, ºe Fourierova transformace a její inverze jsou
integrální operátory se skoro shodným jádrem

k(ω, t) = e±iωt .

Samoz°ejm¥ tyto transformace mají smysl pro mnohem v¥t²í de-
�ni£ní obory, zájemce odkazujeme na speciální literaturu.

427

Derivování (podle ω) a poté uºití metody per partes (pro

F ′ = −it e−at2 , G = e−iωt ) dává

(F(f )(ω))′ = 1√
2π

∞∫
−∞
−it e−at2 e−iωt dt =

= 1√
2π

(
lim
t→∞

i
2a e

−at2 −iωt − lim
t→−∞

i
2a e

−at2 −iωt−

−
∞∫

−∞
i(−iω)

2a e−at2 e−iωt dt
)
=

= 1√
2π

(
i

2a lim
t→∞ e−at2 − i

2a lim
t→−∞ e−at2 −

∞∫
−∞

ω
2a e

−at2 e−iωt dt
)
=

= − ω
2a

(
1√
2π

∞∫
−∞

e−at2 e−iωt dt
)
= − ω

2a F(f )(ω) .

Hledejme proto funkce y(ω) = F(f )(ω), které vyhovují diferen-
ciální rovnici

(7.33) y′ = − ω
2a
y.

P°i zápisu y′ = dy/dω je
dy

dω
= − ω

2a y, tj. 1
y
dy = − ω

2a dω,

není-li funkce y rovna nule (zjevn¥ y ≡ 0 je °e²ením (∥7.33∥)). Inte-
grováním dostáváme

ln | y | = −ω2

4a − ln |C |, tj. y = ± 1
C
e− ω2

4a ,

p°i£emºC ∈ R∖{0}. Zahrnutím nulového °e²ení tak m·ºeme vyjád°it

v²echna °e²ení diferenciální rovnice (∥7.33∥) jako funkce
y(ω) = K e− ω2

4a , K ∈ R.

Dopl¬me ur£ení konstanty K, pro niº získáváme práv¥ F(f )(ω).
Pozd¥ji (v souvislosti s tzv. normálním rozd¥lením ve statistických me-

todách) se dozvíme, ºe
∞∫

−∞
e−x2

dx = √π,
z £ehoº plyne

∞∫
−∞

e−at2 dt = 1√
a

∞∫
−∞

e−x2
dx =

√
π√
a
.

Platí proto

F(f )(0) = 1√
2π

√
π√
a
= 1√

2a
a sou£asn¥ F(f )(0) = K e0 = K.

Celkem máme

F(f )(ω) = 1√
2a
e− ω2

4a . □

7.37. Stanovte funkci f , jejíº Fourierovou transformací je funkce

f̃ (ω) = 1√
2π

sin ω
ω
, ω ̸= 0.

�e²ení. Inverzní Fourierova transformace dává

f (t) = 1
2π

∞∫
−∞

sin ω
ω

eiωt dω =

= 1
2π

(
0∫

−∞
sin ω
ω

eiωt dω +
∞∫
0

sin ω
ω

eiωt dω

)
.
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7.31. Jednoduché vlastnosti. Fourierova transformace zají-
mavým zp·sobem p°evrací lokální a globální chování funkcí.
Za£n¥me jednoduchým p°íkladem, ve kterém najdeme funkci
f (t), která se transformuje na charakteristickou funkci intervalu
[−�,�], tj. f̃ (ω) = 0 pro |ω| > � a f̃ = 1 pro |ω| ≤ �.
Inverzní transformace F−1 nám dává

f (t) = 1√
2π

∫ �

−�
eiωt dω = 1√

2π

[
1
it

eiωt
]�

−�
=

= 2√
2πt

1
2i
(ei�t − e−i�t ) =

= 2�√
2π

sin(�t)
�t

.

Aº na konstantní násobek a ²kálování prom¥nné, jde tedy o velice
d·leºitou funkci sinc(x) = sin x

x
.

P°ímým výpo£tem limity v nule (L'Hospitalovo pravidlo)
spo£teme, ºe f (0) = 2�(2π)−1/2, nejbliº²í nulové body jsou
v t = ±π/� a funkce pom¥rn¥ rychle klesá k nule mimo po£átek
x = 0. Na obrázku je tato funkce znázorn¥ná rozvln¥nou k°ivkou
pro � = 20. Zárove¬ je vynesena k°ivkou oblast, ve které se
s rostoucím � na²e funkce f (t) stále vlní.

t

32

y

1

20

0

15

10

-1

5

0
-2

-5

-3

Omega = 20.000

Vidíme, ºe charakteristická funkce intervalu [−�,�]
p°echází Fourierovou transformací na funkci f , která má velmi
výraznou kladnou hodnotu v malém okolí nuly, p°i£emº hodnota
v nule je pevným násobkem �. �ím je tedy � v¥t²í, tím více se
soust°edí f do okolí po£átku.

Dále si spo£teme Fourierovu transformaci derivace f ′(t) pro
n¥jakou funkci f . Stále p°edpokládáme, ºe f má kompaktní nosi£,
tj, zejménaF(f ′) iF(f ) skute£n¥ existují. Po£ítejmemetodou per
partes:

F(f ′)(ω) = 1√
2π

∫ ∞

∞
f ′(t) e−iωt dt =

= 1√
2π

[
e−iωt f (t)]∞

−∞ +
iω√
2π

∫ ∞

−∞
f (t) e−iωt dt =

= iωF(f )(ω).
Vidíme tedy, ºe Fourierova transformace p°evádí (limitní)
operaci derivování na (algebraickou) operaci prostého náso-
bení prom¥nnou. Samoz°ejm¥ m·ºeme tento vzorec iterovat a
dostáváme

F(f ′′)(ω) = −ω2F(f ), . . . ,F(f (n)) = inωnF(f ).

428

Jestliºe pouºijeme substituci, kdy nahradíme−ω za ω v integrálu p°es

interval (−∞, 0], získáme

f (t) = 1
2π

(∞∫
0

sin ω
ω

e−iωt dω +
∞∫
0

sin ω
ω

eiωt dω

)
=

= 1
2π

∞∫
0

sin ω
ω

[cos (ωt) − i sin (ωt) + cos (ωt) + i sin (ωt)] dω =

= 1
π

∞∫
0

sin ω
ω

cos (ωt) dω.

Poznamenejme, ºe p°edchozí vyjád°ení lze obdrºet uº z toho, ºe

funkce y = sin ω
ω

s maximálním de�ni£ním oborem je sudá.

Pomocí identity

sin x · cos (xy) = 1
2

(
sin
[
x(1+ y)] + sin

[
x(1− y)] ) , x, y ∈ R,

která mj. vyplývá ze sou£tových vzorc· (pro sinus), dostáváme

f (t) = 1
2π

(∞∫
0

sin[ω(1+t) ]
ω

dω +
∞∫
0

sin[ω(1−t) ]
ω

dω

)
.

Substituce u = ω (1+ t) , v = ω (1− t) potom dávají

f (t) = 1
2π

(∞∫
0

sin u
u
du−

∞∫
0

sin v
v
dv

)
= 0, t > 1;

f (t) = 1
2π

(∞∫
0

sin u
u
du+

∞∫
0

sin v
v
dv

)
= 1

π

∞∫
0

sin u
u
du, t ∈ (−1, 1);

f (t) = 1
2π

(
−

∞∫
0

sin u
u
du+

∞∫
0

sin v
v
dv

)
= 0, t < −1.

Dokázali jsme tak, ºe funkce f je nulová pro | t | > 1 a konstantní

(nutn¥ nenulová) pro | t | < 1. (Po celou dobu p°edpokládáme, ºe in-

verzní Fourierova transformace existuje.)

Ur£eme funk£ní hodnotu f (0). Pro funkci

g(t) = 1, | t | < 1; g(t) = 0, | t | > 1

platí

F(g)(ω) = 1√
2π

1∫
−1

e−iωt dt = 2√
2π

1∫
0

cos (ωt) dt = 2√
2π

sin ω
ω
.

Odtud plyne, ºe f (0) = g(0)/2 = 1/2. Je²t¥ vyzdvihn¥me vy£íslení

integrálu
∞∫
0

sin u
u
du = π

2 ,

které jsme rovn¥º obdrºeli. □

E. Laplaceova transformace

7.38. Stanovte Laplaceovu transformaci L(f )(s) funkce

(a) f (t) = eat ;

(b) f (t) = c1 ea1t + c2 ea2t ;

(c) f (t) = cos (bt) ;
(d) f (t) = sin (bt) ;
(e) f (t) = cosh (bt) ;

(f) f (t) = sinh (bt) ,
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7.32. Vztah ke konvolucím. Dal²í mimo°ádn¥ d·leºitou vlast-
ností je vztah mezi konvolucemi a Fourierovou transformací.
Spo£t¥me, jak dopadne transformace konvoluce h = f ∗ g, kde
op¥t pro jednoduchost p°edpokládáme, ºe funkce mají kompaktní
nosi£e. P°i výpo£tu prohodíme po°adí integrování, coº je krok,
který ov¥°íme teprve v diferenciálním a integrálním po£tu pozd¥ji,
viz 8.28. V dal²ím kr·£ku pak zavedeme substituci t − x = u.

F(h)(ω) = 1√
2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f (x)g(t − x) dx

)
e−iωt dt =

= 1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x)

(∫ ∞

−∞
g(t − x) e−iωt dt

)
dx =

= 1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x)

(∫ ∞

−∞
g(u) e−iω(u+x) du

)
dx =

= 1√
2π

(∫ ∞

−∞
f (x) e−iωx dx

)
·
(∫ ∞

−∞
g(u) e−iωu du

)
=

= √2πF(f ) · F(g)
Podobný výpo£et ukazuje i obrácené tvrzení, ºe Fourierova trans-
formace sou£inu je, aº na konstantu, konvoluce transformací.

F(f · g) = 1√
2π

F(f ) ∗ F(g).

Jak jsme si uvád¥li vý²e, konvoluce f ∗g velice £asto modeluje pro-
ces na²eho pozorování n¥jaké sledované veli£iny f . Pomocí Fou-
rierovy transformace a její inverze nyní m·ºeme snadno rozpoznat
p·vodní hodnoty této veli£iny, pokud známe konvolu£ní jádro g.
Prost¥ spo£temeF(f ∗g) a pod¥líme obrazemF(g). Tak získáme
Fourierovu transformaci p·vodní funkce f , kterou obdrºíme ex-
plicitn¥ pomocí inverzní Fourierovy transformace. Hovo°íme o de-
konvoluci.

7.33. Diracova delta�funkce. Vra´me se nyní je²t¥ k prvnímu
p°íkladu s inverzní transformací k charakteristické funkci f� in-
tervalu [−�,�]. Zkusme provést limitní p°echod pro � jdoucí
k nekone£nu a ozna£me

√
2πδ(t) kýºenou limitní �funkci� pro

F−1 (f�)(t). Inverzní obraz sou£inu s libovolným obrazem F(g)
umíme vyjád°it pomocí konvoluce:

F−1 (f� · F(g))(z) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
g(t)F−1 (f�)(z− t) dt.

P°i limitním p°echodu � → ∞ p°ejde výraz nalevo k hodnot¥
F−1 (F(g))(z) = g(z), zatímco napravo dostáváme

g(z) =
∫ ∞

−∞
g(t)δ(z− t) dt.

Na²e hledaná δ(t) tedy vypadá na �funkci�, která je v²ude nulová,
krom¥ jediného bodu t = 0, kde je tak �nekone£ná�, ºe integro-
váním jejího sou£inu s libovolnou integrovatelnou funkcí g dosta-
neme práv¥ hodnotu g v bod¥ t = 0. Není to samoz°ejm¥ funkce
v na²em smyslu, nicmén¥ jde o objekt £asto pouºívaný. �íká se jí
Diracova funkce δ a korektn¥ ji lze popsat jako tzv. distribuci.

Z nedostatku £asu nebudeme distribuce podrobn¥ji rozebírat a
omezíme se na konstatování, ºe si lze dob°e Diracovo δ p°edstavit
jako jednotkový impulz v jediném bod¥. Fourierova transformace
jej pak p°etransformuje na konstantní funkci F(δ)(ω) = 1√

2π
.
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p°i£emº hodnoty b ∈ R a c1, c2 ∈ C jsou libovolné a kladné s ∈ R
je v¥t²í neº reálné £ásti £ísel a, a1, a2 ∈ C a rovn¥º je v¥t²í neº b ve

variantách (e) a (f).

�e²ení. P°ípad (a). Bezprost°edn¥ z de�nice Laplaceovy transformace

plyne

L (f ) (s) =
∞∫
0
eat e−st dt =

∞∫
0
e−(s−a)t dt =

= lim
t→∞

(
e−(s−a)t

−(s−a)
)
− e0

−(s−a) = 1
s−a .

P°ípad (b). Pomocí výsledku varianty (a) a linearity nevlastního

integrálu dostáváme

L (f ) (s) = c1

∞∫
0
ea1t e−st dt + c2

∞∫
0
ea2t e−st dt = c1

s−a1
+ c2

s−a2
.

P°ípad (c). Protoºe

cos (bt) = 1
2

(
eibt + e−ibt) ,

volba c1 = 1/2 = c2, a1 = ib, a2 = −ib v p°edchozí variant¥ jiº dává
L (f ) (s) =

∞∫
0

( 1
2e
ibt + 1

2e
−ibt) e−st dt = 1

2(s−ib) + 1
2(s+ib) = s

s2+b2 .

P°ípady (d), (e), (f). Analogicky volby

(d) c1 = −i/2, c2 = i/2, a1 = ib, a2 = −ib;
(e) c1 = 1/2 = c2, a1 = b, a2 = −b;
(f) c1 = 1/2, c2 = −1/2, a1 = b, a2 = −b

vedou na

(d) L (f ) (s) = b

s2+b2 ;
(e) L (f ) (s) = s

s2−b2 ;
(f) L (f ) (s) = b

s2−b2 .

□

7.39. Pomocí vztahu

(7.34) L
(
f ′) (s) = s L (f ) (s)− lim

t→0+
f (t)

odvo¤te Laplaceovy transformace funkcí y = cos t a y = sin t.

�e²ení. Nejprve si uv¥domme, ºe z (∥7.34∥) plyne
L
(
f ′′) (s) = s L (f ′) (s)− lim

t→0+
f ′(t) =

= s
(
sL (f ) (s)− lim

t→0+
f (t)

)
− lim

t→0+
f ′(t) =

= s2L (f ) (s)− s lim
t→0+

f (t)− lim
t→0+

f ′(t).

Platí tedy

−L (sin t) (s) = L (− sin t) (s) = L
(
(sin t) ′′

)
(s) =

= s2L (sin t) (s)− s lim
t→0+

sin t − lim
t→0+

cos t = s2L (sin t) (s)− 1,

odkud dostáváme

−L (sin t) (s) = s2L (sin t) (s)− 1, tj. L (sin t) (s) = 1
s2+1 .



KAPITOLA 7. SPOJITÉ MODELY

Naopakmnohé funkce, které nejsou integrovatelné v absolutní
hodnot¥ naR transformuje Fourierova transformace na výrazy sDi-
racovým δ. Nap°.

F(cos(nt))(ω) =
√
π

2
(δ(n− ω)+ δ(n+ ω)),

coº m·ºeme docela snadno vid¥t výpo£tem Fourierovy trans-
formace funkce f� cos(nx) a následným limitním p°echodem
� → ∞.

Obdobn¥ dostaneme Fourierovu transformaci pro funkci si-
nus, m·ºeme pro to vyuºít také skute£nost, ºe transformace deri-
vace této funkce se bude li²it jen o násobek imaginární jednotkou
a prom¥nnou.

Tyto transformace jsou základem Fourierovy analýzy signál·.
Jestliºe totiº signál je £istou sinusoidou na dané frekvenci, pak to
pomocí Fourierovy transformace identi�kujeme jako dva bodové
impulzy práv¥ v kladné a záporné hodnot¥ frekvence. Pokud je
signál lineární kombinací n¥kolika takových £istých signál·, dosta-
neme stejnou lineární kombinaci bodových impulz·. Protoºe ale
vºdycky zpracováváme signál jen v n¥jakém kone£ném £asovém
intervalu, dostáváme ve skute£nosti místo bodových impulz· roz-
vln¥nou k°ivku podobnou funkci sinc s výrazným maximem práv¥
v hodnot¥ p°íslu²né frekvence. Z velikosti tohoto maxima p°itom
umíme také p°ímo vy£íst p·vodní amplitudu signálu.

7.34. Fourierova sinová a cosinová transformace. Pokud
pouºijeme Fourierovu transformaci na lichou funkci f (t), tj.
f (−t) = −f (t), p°ísp¥vek integrace sou£inu f (t) a funkce
cos(±ωt) se pro kladná a záporná t vyru²í. Dostaneme proto
p°ímým výpo£tem

F(f )(ω) = −2i√
2π

∫ ∞

0
f (t) sinωt dt.

Výsledná funkce je op¥t lichá, proto ze stejného d·vodu i inverzní
transformaci lze spo£íst obdobn¥:

F̃(f )(ω) = 2i√
2π

∫ ∞

0
f (t) sinωt dt.

Vynecháním imaginární jednotky i dostáváme vzájemn¥ inverzní
transformace, kterým se °íká Fourierova sinusová transformace
pro liché funkce:

f̃s(ω) =
√

2
π

∫ ∞

0
f (t) sin(ωt) dt,

f (t) =
√

2
π

∫ ∞

0
f̃s(t) sin(ωt) dt.

Obdobn¥ se de�nuje Fourierova kosinusová transformace pro
sudé funkce:

f̃c(ω) =
√

2
π

∫ ∞

0
f (t) cos(ωt) dt,

f (t) =
√

2
π

∫ ∞

0
f̃s(t) sinωt dt.

7.35. Laplaceova transformace. Fourierovu transformaci nelze
dob°e vyuºít pro funkce, které nejsou integrovatelné v absolutní
hodnot¥ p°es celé R (minimáln¥ nedostáváme opravdové funkce).

430

Nyní uºitím vzorce (∥7.34∥) snadno ur£íme

L (cos t) (s) = L
(
(sin t) ′

)
(s) = s 1

s2+1 − lim
t→0+

sin t = s

s2+1 . □

7.40. Pro s > −1 spo£t¥te Laplaceovu transformaciL (g) (s) funkce

g(t) = t e−t

a pro s > 1 Laplaceovu transformaci L (h) (s) funkce

h(t) = t sinh t.
�e²ení. Uºitím metody per partes získáváme

L (g) (s) =
∞∫
0
t e−t e−st dt =

∞∫
0
t e−(s+1)t dt = lim

t→∞

(
t e−(s+1)t

−(s+1)

)
− 0−

−
∞∫
0

e−(s+1)t

−(s+1) dt = −
(

lim
t→∞

e−(s+1)t

(s+1)2 − e0

(s+1)2

)
= 1

(s+1)2 .

Derivování Laplaceovy transformace obecné funkce −f (tj. ne-

vlastního integrálu) podle parametru s dává(∞∫
0
−f (t) e−st dt

) ′
=

∞∫
0
−f (t) (e−st)′ dt = ∞∫

0
t f (t) e−st dt.

To znamená, ºe derivace Laplaceovy transformace L(−f )(s) je La-

placeova transformace funkce tf (t). Laplaceovu transformaci funkce

y = sinh t jsme ale d°íve ur£ili jako funkci y = 1
s2−1 . Proto platí

L (h) (s) =
(
− 1
s2−1

)′ = 2s
(s2−1)2 .

Pov²imn¥me si, ºe tímto zp·sobem jsme rovn¥º mohli ur£it L (g) (s).
□

Základní Laplaceovy transformace uvádíme v následující tabulce:

y(t) L(y)(s)
eat 1

s−a
teat 1

(s−a)2
tn eat n!

(s−a)n+1

sinωt ω

s2+ω2

cosωt s

s2+ω2

eat sinωt ω

(s−a)2+ω2

eat(cosωt + a
ω

sinωt) s

(s−a)2+ω2

t sinωt 2ωs
(s2+ω2)2

sinωt − ωt cosωt 2ω3

(s2+ω2)2

7.41. Dokaºte 4. a 5. °ádek tabulky pomocí Eulerova vztahu

eiωt = cosωt + i sinωt.

�e²ení. L(cosωt)(s)+ iL(sinωt)(s) = L(eiωt)(s) =
= ∫∞

0 eiωte−st dt = ∫∞
0 e(iω−s)t dt =

= − 1
s−iω

[
e(iω−s)t

]∞

0
=

= − 1
s−iω (limt→∞ eiωt

est
− 1) = 1

s−iω = s+iω
(s−iω)(s+iω) =

= s

s2+ω2 + i ω

s2+ω2 . □
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Laplaceova transformace se chová docela podobn¥ jako Fourie-
rova a tuto vadu nemá:

L(f )(s) = f̄ (s) =
∫ ∞

0
f (t) e−st dt.

Integrální operátor L má velice rychle se zmen²ující jádro, pokud
je s kladné reálné £íslo. Obvykle proto Laplaceovu transformaci
chápeme jako zobrazení vhodných funkcí na intervalu [0,∞) do
funkcí na témº nebo men²ím intervalu. Obraz L(p) bude existovat
nap°íklad pro kaºdý polynom p(t) a v²echna kladná s.

Obdobn¥ jako pro Fourierovu transformaci dostaneme pros-
tým výpo£tem per partes vztah pro Laplaceovu transformaci deri-
vované funkce p°i s > 0:

L(f ′(t))(s) =
∫ ∞

0
f ′(t) e−st dt =

= [f (t) e−st ]∞0 + s
∫ ∞

0
f (t) e−st dt =

= −f (0)+ sL(f )(s).
Vlastnosti Laplaceovy transformace a °adu dal²ích zejména v tech-
nické praxi pouºívaných transformací je moºné snadno dohledat
v literatu°e.

7.36. Diskrétní Fourierovy transformace. Fourierova analýza
signál· nazna£ená v p°edchozím odstavci byla d°íve
nap°. v radiotechnice realizována pomocí speciálních
analogových obvod·. Dnes p°i zpracování signál· po-
mocí po£íta£ových obvod· pracujeme pouze s dis-

krétními daty. P°edpokládáme, ºe v (diskrétní) £asové prom¥nné
je dán n¥jaký pevný (malinký) vzorkovací interval τ a ºe se na²e
vzorkovací signály opakují s periodou Nτ (pro hodn¥ veliké p°iro-
zené N ), coº je maximální perioda zachytitelná v na²em diskrét-
ním modelu).

Jist¥ nás nep°ekvapí, ºe diskrétní aproximací na²ich spojitých
metod dostaneme velmi podobn¥ ú£inné nástroje.

Budeme pracovat sN�rozm¥rným vektorem, který si m·ºeme
p°edstavit jako funkci r 7→ f (r) ∈ C pro r = 0, 1, . . . , N − 1.
Ozna£me si1ω = 2π

N
a ωk = k1ω. Diskrétní p°iblíºení integrálu

z de�nice Fourierovy transformace napovídá, ºe de�nice

f̃ (k) = 1
N

N−1∑
r=0

f (r) e−i 2π
N
kr

povede na transformaci f 7→ f̃ , pro kterou bychom mohli zkusit
napsat n¥co blízkého inverzní transformaci pomocí vztahu

f̂ (k) =
N−1∑
r=0

f (r) ei
2π
N
kr .

Ve skute£nosti dostáváme skute£n¥ dv¥ vzájemn¥ inverzní trans-
formace:

V¥ta. Pro vý²e de�nované transformace platí ˆ̃f (k) = f (k) pro
v²echna k = 0, 1, . . . , N − 1.

D·kaz. D·kaz je zaloºen na jednoduchém lemmatu, které
p°esn¥ vyjad°uje na²i (jiº ve spojitém p°ípad¥ pouºívanou) intu-
ici, ºe s£ítání hodnot eirωk se vzájemn¥ úpln¥ vyru²í, pokud není
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7.42. Nalezn¥te Laplaceovu transformaci Heavisideovy funkceH(t)

a posunuté Heavisideovy funkce Ha(t) = H(t − a):

H(t) =


0 pro t < 0,
1
2 pro t = 0,
1 pro t > 0.

�e²ení.

L(H(t))(s) =
∫ ∞

0
H(t)e−st dt =

∫ ∞

0
e−st dt =

=
[
−e

−st

s

]∞

0
= − 1

s
(0− 1) = 1

s
,

L(Ha(t))(s) = L(H(t − a))(s) =
∫ ∞

0
H(t − a)e−st dt =

=
∫ ∞

a

e−st dt =
∫ ∞

0
e−s(t+a) dt =

= e−asL(H(t))(s) = e−as

s
.

□

7.43. Ukaºte, ºe platí

(7.35) L(f (t) ·Ha(t))(s) = e−asL(f (t + a))(s)

�e²ení.

L(f (t) ·Ha(t))(s) =
∫∞

0 f (t)H(t − a)e−st dt = ∫∞
a
f (t)e−st dt =

= ∫∞
0 f (t + a)e−s(t+a) dt =

= e−as ∫∞
0 f (t + a)e−st dt =

= e−asL(f (t + a))(s) . □
Laplaceovy transformace lze také uºít pro °e²ení diferenciálních

rovnic a jejich systém·. Více naleznete v dal²í kapitole od strany 505.

7.44. Diskrétní kosinová transformace. Základem JPEG komprese

dat je tzv. diskrétní kosinová transformace. Ta je dána ortogonální ma-

ticí C = (ckl)nk,l=1 de�novanou následovn¥

ckl = αkl cos
(
(2k − 1)(l − 1)π

2n

)
kde αk1 = 1√

n
αkl =

√
2
n
pro l > 1. Vektor reprezentující data pak orto-

gonáln¥ rozloºíme a n¥které bázové vektory (sloupcematiceC) vypus-

tíme. Tím je provedena redukce dat s rozumnou aproximací p·vodních

dat. Zp¥tná transformace je jednoduchá. Protoºe je C ortogonální, je

dána násobením transponovanou maticí.

Ukaºte, ºe pro n = 2 je matice C rovna 1√
2

(
1 1
1 −1

)
a ºe je

ortogonální. Spo£ítejte ortogonální rozklad vektoru (3, 4) vzhledem
k bázi tvo°ené sloupci matice a ur£ete vlastní £ísla a vlastní vektory.
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k násobkem £ísla N . Naopak, v p°ípad¥, ºe k je násobek £ísla N ,
dostáváme hodnotu N :

N−1∑
r=0

eir
2π
N
k =

{
N je-li k je násobek N

0 jinak.

Doporu£ujeme provést si podrobný d·kaz na základ¥ ná£rtku
(v²imn¥me si, ºe pro obecné N a dané k se v²echny
s£ítance rozpadnou do �cykl·� na jednotkové kruºnici a je
t°eba odli²n¥ diskutovat cykly o sudé a liché délce; v obou
p°ípadech ale tyto cykly dají nulové sou£ty, pokud nejde

o triviální jednoprvkový cyklus e0 = 1).
Nyní m·ºeme velmi snadno p°ímo spo£íst:

ˆ̃
f (k) =

N−1∑
r=0

1
N

(N−1∑
s=0

f (s) e−i 2π
N
rs

)
ei

2π
N
rk =

= 1
N

N−1∑
r=0

N−1∑
s=0

f (s) e−i 2π
N
r(k−s) =

= 1
N

N−1∑
r=0

N−1∑
s=0

f (s)δksN = f (k),

kde δks je nula pro k ̸= s a 1 pro k = s (je nutné si v²imnout,
ºe mezi v²emi moºnostmi hodnot (k− s) jediná nula je násobkem
N ). □

Výpo£et pouºitý v d·kazu zárove¬ ukazuje, ºe p°i diskrétní
Fourierov¥ transformaci komplexního periodického signálu s jed-
nou ze vzorkovacích period dostaneme jako diskrétní Fourier·v
obraz práv¥ jeho amplitudu. Pokud tedy vznikne signál superpo-
zicí vzorkovacích frekvencí, dostáváme dokonalý výsledek. Pokud
bude ale frekvence mimo pouºité vzorky, dostaneme nenulové am-
plitudy u v²ech vzorkovacích frekvencí. V technické literatu°e se
tomuto jevu °íká �prosakování frekvencí�.

Vlastnostem, vyuºitím a rychlé implementaci diskrétní Fou-
rierovy transformace a dal²ích obdobných diskrétních nástroj· se
v¥nuje obrovské mnoºství literatury a jde o aktivní oblast sou£as-
ného výzkumu. Nemáme tu prostor pro podrobn¥j²í diskusi.
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�e²ení. Po£ítejme

CCT = 1
2

(
1 1
1 −1

)
.

(
1 1
1 −1

)
= 1

2

(
2 0
0 2

)
= 1.

Matice C je tedy ortogonální a její sloupce tvo°í ortonormální bázi

e1 = ( 1√
2
, 1√

2
), e2 = ( 1√

2
,− 1√

2
). Koe�cienty ortogonálního rozkladu

vektoru u = (3, 4) dostaneme jednodu²e pouºitím transponované ma-

tice

CT u = 1√
2

(
1 1
1 −1

)(
3
4

)
= 1√

2

(
7
−1

)
Ortogonální rozklad má tedy následující tvar(

3
4

)
= 7√

2

(
1√
2

1√
2

)
− 1√

2

(
1√
2
− 1√

2

)
Charakteristický polynommaticeC je (λ+ 1√

2
)(λ− 1√

2
)− 1

2 = 0 a
vlastní £ísla jsou tedy λ1,2 = ±1 (jiná ani ortogonální matice nem·ºe

mít). P°íslu²né vlastní vektory jsou ur£eny po °ad¥ rovnicemi

( 1√
2
− 1)x + 1√

2
y = 0, ( 1√

2
+ 1)x + 1√

2
y = 0

a jsou to tedy nap°íklad vektory ( 1√
2
, 1 − 1√

2
), ( 1√

2
,−1 − 1√

2
) (které

jsou automaticky ortogonální). □
Poznámka. Zkuste si nakreslit obrázek p·sobení zobrazení ur£eného

maticí A na n¥jaký vektor v rovin¥.
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F. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

7.45. Rozvi¬te do Furierovy °ady funkci sin2(x) na intervalu [−π, π ]. ⃝
7.46. Rozvi¬te do Furierovy °ady funkci cos2(x) na intervalu [−π, π ]. ⃝
7.47. Ur£ete konvoluci funkcí f1 a f2, kde

f1 =
{

1 pro x ∈ [−1, 0]
0 jinak

f2 =
{
x pro x ∈ [0, 1]
0 jinak

⃝
7.48. Ur£ete konvoluci funkce

f1 =
{

1 pro x ∈ ⟨0, 1⟩
0 jinak

se sebou. ⃝
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�e²ení cvi£ení

7.3. x, − 3
π2 x + sin(x), projekce funkci 1

2 sin(x) nezm¥ní, nebo´ leºí v prostoru samotném.

7.4. cos(x), 4
π

cos(x)+ x. Projekce funkci 1
3 cos(x) nezm¥ní, nebo´ leºí v prostoru samotném.

7.33.

f1 ∗ f2(t) =


t − t2

2 + 4 pro t ∈ [−2,−1]
1− t + 1

2 pro t ∈ [−1, 1]
t2

2 − 2t + 2 pro t ∈ [1, 2]
0 jinak

7.45. 1
2 − 1

2 cos(2x).

7.46. 1
2 + 1

2 cos(2x).

7.47.

f1 ∗ f2(t) =


(t+1)2

2 pro t ∈ [−1, 0]
1−t2

2 pro t ∈ [0, 1]
0 jinak

7.48.

f1 ∗ f1 =


x pro x ∈ ⟨0, 1⟩

2− x pro x ∈ ⟨1, 2⟩
0 jinak



Na samotném po£átku na²eho putování matematickou kraji-
nou jsme hned vid¥li, ºe pracovat sou£asn¥ s více parametry nebylo
obtíºné, protoºe s vektory ²lo po£ítat velice podobn¥ jako se ska-
láry. Jen je t°eba si v¥ci dob°e rozmyslet. Budeme se nyní znovu
zabývat situacemi, kdy matematicky vyjád°ené vztahy závisí na
více (ale zatím kone£n¥ mnoha) parametrech. Uvidíme, ºe vlastn¥
ani není t°eba p°ekvapivých nových nápad·, sta£í vºdy ²ikovn¥ re-
dukovat problémy na takové, které uº °e²it umíme.

Zárove¬ se kone£n¥ budeme um¥t vrátit k diskusi situací, kdy
hodnoty funkcí popisujeme pomocí jejich okamºitých zm¥n � tj.
malinko se zastavíme i u oby£ejných a parciálních diferenciálních
rovnic. Úpln¥ záv¥rem zmíníme tzv. varia£ní problémy.

Pr·b¥ºn¥ se budeme také jako obvykle snaºit komentovat dis-
krétní varianty p°ístup· £i problém·.

1. Funkce a zobrazení na Rn

8.1. Funkce více prom¥nných. Pro praktické modelování
proces· (nebo objekt· v gra�ce) jen velice z°ídka
vysta£íme s funkcemi R → R jedné prom¥nné.
P°inejmen²ím bývají pot°ebné funkce závislé na

parametrech a £asto práv¥ zm¥na výsledk· v závislosti na para-
metrech bývá d·leºit¥j²í neº výsledek samotný. Budeme proto
uvaºovat funkce f : Rn → R, které budeme také psát ve tvaru
zd·raz¬ujícím ozna£ení prom¥nných,

f (x1, x2, . . . , xn) : Rn→ R

a budeme se snaºit co nejlépe roz²í°it na²e metody pro sledo-
vání hodnot a jejich zm¥n do této situace. �íkáme jim funkce více
prom¥nných.

Pro snaz²í pochopení pojm· budeme £asto pracovat s p°ípady
n = 2 nebo n = 3 a p°itom budememísto £íslovaných prom¥nných
pouºívat písmena x, y, z. To znamená, ºe funkce f de�nované
v �rovin¥� R2 budou zna£eny

f : R2 ∋ (x, y) 7→ f (x, y) ∈ R

a podobn¥ v �prostoru� R3

f : R3 ∋ (x, y, z) 7→ f (x, y, z) ∈ R.

Podobn¥ jako u funkcí jedné prom¥nné hovo°íme o de�ni£ním
oboruA ⊂ Rn, na kterém je p°íslu²ná funkce de�nována. P°i zkou-
mání funkce zadané konkrétním výrazem bývá prvním úkolem zjis-
tit co nejv¥t²í de�ni£ní obor, na kterém má tento výraz smysl.

KAPITOLA 8

Spojité modely s více prom¥nnými

jedna prom¥nná nám k modelování nesta£í?

� nevadí, sta£í vzpomenout na vektory!

A. Funkce více prom¥nných

8.1. Ur£ete de�ni£ní obor funkcí R2 → R, které jsou zadány násle-
dujícími p°edpisy:

a)
xy

y(x3 + x2 + x + 1)
,

b)

ln(x2 − y2 ),

c)

ln(−x2 − y2 ),

d)

arcsin(2 sgn(χQ(x)),

kde χQ zna£í charakteristickou funkci racionálních £ísel,

e)

f (x, y, z) =
√

ln x · sin(y2 z).

�e²ení. a) Jedinou podmínkou proto, aby byl p°edpis korektn¥ zadával

n¥jakou hodnotu, je, aby jmenovatel uvedeného zlomku byl nenulový.

P°edpis tak de�nuje funkci na mnoºin¥R\{(x, 0), (−1, y), x, y ∈ R}.
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S kaºdou takovou funkcí více prom¥nných bývá uºite£né uva-
ºovat její graf, tj. podmnoºinuGf ⊂ Rn×R = Rn+1 de�novanou
vztahem

Gf = {(x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn)); (x1, . . . , xn) ∈ A},
kdeA je de�ni£ní obor f . Nap°. grafem funkce de�nované v rovin¥
vztahem

f (x, y) = x + y
x2 + y2

je docela p¥kná plocha na obrázku a jejím maximálním de�ni£ním
oborem jsou v²echny body roviny krom¥ po£átku (0, 0).

P°i de�nici a zejména p°i kreslení obrázku grafu jsme pouºili
pevn¥ zvolené sou°adnice v rovin¥. Pokud pro n¥kterou z nich zvo-
líme pevnou hodnotu, zbude nám jen jedna prom¥nná. Pro pevn¥
zvolenou hodnotu x tak nap°. dostáváme zobrazení

R→ R3, y 7→ (x, y, f (x, y)),

tj. k°ivku v prostoru R3. K°ivky jsou vektorové funkce jediné
prom¥nné, se kterými jsme jiº pracovali v ²esté kapitole (viz 6.14).
�asto jsou na obrázcích graf· funkcí £arami vyneseny obrazy ta-
kovýchto k°ivek pro n¥které pevn¥ zvolené hodnoty sou°adnic x a
y.

K°ivky c : R → Rn jsou vedle funkcí více prom¥nných nej-
jednodu²²ími p°íklady zobrazení F : Rm → Rn, ke kterým se
dostaneme brzy také.

U funkcí jedné prom¥nné jsme celý diferenciální a integrální
po£et vybudovali na základ¥ pojm· konvergence, otev°ených okolí,
spojitosti atd. Tyto pojmy jsme poté v druhé £ásti sedmé kapitoly
zobecnili nejen pro euklidovské prostory Rn, ale i obecn¥ji pro
tzv. metrické prostory. P°ed £tením následujících odstavc· bude
vhodné si tyto pasáºe pe£liv¥ p°ipomenout, p°ípadn¥ dohledávat
si tam pot°ebné pojmy a výsledky pr·b¥ºn¥. Pro jistotu tady jen
velice rychle shrneme aspo¬ n¥co málo.

8.2. Euklidovské prostory. Euklidovský prostor En vnímáme
jako mnoºinu bod· v Rn bez volby sou°adnic a na
jeho zam¥°ení Rn pohlíºíme jako na vektorový pro-
stor moºných p°ír·stk·, které umíme k bod·m pro-

storu En p°i£ítat.
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b) P°edpis je korektní, pokud je argument logaritmu kladný, tj. |x| >
|y|. De�ni£ní obor takto zadané funkce je tedy {(x, y) ∈ R, |x| > |y|}.
Na obrázku m·ºete vid¥t graf této funkce.

c) Op¥t skládáme funkci logaritmus s polynomem více prom¥nných.

Obor hodnot mnoho£lenu −x2 − y2 jsou v²ak nekladná reálná £ísla,

na nichº není logaritmus de�nován (jakoºto funkce R→ R).

d) Aby p°edpis zadával n¥jakou hodnotu, musí být argument funkce ar-

csin v intervalu [−1, 1], coº je poru²eno práv¥ pro ty dvojice (x, y) ∈
R2, které mají první sloºku racionální. P°edpis tedy korektn¥ de�nuje

funkci na mnoºin¥ {(x, y), x ∈ R \Q}.
e) Argument odmocniny musí být nezáporný, argument funkce ln
kladný a argument funkce arcsin z intervalu [−1, 1]. □

B. Topologie En

8.2. Známým faktem o prostoru En je, ºe nejkrat²í moºná spojnice

dvou bod· je p°ímka. Na prostoruRn (£i jeho podmnoºinách) m·ºeme

v²ak de�novat r·zné metriky, které tuto vlastnost nemají. Uváºíme-li

mapu n¥jakého státu jako podmnoºinu R2, lze de�novat vzdálenost

dvou bod·, jako dobu, za kterou se lze nejrychleji dostat z jednoho do

druhého pomocí pouºití ve°ejné dopravy £i p¥²ky. Nap°íklad ve Fran-

cii má takto de�novaná metrika hodn¥ daleko k tomu, aby nejkrat²í

spojnicí dvou bod· byla p°ímka.

8.3. Ukaºte ºe kaºdá vlastní podmnoºinaEn má n¥jaký hrani£ní bod.

(Ne nutn¥ v ní leºící.)

�e²ení. Nech´ U ⊂ En nemá hrani£ní bod. Uvaºme bod X ∈ U a

Y ∈ U ′ := En \ U a úse£ku XY ∈ En. Populárn¥ °e£eno, tato úse£ka
musí n¥kdy �p°ejít� zU doU

′
a tento p°echod je moºný jen na hranici

(jak £tená° jist¥ zjistil p°i náv²t¥v¥ cizích zemí). Formáln¥ zvolme na

úse£ce XY bod A tak, aby |XA| = sup{|XZ|, XZ ∈ U} (takový bod
A je na úse£ceXY práv¥ jeden). Tento bod je zjevn¥ hrani£ním bodem
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Navíc je na Rn zvolen standardní skalární sou£in

u · v =
n∑
i=1

xiyi,

kde u = (x1, . . . , xn) a v = (y1, . . . , yn) jsou libovolné vektory.
Tím je na En dána metrika, tj. funkce vzdálenosti ∥P −Q∥ dvojic
bod· P ,Q p°edpisem

∥P −Q∥2 = ∥u∥2 =
n∑
i=1

x2
i ,

kde u je vektor, jehoº p°i£tením k bodu Q obdrºíme bod P . Nap°.
v rovin¥ E2 je tedy vzdálenost bod· P1 = (x1, y1) a P2 = (x2, y2)

dána

∥P1 − P2∥2 = (x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2.

Takto de�novaná metrika spl¬uje trojúhelníkovou nerovnost
pro kaºdé t°i body P ,Q, R

∥P −R∥ = ∥(P −Q)+ (Q−R)∥ ≤ ∥(P −Q)∥ + ∥(Q−R)∥,
viz 3.25(1) v geometrii, resp. axiomy metriky v 7.12 nebo stejnou
nerovnost (5.4) pro skaláry. M·ºeme proto bez problému p°enést
(roz²í°it) pro body Pi libovolného Euklidovského prostoru pojmy
zavedené dosud pro reálné a komplexní skaláry a podrobn¥ disku-
tované pro metrické prostory:

Topologie euklidovského prostoru

• Cauchyovská posloupnost: posloupnost bod·Pi taková, ºe pro
kaºdé pevn¥ zvolené ε > 0 je ∥Pi − Pj∥ < ε pro v²echny
indexy, aº na kone£n¥ mnoho výjime£ných hodnot i, j ,
• konvergentní posloupnost: posloupnost bod· Pi konverguje
k bodu P , jestliºe pro kaºdé pevn¥ zvolené ε > 0 je ∥Pi −
P ∥ < ε, aº na kone£n¥ mnoho výjime£ných hodnot i, j ; bod
P pak nazýváme limitou posloupnosti Pi ,
• hromadný bod P mnoºinyA ⊂ En: existuje posloupnost bod·
Xn ̸= P v A konvergující k P ,
• uzav°ená mnoºina: obsahuje v²echny své hromadné body,
• otev°ená mnoºina: její dopln¥k je uzav°ený,
• otev°ené δ�okolí bodu P : mnoºinaOδ(P ) = {Q ∈ En; ∥P −
Q∥ < δ}, δ ∈ R, δ > 0,
• hrani£ní bod P mnoºiny A: kaºdé δ�okolí bodu P má ne-
prázdný pr·nik s A i s komplementem En \ A,
• vnit°ní bod P mnoºiny A: existuje δ�okolí bodu P , které celé
leºí uvnit° A,
• ohrani£ená mnoºina: leºí celá v n¥jakém δ�okolí n¥kterého
svého bodu (pro dostate£n¥ velké δ),
• kompaktní mnoºina: uzav°ená a ohrani£ená mnoºina.

�tená° by m¥l investovat p°im¥°ené úsilí do pro£tení odstavc·
3.25, 5.14�5.17 a 7.14�7.16 a 7.22 a zkusit
si promyslet/p°ipomenout de�nice a souvislosti
v²ech t¥chto pojm·.

Zejména by m¥lo být z de�nic p°ímo z°ejmé, ºe posloupnosti
bod·Pi mají vlastnosti zmi¬ované v prvních dvou bodech p°edcho-
zího vý£tu tehdy a jen tehdy, kdyº stejn¥ nazvané vlastnosti mají
reálné posloupnosti vzniklé z jednotlivých sou°adnic bod· Pi ve
kterékoliv kartézské sou°adné soustav¥. Proto také z lemma 5.12
vyplývá, ºe kaºdá cauchyovská posloupnost bod· v En je konver-
gentní. Zejména je tedy En vºdy úplným metrickým prostorem.
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mnoºiny U : z de�nice A leºí libovolná úse£ka XB, kde B ∈ XA celá

v U , zejména tedy bod B. Pokud by ov²em existovalo okolí A leºící

celé v U , tak by existovala úse£ka del²í neº úse£ka XA, leºící celá

v U , coº by byl také spor s de�nicí bodu A. Libovolné okolí bodu X

tak obsahuje jak bod z U tak z En \ U . □

8.4. Dokaºte, ºe jedinou podmnoºinou En, která je uzav°ená i

otev°ená, je En samotné.

�e²ení. Podle p°edchozího p°íkladu ∥8.3∥ by taková mnoºinaU m¥la

hrani£ní bod. Protoºe p°edpokládáme uzav°enost, tak by mnoºina U

byla rovna svému uzáv¥ru, tedy obsahovala sv·j libovolný hrani£ní

bod. Otev°ená mnoºina v²ak z de�nice nem·ºe obsahovat ºádné

hrani£ní body. □

8.5. Ukaºte, ºe prostor En nelze zapsat jako sjednocení (alespo¬

dvou) disjunktních neprázdných otev°ených mnoºin.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe En takovým sjednocením vyjád°it lze,

tedy En = ∪
i∈I
Ui , kde I je n¥jaká indexová mnoºina. Vyberme pevn¥

n¥jakou mnoºinu U z tohoto sjednocení. Pak m·ºeme psát En =
U ∪ U , kde jak U , tak U (jakoºto sjednocení otev°ených) jsou ob¥

otev°ené. Tedy jsou ob¥, protoºe jsou dopl¬ky otev°ených, i uzav°ené

a dostáváme spor s tvrzením p°edchozího p°íkladu ∥8.4∥. □

8.6. Dokaºte nebo vyvra´te: sjednocení (p°ípadn¥ i nekone£n¥

mnoha) uzav°ených podmnoºin v En je uzav°ená podmnoºina v En .

�e²ení. Tvrzení neplatí. Protip°íkladem je sjednocení
∞∪
i=3

[
1
i
, 1− 1

i

]
uzav°ených podmnoºin R, které je rovno otev°ené mnoºin¥ (0, 1). □

8.7. Dokaºte nebo vyvra´te: pr·nik (p°ípadn¥ i nekone£n¥ mnoha)

otev°ených podmnoºin v En je otev°ená podmnoºina v En .

�e²ení. Tvrzení neplatí. Protip°íkladem je pr·nik
∞∩
i=2

(
1− 1

i
, 1+ 1

i

)
otev°ených podmnoºin R, který je roven uzav°ené mnoºin¥ {1}. □

8.8. Uvaºme graf spojité funkce f : R2 → R jako podmnoºinu E3.

Rozhodn¥te o této mnoºin¥, zda je otev°ená, uzav°ená, £i kompaktní.

�e²ení. Mnoºina není otev°ená, nebo´ libovolné okolí bodu

[x0, y0, f (x0, y0)] obsahuje n¥jakou úse£ku leºící na p°ímce x = x0,

y = y0. Na této úse£ce v²ak leºí jediný bod grafu funkce a to práv¥

bod [x0, y0, f (x0, y0)].
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8.3. Kompaktní mnoºiny. Na²e hrátky s otev°enými,
uzav°enými nebo kompaktními mnoºinami mohly v p°ípad¥
reálné p°ímky E1 vypadat jako zbyte£né, protoºe nakonec jsme
stejn¥ skoro vºdy mluvili jen o intervalech.

U metrických prostor· ve ve druhé £ásti kapitoly sedmé to
moºná bylo aº moc sloºité. Stejný p°ístup je ale v p°ípad¥ eukli-
dovských prostor·Rn docela jednoduchý a zárove¬ velmi uºite£ný
a podstatný (a je to samoz°ejm¥ speciální p°ípad obecných metric-
kých prostor·).

Stejn¥ jako v p°ípad¥ E1 de�nujeme otev°ené pokrytí
mnoºiny (tj. systém otev°ených mnoºin, v jejichº sjednocení
je daná mnoºina obsaºena) a platí s drobnými formula£ními
úpravami i V¥ta 5.17:

V¥ta. Pro podmnoºiny A ⊂ En v euklidovských prostorech platí:

(1) A je otev°ená, práv¥ kdyº je sjednocením nejvý²e spo£etného
systému δ�okolí,

(2) kaºdý bod a ∈ A je bu¤ vnit°ní nebo hrani£ní,
(3) kaºdý hrani£ní bod je bu¤ izolovaným nebo hromadným bo-

dem A,
(4) A je kompaktní, práv¥ kdyº kaºdá v ní obsaºená nekone£ná

posloupnost má podposloupnost konvergující k bodu v A,
(5) A je kompaktní, práv¥ kdyº je uzav°ená a omezená,
(6) A je kompaktní, práv¥ kdyº kaºdé její otev°ené pokrytí obsa-

huje kone£né podpokrytí.

D·kaz. D·kaz z 5.17 lze bez úprav pouºít v p°ípad¥ tvr-
zení (1)�(3), by´ s novým chápání pojm· a nahraze-
ním �otev°ených interval·� jejich vícerozm¥rnými
δ�okolími vhodných bod·.

První charakterizace kompaktnosti je vlastn¥ de-
�nice tohoto pojmu, kterou jsme pouºili v metrických prostorech.
Zbylé dv¥ charakterizace kompaktnosti jsou speciálním p°ípadem
obecných tvrzení pro metrické prostory, viz 7.22, které lze i p°ímo
obdrºet vhodnou modi�kací na²eho postupu z p°ípadu prostor·
jednorozm¥rných. □

8.4. K°ivky v En. Skoro celá na²e diskuse kolem limit, derivací
a integrál· funkcí v páté a ²esté kapitole se týkala
funkcí s jednou reálnou prom¥nnou a reálnými nebo
komplexními hodnotami s od·vodn¥ním, ºe pouºí-

váme pouze trojúhelníkovou nerovnost platnou pro velikosti reál-
ných i komplexních £ísel. Jiº tehdy jsme si pov²imli, ºe se tento
argument do zna£né míry p°ená²í na jakékoliv funkce jedné reálné
prom¥nné s hodnotami v euklidovském prostoru Rn a uvedli jsme
n¥kolik nástroj· pro práci s k°ivkami v odstavcích 6.14�6.17.

P°ipome¬me proto, ºe pro kaºdou (parametrizovanou)
k°ivku1, tj. zobrazení c : R → Rn v n�rozm¥rném prostoru,
m·ºeme pracovat s pojmy, které jednodu²e roz²i°ují na²e úvahy
z funkcí jedné prom¥nné:

• limita: limt→t0 c(t) ∈ Rn,
• derivace: c′(t0) = limt→t0

1
|t−t0| · (c(t)− c(t0)) ∈ Rn,

• integrál:
∫ b
a
c(t)dt ∈ Rn.

1V geometrii se v¥t²inou rozli²uje mezi k°ivkou jakoºto podmnoºinou v En

a její parametrizací R → Rn. My zde pod pojmem �k°ivka� rozumíme výhradn¥
parametrizované k°ivky. T¥m se v £eské geometrické literatu°e £asto °íká �dráha�.
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Mnoºina je uzav°ená díky spojitosti funkce f : ukáºeme, ºe li-

bovolná konvergentní posloupnost bod· na grafu funkce f konver-

guje k bodu leºícím rovn¥º na tomto grafu. Totiº je-li n¥jaká v E3

konvergující posloupnost bod· na grafu funkce, tak konverguje ka-

ºdá její sloºka, tudíº posloupnost {[xn, yn]}∞n=1 musí být konvergentní

posloupnost v R2. Ozna£me tuto limitu [a, b]. Potom z de�nice

spojitosti funkce f musejí její funk£ní hodnoty v bodech [xn, yn]
konvergovat k hodnot¥ f (a, b). To v²ak znamená, ºe posloupnost

{[xn, yn, f (xn, yn)]}∞n=1 konverguje k bodu [a, b, f (a, b)]. To je bod

na grafu funkce f . Graf je tedy uzav°ená mnoºina.

Mnoºina je sice uzav°ená, ale není kompaktní, nebo´ není omezená

(její kolmý pr·m¥t do sou°adnicové roviny xy je celé R2. (Kompaktní

mnoºiny vEn jsou práv¥ práv¥ mnoºiny, které jsou sou£asn¥ uzav°ené

a omezené) □

C. Te£ny, te£né roviny, grafy funkcí více prom¥nných

8.9. V bod¥ [1, 0, 0] se nachází v £ase t = 0 auto o rychlosti dané

vektorem (0, 1, 1). Auto se pohybuje se zrychlením dané v £ase t vek-

torem (− cos t,− sin t, 0). Popi²te dráhu auta v £ase t.

�e²ení. Jak bylo diskutováno v odstavci 8.4, s prost°edky k °e²ení této

úlohy jsme se jiº seznámili v kapitole 6. V²imn¥me si, ºe �integrální

k°ivka� C(t) z v¥ty z odstavce 8.4, za£íná v bod¥ (0, 0, 0). (resp. je
C(0) = (0, 0, 0)). V a�nním prostoru Rn ji m·ºeme posunout do li-

bovolného bodu a na její derivaci se nic nem¥ní (jde o p°i£tení kon-

stanty v kaºdé sloºce, v parametrickém vyjád°ení k°ivky). Aº na toto

posunutí je tak tato integrální k°ivka dána jednozna£n¥ (nic jiného

neº konstanty v kaºdé sloºce p°i£ítat beze zm¥ny derivace nelze). In-

tegrací k°ivky zrychlení, dostaneme k°ivku rychlostí (− sin t, cos t −
1, 0), uváºením po£áte£ní rychlosti, dostáváme k°ivku rychlostí auta:

(− sin t, cos t, 1) (posouvali jsme o vektor (0, 1, 1), tedy tak, aby

v £ase t = 0 k°ivka rychlostí souhlasila se zadanou po£áte£ní rych-

lostí). Dal²í integrací dostáváme k°ivku (cos t−1, sin t, t). Posunutím
o vektor (1, 0, 0) se pak dostáváme do po£áte£ní polohy auta. Auto se

tedy pohybuje po k°ivce [cos t, sin t, t] (této k°ivce se °íká ²roubovice,
n¥kdy téº p°evzatým slovem helix). □

8.10. Ur£ete parametrické i implicitní rovnice te£ny ke k°ivce c :
R → R3, c(t) = (c1(t), c2(t), c3(t)) = (t, t2 , t3 ) v bod¥ odpovída-

jícím hodnot¥ parametru t = 1.

�e²ení. Parametru t = 1 odpovídá bod c(1) = [1, 1, 1]. Derivace
jednotlivých sloºek jsou c′1(t) = 1, c′2(t) = 2t, c3(t) = 3t2 . Hodnoty
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V²imn¥me si také, ºe jak limita tak derivace k°ivek mají smysl
v a�nním prostoru, aniº bychom volili sou°adnice (p°i£emº limi-
tou posloupnosti je op¥t bod v p·vodním prostoru, zatímco deri-
vace je vektor v zam¥°ení!). V p°ípad¥ integrálu ale musíme uva-
ºovat k°ivky ve vektorovém prostoru Rn. D·vod je vid¥t uº v jed-
norozm¥rném p°ípad¥, kde pot°ebujeme znát po£átek, abychom
mohli vid¥t �plochu pod grafem funkce�.

Op¥t je p°ímo z de�nice zjevné, ºe limity, derivace i integrály
lze spo£íst po jednotlivých n sou°adných sloºkách v Rn a stejn¥ se
rozpozná i jejich existence.

U integrálu m·ºeme také p°ímo formulovat pro k°ivky ana-
logii souvislosti Riemannova integrálu a primitivní funkce (viz
6.25):

Tvrzení. Nech´ c je k°ivka v Rn, spojitá na intervalu [a, b]. Pak
existuje její Riemann·v integrál

∫ b
a
c(t)dt. Navíc je k°ivka

C(t) =
∫ t

a

c(s)ds ∈ Rn

dob°e de�novaná, diferencovatelná a platí C′ (t) = c(t) pro
v²echny hodnoty t ∈ [a, b].

Hor²í je to s v¥tou o st°ední hodnot¥ a obecn¥ji s Tayloro-
vou v¥tou, viz 5.38 a 6.4. Ve zvolených sou°adnicích je m·ºeme
aplikovat na jednotlivé sou°adné funkce diferencovatelné k°ivky
c(t) = (c1(t), . . . , cn(t)) na kone£ném intervalu [a, b]. Dosta-
neme nap°. u v¥ty o st°ední hodnot¥ existenci £ísel ti takových, ºe

ci(b)− ci(a) = (b − a) · c′i(ti).
Tato £ísla ti ale budou obecn¥ r·zná, nem·ºeme proto vyjád°it roz-
dílový vektor koncových bod· c(b) − c(a) jako násobek derivace
k°ivky v jediném bod¥. Nap°. v rovin¥ E2 pro diferencovatelnou
k°ivku c(t) = (x(t), y(t)) takto dostáváme

c(b)− c(a) = (x′ (ξ)(b − a), y′ (η)(b − a))
= (b − a) · (x′ (ξ), y′ (η))

pro dv¥ (obecn¥ r·zné) hodnoty ξ, η ∈ [a, b]. Po°ád nám ale tato
úvaha sta£í na následující odhad.

Lemma. Je-li c k°ivka v En se spojitou derivací na kompaktním
intervalu [a, b], pak pro v²echny a ≤ s ≤ t ≤ b platí

∥c(t)− c(s)∥ ≤ √n (maxr∈[a,b] ∥c′(r)∥
) · |t − s|.

D·kaz. P°ímým pouºitím v¥ty o st°ední hodnot¥ dostáváme
pro vhodné body ri uvnit° intervalu [s, t]:

∥c(t)− c(s)∥2 =
n∑
i=1

(ci(t)− ci(s))2 ≤
n∑
i=1

(c′i(ri)(t − s))2

≤ (t − s)2
n∑
i=1

maxr∈[s,t] c
′
i(r)

2

≤ n(maxr∈[s,t], i=1,...,n |c′i(r)|)2(t − s)2
≤ nmaxr∈[s,t] ∥c′(r)∥2(t − s)2.

□

D·leºitým pojmem je te£ný vektor ke k°ivce c : R → En
v bod¥ c(t0) ∈ En, který de�nujeme jako vektor v prostoru
zam¥°ení Rn daný derivací c′(t0) ∈ Rn.
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derivací v bod¥ t = 1 jsou 1, 2, 3. Parametrické rovnice te£ny tak jsou:

x = c′1(1)s + c1(1) = t + 1,

y = c′2(1)s + c2(1) = 2t + 1,

z = c′3(1)s + c3(1) = 3t + 1.

Vylou£ením parametru t dostáváme implicitní rovnice te£ny (nejsou

dány kanonicky):

2x − y = 1,
3x − z = 2. □

8.11. Mnoºina diferencovatelných funkcí. V²imn¥me si, ºe

mnoho£leny více prom¥nných jsou diferencovatelné na ce-

lém svém oboru. Rovn¥º tak sloºení diferencovatelné funkce

jedné prom¥nné s diferencovatelnou funkcí více prom¥nných

je op¥t diferencovatelná funkce více prom¥nných. Je tedy nap°íklad

funkce sin(x + y) diferencovatelnou funkcí na celém R2, ln(x + y) je
diferencovatelnou funkcí na mnoºin¥ x > y (polorovin¥ bez hrani£ní

p°ímky). D·kazy zmín¥ných tvrzení jsou cvi£ením na skládání limit.

Poznámka.Zna£ení parciálních derivací. Parciální derivaci funkce

f : Rn → R prom¥nných x1, . . . , xn podle prom¥nné x1 budeme

zna£it jak ∂f

∂x1
, tak krat²ím zápisem fx1 . V p°íkladové £ásti se budeme

spí²e drºet druhého zp·sobu. Zápis ∂f

∂x1
pak lépe vystihuje fakt, ºe se

jedná o derivaci funkce f ve sm¥ru vektorového pole ∂
∂x1

(co je vekto-

rové pole se dozvíte v odstavci 8.34).

8.12. Ur£ete de�ni£ní obor funkce f : R2 → R, f (x, y) = x2√y.
Ur£ete parciální derivace tam, kde jsou na tomto

oboru de�novány.

�e²ení. De�ni£ním oborem dané funkce je v R2

polorovina {(x, y), y ≥ 0}. P°i ur£ení parciální derivace podle n¥které
z prom¥nných postupujeme tak, ºe v p°edpisu pro funkci povaºujeme

za prom¥nnou pouze tu, podle níº derivujeme. Ostatní prom¥nné pak

povaºujeme za konstanty a derivujeme podle pravidel o derivování

funkce jedné prom¥nné. Dostáváme tak:

fx = 2xy a fy = 1
2
x2

√
y
.

Parciální derivace existují ve v²ech bodech de�ni£ního oboru

mimo hrani£ní p°ímky y = 0. □

8.13. Ur£ete sm¥rovou derivaci funkce f : R3 → R, f (x, y, z) =
x2yz v bod¥ [1,−1, 2] ve sm¥ru v = (3, 2,−1).

�e²ení. Sm¥rovou derivaci spo£ítáme dv¥ma r·znými zp·soby. Jed-

nak p°ímo z de�nice (viz odstavec 8.5), a také pomocí diferenciálu
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Pokud si p°edstavíme c jako dráhu n¥jakého p°edm¥tu v pro-
storu, pak te£ný vektor v bod¥ t0 lze fyzikáln¥ chápat jako okamºi-
tou rychlost v tomto bod¥.

P°ímka T zadaná parametricky

T : c(t0)+ t · c′(t0)
se nazývá te£na ke k°ivce c v bod¥ t0. Na rozdíl od te£ného vektoru,
te£na T coby neparametrizovaná p°ímka zjevn¥ nezávisí na para-
metrizaci k°ivky c, protoºe p°i zm¥n¥ parametrizace dostaneme
díky v¥t¥ o derivování sloºených funkcí znovu stejný te£ný vektor,
aº na násobek.

8.5. Parciální derivace. Pro kaºdou funkci f : Rn → R a libo-
volnou k°ivku c : R → Rn máme k dispozici jejich
kompozici (f ◦ c)(t) : R→ R. Tato sloºená funkce
F ◦ c vypovídá o chování funkce f podél k°ivky c.
Nejjednodu²²í bude pouºít p°ímky.

sm¥rové a parciální derivace

De�nice. �ekneme, ºe f : Rn→ Rmá derivaci ve sm¥ru vektoru
v ∈ Rn v bod¥ x ∈ En, jestliºe existuje derivace dvf (x) sloºeného
zobrazení t 7→ f (x + tv) v bod¥ t = 0, tj.

dvf (x) = lim
t→0

1
t
(f (x + tv)− f (x)).

Hodnot¥ dvf také °íkáme sm¥rová derivace.
Speciální volbou p°ímek ve sm¥ru sou°adných os dostáváme

tzv. parciální derivace funkce f , které zna£íme ∂f
∂xi

, i = 1, . . . , n,
nebo bez odkazu na samotnou funkci jako operace ∂

∂xi
.

Pro funkce v rovin¥ tak dostáváme

∂

∂x
f (x, y) = lim

t→0

1
t
(f (x + t, y)− f (x, y)),

∂

∂y
f (x, y) = lim

t→0

1
t
(f (x, y + t)− f (x, y)).

Zejména je vid¥t, ºe parciáln¥ podle vybrané prom¥nné derivu-
jeme tak, ºe prost¥ v²echny ostatní prom¥nné povaºujeme za kon-
stanty a postupujeme jako u funkcí jedné prom¥nné.

8.6. Diferenciál funkce f : Rn→ R. Se samotnými parciálními
nebo sm¥rovými derivacemi nevysta£íme pro dobrou
aproximaci chování funkce lineárními výrazy. Asi
bychom p°irozen¥ o£ekávali, ºe �diferencovatelná�
funkce více prom¥nných bude sloºením s jakoukoliv

diferencovatelnou k°ivkou dávat diferencovatelné funkce jedné
prom¥nné, které uº dob°e známe.

Podívejme se ale nap°. na funkce v rovin¥ zadané výrazy

g(x, y) =
{

1 kdyº yx = 0
0 jinak,

h(x, y) =
{

1 kdyº y = x2 ̸= 0
0 jinak.

.

Evidentn¥ ºádná z nich neprodluºuje v²echny hladké k°ivky pro-
cházející bodem (0, 0) na hladké funkce, protoºe uº zúºení na
p°ímky procházejících po£átkem nejsou ani spojité. P°itom ale pro
g existují ob¥ parciální derivace v (0, 0) (a jsou nulové), ale jiné
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dané funkce, viz 8.6 a v¥ta 8.7. Daná funkce je totiº mnoho£lenem,

tudíº diferencovatelnou funkcí na celém R3.

Po£ítejme podle de�nice:

fv(x, y, z) = lim
t→0

1
t

[f (x + 3t, y + 2t, z− t)− f (x, y, z)] =

= lim
t→0

1
t

[(x + 3t)2(y + 2t)(z− t)− x2yz] =

= lim
t→0

1
t

[t (6xyz+ 2x2 z− x2y)+ t2 (. . . )] =
= 6xyz+ 2x2 z− x2y.

Odvodili jsme tak sm¥rovou derivaci ve sm¥ru vektoru (3, 2,−1)
jakoºto funkci t°í reálných prom¥nných, udávající bod, ve kte-

rém derivaci zkoumáme. Pro zadaný bod pak dosazením získáme

fv(1,−1, 2) = −7.
Pro výpo£et sm¥rové derivace z diferenciálu dané funkce budeme

nejprve muset spo£ítat parciální derivace dané funkce:

fx = 2xyz, fy = x2 z, fz = x2y.

Podle poznámky za v¥tou 8.7 pak m·ºeme vyjád°it

fv(1,−1, 2) = 3fx(1,−1, 2)+ 2fy(1,−1, 2)+
+ (−1)fz(1,−1, 2) =
= 3 · (−4)+ 2 · 2+ (−1) · (−1) = −7. □

8.14. Ur£ete sm¥rovou derivaci funkce f : R3 → R, f (x, y, z) =
cos(x2y)

z
v bod¥ [0, 0, 2] ve sm¥ru vektoru (1, 2, 3).

�e²ení. De�ni£ním oborem dané funkce je R3 mimo roviny z = 0.
Dal²í výpo£ty budeme uvaºovat pouze na tomto oboru. Funkce je

v bod¥ [0, 0, 2] diferencovatelná (podle poznámky ∥8.11∥). Hodnotu
zkoumané sm¥rové derivace ur£íme podle 8.6 pomocí parciálních de-

rivací.

Ur£íme parciální derivace dané funkce (Jak jsme jiº popsali

v p°íklad¥ ∥8.12∥, pro ur£ení parciální derivace podle x, derivujeme

danou funkci jako funkci jedné prom¥nné x, pouºíváme pravidlo o de-

rivaci sloºené funkce. Obdobn¥ pro dal²í parciální derivace.):

fx = −2xy sin(x2y)

z
, fy = −x

2 sin(x2y)

z
, fz = −cos(x2y)

z2
.

Dosazením konkrétních hodnot pak obdrºíme

fx(0, 0, 2)+ 2 · fy(0, 0, 2)+ 3 · fz(0, 0, 2) =
1 · 0+ 2 · 0+ 3 ·

(
−1

4

)
= −3

4
.

□
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sm¥rové derivace neexistují. Pro h existují v²echny sm¥rové deri-
vace v bod¥ (0, 0) a je dokonce dvh(0) = 0 pro v²echny sm¥ry v
(protoºe na kaºdé p°ímce procházející po£átkem je na aspo¬ ma-
linkém okolí nuly funkce h nulová), takºe jde o lineární závislost
na v ∈ R2.

Snadno si také p°edstavíme funkci f , která bude mít podél
p°ímek (r cos θ, r sin θ) s pevnýmúhlem θ hodnoty k(θ)r, p°i£emº
k(θ) je periodická lichá funkce v úhlu θ , s periodou 2π . Její
sm¥rové derivace dvf v (0, 0) v²echny existují, ale pro obecné
funkce k(θ) zcela jist¥ nep·jde o lineární výrazy v závislosti na
sm¥rech v.

Budeme proto napodobovat p°ípad funkcí jedné prom¥nné co
nejd·sledn¥ji a podobné patologické chování funkcí vylou£íme
p°ímo de�nicí:

Diferenciál

De�nice. Funkce f : Rn → R je diferencovatelná v bod¥ x, jest-
liºe zárove¬ platí t°i vlastnosti:

(1) v bod¥ x existují sm¥rové derivace dvf (x) pro v²echny vek-
tory v ∈ Rn,

(2) dvf (x) je lineární v závislosti na p°ír·stku v,
(3) limv→0

1
∥v∥
(
f (x + v)− f (x)− dvf (x)

) = 0.

Lineární výraz dvf (ve vektorové prom¥nné v) nazýváme diferen-
ciál funkce f vy£íslený na p°ír·stku v.

�e£eno slovy, poºadujeme, aby v bod¥ x existovalo dobré
p°iblíºení p°ír·stk· funkce f pomocí lineární funkce p°ír·stk·
prom¥nných veli£in.

P°ímo z de�nice sm¥rových derivací vyplývá, ºe m·ºeme také
diferenciál de�novat pouze pomocí vlastnosti (3). Skute£n¥, po-
kud existuje n¥jaká lineární forma df (x) taková, ºe pro p°ír·stky
v v bod¥ x platí vlastnost (3) s dvf (x) = df (x)(v), pak je zjevn¥
df (x)(v) práv¥ sm¥rovou derivací funkce f v bod¥ x a vlastnosti
(1) a (2) jsou tedy spln¥ny automaticky.

De�nici diferenciálu m·ºeme také p°epsat ve tvaru

∥f (x + v)− f (x)∥ ≤ ∥dv(x)∥ + ∥α(v)∥,
kde funkce α spl¬uje limv→0

α(v)
∥v∥ = 0. Protoºe jsou lineární zob-

razení df spojitá, dovodili jsme:

Lemma. Je-li funkce f diferencovatelná v bod¥ x, pak je v tomto
bod¥ spojitá.

Podívejme se, co umíme °íci o diferenciálu funkce f (x, y)
v rovin¥ za p°edpokladu, ºe ob¥ parciální derivace ∂f

∂x
,

∂f
∂y

existují a jsou spojité v okolí bodu (x0, y0).
Uvaºme za tím ú£elem jakoukoliv hladkou

k°ivku t 7→ (x(t), y(t)) s x0 = x(0), y0 = y(0).
S pouºitím v¥ty o st°ední hodnot¥ na funkce jedné prom¥nné
v obou s£ítancích zvlá²´ dovodíme, ºe

1
t

(
f (x(t), y(t))− f (x0, y0)

) =
1
t

(
f (x(t), y(t))−f (x0, y(t))

)+ 1
t

(
f (x0, y(t))−f (x0, y0)

)
= 1

t
(x(t)− x0) · ∂f

∂x
(x(ξ), y(t))+ 1

t
(y(t)− y0) · ∂f

∂y
(x0, y(η))

pro vhodná £ísla ξ a η mezi 0 a t.
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8.15. Pro funkci f : Rn → R s diferenciálem df (x) ur£ete v bod¥

x ∈ Rn jednotkový sm¥r v ∈ Rn, ve kterém je sm¥rová derivace dv(x)

maximální.

�e²ení. Podle poznámky za v¥tou 8.4 jde o maximalizaci funkce

fv(x) = v1fx1(x) + v2fx2(x) + · · · + vnfxn(x). v závislosti na

prom¥nných v1, . . . , vn, které jsou vázány podmínkou v2
1+· · ·+v2

n =
1. Stejný problém uº jsme °e²ili kapitole 3, p°i lineární optimalizaci

(viz ∥3.1∥). Hodnotu fv(x) totiº m·ºeme interpretovat jako skalární

sou£in vektor· (fx1, . . . , fxn) a (v1, . . . , vn). No a ten je maximální,

pokud jsou vektory stejného sm¥ru. Vektor v tedy získáme normo-

váním vektoru (fx1, . . . , fxn). Obecn¥ °íkáme, ºe funkce roste maxi-

máln¥ ve sm¥ru (fx1, . . . , fxn). Tento vektor pak nazýváme gradien-

tem funkce f . Podrobn¥ji se jím budeme zabývat a tuto úvahu si je²t¥

p°ipomeneme v odstavci 8.19. □

8.16. Rozhodn¥te, zda te£ná rovina ke grafu funkce f : R× R+→
R, f (x, y) = x · ln(y) v bod¥ [1, 1

e
] prochází bodem [1, 2, 3] ∈ R3.

�e²ení. Ur£íme nejd°íve parciální derivace: fx(x, y) = ln(y),
fy(x, y) = x

y
, jejich hodnoty v bod¥ [1, 1

e
] jsou −1, e, dále

f (1, 1
e
) = −1. Rovnice te£né roviny je tedy

z = f

(
1,

1
e

)
+ fx

(
1,

1
e

)
(x − 1)+ fy

(
1,

1
e

)(
y − 1

e

)
= −1− x + ey.

Této rovnici daný bod nevyhovuje, v te£né rovin¥ tedy neleºí. □

8.17. Ur£ete parametrické vyjád°ení te£ny k pr·se£nici graf· funkcí

f : R2 → R, f (x, y) = x2 + xy − 6, g : R × R+ → R, g(x, y) =
x · ln(y) v bod¥ [2, 1].

�e²ení. Te£na k pr·se£nici je pr·se£nicí te£ných rovin v daném bod¥.

Te£ná rovina ke grafu funkce f procházející bodem [2, 1] je

z = f (2, 1)+ fx(2, 1)(x − x0)+ fy(2, 1)(y − y0)

= 5x + 2y − 12.

Te£ná rovina k grafu g je pak

z = f (2, 1)+ gx(x, y)(2, 1)(x − x0)+ g(x, y)y(2, 1)(y − y0)

= 2y − 2.

Pr·se£nicí t¥chto dvou rovin je p°ímka daná parametricky jako

[2, t, 2t − 2], t ∈ R.
Jiné °e²ení.Normála k plo²e ur£ené rovnicíf (x, y, z) = 0 v bod¥ b =
[2, 1, 0] je (fx(b), fy(b), fz(b)) = (5, 2,−1), normála k plo²e ur£ené

jako g(x, y, z) = 0 v tomtéº bod¥ je (0, 2,−1). Te£na je kolmá na ob¥

normály, její sm¥rový vektor získáme tedy nap°. vektorovým sou£inem
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Zejména tedy pro kaºdou posloupnost £ísel tn jdoucí k nule
získáme p°íslu²né posloupnosti £ísel ξn a ηn, které také budou kon-
vergovat k nule, a pro v²echny bude platit vyjád°ení vý²e.

Limitním p°echodem t → 0 proto díky spojitosti parciálních
derivací dostáváme (viz test konvergence funkce pomocí vybra-
ných posloupností hodnot argument·, 5.23, a V¥ta 5.22 o limitách
sou£t· a sou£in· funkcí)

d

dt
f (x(t), y(t))|t=0 = x′ (0)∂f

∂x
(x0, y0)+ y′ (0)∂f

∂y
(x0, y0),

coº je p°íjemné roz²í°ení platnosti v¥ty o derivování sloºených
funkcí jedné prom¥nné pro vektorov¥ hodnotové funkce.

Samoz°ejm¥, speciální volbou parametrizovaných p°ímek

(x(t), y(t)) = (x0 + tξ, y0 + tη)
p°echází ná² výpo£et p°i v = (ξ, η) na rovnost

dvf (x0, y0) = ∂f

∂x
(x0, y0)ξ + ∂f

∂y
(x0, y0)η

a tento vztah m·ºeme p¥kn¥ vyjád°it zp·sobem, kterým jsme v li-
neární algeb°e zapisovali sou°adná vyjád°ení lineárních funkcí na
vektorových prostorech:

df = ∂f

∂x
dx + ∂f

∂y
dy.

Jinými slovy, sm¥rová derivace dvf je skute£n¥ lineární funkce
Rn→ R na p°ír·stcích, se sou°adnicemi danými práv¥ parciálními
derivacemi.

Podobným postupem nyní budeme um¥t dokázat, ºe p°edpo-
klad spojitých parciálních derivací v daném bod¥ zaji²´uje i apro-
xima£ní vlastnosti diferenciálu.

Budeme uº rovnou uvaºovat obecné funkce více prom¥nných:

8.7. V¥ta. Nech´ f : En → R je funkce n prom¥nných, která má
v okolí bodu x ∈ En spojité parciální derivace. Pak existuje její
diferenciál df v bod¥ x a jeho sou°adné vyjád°ení je dáno výrazem.

df = ∂f

∂x1
dx1 + ∂f

∂x2
dx2 + · · · + ∂f

∂xn
dxn.

D·kaz. Odvození v¥ty je naprosto analogické vý²e uve-
denému postupu v p°ípad¥ n = 2. Musíme být
jen opatrní v detailech a dokon£it úvahu o apro-
xima£ních vlastnostech. Úpln¥ stejn¥ jako vý²e
uvaºujeme k°ivku

c(t) = (c1(t), . . . , cn(t)),

c(0) = (0, ..., 0), a bod x ∈ Rn a vyjád°íme pro sloºenou funkci
f (c(t)) rozdíl f (x + c(t))− f (x) takto

f (x1 + c1(t), . . . , xn + cn(t))− f (x1, x2 + c2(t), . . . )

+ f (x1, x2 + c2(t), . . . ))− f (x1, x2, . . . , xn + cn(t))
...

+ f (x1, x2, . . . , xn + cn(t))− f (x1, x2, . . . , xn).
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normál, coº je (0, 5, 10). Protoºe te£na prochází bodem [2, 1, 0], je její
parametrické vyjád°ení [2, 1+ t, 2t], t ∈ R. □

8.18. Ur£ete v²echny druhé parciální derivace funkce f dané p°ed-

pisem f (x, y, z) = √xy ln z.

�e²ení. Nejprve ur£íme de�ni£ní obor dané funkce: argument odmoc-

ninymusí být nezáporný a argument logaritmumusí být kladný, je tedy

Df = {(x, y, z) ∈ R3, (z ≥ 1&(xy > 0)) ∨ (0 < z < 1)&(xy < 0)}.
Nyní spo£teme první parciální derivace podle v²ech t°í

prom¥nných:

fx = y ln(z)
2
√
xy ln(z)

, fy = x ln(z)
2
√
xy ln(z)

, fz = xy

2z
√
xy ln(z)

.

Kaºdá z t¥chto t°í parciálních derivací je op¥t funkcí t°í

prom¥nných, m·ºeme tedy uváºit (první) parciální derivace t¥chto

funkcí. To jsou druhé parciální derivace funkce f . Jako index k funkci

f p°ipí²eme prom¥nné, podle kterých derivujeme.

fxx = − y2 ln2 z

4(xy ln z)
3
2
,

fxy = − xy ln2 z

4(xy ln z)
3
2
+ ln z

2
√
xy ln z

,

fxz = − xy2 ln z

4z(xy ln z)
3
2
+ y

2z
√
xy ln z

,

fyy = − x2 ln2 z

4(xy ln z)
3
2
,

fyz = − x2y ln z

4z(xy ln z)
3
2
+ x

2z
√
xy ln z

,

fzz = − x2y2

4z2(xy ln z)
3
2
− xy

2z2
√
xy ln z

.

Podle v¥ty o zám¥nnosti parciálních derivací (viz 8.10) víme, ºe fxy =
fyx , fxz = fzx , fyz = fzy , smí²ené parciální derivace (smí²ená zna-

mená, ºe parciáln¥ derivujeme podle více neº jedné prom¥nné) tedy

sta£í ur£it pro jedno konkrétní po°adí derivování. □

D. Taylorovy polynomy

8.19. Napi²te Taylor·v rozvoj druhého °ádu funkce f : R2 → R,
f (x, y) = ln(x2 + y2 + 1) v bod¥ [1, 1].

�e²ení. Nejprve spo£ítáme první parciální derivace:

fx = 2x
x2 + y2 + 1

, fy = 2y
x2 + y2 + 1

,
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Na v²ech n s£ítanc· te¤ m·ºeme uplatnit v¥tu o st°ední hodnot¥ a
stejn¥ jako v p°ípad¥ dvou prom¥nných dostáváme

(c1(t)− c1(0))
∂f

∂x1
(x1 + c1(θ1), x2 + c2(t), . . . , xn + cn(t))

+ (c2(t)− c2(0))
∂f

∂x2
(x1, x2 + c2(θ2), . . . , xn + cn(t))

...

+ (cn(t)− cn(0)) ∂f
∂xn

(x1, x2, . . . , xn + c1(θn)),

pro vhodné hodnoty 0 ≤ θi ≤ t. Jde o kone£ný sou£et, proto
stejnou argumentací jako v p°ípad¥ dvou prom¥nných ov¥°íme

d

dt
f (x + c(t))t=0 = c′1(0)

∂f

∂x1
(x)+ · · · + c′n(0)

∂f

∂xn
(x).

Speciální volbou k°ivek c(t) = x+ tv pro sm¥rový vektor v máme
ov¥°eno tvrzení o existenci a linearit¥ sm¥rových derivací v bod¥
x.

Zárove¬ ale m·ºeme úpln¥ stejn¥ aplikovat v¥tu o st°ední hod-
not¥ na rozdíl

f (x + v)− f (x) = dvf (x + θv)
= v1

∂f

∂x1
(x + θv)+ · · · + vn ∂f

∂xn
(x + θv)

s vhodným 0 ≤ θ ≤ 1, kde druhá rovnost platí, podle vý²e odvo-
zeného výrazu pro sm¥rové derivace, pro dostate£n¥ malá v díky
spojitosti parciálních derivací na okolí bodu x.

Protoºe jsou v²echny parciální derivace spojité v bod¥ x, víme,
ºe pro libovoln¥ malé ε > 0 m·ºeme najít okolí U po£átku v Rn
takové, ºe se prow ∈ U budou v²echny parciální derivace ∂f

∂xi
(x+

w) li²it od ∂f
∂xi
(x) o mén¥ neº ε. Dostaneme pak odhad

1
∥w∥

(
f (x + w)− f (x)− dwf (x + θw)

) ≤ n

∥w∥∥w∥ε,
a tedy i aproxima£ní vlastnost diferenciálu je spln¥na. □

Funkce t°ídy C1

�íkáme, ºe je funkce f : Rn → R t°ídy C1 na mnoºin¥ A,
jestliºemá ve v²ech bodech tétomnoºiny spojité parciální derivace,
pí²eme f ∈ C1 (A).

Práv¥ dokázaná v¥ta tedy °íká, ºe je-li funkce t°ídyC1 na n¥ja-
kém okolí bodu x, pak má v tomto bod¥ diferenciál.

8.8. Te£ná rovina ke grafu funkce. Lineární p°iblíºení chování
funkce diferenciálem m·ºeme také obdobn¥ k funk-
cím jedné prom¥nné vyjád°it ve vztahu k jejímu
grafu. Jen místo te£en musíme pracovat s nadrovi-

nami.
Pro p°ípad funkce na E2 a pevn¥ zvoleného bodu (x0, y0) ∈

E2 uvaºme rovinu v E3 zadanou rovnicí

z = f (x0, y0)+ df (x0, y0)(x − x0, y − y0)

= f (x0, y0)+ ∂f
∂x
(x0, y0)(x − x0)+ ∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Jiº jsme vid¥li, ºe p°ír·stek funk£ních hodnot diferencovatelné
funkce f : En → R v bodech x + tv a x je vºdy vyjád°en po-
mocí sm¥rové derivace dvf ve vhodném bod¥ na jejich spojnici.
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poté Hessián:

Hf (x, y) =
(

2y2−2x2+2
(x2+y2+1)2 − 4xy

(x2+y2+1)2

− 4xy
(x2+y2+1)2

2x2−2y2+2
(x2+y2+1)2

)
.

Hodnota Hessiánu v bod¥ [1, 1] je( 2
9 − 4

9− 4
9

2
9

)
,

celkem tedy je Taylor·v rozvoj druhého °ádu v bod¥ [1, 1]:

T2(x, y) = f (1, 1)+ fx(1, 1)(x − 1)+ fy(1, 1)(y − 1)+
+1

2
(x − 1, y − 1)Hf (1, 1)

(
x − 1
y − 1

)
= ln(3)+ 2

3
(x − 1)+ 2

3
(y − 1)+ 1

9
(x − 1)2 −

−4
9
(x − 1)(y − 1)+ 1

9
(y − 1)2

= 1
9
(x2 + y2 + 8x + 8y − 4xy − 14)+ ln(3).

□
Poznámka. Zejména je tedy Taylor·v rozvoj (polynom) druhého

stupn¥ z libovolné diferencovatelné funkce v daném bod¥ mnoho£le-

nem druhého stupn¥.

8.20. Ur£ete Taylor·v polynom druhého stupn¥ funkce f : R2 →
R2, f (x, y) = xy cos y v bod¥ [π, π ]. Ur£ete, zda te£ná rovina ke

grafu této funkce v bod¥ [π, π, f (π, π)] prochází bodem [0, π, 0].

�e²ení. Jako v p°edchozích p°íkladech zjistíme, ºe

T (x, y) = 1
2
π2y2 − xy − π3y + 1

2
π4.

Rovnice te£né roviny ke grafu dané funkce v bod¥ [π, π ] je dána Taylo-
rovým polynomem prvního stupn¥ v bod¥ [π, π ], její obecná rovnice
je tedy

z = −πy − πx + π2,

které zadaný bod [0, π, 0] vyhovuje. □

8.21. Ur£ete Taylor·v polynom t°etího stupn¥ funkce f : R3 → R,
f (x, y, z) = x3y + xz2 + xy + 1 v bod¥ [0, 0, 0]. ⃝
8.22. Ur£ete Taylor·v polynom druhého stupn¥ funkce f : R2 → R,
f (x, y) = x2 sin y + y2 cos x v bod¥ [0, 0]. Rozhodn¥te, zda te£ná

rovina ke grafu této funkce v bod¥ [0, 0, 0] prochází bodem [π, π, π ].
⃝

8.23. Ur£ete Taylor·v polynom druhého stupn¥ funkce ln(x2y) v bod¥

[1, 1]. ⃝
8.24. Ur£ete Taylor·v rozvoj druhého stupn¥ funkce f : R2 → R,

f (x, y) = tan(xy + y)



KAPITOLA 8. SPOJITÉ MODELY S VÍCE PROM�NNÝMI

Tato rovina má tedy jako jediná ze v²ech rovin procházejících bo-
dem (x0, y0) vlastnost, ºe v ní leºí derivace a tedy i te£ny v²ech
k°ivek

c(t) = (x(t), y(t), f (x(t), y(t))).
�íkáme jí te£ná rovina ke grafu funkce f .

Na obrázku jsou zobrazeny dv¥ te£né roviny ke grafu funkce

f (x, y) = sin(x) cos(y).

Pro funkce n prom¥nných de�nujeme te£nou rovinu jako ana-
logii k te£né rovin¥ k plo²e v trojrozm¥rném pro-
storu. Místo zaplétání se do spousty index· bude snad
uºite£ná vzpomínka na a�nní geometrii, kde jsme
s tzv. nadrovinami jiº pracovali, viz odstavec 4.3.

Te£ná (nad)rovina grafu funkce v bod¥

Te£ná nadrovina ke grafu funkce f : Rn→ R v bod¥ x ∈ Rn
je nadrovina procházející bodem (x, f (x)) se zam¥°ením, které je
grafem lineárního zobrazení df (x) : Rn → R, tj. diferenciálu
v bod¥ x ∈ En.

De�nice vychází ze skute£nosti, ºe sm¥rová derivace dvf je
dána p°ír·stkem na te£né (nad)rovin¥ odpovídajícím p°ír·stku ar-
gumentu v.

Z t¥chto úvah vyplývá °ada analogií s funkcemi jedné
prom¥nné. Zejména má diferencovatelná funkce f na En v bod¥
x ∈ En nulový diferenciál tehdy a jen tehdy, kdyº její sloºení
s libovolnou k°ivkou procházející tímto bodem zde má stacionární
bod, tj. ani neroste ani neklesá v lineárním p°iblíºení.

Jinak °e£eno, te£ná rovina je v takovém bod¥ rovnob¥ºná
s nadrovinou prom¥nných (tj. její zam¥°ení je En ⊂ En+1 s p°ida-
nou nulovou poslední sou°adnicí). To samoz°ejm¥ neznamená, ºe
v takovém bod¥ musí mít f aspo¬ lokáln¥ bu¤ maximum nebo mi-
nimum. Stejn¥ jako u funkcí jedné prom¥nné m·ºeme rozhodovat
teprve podle derivací vy²²ích °ád·.

8.9. Derivace vy²²ích °ád·. Stejn¥ jako v p°ípad¥ jedné
prom¥nné, operaci derivování je moºné iterovat.
Tentokrát si m·ºeme pro kaºdou iteraci vybrat jiný
sm¥r.

Jestliºe vybereme pevný p°ír·stek v ∈ Rn, za-
dává vy£íslení diferenciál· na tomto p°ír·stku (diferenciální) ope-
raci na diferencovatelných funkcích f : En→ R

f 7→ dvf = df (v)
a výsledkem je op¥t funkce df (v) : En → R. Jestliºe je
tato funkce op¥t diferencovatelná, m·ºe opakovat totéº s jiným
p°ír·stkem atd. Zejména tedy m·ºeme pracovat s iteracemi par-
ciálních derivací. Pro parciální derivace druhého °ádu pí²eme(

∂

∂xj
◦ ∂

∂xi

)
f = ∂2

∂xi∂xj
f = ∂2f

∂xi∂xj
.
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v bod¥ [0, 0]. ⃝

E. Extrémy funkcí více prom¥nných

8.25. Ur£ete stacionární body funkce f : R2 → R, f (x, y) = x2y+
y2x − xy, a rozhodn¥te, které z t¥chto bod· jsou lokální extrémy a

jakého druhu.

�e²ení. První derivace jsou fx = 2xy + y2 − y, fy = x2 + 2xy − x.
Poloºíme-li ob¥ parciální derivace sou£asn¥ nule, má soustava násle-

dující °e²ení: {x = y = 0}, {x = 0, y = 1}, {x = 1, y = 0},
{x = 1/3, y = 1/3}, coº jsou £ty°i stacionární body dané funkce.

Hessián funkce f je

(
2y 2x + 2y − 1

2x + 2y − 1 2x

)
.

Jeho hodnoty ve stacionárních bodech jsou postupn¥(
0 −1
−1 0

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
0 1
1 1

)
,

( 2
3

1
3

1
3

2
3

)
,

tedy první t°i Hessiány jsou inde�nitní, poslední pak pozitivn¥ de�-

nitní, bod [1/3, 1/3] je tedy lokálním minimem. □

8.26. Ur£ete bod v rovin¥ x + y + 3z = 5 leºící v R3, který má

nejmen²í vzdálenost od po£átku sou°adnic. A to jak metodami lineární

algebry, tak metodami diferenciálního po£tu.

�e²ení. Jde o patu kolmice spu²t¥né z bodu [0, 0, 0] na rovinu. Nor-
mála k rovin¥ je (t, t, 3t), t ∈ R. Dosazením do rovnice roviny dosta-

neme patu kolmice [5/11, 5/11, 15/11].
Alternativn¥ minimalizujeme vzdálenost (resp. její kvadrát) bod·

v rovin¥ od po£átku, tj. funkci dvou prom¥nných,

(5− y − 3z)2 + y2 + z2.

Poloºením parciálních derivací rovných nule dostaneme soustavu

3y + 10z− 15 = 0

2y + 3z− 5 = 0,

která má °e²ení jako vý²e. Protoºe víme, ºe minimum existuje a jedná

se o jediný stacionární bod, nemusíme uº ani po£ítat Hessián. □

8.27. Ur£ete v²echny lokální extrémy funkce

f (x, y) = x2 + arctg2 x + ∣∣ y3 + y ∣∣ , x, y ∈ R.

�e²ení. Funkci f si vyjád°íme jako sou£et f1 + f2, kde

f1(x) = x2 + arctg2x, x ∈ R, f2(y) =
∣∣ y3 + y ∣∣ , y ∈ R.

Má-li mít funkce f v n¥jakém bod¥ lokální extrém, pak jej musí mít

také vzhledem k libovolné podmnoºin¥ svého de�ni£ního oboru. Ji-

nak °e£eno, pokud má nap°. v bod¥ [a, b] maximum a my poloºíme

y = b, potom funkce f (x, b) jedné prom¥nné x musí mít maximum

v bod¥ x = a. Zvolme libovoln¥ y ∈ R. Pro toto pevné y dostáváme

funkci jedné prom¥nné, která je posunutím funkce f1, coº znamená, ºe
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V p°ípad¥ opakované volby i = j pí²eme také(
∂

∂xi
◦ ∂

∂xi

)
f = ∂2

∂x2
i

f = ∂2f

∂x2
i

.

Úpln¥ stejn¥ postupujeme p°i dal²ích iteracích a hovo°íme o parci-
álních derivacích k-tého °ádu

∂k f

∂xi1 . . . ∂xik
.

Obecn¥ji m·ºeme iterovat (u dostate£n¥ diferencovatelných
funkcí) také libovolné sm¥rové derivace, nap°. dv ◦ dwf pro dva
pevné p°ír·stky v,w ∈ Rn.

k�krát diferencovatelné funkce

�ekneme, ºe je funkce f : En → R t°ídy Ck na mnoºin¥ A,
jestliºe má ve v²ech bodech A spojité v²echny parciální derivace
aº do °ádu k v£etn¥, pí²eme f ∈ Ck (A).

Abychom si v²e ukázali v co nejjednodu²²í form¥, budeme
op¥t pracovat chvíli v rovin¥ E2 za p°edpokladu spojitosti parci-
álních derivací druhého °ádu. V rovin¥ a prostoru se £asto stru£n¥
zna£í iterované derivace pouhými odkazy jmen prom¥nných v po-
zici index· u funkce, nap°.

fx = ∂f

∂x
, fxx = ∂2f

∂x2 , fxy =
∂2f

∂x∂y
, fyx = ∂2f

∂y∂x
.

Ukáºeme, ºe ve skute£nosti spolu za rozumných podmínek
parciální derivace komutují, tzn. není pot°eba dbát
na po°adí, ve kterém je provádíme.

Dle p°edpokladu existence a spojitosti parciál-
ních derivací existují limity

fxy(x, y) = lim
t→0

1
t

(
fx(x, y + t)− fx(x, y)

) =
= lim
t→0

1
t

(
lim
s→0

1
s

(
f (x + s, y + t)− f (x, y + t)−

− f (x + s, y)+ f (x, y))).
Protoºe ale limity m·ºeme vyjád°it pomocí libovolného výb¥ru
hodnot tn → 0 a sn → 0 a limit p°íslu²ných posloupností, bude
jist¥ také platit

fxy(x, y) = lim
t→0

1
t2

((
f (x + t, y + t)− f (x, y + t))−

− (f (x + t, y)− f (x, y)))
a tato limitní hodnota je spojitá v (x, y).

Ozna£me si výraz, ze kterého bereme poslední limitu, jako
funkci φ(x, y, t) a zkusme jej vyjád°it pomocí parciálních derivací.
Pro do£asn¥ pevné t si ozna£me g(x, y) = f (x + t, y)− f (x, y).
Pak výraz v poslední velké závorce je díky v¥t¥ o st°ední hodnot¥
roven

g(x, y + t)− g(x, y) = t · gy(x, y + t0).
pro n¥jaké vhodné t0, které je mezi nulou a t (a hodnota t0 závisí
na t).
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má maxima a minima ve stejných bodech. Nalézt extrémy f1 je ov²em

snadné. Sta£í si uv¥domit, ºe tato funkce je sudá (je sou£tem dvou

sudých funkcí, p°i£emº funkce y = arctg2 x je sou£inem dvou lichých

funkcí) a rostoucí pro x ≥ 0 (kompozice i sou£et rostoucích funkcí je

rostoucí funkce). Má proto jediný extrém, a to minimum v bod¥ x = 0.
Podobn¥ platí, ºe pro pevn¥ zvolené x je f posunutím f2 a ºe také

funkce f2 má minimum v bod¥ y = 0 jako sv·j jediný extrém. Doká-

zali jsme tak, ºe f m·ºe mít lokální extrém pouze v po£átku. Protoºe

zjevn¥

f (0, 0) = 0, f (x, y) > 0, [x, y] ∈ R2 ∖ {[0, 0]},
funkce f má v bod¥ [0, 0] ostré lokální (dokonce globální) minimum.

□

8.28. Vy²et°ete lokální extrémy funkce

f (x, y) = (x + y2
)
e

x
2 , x, y ∈ R.

�e²ení. Daná funkce má parciální derivace v²ech °ád· na celém svém

de�ni£ním oboru. Lokální extrém m·ºe proto nastat pouze ve stacio-

nárních bodech, ve kterých jsou ob¥ parciální derivace fx , fy nulové.

O tom, zda v t¥chto bodech extrém skute£n¥ je, lze pak rozhodnout

pomocí druhých derivací.

Snadno ur£íme

fx(x, y) = e
x
2 + 1

2

(
x + y2

)
e

x
2 , fy(x, y) = 2y e

x
2 , x, y ∈ R.

Stacionární bod [x, y] musí spl¬ovat

fy(x, y) = 0, tj. y = 0,

a dále

fx(x, y) = fx(x, 0) = e
x
2
(
1+ 1

2x
) = 0, tj. x = −2.

Vidíme, ºe existuje jediný stacionární bod [−2, 0].
Nyní spo£ítáme Hessián Hf v tomto bod¥. Bude-li tato matice

(p°íslu²ná kvadratická forma) pozitivn¥ de�nitní, jedná se o ostré lo-

kální minimum; a p°i negativní de�nitnosti jde o ostré lokální maxi-

mum. Pokud bude inde�nitní, nep·jde o extrém. Platí

fxx(x, y) = 1
2 e

x
2
(
2+ 1

2

(
x + y2

))
, fyy(x, y) = 2 e

x
2 ,

fxy(x, y) = fyx(x, y) = y e x
2 , x, y ∈ R,

a tedy

Hf (−2, 0) =
(
fxx (−2, 0) fxy (−2, 0)
fyx (−2, 0) fyy (−2, 0)

)
=
(

1/2e 0
0 2/e

)
.

P°ipome¬me, ºe vlastními £ísly diagonální matice jsou práv¥ hodnoty

na diagonále a ºe pozitivní de�nitnost matice znamená, ºe v²echna její

vlastní £ísla jsou kladná. Odtud jiº plyne, ºe v bod¥ [−2, 0] je ostré
lokální minimum. □
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Nyní gy(x, y) = fy(x+t, y)−fy(x, y), a proto m·ºeme psát
φ jako

φ(x, y, t) = 1
t
gy(x, y + t0) =

= 1
t

(
fy(x + t, y + t0)− fy(x, y + t0)

)
.

Op¥tovnou aplikací v¥ty o st°ední hodnot¥,

φ(x, y, t) = fyx(x + t1, y + t0)
pro vhodné t1 mezi nulou a t. Kdyº ale velkou závorku rozd¥líme
na (f (x + t, y + t) − f (x + t, y)) − (f (x, y + t) − f (x, y)),
dostaneme stejným postupem s funkcí h(x, y) = f (x, y + t) −
f (x, y) vyjád°ení

φ(x, y, t) = fxy(x + s0, y + s1)
s obecn¥ jinými konstantami s0 a s1. Protoºe jsou druhé parciální
derivace podle na²eho p°edpokladu spojité, musí i limita pro t → 0
zaru£it poºadovanou rovnost

fxy(x, y) = fyx(x, y)
ve v²ech bodech (x, y).

Stejný postup pro funkce n prom¥nných dokazuje následující
základní výsledek:

Zám¥nnost parciálních derivací

8.10. V¥ta (Schwarzova). Nech´ f : En → R je funkce t°ídy Ck

v okolí bodu x ∈ Rn. Pak jsou v²echny parciální derivace funkce
f v bodu x aº do °ádu k v£etn¥ nezávislé na po°adí derivování.

D·kaz. D·kaz pro druhý °ád byl proveden vý²e ve speciál-
ním p°ípad¥ n = 2 a postup v obecném p°ípad¥ se
nijak neli²í.

Formáln¥ m·ºeme celý d·kaz vést tak, ºe pro
kaºdou pevnou volbu dvou sou°adnic xi a xj se vºdy celá dis-
kuse jejich zám¥nnosti odehraje ve dvourozm¥rném a�nním pod-
prostoru, tj. v²echny ostatní prom¥nné povaºujeme za konstantní a
v argumentaci nijak aktivn¥ nevystoupí.

U derivací vy²²ího °ádu d·kaz dokon£íme indukcí podle °ádu.
Skute£n¥, kaºdé po°adí index· i1, . . . , ik lze vytvo°it z pevn¥ zvo-
leného zám¥nami sousedících dvojic. □

8.11. Hessián. Tak jako jsme u derivací prvního °ádu zavedli dife-
renciál coby lineární formu df (x) p°ibliºující nejlépe
v daném bodu x funkci f , budeme nyní chtít poro-
zum¥t kvadratickému p°iblíºení funkcí f : En→ R.

Hessián

Je-li f : Rn → R libovolná dvakrát diferencovatelná funkce,
nazýváme symetrickou matici funkcí

Hf (x) =
(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
=


∂2 f
∂x1∂x1

(x) . . .
∂2 f
∂x1∂xn

(x)

...
. . .

...
∂2 f
∂xn∂x1

(x) . . .
∂2 f
∂xn∂xn

(x)


Hessián funkce f v bod¥ x.
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8.29. Nalezn¥te lokální extrémy funkce

f (x, y, z) = x3 + y2 + z2

2 − 3xz− 2y + 2z, x, y, z ∈ R.

�e²ení. Funkce f je polynomem (mnoho£lenem), a tudíº o ní víme,

ºe má parciální derivace v²ech °ád·. Hledejme proto stacionární body

(jinde extrém být nem·ºe) tak, ºe zderivujeme f postupn¥ podle x, y,

z a tyto derivace poloºíme rovny nule. Takto dostaneme

3x2 − 3z = 0, tj. z = x2 ,

2y − 2 = 0, tj. y = 1,

a (s vyuºitím první rovnice)

z − 3x + 2 = 0, tj. x ∈ {1, 2}.
Existují tedy dva stacionární body [1, 1, 1], [2, 1, 4]. Vypo£t¥me nyní

v²echny parciální derivace druhého °ádu

fxx = 6x, fxy = fyx = 0, fxz = fzx = −3,

fyy = 2, fyz = fzy = 0, fzz = 1.

S jejich pomocí ve stacionárních bodech snadno ur£íme Hessián ;

Hf (1, 1, 1) =
 6 0 −3

0 2 0
−3 0 1

 , Hf (2, 1, 4) =
12 0 −3

0 2 0
−3 0 1

 .
Pot°ebujeme zjistit, zda jsou tyto matice pozitivn¥ de�nitní, ne-

gativn¥ de�nitní, p°íp. inde�nitní, abychom mohli rozhodnout, jestli

a jaké jsou v nich extrémy. V p°ípad¥ první z matic (pro bod [1, 1, 1])
ihned vidíme vlastní £íslo λ = 2. Nebo´ je její determinant roven −6
a jedná se o symetrickou matici (v²echna vlastní £ísla jsou reálná), ma-

tice musí mít také záporné vlastní £íslo (determinant je sou£inem vlast-

ních £ísel). Matice Hf (1, 1, 1) je tedy inde�nitní � v bod¥ [1, 1, 1]
extrém není.

Pro matici Hf (2, 1, 4) pouºijeme tzv. Sylvestrovo kritérium.

Podle tohoto kritéria je reálná symetrická matice

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a12 a22 a23 · · · a2n
a13 a23 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

a1n a2n a3n · · · ann


pozitivn¥ de�nitní, práv¥ kdyº v²echny vedoucí hlavní minory A, tj.

determinanty

d1 =
∣∣a11

∣∣ , d2 =
∣∣∣∣a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣ , d3 =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ , . . . , dn = |A |,
jsou kladné, a je negativn¥ de�nitní tehdy a jenom tehdy, kdyº je

d1 < 0, d2 > 0, d3 < 0, . . . , (−1)ndn > 0.

Z nerovností
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Z p°edchozích úvah jsme jiº vid¥li, ºe vynulování diferenci-
álu v bod¥ (x, y) ∈ E2 zaru£uje stacionární chování podél v²ech
k°ivek v tomto bodu. Hessián

Hf (x, y) =
(
fxx(x, y) fxy(x, y)

fxy(x, y) fyy(x, y)

)
hraje roli druhé derivace. Pro kaºdou parametrizovanou p°ímku

c(t) = (x(t), y(t)) = (x0 + ξ t, y0 + ηt)
budou totiº mít funkce jedné prom¥nné

α(t) = f (x(t), y(t))
β(t) = f (x0, y0)+ ∂f

∂x
(x0, y0)ξ t + ∂f

∂y
(x0, y0)ηt

+ t
2

2

(
fxx(x0, y0)ξ

2 + 2fxy(x0, y0)ξη + fyy(x0, y0)η
2
)

stejné derivace do druhého °ádu v£etn¥ v bod¥ t = 0 (p°epo£t¥te
si!). Funkci β p°itom m·ºeme zapsat vektorov¥ jako

β(t) = f (x0, y0)+df (x0, y0)

(
ξ

η

)
t+ 1

2
(ξ η)Hf (x0, y0)

(
ξ

η

)
t2

neboli β(t) = f (x0, y0)+ df (x0, y0)(v)t + 1
2Hf (x0, y0)(v, v)t

2 ,
kde v = (ξ, η) je p°ír·stek zadaný derivací k°ivky c(t) a Hessián
je pouºit jako symetrická 2�forma.

To je vyjád°ení, které jiº ur£it¥ p°ipomíná Taylorovu v¥tu
funkcí jedné prom¥nné, p°esn¥ji °e£eno kvadratické p°iblíºení
funkce Taylorovým polynomem druhého °ádu. Na následujícím ob-
rázku je vynesena jak te£ná rovina tak toto kvadratické p°iblíºení
v jednom bodu pro funkci f (x, y) = sin(x) cos(y).

8.12. Taylorova v¥ta. Vícerozm¥rná verze Taylorovy v¥ty je také
p°íkladem matematického tvrzení, kde sloºitou £ástí
je nalezení správné formulace. D·kaz je uº pak do-
cela snadný.

Budeme postupovat ve vý²e nazna£eném sm¥ru
a zavedeme si zna£ení pro jednotlivé £ástiDkf aproximací vy²²ích
°ád· pro funkce f : En → Rn. Budou to vºdy k�lineární výrazy
v p°ír·stcích a nás bude zajímat jen jejich vy£íslení na k stejných
hodnotách.

Jiº jsme diskutovali diferenciál D1f = df v prvním °ádu a
HessiánD2f = Hf v °ádu druhém. Obecn¥ pro funkce f : En→
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∣∣12
∣∣ = 12 > 0,

∣∣∣∣12 0
0 2

∣∣∣∣ = 24 > 0,

∣∣∣∣∣∣
12 0 −3
0 2 0
−3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 6 > 0,

vyplývá, ºe maticeHf (2, 1, 4) je pozitivn¥ de�nitní � v bod¥ [2, 1, 4]
je ostré lokální minimum. □

8.30. Stanovte lokální extrémy funkce

z = (x2 − 1
) (

1− x4 − y2
)
, x, y ∈ R.

�e²ení. Op¥t spo£ítáme parciální derivace zx a zy a poloºíme je rovny

nule. Takto obdrºíme rovnice

−6x5 + 4x3 + 2x − 2xy2 = 0,
(
x2 − 1

)
(−2y) = 0

s °e²eními [x, y] = [0, 0], [x, y] = [1, 0], [x, y] = [−1, 0]. Dopl¬me,

ºe k nalezení °e²ení sta£ilo ur£it reálné ko°eny 1,−1 polynomu−6x4+
4x2 + 2 pomocí substituce u = x2 . Nyní vypo£ítáme druhé parciální

derivace

zxx = −30x4 + 12x2 + 2− 2y2 , zxy = zyx = −4xy, zyy = −2
(
x2 − 1

)
a ve stacionárních bodech vy£íslíme Hessián:

Hz (0, 0) =
(

2 0
0 2

)
, Hz (1, 0) = Hz (−1, 0) =

(−16 0
0 0

)
.

Vidíme, ºe první z matic je pozitivn¥ de�nitivní, a tudíº je v po£átku

ostré lokální minimum.

Zbývající dv¥ matice jsou ale negativn¥ semide�nitní. Nelze tedy

na základ¥ druhých parciálních derivací s ur£itostí °íci, zda je v bodech

[1, 0], [−1, 0] extrém. Zkoumejme proto funk£ní hodnoty v okolích

t¥chto bod·. Platí

z (1, 0) = z (−1, 0) = 0, z (x, 0) < 0 pro x ∈ (−1, 1).

Uvaºujme dále y v závislosti na x ∈ (−1, 1) dané p°edpisem y =√
2
(
1− x4

)
spl¬ujícím, ºe y → 0 pro x → ±1. Pro tuto volbu je

v²ak

z
(
x,

√
2
(
1− x4

)) = (x2 − 1
) (
x4 − 1

)
> 0, x ∈ (−1, 1).

Ukázali jsme, ºe v libovoln¥ malých okolích bod· [1, 0], [−1, 0] na-
bývá z hodnot v¥t²ích i men²ích, neº je funk£ní hodnota v t¥chto bo-

dech. Nejedná se tak o extrémy. □

8.31. Rozhodn¥te, zda má polynom

p(x, y) = x6 + y8 + y4x4 − x6y5

ve stacionárním bod¥ [0, 0] lokální extrém.

�e²ení. Snadno lze ov¥°it, ºe parciální derivacepx apy jsou v po£átku

skute£n¥ nulové. Také v²echny parciální derivacepxx ,pxy ,pyy jsou ale

v bod¥ [0, 0] rovny nule. HessiánHp (0, 0) je tudíº sou£asn¥ pozitivn¥
i negativn¥ semide�nitní. Jednoduchá úvaha v²ak ihned dává výsledek.

V²imn¥me si nap°., ºe je p(0, 0) = 0 a sou£asn¥
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R, body x = (x1, . . . , x2) ∈ En a p°ír·stky v = (ξ1, . . . , ξn)

klademe

Dkf (x)(v) =
∑

1≤i1,...,ik≤n

∂k f

∂xi1 . . . ∂xik
(x1, . . . , xn) · ξi1 · · · ξik .

V²imn¥me si, ºe skute£n¥ jde v tomto výrazu o vy£íslení k�lineární
formy na k kopiích stejného argumentu v.

Názorným p°íkladem (s vyuºitím symetrií parciálních deri-
vací) je pro E2 výraz t°etího °ádu

D3f (x, y)(ξ, η) = ∂3f

∂x3 ξ
3 + 3

∂3f

∂x2 ∂y
ξ2η+

+ 3
∂3f

∂x∂y2 ξη
2 + ∂

3f

∂y3 η
3

a obecn¥

Dkf (x, y)(ξ, η) =
k∑
ℓ=0

(
k

ℓ

)
∂k f

∂xk−ℓ ∂yℓ
ξ k−ℓηℓ.

Taylor·v rozvoj se zbytkem

V¥ta. Nech´ f : En → R je funkce t°ídy Ck v okolí Oδ(x) bodu
x ∈ En. Pro kaºdý p°ír·stek v ∈ Rn s velikostí ∥v∥ < δ pak
existuje £íslo 0 ≤ θ ≤ 1 takové, ºe

f (x + v) = f (x)+D1f (x)(v)+ 1
2!
D2f (x)(v)+

· · · + 1
(k − 1)!

Dk−1f (x)(v)+ 1
k!
Dkf (x + θ · v)(v).

D·kaz. Pro p°ír·stek v ∈ Rn uvaºujme parametrizovanou
p°ímku c(t) = x+tv vEn a zkoumejme funkci φ : R→ R
de�novanou sloºením φ(t) = (f ◦c)(t). Taylorova v¥ta pro
funkce jedné prom¥nné °íká (viz V¥ta 6.4)

φ(t) = φ(0)+ φ′ (0)t + . . .
+ 1
(k − 1)!

φ(k−1) (0)tk−1 + 1
k!
φ(k) (θ)tk .

Zbývá nám tedy jen ov¥°it, ºe postupným derivováním sloºené
funkce φ dostaneme práv¥ poºadovaný vztah. To lze vcelku snadno
provést indukcí p°es °ád k.

Pro k = 1 splývá Taylorova v¥ta s jiº n¥kolikrát vyuºitým
d·sledkem v¥ty o st°ední hodnot¥ aplikované na sm¥rovou derivaci.
P°i jeho odvození jsme vy²li ze vztahu

d

dt
φ(t) = ∂f

∂x1
(x(t)) · x′1(t)+ · · · +

∂f

∂xn
(x(t)) · x′n(t),

který platí pro kaºdou spojit¥ diferencovatelnou k°ivku a funkci f .
To znamená, ºe

D1f (c(t))(v) = D1f (c(t))(c′(t))

pro v²echna t v okolí nuly. Stejn¥ budeme postupovat pro funkce
Dℓf . Místo p°ír·stku v m·ºeme psát c′(t) a zapamatujme si, ºe
dal²í derivování c(t) jiº vede identicky na nulu v²ude, tj. c′′(t) = 0
pro v²echna t (protoºe jde o parametrizovanou p°ímku).
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p(x, y) = x6
(
1− y5

)+ y8 + y4x4 > 0

pro [x, y] ∈ R × (−1, 1) ∖ {[0, 0]}. Zadaný polynom má proto

v po£átku lokální minimum. □

8.32. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R3 → R, f (x, y, z) = x2y+
y2 z+ x − z na R3. ⃝
8.33. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R3 → R, f (x, y, z) = x2y−
y2 z+ 4x + z na R3. ⃝
8.34. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R3 → R, f (x, y, z) = xz2+
y2 z− x + y na R3. ⃝
8.35. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R3 → R, f (x, y, z) = y2 z−
xz2 + x + 4y svého minima na R3. ⃝
8.36. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R2 → R, f (x, y) = x2y +
x2 + 2y2 + y na R2 ⃝
8.37. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R2 → R, f (x, y) = x2y +
2y2 + 2y na R2. ⃝
8.38. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R2 → R, f (x, y) = x2 +
xy + 2y2 + y na R2. ⃝
8.39. Ur£ete lokální extrémy funkce f : R2 → R, f (x, y) = x2 +
xy − 2y2 + y na R2. ⃝

F. Funkce a zobrazení dané implicitn¥

8.40. Bu¤ dána funkce F : R2 → R, F(x, y) = xy sin
(
π
2 xy

2
)
.

Ukaºte, ºe rovnost F(x, y) = 1 zadává v n¥jakém okolíU bodu [1, 1]
implicitn¥ funkci f : U → R tak, ºe platí F(x, f (x)) = 1 pro x ∈ U .
Ur£ete f ′(1).

�e²ení. Funkce je diferencovatelná na celémR2, tím spí²e na n¥jakém

okolí bodu [1, 1]. Vy£ísleme Fy v bod¥ [1, 1]:

Fy(x, y) = x sin
(π

2
xy2

)
+ πx2y2 cos

(π
2
xy2

)
,

tedy Fy(1, 1) = 1 ̸= 0, tudíº podle v¥ty 8.18 p°edpis F(x, y) = 1 za-

dává implicitn¥ na okolí bodu (1, 1) funkci f : U → R, de�novanou
na n¥jakém okolí bodu (£ísla) 1. Navíc je

Fx(x, y) = y sin
(π

2
xy2

)
+ π

2
xy3 cos

(π
2
xy2

)
,

a tak pro hodnotu derivace funkce f v bod¥ 1 platí

f ′(1) = −Fx(1, 1)
Fy(1, 1)

= −1
1
= −1. □

Poznámka.V²imn¥te si, ºe i kdyº neumíme z rovniceF(x, f (x)) = 1
explicitn¥ vyjád°it funkci f , tak umíme vy£íslit hodnotu její derivace

v bod¥ 1.
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P°edpokládejme, ºe

Dℓf (x)(v) =
∑

1≤i1,...,iℓ≤n

(
∂ℓf

∂xi1 . . . ∂xiℓ
(x1(t), . . . , xn(t))·

· x′i1(t) · · · x′iℓ(t)
)

a spo£t¥me totéº pro ℓ + 1. Derivování sloºené funkce dá podle
vý²e odvozeného vztahu pro derivaci prvního °ádu v daném sm¥ru
a podle pravidla o derivaci sou£inu (viz V¥ta 5.33)

d

dt
Dℓf (c(t))(c′(t)) =

= d

dt

∑
1≤i1,...,iℓ≤n

(
∂ℓf

∂xi1 . . . ∂xiℓ
(x1(t), . . . , xn(t))

· x′i1(t) · · · x′iℓ(t)
)
=

=
∑

1≤i1,...,iℓ≤n

( n∑
j=1

∂ℓ+1f

∂xi1 . . . ∂xiℓ∂xj
(x1(t), . . . , xn(t))

· x′j (t) · x′i1(t) · · · x′iℓ(t)
)
+ 0

a to skute£n¥ je poºadovaný vztah pro °ád ℓ + 1. Taylorova v¥ta
nyní vyplývá z vy£íslení v bod¥ t = 0 a dosazení do rovnosti pro
φ na za£átku tohoto d·kazu. □

8.13. Lokální extrémy funkcí více prom¥nných. Zkusme se
nyní s pomocí diferenciálu a Hessiánu podívat na
lokální maxima a minima funkcí na En. Stejn¥
jako v p°ípad¥ funkce jedné prom¥nné °ekneme
o vnit°ním bodu x0 ∈ En de�ni£ního oboru funkce

f , ºe je (lokálním) maximem nebo minimem, jestliºe existuje
jeho okolí U takové, ºe pro v²echny body x ∈ U spl¬uje funk£ní
hodnota f (x) ≤ f (x0) nebo f (x) ≥ f (x0). Pokud nastává
v p°edchozích nerovnostech ostrá nerovnost pro v²echny x ̸= x0,
hovo°íme o ostrém extrému.

Pro jednoduchost budeme nadále p°edpokládat, ºe na²e
funkce f má spojité parciální derivace prvního i druhého °ádu na
svém de�ni£ním oboru. Nutnou podmínkou pro existenci maxima
nebo minima v bod¥ x0 je vymizení diferenciálu v tomto bod¥, tj.
df (x0) = 0. Skute£n¥, pokud je df (x0) ̸= 0, pak existuje sm¥r v,
ve kterém je dvf (x0) ̸= 0. Pak ov²em nutn¥ podél p°ímky x0+ tv
na jednu stranu od bodu x0 hodnota funkce roste a na druhou
klesá, viz odstavec 5.32 na stran¥ 263.

Vnit°ní bod x ∈ En de�ni£ního oboru funkce f , ve kterém je
diferenciál df (x) nulový nazýváme stacionární bod funkce f .
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8.41. Ukaºte, ºe funkce F : R2 → R,

F(x, y) = ex sin(y)+ y − π/2− 1

de�nuje p°edpisem F(x, y) = 0 v okolí bodu [0, π/2] implicitn¥

prom¥nnou y jako funkci prom¥nné x, y = f (x). Ur£ete f ′(0).

�e²ení. Funkce je diferencovatelná v okolí bodu [0, π/2], navíc Fy =
ex cos y + 1, F(0, π/2) = 1 ̸= 0, tudíº daný p°edpis skute£n¥ zadává
na n¥jakém okolí bodu [0, π/2] funkci f : U → R. Dále je Fx =
ex sin y, Fx(0, π/2) = 1 a pro její derivaci v bod¥ 0 platí:

f ′(0) = −Fx(0, π/2)
Fy(0, π/2)

= −1
1
= −1. □

8.42. Bu¤

F(x, y, z) = sin(xy)+ sin(yz)+ sin(xz).

Ukaºte, ºe p°edpis F(x, y, z) = 0 zadává v okolí bodu [π, 1, 0] ∈ R3

implicitn¥ funkci z(x, y) : R2 → R takovou, ºe F(x, y, z(x, y)) = 0.
Ur£ete zx(π, 1) a zy(π, 1).

�e²ení. Ur£íme Fz = y cos(yz)+ x cos(xz), Fz(π, 1, 0) = π + 1 ̸=
0 a funkce z(x, y) je p°edpisem F(x, y, z(x, y)) = 0 na n¥jakém

okolí bodu [π, 1, 0] zadána. Pro hledané hodnoty parciálních deri-

vací pot°ebujeme spo£ítat hodnoty obou zbylých parciálních derivací

funkce F v bod¥ [π, 1, 0].

Fx(x, y, z) = y cos(xy)+ z cos(xz) Fx(π, 1, 0) = −1,

Fy(x, y, z) = x cos(xy)+ z cos(yz) Fy(π, 1, 0) = −π,

odkud

zx(π, 1) = −Fx(π, 1, 0)
Fz(π, 1, 0)

= 1
π + 1

,

zy(π, 1) = −Fy(π, 1, 0)
Fz(π, 1, 0)

= π

π + 1
.

□

8.43. Ukaºte, ºe zobrazení F : R3 → R2, F(x, y, z) =
(f (x, y, z), g(x, y, z)) = (ex sin y, xyz) zadává v okolí bodu

[1, π, 1] p°edpisem F(x, c1(x), c2(x)) = (0, 0) k°ivku c : R → R2.

Ur£ete te£ný vektor této k°ivky v bod¥ 1.

�e²ení. Ur£eme £tvercovou matici parciálních derivací zobrazení F

podle prom¥nných y a z:

H(x, y, z) =
(
fy fz
gy gz

)
=
(
x cos y ex sin y 0

xz xy

)
,
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Budeme op¥t chvíli pracovat s jednoduchou funkcí v E2
abychom záv¥ry p°ímomohli ilustrovat. Uvaºme funkci f (x, y) =
sin(x) cos(y), která uº byla p°edm¥tem diskuse a obrázk· v od-
stavcích 8.9 a 8.8. Svým tvarem tato funkce p°ipomíná známá kar-
tonová plata na vají£ka, je tedy p°edem z°ejmé, ºe najdeme °adu
extrém·, ale je²t¥ více stacionárních bod·, které ve skute£nosti ex-
trémy nebudou (ta �sedýlka� viditelná na obrázku).
Spo£t¥me si tedy první a poté pot°ebné druhé derivace:

fx(x, y) = cos(x) cos(y), fy(x, y) = − sin(x) sin(y)

a ob¥ derivace budou zárove¬ nulové pro dv¥ sady bod·

(1) cos(x) = 0, sin(y) = 0, to je (x, y) = ( 2k+1
2 π, ℓπ), pro

libovolné k, ℓ ∈ Z
(2) cos(y) = 0, sin(x) = 0, to je (x, y) = (kπ, 2ℓ+1

2 π), pro
libovolné k, ℓ ∈ Z.

Druhé parciální derivace jsou

Hf (x, y) =
(
fxx fxy
fxy fyy

)
(x, y)

= =
(− sin(x) cos(y) − cos(x) sin(y)
− cos(x) sin(y) − sin(x) cos(y)

)
.

V na²ich dvou sadách stacionárních bod· tedy dostáváme následu-
jící Hessiány:

(1) Hf (kπ+π2 , ℓπ) = ±
(

1 0
0 1

)
, p°i£emº znaménko− nastává,

kdyº parity k a ℓ jsou stejné a naopak pro +;
(2) Hf (kπ, ℓπ+ π2 ) = ±

(
0 1
1 0

)
, p°i£emº znaménko− nastává,

kdyº parity k a ℓ jsou stejné a naopak pro +.
Kdyº se nyní podíváme na tvrzení Taylorovy v¥ty pro °ád k = 2,
dostáváme v okolí jednoho ze stacionárních bod· (x0, y0) pro body
se sou°adnicemi x = x0 + u, y = y0 + v

f (x, y) = f (x0, y0)+ 1
2
Hf (x0 + θu, y0 + θv)(u, v),

kde Hf nyní vnímáme jako kvadratickou formu vy£íslenou na
p°ír·stku (u, v). Protoºe na²e funkce má spojitý Hessián (tj. spo-
jité parciální derivace do druhého °ádu v£etn¥), a matice Hessiánu
jsou nedegenerované, nastane lokální maximum tehdy a jen tehdy,
kdyº ná² bod (x0, y0) pat°í do první skupiny se stejnými paritami
k a ℓ. Kdyº budou parity opa£né, pak bod z první skupiny bude
naopak bodem lokálního minima.

Naopak, Hessián u druhé skupiny bod· se vºdy vy£íslí kladn¥
na n¥kterých p°ír·stcích a záporn¥ na jiných. Proto se tak bude
chovat i celá funkce f v malém okolí daného bodu.

Abychom mohli zformulovat obecné tvrzení o Hessiánu a lo-
kálních extrémech ve stacionárních bodech, musíme
p°ipomenout diskusi o kvadratických formách v od-
stavcích 4.31�4.32 v kapitole o a�nní geometrii. Za-
vedli jsme tam pro kvadratickou formu h : Rn → R

následující p°ívlastky

• positivn¥ de�nitní, je-li h(u) > 0 pro v²echny u ̸= 0
• positivn¥ semide�nitní, je-li h(u) ≥ 0 pro v²echny u ∈ V
• negativn¥ de�nitní, je-li h(u) < 0 pro v²echny u ̸= 0
• negativn¥ semide�nitní, je-li h(u) ≤ 0 pro v²echny u ∈ V
• inde�nitní, je-li h(u) > 0 a f (v) < 0 pro vhodné u, v ∈ Rn.

Zavedli jsme také n¥jaké metody, které umoº¬ují p°ímo zjistit, zda
daná forma má n¥který z t¥chto p°ívlastk·.
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tedy H(1, π, 1) =
(−1 0

1 π

)
a detH(1, π, 1) = −π ̸= 0,

tudíº podle v¥ty o implicitním zobrazení (viz 8.18) zadává p°ed-

pis F(x, c1(x), c2(x)) = (0, 0) na okolí bodu [1, π, 1] k°ivku

(c1(x), c2(x)) de�novanou na n¥jakém okolí bodu [1, π ]. Abychom
vy£íslili její te£ný vektor v tomto bod¥, musíme je²t¥ ur£it v tomto

bod¥ (sloupcový) vektor (fx, gx).(
fx
gx

)
=
(

sin y ex sin y

yz

)
,

(
fx(1, π, 1)
gx(1, π, 1)

)
=
(

0
π

)
,

hledaný te£ný vektor je tak(
(c1)x(1)
(c2)x(1))

)
=

(
fy(1, π, 1) fz(1, π, 1)
gy(1, π, 1) gz(1, π, 1)

)−1 (
fx(1, π, 1
gx(1, π, 1)

)
=

=
(−1 0

1 π

)−1 (0
π

)
=
(−1 0

1
π

1
π

)
=
(

0
1

)
.

□

G. Vázané extrémy

Za£n¥me s tak trochu netypickým optimaliza£ním problémem

8.44. Sázková kancelá° vypisuje kurzy na výhru jednoho, £i druhého

hrá£e v tenisovém zápase. Hrá£Amá kurz a : 1, hrá£ B má kurz b : 1,
tj. v p°ípad¥ sázky x K£ na hrá£e A obdrºí v p°ípad¥ jeho výhry sá-

zející ax K£, obdobn¥ pro hrá£e B (poplatky zanedbáváme). Jaká je

nutná podmínka pro (kladná reálná) £ísla a a b, aby si sázející vhod-

ným rozd¥lením vsazených pen¥z mezi sázky na výhru A a na výhru

B nemohl zaru£it zisk, a´ vyhraje kdokoliv (nap°. p°i kurzu 1, 4 : 1 na

výhru hrá£eA a 5 : 1 na výhruB by si sázející p°i sázce 3 K£ na výhru
B a 7 K£ na výhru A zajistil vºdy zisk).

�e²ení. Nech´ má sázející k dispoziciP K£. Svoji sázkum·ºe rozd¥lit

na kP a (1−k)P korun, kde k ∈ (0, 1). Jeho výhra pak bude bu¤ akP
korun v p°ípad¥ výhry hrá£eA, nebo b(1−k)P korun v p°ípad¥ výhry

hrá£e B. P°i daném rozd¥lení si sázející vºdy zaru£í výhru odpovída-

jící men²í z t¥chto £ástek, celkový zisk (ztráta) pak bude dána je²t¥

ode£tením £ástkyP . Protoºe a, b iP jsou kladná reálná £ísla, je funkce

akP rostoucí a funkce b(1− k)P klesající vzhledem ke k. Pro k = 0
je v¥t²í b(1−k)P , pro k = 1 je pak v¥t²í (1−k)P . Maximum z minim

z £ísel akP a b(1− k)P tedy nastane pro k ∈ (0, 1) a to pro to k0, pro

které ak0P = b(1 − k0)P , odkud k0 = b
a+b . Sázková kancelá°, aby

nezkrachovala, pak musí volit a, b tak, aby ak0P = b(1− k0)P < P ,

neboli ak0 < 1, £ili ab < a + b. □
P°i této vázané optimalizaci jsme se obe²li bez diferenciálního

po£tu. V dal²ích p°íkladech uº tomu tak nebude.
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Taylor·v rozvoj se zbytkem okamºit¥ dává platnost následu-
jící v¥ty:

V¥ta. Nech´ f : En → R je funkce t°ídy C2 v okolí svého stacio-
nárního bodu x ∈ En.2 Potom
(1) f má v x ostré lokální minimum, je-li Hf (x) positivn¥ de�-

nitní,
(2) f má v x ostré lokální maximum, je-li Hf (x) negativn¥ de�-

nitní,
(3) f nemá v bod¥ x lokální extrém je-li Hf (x) inde�nitní.

D·kaz. Taylor·v rozvoj druhého °ádu se zbytkem aplikovaný
na na²i funkci f (x1, . . . , xn), libovolný bod x =
(x1, . . . , xn) a libovolný p°ír·stek v = (v1, . . . , vn),
takové ºe jak x tak x + v jsou v de�ni£ním oboru
funkce f , °íká

f (x + v) = f (x)+ df (x)(v)+ 1
2
Hf (x + θ · v)(v),

pro vhodné reálné 0 ≤ θ ≤ 1. Dle p°edpokladu o nulové hodnot¥
diferenciálu je tedy

f (x + v) = f (x)+ 1
2
Hf (x + θ · v)(v).

Podle na²eho p°edpokladu je kvadratická forma Hf (x) spojit¥ zá-
vislá na bodu x a de�nitnost, resp. inde�nitnost, kvadratických fo-
rem je rozhodnutelná podle znaménka vedoucích hlavních subde-
terminant· matice Hf , viz Sylvestrovo kritérium v odstavci 4.32.
Samotný determinant je ale coby polynomiální výraz v koe�cien-
tech matice spojitou funkcí, proto nenulovost a znaménka zkouma-
ných determinant· v dostate£n¥ malém okolí bodu x budou stejná
jako v bod¥ x samotném.

Zejména tedy pro pozitivn¥ de�nitní Hf (x) máme ve stacio-
nárním bodu x zaji²t¥no, ºe f (x+v) > f (x) pro dostate£n¥ malá
v, jde tedy o ostré minimum funkce f v bod¥ x. Analogicky pro ne-
gativní de�nitnost. V p°ípad¥ inde�nitní formyHf (x) budou exis-
tovat sm¥ry v,w ve kterých f (x+v) > f (x) a f (x+w) < f (x),
a tedy v diskutovaném stacionárním bodu extrém ºádný nena-
stává. □

V²imn¥me si, ºe v¥ta nedává ºádný výsledek, pokud je Hes-
sián funkce ve zkoumaném bod¥ degenerovaný a p°itom není inde-
�nitní. D·vod je op¥t stejný jako u funkcí jedné prom¥nné. V tako-
vých p°ípadech totiº existují sm¥ry, ve kterých první i druhá deri-
vace zmizí amy proto v tomto °ádu p°iblíºení neumíme poznat, zda
se funkce bude chovat jako t3 nebo jako ±t4 , dokud nespo£teme
alespo¬ v pot°ebných sm¥rech derivace vy²²í.

Zárove¬ si pov²imn¥me, ºe i v bodech, kde je diferenciál ne-
nulový, má de�nitnost HessiánuHf (x) podobné d·sledky jako ne-
nulovost druhé derivace u funkce jedné prom¥nné. Skute£n¥, pro
funkci f : Rn→ R výraz

z(x + v) = f (x)+ df (x)(v)
zadává te£nou nadrovinu ke grafu funkce f v prostoru Rn+1, a
proto Taylorova v¥ta druhého °ádu se zbytkem, tak jak byla vyu-
ºita v d·kazu, ukazuje, ºe p°i pozitivní de�nitnosti Hessiánu jsou
v²echny hodnoty funkce f v dostate£n¥ malém okolí bodu x nad
hodnotami na te£né nadrovin¥, tj. celý graf je v dostate£n¥ malém
okolí nad te£nou nadrovinou. V p°ípad¥ negativní de�nitnosti je

2Ve skute£nosti d·kaz této v¥ty vyºaduje jen dvakrát diferencovatelnou
funkci f , bez p°edpokladu spojitosti derivací na okolí bodu x.
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8.45. Najd¥te extrémní hodnoty funkce

h(x, y, z) = x3 + y3 + z3,

jednak na jednotkové sfé°e S v R3 dané rovnicí

F(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,

a také na kruºnici dané pr·nikem této sféry s rovinou

G(x, y, z) = x + y + z.

�e²ení. Za£n¥me hledáním stacionárních bod· pro funkci h na

sfé°e S. Výpo£tem p°íslu²ných gradient· (nap°. grad h(x, y, z) =
(3x2 , 3y2 , 3z2)) dostaneme systém rovnic

0 = 3x2 − 2λx,

0 = 3y2 − 2λy,

0 = 3z2 − 2λz,

0 = x2 + y2 + z2 − 1,

coº je systém £ty° rovnic o £ty°ech prom¥nných. P°ed °e²ením to-

hoto systému si zkusme odhadnout, kolik lokálních vázaných extrém·

bychom m¥li £ekat. Ur£it¥ bude h(P ) v absolutní hodnot¥ rovno na

jednotkové sfé°e nejvý²e jedné a to nastane ve v²ech pr·nicích sou°ad-

ných os s S. Máme tedy pravd¥podobn¥ 6 lokálních extrém·. Dále

uvnit° kaºdé osminy sféry vyt£ené sou°adnými rovinami m·ºe, ale ne-

musí, být dal²í extrém. Jednotlivé kvadranty lze snadno oparametrizo-

vat a pr·b¥h funkce h coby funkce dvou parametr· ov¥°it standardním

zp·sobem (nebo si nechat vykreslit t°eba programu v Maple).

�e²ením systému (a´ uº algebraicky nebo op¥t v programu Ma-

ple) obdrºíme ve skute£nosti spoustu stacionárních bod·. Krom¥ ²esti,

o kterých uº víme (dv¥ sou°adnice nulové a jedna ±1) a u kterých je

λ = ± 3
2 , jsou to nap°. je²t¥ body

P± = ±
(√

3
3
,

√
3

3
,

√
3

3

)
,

ve kterých skute£n¥ nastává lokální extrém.

Jestliºe omezíme ná² zájem na body kruºnice K, musíme p°idat

dal²í funkci G jeden dal²í volný parametr η coby koe�cient u jejího

gradientu. Dostaneme tak v¥t²í systém rovnic

0 = 3x2 − 2λx − η,
0 = 3y2 − 2λy − η,
0 = 3z2 − 2λz − η,
0 = x2 + y2 + z2 − 1,

0 = x + y + z.
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tomu naopak. U inde�nitních hodnot Hessiánu op¥t graf funkce
p°echází z jedné strany te£né nadroviny na druhou, to se ale obecn¥
d¥je podél objekt· niº²í dimenze v te£né nadrovin¥, nemáme tedy
k dispozici p°ímo£aré zobecn¥ní in�exních bod·.

8.14. Diferenciál zobrazení. Koncept derivace a diferenciálu lze
snadno roz²í°it na zobrazení F : En → Em. P°i zvo-
lených kartézských sou°adnicích na obou stranách je
takové zobrazení oby£ejná m�tice

F(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

funkcí fi : En → R. �ekneme, ºe zobrazení F je diferencova-
telné nebo t°ídy Ck , jestliºe tuto vlastnost mají v²echny funkce
f1, . . . , fm.

Diferenciál a Jacobiho matice

Diferenciály dfi(x) jednotlivých funkcí fi zobrazení

F(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

poskytují lineární p°iblíºení p°ír·stk· jejich hodnot. Lze proto
o£ekávat, ºe budou spole£n¥ dávat také sou°adné vyjád°ení line-
árního zobrazení D1F(x) : Rn → Rm mezi zam¥°eními, které
bude lineárn¥ aproximovat p°ír·stky na²eho zobrazení. Výsledná
matice

D1F(x) =


df1(x)

df2(x)
...

dfm(x)

 =

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . .
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . .
∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fm

∂x1

∂fm

∂x2
. . .

∂fm

∂xn

 (x)
se nazývá Jacobiho matice zobrazení F v bod¥ x.

Lineární zobrazení D1F(x) de�nované na p°ír·stcích v =
(v1, . . . , vn) pomocí stejn¥ zna£ené Jacobiho matice nazýváme di-
ferenciál zobrazení F v bod¥ x z de�ni£ního oboru, jestliºe platí

lim
v→0

1
∥v∥

(
F(x + v)− F(x)−D1F(x)(v)

) = 0.

Jiº jsme n¥kolikrát pouºili skute£nost, ºe de�nice euklidovské
vzdálenosti má za d·sledek, ºe limity hodnot v En existují tehdy
a jen tehdy, kdyº existují limity jednotlivých sou°adných kompo-
nent.

P°ímé pouºití v¥ty 8.5 o existenci diferenciálu pro funkce
n prom¥nných na jednotlivé sou°adné funkce zobrazení F proto
vede k následujícímu tvrzení (dokaºte si p°ípadn¥ podrobn¥ji sa-
mostatn¥!):

D·sledek. Nech´ F : En → Em je zobrazení t°ídy C1 v okolí
bodu x ∈ En. Pak existuje v tomto bod¥ diferenciál D1F(x) a je
zadaný Jacobiho maticí D1F(x).

8.15. Transformace sou°adnic. Zobrazení F : En → En, která
mají inverzní zobrazeníG : En→ En de�nované na
celém svém obrazu, se nazývají transformace. Kaº-
dé takové zobrazení je moºné vnímat jako zm¥nu

sou°adnic. Zpravidla poºadujeme, aby F i G bylo (spojit¥) dife-
rencovatelné zobrazení.

Stejn¥ jako u vektorových prostor·, volba na²eho �pohledu na
v¥c�, tj. volba sou°adnic, m·ºe zdánliv¥ zjednodu²it nebo zhor²it
na²e porozum¥ní studovanému objektu. Zm¥nu sou°adnic nyní
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Protoºe je i kruºnice kompaktní mnoºinou, nutn¥ na ní musí mít h

globální maximum a globální minimum. Dal²í rozbor ponecháme na

£tená°i. □

8.46. Rozhodn¥te, zda funkce f : R3 → R, f (x, y, z) = x2y na-

bývá extrém· na plo²e 2x2+2y2+z2 = 1. Pokud ano, tak tyto extrémy
nalezn¥te a ur£ete, o jaké extrémy se jedná.

�e²ení. Protoºe vy²et°ujeme extrémy spojité funkce na kompaktní

mnoºin¥ (elipsoidu) � je to uzav°ená a omezená mnoºina v R3 � musí

na n¥m daná funkce nabývat jak minima, tak maxima. Navíc, protoºe

vazební podmínka je dána spojit¥ diferencovatelnou funkcí a zkou-

maná funkce je diferencovatelná, extrémymusí nastat ve stacionárních

bodech vy²et°ované funkce na dané mnoºin¥. Pro stacionární body se-

stavíme soustavu:

2xy = 4kx,

x2 = 4ky,

0 = 2kz.

Jejím °e²ením jsou body [± 1√
3
, 1√

6
, 0] a [± 1√

3
,− 1√

6
, 0]. Funkce na-

bývá pouze dvou funk£ních hodnot v t¥chto £ty°ech stacionárních bo-

dech. Z vý²e uvedeného vyplývá, ºe první dva uvedené stacionární

body jsou maxima dané funkce na uvedeném elipsoidu a druhé dva

potom minima. □

8.47. Ur£ete, zda existují maxima a minima funkce f : R3 → R,
f (x, y, z) = z− xy2 na sfé°e

x2 + y2 + z2 = 1.

Pokud extrémy existují, ur£ete je.

�e²ení. �e²íme soustavu

x = −ky2 ,

y = −2kxy,

z = k.

Z druhé rovnice dostáváme, ºe bu¤ y = 0, nebo x = − 1
2k . První

moºnost vede k bod·m [0, 0, 1], [0, 0,−1]. Druhá pak nem·ºe být

spln¥na (dosazením do rovnice koule dostaneme rovnici

1
4k2
+ 1

2k2
+ k2 = 1,

která nemá °e²ení. Ve dvou vypo£tených bodech na dané sfé°e má

funkce maximum, resp. minimum. □
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diskutujeme v daleko obecn¥j²í form¥ neº jen u a�nních zobra-
zení v kapitole £tvrté. N¥kdy se v tomto obecném smyslu uºívá
ozna£ení �k°ivo£aré sou°adnice�. Velice názorný p°íklad je zm¥na
nejobvyklej²ích sou°adnic v rovin¥ na tzv. polární, tj. polohu bodu
P zadáváme pomocí jeho vzdálenosti od po£átku sou°adnic r =√
x2 + y2 a úhlu φ = arctan(y/x)mezi spojnicí s po£átkem a osou

x (pokud je x ̸= 0).

15/62/31/21/31/6
0

2*Pi

11/6*Pi

5/3*Pi

3/2*Pi

4/3*Pi

7/6*Pi

Pi

5/6*Pi

2/3*Pi

1/2*Pi

1/3*Pi

1/6*Pi

0

P°echod z polárních sou°adnic do standardních je

Ppolární = (r, φ) 7→ (r cosφ, r sinφ) = Pkartézské

Je p°itom zjevné, ºe je nutné polární sou°adnice vhodn¥ omezit
na podmnoºinu bod· (r, φ) v rovin¥, aby existovalo i zobrazení
inverzní. Kartézský obraz p°ímek v polárních sou°adnicích s kon-
stantními sou°adnicemi r nebo φ je na obrázku vý²e.

Následující v¥ta formuluje velmi uºite£né zobecn¥ní pravidla
pro derivaci sloºených funkcí jedné prom¥nné. Je vlastn¥, aº na
sloºit¥j²í koncept samotného diferenciálu, úpln¥ stejná, jako jsme
uº u jedné prom¥nné vid¥li. Pro funkce jedné prom¥nné je to-
tiº Jacobiho matice jediné £íslo a to derivace funkce v bod¥, ná-
sobení Jacobiho matic je tedy prosté násobení derivací vn¥j²í a
vnit°ní sloºky funkce. Speciálním p°ípadem jsou samoz°ejm¥ také
vztahy, které jsme odvodili pro derivaci kompozice funkce více
prom¥nných s k°ivkou.

Diferenciál sloºeného zobrazení

8.16. V¥ta. Nech´F : En→ Em aG : Em→ Er jsou dv¥ diferen-
covatelná zobrazení, p°i£emº de�ni£ní oborG obsahuje celý obor
hodnot F . Pak také sloºené zobrazení G ◦ F je diferencovatelné a
jeho diferenciál je v kaºdém bod¥ z de�ni£ního oboru F kompozicí
diferenciál·

D1(G ◦ F)(x) = D1G(F(x)) ◦D1F(x).

P°íslu²ná Jacobiho matice zobrazení G ◦ F je dána sou£inem
p°íslu²ných Jacobiho matic zobrazení G a F v tomto po°adí.
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8.48. Rozhodn¥te, zda existují extrémy funkce f : R3 → R,
f (x, y, z) = xyz, na elipsoidu ur£eném rovnicí

g(x, y, z) = kx2 + ly2 + z2 = 1, k, l ∈ R+.

Pokud extrémy existují, ur£ete je.

�e²ení. Nejprve sestavíme rovnice, které musí spl¬ovat stacionární

body dané funkce na elipsoidu:

∂g

∂x
= λ∂f

∂x
: yz = 2λkx,

∂g

∂y
= λ∂f

∂y
: xz = 2λly,

∂g

∂z
= λ∂f

∂z
: xy = 2λz.

Snadno nahlédneme, ºe °e²ením dané rovnice musí být trojice nenulo-

vých £ísel. Po vyd¥lení dvojic rovnic a dosazení do rovnice elipsy do-

staneme osm °e²ení. Dostaneme osm stacionárních bod· x = ± 1√
3k
,

y = ± 1√
3l
, z = ± 1√

3
, v nichº ov²em funkce f nabývá pouze dvou

r·zných hodnot. Protoºe f je spojitá a daný elipsoid je kompaktní, tak

na n¥m f nabývá jak svého minima, tak maxima. Nebo´ navíc jak f

tak g jsou spojit¥ diferencovatelné, tak tyto extrémymusí nastat v staci-

onárních bodech. Není tedy jiné moºnosti, neº ºe £ty°i z daných staci-

onárních bod· jsou lokálními maximy dané funkce s maximem 1
3
√

3kl
,

zbývající £ty°i pak minima s hodnotou − 1
3
√

3kl
. □

8.49. Stanovte globální extrémy funkce

f (x, y) = x2 − 2y2 + 4xy − 6x − 1

na mnoºin¥ bod· [x, y] vyhovujících nerovnostem

(8.1) x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ −x + 3.

�e²ení. Máme zadán polynom se spojitými parciálními derivacemi na

kompaktní (tj. uzav°ené a ohrani£ené) mnoºin¥. Taková funkce nutn¥

nabývá své nejmen²í a nejv¥t²í hodnoty na této mnoºin¥, a to ve stacio-

nárních bodech nebo na hranici. Sta£í tedy najít stacionární body uvnit°

mnoºiny a stacionární body na kone£ném po£tu otev°ených (p°íp. jed-

nobodových) £ástí hranice, vy£íslit v t¥chto bodech f a vybrat nejv¥t²í

a nejmen²í hodnotu. Dodejme, ºe mnoºina bod· ur£ená nerovnostmi

(∥8.1∥) je z°ejm¥ trojúhelníkem s vrcholy [0, 0], [3, 0], [0, 3].
Ur£eme stacionární body uvnit° tohoto trojúhelníku jako °e²ení

rovnic fx = 0, fy = 0. Nebo´

fx(x, y) = 2x + 4y − 6, fy(x, y) = 4x − 4y,

t¥mto rovnicím vyhovuje pouze bod [1, 1]. Hranici m·ºeme (nabíze-

jícím se zp·sobem) vyjád°it jako sjednocení t°í úse£ek výb¥rem dvo-

jic vrchol·. Nejprve uvaºujme x = 0, y ∈ [0, 3], kdy je f (x, y) =
−2y2−1. Graf této funkce (jedné prom¥nné) na intervalu [0, 3] ov²em
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D·kaz. V odstavci 8.5 a p°i d·kazu Taylorovy v¥ty jsme
odvodili, jak se chová diferencování sloºených zobrazení
vzniklých z funkcí a k°ivek. Tím jsme dokázali speciální
p°ípady této v¥ty s n = r = 1. Obecný p°ípad se od-
vodí prakticky stejným postupem, jen budeme pracovat

více s vektory.
Zvolme libovolný pevný p°ír·stek v a po£ítejme sm¥rovou de-

rivaci pro kompoziciG ◦ F v bod¥ x ∈ En. Ve skute£nosti to zna-
mená spo£íst postupn¥ diferenciály pro jednotlivé sou°adné funkce
zobrazeníG sloºené s F . Pi²me tedy rovnou jednodu²eji g ◦F pro
kteroukoliv z nich.

dv(g ◦ F)(x) = lim
t→0

1
t

(
g(F (x + tv))− g(F (x))).

Výraz v závorce m·ºeme ov²em z de�nice diferenciálu g vyjád°it
jako

g(F (x + tv))− g(F (x) = dg(F (x))(F (x + tv)− F(x))
+ α(F (x + tv)− F(x)),

kde α je funkce de�novaná na okolí bodu F(x), která je spojitá a
spl¬uje limv→0

1
∥v∥α(v) = 0. Dosazením do rovnosti pro sm¥ro-

vou derivaci dostáváme

dv(g ◦ F)(x) = lim
t→0

1
t

(
dg(F (x))(F (x + tv)− F(x))

+ α(F (x + tv)− F(x)))
= dg(F (x))

(
lim
t→0

1
t

(
F(x + tv)− F(x)

))
+ lim
t→0

1
t

(
α(F (x + tv)− F(x))

)
= dg(F (x)) ◦D1F(x)(v)+ 0,

kde jsme vyuºili vlastnosti funkce α a skute£nosti, ºe lineární zob-
razení mezi kone£n¥rozm¥rnými prostory jsou vºdy spojitá.

Dokázali jsme tedy tvrzení pro jednotlivé funkce g1, . . . , gr
zobrazení G. Celá v¥ta nyní vyplývá z toho, jak se násobí matice.

□

Ilustrujme te¤ vyuºití konceptu transformace a v¥ty o deri-
vaci sloºených zobrazení na jednoduchém p°íklad¥.
Vid¥li jsme, ºe polární sou°adnice vzniknou z kartéz-
ských transformací F : R2 → R2, kterou v sou°ad-
nicích (x, y) a (r, φ) zapí²eme takto (nap°. na de-

�ni£ním oboru v²ech bod· v prvním kvadrantu roviny mimo body
s x = 0)

r =
√
x2 + y2 , φ = arctan

y

x
.

Uvaºme funkci gt : E2 → R, která má v polárních sou°adnicích
vyjád°ení

g(r, φ, t) = sin(r − t).
Taková funkce nám snad dob°e p°ibliºuje vln¥ní povrchu hladiny
po bodovém vzruchu v po£átku v £ase t, viz obrázek s hodnotou
t = −π/2. Zatímco v polárních sou°adnicích bylo snadné ji zadat,
v kartézských bychom asi tápali.
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známe. Není tudíº obtíºné stanovit body, ve kterých nastávají globální

extrémy. Jde o krajní body [0, 0], [0, 3]. Podobn¥ m·ºeme uvaºovat

y = 0, x ∈ [0, 3], p°i£emº také obdrºíme jenom krajní body [0, 0],
[3, 0]. Zbývá úse£ka y = −x + 3, x ∈ [0, 3], pro niº po úprav¥ dostá-
váme

f (x, y) = f (x,−x + 3) = −5x2 + 18x − 19, x ∈ [0, 3].

Pot°ebuje tedy najít stacionární body polynomup(x) = −5x2+18x−
19 z intervalu [0, 3]. Rovnici p′(x) = 0, tj. −10x + 18 = 0, pak vy-

hovuje x = 9/5. To znamená, ºe v posledním p°ípad¥ jsme (krom¥ jiº

zahrnutých krajních bod·) získali je²t¥ jeden bod [9/5, 6/5], ve kterém
m·ºe být globální extrém. Celkem máme tyto �podez°elé� body

[1, 1], [0, 0], [0, 3], [3, 0],
[ 9

5 ,
6
5

]
po °ad¥ s funk£ními hodnotami

−4, −1, −19, −10, − 14
5 .

Vidíme, ºe nejv¥t²í hodnoty −1 nabývá funkce f v bod¥ [0, 0]
a nejmen²í hodnoty −19 pak v bod¥ [0, 3]. □

8.50. Rozhodn¥te, zda funkce f : R3 → R, f (x, y, z) = y2 z

nabývá extrém· na úse£ce dané rovnicemi 2x + y + z = 1,
x − y + 2z = 0 a omezením x ∈ [−1, 2]. Pokud ano, tak tyto

extrémy nalezn¥te a ur£ete, o jaké extrémy se jedná. V²echna svoje

rozhodnutí zd·vodn¥te.

�e²ení. Hledáme extrémy spojité funkce na kompaktní mnoºin¥,

funkce tedy bude nabývat na dané mnoºin¥ jak svého minima tak ma-

xima a to bu¤ v bodech, kde je gradient zkoumané funkce lineární

kombinací gradient· funkcí zadávající vazební podmínky, nebo v kraj-

ních bodech úse£ky. Najd¥me body spl¬ující podmínku s gradienty:

0 = 2k + l,
2yz = k − l,
y2 = k + 2l,

2x + y + z = 1,

x − y + 2z = 0,

která má °e²ení [x, y, z] = [ 2
3 , 0,− 1

3 ] a [x, y, z] = [ 4
9 ,

2
9 ,− 1

9 ]
(prom¥nné k a l m·ºeme samoz°ejm¥ dopo£ítat také, ale nezajímají

nás). Krajní body dané úse£ky jsou [−1, 5
3 ,

4
3 ] a [2,− 4

3 ,− 5
3 ]. Z t¥chto

£ty° bod· nabývá funkce nejv¥t²í hodnoty v prvním z krajních bod·

(f (x, y, z) = 100
27 ), tam tedy nabývá maxima na dané úse£ce a

nejmen²í hodnoty v druhém z krajních bod· (f (x, y, z) = − 80
27 ), tam

tedy nabývá svého minima na dané úse£ce. □
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Spo£t¥me nyní derivaci této funkce v kartézských sou°adni-
cích. Pouºitím na²í v¥ty dostaneme

∂g

∂x
(x, y, t) = ∂g

∂r
(r, φ)

∂r

∂x
(x, y)+ ∂g

∂φ
(r, φ)

∂φ

∂x
(x, y)

= cos(
√
x2 + y2 − t) x√

x2 + y2
+ 0

a podobn¥

∂g

∂y
(x, y, t) = ∂g

∂r
(r, φ)

∂r

∂y
(x, y)+ ∂g

∂φ
(r, φ)

∂φ

∂y
(x, y)

= cos(
√
x2 + y2 − t) y√

x2 + y2
.

8.17. V¥ta o inverzním zobrazení. U funkcí jedné prom¥nné
rozhodovala nenulovost první derivace o tom, je-li
funkce rostoucí £i klesající. Pak takovou musela být i
na n¥jakém okolí zvoleného bodu, a tudíº tam existo-
vala i inverzní funkce. Její derivace pak byla p°evrá-

cenou hodnotou derivace funkce p·vodní.
Kdyº tuto situaci interpretujeme z pohledu zobrazení E1 →

E1 a lineárních zobrazeníR→ R coby jejich diferenciál·, je nenu-
lovost nutnou a dostate£nou podmínkou k invertibilit¥ p°íslu²ného
diferenciálu. Takto obdrºíme tvrzení platné pro kone£n¥rozm¥rné
prostory obecn¥:

V¥ta o inverzním zobrazení

V¥ta. Nech´ F : En → En je diferencovatelné zobrazení na n¥ja-
kém okolí bodu x0 ∈ En a nech´ je Jacobiho matice D1f (x0) in-
vertibilní. Pak na n¥jakém okolí bodu x0 existuje inverzní zobra-
zení F−1 a jeho diferenciál v bod¥ F(x0) je inverzním zobrazením
k diferenciálu D1F(x0), tzn. je zadán inverzní maticí k Jacobiho
matici zobrazení F v bod¥ x0.

D·kaz. Nejd°íve si zkusme ov¥°it, ºe tvrzení je rozumné a
o£ekávatelné. Pokud bychom p°edpokládali, ºe inverzní zobrazení
existuje a je diferencovatelné v bod¥F(x0), v¥ta o derivování sloºe-
ných funkcí si vynucuje vztah

idRn = D1(F−1 ◦ F)(x0) = D1(F−1) ◦D1F(x0),

coº ov¥°uje vztah v záv¥ru v¥ty. Víme proto od za£átku, jaký dife-
renciál pro F−1 hledat.

V dal²ím kroku p°edpokládejme, ºe inverzní zobrazení F−1

na okolí bodu F(x0) existuje a je spojité. Budeme
v této situaci ov¥°ovat existenci diferenciálu. Z dife-
rencovatelnosti F na okolí x0 vyplývá, ºe

F(x)− F(x0)−D1F(x0)(x − x0) = α(x − x0)
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8.51. Najd¥te maximální a minimální hodnotu polynomu

p(x, y) = 4x3 − 3x − 4y3 + 9y

na mnoºin¥

M = {[x, y] ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1
}
.

�e²ení. Také v tomto p°íkladu máme zadán polynom na kompaktní

mnoºin¥, a proto se omezíme na hledání stacionárních bod· uvnit° £i

na hraniciM a �krajních� bod· na hraniciM. Jako °e²ení rovnic

px(x, y) = 12x2 − 3 = 0, py(x, y) = −12y2 + 9 = 0

v²ak dostáváme pouze body[
1
2 ,

√
3

2

]
,

[
1
2 ,−

√
3

2

]
,

[
− 1

2 ,
√

3
2

]
,

[
− 1

2 ,−
√

3
2

]
,

které se nacházejí na hranici M. To znamená, ºe p nemá uvnit° M

ºádný extrém. Sta£í tak najít maximum a minimum p na jednotkové

kruºnici k : x2 + y2 = 1. Kruºnici k vyjád°íme parametricky jako

x = cos t, y = sin t, t ∈ [−π, π ].

Od hledání extrém· p naM tak p°echázíme k hledání extrém· funkce

f (t) := p(cos t, sin t) = 4 cos3 t − 3 cos t − 4 sin3 t + 9 sin t

na intervalu [−π, π ]. Pro t ∈ [−π, π ] platí

f ′(t) = −12 cos2 t sin t + 3 sin t − 12 sin2 t cos t + 9 cos t,

Abychom mohli ur£it stacionární body, musíme funkci f ′ vyjád°it ve
tvaru, ze kterého bude moºné vypo£ítat, kde její graf protíná osu x.

Pouºijeme k tomu identitu

1
cos2 t
= 1+ tg2 t,

která platí v²ude, kde mají ob¥ strany smysl. S její pomocí dostáváme

f ′(t) = cos3 t
[−12tg t + 3

(
tg t + tg3 t

) − 12tg2 t + 9
(
1+ tg2t

)]
pro t ∈ [−π, π ] taková, ºe je cos t ̸= 0. Toto omezení ov²em ne-

vylou£í ºádné stacionární body, protoºe sin t ̸= 0, je-li cos t = 0.
Stacionárními body f jsou tak body t ∈ [−π, π ], pro které je

−4 tg t + tg t + tg3 t − 4 tg2 t + 3+ 3 tg2 t = 0.

Substitucí s = tg t obdrºíme

s3 − s2 − 3s + 3 = 0, tj. (s − 1)
(
s −√3

) (
s +√3

)
= 0.

Hodnotám

s = 1, s = √3, s = −√3

odpovídá postupn¥

t ∈ {− 3
4 π,

1
4 π}, t ∈ {− 2

3 π,
1
3 π}, t ∈ {− 1

3 π,
2
3 π}.

Nyní vy£íslíme funkci f ve v²ech t¥chto bodech a také v krajních bo-

dech t = −π , t = π . P°i se°azení podle velikosti je
f
(− 1

3 π
) = −1− 3

√
3 < f

(− 3
4 π
) = −3

√
2 < f

(− 2
3 π
) =

1− 3
√

3 < −1,
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se zobrazením α : Rn → Rn spl¬ující limv→0
1

∥v∥α(v) = 0. Pro
ov¥°ení aproxima£ní vlastnosti lineárního zobrazení (D1F(x0))

−1

je t°eba pouze spo£íst následující limitu pro y = F(x) jdoucí
k y0 = F(x0)

lim
y→y0

1
∥y − y0∥

(
F−1(y)− F−1(y0)− (D1F(x0))

−1(y − y0)
)
.

Dosazením z p°edchozí rovnosti dostáváme

lim
y→y0

1
∥y − y0∥

(
x − x0−

(D1F(x0))
−1(D1F(x0)(x − x0)+ α(x − x0))

)
= lim
y→y0

−1
∥y − y0∥ (D

1F(x0))
−1(α(x − x0))

= (D1F(x0))
−1 lim

y→y0

−1
∥y − y0∥ (α(x − x0)),

kde poslední rovnost vyplývá ze skute£nosti, ºe lineární zobrazení
mezi kone£n¥rozm¥rnými prostory jsou vºdy spojitá a díky inverti-
bilit¥ diferenciálu jeho p°ed°azení limitnímu procesu neovlivní ani
existenci limity. Chceme dokázat, ºe tato limita bude nulová.

V²imn¥me si, ºe jsme zdánliv¥ s d·kazem skoro hotoví. Li-
mita na konci na²eho výrazu je v d·sledku vlastností funkce α nu-
lová, pokud jsou velikosti ∥F(x) − F(x0)∥ v¥t²í neº C∥x − x0∥
pro n¥jakou konstantu C. To je o trochu siln¥j²í vlastnost, neº ºe je
F−1 spojité, v literatu°e se této vlastnosti °íká, ºe je funkce lipschi-
tzovsky spojitá3. Zbývá nám tedy uº �jenom� dokázat existenci
Lipschitzovsky spojitého inverzního zobrazení k zobrazení F .

Pro dal²í úvahy si zjednodu²íme práci p°evedením obecného
p°ípadu na o n¥co jednodu²²í tvrzení. Zejména bez
újmy na obecnosti lze vhodnou volbou kartézských
sou°adnic dosáhnout x0 = 0 ∈ Rn, y0 = F(x0) =
0 ∈ Rn.

Sloºením zobrazení F s jakýmkoliv lineárním zobrazením G

dostaneme op¥t diferencovatelné zobrazení a víme také, jak se
zm¥ní diferenciál. Volbou G(x) = (D1F(0))−1(x) dostáváme
D1(G ◦ F)(0) = idRn . M·ºeme tedy zrovna p°edpokládat

D1F(0) = idRn .

Uvaºme za t¥chto p°edpoklad· zobrazeníK(x) = F(x)− x. Toto
zobrazení je op¥t diferencovatelné a jeho diferenciál v bod¥ 0 je
zjevn¥ nulový.

Pro libovolné spojit¥ diferencovatelné zobrazení K v okolí
po£átku Rn platí díky Taylorovu rozvoji prvního °ádu se zbyt-
kem jednotlivých sou°adných funkcíKi a díky de�nici euklidovské
vzdálenosti odhad

∥K(x)−K(y)∥ ≤ C√n∥x − y∥,
kde C je ohrani£eno maximem v²ech absolutních hodnot parciál-
ních derivací v Jacobiho matici zobrazeníK na sledovaném okolí.4

Protoºe v na²em p°ípad¥ je diferenciál zobrazení K v bod¥
x0 = 0 nulový, m·ºeme volbou dostate£n¥ malého okolí U

3Tento mimo°ádn¥ uºite£ný technický pojem budeme potkávat £asto. Není
p°itom sloºité najít spojité funkce, které lipschityovsky spojité nebudou, nap°.
f (x) = √|x| je spojitá funkce, která ale má v nule nevlastní derivaci a tedy nem·ºe
být lipschitzovská

4Z této úvahy okamºit¥ plyne, ºe funkce, která má spojité parciální derivace
na kompaktní mnoºin¥, je na ní i Lipschitzovsky spojitá.
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f (−π) = f (π) = −1 < 0,

f
( 2

3 π
) = 1+ 3

√
3 > f

( 1
4 π
) = 3

√
2 > f

( 1
3 π
) = −1+ 3

√
3 > 0.

Globální minimum má funkce f tedy v bod¥ t = −π/3 a maximum

v bod¥ t = 2π/3.
Nyní se vra´me k p·vodní funkci p. Ze znalosti hodnot

cos
(− 1

3 π
) = 1

2 , sin
(− 1

3 π
) = −

√
3

2 , cos
( 2

3 π
) = − 1

2 ,

sin
( 2

3 π
) = √

3
2 , nabývá polynom p minimální hodnoty −1 − 3

√
3

(pochopiteln¥ stejné jako f ) v bod¥ [1/2,−√3/2] a maximální

hodnoty 1+ 3
√

3 v bod¥ [−1/2,
√

3/2]. □

8.52. V jakých bodech nabývá funkce

f (x, y) = x2 − 4x + y2

globálních extrém· na mnoºin¥M : | x | + | y | ≤ 1?

�e²ení. Pokud vyjád°íme f ve tvaru

f (x, y) = (x − 2)2 − 4+ y2 ,

je vid¥t, ºe tato funkce má globální maximum a minimum ve stejných

bodech jako funkce

g(x, y) := √(x − 2)2 + y2 , [x, y] ∈ M.
Posunutí funkce ani aplikace rostoucí funkce v = √u pro u ≥ 0 totiº

nem¥ní body, kde nastávají extrémy (pouze zm¥ní hodnotu extrém·).

O funkci g v²ak víme, ºe udává vzdálenost bodu [x, y] od bodu [2, 0].
Nebo´ mnoºinaM je z°ejm¥ £tvercem s vrcholy [1, 0], [0, 1], [−1, 0],
[0,−1], nejblíºe z bod· M k bodu [2, 0] je vrchol [1, 0] a nejvzdá-

len¥j²í je vrchol [−1, 0]. Máme výsledek � minimální hodnotu má f

v bod¥ [1, 0] a maximální v bod¥ [−1, 0]. □

8.53. Spo£ítejte lokální extrémy funkce y = f (x) ur£ené implicitn¥

rovnicí

3x2 +2xy+x = y2 +3y+ 5
4 , [x, y] ∈ R2 ∖

{[
x, x − 3

2

] ; x ∈ R
}
.

�e²ení. V souladu s teoretickou £ástí (viz 8.18) ozna£me

F(x, y) = 3x2 + 2xy + x − y2 − 3y − 5
4 ,

[x, y] ∈ R2 ∖
{[
x, x − 3

2

] ; x ∈ R
}

a vypo£t¥me derivaci

y′ = f ′(x) = −Fx (x,y)

Fy (x,y)
= − 6x+2y+1

2x−2y−3 .

Vidíme, ºe tato derivace existuje spojit¥ na celé zadané mnoºin¥.

Zvlá²t¥ je na této mnoºin¥ implicitn¥ ur£ena funkce f (jmenovatel je

nenulový).

Lokální extrém m·ºe nastat pouze pro x, y, pro která je y′ = 0, tj.
6x+2y+1 = 0. Dosadíme-li y = −3x−1/2 do rovnice F(x, y) = 0,
obdrºíme po úprav¥ −12x2 + 6x = 0 a následn¥

[x, y] = [0,− 1
2

]
, [x, y] = [ 1

2 ,−2
]
.
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po£átku dosáhnout platnosti ohrani£ení

∥K(x)−K(y)∥ ≤ 1
2
∥x − y∥.

Dále dosazením za de�nici K(x) = F(x) − x a pouºitím trojú-
helníkové nerovnosti ∥(u − v) + v∥ ≤ ∥u − v∥ + ∥v∥, tj. také
∥u∥ − ∥v∥ ≤ ∥u− v∥, dostáváme
∥y − x∥ − ∥F(x)− F(y)∥ ≤ ∥F(x)− F(y)+ y − x∥

≤ 1
2
∥y − x∥.

Odtud kone£n¥
1
2
∥x − y∥ ≤ ∥F(x)− F(y)∥.

Tímto odhadem jsme dosáhli opravdu p¥kného pokroku: jsou-
li na na²em malém okolí U po£átku x ̸= y, pak nutn¥ musí být
také F(x) ̸= F(y). Je tedy na²e zobrazení vzájemn¥ jednozna£né.
Pi²me F−1 pro jeho inverzi de�novanou na obrazu U . Pro ni ná²
odhad °íká

∥F−1(x)− F−1(y)∥ ≤ 2∥x − y∥,
je tedy toto zobrazení ur£it¥ nejen spojité ale dokonce Lipschitzov-
sky spojité, tak jak jsme v p°edchozí £ásti d·kazu pot°ebovali.

Zdánliv¥ jsme tedy jiº úpln¥ hotoví (s d·kazem), to ale není
pravda. Abychom skute£n¥ dokon£ili d·kaz, musíme
ukázat, ºe je zobrazení F zúºené na dostate£n¥ malé
okolí nejen vzájemn¥ jednozna£né, ale ºe také zobra-
zuje otev°ené okolí nuly na otev°ené okolí nuly.5

Zvolme si δ tak malé, aby okolí V = Oδ(0) leºelo v U v£etn¥
své hranice a zárove¬ aby Jacobiho matice zobrazení F byla na ce-
lémV invertibilní. To je jist¥ moºné, protoºe determinant je spojité
zobrazení. Ozna£me B hranici mnoºiny V (tj. p°íslu²nou sféru).
Protoºe je B kompaktní a F spojité, má funkce

ρ(x) = ∥F(x)∥
na B maximum i minimum. Ozna£me a = 1

2 minx∈B ρ(x) a uva-
ºujme libovolné y ∈ Oa(0). Samoz°ejm¥ je a > 0. Chceme ukázat,
ºe existuje alespo¬ jedno x ∈ V takové, ºe y = F(x), £ímº bude
celá v¥ta o inverzní funkci dokázána.

Za tímto ú£elem uvaºme funkci (y je ná² pevn¥ zvolený bod)

h(x) = ∥F(x)− y∥2.
Op¥t obraz h(V ) ∪ h(B) musí mít minimum. Ukáºeme nejprve,
ºe toto minimum nem·ºe nastat pro x ∈ B. Platí totiº F(0) = 0,
a proto h(0) = ∥y∥ < a. Zárove¬ podle na²í de�nice a je pro
y ∈ Oa(0) vzdálenost y od F(x) pro x ∈ B alespo¬ a (protoºe
a jsme volili jako polovinu minima z velikosti F(x) na hranici).
Minimum tedy nastává uvnit° V a musí být ve stacionárním bod¥
z funkce h. To ale znamená ºe pro v²echna j = 1, . . . , n platí

∂h

∂xj
(z) =

n∑
i=1

2(fi(z)− yi) ∂fi
∂xj

(z) = 0.

Na tento systém rovnic se m·ºeme dívat jako na systém lineárních
rovnic s prom¥nnými ξi = fi(z)−yi a koe�cienty zadanými dvoj-
násobkem Jacobiho matice D1F(z). Pro kaºdé z ∈ V má takový
systém ov²em pouze jedno °e²ení a to je nulové, protoºe Jacobiho
matice je podle na²eho p°edpokladu invertibilní.

5V literatu°e lze snadno dohledat p°íklady zobrazení, která t°eba spojit¥ a
bijektivn¥ zobrazí úse£ku na £tverec apod.
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Snadno také spo£ítáme

y′′ = (y′ )′ = − (
6+2y′)(2x−2y−3)−(6x+2y+1)

(
2−2y′)

(2x−2y−3)2
.

Dosazením x = 0, y = −1/2, y′ = 0 a x = 1/2, y = −2, y′ = 0
dostaneme

y′′ = − 6(−2)−0
4 > 0 pro [x, y] = [0,− 1

2

]
a

y′′ = − 6(+2)−0
4 < 0 pro [x, y] = [ 1

2 ,−2
]
.

Dokázali jsme tak, ºe implicitn¥ zadaná funkce má v bod¥ x = 0 ostré

lokální minimum a v bod¥ x = 1/2 ostré lokální maximum. □

8.54. Najd¥te lokální extrémy funkce z = f (x, y) zadané na maxi-

mální mnoºin¥ implicitn¥ rovnicí

(8.2) x2 + y2 + z2 − xz− yz+ 2x + 2y + 2z− 2 = 0.

�e²ení. Derivování (∥8.2∥) podle x a y dává
2x + 2zzx − z − xzx − yzx + 2+ 2zx = 0,

2y + 2zzy − xzy − z − yzy + 2+ 2zy = 0.

Odtud vyplývají rovnosti

(8.3)

zx = fx(x, y) = z − 2x − 2
2z− x − y + 2

,

zy = fy(x, y) = z − 2y − 2
2z− x − y + 2

.

V²imn¥me si, ºe parciální derivace jsou spojité v²ude, kde je de�no-

vána funkce f . To implikuje, ºe lokální extrémy mohou být pouze ve

stacionárních bodech. Ve t¥chto bodech pak platí

zx = 0, tj. z − 2x − 2 = 0,

zy = 0, tj. z − 2y − 2 = 0.

Máme dv¥ rovnice, které umoº¬ují vyjád°it x a y v závislosti na z.

Dosazením do (∥8.2∥) potom jiº získáme body

[x, y, z] =
[
−3+√6,−3+√6,−4+ 2

√
6
]
,

[x, y, z] =
[
−3−√6,−3−√6,−4− 2

√
6
]
.

Nyní pot°ebujeme druhé derivace k tomu, abychommohli °íci, zda

jde v p°íslu²ných bodech o lokální extrémy. Derivováním zx v (∥8.3∥)
dostáváme

zxx = fxx(x, y) = (zx−2)(2z−x−y+2)−(z−2x−2)(2zx−1)
(2z−x−y+2)2

,

derivujeme-li podle x, a

zxy = fxy(x, y) = zy (2z−x−y+2)−(z−2x−2)
(
2zy−1

)
(2z−x−y+2)2

,

kdyº derivujeme podle y. D·vodem, pro£ jsme neur£ili také zyy , je

zám¥nné postavení x a y v (∥8.2∥) (pokud zam¥níme x za y, rovnice

se nezm¥ní). Navíc také x-ové a y-ové sou°adnice uvaºovaných bod·
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Tím jsme na²li hledaný bod x = z ∈ V spl¬ující pro v²echna
i = 1, . . . , n rovnost fi(z) = yi , tj. F(z) = y. □
8.18. V¥ta o implicitní funkci. Na²ím dal²ím cílem je vyuºít v¥tu

o inverzním zobrazení pro práci s implicitn¥ de�no-
vanými funkcemi. Pro za£átek uvaºujme diferenco-
vatelnou funkci F(x, y) de�novanou v rovin¥ E2 a

hledejme body (x, y), ve kterých platí F(x, y) = 0.
P°íkladem m·ºe být t°eba obvyklá (implicitní) de�nice

p°ímek a kruºnic:

F(x, y) = ax + by + c = 0,

F (x, y) = (x − s)2 + (y − t)2 − r2 = 0, r > 0.

Zatímco v prvém p°ípad¥ je (p°i b ̸= 0) p°edpisem zadaná funkce

y = f (x) = −a
b
x − c

b

pro v²echna x, ve druhém p°ípad¥ m·ºeme pro libovolný bod
(x0, y0) spl¬ující rovnici kruºnice a takový, ºe y0 ̸= t (to jsou totiº
krajní body kruºnice ve sm¥ru sou°adnice x), najít okolí bodu x0,
na kterém bude bu¤

y = f (x) = t +
√
(x − s)2 − r

nebo
y = f (x) = t −

√
(x − s)2 − r ,

podle toho na kterou p·lkruºnici pat°í bod (x0, y0). P°i na£rtnutí
obrázku je d·vod z°ejmý � nem·ºeme chtít pomocí funkce y =
f (x) postihnout horní i dolní p·lkruºnici zárove¬. Zajímav¥j²í jsou
krajní body intervalu [s − r, s + r]. Ty také vyhovují rovnici kruº-
nice, platí v nich aleFy(s±r, t) = 0, coº vystihuje polohu te£ny ke
kruºnici v t¥chto bodech rovnob¥ºnou s osou y. V t¥chto bodech
skute£n¥ neumíme najít okolí, na n¥mº by kruºnice byla popsána
jako funkce y = f (x).

Navíc umíme i derivaci na²í funkce y = f (x) = t +√
(x − s)2 − r2 , tam kde je de�nována, vyjád°it pomocí parciál-

ních derivací funkce F :

f ′(x) = 1
2

2(x − s)√
(x − s)2 − r2 =

x − s
y − t = −

Fx

Fy
.

Kdyº prohodíme roli prom¥nných x a y a budeme chtít najít
závislost x = f (y) takovou, aby F(f (y), y) = 0, pak v okolí
bod· (s ± r, t) bez problém· usp¥jeme. V²imn¥me si, ºe v t¥chto
bodech je parciální derivace Fx nenulová.

Na²e pozorování tedy (pro pouhé dva p°íklady) °íká: pro
funkci F(x, y) a bod (a, b) ∈ E2 takový, ºe F(a, b) = 0, umíme
jednozna£n¥ najít funkci y = f (x) spl¬ující F(x, f (x)) = 0,
pokud je Fy(a, b) ̸= 0. V takovém p°ípad¥ umíme i vypo£íst
f ′(a) = −Fx(a, b)/Fy(a, b). Dokáºeme, ºe ve skute£nosti toto
tvrzení platí vºdy. Poslední tvrzení o derivaci p°itom je dob°e za-
pamatovatelné (a p°i pe£livém vnímání v¥cí i pochopitelné) z vý-
razu pro diferenciál funkce g(x) = F(x, y(x)) a diferenciál dy =
f ′(x)dx, nebo´

0 = dg = Fxdx + Fydy = (Fx + Fyf ′(x))dx.
Obdobn¥ bychom mohli pracovat s implicitními výrazy

F(x, y, z) = 0, p°i£emº m·ºeme hledat funkci g(x, y) tako-
vou, ºe F(x, y, g(x, y)) = 0. Jako p°íklad uvaºme t°eba funkci
f (x, y) = x2+y2 , jejímº grafem je rota£ní paraboloid s po£átkem
v bod¥ (0, 0). Ten m·ºeme implicitn¥ zadat také rovnicí

0 = F(x, y, z) = z − x2 − y2 .
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jsou stejné, a proto je v t¥chto bodech zxx = zyy . Snadno jiº ve stacio-
nárních bodech vy£íslíme

fxx

(
−3+√6,−3+√6

)
= fyy

(
−3+√6,−3+√6

)
= − 1√

6
,

fxy

(
−3+√6,−3+√6

)
= fyx

(
−3+√6,−3+√6

)
= 0,

fxx

(
−3−√6,−3−√6

)
= fyy

(
−3−√6,−3−√6

)
= 1√

6
,

fxy

(
−3−√6,−3−√6

)
= fyx

(
−3−√6,−3−√6

)
= 0.

P°i zápisu do Hessiánu je

Hf
(
−3+√6,−3+√6

)
=
(− 1√

6
0

0 − 1√
6

)
,

Hf
(
−3−√6,−3−√6

)
=
(

1√
6

0
0 1√

6

)
.

O£ividn¥ první Hessián je negativn¥ a druhý pozitivn¥ de�nitní, coº

znamená, ºe v bod¥
[
−3+√6,−3+√6

]
je ostré lokální maxi-

mum, zatímco v bod¥
[
−3−√6,−3−√6

]
je ostré lokální mini-

mum funkce f . □

8.55. Stanovte ostré lokální extrémy funkce

f (x, y) = 1
x
+ 1

y
, x ̸= 0, y ̸= 0

na mnoºin¥ bod·, které vyhovují rovnici 1
x2 + 1

y2 = 4.

�e²ení. Nebo´ funkce f i funkce zadaná implicitn¥ rovnicí 1
x2 + 1

y2 −
4 = 0 mají z°ejm¥ spojité parciální derivace v²ech °ád· na mnoºin¥

R2 ∖ {[0, 0]}, hledejme stacionární body, tj. hledejme °e²ení rovnic

Lx = 0, Ly = 0 pro

L(x, y, λ) = 1
x
+ 1

y
− λ

(
1
x2 + 1

y2 − 4
)
, x ̸= 0, y ̸= 0.

Takto dostáváme rovnice

− 1
x2 + 2λ

x3 = 0, − 1
y2 + 2λ

y3 = 0,

které vedou na x = 2λ, y = 2λ. Vzhledem k uvaºované mnoºin¥ bod·

podmínka x = y dává stacionární body

(8.4)

[√
2

2
,

√
2

2

]
,

[
−
√

2
2
,−
√

2
2

]
.

Zkoumejme dále druhý diferenciál funkce L. Snadno lze ur£it

Lxx = 2
x3 − 6λ

x4 , Lxy = 0, Lyy = 2
y3 − 6λ

y4 , x ̸= 0, y ̸= 0,

odkud plyne

d2L(x, y) = ( 2
x3 − 6λ

x4

)
dx2 +

(
2
y3 − 6λ

y4

)
dy2 .

Diferencováním vazebné podmínky 1
x2 + 1

y2 = 4 pak dostáváme

− 2
x3 dx − 2

y3 dy = 0, tj. dy2 = y6

x6 dx
2 .

Proto je

d2L(x, y) =
[

2
x3 − 6λ

x4 +
(

2
y3 − 6λ

y4

)
y6

x6

]
dx2 .
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Neº zformulujeme výsledek rovnou pro obecnou situaci,
v²imn¥me si je²t¥, jaké dimenze se mohou/mají v problému
vyskytovat. Pokud bychom pro tuto funkci F cht¥li najít k°ivku
c(x) = (c1(x), c2(x)) v rovin¥ takovou, ºe

F(x, c(x)) = F(x, c1(x), c2(x)) = 0,

pak to jist¥ budeme um¥t (dokonce pro v²echny po£áte£ní pod-
mínky x = a) také, ale výsledek nebude jednozna£ný pro da-
nou po£áte£ní podmínku. Sta£í totiº uváºit libovolnou k°ivku na
rota£ním paraboloidu, jejíº pr·m¥t do první sou°adnice má nenu-
lovou derivaci. Pak povaºujeme x za parametr k°ivky a za c(x)
zvolíme její pr·m¥t do roviny yz.

O£ekáváme tedy, ºe jedna funkce m + 1 prom¥nných za-
dává implicitn¥ nadplochu v Rm+1, kterou chceme
vyjád°it alespo¬ lokáln¥ jako graf jedné funkce v m
prom¥nných. Lze o£ekávat, ºe n funkcí v m + n

prom¥nných bude zadávat pr·nik n nadploch v Rm+n,
coº je ve �v¥t²in¥� p°ípad· m�rozm¥rný objekt.

Uvaºujme proto diferencovatelné zobrazení

F = (f1, . . . , fn) : Rm+n→ Rn.

Jacobihomatice tohoto zobrazení budemít n °ádk· am+n sloupc·
a m·ºeme si ji symbolicky zapsat jako

D1F = (D1
xF,D

1
yF)

=


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xm

...
. . .

...
∂fn

∂x1
. . .

∂fn

∂xm

∂f1
∂xm+1

. . .
∂f1
∂xm+n

...
. . .

...
∂fn

∂xm+1
. . .

∂fn

∂xm+n

 ,
kde (x1, . . . , xm+n) ∈ Rm+n zapisujeme jako (x, y) ∈ Rm × Rn,
D1
xF je matice s n °ádky a prvními m sloupci v Jacobiho matici,

zatímcoD1
yF je £tvercová matice °ádu n se zbylými sloupci. Více-

rozm¥rnou analogií k p°edchozí úvaze s nenulovou parciální deri-
vací podle y je poºadavek, aby matice D1

yF byla invertibilní.

V¥ta o implicitním zobrazení

V¥ta. Nech´ F : Rm+n→ Rn je zobrazení t°ídy C1 na otev°eném
okolí bodu (a, b) ∈ Rm × Rn = Rm+n, ve kterém je F(a, b) = 0
a detD1

yF ̸= 0. Potom existuje diferencovatelné zobrazení G :
Rm→ Rn de�nované na n¥jakém okolíU bodu a ∈ Rm s obrazem
G(U), který obsahuje bod b, a takové, ºe F(x,G(x)) = 0 pro
v²echny x ∈ U .

Navíc je Jacobiho matice D1G zobrazení G na okolí bodu a
zadána sou£inem matic

D1G(x) = −(D1
yF)

−1(x,G(x)) ·D1
xF(x,G(x)).

D·kaz. Pro zvý²ení srozumitelnosti uvedeme nap°ed
kompletní d·kaz pro nejjednodu²²í p°ípad rovnice
F(x, y) = 0 s funkcí F dvou prom¥nných. Bude
zdánliv¥ sloºitý, protoºe jej schváln¥ vedeme tak, jak
jej bude moºné pouºít i pro obecné dimenze z v¥ty.

Roz²í°íme funkci F na

F̃ : R2 → R2, (x, y) 7→ (x, F (x, y)).
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Uvaºujeme vlastn¥ jednorozm¥rnou kvadratickou formu, jejíº pozi-

tivní (negativní) de�nitnost ve stacionárním bod¥ znamená, ºe v tomto

bod¥ je minimum (maximum). Uv¥domíme-li si, ºe pro stacionární

body bylo x = 2λ, y = 2λ, pouhým dosazením získáváme

d2L
(√

2
2 ,

√
2

2

)
= −4

√
2 dx2 , d2L

(
−

√
2

2 ,−
√

2
2

)
= 4
√

2 dx2 ,

coº znamená, ºe v bod¥
[√

2/2,
√

2/2
]
má funkce f ostré lokální

maximum a v bod¥
[
−√2/2,−√2/2

]
potom ostré lokální minimum.

Je²t¥ dopl¬me hodnoty

(8.5) f

(√
2

2
,

√
2

2

)
= 2
√

2, f

(
−
√

2
2
,−
√

2
2

)
= −2

√
2.

Nyní si ukáºeme rychlej²í zp·sob, jak jsme mohli dosp¥t k vý-

sledku. Známe (p°íp. snadno ur£íme) druhé parciální derivace funkce

L, tj. její Hessián vzhledem k prom¥nným x a y:

HL (x, y) =
(

2
x3 − 6λ

x4 0
0 2

y3 − 6λ
y4

)
.

Vy£íslením

HL

(√
2

2
,

√
2

2

)
=
(−2
√

2 0
0 −2

√
2

)
,

HL

(
−
√

2
2
,−
√

2
2

)
=
(

2
√

2 0
0 2

√
2

)
pak zjistíme, ºe tato kvadratická forma je pro první stacionární bod

negativn¥ de�nitní (jedná se o ostré lokální maximum) a pozitivn¥ de-

�nitní pro druhý stacionární bod (ostré lokální minimum).

Upozorn¥me na nebezpe£í tohoto �rychlej²ího� p°ístupu, kdy-

bychom obdrºeli inde�nitní formu (matici). V takovém p°ípad¥

bychom nemohli tvrdit, ºe v daném bod¥ extrém nenastává. P°i

neza£len¥ní vazebné podmínky (coº jsme b¥hem výpo£tu d2L pro-

vedli) totiº uvaºujeme obecn¥j²í situaci. Grafem funkce f na zadané

mnoºin¥ je k°ivka, kterou lze zadat jako funkci jedné prom¥nné.

Tomu musí odpovídat jednodimenzionální kvadratická forma. □

8.56. Nalezn¥te globální extrémy funkce

f (x, y) = 1
x
+ 1

y
, x ̸= 0, y ̸= 0

na mnoºin¥ bod·, které vyhovují rovnici 1
x2 + 1

y2 = 4.

�e²ení. Na tomto p°íkladu si ukáºeme, ºe hledání globálních ex-

trém· m·ºe být výrazn¥ snaz²í neº hledání extrém· lokálních (viz

p°ede²lý p°íklad) také tehdy, kdyº jsou uvaºovány hodnoty funkce na

neohrani£ené mnoºin¥. Stejným zp·sobem jako v minulém p°íkladu

bychom ov²em nejprve stanovili stacionární body (∥8.4∥) a hodnoty
(∥8.5∥). Rad¥ji zd·razn¥me, ºe v tomto p°íkladu hledáme extrémy
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Jacobiho matice zobrazení F̃ je

D1F̃ (x, y) =
(

1 0
Fx(x, y) Fy(x, y)

)
.

Z p°edpokladu Fy(a, b) ̸= 0 vyplývá, ºe totéº platí i na n¥jakém
okolí bodu (a, b) a tedy je na tomto okolí funkce F̃ invertibilní
podle v¥ty o inverzním zobrazení. Uvaºme tedy jednozna£n¥ de-
�nované a diferencovatelné inverzní zobrazení F̃−1 na n¥jakém
okolí bodu (a, 0).

Nyní ozna£me π : R2 → R projekci na druhou sou°adnici a
uvaºujme funkci f (x) = π ◦ F̃−1(x, 0). To je dob°e de�novaná a
diferencovatelná funkce. Máme ov¥°it, ºe následující výraz

F(x, f (x)) = F(x, π(F̃−1(x, 0)))

bude na okolí bodu x = a nulový. P°itom z de�nice
F̃ (x, y) = (x, F (x, y)) vyplývá, ºe i její inverze musí mít
tvar F̃−1(x, y) = (x, πF̃−1(x, y)). M·ºeme proto pokra£ovat
v p°edchozím výpo£tu:

F(x, f (x)) = π(F̃ (x, π(F̃−1(x, 0)))) =
= π(F̃ (F̃−1(x, 0))) = π(x, 0) = 0.

Tím máme dokázánu první £ást v¥ty a zbývá spo£íst derivaci
funkce f (x). Tuto derivaci m·ºeme ode£íst op¥t z v¥ty o inverz-
ním zobrazení pomocí matice (D1F̃ )−1.

Následující výsledek je snadné ov¥°it roznásobením matic.
(Spo£íst lze také p°ímo explicitní formulí pro inverzní matici s po-
mocí determinantu a algebraicky adjungovanématice, viz odstavec
2.23)(

1 0
Fx(x, y) Fy(x, y)

)−1

= (Fy(x, y))−1
(
Fy(x, y) 0
−Fx(x, y) 1

)
.

Dle de�nice f (x) = πF̃−1(x, 0) nás z této matice zajímá první
poloºka na druhém °ádku, která je práv¥ Jacobiho maticí D1f .
V na²em jednoduchém p°ípad¥ je to práv¥ poºadovaný skalár
−Fx(x, f (x))/Fy(x, f (x)).

Obecný d·kaz je bezezbytku stejný, není v n¥m pot°eba
zm¥nit ºádný z uvedených vztah· (v²echny poloºky
v nich jen dostanou vektorový smysl), krom¥ posled-
ního výpo£tu derivace funkce f , kde místo jednotli-
vých parciálních derivací budou vystupovat p°íslu²né

£ásti Jacobiho matice D1
xF a D1

yF . Samoz°ejm¥ je p°itom t°eba
místo se skaláry pracovat s vektory a maticemi.

Pro výpo£et Jacobiho matice zobrazení G op¥t pouºijeme
výpo£tu inverzní matice, není ale aº tak vhodné p°ímo vyuºít po-
stupu z odstavce 2.23. Snadn¥j²í je nechat se p°ímo inspirovat
p°ípadem v dimenzi m+ n = 2, ozna£it si matici

(D1F̃−1) =
(

Em 0
D1
xF(x, y) D1

yF(x, y)

)−1

=
(
A B

C D

)
s bloky danými d¥lením na m a n °ádk· i sloupc· (tj. nap°. A má
rozm¥rm×m, zatímcoC je rozm¥ru n×m) a p°ímo spo£íst matice
A, B, C, D z de�ni£ní rovnosti pro inverzi:(

Em 0
D1
xF(x, y) D1

yF(x, y)

)
·
(
A B

C D

)
=
(
Em 0
0 En

)
.
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funkce na nekompaktní mnoºin¥, a tak se nem·ºeme spokojit s pou-

hým vy£íslením funk£ních hodnot ve stacionárních bodech. D·vodem

je, ºe funkce f na uvaºované mnoºin¥ v·bec nemusí maximální ani

minimální hodnoty nabývat � její obor hodnot zdem·ºe být otev°eným

intervalem. Ukaºme si, ºe tomu tak ale není.

Uvaºujme proto | x | ≥ 10 a uv¥domme si, ºe rovnici 1
x2 + 1

y2 = 4
mohou spl¬ovat pouze hodnoty y, pro které je | y | ≥ 1/2. Máme tak

odhady

−2
√

2 < − 1
10 − 2 ≤ f (x, y) ≤ 1

10 + 2 < 2
√

2, je-li | x | ≥ 10.

Sou£asn¥ je (zám¥nou x za y dostaneme stejnou úlohu)

−2
√

2 < − 1
10 − 2 ≤ f (x, y) ≤ 1

10 + 2 < 2
√

2, je-li | y | ≥ 10.

Odtud vidíme, ºe globálních extrém· na uvedené mnoºin¥ musí

funkce f nabývat, a to uvnit° £tverce ABCD s vrcholy v bodech

A = [−10,−10],B = [10,−10],C = [10, 10],D = [−10, 10]. Jako
pr·nik �stokrát zmen²eného� £tverce s vrcholy Ã = [−1/10,−1/10],
B̃ = [1/10,−1/10], C̃ = [1/10, 1/10], D̃ = [−1/10, 1/10] a zadané
mnoºiny potom o£ividn¥ dostaneme prázdnou mnoºinu. Globální ex-

trémy jsou tedy v bodech ve vnit°ku kompaktní mnoºiny ohrani£ené

t¥mito dv¥ma £tverci. Nebo´ je na této mnoºin¥ f spojit¥ diferenco-

vatelná, globální extrémy mohou být jedin¥ ve stacionárních bodech.

Nutn¥ je

fmax = f
(√

2
2 ,

√
2

2

)
= 2
√

2, fmin = f
(
−

√
2

2 ,−
√

2
2

)
= −2

√
2.

□

8.57. Ur£ete maximální a minimální hodnotu, kterých nabývá

funkce f (x, y, z) = xyz na mnoºin¥M vymezené podmínkami

x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 0.

�e²ení. Není obtíºné si uv¥domit, ºe M je kruºnice. V rámci °e²ení

úlohy v²ak posta£uje v¥d¥t, ºe jeM kompaktní, tj. ohrani£ená (první

podmínka je rovnice jednotkové sféry � kulové plochy) a uzav°ená

(mnoºina, která je °e²ením uvedených rovnic, je uzav°ená, nebo´ z plat-

nosti t¥chto rovnic pro v²echny £leny jisté konvergentní posloupnosti

vyplývá jejich platnost pro limitu této posloupnosti). Funkce f i va-

zebné funkce F(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1, G(x, y, z) = x + y + z
mají spojité parciální derivace v²ech °ád· (jsou to polynomy). Jaco-

biho matice vazeb pak je(
Fx(x, y, z) Fy(x, y, z) Fz(x, y, z)

Gx(x, y, z) Gy(x, y, z) Gz(x, y, z)

)
=
(

2x 2y 2z
1 1 1

)
.

Její hodnost je sníºena (men²í neº 2), práv¥ kdyº je vektor (2x, 2y, 2z)
násobkem vektoru (1, 1, 1), coº dává x = y = z a podle druhé ze

zadaných podmínek dále x = y = z = 0. Ov²emmnoºinaM po£átek
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Zjevn¥ odtud plyne A = Em, B = 0, D = (D1
yF)

−1 a kone£n¥

D1
xF +D1

yF · C = 0. Z poslední rovnosti pak dostáváme poºado-
vaný vztah

D1G = C = −(D1
yF)

−1 ·D1
xF.

Tím je v¥ta dokázána. □

8.19. Gradient funkce. Jak jsme vid¥li v minulém odstavci, je-
li F spojit¥ diferencovatelná funkce n prom¥nných,
zadává p°edpis F(x1, . . . , xn) = b s n¥jakou pev-
nou hodnotou b ∈ R podmnoºinu M ⊂ Rn, která
mívá vlastnosti (n−1)�rozm¥rné nadplochy. P°esn¥ji

°e£eno, pokud je vektor parciálních derivací

D1F =
(
∂F

∂x1
, . . . ,

∂F

∂xn

)
nenulový, m·ºeme lokáln¥ mnoºinu M popsat jako graf spojit¥
diferencovatelné funkce v n−1 prom¥nných. Hovo°íme v této sou-
vislosti také o úrov¬ových mnoºináchMb. VektorD1F ∈ Rn se na-
zývá gradient funkce F . V technické a fyzikální literatu°e se £asto
zapisuje také jako gradF , p°ípadn¥ také ∇F .

Protoºe je Mb zadáno pomocí konstantní hodnoty funkce F ,
budou derivace k°ivek leºících vM mít jist¥ tu vlastnost, ºe na nich
bude diferenciál dF vºdy vy£íslen nulov¥ � skute£n¥, pro kaºdou
takovou k°ivku bude F(c(t)) = b a tedy i

d

dt
F (c(t)) = dF(c′(t)) = 0.

Naopak uvaºme obecný vektor v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn a velikost
p°íslu²né sm¥rové derivace

|dvF | =
∣∣∣∣ ∂f∂x1

v1 + · · · + ∂f

∂xn
vn

∣∣∣∣ = cosφ ∥D1F∥∥v∥

kde φ je odchylka vektoru v od gradientu F , viz pojednání o od-
chylkách vektor· a p°ímek ve £tvrté kapitole (de�nice 4.18).

Odtud ov²em vyplývá, ºe nulové jsou práv¥ ty sm¥rové deri-
vace, které jsou kolmé na gradient, zatímco sm¥r zadaný gradien-
tem je práv¥ ten sm¥r, ve kterém funkce F nejrychleji roste.

Protoºe je te£ná rovina k neprázdné úrov¬ové mnoºin¥ Mb

v okolí jejího bodu dána derivacemi k°ivek v ní leºících, budene-
nulový gradientemD1F tzv. normálovým vektorem nadplochyMb.
Zam¥°ení te£né roviny je tedy ortogonálním dopl¬kem gradientu.

Nap°. pro sféru v R3 o polom¥ru r > 0 a st°edu (a, b, c) zada-
nou rovnicí

F(x, y, z) = (x − a)2 + (y − b)2 + (z− c)2 = r2

dostáváme normálové vektory v bod¥ P = (x0, y0, z0) jako nenu-
lový násobek gradientu, tj. násobek pr·vodi£e

D1F = (2(x0 − a), 2(y0 − b), 2(z0 − c)),
a te£né vektory budou práv¥ v²echny vektory kolmé na gradient.
Implicitn¥ proto jde vºdy te£nou rovinu ke sfé°e v bod¥ P popsat
s pomocí gradientu rovnicí

0 = (x0 − a)(x − x0)+ (y0 − b)(y − y0)+ (z0 − c)(z− z0).

To je speciální p°ípad obecné formule:
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neobsahuje. Nic nám tedy nebrání hledat stacionární body pouºitím

metody Lagrangeových multiplikátor·. Pro

L(x, y, z, λ1, λ2) = xyz− λ1
(
x2 + y2 + z2 − 1

)− λ2 (x + y + z)
rovnice Lx = 0, Ly = 0, Lz = 0 po °ad¥ dávají

yz− 2λ1x − λ2 = 0,

xz− 2λ1y − λ2 = 0,

xy − 2λ1z − λ2 = 0.

Ode£tením první rovnice od druhé a od t°etí dostaneme

xz− yz− 2λ1y + 2λ1x = 0,

xy − yz− 2λ1z + 2λ1x = 0,

tj. po úprav¥

(x − y) (z+ 2λ1) = 0,

(x − z) (y + 2λ1) = 0.

Poslední rovnice jsou spln¥ny v t¥chto £ty°ech p°ípadech

x = y, x = z; x = y, y = −2λ1;
z = −2λ1, x = z; z = −2λ1, y = −2λ1,

tedy (zahrnutím podmínky G = 0)

x = y = z = 0; x = y = −2λ1, z = 4λ1;
x = z = −2λ1, y = 4λ1; x = 4λ1, y = z = −2λ1.

S výjimkou prvního p°ípadu (který z°ejm¥ nem·ºe být spln¥n)

za£len¥ním podmínky F = 0 obdrºíme

(4λ1)
2 + (−2λ1)

2 + (−2λ1)
2 = 1, tj. λ1 = ± 1

2
√

6
.

Celkem tak získáváme body[
− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6

]
,

[
− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6

]
,

[
2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6

]
,[

1√
6
, 1√

6
,− 2√

6

]
,

[
1√
6
,− 2√

6
, 1√

6

]
,

[
− 2√

6
, 1√

6
, 1√

6

]
.

Nebudeme ov¥°ovat, zda se jedná o stacionární body. D·leºité je, ºe

v této ²estici jsou zahrnuty v²echny stacionární body.

Hledáme globální maximum a minimum spojité funkce f na kom-

paktní mnoºin¥M. Globální extrémy (o kterých víme, ºe existují) v²ak

mohou být pouze v bodech lokálních extrém· vzhledem kM. Tyto lo-

kální extrémy pak musí být v n¥kterém z uvedených bod·. Proto pouze

vy£íslíme funkci f v t¥chto bodech. Tím zjistíme, ºe hledané maxi-

mum je

f

(
− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6

)
= f

(
− 1√

6
,

2√
6
,− 1√

6

)
=

= f
(

2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6

)
= 1

3
√

6
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Te£ná nadrovina implicitn¥ zadané nadplochy

V¥ta. Pro reálnou funkci F(x1, . . . , xn) v n prom¥nných a bod
P = (a1, . . . , an) v úrov¬ové mnoºin¥Mb = {x ∈ Rn; F(x) = b}
funkce F , v jehoº okolí jeMb grafem funkce (n− 1) prom¥nných,
je implicitní rovnice pro te£nou nadrovinu kMb dána vztahem

0 = ∂F

∂x1
(P ) · (x1 − a1)+ · · · + ∂F

∂xn
(P ) · (xn − an).

D·kaz. Tvrzení je z°ejmé z p°edchozího výkladu. Te£ná
nadrovina totiº musí být (n− 1)�rozm¥rná, její zam¥°ení je proto
zadané jako jádro lineární formy dané gradientem (nulové hodnoty
p°íslu²ného lineárního zobrazení Rn → R zadaného násobení
sloupce sou°adnic °ádkovým vektorem gradF ). Zvolený bod P
p°itom na²í rovnici zjevn¥ vyhovuje. □

8.20. Model osv¥tlení 3D objekt·. Uvaºujme osv¥tlení 3D
objektu, kde známe sm¥r v dopadu sv¥tla na 2D povrch tohoto
objektu, tj. mnoºinu M zadanou implicitn¥ n¥jakou rovnicí
F(x, y, z) = 0. Intenzitu osv¥tlení bodu P ∈ M de�nujme jako
I cosφ, kde φ je úhel mezi normálou kM a vektorem opa£ným ke
sm¥ru toku sv¥tla.. Jak jsme vid¥li, normála je ur£ena gradientem
funkce F . Znaménko na²eho výrazu pak bude ozna£ovat, kterou
stranu plochy osv¥tlujeme.

Uvaºujme nap°. osv¥tlení o intenzit¥ I0 ve sm¥ru vektoru v =
(1, 1,−1) (tj. �²ikmo dol·�) a za objekt zvolme kouli zadanou
rovnicí F(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 ≤ 0. Pro povrchový bod
P = (x, y, z) ∈ M proto dostaneme intenzitu

I (P ) = gradF · v
∥ gradF∥∥v∥I0 = −2x − 2y + 2z

2
√

3
I0.

V²imn¥me si, ºe dle o£ekávání je maximální (plnou) intenzitou I0
osv¥tlen bod P = 1√

3
(−1,−1, 1) na povrchu koule.

8.21. Te£né a normálové prostory. P°ejd¥me nyní s na²imi úva-
hami o te£nách a normálách k obecným dimenzím.
Máme-li zobrazení F : Rm+n → Rn, se sou°ad-
nými funkcemi fi , m·ºeme op¥t uvaºovat n rovnic

pro n+m prom¥nných

fi(x1, . . . , xm+n) = bi, i = 1, . . . , n,

vyjad°ujících rovnost F(x) = b pro vektor b ∈ Rn.
Pak, za podmínek v¥ty o implicitní funkci, je mnoºina v²ech

°e²ení (x1, . . . , xm+n) ∈ Rm+n alespo¬ lokáln¥ grafem zobrazení
G : Rm→ Rn.

Pro pevnou volbu b = (b1, . . . , bn) je samoz°ejm¥ mnoºinou
v²ech °e²ení pr·nik nadplochM(bi, fi) p°íslu²ejících jednotlivým
funkcím fi . Totéº musí platit pro te£né sm¥ry, zatímco normálové
sm¥ry jsou generovány jednotlivými gradienty. Proto je-liD1F Ja-
cobiho matice zobrazení implicitn¥ zadávajícího mnoºinuM s bo-
dem P = (a1, . . . , am+n) ∈ M, v jehoº okolí jeM grafem zobra-
zení,

D1F =


∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xm+n

...
. . .

...
∂fn

∂x1
. . .

∂fn

∂xm+n

 ,
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a minimum potom

f

(
1√
6
,

1√
6
,− 2√

6

)
= f

(
1√
6
,− 2√

6
,

1√
6

)
=

= f
(
− 2√

6
,

1√
6
,

1√
6

)
= − 1

3
√

6
.

□

8.58. Ur£ete, ve kterých bodech nastávají extrémy funkce f : R3 →
R, f (x, y, z) = x2 + y2 + z2, na rovin¥ x+ y− z = 1 a ur£ete, o jaké

extrémy se jedná.

�e²ení. Snadno sestavíme rovnice rovnice popisující lineární závis-

lost normály k vazební plo²e a gradientu zkoumané funkce:

x = k, y = k z = −k, k ∈ R,

jejichº jediným °e²ením je bod [ 1
3 ,

1
3 ,− 1

3 ]. Navíc si v²imneme, ºe

funkce roste ve sm¥ru (1,-1,0) a tento sm¥r náleºí do vazební roviny.

V získaném bod¥ tedy musí nastávat minimum zkoumané funkce.

Jiné °e²ení. Úlohu p°evedeme na vy²et°ení extrému funkce dvou reál-

ných prom¥nných na R2. Vazební podmínka je totiº lineární a snadno

z ní vyjád°íme z = x + y − 1. Dosazením do zadané funkce pak zís-

káme reálnou funkci dvou prom¥nných: f (x, y) = x2 +y2 + (x+y−
1)2 = 2x2 + 2xy + y2 − 2x − 2y + 1. Poloºením obou parciálních

derivací rovno nule, dostáváme lineární soustavu

4x + 2y − 2 = 0, 4y + 2x − 2 = 0,

jejímº jediným °e²ením je bod [ 1
3 ,

1
3 ]. Protoºe se jedná o kvadratickou

funkci s kladnými koe�cienty u neznámých, je tato na R2 neomezená

a tudíº v získaném bod¥ nastává (globální) minimum. Z úvodního line-

árního vyjád°ení prom¥nné z pak získáme odpovídající bod ve vazební

rovin¥: [ 1
3 ,

1
3 ,− 1

3 ]. □

8.59. Ur£ete body, ve kterých nastávají extrémy funkce x+y : R3 →
R na kruºnici dané rovnicemi x + y + z = 1 a x2 + y2 + z2 = 4.

�e²ení. �Podez°elé� body jsou body, pro které platí

(1, 1, 0) = k · (1, 1, 1)+ l · (x, y, z), k, l ∈ R.

Z°ejm¥ x = y(= 1/l). Dosazením do rovnic kruºnice pak získáme

dvojici °e²ení [
1
3
±
√

22
6
,

1
3
±
√

22
6
,

1
3
∓
√

22
3

]
.

Vzhledem ke kompaktnosti kruºnice sta£í prov¥°it funk£ní hodnoty

v t¥chto dvou bodech. Zji²´ujeme, ºe v prvním bod¥ nastává maximum

a v druhém minimum dané funkce na kruºnici. □
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potom bude a�nní podprostor v Rm+n obsahující práv¥ v²echny
te£ny procházející bodem P dán implicitn¥ rovnicemi:

0 = ∂f1

∂x1
(P ) · (x1 − a1)+ · · · + ∂f1

∂xn
(P ) · (xm+n − am+n)

...

0 = ∂fn

∂x1
(P ) · (x1 − a1)+ · · · + ∂fn

∂xn
(P ) · (xm+n − am+n).

Tento podprostor se nazývá te£ný prostor k (implicitn¥ zadané)m�
rozm¥rné plo²eM v bod¥ P .

Normálový prostor v bod¥ P je a�nní podprostor generovaný
bodem P a gradienty v²ech funkcí f1, . . . , fn v bod¥ P , tj. °ádky
Jacobiho matice D1F .

Jako jednoduchý p°íklad si spo£t¥me te£nu a normálový pro-
stor ke kuºelose£ce v R3. Uvaºujme rovnici kuºelu s vrcholem
v po£átku

0 = f (x, y, z) = z −
√
x2 + y2

a rovinu zadanou

0 = g(x, y, z) = z − 2x + y + 1.

Bod P = (1, 0, 1) pat°í jak kuºelu tak rovin¥ a pr·nik M t¥chto
dvou ploch je k°ivka (namalujte si obrázek). Její te£nou v bod¥ P
bude p°ímka zadaná rovnicemi

0 = − 1

2
√
x2 + y2

2x

∣∣∣∣∣
x=1,y=0

· (x − 1)

− 1

2
√
x2 + y2

2y

∣∣∣∣∣
x=1,y=0

· y + 1 · (z− 1)

= −x + z
0 = −2(x − 1)+ y + (z− 1) = −2x + y + z + 1,

zatímco rovina kolmá k na²í k°ivce bodem P bude parametricky
dána výrazem

(1, 0, 1)+ τ(−1, 0, 1)+ σ(−2, 1, 1)

s parametry τ a σ .

8.22. Vázané extrémy. Nyní se dostáváme k první opravdu váºné
aplikaci diferenciálního po£tu více prom¥nných. Ty-
pickou úlohou optimalizace nebo °ízení je najít ex-
trémy hodnot závisejících na n¥kolika (ale kone£n¥
mnoha) parametrech, ov²em za n¥jakých dal²ích pod-

mínek na vzájemné vztahy parametr·.
Velice £asto má °e²ená úloha m+ n parametr·, které jsou vá-

zány n podmínkami. V na²em jazyce diferenciálního po£tu tedy
hledáme extrémy diferencovatelné funkce h na mnoºin¥ bod· M
zadaných implicitn¥ rovnicí F(x1, . . . , xm+n) = 0. K tomu jiº
máme p°ipraveny ú£inné postupy.

Pro kaºdou k°ivku c(t) ⊂ M procházející p°esP = c(0)musí
být h(c(t)) extrémem pro tuto funkci jedné prom¥nné. Proto také
musí být derivace

d

dt
h(c(t))|t=0 = dc′(0)h(P ) = dh(P )(c′(0)) = 0.

To ale znamená, ºe diferenciál funkce h se v bod¥ P nuluje na
v²ech te£ných p°ír·stcích k M v bod¥ P . Tato vlastnost je ekvi-
valentní tvrzení, ºe gradient h leºí v normálovém podprostoru
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8.60. Ur£ete, ve kterých bodech nastávají extrémy funkce f : R3 →
R, f (x, y, z) = x2 +y2 +z2, na rovin¥ 2x+y−z = 1 a ur£ete, o jaké

extrémy se jedná. ⃝
8.61. Ur£ete maximum funkce f : R2 → R, f (x, y) = xy na kruº-

nici o polom¥ru 1 se st°edem v bod¥ [x0, y0] = [0, 1]. ⃝
8.62. Ur£ete, ve kterých bodech nastává minimum funkce f : R2 →
R, f = xy na kruºnici o polom¥ru 1 se st°edem v bod¥ [x0, y0] =
[2, 0]. ⃝
8.63. Ur£ete, ve kterých bodech nastává minimum funkce f : R2 →
R, f = xy na kruºnici o polom¥ru 1 se st°edem v bod¥ [x0, y0] =
[2, 0]. ⃝
8.64. Ur£ete, ve kterých bodech nastává minimum funkce f : R2 →
R, f = xy na elipse x2 + 3y2 = 1. ⃝
8.65. Ur£ete, ve kterých bodech nastává minimum funkce f : R2 →
R, f = x2y na kruºnici o polom¥ru jedna se st°edem v bod¥ [x0, y0] =
[0, 0]. ⃝
8.66. Ur£ete maximum funkce f : R2 → R, f (x, y) = x3y na kruº-

nici x2 + y2 = 1. ⃝
8.67. Ur£ete maximum funkce f : R2 → R, f (x, y) = xy na elipse

2x2 + 3y2 = 1. ⃝
8.68. Ur£ete maximum funkce f : R2 → R, f (x, y) = xy na elipse

x2 + 2y2 = 1. ⃝

H. Objemy, povrchy, t¥ºi²t¥ t¥les

8.69. Ur£ete objem t¥lesa leºícího v polorovin¥ z ≥ 0, ve válci x2 +
y2 ≤ 1 a v polorovin¥

a) z ≤ x,
b) x + y + z ≤ 0.
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(p°esn¥ji v jeho zam¥°ení). Takové body P ∈ M budeme nazývat
stacionární body funkce H vzhledem k vazbám F .

Jak jsme vid¥li v minulém odstavci, normálový pro-
stor k na²í mnoºin¥ M je generován °ádky Jacobiho matice
zobrazení F a stacionární body jsou proto ekvivalentn¥
ur£eny následujícím tvrzením (uºíváme zde popis sou°adnic
(x, y) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) ∈ Rm+n):

Metoda Lagrangeových multiplikátor·

V¥ta. Nech´ F = (f1, . . . , fn) : Rm+n → Rn je diferencovatelná
v okolí bodu P , F(P ) = 0. Dále nech´ M je zadána implicitn¥
rovnicíF(x, y) = 0 a hodnost maticeD1F v bod¥P je n. PakP je
stacionárním bodem spojit¥ diferencovatelné funkce h : Rm+n →
R vzhledem k podmínkám F , práv¥ kdyº existují reálné parametry
λ1, . . . , λn takové, ºe

gradh = λ1 grad f1 + · · · + λn grad fn.

V²imn¥me si, ºe metoda Lagrangeových multiplikátor· je al-
goritmická. Podívejme se nejprve na po£ty nezná-
mých a rovnic: gradienty jsou vektory om+n sou°ad-
nicích, tedy poºadavek z v¥ty dává m + n rovnic.

Jako prom¥nné máme jednak sou°adnice x1, . . . , xm+n hledaných
stacionárních bod· P vzhledem k vazbám, ale navíc také n pa-
rametr· λi v hledané lineární kombinaci. Zbývá v²ak poºadavek,
ºe hledaný bod P pat°í implicitn¥ zadané mnoºin¥ M, coº p°ed-
stavuje dal²ích n rovnic. Celkem tedy máme 2n + m rovnic pro
2n + m prom¥nných, a proto lze o£ekávat, ºe °e²ením bude dis-
krétní mnoºina bod· P (tj. kaºdý z nich bude izolovaným bodem).

8.23. Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým
pr·m¥rem. Jako p°íklad praktického pouºití metody Lagrangeo-
vých multiplikátor· dokáºeme nerovnost

1
n
(x1 + · · · + xn) ≥ n

√
x1 · · · xn

pro jakýchkoliv n kladných reálných £ísel x1, . . . , xn, p°i£emº rov-
nost nastane, práv¥ kdyº jsou si v²echna xi rovna.

Uvaºme tedy sou£et x1 + · · · + xn = c jako vazebnou pod-
mínku pro n¥jakou blíºe neur£enou nezápornou konstantu c. Bu-
deme hledat maxima a minima funkce

f (x1, . . . , xn) = n
√
x1 · · · xn

za na²í vazební podmínky a p°edpokladu x1 > 0,. . . , xn > 0.
Normálový vektor k nadrovin¥ de�nované podmínkou je

(1, . . . , 1). Extrém funkce f tedy m·ºe nastat pouze v bodech,
kdy je její gradient násobkem tohoto normálového vektoru. Pro
hledané body tedy dostáváme soustavu rovnic

1
n

1
xi

n
√
x1 · · · xn = λ,

pro i = 1, . . . , n a λ ∈ R.
Tato soustava má zjevn¥ na zkoumané mnoºin¥ jediné °e²ení

x1 = · · · = xn. Pokud bychom uvaºovali i nulové hodnoty xi , byla
by na²e mnoºinaM zadaná omezením kompaktní, a proto by na ní
musela mít funkce f jak maximum, tak minimum. Minimum v²ak
zjevn¥ dosahuje, práv¥ kdyº je n¥která z hodnot xi nulová, v na²em
bod¥ s xi = c

n
, i = 1, . . . , n, nabývá tedy nutn¥ ostrého maxima.
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�e²ení. a) Objem spo£ítáme pohodln¥ s vyuºitím válcových sou°ad-

nic. V nich je válec ur£en nerovnicí r ≤ 1, polorovinu z ≤ x pak

zapí²eme jako z ≤ r cosφ. Celkem dostáváme

V =
∫ 1

0

∫ π
2

− π
2

∫ r cos φ

0
r dz dφ dr = 2

3
.

b) Tuto úlohu p°evedeme na úlohu zcela analogickou £ásti a) po-

mocí rotace kolem osy z o úhel π/4 (a´ uº v kladném £i záporném

smyslu). Aplikací matice rotace

√2/2 −√2/2 0√
2/2

√
2/2 0

0 0 1

 dostáváme

v nových sou°adnicích (x′ , y′ , z′) z nerovnice x+ y+ z ≤ 0 nerovnici√
2x′ + z′ ≤ 0. Nyní jiº snadno zapí²eme integrál udávající objem

zkoumaného t¥lesa:

V = ∫ 1
0

∫ 3π
2

π

2

∫ 0
−√

2r cos φ r dz dφ dr = 2
√

2
3

. Výsledek jsme

mohli z £ásti (a) odvodit bez výpo£tu, pokud bychom si v²imli, ºe

t¥lesa se jsou po rotaci stejná aº na stejnolehlost s koe�cientem
√

2
ve sm¥ru osy y. Viz téº poznámka ∥8.79∥. □

8.70. Ur£ete objem t¥lesa vR3, které je dáno nerovnostmi x2 +y2 +
z2 ≤ 1, 3x2 + 3y2 ≥ z2, x ≥ 0.

�e²ení.

Nejprve si uv¥domme, o jaké t¥leso se jedná. Jde o £ást zadané

koule, která leºí vn¥ daného kuºele (viz obr.).

Objem spo£ítáme asi nejlépe jako rozdíl objemu poloviny koule

a poloviny kulové výse£e dané zadaným kuºelem (v²imn¥me si, ºe

objem t¥lesa se nezm¥ní, nahradíme-li podmínku x ≥ 0 podmínkou

z ≥ 0 � výse£ °eºeme bu¤ �vodorovn¥� nebo �svisle�, ale vºdy nap·l)
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Ve v²ech ostatních bodech s daným sou£tem sou°adnic c je
pak hodnota jejich geometrického pr·m¥ru men²í a nerovnost je
dokázána.

2. Integrování podruhé

Nyní se vrátíme k procesu integrování, který jsme £áste£n¥ po-
psali v druhé £ásti ²esté kapitoly. Nep·jdeme do detail· a budeme
se soust°edit na roz²í°ení tohoto procesu pro veli£iny závislé na
více prom¥nných, p°ípadn¥ závislé na parametrech.

8.24. Integrály závislé na parametrech. Jestliºe integrujeme
(t°eba ve smyslu Riemannova integrálu) podle
jedné prom¥nné x funkci n + 1 prom¥nných
f (x, y1, . . . , yn), potom bude výsledek funkcí

F(y1, . . . , yn) ve zbývajících prom¥nných.
�asto se v praktických úlohách setkáváme s úkolem vy²et°ovat

práv¥ takovou funkci F . Nap°. m·ºeme hledat objem, povrch nebo
obsah t¥lesa závisejícího na parametrech a ur£it t°eba minimální
a maximální hodnoty (i s dodate£nými vazbami). Z první £ásti
této kapitoly víme, ºe pro takové ú£ely máme nástroje opírající se
o parciální derivace funkcí. Ideální by proto jist¥ bylo, kdybychom
mohli operace derivování a integrování prohodit a za chvíli si to
skute£n¥ dokáºeme. Za£neme se studiem spojité závislosti na pa-
rametrech.

V¥ta. Pro spojitou funkci f (x, y1, . . . , yn) de�novanou pro
v²echna x z kone£ného intervalu [a, b] a v²echna (y1, . . . , yn)

z n¥jakého okolí U bodu c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn uvaºujme integrál

F(y1, . . . , yn) =
∫ b

a

f (x, y1, . . . , yn) dx.

Potom je i funkce F(y1 . . . , yn) spojitá na okolí U bodu c.

D·kaz. Pro ov¥°ení prvního tvrzení ve v¥t¥ sta£í vzpome-
nout de�nici Riemannova integrálu a jiº d°íve ov¥°enou
skute£nost, ºe spojitá funkce je na kompaktním mnoºin¥
ve skute£nosti stejnom¥rn¥ spojitá.

Zvolme si tedy okolí W pevn¥ zvoleného bodu y, tak
aby pro v²echny ȳ ∈ W a v²echna x ∈ [a, b] platilo

|f (x, ȳ)− f (x, y)| < ε

pro zvolené malé kladné ε. Riemann·v integrál je pro libovol-
nou spojitou funkci vy£íslen pomocí aproximací kone£nými sou£ty
(ekvivalentn¥ horními, dolními nebo Riemannovými sou£ty s li-
bovolnými reprezentanty ξi , viz odstavec 6.25 v ²esté kapitole).
Kaºdý takový sou£et se ale pro zvolené parametry ȳ a y m·ºeme
snadno odhadnout (nejprve pouºijeme trojúhelníkovou nerovnost
p°i p°echodu absolutní hodnoty do sumy a pak se opíráme o na²i
volbu okolíW )∣∣∣∣k−1∑

i=0

f (ξi, ȳ)(xi+1 − xi)−
k−1∑
i=0

f (ξi, y)(xi+1 − xi)
∣∣∣∣

≤
k−1∑
i=0

∣∣f (ξi, ȳ)− f (ξi, y)∣∣(xi+1 − xi)

< ε(b − a).
Odtud v²ak plyne, ºe i limitní hodnoty F(y) a F(ȳ) se nemohou
li²it o více neº ε(b − a), a jde proto o spojitou funkci. □
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Budeme po£ítat ve sférických sou°adnicích.

x = r cos(φ) sin(ψ),

y = r sin(φ) sin(ψ),

z = r cos(ψ),

φ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [0, π), r ∈ (0,∞).
Tato transformace R3 → R3 má jakobián r2 sin(ψ).
Ur£eme nejprve objem koule. Integra£ní meze: je vhodné si vy-

jád°it podmínky, kterými je t¥leso omezeno v sou°adnicích, ve kterých

budeme po£ítat. Ve sférických sou°adnicích je koule dána nerovnicí

x2 + y2 + z2 = r2 ≤ 1.

Hledejme integra£ní meze nejprve nap°íklad pro prom¥nnou φ.

Ozna£íme-li πφ projekci na sou°adnici φ ve sférických sou°adnicích

(πφ(φ, θ, r) = φ), pak obraz projekce πφ uvaºovaného t¥lesa nám

udává integra£ní meze prom¥nné φ. Víme, ºe πφ(koule) = [0, 2π)
(to víme bu¤ díky na²í prostorové p°edstavivosti, nebo z rovnice koule

r2 ≤ 1, ve které prom¥nná φ nevystupuje a nejsou na ni tedy kladena

ºádná omezení, nabývá tudíº v²ech moºných hodnot).

Máme-li jiº meze jedné z prom¥nných ur£eny, m·ºeme ur£it meze

dal²í z prom¥nných. Tyto jiº mohou záviset na prom¥nných, jejichº

meze jsme jiº ur£ili (v tomto p°ípad¥ tomu tak nebude). Volíme

tedy libovoln¥ φ0 ∈ [0, 2π) a pro toto φ0 (dále jiº pevn¥ zvolené)

ur£íme pr·nik t¥lesa (koule) s plochou φ = φ0 a jeho projekci πψ na

prom¥nnou ψ. Op¥t jako p°i ur£ování mezí pro φ není prom¥nná ψ

nijak omezena (ani nerovnicí r2 ≤ 1, ani rovnicí φ = φ0] m·ºe tak

nabývat v²ech svých hodnot, ψ ∈ [0, π).
Kone£n¥ hledáme pro libovoln¥ (dále ale pevn¥) zvolené φ = φ0

a ψ = ψ0 pr·m¥t πr(U) objektu (úse£ky) U dané omezeními r2 ≤
1, φ = φ0, ψ = ψ0 na prom¥nnou r. Jediným omezením na r je

podmínka r2 ≤ 1, tedy r ∈ (0, 1].
V²imn¥me si, ºe integra£ní meze prom¥nných jsou na sob¥ nezá-

vislé, m·ºeme tedy integrovat v libovolném po°adí. Je tedy

Vkoule =
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ π

0
r2 sin(ψ) dψ dφ dr = 4

3
π.

Vypo£t¥me objem kulové výse£e dané podmínkami x2 + y2 +
z2 ≤ 1 a 3x2 + 3y2 ≥ z2. Op¥t vyjád°eme podmínky ve sférických

sou°adnicích: r2 ≤ 1, 3 sin2(ψ) ≥ cos2(ψ), neboli tan(ψ) ≥ 1√
3
. Op¥t

jako v p°ípad¥ koule vidíme, ºe v podmínkách se vyskytují prom¥nné

nezávisle, integra£ní meze jednotlivých prom¥nných tedy budou na

sob¥ nezávislé. Z podmínky r2 ≤ 1 máme r ∈ (0, 1], z podmínky

tan(ψ) ≥ 1√
3
vyplývá ψ ∈ [0, π6 ]. Na prom¥nnou φ ºádné podmínky

neklademe, je tedy φ ∈ [0, 2π].
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8.25. Integrace funkcí více prom¥nných. U funkcí jedné
prom¥nné jsme motivovali integrování p°edsta-
vou o výpo£tu plochy pod grafem funkce jedné
prom¥nné. Te¤ budeme místo toho uvaºovat objem

£ásti trojrozm¥rného prostoru pod grafem funkce z = f (x, y)

dvou prom¥nných, resp. vícerozm¥rné obdoby. Tehdy jsme vybí-
rali malé intervaly [xi, xi+1] o délce 1xi d¥lících celý interval,
p°es který integrujeme, vybrali jsme jejich reprezentanty ξi a
p°iblíºili p°íslu²nou £ást plochy plo²kou obdélníku s vý²kou
danou hodnotou funkce f (ξi) v tomto reprezentantu. tj. výrazem
f (ξ)1xi .

V p°ípad¥ dvou prom¥nných nyní budeme pracovat s d¥leními
v obou a hodnotami reprezentujícími vý²ku grafu nad jednotlivými
obdélní£ky v rovin¥.

Prvn¥ se ale musíme vypo°ádat s oborem integrace, tj. oblastí
v rovin¥ prom¥nných, nad kterou chceme na²i funkci f integrovat.
P°íkladem m·ºe slouºit funkce z = f (x, y) = √

1− x2 − y2 ,
která pro (x, y) uvnit° jednotkového kruhu má za sv·j graf povrch
jednotkové sféry. Integrováním této funkce na jednotkovém kruhu
tedy dostaneme objem poloviny jednotkové koule.

Nejjednodu²²ím p°ístupem je uvaºovat pouze obory integrace
M, které jsou dány jako sou£iny interval·, tj. jsou zadány rozsa-
hem x ∈ [a, b] a y ∈ [c, d]. Hovo°íme v této souvislosti o více-
rozm¥rném intervalu. Pokud je M jiná ohrani£ená mnoºina v R2,
pracujeme místo ní s dostate£n¥ velikou oblastí [a, b] × [c, d],
ale upravíme na²i funkci tak, ºe f (x, y) = 0 pro v²echny body
mimo M. Pro na²i kouli bychom tedy integrovali na mnoºin¥
M = [−1, 1]× [−1, 1] funkci

f (x, y) =
{√

1− x2 − y2 pro x2 + y2 ≤ 1
0 jinak.

De�nice Riemannova integrálu pak zcela v¥rn¥ sleduje ná²
postup z odstavce 6.24. M·ºeme tak p°itom £init pro libovolný
kone£ný po£et prom¥nných.

Riemann·v integrál

Riemann·v integrál reálné funkce f de�nované na více-
rozm¥rném intervalu I = [a1, b1] × [a2, b2] × . . . × [an, bn]
existuje, jestliºe pro kaºdou volbu posloupnosti d¥lení 4 (d¥líme
vícerozm¥rný interval ve v²ech prom¥nných zárove¬) a reprezen-
tant· jednotlivých krychli£ek ξi1...in , s maximální velikostí mezi
v²emi pouºitými intervaly jdoucí k nule, budou integrální sou£ty

S4,ξ =
∑
i1...in

f (ξi1...in)1xi1...in

(pí²eme zde 1xi1...in pro sou£in v²ech velikostí jednotlivých inter-
val· z d¥lení de�nujících kosti£ku s p°íslu²nými indexy) vºdy kon-
vergovat k hodnot¥

S =
∫
I

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

nezávislé na zvolené posloupnosti d¥lení a reprezentant·. O funkci
f pak °íkáme, ºe je riemannovsky integrovatelná na intervalu I .
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Vvýse£ =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ π
6

0
r2 sinψ dψ dr dφ = 2−√3

3
π,

celkem

V = Vkoule − Vvýse£ =
2
3
π − 2−√3

3
π = π√

3
.

Mohli bychom téº po£ítat objem p°ímo:

V =
∫ π

0

∫ 1

0

∫ 5π
6

π
6

r2 sinψ dψ dr dφ = π√
3
.

Ve válcových sou°adnicích

x = r cos(φ),

y = r sin(φ),

z = z

s jakobiánem této transformace r, vypadá výpo£et objemu jako rozdílu

objemu koule a kulové výse£e následovn¥:

V = 2
3
π −

∫ 2π

0

∫ 1
2

0

∫ 1

0
r dz dr dφ = π√

3
.

V²imn¥me si, ºe ve válcových sou°adnicích nem·ºeme spo£ítat objem

t¥lesa p°ímo, musíme ho rozd¥lit na dv¥ t¥lesa daná navíc omezením

r ≤ 1
2 , resp. r ≥ 1

2 .

V = V1 + V2

=
∫ 2π

0

∫ 1
2

0

∫ √
3r

0
r dz dr dφ +

∫ 2π

0

∫ 1

1
2

∫ √
1−r2

0
r dz dr dφ

= π√
3
.

□
Dal²í alternativou by byl výpo£et objemu jako objemu rota£ního

t¥lesa, op¥t bychom t¥leso rozd¥lili na stejné dv¥ £ásti jako v p°ed-

chozím p°ípad¥ a to na £ást �pod kuºelem� a £ást �pod sférou�. Tyto

£ásti v²ak nejsou p°ímo rota£ními t¥lesy, které dostaneme rotací podle

n¥které z os. Objem první z nich spo£ítáme jako rozdíl objemu válce

x2 + y2 ≤ 1
4 , 0 ≤ z ≤

√
3

2 a £ásti kuºele 3x2 + 3y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤
√

3
2 ,

objem druhé pak jako rozdíl objemu rota£ního t¥lesa vzniklého ro-

tací £ásti oblouku y = √
(1− x2 ), 1

2 ≤ x ≤ 1 kolem osy z a válce

x2 + y2 ≤ 1
4 , 0 ≤ z ≤

√
3

2 .

V = V1 + V2

=
(
π
√

3
8
− π
√

3
24

)
+
(
π

∫ √
3

2

0
(1− r2 ) dr − π

√
3

8

)

= π
√

3
4
+ π

4
√

3
= π√

3
.
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Jako docela jednoduché cvi£ení si podrobn¥ dokaºte, ºe kaº-
dá funkce riemannovsky integrovatelná na intervalu I
musí být na tomto intervalu omezená. Je tomu tak po-
dobn¥ jako v p°ípad¥ jedné prom¥nné proto, ºe kont-
rolujeme normy v de�nici pouºitých d¥lení jen velmi

hrub¥.
Je²t¥ h·°e dopadneme, kdyº se pokusíme integrovat tímto

zp·sobem p°es neomezené intervaly, protoºe na rozdíl od inte-
grál· v jedné prom¥nné neumíme snadno nahradit hledaný výsle-
dek jednozna£n¥ limitou integrál· p°es ohrani£ené oblasti, viz po-
známky v odstavci 8.28 níºe. Budeme proto nyní pro jednoduchost
hovo°it o integraci funkcí p°es Rn pouze pro funkce s kompakt-
ním nosi£em, tj. takové, které jsou identicky nulové vn¥ n¥jakého
uzav°eného a ohrani£eného intervalu I .

Omezenou mnoºinu M ⊂ Rn ozna£ujeme za riemannovsky
m¥°itelnou, jestliºe je její charakteristická funkce, de�novaná

χM(x1, . . . , xn) =
{

1 pro (x1, . . . , xn) ∈ S
0 pro v²echny ostatní body v Rn,

riemannovsky integrovatelná na Rn.
Pro jakoukoliv riemannovsky m¥°itelnou mnoºinuM a funkci

f de�novanou ve v²ech bodechM m·ºeme uvaºovat funkci f̃ =
χM ·f jako funkci de�novanou na celémRn a tato funkce f̃ zjevn¥
má kompaktní nosi£. Riemann·v integrál funkce f na mnoºin¥M
de�nujeme jako∫

M

f dx1 . . . dxn =
∫
Rn

f̃ dx1 . . . dxn,

pokud integrál napravo (ve vý²e uvedeném smyslu) existuje.
Tato de�nice Riemannova integrálu nedává p°ímo rozumný

návod, jak hodnoty integrál· skute£n¥ vypo£íst. Sama ale oka-
mºit¥ vede k základním vlastnostem Riemannova integrálu (srov-
nejte s V¥tou 6.24):

8.26. V¥ta. Mnoºina riemannovsky integrovatelných reálných
funkcí na intervalu I ⊂ Rn je vektorovým prostorem nad reálnými
skaláry a Riemann·v integrál je na n¥m lineární formou.

Pokud je obor integrace S zadán jako disjunktní sjednocení
kone£n¥ mnoha Riemannovsky m¥°itelných obor· Si , je integrál
funkce f p°es S dán sou£tem integrál· p°es obory Si .

D·kaz. V²echny vlastnosti plynou p°ímo z de�nice Rieman-
nova integrálu a vlastností konvergentních posloupností reálných
£ísel, zcela stejn¥ jako v p°ípad¥ jedné prom¥nné. Doporu£ujeme
promyslet samostatn¥ podrobnosti. □

P°epi²me si v¥tu do obvyklých rovností:

Kone£ná aditivita a linearita

První £ást °íká, ºe lineární kombinace (nad skaláry v R) rie-
mannovsky integrovatelných funkcí fi : I → R, i = 1, . . . , k, na
intervalu I je vºdy op¥t riemannovsky integrovatelná a spo£te se
takto:∫
I

(
a1f1(x1, . . . , xn)+ · · · + akfk(x1, . . . , xn)

)
dx1 . . . dxn =

= a1

∫
I

f1(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn + . . .

· · · + ak
∫
I

fk(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.
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8.71. Vypo£t¥te objem kulové úse£e, kterou od°ezává rovina z = 1
z koule x2 + y2 + z2 = 2.

�e²ení. Spo£ítáme integrál v kulových sou°adnicích. Vrchlík si

m·ºeme p°edstavit jako kulovou výse£ bez kuºele (s vrcholem

v bod¥ [0, 0, 0] a kruhovou podstavou z = 1, x2 + y2 = 1). Výse£ je
v t¥chto sou°adnicích sou£inem interval· [0,

√
2]× [0, 2π)× [0, π/4].

Integrujeme tedy v daných mezích a to v libovolném po°adí.

∫ 2π

0

∫ √
2

0

∫ π
4

0
r2 sin(θ) dθ dr dφ = 4

3
(
√

2− 1)π.

Musíme je²t¥ ode£íst objem kuºele. Ten je roven 1
3πR

2V (kde R je

polom¥r podstavy kuºele a V jeho vý²ka, v na²em p°ípad¥ jsou ob¥

hodnoty rovny jedné) tedy celkový objem je

Vvýse£ − Vkuºel =
4
3
(
√

2− 1)− 1
3
π = 1

3
π(4
√

2− 5).

Stejným zp·sobem bychom mohli obecn¥ spo£ítat objem kulové

úse£e o vý²ce v v kouli o polom¥ru R:

V = Vvýse£ − Vkuºel

=
∫ 2π

0

∫ arccos
(

R−v
R

)
0

∫ R

0
r2 sin(θ) dr dθ dφ

−1
3
π(2Rv − v2)(R − v)

= 1
3
πv2(3R − v).

□

8.72. Ur£ete objem £ásti válce x2 + z2 = 16, který leºí uvnit° válce
x2 + y2 = 16.



KAPITOLA 8. SPOJITÉ MODELY S VÍCE PROM�NNÝMI

Druhá £ást pak °íká ºe pro disjunktní riemannovsky m¥°itelné
mnoºiny M1 a M2 a pro funkci f : Rn → R riemannovsky in-
tegrovatelnou na obou t¥chto mnoºinách platí∫

M1∪M2

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=
∫
M1

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn+

+
∫
M2

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

8.27. Násobné integrály. Vzáp¥tí uvidíme, ºe riemannovsky
m¥°itelné mnoºiny zejména zahrnují p°ípady, kdy
lze obor integrace M de�novat pomocí spojité
funk£ní závislosti sou°adnic hrani£ních bod· tak, ºe

pro danou první sou°adnici x umíme zadat dv¥ma funkcemi rozsah
dal²í sou°adnice y ∈ [φ(x), ψ(x)], poté rozsah dal²í sou°adnice
z ∈ [η(x, y), ζ(x, y)] apod. pro v²echny dal²í sou°adnice.

V p°ípad¥ na²í koule z úvodního p°íkladu to skute£n¥
umíme: pro x ∈ [−1, 1] de�nujeme pro y rozsah
y ∈ [−√1− x2 ,

√
1− x2 ]. Objem koule pak m·ºeme bu¤

spo£ítat integrováním vý²e uvedené funkce f nebo m·ºeme
integrovat charakteristickou funkci koule, tj. funkci identicky
rovnou jedné na oblasti S ⊂ R3, která je de�nována je²t¥ dal²ím
ur£ením z ∈ [−√1− x2 − y2 ,

√
1− x2 − y2 ].

Podstatná je p°itom následující v¥ta, která p°evádí výpo£et
Riemannova integrálu na postupný výpo£et n¥kolika integrál·
v jedné prom¥nné (a ostatní prom¥nné jsou p°itom povaºovány
za parametry, které se mohou proto objevovat i v mezích pro in-
tegraci)

Násobné integrály

V¥ta. Nech´ M ⊂ Rn je ohrani£ená mnoºina zadaná jako vý²e
pomocí spojitých funkcí ψi , ηi (kde vºdy ψi ≤ ηi)
M = {(x1, . . . , xn); x1 ∈ [a, b], x2 ∈ [ψ2(x1), η2(x1)], . . . ,

xn ∈ [ψn(x1, . . . , xn−1), ηn(x1, . . . , xn−1)]},
a f je funkce spojitá naM. Pak Riemann·v integrál funkce f p°es
mnoºinuM existuje a je vy£íslen vztahem∫
M

f (x1, x2, . . . , xn) dx1 . . . dxn =
∫ b

a

(∫ η2(x1)

ψ2(x1)
. . .

. . .

(∫ ηn(x1,...,xn−1)

ψn(x1,...,xn−1)
f (x1, x2, . . . , xn) dxn

)
. . . dx2

)
dx1

D·kaz. D·kaz si nejprve provedeme pro dv¥ prom¥nné a pak
uvidíme, ºe pro obecný p°ípad vlastn¥ uº nic nového
vymý²let nebudeme.

Uvaºme interval I = [a, b] × [c, d] obsahu-
jící na²i mnoºinu M = {(x, y); x ∈ [a, b], y ∈

[ψ(x), η(y)]} a d¥lení 4 intervalu I s reprezentanty ξij .
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�e²ení. Integrál vypo£teme v kartézských sou°adnicích. Vzhledem

k symetrii t¥lesa sta£í integrovat p°es první oktant (zam¥níme-li x

za −x, £i y za −y, £i z za −z tak se rovnice t¥lesa nezm¥ní). �ást

t¥lesa leºící v prvním oktantu je dána £ástí prostoru leºícího pod gra-

fem funkce z(x, y) = √16− x2 a nad £tvrtkruhem x2 + y2 ≤ 16,
x ≥ 0, y ≥ 0. Objem celého t¥lesa je tak roven

V = 8
∫ 4

0

∫ √
16−x2

0
4√

16− x2
dy dx = 128. □

Poznámka. V²imn¥me si, ºe pr·m¥t daného t¥lesa je jak do roviny

y = 0, tak do roviny z = 0 kruºnice o polom¥ru 4, a p°esto se nejedná
o kouli.

8.73. Ur£ete objem £ásti prostoru leºící uvnit° válce x2 + y2 = 4 a

ohrani£ené rovinami z = 0 a z = x + y + 2.
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P°íslu²ná integrální suma je

S4,ξ =
∑
i,j

f (ξij )1xij

=
∑
i

(∑
j

f (ξij )1yj

)
1xi,

kde pí²eme 1xij pro sou£in velikostí 1xi a 1xj interval·, které
odpovídají výb¥ru reprezentanta ξij .

P°edpokládejme nyní chvíli, ºe pracujeme pouze s výb¥ry re-
prezentant· takovými, ºe v²echny ξij mají stejnou první sou°ad-
nici xi . Jestliºe pak ponecháme d¥lení intervalu [a, b] a budeme
zjem¬ovat dále pouze d¥lení [c, d], budou se hodnoty vnit°ní sumy
v na²em výrazu blíºit k hodnot¥ integrálu

Si =
∫ η(xi )

φ(xi )

f (xi, y) dy,

který jist¥ existuje, protoºe je funkce f (xi, y) po £ástech spojitá.
Navíc ale tímto zp·sobem získáme spojitou funkci ve volném pa-
rametru xi , viz 8.24. Proto dal²í zjem¬ování d¥lení intervalu [a, b]
povede limitn¥ práv¥ na poºadovaný vztah(∑

i

Si1xi

)
→ S =

∫ b

a

(∫ η(y)

ψ(x)

f (x, y) dy

)
dx.

Zbývá nám je²t¥ se vypo°ádat s obecnými výb¥ry reprezen-
tant· obecných d¥lení 4.

Protoºe ale pracujeme s (po £ástech) spojitou funkcí f na kom-
paktní mnoºin¥, je tam ve skute£nosti stejnom¥rn¥ souvislá. Jest-
liºe tedy vybereme p°edem malé ε > 0, m·ºeme vºdy najít pro
normu d¥lení ohrani£ení δ > 0 tak, ºe odchylka hodnot funkce f
pro obecné volby xij od vý²e pouºitých voleb nebude p°evy²ovat
ε. Proto dopadnou limitní procesy i pro obecné Riemannovy sumy
S4,ξ stejn¥ jako jsme vid¥li vý²e.

Obecný p°ípad nyní m·ºeme dokázat snadno indukcí.
V p°ípad¥ n = 1 je výsledek triviální a vý²e uvedená
argumentace m·ºe být snadno p°evedena v obecný in-
duk£ní krok, jestliºe místo y pí²eme (x2, . . . , xn), místo
x máme x1 a jednotlivé krychli£ky v d¥lení vnímáme jako

(n − 1)-rozm¥rné krychli£ky kartézsky vynásobené posledním
intervalem.

V p°edposledním kroku argumentace pak místo prosté jedno-
rozm¥rné integrace pouºijeme induk£ní p°edpoklad. Záv¥re£ný ar-
gument o stejnom¥rné spojitosti z·stává stejný.

Doporu£ujeme projít podrobn¥ jako cvi£ení. □

V práv¥ dokázané v¥t¥ je v p°ípad¥ vícerozm¥rného inter-
valu I kterékoliv po°adí integrace vyjád°ením oblasti
I v poºadovaném tvaru. Na výsledku integrálu tak
po°adí integrace nem·ºe mít vliv. Platí proto násle-
dující slavná v¥ta:

Fubiniho v¥ta

8.28. D·sledek. Pro vícerozm¥rný interval M = [a1, b1] ×
[a2, b2] × . . . × [an, bn] a spojitou funkci f (x1, . . . , xn) na M je
násobný Riemann·v integrál
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�e²ení. V p°íkladu budeme pouºívat válcových sou°adnic daných

rovnicemi x = r cos(φ), y = r sin(φ), z = z s jakobiánem této

transformace J = r. T¥leso rozd¥líme na dv¥ £ásti leºící nad, re-

spektive pod rovinou z = 0, jejich objemy ozna£íme V1, resp. V2.

Dále si v²imn¥me, ºe £ástí t¥lesa o objemu V1 je i jehlan s vrcholy

[0, 0, 0], [0, 0, 2], [−2, 0, 0], [0,−2, 0]. �ást t¥lesa leºící nad rovinou
z = 0 tedy rozd¥líme je²t¥ na dv¥ £ásti, jejichº objem spo£ítáme zvlá²´.

V1 − Vjehlan =
∫ π

−π/2

(∫ 2

0
[r sinφ + r cosφ + 2]r dr

)
dφ,

= 6π + 16
3
,

Vjehlan =
4
3

Dále

V1 − V2 =
∫ π

−π

∫ 2

0
r2 (sin(φ)+ cos(φ))+ 2r dr dφ = 8π,

tedy V1 + V2 = 4π + 40
3 . □

Poznámka. Ve výpo£tu jsme vyuºili toho, ºe integrováním funkce

dvou prom¥nných p°es n¥jakou oblast v R2, získáme rozdíl objem·

oblastí v R3 ohrani£ených grafem integrované funkce a leºících nad,

resp. pod, danou oblastí v rovin¥ z = 0.

8.74. Ur£ete objem t¥lesa v R3, které je dáno pr·nikem koule x2 +
y2 + z2 = 4 s válcem x2 + y2 = 1.

�e²ení. Vzhledem k symetrii t¥lesa spo£ítáme pouze objem £ásti

t¥lesa leºící v prvním oktantu. Integrujeme ve válcových sou°adnicích
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∫
M

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=
∫ b1

a1

∫ b2

a2

. . .

∫ bn

an

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

nezávislý na po°adí, ve kterém postupn¥ integraci provádíme.

Moºnost zam¥¬ovat po°adí integrace v násobných integrálech
je nesmírn¥ uºite£ná. I my jsme tento výsledek uº d°íve vyuºili p°i
studiu vztahu Fourierových transformací a konvolucí, viz odstavec
7.9.

Na²e odvození Fubiniho v¥ty je op°ené o jednoduché vlast-
nosti Riemannovy integrace a spojitost integrované funkce. Ve
skute£nosti ale Fubini sv·j výsledek odvodil v daleko obecn¥j²ím
kontextu integrace, zatímco námi uvedenou v¥tu b¥ºn¥ pouºívali
matematici jako Cauchy nejmén¥ 100 let p°ed Fubinim.

V²imn¥me si také, ºe u Riemannova integrálu pro funkce více
prom¥nných jsme nezavedli ºádný pojem nevlastního integrálu pro
neomezené funkce. Ov¥°te si, ºe to ani nem·ºe moc rozumn¥ jít
na následujícím p°íkladu dvou násobných integrál·:∫ 1

0

(∫ 1

0

x − y
(x + y)3 dy

)
dx = 1

2
,∫ 1

0

(∫ 1

0

x − y
(x + y)3 dx

)
dy = −1

2
.

Zd·vodn¥ní lze vytu²it uº z vlastností neabsolutn¥ konvergentních
°ad, kdy p°erovnáním po°adí s£ítanc· lze dosáhnout jakéhokoliv
výsledku.

O n¥co lep²í je situace, kdyº po£ítáme Riemann·v integrál
omezené riemannovsky integrovatelné funkce f (x), která nemá
kompaktní nosi£, p°es celé Rn. Za p°edpokladu, ºe existuje univer-
zální odhad ∣∣∣∣ ∫

I

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ C
s konstantouC nezávislou na volb¥ n�rozm¥rného intervalu I , pak
je moºné de�novat∫

Rn

f (x) dx = lim
r→∞

∫
Ir

f (x) dx,

kde Ir = {(x1, . . . , xn); |xj | < r, j = 1, . . . , n} a výsledek
je samoz°ejm¥ ohrani£ený stejnou konstantou C. V tomto p°ípad¥
platí i Fubiniho v¥ta ve tvaru∫

Rn

f (x) dx =
∫ ∞

−∞
. . .

(∫ ∞

−∞
f (x) dx1

)
. . . dxn.

8.29. Poznámky o integraci. Riemann·v integrál se u funkcí
více prom¥nných chová je²t¥ h·°e, neº jsme vid¥li u funk-
cích jedné prom¥nné v kapitole ²esté. Proto byli vyvi-
nuty so�stikovan¥j²í p°ístupy k integraci, které jsou odvo-
zeny od zavedení míry mnoºin. Podívejme se aspo¬ velice

p°ibliºn¥ na tento problém.
�íkáme, ºe je omezená mnoºina M ⊂ Rn riemannovsky

m¥°itelná, jestliºe je její charakteristická funkce χM riemannovsky
integrovatelná na Rn. M·ºeme také uvaºovat striktní analogii dol-
ních a horních Riemannových integrál· z funkcí jedné prom¥nné.
To znamená, ºe budeme v Riemannových sou£tech místo hod-
not funkce v reprezentantech vºdy brát in�mum, resp. supremum,
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daných rovnicemi x = r cos(φ), y = r sin(φ), z = z, s jakobiane-

mOPR dané transformace J = r, a to £ást prostorumezi rovinou z = 0
a grafem funkce z = √4− x2 − y2 = √4− r2 . M·ºeme tedy rovnou

psát dvojný integrál

V = 8
∫ π/2

0

∫ 1

0
r
√

4− r2 dr dφ = 2
3
(8− 3

√
3)π.

□

8.75. Ur£ete objem t¥lesa v R3, které je dáno pr·nikem koule x2 +
y2 + z2 = 2 s paraboloidem z = x2 + y2 .

�e²ení. Pouºijeme op¥t válcových sou°adnic.

V =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ √
2−r2

r2
r dz dr dφ = 4

√
2π

3
− 7π

6
.

□

8.76. Ur£ete objem t¥lesa v R3, které je ohrani£eno eliptickým vál-

cem 4x2 + y2 = 1, rovinami z = 2y a z = 0, leºící nad rovinou

z = 0.
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hodnot p°es dot£ený mnohom¥rný interval. Pro omezené funkce
tak vºdy dostaneme dob°e de�nované hodnoty a jestliºe takto bu-
deme postupovat pro charakteristickou funkcí χM pevn¥ zvolené
mnoºiny M, dostaneme tzv. vnit°ní a vn¥j²í Riemannovu míru
mnoºinyM. Zjevn¥ je vnit°ní míra limitou ploch daných sou£tem
objem· v²ech interval· z na²ich d¥lení zcela uvnit° M. Naopak,
vn¥j²í míra je dána limitou sou£t· objem· v²ech interval· protí-
najícíchM. Z de�nice pak p°ímo vyplývá, ºeM je riemannovsky
m¥°itelná, práv¥ kdyº její horní a dolní míry splývají.6

V²echny mnoºiny, které mají vn¥j²í míru nulovou jsou sa-
moz°ejm¥ riemannovsky m¥°itelné. �íkáme jim mnoºiny míry
nula. Lze ukázat, ºe riemannovsky integrovatelné jsou práv¥ ty
omezené funkce s kompaktním nosi£em, jejichº mnoºina v²ech
bod· nespojitosti má Riemannovu míru nula. Jist¥ bude takto de�-
novaná míra kone£n¥ aditivní, tj. disjunktní sjednocení kone£n¥
mnoha m¥°itelných je m¥°itelná mnoºina a její míra je dána
p°íslu²ným kone£ným sou£tem. Tak jako u jedné prom¥nné ale
neplatí, ºe by spo£etné disjunktní sjednocení m¥°itelných bylo
op¥t m¥°itelné, takºe musíme op¥t o£ekávat problémy s limitními
p°echody, tak jak jsme je vid¥li v p°ípad¥ jedné prom¥nné.

Jestliºe se omezíme na vektorový prostor Sc(Rn) v²ech spo-
jitých funkcí s kompaktním nosi£em, m·ºeme postupovat zcela
stejn¥ jako v kapitole sedmé a de�novat pro funkce f ∈ Sc(Rn)
jejich normy

∥f ∥p =
(∫

Rn

|f (x1, . . . , xn)|p dx1 . . . dxn

)1/p

pro v²echny hodnoty 1 ≤ p <∞. Ov¥°ení vlastností normy s vyu-
ºitím Hölderovy a Minkowského nerovnosti p°itom bude díky de�-
nici Riemannova integrálu pomocí rozd¥lení op¥t zcela stejné jako
u funkcí jedné prom¥nné.

Dostáváme tak metrické prostory Lp. Jak víme z obecné te-
orie, jejich zúpln¥ní existuje (a p°itom jednozna£n¥, aº na izome-
trie) a lze ukázat, ºe p·jde op¥t o prostory funkcí. Navíc lze vy-
budovat obecn¥j²í teorii integrování tak, aby byly normy na t¥chto
zúpln¥ných prostorech dány stejnými vztahy jako vý²e. Do t¥chto
oblastí matematické analýzy se jiº zde nebudeme pou²t¥t.

8.30. Derivace podle parametr·. Kone£n¥ se te¤ m·ºeme
snadno vypo°ádat se slíbenou závislostí integrál· na
parametrech. Následující výsledek má £etná vyuºití.
Nap°. jej m·ºeme ocenit p°i zkoumání integrálních

transformací, kterým jsme se v¥novali v druhé £ásti p°edchozí
kapitoly sedmé.

Také na²e p°edchozí výsledky o extrémech funkcí více
prom¥nných nyní mají p°ímé pouºití nap°. pro minimalizaci
ploch nebo objem· objekt· zadanými funkcemi v závislosti na
parametrech.

Derivace podle parametru

V¥ta. Pro spojitou funkci f (x, y1, . . . , yn) de�novanou pro
v²echna x z kone£ného intervalu [a, b] a pro v²echna (y1, . . . , yn)

z n¥jakého okolí U bodu c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn uvaºujme integrál

F(y1, . . . , yn) =
∫ b

a

f (x, y1, . . . , yn) dx.

6Uveden0 konstrukci kone£n¥ aditivní míry na Rn se také °íká Jordanova
míra.
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�e²ení. Vzhledem k symetrii úlohy bude výhodné zavést sou°adnice

x = 1
2r cos(φ), y = r cos(φ), z = z, s jakobiánem p°íslu²né transfor-

mace J = 1
2r. Eliptický válec má v t¥chto sou°adnicích rovnici r2 = 1.

Hledaný objem je pak

V =
∫ π

0

∫ 1

0
r sin(φ)

1
2
r dr dφ

=
∫ π

0

∫ 1

0
r2 sin(φ) dr dφ =

∫ π

0

1
3

sin(φ) dφ = 2
3
.

□

8.77. Ur£ete objem t¥lesa v R3, které je ohrani£eno paraboloidem

2x2 + y2 = z a rovinou z = 2.

�e²ení. Obdobn¥ jako v p°edchozí úloze volíme �speciální� sou°ad-

nice respektující symetrii úlohy: x = 1√
2
r cos(φ), y = r sin(φ), z = z

s jakobiánem J = 1√
2
r. Rovnice paraboloidu je v t¥chto sou°adnicích

z = r2 a pro objem t¥lesa m·ºeme psát

V = 4
∫ π/2

0

∫ √
2

0

∫ 2

r2

1√
2
r dz dr dφ

= 2
√

2
∫ π/2

0

∫ √
2

0
2r − r3 dr dφ = 2

√
2
∫ π/2

0
dφ

= √
2π.

□

8.78. Vypo£t¥te objem elipsoidu x2 + 2y2 + 3z2 = 1.

�e²ení. Uváºíme sou°adnice

x = r cos(φ) sin(θ),
y = 1√

2
r sin(φ) sin(θ),

z = 1√
3
r cos(θ).
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Jestliºe existuje spojitá parciální derivace ∂f
∂yj

na okolí bodu c, po-

tom existuje i ∂F
∂yj
(c) a platí

∂F

∂yj
(c) =

∫ b

a

∂f

∂yj
(x, c1, . . . , cn) dx.

D·kaz. Díky uvaºované spojitosti v²ech funkcí m·ºeme
snadno vyuºít na²e znalosti o primitivních funkcích
z integrace v jedné prom¥nné a výsledek bude
jednoduchým d·sledkem Fubiniho v¥ty. Protoºe
v²echny ostatní parametry yj hrají v na²ich úvahách

jen pasivní roli konstantního parametru, m·ºeme rovnou bez újmy
na obecnosti p°edpokládat, ºe v na²em tvrzení vystupuje jediný
parametr y.

Ozna£me si

G(y) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx, F (y) =

∫ b

a

f (x, y) dx

a spo£t¥me s pomocí Fubiniho v¥ty primitivní funkci

H(y) =
∫ y

y0

G(s) ds =
∫ y

y0

(∫ b

a

∂f

∂s
(x, s) dx

)
ds =

=
∫ b

a

(∫ y

y0

∂f

∂s
(x, s) ds

)
dx = F(y)− F(y0).

Kone£n¥, derivací podle y dostáváme

G(y) = ∂H

∂y
(y) = ∂F

∂y
(y),

coº jsme cht¥li dokázat. □

8.31. Zm¥na sou°adnic p°i integraci. P°i výpo£tu integrál·
funkcí jedné prom¥nné jsme pouºívali transformace
sou°adnic jako mimo°ádn¥ silný nástroj. V p°ípad¥
integrál· funkcí více prom¥nných je to velice
podobné.

P°ipome¬me nejd°íve (s vhodnou interpretací pro následné zo-
becn¥ní), jak je to s transformacemi pro jednu prom¥nnou. Inte-
grovaný výraz f (x) dx vyjad°uje plochu obdélní£ku ur£eného (li-
nearizovaným) p°ír·stkem prom¥nné x a hodnotou f (x). Pokud
prom¥nnou transformujeme vztahem x = u(t), vyjad°uje se i li-
nearizovaný p°ír·stek jako

dx = du

dt
dt,

a proto i p°íslu²ný p°ísp¥vek pro integrál je vyjád°en jako

f (u(t))
du

dt
dt,

p°i£emº bu¤ p°edpokládáme, ºe znaménko derivace u′(t) je
kladné, nebo dojde k obrácení mezí integrálu, takºe ve výsledku
se znaménko neprojeví.

Intuitivn¥ je postup v n prom¥nných docela podobný,
pouze musíme pouºít znalostí z lineární algebry o objemu
rovnob¥ºnost¥n·.

V Riemannových sou£tech pouºíváme pro Riemannovy
integrály p°iblíºení, které vezme objem (plochu) malého více-
rozm¥rného intervalu a vynásobí ji hodnotou funkce v reprezentu-
jícím bod¥. Pokud pouºijeme transformaci sou°adnic, dostaneme
nejen hodnotu funkce v reprezentujícím bod¥ v novém sou°adném
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Odpovídající jakobián je pak 1√
6
r2 sin(θ), objem je tedy

V =
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

1√
6
r2 sin(θ) dr dθ dφ = 4

3
√

6
π.

□

8.79. Poznámka. Poznamenejme, ºe p°i lineárních (a a�nních)

zm¥nách sou°adnic �deformujeme� prostor �rovnom¥rn¥�, tj. stejn¥

ve v²ech jeho £ástech. Objem libovolného t¥lesa se tedy m¥ní

o konstantní násobek odpovídající zm¥n¥ objemu in�nitesimálního

objemového elementu, coº je jakobián. Jestliºe tedy uº povaºujeme

za známý objem koule daného polom¥ru r, v tomto p°ípad¥ r = 1,
m·ºeme rovnou psát pro objem elipsoidu V = 1√

6
· 4

3π = 4
3
√

6
π .

8.80. Vypo£t¥te objem t¥lesa omezeného paraboloidem 2x2+5y2 =
z a rovinou z = 1.

�e²ení. Volíme sou°adnice

x = 1√
2
r cos(φ),

y = 1√
5
r sin(φ),

z = z.

Determinant jakobiánu je r√
10
, objem je tedy

V =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r2

r√
10

dz dr dφ = π

2
√

10
.

□

8.81. Ur£ete objem t¥lesa leºícího v prvním oktantu a ohrani£eném

plochami y2 + z2 = 9 a y2 = 3x.

�e²ení. Ve válcových sou°adnicích

V =
∫ π/2

0

∫ 3

0

∫ r2
3 cos2(φ)

0
r dx dr dφ = 27

16
π.

□

8.82. Ur£ete objem t¥lesa v R3, které je ohrani£eno £ástí kuºele

2x2 + y2 = (z− 2)2, z ≥ 2 a paraboloidem 2x2 + y2 = 8− z.
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vyjád°ení, ale musíme také vést v patrnosti zm¥nu plochy nebo
objemu p°íslu²ného malého vícerozm¥rného intervalu. Op¥t tu
p·jde o lineární p°iblíºení zm¥ny a tu máme dob°e zvládnutou �
jde p°eci o p·sobení lineárního p°iblíºení pouºité transformace,
tj. akci Jacobiho matice, viz 8.14. Zm¥na objemu je p°itom dána
(v absolutní hodnot¥) pomocí determinantu z této matice (viz na²e
úvahy na toto téma v lineární algeb°e, zejména 4.22).

Transformace sou°adnic

V¥ta. Nech´ G(t1, . . . , tn) : Rn → Rn, (x1, . . . , xn) =
G(t1, . . . , tn), je spojit¥ diferencovatelné invertibilní zobrazení,
N = G(M) a M jsou riemannovsky m¥°itelné mnoºiny a
f : M → R je spojitá funkce. Potom platí∫

M

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn =

=
∫
N

f (G(t1, . . . , tn))
∣∣det(D1G(t1, . . . , tn))

∣∣ dt1 . . . dtn.

D·kaz. Protoºe pracujeme se spojitou funkcí f a diferen-
covatelnou zm¥nou sou°adnic, zjevn¥ existují inte-
grály na obou stranách dokazované rovnosti. Pot°ebu-
jeme tedy pouze dokázat, ºe se jejich hodnoty budou
skute£n¥ rovnat.

Ozna£me si na²i sloºenou funkci

g(t1, . . . , tn) = f (G(t1, . . . , tn)),
zvolme si dostate£n¥ velký n�rozm¥rný interval I obsahující N a
jeho d¥lení4. Celý d·kaz je jen p°esn¥j²ím zápisem vý²e uvedené
úvahy.

Nejprve si v²imn¥me dvou v¥cí: jednak jsou obrazem hra-
nic na²ich interval· Ii1...in diferencovatelné objekty (st¥ny, hrany
apod.), proto budou obrazy Ji1...in = G(Ii1...in) t¥chto interval·
op¥t riemannovsky m¥°itelné mnoºiny. Pro kaºdý jednotlivý dí-
lek Ii1...in na²eho d¥lení 4 proto existuje integrál jakékoliv spojité
funkce p°es mnoºiny Ji1...in .

Dále nás bude zajímat �linearizovaný� obraz intervalu Ii1...in
v zobrazeníG. Ten dostaneme tak, ºe si zvolíme pevn¥ st°ed ti1...in
intervalu Ii1...in , tento st°ed zobrazíme na st°ed G(ti1...in) uvaºova-
ného obrazu a k samotnému zobrazení pouºijeme linearizaciD1G

(tj. Jacobiho matici) zobrazeníG ve st°edu ti1...in . Jde tedy o obraz
Ri1...in intervalu Ii1...in zadaný a�nním zobrazením takto:

Ri1...in = G(ti1...in)+D1G(ti1...in)(Ii1...in − ti1...in).
V²imn¥me si, ºe ode£tením st°edu ti1...in od intervalu Ii1...in dostá-
váme interval se st°edem v po£átku sou°adnic, jeho obrazem v line-
árním zobrazení bude n�rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n op¥t se st°edem
v po£átku a ten kone£n¥ posouváme do vybraného st°edu, viz ob-
rázek.

Objem tohoto rovnob¥ºnost¥nu nezávisí na volb¥ jeho st°edu
a je roven

volRi1...in = | detG(ti1...in)| vol Ii1...in ,

viz odstavec 4.22 na stran¥ 206
Jestliºe bude na²e d¥lení hodn¥ jemné, bude se tento objem

hodn¥ málo li²it od objemu obrazu Ji1,...in . P°esn¥ji °e£eno, díky
stejnom¥rné spojitosti zobrazeníG, m·ºeme pro kaºdémalé ε > 0
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�e²ení. Zjistíme nejprve pr·nik zadaných ploch:

(z− 2)2 = −z+ 8, z ≥ 2,

tedy z = 4 a dostáváme rovnici pr·niku daných ploch 2x2 + y = 4.
Substitucí x = 1√

2
r cos(φ), y = r sin(φ), z = z p°evedeme dané plo-

chy na tvar r2 = (z−2)2, z ≥ 2 a r2 = 8−z, tedy z = r+2 pro první

plochu a z = 8 − r2 pro druhou plochu. Celkem je pr·m¥t daného

t¥lesa do sou°adnice φ roven intervalu [0, 2π ], pro dané φ0 ∈ [0, 2π]
je potom pr·m¥t pr·niku t¥lesa s rovinou φ = φ0 do sou°adnice r ro-

ven (pro libovolné φ0) intervalu [0, 2]. Pro dané r0 a φ0 je pak pr·m¥t

pr·niku t¥lesa s p°ímkou r = r0, φ = φ0 na sou°adnici z roven inter-

valu [r0 + 2, 8 − r20 ]. jakobián uvaºované transformace je J = 1√
2
r,

celkem tedy m·ºeme psát

V =
∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 8−r2

r+2

r√
2

dz dr dφ = 16
√

2
3

π.

□

8.83. Ur£ete objem t¥lesa leºícího uvnit° válce y2 + z2 = 4, dále
v polorovin¥ x ≥ 0 a kone£n¥ ohrani£eného plochou y2+z2+2x = 16.

�e²ení. Ve válcových sou°adnicích

V =
∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 8− r2
2

0
r dx dr dφ = 28π.

□
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najít normu δ d¥lení takovou, ºe pro v²echna jemn¥j²í d¥lení jiº
bude platit

G(ti1...in)+ (1+ ε)D1G(t1...tn)(Ii1...in) ⊃ Ji1...ik .
Pak ov²em jist¥ bude také pro n�rozm¥rné objemy platit
(p°ipome¬me, ºe vynásobením v²ech stran rovnob¥ºnost¥nu stej-
ným koe�cientem 1+ ε vynásobíme jeho objem n�tou mocninou
téhoº koe�cientu)

vol(Ji1...in) ≤ (1+ ε)n vol(Ri1...in)

= (1+ ε)n∣∣detG(ti1...ik )
∣∣ voln(Ii1...in).

Nyní jiº umíme celý integrál odhadnout shora∫
M

f (x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn =

=
∑
i1...in

∫
Ji1 ...in

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

≤
∑
i1...in

( sup
(t1,...,tn)∈Ii1 ...in

g) voln(Ji1...in)

≤ (1+ ε)n
∑
i1...in

( sup
(t1,...,tn)∈Ii1...in

g)
∣∣detG(ti1...ik )

∣∣ voln(Ii1...in).

P°i limitním procesu pro zmen²ující se normy d¥lení z·stává
hodnota nalevo stále stejná, zatímco napravo jist¥ dostaneme Rie-
mann·v integrál funkce g(t1, . . . , tn)| det(D1G(t1, . . . , tn))|.

Místo dokazované rovnosti ve v¥t¥ tak dostáváme nerovnost:∫
M

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

≤
∫
N

f (G(t1, . . . , tn))
∣∣det(D1G(t1, . . . , tn))

∣∣ dt1 . . . dtn.
Nyní v²ak m·ºeme zopakovat stejnou argumentaci tak,

ºe zam¥níme G s G−1, obory integrace M a N a funkce f a
g(t1, . . . , tn)| det(D1G(t1, . . . , tn))|. Okamºit¥ tak dostaneme
nerovnost opa£nou:∫

N

g(t1, . . . , tn)
∣∣det(D1G(t1, . . . , tn))

∣∣ dt1 . . . dtn
≤
∫
M

f (x1, . . . , xn)
∣∣det(D1G(G−1(x1, . . . , xn)))

∣∣∣∣det(D1G−1(x1, . . . , xn))
∣∣ dx1 . . . dxn

=
∫
M

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

a tím je d·kaz ukon£en. □

8.32. P°íklad v dimenzi dv¥. Docela p°ehledné jsou transfor-
mace prom¥nných pro integrál spojité funkce f (x, y)
ve dvou prom¥nných. Uvaºme diferencovatelnou
transformaci

G(s, t) = (x(s, t), y(s, t)).
Ozna£íme si g(s, t) = f (x(s, t), y(s, t)) a dostáváme∫

G(N)

f (x, y) dxdy =
∫
N

g(s, t)

∣∣∣∣∂x∂s ∂y∂t − ∂x∂t ∂y∂s
∣∣∣∣ dsdt.

Jako úpln¥ jednoduchý p°íklad spo£teme integrál z charakte-
ristické funkce kruºnice o polom¥ru R (tj. plochu této kruºnice) a
integrál z funkce f (t, θ) = cos(t) zadané v polárních sou°adnicích
uvnit° kruºnice o polom¥ru 1

2π (tj. objem schovaný pod takovou
�£epi£kou jarmulkou posazenou nad po£átek�, viz obrázek).
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8.84. T¥ºi²t¥ t¥lesa. Sou°adnice (xt , yt , zt) t¥ºi²t¥ (homogenního)

t¥lesa T o objemu V v R3 je dáno po sou°adnicích následujícími inte-

grály:

xt =
∫∫∫

T

x dx dy dz,

yt =
∫∫∫

T

y dx dy dz,

zt =
∫∫∫

T

z dx dy dz.

Analogicky spo£teme t¥ºi²t¥ t¥lesa v R2 £i v jiných dimenzích.

8.85. Ur£ete t¥ºi²t¥ £ásti elipsy 3x2 + 2y2 = 1 leºící v prvním kvad-

rantu roviny R2.

�e²ení. Spo£ítejme nejprve obsah dané elipsy. Transformací sou°ad-

nic x = 1√
3
x′ , y = 1√

2
y′ s jakobiánem 1√

6
dostaneme

S =
∫ 1√

3

0

∫ √
1−3x2

2

0
dy dx = 1√

6

∫ 1

0

∫ √
1−x2

0
dy′ dx′ = π

4
√

6
.

Dal²í pot°ebné integrály m·ºeme spo£ítat p°ímo v kartézských sou°ad-

nicích x a y:

Tx =
∫ 1√

3

0

∫ √
1−3x2

2

0
x dy dx =

∫ 1√
3

0
x

√
1− 3x2

2
dx =

= 1
2

∫ 1
3

0

√
1− 3t

2
dt =

√
2

18
,

Ty =
∫ 1√

3

0

∫ √
1−3x2

2

0
y dy dx = 1

2

∫ 1√
3

0

1− 3x2

2
dx =

= 1
4

∫ 1√
3

0
(1− 3x2 ) dx =

√
3

18
.

Sou°adnice t¥ºi²t¥ jsou potom [ 4
√

3
9π ,

2
√

2
π

]. □

8.86. Ur£ete objem a sou°adnice t¥ºi²t¥ homogenního rota£ního ku-

ºele o kruhové podstav¥ s polom¥rem r a vý²ce h.

�e²ení. Oto£íme-li kuºel vrcholem dol· a ten umístíme do po£átku

sou°adnic, pak ve válcových sou°adnicích:

V = 4
∫ π/2

0

∫ r

0

∫ h

h
r
ρ

ρ dz dρ dφ = 1
3
πhr2 .

T¥ºi²t¥ zjevn¥ leºí na ose z. Pro z-tovou sou°adnici pak máme

z = 1
V

∫
kuºel

zdV = 1
V

∫ π/2

0

∫ r

0

∫ h

h
r
ρ

zρ dz dρ dφ = 3
4
h.

T¥ºi²t¥ tedy leºí ve vý²ce 1
4h nad st°edem podstavy kuºele. □
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Nejprve spo£ítáme Jacobiho matici transformace x = r cos θ ,
y = r sin θ

D1G =
(

cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
.

Proto je determinant z této matice roven

detD1G(r, θ) = r(sin2 θ + cos2 θ) = r.
M·ºeme tedy p°ímo po£ítat pro kruºnici S, která je obrazem ob-
délníku (r, θ) ∈ [0, R] × [0, 2π ] = T . Dostaneme tedy plochu
kruºnice:∫

S

dxdy =
∫ 2π

0

∫ R

0
rdr dθ =

∫ R

0
2πrdr = πR2.

Integrace funkce f prob¥hne s vyuºitím násobného integrování a
integrace per partés obdobn¥:∫

S

f dxdy =
∫ 2π

0

∫ π/2

0
r cos rdr dθ = π2 − 2π.

8.33. K°ivkové integrály. �asto nám nesta£í um¥t integrovat
p°es otev°ené podmnoºiny v Rn, protoºe na²e
veli£iny jsou dány pouze na objektech podobných
k°ivkám nebo plochám v R3. P°edchozí úvahy

o zm¥nách sou°adnic p°i výpo£tu integrál· nám p°iblíºily i
intuitivní p°edstavu, ºe je ná² proces integrace sou£tem objem·
malých linearizovaných rovnob¥ºnost¥n· vynásobených hodnotou
integrované funkce. Rozvinutím této my²lenky bychom mohli
zavést integraci na takových vícerozm¥rných plochách v Rn
p°ímo. My si ale problém integrace nejprve zbavíme závislosti na
sou°adnicích a pak jej lehce p°evedeme na jiº dob°e zvládnutou
integraci na Rn.

P°ipome¬me si výpo£et délky k°ivky pomocí integrálu v jedné
prom¥nné, který jsme diskutovali jiº v odstavci 6.7. K°ivku jsme
parametrizovali jako zobrazení c(t) : R → Rn a v euklidovském
vektorovém prostoru Rn jsme vyjád°ili velikost ∥c′(t)∥ te£ného
vektoru. Tento postup p°itom byl dán univerzálním vztahem pro
libovolný te£ný vektor, tj. na²li jsme ve skute£nosti zobrazení
ρ : Rn → R, které vy£íslením na c′(t) dalo skute£nou velikost.
Toto zobrazení spl¬ovalo ρ(a v) = |a|ρ(v), protoºe jsme igno-
rovali orientaci k°ivky danou na²í parametrizací. Pokud bychom
cht¥li délku se znaménkem respektujícím orientaci, pak by na²e
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8.87. Ur£ete t¥ºi²t¥ t¥lesa ohrani£eného paraboloidem

2x2 + 2y2 = z, válcem (x + 1)2 + y2 = 0 a rovinou z = 0.

�e²ení. Nejprve ur£eme objem daného t¥lesa. Zkusme pouºít válco-

vých sou°adnic (x = r ·cos φ, y = r ·sin φ, z = z): v nich je rovnice pa-
raboloidu z = 2r2 , rovnice válce pak zní r = −2 cos(φ). V²imneme-li

si navíc, ºe rovina x = 0 je te£ná k danému válci, snadno jiº ur£íme

meze p°íslu²ného integrálu udávajícího objem zadaného t¥lesa:

V =
∫ 3π

2

π
2

∫ −2 cos φ

0

∫ 2r2

0
r dz dr dφ

=
∫ 3π

2

π
2

∫ −2 cos φ

0
2r3 dr dφ

=
∫ 3π

2

π
2

8 cos4 πφ = 3π,

kde pro výpo£et posledního integrálu m·ºeme vyuºít rekurentní me-

todu z 6.22.

Nyní p°istupme k výpo£tu t¥ºi²t¥ t¥lesa. Z toho, ºe je t¥leso syme-

trické podle roviny y = 0 vyplývá, ºe y-ová sou°adnice t¥lesa bude

nulová. Zbylé dv¥ sou°adnice xT a yT hledaného t¥ºi²t¥ spo£ítáme po-

mocí následujících integrál·:

xT = 1
V

∫ ∫ ∫
B

x dx dy dz

= 1
V

∫ 2r2

0

∫ 3π
2

π
2

∫ −2 cos φ

0
r2 cosφ dz dr dφ

= 1
V

∫ 3π
2

π
2

∫ −2 cos φ

0
2r4 cosφ dr dph

= 1
V

∫ 3π
2

π
2

−64
5

cos6 φ dφ = −4
3
,

kde jsme pro výpo£et posledního integrálu op¥t pouºili 6.22.

Analogicky pak spo£ítáme i z-tovou sou°adnici t¥ºi²t¥:

zT = 1
V

∫ 2r2

0

∫ 3π
2

π
2

∫ −2 cos φ

0
zr cosφ dz dr dφ = 20

9
.

Hledané sou°adnice t¥ºi²t¥ jsou tedy [− 4
3 , 0, 20

9 ]. □

8.88. Ur£ete t¥ºi²t¥ homogenního t¥lesa vR3, které leºí nad rovinou

z = 0, pod rovinou z = 2 a je dále ohrani£eno kuºely x2 + y2 = z2 a

x2 + y2 = 2z2.

�e²ení. Úlohu lze °e²it standardn¥, jak jsme £inili v p°edchozích

p°íkladech. Výpo£et by bylo nap°íklad výhodné provád¥t ve válcových

sou°adnicích.
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zobrazení ρ bylo lineární na kaºdém jednorozm¥rném podprostoru
L ⊂ Rn.

Budeme te¤ postupovat velice podobn¥. Uvaºme n¥jakou di-
ferencovatelnou k°ivku c(t) v Rn, t ∈ [a, b], a p°edpokládejme,
ºe je na n¥jakém okolí jejích hodnot de�novaná diferencovatelná
funkce f . Diferenciál této funkce nám pro kaºdý te£ný vektor dává
p°ír·stek této funkce v daném sm¥ru. D¥je se tak pomocí diferen-
ciálu sloºeného zobrazení f ◦ c vztahem

d(f ◦ c)(t) = ∂f

∂x1
(c(t))c′1(t)+ · · · +

∂f

∂xn
(c(t))c′n(t).

M·ºeme tedy zkusit zade�novat hodnotu integrálu
∫
M
f d volM

funkce f p°es neparametrizovanou k°ivkuM ⊂ Rn (pí²eme zatím
symbolicky volM pro zdárazn¥ní, ºe se opíráme o pojem objemu,
podobn¥ jako jsme u integrál· v jedné prom¥nné psali dx) pomocí
n¥jaké její parametrizace:∫

M

f volM =
∫ b

a

(
∂f

∂x1
(c(t))c′1(t)+ · · · +

∂f

∂xn
(c(t))c′n(t)

)
dt.

Okamºit¥ ov¥°íme, ºe zm¥na parametrizace k°ivky nemá ºádný
vliv na hodnotu. Skute£n¥, pokud napí²eme c(t) = c(ψ(s)), a =
ψ(ã), b = ψ(b̃), dostaneme na²ím postupem∫ b̃

ã

(
∂f

∂x1
(c(ψ(s)))c′1(ψ(s))+ . . .

+ ∂f

∂xn
(c(ψ(s)))c′n(ψ(s))

)
dψ

ds
ds

a v¥ta o transformaci sou°adnic pro integrál jedné prom¥nné dává
práv¥ stejnou hodnotu, pokud je dψ

ds
> 0, tj. pokud zachováváme

orientaci k°ivky, a totéº aº na znaménko, pokud je derivace trans-
formace záporná.

P°esn¥ji °e²eno, nau£ili jsme se integrovat diferenciál funkce
df p°es k°ivky. Není te¤ ov²em asi p°ímo vid¥t souvislost s inte-
grací funkcí. Evidentn¥ nedostaneme délku k°ivky, kdyº za f zvo-
líme konstantní funkci s hodnotou jedna. Ke zd·vodn¥ní pot°ebu-
jeme geometrický pohled na v¥c. Velikost vektoru je totiº dána
pomocí kvadratické formy, nikoliv lineární. Jestliºe ale vezmeme
odmocninu z hodnot (pozitivn¥ de�nitní) kvadratické formy, dosta-
neme formu lineární, aº na znaménka, viz vý²e. Je²t¥ se k t¥mto
souvislostem vrátíme.

8.34. Vektorová pole a lineární formy. Parametrizaci k°ivky
jsme vyuºili v p°edchozím odstavci k tomu, ºe jsme ke kaºdému
bodu v obrazuM k°ivky dostali te£ný vektor c′(t) ∈ Rn. Máme tak
dáno zobrazeníX : M → M×Rn, c(t) 7→ (c(t), c′(t)). Hovo°íme
o vektorovém poli X podél k°ivkyM.

Obecn¥ de�nujeme vektorové pole X na otev°ené mnoºin¥
U ⊂ Rn jako p°i°azení vektoru X(x) ∈ Rn v zam¥°ení eukli-
dovského prostoru Rn ke kaºdému jeho bodu x v uvaºovaném de-
�ni£ním oboru.

Jestliºe máme dáno vektorové pole X na otev°ené mnoºin¥
U ⊂ Rn, pak m·ºeme pro kaºdou diferencovatelnou funkci f
na U de�novat její derivaci ve sm¥ru vektorového pole X pomocí
sm¥rové derivace p°edpisem

X(f ) : U → R, X(f )(x) = dX(x)f.
Je-li tedy v sou°adnicích X(x) = (X1(x), . . . Xn(x)), pak

X(f )(x) = X1(x)
∂f

∂x1
(x)+ · · · +Xn(x) ∂f

∂xn
(x).
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My si v²ak v²imneme toho, ºe t¥leso je jakési �mezikuºelí�:

vznikne vy°íznutím rota£ního kuºele K1 s podstavou o polom¥ru 4
z rota£ního kuºeleK2 o polom¥ru podstavy 8 a spole£né vý²ce délky 2.

T¥ºi²t¥ zkoumaného t¥lesa pak ur£íme �pravidlem páky�: sou°ad-

nice t¥ºi²t¥ soustavy dvou t¥les je dáno váºeným pr·m¥rem sou°ad-

nic t¥ºi²´ jednotlivých t¥les, kde váhy jsou dány hmotnostmi t¥les.

(v p°íkladu ∥8.86∥ jsme vypo£ítali, ºe t¥ºi²t¥ homogenního rota£ního

kuºele leºí ve £tvrtin¥ vý²ky). V¥t²í a men²í kuºel tak mají spole£né

t¥ºi²t¥ a tudíº tento bod bude t¥ºi²t¥m i zkoumaného t¥lesa vzniklého

vy°íznutím men²ího kuºele z v¥t²ího. Sou°adnice daného t¥lesa jsou

tedy [0, 0, 3
2 ]. □

8.89. Ur£ete objem t¥lesa vR3, které je ohrani£eno £ástí kuºele x2+
y2 = (z− 2)2 a paraboloidem x2 + y2 = 4− z.
�e²ení. Ve válcových sou°adnicích sestavíme integrál, který i snadno

vypo£ítáme:

V =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 4−r2

r+2
r dz dr dφ = 5

6
π.

□

8.90. Ur£ete objem t¥lesa v R3, které leºí pod kuºelem x2 + y2 =
(z− 2)2, z ≤ 2 a nad paraboloidem x2 + y2 = z.
�e²ení.

V =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 2−r

r2
r dz dr dφ = 5

6
π.

V²imn¥me si, ºe uvaºované t¥leso je st°edov¥ soum¥rné podle st°edu

[0, 0, 2] s t¥lesem z p°edchozího p°íkladu ∥8.89∥ a má tak nutn¥ stejný

objem. □

8.91. Ur£ete t¥ºi²t¥ plochy omezené parabolou y = 4− x2 a p°ímkou

y = 0. ⃝
8.92. Ur£ete t¥ºi²t¥ kruhové výse£e z kruhu o polom¥ru 1 p°íslu²né

úhlu 60◦. ⃝
8.93. Ur£ete t¥ºi²t¥ p·lkruhu x2 + y2 = 1, y ≥ 0. ⃝
8.94. Ur£ete t¥ºi²t¥ kruhové výse£e z kruhu o polom¥ru 1 p°íslu²né

úhlu 120◦. ⃝
8.95. Ur£ete objem t¥lesa v R3 daného nerovnostmi z ≥ 0, z− x ≤ 0
a (x − 1)2 + y2 ≤ 1. ⃝
8.96. Ur£ete objem R3 daného nerovnostmi z ≥ 0, z− y ≤ 0 ⃝
8.97. Ur£ete objem t¥lesa ohrani£eného plochou

3x2 + 2y2 + 3z2 + 2xy − 2yz− 4xz = 1.

⃝
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Nejjednodu²²í vektorová pole budou mít v sou°adnicích v²echny
sou°adné funkce rovny nule, krom¥ jedné funkce Xi , která bude
konstantn¥ jedni£ka. Takové pole pak odpovídá p°íslu²né parciální
derivaci podle prom¥nné xi . Tomu odpovídá také obvyklý zápis

X(x) = X1(x)
∂

∂x1
+ · · · +Xn(x) ∂

∂xn
.

Mnoºina v²ech moºných te£ných vektor· v bodech otev°ené pod-
mnoºiny U ∈ Rn se nazývá te£ný prostor T U . Vektorový prostor
v²ech vektor· v bod¥ x zapisujeme jako TxU . Pro mnoºinu v²ech
hladkých vektorových polí na U pouºíváme zna£ení X (U). Vekto-
rová pole ∂

∂xi
m·ºeme chápat jako generátory X (U), jako koe�ci-

enty v lineárních kombinacích ov²em p°ipou²tíme hladké funkce.
P°i studiu vektorových prostor· jsme jiº ve druhé kapitole na-

razili na pot°ebnost tzv. lineárních forem. De�novali jsme je v od-
stavci 2.39 na stran¥ 95. Lineární forma na zam¥°ení Rn na²eho
euklidovského prostoru Rn p°i°azená k bodu x ∈ Rn je lineárním
zobrazením de�novaným na te£ném prostoru TxU . Jestliºe máme
dáno zobrazení η : U ⊂ Rn → Rn∗ na otev°ené podmnoºin¥ U ,
hovo°íme o lineární form¥ η na U .

Kaºdá diferencovatelná funkce f na otev°ené podmnoºin¥
U ⊂ Rn de�nuje lineární formu df na U . Pro mnoºinu v²ech
hladkých lineárních forem na U pouºíváme zna£ení �1(U).

Je z°ejmé, ºe v sou°adnicích (x1, . . . , xn)m·ºeme vyuºít dife-
renciál· jednotlivých sou°adných funkcí a kaºdou lineární formu
η vyjád°it

η(x) = η1(x)dx1 + · · · + ηn(x)dxn,
kde ηi(x) jsou jednozna£n¥ ur£ené funkce. Taková forma η se
vy£íslí na vektorovém poli X(x) = X1(x)

∂
∂x1
+ · · · + Xn(x) ∂

∂xn
jako

η(X(x)) = η1(x)X1(x)+ · · · + ηn(x)Xn(x).
V p°ípad¥, ºe je forma η diferenciálem funkce f , dostáváme práv¥
vý²e pouºité vyjád°ení X(f )(x) = df (X(x)).

V²imn¥me si, ºe jsme v p°edchozím odstavci vlastn¥ zavedli
integrál libovolné lineární formy p°es (neparametrizované) k°ivky
M pomocí jakékoliv parametrizace c(t)∫

M

η =
∫ b

a

η(c(t))(c′(t)) dt,

protoºe jsme tehdy sice pracovali s diferenciálem funkce, ale ve
skute£nosti jsme ov¥°ili nezávislost hodnoty integrálu na volb¥ pa-
rametrizace pro jakoukoliv lineární formu.

V²imn¥me si také, ºe není t°eba psát n¥jaký symbol,
ozna£ující vzhledem k jakému konceptu objemu integrujeme, je
to dáno de�nicí lineární formy.

8.35. k�rozm¥rné plochy a k�formy. Místo parametrizovaných
k°ivek te¤ budeme pracovat s diferencovatelnými zob-
razeními φ : V ⊂ Rk → Rn, k ≤ n, s injektivním di-
ferenciálem dφ(u) v kaºdém bod¥ svého otev°eného
de�ni£ního oboru V . Takovým zobrazením °íkáme

imerze.
PodmnoºinuM ⊂ Rn nazýváme varietou dimenze r, jestliºe

má kaºdý bod x ∈ M okolí U , které je obrazem takové imerze
φ : V ⊂ Rk → M ⊂ Rn, ºe ji lze roz²í°it na zobrazení φ̃ : V ×
Ṽ → Rn, které je difeomor�smem a φ̃−1 (M) = V ×{0}. Tuto jen
zdánliv¥ sloºitou de�nici si m·ºeme snadno p°edstavit pro variety
dimenze dv¥ vR3 � lokáln¥ je varieta vloºená do trojrozm¥rného
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8.98. Ur£ete objem £ásti prostoruR3 uvnit° elipsoidu 2x2+y2+z2 = 6
a v poloprostoru x ≥ 1. ⃝

8.99. Povrch grafu reálné funkce f (x, y) dvou prom¥nných x a y.

Povrch grafu funkce dvou prom¥nných nad plochou S v rovin¥ xy je

dán integrálem

P =
∫
S

√
1+ f 2

x + f 2
y dx dy.

Ur£ete obsah £ásti plá²t¥ kuºele x2 + y2 = z2, která leºí nad ro-

vinnou z = 0 a uvnit° válce x2 + y2 = y.
�e²ení. Hledaný povrch vypo£ítáme jako povrch grafu funkce z =√
x2 + y2 nad kruhem K: x2 − (y − 1

2)
2. Snadno nahlédneme, ºe

fx = x

x2 + y2
, fy = y

x2 + y2

a povrch m·ºeme vyjád°it integrálem∫∫
K

√
1+ f 2

x + f 2
y dx dy =

∫∫
K

√
2 dx dy =

= √
2
∫ π

0

∫ sin π

0
r dr dφ =

√
2

2

∫ π

0
sin2 φ

=
√

2π
4
.

□

8.100. Ur£ete povrch plochy paraboloidu z = x2 + y2 nad kruhem

x2 + y2 ≤ 4. ⃝
8.101. Ur£ete povrch £ásti roviny x+2y+z = 10 nad útvarem daným

nerovnostmi (x − 1)2 + y2 ≤ 1 a y ≥ x. ⃝
Ukaºme si p°íklad, kde také vyuºijeme získaných znalostí z teorie

Fourierových transformací z minulé kapitoly.

8.102. Fourierova transformace a difrakce. Intenzita sv¥tla je fyzi-

kální veli£ina kvantitativn¥ vyjad°ující p°enos energie vln¥ním. Inten-

zita obecné sv¥telné vlny je de�nována jako £asová st°ední hodnota ve-

likosti Poyntingova vektoru, který je vektorovým sou£inem navzájem

kolmých vektor· elektrického a magnetického pole. Pro monochroma-

tickou rovinnou vlnu ²í°ící se ve sm¥ru osy y platí

I = cε0
1
τ

∫ τ

0
E2
y dt,

kde c je rychlost sv¥tla a ε0 je permitivita vakua. Monochromatická

vlna je popsána harmonickou funkcí Ey = ψ(x, t) = A cos(ωt −
k x). �íslo A je maximální amplituda vlny, ω je úhlová frekvence a

pro libovolné pevné t je nejmen²í periodou tzv. vlnová délka λ. P°itom
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prostoru jako jedna vrstva v cibuli a p°íslu²né k°ivo£aré sou°adnice
(x, y, z) z de�nice tuto vrstvu zadávají pomocí konstatní hodnoty
z = 0. Typicky m·ºeme proto zadat variety pomocí implicitních
zobrazení, viz odstavec 8.18 a diskuse v 8.19.7

Zobrazení φ z de�nice nazýváme lokální parametrizací vari-
etyM. Te£ný prostor TM k variet¥M je soubor vektorových pod-
prostor· TxM ⊂ TxRn, které obsahují v²echny vektory te£né ke
k°ivkám vM. Evidentn¥ kaºdá parametrizace φ zadává difeomor-
�smus

φ∗ : T V → T φ(V ) ⊂ TM, φ∗(c′(t)) = d

dt
φ(c(t)).

Tato de�nice nezávisí na volb¥ k°ivky reprezentující vektor c′(t),
protoºe p°i výpo£tu derivace na pravé stran¥ pot°ebujeme znát jen
první derivace.

Na²e de�nice jsou p°ímo£arým zobecn¥ním pojmu k°ivka a
plocha v rovin¥ £i prostoru a jejich te£en £i te£ných rovin. Vylou£ili
jsme p°itom k°ivky a plochy, které se samy protínají, a dokonce i
ty, které se samy k sob¥ jen p°ibliºují. Nap°. si jist¥ umíme p°edsta-
vit k°ivku znázor¬ující £íslovku 8 parametrizovanou zobrazením φ
s v²ude injektivním diferenciálem. Nebudeme ale um¥t splnit dru-
hou vlastnost v okolí bodu, kde se nám dv¥ v¥tve k°ivky potkávají.

Abychom mohli v lineárním p°iblíºení hovo°it o objemu na
k�rozm¥rných varietách, podobn¥ jako jsme to jiº d¥lali s k°iv-
kami, pot°ebujeme objekty, které budou v kaºdém bod¥ lineární
v k r·zných vektorových argumentech a budou jim p°i°azovat £íslo.
Navíc budeme kv·li souladu s orientacemi poºadovat, aby p°i pro-
hození po°adí kterýchkoliv dvou argument· hodnota zm¥nila zna-
ménko. S takovými objekty jsme se jiº setkali v odstavci 2.44 na
stran¥ 99 a hlavn¥ p°i po£ítání objem· rovnob¥ºnost¥n· pomocí
determinantu v odstavci 4.22 na stran¥ 206.

Vn¥j²í diferenciální formy

De�nice. Vektorový prostor v²ech k�lineárních antisymetrických
forem na te£ném prostoru TxU na otev°ené podmnoºin¥ U ⊂ Rn
budeme zna£it 3k(TxRn)∗. Stru£n¥ hovo°íme o vn¥j²í k�form¥
v bod¥ x.

P°i°azení k�formy η(x) kaºdému bodu x ∈ U z otev°ené
podmnoºiny v Rn zadává vn¥j²í diferenciální k�formu na U .
Mnoºinu hladkých vn¥j²ích k�forem na U zna£íme �k(U). Pro
k = 0 jde o prostor hladkých funkcí �0(U) na mnoºin¥ U .

Uvaºme nyní n¥jakou hladkou parametrizaci φ : V → M va-
rietyM, n¥jaké η(φ(u)) ∈ 3k(Tφ(u)Rn) a zvolme libovoln¥ k vek-
tor· X1(u), . . . , Xk(u) v te£ném prostoru TuV . Podobn¥ jako u li-
neárních forem nyní m·ºeme vy£íslit formu η na obrazech vektor·
Xi pomocí parametrizace φ. �íkáme této operaci staºení formy η
pomocí φ.

φ∗ (η(φ(u)))(X1(u), . . . , Xk(u))

= η(φ(u))(φ∗(X1(u)), . . . , φ∗(X1(u))).

P°ímo z de�nice nap°. spo£teme

φ∗ (dxi)
( ∂
∂uk

) = dxi(φ∗
( ∂
∂uk

)) = ∂φi

∂uk
,

7Pokud má £tená° v tomto míst¥ poºtíºe s pochopením pojmu varieta, m·ºe
se v dal²ím textu omezit jen na k°ivky nebo plochy v euklidovských prostorech,
resp. podmnoºiny zadané lokáln¥ jako grafy hladkých zobrazení.
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k p°edstavuje rychlost ²í°ení vlny k = 2π
λ
. Platí

I = cε0
1
τ

∫ τ

0
E2
y dt = cε0

1
τ

∫ τ

0
A2 cos2(ωt − k x) dt =

= cε0A
2 1
τ

∫ τ

0

1+ cos(2(ωt − k x))
2

dt =

= 1
2
cε0A

2 1
τ

[
t + sin(2(ωt − k x))

2ω

]τ
0 =

= 1
2
cε0A

2 1
τ

(
τ + sin(2(ωτ − k x))− sin(2(−k x))

2ω

) =
= 1

2
cε0A

2(1+ sin(2(ωτ − k x))− sin(2(−k x))
2ωτ

) .= 1
2
cε0A

2

Druhý £len v závorce m·ºeme zanedbat, protoºe je vºdy men²í

neº 2
2ωτ = T

2πτ < 10−6 pro reálné detektory sv¥tla, je tedy nepatrný

oproti 1. Intenzita sv¥tla je p°ímo úm¥rná druhé mocnin¥ amplitudy.

Difrakcí rozumíme takovou odchylku od p°ímo£arého ²í°ení sv¥tla,

která nem·ºe být vysv¥tlena jako d·sledek odrazu £i lomu (£i zm¥nou

sm¥ru paprsku v prost°edí se spojit¥ se m¥nícím indexem lomu).

S difrakcí se setkáváme p°i ²í°ení prostorov¥ ohrani£eného svazku

sv¥tla. Difrak£ní jevy jsou nejvýrazn¥ji a snadno pozorovatelné tehdy,

kdyº sv¥tlo prochází otvory £i p°ekáºkami, jejichº velikost je °ádov¥

srovnatelná s vlnovou délkou sv¥tla. P°i Fraunhoferov¥ difrakci v násle-

dujícím p°íkladu prochází rovinná monochromatická vlna velmi úzkou

obdélníkovou ²t¥rbinou a promítá se na vzdálenou plochu, nap°íklad

posvítíme-li laserovým ukazovátkem drobnou ²t¥rbinou na st¥nu. Ob-

raz, který dostaneme je Fourierovou transformací funkce propustnosti

stínítka - ²t¥rbiny.

Zvolme rovinu difrak£ního stínítka za sou°adnicovou rovinu z = 0.
Nech´ kolmo na tuto rovinu dopadá rovinná vlna A exp(ikz) (nezávisí
na míst¥ dopadu (x, y) na stínítku). Ozna£me s(x, y) funkci propust-

nosti stínítka, pak lze výsledné vln¥ní dopadající na projek£ní plochu

v míst¥ (ξ, η) popsat jako integrální sou£et v²ech vln (Huygens·v-

Fresnel·v princip), které pro²ly stínítkem a ²í°í se dále prost°edím ze

v²ech bod· (x, y, 0) (jako kulová vlna) do bodu (ξ, η, z):

ψ(ξ, η) = A
∫∫

R2
s(x, y)e−ik(ξx+ηy) dx dy

.

ψ(ξ, η) = A
∫ p/2

−p/2

∫ q/2

−q/2
e−ik(ξx+ηy) dy dx

ψ(ξ, η) = A
∫ p/2

−p/2
e−ikξx dx

∫ q/2

−q/2
e−ikηy dy =

= A
[
e−ikξx

−ikξ
]p/2

−p/2

[
e−ikηy

−ikη
]q/2

−q/2
=
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a tedy

(8.1) φ∗ (dxi) = ∂φi

∂u1
du1 + · · · + ∂φi

∂un
dun.

Stejn¥ tak je okamºitým d·sledkem de�nice vztah pro staºení li-
bovolné k�formy pomocí sloºení dvou difeomor�sm·. Ov¥°te si
samostatn¥ následující rovnost:

(8.2) (φ ◦ ψ)∗α = ψ∗ (φ∗α
)
.

Hladká k�forma η na k�rozm¥rné podvariet¥ je takové zobra-
zení M → 3k(TxM)

∗, ºe staºením této formy jakoukoliv para-
metrizací dostaneme hladkou vn¥j²í k�formu na V . Pro mnoºinu
v²ech hladkých vn¥j²ích k�forem na M budeme pouºívat zna£ení
�k(M).

8.36. Vn¥j²í sou£in vn¥j²ích forem. Máme-li dány k�formu α ∈
3kRn∗ a ℓ�formu β ∈ 3kRn∗, m·ºeme po-
mocí v²ech moºných permutací σ argument·
snadno vytvo°it (k + ℓ)�formu α ∧ β.

Musíme prost¥ prost°ídat argumenty ve v²ech po°adích a
opat°it vºdy správným znaménkem:

(α ∧ β)(X1, . . . , Xk+ℓ) =
1
k!ℓ!

∑
σ∈6k+ℓ

sign(σ )α(Xσ(1) , Xσ(k) )β(Xσ(k+1) , Xσ(k+ℓ) ).

Z de�nice je z°ejmé, ºe α ∧ β je skute£n¥ (k + ℓ)�forma. V nej-
jednodu²²ím p°ípad¥ 1�forem de�nice °íká

(α ∧ β)(X, Y ) = α(X)β(Y )− α(Y )β(X)
a v p°ípad¥ 1�formy α a k�formy β dostáváme

(α ∧ β)(X0, X1, . . . , Xk) =
k∑
j=0

(−1)jα(Xj )β(X0, . . . , X̂j , . . . , Xk),

kde st°í²ka zna£í vynechání p°íslu²ného argumentu. Zcela obdobn¥
de�nujeme vn¥j²í sou£in kone£n¥ mnoha forem (bu¤ p°ímo podob-
nou formulí nebo si v²imneme, ºe je vn¥j²í sou£in dvou forem aso-
ciativní operací � promyslete si samostatn¥!).

Stejné zna£ení budeme pouºívat pro formy v�k(M). Tak jako
jsme m¥li generátory ∂

∂xi
v²ech vektorových polí v X (Rn), stejn¥

jsou v²echny lineární formy v �1(Rn) generovány formami dxi .
Jejich vn¥j²í sou£iny

εi1...ik = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
s k-ticemi index· i1 < i2 < · · · < ik generují celý prostor
�k(Rn). Skute£n¥, prohozením dvou sousedních forem v sou£inu
jen m¥níme znaménko a zejména tedy je celý výraz identicky nu-
lový, jestliºe se dva indexy opakují. Kaºdá k�forma α je proto dána
jednozna£n¥ pomocí funkcí αi1...ik (x)

α(x) =
∑

i1<···<ik
αi1...ik (x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

V²imn¥me si je²t¥, ºe vn¥j²í sou£in funkce, tj. 0�formy, f s k�
formou α je prost¥ násobek formy α funkcí f .

Ov¥°te si samostatn¥, ºe pro staºení vn¥j²ího sou£inu pomocí
difeomor�smu φ : V → U platí

φ∗ (α ∧ β) = φ∗α ∧ φ∗β.
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= A 2 sin(k ξp/2)
kξ

2 sin(k ηq/2)
kη

= Apq sin(k ξp/2)
kξp/2

sin(k ηq/2)
kηq/2

Graf funkce f (x) = sin x
x

vypadá následovn¥:

Graf funkce ψ(ξ, η) = sin ξ
ξ

sin η
η

pak takto:

Popisovaná difrakce pak takto:

Protoºe limx→0
sin x
x
= 1, je intenzita ve st°edu obrazu p°ímo

úm¥rná I0 = A2p2q2 . Fourierovu transformaci si m·ºete prohléd-

nout jednodu²e, kdyº posvítíte laserovým ukazovátkem skrz drob-

nou ²kvírku mezi palcem a ukazová£kem, bude to obraz funkce

její propustnosti. Obraz na posledním obrázku je dob°e vid¥t, po-

kud si vytvo°íte kvalitní obdélníkovou ²t¥rbinu nap°. slepením dob°e

ohran¥ných samolepek.
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8.37. Integrace vn¥j²ích forem na Rn. Úpln¥ jedine£né chování
mají vn¥j²í n�formy na Rn. Máme totiº k dispozici jedinou po-
sloupnost neklesajících n index· ik = k. Proto je celý prostor
�n(Rn) generován jedinou formou ε12···n a je moºné jej identi�ko-
vat s prostorem funkcí f (x). Kaºdá taková funkce nám v kaºdém
bod¥ x ∈ Rn de�nuje in�nitesimální výpo£et objemu prost°edním
n�formy

(8.3) ω(x) = f (x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,
tj. f nám v kaºdém bod¥ zadává m¥°ítko, s jakým bereme
standardní objem. M·ºeme tedy nov¥ interpretovat na²i d°ív¥j²í
proceduru integrace funkcí f na riemannovsky m¥°itelných
otev°ených podmnoºinách U ⊂ Rn.

Nejprve de�nujeme formu ωRn zadávající standardní n�
rozm¥rný objem rovnob¥ºník·, tj. ve standardních sou°adnicích
bude

ωRn = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Chceme�li �postaru� integrovat funkci f (x), uváºíme místo ní
formu ω = fωRn , tj. ve standardních sou°adnicích bude mít ω
tvar (8.3). De�nujeme∫

U

ω =
∫
U

f (x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn =
∫
U

f (x) dx1 . . . dxn,

kde na pravé stran¥ stojí Riemann·v integrál funkce. V²imn¥me si,
ºe nalevo stojí n-forma zcela nezávisle na volb¥ sou°adnic.

Jestliºe budeme chtít formu ω vyjád°it v jiných sou°adnicích
prost°ednictvím difeomor�smu φ : V → U , znamená to, ºe
budeme vy£íslovat ω v bod¥ φ(u) = x na hodnotách vektor·
φ∗(X1), . . . , φ∗(Xn). To ale znamená, ºe budeme v sou°adnicích
(u1, . . . , un) integrovat formu φ∗ω, a snadno spo£teme (podívejte
se na vztah (8.1) v odstavci 8.35)

(φ∗ω)(u) = f (φ(u))(∂φ1

∂u1
du1 + · · · + ∂φ1

∂un
dun

) ∧ . . .
∧ (∂φn

∂u1
du1 + · · · + ∂φn

∂un
dun

)
= f (φ(u)) det(D1φ(u))du1 ∧ · · · ∧ dun.

Dosazením do na²í interpretace integrálu dostáváme∫
φ∗ (f ω) =

∫
V

f (u) det(D1φ(u))du1 · · · dun,

coº je podle v¥ty o transformaci prom¥nných z odstavce 8.31 ta-
táº hodnota, pokud je determinant Jacobiho matice stále kladný, a
stejná hodnota aº na znaménko, pokud je záporný.

Na²e nová interpretace tedy dává geometrický smysl pro inte-
grál n�formy na Rn, pokud p°íslu²ný Riemann·v integrál v n¥ja-
kých (a pak uº jakýchkoliv) sou°adnicích existuje. Tato integrace
p°itom bere v úvahu orientaci oblasti, p°es kterou integrujeme.

8.38. Integrace vn¥j²ích forem na varietách. Te¤ uº máme
skoro v²echno p°ipravené pro de�nici integrálu k�
formy na k�rozm¥rné orientované variet¥. Budeme
se pro jednoduchost zabývat hladkými formami ω
s kompaktním nosi£em.
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I. Aplikace Stokesovy v¥ty � Greenova v¥ta

8.103. Vypo£t¥te ∫
c

(x − y)dx + x dy,

kde c je kladn¥ orientovaná k°ivka, kterou p°edstavuje obvod

£tverce ABCD ur£eného vrcholy A = [2, 2];B = [−2, 2];C =
[−2,−2];D = [2,−2].

�e²ení. Pomocí Greenovy v¥ty (viz 8.44) p°evedeme daný k°ivkový

integrál na integrál plo²ný. Integrál je tvaru
∫
c

f (x, y) dx+g(x, y) dy,

kde f (x, y) = x−y a g(x, y) = x. Pot°ebné parciální derivace funkcí
f (x, y) a g(x, y) tedy jsou fy(x, y) = −1 a gx(x, y) = 1. Funkce
f (x, y) a g(x, y) i fy(x, y) a gx(x, y) jsou spojité na R2. a m·ºeme

tak Greenovy v¥ty pouºít:∫
c

(x − y) dx + x dy =
∫∫
D

(1+ 1) dx dy == 2
∫∫
D

dx dy =

= 2

2∫
−2

2∫
−2

dx dy = 2
[
x
]2

−2 ·
[
y
]2

−2 = 32.

□

8.104. Vypo£t¥te ∫
c

x4 dx + xy dy,

kde c je kladn¥ orientovaná k°ivka procházející vrcholy,

A = [0, 0];B = [1, 0];C = [0, 1].

�e²ení. K°ivka c je hranicí trojúhelníka ABC. Integrované funkce

jsou spojit¥ diferencovatelné dokonce na celém R2 a m·ºeme pouºít

Greenovu v¥tu:∫
c

x4 dx + xy dy =
∫∫
D

y dx dy =
1∫

0

−x+1∫
0

y dx dy =

=
1∫

0

[
y2

2

]−x+1

0
dx =

1∫
0

[
x2 − 2x + 1

2

]
dx =

= 1
2

[
x3

3
− 2x2

2
+ x

]1

0
= 1

6
.

□

8.105. Vy£íslete∫
c

(xy + x + y) dx + (xy + x − y) dy,

kde c je kruºnice o polom¥ru 1 se st°edem v po£átku.
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P°edpokládejme nejprve, ºe máme danou k�rozm¥rnou vari-
etu M ⊂ Rn, n¥jakou její lokální parametrizaci φ : V ⊂ Rk →
U ⊂ M ⊂ Rn. Volbou parametrizace φ jsme si zárove¬ zvolili
orientaci variety U ⊂ M. Tato orientace bude stejná pro takové
volby parametrizací, které se li²í o difeomor�smy s kladnými de-
terminanty jejich Jacobiho matic. Orientace bude opa£ná pro pa-
rametrizace li²ící se o difeomor�smy se zápornými determinanty
Jacobiho matic. Zjevn¥ tedy na kaºdé souvislé variet¥ M máme
práv¥ dv¥ orientace. Pokud jednu z nich zvolíme, omezujeme tím
zárove¬ mnoºinu parametrizací kompatibilních s touto orientací.
Takto budeme dále vºdy postupovat a budeme hovo°it o orientova-
ných varietách.

Zvolme nyní formu ω s kompaktním nosi£em uvnit° obrazu
parametrizace U ⊂ M orientované variety M. Forma φ∗ (ω) je
hladkou k�formou na V ⊂ Rk s kompaktním nosi£em. Integrál
formy ω na M de�nujeme pomocí zvolené parametrizace kompa-
tibilní s orientací takto:∫

M

ω =
∫
Rk

φ∗ (ω).

Pokud zvolíme jinou kompatibilní parametrizaci φ̃ = φ ◦ ψ, kde
ψ je difeomor�smus ψ : W → V ⊂ Rk , snadno m·ºeme po£ítat
podle stejné de�nice. Ozna£me si p°itom

φ∗ (ω)(u) = f (u)du1 ∧ · · · ∧ duk.
S vyuºitím vztahu (8.2) pro staºení formy pomocí sloºeného zob-
razení spo£teme∫

M

ω =
∫
Rk

φ̃∗ (ω) =
∫
Rk

ψ∗ (φ∗ω)

=
∫
Rk

ψ∗ (f du1 ∧ · · · ∧ duk
)

=
∫
Rk

f (ψ(v)) det(D1ψ)(v)dv1 · · · dvk.
Je to tedy op¥t stejná hodnota jako

∫
Rk φ

∗ω.
Tím jsme dokázali korektnost na²í de�nice integrálu

∫
M
ω za

p°edpokladu, ºe integrovaná k�forma má kompaktní nosi£ leºící
v obrazu jediné parametrizace.

Typické varietyM jsou ale dány implicitními rovnicemi, nap°.
x2+y2+z2 = 1 zadává povrch jednotkové koule, tj. sféru S2 ⊂ R3.
Budeme-li chtít integrovat n¥jakou vn¥j²í 2�formu na S2 , budeme
muset pouºít n¥kolik parametrizací. Na²t¥stí je zjevn¥ na²e de�-
nice integrálu aditivní ve vztahu k disjunktním sjednocením obor·
integrace. Jestliºe tedy umíme napsat

M = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um ∪ B,
kde Ui jsou po dvou disjunktní obrazy parametrizací φi a B je
mnoºina, jejíº vzor v kterékoliv parametrizaci je riemannovsky
m¥°itelná mnoºina míry nula, spo£teme∫

M

ω =
∫
U1

ω + · · · +
∫
Um

ω

a snadno ov¥°íme, ºe tato hodnota nezávisí na volb¥ mnoºin Ui a
parametrizací (zejména nás netrápí mnoºina B, protoºe na ní bude
výsledek jakékoliv integrace nulový). P°edstavte si t°eba rozloºení
sféry na horní a dolní hemisféru, p°i£emº rovník B nám z·stane
nepokrytý.

P°i praktickém po£ítání si pak zpravidla rozd¥líme celou vari-
etu na n¥kolik disjunktních oblastí a integrujeme na kaºdém zvlá²´.
Uvedeme si ale globální de�nici, která je technicky výhodn¥j²í.
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�e²ení. Op¥t jsou spln¥ny p°edpoklady pro uºití Greenovy v¥ty a po-

stupn¥ dostáváme∫
c

(xy + x + y) dx + (xy + x − y) dy

=
∫∫
D

y + 1− x − 1 dx dy

=
1∫

0

2π∫
0

r2 (sinφ − cosφ) dr dφ =

=
1∫

0

r2 dr

2π∫
0

sinφ − cosφdφ = 1
3

[− cosφ − sinφ
]2π

0 = 0.

□

8.106. Vypo£t¥te
∫
c

(2e2x sin y− 3y3 )dx+ (e2x cos y+ 4
3x

3 )dy, kde

c je kladn¥ orientovaná elipsa 4x2 + 9y2 = 36.

�e²ení. : Pouºijeme Greenovu v¥tu, volíme lineární deformaci polár-

ních sou°adnic x = 3r cosφ, φ ∈ [0, 2π ],
y = 2r sinφ r ∈ [0, 1]

a dostáváme (jakobián transformace sou°adnic je 6r):∫
c

(2e2x sin y − 3y3 )dx + (e2x cos y + 4
3
x3 ) dy =

=
∫∫
D

2e2x cos y + 4x2 − (2e2x cos y − 9y2 ) dx dy =

=
1∫

0

2π∫
0

6r
[
4(3r cosφ)2 + 9(2r sinφ)2

] =
= 216

1∫
0

r3 dr

2π∫
0

dφ = 216 · [r4
4

]1
0 · 2π = 108π.

□

8.107. Vypo£t¥te∫
c

(ex lny − y2x)dx +
(
ex

y
− 1

2
x2y

)
dy,

kde c je kladn¥ orientovaná kruºnice (x − 2)2 + (y − 2)2 = 1.
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8.39. Rozklad jednotky. Uvaºme n¥jakou varietuM ⊂ Rn a její
pokrytí otev°enými obrazy Ui parametrizací φi . Jist¥
budeme um¥t najít spo£etné pokrytí kaºdé varietyM
(sta£í si uv¥domit, ºe si jist¥ vysta£íme s parametri-
zacemi, které po£átek zobrazí na body s racionálními

sou°adnicemi v Rn). Navíc m·ºeme jist¥ p°edpokládat, ºe libo-
volný bod x ∈ M pat°í do nejvý²e kone£n¥ mnoha mnoºin Ui . Ta-
kovému pokrytí °íkáme lokáln¥ kone£né pokrytí parametrizacemi
φi .

Nyní si vzpome¬me na hladké varianty charakteristických
funkcí z odstavce 6.7. Zkonstruovali jsme tam pro kaºdá kladná
£ísla 0 < ε < r funkci fε,r(t) takovou, ºe fε,r(t) = 1 pro
|t| < r − ε, zatímco fε,r(t) = 0 pro |t| > r + ε, a 0 ≤ fε,r(t) ≤ 1
v²ude. P°itom zárove¬ platilo f (t) ̸= 0, práv¥ kdyº |t| ≤ r + ε
(na obrázku v 6.6 p°ipomíná graf této funkce charakteristickou
funkci).

Jestliºe nyní de�nujeme

χr,ε,x0(x) = fε,r(|x − x0|),
dostáváme hladkou funkci identicky jedni£kovou uvnit° koule
Br−ε (x0) s nosi£em práv¥ Br+ε (x0) a s hodnotami mezi nulou a
jedni£kou v²ude.

Lemma (Whitneyho v¥ta). Kaºdá uzav°ená mnoºina K ⊂ Rn
je mnoºinou v²ech nulových bod· n¥jaké hladké reálné nezáporné
funkce.

D·kaz. Idea d·kazu je prostá. Je-li K = Rn, vyhovuje iden-
ticky nulová funkce, p°edpokládejme K ̸= Rn.

Otev°enou mnoºinu U = Rn \ K vyjád°íme jako sjednocení
nejvý²e spo£etn¥ mnoha otev°enými koulemiBri (xi) a pro kaºdou
z nich zvolíme hladkou nezápornou funkci fi na Rn, jejíº nosi£ je
práv¥ Bri (xi), viz funkce χr,ε,x0 vý²e. Nyní se£teme v²echny tyto
funkce do nekone£né °ady

f (x) =
∞∑
k=1

akfk(x),

p°i£emº koe�cienty ak zvolíme tak malé, aby tato °ada konvergo-
vala k hladké funkci f (x).

K tomu sta£í nap°. zvolit ak tak, aby v²echny parciální derivace
v²ech funkcí akfk(x) aº do °ádu k v£etn¥ byly shora odhadnuty £ís-
lem 2−k . Pak totiº nejen samotná °ada

∑
k akfk je shora odhadnuta

sou£tem °ady
∑
k 2−k a tedy podle Weierstrassova kriteria konver-

guje stejnom¥rn¥ na celém Rn, ale totéº dostaneme pro v²echny
°ady parciálních derivací, protoºe je m·ºeme vºdy napsat jako

r−1∑
k=0

ak
∂r fk

∂xi1 · · · ∂xir
+

∞∑
k=r

ak
∂r fk

∂xi1 · · · ∂xir
,

p°i£emº první £ást je hladká funkce, protoºe jde o kone£ný sou£et
hladkých funkcí, a druhou £ást máme op¥t odhadnutou shora ab-
solutn¥ konvergující °adou £ísel a bude tedy op¥t tento výraz stej-
nom¥rn¥ konvergovat k ∂r f

∂xi1 ···∂xir .

Z de�nice je z°ejmé, ºe funkce f (x) spl¬uje poºadavky v lem-
matu. □
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�e²ení.∫
c

(ex lny − y2x)dx + (e
x

y
− 1

2
x2y)dy =

=
∫∫
D

ex

y
− xy − e

x

y
+ 2xy dx dy =

=
1∫

0

2π∫
0

r(r cosφ + 2) · (r sinφ + 2) dr dφ =

=
1∫

0

2π∫
0

r3 sinφ cosφ + 2r2 (sinφ + cosφ)+ 4r dr dφ =

= 1
4

2π∫
0

sinφ cosφ dφ + 2
3

2π∫
0

sinφ + cosφ dφ + 4π =

= 1
3

[sin2 φ

2

]2π
0 +

[− cosφ + sinφ
]2π

0 + 4π = 4π.

□

8.108. Vypo£t¥te integrál∫
c

(ex sin y − xy2 )dx +
(
ex cos y − 1

2
x2y

)
dy,

kde c je kladn¥ orientovaná kruºnice x2 + y2 + 4x + 4y + 7 = 0.⃝

8.109. Vypo£t¥te∫
c

(3y − esin x) dx + (7x +
√
y4 + 1) dy,

kde c je kladn¥ orientovaná kruºnice x2 + y2 = 9. ⃝

8.110. Vypo£t¥te integrál∫
c

(
1
x
+ 2xy − y

3

3
) dx + (1

y
+ x2 + x

3

3
) dy,

kde c je kladn¥ orientovaná hranice mnoºinyD = {(x, y) ∈ R2 : 4 ≤
x2 + y2 ≤ 9, x√

3
≤ y ≤ √3x}. ⃝

8.111. Poznámka. D·sledkem Greenovy v¥ty je vztah pro výpo£et

obsahu oblasti D, která je ohrani£ená k°ivkou c.

m(D) = 1
2

∫
c

−y dx + x dy.
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Rozklad jednotky na variet¥

V¥ta. Uvaºme varietu M ⊂ Rn a její lokáln¥ kone£né pokrytí
otev°enými obrazyUi parametrizací φi . Pak na mnoºináchUi exis-
tuje soustava hladkých reálných nezáporných funkcí fi takových,
ºe pro kaºdý bod x ∈ M platí

∑
i fi(x) = 1 a zárove¬ fi(x) ̸= 0,

práv¥ kdyº x ∈ Ui .
Soustav¥ funkcí fi z v¥ty °íkáme rozklad jednotky pod°ízený

lokáln¥ kone£nému pokrytí variety parametrizacemi.

D·kaz. Nejprve si roz²i°me mnoºiny Ui na otev°ené
mnoºiny Ũi pomocí roz²í°ených parametrizací φ̃ z de�nice pojmu
variety a jejích lokálních parametrizací. Jist¥ tak m·ºeme u£init
tak, aby i nadále byly mnoºiny Ũi lokáln¥ kone£ným pokrytím
otev°eného okolí Ũ = ∪iŨi ⊂ Rn varietyM.

Pro kaºdou otev°enou mnoºinu Ũi nyní zvolme funkci gi(x)
na celémRn, tak aby gi(x) ̸= 0 práv¥ pro x ∈ Ũi . To umíme podle
práv¥ dokázané Whitneyho v¥ty. Nyní je funkce g(x) =∑i gi(x)

dob°e de�novaná pro v²echna x ∈ Rn a hladká, díky lokální
kone£nosti pokrytí (pro kaºdý pevný bod x jde o kone£nou sumu
nenulových funkcí na n¥jakém jeho okolí). Funkce g(x) je p°itom
nenulová pro v²echna x ∈ M, m·ºeme proto namísto funkcí gi(x)
zúºených na M uvaºovat funkce fi(x) = gi(x)/g(x), které jiº
spl¬ují ob¥ poºadované vlastnosti ve v¥t¥. □

8.40. Integrace k�forem na varietách. Te¤ jiº máme v²e p°ipra-
veno k de�nici integrálu k�forem na k�rozm¥rných
varietách. Uvaºme tedy n¥jakou takovou varietu
M ⊂ Rn a n¥jakou formu ω ∈ �k(M) s kompakt-

ním nosi£em.
Zvolme si n¥jaké lokáln¥ kone£né pokrytí varietyM paramet-

rizacemi φi : Vi → Ui takovými, ºe uzáv¥ry v²ech obraz· φi(Vi)
jsou kompaktní a k tomuto pokrytí pod°ízený rozklad jednotky fi .
Integrál de�nujeme vztahem∫

M

ω =
∫
M

∑
i

fiω =
∑
i

∫
Ui

fiω,

kde integrály v sum¥ napravo jsme jiº de�novali, protoºe formy
fiω mají nosi£ uvnit° obrazu v parametrizaci φi . Ve skute£nosti
m·ºeme p°edpokládat, ºe bude na²e suma kone£ná, protoºe nám
sta£í uvaºovat parametrizace pokrývající kompaktní nosi£ formy
ω. Jde tedy o dob°e de�nované £íslo, nicmén¥ je t°eba ov¥°it, ºe
výsledná hodnota skute£n¥ nezávisí na na²ich volbách.

Zvolme si tedy n¥jakou novou parametrizaci φ : V → U

kousku variety U ⊂ M a podívejme se, £ím integrál p°es U
p°isp¥je k na²í integraci. Dostáváme∫

U

ω =
∑
i

∫
Vi∩V

(fi ◦ φ)(φ∗ω) =
∫
V

φ∗ω.

Na levé stran¥ p°itom máme standardní integrál p°es otev°enou
mnoºinu Rk a napravo tentýº integrál v jiné parametrizaci.

Pokud tedy zvolíme jiné pokrytí a jiný rozklad jednotky,
m·ºeme vý²e uvedenou úvahu provést pro spole£né zjemn¥ní
t¥chto pokrytí a ov¥°íme, ºe ve skute£nosti je námi de�novaný vý-
raz na v²ech volbách nezávislý (promyslete si podrobn¥ji!).
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8.112. Vypo£t¥te obsah plochy dané elipsou x2

a2 + y2

b2 = 1.

�e²ení. Pouºitím vztahu ∥8.111∥ a pomocí transformace sou°adnic

x = a cos t, y = b sin t, pro t ∈ [0, 2π ] dostáváme

m(D) = 1
2

∫
c

−y dx + x dy =

= 1
2

2π∫
0

a cos t · b cos tdt − 1
2

2π∫
0

b sin t · (−a sin t)dt =

= 1
2
ab

2π∫
0

cos2 tdt + 1
2
ab

2π∫
0

sin2 tdt =

= 1
2
ab

2π∫
0

cos2 t + sin2 tdt = 1
2
ab2π = πab,

coº je vskutku známý vzorec pro výpo£et elipsy s poloosami a a b.

□

8.113. Vypo£t¥te obsah plochy ohrani£ené cykloidou danou parame-

tricky ψ(t) = [a(t − sin t); a(1 − cos t)], pro a ≥ 0, t ∈ (0, 2π) a
osou x.

�e²ení. Plocha je dána k°ivkami c1 a c2. Takºe pro obsah dostáváme

m(D) = 1
2

∫
c1
−y dx + x dy + 1

2

∫
c2
−y dx + x dy.

Kaºdý z uvedených integrál· spo£ítáme zvlá²´: parametrické vy-

jád°ení k°ivky c1 (úseku osy x) je (t; 0); t ∈ [0; 2aπ] a pro první

integrál m·ºeme psát

1
2

∫
C1

−y dx + x dy = 1
2

∫ 2aπ

0
0 · 1 dt +

∫ 2aπ

0
t · 0dt = 0.

Parametrické vyjád°ení k°ivky c2 je ψ(t) ∈ (a(t − sin t), a(1 −
cos t)); t ∈ [2π; 0].

Vzorec pro obsah p°edpokládá kladn¥ orientovanou k°ivku, coº

pro uvaºované parametrické vyjád°ení cykloidy znamená, ºe se

pohybujeme proti sm¥ru parametrizace, tedy od v¥t²í meze k men²í.
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8.41. Vn¥j²í diferenciál vn¥j²ích forem. Jak jsme vid¥li, diferen-
ciál funkce lze chápat jako zobrazení

d : �0(Rn)→ �1(Rn).

Prost°ednictvím parametrizací lze tuto de�nici roz²í°it na funkce
na varietáchM a jejich diferenciálem jsou lineární formy naM. Ná-
sledující v¥ta tento diferenciál roz²i°uje na libovolné vn¥j²í formy
na varietáchM ⊂ Rn.

Vn¥j²í diferenciál

V¥ta. Existuje jediné zobrazení d : �k(M) → �k+1M, pro
v²echny varietyM ⊂ Rn a k = 0, . . . , n, takové ºe

• d je lineární vzhledem k násobení reálnými £ísly,
• pro k = 0 jde o diferenciál funkcí,
• d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)rα ∧ (dβ), kde α ∈ �r(M),
• pro kaºdou funkci f naM platí d(df ) = 0.

Zobrazení d °íkáme vn¥j²í diferenciál.

D·kaz. Pi²me lokáln¥ k�formu ve tvaru

α =
∑

i1<···<ik
ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Jestliºe diferenciál d existuje, pak podle poºadovaných vlastností
musí být roven

dα =
∑

i1<···<ik
dai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i1<···<ik

∂ai1···ik
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Skute£n¥, bázové lineární formy dxi jsou ve skute£nosti diferenci-
ály sou°adných funkcí, a proto dal²ím diferencování jiº podle po-
slední vlastnosti musíme dostat nulu, zatímco diferenciál funkcí
známe. P°itom dále je d(fβ) = df ∧ β + f dβ. (Promyslete si
podrobnosti!).

Naopak, kdyº takto v sou°adnicích diferenciál d de�nujeme,
snadno ov¥°íme v²echny poºadované vlastnosti. (Dokon£ete samo-
statn¥!) □

8.42. Variety s hranicí. V praktických úlohách £asto pracujeme
s varietamiM jako je nap°. otev°ená koule v trojrozm¥rném
prostoru, zárove¬ nás ale zajímá i hranice t¥chto variet ∂M,
coº je v p°ípad¥ koule sféra.

Nejjednodu²²í je situace se souvislými k°ivkami. Bu¤
jde o uzav°enou k°ivku, jako je nap°. kruºnice v rovin¥, a pak je
její hranice prázdná, nebo je hranice tvo°ena dv¥ma hrani£ními
body. Tyto body budeme brát v£etn¥ orientace zd¥d¥né z k°ivky,
tj. po£áte£ní bod budeme brát se znaménkem mínus, koncový se
znaménkem plus.

V²imn¥me si, ºe jestliºe integrujeme po k°ivceM, která je ob-
razem parametrizace φ : [a, b], diferenciál funkce df , pak p°ímo
z de�nice dostáváme∫

M

df =
∫ b

a

d(f ◦ φ)(t) dt = f (φ(b))− f (φ(a)).

Výsledek tedy nezáleºí nejen na zvolené parametrizaci, nýbrº ani
na skute£né k°ivce. Záleºí jen na po£áte£ním a koncovém bodu.
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Pro obsah cykloidy tak dostáváme

1
2

∫
c2

−y dx + x dy = 1
2

0∫
2π

a(t − sin t) · a(sin t) dt−

− 1
2

0∫
2π

a(1− cos t) · a(1− cos t) dt =

=1
2
a2

2π∫
0

t sin t − sin2 t − 1+ 2 cos t − cos2 t dt =

=1
2
a2

0∫
2π

t sin t + 2 cos t − 2 dt =

=1
2
a2[−t cos t − sin t + 2 cos t − 2]0

2π = 3πa2.

□

J. Aplikace Stokesovy v¥ty � Gaussova-Ostrogradského v¥ta

8.114. Vypo£t¥te I = ∫∫
S

x3 dy dz + y3 dx dz + z3 dx dy, kde S

je dáno koulí x2 + y2 + z2 = 1.

�e²ení. Vpr·b¥hu výpo£tu bude výhodné pouºít sférických sou°adnic

x = ρ sinφ cosψ ρ = [0, 1],
y = ρ sinφ sinψ φ = [0, π ],
z = ρ cosφ ψ = [0, 2π].

Jakobián této transformace je −ρ2 sinφ.
Zadaný integrál je pak roven

I =
∫∫
S

x3 dy dz + y3 dx dz + z3 dx dy =

=
∫∫∫
V

3x2 + 3y2 + 3z2 dx dy dz =

= 3

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

ρ2 sinφ
(
ρ2 sin2 φ cos2 ψ + ρ2 sin2 φ sin2 ψ+

+ρ2 cos2 φ
)

dρ dφ dψ =

= 3

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

ρ4 sinφ
(
sin2 φ

(
cos2 ψ + sin2 ψ

) +
+ cos2 φ

)
dρ dφ dψ =

= 3

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

ρ4 sinφ dρ dφ dψ = 3 ·
[
ρ5

5

]1

0
[ψ]2π

0 [cosφ]π0 =
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Kdyº si k°ivku rozd¥líme na n¥kolik na sebe navazujících disjunkt-
ních interval·, integrál se rozpadne na sou£et rozdíl· hodnot v kon-
cových bodech, ty se v²ak v²echny vykrátí a z·stane nám op¥t to-
téº.

Tento jev nyní budeme diskutovat v obecných dimenzích.
K tomu pot°ebujeme formalizovat pojem hranice variety a její ori-
entace. Nejjednodu²²ím p°íkladem je poloprostor M̄ = R− ×
Rn−1, kde R− = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; x1 ≤ 0}. Jeho hranicí je
∂M = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn; x1 = 0}. Orientací na tomto po-
loprostoru zd¥d¥nou ze standardní orientace rozumíme tu ur£enou
formou dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Orientovaná hranice variety

Uvaºme uzav°enou podmnoºinu M̄ ⊂ Rn takovou, ºe její
vnit°ek M ⊂ M̄ je orientovanou k�rozm¥rnou varietou s pokry-
tím kompatibilními parametrizacemi φi . Dále p°edpokládejme, ºe
pro kaºdý hrani£ní bod x ∈ ∂M = M̄ \M má okolí v M̄ s paramet-
rizací φ : V ⊂ R−×Rk−1 → M takovou, ºe body x ∈ ∂M∩φ(V )
jsou práv¥ obrazem hranice poloprostoruR−×Rk−1. Podmnoºinu
M̄ s t¥mito vlastnostmi nazýváme orientovaná varieta s hranicí.

Zúºení parametrizací zahrnujících hranici na tuto hranici ∂M
zadává na ∂M strukturu k − 1�rozm¥rné orientované variety.

8.43. Stokesova v¥ta. Nyní se dostáváme k velice d·leºitému
a uºite£nému výsledku. Hlavní v¥tu o vícerozm¥rné
analogii k°ivkových a plo²ných integrál· formulujeme
pro hladké formy a hladké variety. Zb¥ºná analýza
d·kazu ale ukazuje, ºe ve skute£nosti pot°ebujeme jen

jednou spojit¥ diferencovatelnou vn¥j²í formu, kterou integrujeme,
a dvakrát spojit¥ integrovatelné parametrizace variety. V praxi na-
víc £asto máme hranici oblasti podobnou jako t°eba u jednotkové
krychle v R3. Tj. máme v hranici nespojitosti derivací na rieman-
novsky m¥°itelné mnoºin¥ míry nula. V takovém p°ípad¥ si inte-
graci rozd¥líme na hladké £ásti a výsledky se£teme. V²imn¥me si,
ºe p°itom sice vzniknou nové kusy hranic, ty v²ak sousedí a jsou
v sousedících oblastech s opa£nými orientacemi, takºe se jejich
p°ínos integraci vzájemn¥ vyru²í (podobn¥ jako tomu vý²e bylo
u hrani£ních bod· po £ástech diferencovatelné k°ivky).

Stokesova v¥ta

V¥ta. Uvaºme hladkou vn¥j²í (k − 1)�formu ω s kompaktním
nosi£em na orientované variet¥ M̄ s hranicí ∂M se zd¥d¥nou ori-
entací. Pak platí ∫

M

dω =
∫
∂M

ω.

D·kaz. S vyuºitím vhodného lokáln¥ kone£ného pokrytí va-
riety M̄ a jemu pod°ízeného rozkladu jednotky vy-
jád°íme integrály na obou stranách jako sou£et (do-
konce kone£ný, protoºe je nosi£ uvaºované formy ω
kompaktní) integrál· forem naRk nebo poloprostoru

R− × Rk−1.
Rozklad jednotky se nám tu hodí jako topologický nástroj

umo¬ující lokalizovat °e²ený problém a dokazovat v¥tu zvlá²´ pro
dva p°ípady,M = Rk aM = R− ×Rk−1. Za£neme s obtíºn¥j²ím
p°ípadem poloprostoruM. Uvaºme tedy formu ω je forma s kom-
paktním nosi£em na uzáv¥ru M̄ . Pak bude ω jist¥ sou£tem forem
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= 3 · 1
5
· 2π · [−1− 1] = −12

5
π.

□

8.115. Vektorový tvar Gaussovy-Ostrogradského v¥ty. Pro vekto-

rové pole F(x, y, z) = f (x, y, z) ∂
∂x
+ g(x, y, z) ∂

∂y
+ h(x, y, z) ∂

∂z

de�nujeme jeho divergenci divX := fx + gy + hz. Gaussovu-

Ostrogradského v¥tu pak m·ºeme formulovat takto:∫∫∫
V

divF⃗ (x, y, z) dx dy dz =
∫∫
S

F⃗ (x, y, z) · n⃗(x, y, z) dS,

kde n⃗(x, y, z) je jednotková vn¥j²í normála k plo²e S v bod¥

[x, y, z] ∈ S (S je hranicí normálního oboru V).

8.116. Vypo£t¥te tok vektorového pole daného funkcí

F = (xy2 , yz, x2 z), p°es válec x2 + y2 = 4, z = 1, z = 3.

�e²ení. Nejprve spo£t¥me divergenci daného vektorového pole:

divF = ∇ · F = (∂(xy
2 )

∂x
+ ∂(yz)

∂y
+ ∂(x

2 z)

∂z
) = y2 + z + x2 .

Tedy tok T vektorového pole je rovem

∫∫∫
V

y2 + z + x2 dx dy dz =

=
2∫

0

2π∫
0

3∫
1

ρ · (ρ2 sin2 φ + z + ρ2 cos2φ) dρ dφ dz =

=
2∫

0

2π∫
0

3∫
1

ρ · (ρ2 (sin2φ + cos2φ)+ z ) dρ dφ dz =

=
2∫

0

2π∫
0

3∫
1

ρ · (ρ2 (sin2φ + cos2φ)+ z ) dρ dφ dz =

=
2∫

0

2π∫
0

3∫
1

ρ3 + ρz dρ dφ dz =

= 2π

2∫
0

3∫
1

ρ3 + ρz dρ dz = 2π

3∫
1

[
ρ4

4
+ ρ

2

2
z]2

0 dz =

= 2π

3∫
1

4+ 2z dz = 2π[4z+ z2]3
1 = 2π[12+ 9− 4− 1] = 32π.

□
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tvaru

ω = ηj (x)dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxj ∧ · · · ∧ dxk,
kde st°í²ka zna£í vynechání p°íslu²né lineární formy a ωj (x) je
hladká funkce s kompaktním nosi£em. Její vn¥j²í diferenciál je

dω = (−1)j
∂ηj

∂xj
dx1 ∧ · · · ∧ dxk.

Pokud je j > 1, je vy£íslení formy ω podél hranice ∂M = {x ∈
Rk; x1 = 0} identicky nulové. Zárove¬ s vyuºitím základní v¥ty
o primitivní funkci pro funkce jedné prom¥nné dostáváme∫

M

dω = (−1)j
∫
Rk−1

(∫ ∞

−∞
∂ηj

∂xj
dxj

)
dx1 · · · ˆdxj · · · dxk

= (−1)j
∫
Rk−1

[
ηj
]∞
−∞dx1 · · · ˆdxj · · · dxk = 0,

protoºe má funkce ωj kompaktní nosi£. V¥ta tedy v tomto p°ípad¥
platí. Pokud je ale j = 1, pak dostáváme∫

M

dω =
∫
Rk−1

(∫ 0

−∞
∂η1

∂x1
dx1

)
dx2 · · · · · · dxk

=
∫
Rk−1

η1(0, x2, . . . , xk)dx2 · · · dxk =
∫
∂M

ω.

Tím je d·kaz Stokesovy v¥ty ukon£en. □

8.44. Poznámky o vyuºití Stokesovy v¥ty. Dokázali jsme
mimo°ádn¥ d·leºitý výsledek, který pokrývá
n¥kolik klasických integrálních vztah· z klasické
vektorové analýzy. Nap°. si v²imn¥me, ºe podle
Stokesovy v¥ty je integrace vn¥j²ího diferenciálu dω

jakékoliv (k − 1)�formy p°es kompaktní varietu bez hranice vºdy
nulová (nap°. kdyº integrujeme 2�formu dω p°es sféru S2 ⊂ R3).

Podívejme se postupn¥ na p°ípady Stokesovy v¥ty v nízkých
dimenzích.

P°ípad n = 2, k = 1. Zkoumáme tedy plochu M v rovin¥
ohrani£enou k°ivkouC = ∂M. Je-li formaω(x, y) = f (x, y)dx+
g(x, y)dy, je dω = (− ∂f

∂y
+ ∂g
∂x

)
dx∧dy. Stokesova v¥ta tedy dává

vztah∫
C

f (x, y)dx + g(x, y)dy =
∫
M

(
−∂f
∂y
+ ∂g
∂x

)
dx ∧ dy,

coº je jeden z klasických tvar· tzv. Greenovy v¥ty.
Jestliºe vyuºijeme standardní skalární sou£in na R2, m·ºeme

vektorové pole X ztotoºnit s lineární formou ωX takovou, ºe
ωX(Y ) = ⟨Y,X⟩. Ve standardních sou°adnicích (x, y) to prost¥
znamená, ºe poleX = f (x, y) ∂

∂x
+g(x, y) ∂

∂y
zadá práv¥ formu ω

zadanou vý²e. Integrál z ωX podél k°ivky C má ve fyzice význam
práce vykonané pohybem po této k°ivce v silovém poli X. Gree-
nova v¥ta pak mimo jiné °íká, ºe pokud je ωX = dF pro n¥jakou
funkci F , pak je vykonaná práce po uzav°ené k°ivce vºdy nulová.
Takovým polím se °íká potenciálové a funkce F je potenciál pole
X.

Také jsme Greenovou v¥tou znovu ov¥°ili, ºe integrace dife-
renciálu funkce po k°ivce závisí jen na po£áte£ním a koncovém
bodu k°ivky.

P°ípad n = 3, k = 2. Zkoumáme oblast v R3 ohrani£enou plo-
chou S. Je-li ω = f (x, y, z)dy ∧ dz + g(x, y, z)dz ∧ dx +
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8.117. Vypo£t¥te tok vektorového pole daného funkcí

F = (y, x, z2), p°es kouli x2 + y2 + z2 = 4.

�e²ení. Divergence daného vektorového pole je:

divF = ∇ · F = ( ∂y
∂x
+ ∂x
∂y
+ ∂z

2

∂z
) = 2z.

Hledaný tok je pak roven

∫∫∫
V

2z dx dy dz =
2∫

0

π∫
0

2π∫
0

ρ2 sinφ · 2ρ cosφ dρ dφ dψ =

= 2

2∫
0

ρ3 dρ

2π∫
0

dψ

π∫
0

sinφ cosφ dφ =

= 2[
ρ4

4
]2
0 · [ψ]2π

0 · [
sin2 φ

2
]π0 =

= 2 · 16
4
· 2π · 0 = 0.

□

K. Diferenciální rovnice 1.°ádu

8.118. Ur£ete v²echna °e²ení diferenciální rovnice

y′ =
√

1−y2

cos2 x

(
1+ cos2 x

)
.

�e²ení. Máme zadánu oby£ejnou diferenciální rovnici prvního °ádu

ve tvaru y′ = f (x, y), £emuº °íkáme, ºe je roz°e²ená vzhledem k de-

rivaci. Navíc ji m·ºeme uvést do tvaru y′ = f1(x) · f2(y) pro spojité

funkce f1 a f2 jedné prom¥nné (na jistých otev°ených intervalech), tj.

jedná se o diferenciální rovnici se separovanými prom¥nnými.

P°i výpo£tu nejprve nahradíme y′ = dy/dx a upravíme diferen-

ciální rovnici do tvaru

1√
1−y2 dy = 1+cos2 x

cos2 x
dx.

Nebo´ ∫ 1+cos2 x
cos2 x

dx = ∫ 1
cos2 x
+ 1 dx,

m·ºeme integrováním podle základních vzorc· získat

(8.6) arcsin y = tg x + x + C, C ∈ R.

Uv¥domme si v²ak, ºe p°i d¥lení výrazem
√

1− y2 jsme ml£ky

p°edpokládali jeho nenulovost, tj. výpo£et je platný pro y ̸= ±1.
Dosadíme-li konstantní funkce y ≡ 1, y ≡ −1 do dané diferenciální

rovnice, ihned vidíme, ºe diferenciální rovnici vyhovují. Máme tedy

dal²í dv¥ °e²ení, o kterých mluvíme jako o singulárních. Situaci, kdy

je cos x = 0, ne°e²íme. V tomto p°ípad¥ totiº pouze ztrácíme body

de�ni£ních obor· (nikoli samotná °e²ení).
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h(x, y, z)dx ∧ dy, dostaneme dω = ( ∂f
∂x
+ ∂g
∂y
+ ∂h

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

a Stokesova v¥ta °íká∫
S

f (x, y, z)dy∧dz+g(x, y, z)dz∧dx+h(x, y, z)dx∧dy

=
∫
M

(
∂f

∂x
+ ∂g
∂y
+ ∂h
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz.

To je tvrzení tzv. Gaussovy�Ostrogradského v¥ty.
I tato v¥ta má velmi názornou fyzikální interpretaci. Kaºdé

vektorové pole X = f (x, y, z) ∂
∂x
+ g(x, y, z) ∂

∂y
+ h(x, y, z) ∂

∂z

zadá dosazením za první argument ve standardní form¥ objemu
vn¥j²í 2�formu ωX(x, y, z) = f (x, y, z)dy ∧ dz+ g(x, y, z)dz∧
dx + h(x, y, z)dx ∧ dy. Integrál této formy p°es plochu m·ºeme
vnímat tak, ºe integrovaná 2�forma v kaºdém bod¥ in�nitesi-
máln¥ p°idá k integrálu p°ír·stek rovný objemu rovnob¥ºnost¥nu
zadaného polem X a malým kouskem plochy. Vnímáme-li vekto-
rové pole jako rychlost pohybu jednotlivých bod· prostoru, p·jde
o �pr·tok� danou plochou. Na pravé stran¥ integrálu pak je vý-
raz, který m·ºeme de�novat jako d(ωX) = (divX)dx ∧ dy ∧ dz.
Gaussova�Ostrogradského v¥ta °íká, ºe kdyº je divX identicky nu-
lové, pak celkový pr·tok hrani£ní plochou oblasti je nulový. Proto
se polím s divX = 0 °íká bezz°ídlová pole.

P°ípad n = 3, k = 1. V tomto p°ípad¥ máme v R3 plochu M
ohrani£enou k°ivkou C. V p°ípad¥, ºe lineární forma ω je diferen-
ciálem n¥jaké funkce, zji²´ujeme, ºe integrál po plo²e závisí jen na
hrani£ní k°ivce. Jde o klasickou Stokesovu v¥tu. Pokud stejn¥ jako
v rovin¥ pouºijeme standardní skalární sou£in k identi�kaci vekto-
rového poleX = f ∂

∂x
+g ∂

∂y
+h ∂

∂z
s formouω = f dx+gdx+hdz,

dostaneme ∫
C

f dx + gdx + hdz =
∫
M

dω,

kde dω = ( ∂h
∂y
− ∂g
∂z

)
dy∧dz+( ∂f

∂z
− ∂g
∂x

)
dz∧dx+( ∂g

∂x
− ∂f
∂y

)
dx∧dy.

Tuto 2�formu m·ºeme op¥t identi�kovat s jediným vektorovým
polem rotX, které dá dω dosazením do standardní formy ob-
jemu. Tomu poli se °íká rotace vektorového pole X. Vidíme, ºe
v t°írozm¥rném prostoru jsou vektorová pole X s vlastností ωX =
dF pro n¥jakou funkci F zadána podmínkou rotX = 0. Op¥t jim
°íkáme potenciálová pole.

3. Diferenciální rovnice

V této £ásti se vrátíme k (vektorovým) funkcím jedné
prom¥nné, které ale budeme zadávat a zkoumat pomocí jejich
okamºitých zm¥n. V záv¥ru se pak také zastavíme u p°ípadu
rovnic obsahujících parciální derivace.

8.45. Lineární a nelineární diferen£ní modely. Pojem derivace
jsme zavedli, abychom mohli pracovat s okamºitými
zm¥nami studovaných veli£in. Ze stejných d·vod·
jsme kdysi v úvodní kapitole zavád¥li diference a

práv¥ vztahy mezi hodnotami veli£in a zm¥nami t¥ch samých nebo
jiných veli£in vedly k tzv. diferen£ním rovnicím. Jako motiva£ní
úvod k rovnicím obsahujícím derivace neznámých funkcí se k di-
feren£ním rovnicím na chvilku vra´me.

Nejjednodu²²ím modelem bylo úro£ení vklad· nebo p·j£ek
(a totéº pro tzv. Malthusiánský model populace). P°ír·stek byl
úm¥rný hodnot¥, viz 1.10. V rámci spojitého modelování stejný
poºadavek povede na rovnici vztahující derivaci funkce y′ (t) s její
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Nyní si n¥kolik £ástí výpo£tu okomentujme. Vyjád°ení y′ =
dy/dx umoº¬uje mnoho symbolických úprav. Kup°íkladu je

dz
dy
· dy
dx
= dz

dx
, 1

dy
dx

= dx
dy
.

Platnost t¥chto dvou �samoz°ejmých� vztah· je ve skute£nosti

zaru£ena po °ad¥ v¥tou o derivaci sloºené funkce a v¥tou o derivaci

inverzní funkce. Práv¥ výhodnost jasných úprav byla motivací pro

G. W. Leibnize p°i zavád¥ní dodnes pouºívaného zna£ení. Dále si

v²imn¥me, ºe jsme obecné °e²ení (∥8.6∥) neupravili do nabízejícího

se tvaru

(8.7) y = sin (tg x + x + C) , C ∈ R.

P°estoºe, jak je koneckonc· obvyklé, nebudeme p°i po£ítání diferen-

ciálních rovnic uvád¥t de�ni£ní obory (pro která x mají výrazy smysl),

nebudeme je ani m¥nit �nadbyte£nými� úpravami. Je totiº z°ejmé, ºe

funkce y uvedená v (∥8.7∥) je de�nována pro v²echna x ∈ (0, π) ∖
{π/2}, av²ak pro hodnoty x blízké π/2 (p°i daném C) neexistuje y ta-

kové, aby bylo spln¥no (∥8.6∥). �e²eními diferenciálních rovnic jsou

obecn¥ k°ivky, které není vºdy moºné vyjád°it jako grafy elementár-

ních funkcí (na celých intervalech, kde je uvaºujeme). Proto se o to

ob£as nebudeme ani pokou²et. □

8.119. Uve¤te obecné °e²ení rovnice y′ = (2− y) tg x.
�e²ení. Op¥t máme diferenciální rovnici se separovanými

prom¥nnými. Postupn¥ dostáváme

dy

dx
= (2− y) tg x,

− dy

y − 2
= sin x

cos x
dx,

− ln | y − 2 | = − ln | cos x | − ln |C |, C ̸= 0.

Posunutí dané integrováním jsme zde vyjád°ili pomocí ln |C |, coº
je vhodné (vzhledem k následujícím úpravám) zvlá²t¥ tehdy, kdyº na

obou stranách rovnice obdrºíme logaritmus. Dále je

ln | y − 2 | = ln |C cos x |, C ̸= 0,

| y − 2 | = |C cos x |, C ̸= 0,

y − 2 = C cos x, C ̸= 0,

kde bychom m¥li psát ±C (po odstran¥ní absolutní hodnoty). Tím, ºe

v²ak uvaºujeme v²echna nenulováC, nezáleºí na tom, zda pí²eme+C,
nebo −C. V²imn¥me si, ºe jsme d¥lili výrazem y − 2. Proto je t°eba
p°ípad y ≡ 2 vy²et°ovat zvlá²´. Derivace konstantní funkce je nulová,

a tudíº jsme nalezli je²t¥ jedno °e²ení y ≡ 2. To v²ak není singulární:
volbouC = 0 jej m·ºeme zahrnout do d°íve ur£eného obecného °e²ení.
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hodnotou (tradi£n¥ se u takových rovnic explicitn¥ nevypisuje ar-
gument neznámé funkce, který je bu¤ znám z kontextu nebo na
jeho ozna£ení nezáleºí)

(8.4) y′ = r · y
s konstantou úm¥rnosti r.

Je snadné uhodnout °e²ení této rovnosti, tj. funkci y(t) po je-
jímº dosazení bude rovnost identicky spln¥na,

y(t) = C ert

s libovolnou konstantouC. Tuto konstantu ur£íme jednozna£n¥ vol-
bou tzv. po£áte£ní hodnoty y0 = y(t0) v n¥jakém bod¥ t0. Pokud
by £ást r·stu v na²em modelu byla dána konstantním p·sobením
nezávislém na hodnot¥ y nebo t (jako jsou nap°. pau²ální poplatky
za vedení ú£tu nebo p°irozený úbytek populace t°eba v d·sledku
poráºek na jatkách), mohli bychom pouºít rovnici s konstantou s
na pravé stran¥

(8.5) y′ = r · y + s.
Zjevn¥ bude °e²ením této rovnice funkce

y(t) = C ert − s
r
.

K tomuto záv¥ru je velice lehké dojít, pokud si uv¥domíme, ºe
mnoºinou v²ech °e²ení rovnice (8.4) je jednorozm¥rný vektorový
prostor, zatímco °e²ení rovnice (8.5) se obdrºí p°i£tením kteréhoko-
liv jednoho jejího °e²ení ke v²em °e²ením p°edchozí rovnice. Lze
pak snadno najít konstantní °e²ení y(t) = k pro k = − s

r
.

Podobn¥ se nám v odstavci 1.13 poda°ilo vytvo°it tzv. logis-
tický model popula£ního r·stu zaloºený na p°edpokladu, ºe pom¥r
zm¥ny velikosti populace p(n + 1) − p(n) a její velikosti p(n)
je v a�nní závislosti na samotné velikosti populace. P°itom jsme
cht¥li, aby se model choval podobn¥ jako Malthusiánský p°i ma-
lých hodnotách populace a v·bec nerostl p°i dosaºení limitní hod-
noty K. Nyní m·ºeme tentýº vztah pro spojitý model formulovat
pro populaci p(t) závislou na £ase t pomocí rovnosti

(8.6) p′ = p
(
− r
K
p + r

)
,

tj. p°i hodnot¥ p(t) = K pro velkou konstantu K je skute£n¥ oka-
mºitý p°ír·stek funkce p nulový, zatímco pro p(t) blízké nule je
pom¥r rychlosti r·stu populace k její velikosti blízký r, coº bývá
malé £íslo v °ádu setin vyjad°ující rychlost r·stu populace za dob-
rých podmínek.
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Není jist¥ snadné vy°e²it bez znalostí teorie takovou rovnici (i
kdyº práv¥ tento typ rovnic zanedlouho zvládneme), nicmén¥ jako
cvi£ení na derivování lze snadno ov¥°it, ºe následující funkce je
°e²ením pro kaºdou konstantu C:

p(t) = K

1+ CK e−rt .
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Správný výsledek tak je

y = 2+ C cos x, C ∈ R. □

8.120. Nalezn¥te °e²ení diferenciální rovnice

(1+ ex) yy′ = ex

spl¬ující po£áte£ní podmínku y(0) = 1.

�e²ení. Jsou-li funkce f : (a, b) → R a g : (c, d) → R spojité a

je-li g(y) ̸= 0, y ∈ (c, d), má po£áte£ní úloha

y′ = f (x)g(y), y(x0) = y0

práv¥ jedno °e²ení pro libovolné x0 ∈ (a, b), y0 ∈ (c, d). Toto °e²ení
je implicitn¥ ur£eno jako

y(x)∫
y0

dt
g(t)
=

x∫
x0

f (t) dt.

V konkrétních p°íkladech si po£ínáme tak, ºe najdeme v²echna °e²ení

a pak vybereme to, které vyhovuje po£áte£ní podmínce.

Po£ítejme (
1+ ex

)
y dy/dx = ex,

y dy = ex

1+ ex
dx,

y2

2
= ln

(
1+ ex

)+ ln |C |, C ̸= 0,

y2

2
= ln

(
C
[
1+ ex

])
, C > 0.

Dosazení y = 1, x = 0 poté dává
1
2 = ln (C · 2) , tj. C =

√
e

2 .

Nalezli jsme tak °e²ení
y2

2 = ln
(√

e

2 [1+ ex]
)
,

tj.

y =
√

2 ln
(√

e

2 [1+ ex]
)

v okolí bodu [0, 1], kde je y > 0. □

8.121. Ur£ete °e²ení diferenciální rovnice

y′ = y2+1
x+1 ,

pro které je y(0) = 1.

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu dostáváme

dy

y2 + 1
= dx

x + 1
,

arctg y = ln | x + 1 | + C, C ∈ R.

Po£áte£ní podmínka (tedy dosazení x = 0 a y = 1) dává

arctg 1 = ln | 1 | + C, tj. C = π
4 .

Proto °e²ením zadaného po£áte£ního problému je funkce

y(x) = tg
(
ln | x + 1 | + π

4

)
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Srovnáním grafu této funkce s volbou K = 100, r = 0, 05 a
C = 1 na levém obrázku (první dv¥ jsme takto pouºili v 1.13, po-
slední odpovídá p°ibliºn¥ po£áte£ní hodnot¥ p(0) = 1) s pravým
obrázkem (°e²ení diferen£ní rovnice z 1.13 s týmiº hodnotami pa-
rametr·) vidíme, ºe skute£n¥ oba p°ístupy k modelování populací
dávají docela podobné výsledky. Pro srovnání výstupu je také do
levého obrázku vkreslen graf °e²ení rovnice (8.4) s touº konstantou
r a po£áte£ní podmínkou.

8.46. Diferenciální rovnice prvního °ádu. Obecn¥ rozumíme
(oby£ejnou) diferenciální rovnicí prvního °ádu vztah
mezi derivací funkce y′ (t) v prom¥nné t, její hodno-
tou y(t) a samotnou prom¥nnou, který lze zapsat s po-
mocí n¥jaké reálné funkce F : R3 → R jako rovnost

F(y′ , y, t) = 0.

Zápis p°ipomíná implicitn¥ zadané funkce y(t), nicmén¥ navíc je
tu závislost na derivaci hledané funkce y(t). Znovu si pov²imn¥me
konvence, ºe p°i výskytu t povaºujeme tuto prom¥nnou za nezá-
vislou prom¥nnou hledané funkce y(t) a nikoliv volný parametr
problému.

Pokud je rovnice alespo¬ explicitn¥ vy°e²ena vzhledem k de-
rivaci, tj.

y′ = f (t, y)
pro n¥jakou funkci f : R2 → R, m·ºeme si dob°e gra�cky p°ed-
stavit, co taková rovnice zadává. Pro kaºdou hodnotu (t, y) v ro-
vin¥ si totiº m·ºeme p°edstavit ²ipku udávající vektor (1, f (t, y)),
tj. rychlost se kterou se nám bod grafu °e²ení bude pohybovat rovi-
nou v závislosti na volném parametru t.

Nap°. pro rovnici (8.6) dostaneme takovýto obrázek (i s vyne-
seným °e²ením pro po£áte£ní hodnotu jako vý²e).

0
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Intuitivn¥ lze na základ¥ takových obrázk· o£ekávat, ºe pro
kaºdou po£áte£ní podmínku bude existovat práv¥ jedno °e²ení na²í
rovnice. Jak ale uvidíme, takové tvrzení platí jen pro dostate£n¥
hladké funkce f .
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v okolí bodu [0, 1]. □

8.122. Vy°e²te

(8.8) y′ = x + y + 1
2x + 2y − 1

.

�e²ení. Nech´ má funkce f : (a, b) × (c, d) → R spojité parciální

derivace druhého °ádu a f (x, y) ̸= 0, x ∈ (a, b), y ∈ (c, d). Pak lze
diferenciální rovnici y′ = f (x, y) p°evést na rovnici se separovanými

prom¥nnými práv¥ tehdy, kdyº∣∣∣∣∣f (x, y) f ′
y(x, y)

f ′
x(x, y) f ′′

xy(x, y)

∣∣∣∣∣ = 0, x ∈ (a, b), y ∈ (c, d).
S trochou námahy tak lze dokázat, ºe diferenciální rovnici ve tvaru

y′ = f (ax + by + c) m·ºeme p°evést na rovnici se separovanými

prom¥nnými, a to pomocí substituce z = ax + by + c. Podotkn¥me,

ºe prom¥nná z zde nahrazuje y.

Poloºíme tedy z = x + y, coº dává z′ = 1 + y′ . Dosazením do

(∥8.8∥) získáváme

z′ − 1 = z + 1
2z− 1

,

dz

dx
= z + 1

2z− 1
+ 1,

dz

dx
= 3z

2z− 1
,(

2
3
− 1

3z

)
dz = 1 dx,

2
3
z− 1

3
ln | z | = x + C, C ∈ R,

resp.

2
3 z− 1

3 ln |Cz | = x, C ̸= 0.

Je²t¥ se musíme vrátit k p·vodní prom¥nné y v jednom z t¥chto tvar·.

Obecné °e²ení lze proto zapsat nap°. jako

2
3 x + 2

3 y − 1
3 ln | x + y | = x + C, C ∈ R,

tj.

x − 2y + ln | x + y | = C, C ∈ R.

Zárove¬ existuje singulární °e²ení y = −x, které vyplývá z omezení

z ̸= 0 vý²e provedených úprav (kdy jsme d¥lili hodnotou 3z). □

8.123. Vy°e²te diferenciální rovnici

xy′ + y ln x = y ln y.

�e²ení. Pomocí substituce u = y/x lze kaºdou homogenní diferen-

ciální rovnici y′ = f (y/x) p°evést na rovnici (se separovanými pro-

m¥nnými)

u′ = 1
x
(f (u)− u) , tj. u′x + u = f (u).
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8.47. Integrace diferenciálních rovnic. Je²t¥ neº se pustíme
do zkoumání existence °e²ení diferenciálních rovnic,
ukáºeme si aspo¬ jednu úpln¥ elementární metodu
°e²ení. P°evádí °e²ení na oby£ejné integrování a
zpravidla pak pro °e²ení obdrºíme implicitní popis.

rovnice se separovanými prom¥nnými

Uvaºujme diferenciální rovnici ve tvaru

(8.7) y′ = f (t) · g(y)
pro dv¥ spojité funkce jedné reálné prom¥nné f a g, g(y) ̸= 0.

�e²ení této rovnice lze získat integrací, tj. nalezením primitiv-
ních funkcí

G(y) =
∫

dy

g(y)
, F (t) =

∫
f (t) dt.

Postup spolehliv¥ najde °e²ení spl¬ující g(y(t)) ̸= 0.
Pak totiº spo£tením funkce y(x) z implicitn¥ zadaného vztahu

F(t) + C = G(y) s libovolnou konstantou C vede k °e²ení, pro-
toºe derivováním této rovnosti s pouºitím pravidla pro derivování
sloºené funkce G(y(t)) dostaneme skute£n¥ 1

g(y)
· y′ (t) = f (t).

Jako p°íklad najd¥me °e²ení rovnice

y′ = x · y.
P°ímým výpo£tem dostaneme ln |y(x)| = 1

2x
2 + C. Odtud to vy-

padá (alespo¬ pro kladná y) na

y(x) = e
1
2 x

2+C = D · e 1
2 x

2
,

kde D je nyní libovolná kladná konstanta. Zastavme se ale po-
zorn¥ji u výsledné formule a znamének. Konstantní °e²ení y(x) =
0 vyhovuje na²í rovnici také a pro záporná y m·ºeme pouºít
stejné °e²ení s zápornými konstantami D. Ve skute£nosti m·ºe
být konstanta D jakákoliv a na²li jsme °e²ení vyhovující jakéko-
liv po£áte£ní hodnot¥.

y(x)

x

3

3

2

1

2
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y(x)
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2

1

2
0

-1

1

-2

-3

0-1-2-3

Na obrázku jsou vynesena dv¥ °e²ení, která ukazují na nestabi-
litu rovnice v·£i po£áte£ním podmínkám: Jestliºe pro libovolné x0
zm¥níme malinké y0 z negativní na pozitivní hodnotu, pak se nám
dramaticky m¥ní chování výsledného °e²ení. Navíc si pov²imn¥me
konstantního °e²ení y(x) = 0, které odpovídá po£áte£ní podmínce
y(x0) = 0.

Pomocí separací prom¥nných umíme snadno vy°e²it neline-
ární rovnici z p°edchozího odstavce, která popisovala logistický
model populace. Zkuste si jako cvi£ení.
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Název této diferenciální rovnice je zaloºen na následující de�nici.

Funkce dvou prom¥nných f se nazývá homogenní k-tého stupn¥, jest-

liºe je f (tx, ty) = tk f (x, y). Diferenciální rovnice ve tvaru
P(x, y) dx +Q(x, y) dy = 0

je totiº homogenní diferenciální rovnicí, práv¥ kdyº jsou funkceP aQ

homogenní stejného stupn¥ k.

Nap°. takto m·ºeme odhalit, ºe zadaná rovnice

x dy + (y ln x − y ln y) dx = 0

je homogenní. Samoz°ejm¥ není obtíºné ji hned roz°e²it vzhledem

k derivaci a zapsat ve tvaru

y′ = y

x
ln y

x
.

Substitucí u = y/x po£ítáme

u′x + u = u ln u,
du

dx
x = u (ln u − 1) ,

du

u (ln u − 1)
= dx

x
,

p°i£emº u (ln u − 1) ̸= 0. Pom·ºeme-li si dal²í substitucí t =
ln u − 1, snadno integrujeme∫

du

u (ln u − 1)
=
∫
dx

x
,∫

dt

t
=
∫
dx

x
,

ln | t | = ln | x | + ln |C |, C ̸= 0,

ln | ln u − 1 | = ln |Cx |, C ̸= 0,

ln u − 1 = Cx, C ̸= 0,

ln
y

x
= Cx + 1, C ̸= 0,

y = xeCx+1, C ̸= 0.

Vylou£ené p°ípady u = 0 a ln u = 1 nevedou na dv¥ °e²ení, nebo´

u = 0 implikuje y = 0, coº nelze do p·vodní rovnice v·bec dosadit.
Zato ln u = 1 dává y/x = e a funkce y = ex z°ejm¥ °e²ením je. Proto

obecným °e²ením je

y = xeCx+1, C ∈ R.

□

8.124. Vypo£t¥te

y′ = − 4x+3y+1
3x+2y+1 .

�e²ení. Obecn¥ platí, ºe jsme schopni vy°e²it kaºdou rovnici typu

(8.9) y′ = f
(
ax + by + c
Ax + By + C

)
.
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V první kapitole jsme se obzvlá²´ pe£liv¥ v¥novali tzv. lineár-
ním diferen£ním rovnicím a jejich docela o²kliv¥ vypada-
jící obecné °e²ení jsme spo£etli v odstavci 1.10 na stran¥ 15.
P°estoºe tedy bylo p°edem jasné, ºe p·jde o jednorozm¥rný
a�nní prostor vyhovujících posloupností, ²lo zdánliv¥ o

velmi nep°ehlednou sumu, protoºe bylo t°eba zohlednit v²echny
m¥nící se koe�cienty.

Lze snad tedy odtud £erpat inspiraci k následující konstrukci
°e²ení obecné lineární rovnice prvního °ádu

(8.8) y′ = a(t)y + b(t)
se spojitými koe�cienty a(t) a b(t).

Nejprve najd¥me °e²ení homogenizované rovnice y′ (t) =
a(t)y(t). To snadno spo£teme pomocí separace prom¥nných a do-
stáváme

y(t) = y0F(t, t0), F (t, s) = e
∫ t
s a(x) dx .

V p°ípad¥ diferen£ních rovnic jsme �uhádli� °e²ení a pak jsme in-
dukcí dokázali, ºe je správn¥. Tady to je je²t¥ jednodu²²í, sta£í
správné °e²ení zderivovat a tvrzení bude ov¥°eno.

�e²ení lineární rovnice prvního °ádu

�e²ení rovnice (8.8) s po£áte£ními podmínkami y(t0) = y0 je
na intervalech spojitosti koe�cient· a(t), b(t) dáno vztahem

y(t) = y0F(t, t0)+
∫ t

t0

F(t, s)b(s) ds,

kde F(t, s) = e
∫ t
s a(x) dx .

Ov¥°te si správnost °e²ení sami (pozor na derivaci integrálu,
kde je t jak v horní mezi, tak jako volný parametr v integrandu).

Nap°íklad tedy nyní umíme p°ímo °e²it rovnici

y′ = 1− x · y
a narazíme tentokrát na stabilní chování viditelné na následujícím
obrázku.

y(x)

x

3

6

2,5

2

5

1,5

1

4

0,5

0
3210

y(x)

x

3

6

2,5

2

5

1,5

1

4

0,5

0
3210

8.48. Transformace sou°adnic. Sledování na²ich obrázk· snad
nazna£uje, ºe diferenciální rovnici je moºné vnímat
jako geometrický objekt (zobrazené �sm¥rové pole
²ipek�) a °e²ení bychom m¥li um¥t hledat pomocí

vhodn¥ zvolených sou°adnic. Vrátíme se k tomuto pohledu pozd¥ji,
te¤ si jen ukáºeme t°i jednoduché typické triky, jak se jeví z po-
hledu explicitního zápisu rovnic v sou°adnicích.

Za£n¥me tzv. homogenními rovnicemi tvaru

y′ = f (y
t

)
.
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Pokud má soustava lineárních rovnic

(8.10) ax + by + c = 0, Ax + By + C = 0

práv¥ jedno °e²ení x0, y0, pak pomocí substitucí u = x−x0, v = y−y0

p°evedeme rovnici (∥8.9∥) na homogenní rovnici
dv
du
= f ( au+bv

Au+Bv
)
.

Pokud soustava (∥8.10∥) nemá °e²ení, p°íp. jich má nekone£n¥ mnoho,

lze rovnici (∥8.9∥) p°evést substitucí z = ax + by na rovnici se sepa-

rovanými prom¥nnými (£asto se v t¥chto p°ípadech jiº jedná o rovnici

se separovanými prom¥nnými).

V tomto p°íkladu má p°íslu²ná soustava rovnic

4x + 3y + 1 = 0, 3x + 2y + 1 = 0

práv¥ jedno °e²ení x0 = −1, y0 = 1. Substitucí u = x + 1, v = y − 1
obdrºíme homogenní rovnici

dv
du
= − 4u+3v

3u+2v ,

kterou °e²íme dal²í substitucí z = v/u. Získáváme

z′u + z = −4+ 3z
3+ 2z

,

dz

du
u = −2z2 + 6z+ 4

3+ 2z
,

2z+ 3
2z2 + 6z+ 4

dz = −du
u

za p°edpokladu, ºe z2 + 3z+ 2 ̸= 0. Integrováním p°echázíme ke

1
2

ln
∣∣ z2 + 3z+ 2

∣∣ = − ln | u | + ln |C |, C ̸= 0,

1
2

ln
∣∣ (z2 + 3z+ 2

)
u2
∣∣ = ln |C |, C ̸= 0,

ln
∣∣ (z2 + 3z+ 2

)
u2
∣∣ = lnC2 , C ̸= 0,(

z2 + 3z+ 2
)
u2 = ±C2 , C ̸= 0.

P°i p°ezna£ení tak máme(
z2 + 3z+ 2

)
u2 = D, D ̸= 0

a p°echodem k p·vodním prom¥nným dále(
v2

u2
+ 3

v

u
+ 2

)
u2 = D, D ̸= 0,

v2 + 3vu+ 2u2 = D, D ̸= 0,

(y − 1)2 + 3(y − 1)(x + 1)+ 2(x + 1)2 = D, D ̸= 0.

Jednoduchými úpravami vyjád°íme obecné °e²ení jako

(x + y) (2x + y + 1) = D, D ̸= 0.

Vra´me se k podmínce z2 + 3z+ 2 ̸= 0. Z z2 + 3z+ 2 = 0 plyne

z = −1 nebo z = −2, tj. v = −u nebo v = −2u. Pro v = −u je

x = u −1 a y = v +1 = −u+1, coº znamená, ºe y = −x. Podobn¥
pro v = −2u je y = −2u + 1, a tedy y = −2x − 1. Ob¥ funkce
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Jestliºe uváºíme transformaci z = y
t
za p°edpokladu t ̸= 0, pak

s vyuºitím pravidla pro derivování sloºené funkce dostáváme

z′ = 1
t2

(
t y′ − y) = 1

t

(
f (z)− z),

coº je rovnice se separovanými prom¥nnými.
Druhým p°íkladem budou rovnice tzv. Bernoulliho typu, které

jsou tvaru

y′ = f (t)y + g(t)yr ,
kde r ∈ R, r ̸= 0, 1. Volba transformace z = y1−r vede na rovnici

z′ = (1− r)y−r (f (t)y + g(t)yr )
= (1− r)f (t)z+ (1− r)g(t),

coº je lineární rovnice, kterou uº také umíme integrovat.
Nakonec se podívejme na mimo°ádn¥ významnou nelineární

rovnici tzv Riccatiho typu. Jde o roz²í°ení Bernoulliho rovnice
s n = 2 o absolutní £len

y′ = f (t)y + g(t)y2 + h(t).
Tuto rovnici umíme také p°evést na lineární rovnici za p°edpo-
kladu, ºe umíme uhodnout jedno partikulární °e²ení x(t). Pak totiº
m·ºeme pouºít transformaci

z = 1
y − x .

Pov¥°te se samostatn¥, ºe tato transformace vede na rovnici

z′ = −(f (t)+ 2xg(t)
)
z− g(t).

Stejn¥ jako jsme vid¥li u integrace funkcí (coº je vlastn¥ nej-
jednodu²²í typ rovnic se separovanými prom¥nnými), zpravidla
pro rovnice neexistuje °e²ení vyjád°itelné explicitn¥ pomocí ele-
mentárních funkcí.

Podobn¥ jako u klasických inºenýrských tabulek hodnot spe-
ciálních funkcí byly také sestaveny knihy p°ehled· °e²ených zá-
kladních rovnic. Dnes je v podstat¥ v²echna v nich ukrytá moud-
rost p°evedena do softwarových systém· jako Maple £i Mathe-
matica. Tam tedy sice m·ºeme zadat jakoukoliv úlohu na °e²ení
oby£ejných diferenciálních rovnic, v p°ekvapiv¥ velkém mnoºství
p°ípad· dostaneme výsledky, pro v¥t²inu zadání to ale nakonec ne-
bude moºné.

Východiskem jsou numerické metody hledající °e²ení pouze
p°ibliºn¥. Zejména pro n¥ pot°ebujeme ale dobrá teo-
retická východiska ohledn¥ existence, jednozna£nosti
a stability °e²ení.

Za£neme tzv. Picardovou�Lindelöfovou v¥tou:
Existence a jednozna£nost °e²ení ODR

8.49. V¥ta. Nech´ má funkce f (t, y) : R2 → R spojité parci-
ální derivace na n¥jaké otev°ené mnoºin¥ U . Pak pro kaºdý bod
(t0, y0) ∈ U ⊃ R2 existuje maximální interval I = [t0−a, t0+b]
s kladnými a, b ∈ R, a práv¥ jedna funkce y(t) : I → R, která na
intervalu I vyhovuje rovnici

y′ = f (t, y).
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y = −x, y = −2x − 1 v²ak vyhovují p·vodní diferenciální rovnici

a lze je navíc zahrnout do obecného °e²ení volbou D = 0. V²echna
°e²ení proto známe z implicitního tvaru

(x + y) (2x + y + 1) = D, D ∈ R.

□

8.125. Stanovte obecné °e²ení diferenciální rovnice(
x2 + y2

)
dx − 2xy dy = 0.

�e²ení. Pro y ̸= 0 jednoduchými úpravami dostáváme

y′ = x2+y2

2xy =
1+( y

x

)2

2 y
x

,

a tak pouºitím substituce u = y/x p°ejdeme k rovnici

u′x + u = 1+u2

2u .

Pro u ̸= ±1 a D = −1/C máme

du

dx
x = 1+ u2 − 2u2

2u
,

2u
1− u2

du = dx

x
,

− ln
∣∣ 1− u2

∣∣ = ln | x | + ln |C |, C ̸= 0,

ln
1∣∣ 1− u2

∣∣ = ln |Cx |, C ̸= 0,

1
1− u2

= Cx, C ̸= 0,

1 = Cx
(

1− y
2

x2

)
, C ̸= 0,

−D
x
= 1− y

2

x2
, D ̸= 0,

−Dx = x2 − y2 , D ̸= 0.

Podmínka u = ±1 odpovídá y = ±x. Zatímco y ≡ 0 °e²ením

není, ob¥ funkce y = x, y = −x °e²eními jsou a získáváme je volbou

D = 0. Obecné °e²ení tedy je
y2 = x2 +Dx, D ∈ R. □

8.126. Vy°e²te

y′ = x − 2y
x2−1 .

�e²ení. Rovnice v zadání má tvar y′ = a(x)y + b(x), tj. jedná se

o lineární diferenciální rovnici, která je nehomogenní (funkce b není

identicky nulová). Obecné °e²ení takové rovnice lze získat metodou

integra£ního faktoru (kdy nehomogenní rovnici vynásobíme výrazem

e− ∫
a(x) dx ) nebo metodou separace prom¥nných (kdy integra£ní kon-

stantu získanou p°i °e²ení p°idruºené homogenní rovnice povaºujeme

za funkci v prom¥nné x). Ob¥ tyto metody si objasníme na uvedeném

p°íkladu.
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D·kaz. V²imn¥me si, ºe jestliºe je funkce y(t) °e²ením na²í
rovnice spl¬ující po£áte£ní podmínku y(t0) = t0, pak také spl¬uje
rovnost

y(t) = y0 +
∫ t

t0

y′ (s) ds = y0 +
∫ t

t0

f (s, y(s)) ds.

Pravá strana tohoto výrazu je ov²em, aº na konstantu, integrální
operátor

L(y)(t) = y0 +
∫ t

t0

f (s, y(s)) ds.

P°i °e²ení na²í diferenciální rovnice prvního °ádu tedy vlastn¥ hle-
dáme pevný bod pro tento operátor L, tj. chceme najít funkci
y = y(t) s L(y) = y.

Naopak, jestliºe je riemannovsky integrovatelná funkce y(t)
pevným bodem operátoruL(y), pak z v¥ty o primitivní funkci oka-
mºit¥ vidíme, ºe skute£n¥ y(t) vyhovuje zadané diferenciální rov-
nici, v£etn¥ po£áte£ních podmínek.

Pro operátor L m·ºeme docela lehce odhadnout, jak se li²í
jeho hodnoty L(y) a L(z) pro r·zné argumenty y(t) a
z(t). Skute£n¥, díky spojitosti parciálních derivací funkce
f víme, ºe je f lokáln¥ lipschitzovská. To znamená, ºe
máme k dispozici odhad

|f (t, y)− f (t, z)| ≤ C|y − z|,
s konstantou C, jestliºe omezíme hodnoty (t, y) na okolí bodu
(t0, y0) s kompaktním uzáv¥rem. Zvolíme ε > 0 a omezíme
se na t v n¥jakém intervalu J = [t0 − a0, t0 + b0] tak, aby
J × [y0 − ε, y0 + ε] ⊂ U , a omezíme se na funkce y(t) a z(t),
které budou pro t ∈ J spl¬ovat

max
t∈J |y(t)− y0| < ε, max

t∈J |z(t)− y0| < ε.

Nyní dostáváme odhad

|(L(y)− L(z))(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f (s, y(s))− f (s, z(s)) ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

t0

|f (s, y(s))− f (s, z(s))| ds

≤ C
∫ t

t0

|y(s)− z(s)| ds
≤ D|t − t0|

pro vhodné konstanty C a D. Pro δ > 0 dostate£n¥ malé proto
bude platit

max|t−t0|<δ
|L(y)(t)− L(z)(t)| ≤ max|t−t0|<δ

c |y(t)− z(t)|
s n¥jakou konstantou 0 < c < 1. Takovýmto operátor·m jsme
v odstavci 7.19 na str. 417 °íkali kontrakce. V p°edpokladech Ba-
nachovy v¥ty o kontrakci zaji²´ující jednozna£n¥ ur£ený pevný bod
ale pot°ebujeme je²t¥ úplnost prostoruX funkcí, na nichº operátor
L operuje.

V na²em p°ípad¥ si m·ºeme pov²imnout, ºe jiº ze spojitosti
zobrazení f (t, y) vyplývá stejnom¥rný odhad pro
v²echny vý²e uvaºované funkce y(t) a hodnoty t > s

v jejich de�ni£ním oboru:

|L(y)(t)− L(y)(s)| ≤
∫ t

s

|f (r, y(r)|dr ≤ D |t − s|
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V rámci metody integra£ního faktoru násobíme p·vodní rovnici

výrazem

e
∫ 2

x2−1
dx = e

ln
∣∣∣ x−1
x+1

∣∣∣ = x−1
x+1 ,

kde p°íslu²ným integrálem rozumíme libovoln¥ zvolenou primitivní

funkci a kde lze uvaºovat libovolný nenulový násobek získané funkce

(a proto jsme také mohli odstranit absolutní hodnotu). Uvaºujeme tedy

rovnici

y′ x−1
x+1 + 2y

(x+1)2 = x(x−1)
x+1 .

Podstatou metody integra£ního faktoru je, ºe na levé stran¥ je derivace

výrazu y x−1
x+1 . Integrováním snadno obdrºíme

y x−1
x+1 =

∫
x(x−1)
x+1 dx = x2

2 − 2x + 2 ln | x + 1 | + C, C ∈ R.

�e²eními jsou tak funkce

y = x+1
x−1

(
x2

2 − 2x + 2 ln | x + 1 | + C
)
, C ∈ R.

P°i metod¥ variace konstant nejprve vy°e²íme p°idruºenou homo-

genní rovnici

y′ = − 2y
x2−1 ,

coº je rovnice se separovanými prom¥nnými. Platí

dy

dx
= − 2y

x2 − 1
,

dy

y
= − 2

x2 − 1
dx,

ln | y | = − ln | x − 1 | + ln | x + 1 | + ln |C |, C ̸= 0,

ln | y | = ln
∣∣∣∣C x + 1
x − 1

∣∣∣∣ , C ̸= 0,

y = C x + 1
x − 1

, C ̸= 0,

kde jsme museli vylou£it p°ípad y = 0. Funkce y ≡ 0 je v²ak

°e²ením homogenní lineární diferenciální rovnici vºdy a m·ºeme ji za-

hrnout do obecného °e²ení. Obecným °e²ením p°idruºené homogenní

rovnice tudíº je

y = C(x+1)
x−1 , C ∈ R.

Na konstantu C nahlíºejme dále jako na funkci C(x). Derivujme

y′ = C′(x) (x+1)(x−1)+C(x) (x−1)−C(x) (x+1)
(x−1)2

a následn¥ dosa¤me do p·vodní rovnice

C′(x) (x+1)(x−1)+C(x) (x−1)−C(x) (x+1)
(x−1)2 = x − 2 C(x) (x+1)

(x−1)(x2−1) .

Po úprav¥ dostáváme

C′ (x) = x(x−1)
x+1 ,
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s univerzální konstantouD > 0. M·ºeme se tedy krom¥ vý²e uve-
dených podmínek je²t¥ omezit na podmnoºinu v²ech stejnom¥rn¥
spojitých funkcí. Ta je ale jiº kompaktní a tedy úplnou mnoºinou
spojitých funkcí na na²em intervalu, viz Arzelova�Ascoliho v¥ta
7.23, a proto existuje jednozna£n¥ daný pevný bod y(t) této kon-
trakce L, který je °e²ením na²í rovnice.

Zbývá ukázat existenci maximálního intervalu I = [t0 −
a, t0+b]. P°edpokládejme, ºe máme nalezeno °e²ení y(t) na inter-
valu (t0, t1) a zárove¬ existuje kone£ná limita

y1 = lim
t→t1

y(t).

Pak ale podle vý²e dokázaného musí existovat °e²ení s po£áte£ní
podmínkou (t1, y1), na n¥jakém okolí bodu t1 a p°itom nalevo od
n¥j musí splývat s °e²ením y(t). Jist¥ tedy jde °e²ení y(t) prodlou-
ºit napravo od t1. Existují tedy pouze dv¥ moºnosti, kdy °e²ení na-
pravo od t1 neexistuje: bu¤ neexistuje kone£ná limita y(t) v bod¥ t1
zleva nebo sice limita y1 existuje, ale bod (t1, y1) je na hranici de-
�ni£ního oboru U funkce f . V obou p°ípadech jde skute£n¥ o ma-
ximální prodlouºení °e²ení napravo od t0.

Obdobn¥ argumentujeme pro maximální °e²ení nalevo od t0.
□

8.50. Iterativní aproximace °e²ení. Postup v d·kazu p°edchozí
v¥ty lze p°eformulovat do iterativní procedury, která
poskytuje p°ibliºná °e²ení pomocí postupné integrace.
Pomocí konkrétního odhadu pro konstantu c z d·kazu
m·ºeme dostat i p°ímé odhady chyb. Zkuste si sami

promyslet jako cvi£ení (viz postup v d·kazu Banachovy v¥ty o pev-
ném bodu v odstavci 7.19). Lze pak i vcelku snadno p°ímo ukázat,
ºe jde o stejnom¥rn¥ konvergentní posloupnost spojitých funkcí a
tedy bude i limitou spojitá funkce (aniº bychom se dovolávali na
sloºité v¥ty ze sedmé kapitoly).

Picardovy aproximace

Jednozna£né °e²ení rovnice

y′ = f (t, y),
jejíº pravá strana f má spojité parciální derivace, m·ºeme na do-
state£n¥ malém intervalu vyjád°it jako limitu postupných iterací
za£ínajících konstantní funkcí (tzv. Picardova aproximace):

y0(t) = y0, yn+1(t) = L(yn), n ∈ N.
Jde o stejnom¥rn¥ konvergující posloupnost spojitých funkcí se
spojitou limitou y(t).

V²imn¥me si, ºe jsme ve skute£nosti pot°ebovali jen lipschi-
tzovskost parciálních derivací funkce f , v¥ta tedy platí i s tímto
slab²ím p°edpokladem. Ukáºeme v dal²ím odstavci, ºe pouhá spo-
jitost funkce f jiº zaji²´uje existenci °e²ení také, na jednozna£nost
v²ak nesta£í.

8.51. Nejednozna£nost °e²ení. Za£n¥me úpln¥ jednoduchým
p°íkladem. Uvaºme rovnici

y′ = √|y| .
Snadno lze najít °e²ení pomocí separace prom¥nných

y(t) = 1
4
(t + C)2,

pro kladná y, s libovolnou konstantouC a t+C > 0. Pro po£áte£ní
hodnoty (t0, y0) s y0 ̸= 0 jde p°itom o zadání vyhovující p°edchozí
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tj.

C(x) =
∫
x(x − 1)
x + 1

dx,

C(x) = x2

2
− 2x + 2 ln | x + 1 | + C, C ∈ R.

Nyní jiº sta£í dosadit

y = C(x) x+1
x−1 = x+1

x−1

(
x2

2 − 2x + 2 ln | x + 1 | + C
)
, C ∈ R.

Vidíme, ºe jsme obdrºeli výsledek ve stejném tvaru jako v prvním

p°ípad¥. To by nem¥lo být p°ekvapivé uº z toho d·vodu, ºe rozdíly

mezi t¥mito metodami jsou nevýznamné a ºe se p°i nich po£ítají to-

toºné integrály.

Na záv¥r si v²imn¥me, ºe °e²ení y rovnice y′ = a(x)y lze stejným
zp·sobem ur£it pro libovolnou spojitou funkci a. Vºdy tedy je

y = Ce∫
a(x) dx , C ∈ R.

Podobn¥ °e²ení rovnice y′ = a(x)y+b(x) dopln¥né po£áte£ní podmín-

kou y(x0) = y0 lze p°i spojitosti koe�cient· (funkcí a, b) explicitn¥

ur£it jako

y = e
∫ x
x0
a(t) dt

(
y0 +

∫ x
x0
b(t) e− ∫ t

x0
a(s) ds dt

)
.

Je²t¥ dodejme, ºe lineární rovnice nemá ºádná singulární °e²ení a

v obecném °e²ení vystupuje C ∈ R. □

8.127. Vypo£t¥te lineární rovnici(
y′ + 2xy

)
ex

2 = cos x.

�e²ení. Kdybychom postupovali podle metody integra£ního faktoru,

pouze bychom triviáln¥ p°episovali zadání. Uvedený tvar diferenciální

rovnice má totiº poºadovanou vlastnost � na levé stran¥ je derivace

výrazu y ex
2
. M·ºeme proto ihned spo£ítat(

y ex
2
)′ = cos x,

y ex
2 =

∫
cos x dx,

y ex
2 = sin x + C, C ∈ R,

y = e−x2
(sin x + C) , C ∈ R.

□

8.128. Stanovte v²echna nenulová °e²ení Bernoulliho rovnice

y′ − y

x
= 3xy2 .

�e²ení. Bernoulliho rovnice

y′ = a(x)y + b(x)yr , r ̸= 0, r ̸= 1, r ∈ R

se °e²í po vyd¥lení £lenem yr substitucí u = y1−r , která vede na line-
ární diferenciální rovnici

u′ = (1− r) [a(x)u+ b(x)] .
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v¥t¥, a proto bude lokáln¥ existovat °e²ení práv¥ jedno. Zjevn¥musí
být °e²ení stále neklesající, proto pro záporné hodnoty y0 dosta-
neme stejné °e²ení, jen s opa£ným znaménkem a t + C < 0.

Pro po£áte£ní podmínku (t0, y0) = (t0, 0) ov²em máme
krom¥ na sebe navazující °e²ení nalevo a napravo od t0, které jsme
uº na²li, je²t¥ identicky nulové °e²ení y(t) = 0. M·ºeme tedy
tyto dv¥ v¥tve nalevo a napravo navazovat libovoln¥, viz obrázek.
Nicmén¥ existenci n¥jakého °e²ení garantuje následující v¥ta, které
se °íkává Peanova v¥ta o existenci °e²ení:

V¥ta. Uvaºme funkci f : R2 → R spojitou na n¥jaké otev°ené
mnoºin¥ U . Pak pro kaºdý bod (t0, y0) ∈ U ⊂ R2 existuje spojité
°e²ení rovnice

y′ = f (t, y)
lokáln¥ na n¥jakém okolí bodu t0.

D·kaz. D·kaz uvedeme jen stru£n¥ a necháváme na £tená°i
dopln¥ní °ady detail·. Místo Picardových aproximací
budeme postupovat zdánliv¥ zcela naivn¥.

Budeme konstruovat °e²ení napravo od
po£áte£ního bodu t0. Zvolíme si za tím ú£elem malý krok
h > 0 a ozna£íme si body

tk = t0 + kh, k = 1, 2, . . . .

V po£áte£ním bod¥ (t0, y0) máme de�novánu hodnotu derivace
f (t0, y0) p°íslu²né k°ivky °e²ení (t, y(t)), m·ºeme tedy p°ibliºn¥
nahradit parametrizovanou p°ímkou s touºe derivací:

y(0) (t) = y0 + f (t0, y0)(t − t0)
a ozna£íme si y1 = y(0) (t1). Induktivn¥ takto sestrojíme funkce a
body

y(k) (t) = yk + f (xk, yk)(t − tk), yk+1 = y(k) (tk+1).

Nyní si de�nujeme yh(t) pomocí slepení jednotlivých lineárních
£ástí, tj.

yh(t) = y(k) (t) pro v²echna t ∈ [kh, (k + 1)h].

To je evidentn¥ spojitá funkce, které °íkáme Eulerova aproximace
°e²ení.

Nyní zbývá jiº �jen� dokázat, ºe existuje limita funkcí yh pro
h jdoucí k nule a ºe je °e²ením.

K tomu je t°eba si pov²imnout (jak jsme jiº
u£inili v d·kazu v¥ty o jednozna£nosti a existenci
°e²ení), ºe díky stejnom¥rné spojitosti f (t, y) na

okolí U , na kterém hledáme °e²ení, máme k dispozici pro kaºdé
p°edem zvolené ε > 0 takové δ, ºe

|f (t, y)− f (s, z)| < ε,

kdykoliv bude ∥(t − s, y − z)∥ < δ.
Zejména tedy budou v²echny na²e funkce yh v mnoºin¥ stej-

nom¥rn¥ spojitých funkcí na na²em dot£eném intervalu. Proto
podle Arzelovy�Ascoliho v¥ty (viz odstavec 7.23 na stran¥ 419)
bude existovat posloupnost hodnot hn → 0 taková, ºe p°íslu²ná
posloupnost funkcí yhn bude stejnom¥rn¥ konvergovat ke spojité
funkci y. Pi²me dále jednodu²eji yn(t) = yhn(t)→ y(t).

Pro kaºdou ze spojitých funkcí yh ov²em máme jen kone£n¥
mnoho bod· v intervalu [t0, t], kde není diferencovatelná a
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V tomto konkrétním p°íkladu substituce u = y1−2 = 1/y dává

u′ + u
x
= −3x.

Stejn¥ jako v minulém p°íkladu po£ítáme

u = e− ln | x | [∫ −3x eln | x | dx
]
,

kde ln | x | jsme obdrºeli jako (libovoln¥ zvolenou) primitivní funkci

k 1/x. Dále je

u = eln 1
| x |
[∫
−3x eln | x | dx

]
,

u = 1
| x |

[∫
−3x | x | dx

]
.

Absolutní hodnotu lze nahradit za znaménko, které lze vytknout a

pokrátit, tj. sta£í uvaºovat

u = 1
x

[∫ −3x2 dx
] = 1

x

[−x3 + C] , C ∈ R.

Návratem k p·vodní prom¥nné dostaneme

y = 1
u
= x

C−x3 , C ∈ R.

Úpravami vylou£ený p°ípad y ≡ 0 je singulárním °e²ením (coº sa-

moz°ejm¥ platí pro kaºdou Bernoulliho rovnici s kladným r). □

8.129. Zám¥nou prom¥nných °e²te rovnici

y dx − (x + y2 sin y
)
dy = 0.

�e²ení. Je-li prom¥nná x ve vyjád°ení diferenciální rovnice prvního

°ádu pouze v první mocnin¥ a y se vyskytuje v argumentu elementár-

ních funkcí, je moºné aplikovat tzv. metodu zám¥ny prom¥nných, kdy

hledáme °e²ení jako funkci x nezávislé prom¥nné y.

Nejprve roz°e²íme diferenciální rovnici vzhledem k derivaci, tj.

vyjád°íme

y′ = y

x+y2 sin y .

Tato rovnice není ºádného z p°edchozích typ·, a proto vyuºijeme

úpravy

dy

dx
= y

x + y2 sin y
,

dx

dy
=
(

y

x + y2 sin y

)−1

= x

y
+ y sin y,

x′ = 1
y
x + y sin y.

Tím jsme p°e²li k lineární diferenciální rovnici. Snadno pak

dopo£ítáme její obecné °e²ení

x = −y cos y + Cy, C ∈ R.

□
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m·ºeme tedy psát

yn(t) = y0 +
∫ t

t0

y′n(s) ds.

Ale derivace na jednotlivých intervalech jsou konstantní takºe
m·ºeme psát (zde k je nejv¥t²í spl¬ující t0 + khn ≤ t, zatímco
yj a tj jsou body z de�nice funkce yhn)

yn(t) = y0 +
k−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

f (tj , yj )ds +
∫ t

tk

f (tk, yk).

Rádi bychom místo toho vid¥li

yn(t) = y0 +
∫ t

t0

f (s, yn(s)) ds,

ale rozdíl tohoto integrálu a posledních dvou £len· v p°edchozím
výrazu je odhadnut moºnými rozdíly hodnot funkce f (t, y) a dél-
kami interval·. Díky na²emu univerzálnímu odhadu pro f (t, y)
vý²e m·ºeme tedy v limitním procesu limn→∞ yn(t) místo
skute£ných hodnot pouºít práv¥ poslední integrál a dostáváme

y(t) = lim
n→∞

(
y0 +

∫ t

t0

f (s, yn(s)) ds
)

= y0 +
∫ t

t0

(
lim f (s, yn(s))

)
ds

= y0 +
∫ t

t0

f (s, y(s)) ds,

kde jsme pro limitní p°echod u integrace vyuºili stejnom¥rné kon-
vergence yn(t)→ y(t).

Tím je v¥ta dokázána. □

8.52. Systémy rovnic prvního °ádu. Na °e²ení rovnice y′ =
f (x, y) lze také pohlíºet jako na hledání (parame-
trizované) k°ivky (x(t), y(t)) v rovin¥, kde jsme
jiº p°edem pevn¥ zvolili parametrizaci prom¥nné

x(t) = t. Pokud ale akceptujeme tento pohled, pakm·ºeme jednak
zapomenout na tuto pevnou volbu pro jednu prom¥nnou a hlavn¥
p°ibrat libovolný po£et prom¥nných.

Nap°íklad v rovin¥ m·ºeme psát takový systém ve tvaru

x′ = f (t, x, y), y′ = g(t, x, y)
se dv¥ma funkcemi f, g : R3 → R. Obdobn¥ pro více
prom¥nných.

Jednoduchým p°íkladem v rovin¥ m·ºe slouºit systém rovnic

x′ = −y, y′ = x.
Snadno lze uhádnout (nebo aspo¬ ov¥°it), ºe °e²ením takového sys-
tému je nap°.

x(t) = R cos t, y(t) = R sin t

s libovolnou nezápornou konstantouR a k°ivky °e²ení budou práv¥
parametrizované kruºnice o polom¥ru R.

V obecném p°ípad¥ budeme pracovat s vektorovým zápisem
systému ve tvaru

x′ = f (t, x)
pro vektorovou funkci x : R→ Rn a zobrazení f : Rn+1 → Rn.
Na takové systémy umíme p°ímo roz²í°it platnost v¥ty o jedno-
zna£nosti a °e²ení:
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Dal²í p°íklady na diferenciálních rovnic 1. °ádu najdete na stran¥

513.

L. Slovní úlohy vedoucí na diferenciální rovnice

8.130. �isti£ka vody o objemu 2000m3 byla zne£i²t¥na olovem,

které se nachází ve vod¥ v ní v mnoºství 10 g/m3. Do £isti£ky p°itéká

£istá voda rychlostí 2m3/s a stejnou rychlostí i vytéká. Za jak dlouho

poklesne obsah olova ve vod¥ v £isti£ce pod 10µg/m3 (coº je hygie-

nická norma pro obsah olova v pitné vod¥ podle sm¥rnice Evropského

spole£enství), p°edpokládáme-li, ºe voda je neustále rovnom¥rn¥ pro-

míchávána?

�e²ení. Ozna£me objem vody v nádrºi jako V (m3), rychlost vyté-

kání vody jako v (m3/s), kone£n¥ nech´ m je hmotnost vody v nádrºi

v gramech. Za in�nitesimální (nekone£n¥ malou) £asovou jednotku dt
vyte£e z nádrºe m

V
· v dt gram· olova, pro zm¥nu hmotnosti mnoºství

olova v £isti£ce tedy m·ºeme sestavit diferenciální rovnici

dm = −m
V
· v dt.

Separací prom¥nných dostáváme rovnici

dm
m
= − v

V
dt,

integrací obou stran rovnice a odlogaritmováním dostaneme °e²ení ve

tvarum(t) = m0e
− v

V
t , kdem0 je mnoºství olova v nádrºi v £ase t = 0.

Po dosazení £íselných hodnot zjistíme, ºe t
.= 6 h 35 min. □

8.131. Rychlost ²í°ení zprávy v populaci o P lidech je p°ímo úm¥rná

po£tu lidí, kte°í zprávu je²t¥ nesly²eli. Ur£ete funkci f popisující po£et

lidí v £ase, kte°í jiº zprávu sly²eli. Je vhodné tento model ²í°ení zprávy

pouºívat pro malá nebo velká P ?

�e²ení. Sestavíme diferenciální rovnici pro f . Rychlost ²í°ení zprávy
df

dt
= f ′(t) má být p°ímo úm¥rná po£tu lidí, kte°í o ní je²t¥ nesly²eli,

tedy hodnot¥ P − f (t). Celkem
df

dt
= k(P − f (t)).

Separací prom¥nných a zavedením konstantyK (po£et lidí, kte°í znají

zprávu v £ase t = 0 musí být P −K) dostáváme °e²ení

f (t) = P −Ke−kt ,

kde k je kladná reálná konstanta.

Tento model má z°ejm¥ smysl jen pro velká P . □
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Existence a jednozna£nost pro systémy ODR

V¥ta. Uvaºme funkce fi : Rn+1 → R, i = 1, . . . , n, se spoji-
tými parciálními derivacemi. Pak pro kaºdý bod (t0, x0

1 , . . . , x
0
n) ∈

Rn+1 existuje maximální interval [t0 − a, t0 + b], s a, b ∈ R klad-
nými, a práv¥ jedna funkce x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) : R → Rn,
která je °e²ením systému rovnic

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn)

...

x′n = fn(t, x1, . . . , xn)

s po£áte£ní podmínkou

x1(t0) = x0
1 , . . . , xn(t0) = x0

n.

D·kaz. D·kaz je skoro identický s d·kazem existence a jed-
nozna£nosti pro jednu rovnici s jednou neznámou funkcí,
jak jsme ukázali ve v¥t¥ 8.49. Neznámá funkce x(t) =
(x1(t), . . . , xn(t)) je k°ivkou v Rn vyhovující zadané rov-
nici, a proto jsou její komponenty xi(t) op¥t vyjád°itelné

pomocí integrál·

xi(t) = xi(t0)+
∫ t

t0

x′i(s) ds = xi +
∫ t

t0

fi(t, x(s)) ds.

Op¥t tedy pracujeme s integrálním operátorem y 7→ L(y), tento-
krát zobrazujícím k°ivky v Rn na k°ivky Rn a hledáme jeho pevný
bod. Protoºe je euklidovská vzdálenost dvou bod· vRn vºdy shora
odhadnuta sou£tem velikostí rozdíl· jednotlivých komponent, po-
stupuje se zcela stejn¥ jako v p°ípad¥ 8.49. Je pouze zapot°ebí si
pov²imnout, ºe velikost vektoru

∥f (t, z1, . . . , zn)− f (t, y1, . . . , yn)∥
je odhadnuta shora sou£tem

∥f (t, z1, . . . , zn)− f (t, y1, z2 . . . , zn)∥ + . . .
+ ∥f (t, y1, . . . , yn−1, zn)− f (t, y1, . . . , yn)∥.

Doporu£ujeme podrobn¥ projít a promyslet d·kaz V¥ty 8.49 z to-
hoto pohledu samostatn¥. □

P°i zavád¥ní a studiu model· n¥jakého reálného systému
je podstatné tzv. kvalitativní chování °e²ení v závislosti na
po£áte£ních podmínkách a na volných parametrech systému (tj. a´
uº konstant nebo funkcí).

Jako takový docela jednoduchý p°íklad systému rovnic prv-
ního °ádu zmi¬me klasický popula£ní model �dravec � ko°ist�,
který zavedli ve dvacátých létech minulého století Lotka a Volterra.

Ozna£me x(t) vývoj po£tu jedinc· v populaci ko°isti a y(t) to-
téº pro dravce. P°edpokládáme, ºe p°ír·stek ko°isti by se °ídil Mal-
thusiánským modelem (tj. exponenciální r·st s koe�cientem α),
kdyby nebyli loveni. U dravce naopak o£ekáváme, ºe by bez ko°isti
pouze p°irozen¥ vymíral (tj. exponenciální pokles stav· s koe�ci-
entem γ ). P°itom dále uvazujeme interakci dravce s ko°istí, kte-
rou o£ekáváme p°ímo úm¥rnou po£tu obou s jistým koe�cientem
β, u dravce navíc je²t¥ opat°ený multiplikativním koe�cientem vy-
jad°ujícím jeho efektivitu p°i lovu ko°isti. Dostáváme systém dvou
rovnic:
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8.132. Rychlost, kterou se ²í°í epidemie v dané uzav°ené populaci

o P lidech, je p°ímo úm¥rná sou£inu po£tu lidí, kte°í jsou nakaºeni, a

po£tu lidí, kte°í jsou je²t¥ nenakaºeni. Ur£ete funkci f (t) popisující

po£et nakaºených v £ase.

�e²ení. Jako v p°edchozím p°íklad¥ sestavíme diferenciální rovnici

df

dt
= k · f (t) (P − f (t)) .

Separací prom¥nných dostáváme

f (t) = K

1+ Le−Kkt ,
kde K a L jsou integra£ní konstanty. □

8.133. Rychlost, kterou se rozpadá daný izotop daného prvku, je

p°ímo úm¥rná mnoºství daného izotopu. Polo£as rozpadu izotopu Plu-

tonia, 239Pu, je 24 100 let. Za jak dlouho ubude setina z nukleární pumy,

jejíº aktivní sloºkou je zmi¬ovaný izotop?

�e²ení. Ozna£íme-li mnoºství Plutonia jako m, tak pro rychlost roz-

kladu m·ºeme napsat diferenciální rovnici

dm

dt
= k ·m,

kde k je n¥jaká neznámá konstanta. �e²ením je tedy funkce m(t) =
m0e

−kt . Dosazením do rovnice pro polo£as rozpadu (e−kt = 1
2 ) zís-

káme konstantu k
.= 2, 88 · 105. Hledaný £as je p°ibliºn¥ 349 let.

□

8.134. Zm¥na rychlosti p°edm¥tu padajícího v konstantním gra-

vita£ním poli v prost°edí s jistým odporem je dána vztahem:

dv

dt
= g − kv,

kde k je konstanta udávající odpor prost°edí. Byl vypu²t¥n p°edm¥t

pohybující se po£áte£ní rychlostí 5ms−1 v gravita£ním poli g =
10ms−2, konstanta odporu prost°edí je k = 0.5 s−1. Jaká bude rych-

lost p°edm¥tu za 3 vte°iny?

�e²ení.

v = g

k
−
(g
k
− v0

)
e−kt ,

po dosazení v(3) = 20− 15e−
3
2 ms−1. □

8.135. Rychlost nár·stu populace odmocninového brouka je

nep°ímo úm¥rná její velikosti. V £ase t = 0 £ítala populace 100
brouk·. Za m¥síc se populace zdvojnásobila. Jak bude populace velká

za dva m¥síce?

�e²ení. Uvaºujme spojitou aproximaci po£tu brouk· a ozna£me jejich

po£et P . Pak m·ºeme sestavit následující rovnici:

dP

dt
= k

P
,
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Model Lotky a Volterry

x′ = αx − βyx
y′ = −γy + δβxy.

Zajímavé je, ºe stejný model docela dob°e vystihuje i vývoj
nezam¥stnanosti v systému omezeném na zam¥stnavatele a jejich
zam¥stnance a to tak, ºe zam¥stnanci hrají roli dravc·, zatímco
zam¥stnavatelé jsou lovenou ko°istí.

O tomto a podobných modelech lze nalézt nep°eberné mnoº-
ství literatury.

8.53. Stabilita systém· rovnic. My se nyní omezíme jen na
jednu základní v¥tu o stabilit¥ systém·. V²imn¥me
si, ºe nám za p°edpokladu spojitosti parciálních deri-
vací funkcí zadávajících systémy (ve skute£nosti jejich
lipschitzovskosti) zaji²´uje spojitost chování °e²ení a to

jak v závislosti na po£áte£ních podmínkách tak na samotných rov-
nicích.

S rostoucí vzdáleností t od po£áte£ní hodnoty t0 ov²em od-
hady rostou exponenciáln¥! Tento výsledek tedy má pouze lokální
charakter a není v rozporu s p°íkladem nestabiln¥ se chovající rov-
nice y′ = ty ilustrované v odstavci 8.47.

Uvaºujme dva systémy rovnic zapsané ve vektorovém tvaru

x′ = f (t, x), y′ = g(t, y),
a p°edpokládejme, ºe zobrazení f, g : U ⊂ Rn+1 → Rn mají
spojité parciální derivace na otev°ené mnoºin¥ U s kompaktním
uzáv¥rem. Takové funkce budou jist¥ stejnom¥rné spojité a stej-
nom¥rn¥ lipschitzovské na U , m·ºeme si tedy ozna£it kone£né
hodnoty

C = sup
x ̸=y; (t,x), (t,y)∈U

|f (t, x)− f (t, y)|
|x − y|

B = sup
(t,x)∈U

|f (t, x)− g(t, x)|

S tímto zna£ením nyní m·ºeme zformulovat na²i základní v¥tu:

V¥ta. Nech´ x(t) a y(t) jsou dv¥ pevn¥ zvolená °e²ení systém·

x′ = f (t, x), y′ = g(t, y),
zadaná po£áte£ními podmínkami x(t0) = x0 a y(t0) = y0. Potom

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y0| eC|t−t0| +B
C

(
eC|t−t0| −1

)
.

D·kaz. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat t0 =
0. Z vyjád°ení °e²ení x(t) a y(t) jako pevných bod·
p°íslu²ných integrálních operátor· okamºit¥ vyplývá
odhad

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y0| +
∫ t

0
|f (s, x(s))− g(s, y(s))| ds.

Integrand p°itom m·ºeme dále odhadnout

|f (s, x(s))− g(s, y(s))|
≤ |f (s, x(s))− f (s, y(s))| + |f (s, y(s))− g(s, y(s))|
≤ C |x(s)− y(s)| + B.
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P = √Kt + c . Dopo£tením ze zadaných hodnot P(2) = √7 · 100,
coº je odhad skute£ného mnoºství brouk·. □

8.136. Najd¥te rovnici k°ivky leºící v 1. kvadrantu a procházející bo-

dem
[
1, 3/4

]
, jejíº te£na v libovolném bod¥ vytíná na kladné polo-

ose y úsek velikostí odpovídající pr·vodi£i bodu dotyku (tj. vzdále-

nosti bodu dotyku od po£átku). ⃝
8.137. Zkoumejte mnoºství chemické slou£eniny S (izolované od

okolí) v kontejneru, která je nestálá a postupem £asu se rozpadá,

p°i£emº st°ední doba ºivota jedné její molekuly je q (jednotek £asu).

Pokud bylo na po£átku (tj. v £ase t = 0) v kontejneruM mol· slou£eni-

ny S, kolikmol· této slou£eniny bym¥lo být v kontejneru v £ase t ≥ 0?
⃝

8.138. T¥leso o hmotnosti 100 g p°i zav¥²ení protáhne pruºinu o 5 cm.

Má-li toto t¥leso p°i pr·chodu rovnováºným bodem rychlost 10 cm/s,

vyjád°ete jeho polohu v závislosti na £ase t. ⃝
Dal²í slovní úlohy vedoucí na diferenciální rovnice naleznete na

stran¥ 513.

M. Diferenciální rovnice vy²²ích °ád·

8.139. Tlumený oscilátor. Zkusme si popsat jednoduchý model pro

pohyb n¥jakého t¥lesa upnutého k jednomu bodu silnou pruºinou. Je-li

y(t) výchylka na²eho t¥lesa od bodu y0 = y(0) = 0, pak lze uvaºo-

vat, ºe zrychlení y′′ (t) v £ase t bude úm¥rné velikosti výchylky, av²ak

s opa£ným znaménkem. Konstanta úm¥rnosti k je nazývána pruºino-

vou konstantou. Uvaºujeme-li k = 1, dostáváme tedy tzv. rovnici os-

cilátoru

y′′ (t) = −y(t).
Tato rovnice odpovídá systému rovnic

x′ (t) = −y(t), y′ (t) = x(t)
z 8.7. �e²ením takového systému je

x(t) = R cos(t − τ), y(t) = R sin(t − τ)
s libovolnou nezápornou konstantou R, která ur£uje maximální ampli-

tudu, a konstantou τ , která ur£uje fázový posun.

Pro ur£ení jednozna£ného °e²ení pot°ebujeme proto znát nejen

po£áte£ní polohu y0, nýbrº také rychlost pohybu v tomto okamºiku.

T¥mito dv¥ma údaji bude ur£ena jak amplituda tak fázový posun jed-

nozna£n¥.

P°edstavme si navíc, ºe vlivem vlastností materiálu pruºiny bude

je²t¥ dodate£n¥ p·sobit síla, která bude úm¥rná okamºité rychlosti po-

hybu na²eho objektu, op¥t se znaménkem opa£ným neº je amplituda.

To vyjád°íme dodate£ným £lenem s první derivací a na²e rovnice je
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Jestliºe si ozna£íme F(t) = |x(t) − y(t)|, α = |x0 − y0|,
p°epí²eme ná² odhad jako

(8.9) F(t) ≤ α +
∫ t

0
(C F(s)+ B) ds.

Takový odhad m·ºeme docela snadno vyuºít díky následují-
címu obecnému výsledku, kterému se °íkává Gronwallova nerov-
nost. V²imn¥te si podobnosti s obecným °e²ením lineárních rovnic.

Lemma. Nech´ reálná funkce F(t) spl¬uje na intervalu t ∈
[0, tmax] nerovnost

F(t) ≤ α(t)+
∫ t

0
β(s)F (s) ds

pro n¥jaké reálné funkce α(t), β(t), kde β(t) ≥ 0. Potom také

F(t) ≤ α(t)+
∫ t

0
α(s)β(s) e

∫ t
s β(r) dr ds

pro v²echna t ∈ [0, tmax]. Jestliºe je navíc α(t) neklesající, pak

F(t) ≤ α(t) e
∫ t

0 β(s) ds .

D·kaz lemmatu. Pi²me pro p°ehlednost

G(t) = e− ∫ t
0 β(s) ds .

P°ímým výpo£tem s vyuºitím prvního p°edpokladu v¥ty dostá-
váme

d

dt

(
G(t)

∫ t

0
β(s)F (s) ds

)
=

= β(t)G(t)
(
F(t)−

∫ t

0
β(s)F (s) ds

)
≤ α(t)β(t)G(t)

Nyní integrací podle t a vyd¥lením nenulovou funkcí G(t)∫ t

0
β(s)F (s) ds ≤

∫ t

0
α(s)β(s)

G(s)

G(t)
ds,

coº po p°i£tení α(t) k ob¥ma stranám jiº dává první tvrzení lem-
matu.

Za dodate£ného p°edpokladu neklesající α(t) m·ºeme po-
kra£ovat

F(t) ≤ α(t)(1+ ∫ t

0
β(s) e

∫ t
s β(r) dr ds

)
.

Nyní si sta£í pov²imnout, ºe integrand je vlastn¥ derivací

−β(s) e
∫ t
s β(r) dr = d

ds

(
e
∫ t
s β(r) dr

)
,

a proto kone£n¥ dostáváme

F(t) ≤ α(t)(1− ∫ t

0

d

ds
e
∫ t
s β(r) dr ds

)
= α(t)(1+ e

∫ t
s β(r) dr −1

)
a druhé tvrzení lemmatu je dokázáno také. □

A te¤ uº m·ºeme d·kaz v¥ty o spojité závislosti na paramet-
rech rychle dokon£it. Jiº jsme získali odhad (8.9) a pouºitím trochu
modi�kované funkce F̃ (t) = F(t)+ B

C
z n¥j dostaneme

F̃ (t) ≤ D
C
+ α +

∫ t

0
CF̃ (s) ds.
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y′′ (t) = −y(t)− αy′ (t),

kde α je konstanta, která vyjad°uje velikost tlumení. Na následují-

cím obrázku jsou vyneseny tzv. fázové diagramy pro °e²ení s dv¥ma

r·znými po£áte£ními podmínkami a to nalevo p°i nulovém tlumení,

zatímco napravo je pouºit koe�cient α = 0.3

0
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Samotné oscilace jsou vyjád°eny hodnotami na ose y, hodnoty x

zobrazují rychlost pohybu.

8.140. Netlumené kmitání. Nalezn¥te funkci y(t) vyhovující dife-

renciální rovnici a po£áte£ním podmínkám:

y′′ (t)+ 4y(t) = f (t), y(0) = 0, y′ (0) = −1,

kde funkce f (t) je po £ástech spojitá:

f (t) =
{

cos(2t) pro 0 ≤ t < π,

0 pro t ≥ π.
�e²ení. Úloha je modelem netlumeného kmitání pruºiny (bez zahr-

nutí t°ení a jiných vliv·, nap°íklad nelinearit v tuhosti pruºiny apod.),

které je buzené vn¥j²í silou jen b¥hem po£áte£ní doby a poté ustane.

Funkci f (t) lze zapsat jako lineární kombinaci Heavisideovy

funkce u(t) a jejího posunutí, tj.

f (t) = cos(2t)(u(t)− uπ (t))
Protoºe

L(y′′ )(s) = s2L(y)− sy(0)− y′ (0) = s2L(y)+ 1,

dostáváme s vyuºitím p°edchozích p°íklad· 7. a 8. k výpo£tu Lapla-

ceovy transformace pravé strany

s2L(y)+ 1+ 4L(y) = L(cos(2t)(u(t)− uπ (t))) =
= L(cos(2t) · u(t))− L(cos(2t) · uπ (t)) =
= L(cos(2t))− e−πsL(cos(2(t + π)) =
= (1− e−πs ) s

s2 + 4
.
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To uº je p°edpoklad Gronwallovy nerovnosti s dokonce konstant-
ními parametry, dostáváme tedy podle druhého tvrzení lemmatu

F(t)+ B
C
≤ (α + B

C
) e

∫ t
0 C ds ,

neboli práv¥ námi dokazované tvrzení

F(t) ≤ α eCt +B
C
(eCt −1). □

Z tvrzení v¥ty okamºit¥ vyplývá spojitá závislost jak na
po£áte£ních podmínkách, tak na p°ípadných dal²ích parametrech,
v nichº by funkce f byla lokáln¥ Lipschitzovsky spojitá. Úpln¥
jednoduchá rovnice v jedné prom¥nné x′ = x s exponenciálním
°e²ením ukazuje, ºe nelze doufat v obecné lep²í výsledky.

8.54. Diferencovatelnost °e²ení. V praktických problémech nás
zajímá diferencovatelnost získaných °e²ení a to také
ve vztahu k po£áte£ním podmínkám, resp. dal²ím pa-
rametr·m systému.

V²imn¥me si, ºe v obecném vektorovém popisu
systému oby£ejných rovnic

x′ = f (t, x)
m·ºeme vºdy p°edpokládat, ºe vektorová funkce nezávisí impli-
citn¥ na t. Skute£n¥, pokud totiº na t explicitn¥ závisí, m·ºeme
p°idat jednu prom¥nnou x0 a zapsat stejný systém rovnic pro
k°ivku x̃′ (t) = (x0(t), x1(t), . . . , xn(t)) jako

x′0 = 1,

x′1 = f1(x0, x1, . . . , xn),

...

x′n = fn(x0, x1, . . . , xn),

s po£áte£ními podmínkami

x0(t0) = t0, x(t0) = x1, . . . , xn(t0) = xn.
Takovýmto systém·m nezávislým explicitn¥ na £ase °íkáme auto-
nomní systémy oby£ejných diferenciálních rovnic.

Pro zjednodu²ení postupu se tedy budeme zabývat auto-
nomními systémy závislými na parametrech λ a s po£áte£ními
podmínkami

(8.10) y′ = f (y, λ), y(t0) = x.
Bez újmy na obecnosti budeme u autonomních systém· vºdy uva-
ºovat po£áte£ní hodnotu t0 = 0 a v p°ípad¥ pot°eby budeme °e²ení
s y(0) = x psát ve form¥ y(t, x, λ), abychom zd·raznili závislost
na parametrech.

Pro pevné hodnoty po£áte£ních podmínek (a p°ípadných para-
metr·) bude samotné °e²ení vºdy o jeden °ád vícekrát diferencova-
telné neº je °ád diferencovatelnosti funkce f . Snadno to odvodíme
induktivn¥ pomocí pravidla o derivování sloºených zobrazení. Je-
li f spojit¥ diferencovatelná,

y′′ (t) = D1f (y(t)) · y′ (t) = D1f (y(t)) · f (y(t))
existuje a je spojitá. Má-li f spojité v²echny parciální derivace dru-
hého °ádu, dostaneme výraz pro t°etí derivaci:

y(3) (t) = D2f (y(t))
(
f (y(t)), f (y(t))

)
+ (D1f (y(t)))2 · f (y(t)).

Promyslete si podrobn¥ argumentaci pro vy²²í °ády.
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Odtud

L(y) = − 1
s2 + 4

+ (1− e−πs ) s

(s2 + 4)2
.

Inverzní transformací dostávávme °e²ení ve tvaru

y(t) = − 1
2 sin(2t)+ 1

4 t sin(2t)+ L−1
(
e−πs

s

(s2 + 4)2

)
.

Podle vztahu (∥7.35∥), ale

L−1
(
e−πs

s

(s2 + 4)2

)
= 1

4L
−1(e−πsL(t sin(2t)))

= (t − π) sin(2(t − π)) ·Hπ (t).
Protoºe je Heavisideova funkce pro t < π nulová a pro t > π rovna

1, dostáváme °e²ení ve tvaru

y(t) =
{
− 1

2 sin(2t)+ 1
4 t sin(2t) pro 0 ≤ t < π

π−2
4 sin(2t) pro t ≥ π

□

8.141. Ur£ete obecné °e²ení rovnice

y′′′ − 5y′′ − 8y′ + 48y = 0.

�e²ení. Jde o lineární diferenciální rovnici (3. °ádu) s konstantními

koe�cienty, nebo´ má tvar

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · · + an−1y
′ + any = f (x)

pro jisté konstanty a1, . . . , an ∈ R. Navíc je f (x) ≡ 0, tj. rovnice je
homogenní.

Nejprve nalezneme ko°eny tzv. charakteristického polynomu

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · · + an−1λ+ an.
Kaºdému k-násobnému reálnému ko°enu λ totiº odpovídá k °e²ení

eλx, x eλx, . . . , xk−1 eλx

a kaºdé k-násobné dvojici komplexních ko°en· λ = α ± iβ odpovídá

k dvojic °e²ení

eαx cos (βx) , x eαx cos (βx) , . . . , xk−1 eαx cos (βx) ,

eαx sin (βx) , x eαx sin (βx) , . . . , xk−1 eαx sin (βx) .

Obecné °e²ení potom odpovídá v²em lineárním kombinacím vý²e

uvedených °e²ení.

Uvaºujme proto polynom

λ3 − 5λ2 − 8λ+ 48

s ko°eny λ1 = λ2 = 4, λ3 = −3. Znalost ko°en· v²ak znamená, ºe

známe také obecné °e²ení

y = C1e4x + C2x e4x + C3e−3x, C1, C2, C3 ∈ R. □
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P°edpokládejme na chvíli, ºe °e²ení y(t, x) na²eho systému
(8.10) je spojit¥ diferencovatelné i v parametrech x ∈ Rn. Pak
m·ºeme derivaci

8(t, x) = D1
x(y(t, x)),

tj. Jacobiho matici v²ech parciálních derivací podle sou°adnic xi ,
závisející jednak na £ase t, ale také na po£áte£ní podmínce x, ur£it
pomocí pravidla pro derivování kompozice zobrazení:

D1
x

(
y′ (t, x)

) = d

dt

(
D1
xy(t, x)

)
= D1f (y(t, x)) ·D1

xy(t, x).

Derivace podle po£áte£ních podmínek podél °e²ení y(t, x) sys-
tému (8.10) jsou tedy dány jako °e²ení systému n2 rovnic prvního
°ádu s po£áte£ní podmínkou

(8.11) 8′(t, x) = F(t, x) ·8(t, x), 8(0, x) = E,
kde F(t, x) = D1f (y(t, x)) a po£áte£ní podmínka vychází z iden-
tity y(0, x) = x. Jednozna£nou existenci °e²ení tohoto (matico-
vého) systému a jeho spojitou závislost na parametrech jsme jiº
dokázali.

Následující v¥ta °íká, ºe ve skute£nosti pro systémy se spojit¥
diferencovatelnými pravými stranami f skute£n¥ takto derivace
podle parametr· vºdy dostaneme.

Diferencovatelnost °e²ení

V¥ta. Uvaºme otev°enou podmnoºinu U ⊂ Rn+k a zobrazení
f : U → Rn se spojitými prvními derivacemi. Pak systém dife-
renciálních rovnic závislý na parametru λ ∈ Rk s po£áte£ní pod-
mínkou v bod¥ x ∈ U

y′ (t) = f (y(t), λ), y(0) = x
má jednozna£n¥ ur£ené °e²ení y(t, x, λ), které je zobrazením se
spojitými prvními parciálními derivacemi ve v²ech prom¥nných.

D·kaz. Nejprve si v²imn¥me, ºe m·ºeme uvaºovat systém
závisející na parametrech jako oby£ejný autonomní sys-
tém bez parametr·, kdyº i parametry povaºujeme za
prostorové prom¥nné a dodáme (vektorové) podmínky
λ′(t) = 0 a λ(0) = λ. Bez újmy na obecnosti proto sta£í

dokazovat v¥tu pro autonomní systémy bez dodate£ných parametr·
a soust°edit se na závislost na po£áte£ních podmínkách.

Stejn¥ jako v základní v¥t¥ o existenci vyjdeme z Picardových
aproximací °e²ení pomocí integrálního operátoru

y0(t, x) = x, yk+1(t, x) = x +
∫ t

0
f (yk(s, x)) ds.

Drobným up°esn¥ním d·kazu této v¥ty 8.49 ov¥°íme stej-
nom¥rnou konvergenci aproximací yk(t, x) k °e²ení y(t, x) a to
v£etn¥ prom¥nné x.

Zvolme si nyní pro po£áte£ní podmínku pevn¥ bod x0, zvolme
jeho malé okolí V , které budeme p°ípadn¥ zmen²ovat b¥hem násle-
dujících odhad·, a pi²me C pro konstantu, která díky Lipschitzov-
skosti funkce f dává na tomto okolí odhad

|f (y)− f (z)| ≤ C |y − z |.
Jiº víme, ºe pokud bude derivace

8(t, x) = D1
xy(t, x)
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8.142. Vypo£t¥te

y′′′ + y′′ + 9y′ + 9y = ex + 10 cos (3x) .

�e²ení. Nejprve vy°e²íme p°idruºenou homogenní rovnici. P°íslu²ný

charakteristický polynom je v tomto p°ípad¥

λ3 + λ2 + 9λ+ 9

a má ko°eny λ1 = −1, λ2 = 3i, λ3 = −3i. Obecné °e²ení p°idruºené
homogenní rovnice je tedy

y = C1e−x + C2 cos (3x) + C3 sin (3x) , C1, C2, C3 ∈ R.

�e²ení nehomogenní rovnice uvedeme ve tvaru

y = C1e−x + C2 cos (3x) + C3 sin (3x) + yp, C1, C2, C3 ∈ R

pro jisté partikulární °e²ení yp nehomogenní rovnice.

Pravá strana zadané rovnice je ve speciálním tvaru. Obecn¥ platí,

ºe pokud je nehomogenní £ást dána funkcí

Pn(x) eαx,

p°i£emº Pn je polynom n-tého °ádu, existuje partikulární °e²ení

yp = xk Rn(x) eαx,
kde k je násobnost £ísla α jako ko°ene charakteristického polynomu a

Rn je polynom stupn¥ nejvý²e n. Je²t¥ obecn¥ji, pro nehomogenní £ást

eαx [Pm(x) cos (βx) + Sn(x) sin (βx) ] ,

p°i£emº Pm je polynom stupn¥m a Sn polynom stupn¥ n, existuje par-

tikulární °e²ení ve tvaru

yp = xk eαx [Rl(x) cos (βx) + Tl(x) sin (βx) ] ,

kde k je násobnost £ísla α + iβ jako ko°ene charakteristického poly-

nomu a Rl , Tl jsou polynomy stupn¥ nejvý²e l = max {m, n}.
V tomto p°íkladu je nehomogenní £ást sou£tem dvou funkcí ve

speciálním tvaru (viz vý²e). Najdeme proto p°íslu²ná dv¥ partikulární

°e²ení pomocí metody neur£itých koe�cient· a ta pak se£teme. Tím

získáme partikulární °e²ení a posléze i obecné °e²ení zadané diferen-

ciální rovnice. Za£n¥me s funkcí y = ex , které odpovídá partikulární

°e²ení yp1(x) = Aex pro jisté A ∈ R. Protoºe

yp1(x) = y′
p1
(x) = y′′

p1
(x) = y′′′

p1
(x) = Aex,

dosazením do p·vodní rovnice s pravou stranou, kde je pouze funk-

ce y = ex , získáváme

20Aex = ex, tj. A = 1
20 .

Pro pravou stranu tvo°enou funkcí y = 10 cos (3x) hledáme parti-

kulární °e²ení ve tvaru

yp2(x) = x [B cos (3x) + C sin (3x)] .



KAPITOLA 8. SPOJITÉ MODELY S VÍCE PROM�NNÝMI

°e²ení y(t, x) existovat, bude dána rovnicí (8.11) s po£áte£ní pod-
mínkou. De�nujme tedy8(t, x) touto rovnicí a zkoumejme výraz

G(t, h) = |y(t, x0 + h)− y(t, x0)− h8(t, x0)|
s malými p°ír·stky h ∈ Rn. Abychom dokázali, ºe spojitá derivace
existuje, musíme dokázat, ºe

lim
h→0

1
h
G(t, h) = 0.

Budeme k tomu pot°ebovat n¥kolik odhad·. P°edn¥ z poslední v¥ty
o spojité závislosti na po£áte£ních podmínkách p°ímo vidíme od-
had:

|y(t, x0 + h)− y(t, x0)| ≤ |h| eC|t| .
V dal²ím kroku pouºijeme Taylor·v rozvoj se zbytkem pro zobra-
zení f

f (y)− f (z) = D1f (z) · (y − z)+ R(y, z),
kde R(y, z) spl¬uje |R(y, z)|/|y − z| → 0 p°i |y − z| →
0. Dostáváme první odhad, p°i kterém vyuºíváme de�nice zob-
razení 8(t, x0) pomocí jeho derivace. Pí²eme op¥t F(t, x) =
D1f (y(t, x)))

G(t, h) ≤
∫ t

0
|f (y(s, x0 + h))− f (y(s, x0))

− hF(s, x0)8(s, x0)| ds
≤
∫ t

0
∥F(s, x0)∥ |y(s, x0+h)− y(s, x0)− h8(s, x0)| ds

+
∫ t

0
|R(y(s, x0 + h), y(s, x0))| ds,

kde pracujeme s normou na maticích danou jako maximum abso-
lutních hodnot jejich komponent.

Podle p°edpokladu je F(t, x) spojité, proto na na²em okolí V
a pro |t| < T s dostate£n¥ malým T , abychom z·stávali v okolí V ,
m·ºeme ohrani£it normu

∥F(t, x0)∥ ≤ B
a zárove¬ pro libovoln¥ zvolenou konstantu ε > 0 umíme najít
ohrani£ení |h| < δ, p°i kterém bude zbytek R spl¬ovat

|R(y(t, x0 + h), y(t, x0))| ≤ ε|y(t, x0 + h)− y(t, x0)|
≤ |h|ε eCT .

M·ºeme proto ná² odhad dále vylep²it takto

G(t, h) ≤ B
∫ t

0
G(s, h) ds + ε|h|T eCT .

Gronwallovo lemma (viz 8.53) nám jiº dává

G(t, h) ≤ ε|h|T e(C+B)T .

Odtud ale uº p°ímo vyplývá ºe výraz 1
h
G(t, h) konverguje k nule

a d·kaz je dokon£en. □

Velmi podobn¥ se dokáºe, ºe spojitá diferencovatelnost pravé
strany aº do °ádu k v£etn¥ zaji²´uje stejný °ád diferencovatelnosti
°e²ení ve v²ech vstupních parametrech.

Dokonce platí, ºe je-li pravá strana f analytická (tj. funkce
daná svojí konvergentní Taylorovou °adou obdobn¥ k úvahám v
kapitole ²esté) ve v²ech parametrech, pak je analytická i závislost
°e²ení na v²ech parametrech.
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P°ipome¬me, ºe £íslo λ = 3i jsme obdrºeli jako ko°en charakteristic-

kého polynomu. Snadno spo£ítáme derivace

y′
p2
(x) = [B cos (3x) + C sin (3x)]

+x [−3B sin (3x) + 3C cos (3x)] ,

y′′
p2
(x) = 2 [−3B sin (3x) + 3C cos (3x)]

+x [−9B cos (3x) − 9C sin (3x)] ,

y′′′
p2
(x) = 3 [−9B cos (3x) − 9C sin (3x)]

+x [27B sin (3x) − 27C cos (3x)] ,

jejichº dosazením do rovnice s pravou stranou tvo°enou funkcí

y = 10 cos (3x) po úprav¥ dostaneme

−18B cos (3x) − 18C sin (3x) − 6B sin (3x) + 6C cos (3x) =
10 cos (3x) .

Porovnání koe�cient· vede na systém lineárních rovnic

−18B + 6C = 10, −18C − 6B = 0

s jediným °e²ením B = −1/2 a C = 1/6, tj.

yp2(x) = x
[− 1

2 cos (3x) + 1
6 sin (3x)

]
.

Celkem je tudíº obecným °e²ením

y = C1e
−x + C2 cos (3x) + C3 sin (3x) + 1

20
ex

−1
2
x cos (3x) + 1

6
x sin (3x) , C1, C2, C3 ∈ R.

□

8.143. Ur£ete obecné °e²ení rovnice

y′′ + 3y′ + 2y = e−2x .

�e²ení. Daná rovnice je lineární (v²echny derivace se v rovnici vysky-

tují v první mocnin¥) diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty

druhého °ádu (nejvy²²í derivace hledané funkce, která se v rovnici vy-

skytuje je druhá). Nejprve vy°e²íme zhomogenizovanou rovnici

y′′ + 3y′ + 2y = 0.

Její charakteristický polynom je

x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2),

s ko°eny x1 = −1 a x2 = −2. Obecné °e²ení zhomogenizované rov-

nice je tedy

c1e
−x + c2e

−2x,

kde c1, c2 jsou libovolné reálné konstanty.

Nyní metodou neur£itých koe�cient· nalezneme (n¥jaké) partiku-

lární °e²ení p·vodní nehomogenní rovnice. Podle tvaru nehomogenity
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8.55. Toky vektorových polí. Je²t¥ neº se p°esuneme k rovni-
cím vy²²ích °ád·, podíváme se chvíli na systémy
rovnic prvního °ádu geometrickým pohledem. Nyní
m·ºeme geometricky formalizovat pravou stranu au-
tonomního systému jako p°i°azení vektoru f (x) ∈

Rn v zam¥°ení euklidovského prostoru Rn ke kaºdému jeho bodu
x v uvaºovaném de�ni£ním oboru. Hovo°íme o vektorovém poli
X(x) = f (x).

Jestliºe máme dáno vektorové pole X na otev°ené mnoºin¥
U ⊂ Rn, pak m·ºeme pro kaºdou diferencovatelnou funkci f na
U de�novat její derivaci ve sm¥ru vektorového pole X p°edpisem

X(f ) : U → R, X(f )(x) = dX(x)f.
Je-li tedy v sou°adnicích X(x) = (X1(x), . . . Xn(x)), pak

X(f )(x) = X1(x)
∂f

∂x1
(x)+ · · · +Xn(x) ∂f

∂xn
(x).

Nejjednodu²²í vektorová pole budou mít v sou°adnicích v²echny
sou°adné funkce rovny nule, krom¥ jedné funkce Xi , která bude
konstantn¥ jedni£ka. Takové pole pak odpovídá p°íslu²né parciální
derivaci podle prom¥nné xi . Tomu odpovídá také obvyklý zápis

X(x) = X1(x)
∂

∂x1
+ · · · +Xn(x) ∂

∂xn
.

Nyní m·ºeme °e²ení na²eho systému rovnic ekvivalentn¥ po-
psat jako hledání k°ivky x(t), která pro kaºdé t ze svého de-
�ni£ního oboru spl¬uje

x′ (t) = X(x(t)),
te£ný vektor hledané k°ivky je v kaºdém jejím bod¥ zadán vek-
torovým polem X. Kaºdou takovou k°ivku nazýváme integrální
k°ivkou vektorového pole X a zobrazení

FlXt : Rn→ Rn,
de�nované v bod¥ x0 jako hodnota integrální k°ivky x(t), spl¬ující
x(0) = x0 nazýváme tokem vektorového pole X. V¥ta o jedno-
zna£nosti a existenci °e²ení systém· rovnic °íká, ºe pro kaºdé spo-
jit¥ diferencovatelné vektorové pole X existuje jeho tok v kaºdém
bod¥ x0 de�ni£ního oboru pro dostate£n¥ malá t. Jednozna£nost
°e²ení navíc p°ímo zaji²´uje, ºe

FlXt+s (x) = FlXt ◦FlXs (x),

kdykoliv ob¥ strany existují. Navíc je zobrazení FlXt0 (x) s pevným
parametrem t diferencovatelné ve v²ech bodech x, kde je de�no-
vané.

Pokud je vektorové poleX de�nované na celémRn a má kom-
paktní nosi£, pak zjevn¥ existuje jeho tok ve v²ech bodech a pro
v²echna t. Takovým vektorovým polím °íkáme úplná. Tok úplného
vektorového pole je tedy sloºen z difeomor�sm· FlXt Rn → Rn
s inverzními difeomor�smy FlX−t .

Jednoduchým p°íkladem úplného vektorového pole je pole
X(x) = ∂

∂x1
. Jeho tok je dán

FlXt (x1, . . . , xn) = (x1 + t, x2, . . . , xn).

Naopak, vektorové poleX(t) = t2 d
dt
na jednorozm¥rném prostoru

R není úplné, protoºe jeho °e²ení jsou tvaru

t 7→ 1
C − t

pro po£áte£ní podmínky s t0 ̸= 0 a �ute£ou� tedy do nekone£ných
hodnot v kone£ném £ase.
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a protoºe −2 je ko°enem charakteristického polynomu dané rovnice

hledáme °e²ení ve tvaru y0 = axe−2x , kde a ∈ R.
Dosazením do p·vodní rovnice obdrºíme

a[−4e−2x + 4xe−2x + 3(e−2x − 2xe−2x)+ 2xe−2x] = e−2x,

odkud a = −1. Partikulárním °e²ením dané rovnice je tedy funkce

−xe−2x , obecným °e²ením potom prostor funkcí c1e
−x + c2e

−2x −
xe−2x , c1, c2 ∈ R. □

8.144. Ur£ete obecné °e²ení rovnice

y′′ + y′ = 1.

�e²ení. Charakteristický polynom dané rovnice je x2 + x s ko°eny 0
a−1, obecné °e²ení zhomogenizované rovnice je tedy c1+ c2e

−x , kde
c1, c2 ∈ R.

Partikulární °e²ení hledáme ve tvaru ax, a ∈ R (nula je ko°enem

charakteristického polynomu). Po dosazení do p·vodní rovnice dostá-

váme a = 1. Obecné °e²ení dané nehomogenní rovnice je c1+c2e
−x+

x, c1, c2 ∈ R. □

8.145. Ur£ete obecné °e²ení rovnice

y′′ + 5y′ + 6y = e−2x .

�e²ení. Charakteristický polynom rovnice je x2 + 5x + 6 = (x +
2)(x + 3), jeho ko°eny jsou −2 a −3, obecné °e²ení zhomogenizo-

vané rovnice je tedy c1e
−2x + c2e

−3x , c1, c2 ∈ R. Partikulární °e²ení
hledáme metodou neur£itých koe�cient· ve tvaru axe−2x , a ∈ R (−2
je ko°enem charakteristického polynomu). Dosazením do p·vodní rov-

nice získáme a = 1. Obecné °e²ení dané rovnice je tedy

c1e
−2x + c2e

−3x + xe−2x .

□

8.146. Ur£ete obecné °e²ení rovnice

y′′ − y′ = 5.

�e²ení. Charakteristický polynom je x2 − x s ko°eny 1, 0, obecné
°e²ení zhomogenizované rovnice je tedy c1 + c2e

x , kde c1, c2 ∈ R.
Partikulární °e²ení hledáme metodou neur£itých koe�cient· ve tvaru

ax, a ∈ R, dostáváme a = −5. Obecné °e²ení dané rovnice je tvaru

c1 + c2e
x − 5x.

□
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Popis vektorového pole jakoºto p°i°azení te£ného vektoru
v zam¥°ení ke kaºdému bodu euklidovského prostoru je nezávislé
na sou°adnicích. Následující v¥ta nám tedy dává geometrický lo-
kální kvalitativní popis v²ech °e²ení systém· oby£ejných diferenci-
álních rovnic v okolí kaºdého bodu x ve kterém je dané vektorové
pole X nenulové.

V¥ta. Je-li X vektorové pole de�nované na okolí bodu x0 ∈ Rn
a platí X(x0) ̸= 0, pak existuje transformace sou°adnic F taková,
ºe v nových sou°adnicích y = F(x) je vektorové pole X dáno jako
pole ∂

∂y1
.

D·kaz. Budeme konstruovat difeomor�smus F =
(f1, . . . , fn) postupn¥. Geometricky lze podstatu d·kazu
shrnout tak, ºe si vybereme nadplochu komplementární
k sm¥r·m X(x), procházející bodem x0, na ní zvolíme
sou°adnice a ty pak rozneseme na n¥jaké okolí bodu x0

pomocí toku pole X.
Nejd°íve pouºijeme posunutí x0 do po£átku sou°adnic a line-

ární transformaci na Rn tak, abychom dosáhli X(0) = ∂
∂x1
(0).

Nyní si zapi²me v t¥chto sou°adnicích (x1, . . . , xn) tok pole X
procházející v £ase t = 0 bodem (x1, . . . , xn) jako xi(t) =
φi(t, x1, . . . , xn). De�nujeme

fi(x1, . . . , xn) = φi(x1, 0, x2, . . . , xn).

Protoºe tok pole X spl¬uje (nalevo je vektor s uvedenými sou°ad-
nicemi φi)

(φi(0, 0, x2, . . . , xn)) = (0, x2, . . . , xn),

nebo´ jde o tok v £ase nula, dostáváme

∂F

∂xi
(0) = (0, . . . , 1, . . . , 0), i = 2, . . . , n,

a stejný vztah platí i pro i = 1, protoºe je X = ∂
∂x1

. Je tedy Jaco-
biho matice zobrazení F v po£átku jednotkovou maticí E, a proto
jde skute£n¥ o transformaci sou°adnic na n¥jakém okolí (viz v¥ta
o inverzním zobrazení v odstavci 8.17).

Nyní p°ímo z de�nice zobrazení F pomocí toku vektorového
poleX bude v nových sou°adnicích (y1, . . . , yn) tok pole vyjád°en
jako

FlXt (y1, . . . , yn) = (y1 + t, y2, . . . , yn),

ov¥°te si samostatn¥ podrobn¥! □

8.56. Rovnice vy²²ích °ád·. Oby£ejnou diferenciální rovnicí
°ádu k (vy°e²enou vzhledem k nejvy²²í derivaci)
rozumíme rovnici

y(k) (t) = f (t, y(t), y′ (t), . . . , y(k−1) (t)),

kde f je známá funkce v k + 1 prom¥nných, x je nezávisle
prom¥nná a y(t) je neznámá funkce v jedné prom¥nné. Ukáºeme,
ºe taková rovnice je vºdy ekvivalentní systému k rovnic prvního
°ádu.

Zavedeme nové neznámé funkce v prom¥nné t takto: y0(t) =
y(t), y1(t) = y′0(t), . . . , yk−1(t) = y′k−2(t). Nyní je funkce y(t)
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8.147. Vy°e²te rovnici

y′′ − 2y′ + y = ex

x2+1 .

�e²ení. �e²ení této nehomogenní rovnice ur£íme metodou variace

konstant, kdy °e²ení obdrºíme ve tvaru

y = C1(x) y1(x)+ C2(x) y2(x)+ · · · + Cn(x) yn(x),
p°i£emº y1, . . . , yn zadávají obecné °e²ení p°idruºené homogenní rov-

nice a funkce C1(x), . . . , Cn(x) získáme ze soustavy

C′
1(x) y1(x)+ · · · + C′

n(x) yn(x) = 0,

C′
1(x) y

′
1(x)+ · · · + C′

n(x) y
′
n(x) = 0,

...

C′
1(x) y

(n−2)
1 (x)+ · · · + C′

n(x) y
(n−2)
n (x) = 0,

C′
1(x) y

(n−1)
1 (x)+ · · · + C′

n(x) y
(n−1)
n (x) = f (x).

Charakteristický polynom λ2 − 2λ + 1 má ko°eny λ1 = λ2 = 1.
�e²ení rovnice tak hledáme ve tvaru

C1(x) ex + C2(x) x ex

a uvaºujeme soustavu

›C′
1(x) e

x + C′
2(x) x e

x = 0,

C′
1(x) e

x + C′
2(x)

[
ex + x ex] = ex

x2 + 1
.

Neznámé C′
1(x) a C

′
2(x) vypo£ítáme pomocí Cramerova pravidla.

Z ∣∣∣∣ex x ex

ex ex + x ex
∣∣∣∣ = e2x,∣∣∣∣ 0 x ex

ex

x2+1 ex + x ex
∣∣∣∣ = −x e2x

x2 + 1
,∣∣∣∣ex 0

ex ex

x2+1

∣∣∣∣ = e2x

x2 + 1

plyne

C1(x) = −
∫

x

x2 + 1
dx = −1

2
ln
(
x2 + 1

)+ C1, C1 ∈ R,

C2(x) =
∫

dx

x2 + 1
= arctg x + C2, C2 ∈ R.

Obecné °e²ení proto je

y = C1ex + C2x ex − 1
2 e

x ln
(
x2 + 1

)+ x exarctg x, C1, C2 ∈ R.

□
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°e²ením na²í p·vodní rovnice tehdy a jen tehdy, kdyº je první kom-
ponentou °e²ení systému rovnic

y′0 = y1

y′1 = y2

...

y′n−2 = yn−1

y′n−1 = f (t, y0, y1, . . . , yn−1).

P°ímým d·sledkem v¥t z 8.52�8.54 je proto následující

O °e²ení ODR vy²²ích °ád·

V¥ta. Nech´ funkce f (t, y0, . . . , yk−1) : U ⊂ Rk+1 → R, má
spojité parciální derivace na otev°ené mnoºin¥ U . Pak pro kaºdý
bod (t0, z0, . . . , zk−1) ∈ U existuje maximální interval Imax =
[x0 − a, x0 + b], s kladnými a, b ∈ R, a práv¥ jedna funkce y(t) :
Imax → R, která je °e²ením rovnice k-tého °ádu

y(k) (t) = f (t, y(t), y′ (t), . . . , y(k−1) (t))

s po£áte£ní podmínkou

y(t0) = z0, y
′ (t0) = z1, . . . , y

(k−1) (t0) = zk−1.

Toto °e²ení navíc závisí diferencovateln¥ na po£áte£ní podmínce a
p°ípadných dal²ích parametrech vstupujících diferencovateln¥ do
funkce f .

Vidíme tedy, ºe pro jednozna£né zadání °e²ení oby£ejné dife-
renciální rovnice k�tého °ádu musíme zadat v jednom bod¥ hod-
notu a prvních k − 1 derivací výsledné funkce.

Pokud bychom pracovali se systémem ℓ rovnic °ádu k, pak
stejný postup p°evede tento systém také na systém kℓ rovnic prv-
ního °ádu. Op¥t tedy bude plati obdobná v¥ta o existenci jedno-
zna£nosti, spojitosti a diferencovatelnosti.

Na v²echny takové systémy se samoz°ejm¥ také p°ená²í
siln¥j²í vlastnosti v p°ípadech, kdy je pravá strana rovnice f dife-
rencovatelná do °ádu k v£etn¥ nebo analytická, v£etn¥ parametr·,
kteréºto vlastnosti se p°ená²í i na °e²ení.

8.57. Lineární diferenciální rovnice. Jiº jsme p°emý²leli o ope-
raci derivování jako o lineárním zobrazení z (dostate£n¥) hladkých
funkcí do funkcí. Pokud derivace ( d

dx
)j jednotlivých °ád· j vyná-

sobíme pevnými funkcemi aj (t) a výrazy se£teme, dostaneme tzv.
lineární diferenciální operátor:

y(t) 7→ D(y)(t) = ak(t)y(k) (t)+ · · · + a1(t)y
′ (t)+ a0y(t).

�e²it p°íslu²nou homogenní lineární diferenciální rovnici pak zna-
mená najít funkci y spl¬ující D(y) = 0, tj. obrazem je identicky
nulová funkce.

Ze samotné de�nice je z°ejmé, ºe sou£et dvou °e²ení bude op¥t
°e²ením, protoºe pro libovolné funkce y1 a y2 platí

D(y1 + y2)(t) = D(y1)(t)+D(y2)(t).

Obdobn¥ je také konstantní násobek °e²ení op¥t °e²ením. Celá
mnoºina v²ech °e²ení lineární diferenciální rovnice k-tého °ádu je
tedy vektorovým prostorem. P°ímou aplikací p°edchozí v¥ty o jed-
nozna£nosti a existenci °e²ení rovnic dostáváme:
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8.148. Ur£ete jedinou funkci y vyhovující lineární diferenciální rov-

nici

y(3) − 3y′ − 2y = 2ex,

s po£áte£ními podmínkami y(0) = 0, y′ (0) = 0, y′′ (0) = 0.

�e²ení. Charakteristický polynom je x3 − 3x− 2 s ko°eny 2 a dvojná-

sobným ko°enem−1, partikulární °e²ení hledáme ve tvaru aex , a ∈ R,
snadno zjistíme ºe je jím funkce − 1

2e
x , obecné °e²ení dané rovnice je

tedy

c1e
2x + c2e

−x + c3xe
−x − 1

2
ex .

Dosazením do po£áte£ních podmínek získáme jedninou funkci vyho-

vující zadání
2
9
e2x + 5

18
e−x + 1

3
xe−x − 1

2
ex .

□
Dal²í p°íklady na diferenciální rovnice vy²²ího °ádu naleznete na

stran¥ 517

N. Aplikace Laplaceovy transformace

Diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty m·ºeme také

°e²it pomocí Laplaceovy transformace.

8.149. Ozna£me L(y)(s) Laplaceovu transformaci funkce y(t). Me-

todou per partes dokaºte, ºe platí

�e²ení.

(8.11) L(y′ )(s) = sL(y)(s)− y(0)
L(y′′ )(s) = s2L(y)− sy(0)− y′ (0)

a indukcí:

L(y(n) )(s) = snL(y)(s)−∑n
i=1 s

n−i y(i−1) (0) . □

8.150. Najd¥te funkci y(t) vyhovující diferenciální rovnici

y′′ (t)+ 4y(t) = sin 2t

a po£áte£ním podmínkám y(0) = 0 a y′ (0) = 0.

�e²ení. Z p°edchozího p°íkladu ∥8.149∥:
s2L(y)(s)+ 4L(y)(s) = L(sin 2t)(s)

P°itom

L(sin 2t)(s) = 2
s2 + 4

,

tj.

L(y)(s) = 2
(s2 + 4)2

.

Zp¥tnou transformací dostáváme

y(t) = 1
8 sin 2t − 1

4 t cos 2t . □
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Prostor °e²ení lineárních rovnic

V¥ta. Mnoºina v²ech °e²ení homogenní lineární diferenciální
rovnice k�tého °ádu je vºdy vektorový prostor dimenze k. Proto
m·ºeme vºdy °e²ení zadat jako lineární kombinaci libovolné
mnoºiny k lineárn¥ nezávislých °e²ení. Taková °e²ení jsou zadána
jednozna£n¥ lineárn¥ nezávislými po£áte£ními podmínkami na
hodnotu funkce y(t) a jejích prvních k − 1 derivací v jednom
pevném bod¥ t0.

D·kaz. Jestliºe zvolíme k lineárn¥ nezávislých po£áte£ních
podmínek v jednom pevném bod¥, pak dostaneme pro kaºdou
z nich jednozna£n¥ ur£ené °e²ení na²í rovnice. Lineární kombinace
t¥chto po£áte£ních podmínek p°itom vede na tutéº lineární kombi-
naci p°íslu²ných °e²ení. V²echny moºné po£áte£ní podmínky tak
vy£erpáme, proto takto dostaneme i celý prostor °e²ení na²í rov-
nice. □
8.58. Lineární diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty.
P°edchozí diskuse nám jist¥ p°ipomn¥la situaci s homogenními li-
neárními diferen£ními rovnicemi, se kterými jsme se potýkali v od-
stavci 3.9 t°etí kapitoly. Analogie jde i dále v okamºiku, kdy jsou
v²echny koe�cienty aj diferenciálního operátoruD konstantní. Uº
jsme vid¥li u takové rovnice prvního °ádu (8.8), ºe °e²ením je ex-
ponenciála s vhodnou konstantou u argumentu. Stejn¥ jako u di-
feren£ních rovnic se podbízí vyzkou²et, zda takový tvar °e²ení
y(t) = eλt s neznámým parametrem λ m·ºe splnit rovnici k�tého
°ádu. Dosazením dostaneme

D(eλt ) = (akλk + ak−1λ
k−1 + · · · + a1λ+ a0(x)

)
eλt .

Parametr λ tedy vede na °e²ení lineární diferenciální rovnice s kon-
stantními koe�cienty tehdy a jen tehdy, kdyº je λ ko°enem tzv. cha-
rakteristického polynomu akλk + · · · + a1λ+ a0.

Pokud má tento polynom k r·zných ko°en·, dostáváme bázi
celého vektorového prostoru °e²ení. Pokud je λ násobný ko°en,
p°ímým výpo£tem s vyuºitím toho, ºe je pak také ko°enem de-
rivace charakteristického polynomu, dostaneme, ºe je °e²ením i
funkce y(t) = t eλt . Podobn¥ pak pro vy²²í násobnost ℓ dostáváme
ℓ r·zných °e²ení eλt , t eλt , . . . , tℓ eλt .

U obecné lineární diferenciální rovnice p°edepisujeme nenulo-
vou hodnotu diferenciálního operátoru D. Op¥t úpln¥ analogicky
k úvahám o systémech lineárních rovnic nebo u lineárních dife-
ren£ních rovnic p°ímo vidíme, ºe obecné °e²ení takovéto (nehomo-
genní) rovnice

D(y)(t) = b(t)
pro n¥jakou pevn¥ zadanou funkci b(t) je sou£tem jednoho jakého-
koliv °e²ení této rovnice amnoºiny v²echmoºných °e²ení p°íslu²né
homogenní rovnice D(y)(t) = 0. Celý prostor °e²ení je tedy op¥t
p¥kný kone£n¥rozm¥rný a�nní prostor, by´ ukrytý v obrovském
prostoru funkcí.

Metody pro nalezení jednoho partikulárního °e²ení jsou p°ed-
vedeny v konkrétních p°íkladech ve vedlej²ím sloupci. V principu
jsou, podobn¥ jako u diferen£ních rovnic, zaloºeny na hledání
°e²ení v podobném tvaru v jakém je pravá strana.

8.59. Maticové systémy s konstantními koe�cienty. Je²t¥ se po-
dívejme na velmi speciální p°ípad systému prvního
°ádu, jehoº pravá strana je zadána násobením matice
a n2-rozm¥rné neznámé vektorové funkce Y (t).
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8.151. Najd¥te funkci y(t) vyhovující diferenciální rovnici

y′′ (t)+ 6y′ (t)+ 9y(t) = 50 sin t

a po£áte£ním podmínkám y(0) = 1 a y′ (0) = 4.

�e²ení. Laplaceovou transformací dostáváme

s2L(y)(s)− s − 4+ 6(sL(y)(s)− 1)+ 9L(y)(s) = 50L(sin t)(s),

tj.

(s2 + 6s + 9)L(y)(s) = 50
s2 + 1

+ s + 10,

L(y)(s) = 50
(s2 + 1)(s + 3)2

+ s + 10
(s + 3)2

.

Rozkladem na parciální zlomky prvního £lenu dostaneme

50
(s2 + 1)(s + 3)2

= As + B
s2 + 1

+ C

s + 3
+ D

(s + 3)2
,

tedy

50 = (As + B)(s + 3)2 + C(s2 + 1)(s + 3)+D(s2 + 1).

Dosazením s = −3 dostáváme

50 = 10D tedy D = 5

a porovnáním koe�cient· u s3

0 = A+ C, tedy A = −C.

Porovnáním koe�cient· u s pak

0 = 9A+ 6B + C = 8A+ 6B, tedy B = 4
3
C.

Porovnáním absolutních £len· dostaneme

50 = 9B + 3C +D = 12C + 3C + 5

tedy C = 3, B = 4, A = −3.

Protoºe

s + 10
(s + 3)2

= s + 3+ 7
(s + 3)2

= 1
s + 3

+ 7
(s + 3)2

,

platí

L(y)(s) = −3s+4
s2+1 + 3

s+3 + 5
(s+3)2 + 1

s+3 + 7
(s+3)2

= −3s
s2+1 + 4

s2+1 + 4
s+3 + 12

(s+3)2 .

Odtud inverzní Laplaceovou transformací dostáváme °e²ení ve tvaru

y(t) = −3 cos t + 4 sin t + 4e−3t + 12te−3t . □
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(8.12) Y ′(t) = A · Y(t)
s konstantní maticí A ∈ Matn(R). Kombinací na²ich znalostí z li-
neární algebry a z analýzy funkcí jedné prom¥nné m·ºeme p°ímo
uhádnout °e²ení, jestliºe de�nujeme tzv. exponentu matice p°edpi-
sem

B(t) = etA =
∞∑
k=0

tk

k!
Ak.

Na výraz napravo p°itom m·ºeme formáln¥ nahlíºet jako na ma-
tici, jejímiº komponentami bij jsou nekone£né °ady vzniklé z uve-
dených sou£in·. Jestliºe odhadneme v²echny komponenty vAma-
ximem jejich absolutních hodnot ∥A∥ = C, pak pro k-tý s£íta-

nec v bij (t) dostaneme v absolutní hodnot¥ odhad
tk

k!n
kCk . Nutn¥

tedy je kaºdá °ada bij (t) absolutn¥ a stejnom¥rn¥ konvergentní a
je shora ohrani£ena hodnotou etnC . Kdyº zkusíme derivovat £leny
na²í °ady £len po £lenu, dostaneme stejnom¥rn¥ konvergentní °adu
s limitouA etA . Bude proto, podle obecných vlastností stejnom¥rn¥
konvergentních °ad, tomuto výrazu rovna i derivace

d

dt

(
etA
) = A etA .

Tím jsme získali obecné °e²ení na²eho systému (8.12) ve tvaru

Y(t) = etA ·Z ,
kde Z ∈ Matn(R) je libovolná konstantní matice. Skute£n¥, ex-
ponenta etA je invertibilní maticí pro v²echna t, a proto jsme tak
dostali vektorový prostor správné dimenze a tudíº v²echna obecná
°e²ení.

Pozoruhodné je, ºe pokud °e²íme jen vektorovou rovnici s kon-
stantní maticíA ∈ Matn(R), y′ (t) = A·y(t), pro neznámou funkci
y : R→ Rn, pak exponenta etA zadá n lineárn¥ nezávislých °e²ení
pomocí svých n sloupc·. Obecné °e²ení pak op¥t obdrºíme jako je-
jich libovolnou lineární kombinaci.

Záv¥rem si p°ipome¬me, ºe jsme maticový systém prvního
°ádu potkali v odstavci 8.54, kdyº jsme p°emý²leli o deri-
vací °e²ení vektorové rovnice podle po£áte£ních podmínek.
Uvaºme nyní diferencovatelné vektorové poleX(x) de�no-
vané na okolí bodu x0 ∈ Rn takové, ºe X(x0) = 0. Potom

je bod x0 pevným bodem jeho toku FlXt (x).
Pro diferenciál 8(t) = Dx FlXt (x0) platí (viz (e8.42b) na

stran¥ 501)

8′(t) = D1X(x0) ·8(t), 8(0) = E.
Známe tedy explicitn¥ evoluci diferenciálu toku vektorového pole
v jeho singulárním bod¥ x0, která je dána exponentou

8(t) = etA , A = D1X(x0).

To je uºite£ný krok k úvahám o kvalitativním chování v okolí sta-
cionáního bodu x0.

8.60. Poznámka o Markovových °et¥zcích. Ve t°etí kapitole
jsme se zabývali iterativními procesy a významnou
roli tam hrály tzv. stochastické matice a jimi zadané
Markovovy procesy. P°ipome¬me, ºe matice A je
stochastická, jestliºe sou£et kaºdého jejího sloupce

dá jedni£ku. Jinými slovy, platí

(1 . . . 1) · A = (1 . . . 1).
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8.152. Najd¥te funkci y(t) vyhovující diferenciální rovnici

y′′ (t) = cos (πt) − y(t), t ∈ (0,+∞)
a po£áte£ním podmínkám y(0) = c1, y′ (0) = c2.

�e²ení. Nejd°íve podotkn¥me, ºe z teorie oby£ejných diferenciálních

rovnic vyplývá, ºe úloha má práv¥ jedno °e²ení. Dále p°ipome¬me

L
(
f ′′) (s) = s2L (f ) (s)− s lim

t→0+
f (t)− lim

t→0+
f ′(t)

a

L (cos (bt)) (s) = s

s2+b2 , b ∈ R.

Aplikování Laplaceovy transformace na zadanou diferenciální rovnici

proto dává

s2L (y) (s)− sc1 − c2 = s

s2+π2 − L (y) (s),

tj.

(8.12) L (y) (s) = s(
s2 + 1

) (
s2 + π2

) + c1s

s2 + 1
+ c2

s2 + 1
.

Sta£í tudíº najít funkci y spl¬ující (∥8.12∥). Rozkladem na parciální

zlomky získáváme
s(

s2+1
)(
s2+π2

) = 1
π2 −1

(
s

s2+1 − s

s2+π2

)
.

Z vý²e uvedeného vyjád°ení L (cos (bt)) (s) a d°íve dokázaného

L (sin t) (s) = 1
s2+1

tak jiº dostáváme hledané °e²ení

y(t) = 1
π2 −1 (cos t − cos (πt))+ c1 cos t + c2 sin t . □

8.153. Vy°e²te soustavu diferenciálních rovnic

x′′ (t)+x′ (t) = y(t)−y′′ (t)+e t , x′ (t)+2x(t) = −y(t)+y′ (t)+e−t

p°i po£áte£ních podmínkách x(0) = 0, y(0) = 0, x′ (0) = 1,
y′ (0) = 0.

�e²ení. Op¥t aplikujeme Laplaceovu transformaci. Tím s vyuºitím

L
(
e±t) (s) = 1

s∓1

p°evedeme první rovnici na

s2L (x) (s)− s lim
t→0+

x(t)− lim
t→0+

x′ (t)+ sL (x) (s)− lim
t→0+

x(t) =

= L (y) (s)−
(
s2L (y) (s)− s lim

t→0+
y(t)− lim

t→0+
y′ (t)

)
+ 1

s−1

a druhou potom na

sL (x) (s)− lim
t→0+

x(t)+ 2L (x) (s) =
= −L (y) (s)+ sL (y) (s)− lim

t→0+
y(t)+ 1

s+1 .

Vy£íslíme-li limity (dle po£áte£ních podmínek), obdrºíme lineární rov-

nice

s2L (x) (s)− 1+ sL (x) (s) = L (y) (s)− s2L (y) (s)+ 1
s−1

a

sL (x) (s)+ 2L (x) (s) = −L (y) (s)+ sL (y) (s)+ 1
s+1
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Jestliºe vezmeme exponentu etA , dostaneme

(1 . . . 1) · etA =
∞∑
k=0

tk

k!
(1 . . . 1) · Ak = et (1 . . . 1).

Je tedy pro kaºdé t invertibilní matice B(t) = e−t etA stochastická.
Dostaneme tak spojitou verzi Markovova procesu (in�nitesimáln¥)
generovaného stochastickou maticí A.

Skute£n¥, derivací podle t dostaneme

d

dt
B(t) = − e−t etA + e−t A etA = (−E + A)B(t),

je tedy matice B(t) °e²ením maticového systému rovnic s konstant-
ními koe�cienty

Y ′(t) = (A− E) · Y (t)
se stochastickou matici A. To má vcelku z°ejmé intuitivní
vysv¥tlení. Kdyº je A stochastická, pak okamºitý p°ír·stek
vektoru y(t) ve vektorovém systému s maticí A, y′ (t) = A · y(t),
je op¥t stochastický vektor. My ale pro Markov·v proces chceme,
aby vektor y(t) z·stával stochastický pro v²echna t. Sou£et
p°ír·stk· jednotlivých komponent vektoru y(t) tedy musí být
nulový a to zaji²´uje ode£tení jednotkové matice.

Jak jsme jiº vid¥li vý²e, maticové °e²ení Y ′(t) má ve svých
sloupcích bázi v²ech °e²ení y′ (t) vektorového sytému.

P°edpokládejme nyní navíc, ºe je matice A primitivní, tj.
n¥jaká její mocnina má samé positivní komponenty, viz 3.19 na
stran¥ 139. Pak víme, ºe její mocniny konvergují k matici A∞,
která má ve v²ech svých sloupcích vlastní vektor k vlastnímu £íslu
1. Jist¥ proto existuje univerzální konstantní odhad pro v²echny
mocniny ∥Ak − A∞∥ ≤ C a pro kaºdé malé kladné ε existuje
N ∈ N tak, ºe pro v²echna k ≥ N máme jiº ∥Ak − A∞∥ ≤ ε.
M·ºeme nyní odhadnou rozdíl mezi °e²ením Y ′(t) pro velká t a
konstantní maticí A∞∥∥∥∥e−t

∞∑
k=0

tk

k!
Ak − e−t

∞∑
k=0

tk

k!
A∞

∥∥∥∥
≤ e−t ∑

k<N

tk

k!
C∥A∞∥ + e−t ε∥A∞∥.

Limitu výrazu f (t) = e−t∑
k<N

tk

k! lze snadno spo£íst iterovaným
pouºitím L'Hospitalova pravidla. Skute£n¥, derivací sumy dosta-
neme totéº, ale sN o jedni£ku men²ím, derivace ve jmenovateli se
nem¥ní, je tedy limita nulová. Proto k na²emu zvolenému ε jist¥ na-
jdeme i T tak, aby f (t) bylo pro t ≥ T jiº men²í neº ε. Celý výraz
jsme tedy odhadli (pro n ≥ N a t ≥ T > 0) £íslem ε(C+1)∥A∞∥.

Dokázali jsem tak velmi zajímavé tvrzení, které hodn¥ p°ipo-
míná diskrétní variantu Markovových proces·:

Spojité procesy se stochastickou maticí

V¥ta. Kaºdá primitivní stochastická matice A zadává vektorový
systém rovnic

y′ (t) = (A− E) · y(t)
s následujícími vlastnostmi

(1) báze vektorového prostoru v²ech °e²ení je dána sloupci ve sto-
chastické matici

Y(t) = e−t etA ,
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s práv¥ jedním °e²ením

L (x) (s) = 2s−1
2(s−1)(s+1)2

, L (y) (s) = 3s
2
(
s2−1

)2 .

Op¥t si pom·ºeme rozkladem na parciální zlomky se ziskem

L (x) (s) = 1
8

1
s−1 + 3

4
1

(s+1)2
− 1

8
1
s+1 = 3

4
1

(s+1)2
+ 1

4
1

s2−1 .

Nebo´ jiº d°íve jsme vypo£ítali

L
(
t e−t) (s) = 1

(s+1)2
, L (sinh t) (s) = 1

s2−1 ,

L (t sinh t) (s) = 2s(
s2−1

)2 ,

dostáváme

x(t) = 3
4 t e

−t + 1
4 sinh t, y(t) = 3

4 t sinh t.

�tená° m·ºe sám ov¥°it, ºe tyto funkce x a y jsou skute£n¥ hledaným

°e²ením. Ov¥°ení v²ak d·razn¥ doporu£ujeme provést (nap°. z toho

d·vodu, ºe Laplaceovy transformace funkcí y = et , y = sinh t

a y = t sinh t jsme získali pouze pro s > 1). □

8.154. Najd¥te °e²ení soustavy diferenciálních rovnic:

x′ (t) = −2x(t)+ 3y(t)+ 3t2 ,

y′ (t) = −4x(t)+ 5y(t)+ et , x(0) = 1, y(0) = −1

�e²ení.

L(x′ )(s) = L(−2x + 3y + 3t2 )(s),

L(y′ )(s) = L(−4x + 5y + et)(s).
P°itom levé strany lze zapsat pomocí (∥8.11∥) a pravé lze roze-

psat vzhledem k linearit¥ operátoru L. Protoºe L(3t2 )(s) = 6
s3 a

L(et)(s) = 1
s−1 dostáváme systém lineárních rovnic

sL(x)(s)− 1 = −2L(x)(s)+ 3L(y)(s)+ 6
s3 ,

sL(y)(s)+ 1 = −4L(x)(s)+ 5L(y)(s)+ 1
s−1 .

Po úprav¥ dostaneme maticov¥ A(s)x̂(s) = b(s), kde jsme ozna£ili

A(s) =
(
s + 2 −3

4 s − 5

)
, x̂(s) =

(
L(x)(s)
L(y)(s)

)
a b(s) =

(
1+ 6

s3

−1+ 1
s−1

)
.

Cramerovo pravidlo °íká, ºe

L(x)(s) = |A1|
|A| , L(y)(s) = |A2|

|A| , kde

|A| =
∣∣∣∣s + 2 −3

4 s − 5

∣∣∣∣ = s2 − 3s + 2,

|A1| =
∣∣∣∣ 1+ 6

s3 −3
−1+ 1

s−1 s − 5

∣∣∣∣ = (s − 5)(1+ 6
s3 )+ 3(−1+ 1

s−1)

|A2| =
∣∣∣∣s + 2 1+ 6

s3

4 −1+ 1
s−1

∣∣∣∣ = (s + 2)(−1+ 1
s−1)− 4− 24

s3 .

Odtud

L(x)(s) = 1
(s − 1)(s − 2)

(
(s − 5)(s3 + 6)

s3
− 3

s − 2
s − 1

)
,
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(2) je-li po£áte£ní podmínka y0 = y(t0) stochastický vektor, pak
i °e²ení y(t) je stochastický vektor pro v²echna t,

(3) kaºdé stochastické °e²ení konverguje pro t →∞ k vlastnímu
vektoru y∞ matice A p°íslu²nému vlastnímu £íslu 1 matice A.

8.61. Poznámky o parciálních diferenciálních rovnicích.
V praktických úlohách se velice £asto potkáváme
s rovnicemi, které dávají do vztah· neznámé funkce
více prom¥nných a jejich derivací. Jestliºe jme tedy
u oby£ejných rovnic pracovali v nejobecn¥j²í poloze

s vektorovou rovnicí

F(x, ẋ, ẍ,
...
x , . . . ) = 0,

kde te£ky nad vektorem prom¥nných x ∈ Rn ozna£ují (násobné)
derivace podle dodate£né prom¥nné t, a cílem bylo najít k°ivku
x(t) vyhovující po dosazení rovnici. Prom¥nná t v F nevystupuje
pouze proto, ºe ji vºdy umíme schovat do vektorové prom¥nné x
jako sou°adnici x0 = t (s p°idanou rovnicí ẋ0 = 1).

Nyní místo jedné prom¥nné t bychom tedy cht¥li um¥t praco-
vat podobn¥ s rovnicemi

F((u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, . . . ) = 0,

kde u je neznámá funkce dvou prom¥nných x a y a indexy na-
zna£ují parciální derivace. Uº v tomto nejjednodu²²ím p°ípad¥ ale
nejsou k dispozici obecné v¥ty o jednozna£nosti a existenci °e²ení
v obdob¥ k oby£ejným diferenciálním rovnicím.

Stejn¥ jako u oby£ejných rovnic p°itom m·ºeme také uvaºo-
vat vektorové formulace (jak pro F tak pro u). Hovo°íme pak také
o systémech parciálních diferenciálních rovnic.

V praktickém uºití se nejvíce objevují rovnice prvního a dru-
hého °ádu, tj. p°ípady, kdy v de�ni£ní rovnici nevystupují parciální
derivace °ád· vy²²ích. Jde o velice sloºitou tématiku, která vyºa-
duje silné matematické nástroje a my se zde omezíme jen na n¥ko-
lik jednoduchých poznámek a pozorování.

Za£n¥me s tou nejjednodu²²í zajímavou moºností jedinou rov-
nicí pro skalární funkci f (x, y) ve tvaru

a(u, x, y)ux + b(u, x, y) = 0,

kde a a b jsou známé funkce t°í prom¥nných, u je hledané °e²ení.
Zpravidla takový problém °e²íme na n¥jaké oblasti D ⊂ R2 s hra-
nicí ∂D (která bude v tomto p°ípad¥ k°ivkou).

Vcelku p°irozený nápad je snaºit se najít n¥jaké °e²ení podél
jednotlivých k°ivek z vhodné soustavy, které nám vyplní celou ob-
lastD. Díky nulovosti pravé strany se p°ímo podbízí hledat k°ivky,
na nichº bude °e²ení u konstantní. Pokud zárove¬ nebudou tyto
k°ivky te£né k hranici ∂D, budeme um¥t minimáln¥ na n¥jakém
okolí roz²í°it hrani£ní hodnotu u0 konstantn¥ podél takové k°ivky.

Derivací u(c(t)) podle t dostaneme

0 = d

dt
u(c(t)) = ux(c(t))ẋ(t)+ uy(c(t))ẏ(t),

coº nám dává systém rovnic pro hledané k°ivky

ẋ = a(u, x(t), y(t)), ẏ = b(u, x(t), y(t)).
Ten má pro dostate£n¥ diferencovatelné funkce a, b a kaºdou
po£áte£ní podmínku x(0), y(0) práv¥ jedno °e²ení. Zkonstruova-
ným k°ivkám se °íká charakteristiky parciální diferenciální rovnice
prvního °ádu, p°íslu²né soustav¥ oby£ejných diferenciálních rovnic
pak charakteristické rovnice.
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L(y)(s) = 1
(s − 1)(s − 2)

(
(s + 2)(2− s)

s − 1
− 4s3 + 24

s3

)
.

Rozkladem na parciální zlomky vyjád°íme Laplaceovy obrazy °e²ení

L(x)(s) = − 39
2s2 − 3

(s−1)2 + 28
s−1 − 21

4(s−2) − 15
s3 − 87

4s ,

L(x)(s) = − 18
s2 − 3

(s−1)2 + 27
s−1 − 7

s−2 − 12
s3 − 21

s

a zp¥tnou transformací dostáváme °e²ení Cauchyovy úlohy:

x(t) = − 39
2 t − 3tet + 28et − 21

4 e
2t − 15

2 t
2 − 87

4 ,

y(t) = −18t − 3tet + 27et − 7e2t − 6t2 − 21 . □

O. Rovnice vedení tepla

8.155. Nalezn¥te °e²ení tzv. rovnice vedení tepla (rovnice difuze)

ut(x, t) = a2 uxx(x, t), x ∈ R, t > 0

spl¬ující po£áte£ní podmínku lim
t→0+

u (x, t) = f (x).
Poznámky: Symbolem ut = ∂u

∂t
zde rozumíme parciální derivaci

funkce u podle t (tj. derivujeme podle t, p°i£emº x povaºujeme za

konstantní) a podobn¥ uxx = ∂2 u
∂x2 ozna£uje druhou parciální derivaci

podle x (kdy dvakrát derivujeme podle x a na t nahlíºíme p°i derivo-

vání jako na konstantu). Fyzikální interpretací úlohy je, ºe se snaºíme

ur£it teplotu u(x, t) v tepeln¥ izolované a homogenní ty£i nekone£né

délky (rozsah prom¥nné x), je-li dána po£áte£ní teplota ty£e funkcí f .

Ty£ má konstantní pr·°ez a teplo se v ní m·ºe ²í°it pouze vedením.

Koe�cient a2 je pak roven podílu α
cϱ
, kde α je koe�cient tepelné vodi-

vosti, c je speci�cké teplo a ϱ je hustota. Zvlá²t¥ se tedy p°edpokládá,

ºe a2 > 0.

�e²ení. Na rovnici vedení tepla aplikujeme Fourierovu transformaci

vzhledem k prom¥nné x. Platí ov²em

F (ut) (ω, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

ut(x, t) e−iωx dx =

=
(

1√
2π

∞∫
−∞

u (x, t) e−iωx dx
) ′

,

kde je derivováno podle t, tj. je

F (ut) (ω, t) = (F (u) (ω, t)) ′ = (F (u))t (ω, t).
Sou£asn¥ víme, ºe

F
(
a2 uxx

)
(ω, t) = a2 F (uxx) (ω, t) = −a2ω2 F (u) (ω, t).

P°i ozna£ení y(ω, t) = F (u) (ω, t) tak p°echázíme k rovnici

yt = −a2ω2 y.

Podobnou diferenciální rovnici jsme jiº p°i po£ítání Fourierových

transformací °e²ili, a tudíº pro nás není obtíºné stanovit v²echna její

°e²ení

y(ω, t) = K (ω) e−a2ω2t , K (ω) ∈ R.

Zbývá ur£it K(ω). Transformace po£áte£ní podmínky dává
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Tím jsme v tomto p°ípad¥ problém vy°e²ili, protoºe kdyº
uº jednou máme °e²ení charakteristických rovnic, nutn¥ musí být
°e²ení podél nich konstantní a °e²ení tak skute£n¥ (lokáln¥) ob-
drºíme. V okamºiku, kdy p°idáme pravou stranu rovnice funkci
f (x, y) a pí²eme z = u(x, y), dává stejný postup dodate£nou pod-
mínku

ẋ = a(u, x(t), y(t)), ẏ = b(u, x(t), y(t)), ż = f (x(t), y(t))
op¥t °e²ení z(t) = u(x(t), y(t)) podél kaºdé charakteristiky
c(t) = (x(t), y(t)). Skute£n¥, z na²í konstrukce je zaru£eno jak
ż = f , tak ż = ux ẋ + uy ẏ, a proto je na²e rovnice podél cha-
rakteristik spln¥na. To ale obecn¥ neznamená, ºe takto zkonstruo-
vané u je skute£n¥ °e²ením p·vodního problému. Tomusíme ov¥°it
zkou²kou.

Zkusme si úpln¥ jednoduchý p°íklad s rovnicí

yux − xuy = 0

a s po£áte£ní podmínkou u(x, 0) = x. P°íslu²né charakteristické
rovnice jsme uº vid¥li:

ẋ = y, ẏ = −x.
�e²ení s po£áte£ní podmínkou x(0) = R, y(0) = 0 je tvaru

x(t) = R sin t, y(t) = R cos t, u(t) = R.
Takto je dob°e de�novaná funkce u(x, y) (v polárních sou°adni-
cích) jen lokáln¥. Jednak to zjevn¥ není diferencovatelná funkce
v po£átku sou°adnic, také ale podél charakteristiky dojdeme
z (R, 0) do bodu (−R, 0) a na²e u jiº nebude spl¬ovat po£áte£ní
podmínky.

Stejné postupy m·ºeme (se stejnými potíºemi) pouºít p°i
vy²²ím po£tu prom¥nných a také s vektorovými hodnotami. Jest-
liºe budeme psát∇u pro gradient vektorové funkce u : Rn→ Rk a
zvolíme libovolnou maticiA funkcí aij (u, x) s n sloupci a ℓ °ádky,
pak m·ºeme uvaºovat homogenní rovnici

A(u, x) · ∇u = F(u, x).
Pro p°ípad matice A s jediným °ádkem dostáváme obecnou ob-
dobu p°edchozího p°íkladu. Nejblíºe chování oby£ejných diferenci-
álních rovnic budeme v p°ípad¥, kdy je maticeA invertibilní. Pak ji
m·ºeme p°evést na pravou stranu a dostaneme systém rovnic tvaru

∇u = G(u, x).
V sou°adnicích m·ºeme totéº psát jako

u
p
i =

∂up

∂xi
(u, x) = Fpi (u, x).

S po£tením po£tu podmínek a neznámých zjistíme, ºe pokud °e²ení
existuje, bude lokáln¥ zadáno po£áte£ní podmínkou v jednom bod¥
(tj. velmi podobné chování jako v p°ípad¥ oby£ejných diferenciál-
ních rovnic). Vcelku p°ímo£ará geometrická analýza tohoto pro-
blému (tzv. Frobeniova v¥ta) ukazuje, ºe evidentní nutná podmínka
kompatibility

∂2up

∂xi∂xj
= ∂F

p
i

∂xj
= ∂F

p
j

∂xi

je zárove¬ podmínkou dostate£nou.
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F (f ) (ω) = lim
t→0+

F (u) (ω, t) = lim
t→0+

y(ω, t) = K (ω) e0 = K (ω),

a proto je

y(ω, t) = F (f ) (ω) e−a2ω2t , K (ω) ∈ R.

Nyní se pomocí inverzní Fourierovy transformace vra´me k p·vodní

diferenciální rovnici s °e²ením

u (x, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

y(ω, t) eiωx dω =

= 1√
2π

∞∫
−∞

F (f ) (ω) e−a2ω2t eiωx dω =

= 1√
2π

∞∫
−∞

(
1√
2π

∞∫
−∞

f (s) e−iωs ds
)

e−a2ω2t eiωx dω =

= 1√
2π

∞∫
−∞

f (s)

(
1√
2π

∞∫
−∞

e−a2ω2t e−iω(s −x) dω
)
ds.

Vypo£ítáním Fourierovy transformace F(f ) funkce f (t) = e−at2

pro a > 0 jsme p°i p°ezna£ení prom¥nných obdrºeli

1√
2π

∞∫
−∞

e−cp2
e−irp dp = 1√

2c
e− r2

4c , c > 0.

Dle tohoto vztahu (uvaºte c = a2t > 0, p = ω, r = s − x) platí
1√
2π

∞∫
−∞

e−a2ω2t e−iω(s −x) dω = 1√
2a2t

e− (s −x)2

4a2t ,

a tedy

u (x, t) = 1
2a

√
πt

∞∫
−∞

f (s) e− (x−s)2

4a2 t ds.

□

P. Numerické °e²ení diferenciálních rovnic

Nyní uvádíme dva jednoduché p°íklady na vyuºití Eulerovy me-

tody p°i °e²ení diferenciálních rovnic.

8.156. Pomocí Eulerovy metody °e²te rovnici y′ = −y2 s po£áte£ní

podmínkou y(1) = 1. P°ibliºné °e²ení ur£ete na intervalu [1, 3]. Po-
kuste se odhadnout, s pro jakou hodnotu kroku h bude chyba men²í

neº 0,1.

�e²ení. Eulerova metoda pro uvedenou rovnici je dána vztahem

yk+1 = yk − h · y2
k

pro

x0 = 1, y0 = 1, xk = x0 + k · h, yk = y(xk).
Za£neme výpo£et s krokem h = 1 a v kaºdé iteraci tuto hodnotu

vyd¥líme dv¥ma. Odhad �dostate£nosti� h ud¥láme pon¥kud nep°esn¥

tak, ºe porovnáme dv¥ po sob¥ jdoucí p°ibliºné hodnoty funkce y ve

spole£ných bodech a výpo£et zakon£íme, pokud maximum absolutní

hodnoty rozdílu t¥chto hodnot nebude v¥t²í neº poºadovaná p°esnost

0,1.
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8.62. Poznámky o numerických metodách. Krom¥ tak jedno-
duchých rovnic, jako jsou ty lineární s konstantními koe�cienty
se v praxi málo setkáváme s analyticky °e²itelnými rovnicemi.
V¥t²inou proto pot°ebujeme postupy, jak p°ibliºn¥ spo£íst °e²ení
t¥ch rovnic, se kterými pracujeme.

Uº jsme podobné úvahy d¥lali v²ude tam, kde jsme se zabývali
aproximacemi (tj. zejména lze doporu£it porovnání s d°ív¥j²ími
odstavci o splajnech, Taylorových polynomech a Fourierových
°adách). S trochou odvahy m·ºeme také povaºovat diferen£ní a
diferenciální rovnice za vzájemné aproximace. V jednom sm¥ru
nahrazujeme diference diferenciály (nap°. u ekonomických nebo
popula£ních model·), ve druhém pak naopak.

Zastavíme se na chvilku u nahrazování derivací diferencemi.
Nejd°íve si v²ak zavedeme obvyklé zna£ení pro zápis odhad· chyb.

P°ipome¬me, ºe pro funkci f (x) v prom¥nné x °íkáme, ºe je
v okolí hromadného bodu x0 svého de�ni£ního oboru °ádu veli-
kosti O(φ(x)) pro n¥jakou funkci φ(x), jestliºe existuje okolí U
bodu x0 a konstanta C taková, ºe

|f (x)| ≤ C · |φ(x)|

pro v²echny x ∈ U . Limitní bod x0 bývá £asto i nevlastní hodnota
±∞.

Nejobvyklej²í p°íklady jsouO(xp ) pro polynomiální °ád veli-
kosti a to v nule nebo v nekone£nu, O(ln x) pro logaritmický °ád
velikosti v nekone£nu atd. V²imn¥me si, ºe logaritmický °ád veli-
kosti nezávisí na volb¥ základu.

Dobrým p°íkladem je aproximace funkce jejím Taylorovým
polynomem °ádu k v bod¥ x0. Taylorova v¥ta pro funkce jedné
prom¥nné °íká, ºe chyba této aproximace je O(hk+1), kde h je
p°ír·stek argumentu x − x0 = h.

Podobné úvahy jsme d¥lali i u Fourierových °ad.

8.63. Eulerova metoda. V p°ípad¥ oby£ejných diferenciálních
rovnic je nejjednodu²²ím schématem aproximace tzv. Eulerovými
polygony. Budeme ji prezentovat pro jednu oby£ejnou rovnici s jed-
nou nezávislou a jednou závislou veli£inou. Úpln¥ stejn¥ ale fun-
guje pro systémy rovnic, kdyº skalární veli£iny a jejich derivace
v £ase t nahradíme vektory závislé na £asu a jejich derivacemi.

Uvaºujme tedy op¥t rovnici (pro jednoduchost a bez újmy na
obecnosti prvního °ádu)

y′ (t) = f (t, y(t)).

Ozna£me si diskrétní p°ír·stek £asu h, tj. tn = t0+nh, a yn = y(tn).
Z Taylorovy v¥ty (se zbytkem druhého °ádu) a na²í rovnice vyplývá,
ºe

yn+1 = yn + y′ (tn)h+O(h2) = yn + f (tn, yn)h+O(h2).

Jestliºe tedy od t0 do tn ud¥láme n takových krok· o p°ír·stek
h, bude o£ekávaný odhad celkové chyby vyplývající z lokálních
nep°esností na²í lineární aproximace nejvý²e hO(h2), tj. chyba
bude v °ádu velikosti O(h). Ve skute£nosti vstupují p°i výpo£tu
do hry je²t¥ zaokrouhlovací chyby.

P°i numerickém °e²ení Eulerovou metodou postupujeme tak,
ºe za p°ibliºné °e²ení povaºujeme po £ástech lineární polygon de-
�novaný vý²e.
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Výsledky
h0 = 1
y(0) = (1 0 0)
h1 = 0, 5
y(1) = (1 0, 5 0, 375 0, 3047 0, 2583)
Maximální rozdíl: 0, 375.
h2 = 0, 25
y(2) = (1.0000 0.7500 0.6094 0.5165 0.4498 0.3992

0.3594 0.3271 0.3004)
Maximální rozdíl: 0, 1094.
h3 = 0, 125
y(3) = (1, 0000 0, 8750 0, 7793 0, 7034 0, 6415 0, 5901

0, 5466 0, 5092 0, 4768 0, 4484 0, 4233 0, 4009
0, 3808 0, 3627 0, 3462 0, 3312 0, 3175)

Maximální rozdíl: 0.0322.

Za pouºití vhodného programového vybavení lze získat následující

gra�ckou prezentaci výsledk·, kde £árkovan¥ je p°esné °e²ení, jímº

je funkce y = 1/x.
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□

8.157. Pomocí Eulerovy metody °e²te rovnici y′ = −2y s po£áte£ní
podmínkou y(0) = 1 s krokem h = 1. Vysv¥tlete jev, který nastane a
navrhn¥te jiný postup.

�e²ení. Eulerova metoda je v tomto p°ípad¥ dána vztahem

yk+1 = yk − h · 2yk = −yk.

Pro po£áte£ní podmínku y0 = 1 tak dostaneme jako výsledek st°ídání

hodnot ±1. To je typický projev nestability metody p°i velké hodnot¥

kroku h. Pokud z n¥jakých d·vod· nelze krok zmen²it (nap° p°i zpra-

cování digitálních dat, kde krok je pevn¥ ur£en), je moºné dosáhnout

lep²ích výsledk· pomocí tzv. implicitní Eulerovy metody, Ta je obecn¥
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Ve skute£nosti jsou p°i praktických úlohách skoro výlu£n¥
pouºívány numerickémetody °e²ení diferenciálních rovnic, oby£ej-
ných i parciálních. Jde o mimo°ádn¥ ²irokou a teoreticky i prak-
ticky zajímavou oblast výzkumu i pouºití matematických metod.
Bohuºel zde nemáme prostor pro podrobn¥j²í výklad.
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pro rovnici y′ = f (x, y) dána vztahem
yk+1 = yk + h · f (xk+1, yk+1),

v kaºdém kroku tedy je v obecném p°ípad¥ pot°eba °e²it nelineární

rovnici. Pro ná² p°íklad ale dostáváme

yk+1 = yk − 2h · yk+1,

takºe pro h = 1 máme yk+1 = 1
3yk. Získané výsledky je op¥t moºné

prezentovat gra�cky v£etn¥ p°esného °e²ení rovnice.
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Q. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

8.158. Nádrº na 300 hl obsahuje 100 hl slané vody, v níº je rozpu²t¥no 50 kg soli. Do nádrºe za£ne

vtékat stálou rychlostí 6 hl/min slaná voda obsahující 2 kg soli na jeden hl. Sm¥s, která je promí-

cháváním neustále udrºována homogenní, vytéká z nádrºe nem¥nnou rychlostí 4 hl/min. Vyjád°ete

mnoºství (v kg) soli v nádrºi po uplynutí t minut jako funkci prom¥nné t ∈ [0, 100]. ⃝
8.159. V rámci °ízeného experimentu do²lo k vyhasnutí malé experimentální tavící pece p°i kon-

stantní okolní teplot¥ 300 K. Experiment za£al ve 12.00. Ve 13.00 byla m¥°ením odhadnuta teplota

v peci na 1300 K a v 15.00 na 550 K. Za p°edpokladu, ºe tyto odhady teplot jsou p°esné, vypo£t¥te

teplotu v peci ve 14.00. ⃝
8.160. Polo£as rozpadu radioaktivního izotopu síry 35S je 87,5 dní. Po n¥jaké dob¥ zbylo z 1 kg

tohoto izotopu pouze 90 dkg. Po jaké? (ve výsledku m·ºete pouºívat funkce ln) ⃝
8.161. Polo£as rozpadu radioaktivního prvku A je p¥t let, prvku B jeden rok. Máme-li 5 kg prvku

B a 1 kg prvku A, za jak dlouho budeme mít stejné mnoºství obou? (ve výsledku m·ºete pouºívat

funkce ln) ⃝
8.162. Polo£as rozpadu radioaktivního prvku A je osm let, prvku B dva roky. Máme-li 3 kg prvku

B a 1 kg prvku A, za jak dlouho budeme mít stejné mnoºství obou? (ve výsledku m·ºete pouºívat

funkce ln) ⃝
8.163. Polo£as rozpadu radioaktivního izotopu kobaltu 60Co je 5,27 let. Za jak dlouho ubude kilo-

gram ze £ty° kilogram· tohoto izotopu kobaltu? (ve výsledku m·ºete pouºívat funkce ln) ⃝
8.164. Vy°e²te diferenciální rovnici pro funkci y = y(x):

y′ = 1+ y2

1+ x2
.

⃝
8.165. Ur£ete v²echna °e²ení rovnice se separovanými prom¥nnými

y − y2 + xy′ = 0.

⃝
8.166. Vy°e²te rovnici

1+ dy

dx
= ey .

⃝
8.167. Vypo£t¥te rovnici 2y = x3y′ . ⃝
8.168. Stanovte v²echna °e²ení rovnice√

4− y2 dx + y dy = 0.

⃝
8.169. �e²te

y′ tg x = y2 + 1− 2y.
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⃝
8.170. Stanovte obecné °e²ení diferenciální rovnice

x2+1
x
= y

1−y2 y
′ .

⃝
8.171. Napi²te obecné °e²ení diferenciální rovnice

(x + 1) dy + xy dx = 0.

⃝
8.172. Najd¥te °e²ení diferenciální rovnice

sin y cos x dy = cos y sin x dx

spl¬ující 4y(0) = π . ⃝
8.173. Vy°e²te po£áte£ní úlohu(

x2 + 1
) (
y2 − 1

)+ xyy′ = 0, y(1) = √2.

⃝
8.174. Ur£ete partikulární °e²ení rovnice

y′ sin x = y ln y

procházející bodem [π/2, e]. ⃝
8.175. Nalezn¥te v²echna °e²ení diferenciální rovnice

2 (1+ ex) yy′ = ex,

která spl¬ují podmínku y(0) = 0. ⃝
8.176. Vy°e²te homogenní rovnici (

xy′ − y) cos y
x
= x.

⃝
8.177. Ur£ete obecné °e²ení homogenní diferenciální rovnice y3 = x3y′ . ⃝
8.178. Nalezn¥te v²echna °e²ení rovnice

xy′ = √x2 − y2 + y.

⃝
8.179. Ur£ete obecné °e²ení, je-li zadáno

xy′ = y cos
(
ln y

x

)
.



515

KAPITOLA 8. SPOJITÉ MODELY S VÍCE PROM�NNÝMI

⃝
8.180. Jako homogenní °e²te rovnici (x + y) dx − (x − y) dy = 0. ⃝
8.181. Vypo£ítejte y′ = (x + y)2. ⃝
8.182. Uve¤te obecné °e²ení pro

y′ = x−y+3
x+y−5 .

⃝
8.183. Spo£t¥te

y′ = x−y+1
x−y .

⃝
8.184. Ur£ete v²echna °e²ení diferenciální rovnice

y′ = 5y−5x−1
2y−2x−1 .

⃝
8.185. Najd¥te obecné °e²ení následující rovnice

y′ = x−y−1
x+y+3 .

⃝
8.186. Stanovte obecné °e²ení pro rovnici

y′ = 2x−y−5
x−3y−5 .

⃝
8.187. Jako explicitn¥ dané funkce vyjád°ete °e²ení rovnice

y′ = x+2y−7
x−3 .

⃝
8.188. Metodou variace konstant vypo£t¥te y′ + 2y = x. ⃝
8.189. Ur£ete obecné °e²ení rovnice y′ = 6x + 2y + 3. ⃝
8.190. Vy°e²te lineární rovnici

y′ = 4xy + (2x + 1)e2x2
.

⃝
8.191. �e²te rovnici y′x + y = x ln x. ⃝
8.192. Vypo£t¥te lineární diferenciální rovnici

y′x = y + x2 ln x.
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⃝
8.193. Stanovte v²echna °e²ení rovnice

y′ cos x = (y + 2 cos x) sin x.

⃝
8.194. Najd¥te °e²ení rovnice y′ = 6x − 2y, které vyhovuje po£áte£ní podmínce y(0) = 0. ⃝
8.195. Vypo£t¥te po£áte£ní problém

y′ + y sin x = sin x, y
(
π
2

) = 2.

⃝
8.196. Uve¤te °e²ení rovnice y′ = 4y + cos x, které prochází bodem [0, 1]. ⃝
8.197. Pro libovolné a, b ∈ R °e²te

xy′ + y = ex, y (a) = b.

⃝
8.198. Stanovte obecné °e²ení rovnice

3x2y′ + xy = 1
y2 .

⃝
8.199. �e²te Bernoulliho rovnici

y′ = xy − y3 e−x2
.

⃝
8.200. Vypo£t¥te Bernoulliho rovnici

y′ − y

x
= y2 sin x.

⃝
8.201. Najd¥te v²echna °e²ení rovnice

y′ = 4y
x
+ x√y.

⃝
8.202. �e²te rovnici

xy′ + 2y + x5y3 ex = 0.

⃝
8.203. Pro a, b > 0 stanovte obecné °e²ení
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y dy =
(
a
y2

x2 + b 1
x2

)
dx.

⃝
8.204. Zám¥nou prom¥nných °e²te

2y + (y2 − 6x
)
y′ = 0.

⃝
8.205. Vy°e²te rovnici

y′ = y

2y ln y+y−x .

⃝
8.206. Spo£ítejte obecné °e²ení následující rovnice

x dx =
(
x2

y
− y3

)
dy.

⃝
8.207. Zám¥nou prom¥nných vypo£t¥te

(x + y) dy = y dx + y ln y dy.

⃝
8.208. �e²te

y′ (e−y − x) = 1.

⃝
8.209. Spo£ítejte

y′ = 1
2x−y2 .

⃝
8.210. Vy°e²te rovnici

2y dx + x dy = 2y3 dy.

⃝
8.211. Spo£t¥te

y′′ + 3y′ + 2y = (20x + 29) e3x .

⃝
8.212. Uve¤te libovolné °e²ení nehomogenní lineární rovnice

y′′ + y′ + 5
2 y = 25 cos (2x) .
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⃝
8.213. Ur£ete °e²ení rovnice

y′′ + 2y′ + 2y = 3e−x cos x.

⃝
8.214. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice

y′′ = 2y′ + y + 1,

spl¬ující y(0) = 0 a y′ (0) = 1. ⃝
8.215. Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice

y′′ = 4y − 3y′ + 1,

spl¬ující y(0) = 0 a y′ (0) = 2. ⃝
8.216. Stanovte obecné °e²ení lineární rovnice

y′′ − 2y′ + 5y = 5e2x sin x.

⃝
8.217. Vyuºitím speciálního tvaru pravé strany ur£ete v²echna °e²ení rovnice

y′′ + y′ = x2 − x + 6e2x .

⃝
8.218. Vy°e²te

y(4) − 2y′′ + y = 8
(
ex + e−x)+ 4 (sin x + cos x) .

⃝
8.219. Metodou variace konstant vypo£t¥te

y′′ − 2y′ + y = ex

x
.

⃝
8.220. �e²te

y′′ + 4y′ + 4y = e−2x ln x.

⃝
8.221. Pomocí metody variace konstant najd¥te obecné °e²ení pro rovnici

y′′ + 4y = 1
sin(2x) .



519

KAPITOLA 8. SPOJITÉ MODELY S VÍCE PROM�NNÝMI

⃝
8.222. Vy°e²te rovnici y′′ + y = tg2 x. ⃝
8.223. Nalezn¥te °e²ení diferenciální rovnice

y(3) = −2y′′ − 2y′ − y + sin(x),

spl¬ující y(0) = − 1
2 , y

′ (0) =
√

3
2 a y′′ (0) = −1−

√
3

2 . ⃝
8.224. Vypo£t¥te rovnici y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 0. ⃝
8.225. Uve¤te obecné °e²ení pro rovnici

y(4) + 2y′′ + y = 0.

⃝
8.226. Vy°e²te

y(6) + 2y(5) + 4y(4) + 4y′′′ + 5y′′ + 2y′ + 2y = 0.

⃝
8.227. Najd¥te obecné °e²ení lineární rovnice

y(5) − 3y(4) + 2y′′′ = 8x − 12.

⃝
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�e²ení cvi£ení

8.21. Jak £tená° snadno nahlédne, Taylor·v polynom daného stupn¥ funkce dané mnoho£lenem více nezná-

mých, je mnoho£len sám, p°ípadn¥ o°ezaný o vy²²í mocniny. Tedy v tomto p°ípad¥ T (x, y, z) = xz2+xy+1.

8.22. T (x, y) = y2 . Rovnice te£ná roviny je dána lineární £ástí Taylorova polynomu, tj. z = 0, zadaný bod v ní

neleºí.

8.23. T 2
ln(xy+1)(1, 1) = ln(2)+ 1

4 (x
2 + y2 + xy − x − y − 1).

8.24. y+xy.

8.32. Stacionární body (± 1
2 ,∓1,± 1

8 ). Hessiány jsou v obou inde�nitní, extrém nenastává.

8.33. Stac. body [∓2,±1,±2], Hessián je v obou inde�nitní, extrémy v t¥chto bodech nejsou.

8.34. Stac. body [± 1
8 ,±1,∓ 1

2 ], Hessiány jsou v t¥chto bodech inde�nitní, extrémy nenastávají.

8.35. Stac. body [±2,∓2,±1], extrémy v nich nenastávají.

8.36. Stacionární body: (0,−1/4), (±√3,−1), minimum v bod¥ (0,−1/4).
8.37. Stacionární body: (0,−1/2), Hessián v tomto bod¥ inde�nitní, nemá extrém.
8.38. Globální minimum je v bod¥ (1/7,−2/7).
8.39. Stacionární bod (−1/9, 2/9), Hessián v n¥m inde�nitní, extrém nenastává.

8.60. V bod¥ [ 1
3 ,

1
6 ,− 1

6 ], minimum.

8.61. V bod¥ [−
√

3
2 ,

3
2 ].

8.62. [ 3
2 +

√
3

2 ,−
4√3√
2

].

8.63. [ 3
2 +

√
3

2 ,−
4√3√
2

].

8.64. V bodech [± 1√
2
,∓ 1√

6
].

8.65. V bodech [±
√

6
3 ,−

√
3

3 ].

8.66. 3
√

3/16.

8.67. 1/(2
√

6).
8.68. (1/sqrt2, 1/2), (−1/sqrt2,−1/2).

8.91. [0, 8
5 ].

8.92. [
√

3
π
, 1
π

].

8.93. [0, 4
3π ].

8.94. [
√

3
2π ,

3
2π ].

8.95. V = π .
8.96. 8π .

8.97.
√

2π
3 .

8.98. 4
√

3π − 16
3 π .

8.100. π
6 (17
√

17− 1).

8.101.
√

6(π/4− 1/2).
8.108. 4π .
8.109. 36π .
8.110. 65π

24 .

8.136. y = 1− x2

4 , x ∈ (0, 2).

8.137.Me−t/q .
8.138.

√
2

2 sin (2t) .
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8.158. 2 (100+ 2t) − 15·105

(100+2t)2 .

8.159. 800 K.

8.160. −87,5 ln(0,9)
ln(2)

.= 13,3 dne.

8.161. 5 ln(5)
4 ln(2) .

8.162. 8 ln(3)
3 ln(2) .

8.163. 5, 27 ln( 4
3 )

ln(2) .

8.164. y = x+C
1−Cx . (pouºijte sou£tového vzorce pro tangens).

8.165. y ≡ 0, y = (1− Cx) −1, C ∈ R.
8.166. y = − ln (1− Cex), C ∈ R.

8.167. y = Ce−1/x2
, C ∈ R.

8.168. y ≡ 2, y ≡ −2, (x − C)2 + y2 = 22, C ∈ R.

8.169. y ≡ 1, y = 1− 1
ln | sin x |+C , C ∈ R.

8.170. x2 + 2 ln | x | + ln
∣∣ y2 − 1

∣∣ = C, C ∈ R.

8.171. y = C (x + 1) e−x , C ∈ R.

8.172.
√

2 cos y = cos x.

8.173. y =
√

e1−x2

x2 + 1.

8.174. y = etg (x/2).

8.175. y = ±√ln (ex + 1)− ln 2.

8.176. x = Ce sin y
x , C ∈ R.

8.177. y2 = x2 + Cx2y2 , C ∈ R.
8.178. y = x, y = −x, y = x sin (ln |Cx |) , C ∈ R∖ {0}.
8.179. cotg

(
1
2 ln y

x

)
= ln |Cx |, C ∈ R∖ {0}.

8.180. arctg y
x
= ln

(
x2 + y2 )+ C, C ∈ R.

8.181. y = tg (x + C) − x, C ∈ R.
8.182. C = (x − 1)2 − 2(y − 4)(x − 1)− (y − 4)2, C ∈ R∖ {0}.
8.183. (x − y)2 + 2x + C = 0, C ∈ R.
8.184. y = x, C = 5x − 2y + ln | y − x |, C ∈ R.
8.185. (x + 1)2 − 2(x + 1)(y + 2)− (y + 2)2 = C, C ∈ R∖ {0}.
8.186. 3(y + 1)2 − 2(y + 1)(x − 2)+ 2(x − 2)2 = C, C ∈ R∖ {0}.
8.187. y = 5− x + C(x − 3)2, C ∈ R.

8.188. y = Ce−3x + 1
3 x − 1

9 , C ∈ R.

8.189. y = Ce2x − 3(x + 1), C ∈ R.

8.190. y = (x2 + x + C) e2x2
, C ∈ R.

8.191. y = C
x
+ x ln x

2 − x
4 , C ∈ R.

8.192. y = Cx + x2 ln x − x2 , C ∈ R.

8.193. y = sin2 x+C
cos x , C ∈ R.

8.194. y = 3x + 3
2 e

−2x − 3
2 , C ∈ R.

8.195. y = ecos x + 1.

8.196. y = 1
17 sin x − 4

17 cos x + 21
17 e

4x .
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8.197. y = ex+ab−ea

x
.

8.198. y3 = ln | x |+C
x

, C ∈ R.

8.199. y ≡ 0, y2 = ex2

2x+C , C ∈ R.

8.200. y ≡ 0, 1
y
= C

x
+ cos x − sin x

x
, C ∈ R.

8.201. y ≡ 0, y = x4
(

1
2 ln | x | + C

)2
, C ∈ R.

8.202. y ≡ 0, y−2 = x4 (2ex + C) , C ∈ R.

8.203. y2 + b
a
= Ce− 2a

x , C ∈ R.

8.204. x = y2

2 + Cy3 , C ∈ R.

8.205. x = y ln y + C
y
, C ∈ R.

8.206. x2 + y2 (y2 − C) = 0, C ∈ R.

8.207. x = y ln y − y ln2 y
2 + Cy, C ∈ R.

8.208. x = (C + y) e−y , C ∈ R.

8.209. x = y2

2 + y
2 + 1

4 + Ce2y , C ∈ R.

8.210. x = 2
7 y

3 + C√
y
, C ∈ R.

8.211. y = C1e−2x + C2e−x + (x + 1)e3x , C1, C2 ∈ R.
8.212. Nap°. y = 8 sin (2x) − 6 cos (2x) .

8.213. y = e−x (C1 cos x + C2 sin x) + 3x
2 e−x sin x, C1, C2 ∈ R.

8.214.

y = 1
2
e(1+√

2)x + 1
2
e(1−√

2x)x − 1.

8.215. y = 3
5e
x − 7

20e
−4x − 1

4 .

8.216. y = C1ex cos (2x) + C2ex sin (2x) + e2x
(

sin x − 1
2 cos x

)
, p°i£emº C1, C2 ∈ R.

8.217. y = C1 + C2e−x + 1
3 x

3 − 3
2 x

2 + 3x + e2x , C1, C2 ∈ R.

8.218. y = (C1 + C2x) ex + (C3 + C4x) e−x + x2 (ex + e−x
)+ cos x + sin x, C1, C2, C3, C4 ∈ R.

8.219. y = C1ex + C2x ex + x ex (ln | x | − 1), C1, C2 ∈ R.

8.220. y = C1e−2x + C2x e−2x + x2

2 e−2x ln x − 3x2

4 e−2x , C1, C2 ∈ R.

8.221. Pro C1, C2 ∈ R je y = − x2 cos (2x) + 1
4 sin (2x) ln | sin (2x) | + C1 cos (2x) + C2 sin (2x) .

8.222. y = C1 cos x + C2 sin x − 2+ 1
2 sin x ln

∣∣∣ 1+sin x
1−sin x

∣∣∣, C1, C2 ∈ R.

8.223. y(x) = −e−x + e− 1
2 x sin(

√
3

2 x)+ e−
1
2 x cos(

√
3

2 x)− 1
2 sin(x)− 1

2 cos(x).

8.224. y = C1ex + C2e−x + C3e2x , C1, C2, C3 ∈ R.
8.225. y = C1 cos x + C2 sin x + C3x cos x + C4x sin x, p°i£emº konstanty C1, C2, C3, C4 ∈ R.
8.226. y = (C1 + C3x + C5e−x

)
cos x + (C2 + C4x + C6e−x

)
sin x, C1, C2, C3, C4, C5, C6 ∈ R.

8.227. y = C1 + C2x + C3x
2 + C4e2x + C5ex + x4

6 , p°i£emº konstanty C1, C2, C3, C4, C5 ∈ R.



Statistika je, v ²ir²ím slova smyslu, jakékoliv zpracování £ísel-
ných nebo jiných dat o n¥jakém souboru objekt· a jejich více £i
mén¥ p°ehledná prezentace. V tomto smyslu hovo°íme o popisné
statistice. Jejím p°edm¥tem je tedy zpracování a zp°ehled¬ování
dat o objektech daného souboru, nap°. ro£ní p°íjmy v²ech ob£an·
zpracovávané z kompletních dat �nan£ních ú°ad·.

Matematická statistika spo£ívá ve vyuºití matematických me-
tod pro odvozování záv¥r· platných pro celý (potenciáln¥ ne-
kone£ný) soubor objekt· na základ¥ n¥jakého �malého� vzorku.
Nap°. zji²´ujeme zatíºení populace chorobami pomocí dat získa-
ných u n¥kolika nahodile vybraných osob, chceme ale interpretovat
výsledky ve vztahu k celé populaci.

Podstatou popisné statistiky je odvození jednoduchých (zpra-
vidla) £íselných charakteristik o velkých souborech dat, resp. je-
jich vhodná vizualizace. Podstatou matematické statistiky je pro
prezentovaná data zji²´ovat, jaké vlastnosti skute£n¥ mají objekty,
které jsou daty popisovány, a zárove¬, jak v¥rohodné jsou odvo-
zené výsledky. Zpravidla p°itom jde o sb¥r a zpracování dat o n¥ja-
kém souboru objekt·, jejich následnou analýzu a, kone£n¥, o vy-
slovení d·sledk· pozorování pro rozsáhlej²í soubor objekt· neº
jsou ty, jejichº data jsme zpracovávali. Je²t¥ jinak °e£eno, výsled-
kem pouºití matematické statistiky je sd¥lení o velkém souboru
objekt· na základ¥ studia malé (zpravidla náhodn¥ vybrané) £ásti
z nich, spole£n¥ s kvalitativním odhadem v¥rohodnosti výsledného
sd¥lení.

Matematická statistika je op°ena hlavn¥ o nástroje teorie
pravd¥podobnosti, které jsou velice uºite£né (a zajímavé) i samy
o sob¥. Nejvíce úsilí budeme v dal²ím textu v¥novat práv¥ jim.

Celá tato kapitola poskytuje elementární úvod do metod
pravd¥podobnosti a statistiky, který by m¥l být dostate£ný pro
správné chápání b¥ºných statistických informací v²ude kolem
nás. Pro seriozní porozum¥ní práci matematického statistika bude
t°eba sáhnout po dal²ích zdrojích.

1. Popisná statistika

Popisná statistika není sama o sob¥ matematická disciplína,
by´ pouºívá £etné manipulace s £ísly a ob£as i velmi so�stikované
metody. Je p°itom ale dobrou p°íleºitostí k ilustraci matematického
p°ístupu k budování obecn¥ uºite£ných nástroj·.

Zárove¬ by nám m¥la poslouºit jako motivace pro °adu úvah
v pravd¥podobnosti, protoºe uº budeme tu²it, k £emu je pozd¥ji
v matematické statice budeme pot°ebovat.

KAPITOLA 9

Statistické a pravd¥podobnostní metody

Je statistika £ástí matematiky?

� kdyº ano, pak matematiky pot°ebuje moc. . . !

A. Te£ky, £áry, obdélní£ky

Získaná data z praxe m·ºeme zachytit r·znými zp·soby. Uve¤me

n¥kolik základních.

9.1. Zobrazování získaných dat. U 20 matematik· bylo zji²t¥n

po£et £len· domácnosti, ve které ºijí. V tabulce je uvedena £etnost, se

kterou se dané po£ty £len· domácnosti vyskytli.

Po£et £len· 1 2 3 4 5 6
Po£et domácností 5 5 1 6 2 1

Vytvo°te tabulku rozloºení £etnost. Ur£ete pr·m¥r, medián a mo-

dus po£tu osob v domácnosti. Sestavte sloupcový diagram dat.

�e²ení. Do tabulky rozloºení £etností zapí²eme nejen vlastní £et-

nosti, ale i kumulativní £etnosti a pravd¥podobnosti, ºe s jakou má

náhodn¥ vybraná domácnost daný po£et £len· (tzv. relativní £et-

nost). Moºný po£et £len· domácnosti ozna£íme xi , odpovídající £et-

nost pak ni , relativní £etnost pi (= ni/
∑6

j=1 nj = ni/20), ku-
mulativní £etnost Ni (= ∑i

j=1 xj ) a relativní kumulativní £etnost
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9.1. Pravd¥podobnost nebo statistika? Ne náhodou se vracíme
k £ásti na²ich motiva£ních náznak· z první
kapitoly, jak jen se nám poda°ilo shromáºdit
dostatek matematických nástroj· jak diskrétní,
tak spojité povahy.

Statistikami je totiº dnes zaplaveno kdejaké sd¥lení, a´ uº
v médiích, politické nebo odborné. Nicmén¥ porozum¥t obsahu
takového sd¥lení a pochopit moºnosti £i oprávn¥nost vyuºití jed-
notlivých statistických metod a pojm· si vyºaduje mnoho zna-
lostí z r·zných oblastí matematiky, kterými jsme dosud procházeli.
V tomto odstavci je²t¥ neza£neme s matematickou teorií � ve vol-
ném sledu poznámek se jen zamyslíme nad dal²ími kroky a cíli.

Vezm¥me si jako p°íklad souboru objekt· v²echny studenty
konkrétního základního kurzu. Jako £íselné údaje pak m·ºeme
nap°. zkoumat

• �pr·m¥rný po£et bod·� dosaºený p°i hodnocení tohoto
p°edm¥tu v minulém semestru a �rozptyl� dosaºených
hodnot,
• �pr·m¥rné známky� dosaºené u zkou²ky z tohoto a z jiných
pevn¥ vybraných p°edm¥t· a �korelace� (tj. vzájemnou sou-
vislost) mezi výsledky,
• �korelace� dat vypovídajících o historii d°ív¥j²ího studia
u konkrétních student·,
• �korelace� neúsp¥ch· ve studiu a po£tu pracovních hodin
týdn¥ odpracovaných studentem £i studentkou mimo fakultu,
• . . .

Zastavme se u prvního údaje. Samotný aritmetický pr·m¥r
bod· nám mnoho ne°ekne ani o kvalit¥ p°edná²ky ani o kvalit¥
p°edná²ejícího ani o samotném hodnocení konkrétních student·.
Moºná nás bude více zajímat hodnota, která bude �uprost°ed sou-
boru�, tj. po£et bod·, pro které je stejn¥ student· pod ní a nad
ní (nebo obdobn¥ první a poslední £tvrtina, desetina apod.). V²em
takovým údaj·m °íkáme statistiky posuzované veli£iny. Takové sta-
tistiky budou jist¥ zajímavé pro samotné studenty a je docela jed-
noduché je zavést, spo£íst i sd¥lit.

Z obecné zku²enosti nebo jako výsledek teoretických úvah
mimo samotnou matematiku víme, ºe rozumné hodnocení by
m¥lo mít tzv. �normální� rozd¥lení. Tento pojem pat°í do teorie
pravd¥podobnosti a k jeho zavedení pot°ebujeme pom¥rn¥ dost ma-
tematiky. Porovnáním výsledku t°eba i docela malého náhodného
výb¥ru student· s teoretickým p°edpokladem m·ºeme zjistit od-
had parametr· takového rozd¥lení, ale také £init záv¥ry, zda je celé
hodnocení postaveno rozumn¥.

Zárove¬ lze z £íselných hodnot na²ich statistik pro konkrétní
výb¥r kvalitativn¥ popsat v¥rohodnost na²ich záv¥r·. Stejn¥ tak
budeme um¥t spo£íst statistiky, které nebudou odráºet polohy hod-
not uvnit° daného statistického souboru ale variabilitu sledovaných
hodnot. Tak nap°íklad kdyº výsledky hodnocení nebudou vyka-
zovat dostate£nou variabilitu, p°i£emº studenti jist¥ r·zné výkony
prokazují, jde op¥t o náznak, ºe je s p°edm¥tem n¥co v nepo°ádku.
Kdyº p·sobí zji²t¥ná data zcela chaotickým dojmem, pak asi také.

V p°edchozím odstavci jsme ml£ky p°edpokládali, ºe pova-
ºujeme zpracovávaná data za v¥rohodná. To v²ak v praktickém
vyuºití tak nebývá. Naopak samotná data jsou zatíºena chybami,
zpravidla vznikajícími v d·sledku konstrukce experimentu a sa-
motného sb¥ru dat.

V mnoha p°ípadech také není známo mnoho o charakteru
rozd¥lení dat. V takových p°ípadech je obvyklé pouºívat metody
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Fi(= Ni/20 = ∑i
j=1 pj ):

xi ni pi Ni Fi
1 5 1/2 5 1/4
2 5 1/4 10 1/2
3 1 1/20 11 11/20
4 6 3/10 17 17/20
5 2 1/10 19 19/20
6 1 1/20 20 1

Snadno jiº také sestavíme poºadované (sloupcové) grafy (relativních,

kumulativních) £etností:

Snadno spo£ítáme pr·m¥r po£tu osob v domácnosti:

x̄ = 5 · 1+ 5 · 2+ 3 · 1+ 6 · 4+ 2 · 5+ 1 · 6
20

= 2,9.

Medián je pak pr·m¥r desáté a jedenácté hodnoty (se°azených

podle velikosti), tedy pr·m¥r z £ísla 2 a 3, x̃ = 2, 5.
Modus je nej£ast¥ji se vyskytující hodnota, tedy x̂ = 4.
Uvedená data také m·ºeme zobrazit pomocí krabicového dia-

gramu:

Horní a dolní strana �krabice� odpovídá prvnímu (téº dolnímu),

resp. t°etímu (téº hornímu) kvartilu, její vý²ka je tedy rovna kvarti-

lovému rozp¥tí. Tlustá vodorovná £ára mediánu je vedena ve vý²ce

mediánu, dolní a horní vodorovná £ára v diagramu odpovídá minimál-

nímu a maximálnímu prvku výb¥ru, p°ípadn¥ hodnot¥, která je o 1,5
násobku kvartilového rozp¥tí niº²í (resp. vy²²í) neº dolní (resp. horní)

strana krabice. P°ípadná data mimo toto rozp¥tí zna£íme v diagramu

kole£ky.

Není téº problém sestavit histogram daných dat:
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neparametrické statistiky (kterých se jen letmo dotkneme na konci
kapitoly).

Velmi zajímavé vývody m·ºeme formulovat, kdyº porovná-
ním statistik pro r·zné veli£iny uvedené vý²e budememoci dovozo-
vat informace o souvislostech. Pokud nap°. neexistuje ºádná doloºi-
telná souvislost mezi historií p°edchozího studia a výsledky v dané
p°edná²ce, je jedním z moºných vysv¥tlení záv¥r, ºe je p°edná²ka
prost¥ ²patn¥ vedená.

Shr¬me si tedy tyto úvahy takto:

• Vpopisné statisticemáme k dispozici nástroje, které umoº¬ují
dob°e porozum¥t struktu°e a povaze i velmi rozsáhlých dat;
• v matematice pracujeme s abstraktním matematickým popi-
sem pravd¥podobnosti, který je pouºitelný pro analýzu daných
dat, zejména kdyº máme k dispozici teoretický model, kte-
rému mají odpovídat;
• záv¥ry statických ²et°ení na vzorcích konkrétních soubor· dat
m·ºe dát matematická statistika;
• i to, do jaké míry je takový popis adekvátní pro konkrétní
výb¥r dat, je moºné vyjád°it pomocí metod matematické sta-
tistiky.

Neº se do takového sloºitého programu pustíme, zastavme se
u prvního bodu.

9.2. Terminologie. Statistikové zavedli veliké mnoºství názv· a
budeme si jemuset osvojit. Základním východiskem je
statistický soubor, coº je p°esn¥ de�novaná mnoºina
základních statistických jednotek. Ty mohou být dány
bu¤ vý£tem nebo n¥jakými pravidly v rámci v¥t²ího

souboru.
Na kaºdé statistické jednotce m¥°íme jeden nebo více statis-

tických znak·, p°itom ov²em chápeme �m¥°ení� velice ²iroce.
Nap°. souborem mohou být v²ichni studenti dané univerzity,

kaºdý zvlá²´ je pak statistickou jednotkou. O t¥chto jednotkách pak
m·ºeme schra¬ovat mnoho znak· � nap°. v²echny £íselné hodnoty
zjistitelné z informa£ního systému, jakou mají jednotliví studenti
nejrad¥ji barvu, co sn¥dli ve£er p°ed poslední písemkou, atd.

Základním objektem pro zkoumání jednotlivých znak· je pak
soubor hodnot. Zpravidla jej máme ve form¥ uspo°ádaných hod-
not. Uspo°ádání je bu¤ dáno p°irozen¥ (kdyº jsou hodnotami nap°.
reálná £ísla) nebo je m·ºeme zavést pro ur£itost (t°eba kdyº bu-
deme sledovat barvy, tak je m·ºeme vyjad°ovat v RGB standardu
a °adit podle tohoto p°íznaku). M·ºeme pracovat i s hodnotami
neuspo°ádanými.

Protoºe smyslem statistického popisu je srozumiteln¥ a
p°ehledn¥ sd¥lit n¥co o celém souboru, budeme jist¥ chtít um¥t
jednotlivé hodnoty n¥jak porovnávat a pom¥°ovat. Je tedy pod-
statné mít k tomu dispozici n¥jaké m¥°ítko. Nej£ast¥ji máme
znaky vyjád°eny £íselnou hodnotou. Ov²em v¥cný význam dat
m·ºe být kvanti�kován v r·zné mí°e a podle toho rozeznáváme
r·zné typy m¥°ítek znak·.

Typy m¥°ítek znak·

Podle toho jakého charakteru jsou hodnoty, hovo°íme o typu:

• nominálním, kdy mezi hodnotami není ºádný vztah, jde pouze
o ozna£ení jednotlivých kvalitativních jmen, tj. moºných hod-
not (nap°. politické strany v �R nebo p°edná²ející na univer-
zit¥ p°i zkoumání jejich obliby);
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V²imn¥me si, ºe £etnosti výskyt· jedno a dvou£lenných domác-

ností byly slou£eny do jednoho obdélní£ku. Tento postup se pouºívá

pro �zp°ehledn¥ní dat� � existují (r·zná a nejednozna£ná) pravidla,

jak p°i slu£ování postupovat. Proto pouze na tento fakt upozor¬ujeme,

aniº bychom uvedli p°esný postup (v podstat¥ je to, jak se to komu

líbí). □

9.2. Pro soubor znak· x = (x1, x2, . . . , xn) vypo£t¥te pr·m¥r a roz-

ptyl centrovaných hodnot xi − x̄ a standardizovaných hodnot xi−x̄sx .

�e²ení. Pr·m¥r centrovaných hodnot zjistíme p°ímým výpo£tem za

pouºití de�nice aritmetického pr·m¥ru

1
n

n∑
i=1

(xi − x̄) = 1
n

n∑
i=1

xi − x̄
n

n∑
i=1

1 = x̄ − x̄ = 0.

Rozptyl centrovaných hodnot je z°ejm¥ shodný s rozptylem p·vodních

hodnot sx . Pro standardizované hodnoty je pr·m¥r zjevn¥ op¥t roven

nule a rozptyl je roven
1
n

n∑
i=1

(
xi−x̄
sx

)2 = 1
s2
x
· 1
n

n∑
i=1
(xi − x̄)2 = 1. □

9.3. Dokaºte, ºe pro rozptyl platí vztah s2x = 1
n

∑n
i=1 x

2
i − x̄2 .

�e²ení. Z de�nice rozptylu a aritmetického pr·m¥ru

s2x =
1
n

n∑
i=1

(
x2
i − 2xi x̄ + x̄2 ) = 1

n

n∑
i=1

x2
i −

2x̄
n

n∑
i=1

xi + x̄2 =

= 1
n

n∑
i=1

x2
i − x̄2 .

□

9.4. Byly nam¥°eny následující hodnoty n¥jakého znaku

10; 7; 7; 8; 8; 9; 10; 9; 4; 9; 10; 9; 11; 9; 7; 8; 3; 9; 8; 7.
Ur£ete aritmetický pr·m¥r, medián, kvartily, rozptyl a p°íslu²ný krabi-

cový diagram.
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• ordinálním, kdy platí totéº jako p°edchozí, ale s p°idaným
uspo°ádáním (nap°. po£et hv¥zdi£ek u hotel· v turistických
pr·vodcích);
• intervalovém, kdy jde o £íselné hodnoty, ale jde o porovnání
velikostí, nikoliv absolutní hodnotu (nap°. u m¥°ení teplot je
poloha nuly zpravidla dohodnuta, ale není podstatná);
• pom¥rovém, kdy máme pevn¥ stanovené m¥°ítko a nulu (nap°.
v¥t²ina fyzikálních nebo ekonomických veli£in).

U nominálních typ· znak· jsme schopni v¥cn¥ interpretovat
pouze rovnost x1 = x2, u ordinálních i nerovnost x1 < x2,
p°ípadn¥ x1 > x2, u intervalových navíc umíme posoudit rozdíl
x1 − x2. U pom¥rových typ· m¥°ítek máme k dispozici rovnost,
nerovnost, rozdíl i podíl x1/x2.

9.3. T°íd¥ní hodnot. V dal²ím budeme pracovat se souborem
hodnot x1, x2, . . . , xn, které lze uspo°ádat (nejedná se tedy o hod-
noty typy znak· nominálních) a které vznikly m¥°ením na n sta-
tistických jednotkách, a uspo°ádáme je do uspo°ádaného souboru
hodnot

(9.1) x(1), x(2), . . . , x(n).

�íslo n nazýváme rozsah souboru.
Pokud pracujeme s rozsáhlými soubory znak·, které ale

p°ipou²tí jen málo hodnot, je nejjednodu²²í uvád¥t pouze £etnosti
výskytu. Nap°. p°i pr·zkumu preferencí politických stran nebo
u prezentace kvality hotelové sít¥ uvádíme u kaºdé moºné hodnoty
po£et jejích výskyt·.

Pokud je moºných hodnot mnoho (nebo dokonce p°ipou²tíme
spojit¥ rozprost°ené reálné hodnoty), d¥líme £asto moºný rozsah
hodnot na vhodný po£et interval· a o statistickém znaku uvádíme
£etnost hodnot v daných intervalech. Interval·m se £asto °íká t°ídy
a po£tu znak· ve t°íd¥ pak t°ídní £etnosti. Pouºíváme také kumu-
lativní £etnosti a kumulativní t°ídní £etnosti, které pro danou t°ídu
vznikají prostým sou£tem t°ídních £etností s hodnotami nejvý²e
jako má ta daná.

Nej£ast¥ji pak uvaºujeme st°ed ai dané t°ídy za hodnotu, která
ji reprezentuje a hodnota aini , kde ni je £etnost výskytu této t°ídy
p°edstavuje celkový p°ísp¥vek této t°ídy. Velmi £asto také místo
£etností zobrazujeme relativní £etnosti ai/n, resp. relativní kumu-
lativní £etnosti.

Graf, který na jedné ose vyná²í intervaly jednotlivých t°íd a
nad nimi obdélníky s vý²kou rovnou £etnosti se nazývá histogram.
Obdobn¥ se znázor¬uje kumulativní £etnost.

Na obrázku jsou histogramy soubor· o rozsahu n = 500,
které vznikly náhodným generováním dat s r·znými standardními
rozd¥leními (£asem jim budeme °íkat normální, χ2 a studentovo)
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�e²ení. Ozna£íme-li r·zné hodnoty znaku ai a jejich £etnosti ni , pak

m·ºeme soubor dat ze zadání uspo°ádat do následující tabulky.

ai 3 4 7 8 9 10 11
ni 1 1 4 4 6 3 1

Z de�nice aritmetického pr·m¥ru pak máme

x̄ = 3+ 4+ 4 · 7+ 4 · 8+ 6 · 9+ 3 · 10+ 11
1+ 1+ 4+ 4+ 6+ 3+ 1

= 162
20
= 8,1.

Protoºe desátý £len v posloupnosti uspo°ádaných hodnot znaku je

x(10) = 8 a jedenáctý x(11) = 9, je medián roven x̃ = 8+9
2 = 8,5.

Dolní kvantil je x0,25 = x(5)+x(6)

2 = 7 a horní x0,75 = x(15)+x(16)

2 = 9.
Z de�nice rozptylu spo£ítáme

s2x =
5,12 + 4,12 + 4 · 1,12 + 4 · 0,12 + 6 · 0,92 + 3 · 1,92 + 2,92

1+ 1+ 4+ 4+ 6+ 3+ 1
=

= 3,59.

Na následujících obrázcích je zobrazen p°íslu²ný histogram a krabi-

cový diagram.

□
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9.4. Míry polohy statistických znak·. Chceme-li vyjád°it veli-
kost hodnot, kolem kterých se jednotlivá pozorování
znak· shromaº¤ují pouºíváme v¥t²inou pojmy z ná-
sledující de�nice. Budeme te¤ pracovat se znaky

pom¥rových (nebo p°ípadn¥ intervalových) typ· m¥°ítek.
Uvaºme (net°íd¥ný) soubor (x1, . . . , xn) hodnot m¥°eného

znaku pro v²echny zpracovávané statistické jednotky a nech´
n1, . . . , nm jsou t°ídní £etnosti m r·zných hodnot a1, . . . , an,
nabývaných tímto souborem.

Pr·m¥ry

De�nice. Aritmetický pr·m¥r (£asto také jen pr·m¥r) je dán

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi = 1
n

m∑
j=1

njaj .

Geometrický pr·m¥r je dán

x̄G = n
√
x1x2 · · · xn

a má smysl pouze u kladných hodnot znak·. Harmonický pr·m¥r
je dán

x̄H =
(

1
n

n∑
i=1

1
xi

)−1

a je také de�nován jen pro kladné hodnoty znak·.

Aritmetický pr·m¥r je jediný z t¥chto pr·m¥r·, který je inva-
riantní v·£i a�nním transformacím, tj. pro libovolné skaláry a, b
platí

(a + b · x) = 1
n

n∑
i=1

(a + bxi) = a + b
n∑
i=1

xi = a + b · x̄.

Aritmetický pr·m¥r je proto obzvlá²´ vhodný pro intervalové typy
m¥°ítek.

Logaritmus geometrického pr·m¥ru je aritmetický pr·m¥r lo-
garitm· znak·. Je obzvlá²´ vhodný pro znaky, které se kumulují
multiplikativn¥, nap°. úrokové míry. Je-li totiº úroková míra v jed-
notlivých £asových jednotkách xi%, bude za celé období výsledek
takový, jakoby byla po celou dobu konstantní úroková míra x̄G%.

Jako ilustraci tehdy rozvíjených metod jsme dokázali v od-
stavci 8.23 na stran¥ 464, ºe je geometrický pr·m¥r vºdy nejvý²e
tak velký jako aritmetický. Obdobn¥ je tomu pro harmonický
pr·m¥r a platí

x̄H ≤ x̄G ≤ x̄.
9.5. Medián, kvartil, decil, percentil, . . . Jiný zp·sob vyjád°ení
míry, jakou hodnotu nabývají znaky, je najít pro £íslo α mezi nu-
lou a jedni£kou takovou hodnotu xα , aby 100α% hodnot znaku
bylo nejvý²e xα a zbylé byly v¥t²í neº xα . Pokud takový znak není
ur£en jednozna£n¥, volíme zpravidla pr·m¥r mezi dv¥ma extrém-
ními moºnými hodnotami.

�íslu xα °íkáme α�kvantil. Dosáhl-li tedy n¥jaký ú£astník
sout¥ºe výsledku, který jej °adí do x1,00, neznamená to, ºe byl jist¥
lep²í neº v²ichni ostatní. Jen nebyl nikdo jiný je²t¥ lep²í neº on.

Nejobvyklej²í hodnoty xα jsou:

• medián (£asto také výb¥rový medián) de�novaný vztahem

x̃ = x0,50 =
{
x((n+1)/2) pro liché n
1
2

(
x(n/2) + x(n/2+1)) pro sudé n

,
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9.5. V daném rybníku se vylovilo 425 kapr· a u v²ech byly zji²t¥ny

jejich hmotnosti. Pak se vhodn¥ zvolily hmotnostní intervaly a sesta-

vila se následující tabulka £etností:

Hmotnost (kg) 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7
St°ed t°ídy 0,5 1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5
�etnost 75 90 97 63 48 42 10

Na£rtn¥te histogram, ur£ete aritmetický, geometrický a harmonický

pr·m¥r hmotnosti kapr·, dále ur£ete medián, horní a dolní kvartil,

modus, rozptyl, sm¥rodatnou odchylku, varia£ní koe�cient a na£rtn¥te

p°íslu²ný krabicový diagram.

�e²ení. Histogram má tvar

Z de�nic p°íslu²ných pojm· v £ásti 9.4 p°ímo spo£ítáme aritme-

tický pr·m¥r x̄ = 2,7kg, geometrický pr·m¥r x̄G = 2,1kg, har-
monický pr·m¥r x̄H = 1,5kg. Z de�nic v 9.5 je medián roven

x̃ = x0,5 = 2,5kg, dolní a horní kvartil x0,25 = 1,5kg resp.

x0,75 = 3,5kg a pro modus platí x̂ = 2,5kg. Z de�nic v £ásti 9.6

spo£ítáme rozptyl hmotnosti kapr· s2x = 2,7kg2, tj. sm¥rodatná od-

chylka je sx = 1, 7kg, a varia£ní koe�cient Vx = 0, 6. □

9.6. Dokaºte, ºe entropie nabývá svého maxima, jsou-li hodnoty

nominálního znaku rovnom¥rn¥ rozloºeny, tj. £etnost kaºdé t°ídy je

ni = 1.

�e²ení. Podle de�nice entropie 9.9 hledáme maximum funkce HX =
−∑n

i=1 pi lnpi vzhledem k neznámým relativním £etnostem pi =
ni

n
, které navíc spl¬ují

∑n
i=1 pi = 1. Jedná se tedy o klasickou úlohu

hledání vázaného extrému, kterou m·ºeme vy°e²it nap°íklad pomocí

Lagrangeových multiplikátor·. P°íslu²ná Lagrangeova funkce je

L(p1, . . . , pn, λ) = −
n∑
i=1

pi lnpi + λ
(

n∑
i=1

pi − 1

)
.
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kde x(k) p°edstavuje hodnotu v uspo°ádaném souboru hodnot
(9.1)
• dolní a horní kvartil Q1 = x0,25 aQ3 = x0,75;
• p-tý kvantil (téº výb¥rový kvantil nebo percentil) xp, kde

0 < p < 1 (zpravidla zadaný na dv¥ desetinná místa).

Lze se setkat také s hodnotou modus, která udává hodnotu x̂
znaku s nejv¥t²í £etností v souboru x.

Aritmetický pr·m¥r, medián amodus p°edstavují jakési o£eká-
vatelné hodnoty znak·. Pr·m¥r u znaku podílového typu, medián
u pom¥rového a modus u ordinálního nebo nominálního.

V²imn¥me si, ºe v²echny α�kvantily hodnot v intervalových
m¥°ítcích jsou invariantní vzhledem k a�nním transformacím hod-
not (promyslete si podrobn¥!).

9.6. Míry variability statistických znak·. Rozumným poºadav-
kem na jakoukoliv míru variability souboru hodnot
znak· x ∈ Rn je její invariance v·£i konstantním po-
sunutím. V euklidovském prostoru Rn má tuto vlast-
nost standardní vzdálenost bod· a nezávislý na po-

sunutí o konstantní hodnotu je i výb¥rový pr·m¥r. Proto volíme
následující

Rozptyl a sm¥rodatná odchylka

De�nice. Rozptyl souboru znak· x je de�nován vztahem

s2x =
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄i)2.

Sm¥rodatná odchylka sx je dána jako odmocnina z výb¥rového roz-
ptylu.

�asto se v literatu°e také pro rozptyl pouºívá název st°ední
kvadratická odchylka.

Variabilita statistických znak· by nem¥la záviset na konstant-
ním posunutí v²ech hodnot. P°i na²í de�nici jsme proto vy²li z toho,
ºe jak standardní vzdálenost bod· v Rn tak výb¥rový pr·m¥r
jsou v·£i posunutím o konstantní hodnotu invariantní, bude proto
skute£n¥ i pro neuspo°ádaný soubor znak·

y = (x1 + c, x2 + c, . . . , xn + c)
vºdy platit také sy = sx .

N¥kdy se místo na²í hodnoty sx pouºívá tzv. výb¥rový roz-
ptyl, který se odli²uje jen tím, ºe se ve jmenovateli zlomku pouºívá
(n − 1), d·vod uvidíme pozd¥ji.

V p°ípad¥ t°ídních £etností nj hodnot aj prom t°íd dává stejný
výraz hodnotu rozptylu

s2x =
1
n

m∑
j=1

nj (aj − x̄)2,

ale v praxi se doporu£uje pouºívat tzv. Shepardovu korekci, která
S2
x zmen²í o h2/12, kde h je ²í°ka stejných interval· de�nujících

t°ídy hodnot.
Dále se je²t¥ m·ºeme potkat s tzv. rozp¥tím výb¥ru

R = x(n) − x(1)
a kvartilovým rozp¥tím výb¥ru

Q = Q3 −Q1.
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Pro její parciální derivace platí ∂L
∂pi
= − lnpi − 1 + λ, a proto je její

stacionární bod ur£en rovnicemi pi = eλ−1 pro v²echna i = 1, . . . , n.
Navíc víme, ºe sou£et relativních £etností pi je roven jedné. To zna-

mená neλ−1 = 1 a odtud λ = 1− ln n. Dosazením z°ejm¥ pi = 1
n
.

□

9.7. Následující grafy udávají £etnosti moºných bodových zisk· stu-

dent· p°edm¥tu MB104 na Fakult¥ informaticky Masarykovy univer-

zity v roce 2012. Kumulativní graf je uvád¥n s �prohozenými� osami

oproti p°edchozímu p°íkladu.

�etnosti jednotlivých bodových zisk· jsou uvedeny v následující

tabulce:

Body Po£et student·

20.5 1

20 1

19 2

18.5 1

18 2

17.5 3

17 2

16.5 4

16 3

15.5 5

15 7

14.5 6

14 14

13.5 21

13 21

12.5 19

12 17

11.5 18

11 31

10.5 22

10 53

Body Po£et student·

9.5 9

9 9

8.5 13

8 8

7.5 13

7 4

6.5 7

6 4

5.5 8

5 7

4.5 9

4 5

3.5 7

3 8

2.5 8

2 14

1.5 8

1 2

0.5 6

0 9

Tomu potom odpovídá následující histogram:



KAPITOLA 9. STATISTICKÉ A PRAVD�PODOBNOSTNÍ METODY

Pouºívá se také tzv. pr·m¥rná odchylka, která je dána
pr·m¥rnou vzdáleností hodnot od mediánu

Dx = 1
n

n∑
i=1

|xi − x̃|.

Následující v¥ta podává zd·vodn¥ní, pro£ tytomíry variability
volíme:

V¥ta. Funkce S(t) = (1/n)∑n
i=1(xi − t)2 nabývá svého minima

pro t = x̄, tj. pro výb¥rový pr·m¥r.
FunkceD(t) = (1/n)∑n

i=1 |xi− t| nabývá svého minima pro
t = x̃, tj. pro medián.

D·kaz. Protoºe je sou£et vzdáleností v²ech hodnot od
výb¥rového pr·m¥ru nulový, dostáváme p°ímým výpo£tem

n∑
i=1

(xi−t)2 =
n∑
i=1

(
(xi−x̄ )2 + (x̄−t)2 − 2(xi − x̄)(x̄−t)

)
= n(x̄ − t)2 +

n∑
i=1

(xi − x̄)2,

coº ov¥°uje první tvrzení.
U druhého si musíme dát pozor na de�nici mediánu. Sou£et

si za tím ú£elem p°eskládáme tak, abychom vºdy postupn¥ s£ítali
první s posledním s£ítancem, pak druhý s p°edposledním atd.
V prvním p°ípad¥ tedy jde o výraz |x(1) − t| + |x(n) − t|, a ten
bude roven vzdálenosti x(n) − x(1), pokud bude t uvnit° rozsahu
hodnost, a bude je²t¥ vet²í jinak. Dal²í dvojice v sou£tu nám stejn¥
dá x(n−1) − x(2), pokud bude x(2) ≤ t ≤ x(n−1) a bude v¥t²í jinak.
Postupn¥ tedy poºadavek na minimalizaci sou£tu povede práv¥ na
t = x̃. □

V praxi pot°ebujeme pom¥°ovat variabilitu r·zných soubor·
hodnot znak· r·zných statistických jednotek. Pro tento ú£el je
vhodné relativizovat m¥°ítko a pouºíváme proto tzv. varia£ní koe-
�cient daného souboru x

VX =
√
s2x
|x̄| .

Tuto relativní míru variability lze také chápat v procentech sm¥ro-
datné odchylky ve vztahu k výb¥rovému pr·m¥ru x̄.

9.7. �ikmost rozloºení hodnot znak·. Pokud jsou rozloºeny
znaky na²eho souboru naprosto symetricky kolem výb¥rového
pr·m¥ru, bude zejména platit

x̄ = x̃
�asto ale potkáváme rozloºení hodnot spl¬ujících

x̄ > x̃,

nap°. to je b¥ºné u rozloºení mezd v populaci. Docela uºite£nou
charakteristikou v tomto sm¥ru je tzv. Pearson·v koe�cient, který
je dán vztahem

β = 3
x̄ − x̃
Sx

a m·ºeme si z n¥ho ud¥lat p°edstavu o relativní mí°e (abso-
lutní hodnota β) i charakteru ze²ikmení (znaménko). Zejména si
v²imn¥me, ºe sm¥rodatná odchylka je vºdy kladná, takºe jiº zna-
ménko nám ukazuje, kterým sm¥rem k ze²ikmení dochází.
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Histogram jsme obdrºeli z informa£ního systémuMasarykovy uni-

verzity. Vidíme, ºe je zvolen pon¥kud netradi£ní zp·sob zobrazování,

kdy danému bodovému zisku odpovídá �dvojitý obdélní£ek�. Je na

vkusu kaºdého £tená°e, jaký zp·sob výpisu dat zvolí (jemoºno n¥které

hodnoty po£ítat do jedné, £ímº sníºíme po£et obdélní£k·, nebo pouºí-

vat ten£í obdélní£ky).

Snadno si v²imneme, ºe modusem bodových hodnot je £íslo

10, coº byla shodou okolností bodová hranice zaru£ující absolvování

p°edm¥tu. Pr·m¥r získaných bod· je 9,48.

9.8. Uve¤me je²t¥ sloupcové diagramy bodových zisk· student·

p°edm¥tu MB101 v podzimním semestru 2010 (první semestr studia)

a to jednak v²ech ú£astník· p°edm¥tu a poté student·, kte°í úsp¥²n¥

ukon£ili bakalá°ské studium.
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Kvantilové koeficienty ²ikmosti

Podrobn¥j²í informaci v tomto sm¥ru dávají tzv. kvantilové
koe�cienty ²ikmosti

βp = x1−p + xp
x1−p − xp ,

pro kaºdé 0 < p < 1. Jejich význam je z°ejmý, kdyº £itatel
zlomku vyjád°íme jako (x1−p − x̃)− (x̃ − xp).

Speciáln¥ dostáváme tzv. kvartilový koe�cient ²ikmosti p°i
volb¥ p = 0,25.

9.8. Diagramy. Pro rychlé vst°ebávání sloºit¥ji strukturovaných
informací je £lov¥k skv¥le vybaven zrakov¥.
Proto se pro zobrazení statistiky jednotlivých
znak· nebo jejich korelací pouºívá mnoho stan-
dardizovaných nástroj·. Jedním z nich jsou tzv.

krabicové diagramy.

Krabicový diagram

Na obrázku je zobrazen histogram a krabicový diagram stej-
ného souboru hodnot (normální rozd¥lení s pr·m¥rem 10 a rozpty-
lem 3, n = 500).

St°ední linka je medián, kraje boxu jsou kvartily, �packy� uka-
zují 1,5 kvartilového rozsahu, ne v²ak víc neº kraje rozsahu výb¥ru,
p°ípadné hodnoty mimo jsou p°ímo nazna£eny body.

B¥ºné zobrazovací nástroje nám umoº¬ují dob°e vid¥t
p°ípadné závislosti dvou výb¥r· zji²t¥ných znak·. Nap°. na
levém obrázku níºe jsou za sou°adnice voleny hodnoty ze dvou
nezávislých normálních rozd¥lení s pr·m¥rem 10 a rozptylem 3.
Na pravém obrázku je první sou°adnice ze stejných dat, druhá je
z první dána vztahem y = 3x + 4, ale je navíc zatíºená malou
náhodnou chybou.
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Výsledky op¥t m·ºeme zachytit i alternativn¥:

A nyní grafy bodových zisk· ú£astník·, kte°í dále úsp¥²n¥ po-

kra£ovali ve studiu.
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9.9. Entropie. Variabilitu pot°ebujeme vyjad°ovat i u nominál-
ních typ· znak·, nap°. ve statistické fyzice nebo teorii infor-
mace. K dispozici máme jen t°ídní £etnosti a m·ºeme tedy
pouºít princip klasické pravd¥podobnosti (viz £tvrtá £ást
první kapitoly), kdy relativní £etnost i-té t°ídy, pi = ni

n
,

vnímáme jako pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný prvek bude
v této t°íd¥.

Rozptyl pom¥rových hodnot znaku, u kterého máme vy-
jád°eny t°ídní £etnosti nj , byl v odstavci 9.6 vyjád°en vztahem

s2x =
m∑
j=1

nj

n
(aj − x̄)2 =

m∑
j=1

pj (aj − x̄)2,

kde pj ozna£uje (klasickou) pravd¥podobnost, ºe hodnota znaku
bude v j -té t°íd¥. Jde tedy o váºený pr·m¥r p°epo£tených hodnot
znak·, kde je hodnota F(aj ) = (aj − x̄)2 vstupuje s vahou pj .

Variabilitu hodnot znak· nominálního typu budeme vy-
jad°ovat podobným výrazem, ozna£íme ho HX. Nemáme sice
k dispozici ºádné £íselné hodnoty aj pro po°adové indexy j ,
m·ºeme se ale zajímat o funkce F závisející na relativních
£etnostech pj , tj. zkusíme pro datový soubor x de�novat

HX =
n∑
i=1

piF(pi),

kde F je zatím neznámá funkce.
Pokud znak nabývá práv¥ jedné hodnoty, tj. pokud pk = 1

pro n¥jaké k a v²echna ostatní pj = 0, pak budeme jist¥ °íkat, ºe
variabilita je nulová. Je tedy v kaºdém p°ípad¥ F(1) = 0.

Dále budeme poºadovat, aby HX m¥la následující vlastnost.
Pokud je zkoumaný soubor znak· Z tvo°en dvojicemi znak· ze
soubor·X a Y (nap°. m·ºeme na statistických jednotkách-osobách
sledovat barvu o£í a barvu vlas·), je rozumné, aby variabilita znak·
z byla sou£tem variabilit jednotlivých znak·, tj. poºadujeme v ta-
kovém p°ípad¥ HZ = HX +HY .

Známe relativní t°ídní £etnosti pi pro znaky v souboruX a qj
pro znaky souboru Y . Relativní t°ídní £etnosti pro Z jsou

rij = nimj

nm
= piqj

a poºadujeme tedy rovnost (rozsahy sou£t· jsou z°ejmé z kontextu)∑
i,j

piqjF(piqj ) =
∑
i

piF(pi)+
∑
j

qjF(qj ).

Díky tomu, ºe pi a qj jsou relativní £etnosti a tedy dávají v sou£tu
1, m·ºeme pravou stranu rovnosti p°epsat jako(∑

j

qj

)(∑
i

piF(pi)

)
+
(∑

i

pi

)(∑
j

qjF(qj )

)
a dostáváme vztah∑

i,j

piqjF(piqj ) =
∑
i,j

piqj
(
F(pi)+ F(qj )

)
.

Je z°ejmé, ºe tomuto poºadavku vyhovuje jakýkoliv konstantní ná-
sobek logaritmu p°i kterémkoliv pevn¥ zvoleném základu a > 1
(a lze ukázat, ºe jiná spojitá °e²ení F neexistují).

Pon¥vadº je pi ≤ 1, je jist¥ lnpi ≤ 0. My v²ak chceme varia-
bilitu nezápornou, zvolíme proto za funkci F logaritmickou funkci
s násobkem −1. Taková volba také automaticky spl¬uje ná² poºa-
davek F(1) = 0.
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Vidíme, ºe modus zisku bod· v prvním p°ípad¥ je 0, ve druhém
p°ípad¥ je to op¥t deset. Rozloºení bodových zisk· se blíºí rozloºení

bodových zisk· z p°edm¥tu MB104, který je za°azen ve £tvrtém se-

mestru studia.

9.9. Auto jelo z Brna do Prahy rychlostí 160 km/h, z Prahy do Brna

rychlostí 120 km/h. Jaké pr·m¥rné rychlosti na trase dosáhlo?

�e²ení. Toto je základní p°íklad, kde je pouºití aritmetického pr·m¥ru

nevhodné. Na pr·m¥rnou rychlost totiº klademe poºadavek, aby auto

jedoucí touto rychlostí strávilo na trase stejnou dobu. Ozna£íme-li d

vzdálenost obou m¥st v kilometrech, vp pr·m¥rnou rychlost tak

d

160
+ d

120
= 2d
vp
,

odkud

vp = 2
1

160 + 1
120

.= 137,14.
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Entropie

Míru variability znak· v nominálnímm¥°ítku vyjad°ujeme po-
mocí entropie. Je dána vztahem

HX = −
k∑
i=1

ni

n
ln
(ni
n

)
,

kde k je po£et t°íd ve výb¥ru. Krom¥ p°irozeného logaritmu se
£asto také setkáváme (nap°. teorii informace) se stejným vztahem
ale s logaritmem p°i základu 2.

�asto se také místo HX pracuje s veli£inou

eHX =
∏
i

p
−pi

i ,

p°ípadn¥ totéº s jiným zvoleným základem pro logaritmus.
V tomto tvaru se p¥kn¥ spo£ítá, ºe pro výb¥r X s k stejn¥ vel-

kými t°ídními £etnostmi je eHX = (
( 1
k
)− 1

k

)k = k, nezávisle na
velikosti výb¥ru. Na obrázku jsou vyneseny entropie y p°i základu
2 pro výskyt písmen a a b v desetipísmenných slovech s písmeny
a a b, kde x je po£et výskyt· písmene b.

V²imn¥me si, ºe pro shodný výskyt, tj. pro p¥t písmen b, vyjde
maximální entropie 1 a skute£n¥ je 21 = 2.

2. Pravd¥podobnost

P°ed dal²ím £tením lze £tená°·m v°ele doporu£it zopakování
obsahu £tvrté £ásti první kapitoly (tj. odstavce za£ínající na stran¥
17). Tehdy jsme pracovali p°eváºn¥ s tzv. klasickou kone£nou
pravd¥podobností a zavedli jsme základy formalismu, který nyní
roz²í°íme. Hlavní zm¥nou bude, ºe ná² základní prostor � uº ne-
bude obecn¥ obsahovat jen kone£n¥ mnoho prvk· (ve skute£nosti
nemusí být ani spo£etný). P°ipome¬me, ºe v na²ich úvahách o tzv.
geometrické pravd¥podobnosti na konci £tvrté £ásti první kapitoly
jsme pot°ebovali jako základní prostor pro popis jevu vhodnou £ást
euklidovského prostoru a jevy pak byly vhodn¥ vybrané podm-
noºiny. Tedy samoz°ejm¥ samé nespo£etné mnoºiny.

Za£neme jednoduchým, stále je²t¥ diskrétním, ale ne-
kone£ným p°íkladem, ke kterému se ve výkladu budeme ob£as
vracet.

9.10. Pro£ nekone£némnoºiny jev·? P°edstavme si experiment,
ve kterém opakovan¥ házíme mincí dokud nepadne
líc. Ptáme se, jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme
házet alespo¬ 3�krát nebo práv¥ 35�krát nebo nejvý²
10�krát apod.
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Pr·m¥rná rychlost je tedy dána harmonickým pr·m¥rem (viz 9.3

pr·m¥rovaných rychlostí

□

B. Vizualizace vícerozm¥rných dat.

V p°edchozích p°íkladech jsme se v¥novali zobrazování jednoho

znakum¥°eného u více objekt· (získané body student·). Gra�cká vizu-

alizace dat pomáhá k lep²í p°edstav¥ o datech. Jak ale postupovat, po-

kud u n¥kterých, °ekn¥me n objekt·, m¥°íme n¥jakýchp znak·, p ≥ 3.
Tato m¥°ení není moºné znázornit zp·soby, které jsme se jiº nau£ili.

Jednou z moºných metod, je tzv. metoda hlavních komponent. V této

metod¥ vyuºijeme pojmu vlastního vektoru a vlastních £ísel (viz 2.46)

výb¥rové varian£ní matice (viz 9.38). Zave¤me následující ozna£ení:

• náhodné vektory m¥°ení xi = (xi1, xi2, . . . , xin)
T ,

i = 1, . . . , n,
• pr·m¥r j -tého znaku mj = 1

n

∑n
i=1 xij , j = 1, . . . , p,

• rozptyl j -tého znaku sj = 1
n−1

∑n
i=1(xij − mj )

2,

j = 1, . . . , p,
• vektor pr·m¥r·m = (m1, . . . , mp),

• výb¥rová varian£ní matice 1
n−1

∑n
i=1(xi −m)(xi −m)T

(v²imn¥me si, ºe kaºdý s£ítanec v p°edchozí sum¥ je maticí

rozm¥r· p × p).
Varian£ní matice je symetrická, tudíº má v²echna vlastní £ísla re-

álná a její vlastní vektory jsou navzájem kolmé. Volíme-li navíc vlastní

vektory jednotkové, pak z toho vyplývá, ºe vlastní hodnota p°íslu²ná

n¥jakému vlastnímu vektoru varian£ní matice dává rozptyl (velikosti)

pr·m¥tu daných dat do tohoto sm¥ru (promítáme v p-rozm¥rném

prostoru). Cílem této metody je nalézt sm¥r (v p-rozm¥rném pro-

storu znak·), pro který je rozptyl pr·m¥t· daných dat do n¥j nejv¥t²í.

Tento sm¥r tedy odpovídá tomu vlastnímu vektoru varian£ní matice,

který odpovídá nejv¥t²í vlastní hodnot¥. Lineární kombinace daná

sloºkami tohoto vektoru se nazývá 1. hlavní komponenta. Velikost

pr·m¥tu daných dat do tohoto sm¥ru relativn¥ dob°e odhaduje data

(hlavní komponentu lze chápat jako jeden znak, který nahrazuje p

znak·, jde tedy o náhodný vektor o n poloºkách). Pokud od dat

ode£teme tento pr·m¥t a op¥t uváºíme sm¥r nejv¥t²í variability takto

pozm¥n¥ných dat, dostáváme 2. hlavní komponentu a opakováním to-

hoto postupu dostáváme dal²í hlavní komponenty. Sm¥r nejv¥t²í varia-

bility je ov²em vlastní vektor varian£ní matice odpovídající nejv¥t²ímu

vlastnímu £íslu (£tená° si laskav¥ rozmyslí). Sm¥ry dal²ích hlavních
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Elementární jevy bychom tedy mohli uvaºovat ve tvaru
ωk ∈ N≥1 ∪ {∞}, které slovn¥ vyjad°ujeme �líc padne poprvé
práv¥ v k�tém hodu�. V²imn¥me si, ºe jsme p°idali k = ∞,
protoºe formáln¥ nem·ºeme vylou£it, ºe budou vºdycky padat
pouze ruby mince.

Zjevn¥ m·ºeme takový problém dob°e zvládat, kdyº vyjdeme
z klasické pravd¥podobnosti 0,5 pro ob¥ moºné strany mince p°i
jednom hodu, nem·ºeme ale v abstraktním modelu omezit cel-
kový po£et hod· n¥jakým pevným p°irozeným £íslemN . Na druhé
stran¥, o£ekávaná pravd¥podobnost, ºe padne ve v²ech prvních
(k − 1) pokusech vºdy rub v n ≥ k pokusech celkem, je dána
zlomkem

2n−k

2n
= 2−k,

kde v £itateli je po£et moºností p°íznivých z n nezávislých hod·
(tj. moºností jak rozestavit libovoln¥ dv¥ hodnoty do n − k zbý-
vajících pozic) a ve jmenovateli je po£et v²ech moºností výsledk·.
Podle o£ekávání tato pravd¥podobnost nezávisí na zvoleném n a
platí

∑∞
k=1 2−k = 1. Musí být proto pravd¥podobnost neustálého

opakování rubu nulová.
M·ºeme tedy nyní zavést skute£n¥ pravd¥podobnost na zá-

kladní prostoru � s elementárními jevy ωk , kterým p°i°azujeme
pravd¥podobnost 2−k . Dostaneme tak pravd¥podobnostní prostor
ve smyslu následujících de�nic.

K tomuto jednoduchému ilustra£nímu p°íkladu se je²t¥ bu-
deme vracet.

9.11. Jevová pole. Budeme pracovat s neprázdnou pevn¥ zvo-
lenou mnoºinou � ve které se budou odehrávat
v²echny výsledky a kterou nazýváme základní
prostor. Prvky ω ∈ � p°edstavují jednotlivé moºné
výsledky. V pravd¥podobnostních modelech ale

nemusíme p°ipou²t¥t v²echny moºné podmnoºiny coby uvaºo-
vané jevy. Zejména jednotlivé prvky ω nemusí být mezi jevy.
Poºadujeme ale, aby uvaºované podmnoºiny spl¬ovaly axiomy
tzv. σ�algeber.

Níºe uvedené axiomy jsou vybrány z v¥t²í sady p°irozených
poºadavk· v minimální podob¥. První vychází z p°edstavy,
ºe ur£it¥ budeme chtít p°ipustit jev jistý. Druhý je vynucen
poºadavkem, ºe chceme vºdy mít moºnost negovat výskyt jevu,
t°etí pot°ebou zkoumat výskyt alespo¬ jednoho z dané spo£etné
mnoºiny jev· (nap°. v p°ípadech podobných tomu v p°edcházejí-
cím odstavci, kdy sice víme, ºe nikdo nehodí mincí nekone£n¥
krát, nicmén¥ nem·ºeme p°edem omezit po£et hod·).

σ�algebry podmnoºin

Systém podmnoºin A základního prostoru se nazývá jevové
pole a jeho prvky se nazývají jevy, jestliºe platí

• � ∈ A, tj. základní prostor, je jevem,
• je-liA,B ∈ A, pakA\B ∈ A, tj. pro kaºdé dva jevy je jevem
i jejich mnoºinový rozdíl,
• je-li Ai ∈ A, i ∈ I , nejvý²e spo£etný systém jev·, pak také
jejich sjednocení je jevem, tj. ∪i∈IAi ∈ A.

Jako obvykle, ze základních axiom· hned vyplývají jednodu-
ché d·sledky, které popisují dal²í (intuitivn¥ poºadované) vlast-
nosti ve form¥ matematických v¥t. �tená° by si m¥l promyslet, ºe
ob¥ vlastnosti skute£n¥ platí.
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komponent pak odpovídají dal²ím vlastním vektor·m varian£ní matice

(se°azenými podle velikosti vlastních hodnot, které jim p°íslu²í).

9.10. Ur£ete 1. hlavní komponentu následujících jednoduchých dat

a vektor, který jejím pouºitím nahrazuje nam¥°ená data. U p¥ti osob

byla zm¥°ena vý²ka, délka malí£ku a délka ukazová£ku s výsledky za-

znamenanými v tabulce (výsledky jsou v centimetrech).

�e²ení.

Martin Michal Mat¥j Honza Markéta
ukazová£ek 9 11 8 8 8
malí£ek 7,5 8 6,3, 6 6,5
vý²ka 186 187 173 174 167

.

Vektory pozorovaných hodnot jsou: x1 = (9; 7,5; 186),
x2 = (11; 8; 187), x3 = (8; 6; 173), x4 = (8; 6; 174),
x5 = (8; 6,5, 167). Varian£ní matice t¥chto vektor· jsou postupn¥

0,04 0,14 1,72
0,14 0,49 6,02
1,72 6,02 73,96

 ,
4,840 2,64 21,12

2,64 1,44 11,52
21,12 11,52 92,16

 ,
0,641 0,640 3,521

0,640 0,640 3,52
3,521 3,52 19,36

 ,
0,641 0,640 2,721

0,640 0,640 2,72
2,721 2,72 11,56

 ,
0,641 0,240 8,321

0,240 0,09 3,12
8,32 3,12 108,16

 .
Výb¥rovou varian£ní matice je pak £tvrtina ze sou£tu t¥chto matic,

tedy

S =
 1,70 1,075 9,35

1,075 0,825 6,725
9,35 6,725 76,30


Vlastní hodnoty matice S jsou p°ibliºn¥ 2,7, 312,2 a 0,38.

Jednotkový vlastní vektor odpovídající nejv¥t²í z nich pak

cirka (0,122; 0,09; 0,989). První hlavní komponenta je tedy

(185 5; 186,8; 172,4; 173,4; 166,5), tedy se p°íli² neli²í od vý²ky

zkoumaných osob. □

9.11. �áci jedné t°ídy dosáhli následujících známek v r·zných

p°edm¥tech:



KAPITOLA 9. STATISTICKÉ A PRAVD�PODOBNOSTNÍ METODY

Komplementy a pr·niky

Budeme vyuºívat následující d·sledky a terminologii:

• Komplement Ac = � \ A jevu A je jevem, který nazýváme
opa£ný jev k jevu A.
• Pr·nik dvou jev· op¥t jevem, protoºe pro kaºdé dv¥ podm-
noºiny A, B ⊂ � platí

A \ (� \ B) = A ∩ B.
Hovo°íme p°itom o sou£asném nastoupení jev· A a B

Jevové pole je tedy systém podmnoºin základního prostoru
uzav°ený na kone£né pr·niky, spo£etná sjednocení a mnoºinové
rozdíly.

Jednotlivé mnoºiny A ∈ A nazýváme náhodné jevy (vzhle-
dem k A).

9.12. Pravd¥podobnostní prostor. Te¤ popí²eme, co bude
v na²em matematickém modelu pravd¥podobnost. Nejd°íve ale
je²t¥ p°ipomeneme názvosloví uºívané uº v první kapitole.

Terminologie

Pouºíváme následující názvy týkající se jev·:

• celý základní prostor � se nazývá jistý jev, prázdná podm-
noºina ∅ ∈ A se nazývá nemoºný jev;
• jednoprvkové podmnoºiny {ω} ∈ � se nazývají elementární

jevy;
• pr·nik jev· ∩i∈IAi odpovídá spole£nému nastoupení jev· Ai ,
i ∈ I ;
• sjednocení jev·∪i∈IAi odpovídá nastoupení alespo¬ jednoho

z jev· Ai , i ∈ I ;
• je-li A ∩ B = ∅, pak se jevy A,B ∈ A nazývají neslu£itelné,
• je-li A ⊂ B, pak °íkáme, ºe jev A má za d·sledek jev B;
• je-li A ∈ A, pak se jev B = � \ A nazývá opa£ný jev k jevu
A, pí²eme B = Ac.

Hned v prvním odstavci této £ásti jsme vid¥li p°íklad
pravd¥podobnosti de�nované na nekone£né mnoºin¥ elementár-
ních jev·. Obecn¥ budeme pravd¥podobnost chápat takto:

Pravd¥podobnost

De�nice. Pravd¥podobnostní prostor je jevové poleA podmnoºin
základního prostoru �, na kterém je de�nována skalární funkce
P : A→ R s následujícími vlastnosti:

• P je nezáporná, tj. P(A) ≥ 0 pro v²echny jevy A,
• P je spo£etn¥ aditivní, tj. P(∪i∈IAi) =∑i∈I P(Ai), pro ka-
ºdý nejvý²e spo£etný systém po dvou neslu£itelných jev·,
• pravd¥podobnost jistého jevu je 1.

Funkci P °íkáme pravd¥podobnost na jevovém poli (�,A).

Z de�nice okamºit¥ vidíme, ºe pro opa£né jevy platí

P(Ac) = 1− P(A).
Podobn¥ z·stávají v platnosti d·kazy, které jsme o s£ítání
pravd¥podobností odvodili pro kone£né systémy (protoºe vztahy
stejn¥ vºdy obsahovaly pouze kone£n¥ mnoho mnoºin � promys-
lete si podrobn¥ji!) Zejména tedy platí pro libovolnou mnoºinu k
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�ák £íslo Matika Fyzika D¥jepis �J T¥locvik
1 1 1 2 2 1
2 1 3 1 1 1
3 2 1 1 1 1
4 2 2 2 2 1
5 1 1 3 2 1
6 2 1 2 1 2
7 3 3 2 2 1
8 3 2 1 1 1
9 4 3 2 3 1
10 2 3 1 2 1

Ur£ete první hlavní komponentu t¥chto dat a vektor dat, který je-

jím pouºitím nahrazuje p·vodní data.

�e²ení. Vektory pozorování jsou x1 = (1, 1, 2, 2, 1), . . . ,
x10 = (2, 3, 1, 2, 1), jim odpovídající varian£ní matice pak


1,21 1,10 −0,330 −0,330 0,110
1,10 1, −0,300 −0,300 0,100
−0,330 −0,300 0,0900 0,0900 −0,0300
−0,330 −0,300 0,0900 0,0900 −0,0300
0,110 0,100 −0,0300 −0,0300 0,0100

 , . . . ,


0,0100 −0,100 0,0701 −0,0300 0,0100
−0,100 1, −0,700 0,300 −0,100
0,0701 −0,700 0,490 −0,210 0,0701
−0,0300 0,300 −0,210 0,0900 −0,0300
0,0100 −0,100 0,0701 −0,0300 0,0100


Výb¥rová varian£ní matice je pak

0,99 0,44 −0,078 0,26 −0,01
0,44 0,89 −0,22 0,22 −0,11
−0,078 −0,22 0,45 0,23 0,03

0,26 0,22 0,23 0,45 −0,078
−0,01 −0,11 0,033 −0,0778 0,100

 ,
její dominantní vlastní hodnota je pak cca 13,68

a jí p°íslu²ný jednotkový vlastní vektor je p°ibliºn¥

(0,70; 0,65;−0,13; 0,28;−0,07). Hlavní komponenta je tedy

(1,58; 2,73; 2,13; 2,93; 1,45; 1,93; 4,28; 3,48; 5,26; 3,71) □
Dal²í moºnou metodou vizualizace vícerozm¥rných dat je tzv.

shluková analýza, tou se ale zabývat nebudeme.

C. Klasická a podmín¥ná pravd¥podobnost

V první kapitole jsme se jiº seznámili s klasickou pravd¥podob-

ností, viz 1.13. Pro p°ipomenutí si uve¤me n¥které komplikovan¥j²í

p°íklady.

9.12. Ale²ovi zbylo 2500 K£ z po°ádání tábora. Ale² není ºádný ¬ou-
ma: 50 K£ p°idal z kasi£ky a rozhodl se jít hrát ruletu na automaty.

Ale² sází pouze na barvu. Pravd¥podobnost výhry p°i sázce na barvu
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jev· Ai vztah

P(∪ki=1Ai) =
k∑
i=1

P(Ai)−
k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

P(Ai ∩ Aj )+

+
k−2∑
i=1

k−1∑
j=i+1

k∑
ℓ=j+1

P(Ai ∩ Aj ∩ Aℓ)−

− · · ·+
+ (−1)k−1P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak).

Stejn¥ z·stává beze zm¥ny de�nice stochasticky nezávislých
jev·, která vystihuje p°edstavu, ºe u nezávisle probíhajících jev·
se jejich pravd¥podobnosti mají násobit.

Stochastická nezávislost

Jevy A a B jsou stochasticky nezávislé, jestliºe platí

P(A ∩ B) = P(A)P (B).
Je samoz°ejmé, ºe jev jistý a jev nemoºný jsou stochasticky nezá-
vislé na jakémkoliv jiném jevu.

P°ipome¬me, ºe vým¥nou jednoho z jev· Ai v systému po
dvou stochasticky nezávislých jev· A1, A2, . . . , za jev opa£ný Aci
dostaneme op¥t systém stochasticky nezávislých jev·, a platí vztah
(1.12) ze strany 23

P(A1 ∪ · · · ∪ Ak) = 1− P(Ac1 ∩ · · · ∩ Ack) =
= 1− (1− P(A1)) . . . (1− P(Ak)).

Základním p°íkladem pro nás i nadále z·stává tzv. klasická
kone£ná pravd¥podobnost, kterou jsme se p°i tvorb¥ matematic-
kého modelu inspirovali. P°ipome¬me, ºe v tomto p°ípad¥ je �
kone£ná mnoºina, jevovým polem A je systém v²ech podmnoºin
v � a klasická pravd¥podobnost je pravd¥podobnostní prostor
(�,A, P ) s pravd¥podobnostní funkcí P : A→ R,

P(A) = |A||�| .
To odpovídá p°edstav¥ o relativní £etnosti pA jevuA p°i náhodném
výb¥ru prvk· z mnoºinu �.

Na²e de�nice pravd¥podobnosti zaji²´uje rozumné chování na
rostoucích £i klesajících spo£etných °et¥zcích jev·:

9.13. V¥ta. Uvaºme pravd¥podobnostní prostor (�,A, P ) a ne-
klesající °et¥zec jev· A1 ⊂ A2 ⊂ . . . . Pak platí

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= lim
i→∞P(Ai).

Pokud je naopak A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . , potom platí

P

( ∞∩
i=1

Ai

)
= lim
i→∞P(Ai).

D·kaz. P°epí²eme uvaºované sjednocení jev· A = ∪∞
i=1Ai

pomocí neslu£itelných jev·

Ãi = Ai \ Ai−1,

de�novaných pro v²echna i = 2, 3, . . . , a klademe Ã1 = A1. Po-
tom

P(A) = P
( ∞∪
i=1

Ãi

)
=

∞∑
i=1

P(Ãi) = lim
k→∞

k∑
i=1

P(Ãi).
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je 18/37. Za£íná sázet na 10 K£ a pokud prohraje, v dal²í sázce vsadí

dvojnásobek toho, co v p°edchozí (pokud na to je²t¥ má, pokud ne, tak

kon£í s hrou � by´ by m¥l je²t¥ peníze na n¥jakou men²í sázku). Pokud

n¥jakou sázku vyhraje, v následující sázce hraje op¥t o 10 K£. Jaká

je pravd¥podobnost, ºe p°i tomto postupu vyhraje dal²ích 2550 K£?

(jakmile bude 2550 K£ v plusu, tak kon£í)

�e²ení. Nejprve spo£ítejme, kolikrát po sob¥ m·ºe Ale² prohrát. Za-

£íná-li s 10 K£, tak na n vsazení pot°ebuje

10+20+· · ·+10·2n−1 = 10·
(
n−1∑
i=0

2i
)
= 10·

(
2n − 1
2− 1

)
= 10·(2n−1).

Jak snadno nahlédneme, £íslo 2550 je tvaru 10(2n− 1) a to pro n = 8.
Ale² tedy m·ºe sázet osmkrát po sob¥ bez ohledu na výsledek sázky,

na dev¥t sázek by pot°eboval jiº 10(29− 1) = 5110 K£ a to v pr·b¥hu

hry nikdy mít nebude (jakmile bude mít 5100 K£, tak kon£í). Aby

tedy jeho hra skon£ila neúsp¥chem, musel by prohrát osmkrát v °ad¥.

Pravd¥podobnost prohry p°i jedné sázce je 19/37, pravd¥podobnost
prohry v osmi po sob¥ následujících (nezávislých) sázkách je tedy

(19/37)8. Pravd¥podobnost, ºe v t¥chto osmi hrách vyhraje 10 K£

(p°i daném postupu) je tedy 1− (19/37)8. Na to, aby vyhrál 2500 K£,

pot°ebuje 255 krát vyhrát po desetikorun¥. Tedy op¥t podle pravidla

sou£inu je pravd¥podobnost výhry(
1−

(
19
37

)8
)255

.= 0, 29.

Tedy pravd¥podobnost výhry je niº²í, neº kdyby vsadil rovnou v²e na

jednu barvu. □

9.13. Samostatn¥ si m·ºete vyzkou²et spo£ítat p°edchozí p°íklad

za p°edpokladu, ºe Ale² sází stejnou metodou jako v p°edchozím

p°íklad¥, kon£í v²ak aº v okamºiku, kdy nemá ºádné peníze (pokud

nemá na vsazení dvojnásobku £ástky prohrané v p°edchozí sázce, ale

má je²t¥ n¥jaké peníze, za£íná sázet znovu od 10 K£).

S podmín¥nou pravd¥podobností jsme se setkali jiº v první kapi-

tole, viz 1.20.

9.14. Z de�ni£ního vztahu podmín¥né pravd¥podobnosti (viz 9.14)

odvo¤te pro jev A a jev B, který je disjunktním sjednocením jev· B1,

B2, . . . , Bn vztah

P(A|B) =
n∑
i=1

P(A|Bi)P (Bi |B)(9.1)
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P°itom ale pro kone£né sou£ty máme

∞∑
i=1

P(Ãi) = P(A1)+
k∑
i=2

(
P(Ai)− P(Ai−1)

) = P(An)
díky p°edpokládaným vztah·m Ai−1 ⊂ Ai . Tím jsme dokázali
první tvrzení v¥ty.

Ve druhém tvrzení m·ºeme p°ejít od jev· Ai k jejich kom-
plement·m Bi = Aci . Ty pak spl¬ují p°edpoklady první £ásti v¥ty.
Komplement k uvaºovanému pr·niku je

B = Ac =
( ∞∩
i=1

Ai

)c
=

∞∪
i=1

Bi .

Druhé tvrzení nyní plyne ze vztahu

P(A) = 1− P(B) = lim
i→∞

(
1− P(Bi)

) = 1− lim
i→∞P(Bi)

a d·kaz je ukon£en. □

9.14. Podmín¥ná pravd¥podobnost. Pop°emý²lejme nad ná-
sledujícím úkolem. V p°edm¥tu X obvykle usp¥je
u zkou²ky 40% student·, v p°edm¥tu Y obvykle
usp¥je 80% student·. Zaslechneme-li na chodb¥ jed-
noho ze student· obou p°edm¥t· °íkat, ºe u zkou²ky

usp¥l, s jakou pravd¥podobností ²lo o p°edm¥t X?
Jak jsme stru£n¥ zmínili uº v odstavci 1.20 na stran¥ 23,

umíme takové úlohy formalizovat následovn¥.

De�nice. Nech´H je jev s nenulovou pravd¥podobností v jevovém
poli A v pravd¥podobnostním prostoru (�,A, P ). Podmín¥ná
pravd¥podobnost P(A|H) jevu A ∈ A vzhledem k hypotéze H
je de�nována vztahem

P(A|H) = P(A ∩H)
P (H)

.

De�nice odpovídá p°edstav¥ z klasické pravd¥podobnosti, ºe
jevy A a H nastanou zárove¬, za p°edpokladu, ºe jev H nastal,
s pravd¥podobností P(A ∩H)/P (H).

Je také vid¥t p°ímo z de�nice, hypotéza H a jev A jsou nezá-
vislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).

Na první pohled se m·ºe zdát, ºe zavedením podmín¥né
pravd¥podobnosti jsme nic nového nep°inesli. Ve skute£nosti jde
o velice d·leºitý p°ístup, ke kterému se budeme vracet i ve statis-
tice. Hypotéza totiº m·ºe mít charakter tzv. apriorní (tj. p°edem
p°edpokládané) pravd¥podobnosti a výsledné pravd¥podobnosti
pak °íkáme aposteriorní (tj. bereme ji jako d·sledek na²eho p°ed-
pokladu).

P°ímo z de�nice vyplývá následující výsledek.

Lemma. Nech´ jev B je disjunktním sjednocením jev· B1,
B2,. . . ,Bn. Potom

P(A|B) =
n∑
i=1

P(A|Bi)P (Bi |B)(9.2)
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�e²ení. V²imn¥me si nejprve, ºe jevyA∩B1, A∩B2,. . . ,A∩Bn jsou
rovn¥º disjunktní. M·ºeme tedy psát

P(A|B1 ∪ · · · ∪ Bn) = P (A ∩ (B1 ∪ · · · ∪ Bn))
P (B1 ∪ · · · ∪ Bn) =

= P ((A ∩ B1) ∪ (A ∩ B2) ∪ · · · ∪ (A ∩ Bn))
P (B)

=

=
∑n

i=1 P(A ∩ Bi)
P (Bi)

· P(Bi)
P (B)

=

=
n∑
i=1

P(A|Bi)P (Bi |B).

□

9.15. Máme £ty°i sá£ky a v nich následující po£ty koulí: v prvním

£ty°i bílé, ve druhém t°i bílé a jednu £ernou, ve t°etím dv¥ bílé a

dv¥ £erné a ve £tvrtém £ty°i £erné. Náhodn¥ vybereme sá£ek a z n¥j

za£neme bez vracení vytahovat koule. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe

a) první dv¥ vytaºené koule budou r·zných barev

b) a ºe druhá vytaºená koule bude bílá, jestliºe první vytaºená

koule byla bílá.

�e²ení. Protoºe ve v²ech sá£cích je stejný po£et koulí, je pravd¥po-

dobnost vytaºení libovolné z koulí, potaºmo libovolné dvojice koulí,

stejná. Budeme tedy p°íklad °e²it pomocí klasické pravd¥podobnosti

a) Celkem m·ºeme vytáhnout 24 r·zných dvojic koulí, z toho

je sedm dvojic sloºených z r·znobarevných koulí, hledaná

pravd¥podobnost je tedy 7/24.
b) Ozna£me A jev, ºe první vytaºená koule byla bílá, B jev, ºe

druhá vytaºená koule bude bílá. PotomP(B∩A) je pravd¥po-
dobnost, ºe první dv¥ vytaºené koule budou bílé a ta je po-

dobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ 10/24 = 5/12. A op¥t

klasickou pravd¥podobností m·ºeme spo£ítat i P(A), v²ech

koulí je 16, z toho 9 bílých. Celkem

P(B|A) = P(B ∩ A)
P (A)

=
5
12
9
16

= 20
27
.

Jiné °e²ení. Jev A m·ºeme uváºit jako sjednocení t°í disjunkt-

ních jev· A1, A2, resp. A3 a to, ºe jsme zvolili první sá£ek a z n¥j

vytáhli bílou kouli, ºe jsme zvolili druhý sá£ek a z n¥j vytáhli bí-

lou kouli a kone£n¥ ºe jsme zvolili t°etí sá£ek a z n¥j vytáhli bílou

kouli. Protoºe v kaºdém sá£ku je stejný po£et koulí, je pravd¥podob-

nost vytaºení libovolné (bílé) koule shodná a tudíº P(A) = 9
16 a
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D·kaz. V²imn¥me si nejprve, ºe jevy A ∩ B1, A ∩ B2, . . . ,
A ∩ Bn jsou rovn¥º disjunktní. M·ºeme tedy psát

P(A|B1 ∪ · · · ∪ Bn) = P (A ∩ (B1 ∪ · · · ∪ Bn))
P (B1 ∪ · · · ∪ Bn) =

= P ((A ∩ B1) ∪ (A ∩ B2) ∪ · · · ∪ (A ∩ Bn))
P (B)

=

=
∑n
i=1 P(A ∩ Bi)
P (Bi)

· P(Bi)
P (B)

=

=
n∑
i=1

P(A|Bi)P (Bi |B). □

Uvaºujme zvlá²tní p°ípad B = �. Pak jevy Bi m·ºeme inter-
pretovat jako �moºné stavy sv¥ta�, P(A|Bi) vyjad°uje pravd¥po-
dobnost jevu A, pokud je sv¥t v i�tém stavu, P(Bi |�) = P(Bi)

je pravd¥podobnost toho, ºe sv¥t se v i�tém stavu nachází. Podle
p°edchozího lemmatu platí

P(A) = P(A|�) =
n∑
i=1

P(A|Bi)P (Bi).

Tento vztah se nazývá vzorec pro celkovou pravd¥podobnost (nebo
v¥ta o úplné pravd¥podobnosti).

9.15. Bayesova v¥ta. Jednoduchým p°epsáním vzorce pro pod-
mín¥nou pravd¥podobnost dostáváme

P(A ∩ B) = P(B ∩ A) = P(A)P (B|A) = P(B)P (A|B).
Odtud okamºit¥ plyne velice d·leºitý d·sledek:

Bayes·v vzorec

V¥ta. Pro pravd¥podobnost jev· A a B platí

P(A|B) = P(A)P (B|A)
P (B)

(9.3)

P(A|B) = P(A)P (B|A)
P (A)P (B|A)+ P(Ac)P (B|Ac) .(9.4)

Prvnímu tvrzení se také °íká vzorec pro inverzní pravd¥podob-
nosti, zatímco druhé tvrzení je ozna£ováno jako 1. Bayes·v vzorec.

D·kaz. První tvrzení je jen p°epsáním výpo£tu p°ed v¥tou.
Abychom dostali druhé tvrzení v²imn¥me si, ºe

P(B) = P(B ∩ A)+ P(B ∩ Ac),
protom·ºeme podle vzorce pro celkovou pravd¥podobnost dosadit
P(B) = P(A)P (B|A) + P(Ac)P (B|Ac) do vzorce pro inverzní
pravd¥podobnost a dostáváme práv¥ druhé tvrzení v¥ty. □

Bayes·v vzorec bývá £asto formulován v lehce obecn¥j²ím
tvaru, který se dokáºe stejným zp·sobem jako (9.4):

Nech´ je základní prostor � sjednocením disjunktních jev·
A1,. . .An. Pak pro libovolné i ∈ {1, . . . , n} platí

(9.5) P(Ai |B) = P(B|Ai)P (Ai)∑n
i=1 P(B|Ai)P (Ai)

.
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P(A1|A) =
4

16
9

16
= 4

9 , P(A2|A) = 3
9 = 1

3 , P(A3|A) = 2
9 . Pouºi-

tím vztahu (9.2) pak dostáváme

P(B|A) =
= P(B|A1)P (A1|A)+ P(B|A2)P (A2|A)+ P(B|A3)P (A3|A) =
= P(B|A1) · P(A1)

P (A)
+ P(B|A2) · P(A2)

P (A)
+ P(B|A3) · P(A3)

P (P (A)
=

= 1 · 4
9
+ 2

3
· 3

9
+ 1

3
2
9
= 20

27
.

□

9.16. Mirek má £ty°i sá£ky, v kaºdém jsou bílé a £erné kuli£ky a to

v t¥chto po£tech: £ty°i bílé; t°i bílé a jedna £erná; dv¥ bílé a dv¥ £erné;

jedna bílá a t°i £erné. Mirek náhodn¥ jeden sá£ek vybral a náhodn¥

z n¥j vytáhl jednu kouli. Byla £erná. Mirek tento sá£ek zahodil a ná-

hodn¥ vybral jeden ze zbylých t°í sá£k· a z n¥j náhodn¥ jednu kouli.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe bude bílá?

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íklad¥, ozna£íme jako A jev,

ºe Mirek náhodn¥ vybral sá£ek a z n¥j náhodn¥ £ernou kouli. Tento

jev disjunktním sjednocením jev· Ai , i = 2, 3, 4, kde Ai je jev, ºe

Mirek vybral i-tý sá£ek a z n¥j potom £ernou kouli. Op¥t je pravd¥po-

dobnost vytaºení libovolné (£erné) koule stejná a tedy P(A2|A) = 1
6 ,

P(A3|A) = 2
6 = 1

3 a P(A4|A) = 3
6 = 1

2 . Nech´ B je jev, ºe Mirek

po zahození jednoho ze sá£k· vybral ze zbylých bílou kouli. Pokud

vyhodil druhý sá£ek, tak ve zbylých sá£cích je dohromady 7 bílých

koulí a pravd¥podobnost, ºe vytáhne jednu z nich je P(B|A1) = 7
12

(op¥t m·ºeme pouºít klasickou pravd¥podobnost, protoºe v kaºdém

sá£ku je stejný po£et koulí a tedy má kaºdá stejnou pravd¥podobnost,

ºe bude vytaºena). Obdobn¥ P(B|A2) = 8
12 a P(B|A3) = 9

12 . Pak

podle (5) je hledaná pravd¥podobnost
P(B|A) =
= P(B|A2)P (A2|A)+ P(B|A3)P (A3|A)+ P(B|A4)P (A4|A) =
= 7

12 · 1
6 + 8

12 · 1
3 + 9

12 · 1
2 = 25

36 . □

9.17. Mirek má £ty°i sá£ky, v kaºdém jsou bílé a £erné kuli£ky a to

v t¥chto po£tech: jedna bílá a jedna £erná; t°i bílé a jedna £erná; jedna

bílá a dv¥ £erné; jedna bílá a t°i £erné. Mirek náhodn¥ jeden sá£ek

vybral a náhodn¥ z n¥j vytáhl jednu kouli. Byla bílá. Mirek tento sá£ek

zahodil a náhodn¥ vybral jeden ze zbylých t°í sá£k· a z n¥j náhodn¥

jednu kouli. Jaká je pravd¥podobnost, ºe bude bílá?

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íklad¥ uváºíme jev A, totiº ºe

Mirek vybral náhodn¥ sá£ek a z n¥j náhodn¥ bílou kouli jako sjedno-

cení £ty° disjunktních jev· A1, A2, A3 a A4: Mirek vytáhl bílou kouli
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9.16. Poznámky. Nyní se m·ºeme snadno vypo°ádat s úvodní
otázkou z minulého odstavce. Dotaz si nejprve
malinko up°esníme. Uvaºujeme jev A p°edstavující
�student u zkou²ky usp¥l� a jevB, který °íká �student
byl zkou²en z p°edm¥tu X�. P°edpokládáme p°itom,

ºe pravd¥podobnosti zkou²ení z obou p°edm¥t· jsou stejné, tj.
P(B) = P(Bc ) = 0,5. Zatímco hledaná pravd¥podobnost
P(B|A) je zatím spí²e nejasná, pravd¥podobnost P(A|B) = 0,4
je dána p°ímo v zadání.

To je typický p°ípad pouºití Bayesových vzorc·. Kdyº p°itom
pouºijeme druhý z nich, v·bec nemusíme po£ítat P(A):

P(B|A) = P(B)P (A|B)
P (B)P (A|B)+ P(Bc )P (A|Bc ) =

= 0,5 · 0,4
0,5 · 0,4+ 0,5 · 0,8 =

1
3
.

Abychom si p°iblíºili roli apriorní pravd¥podobnosti hypotézy,
podívejme se je²t¥ na jeden p°íklad.

�ekn¥me, ºe testy p°ipravenosti a znalostí, na základ¥ kte-
rých jsou studenti p°ijímáni na univerzitu, mají následující spolehli-
vost v testování inteligence osob: 99% inteligentních osob má pozi-
tivní výsledek testu, zatímco u neinteligentních uchaze£· má 0,5%
z nich pozitivní výsledek testu. Chceme zjistit, s jakou pravd¥po-
dobností je náhodn¥ vybraný student na univerzit¥ inteligentní.

Máme tedy jev A �náhodn¥ zvolená osoba je inteligentní� a
jev B �osoba pro²la testem s pozitivním výsledkem�. Dle Baye-
sova vzorce m·ºeme op¥t rovnou spo£íst pravd¥podobnost, ºe na-
stal jev A za p°edpokladu, ºe nastal jev B. Musíme jen dodat v²eo-
becnou pravd¥podobnost p = p(A), ºe náhodn¥ zvolený uchaze£
o studium je inteligentní.

P(A|B) = p · 0,99
p · 0,99+ (1− p) · 0,005

.

V následující tabulce je spo£ten pro r·zné hodnoty p vyjád°ené
v jednotkách promile. V prvním sloupci tedy je výsledek za p°ed-
pokladu, ºe je mezi uchaze£i o studium kaºdý druhý inteligentní
atd.

p 500 100 50 10 1 0,1
P(A|B) 0,99 0,96 0,91 0,67 0,17 0,02

Pokud tedy je kaºdý druhý uchaze£ inteligentní, máme na uni-
verzit¥ pouºívající ná² test 99% inteligentních student·. Pokud ale
na²í p°edstav¥ o inteligenci odpovídá jen 1% populace a uchaze£i
jsou dobrým náhodným vzorkem, pak uº máme na univerzit¥ jen
zhruba dv¥ t°etiny inteligentních student· ...

P°edstavme si ale, ºe obdobné testování provedeme p°i
plo²ném testování výskytu n¥jaké nemoci, t°eba HIV. Dejme
tomu, ºe máme stejn¥ citlivý test jako vý²e a prov¥°íme jím o p°es-
távce mezi p°edná²kami v²echny p°ítomné studenty. V tomto
p°ípad¥ bychom m¥li p°edpokládat, ºe parametr p bude obdobný
jako u celé populace, tj. °ekn¥me jeden nakaºený z 10000 oby-
vatel, coº odpovídá poslednímu sloupci v tabulce. Pak ov²em
je výsledek testu katastro�cky nespolehlivý. Jen asi u 2 procent
pozitivn¥ otestovaných se jedná o skute£n¥ nemocné studenty!

V²imn¥me si, ºe problém je zap°í£in¥n jakýmkoliv malým
výskytem pozitivních výsledk· u zdravých osob. I kdybychom
zlep²ili test tak, ºe bude na 100% ú£inný p°i testu pozitivní osoby,
neovlivníme skoro v·bec výsledné pravd¥podobnosti v tabulce.

P°i léka°ské diagnostice vzácných chorob je p°i pozitivním vý-
sledku testu nutné provést dal²í test. P°itom výsledek prvního testu

538

a p°ed tím zahodil druhý, resp. t°etí, resp. £tvrtý sá£ek. Pravd¥podob-

nost vytaºení bílé koule z prvního sá£ku je P(A1) = 1
4 · 1

2 (jev A2 je

dán tím, ºe sou£asn¥ nastaly dva nezávislé jevy a to, ºe vytáhl první

sá£ek a ºe z prvního sá£ku vytáhl bílou kouli), podobn¥P(A2) = 1
4 · 34 ,

P(A3) = 1
4 · 1

3 , P(A4) = 1
4 · 1

4 . P(A) = P(A1)+ P(A2)+ P(A3)+
+P(A4) = 11

24 . V²imn¥me si, ºe pravd¥podobnost P(A) nem·ºeme

po£ítat klasickou pravd¥podobností, tedy prostým pod¥lením po£tu bí-

lých koulí ku po£tu v²ech koulí, protoºe nap°íklad pravd¥podobnost

vytaºení dané koule v prvním sá£ku je dvojnásobná oproti vytaºení

dané koule ze £tvrtého sá£ku. Pro podmín¥né pravd¥podobnosti pak

platí P(A1|A) = P(A1)/P (A) = 3
11 , P(A2|A) = 9

22 , P(A3|A) = 2
11 ,

P(A4|A) = 3
22 . Ozna£íme je²t¥ písmenemB jev, ºeMirek po zahození

jednoho ze sá£k· vytáhne bílou 3kouli a znovu budeme chtít pouºít

vztah (5). Zbývá je²t¥ dopo£ítat P(B|Ai), i = 1, . . . 4. Jev P(B|A1)

rozd¥líme na t°i disjunktní jevy B2, B3, B4, totiº ºe druhá vytaºená

koule byla z druhého, resp. t°etího, resp. £tvrtého sá£ku. Celkem

P(B|A1) = P(B2|A1)+ P(B3|A1)+ P(B4|A1) =
= 1

3
· 3

4
+ 1

3
· 1

3
+ 1

3
· 1

4
= 4

9
.

Obdobn¥

P(B|A2) = 1
3
· 1

2
+ 1

3
· 1

3
+ 1

3
· 1

4
= 13

36
,

P (B|A3) = 1
3
· 1

2
+ 1

3
· 3

4
+ 1

3
· 1

4
= 1

2
,

P (B|A4) = 1
3
· 1

2
+ 1

3
· 3

4
+ 1

3
· 1

3
= 19

36
.

Celkem pak

P(B|A) = P(B|A1)P (A1|A)+ P(B|A2)P (A2|A)+
+ P(B|A3)P (A3|A)+ P(B|A4)P (A4|A) =
= 4

9
· 3

11
+ 13

36
· 9

22
+ 1

2
· 2

11
+ 19

36
· 3

22
= 19

44
.

□

9.18. Dva st°elci vyst°elí kaºdý dv¥ rány na ter£. První má pravd¥po-

dobnost zásahu 80%, druhý 60%. V ter£i se na²ly dv¥ rány. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe ob¥ pat°í prvnímu st°elci?

�e²ení. Pravd¥podobnost zásahu prvního st°elce jsou tedy 4/5, dru-
hého 3/5. Uvaºme dva jevy:

A . . . v ter£i se na²li dva zásahy pat°ící prvnímu st°elci,

B . . . v ter£i se na²li dva zásahy.

Dle zadání úlohy máme zjistit P(B|A). Rozd¥lme jev B na ²est

disjunktních jev· podle toho, který st°elec a který sv·j výst°el do

ter£e umístil. Jevy uvedeme v tabulce a u kaºdého navíc spo£ítáme
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P(A|B)má roli apriorní pravd¥podobnosti P(A) p°i druhém testu.
Tento postup umoº¬uje �kumulovat zku²enost�.

V obou p°ípadech tedy musíme p°i p°íprav¥ testu dbát na to,
abychom si zajistili p°im¥°en¥ vysoké p. U procesu p°ijímání stu-
dent· na univerzitu to asi bude dobrý marketing univerzity, který
zajistí, aby se neinteligentní osoby hlásily v daleko men²í mí°e,
neº je jejich výskyt v populaci. U testování chorob nejspí² p·jde
o soub¥h dal²ích skute£ností a £inností (nap°. testování HIV pozi-
tivitu pouze u rizikových skupin obyvatelstva a podobn¥).

9.17. Borelovské mnoºiny. Vra´me se k jednoduchému a ná-
zornému p°íkladu statistik kolem výsledk· student·
v daném p°edm¥tu. Ten je a není podobný klasické
pravd¥podobnosti a s ní související statistice p°i há-

zení kostkou.
Na jedné stran¥ máme pouze kone£ný po£et student· a p°ipus-

tili jsme pouze kone£ný po£et moºných bodových hodnocení práce
studenta za semestr (nap°. celá £ísla od 0 do 20). Zárove¬ ale není
patrn¥ vhodné p°edstavovat si výsledky jednotlivých student· jako
analogii nezávislého házení pravidelnou kostkou. Jednak neexis-
tuje pravidelný 21�st¥n, ale hlavn¥ by to byla skute£n¥ divn¥ ve-
dená p°edná²ka.

Na základním (kone£ném) prostoru � v²ech student· máme
prost¥ de�novánu funkci bodového ohodnocení X : � → R,
která má tu vlastnost, ºe m·ºeme modelovat pravd¥podobnosti
p°íslu²nosti její hodnoty do p°edem zvoleného intervalu p°i ná-
hodném výb¥ru studenta. Nap°. m·ºeme chtít modelovat pravd¥po-
dobnost, ºe student usp¥l s hodnocením A nebo B. Pokud známe
výsledky v²ech student·, snadno dostaneme statistiky celého sou-
boru, nap°. výb¥rový pr·m¥r X̄ a sm¥rodatnou odchylku Sx .

Patrn¥ bychom od rozumn¥ vedené p°edná²ky a dobrých
student· o£ekávali, ºe nejvy²²í pravd¥podobnost výsledku bude
leºet n¥kde uprost°ed ²kály v �úsp¥²ném intervalu�, zatímco
ideální výsledek plného bodového zisku p°íli² pravd¥podobný
nebude. Stejn¥ tak bude p°íli² mnoho hodnot X v intervalu
neúsp¥²ných hodnot na v¥t²in¥ univerzit bráno jako výrazný
neúsp¥ch p°edná²ejícího.

�asto ale v podobných situacích máme k dispozici jen ná-
hodn¥ vybraných n¥kolik student· a známe p°íslu²né statistiky jen
pro tento vybraný vzorek. Pak se m·ºeme dívat na p°íslu²né hod-
noty jako na vektor (X1, . . . , Xk) a bude nás op¥t zajímat jakákoliv
funkce na tomto vektoru (nap°. n¥která z vý²e zmín¥ných statistik).

Je to typický p°íklad tzv. náhodných veli£in a náhodných vek-
tor·, jak je budeme de�novat v dal²ím odstavci. Budeme chtít um¥t
diskutovat pravd¥podobnost, ºe hodnota X padne do kteréhoko-
liv intervalu (a, b) ⊂ R s reálnými £ísly a, b a uzav°enými nebo
otev°enými konci intervalu. P°ípadn¥ budeme pot°ebovat totéº pro
vícerozm¥rné intervaly v Rk a vektory (X1, . . . , Xk).

Zkusme tedy uvaºovat £íselné veli£iny X na n¥jakém základ-
ním prostoru, tj. oby£ejné funkce X : � → R.
Chceme pracovat s pravd¥podobnostmi p°íslu²nosti
hodnoty X do p°edem zadaného intervalu. Musíme
proto uvést do souladu poºadavky na pravd¥podob-

nostní prostor v²ech jevových polí s vlastnostmi takových funkcí:

Borelovské mnoºiny v Rk

Na prostoru Rk uvaºujme nejmen²í jevové pole B obsahující
v²echny k�rozm¥rné intervaly. Mnoºinám v B °íkáme Borelovské
mnoºiny na Rk . Speciáln¥ pro k = 1 p·jde o v²echny mnoºiny,
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pravd¥podobnost toho, ºe nastane. Uv¥domíme si p°i tom, ºe kaºdá

uvaºovaná st°elba se skládá ze £ty° nezávislých jev·: výsledek st°elby

hrá£e A £i B v prvním £i druhém výst°elu. V tabulce zna£íme zásah

jedni£kou, minutí ter£e nulou.

1. st°elec 2.st°elec pst nastoupení jevu

B1 0 1 0 1 1
5 · 4

5 · 2
5 · 3

5

B2 0 1 1 0 24
252

B3 1 0 1 0 24
252

B4 1 0 0 1 24
252

B5 1 1 0 0 64
252

B6 0 0 1 1 9
252

Se£tením pravd¥podobnosti t¥chto disjunktních jev· dostáváme:

P(B) =
6∑
i=1

P(Bi) = 169/625.

Nyní m·ºeme p°istoupit k výpo£tu podmín¥né pravd¥podobnosti

podle vztahu z odstavce 9.14:

P(A|B) = P(A ∩ B)
P (B)

= P(B5)

P (B)
=

64
625
169
625

= 64
164
· 0,38.

□

9.19. Hodíme mincí. Pokud padne líc, dáme do krabice bílou

kule£níkovou kouli, pokud padne rub, dáme tam kouli £ernou. To

opakujeme n-krát. Potom poslepu vybereme z krabice jednu kouli a

nevrátíme ji zp¥t. Tato vybraná koule je bílá. Ur£ete pravd¥podobnost,

ºe dal²í poslepu vybraná koule je £erná.

�e²ení. V zadání není °e£eno, o jakou minci jde. Aby úloha v·bec

m¥la n¥jaký rozumný smysl,budeme p°edpokládat, ºe výsledky hod·

touto mincí jsou nezávislé a ºe existuje pravd¥podobnost padnutí lí-

cové strany. Tuto pravd¥podobnost ozna£íme p. Ze zadaného faktu, ºe

první vytaºená koule je bílá, usoudíme, ºe p > 0. Poznámku o tom,

ºe koule jsou kule£níkové, budeme chápat tak, ºe jednotlivé koule jsou

hmatem nerozli²itelné a tedy vyjád°ení �vybereme poslepu� ozna£uje

totéº, co �vybereme náhodn¥�. Jev �koule v krabici je bílá� odpovídá

jevu �v p°íslu²ném hodu mincí padl líc�. To znamená, ºe pravd¥po-

dobnostní prostor �náhodné vytaºení koule z krabice� je izomorfní

pravd¥podobnostnímu prostoru �hod mincí�. Z p°edpokládané nezá-

vislosti výsledk· jednotlivých hod· mincí plyne nezávislost barev ta-

ºených koulí. Touto úvahou dostáváme, ºe hledaná pravd¥podobnost

je rovna 1− p.
Je provedená úvaha p°esv¥d£ivá? O£ekáváme p°ece, ºe v plné

krabici je np bílých a n(1 − p) £erných koulí (p°esn¥ji °e£eno, celé
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které ze v²ech interval· obdrºíme kone£nými pr·niky a nejvý²e
spo£etnými sjednoceními.1

9.18. Náhodné veli£iny. Nyní uº máme v²echno p°ipraveno pro
de�nic náhodných veli£in a náhodných vektor·. Po-
znamenejme jiº p°edem, ºe pro klasickou kone£nou
pravd¥podobnost je náhodnou veli£inou kaºdá reálná
funkce X : � → R. Skute£n¥, na kone£né mnoºin¥

� nabývá X jen kone£n¥ mnoho hodnot a kaºdá podmnoºina v �
je jevem.

Náhodné veli£iny a vektory

De�nice. Náhodná veli£ina X na pravd¥podobnostním prostoru
(�,A, P ) je taková funkce X : �→ R, ºe vzor X−1(B) pat°í do
A pro kaºdou Borelovskou mnoºinu B ∈ B na R. Reálná funkce
PX(B) = P(X−1(B)) de�novaná na v²ech intervalech B ⊂ R se
nazývá rozd¥lení (pravd¥podobnosti) náhodné veli£iny X.

Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk) na (�,A, P ) je k�tice ná-
hodných veli£in Xi : �→ R de�novaných na stejném základním
pravd¥podobnostním prostoru (�,A, P ).

Jestliºe vybereme intervaly I1, . . . , Ik v R a de�nujeme
mnoºinu B = I1 × · · · × Ik , pak jist¥ existuje pravd¥podobnost
sou£asného výskytu v²ech k jev· Xi ∈ Ii . Díky aditivit¥ funkce
P tedy bude, obdobn¥ jako ve skalárním p°ípad¥, existovat reálná
funkce PX(B) = P(X−1(B)) de�novaná na v²ech k�rozm¥rných
intervalech B ⊂ Rk . Nazýváme ji rozd¥lení (pravd¥podobnosti)
náhodného vektoru X.

9.19. Distribu£ní funkce. Rozd¥lení náhodných veli£in za-
dáváme nej£ast¥ji pomocí pravidla, jak roste pravd¥podobnost
s p°ír·stkem intervalu B.

De�nice náhodné veli£iny zaji²´uje, ºe pro v²echny intervaly
I s krajními body a, b, −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞, existuje pravd¥podob-
nost jevu P(I). Budeme ji zapisovat stru£n¥ P(a < X < b), resp.
P(X < b) pokud je a = −∞, pro otev°ený interval I a obdobn¥
pro intervaly uzav°ené nebo z jedné strany uzav°ené. Ve speciálním
p°ípad¥ jediné hodnoty pí²eme P(X = a).

Podobn¥ u náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xk) pí²eme
stru£n¥ P(a1 < X1 < b1, . . . , ak < Xk < bk), pro sou£asné
nastoupení jev·, kdy hodnoty Xi padnou do uvedených interval·
(které mohou být také uzav°ené neohrani£ené apod.).

Distribu£ní funkce

De�nice. Distribu£ní funkcí náhodné veli£iny X je funkce
FX R → [0, 1] de�novaná pro v²echny x ∈ R vztahem2

FX(x) = P(X < x).

Distribu£ní funkcí náhodného vektoru (X1, . . . , Xk) je funkce
FX : Rk → R de�novaná pro v²echny x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk
vztahem

FX(x) = P(X1 < x1, . . . , Xk < xk).

1V této souvislosti se £asto také hovo°í o tzv. σ�algeb°e Borelovsky m¥°itel-
ných mnoºin na Rk a následující de�nici lze formulovat tak, ºe náhodné veli£iny
jsou Borelovsky m¥°itelné funkce.

2V literatu°e se stejn¥ £asto potkáváme také s de�nicí s neostrou nerovností,
tj. pravd¥podobnost P(X = x) je je²t¥ zapo£tena také. V takovém p°ípad¥ platí
obdobné vlastnosti jako ve v¥t¥ 9.20, jen je distribu£ní funkce zprava spojitá apod.
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£ásti t¥chto hodnot). Jednu bílou kouli jsme odstranili, takºe relativní

£etnost £erných koulí o n¥co vzroste a proto i pravd¥podobnost vy-

taºení £erné koule bude v¥t²í neº 1 − p. Neº budete £íst dále, po-

kuste se uhodnout, zda pravd¥podobnost vytaºení £erné koule bude

1 − p nebo v¥t²í, p°ípadn¥ jak tuto pravd¥podobnost ovlivní hodnota

n (po£et koulí v krabici p°ed vytahováním).

Úlohu budeme nyní °e²it pon¥kud so�stikovan¥ji. Ozna£meBi jev

�v plné krabici je i bílých koulí� (z°ejm¥ i ∈ {0, 1, 2, . . . , n}), A jev

�první vytaºená koule je bílá� aC jev �druhá vytaºená koule je £erná�.

Jev Bi je vlastn¥ jevem, ºe v sérii n hod· mincí padl líc i-krát, tedy

P(Bi) =
(
n

i

)
pi(1− p)n−i .

Podmín¥ná pravd¥podobnost vytaºení bílé koule za podmínky, ºe v

krabici je práv¥ i bílých koulí, je rovna

P(A|Bi) = i

n
.

Zajímá nás pravd¥podobnost jevu C kdyº víme, ºe nastal jev A, tedy

P(C|A). Pon¥vadº jevy Bi jsou neslu£itelné, jsou neslu£itelné i jevy

C ∩ Bi . Sou£asn¥ platí C = ∪n
i=0(C ∩ Bi) a toto sjednocení je dis-

junktní. Proto m·ºeme psát

P(C|A) = P
(

n∪
i=0

(C ∩ Bi)|A
)
=

n∑
i=0

P
(
(C ∩ Bi) ∩ A

)
P(A)

=

= 1
P(A)

n∑
i=0

P
(
C ∩ (A ∩ Bi)

) =
= 1
P(A)

n∑
i=0

P(A ∩ Bi)P (C|A ∩ Bi) =

= 1
P(A)

n∑
i=0

P(Bi)P (A|Bi)P (C|A ∩ Bi).

Za pravd¥podobnost P(A) m·ºeme je²t¥ dosadit ze vzorce pro celko-

vou pravd¥podobnost a dostaneme

(9.2)

P(C|A) =

n∑
i=0
P(Bi)P (A|Bi)P (C|A ∩ Bi)

P (A)
=

=

n∑
i=0
P(Bi)P (A|Bi)P (C|A ∩ Bi)

n∑
i=0
P(Bi)P (A|Bi)

.

Tato formulka bývá n¥kdy nazývána 2. Bayes·v vzorec; obecn¥ platí

za p°edpokladu, ºe prostor � je disjunktním sjednocením jev· Bi .
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Je-li z kontextu z°ejmé, které veli£iny se distribu£ní funkce týká,
její ozna£ení vypou²tíme, tj. pí²eme F(x).

Dal²í v¥ta nás ujistí, ºe pro kaºdou náhodnou veli£inu umíme
výhradn¥ z distribu£ní funkce po£ítat pravd¥podobnosti, ºe hod-
notyX padnou do jakéhokoliv intervalu, tj. ve skute£nosti do jaké-
koliv Borelovské mnoºiny B.

9.20. V¥ta. Pro kaºdou náhodnou veli£inu X má její distribu£ní
funkce F : R→ [0, 1] následující vlastnosti
(1) F je neklesající funkce;
(2) F má v kaºdém bod¥ x ∈ R limitu zleva i limitu zprava;
(3) F je zleva spojitá;
(4) v nevlastních bodech má F limity

(9.6) lim
x→∞F(x) = 1, lim

x→−∞F(x) = 0;
(5) pravd¥podobnost, ºe X nabývá práv¥ hodnotu x je dána

(9.7) P(X = x) = lim
y→x+

F(y)− F(x).
(6) Distribu£ní funkce náhodné veli£iny má vºdy nejvý²e spo£etn¥

mnoho bod· nespojitosti.

D·kaz. D·kaz spo£ívá ve vcelku jednoduchým p°ímých
výpo£tech. Zejména si uv¥domme, ºe jevy a ≤ X < b a X < a

jsou disjunktní a proto platí

P(a ≤ X < b) = P(X < b)− P(X < a) = F(b)− F(a).
Odtud jiº okamºit¥ z de�nice pravd¥podobnosti plyne první doka-
zovaná vlastnost.

Dal²í dv¥ tvrzení odvodíme z vlastností pravd¥podobnosti na
rostoucích £i klesajících °et¥zcích jev·, které jsme odvodili ve v¥t¥
9.13. Zvolme nerostoucí posloupnost £ísel rn > 0 konvergující k 0
a uvaºujme jevy An zadané poºadavkem X < x − rn. Sjednocení
v²ech t¥chto jev· je práv¥ jev A zadaný nerovností X < x. Jev
A p°itom pochopiteln¥ nezávisí na volb¥ posloupnosti rn. Podle
prvního tvrzení v¥ty 9.13 tedy bude

P(A) = lim
n→∞P(An).

To v²ak podle testu konvergence funkcí pomocí posloupností (viz
str. 256) znamená, ºe limita zleva funkce FX v bode x existuje a
je rovna P(A). To dokazuje polovinu tvrzení (2) a zárove¬ tvrzení
(3).

Zcela obdobn¥ m·ºeme pomocí zvolené posloupnosti £ísel rn
de�novat jevy An odpovídající hodnotám Xn < x + rn. tentokrát
máme nerostoucí °et¥zec A1 ⊃ A2 ⊃ . . . a jejich pr·nikem bude
jev X ≤ x. Pro pravd¥podobnost jevu A platí, podle druhé vlast-
nosti z v¥ty 9.13,

P(A) = lim
n→∞P(An) = P(X ≤ x),

coº ov¥°uje ºe limita zprava funkce F v bod¥ x existuje. Zárove¬
jsme p°itom ov¥°ili i vlastnost (5).

Limitní hodnoty z vlastnosti (4) v¥ty se odvodí zcela obdobn¥
s pouºitím v¥ty 9.13, jak jsme vý²e spo£etli limity zleva a zprava
vý²e. V prvém p°ípad¥ p·jde o jevy An zadané pomocí X < rn,
pro jakoukoliv rostoucí posloupnost rn →∞. Jejich sjednocením
bude jev jistý �. Ve druhém p°ípad¥ p·jde o jevy An zadané po-
mocí X < rn pro jakoukoliv klesající posloupnost rn → −∞ a
jejich pr·nikem bude jev nemoºný.
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Je²t¥ si uv¥domíme, ºe podle zadání úlohy jsme alespo¬ jednou

hodili mincí a tedy n ≥ 1. Nyní m·ºeme vypo£ítat

n∑
i=0

P(Bi)P (A|Bi) =
n∑
i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i · i

n
=

=
n∑
i=1

(n− 1)!
(i − 1)!(n− i)! p

i(1− p)n−i =

=
n−1∑
i=0

(n− 1)!
i!(n− i − 1)!

pi+1(1− p)n−i−1 =

= p
n−1∑
i=0

(
n− 1
i

)
pi(1− p)n−1−i =

= p(p + (1− p))n−1 = p,

n∑
i=0

P(Bi)P (A|Bi)P (C|A ∩ Bi) =

=
n∑
i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i · i

n
· n− i
n− 1

=

=
n−1∑
i=1

(n− 2)!
(i − 1)!(n− i − 1)!

pi(1− p)n−i =

=
n−2∑
i=0

(n− 2)!
i!(n− 2− i)! p

i+1(1− p)n−i−1 =

=p(1− p)
n−2∑
i=0

(
n− 2
i

)
pi(1− p)n−2−i =

=
{
p(1− p), n > 1
0, n = 1,

takºe po dosazení do druhého Bayesova vzorce dostaneme hledanou

pravd¥podobnost

P(C|A) =
{

0, n = 1,
1− p, n > 1.

Jednoduchá úvaha o izomor�i pravd¥podobnostních prostor· tedy dala

správný výsledek; výpo£et pouze upozornil na triviální p°ípad n = 1.
□

9.20. V jedné v¥domostní sout¥ºi bylo hlavní výhrou Ferrari 599

GTB Fiorano. Sout¥ºící, který se dostal do posledního kola, byl p°ive-

den p°ed t°i stejná vrata. Podmínkou získání výhry bylo správn¥ uhod-

nout, za kterými vraty se automobil nachází. Sout¥ºící jedna vrata

ozna£il a poté asistent otev°el jedna z neozna£ených vrat. Za nimi byla

koza. Poslední sout¥ºní otázkou bylo, zda sout¥ºící chce sv·j tip m¥nit.
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Zbývá dokázat poslední tvrzení. Podle jiº dokázaných vlast-
ností jsou body nespojitosti distribu£ní funkce práv¥ ty hodnoty
x, ve kterých má náhodná veli£ina tuto hodnotu s nenulovou
pravd¥podobností, tj. P(X = x) ̸= 0. Ozna£me nyníMn mnoºinu
t¥ch bod· x, pro které je P(X = x) > 1

n
. Evidentn¥ je mnoºina

M v²ech bod· nespojitosti dána jako sjednocení M = ∪∞
n=2.

Protoºe je ale sou£et pravd¥podobností disjunktních jev· vºdy
nejvý²e jedna, nem·ºe obsahovat Mn více neº n − 1 prvk·. Je
tedyM spo£etným sjednocením kone£ných mnoºin a je tedy sama
spo£etná. □

Nyní je z°ejmé, ºe m·ºeme z distribu£ní funkce snadno
spo£íst pravd¥podobnost, ºe hodnota náhodné veli£iny padne do
jakéhokoliv daného intervalu. Zadává tedy skute£n¥ distribu£ní
funkce FX celé rozloºení pravd¥podobnostní náhodné veli£iny X.

9.21. Diskrétní a spojité náhodné veli£iny. Náhodné veli£iny se
chovají zásadn¥ odli²n¥ podle toho, jestli je ve²kerá
nenulová pravd¥podobnost �soust°ed¥na do n¥ko-
lika kone£ných hodnot� nebo je naopak �spojit¥

rozprost°ena� po (£ásti) reálné osy.

Diskrétní náhodné veli£iny

Jestliºe náhodná veli£ina X na pravd¥podobnostním pro-
storu (�,A, P ) nabývá jen kone£n¥ mnoha r·zných hodnot
x1, x2, . . . , xn ∈ R nebo p°ípadn¥ spo£etn¥ mnoha reálných
hodnot x1, x2, . . . , °íkáme, ºe jde o diskrétní náhodnou veli£inu.

De�nujeme pak pravd¥podobnostní funkci f (x) vztahem

f (x) =
{
P(X = xi) x = xi
0 jinak.

Protoºe je pravd¥podobnost spo£etn¥ aditivní a jednotlivé jevy
X = xi jsou disjunktní, je sou£et v²ech hodnot f (xi) dán bu¤
kone£ným sou£tem nebo absolutn¥ konvergentní °adou∑

i

f (xi) = 1.

Pro rozd¥lení pravd¥podobnosti veli£iny X platí

P(X−1(B)) =
∑
xi∈B

f (xi)

a tedy zejména je distribu£ní funkce tvaru

FX(t) =
∑
xi<t

f (xi).

V²imn¥me si, ºe distribu£ní funkce F(x) diskrétní náhodné
veli£iny je po £ástech konstantní a F(x) = 1 pro x v¥t²í neº
v²echna xi .

Kaºdá náhodná veli£ina de�novaná na klasickém kone£ném
pravd¥podobnostním prostoru je diskrétní.

I kdyº hodnoty náhodné veli£inyX nejsou diskrétní, m·ºeme
postupovat podobn¥. Intuitivn¥ lze p°i in�nitesimální zm¥n¥ hod-
noty x o p°ír·stek dx uvaºovat takto: hustotu f (x) pravd¥podob-
nosti pro náhodnou veli£inu X si p°edstavíme jako

P(x ≤ X < x + dx) = f (x)dx.
To znamená, ºe chceme pro −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞

P(a ≤ X < b) =
∫ b

a

f (x)dx.
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�e²ení. Nevyslovený p°edpoklad úlohy je ten, ºe sout¥ºící zmín¥ný

automobil chce získat. Nejd°íve zkuste ov¥°it, jak spolehlivou intu-

ici pro náhodné jevy jiº máte. M·ºete uvaºovat nap°íklad takto: �Za

jedn¥mi ze zbývajících dvou vrat je Ferrari, za kaºdými z nich se stej-

nou pravd¥podobností. Proto je jedno, která vrata jsou ozna£ená a

nemá smysl sv·j tip m¥nit.� Nebo: �Pravd¥podobnost, ºe jsem si hned

na za£átku tipnul správn¥ je 1
3 . Na této pravd¥podobnosti ta ukázaná

koza nic nezm¥ní, takºe pravd¥podobnost, ºe jsem tipoval ²patn¥ je 2
3 .

Proto kdyº tip zm¥ním, tak s pravd¥podobností 2
3 vyhraji.�

Zm¥nit tip je rozumné pouze v p°ípad¥, ºe pravd¥podobnost au-

tomobilu za neozna£enými a neotev°enými vraty je v¥t²í, neº jeho

pravd¥podobnost za vraty ozna£enými. Pro výpo£et si ozna£íme jevy

H �p·vodní tip je správný�, A �tip byl zm¥n¥n� a C �sout¥ºící vy-

hrál�. Zajímají nás tedy pravd¥podobnosti P(C|A) a P(C|Ac).
Sout¥ºící nejprve ozna£il jedna vrata ze t°í, Ferrari je jen za

jedn¥mi z nich. Tedy

P(H) = 1
3
, P (H c) = 1− 1

3
= 2

3
.

Zm¥nu tipu povaºujeme za jev nezávislý na tipu p·vodním, tedy

P(A|H) = P(A|H c) = P(A), P (Ac|H) = P(Ac|H c) = P(Ac).
Pokud p·vodní tip byl správný a sout¥ºící rozhodnutí zm¥nil, pak ne-

mohl vyhrát; naopak, pokud p·vodní tip byl ²patný a sout¥ºící rozhod-

nutí zm¥nil, vyhrál jist¥, tedy

P(C|A ∩H) = 0 = P(C|Ac ∩H c),

P (C|Ac ∩H) = 1 = P(C|A ∩H c).

Ze druhého Bayesova vzorce (∥9.2∥) nyní dostaneme

P(C|A) =
=P(H)P (A|H)P (C|A ∩H)+ P(H

c)P (A|H c)P (C|A ∩H c)

P (A)
=

=P(H c) = 2
3

a analogicky

P(C|Ac) =

=P(H)P (A
c|H)P (C|Ac ∩H)+ P(H c)P (Ac|H c)P (C|Ac ∩H c)

P (Ac)
=

=P(H) = 1
3
.

Dostali jsme, ºe P(C|A) > P(C|Ac), a proto je výhodné zm¥nit tip.

□

9.21. Máme dva sá£ky. V jednom jsou dv¥ bílé a dv¥ £erné v druhém

jedna bílá a dv¥ £erné. Náhodn¥ vybereme sá£ek a z n¥j postupn¥ (bez
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Spojité náhodné veli£iny

Náhodná veli£inaX, pro kterou existuje její hustota pravd¥po-
dobnosti f spl¬ující

FX(b) =
∫ b

−∞
f (x)dx,

se nazývá spojitá náhodná veli£ina.

V²imn¥me si, ºe distribu£ní funkce F(x) spojité náhodné
veli£iny X je vºdy diferencovatelná a její derivace se rovná hus-
tot¥ pravd¥podobnosti X, tj. platí F ′(x) = f (x).

Samoz°ejm¥ se také m·ºeme setkat se smí²eným chováním
u veli£in, které mají £ást pravd¥podobnosti rozprost°enu
spojit¥, n¥kterých hodnot ale nabývají s nenulovou
pravd¥podobností. P°edstavme si t°eba chaotického
p°edná²ejícího, který s pravd¥podobností p z·stává stát

na míst¥ za °e£nickým pultíkem, jakmile se v²ak odtud pohne,
je jeho pozice v kterémkoliv jiném míst¥ na stupínku stejn¥
pravd¥podobná.

Bude tedy p°íslu²ná náhodná veli£ina udávající jeho polohu
mít distribu£ní funkci (zavádíme si sou°adnice tak, ºe pultík je v po-
zici 0 a posluchárna je ohrani£ena hodnotami ±1)

F(t) =


0 je-li t ≤ −1
1−p

2 (t + 1) je-li t ∈ (−1, 0)
p + 1−p

2 (t + 1) je-li t ∈ [0, 1)
1 je-li t ≥ 1.

Distribu£ní funkce takovýchto veli£in m·ºeme £asto
p°ímo vyjad°ovat pomocí Riemannova-Stieltjesova integrálu
F(t) = ∫ t

−∞ f (x)d(g(x)), který jsme zavedli v odstavci 6.48 na
stran¥ 369. V p°edchozím p°íkladu bychom zvolili t°eba f (x) = 1
a

g(x) =


−1 pro x ≤ −1
1−p

2 x pro −1 < x < 0
1−p

2 x + p pro 0 ≤ x < 1
1+p

2 pro x ≥ 1.
P°ipome¬me, ºe distribu£ní funkce nem·ºe mít více neº spo£etn¥
mnoho bod· nespojitosti.

9.22. N¥kolik diskrétních rozd¥lení. Poºadavky na vlastnosti
rozd¥lení náhodných veli£in zpravidla vychází z mo-
delovaných situací a ve skute£nosti pak ani nemáme
moc moºností, jak rozd¥lení pravd¥podobnosti m·ºe
vypadat.

Uvedeme p°ehled nejjednodu²²ích diskrétních rozd¥lení.

Degenerované rozd¥lení

Rozd¥lení odpovídající konstantní náhodné veli£in¥X = µ se
nazývá degenerované rozd¥lení Dg(µ).

Jeho distribu£ní funkce FX a pravd¥podobnostní funkce fX
jsou dány

FX(t) =
{

0 t ≤ µ
1 t > µ

fX(t) =
{

1 t = µ
0 jinak

.

Nyní popi²me pokus s pouze dv¥ma moºnými výsledky, kte-
rým budeme °íkat zdar a nezdar. Pokud má zdar pravd¥podobnost
p, pak nezdar musí mít pravd¥podobnost 1− p.
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vracení) dv¥ koule. Jaká je pravd¥podobnost, ºe druhá vytaºená bude

£erná, jestliºe první vytaºená koule byla bílá. ⃝

D. Co je pravd¥podobnost?

Nejprve si p°ipome¬me geometrickou pravd¥podobnost, jak jsme

se s ní setkali v 1.21.

9.22. Bu�onova jehla. Jehlu o délce l házíme na sí´ rovnob¥ºek

tvo°ících pásy o ²í°ce l. Jaká je pravd¥podobnost, ºe jehla po dopadu

z·stane v pozici protínající n¥kterou rovnob¥ºku?

�e²ení. Pozice jehly po dopadu je dána dv¥ma nezávislými parametry,

totiº vzdáleností d jejího st°edu od nejbliº²í rovnob¥ºky, (d ∈ [0, l/2])
a úhlem α (α ∈ [0, π/2]), který jehla svírá s rovnob¥ºkami. Pod-

mínka, ºe jehla protne n¥kterou z rovnob¥ºek je ekvivalentní nerov-

nosti l/2 sinα > d. Oblast moºných jev·, moºných dvojic (α, d), je

obdélník π/2 × l/2. P°íznivé jevy, tedy ty dvojice (α, d), pro které

l/2 sinα > d, odpovídají bod·m v obdélníku leºícím pod k°ivkou

l/2 sinα (p°i£emº za prom¥nnou povaºujeme α, kterou vyná²íme na

osu x). Obsah útvaru je podle 6.35∫ π
2

0

l

2
sinα dα = l

2
.

Hledanou pravd¥podobnost tak ur£íme (viz 1.21) jako

l
2

π
2 · l2

= 2
π
.

□
Následující (známý) p°íklad, ve kterém rovn¥º vyuºijeme geome-

trickou pravd¥podobnost, ilustruje, ºe si musíme dávat velký pozor na

to, co povaºujeme za �z°ejmé�

9.23. Bertrand·v paradox. Ur£ete pravd¥podobnost toho, ºe ná-

hodn¥ vybraná t¥tiva v dané kruºnici budemít délku v¥t²í, neº je strana

rovnostranného trojúhelníka vepsaného do této kruºnice.

�e²ení. Ukáºeme t°i r·zné zp·soby, jak �tuto� pravd¥podobnost od-

vodit.

1) Kaºdá t¥tiva je jednozna£n¥ dána svým st°edem. Její náhodný

výb¥r je tedy dán náhodným výb¥rem jejího st°edu. T¥tiva je del²í

neº strana vepsaného rovnostranného trojúhelníka, leºí-li její st°ed

uvnit° soust°edné kruºnice o polovi£ním polom¥ru. St°ed vybíráme

�náhodn¥� z celé kruºnice, je tedy pravd¥podobnost, ºe padne do

vnit°ního kruhu dána pom¥rem obsah· t¥chto kruh·, tedy je to 1
4 .

2) Oproti p°edcházejícímu odvození provedeme úvahu, ºe hledaná

pravd¥podobnost by m¥la být stejná, omezíme-li se pouze na t¥tivy
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Alternativní rozd¥lení

Rozd¥lení náhodné veli£iny X s dv¥ma hodnotami 0 pro ne-
zdar a 1 pro zdar, p°i£emº zdar nastává s pravd¥podobností p,
°íkáme alternativní rozd¥lení A(p). Jeho distribu£ní a pravd¥po-
dobnostní funkce jsou tvaru:

FX(t) =


0 t ≤ 0
1− p 0 < t ≤ 1
1 t > 1

fX(t) =


p t = 1
1− p t = 0
0 jinak.

Uvaºme dále rozd¥lení veli£iny X odpovídající n�krát nezá-
visle opakovanému pokusu popsanému alternativním rozd¥lením,
p°i£emº na²e náhodná veli£ina m¥°í po£et zdar·. Je tedy zjevné,
ºe pravd¥podobnostní funkce bude mít nenulové hodnoty práv¥
v celých £íslech 0, . . . , n odpovídajícím celkovému po£tu úsp¥ch·
v pokusech (a nezáleºí nám na po°adí).

Binomické rozd¥lení

Binomické rozd¥lení Bi(n, p) má pravd¥podobnostní funkci

fX(t) =
{(

n
t

)
pt (1− p)n−t t ∈ {0, 1, . . . , n}

0 jinak
.

Na obrázku jsou pravd¥podobnostní funkce pro Bi(50, 0,2), a
Bi(50, 0,9). Rozd¥lení pravd¥podobnosti odpovídá intuici, ºe nej-
více výsledk· bude blízko u hodnoty np:

Uvaºujme nezávisle provád¥né pokusy s alternativním
rozd¥lením pravd¥podobnosti A(p) jako u binomického rozd¥lení
a zvolme si kladné p°irozené £íslo r. Budeme pokra£ovat
v pokusech tak dlouho, dokud nenastane práv¥ r zdar·.

Náhodná veli£ina X bude dána po£tem nezdar· p°edcházejí-
cích r-tému zdaru. V p°ípad¥ r = 1 tedy jsme zp¥t u na²eho
p°íkladu z 9.10. Náhodný jevX = k nastane, práv¥ kdyº v prvních
k + r − 1 pokusech nastane práv¥ r − 1 zdar· a p°itom zárove¬
v (k + r)-tém pokusu nastane zdar.

Geometrické rozd¥lení

Náhodná veli£ina X, která je dána po£tem nezdar· p°ed dosa-
ºením práv¥ r-tého zdaru, má rozd¥lení pravd¥podobnosti

P(X = k) =
(
k + r − 1
r − 1

)
pr(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . .

Tomuto rozd¥lení ºe také °íká negativn¥ binomické rozd¥lení,
v p°ípad¥ r = 1 pak geometrické rozd¥lení.
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daného sm¥ru. St°edy t¥tiv jednoho sm¥ru leºí v dané kruºnici na jedi-

ném jejím pr·m¥ru daného sm¥ru. St°edy vyhovujících t¥tiv pak jsou

ty z tohoto pr·m¥ru, které leºí uvnit° vnit°ní kruºnice (viz p°edchozí

bod), tedy na jejím pr·m¥ru daného sm¥ru. Pom¥ry pr·m¥r· kruºnic

jsou 1 : 2, hledaná pravd¥podobnost je tedy 1
2 .

3) T¥tiva kruºnice je téº ur£ena svými krajními body (leºícími na kru-

ºnici). Pokud jeden z krajních bod· t¥tivy, °ekn¥me A, �xujeme (op¥t

vzhledem k symetrii by to nem¥lo ovlivnit výslednou pravd¥podob-

nost), tak druhý, aby t¥tiva vyhov¥la poºadavku, musí leºet na krat²ím

oblouku BC, kde ABC je rovnostranný trojúhelník vepsaný do dané

kruºnice. Délka tohoto oblouku £iní jednu t°etinu z obvodu kruºnice.

Hledaná pravd¥podobnost je tedy 1
3 .

Jak je moºné, ºe nám vy²la pokaºdé jiná pravd¥podobnost? Za-

dání úlohy je totiº nejednozna£né. Je nutné speci�kovat, co to znamená

�náhodný� výb¥r t¥tivy. Kaºdý ze t°í pravd¥podobností popisuje hle-

danou pravd¥podobnost p°i vybírání t¥tivy popsaným zp·sobem. Tyto

zp·soby nejsou ekvivalentní, coº krom¥ spo£tené pravd¥podobnosti

potvrzuje i rozloºení st°ed· takto vybíraných t¥tiv: v prvním p°ípad¥

jsou st°edy rovnom¥rn¥ rozmíst¥ny uvnit° celé kruºnice. Ve druhém a

ve t°etím p°ípad¥ je v¥t²í koncentrace st°ed· u st°edu dané kruºnice.

□

9.24. Dv¥ obálky. V kaºdé ze dvou obálek je umíst¥na ur£itá suma

pen¥z. Víme, ºe v jedné obálce je dvojnásobek toho, co v druhé.

M·ºeme si zvolit jednu z obálek (a vzít si obnos v ní). Po volb¥ jsme

dotázáni, jestli nechceme výb¥r zm¥nit (a vzít si sumu z druhé obálky).

Je výhodné svoje rozhodnutí zm¥nit?

�e²ení. Na první pohled musí být úpln¥ jedno, kterou obálku zvolíme.

Pravd¥podobnost, ºe si vybereme tu s v¥t²ím obnosem je 1/2, nemá

tedy smysl rozhodnutí m¥nit.

Prove¤me v²ak následující úvahu: v prvn¥ zvolené obálce je suma

a. Ve druhé je tedy obnos a/2, £i 2a, a to kaºdý s polovi£ní pravd¥po-
dobností. Pokud tedy zm¥níme své rozhodnutí, tak s pravd¥podob-

ností 1/2 získáme obnos a/2, s pravd¥podobností 1/2 obnos 2a, tedy
pr·m¥rn¥

1
2
a

2
+ 1

2
2a = 5

4
a.

Bylo by tedy výhodné volbu zm¥nit. Co je ²patného na této úvaze?

Je to n¥kolik v¥cí. Je to pr·m¥rování �ktivních výher a/2 a 2a.
Situace je totiº dána dv¥ma obálkami s výhrami a a 2a. P°i zm¥n¥

obálky budou na²e výhry op¥t bu¤ a (pokud jsme si na po£átku vy-

brali obálku se sumou 2a), nebo 2a (pokud jsme si na poprvé vybrali
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Geometrické rozd¥lení se ve fyzice objevuje u tzv.
Einsteinovy�Boseovy statistiky.

9.23. Poissonovo rozd¥lení. V praktických úlohách £asto úvaha
o binomickém rozd¥lení vede k dal²ím modelovým
p°ípad·m.

Uvaºme situaci, kdy do n p°ihrádek rozd¥lujeme
r vzájemn¥ nerozli²itelných p°edm¥t·. Umíst¥ní kte-

réhokoliv p°edm¥tu do pevn¥ zvolené p°ihrádky má pravd¥podob-
nost 1/n (kaºdá z nich je stejn¥ pravd¥podobná).

Náhodnou veli£inu, která popisuje po£et X p°edm¥t· v jedné
pevn¥ zvolené p°ihrádce m·ºeme popsat následovn¥. Máme moº-
nosti hodnot X = k, kde k = 0, . . . , r a pravd¥podobnost jednot-
livých hodnot je

P(X = k) =
(
r

k

)(
1
n

)k (
1− 1

n

)r−k
=
(
r

k

)
(n− 1)r−k

nr
.

Jde proto o rozloºení X typu Bi(r, 1/n).
S takovouto veli£inou se m·ºeme potkat nap°. u popisu fyzi-

kální soustavy s velikým po£temmolekul plynu. P°ihrádky p°edsta-
vují malé objemy prostoru a sledujeme rozloºení molekul. Zajímá
nás pak, co se bude dít s veli£inami Xn, kdyº bude vzr·stat po£et
p°ihrádek n spole£n¥ s po£tem p°edm¥t· rn tak, ºe v pr·m¥ru nám
na kaºdou p°ihrádku bude p°ipadat (p°ibliºn¥) stejný po£et prvk·
λ.

Zajímá nás tedy chování na²eho rozd¥lení veli£inXn p°i limit-
ním p°echodu n→∞. Standardní úpravy (m·ºeme je brát i jako
výzvu k opakování postup· z analýzy funkcí jedné prom¥nné!) ve-
dou p°i limn→∞ rn/n = λ k výsledku:

lim
n→∞P(Xn = k) = lim

n→∞

(
rn

k

)
(n− 1)rn−k

nrn
=

= lim
n→∞

rn(rn − 1) . . . (rn − k + 1)
(n− 1)k

1
k!

(
1− 1

n

)rn
=

= λk

k!
lim
n→∞

(
1+ −

rn
n

rn

)rn
=

= λk

k!
e−λ,

protoºe obecn¥ funkce (1+x/n)n konvergují stejnom¥rn¥ k funkci
ex na kaºdém omezeném intervalu v R.

Poissonovo rozd¥lení

Poissonovo rozd¥lení Po(λ) popisuje náhodné veli£iny
s pravd¥podobnostní funkcí

fX(t) =
{
λk

k! e−λ t ∈ N
0 jinak.

Samoz°ejm¥ platí

∞∑
k=0

fX(k) =
∑
k

λk

k!
e−λ = e−λ∑

k

λk

k!
= e−λ+λ = 1.

Jak jsme odvodili vý²e, toto diskrétní rozd¥lení Po(λ) s libo-
volným λ > 0 (rozloºené do nekone£n¥ mnoha bod·) dob°e apro-
ximuje binomická rozloºení Bi(n, pn), kde npn = λ, pro veliká
n.
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obálku se sumou a). Tedy celková pr·m¥rná výhra je (jako na za£átku)
1
2
a + 1

2
2a = 3

2
a. □

E. Náhodné veli£ina, hustota, distribu£ní funkce

9.25. P°i jednom hodu kostkou je z°ejm¥ mnoºina elementárních

jev· � = {ω1, . . . , ω6}, kde ωi znamená, ºe na kostce padne £íslo

i. Jevovým polem nech´ je

A = {∅, {ω1, ω2}, {ω3, ω4, ω5, ω6},�}.
Zjist¥te, jestli zobrazení X : �→ R dané p°edpisem

i) X(ωi) = i pro kaºdé i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6},
ii) X(ω1) = X(ω2) = −2, X(ω3) = X(ω4) = X(ω5) =
= X(ω6) = 3

je náhodnou veli£inou vzhledem k A.

�e²ení. Nejprve je dobré se p°esv¥d£it, ºe mnoºina A opravdu

spl¬uje v²echny axiomy v 9.11 a je tedy dob°e de�novaným jevovým

polem. Pak podle de�nice 9.18 je náhodná veli£ina taková funkce

X : � → R, ºe vzor kaºdé Borelovské mnoºiny B ⊂ R leºí

v A. Pokud v p°ípad¥ i) uváºíme nap°íklad uzav°ený interval [2, 3],
je jasné, ºe X−1([2, 3]) = {ω2, ω3} ̸∈ A. Funkce X v tedy v tomto

p°ípad¥ není náhodná veli£ina.

V p°ípad¥ ii) se naopak lze lehce p°esv¥d£it, ºeX je náhodná veli£ina.

Vezmeme-li totiº libovolný interval v R, tak mohou nastat práv¥ £ty°i

moºnosti. Bu¤ neobsahuje £íslo -2 ani 3, pak je vzorem X prázdná

mnoºina, pokud obsahuje jen -2, je vzorem {ω1, ω2}, pokud obsahuje
jen 3, je vzorem {ω3, ω4, ω5, ω6} a pokud interval obsahuje ob¥ £ísla,
pak je vzorem celá mnoºina�. Ve v²ech p°ípadech vzor leºí v jevovém

poli A. □

9.26. Je dáno jevové pole (�,A), kde � = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5} a
A = {∅, {ω1, ω2}, {ω3}, {ω4, ω5}, {ω1, ω2, ω3},

{ω1, ω2, ω4, ω5}, {ω3, ω4, ω5}, �}.
Najd¥te co nejobecn¥j²í zobrazeníX : �→ R, které bude náhod-

nou veli£inou vzhledem k A.

�e²ení. Protoºe se jevy ω1, ω2 nevyskytují samostatn¥ v A, je

z°ejmé, ºe náhodná veli£ina X je musí zobrazit na stejné £íslo, tj.

X(ω1) = X(ω2) = a, pro n¥jaké a ∈ R. Ze stejného d·vodu musí

být X(ω4) = X(ω5) = b, pro n¥jaké b ∈ R. Obsahuje-li interval
ob¥ £íslo a i b, pak je jeho vzorem {ω1, ω2, ω4, ω5} ∈ A, coº je

v po°ádku. Zbývá jev ω3, který se m·ºe zobrazit na libovolné c ∈ R.
Jednodu²e se potom p°esv¥d£íme o tom, ºe vzory v²ech interval·
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9.24. Dva p°íklady Poissonova rozd¥lení. Krom¥ vý²e
zmín¥ného fyzikálního modelu lze takové chování
p°i sledování výskytu jev· v prostoru s konstantní
o£ekávanou hustotou na jednotku objemu (nap°. p°i
sledování výskytu bakterií na sklí£ku pod mikro-

skopem, které se stejn¥ pravd¥podobn¥ vyskytují v kterékoliv
jeho £ásti). Je-li �pr·m¥rná hustota výskytu� v jednotkové plo²e
λ, pak p°i rozd¥lení celé oblasti na n stejných £ástí bude výskyt
k jev· v jedné vybrané £ásti modelován náhodnou veli£inou X
s Poissonovým rozd¥lením. Takovéto pozorování p°i praktické
diagnostice v biochemické laborato°i umoºní výpo£et docela
p°esného celkového po£tu bakterií ve vzorku ze skute£ného po£tu
ode£teného jen v n¥kolika náhodn¥ vybraných malých £ástech
vzorku.

Zkusme nyní popsat události, které se vyskytují náhodn¥
v £ase t ≥ 0 a p°itom pravd¥podobnost výskytu
v následujícím malinkém £asovém intervalu o délce
h nezávisí na p°edchozí historii a je rovna stále stejné
hodnot¥ hλ pro pevné λ > 0. P°itom pravd¥podob-

nost, ºe nastane jev v danémmalinkém intervalu více neº jedenkrát
bude velmi malá.

Ozna£me si náhodnou veli£inu Xt vy£íslující po£et výskytu
sledovaného jevu v intervalu [0, t) a zkusme vyjád°it na²e poºa-
davky in�nitesimáln¥. Chceme, aby

• pravd¥podobnost práv¥ jedné události v kaºdém £asovém
úseku o délce h byla rovna hλ+α(h), kde funkce α(h) spl¬uje
limh→0+

α(h)
h
= 0;

• pravd¥podobnost β(h), ºe nastane více neº jedna událost
v £asovém úseku délky h, spl¬uje limh→0+

β(h)
h
= 0;

• jevy Xt = j a Xt+h − Xt = k jsou nezávislé pro v²echny
j, k ∈ N a t, h > 0.

Ozna£íme si funkce pk(t) = P(Xt = k), k ∈ N, a poloºíme
samoz°ejmé okrajové podmínky p0(0) = 1 a pk(0) = 0 pro k > 0.
Nyní p°ímo spo£teme

p0(t + h) = p0(t)P (Xt+h −Xt = 0) =
= p0(t)(1− hλ− α(h)− β(h))

a podobn¥

pk(t + h) = P(Xt = k,Xt+h −Xt = 0)+
+ P(Xt = k − 1, Xt+h −Xt = 1)+
+ P(Xt ≤ k − 2, Xt+h = k) =

= pk(t)P (Xt+h −Xt = 0)+ pk−1P(Xt+h −Xt = 1)+

+
k−2∑
i=0

P(Xt = i, Xt+h −Xt = k − i) =

= pk(t)(1− hλ− α(h)− β(h))+ pk−1(t)(hλ+ α(h))+

+
k−2∑
i=0

pi(t)P (Xt+h −Xt = k − i).

Odtud ale vidíme (pí²eme stejn¥ jako v 6.17 na stran¥ 340 sym-
bol o(h) pro výrazy, které pod¥lené h dávají limitu pro h → 0+
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pro takto de�nované X jsou mnoºiny v A, tj. X je náhodná veli£ina

vzhledem k A. □

9.27. Náhodná veli£ina X nabývá hodnoty i s pravd¥podobností

P(X = i) = 1
6 pro i = 1, . . . , 6. Zapi²te distribu£ní funkci FX(x)

a na£rtn¥te její graf.

�e²ení. Z de�nice 9.19 je distribu£ní funkce rovna

FX(x) = P(X < x). To znamená, ºe FX(x) = 0 pro x < 1,
FX(x) = [x]

6 pro 1 ≤ x < 6, kde [x] zna£í celou £ást £ísla x, a

FX(x) = 1 pro x ≥ 6. Gra�cky znázorn¥no

□

9.28. St°elec st°ílí do ter£e, dokud ho netrefí. Má v zásob¥ 4 ná-

boje. Pravd¥podobnost zásahu je p°itom p°i kaºdém výst°elu rovna

0,6. Nech´ náhodná veli£ina X udává po£et nespot°ebovaných náboj·.

Ur£ete pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci X a nakreslete jejich

grafy.

�e²ení. Pravd¥podobnost, ºe st°elec k�krát ter£ netrefí a pak ho trefí

je z°ejm¥ rovna 0,4k · 0,6. Proto fX(x) = P(X = x) = 0,43−x ·
0,6 pro x ∈ {1, 2, 3}. Pokud st°elec netrefí ter£ na t°i pokusy, uº mu

kaºdopádn¥ nezbude ºádný náboj, a´ uº ho v posledním pokusu trefí

nebo ne. Proto fX(0) = P(X = 0) = 0,43.

Z de�nice distribu£ní funkce 9.19 je

FX(x) = P(X < x) =

=



0 pro x ≤ 0,
0,43 = 0,064 pro x ∈ (0, 1],
0,43 + 0,42 · 0,6 = 0,16 pro x ∈ (1, 2],
0,43 + 0,42 · 0,6+ 0,4 · 0,6 = 0,4 pro x ∈ (2, 3],
1 pro x > 3.

Grafy pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce vypadají následovn¥.
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nulovou)

p0(t + h)− p0(t)

h
= −λp0(t)+ 1

h
o(h)

pk(t + h)− pk(t)
h

= −λpk(t)+ λpk−1(t)+ 1
h

o(h)

a limitním p°echodem pro h → 0+ tak dostáváme (nekone£ný!)
systém oby£ejných diferenciálních rovnic:

p′
0(t) = −λp0(t), p0(0) = 1

p′
k(t) = −λpk(t)+ λpk−1(t), pk(0) = 0

pro v²echny t > 0 a k ∈ N, s po£áte£ní podmínkou.
Nemusíme se ale d¥sit, protoºe první z nich má jediné °e²ení

p0(t) = e−λt ,

které okamºit¥ m·ºeme dosadit a vy°e²it druhou rovnici. Ob-
drºíme

p1(t) = λt e−λt .
Matematickou indukcí te¤ uº snadno dovodíme, ºe ve skute£nosti
má celý systém jediné °e²ení a to

pk(t) = (λt)k

k!
e−λt , t > 0, k ∈ N.

Ov¥°ili jsme tedy, ºe pro kaºdý proces spl¬ující t°i vý²e uvedené
vlastnosti má náhodná veli£inaXt udávají po£et výskyt· v £asovém
intervalu [0, t) rozd¥lení Po(λt).

V praxi jsou takové procesy spojeny nap°. s poruchovostí
stroj· a za°ízení.

9.25. Spojitá rozd¥lení. Nejjednodu²²ím p°íkladem spojitého
rozd¥lení je rovnom¥rné rozprost°ení ve²keré
pravd¥podobnosti na n¥jakém intervalu. Na n¥m lze
dob°e ilustrovat, ºe p°i jednodu²e formulovaném

poºadavku na chování rozd¥lení nám nezbude moc prostoru
pro jeho de�nici. Nyní chceme, aby pravd¥podobnost hodnoty
veli£iny X v kaºdém intervalu stejné délky obsaºeném v daném
intervalu (a, b) ⊂ R byla stejná, tj. hustota fX na²eho rozd¥lení
náhodné veli£iny X má být konstantní.

Rovnom¥rné rozd¥lení

Pro libovolná reálná £ísla −∞ < a < b < ∞ de�nujeme
hustotu a distribu£ní funkci takto:

fX(t) =


0 t ≤ a

1
b−a t ∈ (a, b)
0 t ≥ b,

FX(t) =


0 t ≤ a
t−a
b−a t ∈ (a, b)
1 t ≥ b.

�íkáme, ºe veli£ina X má rovnom¥rné rozd¥lení.

Dal²í rozd¥lení budeme podobné diskrétnímu Poissonovu.
P°edpokládejme, ºe sledujeme výskyt náhodného jevu takového,
ºe jeho výskyty v nep°ekrývajících se intervalech jsou nezávislé.
Je-li tedy p(t) pravd¥podobnost, ºe jev nenastane b¥hem intervalu
délky t, pak nutn¥ p(t + s) = p(t)p(s) pro v²echna t, s > 0.
P°edpokládejme navíc diferencovatelnost funkce p a p(0) = 1.

Pak jist¥ lnp(t+s) = lnp(t)+lnp(s), takºe limitním p°echo-
dem (s vyuºitím L'Hospitalova pravidla)(

ln(p)
)′
(t) = lim

s→0+

lnp(t + s)− lnp(t)
s

= p′(0)
p(0)

= p′(0).
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□

9.29. Náhodná veli£ina má distribu£ní funkci

FX(x) =


0 pro x ≤ 3
1
3x − 1 pro 3 < x ≤ 6
1 pro 6 < x.

i) Zd·vodn¥te, ºe jde skute£n¥ o distribu£ní funkci.

ii) Ur£ete hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X.

iii) Vypo£t¥te P(2 < X < 4).

�e²ení. a) Jde z°ejm¥ o spojitou neklesající funkci, která navíc vyho-

vuje lim
x→−∞F(x) = 0 a lim

x→∞F(x) = 1.

b) Podle 9.21 je hustota pravd¥podobnosti spojité náhodné veli£iny

dána derivací distribu£ní funkce. Na intervalu (3, 6) je tedy hustota

f (x) = 1
3 . Na intervalech (−∞, 3) a (6,∞) je evidentn¥ derivace

nulová. Jde tedy o rovnom¥rné rozd¥lení, viz 9.25.

c) Z de�nice distribu£ní funkce P(2 < X < 4) = FX(4)− FX(2) =
= 4

3 − 1 = 1
3 . □
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Ozna£me si proto spo£tenou derivaci p′(0) = −λ ∈ R, p°i£emº
volíme záporné znaménko, protoºe víme, ºe p′(0) nem·ºe být
kladné, kdyº je p(0) = 1.

Pak tedy pro p(t) platí lnp(t) = −λt + C a po£áte£ní pod-
mínka dává jediné °e²ení

p(t) = e−λt .

V²imn¥me si, ºe z de�nice na²ich objekt· vyplývá, ºe λ > 0.
Nyní uvaºme náhodnou veli£inu X udávající (náhodný) oka-

mºik, kdy ná² jev poprvé nastane. Z°ejm¥ tedy je distribu£ní
funkce rozd¥lení pro X dána

FX(t) = 1− p(t) =
{

1− e−λt t > 0
0 t ≤ 0.

Je vid¥t, ºe skute£n¥ jde o rostoucí funkci s hodnotami mezi nulou
a jedni£kou a správnými limitami v±∞. Hustotu tohoto rozd¥lení
dostaneme derivováním distribu£ní funkce.

Exponenciální rozd¥lení

Spojité rozd¥lení náhodné veli£iny X s hustotou

fX(t) =
{
λ e−λt t > 0
0 t ≤ 0.

se nazývá exponenciální rozd¥lení ex(λ) .

Budeme také potkávat rozd¥lení, které je podobné jako expo-
nenciální, ale s hustotou tvaru

cxa−1 e−bx

pro x > 0, s danými konstantami a > 0, b > 0, zatímco konstantu
c je t°eba dopo£ítat. Pot°ebujeme

1 =
∫ ∞

0
cxa−1 e−bx dx =

∫ ∞

0
c

(
t

b

)a−1

e−t 1
b
dt = c

ba
0(a).

Gama rozd¥lení

Rozd¥lení, jehoº hustota je nulová pro x ≤ 0, zatímco pro
x > 0 je dána p°edpisem

f (X) = ba

0(a)
xa−1 e−bx,

se nazývá gama rozd¥lení 0(a, b) s parametry a > 0, b > 0.

Exponenciální rozd¥lení je tedy speciálním p°ípadem tohoto
rozd¥lení s parametrem a = 1.

9.26. Normální rozd¥lení. Jestliºe v binomiálním rozd¥lení za-
chováme konstantní úsp¥²nost p, ale budeme p°idávat
po£et pokus· n, bude pravd¥podobnostní funkce ku-
podivu po°ád mít podobný tvar (i kdyº jiné rozm¥ry).
Na obrázku p°i rostoucím n se budou vynesené bodové

hodnoty slévat do k°ivky, která by nám m¥la dát hustotu spojitého
rozd¥lení aproximujícího dob°e Bi(n, p) pro veliká n.

Nazna£íme dop°edu, kde hledat. Vzpome¬me na hladkou

funkci y = f (x) = e−x2/2, kterou jsme v odstavci 6.6 na stran¥
329 zmi¬ovali jako vhodný nástroj pro konstrukce funkcí hlad-
kých, ale nikoliv analytických. Na obrázku je srovnání této k°ivky
(vpravo) s vynesenými hodnotami Bi(5000, 0,5).
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9.30. Hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X má tvar

f (x) = a

1+x2 pro x ∈ R. Ur£ete

i) koe�cient a,

ii) distribu£ní funkci,

iii) P(−1 < X < 1).

�e²ení. a) Aby funkce f (x) byla hustotou pravd¥podobnosti, musí být

její integrál p°es celé R roven jedné. Dostáváme tedy podmínku

1 =
∫ ∞

−∞
a

1+ x2
dx = a[arctg x]∞−∞ = aπ.

Odtud a = 1
π
.

b) Distribu£ní funkce je podle 9.21 dána integrálem

FX(x) =
∫ x

−∞
f (t)dt = 1

π

∫ x

−∞
dt

1+ t2 =
1
π

arctg x + 1
2
.

c) Z de�nice distribu£ní funkce a podle b) je

P(−1 < X < 1) = FX(1)− FX(−1) = 1
π
· π

4
− 1
π
·
(
−π

4

)
= 1

2
.

□

9.31. Diskrétní náhodný vektor má sdruºenou pravd¥podobnostní

funkci danou tabulkou

X
Y 2 5 6

1 1
5

1
10

1
20

2 1
10

1
20 0

3 3
10

1
20

3
20

Ur£ete

i) marginální distribu£ní a pravd¥podobnostní funkce;

ii) sdruºenou distribu£ní funkci a vhodným zp·sobem ji zná-

zorn¥te;

iii) P(Y > 3X).

�e²ení. a) Marginální rozd¥lení náhodné veli£iny X resp. Y dosta-

neme podle 9.27 se£tením sdruºené pravd¥podobnostní funkce p°es

v²echnymoºné hodnoty veli£inyY (odpovídá se£tení hodnot v kaºdém

°ádku) resp. X (odpovídá se£tení hodnot v kaºdém sloupci). Pomocí

tabulky proto dostáváme

X 1 2 3

fX
7
20

3
20

1
2

a
Y 2 5 6

fY
3
5

1
5

1
5

b) Sdruºená distribu£ní funkce v bod¥ (a, b) je podle de�nice rovna

sou£tu v²ech hodnot sdruºené pravd¥podobnostní funkce f(X,Y ) tako-

vých, ºe X ≤ a a Y ≤ b. To v tabulce zhruba °e£eno odpovídá sou£tu
v²ech hodnot leºících v podtabulce, jejíº pravý spodní roh je (a, b).

P°esn¥ji máme pro sdruºenou distribu£ní funkci F(X,Y ) následující ta-

bulku
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Podbízí se proto hledat vhodné spojité rozd¥lení, které by
m¥lo hustotu danou pomocí vhodn¥ upravené takové funkce.

Funkce e−x2/2 je vºdy kladná funkce, sta£í nám spo£íst∫∞
−∞ e−x2/2 dx a pokud to bude kone£né £íslo, prost¥ tuto funkci
vynásobíme jeho p°evrácenou hodnotou. Spo£ítat tento integrál
sice není moºné pomocí elementárních funkcí, m·ºeme si ale
pomoci vícerozm¥rnou integrací a Fubiniho v¥tou. Snadno totiº
pomocí transformace do polárních sou°adnic spo£teme, ºe

2π =
∫
R2

e−(x2+y2)/2 dxdy

=
(∫ ∞

−∞
e−x2/2 dx

)(∫ ∞

−∞
e−y2/2 dy

)
(srovnejte s poznámkami na konci odstavce 8.28, ov¥°te, ºe inte-
grovaná funkce skute£n¥ vyhovuje tam uvedeným podmínkám, a
spo£t¥te si podrobn¥!). Odtud ale jiº vidíme, ºe hledaný integrál

má hodnotu
√

2π a bude proto funkce f (x) = 1√
2π

e−x2/2 dob°e

de�novanou hustotou náhodné veli£iny.

Normální rozd¥lení

Spojité rozd¥lení náhodné veli£iny Z s hustotou

φ(x) = 1√
2π

e−x2/2

se nazývá (standardizované) normální rozd¥lení N(0, 1).
P°íslu²nou distribu£ní funkci

8(t) = 1√
2π

∫ t

−∞
e−x2/2 dx

nelze vyjád°it pomocí elementárních funkcí, p°esto se s ní nume-
ricky b¥ºn¥ po£ítá (pomocí tabulek nebo softwarových aplikací).

Grafu hustoty φ(x) se také £asto °íká Gaussova k°ivka.

Tím jsme je²t¥ evidentn¥ nena²li tu pravou hustotu aproxi-
mující binomiální rozd¥lení. Obrázek, srovnávající pravd¥podob-
nostní funkci binomického rozd¥lení s Gaussovou k°ivkou, uka-
zuje, ºe budeme chtít jednak posouvat hodnotu, kde dochází k ma-
ximální hodnot¥ a také zuºovat £i roz²i°ovat oblast s výrazn¥ji klad-
nými hodnotami. Toho m·ºeme snadno docílit vnesením dvou re-
álných parametr· µ a σ > 0 takto:

gµ,σ (x) = e−(x−µ)2/(2σ2 ) .

Nyní snadno spo£teme pomocí jednoduché substituce prom¥nné∫ ∞

−∞
e−(x−µ)2/(2σ2 ) dx = √2πσ.

Dostáváme tedy celou dvouparametrickou t°ídu hustot

φµ,σ = 1
σ
√

2π
e− (x−µ)2

2σ2
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F(X,Y ) [2,5) [5,6) [6,∞)

[1,2) 1
5

3
10

7
20

[2,3) 3
10

9
20

1
2

[3,∞) 3
5

4
5 1

a na intervalech (−∞, 1)×R a R× (−∞, 2) je F(X,Y ) z°ejm¥ nulová.

c) O£ividn¥ P(Y > 3X) = P(X = 1, Y = 5)+P(X = 1, Y = 6) =
= 1

10 + 1
20 = 3

20 □

9.32. Ur£ete pravd¥podobnost P(2X > Y), je-li hustota náhodného

vektoru (X, Y )

f(X,Y )(x, y) =
{

1
6(4x − y) pro 1 ≤ x ≤ 2, 2 ≤ y ≤ 4,
0 jinak.

�e²ení. Z de�nice

P(2X > Y) =
∫ ∞

−∞

∫ 2x

−∞
f(X,Y )(x, y)dydx =

=
∫ 2

1

∫ 2x

2

1
6
(4x − y)dydx =

=
∫ 2

1

[
2
3
xy − 1

12
y2
]2x

2
dx =

=
∫ 4

2

(
x2 − 4

3
x + 1

3

)
dx =

=
[

1
3
x3 − 2

3
x2 + 1

3
x

]2

1
= 2

3
.

□

9.33. Ur£ete marginální distribu£ní funkce, sdruºenou a marginální

hustotu náhodného vektoru (X, Y ), je-li

F(X,Y )(x, y) =


0 pro x < 0, y < 0
1
4x

2y2 pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2
1 pro x > 1, y > 2

�e²ení. Hustotu náhodného vektoru (X, Y ) dostaneme derivováním

distribu£ní funkce podle x a y. Tedy pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2
je f(X,Y )(x, y) = xy, jinde je hustota nulová. Marginální hustota ná-

hodné veli£iny X je pak

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(X,Y )(x, y)dy =

∫ 2

0
xydy = [

1
2
xy2 ]2

0 = 2x.

Podobn¥ pro Y dostaneme fY (y) = 1
2y.Marginální distribu£ní funkce

jsou

FX(x) =
∫ x
−∞ fX(t)dt =

∫ x
0 2tdt = x2

a

FY (y) =
∫ y
−∞ fY (t)dt =

∫ y
0

1
2
tdt = 1

4
y2 . □
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náhodných veli£in. P°íslu²ná rozd¥lení budeme zna£it N(µ, σ ).
K asymptotické blízkosti normálního a binomického rozd¥lení

pro n → ∞ se je²t¥ vrátíme, jenom co si k tomu vytvo°íme
pat°i£né nástroje.

9.27. Rozd¥lení náhodných vektor·. Obdobn¥ jako u skalárních
veli£in de�nujeme distribu£ní funkce a hustotu nebo
pravd¥podobnostní funkci pro spojité a diskrétní ná-
hodné vektory. Hovo°íme také o simultánních (sdru-

ºených) pravd¥podobnostních funkcích a hustotách.
Pro dv¥ diskrétní náhodné veli£iny, tj. diskrétní vektor (X, Y )

náhodných veli£in, de�nujeme (sdruºenou) pravd¥podobnostní
funkci

f (x, y) =
{
P(X = xi ∧ Y = yj ) x = xi, y = yj
0 jinak.

Pro spojité veli£iny pak de�nujeme pro v²echny a, b ∈ R

F(a, b) = P(X < a, Y < b) =

=
∫ b

−∞

∫ a

−∞
f (x, y)dxdy

a funkci f (x, y) nazýváme (sdruºenou) hustotou náhodného vek-
toru (X, Y ).

Pro obecný náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn) obdobn¥ p°i
spojitých náhodných veli£inách Xi de�nujeme

F(a1, . . . , an) = P(X1 < a1, . . . , Xn < an) =
=
∫ an

−∞
· · ·
∫ a1

−∞
f (x, y) dx1 · · · dxn

a obdobn¥ pro diskrétní náhodné veli£iny.
Marginální rozloºení pro jednu z prom¥nných obdrºíme tak,

ºe p°es ostatní pos£ítáme nebo zintegrujeme.
Nap°. u diskrétních vektorových veli£in (X, Y ) tvo°í jevy

(X = xi, Y = yj ) pro v²echny moºné hodnoty xi a yj s nenulo-
vými pravd¥podobnostmi pro X a Y úplný systém jev· pro vektor
(X, Y ) a dostáváme vztah:

P(X = xi) =
∞∑
j=1

P(X = xi, Y = yj )

mezimarginálním rozd¥lením pravd¥podobnosti náhodné veli£iny
X a sdruºeným rozd¥lením pravd¥podobnosti náhodného vektoru
(X, Y ). Zcela obdobn¥ postupujeme u spojitých náhodných vek-
tor· s pomocí integrál·.

9.28. Nezávislost náhodných veli£in. Víme uº, co to je (ne)zá-
vislost náhodných jev·, kterou jsme diskutovali
v odstavci 9.12. O náhodných veli£inách X1, · · · , Xn
°ekneme, ºe jsou (stochasticky) nezávislé, jestliºe
jsou pro libovolná £ísla ai ∈ R nezávislé jevy

X1 < a1, . . . , Xn < an.
To jiº díky axiom·m pravd¥podobnosti zaru£uje, ºe budou ne-

závislé i v²echny jevy zadané p°íslu²ností hodnot veli£in Xk ∈ Ik
do libovolných interval· Ik . P°ímo z de�ni£ních vlastností pak také
odvodíme, ºe jsou náhodné veli£inyXi nezávislé, práv¥ kdyº jejich
sdruºená distribu£ní funkce F spl¬uje

F(x1, . . . , xn) = F1(x1) · · ·Fn(xn),
kde Fi jsou distribu£ní funkce veli£in Xi .
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9.34. V urn¥ je 14 kuli£ek � 4 £ervené, 5 bílých a 5 modrých. Ná-

hodn¥ bez vracení vybereme 6 kuli£ek. Ur£ete rozloºení náhodného

vektoru (X, Y ), ozna£uje-li X po£et taºených £ervených kuli£ek a

Y po£et taºených bílých kuli£ek. Ur£ete rovn¥º marginální rozloºení

veli£in X a Y . Dále vypo£t¥te P(X ≤ 3), P (1 ≤ Y ≤ 4).

�e²ení. Z de�nice pravd¥podobnostní funkce je její hodnota v bod¥

(x, y) ur£ena pravd¥podobností P(X = x, Y = y), tedy pravd¥po-

dobností, ºe vytáhneme x £ervených a y bílých kuli£ek. Po£et moº-

ností vytaºení x �ervených kuli£ek je
(4
x

)
, podobn¥ po£et vytaºení y

bílých je
(5
y

)
. Zbylých 6− x − y modrých kuli£ek pak m·ºeme vytáh-

nout
( 5

6−x−y
)
zp·soby. Dohromady tedy máme

(4
x

)(5
y

)( 5
6−x−y

)
moºností.

Hodnoty tohoto výrazu pro v²echny moºné hodnoty x, y jsou v násle-

dující tabulce.

x\ y 0 1 2 3 4 5
∑

X

0 0 5 50 100 50 5 210
1 4 100 400 400 100 4 1008
2 30 300 600 300 30 0 1260
3 40 200 200 40 0 0 480
4 10 25 10 0 0 0 45∑
Y 84 630 1260 840 180 9 3003

Hodnoty nejvíce napravo a dole jsou sou£ty moºností p°es v²echny

hodnoty y resp. x. Hodnoty pravd¥podobnostní funkce jsou pak

z°ejm¥ dány vyd¥lením p°íslu²ných hodnot v tabulce po£tem v²ech

výb¥r· ²esti kuli£ek, tj. vyd¥lením £íslem
(14

6

) = 3003. Marginální

rozloºení X resp. Y je p°itom dáno hodnotami nejvíce napravo resp.

dole v tabulce.

Pravd¥podobnost P(X ≤ 3) jednodu²e spo£ítáme pomocí marginál-

ního rozloºení X

P(X ≤ 3) = FX(3) = 1
3003

(210+ 1008+ 1260+ 480) = 0,985.

Podobn¥ pro pravd¥podobnost P(1 ≤ Y ≤ 4) máme

P(1 ≤ Y ≤ 4) = FY (4)− FY (1) =
= 1

3003
(630+ 1260+ 840+ 180) = 0,969.

□

9.35. Hustota náhodného vektoru (X, Y,Z) je

f (x, y, z) =
{
c(x + y + z) pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1
0 jinak.

Ur£ete konstantu c, distribu£ní funkci a vypo£t¥te

P(0 ≤ X ≤ 1
2 , 0 ≤ Y ≤ 1

2 , 0 ≤ Z ≤ 1
2).
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Pro diskrétní nezávislé veli£iny z de�nice okamºit¥ vyplývá,
ºe sdruºená pravd¥podobnostní funkce nezávislých veli£in je dána
sou£iny jednotlivých hodnot

fX,Y (x, y) =
∑
xi

∑
yj

xiyj .

Derivací sdruºené distribu£ní funkce spojitých prom¥nných dostá-
váme obdobný vztah mezi jejich hustotami:

fX,Y (x, y) = ∂2

∂x∂y
FX,Y (x, y) =

= ∂2

∂x∂y
FX(x)FY (y) =

= fX(x)fY (y).
Jde tedy o prostý sou£in hustot jednotlivých veli£in.

Hustoty náhodných vektor· vy²²ích dimenzí s nezávislými
spojitými komponentami se chovají zcela obdobn¥ a jejich sdru-
ºené hustoty jsou sou£inem hustot jednotlivých veli£in, tj.

fX1,...,Xn(x1, . . . , xn) = fX1(x1) · · · fXn(xn).

Podívejme se na jednoduchý p°íklad, který ukazuje, ºe není
dobré zjednodu²en¥ vid¥t náhodný vektor, coby stochastický ob-
jekt, jen jako dvojici náhodných veli£in. Uvaºme náhodný vektor
(X, Y ), který má rovnom¥rné spojité rozd¥lení na jednotkovém
kruhu v rovin¥R2 se st°edem v po£átku. Bude tedy jeho (sdruºená)
hustota

f (x, y) =
{

1
π

x2 + y2 ≤ 1
0 jinak.

Je vid¥t, ºe veli£iny X a Y z tohoto náhodného vektoru nemo-
hou být nezávislé. Nap°. si v²imn¥me, ºe pravd¥podobnost, ºe
(X, Y ) padne do dopl¬ku jednotkového kruhu ve £tverci s vr-
choly o sou°adnicích±1 je nulová, zatímco marginální distribu£ní
funkce jsou pro hodnoty |x| ≤ 1 a |y| ≤ 1 nenulové.

Kdyº ov²em vyjád°íme tentýº náhodný vektor v polárních
sou°adnicích (R,8), dostáváme

P(R < r0,8 < φ0) =
∫ r0

0

∫ φ0

0

1
π
r dφdr = 1

2
φ0r

2
0 .

Sdruºená hustota vektoru (R,8) je tedy f (r, φ) = r
π

p°i
0 < r ≤ 1, 0 < φ ≤ 2π a jinak je nulová. Marginální hustoty
jsou

fR(r) =
∫ 2π

0

r

π
dφ = 2r, je-li 0 < r ≤ 1,

f8(φ) =
∫ 1

0

r

π
dr = 1

2π
, je-li 0 < φ ≤ 2π ,

a nula jinak. Náhodné veli£iny R a 8 jsou tedy nezávislé.

9.29. Funkce náhodných veli£in. Náhodné vektory potkáváme
v praktických modelech ve dvou velmi odli²ných
rolích. M·ºeme sledovat skute£n¥ n¥kolik r·zných
náhodných veli£in popisujících více £i mén¥ souvise-
jící jevy. Jako p°íklad nám mohou slouºit r·znorodé

£íselné parametry svázané s jednotlivými studenty (prosp¥ch
v r·zných p°edm¥tech, váha, vý²ka, stá°í, ro£ní p°íjem, atd.).
V tomto p°ípad¥ budeme pot°ebovat nástroje, které nám umoºní
sledovat rozdíly £i závislosti mezi takovými veli£inami.

M·ºeme ale také sledovat jen jeden parametr na velkém sou-
boru objekt· a vybíráme p°itom jen men²í po£et n z nich. Takový
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�e²ení. Integrál hustoty pravd¥podobnosti p°es celý prostor musí být

roven jedné, a proto

1 = ∫ 1
0

∫ 1
0

∫ 1
0 c(x + y + z)dzdydx = c

∫ 1
0

∫ 1
0 (x + y + 1

2)dydx =
= c ∫ 1

0 (x + 1)dx = 3
2c.

Odtud c = 2
3 . Distribu£ní funkce je z de�nice rovna

FX(x, y, z) = 2
3

∫ x
0

∫ y
0

∫ z
0 (r + s + t)dtdsdr == 2

3

∫ x
0

∫ y
0 (rz+ sz+ 1

2z
2)dsdr = 2

3

∫ x
0 (rzy + 1

2y
2 z+ 1

2z
2y)dr =

= 2
3(

1
2x

2 zy + 1
2y

2 zx + 1
2z

2yx) = 1
3(x

2 zy + y2 zx + z2yx),

a proto je hledaná pravd¥podobnost

P(0 ≤ X ≤ 1
2 , 0 ≤ Y ≤ 1

2 , 0 ≤ Z ≤ 1
2) = F( 1

2 ,
1
2 ,

1
2) = 1

16 . □

9.36. Ur£ete konstantu a tak aby funkce

f (x) =
 0 pro x ≤ 1
a ln(x) pro 1 < x < 2
0 pro 2 ≤ x

zadávala hustotu pravd¥podobnosti n¥jaké náhodné veli£iny.

�e²ení. Podmínka na to, aby zadaná funkce zadávala hustotu

pravd¥podobnosti je ∫ ∞

−∞
f (x) = 1

Bude pot°eba spo£ítat
∫

ln(x) dx:∫
ln(x) dx = x ln(x)−

∫
1 dx = x ln(x)− x = x(ln(x)− 1).

Celkem∫ ∞

−∞
f (x) =

∫ 2

1
a ln(x) = a[x(ln(x)− 1)]2

1 = a(2 ln(2)− 1),

tedy a = 1
2 ln(2)−1 . □

9.37. V lese, jehoº hranice tvo°í na map¥ pravidelný ²estiúhelník

se ztratilo dít¥. P°edpokládejme, ºe pravd¥podobnost toho, ºe dít¥ je

v ur£ité £ásti lesa, je úm¥rná pouze velikosti této £ásti, nikoliv jejímu

umíst¥ní.

• Jaké je rozd¥lení pravd¥podobnosti vzdálenosti dít¥te od zvo-

lené strany (p°ímky) lesa

• Jaké je rozd¥lení pravd¥podobnosti vzdálenosti dít¥te od nej-

bliº²í strany lesa.

�e²ení.

• Nech´ a je strana ²estiúhelníka. Pak rozd¥lení pravd¥podob-

nosti je

f (x) =


0 pro x ≤ 0

4
9a2 x + 2

3
√

3a
pro 0 < x ≤ 1

2

√
3a

− 4
9a2 x + 2√

3a
pro 1

2

√
3a ≤ x ≤ √3a

0 pro x >
√

3a

,

pro první £ást.
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postup popisujeme pomocí n�rozm¥rného vektoru (X1, . . . , Xn),
kde v²echny náhodné veli£iny Xk mají stejné rozd¥lení pravd¥po-
dobnosti. Tady nás budou velice zajímat veli£iny, které budou od-
povídat statistickým £íselným charakteristikám, které jsme jiº po-
tkali v p°edchozí £ásti této kapitoly.

Budeme um¥t oba p°ípady zvládat jedním jednoduchým kon-
ceptem. Místo dané náhodné veli£iny nebo náhodného vektoru bu-
deme uvaºovat funkci z t¥chto veli£in.

I u jediné veli£iny jde o velice uºite£ný nástroj. Místo náhodné
veli£iny X, nap°. �ro£ní plat zam¥stnance�, budeme vy£íslovat ji-
nou závislou hodnotuψ(X), nap°. �ro£ní £istý p°íjem zam¥stnance
po zdan¥ní a v£etn¥ sociálních dávek�. V systému s tzv. sociální
solidaritou je první veli£ina hodn¥ variabilní, zatímco druhá m·ºe
být skoro konstantní. Statisticky se proto budou zna£n¥ odli²ovat.

Funkce náhodných veli£in a vektor·

Pro danou spojitou funkci ψ : R → R a náhodnou veli£inu
X máme dánu také náhodnou veli£inu Y = ψ(X). Nazýváme ji
funkcí náhodné veli£iny X.

V p°ípad¥ náhodného vektoru (X1, . . . , Xn) a funkce
ψ : Rn → R hovo°íme o funkci Y = ψ(X1, . . . , Xn)

náhodného vektoru.

V²imn¥me si, ºe poºadavek spojitosti ψ zaru£uje, ºe je Y
op¥t náhodnou veli£inou podle na²í de�nice, protoºe vzor bore-
lovské mnoºiny ve spojitém zobrazení je op¥t borelovská mnoºina.
Obecn¥ji m·ºeme práv¥ tento poºadavek na ψ vztáhnout pro ka-
ºdý speciální p°ípad veli£iny £i vektoru a de�novat tak pojem
funkce z náhodné veli£iny £i vektoru obecn¥ji.

Nejjednodu²²í funkcí po konstantách je a�nní závislost

ψ(X) = a + bX
s konstantami a, b ∈ R, b ̸= 0.

Je-li fX(x) pravd¥podobnostní funkce náhodné veli£iny s dis-
krétním rozd¥lením, snadno se vypo£te

fψ(X) (y) = P(ψ(X) = y) =
∑

ψ(xi )=y
f (xi).

V p°ípad¥ a�nní závislosti Y = a+bX je proto pravd¥podobnostní
funkce nenulová práv¥ v bodech yi = axi + b.

Jako p°íklad na funkci náhodného vektoru si rozmyslete
sou£et n nezávislých náhodných veli£in s alternativním rozd¥le-
ním A(p). Samoz°ejm¥ dostáváme práv¥ binomiální rozd¥lení
Bi(n, p).

Podobn¥ m·ºeme p°epo£íst distribu£ní funkci rozd¥lení
funkce ze spojité náhodné veli£iny, £i vektoru. Ukáºeme na
p°íkladu.

V p°edposledním odstavci jsme zavedli veli£inu Z s nor-
málním rozd¥lením N(0, 1). Snadno spo£teme, ºe veli£iny
Y = µ + σZ budou mít normální rozd¥lení N(µ, σ )
diskutované tamtéº. Skute£n¥,

FY (y) = P(Y < y) = P(µ+ σZ < y) =

= 8( 1
σ
(y − µ)) = 1√

2π

∫ y−µ
σ

−∞
e−z2/2 dz =

=
∫ y

−∞
1√

2πσ
e− (x−µ)2

2σ2 dx,

kde jsme v posledním kroku pouºili substituci x = µ+ σz. To je
práv¥ poºadovaný výraz.
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• Spo£t¥me nejprve distribu£ní funkci F hledaného rozloºení

náhodné veli£iny X udávající vzdálenost dít¥te od nejbliº²í

strany lesa. Vzdálenost se m·ºe pohybovat v intervalu

I = ⟨0,
√

3
2 a⟩. Pro y ∈ I potom máme

F(y) = P [X < y] =
√

3
4 a

2 − (
√

3
2 a−y)2

3
4 a

2

√
3

4 a
2

√
3

4 a
2

= 1− 4(
√

3
2 a − y)2

3a2

Celkem tedy

F(y) =


0 pro y ≤ 0

1− 4(
√

3
2 a−y)2
3a2 pro y ∈ ⟨0,

√
3

2 a⟩
1 pro y ≥

√
3

2 a

Pro hustotu pravd¥podobnosti, která je derivací distribu£ní

funkce dostáváme:

f (x) =


0 pro x ≤ 0
8(

√
3

2 a−y)
3a2 pro y ∈ ⟨0,

√
3

2 a⟩
0 pro y ≥

√
3

2 a

□

9.38. Nech´ veli£ina náhodná veli£ina X má rovnom¥rné rozd¥lení

na intervalu ⟨0, r⟩. Ur£ete distribu£ní funkci a hustotu pravd¥podob-

nosti rozd¥lení objemu koule o polom¥ru X.

�e²ení. Ur£eme nejprve distribu£ní funkci F (pro 0 < d < 4
3πr

3 )

F (d) = P
[

4
3
πX3 ≤ d

]
= P

[
X ≤ 3

√
3d
4π

]
=

3
√

3d
4π

r
,

celkem

F(x) =


0 pro x ≤ 0

3
√

3
4πr3 x

1
3 pro 0 < x < 4

3πr
3

1 pro x ≥ 4
3πr

3

Derivováním pak obdrºíme hustotu pravd¥podobnosti:

f (x) =


0 pro x ≤ 0

3
√

1
36πr3 x

− 2
3 pro 0 < x < 4

3πr
3

0 pro x ≥ 4
3πr

3

□

9.39. Stanovte hodnotu parametru a ∈ R tak, aby funkce

f (x) =
 0 pro x ≤ 0
ax2 pro 0 < x < 3
0 pro x ≥ 3

zadávala hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X. Ur£ete dis-

tribu£ní funkci, hustotu pravd¥podobnosti a st°ední hodnotu rozd¥lení

objemu krychle, jejíº délka hrany je náhodná veli£ina s hustotou

pravd¥podobnosti danou funkcí f .
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Se sou£ty nezávislých náhodných veli£in je to malinko
sloºit¥j²í. Uvaºme dv¥ takové spojité veli£inyX a Y s hus-
totami fX a fY . P°ímým výpo£tem spo£teme distribu£ní
funkci náhodné prom¥nné V = X + Y .

FV (u) =
∫
x+y<u

fX(x)fY (y) dxdy =

=
∫ u

−∞

(∫ ∞

−∞
fX(x)fY (v − x) dx

)
dv.

Je tedy sdruºenou hustotou sou£tu dvou nezávislých veli£in práv¥
konvoluce jejich hustot

fV = fX ∗ fY ,
se kterou jsme se setkali jiº v odstavci 7.28 na stran¥ 425. Úpln¥
stejn¥ dostaneme diskrétní konvoluci pravd¥podobnostních funkcí
v p°ípad¥ diskrétních náhodných veli£in.

Konvoluci jsme si v 7. kapitole p°edstavovali jako jisté
�rozmlºení� hodnot jedné z funkcí pomocí jádra vyjád°eného
druhou. Promyslete si, ºe to je ta správná intuice i pro hustotu
sou£tu nezávislých náhodných veli£in. Je proto také samoz°ejmé,
ºe má být konvoluce symetrická v·£i ob¥ma argument·m.

9.30. �íselné charakteristiky náhodných veli£in. Vid¥li jsme,
ºe p°i statistickém zkoumání hodnot (nap°. zpraco-
vání výsledk· n¥jakého m¥°ení) hledáme výpov¥di
pomocí £íselných charakteristik, jako jsou aritme-

tický pr·m¥r a sm¥rodatná odchylka. Nyní zavedeme obdobné cha-
rakteristiky pro náhodné veli£iny a náhodné vektory. První z nich
je obdobou aritmetického pr·m¥ru.

St°ední hodnota

Pro libovolnou náhodnou veli£inu X de�nujeme její st°ední
hodnotu EX vztahem

EX =
{∑

i xifX(xi) pro diskrétní veli£inu∫∞
−∞ xfX(x)dx pro spojitou veli£inu,

pokud uvedené sumy £i integrály absolutn¥ konvergují. Kdyº abso-
lutn¥ nekonvergují, °íkáme, ºe náhodná veli£inaX st°ední hodnotu
nemá.

St°ední hodnotou náhodného vektoru rozumíme vektor st°ed-
ních hodnot jeho jednotlivých komponent.

St°ední hodnotu m·ºeme p°ímo vyjád°it také pro funkce
Y = ψ(X) náhodné veli£iny £i vektoru X. P°ipome¬me, ºe
uvaºujeme pouze takové funkce ψ, kdy je Y op¥t náhodnou
veli£inou.

V diskrétním p°ípad¥ m·ºeme p°ímo spo£íst

EY =
∑
j

yjP(Y = yj ) =

=
∑
j

yj
∑

ψ(xi )=yj
P(X = xj ) =

=
∑
i

ψ(xi)P (X = xi),

pokud suma absolutn¥ konverguje. Samoz°ejm¥, není zaru£eno, ºe
funkce z náhodné veli£iny, které má st°ední hodnotu, bude mít
st°ední hodnotu také.
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�e²ení. Jednodu²e a = 1
9 . Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je

tedyFX(t) = 1
27 t

3 pro t ∈ (0, 3), promen²í t je tato funkce nulová, pro

v¥t²í rovna 1. Ozna£me Z = X3 náhodnou veli£inu ozna£ující objem

krychle. Ten je v intervalu (0, 27), pro t ∈ (0, 27) a distribu£ní funkci
FZ náhodné veli£iny Z tedy m·ºeme psát FZ(t) = P [Z < t] =
= P [X3 < t] = P [X < 3

√
t] = FX(

3
√
t) = 1

27 t, hustota pravd¥po-

dobnosti je pak fZ(t) = 1
27 na intervalu (0, 27), jinak nula, jedná se

tedy o rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti na daném intervalu,

st°ední hodnota je tudíº 13, 5. □

9.40. Stanovte hodnotu parametru a ∈ R tak, aby funkce

f (x) =
 0 pro x ≤ 0
ax pro 0 < x < 3
0 pro x ≥ 3

zadávala hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X. Ur£ete dis-

tribu£ní funkci, hustotu pravd¥podobnosti a st°ední hodnotu rozd¥lení

obsahu £tverce, jehoº délka hrany je náhodná veli£ina s hustotou

pravd¥podobnosti danou funkcí f .

�e²ení. Budeme postupovat jako v p°edchozím p°íklad¥. Op¥t snadno

zjistíme a = 2
9 . Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je tedy

FX(t) = 1
9 t

2 pro t ∈ (0, 3), pro men²í t je tato funkce nulová, pro

v¥t²í rovna 1. Ozna£me Z = X2 náhodnou veli£inu ozna£ující obsah

£tverce. Ten je v intervalu (0, 9), pro t ∈ (0, 9) a distribu£ní funkci
FZ náhodné veli£iny Z tedy m·ºeme psát FZ(t) = P [Z < t] =
= P [X2 < t] = P [X <

√
t] = FX(√t) = 1

9 t, hustota pravd¥po-

dobnosti je pak fZ(t) = 1
9 na intervalu (0, 9), jinak nula, jedná se tedy

o rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti na daném intervalu, st°ední

hodnota je tudíº 4, 5. □

9.41. Stanovte hodnotu parametru a ∈ R tak, aby funkce

f (x) =
 0 pro x ≤ 0
ax2 pro 0 < x < 2
0 pro x ≥ 2

zadávala hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X. Ur£ete

distribu£ní funkci, hustotu pravd¥podobnosti a st°ední hodnotu

rozd¥lení objemu krychle, jejíº délka hrany je náhodná veli£ina

s hustotou pravd¥podobnosti danou funkcí f . ⃝

9.42. Náhodn¥ roz°ízneme úse£ku délky l na dv¥ £ásti. Ur£ete dis-

tribu£ní funkci a hustotu pravd¥podobnosti rozd¥lení obsahu obdél-

níka, jehoº délky stran jsou rovny délkám takto vzniklých úse£ek.

�e²ení. Spo£ítejme hledanou distr. funkci. Ozna£me je²t¥ X náhod-

nou veli£inu s rovnom¥rným rozloºením na intervalu ⟨0, l⟩ udávající
délku jedné ze stran (délka druhé je pak l − X). Obsah obdélníka
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Podobn¥ vyjád°íme st°ední hodnotu funkce ze spojité náhodné
veli£iny:

Eψ(X) =
∫ ∞

−∞
ψ(x)fX(x)dx,

pokud tento integrál absolutn¥ konverguje.
V²imn¥me si náhodná veli£ina Y = ψ(X) nemusí být pro

funkci spojité náhodné veli£iny op¥t spojitá. Nicmén¥ v p°ípad¥
spojité monotónní funkce ψ a spojité veli£iny X tomu tak bude a
m¥lo by být vcelku jednoduchým cvi£ením ov¥°it, ºe námi de�no-
vaná Eψ(X) skute£n¥ splývá s EY .

St°ední hodnotu náhodné veli£iny m·ºeme nahlíºet jako
�o£ekávanou hodnotu�. Ve statistice zanedlouho uvidíme, ºe má
skute£n¥ p°ímý vztah k aritmetickému pr·m¥ru vektoru hodnot.

9.31. Petrohradský paradox. Vra´me se k p°íkladu, kterým
jsme motivovali pot°ebu diskrétních náhodných
veli£in v odstavci 9.10. P°eformulujeme tentýº
model jako potenciální pravidla herny a dostaneme
p¥kný p°íklad situace, ve které st°ední hodnota

zkoumané veli£iny nebude podle na²í de�nice v·bec existovat.
Náv²t¥vník zaplatí vklad C a poté hází mincí. Je-li T po£et

hod· pot°ebných k první hlav¥, pak obdrºí výhru 2T . Ptáme se, jaká
je �rozumná hodnota� pro vklad C? Je-li X náhodná veli£ina po-
pisující výhru, jist¥ se nám zdá, ºe správnou odpov¥dí je �cokoliv
men²í neº st°ední hodnota EX�.

Jak jsme odvodili v 9.10, je (za p°edpokladu férové mince)
P(T = k) = 2−k . Se£teme-li v²echny pravd¥podobnosti výsledk·
vynásobené výhrami 2k , dostaneme

∑∞
1 1 = ∞. St°ední hodnota

tedy neexistuje. Zdá se proto, ºe se hrá£i vyplatí vloºit i velký
vklad. . .

Ve skute£nosti simulací hry zjistíme, ºe nezávisle na po£tu
pokus· se prakticky v²echny výhry budou pohybovat v rozmezí
cca do 24. D·vodem je, ºe nikdo nem·ºe hrát neomezen¥ dlouho
a vysoké výhry jsou proto velice nepravd¥podobné a proto je p°i
reálných úvahách nelze brát váºn¥. V teorii rozhodování se tako-
vým p°ípad·m, kdy o£ekávaná hodnota nemá p°ímý vztah k vy£ís-
lenému uºitku °íká Petrohradský paradox a k této tématice lze najít
rozsáhlou literaturu.3

9.32. Vlastnosti st°ední hodnoty. U jednoduchých rozd¥lení
m·ºeme snadno spo£íst jejich st°ední hodnotu
p°ímo z de�nice. Nap°. pro náhodnou veli£inu s al-
ternativním rozd¥lením A(p) spo£teme okamºit¥

EX = (1− p) · 0+ p · 1 = p.
Stejn¥ tak bychom mohli spo£íst st°ední hodnotu np binomického
rozd¥lení Bi(n, p), to uº ale dá trochu p°emý²lení. Nicmén¥ vý-
sledek je okamºitým d·sledkem následující obecné v¥ty, protoºe
Bi(n, p) je sou£tem n náhodných veli£in s alternativním rozd¥le-
ními A(p).

Uvaºme n¥jaké náhodné veli£iny X, Y , reálné konstanty a, b
a podívejme se na st°ední hodnoty funkcí veli£in X+ Y a a + bX,
za p°edpokladu, ºe st°ední hodnoty EX a EY existují.

P°ímo z de�nice je samoz°ejmé, ºe konstantní náhodná
veli£ina a má za st°ední hodnotu op¥t a. Dále,

E(bX) = b EX,

protoºe konstanta b se vytkne jak ze sum, tak z integrál·.

3Bernoulli, 1738, viz Wiki � hodnota není dána cenou ale uºitkem
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S, tedy sou£in x(l − x) pro x ∈ ⟨0, l⟩ m·ºe z°ejm¥ nabývat hodnot

⟨0, l2/4⟩. Volíme-li d ∈ ⟨0, l2/4⟩, m·ºeme psát

F(d) = P [S ≤ d] = P [X(l −X) ≤ d]
Hledáme tedy ty hodnoty x, pro které je x(l − x) ≤ d. �e²íme kvadr.

nerovnici, ko°eny odpovídající kvadratické rovnice jsou l−
√
l2−4d
2 a

l+
√
l2−4c
2 , hodnoty x uvnit° tohoto intervalu nerovnici nespl¬ují, hod-

noty vn¥ potom ano. Je tedy

P [X(l −X) ≤ d] = P [X ∈ ⟨0, l⟩ \ ( l −
√
l2 − 4d
2

,
l +√l2 − 4d

2
)]

= l −√l2 − 4d
l

= 1−
√
l2 − 4d
l

Celkem

F(x) =


0 pro x ≤ 0
1−

√
l2−4x
l

pro 0 ≤ x ≤ l2

4

1 pro x > l2

4

Hustotu pravd¥podobnosti pak dostaneme derivací:

x(x) =


0 pro x ≤ 0

2
l
√
l2−4x

pro 0 ≤ x ≤ l2

4

0 pro x > l2

4

□

9.43. Nezávislé náhodné veli£iny X a Y mají následující hustoty

pravd¥podobnosti:

fX(t) =


0 pro t ≤ 0,
1 pro 0 < t < 1,
0 pro 1 ≤ t,

fY (t) =


0 pro t ≤ 0,
2t pro 0 < t < 1,
0 pro 1 ≤ t.

Ur£ete distribu£ní funkci náhodné veli£iny udávající obsah obdélníka

o stranách X a Y .

�e²ení.

FY (t) =
 0 pro t ≤ 0

2t − t2 pro 0 < t < 1
1 pro 1 ≤ t

□

9.44. Nech´ X, Y jsou nezávislé náhodné veli£iny, p°i£emº X má

rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti na intervalu (0, 2), Y je pak

dána následující hustotou pravd¥podobnosti:

f (x) =
 0 pro x ≤ 0

2x pro 0 < x < 1
0 pro x ≥ 1.

Ur£ete pravd¥podobnost, ºe Y je men²í neº X2.
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Obecn¥ji, st°ední hodnotu sou£inu dvou nezávislých náhod-
ných veli£in X a Y spo£teme následovn¥. P°edpokládejme, ºe vek-
tor (X, Y )má diskrétní nezávislé komponenty s pravd¥podobnost-
ními funkcemi fX(xi), fY (yj ). Potom

E(XY) =
∑
i

∑
j

xiyjfX(xi)fY (yj ) =

=
(∑

i

xifX(xi)

)(∑
j

yjfY (yj )

)
= EX EY.

Podobn¥ se spo£te rovnost E(XY) = EX EY pro nezávislé spo-
jité veli£iny.

Zkusme nyní spo£íst E(X+Y ) pro jakékoliv náhodné veli£iny.
Pro diskrétní rozd¥lení X a Y dostaneme

E(X + Y) =
∑
i

∑
j

(xi + yj )P (X = xi, Y = yj ) =

=
∑
i

(
xi
∑
j

P(X = xi, Y = yj )
)
+

+
∑
j

(
yj
∑
i

P(X = xi, Y = yj )
)
=

=
∑
i

xiP(X = xi)+
∑
j

yjP(Y = yj ),

p°i£emº absolutní konvergence první dvojité sumy vyplývá z troj-
úhelníkové nerovnosti a absolutní konvergence sum pro st°ední
hodnotu jednotlivých prom¥nných, p°i výpo£tu jsme pak absolutní
konvergence sum vyuºili k zám¥n¥ po°adí s£ítání.

Podobn¥ budeme postupovat u spojitých náhodných veli£inX
a Y se st°ední hodnotou. P°ipome¬me, ºe hustota sou£tu náhod-
ných veli£in je dána konvolucí jejich hustot.

E(X + Y ) =
∫ ∞

−∞
z(fX ∗ fY )(z)dz =

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
zfX(x)fY (z− x) dxdz =

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(z− x)fX(x)fY (z− x) dxdz+

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xfX(x)fY (z− x) dxdz =

=
∫ ∞

−∞
ufY (u) du+

∫ ∞

−∞
xfX(x) dz,

kde jsme vyuºili absolutní konvergenci integrál· st°edních hodnot
EX a EY k zám¥n¥ integrál· dle Fubiniho v¥ty.

Celkem tedy dostáváme o£ekávaný vztah:

E(X + Y ) = EX + EY,

kdykoliv st°ední hodnoty EX a EY existují.
Nyní jiº p°ímým pouºitím tohoto vztahu dostáváme:

Afinní povaha st°ední hodnoty

Pro jakékoliv konstanty a, b1, . . . , bk a náhodné veli£iny
X1, . . . , Xk platí

E(a + b1X1 + · · · + bkXk) = a + b1 EX1 + · · · + bk EXk.
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�e²ení. Protoºe X a Y jsou nezávislé náhodné veli£iny, je sdruºená

hustota pravd¥podobnosti f(X,Y ) : R2 → R2 veli£iny (X, Y ) dána

sou£inem hustot pravd¥podobnosti fX veli£inyX a fY veli£iny Y , tedy

f(X,Y )(u, v) =

=
{
fX(u) · fY (v) = 1

2 · 2v = v pro (u, v) ∈ (0, 2)× (0, 1),
0 jinak.

Hledaná pravd¥podobnost P je pak dána integrálem hustoty

pravd¥podobnosti f(X,Y ) p°es tu £ást roviny O, kde je Y < X2:

P =
∫∫
O

f(X,Y ) dx dy = 1−
∫∫
R2\O

f(X,Y ) dx dy =

= 1−
∫ 1

0

∫ 1

x2
y dy dx = 3

5
.

□

9.45. Nech´ X, Y jsou nezávislé náhodné veli£iny, p°i£emº X je dána

následující hustotou pravd¥podobnosti:

f1(x) =
 0 pro x ≤ 0

2x pro 0 < x < 1
0 pro x ≥ 1,

veli£ina Y pak touto hustotou pravd¥podobnosti:

f2(x) =
 0 pro x ≤ 0

x
2 pro 0 < x < 2
0 pro x ≥ 2.

Ur£ete pravd¥podobnost, ºe Y je v¥t²í neº X2. ⃝
�e²ení. f(X,Y )(u, v) = uv, pro (u, v) ∈ (0, 1) × (0, 2),
f(X,Y )(u, v) = 0 jinak. Pro hledanou pravd¥podobnost P pak

máme

P = ∫ 1
0

∫ 2
x2 xy dy dx = 11

12
. □

9.46. Nech´ X, Y jsou nezávislé náhodné veli£iny, p°i£emº X je dána

následující hustotou pravd¥podobnosti:

f (x) =


0 pro x ≤ 0
2x
9 pro 0 < x < 3

0 pro x ≥ 1,

veli£ina Y pak touto hustotou pravd¥podobnosti:

f (x) =
 0 pro x ≤ 0

x
2 pro 0 < x < 2
0 pro x ≥ 2.

Ur£ete pravd¥podobnost, ºe Y je v¥t²í neº X3.

⃝
�e²ení.

P = ∫ 3√2
0

∫ 2
x3 xy dy dx = 3√4

12 . □
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Následující v¥ta roz²i°uje toto chování v·£i a�nním transfor-
macím na náhodné vektory a ukazuje, ºe je st°ední hodnota invari-
antní v·£i a�nním transformacím, stejn¥ jako aritmetický pr·m¥r:

V¥ta. Nech´ X = (X1, . . . , Xn) je náhodný vektor se st°ední hod-
notou EX, a ∈ Rm, B ∈ Matmn(R) matice. Pak platí

E(a + B ·X) = a + B · EX.

D·kaz. Ve skute£nosti uº skoro nemáme co dokazovat. Pro-
toºe je st°ední hodnota vektoru de�nována jako vektor st°edních
hodnot, sta£í se nám omezit na jedinou poloºku v E(a + B · X).
M·ºeme proto rovnou p°edpokládat, ºe a je skalár a B matice s je-
diným °ádkem. Pak jde ov²em o st°ední hodnotu kone£ného sou£tu
náhodných veli£in a ta podle p°edchozí úvahy jednak existuje a zá-
rove¬ je dána jako sou£et st°edních hodnot jednotlivých poloºek.
To je práv¥ dokazovaný vztah. □

9.33. Kvantily a kritické hodnoty. Pokra£ujeme v na²em pro-
gramu zavád¥ní £íselných charakteristik v obdob¥
k t¥m z popisné statistiky. Dal²ími uºite£nými cha-
rakteristikami tam byly tzv. kvantily.

Uvaºme nejprve náhodnou veli£inu s ryze mono-
tonní distribu£ní funkci FX. Podmínce vyhovuje kaºdá spojitá ná-
hodná veli£ina X se v²ude nenulovou hustotou, jako je tomu nap°.
u normálního rozd¥lení. V tomto p°ípad¥ de�nujeme tzv. kvanti-
lovou funkci F−1

X prost¥ jako inverzní funkci (FX)−1 : (0, 1) →
R. To znamená, ºe hodnota y = F−1(α) je práv¥ takové y, ºe
P(X < y) = α. To p°esn¥ odpovídá kvantil·m z popisné sta-
tistiky, kdyº budeme za pravd¥podobnosti brát relativní £etnosti
výskytu hodnot.

Kvantilová funkce

Obecn¥, pro libovolnou náhodnou veli£inu X s distribu£ní
funkcí FX(x) de�nujeme její kvantilovou funkci

F−1(α) = inf{x ∈ R; F(x) ≥ α}, α ∈ (0, 1).

Z°ejm¥ jde o zobecn¥ní p°edchozí de�nice v p°ípad¥ ryze mo-
notónní distribu£ní funkce.

Jak jsme vid¥li v popisné statistice, nej£ast¥ji jsou pouºívané
kvantily s α = 0,5, tzv. medián, s α = 0,25, tzv. první kvartil,
α = 0,75, tzv. t°etí kvartil, a podobn¥ pro decily a percentily (kdy
je α rovno násobk·m desetin a setin).

Jak vyplývá p°ímo z de�nice, kvantilová funkce nám pro
danou náhodnou veli£inu X umoº¬uje p°ímo ur£ovat intervaly,
do kterých nám padnou hodnoty X s p°edem zadanou pravd¥po-
dobností. Velice £asto se budeme potkávat nap°. s hodnotou
8−1(0,975), která je p°ibliºn¥ rovna 1,96 a zadává percentil
97,5 pro normální rozd¥lení N(0, 1). Tato hodnota °íká, ºe
s 2,5�procentní pravd¥podobností bude hodnota takové náhodné
veli£iny Z alespo¬ 1,96. Protoºe je p°itom hustota pravd¥po-
dobnosti veli£iny Z symetrická kolem po£átku, m·ºeme toto
pozorování interpretovat tak, ºe pouze s 5�procentní pravd¥po-
dobností bude hodnota |Z| v¥t²í neº 1,96.

Podobné intervaly a hodnoty budeme hledat p°i diskusi spo-
lehlivosti odhad· hodnot charakteristik náhodných veli£in.
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F. St°ední hodnota, korelace

Spo£t¥te st°ední hodnotu a rozptyl binomického rozd¥lení

�e²ení. P°ímý výpo£et z de�nic je p¥kné kombinatorické cvi£ení.

My tvrzení dokáºeme s vyuºitím vlastnosti st°edních hodnot a roz-

ptylu. Podle de�nice binomického rozd¥lení v 9.22 m·ºeme náhod-

nou veli£inu X ∼ Bi(n, p) vid¥t jako sou£et X = ∑n
k=1 Yk, kde

Y1, . . . , Yn ∼ A(p) jsou nezávislé náhodné veli£iny vyjad°ující

úsp¥ch v k�tém pokusu. Alternativní rozd¥lení má z°ejm¥ st°ední hod-

notu EYi = p, a proto podle v¥ty 9.32 platí EX =∑n
k=1 EYk = np.

Podobn¥ snadno vypo£teme E(Y 2
k ) = 12 · p + 02 · (1 − p) = p, a

proto varYk = E(Y 2
k ) − (EYk)2 = p − p2. Podle v¥ty 9.36 pak platí

varX =∑n
k=1 varYk = np(1− p). □

9.47. Pravd¥podobnost zásahu cíle jedním výst°elem je 0, 6. Ná-
hodná veli£ina X udává po£et zásah· p°i p¥ti nezávislých výst°elech.

Ur£ete její rozd¥lení pravd¥podobnosti, st°ední hodnotu a rozptyl.

�e²ení. Výst°ely jsou z°ejm¥ nezávislé pokusy s alternativním

rozd¥lením A( 3
5), a proto je podle de�nice binomického rozd¥lení

X ∼ Bi(5, 3
5). Podle ∥F∥ je st°ední hodnota a rozptyl Bi(n, p) rovna

np respektive np(1 − p), coº v na²em p°ípad¥ dává EX = 3 a

varX = 6
5 . □

9.48. Diskrétní náhodná veli£ina X nabývá hodnot

k = 0, 1, 2, 3, . . . s pravd¥podobností P(X = k) = p(1 − p)k
(geometrické rozd¥lení). Ur£ete EX (st°ední doba £ekání na úsp¥ch)

a varX.

�e²ení. Z de�nice st°ední hodnoty a s vyuºitím formule pro sou£et

derivace geometrické °ady spo£ítáme

EX =
∞∑
k=0

kp(1− p)k = p(1− p)
∞∑
k=0

k(1− p)k−1 =

= p(1− p) 1
p2
= 1− p

p
.

Obdobn¥ s vyuºitím formule pro sou£et druhé derivace geometrické

°ady spo£ítáme

E(X2) =
∞∑
k=0

k2p(1− p)k = (1− p)(2− p)
p2

a proto je rozptyl roven varX = E(X2)− (EX)2 = 1−p
p2 . □

9.49. Náhodná veli£ina X má hustotu fX(x) = 3
x4 pro x ∈ (1,∞) a

jinde nulovou. Ur£ete její distribu£ní funkci, st°ední hodnotu a rozptyl.
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Kritické hodnoty

Pro náhodnou veli£inuX a reálné £íslo 0 < α < 1 de�nujeme
její kritickou hodnotu x(α) na úrovni α p°edpisem

P(X ≥ x(α)) = α.
To znamená, ºe x(α) = F−1

X (1−α), kde F−1
X je kvantilová funkce

veli£iny X.

9.34. Rozptyl a sm¥rodatná odchylka. Nejjednodu²²í £íselné
charakteristiky udávající variabilitu hodnot vzorku
v popisné statistice byly rozptyl a sm¥rodatná od-
chylka. Pro náhodné veli£iny si budeme po£ínat ob-

dobn¥.
Rozptyl náhodné veli£iny

Pro náhodnou veli£inuX s kone£nou st°ední hodnotou de�nu-
jeme její rozptyl vztahem

varX = E
(
(X − EX)2

)
,

pokud i st°ední hodnota na pravé stran¥ výrazu existuje. V opa£ném
p°ípad¥ °íkáme, ºe veli£ina X nemá rozptyl.

Odmocnina
√

varX z rozptylu se nazývá sm¥rodatná od-
chylka náhodné veli£iny X.

S vyuºitím vlastností st°ední hodnoty snadno spo£teme jed-
nodu²²í vztah pro rozptyl náhodné veli£iny X se st°ední hodnotou:

varX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2X(EX)+ (EX)2) =
= EX2 − 2(EX)2 + (EX)2 =
= EX2 − (EX)2.

Podívejme se také, jak se chová rozptyl náhodné veli£iny p°i
a�nních transformacích. Pro náhodnou veli£inu X se st°ední hod-
notou a rozptylem a pro reálná £ísla a, b uvaºujme náhodnou
veli£inu Y = a + bX. Spo£teme

varY = E
(
(a + bX)− E(a + bX))2 == E

(
b(X − EX)

)2
= b2 varX.

Odvodili jsem tedy následující uºite£né vztahy:

Vlastnosti rozptylu

varX = E(X2)− (EX)2(9.8)

var(a + bX) = b2 varX(9.9) √
var(a + bX) = b√varX(9.10)

Ke kaºdé náhodné veli£in¥ X se st°ední hodnotou a rozpty-
lem m·ºeme zadat tzv. normovanou veli£inu (£asto také °íkáme
standardizovanou veli£inu) jako funkci

Z = X − EX√
varX

.

Je to tedy taková a�nní transformace p·vodní veli£iny, která má
st°ední hodnotu nulovou a rozptyl jednotkový.
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�e²ení. Z de�nice distribu£ní funkce je pro x ∈ (1,∞)
FX(x) =

∫ x

1

3
t4
dt =

[
− 1
t3

]x
1
= 1− 1

x3
.

St°ední hodnota X je rovna

EX =
∫ ∞

1

3
x3
dx =

[
− 3

2x2

]∞

1
= 3

2

a st°ední hodnota X2 je

E(X2) =
∫ ∞

1

3
x2
dx =

[
−3
x

]∞

1
= 3.

Proto varX = 3− ( 3
2)

2 = 3
4 . □

9.50. Náhodná veli£ina X má hustotu rovnu fX(x) = cos x pro x ∈
⟨0, π2 ⟩ a jinde nulovou. Ur£ete st°ední hodnotu, rozptyl a medián této

veli£iny.

�e²ení. Z de�nice a integrací per partes spo£ítáme

EX =
∫ π

2

0
x cos xdx = [x sin x + cos x]

π
2
0 =

π

2
− 1.

Dvojitou integrací per partes dostaneme

E(X2) =
∫ π

2

0
x2 cos xdx =

= [x2 sin x + 2x cos x − 2 sin x
] π

2
0 =

(π
2

)2 − 2,

a proto je rozptyl roven varX = (π2 )2 − 2 − (π2 − 1)2 = π − 3. Dis-
tribu£ní funkce je podle de�nice rovna FX(x) =

∫ x
0 cos tdt = sin x a

medián F−1(0,5) = π
6 . □

9.51. Náhodná veli£ina X má hustotu rovnu fX(x) = λe−λx pro

x ≥ 0, kde λ > 0 je daný parametr rozd¥lení, a jinde nulovou (tzv.

exponenciální rozd¥lení). Ur£ete st°ední hodnotu, rozptyl, modus (re-

álné £íslo s maximální hustotou, resp. pravd¥podobnostní funkcí) a

medián této veli£iny.

�e²ení. Z de�nice a integrací per partes

EX =
∫ ∞

0
xλe−λxdx =

[
−xe−λx − 1

λ
e−λx

]∞

0
= 1
λ
,

E(X2) =
∫ ∞

0
x2λe−λxdx =

=
[
−x2 e−λx − 2x

1
λ
e−λx − 2

λ2
e−λx

]∞

0
= 2
λ2
,

a proto varX = E(X2)− (EX)2 = 1
λ2 . Protoºe F

′
X(x) = −λ2e−λx <

< 0, je hustota stále klesající funkce. Své maximum tedy nabývá

v nule. Z de�nice je

F(x) =
∫ x

0
λe−λtdt = 1− e−λx

a proto je medián roven F−1(0,5) = − 1
λ

ln( 1
2) = ln 2

λ
. □
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9.35. �eby²evova nerovnost. Hezkou ilustrací, k £emu je
uºite£ný rozptyl, je skoro samoz°ejmá nerovnost,
která dává p°ímo do souvislosti pravd¥podobnost
vzdálenosti hodnot náhodné veli£iny od její st°ední

hodnoty.

�eby²evova nerovnost

V¥ta. P°edpokládejme, ºe náhodná veli£inaX má kone£ný rozptyl,
a uvaºujme libovolné ε > 0. Potom platí

P(|X − EX| ≥ ε) ≤ varX
ε2 .

D·kaz. Uvedeme jednoduchý d·kaz pro spojitou náhodnou
veli£inu X. Analogický postup pro diskrétní veli£iny ponecháme
na £tená°i.

Ozna£me si µ = EX a po£ítejme podle de�nice

varX =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f (x) dx =

=
∫

|x−µ|≥ε
(x − µ)2f (x) dx+

+
∫

|x−µ|<ε
(x − µ)2f (x) dx ≥

≥
∫

|x−µ|≥ε
ε2f (x) dx = ε2 P(|X − µ| ≥ ε). □

Kdyº si uv¥domíme, ºe rozptyl je kvadrát sm¥rodatné od-
chylky σ , tak okamºit¥ vidíme, ºe volba ε = kσ dává pravd¥po-
dobnost

P(|X − EX| ≥ kσ) ≤ 1
k
.

�eby²evova nerovnost je mimo°ádn¥ uºite£ná pro asympto-
tické odhady u limitních proces·. Uvaºme nap°. posloupnost
náhodných veli£in X1, X2, . . . s rozloºením pravd¥podobnosti
Xn ∼ Bi(n, p) se stejným 0 < p < 1. Asi bychom intuitivn¥
o£ekávali, ºe relativní £etnost zdaru by se m¥la s rostoucím n

blíºit pravd¥podobnosti p, tj. ºe náhodné veli£iny Yn = 1
n
Xn by

se m¥l stále více svými hodnotami blíºit p. Evidentn¥ máme

EYn = np

n
= p, varYn = np(1− p)

n2 = p(1− p)
n

.

P°ímé pouºití �eby²evovy nerovnosti dává pro libovolné pevné
ε > 0

P
(|Yn − p| ≥ ε) ≤ p(1− p)

nε2 .

Odtud ale je z°ejmé, ºe pro kaºdé pevn¥ ε > 0 platí

lim
n→∞P

(∣∣Xn
n
− p∣∣ ≥ ε) = 0.

Tento výsledek je známý jako Bernoulliova v¥ta (jedna z mnoha).
Tomuto typu limitního chování °íkáme konvergence podle

pravd¥podobnosti. Dokázali jsme tedy, ºe v d·sledku �eby²evovy
nerovnosti konvergují na²e veli£iny Yn podle pravd¥podobnosti ke
konstantní veli£in¥ p.

9.36. Kovariance. Vra´me se nyní k náhodným vektor·m.
U st°ední hodnoty jsme to m¥li snadné � uvaºovali
jsme prost¥ vektor st°edních hodnot. Pro charakteri-
zaci variability nás v²ak také moc zajímají závislosti
mezi jednotlivými komponentami.
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9.52. Diskrétní náhodný vektor (X1, X2) má simultánní pravd¥po-

dobnostní funkci π(0,−1) = c, π(1, 0) = π(1, 1) = π(2, 1) =
= 2c, π(2, 0) = 3c a rovnou nule jinde. Ur£ete konstantu c a

vypo£t¥te kovarianci cov(X1, X2).

�e²ení. Sou£et pravd¥podobnostních funkcí p°es v²echny moºné

stavy musí být roven 1, tj.∑
i,j

π(i, j) = c + 3.2c + 3c = 10c = 1,

a odtud c = 1
10 . Pravd¥podobnostní funkce π1 proX1 je dána sou£tem

simultánní funkce p°es v²echny moºné hodnoty X2 , tj. π1(i) =
= ∑

j π(i, j). Je tedy rovna π1(0) = c, π1(1) = 4c, π1(2) = 5c
a nule jinde. Podobn¥ pro pravd¥podobnostní funkci π2 náhodné

veli£iny X2 dostaneme π2(−1) = c, π2(0) = 5c, π2(1) = 4c a nula
jinde. Odtud EX1 =∑i iπ1(i) = 14c = 1,4 a EX2 =∑j jπ2(j) =
= 3c = 0,3. Z de�nice kovariance pak máme

cov(X1, X2) =∑
i,j

(i − 1, 4)(j − 0, 3)π(i, j) = 0,18. □

9.53. Vmnoha v¥dních oborech se chování náhodné prom¥nné ome-

zené na n¥jaký interval modeluje pomocí tzv. beta rozd¥lení. Toto spo-

jité rozd¥lení je dáno pravd¥podobnostní funkcí na intervalu [0, 1]

fX(x) = 1
B(α, β)

xα−1 (1− x)β−1 ,

kde α, β jsou vhodn¥ zvolené parametry pro popis dané náhodné

veli£iny a B(α, β) je normaliza£ní konstanta, která zaji²´uje, ºe inte-

grál fX(x) p°es celý interval [0, 1] je roven jedné. Spo£ítejte jeho a)

modus, b) st°ední hodnotu a c) rozptyl.

�e²ení. a) Modus je z de�nice hodnota, ve které nabývá funkce

fX(x) své maximum. Hledejme tedy její stacionární body. Jednodu²e

spo£ítáme, ºe rovnice f ′
X(x) = 0 je ekvivalentní rovnici

(α − 1)(1− x)− x(β − 1) = 0,

která je spln¥na pro x = α−1
α+β−2 . Protoºe fX(0) = fX(1) = 0 a funkce

je kladná, jedná se evidentn¥ o hledané maximum.

b) Z de�nice je

EX = 1
B(α, β)

∫ 1

0
xα (1− x)β−1dx.

Integrací per partes pak dostáváme

EX = − 1
B(α, β)β

[xα (1− x)β]1
0 +

α

B(α, β)β

∫ 1

0
xα−1 (1− x)βdx.
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Kovariance

Pro náhodné veli£iny X, Y s existujícími rozptyly de�nujeme
jejich kovarianci p°edpisem

cov(X, Y ) = E ((X − EX)(Y − EY))

Velmi snadno odvodíme základní vlastnosti tohoto pojmu:

V¥ta. Pro jakékoliv náhodné veli£in X, Y , Z, pro které existují
jejich rozptyly, a reálná £ísla a, b, c, d platí

cov(X, Y ) = cov(Y,X)(9.11)

cov(X, Y ) = E(XY)− (EX)(EY )(9.12)

cov(X + Y,Z) = cov(X,Z)+ cov(Y, Z)(9.13)

cov(a + bX, c + dY ) = bd cov(X, Y )(9.14)

var(X + Y) = varX + varY + 2 cov(X, Y ).(9.15)

Jsou-li navíc na²e veli£iny X a Y nezávislé, pak cov(X, Y ) = 0.
Zejména potom platí

(9.16) var(X + Y) = varX + varY.

D·kaz. Symetrie kovariance v argumentech je okamºit¥
vid¥t z de�nice . Druhé tvrzení ihned plyne z vlastností st°ední
hodnoty náhodné veli£iny:

cov(X, Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) =
= E(XY)− (EY)X − (EX)Y + EX EY =
= E(XY)− EX EY

I dal²í tvrzení vyplývá z rozepsání de�ni£ního vztahu a skute£nosti,
ºe st°ední hodnota sou£tu náhodných veli£in je sou£et jejich st°ed-
ních hodnot.

Dal²í tvrzení op¥t také spo£teme p°ímo:

cov(a + bX, c + dY ) =
= E

(
(a + bX − E(a + bX))(c + dY − E(c + dY ))) =

= E
(
(bX − b E(X))(dY − d E(Y ))

) =
= E

(
bd(X − E(X))(Y − E(Y ))

) =
= bdE((X − EX)(Y − EY )

) = bd cov(X, Y ).

Dal²í tvrzení o rozptylu jsou uº vcelku snadným d·sledkem:

var(X + Y) = E
(
(X + Y)− E(X + Y ))2 =

= E
(
(X − EX)+ (Y − EY )

)2 =
= E(X − EX)2 + 2 E(X − EX)(Y − EY )+
+ E(Y − EY)2 =

= varX + 2 cov(X, Y )+ varY.

Pokud jsou navíc X a Y nezávislé, jsou jist¥ nezávislé i náhodné
veli£inyX−EX a Y −EY . Pak je ov²em platí E(XY) = EX EY
a je tedy p°ímo z de�nice jejich kovariance nulová. □

P°ímo z de�nice také vidíme, ºe

var(X) = cov(X,X)
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První £len je o£ividn¥ nulový. Úpravou druhého pak dostáváme

EX = α

B(α, β)β

∫ 1

0
xα−1 (1− x)β−1dx−

− α

B(α, β)β

∫ 1

0
xα (1− x)β−1dx.

Nyní integrál v prvním £lenu je díky normalizaci roven práv¥ B(α, β)
a druhý integrál udává téº st°ední hodnotu. P°edchozí rovnici tedy

m·ºeme zapsat ve tvaru

EX = α

β
− α
β

EX.

Odtud okamºit¥ EX = α
α+β .

c) Pro výpo£et rozptylu pot°ebujeme spo£ítat

EX2 = 1
B(α, β)

∫ 1

0
xα+1 (1− x)β−1dx.

Tento integrál spo£ítáme podobným zp·sobem jako v b). Konkretn¥

EX2 = α + 1
B(α, β)β

∫ 1

0
xα (1− x)βdx = α + 1

β
EX − α + 1

β
EX2.

Odtud EX2 = (α+1) E X
α+β+1 . Dosazením st°ední hodnoty pak máme

varX = EX2 − (EX)2 = αβ

(α + β + 1)(α + β)2 . □

9.54. Hodíme t°emi mincemi. Ur£ete korela£ní koe�cient veli£iny

X udávající po£et padlých líc· dohromady na první a druhé minci a

veli£iny Y udávající po£et padlých líc· dohromady na druhé a t°etí

minci.

�e²ení. Nejprve sestavíme pravdivostní tabulku vektorové diskrétní

náhodné veli£iny (X, Y ), ze které snadno ur£íme pravd¥podobnostní

rozd¥lení veli£in, které budeme pot°ebovat (samoz°ejm¥ to m·ºeme

ud¥lat i bez tabulky):

Y 0 1 2
X

0 1
8

1
8 0

1 1
8

1
4

1
8

2 0 1
8

1
8

Diskrétní veli£inyX a Y mají stejné rozd¥lení pravd¥podobnosti a

to hodnotu 0 nabývají s pravd¥podobností 1/4, hodnotu 1 s pravd¥po-

dobností 1/2 a hodnotu 2 s pravd¥podobností 1/4. Veli£ina XY pak

m·ºe nabývat hodnot 0, 1, 2, 4 a to postupn¥ s pravd¥podobnostmi

3/8, 1/4, 1/4, 1/8 Nyní spo£ítáme st°ední hodnoty veli£in X, X2, Y ,



KAPITOLA 9. STATISTICKÉ A PRAVD�PODOBNOSTNÍ METODY

9.37. Korelace náhodných veli£in. P°edchozí v¥ta nám °íká, ºe
kovariance je symetrickou bilineární formou na reál-
ném vektorovém prostoru náhodných veli£in s rozpty-
lem. Rozptyl je pak p°íslu²nou kvadratickou formou

a kovarianci lze pak spo£íst z rozptylu jednotlivých veli£in a jejich
sou£tu, tak jak jsme to vid¥li v lineární algeb°e.

Kovariance tedy do jisté míry vypovídá o závislosti dvou ná-
hodných veli£in. Hovo°íme o korelaci veli£in a v obdob¥ ke sm¥ro-
datné odchylce zavádíme následující pojem

Korela£ní koeficient

Korela£ním koe�cientem náhodných veli£inX a Y , které mají
kone£ný nenulový rozptyl, rozumíme hodnotu

ρX,Y = cov(X, Y )√
varX

√
varY

.

Jak je vid¥t z v¥ty 9.36, korela£ní koe�cient veli£in je kovari-
ance normovaných veli£in 1√

varX
(X − EX) a 1√

varY
(Y − EY )).

Okamºit¥ je také vid¥t platnost následujících vztah·, kde
a, b, c, d, bd ̸= 0, jsou reálné konstanty a X, Y jsou náhodné
veli£iny s nenulovým kone£ným rozptylem,

ρa+bX,c+dY = sgn(bd)ρX,Y
ρX,X = 1.

Navíc je jist¥ ρX,Y = 0, pokud jsou náhodné veli£iny X a Y nezá-
vislé.

V²imn¥me si, ºe kdyº má náhodná veli£ina X nulový roz-
ptyl, pak p°ímo z de�nice vidíme, ºe musí nabývat hodnotu EX
s pravd¥podobností 1. Skute£n¥, kdyby padla hodnota X do n¥ja-
kého intervalu I neobsahujícího EX s pravd¥podobností p ̸= 0,
pak by musel být výraz varX = E(X − EX)2 kladný. Stochas-
ticky se tedy veli£iny s nulovým rozptylem chovají jako konstanty.

Kdyby byla kovariance pozitivn¥ de�nitní symetrická biline-
ární forma, Cauchyova-Schwarzova nerovnost (viz 3.25) by oka-
mºit¥ dala nerovnost

(9.17) |ρX,Y | ≤ 1

V následující v¥t¥ °íkáme více. Ukazuje totiº, ºe korelace nebo
antikorelace veli£in X a Y °íká, ºe jsou tyto veli£iny v n¥jakém
a�nním vztahu Y = kX + c, p°i£emº znaménko k odpovídá zna-
ménku v ρX,Y = ±1. Naopak, nulový korela£ní koe�cient vy-
povídá o skute£nosti, ºe p°ípadnou závislost veli£in v·bec nejde
p°iblíºit pomocí takového a�nního vztahu (a nemusí proto nutn¥
jít o nezávislé veli£iny).

V¥ta. Je-li korela£ní koe�cient de�nován, pak platí |ρX,Y | ≤ 1.
Rovnost p°itom nastává pouze tehdy, kdyº existují konstanty k, c
takové, ºe P(Y = kX + c) = 1.

D·kaz. Protoºe je rozptyl vºdy nezáporný, odhadneme kva-
dratický výraz

0 ≤ var
(
Y − EY√

varY
+ t X − EX√

varX

)
= 1+ 2tρX,Y + t2 .

Kvadratický výraz napravo tedy jist¥ nemá dva reálné r·zné ko°eny
a proto musí být jeho diskriminant nekladný, tj. 4(ρX,Y )2− 4 ≤ 0.
Odtud jiº dostáváme dokazovanou nerovnost a také vidíme, ºe rov-
nost nastává pouze pro ρX,Y = ±1. Pak ov²em pro jediný dvoj-
násobný ko°en t0 má p°íslu²ná veli£ina nulový rozptyl a má tedy
s pravd¥podobností jedna vhodnou konstantní hodnotu. □
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Y 2, XY :

E(X) = E(Y ) = 0 · 1
4
+ 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
= 1

E(X2) = E(Y 2) = 0 · 1
4
+ 1 · 1

2
+ 4 · 1

4
= 3

2

E(XY) = 0 · 3
8
+ 1 · 1

4
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
= 5

4

Máme tedy

σ 2(X) = ς2(Y ) = E(X2)− [E(X)]2 = 1
2

cov(X, Y ) = E(XY)− E(X)E(Y ) = 1
4

Celkem

ρX,Y = cov(X, Y )
σ (X) · σ(Y ) =

1
2

□

9.55. Nech´ náhodné veli£iny U , V mají diskrétní rozd¥lení ur£ené

následující tabulkou (U m·ºe nabývat hodnot 1, 2, veli£ina V potom

hodnot 1, 2 a 3):

V
U 1 2 3
1 0,1 0,2 0,3
2 0,2 0,1 0,1

.

Najd¥te marginální rozd¥lení obou náhodných veli£in, jejich st°ední

hodnoty, rozptyly a korela£ní koe�cient. ⃝

9.56. Ur£ete st°ední hodnotu a rozptyl náhodné veli£iny X2, kde X

je náhodná veli£ina s rovnom¥rným rozd¥lením pravd¥podobnosti na

intervalu ⟨−1, 1⟩. ⃝

9.57. Dvakrát hodíme ²estibokou kostkou. Ur£ete korela£ní koe�cient

veli£iny X udávající po£et padlých sudých £ísel a veli£iny Y udávající

po£et padlých lichých £ísel. ⃝

9.58. Nech´ náhodné veli£iny U , V mají rozd¥lení pravd¥podobnosti

ur£ené následující tabulkou (U m·ºe nabývat hodnot 1, 2, veli£ina V
potom hodnot 1, 2 a 3):

V
U 1 2 3
1 0,1 0,1 0,4
2 0,2 0,1 0,1

.

Najd¥te marginální rozd¥lení obou náhodných veli£in, jejich st°ední

hodnoty, rozptyly a korela£ní koe�cient. ⃝
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9.38. Varian£ní matice. Dostáváme se kone£n¥ k variabilit¥ hod-
not náhodného vektoru. Nabízí se uvaºovat kovariance
v²ech dvojic komponent. Následující de�nice a v¥ta uka-
zují, ºe skute£n¥ dostaneme analogii rozptylu pro vektory,
v£etn¥ chování rozptylu p°i a�nních transformacích náhod-

ných veli£in.

Varian£ní matice

Uvaºme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)
T jehoº v²echny

komponenty mají kone£ný rozptyl. Varian£ní matici náhodného
vektoru X de�nujeme pomocí st°ední hodnoty p°edpisem (vektor
X je sloupec náhodných veli£in)

varX = E(X − EX)(X − EX)T .

Pouºitím de�nice st°ední hodnoty vektoru a p°ímým rozepsáním
násobení matic po sloºkách ov¥°íme, ºe varian£ní matice je syme-
trická matice

varX =


varX1 cov(X1, X2) · · · cov(X1, Xn)

cov(X2, X1) varX2 · · · cov(X2, Xn)
...

...
. . .

...

cov(Xn, X1) cov(Xn, X2) · · · varXn



V¥ta. Uvaºujme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)
T , jehoº

v²echny komponenty mají kone£ný rozptyl, Uvaºme dále jeho trans-
formovanou vektorovou náhodnou veli£inu Y = BX+ c, kde B je
matice reálných konstant typu m × n a c je vektor konstant v Rm.
Potom

var(Y ) = var(BX + c) = B(varX)BT .

D·kaz. Sta£í provést p°ímý výpo£et a vyuºít p°itom vlast-
nosti st°ední hodnoty

var(Y ) = E
(
(BX + c)− E(BX + c))((BX + c)−

− E(BX + c))T =
= E(B(X − EX))(B(X − EX))T =
= B E(X − EX)(X − EX)TBT =
= B(varX)BT .

□
Stejn¥ jako u rozptylu skalární náhodné veli£iny tedy vidíme,

ºe konstantní £ást transformace nemá vliv, zatímco v·£i lineární
£ásti transformace se varian£ní matice chová jako matice kvadra-
tické formy.

9.39. Momenty a momentová funkce. St°ední hodnota a rozptyl
odráºí chování st°ední hodnoty samotné veli£iny X a
jejího kvadrátu. V popisné statistice jsme také zkou-
mali tzv. ²ikmost rozloºení dat a je p°irozené zkoumat
variabilitu náhodných veli£in pomocí vy²²ích mocnin

dané náhodné veli£iny X.
Charakteristiku E(Xk) nazýváme k-tým momentem, charakte-

ristiku µk = E
(
(X − EX)k) pak k-tým centrálním momentem ná-

hodné veli£iny X. Uºite£ný bývá také tzv. k-tý absolutní moment
zadaný p°edpisem E |X|k .

P°ímo z de�nice je tedy pro spojitou veli£inu X

EXk =
∫ ∞

−∞
xk fX(x) dx
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G. Transformace náhodných veli£in

Uvaºme spojitou funkci náhodné veli£iny Y = ψ(X). Za p°ed-

pokladu,ºe transformace g je rostoucí (analogicky klesající) funkce,

dostáváme pro p°íslu²nou distribu£ní funkci vztah

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(ψ(X) ≤ y) =
= P(X ≤ ψ−1 (y)) = FX(ψ−1 (y)),

kde FX je distribu£ní funkce X. Odkud pro hustotu transformované

náhodné veli£iny Y

fY (y) = dFY (y)

dy
= fX(ψ−1 (y))

∣∣∣∣dψ−1 (y)

dy

∣∣∣∣ .
Podle pravidla pro transformaci sou°adnic v integrálu pak m·ºeme

st°ední hodnotu Y spo£ítat jako

E Y =
∫ ∞

−∞
yfY (y)dy =

∫ ∞

−∞
ψ(x)fX(x)dx

a podobn¥ pro rozptyl Y .

9.59. Náhodná veli£inaX má hustotu f (x). Ur£ete hustotu náhodné

veli£iny Y tvaru

i) Y = eX, x ≥ 0,
ii) Y = √X, x > 0,
iii) Y = lnX, x > 0,
iv) Y = 1

X
, x > 0.

�e²ení. P°ímým aplikováním formule pro hustotu transformované ná-

hodné veli£iny dostaneme a) fY (y) = f (ln y) 1
y
, b) fY (y) = 2f (y2 )y,

c) fY (y) = f (ey)ey, d) fY (y) = f (1/y) 1
y2 . □

9.60. Náhodná veli£ina X má rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podob-

nosti na intervalu (−π
2 ,

π
2 ). Ur£ete jeho hustotu a hustotu transformo-

vaných veli£in Y = sinX,Z = tgX.

�e²ení. Protoºe délka intervalu, na kterém je náhodná veli£ina X ne-

nulová je π , je její hustota rovna fX(x) = 1
π
pro x ∈ (−π

2 ,
π
2 ) a nula

jinde. Ze vztahu pro hustotu transformované náhodné veli£iny a podle

vzorce pro derivaci elementárních funkcí pak máme

fY (y) = fX(arcsin(y)) arcsin′(y) = 1

π
√

1− y2

a

fZ(y) = fX(arctg(z)) arctg′(y) = 1
π(1+ y2 )

. □

9.61. Náhodná veli£ina X má hustotu rovnu cos x pro x ∈ (0, π2 ) a
nulovou jinde. Ur£ete hustotu náhodné veli£iny Y = X2 a vypo£t¥te

EY, varY.
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a obdobn¥ víme, ºe pro diskrétní veli£iny X s pravd¥podobností
soust°ed¥nou do hodnot xi bude

EXk =
∑
i

xki fX(xi).

Uvidíme, ºe bude pro výpo£ty velice výhodné um¥t pracovat
s mocninnou °adou, ve které momenty budou vystupovat coby koe-
�cienty. Protoºe víme, ºe koe�cienty Taylorovy °ady funkceM(t)
v bod¥ t = 0 dostaneme pomocí diferencování, m·ºeme vcelku
snadno uhádnout správnou volbu takové funkce:

Momentová vytvo°ující funkce

Pro náhodnou veli£inu X uvaºme funkci MX(t) : R → R
de�novanou p°edpisem

MX(t) = E etX =
{∑

i etxi fX(xi) pro diskrétní X∫∞
−∞ etx fX(x) dx pro spojitou X.

Pokud tato st°ední hodnota existuje, hovo°íme o momentové vy-
tvo°ující funkci náhodné veli£iny X.

Je zjevné, ºe tato funkce MX(t) je vºdy analytickou funkcí
v p°ípad¥ diskrétních náhodných veli£in s kone£n¥ mnoha hodno-
tami xi .

V¥ta. Nech´X je náhodná veli£ina pro kterou na intervalu (−a, a)
existuje její analytickámomentová vytvo°ující funkce. Pak na tomto
intervalu jeMX(t) dána absolutn¥ konvergující °adou

MX(t) =
∞∑
k=0

tk

k!
EXk.

D·kaz. Ov¥°ení tvrzení v¥ty je jednoduchým cvi£ením na
techniky diferenciálního a integrálního po£tu. V p°ípad¥ diskrétní
veli£iny, jde bu¤ o kone£né sou£ty nebo o po£ítání s absolutn¥
a stejnom¥rn¥ konvergentními °adami, resp. v p°ípad¥ spojitých
veli£in jde o absolutn¥ konvergující integrály. M·ºeme proto pro-
hodit limitní proces s derivováním a protoºe d

dt
etx = x etx , dostá-

váme okamºit¥ vztah

dk

dtk
MX(t) = EXk

a odtud je tvrzení v¥ty z°ejmé. □

Ve skute£nosti lze ukázat, ºe p°edpoklady v¥ty jsou spln¥ny,
kdykoliv platí sou£asn¥MX(−a) <∞ aMX(a) <∞ a navíc lze
dokázat, ºe platí-li v takovémp°ípad¥ rovnostmomentových funkcí
MX(t) = MY (t) na n¥jakém netriviálním intervalu, pak mají tyto
náhodné veli£inyX a Y také stejné distribu£ní funkce. Momentová
funkce tedy poskytuje za t¥chto podmínek úplnou charakterizaci
náhodné veli£iny.

9.40. Vlastnosti momentové funkce. Díky vlastnostem exponen-
ciální funkce lze o£ekávat, ºe snadno spo£teme, jak
se chová momentová vytvo°ující funkce p°i a�nních
transformacích náhodných veli£in a p°i sou£tech ne-
závislých náhodných veli£in.

Lemma. Nech´ a, b ∈ R a X, Y jsou nezávislé náhodné veli£iny
s momentovými vytvo°ujícími funkcemi MX(t) a MY (t). Potom
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�e²ení. Podle vzorce pro hustotu transformované náhodné veli£iny je

fY (y) = fX(√y)(√y)′ = 1
2
√
y

cos x.

St°ední hodnotu a rozptyl Y je jednodu²²í po£ítat p°ímo z hustoty ná-

hodné veli£iny X. Platí E Y = ∫∞
−∞ x

2fX(x)dx a proto

EY =
∫ π

2

0
x2 cos xdx = [x2 sin x + 2x cos x − 2 sin x

] π
2
0 =

π2 − 8
4

.

Integrál jsme spo£ítali metodou per partes. Stejnou metodou

spo£ítáme

E(Y 2) =
∫ π

2

0
x4 cos xdx =

= [(x4 − 12x2 + 24) sin x + 4(x3 − 6x) cos x
] π

2
0 .

Odtud máme E(Y 2) = (π2 )
4 − 12(π2 )

2 + 24, a proto

varY = π4

16 − 3π2 + 24 − π4 −16π2 +64
16 = 20− 2π2.

□

9.62. Nech´ X je náhodná veli£ina, která nabývá hodnoty 0

s pravd¥podobností 1
2 a hodnoty 1 téº s pravd¥podobností 1

2 . Podobn¥

nech´ Y je náhodná veli£ina, která nabývá hodnoty -1 a 1 s pravd¥po-

dobnostmi 1
2 . Ukaºte, ºe náhodné veli£iny X a Z = XY jsou

nekorelované, ale závislé. Udejte p°íklad dvou spojitých náhodných

veli£in, které mají tuto vlastnost.

�e²ení. Nejprve spo£ítáme st°ední hodnoty na²ich náhodných veli£in

EX = 0 · 1
2 + 1 · 1

2 = 1
2 ,EZ = E(XY) = 0 · 1

2 + (−1) · 1
4 + 1 · 1

4 =
= 0. Pro st°ední hodnotu jejich sou£inu máme E(XZ) = E(X2Y ) =
= 1 · 1

4 + (−1) · 1
4 = 0. Podle v¥ty 9.36 je pak kovariance rovna

cov(X,Z) = 0 − 1
2 ·0 = 0. Veli£inyX a Y jsou tedy nekorelované.

Zárove¬ je podmín¥ná pravd¥podobnost P(Z = 1|X = 0) z°ejm¥

nulová, tj. i P(Z = 1, X = 0) = 0, a p°itom P(Z = 1) = 1
4 a

P(X = 0) = 1
2 , tedy P(Z = 1) · P(X = 0) = 1

8 ̸= 0. Vidíme, ºe

P(Z = 1) · P(X = 0) ̸= P(Z = 1, X = 0), coº znamená, ºe X a Z

jsou závislé.

Z p°íslu²ných de�nic lze lehce ov¥°it, ºe p°íkladem spojitých nekore-

lovaných závislých náhodných veli£in jsouX a Y = X2, kdeX je libo-

voln¥ rozloºená náhodná veli£ina, která má nulovou st°ední hodnotu,

kone£ný druhý moment a nulový t°etí moment. □

H. Nerovnosti a limitní v¥ty

Markovova nerovnost dává hrubý odhad nezáporné náhodné

veli£iny v p°ípad¥, ºe neznáme nic jiného, neº její st°ední hodnotu.

Konkrétn¥ °íká, ºe pro kaºdou nezápornou náhodnou veli£inu X a

pro libovolné a > 0 platí P(X ≥ a) ≤ E X
a
.
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mají náhodné veli£iny V = a + bX a W = X + Y momentové
vytvo°ující funkce

Ma+b X(t) = eat MX(bt)

MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

D·kaz. První vztah spo£teme p°ímo z de�nice

MV (t) = E e(a+bX)t = E eat e(bt)X = eat MX(bt).

U druhého vyuºijeme skute£nost, ºe st°ední hodnota sou£inu
nezávislých veli£in je sou£inem jejich st°edních hodnot.

MW (t) = E et(X+Y) = E etX etY = E etX E etY = MX(t)MY (t).

□

Pro ilustraci si spo£t¥me p°ímo z de�nice momentovou
funkci náhodné veli£iny X s normálním rozloºením
N(µ, σ ) a náhodné veli£iny X s binomiálním roz-
loºením Bi(n, p). Za£neme s veli£inou Z ∼ N(0, 1)

MZ(t) =
∫ ∞

−∞
etx

1√
2π

e− x2
2 dx =

=
∫ ∞

−∞
1√
2π

e− 1
2 (x

2−2tx+t2 −t2 ) dx =

= e
t2
2

∫ ∞

−∞
1√
2π

e− (x−t)2
2 dx =

= e
t2
2 ,

kde jsme vyuºili p°i výpo£tu skute£nost, ºe v p°edposledním vý-
razu integrujeme pro kaºdé pevné t hustotu rozd¥lení spojité ná-
hodné veli£iny, proto je tento integrál roven jedné.

Jde tedy o p°ípad v²ude analytické funkce a zejména existují
momenty v²ech °ád·. P°ímým dosazením 1

2 t
2 do mocninné °ady

pro exponenciálu je v²echny okamºit¥ spo£teme:

MZ(t) =
∞∑
k=0

1
k!

(
t2

2

)k
=

∞∑
k=0

1
k!2k

t2k =

= 1+ 0 t + 1
2
t2 + 0 t3 + 3

4!
t4 + . . .

Zejména tedy znovu vidíme, ºe st°ední hodnota Z je skute£n¥
EZ = 0 a její rozptyl je varZ = EZ2 − (EZ)2 = 1.

Dosazením do vztahu pro momentovou vytvo°ující funkci
Mµ+σZ dostaneme pro X ∼ N(µ, σ )

MX(t) = eµt e
σ2 t2

2

a odtud také okamºit¥ vidíme, ºe sou£et nezávislých normálních
rozd¥lení X ∼ N(µ, σ ) a Y ∼ N(µ′, σ ′) má op¥t normální
rozd¥lení X + Y ∼ N(µ+ µ′, σ + σ ′).

Podobn¥ pro veli£inu X ∼ Bi(n, p) spo£teme snadno

MX(t) = E etX =
n∑
k=0

(p et )k
(
n

k

)
(1− p)n−k =

= (p et +(1− p))n = (p(et −1)+ 1)n =
= 1+ npt + ((n

2

)
p2 + np

2

)
t2 + . . . .
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9.63. M¥jme nezápornou náhodnou veli£inu X se st°ední hodnotou

µ. Bez dal²ích informací o rozd¥lení X odhadn¥te P(X > 3µ).
Vypo£t¥te P(X > 3µ) víte-li, ºe X ∼ Ex( 1

µ
).

�e²ení. Pokud nezáporná náhodná veli£ina X nenabývá pouze nu-

lovou hodnotu, pak je její st°ední hodnota µ kladná. Proto m·ºeme

danou pravd¥podobnost zhruba odhadnout pomocí Markovovy nerov-

nosti

P(X ≥ 3µ) ≤ µ

3µ
= 1

3
.

Pokud víme, ºe X ∼ Ex( 1
µ
), pak

P(X > 3µ) = 1− P(X ≤ 3µ) = 1− F(3µ),
kde F je distribu£ní funkce exponenciálního rozd¥lení. Ta je podle

de�nice

F(x) =
∫ x

0

1
µ
e

− t
µ dt =

[
−e− t

µ

]x
0
= 1− e− x

µ

a proto P(X > 3µ) = 1
e3 . □

9.64. Pr·m¥rná rychlost v¥tru je na ur£itém míst¥ 20 km/hod.

• Bez ohledu na rozd¥lení rychlosti v¥tru jako náhodné

veli£iny odhadn¥te pravd¥podobnost, ºe p°i jednom pozoro-

vání rychlost v¥tru nep°esáhne 60 km/h.

• Ur£ete interval, v n¥mº se bude rychlost v¥tru nacházet

s pravd¥podobností alespo¬ 0,9, víte-li navíc, ºe sm¥rodatná

odchylka σ = 1 km/hod.

�e²ení. Ozna£me náhodnou veli£inu udávající rychlost v¥tru X.

V prvním p°ípad¥ m·ºeme pouºít pouze hrubý odhad pomocí

Markovovy nerovnosti

P(X ≤ 60) = 1− P(X ≥ 60) ≥ 1− 20
60
= 2

3
.

V druhém p°ípad¥ známe rozptyl (resp. sm¥rodatnou odchylku)

rychlosti v¥tru, a proto k ur£ení daného intervalu m·ºeme pouºít

�eby²evovu nerovnost 9.35

0, 9 ≤ P(|X − 20| < x) = 1− P(|X − 20| ≥ x) ≤ 1− 1
x2
.

Odtud x ≥ √
10 ≈ 3,2. Hledaný interval je tedy

(16,8 km/hod, 23,2 km/hod). □

9.65. Ke kaºdému jogurtu b¥ºné zna£ky je náhodn¥ (rovnom¥rn¥)

p°ibalen obrázek n¥kterého z 26 hokejových mistr· sv¥ta. Kolik jo-

gurt· si fanynka V¥rka musí koupit, aby s pravd¥podobností 0,95 zís-

kala alespo¬ 5 karti£ek Jaromíra Jágra?

�e²ení. Ozna£íme-li náhodnou veli£inu udávající po£et získaných

karti£ek Jágra X, je z°ejm¥ X ∼ Bi(n, 1
26), kde n je celkový po£et

koupených jogurt·. Hledáme takovou hodnotu tohoto £ísla, aby
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Samoz°ejm¥ jsme mohli totéº spo£íst je²t¥ snadn¥ji s vyuºitím
posledního lemmatu, protoºe je X sou£tem n nezávislých veli£in
Y ∼ A(p) s alternativním rozd¥lením. Je tedy nutn¥

E etX = (E etY )n = (p et +(1− p))n.
Op¥t odtud hned vidíme, ºe v²echny momenty veli£iny Y jsou
rovny p. Proto EY = p, zatímco varY = p(1 − p). Z mo-
mentové funkce MX(t) ode£teme snadno EX = np a varX =
= EX2 − (EX)2 = np(1− p).

V²imn¥me si, ºe náhodná veli£ina vzniklá jako sou£et n nezá-
vislých náhodných veli£in Yi se stejným rozloºením se samoz°ejm¥
stochasticky chová zásadn¥ odli²n¥ od násobku nY .

9.41. �ikmost a ²pi£atost. Protoºe je t°etí centrální moment dán
pomocí t°etích mocnin odchylek od st°ední hodnoty,
bude do jisté míry vyjad°ovat, jak moc nejsou hod-
noty náhodné veli£iny rozprost°eny symetricky ko-
lem st°ední hodnoty. To jsme v popisné statistice sle-

dovali pomocí koe�cientu ²ikmosti. U náhodných veli£in se pou-
ºívá se v podob¥ charakteristiky

γ1 = E(X − EX)3

(
√

varX)3
a °íkáme jí koe�cient ²ikmosti náhodné veli£iny X.

Dal²í b¥ºn¥ uºívanou charakteristikou je koe�cient ²pi£atosti
náhodné veli£iny X, který de�nujeme p°edpisem

γ2 = E(X − EX)4

(varX)2
− 3.

Vid¥li jsme, ºe u normovaného normálního rozd¥lení je t°etí cen-
trální moment nulový a £tvrtý je roven 3. Zvolené normování ko-
e�cientu ²pi£atosti je voleno tak, aby jeho hodnota pro normované
normální rozd¥lení byla nulová. Pro obecné rozloºení pak ²pi£atost
dává srovnání s normálním rozd¥lením.

V praxi se v²ak m·ºeme setkat i s jinými normováními koe�-
cient· ²ikmosti a ²pi£atosti.

9.42. Centrální limitní v¥ta. Nyní se kone£n¥ dostáváme ke
klí£ovému nástroji, který propojuje pravd¥podobnost
a statistiku. Technicky se bude zdát, ºe jde o vcelku
jednoduchou manipulaci s momentovými vytvo°ují-
cími funkcemi. Historicky v²ak byly daleko d°íve a

jinak dokázány mnohé speciální p°ípady, které samy o sob¥ mají
velkou hodnotu, protoºe £asto podávají navíc odhady rychlosti kon-
vergence, a ty jsou pochopiteln¥ pro praktické vyuºití t°eba.

P°ed formulací výsledku se nejprve zastavme u zobecn¥ní Ber-
noulliovy v¥ty o binomickém rozd¥lení na konci odstavce 9.35. Ná-
hodné veli£iny 1

n
Xn, kdeXn ∼ Bi(n, p)m·ºeme povaºovat za arit-

metický pr·m¥r sou£tu n nezávislých veli£in s rozd¥lením A(p) a
samotné Bernoulliho tvrzení pak °íká, ºe tyto pr·m¥ry konvergují
k hodnot¥ p s pravd¥podobností 1. Toto tvrzení platí zcela obecn¥
takto:

Lemma. Uvaºme posloupnost po dvou nekorelovaných náhod-
ných veli£in X1, X2, . . . , které mají v²echny spole£nou kone£nou
st°ední hodnotu EXi = µ. P°edpokládejme navíc, ºe tyto veli£iny
mají kone£né rozptyly omezené konstantou varXi ≤ C. Potom pro
libovolné ε > 0 platí

lim
n→∞P

(∣∣1
n

n∑
i=1

Xi − µ
∣∣ < ε

) = 1.
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P(X ≥ 5) = 0,95, tj. FX(4) = P(X ≤ 4) = 0,05. Abychom
ji mohli ur£it, aproximujeme binomické rozd¥lení podle Moivreovy-

Laplaceovy v¥ty normálním rozd¥lením (p°edpokládáme hodnota

n bude velké, a proto chyba aproximace bude malá). Podle ∥F∥ má

X st°ední hodnotu EX = n
26 a rozptyl varX = 25n

262 . Ozna£íme-li

tedy Z standardizovanou veli£inu, pak danou podmínku m·ºeme

ekvivalentn¥ p°epsat

0,05 = P(X ≤ 4) = P
(
Z ≤ 4− n

26
5
√
n

26

)
= FZ

(
104− n

5
√
n

)
,

kde FZ ≈ 8 je podle aproxima£ního p°edpokladu distribu£ní funkce

normálního rozd¥lení N(0, 1). Protoºe ur£it¥ n > 104, tak vyuºitím

8(−x) = 1 − 8(x) p°edchozí rovnice dává n − 104 = 8−1(0,95) ·
5
√
n. Kvantil vystupující v této rovnici má podle tabulek hodnotu

z(0,95) = 1,65. Vy°e²ením této kvadratické rovnice pak obdrºíme

n = 223,6. V¥rka tedy musí koupit aspo¬ 224 jogurt·. □

9.66. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe p°i 1200 hodech kostkou padne

²estka alespo¬ 150 krát a nejvý²e 250 krát pomocí �eby²evovy nerov-

nosti a pak pomocí Moivreovy-Laplaceovy v¥ty.

�e²ení. Ozna£íme-li náhodnou veli£inu udávající po£et ²estekX, pak

je zjevn¥X ∼ Bi(1200, 1
6). Podle ∥F∥ je tedy EX = 1200 · 1

6 = 200 a

varX = 200(1− 1
6) = 500

3 . Podmínka na po£et ²estekmá ze zadání tvar

150 ≤ X ≤ 250, coº lze zapsat také jako |X − 200| ≤ 50. Pouºitím
�eby²evovy nerovnosti 9.35 pak

P(|X− 200| ≤ 50) = 1−P(|X− 200| ≥ 51) ≥ 1− 500
3 · 512

≈ 0,94.

(2) P°esná hodnota hledané pravd¥podobnosti je z°ejm¥ dána výrazem

P(150 ≤ X ≤ 250) = FX(250)− FX(150),

kde FX je distribu£ní funkce binomického rozd¥lení. Z de�nice tedy

P(150 ≤ X ≤ 250) =
250∑
k=150

(
1200
x

)(
1
6

)x (5
6

)1200−x
.

Tento výraz je obtíºn¥ vy£íslitelný, a proto k jeho odhadu vyuºijeme

Moivreovu-Laplaceovu v¥tu. Nahradíme-li X standardizovanou ná-

hodnou veli£inou

Z =
√

3(X − 200)

10
√

5
,

pak podle 9.42 je Z ∼ N(0, 1), tj. FZ ≈ 8, a tedy
P(150 ≤ X ≤ 250) = P(

√
3(250−200)

10
√

5
≤ Z ≤

√
3(150−200)

10
√

5
) ≈

≈ 8(√15)−8(−√15) = 28(
√

15)− 1.

Z tabulek 8(
√

15) ≈ 0,99994, a proto je hledaná pravd¥podobnost

asi 99,988%. □
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D·kaz. Tvrzení ov¥°íme pomocí �eby²evovy nerovnosti
stejn¥, jako jsme postupovali v záv¥ru odstavce 9.35. Spo£teme

P
(∣∣1
n

n∑
i=1

Xi − µ
∣∣ ≥ ε) ≤ var

( 1
n

∑n
i=1Xi − µ

)
ε2 =

=
1
n2

∑n
i=1 varXi
ε2 ≤ C

nε2 .

Je tedy pravd¥podobnost zkoumaná v na²em tvrzení odhadnuta
zdola výrazem

P
(∣∣1
n

n∑
i=1

Xi − µ
∣∣ < ε

) ≥ 1− C

nε2

a lemma je dokázáno. □

Vidíme tedy, ºe k tomu, aby posloupnosti pr·m¥r· po dvou ne-
korelovaných veli£in Xi s nulovou st°ední hodnotou konvergovaly
(ve smyslu pravd¥podobnosti) k nule, pot°ebujeme jen existenci a
stejnom¥rnou omezenost jejich rozptyl·.

Ná² dal²í cíl bude ambiciózn¥j²í. Budeme asymptotické cho-
vání posloupnosti náhodných veli£in Xi porovná-
vat s normálním rozd¥lením. Chceme p°itom uva-
ºovat posloupnost nezávislých normovaných náhod-
ných veli£in se stejným rozd¥lením pravd¥podob-

nosti, které v²ak nemusí být ani normální ani binomické.
P°edpokládáme tedy EXi = 0 a varXi = 1. Z technických

d·vod· dále p°edpokládejme, ºe existuje momentová vytvo°ující
funkceMX(t) v²ech veli£in Xi a ºe je také stejnom¥rn¥ omezený
t°etí absolutní moment E |Xi |3 < C.

Aritmetický pr·m¥r 1
n

∑n
i=1Xi je samoz°ejm¥ náhodná

veli£ina se st°ední hodnotou 0, její rozptyl je ale n

n2 = 1
n
.

Uvaºujme proto místo aritmetických pr·m¥r· rad¥ji náhodné
veli£iny

Sn = 1√
n

n∑
i=1

Xi,

které budou op¥t normované. Jejichmomentové vytvo°ující funkce
jsou (viz lemma 9.40)

MSn(t) = E e
t√
n

∑
i Xi =

(
MX(

t√
n
)

)n
.

Vzhledem k p°edpokladu o normovanosti veli£in Xi platí

MX(
t√
n
) = 1+ 0

t√
n
+ 1

t2

2n
+ o

( t2
n

)
,

kde op¥t pí²eme o(G(n)) pro výraz, který jde po pod¥lení výrazem
G(n) v limit¥ pro n→∞ k nule, viz odstavec 6.17.

V limit¥ tedy m·ºeme psát (p°ipome¬me, ºe t°etí absolutní
moment je ohrani£ený konstantou C)

lim
n→∞MSn(t) = lim

n→∞

(
1+ t2

2n
+ o

(1
n

))n = e
t2
2 .

To je ale práv¥ momentová vytvo°ující funkce normálního
rozd¥lení Z ∼ N(0, 1), viz konec odstavce 9.38. Na²e normované
veli£iny Sn tedy asymptoticky mají normované normální rozd¥lení.
Tím jsme odvodili následující základní v¥tu:

V¥ta (Centrální limitní v¥ta). Uvaºme posloupnost nezávislých ná-
hodných veli£inXi , které mají spole£né st°ední hodnotu EXi = µ
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9.67. Na fakult¥ informatiky je 10% student· s prosp¥chem do 1,2.

Jak velkou skupinu je t°eba vybrat, aby s pravd¥podobností 0,95 v ní

bylo 8-12% student· s prosp¥chem do 1,2? Úlohu °e²te nap°ed pomocí

�eby²evovy a potom pomocí Moivre-Laplaceovy v¥ty.

�e²ení. Ozna£me jako X náhodnou veli£inu udávající po£et student·

s prosp¥chem do 1,2 z n vybraných student·. P°i výb¥ru jednotlivého

studenta vyberu takového s pravd¥podobností 10%, a proto p°i nezá-

vislém výb¥ru n student· jeX ∼ Bi(n, 1
10). Podle ∥F∥ jeEX = 0,1n a

varX = 0,09n. Pro hledanou pravd¥podobnost pak podle �eby²evovy
nerovnosti 9.35 platí

P(|X − 0,1n| ≤ 0,02n) = 1− P(|X − 0,1n| ≥ 0,02n) ≥
≥ 1− 0,1 · 0,9n

(0,02n)2
= 1− 225

n
.

Nerovnost 1− 225
n
≥ 0, 95 a tedy i

P(|X − 0,1n| ≤ 0,02n) ≥ 0,95.

je spln¥na pro n ≥ 4500. P°esná hodnota pravd¥podobnosti je dána
pomocí distribu£ní funkce FX binomického rozd¥lení

P(0,08n ≤ X ≤ 0,12n) = FX(0,12n)− FX(0,08n).

Podle Moivreovy-Laplaceovy v¥ty z 9.42 m·ºeme standardizovanou

náhodnou veli£inu Z = 10X−n
3
√
n

aproximovat normovaným normálním

rozloºením, FZ ≈ 8, a proto

0,95 = P(0,08n ≤ X ≤ 0,12n) = P(−
√
n

15
≤ Z ≤

√
n

15
) ≈

≈ 8(

√
n

15
)−8(−

√
n

15
) =

= 28(
√
n

15
)− 1.

Odtud
√
n = 15z(0,975) a z tabulek dopo£ítáme n ≈ 864,4. Vi-

díme tedy, ºe sta£í vybrat 865 student·. □

9.68. Pravd¥podobnost, ºe zasazený strom se ujme, je 0,8. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe z 500 zasazených strom· se jich ujme aspo¬ 380?

�e²ení. Náhodná veli£ina X udávající po£et strom·, které se ujaly,

má binomické rozd¥lení X ∼ Bi(500, 4
5). Podle ∥F∥ je EX = 400

a varX = 80. Standardizovaná náhodná veli£ina je tedy Z = X−400√
80

.

Podle Moivreovy-Laplaceovy v¥ty je FZ ≈ 8, a proto

P(X ≥ 380) = P(Z ≥ 380− 400√
80

) ≈ 1−8(−
√

20
2
) =

= 8(

√
20
2
) ≈ 0,987.

□
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a rozptyl varXi = σ 2 > 0 a stejnom¥rn¥ omezený t°etí absolutní
moment E |Xi |3 < C. Pro rozd¥lení náhodné veli£iny

Sn = 1√
n

n∑
i=1

(
Xi − µ
σ

)
platí v limit¥ vztah

lim
n→∞P(Sn < x) = 8(x),

kde 8 je distribu£ní funkce normovaného normálního rozd¥lení.

V²imn¥me si, ºe v p°ípad¥ centrální limitní v¥ty dostáváme
jako výsledek asymptotické chování, které °íká, ºe distribu£ní
funkce jistých veli£in se blíºí k distribu£ní funkci normovaného
normálního rozd¥lení. Takovému chování °íkáme konvergence
podle distribu£ní funkce. Je z°ejmé, ºe tato konvergence je slab²í
neº je konvergence podle pravd¥podobnosti.

9.43. Moivreova-Laplaceova v¥ta. Historicky asi první formu-
lací centrální limitní v¥ty byl p°ípad veli£in Yn s binomickým
rozd¥lením Bi(n, p). Ty m·ºeme chápat jako sou£et n nezávislých
veli£in Xi s alternativním rozd¥lením A(p), 0 < p < 1. P°itom
jsme vid¥li, ºe tyto veli£iny mají momentovou vytvo°ující funkci
a E |Xi |3 = p < 1.

Centrální limitní v¥ta v tomto p°ípad¥ tedy °íká, ºe náhodné
veli£iny

Sn = 1√
n

n∑
i=1

(
Xi − p√
p(1− p)

)
= X − np√

np(1− p)
se asymptoticky chovají stejn¥ jako normované normální
rozd¥lení.

To také m·ºeme formulovat tak, ºe náhodná veli£ina
X ∼ Bi(n, p) se s rostoucím n chová jako veli£ina s normálním
rozd¥lením N(np, np(1− p)).

V praxi se povaºuje za vyhovující aproximace binomického
rozd¥lení pomocí normálního, jestliºe platí np(1− p) > 9.

Zkusme si výsledek ilustrovat na konkrétním p°íkladu.
�ekn¥me, ºe chceme s chybou nejvý²e 5% zjistit, kolik procent
student· má v oblib¥ danou p°edná²ku. Po£et osob majících
p°edná²ku v oblib¥ mezi n náhodn¥ vybranými bude nejspí² mít
charakter náhodné veli£iny X ∼ Bi(n, p). Dejme tomu, ºe p°itom
chceme, abychom dosáhli správného výsledku se spolehlivostí (tj.
op¥t pravd¥podobností) alespo¬ 90%. Chceme tedy zajistit

P

(∣∣1
n
X − p∣∣ < 0,05

)
≃ 0,9

tím, ºe zvolíme dostate£n¥ veliký po£et dotázaných student· n.
Nyní m·ºeme p°ibliºn¥ po£ítat

0,9 ≃ P
(∣∣1
n
X − p∣∣ < 0,05

)
=

= P
(
− 0,05n√

np(1− p) <
X − np√
np(1− p) <

0,05n√
np(1− p)

)
≃

≃ 8
(

0,05n√
np(1− p)

)
−8

(
− 0,05n√

np(1− p)
)
=

= 28
(

0,05n√
np(1− p)

)
− 1.
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9.69. Pomocí distribu£ní funkce standardního normálního rozd¥lení

ur£ete pravd¥podobnost, ºe p°i 1600 hodech mincí bude rozdíl mezi

po£tem padlých hlav a orl· alespo¬ 82.

�e²ení. Ozna£íme-li jako X náhodnou veli£inu udávající po£et

padlých hlav, tak X má binomické rozloºení pravd¥podobnosti

Bi(1600, 1/2) (se st°ední hodnotou 800 a sm¥rodatnou odchylkou

20) a tudíº lze distribu£ní funkci veli£iny X−800
20 lze pro dané velké

n = 1600 podle Moivreovy-Laplaceovy v¥ty velmi dob°e odhad-

nout jako distribu£ní funkci 8 standardního normálního rozd¥lení.

Hledaná pravd¥podobnost je tedy

P = 1− P [759 ≤ X ≤ 841]

= 1− P
[
−2, 05 ≤ X − 800

20
≤ 2, 05

]
.= 28(−2, 05) .= 0,0404.

□

9.70. Pomocí distribu£ní funkce standardního normálního rozd¥lení

ur£ete pravd¥podobnost, ºe p°i 3600 hodech mincí bude rozdíl mezi

po£tem padlých hlav a orl· nejvý²e 66.

�e²ení. Ozna£íme-li jako X náhodnou veli£inu udávající po£et

padlých hlav, tak X má binomické rozloºení pravd¥podobnosti

Bi(3600, 1/2) (se st°ední hodnotou 1800 a sm¥rodatnou odchylkou

30) a tudíº lze distribu£ní funkci veli£iny X−1800
30 lze pro dané velké

n = 1600 podle Moivreovy-Laplaceovy v¥ty velmi dob°e odhad-

nout jako distribu£ní funkci 8 standardního normálního rozd¥lení.

Hledaná pravd¥podobnost je tedy

P [1767 ≤ X ≤ 1833] = P

[
−1, 1 ≤ X − 1800

30
≤ 1, 1

]
.=

.= 8(1, 1)−8(−1, 1) .= 0, 7498.

□

9.71. Pravd¥podobnost, ºe semeno vyklí£í, je 0,9. Kolik semen je

t°eba zasadit, aby s pravd¥podobností aspo¬ 0,995 vyklí£ilo cca 90%

semen (coº p°esn¥ji formulujeme se zp°es¬ujícím poºadavkem, aby

odchylka podílu vyklí£ených semen od 0,9 nep°evý²ila 0,034).

�e²ení. Náhodná veli£ina X, udávající po£et vyklí£ených semen z n

zasazených, má binomické rozd¥lení X ∼ Bi(n, 9
10). Podle ∥F∥ je

EX = 0, 9n a varX = 0,09n, a proto je standardizovaná veli£ina

Z = X−0,9n√
0,09n

. Podmínku ze zadání lze psát ve tvaru

P(|X − 0,9n| ≤ 0,034n) = P
(
|Z| ≤ 0,034n√

0,09n

)
=

= P
(
|Z| ≤ 0,34

3
√
n

)
≥ 0,995.
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Chceme tedy dosáhnout

8

(
0,05n√
np(1− p)

)
≃ 1

2
(1+ 0,9) = 0,95.

Tento poºadavek vede na volbu (p°ipome¬me de�nici kritických
hodnot z(α) pro veli£inu s normovaným normálním rozd¥lením Z
v odstavci 9.33)

8

(
0,05n√
np(1− p)

)
≃ z(0,05) = 1,64485.

Protoºe p(1 − p) nabývá nejv¥t²í hodnoty 1
4 , m·ºeme odtud od-

hadnout pot°ebný po£et n > 270 nezávisle na p.

9.44. P°ehled charakteristik n¥kterých rozd¥lení. V dal²ím se
vrátíme ke statistice a jist¥ nás nep°ekvapí, ºe bu-
deme pracovat s charakteristikami náhodných vek-
tor·, které budou obdobné výb¥rovému pr·m¥ru a

rozptylu, ale také s relativními pom¥ry takových charakteristik atd.
Podíváme se proto te¤ na n¥kolik takových p°ípad· p°edem.

Uvaºme náhodnou veli£inu Z ∼ N(0, 1) a spo£t¥me hustotu
fY (x) náhodné veli£iny Y = Z2. Evidentn¥ je fY (x) = 0 pro
x ≤ 0, zatímco pro kladná x

FY (x) = P(Y < x) = P(−√x < Z <
√
x) =

=
∫ √

x

−√
x

1√
2π

e−z2/2 dz =
∫ x

0

1√
2π
t−1/2 e−t/2 dt.

Hustotu dostaneme derivací

fY (x) = d

dx
FY (x) = 1√

2π
x−1/2 e−x/2 .

Tomuto rozd¥lení se °íká χ2 s jedním stupn¥m volnosti, pí²eme
Y ∼ χ2.

Budeme pracovat se sou£ty takovýchto nezávislých veli£in, ty
ale v²echny padnou do obecné t°ídy rozd¥lení s podobnými husto-
tami tvaru

fX(x) = cxa−1 e−bx

pro x > 0, zatímco fX(x) = 0 pro nekladná x, tj. na²e rozd¥lení
χ2 odpovídá volb¥ a = b = 1/2. Tento p°ípad jsme jiº podrobn¥
diskutovali jako p°íklad v odstavci 9.25 a proto jiº víme, ºe taková
funkce bude hustotou pro konstantu c = ba

0(a)
. Jde tedy o rozd¥lení

0(a, b) s hustotou pro kladná x

fX(x) = ba

0(a)
xa−1 e−bx .

Obecn¥ lze snadno spo£íst k-tý moment takové veli£iny X:

EXk =
∫ ∞

0
xk

ba

0(a)
xa−1 e−bx dx =

= 0(a + r)
0(a)br

∫ ∞

0
xk

ba+r

0(a + r) x
a−1+r e−bx dx =

= 0(a + r)
0(a)br

,

protoºe integrál z hustoty rozd¥lení 0(a + r, b) v posledním upra-
vovaném výrazu je nutn¥ roven jedné.

Zejména tedy vidíme, ºe EX = 0(a+1)
b0(a)

= a
b
, zatímco

varX = 0(a + 2)
b20(a)

− a
2

b2 =
(a + 1)a − a2

b2 = a

b2 .
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Podle Moivreovy-Laplaceovy v¥ty lze pro velké n distribu£ní funkci

aproximovat distribu£ní funkcí 8 normálního rozd¥lení. Proto

P

(
|Z| ≤ 0,34

3
√
n

)
≈ 8

(
0,34

3
√
n

)
−8

(
−0,34

3
√
n

)
=

= 28
(

0,34
3
√
n

)
− 1.

Celkem tedy dostáváme podmínku

28
(

0,34
3
√
n

)
− 1 ≥ 0,995.

Odtud vypo£ítáme n ≥
(

3z(0,9975)
0,34

)2 ≈ 615. □

9.72. �ivotnost (v hodinách) ur£ité elektrické sou£ástky má expo-

nenciální rozd¥lení s parametrem λ = 1
10 . Pomocí centrální limitní

v¥ty odhadn¥te pravd¥podobnost, ºe celková ºivotnost 100 takových

sou£ástek bude mezi 900 a 1050 hodinami.

�e²ení. V p°íkladu ∥9.51∥ jsem spo£ítali, ºe st°ední hodnota a roz-

ptyl náhodné veli£iny Xi s exponenciálním rozd¥lením jsou rovny

EXi = 1
λ
a varXi = 1

λ2 . St°ední ºivotnost kaºdé z na²ich sou£ástek

je tedy EXi = µ = 10 hodin s rozptylem varXi = σ 2 = 100. Podle
centrální limitní v¥ty se rozd¥lení transformované náhodné veli£iny

1√
n

∑n
i=1

(
Xi−µ
σ

) = 1
100

∑100
i=1Xi − 10 pro rostoucí n blíºí normova-

nému normálnímu rozd¥lení. Proto hledanou pravd¥podobnost pro ºi-

votnost 100 sou£ástek

P(900 ≤
∑

Xi ≤ 1050) = P
(
−1 ≤ 1

100

100∑
i=1

Xi − 10 ≤ 0, 5

)
m·ºeme aproximovat pomocí distribu£ní funkce normálního

rozd¥lení

P(900 ≤∑Xi ≤ 1050) ≈ 8(0,5)−8(−1) ≈ 0,533. □

9.73. Do bedny ukládáme výrobky se st°ední hodnotou 3 kg a

sm¥rodatnou odchylkou 0,8 kg. Jaký maximální po£et výrobk·

m·ºeme do bedny uloºit, aby celková hmotnost s pravd¥podobností

99% nep°ekro£ila jednu tunu?

�e²ení. Ozna£íme-li náhodnou veli£inu, udávající hmotnost i-tého vý-

robku Xi , pak ze zadání µ = EXi = 3 a σ = √varXi = 0,8 (v²e

v kg) a má platit

P(

n∑
i=1

Xi ≤ 1000) = 0,99.

Podle centrální limitní v¥ty 9.42 lze rozd¥lení náhodné veli£iny

Sn = 1√
n

n∑
i=1

(
Xi − 3

0,8

)
= 1

0,8
√
n

n∑
i=1

Xi − 3
√
n

0,8
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Úpln¥ obdobn¥ spo£teme momentovou vytvo°ující funkci pro
v²echny hodnoty −b < t < b

MX(t) =
∫ ∞

0
etx

ba

0(a)
xa−1 e−bx dx =

= ba

(b − t)a
∫ ∞

0
xk
(b − t)a
0(a)

xa−1 e−(b−t)x dx =

= ba

(b − t)a .

Pro sou£et nezávislých rozd¥lení Y = X1+· · · +Xn s rozd¥le-
ními Xi ∼ 0(ai, b) tedy okamºit¥ dostáváme momentovou vy-
tvo°ující funkci (pro hodnoty |t| < b)

MY (t) =
(

b

b − t
)a1+···+an

,

tj. Y ∼ 0(a1 + · · · + an, b). Velmi podstatný je ov²em p°itom
p°edpoklad, ºe v²echna gamma rozd¥lení sdílí stejnou hodnotu b.

Jako okamºitý d·sledek nyní dostáváme hustotu rozd¥lení
veli£iny Y = Z2

1 + · · · + Z2
n, kde v²echna Zi ∼ N(0, 1). Jde totiº

podle práv¥ dokázaného o gamma rozd¥lení Y ∼ 0(n/2, 1/2) a
má proto hustotu

fY (x) = 1
2n/20(n/2)

xn/2−1 e−x/2 .

Tomuto speciálnímu p°ípadu gamma rozd¥lení °íkáme rozd¥lení
χ2 s n stupni volnosti. Zna£íme jej zpravidla Y ∼ χ2

n .

9.45. F-rozd¥lení a t-rozd¥lení. Ve statistických úvahách £asto
chceme porovnávat dva r·zné výb¥rové roz-
ptyly a bude tedy t°eba uvaºovat veli£iny, které
jsou dány podílem

U = X/k

Y/m
,

p°i£emº X ∼ χ2
k a Y ∼ χ2

m.
Budeme chtít spo£íst hustotu takového rozd¥lení a za£neme

obecn¥j²í úvahou. P°edpokládejme, ºe fX(x) a fY (x) jsou hus-
toty nezávislých náhodných veli£in X a Y a fY je nenulové pouze
pro kladná x. Spo£teme si distribu£ní funkci náhodné veli£iny
U = cX/Y , kde c > 0 je libovolná konstanta. P°i výpo£tu pou-
ºijeme Fubiniho v¥tu o zám¥nnosti integrování podle jednotlivých
prom¥nných.

FU (u) = P(X < (u/c)Y ) =
∫ ∞

0

∫ uy/c

−∞
fX(x)fY (y) dx dy =

=
∫ ∞

0

(∫ u

−∞
y

c
fX(ty/c)fY (y) dt

)
dy =

=
∫ u

−∞

(
1
c

∫ ∞

0
yfX(ty/c)fY (y) dy

)
dt.

Z tohoto výrazu pro FU (u) okamºit¥ plyne, ºe hustota fU náhodné
prom¥nné U je rovna

fU (u) = 1
c

∫ ∞

0
yfX(uy/c)fY (y) dy.

Kdyº te¤ dosadíme hustoty p°íslu²ných speciálních gamma
rozd¥lení za X ∼ χ2

k a Y ∼ χ2
m a za konstantu c zvolíme

568

aproximovat normovaným normálním rozd¥lením, a proto

P(

n∑
i=1

Xi ≤ 1000) = P(Sn ≤ 1000
0,8
√
n
− 3
√
n

0,8
) ≈ 8( 1000

0,8
√
n
− 3
√
n

0,8
).

Z tabulek najdeme z(0,99) ≈ 2,326, takºe pro hledané n dostáváme

kvadratickou rovnici

1000
0,8
√
n
− 3
√
n

0,8
= 2,326,

ze které vypo£ítáme n ≈ 322. □

I. Testování výb¥r· z normálního rozd¥lení

V 9.50 jsme se seznámili s tak zvaným oboustranným inter-

valovým odhadem neznámého parametru µ normálního rozloºení

N(µ, σ 2). V n¥kterých p°ípadech nás zajímá pouze horní nebo dolní

odhad, tj. statistika U respektive L, pro niº P(µ < U) respektive

P(L < µ). Mluvíme pak o jednostranném intervalu spolehlivosti

(−∞, U) respektive (L,∞).Vztah pro výpo£et t¥chto interval· se od-
vodí obdobn¥ jako u oboustranného intervalu. Pro náhodnou veli£inu

Z = √n X̄−µ
σ
∼ N(0, 1) tentokrát máme

1− α = 8(z(1− α)) = P(Z < z(1− α)).

Odtud okamºit¥

1− α = P(X̄ − σ√
n
z(1− α) < µ),

tedy L = X̄ − σ√
n
z(1 − α). Obdobn¥ zjistíme U = X̄ + σ√

n
z(1− α)

a pro rozd¥lení s neznámým rozptylem µ ≥ X̄ − S√
n
tn−1(1 − α) a

µ ≤ X̄ + S√
n
tn−1(1− α).

Pokud pot°ebujeme odhadnout rozptyl σ 2 náhodného rozloºení,

pak stejn¥ jako u odvození odhadu st°ední hodnoty vyuºijeme v¥tu

9.49. Tentokrát ov²em vyuºijeme její druhou £ást, podle které má ná-

hodná veli£ina n−1
σ2 S

2 rozloºení χ2. Okamºit¥ je pak vid¥t, ºe platí

1− α = P
(
χ2
n−1(α/2) ≤

n− 1
σ 2

S2 ≤ χ2
n−1(1− α/2)

)
.

Oboustranný 100(1− α)% interval spolehlivosti pro rozptyl je tedy(
(n− 1)S2

χ2
n−1(1− α/2)

,
(n− 1)S2

χ2
n−1(α/2)

)
a podobn¥ pro jednostranný horní a dolní odhad dostaneme

σ 2 ≤ (n− 1)S2

χ2
n−1(α)

, resp.
(n− 1)S2

χ2
n−1(1− α)

≤ σ 2.
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c = m/k, dostaneme pro náhodnou veli£inu U = X/k
Y/m

hustotu
fU (u)

(k/m)k/2

2(k+m)/2uk/2−1
0(k/2)0(m/2)

∫ ∞

0
y(k+m)/2−1 e−y(1+ku/m)/2 dy.

(Ov¥°te si sami!) Poslední integrál obsahuje, aº na konstantní náso-
bek hustotu rozd¥lení 0((k+m)/2, (1+ku/m)/2), takºe hledaná
hustota bude mít tvar

fU (u) = 0((k +m)/2)
0(k/2)0(m/2)

( k
m

)k/2
uk/2−1(1+ k

m
u
)−(k+m)/2

.

Takovému rozd¥lení se °íká Fisherovo-Snedecorovo rozd¥lení s k
a m stupni volnosti, zkrácen¥ také F-rozd¥lení.

Dal²í pot°ebné rozd¥lení se objevuje p°i zkoumání podílu
veli£in Z ∼ N(0, 1) a

√
X/n , kde X ∼ χ2

n (tj. zajímá nás pom¥r
Z a sm¥rodatné odchylky n¥jakého výb¥ru).

Spo£teme nejd°íve op¥t snadno distribu£ní funkci pro
Y = √X (v²imn¥me si, ºe X a tedy i Y nabývají s nenulovou
pravd¥podobností pouze kladných hodnot)

FY (y) = P(
√
X < y) = P(X < y2 ) =

=
∫ y2

0

1
2n/20(n/2)

xn/2−1 e−x/2 dy =

=
∫ y

0

1
2n/2−10(n/2)

tn−1 e−t2 /2 dt.

Odtud jiº vidíme, ºe hustota náhodné veli£iny Y je

fY (y) = 1
2n/2−10(n/2)

yn−1 e−y2/2 .

Nyním·ºeme pouºít stejný postup jako v p°edchozím odstavci
u náhodné veli£iny U = cZ/Y a volíme c = √n, Y = √X.
Dostaneme tedy pro náhodnou veli£inu

T = Z√
X/n

po krátkém výpo£tu, podobném jako vý²e, hustotu fT (t) ve tvaru

fT (t) = 0((n+ 1)/2)
0(n/2)

√
nπ

(
1+ t

2

n

)−(n+1)/2

.

Tomuto rozd¥lení °íkáme Studentovo t-rozd¥lení s n stupni vol-
nosti.

9.46. Vícerozm¥rné normální rozd¥lení. Jestliºe má ná-
hodný vektor Z = (Z1, . . . , Zn) nezávislé komponenty
Zi ∼ N(0, 1), je jeho varian£ní matice jednotkovou
maticí, tj. varZ = In.

�asto ale potkáváme v praktických problémech ná-
hodné vektory, které z takového vektoru Z vznikají obecnou a�nní
transformací U = a + BZ, kde a je libovolný konstantní vektor
v Rm a B je konstantní matice typu (m, n).

Jak jsme odvodili ve v¥tách 9.32 a 9.38, takové náhodné
vektory mají st°ední hodnotu EU = a a varian£ní matici
varU = V = BBT (protoºe varian£ní matice Z je identická).
Je tedy tato varian£ní matice vºdy pozitivn¥ semide�nitní.

�íkáme, ºe náhodný vektor U má mnohom¥rné normální
rozd¥lení Nm(a, V ).

Pro libovolné mnohom¥rné normální rozd¥lení Nm(a, V )
m·ºeme znovu uváºit a�nní transformaci

W = c +DU

569

9.74. P°i 600 hodech kostkou padla ²estka celkem 45 krát. Je moºné

tvrdit, ºe jde o ideální kostku na hladin¥ α = 0,01?

�e²ení. Pro ideální kostku je pravd¥podobnost hodu jedni£ky p°i kaº-

dém hodu rovnap = 1
6 . Po£et jedni£ek v 600 hodech je pak dán náhod-

nou veli£inou X, která má binomické rozd¥lení X ∼ Bi(600, 1
6). Toto

rozd¥lení m·ºeme podle 9.42 aproximovat rozd¥lením N(100, 250
3 ).

Nam¥°enou hodnotu X = 45 m·ºeme povaºovat za náhodný výb¥r

o jednom £lenu. Pokládáme-li rozptyl za známý, pak podle 9.50 je pak

99% (oboustranný) interval spolehlivosti pro st°ední hodnotu µ roven

(45−
√

250
3 z(0,995), 45+

√
250

3 z(0,995)). Z tabulek zjistíme, ºe kvan-

til p°ibliºn¥ z(0,995) ≈ 2,58, coº dává interval (21, 69). Na ideální
kostce je ale z°ejm¥ µ = 100, a proto nejde v tomto smyslu o ideální

kostku na hladin¥ α = 0,01. □

9.75. P°edpokládejme, ºe vý²ka desetiletých chlapc· má normální

rozd¥lení N(µ, σ 2) s neznámou st°ední hodnotou µ a rozptylem

σ 2 = 39,112. Zm¥°ením vý²ky 15 chlapc· jsme ur£ili výb¥rový

pr·m¥r X̄ = 139,13. Ur£ete

i) 99% oboustranný interval spolehlivosti pro parametr µ,

ii) dolní odhad µ na hladin¥ významnosti 95%.

�e²ení. a) Podle 9.50 je 100(1 − α)% oboustranný interval spolehli-

vosti pro neznámou st°ední hodnotu µ normálního rozloºení dán výra-

zem

(9.3) µ ∈
(
X̄ − σ√

n
z(1− α/2), X̄ + σ√

n
z(1− α/2)

)
,

kde X̄ je výb¥rový pr·m¥r z n hodnot, σ 2 je známý rozptyl a z(1 −
α/2) je p°íslu²ný kvantil. P°ímým dosazením ze zadání n = 15, σ ≈
6,254 a z tabulek z(0,995) ≈ 2, 576 dostaneme σ√

n
z(α/2) ≈ 4,16, tj.

µ ∈ (134,97, 143,29).
b) Dolní odhad L parametru µ na hladin¥ významnosti 95% je ur£en

výrazem L = X̄ − σ√
n
z(0,95). Z tabulek z(0,95) ≈ 1,645, a proto

p°ímým dosazením dostáváme µ ∈ (136,474,∞). □

9.76. Odb¥ratel provádí kontrolu jakosti námi dodaných výrobk· na-

mátkovou kontrolou testovaného rozm¥ru u 21 náhodn¥ vybraných

výrobk·. Dodávka bude p°ijata, pokud nebude výb¥rová sm¥rodatná

odchylka p°ekra£ovat hodnotu 0,2 mm. Víme p°itom, ºe na²e stroje

produkují výrobky, u nichº má sledovaný rozm¥r normální rozd¥lení

tvaru N(10mm; 0,0734mm2). S vyuºitím statistických tabulek ur£ete

pravd¥podobnost, s níº bude dodávka p°ijata. Jak se zm¥ní odpov¥¤,

pokud odb¥ratel kv·li náklad·m na testy za£ne testovat pouze 4 vý-

robky?
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s vektorem konstant c ∈ Rk a libovolnou konstantní maticí typu
(k,m). P°ímým výpo£tem vidíme, ºe

W = c +D(a + BZ) = (c +Da)+ (DB)Z,
coº je samoz°ejm¥ náhodný vektorW ∼ Nk(c+Da,DBT BDT ).
Chová se tedy kovarian£ní matice mnohom¥rného normálního
rozd¥lení p°i a�nních transformacích jako kvadratická forma.

Tato p°ímo£ará úvaha ukazuje, ºe jakákoliv lineární kombi-
nace komponent sloºek náhodného vektoru s mnohom¥rným nor-
málním rozd¥lením je náhodná veli£ina s normálním rozd¥lením.
Stejn¥ je kaºdý vektor vzniklý výb¥rem jen n¥kterých komponent
vektoru U op¥t náhodným vektorem s mnohom¥rným normálním
rozd¥lením.

Poznamenejme záv¥rem, ºe kdyº pro transformaci náhodného
vektoru Z ∼ Nn(0, In) pouºijeme ortogonální transformaci s ma-
ticí QT , pak m·ºeme p°ímo spo£íst sdruºenou distribu£ní funkci
náhodného vektoru U = QTZ. Skute£n¥, jestliºe transformaci bu-
deme v sou°adnicích psát jako t = QT z, pak její inverze je z = Qt
a Jakobián této transformace je roven jedné. Proto (v²imn¥me si ºe
také jist¥ platí

∑
i z

2
i =

∑
i t

2
i )

FU (u) = P(Ui < ui, i = 1, . . . , n) =
=
∫
· · ·
∫
z;QT z<u

(2π)−n/2 e− ∑
z2
i /2 dz1 · · · dzn =

=
∫
· · ·
∫
t;t<u

(2π)−n/2 e− ∑
t2i /2 dt1 · · · dtn =

=
(∫ u1

−∞
(2π)−1/2 e−t21 dt1

)
· · ·

· · ·
(∫ un

−∞
(2π)−1/2 e−t2n dt1

)
=

= FU1(u1) · · ·FUn(un)

Odtud okamºit¥ plyne, ºe v²echny komponenty náhodného vek-
toru U jsou op¥t nezávislé a op¥t je U ∼ Nn(0, In).

3. Matematická statistika

Jakkoli je zpracování dat v matematické statistice zaloºené na
velmi so�stikované matematice, skute£né apli-
kace jiº matematiku jako v¥du dalece p°esahují
a vºdy jsou zaloºeny také na vstupech z t¥ch
obor·, pro které má být pouºití podstatné.

I proto se omezíme v této u£ebnici jen na skromné poznámky
o statistických metodách a postupech a odkazujeme zájemce na
volbu speciální literatury (odráºející i zamý²lené oblasti aplikace).

9.47. P°ípravné úvahy. V popisné statistice jsme se na za£átku
kapitoly snaºili datové soubory opat°it charakteristikami, které
nám o nich vypovídaly podstatné údaje typu výb¥rového pr·m¥ru,
rozptylu apod.

Matematická statistika pracuje s n¥jakým výb¥rem z daného
základního souboru a snaºí se postihnout, do jaké míry jsou
zji²t¥né statistiky relevantní, p°ípadn¥ se ze zji²t¥ných dat pokou²í
zjistit nebo up°esnit vhodný teoretický model pro chování celého
souboru (a z n¥j pak t°eba odhadovat pravd¥podobnost n¥jakého
budoucího jevu).

570

�e²ení. Podle zadání hledáme pravd¥podobnost P(S ≤ 0,2). Vyu-
ºijeme v¥tu 9.49, podle které má p°i náhodném výb¥ru n výrobk·

náhodná veli£ina n−1
σ2 S

2 rozd¥lení χ2
n−1. V na²em p°ípad¥ n = 21 a

σ 2 = 0,0734, a proto

P(S ≤ 0,2) = P
(

20
0,0734

S2 ≤ 20
0,0734

0,22
)
= χ2

20

(
20 · 0,22

0,0734

)
Výraz v argumentu distribu£ní funkce je roven p°ibliºn¥ 10,9 a z ta-

bulek pro χ2 rozloºení zjistíme χ2
20(10,9) ≈ 0,05. Pravd¥podobnost ,

ºe odb¥ratel dodávku p°ijme je tedy pouze 5%. To, ºe tato pravd¥po-

dobnost bude malá lze odvodit i bez po£ítání, platí totiº E S2 =
= σ 2 = 0,0734 > 0,22. Pokud bude odb¥ratel testovat pouze 4 vý-

robky, pak je z°ejm¥ pravd¥podobnost p°ijetí dodávky dána výrazem

χ2
3

(
3·0,22

0,0734

)
≈ χ2

3 (1,63). Hodnotu distribu£ní funkce χ2 v tomto argu-

mentu nelze ve v¥t²in¥ statistických tabulek nalézt. Proto ji odhadneme

lineární interpolací. Jsou-li nap°íklad nejbliº²í body χ2
3 (0,58) = 0,1

a χ2
3 (6,25) = 0,9, pak

χ2
3 (1,63) ≈ (1,63− 0,58)

0,9− 0,1
6,25− 0,58

+ 0,1 ≈ 0,24.

Tento výsledek je sice jen odhad, ale ur£it¥ bude pravd¥podobnost

p°ijetí dodávky v p°ípad¥ testování 4 výrobk· výrazn¥ vy²²í neº v p°ed-

chozím p°ípad¥. □

9.77. Ze základního souboru, z rozd¥lení N(µ, σ 2), kde

σ 2 = 0,06 jsme po°ídili náhodný výb¥r s realizacemi

1,3; 1,8; 1,4; 1,2; 0,9; 1,5; 1,7. Ur£ete oboustranný 95% interval

spolehlivosti pro neznámou st°ední hodnotu.

�e²ení. Ze zadání se jedná o náhodný výb¥r rozsahu n = 7 z normál-

ního rozloºení se známým rozptylem σ 2 = 0,06. Výb¥rový pr·m¥r

je

X̄ = 1
7
(1,3+ 1,8+ 1,4+ 1,2+ 0,9+ 1,5+ 1,7) = 1,4

a z tabulek pro danou hladinu spolehlivosti α = 0,05 zjistíme

z(1 − α/2) = z(0,975) ≈ 1,96. Dosazením do (∥9.3∥) pak ihned

dostaneme hledaný interval (1,22, 1,58). □

9.78. Nech´ X1, . . . , Xn je náhodný výb¥r z rozd¥lení N(µ, 0,04).
Ur£ete nejmen²í po£et m¥°ení, který je t°eba provést, aby ²í°ka 95%

intervalu spolehlivosti pro µ nep°esáhla 0,16.

�e²ení. Protoºe se jedná o normální rozloºení se známým rozpty-

lem, je ²í°ka (1 − α)% intervalu spolehlivosti je podle (∥9.3∥) rovna
2σ√
n
z(1 − α/2). Dosazením hodnot ze zadání tedy dostaneme pro po£et

m¥°ení n nerovnici
2 · 0,2√

n
z(0,975) ≤ 0,16.
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Uvaºme jednoduchý p°íklad, kdy si sami zhotovíme d°ev¥nou
minci s rubem a lícem. Hodíme jí n-krát a víme,
ºe p°itom padlo k ≤ n líc·. Chceme z tohoto ex-
perimentu vyvodit záv¥r, s jakou pravd¥podobností

v dal²ích dvou hodech padne vºdy líc.
K této úloze m·ºeme mít dva základní p°ístupy. Jedním je

tzv. klasická statistika (neboli frekven£ní statistika). Vyjdeme
z p°edpokladu, ºe jednotlivé hody jsou nezávislé a ve v²ech je
stejná pravd¥podobnost líce dána objektivn¥ existujícím para-
metrem θ = p (který jen dosud neznáme). Jednotlivé hody
tedy povaºujeme za realizaci náhodné veli£iny X s alternativním
rozd¥lením pravd¥podobnosti. Pravd¥podobnost, ºe padlo k líc·
z n pokus· je dána binomiálním rozd¥lením a lze o£ekávat ºe
�nejlep²í moºný� odhad parametru p bude dán pom¥rem θ = k/n.
Obvyklým cílem je pak opat°it takový odhad vyjád°ením o jeho
spolehlivosti, který m·ºeme odvinout od znalosti celkového po£tu
pokus· n a znalosti asymptotického chování modelu p°i rostoucím
n. Jestliºe tedy nap°. padne 8 líc· z 10 pokus·, budeme s jistou
(matematicky odhadnutou) spolehlivostí tvrdit, ºe pravd¥podob-
nost dvou následujících líc· bude 0,82 = 0,64, tj. výrazn¥ více
neº polovina.

Druhou moºností je postupovat vícemén¥ naopak. M·ºeme
totiº povaºovat parametr θ za náhodnou prom¥nnou, data získaná
experimentem za konstanty a pokou²et se z nich vydedukovat in-
formace o rozloºení pravd¥podobnosti této náhodné veli£iny θ . Vy-
cházíme p°itom z n¥jakých vstupních informací o tomto rozloºení.
Jestliºe tedy nap°. budeme p°edpokládat, ºe mince vznikla z ho-
mogenního materiálu vcelku p°esným soustruºením a následným
rozli²ením lícu a rubu barevným nát¥rem, m·ºeme jako vstupní
p°edpoklad o θ pouºít rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti
rozloºené na malinkém intervalu odpovídajím p°esnosti soustruhu.
Pak ov²em lze o£ekávat, ºe stejný experiment také povede k vychý-
lení odhadu pravd¥podobnosti dvou následujících líc· od hodnoty
0,52 = 0,25 pro dokonalou minci, p·jde ale patrn¥ o pon¥kud
men²í pravd¥podobnost neº v p°edchozím postupu. Hovo°íme tu
o tzv. bayesovské statistice.

První p°ístup vychází z ryze matematické abstrakce, ºe
pravd¥podobnosti jsou dány £etnostmi výskyt· jev· v tak velkých
vzorcích dat, ºe je m·ºeme dob°e aproximovat nekone£nými
modely a vyuºít pro odhady spolehlivosti centrální limitní v¥ty.
Statistik zde na pravd¥podobnost pohlíºí jako na idealizaci
relativní £etnosti p°ípad·, v nichº se vyskytne ur£itý výsledek
p°i opakovaných pokusech. Tato zdánlivá výhoda/rigoróznost
se m·ºe ale rychle stát nevýhodou, jakmile se za£neme zabývat
spolehlivostí samotných dat a vhodností zvoleného experimentu.
Stejn¥ tak je obtíºné frekven£ní statistiku dob°e pouºít pro odhad
pravd¥podobnosti výskytu jednorázového d¥je.

Bayesovská statistika je naopak p°íkladem matematizace
�selského rozumu�, kdyº chceme na²e p·vodní p°esv¥d£ení
postupn¥ pozm¥¬ovat ve sv¥tle nových dat.

Je zajímavé, ºe historicky byl zjevn¥ první bayesovský p°ístup
(nap°. Laplace a dal²í jiº v 18. století), který byl prakticky zcela
vyst°ídán frekven£ní statistikou ve 20. století. V posledních deseti-
letích se v²ak ale bayesovská statistika vrátila, spole£n¥ s dal²ími
novými p°ístupy, do pop°edí zájmu.
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Protoºe z(0,975) ≈ 1,96, dostáváme odtud n ≥ 24,01. Je tedy t°eba

provést aspo¬ 25 pokus·. □

9.79. Náhodná veli£ina X má normální rozd¥lení N(µ, σ 2), kde

µ, σ 2 nejsou známy. V následující tabulce jsou uvedeny £etnosti jed-

notlivých realizací této náhodné veli£iny.

Xi 8 11 12 14 15 16 17 18 20 21
ni 1 2 3 4 7 5 4 3 2 1

Vypo£t¥te výb¥rový pr·m¥r, výb¥rový rozptyl, výb¥rovou sm¥rodat-

nou odchylku a ur£ete 99% interval spolehlivosti pro st°ední hodnotu

µ.

�e²ení. Výb¥rový pr·m¥r je dán výrazem X̄ =∑ niXi/
∑
ni . Dosa-

zením hodnot ze zadání máme X̄ = 490/32 ≈ 15,3.Výb¥rový rozptyl
je z de�nice S =∑ ni(Xi−X̄ )2/(∑ ni−1). Po dosazení daných hod-
not dostaneme S2 = 1943/256 ≈ 7,6, a proto výb¥rová sm¥rodatná

odchylka spl¬uje S ≈ 2,8. Vzorec pro oboustranný (1 − α)% inter-

val spolehlivosti pro st°ední hodnotu µ p°i neznámém rozptylu jsme

odvodili na konci £ásti 9.50

µ ∈
(
X̄ − S√

n
tn−1(1− α/2), X̄ + S√

n
tn−1(1− α/2)

)
.

P°ímým dosazením X̄ = 15,3, n = 32, S ≈ 2,8, α = 0,01 a z tabu-

lek t31(0,995) ≈ 2,75 pak zjistíme, ºe 99% interval spolehlivosti je

µ ∈ (14,0, 16,7). □

9.80. Pomocí p°iloºené tabulky distribu£ní funkce standardního nor-

málního rozd¥lení ur£ete pravd¥podobnost, ºe p°i 3600 hodech mincí

bude rozdíl mezi po£tem padlých hlav a orl· v¥t²í neº 90.
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9.48. Náhodný výb¥r z populace. Budeme se nejprve zabývat
prvním p°ístupem z p°edchozího odstavce. P°edpoklá-
dejme tedy, ºe máme k dispozici (velký) základní sta-
tistický soubor sN jednotkami, který nazýváme popu-
lace, a zárove¬ n¥jaký £íselný znak pro kaºdou z jed-

notek, tj. soubor hodnot (x1, . . . , xN ). Z n¥j ov²em máme k dispo-
zici pouze výb¥rový soubor s hodnotami (X1, . . . , Xn).

Abychom se vyhnuli diskusi skute£né velikosti základního sta-
tistického souboru sN jednotkami, budeme p°edpokládat, ºe vybí-
ráme poloºky výb¥rového souboru jednu po druhé a kaºdou vy-
branou jednotku poté do populace vracíme. Zárove¬ p°edpoklá-
dáme, ºe kaºdá poloºka má stejnou pravd¥podobnost výb¥ru 1/N .
Hovo°íme pak o náhodném výb¥ru.

Zp·sob realizace náhodného výb¥ru nyní interpretujeme tak,
ºe pracujeme s vektorem (X1, . . . , Xn) nezávislých náhodných
veli£in a ºe v²echny tyto veli£iny mají stejné rozd¥lení pravd¥po-
dobnosti. Zejména tedy budou sdílet distribu£ní funkci FX(x) a
momenty

EXi = µ, varXi = σ 2.

Dal²ím na²ím krokem musí být odvození charakteristik
výb¥rového pr·m¥ru X̄ a výb¥rového rozptylu

S2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

p°i£emº následující v¥ta dává hned zd·vodn¥ní, pro£ volíme koe-
�cient 1

n−1 místo 1
n
, jak tomu bylo u s2 v odstavci 9.6.

V¥ta. Pro výb¥rový pr·m¥r X̄ spo£ítaný z náhodného výb¥ru roz-
sahu n z rozd¥lení s kone£nou st°ední hodnotou µ a kone£ným roz-
ptylem σ 2 platí

E X̄ = µ, var X̄ = 1
n
σ 2.

Pro výb¥rový rozptyl S2 platí

E S2 = σ 2.

D·kaz. Jak jsme odvodili v odstavci 9.32, je

E X̄ = 1
n

E
n∑
i=1

Xi = 1
n
nµ = µ.

Díky nezávislosti veli£inXi m·ºeme pouºít aditivnost rozptylu od-
vozenou v odstavci 9.36 a vid¥li jsme také, ºe v·£i násobení skalá-
rem se rozptyl chová jako kvadratická forma. Dostáváme proto

var X̄ = 1
n2 var

n∑
i=1

Xi = 1
n2 nσ

2 = 1
n
σ 2.

P°ímým roznásobením se ov¥°í vztah

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(Xi − X̄)2 + n(X̄ − µ)2.
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Standard Normal Distribution Table

0 z

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4998
3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998

Gilles Cazelais. Typeset with LATEX on April 20, 2006.

�e²ení. Ozna£íme-li jako X náhodnou veli£inu udávající po£et

padlých hlav, tak X má binomické rozloºení pravd¥podobnosti

Bi(3600, 1/2) (se st°ední hodnotou 1800 a sm¥rodatnou odchylkou

30) a tudíº lze distribu£ní funkci veli£iny X−1800
30 lze pro dané velké

n = 3600 podle Moivreovy-Laplaceovy v¥ty velmi dob°e odhad-

nout jako distribu£ní funkci 8 standardního normálního rozd¥lení.

Hledaná pravd¥podobnost je tedy

P = 1− P [1755 ≤ X ≤ 1845] =
= 1− P

[
−1, 5 ≤ X − 1800

30
≤ 1, 5

]
= 28(−1,5) .= 0,1336,

kde poslední hodnotu jsme zjistili z p°iloºené tabulky. □

9.81. Pravd¥podobnost narození chlapce je 0,515. Jaká je pravd¥po-
dobnost, ºe mezi deseti tisíci novorozenci bude stejn¥ nebo více d¥v£at

neº chlapc·.

�e²ení.

P [X < 5000] = P [
X − 5150√
5150 · 0,485︸ ︷︷ ︸

∼N(0,1)

<
−150√

5150 · 0,485︸ ︷︷ ︸
−3,001...

] .=

.= 0,00135

□
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M·ºeme tedy spo£íst:

E s2 = 1
n

E
n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n
n
(X̄ − µ)2 =

= 1
n

n∑
i=1

varXj − var X̄ =

= (1− 1
n
)σ 2.

Proto upravujeme rozptyl s2 vynásobením koe�cientem n
n−1 a do-

stáváme práv¥ výb¥rový rozptyl S2 a jeho st°ední hodnotu σ . Tato
poslední úprava samoz°ejm¥ nemá smysl pro n = 1. □

9.49. Náhodný výb¥r z normálního rozd¥lení. V praktic-
kých úlohách je t°eba znát nejen £íselné charakteristiky
výb¥rového pr·m¥ru a rozptylu, ale jejich úplné rozd¥lení
pravd¥podobnosti. To m·ºeme samoz°ejm¥ odvodit,
pouze známe-li konkrétní rozd¥lení pravd¥podobnosti Xi .

Jako uºite£nou ilustraci si spo£t¥me výsledek pro náhodný výb¥r
z normálního rozd¥lení.

Jiº jsme ov¥°ili jako p°íklad na vlastnosti momentových vy-
tvo°ujících funkcí v 9.40, ºe sou£et náhodných veli£in s normál-
ními rozd¥leními je op¥t normální rozd¥lení. Odtud je z°ejmé, ºe i
výb¥rový pr·m¥r musí mít normální rozd¥lení a protoºe jiº známe
jeho st°ední hodnotu a rozptyl, bude X̄ ∼ N(µ, 1

n
σ 2).

O n¥co sloºit¥j²í je to s odvozením rozd¥lení pravd¥podob-
nosti výb¥rového rozptylu. Tady si pom·ºeme úvahami o mno-
hom¥rných normálních rozd¥leních z odstavce 9.40. Uvaºme vek-
tor Z normovaných normálních veli£in

Zi = Xi − µ
σ

.

Stejnou vlastnost má i vektor U = QTZ s jakoukoliv ortogonální
maticí Q. Vºdy p°itom také platí

∑
i U

2
i =

∑
i X

2
i . Zvolíme si

takovou matici Q, aby první komponenta U1 byla, aº na násobek,
rovna výb¥rovému pr·m¥ru Z̄. Tzn. zvolíme si první sloupec ma-
ticeQ ve tvaru (

√
n)−1(1, . . . , 1). Pak tedy U2

1 = nZ̄2 a m·ºeme
po£ítat:

n∑
i=1

U2
i =

n∑
i=1

Z2
i =

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2 + nZ̄2

n∑
i=2

U2
i =

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2 = 1
σ 2

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Je tedy násobek výb¥rového rozptylu n−1
σ2 S

2 sou£tem n − 1
kvadrát· normalizovaných normálních veli£in a dokázali jsme
následující tvrzení:

V¥ta. Je-li (X1, . . . , Xn) náhodný výb¥r z rozd¥leníN(µ, σ 2), pak
jsou X̄ a S2 nezávislé veli£iny a platí

X̄ ∼ N(µ,
1
n
σ 2),

n− 1
σ 2 S2 ∼ χ2

n−1 .

Okamºitým d·sledkem je, ºe normalizovaný výb¥rový
pr·m¥r

T = √nX̄ − µ
S

má studentovo t-rozd¥lení pravd¥podobnosti s n−1 stupni volnosti.
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9.82. Pomocí distribu£ní funkce standardního normálního rozd¥lení

ur£ete pravd¥podobnost, ºe p°i 18000 hodech ²estibokou kostkou

padne alespo¬ 3100 ²estek.

�e²ení. Obdobn¥, jako v p°edchozích p°íkladech. X má bino-

mické rozd¥lení pravd¥podobnosti Bi(18000, 1/6). Ur£íme

st°ední hodnotu ((1/6)(18000) = 3000), sm¥rodatnou odchylku√
((1/6)(1 − 1/6)18000) = 50, tedy veli£inu X−3000

50 lze odhadnout

jako distribu£ní funkci 8 standardního normálního rozloºení:

P [X ≥ 3100] = P
[
X − 3000

50
≥ 3100− 3000

50

]
=

= P
[
X − 3000

50
≥ 2

]
.= 1−8(2) .= 0,0228.

□

9.83. Agentura pro výzkum ve°ejného mín¥ní po°ádá pr·zkum vo-

lebních preferencí p¥ti vybraných politických stran. Kolik náhodn¥ vy-

braných respondent· se musí výzkumu zú£astnit, aby byly s pravd¥po-

dobností 0,95 výsledky pr·zkumu byly u v²ech zkoumaných stran

v rozmezí ±2% od skute£ných preferencí?

�e²ení. Nech´ pi , i = 1 . . . 5 je skute£ná relativní £etnost p°íznivc·

i-té politické strany v populaci a nech´ náhodná veli£ina Xi udává

po£et p°íznivc· této strany mezi náhodn¥ zvolenými n voli£i. Budeme

povaºovat za nezávislé jevy, ºe do daného intervalu padne Xi/n. Po-

kud zvolíme n takové, ºe pro v²echna i padne Xi/n do daného inter-

valu s pravd¥podobností alespo¬ 5
√

0,95 .= 0,99, bude poºadavek za-

dání spln¥n. Hledejme tedy n takové, ºe P [|X
n
− p| < 0,02] ≥ 0,99.

Nejprve upravme vyjád°ení hledané pravd¥podobnosti:

P

[∣∣∣∣Xn − p
∣∣∣∣ < 0,02

]
= P

[
−0,02 <

X

n
− p < 0,02

]
=

= P
[−0,02 · n < X − pn < 0,02 · n] =

= P

[ −0,02 · n√
np(1− p) <

X − pn√
np(1− p) <

0,02 · n√
np(1− p)

]
=

= 8

(
0,02 · n√
np(1− p)

)
−8

(
− 0,02 · n√

np(1− p)
)
=

= 28
(

0,02 · n√
np(1− p)

)
− 1,
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9.50. Bodové a intervalové odhady. Nyní máme v²e p°ipravené
pro odhady hodnot parametr· v kontextu frekven£ní
statistiky. Budeme si postup ilustrovat na konkrétním
jednoduchém p°íkladu. �ekn¥me, ºe máme v kurzu
s 500 studenty výsledky jejich spokojenosti z ankety

z minulého semestru ve form¥ bod· 1-10. P°edpokládejme, ºe
spokojenost jednotlivých student· Xi je aproximována náhodnou
veli£inou s rozd¥lením N(µ, σ 2), p°i£emº zji²t¥né hodnoty z celé
populace minulého semestru jsou µ = 6, σ = 2.

V b¥ºícím semestru je provedeno namátkové ²et°ení u 15 stu-
dent·, protoºe panuje obava, ºe nový vyu£ující má je²t¥ výrazn¥
hor²í ohlasy. Výsledkem je hodnocení, kde se vyskytují dv¥ 3, t°i 4,
t°i 5, p¥t 6 a dv¥ 7. Výb¥rový pr·m¥r je tedy X̄ = 5,133, výb¥rový
rozptyl S2 = 1,695.

Díky na²im p°edpoklad·m víme, ºe X̄ ∼ N(µ, σ 2/n) a tedy

Z = √n X̄−µ
σ
∼ N(0, 1). Pro vyjád°ení spolehlivosti na²eho od-

hadu tedy m·ºeme po£ítat interval, který bude odhadovaný para-
metr obsahovat s p°edem zvolenou pravd¥podobností 100(1−α)%.
Hovo°íme p°itom o hladin¥ spolehlivosti 0 < α < 1. Nejprve pova-
ºujme za neznámý nový parametr µ, zatímco o rozptylu budeme
(a´ uº oprávn¥n¥ nebo ne) p°edpokládat, ºe z·stal stejný. Dosta-
neme okamºit¥

1− α = P(|Z| < z(α/2)) = P
(∣∣∣∣√nX̄ − µσ

∣∣∣∣ < z(α/2)
)

= P
(
X̄ − σ√

n
z(α/2) < µ < X̄ + σ√

n
z(α/2)

)
a na²li jsme interval, jehoº hranice jsou náhodné veli£iny a který
s p°edem zadanou pravd¥podobností bude obsahovat odhadovaný
parametr µ. St°ed tohoto intervalu nazýváme bodovým odhadem
pro parametr µ, celý interval pak intervalovým odhadem. Výsle-
dek pak m·ºeme interpretovat i tak, ºe na hladin¥ spolehlivosti α
odhadovaný parametr µ je nebo není odli²ný od jiné hodnoty µ0.

V p°ípad¥ na²ich dat vyjdou nap°. pro hodnoty α = 0,05 a
α = 0,1 intervaly

µ ∈ (4,121, 6,145), µ ∈ (4,284, 5,983).

Na hladin¥ spolehlivosti 5% tedy nem·ºeme potvrdit, ºe se názor
student· na výuku nového u£itele oproti minulému zhor²il, protoºe
uvedený interval obsahuje i hodnotu µ0 = 6. Na úrovni 10% uº
takový úsudek ud¥láme, protoºe d°ív¥j²í hodnota z minulého se-
mestru µ0 = 6 uº do na²eho intervalu nepadne.

Pokud bychom ale p°edpokládali, ºe u jiného (hor²ího) u£itele
bude patrn¥ i rozptyl odpov¥dí jiný (t°eba se studenti více shodnou
na ²patném hodnocení), museli bychom postupovat trochu odli²n¥.
Místo normalizované veli£iny Z vý²e budeme stejn¥ postupovat
s veli£inou

T = √nX̄ − µ
S

.

Jak jsme vid¥li, má tato náhodná veli£ina rozd¥lení pravd¥podob-
nosti T ∼ tn−1, kde v na²em p°ípad¥ je n = 15. Vyjde tak interva-
lový odhad

X̄ − S√
n
tn−1(α/2) < µ < X̄ + S√

n
tn−1(α/2)

a po dosazení na²ich dat na úrovních α = 0,05 a α = 0,03 máme

µ ∈ (4,412, 5,854
)
, µ ∈ (4,321, 5,945

)
,
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kde 8 je distribu£ní funkce normálního rozd¥lení. �e²me tedy nerov-

nici:

28
(

0,02 · n√
np(1− p)

)
− 1 ≥ 0,99

8

(
0,02 · n√
np(1− p)

)
≥ 0,995

Protoºe distribu£ní funkce je rostoucí je poslední podmínka ekviva-

lentní

0,02 · n√
np(1− p) ≥ 8−1(0,995)

0,02 · n√
np(1− p) ≥ 2,576

√
n ≥ 50 · 2,576 ·√p(1− p)︸ ︷︷ ︸

≤ 1
2

H⇒

H⇒ n ≥ (25 · 2,276)2 · 4147

P°i tom jsme pouºili faktu, ºe funkce p(1−p) nabývá svého maxima

prop = 1
2 a tímtomaximem je 1

4 . Vidíme, ºe pokud nap°.p
.= 0,1, pak

je
√
p(1− p) = 0,3 a hodnota minimálního n je men²í. To odpovídá

o£ekávání: k odhadu mén¥ populárních stran, sta£í mén¥ respondent·

(pokud agentura odhadne zisk takové strany jako 2% bez toho, aniº by

se n¥koho ptala, tak má poºadovanou p°esnost tém¥° jist¥ zaru£enu).

□

9.84. Dvouvýb¥rový test. Uvaºme dva náhodné vektory Y1 a Y2, je-

jichº v²echny sloºky jsou po dvou nezávislé náhodné veli£iny s nor-

málním rozd¥lením, a p°edpokládejme, ºe sloºky vektoru Yi mají stej-

nou st°ední hodnotu µi , zatímco rozptyl σ je stejný pro v²echny kom-

ponenty.

Pouºijte obecný lineární model pro testování hypotézy, zda

µ1 = µ2.

�e²ení. Budeme postupovat velmi podobn¥ jako v odstavci 9.57 ved-

lej²ího sloupce. Tentokrát m·ºeme zapsat oba vektory Yi do jednoho

sloupce pod sebe a budeme uvaºovat model

Y11
...

Y1n1

Y21
...

Y2n2


=



1 0
...

...

1 0
1 1
...

...

1 1


(
β1
β2

)
+ σZ.
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takºe uº na úrovni 3% spolehlivosti máme za to, ºe je názor na
u£itele skute£n¥ hor²í. To odpovídá intuici, ºe nejspí² by výrazn¥
men²í výb¥rová sm¥rodatná odchylka S = 1, 302 neº odchylka
σ = 2 z minulého ²et°ení také m¥la být podstatná pro na²e úvahy.

9.51. V¥rohodnost odhad·. Matematicky jsou intervalové a bo-
dové odhady jednoduché a patrn¥ dob°e pochopitelné.
Daleko hor²í je to s interpretací praktickou. Jednak
je problematické ov¥°it v²echny p°edpoklady o náhod-
nosti výb¥ru, ale hlavn¥ ve sloºit¥j²ích p°ípadech bu-

deme mít problém s �v¥rohodností odhad·�.
Jako matematici se praktickému problému nejlépe vyhneme

tak, ºe podáme de�nici chyb¥jícího pojmu. Obecn¥ chceme praco-
vat s náhodným výb¥rem o rozsahu n. Implicitn¥ stále p°edpoklá-
dáme, ºe jde o nezávislé náhodné veli£inyXi se shodným rozd¥le-
ním pravd¥podobnosti, které ale závisí na neznámém, obecn¥ vek-
torovém, parametru θ .

Snaºíme se najít n¥jakou výb¥rovou statistiku T , tj. funkci
náhodných veli£in X1, X2, . . . , která v n¥jakém (matematickém)
smyslu bude dob°e odhadovat skute£nou hodnotu parametru θ .
�íkáme, ºe je T nestranným odhadem parametru θ , jestliºe je
E T = θ . St°ední hodnota E(T − θ) se nazývá vychýlení odhadu
T .

�asto nás zajímá také asymptotické chování odhadu, tj. jak se
chová p°i limitním p°echodu n → ∞. �íkáme, ºe je T = T (n)

konzistentním odhadem parametru θ , jestliºe konverguje T (n)
v pravd¥podobnosti k θ , tj. pro kaºdé ε > 0

lim
n→∞P(|T (n)− θ | < ε) = 1.

�eby²evova nerovnost nám okamºit¥ dává

P(|T (n)− E Tn| < ε) ≥ 1− var T (n)
ε2 .

Pokud p°edpokládáme, ºe limn→∞ E T (n) = θ , pak zárove¬ pro
dostate£n¥ velká n platí

P(|T (n)− θ | < 2ε) ≥ P(|T (n)− E T (n)| < ε) ≥ 1− var T (n)
ε2 .

Dokázali jsme uºite£né tvrzení:

V¥ta. P°edpokládejme, ºe platí limn→∞ E T (n) = θ a zárove¬
p°edpokládejme limn→∞ var T (n) = 0. Pak je T (n) konzistentním
odhadem pro θ .

Jednoduchým p°íkladem pro pouºití této v¥ty je rozptyl

σ̂ 2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 = n− 1
n

S2 .

Protoºe nestranným odhadem je podle v¥ty z odstavce 9.48 S2 ,
víme, ºe σ̂ 2 nestranný odhad není. Z°ejm¥ v²ak platí limn→∞ σ̂ 2 =
σ 2 a lze p°ímo spo£íst také

lim
n→∞ var σ̂ 2 = lim

n→∞ var S2 = lim
n→∞

2σ
n− 1

= 0.

Je tedy statistika s2 konzistentním odhadem rozptylu.
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Budeme pracovat s aritmetickými pr·m¥ry jednotlivých vektor· Ȳ1 a

Ȳ2. P°ímá aplikace obecného vzorce z teorie dává odhad b ve tvaru(
b1
b2

)
=
(
n1 + n2 n2
n2 n2

)−1 (
n1Ȳ1 + n2Ȳ2

n2Ȳ2

)
=

= 1
n1n2

(
n2 −n2
−n2 n1 + n2

)(
n1Ȳ1 + n2Ȳ2

n2Ȳ2

)
=
(

Ȳ1

Ȳ2 − Ȳ1

)
a matice C = (XTX)−1, kde X je dvousloupcová matice s nulami a

jedni£kami z na²eho modelu, vychází

C =
(

1
n1

− 1
n1− 1

n1

1
n1
+ 1

n2

)
.

Testujeme tedy hypotézu µ1 = µ2, to znamená, ºe testujeme, zda je

β2 = 0. K tomu je proto vhodné pouºít statistiku

T = Ȳ2 − Ȳ1

S

(
n1n2

n1 + n2

) 1
2

,

kde za sm¥rodatnou odchylku S dosazujeme

S2 = 1
n1 + n2 − 2

( n1∑
i=1

(Y1i − Ȳ1)
2 +

n2∑
i=1

(Y2i − Ȳ2)
2
)
.

Tato statistika má rozd¥lení tn1+n2−2 a nulovou hypotézu µ1 = µ2

proto zamítáme na hladin¥ α, kdyº platí

|T | ≥ tn1+n2−2(α). □

9.85. V JZD1 Tempo sledovali v p¥ti r·zných dnech dojivost krav a

nam¥°ili postupn¥ tyto výsledky: 15, 14, 13, 16 a 17 hektolitr·. V JZD

Boj, ve kterémmají stejný po£et krav, m¥°ili p°ibliºn¥ ve stejnou dobu,

nicmén¥ v sedmi r·zných dnech: 12, 16, 13, 15, 13, 11, 18 hektolitr·.

a) Ur£ete 95% interval spolehlivosti pro dojivost krav v JZD

Boj, a 95% interval spolehlivosti pro dojivost krav v JZD

Tempo.

b) Na p¥tiprocentní hladin¥ otestujte hypotézu, ºe v obou dru-

ºstvech mají stejn¥ kvalitní krávy.

P°edpokládejte, ºe dojivost krav v jednotlivých dnech se °ídí nor-

málním rozd¥lením. Oba výpo£ty prove¤te jak za p°edpokladu, ºe

v druºstvech mají k dispozici údaje z p°edchozích dlouhodobých

m¥°ení, ve kterých byla sm¥rodatná odchylka σ = 2 hl mléka, tak

v p°ípad¥, ºe údaje z p°edchozích m¥°ení nejsou k dispozici.

�e²ení. Nejprve spo£ítejme výsledky za p°edpokladu známého roz-

ptylu. K ur£ení intervalu spolehlivosti pouºijeme statistiku

U = X − µ
σ/
√
n
,

1JZD� jednotné zem¥d¥lské druºstvo� zem¥d¥lské druºstvo vzniklé násilnou

kolektivizací v padestátých letech dvacátého století.
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Je vcelku z°ejmé, ºe pro stejný parametr m·ºeme mít k dis-
pozici spoustu nestranných odhad·. Nap°. jsme vid¥li, ºe
aritmetický pr·m¥r X̄ je nestranným odhadem st°ední hod-
noty θ rozd¥lení veli£in Xi . Samoz°ejm¥ je ale t°eba hod-
nota X1 také nestranným odhadem θ . Chceme proto najít

nejlep²í odhad T ve t°íd¥ uvaºovaných statistik, které jsou nestran-
nými nebo konsistentními odhady. Zpravidla máme za to, ºe nej-
lep²ím odhadem je ten, který má ze v²ech uvaºovaných nejmen²í
moºný rozptyl. P°ipome¬me, ºe rozptyl vektorové statistiky T je
dán kovarian£ní maticí, která bude, v p°ípad¥ nezávislých kompo-
nent, diagonální maticí s jednotlivými rozptyly komponent na di-
agonále. Nerovnostem mezi pozitivn¥ de�nitními maticemi jsme
jiº d°íve dali jednozna£ný smysl.

9.52. Maximální v¥rohodnost. P°edpokládejme tedy, ºe ná²
výb¥r má komponenty s rozd¥lením, jehoº hustota je dána funkcí
f (x, θ) závislou na neznámém (obecn¥ vektorovém) parametru
θ . Sdruºená hustota vektoru (X1, . . . , Xn) je díky p°edpokládané
nezávislosti dána sou£inem funkcí

f (x1, . . . , xn, θ) = f (x1, θ) · · · f (xn, θ),

které °íkáme v¥rohodnostní funkce.
Zajímáme se o takovou hodnotu θ̂ , která maximalizuje na

mnoºin¥ v²ech dostupných hodnot parametru v¥rohodnostní
funkci. V diskrétním p°ípad¥ to znamená, ºe vybíráme takový
parametr, p°i kterém vychází nejv¥t²í pravd¥podobnost zji²t¥ného
výb¥ru.

Zpravidla ale pracujeme s tzv. logaritmickou v¥rohodnostní
funkcí

ℓ(x1, . . . , xn, θ) = ln f (x1, . . . , xn, θ) =
n∑
i=1

ln f (xi, θ),

protoºe díky monotonnímu chování funkce ln je maximalizace
v¥rohodnostní funkce ekvivalentní poºadavku maximalizace lo-
garitmické v¥rohodnostní funkce. Pokud je pro n¥jaké hodnoty
f (x1, . . . , xn) = 0, klademe ℓ(x1, . . . , xn, θ) = −∞.

V p°ípad¥ diskrétních náhodných veli£in pouºijeme stejnou
de�nici s pravd¥podobnostní funkcí místo hustoty, tj.

ℓ(x1, . . . , xn, θ) =
n∑
i=1

ln(P (Xi = xi |θ)).

Princip je dob°e vid¥t na náhodném výb¥ru z normálního
rozd¥lení N(µ, σ 2) o rozsahu n. Neznámé parametry jsou µ nebo
σ , nebo oba. Uvaºovaná hustota je

f (x, µ, σ ) = 1
2πσ 2 e− (x−µ)2

2σ2

a tedy logaritmováním okamºit¥ vidíme

ℓ(x, µ, σ ) = −n1
2

ln(2πσ 2)− 1
2σ 2

n∑
i=1

(xi − µ)2.
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která má standardizované normální rozd¥lení pravd¥podobnosti (viz

9.26). Interval spolehlivosti pak je (viz 9.50)(
X̄ − σ√

n
z(α/2), X̄ + σ√

n
z(α/2)

)
,

kde α = 0, 05. Nyní pouze dosadíme £íselné hodnoty. Pro údaje z JZD

Tempo tak dostáváme výb¥rový pr·m¥r

X1 = 15+ 14+ 13+ 16+ 17
5

= 15,

z tabulek £i matematického softwaru zjistíme, ºe z(0,025) = 1,96 a

dostáváme interval(
15− 2√

5
1,96, 15+ 2√

5
1,96

)
.= (13,25; 16,75).

Pro JZD Boj pak dostáváme

X2 = 12+ 16+ 13+ 15+ 13+ 11+ 18
7

= 14,

a 95% interval spolehlivosti pro hodnotu dojivosti krav v JZD Boj tak

je

(12,52; 15,48).

Pokud je rozptyl m¥°ení neznámý, pouºijeme k jeho odhadu tzv.

výb¥rový rozptyl a k ur£ení intervalu spolehlivosti pak statistiku

T = X − µ
S
√
n
,

kterámá Studentovo rozloºení pravd¥podobnosti sn−1 stupni volnosti
(viz téº 9.50). Potom analogicky obdrºíme 95% interval spolehlivosti(

X̄ − S√
n
tn−1(α/2), X̄ + S√

n
tn−1(α/2)

)
.

Pro konkrétní hodnoty pak dostáváme pro JZD Tempo výb¥rový roz-

ptyl

S2
1 =

02 + (−1)2 + (−2)2 + 12 + 22)

4
= 2,5,

tedy S
.= 1,58. Dále je t4(0, 025) .= 2, 78. 95% interval spolehlivosti

hodnot dojivosti krav v JZD Tempo tedy je

(13,03; 16,97).

Pro JZD Boj pak dostáváme výb¥rový rozptyl S2
2 = 6 a hledaný inter-

val spolehlivosti je pak

(11,43; 16, 57).

b) Jestliºe srovnáváme st°ední hodnoty dojivosti v obou dru-

ºstvech, jedná se o porovnání st°edních hodnot dvou nezávislých

výb¥r· z normálních rozloºení. V p°ípad¥ neznámých rozptyl· m¥°ení

navíc p°edpokládejme, ºe rozptyl m¥°ení je v obou druºstvech stejný.
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Maximum najdeme pomocí derivací (v²imn¥me si, ºe σ 2 chápeme
p°i derivování jako symbol pro prom¥nnou):

∂ℓ

∂µ
= − 1

2σ 2

n∑
i=1

(−2)(xi − µ) = 1
σ 2

(−nµ+ n∑
i=1

xi
)

∂ℓ

∂σ 2 = −
n

2σ 2 +
1
σ 4

n∑
i=1

(xi − µ)2 =

= 1
2σ 4

(
−nσ 2 +

n∑
i=1

(xi − µ)2
)
.

Vidíme tedy, ºe jediné kritické body jsou dány práv¥ volbou µ̂ = X̄
a σ̂ 2 = s2 . Dosazením t¥chto hodnot do matice druhých derivací
dostaneme Hessián funkce ℓ(

− n

σ̂2 0
0 − n

2(σ̂2 )2

)
.

Je tedy vid¥t ºe jde skute£n¥ o dosaºené maximum a protoºe je
jediné, musí jít o globální maximum. Ov¥°ili jsme tedy, ºe st°ední
a hodnota a rozptyl jsou skute£n¥ maximáln¥ v¥rohodné odhady
pro µ a σ , tak jak jsme je pouºívali vý²e.

9.53. Bayesovské odhady. Vra´me se te¤ k p°íkladu z odstavce
9.50 z pohledu Bayesovské statistiky. Úpln¥ tedy
otá£íme ná² p°ístup a zji²t¥ná data X1, . . . , X15, tj.
body vyjad°ující spokojenost dotázaných student·

na ²kále 1, . . . , 10 bod·, budeme chápat jako konstanty. Naopak,
odhadovaný parametrµ, tj. st°ední hodnota bod· vyjad°ujících spo-
kojenost, bude náhodnou veli£inou, jejíº rozloºení chceme odhad-
nout.

Za tímto ú£elem zkusme interpretovat Bayes·v vzorec pro
podmín¥nou pravd¥podobnost na úrovni pravd¥podobnostních
funkcí, resp. hustot pravd¥podobností, následujícím zp·sobem.
Má-li vektor (X,2) sdruºenou hustotu f (x, θ), pak podmín¥ná
pravd¥podobnost komponenty 2 za podmínky X = x je dána
hustotou

g(θ |x) = f (x|θ)g(θ)
f (x)

,

kde f (x) a g(θ) jsou marginální hustoty pravd¥podobností.
Jestliºe tedy máme dánu apriorní hustotu rozloºení pravd¥po-

dobnosti g(θ) odhadovaného parametru θ a známe také hustotu
pravd¥podobnosti f (x|θ), m·ºeme ze vztahu spo£íst aposteriorní
hustotu pravd¥podobnosti g(θ |x) vycházející práv¥ ze zji²t¥ných
dat. Protoºe data X jsou p°itom konstantní, nepot°ebujeme ve
skute£nosti v·bec po£ítat s hodnotou f (x) a p°i úvahách budeme
pracovat jen �aº na konstantní násobek�. Ten je totiº stejn¥ ur£en
na konci úvah jednozna£n¥ poºadavkem, aby vy²la dob°e de�-
novaná hustota rozd¥lení pravd¥podobnosti g(θ |x). Budeme pro
tento ú£el pouºívat zápis Q ∝ R, jestliºe existuje konstanta C ta-
ková, ºe pro výrazyQ a R platíQ = CR.

Abychom byli technicky co nejblíºe k úvahám v odstavci 9.50,
budeme pracovat s normálními rozd¥leními N(µ, σ 2). P°edpoklá-
dejme, ºe na univerzit¥ je spokojenost student· v jednotlivých
p°edm¥tech náhodná veli£ina X ∼ N(θ, σ 2), zatímco parametr θ
dosahovaný jednotlivými u£iteli je náhodná veli£ina θ ∼ N(a, b).
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Vy²et°eme tedy hypotézu za p°edpoklad· známých, uvedených

rozptyl· σ 2
1 = σ 2

2 = 4. Pouºijeme statistiku

U = (X1 −X2)− (µ1 − µ2√
σ2

1
n1
+ σ2

2
n2

=

= X1 −X2√
σ2

1
n1
+ σ2

2
n2

∼ N(0, 1),

kde µ1 a µ2 jsou neznámé st°ední hodnoty dojivosti ve zkoumaných

druºstvech a n1, n2 jsou po£ty m¥°ení. Tato statistika má, jak na-

zna£eno, standardizované normální rozd¥lení. Hypotézu na 5% hla-

din¥ zamítneme, práv¥ kdyº absolutní hodnota statistiky U bude v¥t²í

neº z0,025, neboli práv¥ kdyº 0 nebude leºet v 95% intervalu spolehli-

vosti pro rozdíl st°edních hodnot dojivosti v jednotlivých druºstvech.

Po dosazení £íselných hodnot dostáváme

U = 15− 14√
4
5 + 4

7

.= 0,854.

Je tedy |U | < z(0,025) = 1,96 a hypotézu o rovnosti st°edních hod-

not dojivosti v obou druºstvech na 5% hladin¥ nezamítáme. Dosaºená

p-hodnota testu (viz 9.55) je 39, 4%, tudíº jsme se k zamítnutí hypo-

tézy moc nep°iblíºili (pravd¥podobnost, ºe hodnota zkoumané statis-

tiky bude men²í neº 0,854 je p°i platnosti nulové hypotézy 60, 6%.

Pokud neznáme rozptyly m¥°ení, ale víme, ºe v obou druºstvech

musí být stejné, pouºijeme statistiku

K = (X1 −X2)− (µ1 − µ2)

S∗
√

1
n1
+ 1

n2

=

= X1 −X2

S∗
√

1
n1
+ 1

n2

∼ tn1+n2−2,

kde

S∗ = (n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
.

Po dosazení £íselných hodnot dostáváme K
.= 0,796,

|K| < t10(0, 025) = 2,2281, nulovou hypotézu tedy op¥t neza-

mítáme. Dosaºená p-hodnota testu je 44,6%, tedy je²t¥ v¥t²í neº

v testu p°ede²lém. □

9.86. Analýza rozptylu jednoduchého t°íd¥ní. Pro k ≥ 2 nezávis-

lých výb¥r· Yi o rozsahu ni z normálních rozd¥lení se stejným rozpty-

lem pouºijte lineární model na testování hypotézy, ºe v²echny st°ední

hodnoty jednotlivých výb¥r· jsou shodné.
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M·ºeme tedy po£ítat (po°ád aº na konstantní násobky, tj. ig-
norujeme sou£initele, ve kterých nevystupuje ani x ani θ )

g(θ |x) ∝ f (x|θ)g(θ)

∝ exp
(
− (x − θ)

2

2σ 2 − (θ − a)
2

2b2

)
∝ exp

(
−1

2

(
θ2
(

1
σ 2 +

1
b2

)
− 2θ

(
x

σ 2 +
a

b2

)))
∝ exp

(
−1

2

(
θ − b

2x + σ 2a

σ 2b2
σ 2b2

b2 + σ 2

)2(
b2σ 2

b2 + σ 2

)−1)
.

Tím jsme ale uº ukázali, ºe hledané rozloºení pro θ je

θ ∼ N
(

b2

b2 + σ 2 x +
σ 2

b2 + σ 2 a,
b2σ 2

b2 + σ 2

)
.

Tento výsledek bychom mohli interpretovat nap°. tak, ºe kdyº
z dlouhodobého vyhodnocování anket známe parametry a, b, σ ,
m·ºeme po vyjád°ení n¥jakého studenta up°esnit apriorní p°ed-
stavu o parametrech pro jeden konkrétní p°edm¥t. Ve výsledném
odhadu rozloºení je pak st°ední hodnota dána váºeným pr·m¥rem
zji²t¥né hodnoty x a apriorn¥ p°edpokládané st°ední hodnoty a,
v závislosti na rozptylech σ a b.

9.54. Interpretace v Bayesovské statistice. Zkusíme te¤ po-
rozum¥t úvahám z p°edchozího odstavce ve
srovnání s frekventistickou interpretací z 9.50.
Asi namítneme, ºe jediný dotaz t¥ºko má tolik
ovlivnit ná² názor.

Ve skute£nosti ale pro σ → 0 je váha jednoho názoru stále ros-
toucí a v na²em výsledku tomu odpovídá 100% váha u x v p°ípad¥
σ = 0. Je to pln¥ v souladu s interpretací, ºe Bayesovská statis-
tika je pravd¥podobnostní roz²í°ení standardní diskrétní matema-
tické logiky. Jestliºe máme rozptyl σ prakticky nulový, pak je tedy
v tomto smyslu skoro jisté, ºe názor kteréhokoliv studenta je na-
prosto vypovídající o celé populaci.

Ve skute£nosti jsme v odstavci 9.50 pracovali s výb¥rovým
pr·m¥rem X̄ výsledku ²et°ení. Ten m·ºeme pouºít i v p°edcho-
zím výpo£tu, protoºe jde op¥t o normální rozd¥lení, jen budeme
místo σ 2 dosazovat σ 2/n. Pro zjednodu²ení zápisu si de�nujme
konstantu

cn = nb2

nb2 + σ 2

a aposteriorní odhad pro θ na základ¥ zji²t¥ni výb¥rového pr·m¥ru
X̄ má rozloºení s parametry

θ ∼ N(cnX̄ + (1− cn)a, cnσ 2/n).

Jak se dalo o£ekávat, pro rostoucí n se bude st°ední hodnota na²eho
rozd¥lení pro θ stále více blíºit výb¥rovému pr·m¥ru a jeho rozptyl
p·jde k nule. �ím je tedy n v¥t²í, tím více se blíºíme bodovému
odhadu z frekventistického p°ístupu.

P°ínosem Bayesovského p°ístupu je, ºe s pouºitím odhad-
nutého rozd¥lení m·ºeme odpovídat na dotazy typu �s jakou
pravd¥podobností je nový vyu£ující hor²í neº p°edchozí?� Pouºi-
jeme stejná data jako v 9.50 a p°idáme pot°ebné apriorní údaje.
P°edpokládejme, ºe máme docela dob°e hodnocené u£itele (pro-
toºe by asi jinak na ²kole nevydrºeli), takºe uvaºujme pro ur£itost
a = 7,5, b = 2,5 a a ponecháváme sm¥rodatnou odchylku σ = 2.
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�e²ení. Postup je zde velice podobný minulému p°íkladu, platnost tes-

tované hypotézy je ale ekvivalentní tvrzení, ºe platí podmodel, ve kte-

rém mají v²echny sloºky náhodného vektoru Y vzniklého slou£ením

daných k vektor· Yi stejnou st°ední hodnotu.

Pouºitý model tedy bude mít tvar

Y11
...

Y1n1

Y21
...

Yk1
...

Yknk


=



1 0 · · · 0
...

...
...

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
...

...
...

0 0 · · · 1




µ1
µ2
...

µk

+ σZ.

Snadno spo£teme odhady st°edních hodnot µi pomocí aritmetických

pr·m¥r·

Ȳi = 1
ni

ni∑
j=1

Yij .

Odtud dostaneme odhad Ŷij = Ȳi a proto dostaneme reziduální sou£et

£tverc· ve tvaru

RSS =
k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi)2.

Odhadem spole£né st°ední hodnoty v uvaºovaném podmodelu je

Ȳ = 1
n

k∑
i=1

ni∑
j=1

Yij = 1
n

k∑
i=1

ni Ȳi,

kde n = n1+· · ·+nk, a reziduální sou£et £tverc· v tomto podmodelu

je

RSS0 =
k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ )2.

Vp·vodnímmodelumáme k nezávislých parametr·µi , zatímco v pod-

modelu z·stal jediný parametr µ, testovaná statistika má proto tvar

F = (n− k)
(k − 1)

(RSS0 − RSS)
RSS

.

□

J. Lineární regrese

S lineární regresí jsme se uº setkali ve t°etí kapitole, v odstavci

∥3.46∥. Nyní se stejný princip budeme snaºit vyuºít k vy°e²ení pro-

blém·, které bývají studovány statistiky.

Standardním p°íkladem uºití lineární regrese je �proloºení

p°ímky� danými daty. Máme tedy posloupnost m¥°ení, ve kterých za-

znamenáváme hodnoty dvou veli£in u nichº p°edpokládáme lineární

závislost. Klasickým p°íkladem je závislost vý²ky syna na vý²ce otce.
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M¥li jsme n = 15 a výb¥rový pr·m¥r 5,133. Dosazením dosta-
neme aposteriorní odhad pro rozd¥lení

θ ∼ N(5,230, 0,256).

Zajímá nás te¤ P(θ < 6). Odpov¥¤ získáme dotazem na hodnotu
distribu£ní funkce p°íslu²ného normálního rozd¥lení pro argument
6 (umí to i excel). Dostaneme odpov¥¤ p°ibliºn¥ 93, 6%. Je tedy
podobná, jako jsme vid¥li v odstavci 9.50 v p°ípad¥ p°edpokladu
o konstantním známém rozptylu.

V²imn¥me si, jak se tady projevuje apriorní p°edpoklad o roz-
loºení parametru θ u v²ech u£itel·, tj. jistá míra na²í d·v¥ry, ºe
by m¥li být u£itelé spí²e lep²í. Kdyby m¥l statistik d·vod p°edpo-
kládat, ºe pro konkrétn¥ poptávaného u£itele je skute£ná st°ední
hodnota a posunutá, °ekn¥me na a = 6 stejn¥ jako u ankety mi-
nulého u£itele (nap°. protoºe jde o t¥ºký a neoblíbený p°edm¥t),
pak bychom dostali pravd¥podobnost, ºe je jeho skute£ný para-
metr men²í neº 6, p°ibliºn¥ 95,0% (pokud bychom ale za viditeln¥
hor²í povaºovali aº st°ední hodnotu men²í neº 5,5, pak uº to bude
jen p°ibliºn¥ 75%). V p°ípad¥ dosazení a = 5 to jiº bude 96,8%.
Stejn¥ tak hraje roli i rozptyl b2. Nap°. apriorní odhad a = 6,
b = 3,5 vede na pravd¥podobnost 95,2%.

Práv¥ jsme se mimod¥k dotkli jiného velice podstatného bodu
a to analýzy citlivosti. Jist¥ bychom rádi pracovali ve vý²e uvede-
ném p°íkladu s modelem, kde malá zm¥na apriorního p°edpokladu
budemít jenmalý vliv na aposteriorní výsledek. Zdá se, ºe v na²em
p°ípad¥ to tak skute£n¥ je, nep·jdeme tu do detailních úvah.

Úpln¥ stejný model s exponenciálními rozd¥leními se
prakticky pouºívá p°i posouzení relevance výstupu z IQ testu
u jedné osoby (nebo jiné obdobné zkou²ky, kde lze o£ekávat
dobré p°iblíºení rozd¥lení pravd¥podobnosti výsledk· v populaci
pomocí normálního rozd¥lení), o které máme apriorní p°edpoklad,
do jaké skupiny by m¥la pat°it. Jiným dobrým p°íkladem (ov²em
s jinými rozloºeními) mohou být praktické úlohy z poji²´ovnictví,
kde je ú£elné odhadovat parametry tak, aby byly zahrnuty jak
vlivy experimentu na konkrétní poloºce, tak celková o£ekávání
p°es populaci.

9.55. Poznámky o testování hypotéz. Vrátíme se zp¥t k moº-
nostem rozhodování, zda n¥jaký jev nastal £i nenastal
v kontextu frekven£ní statistiky. Op°eme se o postup
v intervalových odhadech vý²e.

Uvaºujme tedy n¥jaký náhodný vektor
X = (X1, . . . , Xn) (vzniklý z náhodného výb¥ru) se sdruºe-
nou distribu£ní funkcí FX(x). Za hypotézu budeme povaºovat
n¥jaké tvrzení o rozd¥lení ur£eném touto distribu£ní funkcí.
Zpravidla p°itom formulujeme dv¥ hypotézy H0 a HA, kde první
se tradi£n¥ °íká nulová hypotéza a druhé alternativní hypotéza.
Výsledkem testu je rozhodnutí zaloºené na konkrétní realizaci
náhodného vektoru X (hovo°íme také o testu), zda hypotézu H0
zamítnout nebo nezamítnout ve prosp¥ch hypotézy HA.

Vznikají nám p°itom moºné chyby dvou typ·. Chyba prvního
druhu nastává, kdyº zamítnemeH0, p°estoºe je platná. Chyba dru-
hého druhu nastane, kdyº naopak nezamítnemeH0, a£koliv platná
není. Rozhodování frekventistického statistika probíhá tak, ºe si
vybere tzv. kritický obor W , tj. mnoºinu výsledk· realizace testu,
p°i kterých hypotézu zamítá. Velikost kritického oboru p°itom volí
tak, aby platnou hypotézu zamítal s pravd¥podobností nejvý²e α.
To znamená, ºe poºadujeme p°edem dané ohrani£ení pravd¥po-
dobnosti chyby prvního druhu tzv. hladinou testu α. �asto se volí
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9.87. Ur£ete lineární regresní model pro závislost veli£iny Y na

veli£in¥ X na základ¥ nam¥°ených seznam· dat: X = [1, 4, 5, 7, 10],
Y = [3, 7, 8, 12, 18].

�e²ení. K ur£ení parametr· regresní p°ímky pouºije vztah· odvoze-

ných v 9.57. Podle metody nejmen²ích £tverc· se snaºíme se minima-

lizovat vzdálenost vektoru b1X+ b0 od vektoru Y v závislosti na para-

metrech b1 a b0. Tato vzdálenost, jak víme nap°íklad ze druhé kapitoly,

je minimální pro kolmý pr·m¥t vektoru Y do vektorového podprostoru

generovaného vektory (1, . . . , 1) a (x1, . . . , xn). Pro parametry b0, b1

regresní p°ímky Y = b1X + b0 tak dostáváme

b1 =
∑n
i=1(xi − x̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1(xi − x̄)2
=

= (1− 5,4)(3− 9,6)+ · · · + (10− 5,4)(18− 9,6)
((1− 5,4)2 + (4− 5,4)2 + (5− 5,4)2 + (7− 5,4)2 + (10− 5,4)2

=
=1,677.

Te¤ jiº snadno dopo£teme i koe�cient b0:

b0 = Ȳ − b1x̄ = 0,5442.

Hledaná lineární závislost je tedy

Y = 1,677 ·X + 0, 5442.

Poznamenejme, ºe v tomto modelu hrají veli£iny X a Y naprosto

rovnocennou úlohu. Stejnou metodou jsme mohli získat závislost X

na Y :

X = 0,5867 · Y − 0,2322.

□
Poznámka. Rozmyslete si, pro£ lineární regresní model závislosti X

na Y nelze získat pouhým vyjád°ením X z lineárního regresního mo-

delu závislosti Y na X.

Poznámka. V °ad¥ reálných situací je závislost veli£in jasn¥ dána,

nap°íklad je-li jednou z veli£in £as.

9.88. Orbitální stanice nam¥°ila v p¥ti po sob¥ jdoucích dnech, ve

stejnou hodinu následující rychlosti neznámého vesmírného t¥lesa

(v km/s): 10, 11,4, 13,1, 15,8 a 18,7. Odhadn¥te rychlost t¥lesa de-

sátého dne.

�e²ení. Zde je vhodné si v²imnout, ºe rychlost se v £ase �od po-

hledu� nem¥ní lineárn¥ (nár·sty rychlosti se neustále zvy²ují). Lze

tedy vyslovit domn¥nku, ºe je t¥leso p°itahováno gravita£ní silou

k n¥jakému jinému t¥lesu. Potom by jeho rychlost byla kvadratickou

funkcí £asu. Zkusme tedy metodou nejmen²ích £tverc· proloºit co

nejp°esn¥ji kvadratickou funkci danými daty. Postup je stejný, jako
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hladiny test· α = 0,05 nebo α = 0,01. Prakticky uºite£ný je také
postup, kdy ur£íme nejniº²í moºnou hladinu p testu, p°i které je²t¥
hypotézu zamítáme a mluvíme pak o dosaºené hladin¥ testu, resp.
p�hodnot¥ testu.

Zbývá tedy najít rozumný postup, jak volit kritické obory. Jist¥
to budeme chtít d¥lat tak, abychom zárove¬ co nejvíce omezili
výskyt chyby druhého druhu. Zpravidla se k tomu £elu hodí v¥ro-
hodnostní funkce f (x, θ), kterou jsme p°i°adili náhodnému vek-
toru X jiº v odstavci 9.52. Pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe
máme jednorozm¥rný parametr θ a nulovou hypotézu formulujme
tak, ºe rozd¥lení X je dáno funkcí f (x, θ0), zatímco alternativní
hypotéza je dána rozd¥lením f (x, θ1) pro dv¥ r·zné konkrétní hod-
noty θ0 a θ1. Na²e p°edstavy o zamítání nebo p°ijímání hypotéz na-
povídají, ºe po dosazení hodnot konkrétního pokusu do v¥rohod-
nostní funkce budeme chtít hypotézu spí²e p°ijímat, je-li f (x, θ0)

výrazn¥ v¥t²í neº f (x, θ1).
Nabízí se tedy pro kaºdou konstantu c > 0 uvaºovat kritický

obor

Wc = {x; f (x, θ1) ≥ cf (x, θ0)}.
Kdyº si vybereme zamý²lenou hladinu testu, budeme chtít zvolit
takové c, aby platilo ∫

Wc

f (x, θ0) = α.

Tím máme zaji²t¥no, ºe pro výsledek testu x ∈ Wc p°i platnosti
H0 se skute£n¥ dopustíme maximáln¥ p°edepsané chyby prvního
druhu. To ale m·ºeme zajistit i jinými kritickými oboryW spl¬ují-
cími také ∫

W

f (x, θ0) = α.
Zajímá nás ale také pravd¥podobnost chyby druhého druhu, zku-
síme si tedy odhadnout rozdíl

D =
∫
Wc

f (x, θ1)−
∫
W

f (x, θ1).

Oblasti, p°es které integrujeme m·ºeme v obou p°ípadech rozd¥lit
na spole£nou £ástW ∩Wc a zbývající mnoºinový rozdíl. P°ísp¥vky
spole£né £ásti se p°itom ode£tou a zbude

D =
∫
Wc\W

f (x, θ1)−
∫
W\Wc

f (x, θ1).

Díky na²í de�nici kritického oboru Wc ale nyní m·ºeme snadno
odhadnout (op¥t p°idáváme zp¥t stejné integrály p°es spole£nou
£ást mnoºin)

D ≥ c
∫
Wc\W

f (x, θ0)− c
∫
W\Wc

f (x, θ0) =

= c
∫
Wc

f (x, θ0)− c
∫
W

f (x, θ0) = cα − cα = 0.

Tím jsme odvodili d·leºité tvrzení, tzv. Neymanovo�
Pearsonovo lemma, ºe za vý²e uvedených p°edpoklad· je Wc

optimální kritický obor, který na p°edepsané úrovni minimalizuje
chybu druhého druhu.

Intervalový odhad, jak jsme jej ilustrovali na p°íkladu v od-
stavci 9.50, je speciálním p°ípadem testování hypo-
téz, kdy H0 má formu �st°ední hodnota spokojenosti
student· z·stalaµ0�, zatímcoHA °íká, ºe bude rovna

n¥jaké jiné hodnot¥ µ1. Uvidíme za chvilku, ºe p°edchozí obecný
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kdybychom provád¥li lineární regresi vektoru v = (v1, v2, . . . , vn)

závislého na vektoru x = (x1, . . . , xn) a vektoru x2 = (x2
1 , . . . , x

2
n).

Této metod¥ se °íká kvadratická regrese. Hledáme tedy vektor para-

metr· b = (b0, b1, b2) tak aby veli£ina b2x
2 + b1x+ b0 odhadovala

y. Sestavme tedy matici X hodnot nezávislých prom¥nných:

X =
1 x1 x2

1
...

...
...

1 xn x2
n

 =


1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16
1 4 25

 ,
a vektor parametr· b = (b0, b1, b2) dopo£ítáme podle (9.18):

b = (XTX)−1XT v
.= (9,26; 0,47; 0,29).

Hledaný kvadratický odhad je potom

v = 0,29x2 + 0,47x + 9,26,

odhadovaná rychlost desátého dne je tedy p°ibliºn¥ 42,96 km/h. Vmo-

delu klasické lineární regrese bychom dostali p°iblíºení

v = 2,18x + 7,26,

coº by pro rychlost desátého dne dávalo 29,06 km/h. Rozdíl v odha-

dech je zna£ný. Ukazuje to, ºe analýza situace je velmi významnou

sou£ástí statistiky. □

K. Bayesovská analýza dat

9.89. M¥jme Bernoulli·v proces de�novaný náhodnou veli£inou

X ∼ Bi(n, θ) s binomickým rozd¥lením pravd¥podobnosti a p°edpo-

kládejme, ºe parametr θ je p°itom náhodnou veli£inou s rovnom¥rným

rozd¥lením pravd¥podobnosti na intervalu (0, 1). De�nujme ²anci

na úsp¥ch v na²em procesu jako veli£inu γ = θ
1−θ . Jakou hustotu

rozd¥lení má veli£ina γ ?

�e²ení. Intuitivn¥ asi cítíme, ºe nep·jde o rovnom¥rné rozd¥lení.

Ozna£íme hledanou hustotu pravd¥podobnosti f (s) a ze vztahu

mezi θ a γ spo£teme θ = γ

1+γ . Také okamºit¥ vidíme, ºe hustota

pravd¥podobnosti veli£iny γ bude nenulová pouze pro kladné hodnoty

prom¥nné. Zadání m·ºeme nyní zformulovat tak, ºe poºadujeme

(9.4) 2 = P(θ < 2) = P (γ < 0

1+ 0
) = ∫ 0

0
f (s)ds,

kde 0 = 2
1−2 . Na pravé stran¥ máme ov²em v horní mezi práv¥ m¥nící

se ohrani£ení γ a dostáváme tedy de�ni£ní vztah pro f (s)

f (s) =
(

s

s + 1

)′
= 1
(s + 1)2

.

Hledaná hustota skute£n¥ dává daleko v¥t²í pravd¥podobnost malým

hodnotám ²ance neº velkým. □
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postup povede v tomto p°ípad¥ na kritický obor zadaný poºadav-
kem

|Z| =
∣∣∣∣ X̄ − µ0

σ

√
n

∣∣∣∣ ≥ z(α/2).
V²imn¥me si, ºe v de�nici kritického oboru není skute£ná hod-
nota µ1 podstatná a zformalizovali jsme proto v kontextu klasické
pravd¥podobnosti úlohu rozhodnout na p°edepsané hladin¥ α, zda
se st°ední hodnota µ zm¥nila.

Jestliºe ale chceme testovat z n¥jakého d·vodu pouze, zda
spokojenost poklesla, pak musíme p°edem p°edpokládat, ºe
µ1 < µ0. Rozeberme si tento p°ípad podrobn¥ji. Kritický obor
z Neymanova�Pearsonova lemmatu je ur£en nerovností

f (x, µ1, σ
2)

f (x, µ0, σ )2
= e− 1

2σ2
∑n

i=1

(
(xi−µ1)

2−(xi−µ0)
2
)
≥ c.

Logaritmováním dostaneme, po drobné úprav¥,

2x̄(µ1 − µ0)− (µ2
1 − µ2

0) ≥
2σ 2

n
ln c

a protoºe p°edpokládáme µ1 < µ0, dostáváme kone£n¥

x̄ ≤ µ1 + µ0

2
+ σ 2

n(µ1 − µ0)
ln c = y.

Konstantu c, tj. také rozhodující parametr y, p°itom pro zvolenou
hladinu αmáme ur£enu tak, aby za p°edpokladu platnosti hypotézy
H0 platilo

α = P(X̄ ≤ y) = P ( X̄ − µ0

σ

√
n ≤ y − µ0

σ

√
n
)
.

Díky p°edpokladu o platnosti hypotézy H0 je veli£ina

Z = X̄ − µ0

σ

√
n ∼ N(0, 1)

a proto znamená ná² poºadavek volbu Z ≤ −z(α), která jedno-
zna£n¥ ur£uje optimálníWc.

V²imn¥me si, ºe tento kritický obor skute£n¥ nezávisí na
volb¥ hodnoty µ1 a skute£nou hodnotu pro y jsem v·bec ne-
pot°ebovali vyjád°it. Podstatný byl pouze p°edpoklad µ1 < µ0.

V na²em ilustra£ním p°íkladu v odstavci 9.50 tedy mámeH0 :
µ = 6 a alternativní hypotéza je HA : µ < 6. Roz-
ptyl je σ 2 = 4. Test s n = 15 nám dal x̄ = 5,133.
Dosazením dostaneme hodnotu z = 5,133−6

4

√
15 =

= −1,678 zatímco −z(0,05) = −1,645.
Hypotézu tedy na hladin¥ 5% zamítáme a usuzujeme, ºe

skute£n¥ do²lo ke zhor²ení názoru student·.
Kdyº si za kritický obor zvolíme sjednocení obor· pro p°ípady

µ1 < µ0 a µ1 > µ0, dostaneme práv¥ výsledek shodný s interva-
lovým odhadem, jak bylo zmín¥no vý²e.

Poznamenejme záv¥rem, ºe v bayesovském p°ístupu je také
moºné p°ijímat nebo zamítat hypotézy vícemén¥ v p°ímé vazb¥
na aposteriorní pravd¥podobnosti jev·, jak jsme do jisté míry
nazna£ili v odstavci 9.54 p°i interpretaci na²eho konkrétního
p°íkladu.

9.56. Lineární modely. Jako obvykle v analýze matematických
problém· bu¤ vysta£íme s a�nními závislostmi nebo
skute£né vztahy jejich pomocí aproximujeme. Stejn¥ tak
ve statistice pat°í mnoho metod do tzv. lineárních model·.
Probereme si stru£n¥ jeden p°ípad z frekven£ní statistiky.
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V odstavci 9.53 jsme vid¥li, ºe jestliºe pracujeme v bayesov-

ském p°ístupu s binomickým modelem rozd¥lení pravd¥podobnosti

náhodné veli£iny X ∼ Bi(n, θ), bude nás zajímat její pravd¥podob-

nostní funkce fX(k) =
(
n

k

)
θ k(1−θ)n−k. Na tuto funkci se ale m·ºeme

také dívat jako na podmín¥nou pravd¥podobnost P(θ |X = k) p°i apri-
orním rovnom¥rném rozd¥lení pravd¥podobnosti veli£iny θ na inter-

valu (0, 1). Je to tedy práv¥ aposteriorní rozd¥lení pravd¥podobnosti

veli£iny θ odpovídající výsledku pokusu X = k. Následující p°íklad

se týká obecné t°ídy takovýchto rozd¥lení pravd¥podobnosti.

9.90. Najd¥te základní charakteristiky tzv. Beta rozd¥lení β(a, b)

s hustotou pravd¥podobnosti tvaru

fY =
{
C ya−1 (1− y)b−1 y ∈ (0, 1)
0 jinak.

�e²ení. Konstantu C je t°eba volit jako reciprokou hodnotu integrálu∫ 1
0 y

a−1 (1 − y)b−1dy, coº je funkce B(a, b), v matematické analýze

(ale také technických v¥dách £i fyzice) známá pod názvemBeta funkce.

Kdyº uº známe funkci Gama, která zobec¬uje diskrétní hodnoty fak-

toriál·, vysko£í na nás nap°. p°i následujícím výpo£tu:

0(x)0(y) =
∫ ∞

0
e−t tx−1dt ·

∫ ∞

0
e−s sy−1ds =

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−t−s tx−1 sy−1dt ds =

(substituce t = rq, s = r(1− q))

=
∫ ∞

r=0

∫ 1

q=0
e−r(rq)x−1(r(1− q))y−1

r dq dr =

=
∫ ∞

r=0
e−r rx+y−1dr ·

∫ 1

t=0
qx−1 (1− q)y−1dq =

= 0(x + y)B(x, y).
dostáváme tedy obecný vztah

B(a, b) = 0(a + b)
0(a)0(b)

a z vlastností Gamma funkce jiº snadno plyne, ºe pro p°irozená kladná

a, b bude platit

B(n− k + 1, k + 1) = k!(n− k)!
(n+ 1)!

= 1
n+ 1

(
n

k

)−1

.

P°ímým výpo£tem vidíme, ºe st°ední hodnota veli£iny X ∼ β(a, b)

s beta rozd¥lením je (vyuºíváme vztah 0(z+ 1) = z0(z))

EX = B(a + 1, b)
B(a, b)

= a

a + b .

Je-li a = b vyjde st°ední hodnota i medián 1
2 .
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Budeme uvaºovat náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)
T a bu-

deme p°edpokládat, ºe platí

Y = X · β + σZ,
kdeX = (xij ) je konstantní matice reálných £ísel s n °ádky a k < n

sloupci a hodností k, β je neznámý konstantní vektor k parametr·
modelu, Z je náhodný vektor, jehoº n komponent má rozd¥lení
N(0, 1), a σ > 0 je neznámý kladný parametr modelu. Hovo°íme
o lineárním modelu s úplnou hodností.

V praktických problémech jde £asto o to, ºe známe veli£iny
xij a snaºíme se odhadnout nebo predikovat hodnotu Y . Nap°íklad
xij m·ºe vyjad°ovat hodnocení i�tého studenta v j�tém semestru
(j = 1, 2, 3) z matematiky a chceme v¥d¥t, jak tento student asi
dopadne ve £tvrtém semestru. K tomu pot°ebujeme znát vektor β.
Ten odhadneme na základ¥ úplných pozorování, tj. ze znalosti Y
(nap°. z výsledk· v p°edchozích letech).

K odhadu vektoru β se £asto pouºívá metoda nejmen²ích
£tverc·. To znamená, ºe chceme najít odhad b ∈ Rk tak, aby vektor
Ŷ = Xb minimalizoval druhou mocninu délky vektoru Y −Xβ.

To je ale jednoduchá úloha lineární algebry a víme, ºe jde o na-
lezení kolmého pr·m¥tu vektoru Y do podprostoru ⟨X⟩ ⊂ Rn ge-
nerovaném sloupci matice X. Minimalizujeme p°itom funkci

∥Y −Xβ∥2 =
n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

xijβj
)2
.

Zvolme libovolnou ortonormální bázi vektorového podprostoru
⟨X⟩ a napi²me ji do sloupc· matice P . Pro jakoukoliv takovou
volbu báze bude kolmý pr·m¥t realizován pomocí násobení ma-
ticí PP T . Zobrazení dané touto maticí je p°itom na podprostoru
⟨X⟩ identické, tj. dostáváme

Ŷ = PP T Y = PP T (Xβ + σZ) = Xβ + σPP TZ.
Matice PP T je pozitivn¥ semide�nitní. Nyní doplníme bázi ze
sloupc· v P na ortonormální bázi celého Rn, tj. vytvo°íme ma-
tici Q = (P R) vepsáním nov¥ p°idaných vektor· báze do ma-
tice R s n − k sloupci a n °ádky. Ozna£me si dále V = P TZ a
U = RTZ náhodné vektory s k a n − k komponentami. Budou
na sebe vzájemn¥ kolmé a jejich sou£tem v Rn dostaneme vektor
(V TUT )T = QTZ.

Evidentn¥ tedy (viz odstavec 9.46) mají oba vektory V a U
mnohom¥rné normální rozd¥lení s nulovou st°ední hodnotou a jed-
notkovou kovarian£ní maticí. Náhodný vektor Y jsme rozloºili na
sou£et konstantního vektoru Xβ a dvou kolmých projekcí

Y = Xβ + σPV + σRU
a hledaný kolmý pr·m¥t je sou£et prvních dvou s£ítanc·. V od-
stavci 9.46 jsme také pro takové náhodné vektory odvodili jejich
rozd¥lení.

Velikost ∥Y − Ŷ∥2 nazýváme reziduální sou£et £tverc·, zpra-
vidla se zna£í RSS. De�nujeme také reziduální rozptyl jako

S2 = ∥Y −Xb∥
2

n− k .

P°ipome¬me, ºe Ŷ = Xb a ºe, díky na²emu p°edpokladu
o maximální hodnosti X, je matice XTX invertibilní. M·ºeme
proto rovnou spo£íst b = (XTX)−1XT Ŷ . Zárove¬ ale víme, ºe
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P°ímo se také spo£te rozptyl

varX = E(X − EX)2 = ab

(a + b)2(a + b + 1)
.

Pro a = b tedy dostáváme varX = 1
8a+4 , coº ukazuje, ºe pro ros-

toucí a = b klesá rozptyl. V p°ípad¥ a = b = 1 dostáváme oby£ejné

rovnom¥rné rozd¥lení na intervalu (0, 1). □

9.91. V situaci stejné jako v p°edposledním p°íkladu p°edpoklá-

dejme, ºe v Bernoulliho procesu je ²ance zdaru θ náhodná veli£ina

s rozd¥lením pravd¥podobnosti β(a, b). Jak bude vypadat rozd¥lení

pravd¥podobnosti veli£iny γ = θ
1−θ ? V £em bude zvlá²tní p°i

a = b = p?

�e²ení. V jiº °e²eném p°íklad¥ jsme m¥li speciální p°ípad s rov-

nom¥rným rozd¥lením β(1, 1). M·ºeme tedy pokra£ovat v °e²ení v

rovnosti ∥∥9.4∥∥, kdy jsme tvar tohoto rozd¥lení pouºili. Dostáváme

nyní na levé stran¥ místo 2 výraz

1
B(a, b)

∫ 2

0
ta−1 (1− t)b−1dt

a p°i derivování musíme pouºít pravidlo pro derivování integrálu

s prom¥nnou horní mezí. Dostáváme proto pro hledanou hustotu

B(a, b)f (s) =
(

s

s + 1

)a−1 (
1− s

s + 1

)b−1 1
(s + 1)2

=

=
(
sa−1

s + 1

)a+b
.

Na obrázku jsou vyneseny hustoty pro hodnoty a = b = p =
= 2, 5, 15.

Vidíme, ºe se napl¬uje p°edstava, ºe stejné a nep°íli² malé hodnoty

a = b = p odpovídají nejvíce pravd¥podobné hodnot¥ θ = 1
2 , proto

je hustota ²ance nejv¥t²í v okolí jedni£ky. �ím v¥t²í p, tím men²í je

rozptyl této veli£iny. □
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XT (Y − Ŷ ) = σXT (RU) = 0, protoºe jsou sloupce v X a R po
dvou ortogonální. Platí proto ve skute£nosti také

(9.18) b = (XTX)−1XT Y.

Je²t¥ m·ºeme lépe vyuºít zvolenou matici P . Protoºe její sloupce
generují tentýº podprostor jako sloupce X, jist¥ existuje £tvercová
matice T taková, ºe X = PT (její sloupce jsou koe�cienty lineár-
ních kombinací, které vyjad°ují sloupceX pomocí báze v P ). Nyní
jiº jen dosadíme (pouºijeme p°itom, ºe P T P je jednotková matice
a T je invertibilní):

b = (T T P T PT )−1T T P T Y =
= T −1(T T )−1T T P T (PTβ + σZ) =
= β + σT −1V.

Tím jsme z velké £ásti jiº odvodili vlastnosti lineárního mo-
delu:

V¥ta. Uvaºujme lineární model Y = Xβ + σZ.
(1) Pro odhad Ŷ platí

Ŷ = Xβ + σPV, Ŷ ∼ N(Xβ, σ 2PP T ).

(2) Reziduální sou£et £tverc· RSS a normovaný £tverec velikosti
rezidua mají rozd¥lení:

Y − Ŷ ∼ N(0, σ 2RRT ), ∥Y − Y∥2/σ 2 ∼ χ2
n−k .

(3) Náhodná veli£ina b = β + σT −1V má rozd¥lení

b ∼ N(β, σ 2(XTX)−1).

(4) Pro reziduální rozptyl platí (n− k)S2 /σ 2 ∼ χ2
n−k .

(5) St°ední hodnota reziduálního rozptylu je E S2 = σ 2.
(6) Veli£iny b a S2 jsou nezávislé.

D·kaz. Tvar i rozd¥lení Ŷ jsme jiº odvodili. Odtud je ale jiº
z°ejmé, ºe Y − Ŷ = σRU a tím máme ov¥°ené i druhé tvrzení.
Dále máme

∥Y − Y∥2/σ 2 = ∥RU∥2 = ∥U∥2,
kde poslední rovnost plyne z toho, ºe v na²í konstrukci je U vek-
tor sou°adnic pr·m¥tu Z do komplementu ⟨X⟩ a RU je tímto
pr·m¥tem. Velikost vektoru je p°itom dána práv¥ jako sou£et
kvadrát· sou°adnic v libovolné ortonormální bázi.

Je proto náhodný vektor ∥Y − Y∥2/σ 2 sou£tem (n − k)

kvadrát· náhodných veli£in s rozd¥lením N(0, 1), tedy jde
o rozd¥lení χ2

n−k a dokázali jsme zbytek (2).
Dal²í tvrzení vyplývá p°ímo z na²ich de�nic a výpo£t·, zbývá

jen odhadnout varian£ní matici pro b. Z obecných vlastností víme,
ºe má vyjít matice T −1(T T )−1. To je ale stejná matice jako
(XTX)−1 = ((PT )T (PT ))−1.

Tvrzení z (4) je jen p°epsáním informace z (2) a dal²í tvrzení
plyne z toho, ºe st°ední hodnota rozd¥lení χ2 je rovna po£tu stup¬·
volnosti.

Kone£n¥, nezávislost veli£in b a S je d·sledkem toho ºe první
je funkcí vektoru V , zatímco druhá je funkcí vektoru U a tyto vek-
tory jsou nezávislé, protoºe vznikly jako dv¥ komplementární £ásti
z ortogonální transformace vektoru Z. □

V praktických úlohách n¥kdy testujeme hypotézu, zda pro
odhadu st°edních hodnot nesta£í mén¥ parametr·.
�íkáme, ºe náhodný vektor Y spl¬uje podmodel,
kdyº platí zárove¬ Y = Xβ + σZ a
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9.92. Ukaºte, ºe v p°ípad¥ Bernoulliho procesu popsaného náhod-

nou veli£inou X ∼ Bi(n, θ) a apriorní pravd¥podobnosti náhodné

veli£iny θ s beta rozd¥lením, má i aposteriorní pravd¥podobnost op¥t

beta rozd¥lení s vhodnými parametry závislými na výsledku pokusu.

Jaká bude aposteriorní st°ední hodnota veli£iny θ (tj. bayesovský bo-

dový odhad této náhodné veli£iny)?

�e²ení. Jak je zd·vodn¥no v odstavci 9.53 teoretického sloupce, bude

aposteriorní hustota pravd¥podobnosti, aº na násobek vhodnou kon-

stantou, dána jako sou£in apriorní hustoty pravd¥podobnosti

g(θ) = 1
B(a, b)

θa−1(1− θ)b−1

a pravd¥podobnosti sledované veli£inyX za podmínky, ºe nastala hod-

nota θ . Dostáváme tedy za p°edpokladu, ºe v Bernoulliho procesu na-

stalo k zdar·, aposteriorní hustotu (pouºitý znak místo rovnosti zna£í

�proporcionální�)

g(θ |X = k) ∝ P(X = k|θ)g(θ) ∝
∝ θ k(1− θ)n−kθa−1(1− θ)b−1 =
= θa+k−1(1− θ)b+n−k−1.

Dostali jsme tedy, aº na konstantu, kterou nemusíme v·bec vy£íslovat,

skute£n¥ hustotu aposteriorního rozd¥lení pro veli£inu θ s rozd¥lením

B(a + k, b + n− k).
Její aposteriorní st°ední hodnota je

θ̂ = a + k
a + b + n.

Pro n a k jdoucí do nekone£na, tak aby k/n→ p, bude i pro ná² aposte-

riorní odhad platit θ̂ → p. Je tedy vid¥t, ºe p°i velkých hodnotách n a

k bude p°evaºovat pozorovaný podíl úsp¥²ných pokus· nad apriorním

p°edpokladem. Nicmén¥ pro men²í hodnoty je apriorní p°edpoklad na-

opak velice významný. □

9.93. Máme data o nehodovostiN = 20 °idi£· za posledních n = 10
let (k�tá poloºka ozna£uje po£et rok·, ve kterých do²lo k nehod¥ u

k�tého °idi£e):

0, 0, 2, 0, 0, 2, 2, 0, 6, 4, 3, 1, 1, 1, 0, 0, 5, 1, 1, 0.

P°edpokládáme, ºe pravd¥podobnosti nehod u jednotlivých °idi£· jsou

konstanty pj , j = 1, . . . , N .

Odhadn¥te pro kaºdého °idi£e pravd¥podobnost, ºe bude mít ne-

hodu v následujícím roce (nap°. pro ur£ení jeho individuálního pojist-

ného). 2

2Tento p°íklad je p°evzat z p°ísp¥vku M. Friesl, Bayesovské odhady v n¥kterých

modelech, publikováno v: Analýza dat 2004/II (K. Kupka, ed.), Trilobyte Statistical

Software, Pardubice, 2005, pp. 21-33.
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Y = X0β0 + σZ,
kdeX0 má jen q < k sloupc· a p°edpokládáme, ºe sloupceX0 ge-
nerují podprostor v ⟨X⟩, tj. jsou v²echny lineárními kombinacemi
sloupc· v X.

Nyní m·ºeme zopakovat p°edchozí konstrukci a zvolit p°itom
matici P tak, aby jejích prvních q vektor· generovalo ⟨X0⟩. Celé
P tak bude mít tvar (P 0 P 1) a stejn¥ tak se rozpadne i vektor V

V =
(
V 0

V 1

)
=
(
(P 0)TZ

(P 1)TZ

)
.

Dostáváme tak jemn¥j²í rozklad vektor· a jejich velikostí a
p°íslu²ných reziduí

Ŷ 0 = P 0(P 0)T Y = X0β0 + σP 0V 0

Y − Ŷ 0 = σP 1V 1 + σRU
∥Y − Ŷ 0∥2 = σ 2∥V 1∥2 + σ 2∥U∥2(RSS0−RSS)/σ 2 = ∥V 1∥2.

Normovaný rozdíl reziduí má tedy rozd¥lení χ2
k−q . Odtud oka-

mºit¥ vyplývá, ºe statistika F zadaná jako relativní rozdíl reziduí
má Fischerovo-Snedecorovo rozd¥lení

F = (RSS0−RSS)/(k − q)
RSS /(n− k) ∼ Fk−q,n−k .

�asto v praktických situacích skute£n¥ neznáme parametr σ a
nahrazujeme jej jeho odhadem S2 . Místo jednotlivých sloºek bj ∼
N(βj , σ 2cjj ) náhodného vektoru b, kde cjj jsou diagonální prvky
v matici C = (XTX)−1, pak pracujeme se statistikami

Tj = bj − βj
S
√
cjj
∼ tn−k .

Tyto veli£iny jiº samoz°ejm¥ nemusí být nezávislé.
V p°ípad¥, ºe bychom nep°edpokládali plnou hodnost ma-

tice X, pouºívali bychom v obdobných úvahách místo matice
C = (XT X)−1 matici pseudoinverzní.

9.57. P°íklady test·. Jako ilustraci velmi stru£n¥ zmíníme
n¥kolik p°íklad· pouºití lineárních model· v nej-
jednodu²²ích typech test·. Úpln¥ nejjednodu²²í je
to v p°ípad¥ jediného výb¥ru, kdy testujeme, zda

jediný parametr β je roven dané hodnot¥ β0.
Pro tento p°ípad m·ºeme zvolit maticiX s jediným sloupcem

plným jedni£ek. Výraz

Y = Xβ + σZ
tedy zna£í, ºe jednotlivé komponenty v Y jsou nezávislé veli£iny
Yi ∼ Nβ, σ 2, jde tedy obvyklý náhodný výb¥r rozsahu n z normál-
ního rozd¥lení. Z na²ich obecných úvah okamºit¥ vidíme odhad

b = (XTX)−1XT Y = 1
n

n∑
i=1

Yi = Ȳ

S2 = 1
n− 1

∥Y −XȲ∥2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2,

coº jsou práv¥ výb¥rový pr·m¥r a rozptyl, se kterými jsme jiº
po£ítali.

Zajímavá je v tomto kontextu hlavn¥ statistika

T = Ȳ − β0

S

√
n
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�e²ení. Zavedeme si náhodné veli£iny Xij s hodnotami 0, kdyº i-tý
°idi£ v j -tém roce nem¥l ºádnou nehodu, a hodnotami 1 pokud nehodu
m¥l. Jednotlivé roky povaºujeme za nezávislé, m·ºeme proto p°edpo-

kládat, ºe náhodné veli£iny Sj = ∑n
i=1Xji udávající po£et nehod za

v²ech n = 10 let mají rozd¥lení Bi(n, pj ).
Samoz°ejm¥ bychom mohli odhadnout pravd¥podobnosti pro

v²echny °idi£e spole£n¥, tj. pomocí aritmetického pr·m¥ru

p̂ = 1
N

n∑
j=1

Sj
1
n
= 1

20
29
10
= 0,145.

Kdyº ale uváºíme homogennost rozd¥lení veli£in Xj , t¥ºko je lze po-

vaºovat za shodné, proto bude takovýto odhad jist¥ zavád¥jící.

Opa£ný extrém, tj. zcela nezávislý a individuální odhad

p̂j = 1
n
Sj

je samoz°ejm¥ také nevhodný, protoºe jist¥ nechceme p°edepisovat nu-

lové pojistné, dokud nedojde k první nehod¥.

Jako realistický se jeví postup, ve kterém vyuºijeme stejný p°ed-

poklad apriorního rozd¥lení pravd¥podobnosti pj nehodovosti u jed-

notlivých °idi£·. V praxi se zpravidla pouºívá model s Poissonovým

rozd¥lením Po(λj ) u j -tého °idi£e s dal²ími p°edpoklady o rozd¥lení

parametru λ mezi °idi£i. Docela dob°e (a hlavn¥ jednodu²e) m·ºeme

také p°edpokládat, ºe v na²em p°ípad¥ p·jde o rozd¥lení pj ∼ β(a, b)
s vhodnými parametry a, b, které by m¥ly odráºet kumulované vý-

sledky v²ech °idi£·. Poj¤me tedy touto cestou.

Z p°edchozího p°íkladu pak víme, ºe aposteriorní rozd¥lení

pravd¥podobností bude (pj |Sj = k) = β(a + k, b + n − k), takºe
p°íslu²ná st°ední hodnota bude

p̂bj =
a + k

a + b + n.
Srovnejme si tento odhad s vý²e uvedeným spole£ným odhadem p̂

a individuálním p̂j . Zave¤me si k tomu hodnoty p0 = a
a+b , tj.

st°ední hodnotu apriorního spole£ného rozd¥lení pro v²echny °idi£e,

a n0 = a + b. Dostáváme

p̂bj =
(a + b)a

(a + b + n)(a + b) +
nk

(a + b + n)n =
n0

n0 + np0+ n

n0 + np̂j ,
coº je lineární kombinace st°ední hodnoty p0 a individuálního odhadu

p̂j .

Zbývá nám tedy uº jen smyslupln¥ odhadnout neznámé parametry

a, b. Víme p°itom

EXji = E E(Xji |p) = Ep = p0

E var(Xji |p)
var E(Xji |p) =

E(p(1− p))
varp

= a + b = n0
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Testování hypotézy β = β0 se nazývá jednovýb¥rový t-test.
Na hladin¥ α hypotézu zamítáme, kdyº je |T | ≥ tn−1(α).

Obdobné jednoduché vyuºití obecného modelu se nazývá pá-
rový t-test. Je vhodný na p°ípady, kdy testujeme dvojice náhodných
vektor· W1 = (Wi1) a W2 = (Wi2), o rozdílech jejichº kompo-
nent Yi = Wi1 −Wi2 víme, ºe mají rozd¥lení N(β, σ 2). Pot°ebu-
jeme navíc, aby byly veli£iny Yi nezávislé (coº ne°íká, ºe musí
být nezávislé jednotlivé dvojice Wi1 a Wi2!). M·ºeme si v kon-
textu na²eho ilustra£ního p°íkladu z 9.50 p°edstavit t°eba hodno-
cení dvou r·zných vyu£ujících týmº studentem.

Testujeme hypotézu, ºe pro v²echna i je EWi1 = EWi2. Je
zjevné, ºe Y = W1 −W2 bude spl¬ovat Pouºíváme tedy statistiku

T = W̄1 − W̄2

S

√
n.

Zmíníme je²t¥ jeden jednoduchý p°íklad s více parametry.
P·jde o klasický p°ípad regresní p°ímky.

P°edpokládáme, ºe veli£iny Yi , i = 1, . . . , n mají rozd¥lení
N(β0 + β1xi, σ

2), kde xi jsou dané konstanty. Zkoumáme tedy co
nejlep²í aproximaci

Yi = b0 + b1xi

a matice X p°íslu²ného lineárního modelu je

XT =
(

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

)
.

Dosazením do obecných vztah· snadno spo£teme odhad(
b0
b1

)
=
(
n x̄

nx̄
∑n
i=1 x

2
i

)−1 (
nȲ∑n
i=1 xiYi

)
=

=
( n∑
i=1

(xi − x̄)2
)−1 ( 1

n

∑n
i=1 x

2
i −x̄−x̄ 1

)(
nȲ∑n

i=1 xiYi .

)
Odtud uº po drobné úprav¥ vychází

b1 =
∑n
i=1(xi − x̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1(xi − x̄)2
a kone£n¥ spo£teme b0 = Ȳ − b1x̄. Z výpo£tu je p°itom vid¥t, ºe

var b1 = σ 2/

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

Pro testování hypotézy, zda st°ední hodnota veli£iny Y nezá-
visí na x, tj. H0 je tvaru β1 = 0, m·ºeme tedy pouºít statistiku

T = b1

S

(
n∑
i=1

(xi − x̄)2
)1/2

∼ tn−2 .

Úpln¥ obdobn¥ vypadá statistická analýza vícenásobné re-
grese, kde máme n¥kolik sad hodnot xij a vyhodnocujeme statis-
tickou relevanci aproximace

Yi = b0 + b1x1i + · · · + bkxki .
Jednotlivé statistiky Tj zde umoº¬ují t-test závislosti regrese na
jednotlivých parametrech. Softwarové balí£ky zpravidla uvádí také
parametr vyjad°ující, jak dob°e jsou celkov¥ hodnoty Yi aproximo-
vány. �íkává se mu koe�cient determinace

R2 = 1− RSS∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

.
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a p°itom veli£iny na levých stranách m·ºeme p°ímo odhadnout.

EXij = E E(Xji |p) ≃ 1
N

N∑
j=1

p̂j

E var(Xji |p) ≃ 1
N

N∑
j=1

( n

n− 1
p̂j (1− p̂j )

)
var E(Xji |p) ≃ s2p̂j

− 1
nN

N∑
j=1

( n

n− 1
p̂j (1− p̂j )

)
,

kde s2
p̂j

ozna£uje výb¥rový rozptyl mezi individuálními odhady

(£tená° si m·ºe promyslet, ºe ode£tením posledního výrazu vpravo

zaji²´ujeme, aby i poslední odhad byl nestranný).

Protoºe pro uvedená data takto dostáváme n0 ≃ 3,8643 a

p0 ≃ 0,1450, vyjde nám bayesovský odhad individuální pravd¥po-

dobnosti nehod

p̂bj = 0,154 · 0,145+ 0,846 · p̂j .
Jde tedy o kombinaci spolehlivého odhadu p̂ = 0,145 kolektivní

pravd¥podobnosti p0 s individuálním (frekven£ním) odhadem p̂j ,

který je po°ízen z malého po£tu pozorování n = 10 u jediného °idi£e.

□

L. Zpracování vícerozm¥rných dat

N¥kdy pot°ebujeme zpracovat vícerozm¥rná data: u kaºdého

z n objekt· ur£ujeme p znak·. Nap°íklad m·ºeme zkoumat známky

r·zných ºák· z r·zných p°edm¥t·.

9.94. Ve svých pokusech pozoroval J.G.Mendel 10 rostlin hrachu a

na kaºdé z nich po£et ºlutých a zelených semen. Výsledky pokusu jsou

shrnuty v následující tabulce:

£íslo rostliny 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
po£et ºlutých 25 32 14 70 24 20 32 44 50 44
po£et zelených 11 7 5 27 13 6 13 9 14 18

celkem 36 39 19 97 37 26 45 53 64 62

Z genetických model· vyplývá, ºe pravd¥podobnost výskytu ºlu-

tého semene by m¥la být 0,75 a zeleného 0,25. Na asymptotické hla-

din¥ významnosti 0,05 testujte hypotézu, ºe se výsledkyMendelových

pokus· shodují s modelem.

�e²ení. Hypotézu budeme testovat testem dobré shody. Pouºijeme sta-

tistiku

K =
r∑
j=1

(nj − npj )
npj

,
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9.58. V praktických situacích se velmi £asto setkáváme s pro-
blémy, kdy jsou bu¤ rozd¥lení základních statis-
tických soubor· úpln¥ neznámá nebo jsou v mo-
delu p°edpokládané chyby a odchylky s nenulovou

st°ední hodnotou a jiným neº normálním rozd¥lením. V t¥chto si-
tuacích je vyuºití klasické frekven£ní statistiky bu¤ velmi obtíºné
nebo zcela nemoºné.

Existují ale p°ístupy, jak pracovat p°ímo nad výb¥rovým sou-
borem a odvozovat statistiky bodových £i intervalových odhad·
nebo pravd¥podobnostní úsudky v obdob¥ k p°edchozím bod·m,
v£etn¥ vy£íslování standardních chyb.

Jedním ze zásadních pr·kopnických £lánk· v tomto sm¥ru
byla jiº v roce 1981 publikovaná stru£ná práce Bradleyho Efrona ze
Stanfordu Nonparametric estimates of standard error: The jackk-
nife, the bootstrap and other methods.4. Klí£ová slova v tomto
£lánku jsou: Balanced repeated replications; Bootstrap; Delta me-
thod; Half-sampling; Jackknife; In�nitesimal jackknife; In�uence
function.

Nemáme tu prostor pro podrobn¥j²í rozbor t¥chto technik,
které jsou základem neparametrickýchmetod v sou£asných softwa-
rových statistických nástrojích. Pro ilustraci jen stru£n¥ zmi¬me po-
stup vmetod¥ bootstrap. Softwarovými prost°edky v tomto p°ípad¥
z daného výb¥rového souboru vytvá°íme nové a nové výb¥rové sou-
bory stejného rozsahu (p°i£emº skute£n¥ provádíme výb¥r s vráce-
ním vybrané jednotky do základního souboru) a pro kaºdý z nich
sledujeme pot°ebné statistiky (výb¥rový pr·m¥r, rozptyl apod.).
Po velkém po£tu opakování tohoto postupu tak získáme soubor,
který povaºujeme za relevantní p°iblíºeni pravd¥podobnostního
rozloºení zkoumané statistiky. Charakteristiky tohoto souboru po-
vaºujeme za dobré p°iblíºení charakteristik zkoumané statistiky p°i
bodových £i intervalových odhadech, analýze rozptylu apod.

4Biometrika (1981), 68, 3, pp. 589-99
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kde r je po£et t°ídících interval· (m¥°ení; v na²em p°ípad¥ r = 10),
nj je skute£n¥ nam¥°ená £etnost znaku ve zvoleném t°ídícím inter-

valu (budeme po£ítat mnoºství ºlutých semen), pj o£ekávaná £et-

nost (podle p°edpokládaného rozloºení), v na²em p°ípad¥ pj = 0,75,
j = 1, . . . , 10. Pokud by se výsledky pokusu skute£n¥ °ídili na²im

modelem, pak by K ≈ χ2(r − 1 − p), kde p je po£et odhadovaných

parametr· v p°edpokládaném rozloºení pravd¥podobnosti. V na²em

p°ípad¥ je to obzvlá²t¥ jednoduché, nebo´ ná² model ºádné neznámé

parametry neobsahuje, je tedy p = 0 (parametry se mohou vyskyt-

nout, pokud nap°íklad p°edpokládáme, ºe rozloºení pravd¥podobnosti

v na²em pokusu bude normální, ov²em s neznámým rozptylem a

st°ední hodnotou; potom by p = 2). Bude tedy K ≈ χ2(9). Statistika
se doporu£uje pouºívat, pokud je o£ekávaná £etnost znaku v kaºdém

z t°ídících interval· alespo¬ p¥t.

Zapi²me data do tabulky:

j nj pj npj
(nj −npj )

2

npj

1 25 0,75 27 0,148148
2 32 0,75 29, 25 0,258547
...

...
...

...
...

10 44 0,75 46,5 0,134409
Hodnota statistiky K pro daná data je

K = 0,148148+ 0,258547+ · · · + 0,134409 = 1,797495.

Tato hodnota je men²í neº χ2
0,95(9) = 16,9, nulovou hypotézu na

hladin¥ významnosti 0,05 tedy nezamítáme (nevylu£ujeme tedy, ºe

známý model d¥di£nosti skute£n¥ platí).

□
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�e²ení cvi£ení

9.21. 3
5 · 2

3 + 2
5 · 1 = 4

5 .

9.41. Jednodu²e a = 3
8 . Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je tedy FX(t) = 1

8 t
3 pro t ∈ (0, 2), pro

men²í t je tato funkce nulová, pro v¥t²í rovna 1. Ozna£me Z = X3 náhodnou veli£inu ozna£ující objem

krychle. Ten je v intervalu (0, 8), pro t ∈ (0, 8) a distribu£ní funkci FZ náhodné veli£iny Z tedy m·ºeme

psát FZ(t) = P [Z < t] = P [X3 < t] = P [X < 3√t] = FX(
3√t) = 1

8 t, hustota pravd¥podobnosti je pak

fZ(t) = 1
8 na intervalu (0, 8), jinak nula, jedná se tedy o rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti na daném

intervalu, st°ední hodnota je tudíº 4.

9.55. EU = 1 · 0,6+ 2 · 0,4 = 1,4, EU2 = 0,4+ 4 · 0,6 = 2,8 EV = 0,4+ 0,6+ 1,2 = 2,1, EV 2 = 0,3+
+ 1, 2+3,6 = 5,1,E(UV ) = 2,8, var(U) = 2,8−1,42 = 2,8−1,96 = 0,84, var(V ) = 5,1 − 4,41 = 0,69,

cov(UV ) = 2,8− 1,4 · 2,1 = −0,14, ρU,V = −0,14√
0,84·0,69

.

9.56. EX = 1/3, var2X = 4/45.
9.57.

ρX,Y = −1.

9.58. ϱU,V
.= −0, 421.



V této kapitole se budeme zabývat úlohami o celých £íslech.
P°eváºn¥ v nich p·jde o d¥litelnost celých £ísel, pop°ípad¥ o °e²ení
rovnic v oboru celých nebo p°irozených £ísel (zde vzhledem k ob-
vyklé oborové konvenci na rozdíl od zbytku knihy nebudeme nulu
po£ítat mezi p°irozená £ísla). A£koli jsou p°irozená a celá £ísla
v jistém smyslu nejjednodu²²í matematickou strukturou, zkoumání
jejich vlastností postavilo p°ed generace matematik· celou °adu ve-
lice obtíºných problém·. �asto jsou to problémy, které je moºno
snadno formulovat, p°esto v²ak dodnes neznáme °e²ení n¥kterých
z nich.

Uve¤me n¥které z nejznám¥j²ích:

• problém prvo£íselných dvoj£at � rozhodnout, zda existuje ne-
kone£n¥ mnoho prvo£ísel p takových, ºe i p+2 je prvo£íslo,1

• prvo£ísla Sophie Germainové � rozhodnout, zda existuje ne-
kone£n¥ mnoho prvo£ísel p takových, ºe i 2p+1 je prvo£íslo,
• problém existence lichého dokonalého £ísla � tj. £ísla, jehoº
sou£et d¥litel· je roven dvojnásobku tohoto £ísla,
• Goldbachova hypotéza � jde o to rozhodnout, zda kaºdé sudé
£íslo v¥t²í neº 2 je moºno psát jako sou£et dvou prvo£ísel,
• klenot mezi problémy teorie £ísel velkou Fermatovu v¥tu (Fer-
mat's Last Theorem) � jde o otázku, zda existují p°irozená
£ísla n, x, y, z tak, ºe n > 2 a platí xn + yn = zn; Pierre de
Fermat ji formuloval kolem roku 1637, vy°e²il ji po zna£ném
úsilí celých generací (a s pomocí výsledk· z mnoha oblasti
matematiky) Andrew Wiles aº v roce 1995.

1. Základní pojmy

10.1. D¥litelnost. P°ipome¬me, ºe °íkáme, ºe celé £íslo a d¥lí
celé £íslo b (neboli £íslo b je d¥litelné £íslem a, téº b
je násobek a), pokud existuje celé £íslo c tak, ºe platí
a · c = b. Pí²eme pak a | b. Pojem d¥litelnosti lze de-
�novat a jeho vlastnosti zkoumat i mnohem obecn¥ji

� více v £ásti 11.18.
Jednou z ned·leºit¥j²ích vlastností celých £ísel, kterou bu-

deme £asto vyuºívat, je moºnost jednozna£ného d¥lení se zbytkem.

V¥ta. Pro libovoln¥ zvolená £ísla a ∈ Z, m ∈ N existují jed-
nozna£n¥ ur£ená £ísla q ∈ Z, r ∈ {0, 1, . . . , m − 1} tak, ºe
a = qm+ r.

D·kaz. Dokáºeme nejprve existenci £ísel q, r. P°edpoklá-
dejme, ºe p°irozené £íslo m je dáno pevn¥ a dokaºme tvrzení pro

1Tato otázka stále pat°í mezi otev°ené problémy � v roce 2013 ale Zhang
Yitang publikoval d·kaz slibného tvrzení, ºe pro n¥které n < 7 · 107 existuje ne-
kone£n¥ mnoho dvojic prvo£ísel li²ících se práv¥ o n. Viz Z. Yitang, Bounded gaps
between primes, Annals of Mathematics, 2013.

KAPITOLA 10

Teorie £ísel

God created the integers, all else is the work of man.

Leopold Kronecker

A. Základní vlastnosti d¥litelnosti

D¥litelnost p°irozených £ísel. P°ipome¬me si základní vlastnosti

d¥litelnosti, jejichº d·kaz plyne p°ímo z de�nice: £íslo 0 je

d¥litelné kaºdým celým £íslem; jediné celé £íslo, které je

d¥litelné 0, je 0; pro libovolné £íslo a platí a | a; pro libo-

volná £ísla a, b, c platí tyto £ty°i implikace:

a | b ∧ b | c H⇒ a | c,
a | b ∧ a | c H⇒ a | b + c ∧ a | b − c,

c ̸= 0 H⇒ (a | b⇐⇒ ac | bc),
a | b ∧ b > 0 H⇒ a ≤ b.

Jiº se znalostí t¥chto základních pravidel jsme schopni °e²it mnohé

úlohy.

10.1. Zjist¥te, pro která p°irozená £ísla n je £íslo n3 + 1 d¥litelné

£íslem n− 1.
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libovolné a ∈ Z. Nejprve budeme p°edpokládat, ºe a ∈ N0 a exis-
tenci £ísel q, r dokáºeme indukcí vzhledem k a:

Je-li 0 ≤ a < m, sta£í volit q = 0, r = a a rovnost a = qm+r
platí.

P°edpokládejme nyní, ºe a ≥ m a ºe jsme existenci £ísel
q, r dokázali pro v²echna a′ ∈ {0, 1, 2, . . . , a − 1}. Speciáln¥ pro
a′ = a − m ≥ 0 tedy existují q′ , r′ tak, ºe a′ = q′m + r′ a
p°itom r′ ∈ {0, 1, . . . , m− 1}. Zvolíme-li q = q′ + 1, r = r′ , platí
a = a′ +m = (q′ + 1)m+ r′ = qm+ r, coº jsme cht¥li dokázat.

Je-li nyní a záporné, pak ke kladnému £íslu −a podle vý²e
dokázaného existují q′ ∈ Z, r′ ∈ {0, 1, . . . , m − 1} tak, ºe
−a = q′m + r′ . Je-li r′ = 0, poloºíme r = 0, q = −q′ ;
je-li r′ > 0, poloºíme r = m − r′ , q = −q′ − 1. V obou p°ípa-
dech a = q ·m+ r, a tedy £ísla q, r s poºadovanými vlastnostmi
existují pro kaºdé a ∈ Z, m ∈ N.

Nyní dokáºeme jednozna£nost. P°edpokládejme, ºe pro
n¥která £ísla q1, q2 ∈ Z a r1, r2 ∈ {0, 1, . . . , m − 1}
platí a = q1m + r1 = q2m + r2. Úpravou dostaneme
r1 − r2 = (q2 − q1)m, a tedy m | r1 − r2. Ov²em z toho,
ºe 0 ≤ r1 < m, 0 ≤ r2 < m plyne −m < r1 − r2 < m, odkud
r1−r2 = 0, a tedy i (q2−q1)m = 0, a proto q1 = q2, r1 = r2. □

�íslo q, resp. r, z v¥ty se nazývá (neúplný) podíl, resp. zby-
tek, p°i d¥lení £ísla a £íslem m se zbytkem. Volba t¥chto názv· je
srozumiteln¥j²í, upravíme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a

m
= q + r

m
, p°itom 0 ≤ r

m
< 1.

10.2. Nejv¥t²í spole£ný d¥litel. Jedním z nejpot°ebn¥j²ích
nástroj· výpo£etní teorie £ísel je algoritmus pro
výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Protoºe jde,
jak si ukáºeme, o relativn¥ rychlou proceduru, je

i v moderních algoritmech velmi £asto vyuºívána.

Nejv¥t²í spole£ný d¥litel

M¥jme celá £ísla a, b. Libovolné celé £íslom takové, ºem | a,
m | b se nazývá spole£ný d¥litel £ísel a, b. Spole£ný d¥litelm ≥ 0
£ísel a, b, který je d¥litelný libovolným spole£ným d¥litelem £ísel
a, b, se nazývá nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel a, b a zna£í se (a, b)
(n¥kdy téº gcd(a, b) nebo nsd(a, b)).

Duáln¥ de�nujeme pojem nejmen²í spole£ný násobek
a zna£íme [a, b] (p°ípadn¥ lcm(a, b) nebo nsn(a, b)).

P°ímo z de�nice plyne, ºe pro libovolné a, b ∈ Z platí
(a, b) = (b, a), [a, b] = [b, a], (a, 1) = 1, [a, 1] = |a|,
(a, 0) = |a|, [a, 0] = 0.

Dosud jsme nijak nezd·vodnili, ºe pro kaºdou dvojici celých
£ísel a, b jejich nejv¥t²í spole£ný d¥litel a nejmen²í spole£ný ná-
sobek v·bec existují. Pokud ale dokáºeme, ºe existují, jsou jiº
ur£ena jednozna£n¥, protoºe pro kaºdá dv¥ nezáporná celá £ísla
k, l podle de�nice platí, ºe pokud k | l a zárove¬ l | k, pak nutn¥
k = l. V obecném p°ípad¥ d¥litelnosti v oboru integrity je ale situ-
ace sloºit¥j²í � viz 11.21. I v p°ípad¥ tzv. euklidovských okruh·,2

2Wikipedia, Euclidean domain, http://en.wikipedia.org/wiki/
Euclidean_domain (as of July 18, 2013, 18:19 GMT).
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�e²ení.Platí n3 − 1 = (n− 1)(n2 + n+ 1), a tedy pro libovolné n je
£íslo n3−1 d¥litelné £íslem n−1. Má-li n−1 d¥lit i £íslo n3+1, musí

d¥lit i rozdíl (n3 + 1)− (n3 − 1) = 2. Protoºe n ∈ N, platí n− 1 ≥ 0,
a tedy z n−1 | 2 plyne n−1 = 1 nebo n−1 = 2, a proto n = 2 nebo

n = 3. Uvedenou vlastnost mají tedy pouze p°irozená £ísla 2 a 3. □

10.2. Dokaºte, ºe pro libovolné a ∈ Z platí:

i) a2 dává po d¥lení £ty°mi zbytek 0 nebo 1,

ii) a2 dává po d¥lení osmi zbytek 0,1 nebo 4,

iii) a4 dává po d¥lení ²estnácti zbytek 0 nebo 1.

�e²ení.

• Z v¥ty o d¥lení se zbytkem plyne, ºe kaºdé celé £íslo a lze

zapsat jednozna£n¥ v jednom z tvar· a = 2k nebo a = 2k+1.
Po umocn¥ní dostaneme a2 = 4k2 nebo a2 = 4(k2 + k)+ 1,
coº jsme m¥li dokázat.

• S vyuºitím p°edchozího výsledku ihned dostaneme tvrzení

pro (sudá) £ísla tvaru a = 2k. Pro lichá £ísla jsme dostali

a2 = 4k(k+1)+1, odkud dostaneme tvrzení, uv¥domíme-li

si, ºe k(k + 1) je jist¥ sudé.
• Pouºijeme výsledek p°edchozích £ástí, tedy a2 = 4ℓ nebo
a2 = 8ℓ + 1. Po op¥tovném umocn¥ní dostaneme poºa-

dované tvrzení, nebo´ a4 = (a2)2 = 16ℓ2 pro a sudé a

a4 = (a2)2 = (8ℓ+1)2 = 64ℓ2+16ℓ+1 = 16(4ℓ2+ℓ)+1
pro a liché. □

10.3. Dokaºte, ºe dávají-li £ísla a, b ∈ Z po d¥lení £íslem m ∈ N
zbytek jedna, je 1 i zbytek po d¥lení £ísla ab £íslem m.

�e²ení. Podle v¥ty o d¥lení se zbytkem existují s, t ∈ Z tak, ºe

a = sm + 1, b = tm + 1. Vynásobením dostaneme vyjád°ení

ab = (sm+ 1)(tm+ 1) = (stm+ s + t)m+ 1,

kde stm+ s+ t je neúplný podíl a zbytek po d¥lení £ísla ab £íslemm
je roven 1. □

Z v¥ty o d¥lení se zbytkem plyne existence a jednozna£nost

nejv¥t²ího spole£ného d¥litele libovolných dvou

celých £ísel a, b a rovn¥º to, ºe jej lze efektivn¥

vypo£ítat pomocí Euklidova algoritmu. Zárove¬

jsme schopni sou£asn¥ s nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem ur£it i koe-

�cienty do Bezoutovy rovnosti � totiº taková celá £ísla k, l, ºe platí

ak + bl = (a, b). Rovn¥º lze snadno dokázat p°ímo z vlastností d¥li-

telnosti, ºe jako celo£íselnou lineární kombinaci £ísel a, b lze vyjád°it

práv¥ násobky nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.

http://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_domain
http://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_domain
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které garantují existenci nejv¥t²ího spole£ného d¥litele, je výsle-
dek ur£en jednozna£n¥ aº na asociovanost, tedy na násobek jed-
notky � v na²em p°ípad¥ celých £ísel se asociovaná £ísla li²í zna-
ménkem. Jednozna£nost jsme tak zajistili poºadavkem na nezápor-
nost nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.

V¥ta (Euklid·v algoritmus). Nech´ a1, a2 jsou p°irozená £ísla.
Pro kaºdé n ≥ 3, pro které an−1 ̸= 0, ozna£me
an zbytek po d¥lení £ísla an−2 £íslem an−1. Pak po
kone£ném po£tu krok· dostaneme ak = 0 a platí
ak−1 = (a1, a2).

D·kaz. Podle v¥ty o d¥lení se zbytkem platí a2 > a3 > a4 >

. . . . Protoºe jde o nezáporná celá £ísla, nem·ºe být tato klesající
posloupnost nekone£ná, a po kone£ném po£tu krok· tak dostaneme
ak = 0, p°i£emº ak−1 ̸= 0. Z de�nice £ísel an p°itom plyne, ºe
existují celá £ísla q1, q2, . . . , qk−2 tak, ºe

a1 = q1 · a2 + a3,

a2 = q2 · a3 + a4,

...

ak−3 = qk−3 · ak−2 + ak−1,

ak−2 = qk−2 · ak−1.

Z poslední rovnosti plyne, ºe ak−1 | ak−2, dále ak−1 | ak−3, . . . ,
ak−1 | a2, ak−1 | a1. Je tedy ak−1 spole£ný d¥litel £ísel a1, a2.

Naopak libovolný spole£ný d¥litel £ísel a1, a2 d¥lí i £íslo
a3 = a1 − q1a2, a proto d¥lí i £ísla a4 = a2 − q2a3, a5, . . . , a
zejména i ak−1 = ak−3− qk−3ak−2. Dokázali jsme tak, ºe ak−1 je
nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel a1, a2. □

Z p°edchozího tvrzení a z toho, ºe pro libovolná a, b ∈ Z
platí (a, b) = (a,−b) = (−a, b) = (−a,−b), plyne existence
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele libovolných dvou celých £ísel.

Navíc dostáváme z Euklidova algoritmu i následující zajímavé
a £asto vyuºívané tvrzení.

10.3. V¥ta (Bezoutova). Pro libovolná celá £ísla a, b existují celá
£ísla k, l tak, ºe (a, b) = ka + lb.

D·kaz. Jist¥ sta£í v¥tu dokázat pro a, b ∈ N. V²imn¥me
si, ºe jestliºe je moºné n¥jaká £ísla r, s ∈ Z vyjád°it ve tvaru
r = r1a+ r2b, s = s1a+ s2b, kde r1, r2, s1, s2 ∈ Z, m·ºeme tak
vyjád°it i

r + s = (r1 + s1)a + (r2 + s2)b
a také

c · r = (c · r1)a + (c · r2)b
pro libovolné c ∈ Z. Z Euklidova algoritmu (pro a1 = a, a2 =
b) plyne, ºe takto m·ºeme vyjád°it i a3 = a1 − q1a2, a4 =
= a2 − q2a3, . . . , a tedy i £íslo ak−1 = ak−3 − qk−3ak−2,
coº je ov²em (a1, a2).

Zd·razn¥me p°itom, ºe hledaná £ísla k, l zdaleka nejsou
ur£ena jednozna£n¥. □

Poznámka. Výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele pomocí Eu-
klidova algoritmu je s vyuºitím výpo£etní techniky i pro relativn¥
velká £ísla pom¥rn¥ rychlý. V na²em p°íkladu to vyzkou²íme na
2 £íslech A,B, z nichº kaºdé je sou£inem dvou 101-ciferných
prvo£ísel. V²imn¥me si, ºe výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

591

10.4. Ur£ete nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel a = 10175, b = 2277
a ur£ete p°íslu²né koe�cienty v Bezoutov¥ rovnosti.

�e²ení. Postupujme Euklidovým algoritmem:

10175 = 4 · 2277+ 1067,

2277 = 2 · 1067+ 143,

1067 = 7 · 143+ 66,

143 = 2 · 66+ 11,

66 = 6 · 11+ 0.

Nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem je tedy £íslo 11, které postupn¥ vy-

jád°íme z jednotlivých rovností jako lineární kombinaci £ísel a, b:

11 = 143− 2 · 66 =
= 143− 2 · (1067− 7 · 143) =
= −2 · 1067+ 15 · 143 =
= −2 · 1067+ 15 · (2277− 2 · 1067) =
= 15 · 2277− 32 · 1067 =
= 15 · 2277− 32 · (10175− 4 · 2277) =
= −32 · 10175+ 143 · 2277.

Hledané vyjád°ení je tedy 11 = (−32) · 10175+ 143 · 2277. □

10.5. Ur£ete nejv¥t²ího spole£ného d¥litele £ísel 249 − 1 a 235 − 1
a ur£ete koe�cienty do p°íslu²né Bezoutovy rovnosti.

�e²ení. Uºijeme Euklid·v algoritmus. Platí

249 − 1 = 214(235 − 1)+ 214 − 1,

235 − 1 = (221 + 27)(214 − 1)+ 27 − 1,

214 − 1 = (27 + 1)(27 − 1).

Hledaný nejv¥t²í spole£ný d¥litel je tedy 27 − 1 = 127. V²imn¥me

si, ºe 7 = (63, 91) � viz téº následující p°íklad ∥10.6∥. Obrácením
postupu dostaneme hledané koe�cienty k, ℓ do Bezoutovy rovnosti

27 − 1 = (249 − 1)k + (235 − 1)ℓ:

27 − 1 = (235 − 1)− (221 + 27)(214 − 1) =
= (235 − 1)− (221 + 27)((249 − 1)− 214(235 − 1)) =
= (235 + 221 + 1)(235 − 1)− (221 + 27)(249 − 1).

Je tedy k = −(221+27), ℓ = 235+221+1. Pro jistotu poznamenejme,

ºe tyto koe�cienty nejsou ur£eny jednozna£n¥. □
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i takto velkých £ísel trval zanedbatelný £as. Pozorovatelem zazna-
menatelný £as zabere tento výpo£et aº ve druhé ukázce, v níº jsou
vstupem dv¥ £ísla mající více neº milion cifer.

P°íklad v systému SAGE :

s age : p=nex t_p r ime (5∗10^100)
sage : q=nex t_p r ime (3∗10^100)
sage : r = nex t _p r ime (10^100 )
sage : A=p∗q ;B=q∗ r ;
s age : t ime G=gcd (A,B ) ; p r i n t G

Time : CPU 0 .00 s , Wall : 0 . 00 s
300000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000223

t ime G=gcd (A^10000+1 ,B^10000+1) ;
Time : CPU 2 .47 s , Wall : 2 . 48 s

Euklid·v algoritmus a Bezoutova v¥ta jsou základními vý-
sledky elementární teorie £ísel a tvo°í jeden z pilí°· algoritm· al-
gebry a teorie £ísel.

10.4. Nejmen²í spole£ný násobek. Zatím jsme vlastnosti
nejmen²ího spole£ného násobku trochu igno-
rovali, ale vzhledem k následujícímu tvrzení
v²e podstatné odvodíme z vlastností nejv¥t²ího

spole£ného d¥litele.

Lemma. Pro libovolná celá £ísla a, b existuje jejich nejmen²í
spole£ný násobek [a, b] a platí (a, b) · [a, b] = |a · b|.

D·kaz. Tvrzení jist¥ platí, je-li n¥které z £ísel a, b rovno
nule. M·ºeme navíc p°edpokládat, ºe ob¥ nenulová £ísla a, b jsou
kladná, nebo´ jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojeví.
Budeme hotovi, ukáºeme-li, ºe q = a · b/(a, b) je nejmen²ím
spole£ným násobkem £ísel a, b.

Protoºe (a, b) je spole£ný d¥litel £ísel a, b, jsou a/(a, b)
i b/(a, b) celá £ísla, a proto

q = ab

(a, b)
= a

(a, b)
· b = b

(a, b)
· a

spole£ný násobek £ísel a, b. Podle Bezoutovy v¥ty existují k, l ∈ Z
tak, ºe (a, b) = ka + lb. P°edpokládejme, ºe n ∈ Z je libovolný
spole£ný násobek £ísel a, b a ukáºeme, ºe je d¥litelný £íslem q. Je
tedy n/a, n/b ∈ Z, a proto je celé i £íslo

n

b
· k + n

a
· l = n(ka + lb)

ab
= n(a, b)

ab
= n

q
.

To ov²em znamená, ºe q | n, coº jsme cht¥li dokázat. □

10.5. Nesoud¥lnost. Analogicky jako v p°ípad¥ dvou £ísel se de-
�nuje i nejv¥t²í spole£ný d¥litel a nejmen²í spole£ný
násobek více neº dvou celých £ísel a snadno se ná-
sledn¥ dokáºe, ºe platí

(a1, . . . , an) = ((a1, . . . , an−1), an),

[a1, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an].
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10.6. Zobecn¥me nyní výsledek p°edchozího p°íkladu a dokaºme, ºe

pro a,m, n ∈ N, a ̸= 1, platí: (am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

�e²ení. Poºadované tvrzení snadno vyplyne z toho, ºe pro libovolná

p°irozená £ísla k, ℓ platí ak − 1 | aℓ − 1, práv¥ kdyº k | ℓ. A to

dokáºeme tak, ºe vyd¥líme £íslo ℓ £íslem k se zbytkem, tj. poloºíme

ℓ = kq + r, kde q, r ∈ N0, r < k, a uváºíme, ºe

akq+r −1 = (ak−1)(ak(q−1)+r +ak(q−2)+r +· · ·+ak+r+ar)+ar−1

je d¥lením £ísla akq+r − 1 £íslem (ak − 1) se zbytkem (z°ejm¥ totiº

ar − 1 < ak − 1). Odtud je jiº snadno vid¥t, ºe zbytek r je nulový,

práv¥ kdyº je zbytek ar − 1 nulový, coº jsme pot°ebovali dokázat. □

10.7. Dokaºte, ºe pro v²echna n ∈ N : 25 | 42n+1 − 10n− 4.

�e²ení. Toto tvrzení lze dokázat n¥kolika zp·soby (nejsnadn¥ji po-

mocí vlastností kongruencí, které zavedeme o n¥co pozd¥ji), my jej

zde dokáºeme nejprve indukcí a potom jako d·sledek binomické v¥ty.

Tvrzení z°ejm¥ platí pro n = 0 (by´ se v zadání o platnosti pro

n = 0 nemluvilo, jist¥ m·ºeme dokázat poºadovanou vlastnost pro

roz²í°enou mnoºinu n ∈ N0 a tím si usnadnit první krok indukce).

V druhém kroku, p°edpokládáme-li, ºe 25 | 42n−1−10(n−1)−4, pak
rovn¥º 25 | 16(42n−1−10(n−1)−4) = 42n+1−10n−4−150n+100,
odkud snadno plyne, ºe platí pot°ebný vztah 25 | 42n+1 − 10n− 4.

Druhý d·kaz vyuºívá binomickou v¥tu � podle ní totiº

(5− 1)2n+1 =
2n+1∑
k=0

(
2n+ 1
k

)
52n+1−k(−1)k,

p°i£emº jsou z°ejm¥ v²echny s£ítance násobky 25, s výjimkou posled-

ních dvou, tj. s výjimkou sou£tu
(2n+1

2n

)
51(−1)2n + 50(−1)2n+1 . Jinak

°e£eno, 42n+1 dává po d¥lení 25 stejný zbytek jako 10n + 4, coº je

ekvivalentní dokazovanému tvrzení. □

Prvo£ísla. V teoretické £ásti uvádíme Euklid·v d·kaz nekone£nosti

prvo£ísel a podrobn¥ se zabýváme tím, jak jsou prvo£ísla v mnoºin¥

p°irozených £ísel rozloºena (v n¥kterých p°ípadech jsme ale byli nu-

ceni ponechat uvád¥ná tvrzení bez d·kazu). Uve¤me nyní n¥kolik sou-

visejících p°íklad·.

10.8. Pro libovolné p°irozené £íslo n > 2 existuje mezi £ísly n a n!
alespo¬ jedno prvo£íslo.

�e²ení. Ozna£me p libovolné prvo£íslo d¥lící £íslo n! − 1
(takové existuje podle Základní v¥ty aritmetiky 10.7, protoºe

n! − 1 > 1). Kdyby p ≤ n, muselo by p d¥lit £íslo n! a ned¥lilo by

n! − 1. Je tedy n < p. Protoºe p | (n! − 1), platí p ≤ n! − 1, tedy
p < n!. Prvo£íslo p spl¬uje podmínky úlohy. □
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�ísla a1, a2, . . . , an ∈ Z se nazývají nesoud¥lná, jestliºe platí
(a1, a2, . . . , an) = 1. �ísla a1, a2, . . . , an ∈ Z se nazývají po dvou
nesoud¥lná, jestliºe pro kaºdé i, j takové, ºe 1 ≤ i < j ≤ n, platí
(ai, aj ) = 1.

Poznámka. Uv¥domme si je²t¥, ºe je rozdíl mezi pojmy po
dvou nesoud¥lná £ísla a nesoud¥lná £ísla. Máme totiº nap°íklad
(6, 10, 15) = 1, p°itom jsou ale libovolná dv¥ z £ísel 6, 10, 15
soud¥lná.

Lemma. Pro libovolná p°irozená £ísla a, b, c platí

(1) (ac, bc) = (a, b) · c,
(2) jestliºe a | bc, (a, b) = 1, pak a | c,
(3) d = (a, b) práv¥ tehdy, kdyº existují k, l ∈ N tak, ºe a = dk,

b = dl a (k, l) = 1.

D·kaz. (1) Protoºe (a, b) je spole£ný d¥litel £ísel a, b, je
(a, b) · c spole£ný d¥litel £ísel ac, bc, proto (a, b) · c | (ac, bc).
Podle Bezoutovy v¥ty existují k, l ∈ Z tak, ºe (a, b ) = ka +
+ lb. Protoºe (ac, bc) je spole£ný d¥litel £ísel ac, bc, d¥lí i £íslo
kac + lbc = (a, b) · c. Dokázali jsme, ºe (a, b) · c a (ac, bc)
jsou dv¥ p°irozená £ísla, která d¥lí jedno druhé, proto se rovnají.

(2) P°edpokládejme, ºe (a, b) = 1 a a | bc. Podle Bezou-
tovy v¥ty existují k, l ∈ Z tak, ºe ka + lb = 1, odkud plyne, ºe
c = c(ka + lb) = kca + lbc. Protoºe a | bc, plyne odsud, ºe i c
je násobkem £ísla a.

(3) Nech´ d = (a, b), pak existují q1, q2 ∈ N tak, ºe a = dq1,
b = dq2. Pak podle 1. £ásti platí d = (a, b) = (dq1, dq2) =
= d · (q1, q2), a tedy (q1, q2) = 1. Naopak, je-li a = dq1,
b = dq2 a (q1, q2) = 1, pak (a, b) = (dq1, dq2) = d(q1, q2) =
= d · 1 = d (op¥t uºitím 1. £ásti tohoto tvrzení). □

2. Prvo£ísla

Prvo£íslo je jeden z nejd·leºit¥j²ích pojm· elementární teorie
£ísel. Jeho d·leºitost je dána p°edev²ím v¥tou o jed-
nozna£ném rozkladu libovolného p°irozeného £ísla
na sou£in prvo£ísel, která je silným a ú£inným ná-

strojem p°i °e²ení celé °ady úloh z teorie £ísel.

Prvo£íslo

Kaºdé p°irozené £íslo n ≥ 2 má aspo¬ dva kladné d¥litele: 1
a n. Pokud krom¥ t¥chto dvou jiné kladné d¥litele nemá, nazývá se
prvo£íslo. V opa£ném p°ípad¥ hovo°íme o sloºeném £ísle.

V dal²ím textu budeme zpravidla prvo£íslo zna£it písmenem
p. Nejmen²í prvo£ísla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37, . . . (zejména £íslo 1 za prvo£íslo ani za £íslo sloºené nepova-
ºujeme, je totiº invertibilní, neboli jednotkou okruhu celých £ísel).
Prvo£ísel je, jak brzy dokáºeme, nekone£n¥ mnoho, máme ov²em
pom¥rn¥ limitované výpo£etní prost°edky na zji²t¥ní, zda je dané
£íslo prvo£íslem; £íslo 257 885 161 − 1, které bylo v roce 2013
nejv¥t²ím známým prvo£íslem, má pouze 17 425 170 cifer a jeho
dekadické vyjád°ení by se tak ve²lo na kdejaký prehistorický da-
tový nosi£, p°i tisku knihy o 60 °ádcích na stránku a 80 znacích na
°ádek by nicmén¥ i tak zabralo 3 631 stran.

Uve¤me nyní v¥tu, která udává ekvivalentní podmínku
prvo£íselnosti a je základní ingrediencí p°i d·kazu jednozna£nosti
rozkladu na prvo£ísla.
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Z tohoto p°íkladu rovn¥º vyplývá nekone£nost prvo£ísel (sta£í

uváºit posloupnost a0 = 3, an+1 = an! pro n ∈ N). Toto tvrzení

je ale (oproti skute£nosti) velice slabé, protoºe konstruovaná posloup-

nost obsahuje jen �velmi malou� podmnoºinu prvo£ísel.

Na druhou stranu, jak ukazuje následující p°íklad, jsme schopni

zkonstruovat libovoln¥ dlouhou posloupnost po sob¥ jdoucích £ísel,

z nichº ºádné není prvo£íslem.

10.9. Dokaºte, ºe pro libovolné p°irozené £íslo n existuje n po sob¥

jdoucích p°irozených £ísel, z nichº ºádné není prvo£íslo.

�e²ení. Zkoumejme £ísla (n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, · · · ,
(n + 1)! + (n + 1). Mezi t¥mito n po sob¥ jdoucími £ísly není ºádné

prvo£íslo, protoºe pro libovolné k ∈ {2, 3, . . . , n+1} platí k | (n+1)!,
a tedy k | (n+ 1)!+ k, a proto (n+ 1)!+ k nem·ºe být prvo£íslo. □

10.10.

i) Dokaºte, ºe jsou-li p°irozená £íslam, n nesoud¥lná, jsou ne-

soud¥lná rovn¥º £ísla

m2 +mn+ n2 a m2 −mn+ n2.

ii) Dokaºte, ºe jsou-li lichá p°irozená £ísla m, n nesoud¥lná,

jsou nesoud¥lná rovn¥º £ísla

m+ 2n a m2 + 4n2.

�e²ení.

i) P°edpokládejme pro spor, ºe n¥jaké prvo£íslop d¥lí ob¥ £ísla

m2 + mn + n2 i m2 − mn + n2. Pak také d¥lí jejich rozdíl

2mn, odkud bu¤ p = 2 nebo p d¥lí n¥které z £íselm, n. Je-

li p = 2, pak je £íslo m2 +mn+ n2 sudé, a proto musí být

ob¥ £ísla m i n sudá, coº je spor s p°edpokladem jejich ne-

soud¥lnosti. Pokud p d¥lím spolu sm2+mn+n2, pak nutn¥

d¥lí rovn¥º n2 a podle Euklidovy v¥ty 10.6 tak d¥lí i n. To je

ale op¥t spor s nesoud¥lnostím, n. Analogicky postupujeme

i v p°ípad¥ p | n.
ii) Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu p°edpokládejme, ºe

n¥jaké prvo£íslo p d¥lí m + 2n i m2 + 4n2. Pak musí d¥lit

i £íslo (m2 + 4n2) − (m + 2n)(m − 2n) = 8n2, a protoºe

p ̸= 2 (kdyby bylo m + 2n sudé, bylo by sudé i m), nutn¥

p | n. Protoºe ale p d¥lí i m + 2n, dostáváme p | m, coº je
spor. □
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10.6. V¥ta (Euklidova o prvo£íslech). P°irozené £íslo p ≥ 2 je
prvo£íslo, práv¥ kdyº platí: pro kaºdá celá £ísla a, b z toho, ºe
p | ab, plyne p | a nebo p | b.
D·kaz. �⇒� P°edpokládejme, ºe p je prvo£íslo a p | ab, kde
a, b ∈ Z. Protoºe (p, a) je kladný d¥litel p, platí (p, a) = p nebo
(p, a) = 1. V prvním p°ípad¥ p | a, ve druhém p | b podle £ásti
2. p°edchozí v¥ty.

�⇐� Jestliºep není prvo£íslo, musí existovat jeho kladný d¥litel
r·zný od 1 a p. Ozna£íme jej a. Pak ov²em b = p

a
∈ N a platí

p = ab, odkud 1 < a < p, 1 < b < p. Na²li jsme tedy celá £ísla
a, b tak, ºe p | ab a p°itom p ned¥lí ani a, ani b. □

10.7. Základní v¥ta aritmetiky.

V¥ta. Libovolné p°irozené £íslo n je moºné vyjád°it jako
sou£in prvo£ísel, p°i£emº je toto vyjád°ení jediné,
nebereme-li v úvahu po°adí £initel·. (Je-li n

prvo£íslo, pak jde o �sou£in� jednoho prvo£ísla,
n = 1 je sou£inem prázdné mnoºiny3 prvo£ísel)

Poznámka. Jak je uvedeno v £ásti 11.18, d¥litelnost je moºné
obdobným zp·sobem de�novat v libovolném oboru integrity.
V n¥kterých oborech integrity p°itom ºádné prvky s vlastností
prvo£ísla (°íkáme jim ireducibilní) neexistují (nap°. Q), v jiných
sice ireducibilní prvky existují, ale zase tam neplatí v¥ta o jedno-
zna£ném rozkladu. Podobné je to se zobecn¥ním vý²e uvedené
Euklidovy v¥ty � prvky spl¬ující p | ab H⇒ p | a nebo
p | b jsou vºdy ireducibilní, ale obrácení obecn¥ neplatí. Uve¤me
alespo¬ p°íklad nejednozna£ného rozkladu � v Z(

√−5) platí:4

6 = 2 · 3 = = (1 +√−5) · (1 −√−5). To, ºe v²ichni uvedení
£initelé jsou skute£n¥ v Z(

√−5) ireducibilní, je ov²em t°eba
zd·vodnit.

D·kaz Základní v¥ty aritmetiky. Nejprve dokáºeme úpl-
nou matematickou indukcí, ºe kaºdé p°irozené £íslo n je moºné
vyjád°it sou£inem prvo£ísel. Tvrzení je z°ejmé pro n = 1.

P°edpokládejme nyní, ºe n ≥ 2 a ºe jsme jiº dokázali, ºe libo-
volné men²í p°irozené £íslo je moºné rozloºit na sou£in prvo£ísel.
Jestliºe je n prvo£íslo, je tvrzení z°ejmé. Pokud n prvo£íslo není,
pak existuje jeho d¥litel d, 1 < d < n. Ozna£íme-li e = n/d, platí
také 1 < e < n. Z induk£ního p°edpokladu dostáváme, ºe d i e je
moºné vyjád°it jako sou£in prvo£ísel, a proto je takto moºné vy-
jád°it i jejich sou£in d · e = n.

P°edpokládejme nyní, ºe platí rovnost sou£in·
p1 · p2 · · ·ps = q1 · q2 · · · qt , kde pi , qj jsou prvo£ísla pro
v²echna i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , t}, a nech´ navíc platí
p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ ps , q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ qt a 1 ≤ s ≤ t. Indukcí
vzhledem k s dokáºeme, ºe s = t a ºe p1 = q1, . . . , ps = qs .

Je-li s = 1, jep1 = q1 · · · qt prvo£íslo. Pokud by platilo t > 1,
m¥lo by £íslo p1 d¥litele q1 takového, ºe 1 < q1 < p1 (nebo´
q2q3 · · · qt > 1), coº není moºné. Je tedy t = 1 a platí p1 = q1.

P°edpokládejme dále, ºe s ≥ 2 a ºe tvrzení platí pro s − 1.
Z rovnostip1 ·p2 · · ·ps = q1 ·q2 · · · qt , d¥líps sou£in q1 · · · qt , coº
je podle Euklidovy v¥ty moºné jen tehdy, jestliºe ps d¥lí n¥jaké qj

3V °e£i teorie okruh· jde o jedni£ku okruhu celých £ísel, která je dle obvyklé
konvence sou£inem prázdné mnoºiny prvk· okruhu.

4Symbol Z(
√−5) zde zna£í roz²í°ení celých £ísel o ko°en rovnice x2 = −5,

které se de�nuje obdobn¥, jako jsem získali komplexní £ísla z reálných p°idáním
£ísla

√−1.
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B. Kongruence

V tomto odstavci si procvi£íme, jak m·ºe zvládnutí základních

operací s kongruencemi p°isp¥t k elegantnímu vyjád°ení

°e²ení p°íklad·, které bychom sice byli schopni vy°e²it

pouze s pomocí základních vlastností d¥litelnosti, s vy-

uºitím kongruencí bude ale zápis °e²ení obvykle pod-

statn¥ stru£n¥j²í.

10.11.

i) Nalezn¥te zbytek po d¥lení £ísla 730 £íslem 50.
ii) Ur£ete dv¥ poslední cifry dekadického zápisu £ísla 730.

�e²ení.

i) Protoºe 72 = 49 ≡ −1 (mod 50), s vyuºitím vlastností

kongruencí uvedených v teoretické £ásti dostáváme

730 ≡ (−1)15 = −1 (mod 50),

a tedy zbytek po d¥lení £ísla 730 £íslem 50 je 49.
ii) Máme vlastn¥ ur£it zbytek po d¥lení 730 £íslem 100.

Z p°edchozího víme, ºe zbytek po d¥lení 50 je 49, proto
poslední dv¥ cifry jsou bu¤ 49 nebo 99. Víme jiº tedy

zejména, ºe 730 ≡ −1 (mod 25) a snadno spo£ítáme,

ºe 730 ≡ (−1)30 = 1 (mod 4). Protoºe (4, 25) = 1,
dostáváme odtud, ºe hledaným dvoj£íslím je 49 (dává totiº

poºadovaný zbytek modulo 25 i modulo 4). □

10.12. Dokaºte, ºe pro libovolné n ∈ N je 37n+2 + 16n+1 + 23n

d¥litelné sedmi.

�e²ení.Platí 37 ≡ 16 ≡ 23 ≡ 2 (mod 7), a tedy podle základních

vlastností kongruencí platí

37n+2+16n+1+23n ≡ 2n+2+2n+1+2n = 2n(4+2+1) ≡ 0 (mod 7).

□

10.13. Dokaºte, ºe £íslo n = (8355 + 6)18 − 1 je d¥litelné £íslem

112.

�e²ení. Rozloºíme 112 = 7 ·16. Protoºe (7, 16) = 1, sta£í ukázat, ºe
7 | n a 16 | n. Platí 835 ≡ 2 (mod 7), a tedy

n ≡ (25 + 6)18 − 1 = 3818 − 1 ≡ 318 − 1 =
= 276 − 1 ≡ (−1)6 − 1 = 0 (mod 7),
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pro vhodné j ∈ {1, 2, . . . , t}. Protoºe qj je prvo£íslo, plyne odtud
ps = qj (nebo´ ps > 1). Analogicky se dokáºe, ºe qt = pi pro
vhodné i ∈ {1, 2, . . . , s}. Odtud

qt = pi ≤ ps = qj ≤ qt ,
takºe ps = qt . Vyd¥lením obou stran p·vodní rovnosti dostaneme
p1 ·p2 · · ·ps−1 = q1 ·q2 · · · qt−1 , a z induk£ního p°edpokladu pak
obdrºíme s − 1 = t − 1, p1 = q1, . . . , ps−1 = qs−1. Celkem tedy
platí s = t a p1 = q1, . . . , ps−1 = qs−1, ps = qs . Jednozna£nost,
a tedy i celá v¥ta, je dokázána. □

10.8. Praktické poznámky. Jak si ukáºeme, je velmi sloºité
o velkých £íslech s jistotou rozhodnout, jde-li
o prvo£íslo (na druhou stranu je o naprosté v¥t²in¥
sloºených £ísel snadné prokázat, ºe jsou skute£n¥
sloºená � viz dále v £ásti 10.38). P°esto se v roce

2002 indickým matematik·m 5 poda°ilo dokázat, ºe problém
prvo£íselnosti je moºné rozhodnout algoritmem s £asovou
sloºitostí polynomiáln¥ závislou na po£tu cifer vstupního £ísla.

Nic podobného se zatím neumí v otázce rozkladu £ísla na
prvo£ísla (t°ebaºe se obecn¥ nev¥°í, ºe je to moºné, exaktní d·kaz
zatím nebyl podán). Nejrychlej²í obecn¥ pouºitelný faktoriza£ní
algoritmus, tzv. síto v £íselném t¥lese, je sub-exponenciální £asové

sloºitosti O
(

e1.9(logN)1/3(log logN)2/3
)
.

Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, který £ísloN fak-
torizuje v kubickém £ase (tento algoritmus je tedy £asové sloºitosti
O
(
log3N

)
) na kvantovém po£íta£i. Je k tomu nicmén¥ t°eba se-

strojit po£íta£e s dostate£ným po£tem kvantových bit· (tzv. qubits)
� jak je to obtíºné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se IBM
poda°ilo pomocí kvantového po£íta£e rozloºit £íslo 15 a v roce
2012 byl dosaºen dal²í faktoriza£ní rekord rozkladem £ísla 21.

�e je problém rozkladu p°irozeného £ísla na prvo£ísla
výpo£etn¥ sloºitý, o tom sv¥d£í i (jiº neplatná) výzva u£in¥ná
v roce 1991 �rmou RSA Security.6 Pokud se komukoliv poda°ilo
rozloºit £ísla ozna£ená podle po£tu cifer jako RSA-100, . . . ,
RSA-704, RSA-768, . . . , RSA-2048, mohl obdrºet 1 000,. . . ,
30 000, 50 000, . . . , resp. 200 000 dolar· (£íslo RSA-100 rozloºil
v témºe roce Arjen Lenstra, £íslo RSA-704 bylo rozloºeno v roce
2012, n¥která dal²í ale dosud rozloºena nebyla).

Díky jednozna£nosti rozkladu na prvo£ísla jsme schopni (se
znalostí tohoto rozkladu) snadno odpov¥d¥t i na
otázky ohledn¥ po£tu £i sou£tu d¥litel· konkrétního
£ísla. Stejn¥ snadno dostaneme i (z d°ív¥j²ka intu-

itivn¥ známý) postup na výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele
dvou £ísel ze znalosti jejich rozkladu na prvo£ísla.

Tvrzení. Kaºdý kladný d¥litel £ísla a = pα1
1 · · · · · pαk

k je tvaru

p
β1
1 · · · · · pβk

k ,

kde β1, . . . , βk ∈ N0 a β1 ≤ α1, β2 ≤ α2, . . . , βk ≤ αk .
�íslo a má tedy práv¥

τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · · · (αk + 1)

5M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena. PRIMES is in P. Annals of Mathematics
160 (2): 781�793. 2004.

6Viz http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=

2093.
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proto 7 | n. Podobn¥ 835 ≡ 3 (mod 16), a tedy

n ≡ (35 + 6)18 − 1 = (3 · 81+ 6)18 − 1 ≡ (3 · 1+ 6)18 − 1 =
= 918 − 1 = 819 − 1 ≡ 19 − 1 = 0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coº jsme m¥li dokázat. □

10.14. Dokaºte, ºe pro libovolné prvo£íslo p platí:

i) Je-li k ∈ {1, . . . , p − 1}, pak p | (p
k

)
.

ii) Jsou-li a, b ∈ Z, pak ap + bp ≡ (a + b)p (mod p).

�e²ení.

i) Protoºe binomický koe�cient spl¬uje(
p

k

)
= p(p − 1) · · · (p − k + 1)

k!
,

p°i£emº jde o p°irozené £íslo, víme odtud, ºe k! d¥lí

sou£in p(p − 1) · · · (p − k + 1). Protoºe je ale £íslo

k! nesoud¥lné s prvo£íslem p, dostáváme odtud, ºe

k! | (p − 1) · · · (p − k + 1), odkud jiº plyne p | (p
k

)
.

ii) Podle binomické v¥ty platí

(a + b)p = ap + (p1)ap−1b + · · · + ( p

p−1

)
abp−1 + bp.

Díky p°edchozímu bodu platí
(
p

k

) ≡ 0 (mod p) pro libo-

volné k ∈ {1, . . . , p − 1}, odkud jiº plyne tvrzení. □

10.15. Dokaºte, ºe pro libovolná p°irozená £ísla m, n a libovolná

a, b ∈ Z taková, ºe a ≡ b (mod mn), platí

am ≡ bm (mod mn+1).

�e²ení. Protoºe z°ejm¥ platím | mn, dostáváme s vyuºitím vlastnosti

(5) z 10.14 rovn¥º platnost kongruence a ≡ b (mod m).
V algebraické identit¥

am − bm = (a − b)(am−1 + am−2b + · · · + abm−2 + bm−1)

jsou proto v²echny s£ítance ve druhé závorce modulo m kongruentní

s am−1, a tedy

am−1 + am−2b + · · · + abm−2 + bm−1 ≡ m · am−1 ≡ 0 (mod m).

Protoºemn d¥lí a−b a druhá závorka am−1+am−2+· · ·+abm−2+bm−1

je d¥litelnám, nutn¥mn+1 d¥lí jejich sou£in, coº znamená, ºe am ≡ bm
(mod mn+1). □

http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
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kladných d¥litel·, jejichº sou£et je

σ(a) = p
α1+1
1 − 1
p1 − 1

. . .
p
αk+1
k − 1
pk − 1

.

Nech´ p1, . . . , pk jsou navzájem r·zná prvo£ísla a α1, . . . , αk ,
β1, . . . , βk nezáporná celá £ísla. Ozna£íme-li γi = min{αi, βi},
δi = max{αi, βi} pro kaºdé i = 1, 2, . . . , k, pak platí

(p
α1
1 · · · · · pαk

k , p
β1
1 · · · · · pβk

k ) = pγ1
1 · · · · · pγkk ,

[pα1
1 · · · · · pαk

k , p
β1
1 · · · · · pβk

k ] = pδ1
1 · · · · · pδkk .

D·kaz. D·kazy v²ech zmín¥ných tvrzení jsou jednoduchým
d·sledkem prvního tvrzení o tom, jak vypadají kladní d¥litelé £ísla
a. Pro po£et kladných d¥litel· pak jednoduchou kombinatorickou
úvahou (pravidlo sou£inu) dostaneme τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) ·
· · · ·(αk+1). Tvrzení o sou£tu t¥chto d¥litel· uvidíme, zapí²eme-li
si tento sou£et ve tvaru

(1+ p1 + · · · + pα1
1 ) · · · (1+ pk + · · · + pαk

k )

a uv¥domíme-li si, ºe kaºdá závorka v tomto sou£inu je sou£tem
kone£né geometrické °ady. Dal²í tvrzení jsou jiº z°ejmá z de�nice.

□

10.9. Dokonalá £ísla a jejich vztah k prvo£ísl·m.
Se sou£tem v²ech kladných d¥litel· daného £ísla

souvisí pojem tzv. dokonalého £ísla. �ekneme, ºe a
je dokonalé, pokud spl¬uje podmínku σ(a) = 2a,
resp. slovn¥, pokud sou£et v²ech kladných d¥litel·

£ísla a men²ích neº a samotné je roven £íslu a.
Takovými £ísly jsou nap°. 6 = 1+2+3, 28 = 1+2+4+7+14,

496 a 8128 (jde o v²echna dokonalá £ísla men²í neº 10 000).
Lze ukázat, ºe sudá dokonalá £ísla jsou v úzkém vztahu s tzv.

Mersenneho prvo£ísly. Platí totiº následující fakt.

Tvrzení. P°irozené £íslo a je sudé dokonalé £íslo, práv¥ kdyº je
tvaru a = 2q−1 (2q − 1), kde 2q − 1 je prvo£íslo.

D·kaz. Je-li a = 2q−1 (2q −1), kde p = 2q −1 je prvo£íslo,
pak z p°edchozího tvrzení plyne

σ(a) = 2q − 1
2− 1

· (p + 1) = (2q − 1) · 2q = 2a.

Takové £íslo a je tedy dokonalé.
Pro d·kaz opa£ného sm¥ru uvaºme libovolné sudé dokonalé

£íslo a a pi²me

a = 2k ·m, kde m, k ∈ N a 2 ∤ m.

Protoºe je funkce σ multiplikativní (viz 10.15), je σ(a) = σ(2k) ·
σ(m) = (2k+1 − 1) · σ(m). P°itom ale z dokonalosti £ísla a plyne
σ(a) = 2a = 2k+1 ·m, odkud

2k+1 ·m = (2k+1 − 1) · σ(m).
Protoºe je 2k+1−1 liché, nutn¥ 2k+1−1 | m a m·ºeme poloºit

m = (2k+1 − 1) · n pro vhodné n ∈ N. Úpravou dostáváme 2k+1 ·
n = σ(m). Mezi d¥litele £íslam p°itom pat°í £íslam i n (a protoºe
m
n
= 2k+1 − 1 > 1, jsou tato £ísla nutn¥ r·zná), proto

2k+1 · n = σ(m) ≥ m+ n = 2k+1 · n,
a tedy σ(m) = m + n. To znamená, ºe m je prvo£íslo s jedinými
d¥liteli m a n = 1, odkud a = 2k · (2k+1 − 1), kde 2k+1 − 1 = m
je prvo£íslo. □
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10.16. S vyuºitím p°edchozího p°íkladu (viz téº p°íklad ∥10.2∥) do-
kaºte, ºe:

i) lichá £ísla a spl¬ují a4 ≡ 1 (mod 16),
ii) pro £ísla a ned¥litelná t°emi platí a3 ≡ ±1 (mod 9).

�e²ení.

i) Toto tvrzení jsme jiº dokázali v t°etí £ásti p°íkladu ∥10.2∥.
Zde si ukáºeme je²t¥ jeden d·kaz. Díky £ásti (ii) zmi¬ova-

ného p°íkladu víme, ºe pro liché £íslo a platí a2 ≡ 1
(mod 23), odkud umocn¥ním na druhou (s vyuºitím vý-

sledku p°edchozího p°íkladu) dostaneme a4 ≡ 12 (mod 24).

ii) Umocníme na t°etí (se zvý²ením exponentu modulu) kongru-

enci a ≡ ±1 (mod 3) a dostaneme a3 ≡ ±1 (mod 32) . □

10.17. Pravidla d¥litelnosti. V²ichni si jist¥ pamatujeme ze ²kolní

docházky základní pravidla d¥litelnosti (alespo¬ £ísly 2, 3,

4, 5, 6, 9 a 10) na základ¥ dekadického zápisu daného £ísla.

Jak ale tato pravidla dokázat a dají se n¥jak roz²í°it i na jiná

£ísla?

Uº víme, ºe se sta£í omezit na pravidla d¥litelnosti mocninami

prvo£ísel (tedy nap°íklad d¥litelnost ²esti testujeme pomocí d¥litel-

nosti 2 a 3).

Pravidlo pro d¥litelnost devíti uvádí, ºe dané £íslo je d¥litelné

devíti, práv¥ kdyº je d¥litelný devíti jeho ciferný sou£et. Dokáºeme

jej jako d·sledek siln¥j²ího tvrzení. Platí totiº, ºe kaºdé £íslo je

kongruentní se svým ciferným sou£tem modulo 9 (speciáln¥ je

tedy kongruentní s nulou, práv¥ kdyº je kongruentní s nulou jeho

ciferný sou£et). Dokázat to je ale triviální. Ciferný sou£et £ísla

n = ak10k + ak−110k−1 + · · · + a110 + a0 je roven

S(n) = ak + ak−1 + · · · + a0, a protoºe 10ℓ ≡ 1ℓ = 1 (mod 9)
pro libovolné ℓ ∈ N0, dostáváme

n = ak10k + · · · + a0 ≡ ak + · · · + a0 = S(n) (mod 9).

Stejné odvození funguje i tehdy, nahradíme-li devítku £íslem 3.

Velmi podobn¥ pak funguje dosud nezmi¬ované pravidlo pro d¥li-

telnost 11. Zde totiº platí 10ℓ ≡ (−1)ℓ (mod 11), a tak dostaneme

n = ak10k + · · · + a0 ≡ ak(−1)k + · · · + a1(−1)+ a0 ≡
≡ (a0 + a2 + · · · )− (a1 + a3 + · · · ) (mod 11).

�íslo je tedy d¥litelné jedenácti, práv¥ kdyº je d¥litelný jedenácti roz-

díl sou£tu dekadických cifer na sudých a sou£tu dekadických cifer na

lichých místech.

Pro d¥litelnost 7 a 13 lze pouºít hezký trik. Platí totiº

1001 = 7 · 11 · 13, proto pro £íslo n = 1000a + b platí,
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Poznámka. Na druhou stranu, popsat lichá dokonalá £ísla se
dodnes nepoda°ilo, dokonce se ani neví, jestli v·bec n¥jaké liché
dokonalé £íslo existuje.

Mersenneho prvo£ísla jsou práv¥ prvo£ísla tvaru 2k − 1. Není
bez zajímavosti, ºe práv¥ Mersenneho prvo£ísla jsou mezi v²emi
prvo£ísly nejlépe �vid¥t� � proMersenneho £ísla existuje pom¥rn¥
jednoduchý a rychlý postup, jak ov¥°it, ºe jde o prvo£ísla. Proto
není náhodou, ºe nejv¥t²í známá prvo£ísla jsou obvykle tvaru
2k − 1.

To, jakým zp·sobem pom¥rn¥ efektivn¥ testovat, jsou-li Mer-
senneho £ísla prvo£ísly, si ukáºeme pozd¥ji (viz Lucas-Lehmer·v
test v £ásti 10.43).

Jakkoliv m·ºe být hledání nejv¥t²ího známého prvo£ísla chá-
páno jako pochybná zábava bez valného praktického uºitku, jednak
posunuje hranice matematického poznání a zdokonaluje pouºité
metody (a £asto i hardware), navíc m·ºe p°inést bene�t i samot-
ným objevitel·m (Electronic Frontier Foundation vypsala odm¥ny
EFF Cooperative Computing Awards za nalezení prvo£ísla mají-
cího alespo¬ 106, 107, 108 a 109 £íslic � odm¥ny 50, resp. 100 tisíc
dolar· za první dv¥ kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp.
2009 � v obou p°ípadech projektu GIMPS � na dal²í odm¥ny si
je²t¥ z°ejm¥ n¥jaký £as po£káme).

10.10. Rozloºení prvo£ísel.

There are two facts about the distribution of
prime numbers. The �rst is that, [they are] the
most arbitrary and ornery objects studied by
mathematicians: they grow like weeds among
the natural numbers, seeming to obey no other
law than that of chance, and nobody can predict
where the next one will sprout. The second fact
is even more astonishing, for it states just the op-
posite: that the prime numbers exhibit stunning
regularity, that there are laws governing their be-
havior, and that they obey these laws with almost
military precision.

Don Zagier

Nyní se budeme snaºit zodpov¥d¥t následující otázky: Je
prvo£ísel nekone£n¥ mnoho? Je prvo£ísel nekone£n¥ mnoho
v kaºdé (nebo aspo¬ n¥které) aritmetické posloupnosti? Jak jsou
prvo£ísla rozloºena mezi p°irozenými £ísly?

Základní v¥tou, kterou je pot°eba v této souvislosti zmínit, je
fakt známý jiº kolem roku 300 p°. n.l. Euklidovi.

10.11. V¥ta (Eukleidés). Mezi p°irozenými £ísly existuje ne-
kone£n¥ mnoho prvo£ísel.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe prvo£ísel je kone£n¥ mnoho
a ozna£me je p1, p2, . . . , pn. Poloºme N = p1 · p2 . . . pn + 1.
Toto £íslo je bu¤ samo prvo£íslem nebo je d¥litelné n¥jakým
prvo£íslem r·zným od p1, . . . , pn (£ísla p1, . . . , pn totiº d¥lí
£íslo N − 1), coº je spor. □

Uve¤me nyní docela silné tvrzení, jehoº d·kaz je sice
pom¥rn¥ pracný (a proto jej zde neuvádíme), ale lze jej provést
elementárními prost°edky7.

7Viz Wikipedia, Proof of Bertrand's postulate, http://en.wikipedia.
org/wiki/Proof_of_Bertrand's_postulate (as of July 15, 2013,
12:05 GMT) nebo viz M. Aigner, G. Ziegler, Proofs from THE BOOK, Springer,
2009.
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ºe n ≡ − a + b (mod m), kde m je kterékoliv z £ísel 7, 11, 13.
Je tedy 2015 d¥litelné 13, nebo´ 015 − 2 = 13. Podobn¥ 2016 je

d¥litelné 7, nebo´ 016 − 2 = 14 je násobek £ísla 7. Stejn¥ bychom

mohli zd·vodnit i to, ºe 2013 je násobek 11, ale d°íve uvedené

kritérium 11 | (3 + 0) − (1 + 2) je p°ece jen elegantn¥j²í.

Vyuºití d¥litelnosti p°i detekci chyb. Poznamenejme, ºe d¥litelnost

jedenácti je £asto vyuºívána pro tvorbu dekadických kód·,

kde jsme schopni detekovat chybu v jedné £íslici. Kdyº totiº

ud¥láme takovou chybu p°i p°episu £ísla d¥litelného jedenácti,

výsledek jist¥ d¥litelný jedenácti nebude (viz vý²e zmín¥né kritérium

d¥litelnosti jedenácti). Podrobn¥ji v kapitole 11.59 o kódování. Kaºdý

si to m·ºe vyzkou²et na svém rodném £ísle, které by m¥lo být vºdy

d¥litelné jedenácti.

Podobn¥ £ísla bankovních ú£t· vedených u £eských bank musí

dle sm¥rnice �eské národní banky podléhat podobné (jen o málo

sloºit¥j²í) procedu°e. Jak (transformované) ²estimístné p°ed£íslí

a5a4a3a2a1a0, tak desetimístné £íslo ú£tu b9b8b7b6b5b4b3b2b1b0 musí

spl¬ovat podmínku d¥litelnosti jedenácti (zde uvedeme pouze pro

£íslo bez p°ed£íslí):

0 ≡ b929 + b828 + b727 + · · · + b323 + b222 + b121 + b020 ≡
≡ −5b9 + 3b8 − 4b7 − 2b6 − b5+
+ 5b4 − 3b3 + 4b2 + 2b1 + b0 (mod 11).

Tuto podmínku lze stru£n¥ popsat tak, ºe d¥litelné jedenácti má být

£íslo chápané jako zápis ve dvojkové soustav¥ (ov²em s vyuºitím de-

kadických cifer).

10.18. Ov¥°te, ºe £íslo bankovního ú£tu Masarykovy univerzity

85636621/0100 je korektn¥ sestaveno.

�e²ení. Otestujeme podmínku d¥litelnosti jedenácti:

− 5b9 + 3b8 − 4b7 − 2b6 − b5 + 5b4 − 3b3 + 4b2 + 2b1 + b0 ≡
≡ −4 · 8− 2 · 5− 1 · 6+ 5 · 3− 3 · 6+ 4 · 6+ 2 · 2+ 1 · 1 ≡
≡ 0 (mod 11) . □

Eulerova funkce. Eulerova funkce φ pro p°irozené £íslo

m udává po£et p°irozených £ísel nesoud¥lných

s m a nep°evy²ujících m, je tedy de�nována

p°edpisem

φ(m) = |{a ∈ N | 0 < a ≤ m, (a,m) = 1}|.
K jejímu efektivnímu vy£íslení je ale t°eba znát rozklad £íslam na

prvo£initele. V takovém p°ípad¥ pro m = pα1
1 · · ·pαk

k máme

φ(m) = (p1 − 1)pα1−1
1 · · · (pk − 1)pαk−1

k .

http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_of_Bertrand's_postulate
http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_of_Bertrand's_postulate
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V¥ta (�eby²evova, Bertrand·v postulát). Pro libovolné £íslo n > 1
existuje alespo¬ jedno prvo£íslo p spl¬ující n < p < 2n.

Prvo£ísla jsou relativn¥ rovnom¥rn¥ rozloºena v tom smyslu,
ºe v libovolné �rozumné� aritmetické posloupnosti (tj. takové, je-
jíº £leny jsou nesoud¥lné s diferencí) je jich nekone£n¥ mnoho.
Nap°íklad zbytek 1 po d¥lení £ty°mi, stejn¥ jako zbytek 3 po d¥lení
£ty°mi dá vºdy nekone£n¥ mnoho prvo£ísel (zbytek 0 nedá sa-
moz°ejm¥ ºádné prvo£íslo a zbytek 2 pouze jediné). Obdobná situ-
ace je pak p°i uvaºování zbytk· po d¥lení libovolným jiným p°iro-
zeným £íslem, jak uvádí následující v¥ta, jejíº d·kaz je ov²em
velmi obtíºný.

10.12. V¥ta (Dirichletova o prvo£íslech). Jsou-li a,m nesoud¥lná
p°irozená £ísla, existuje nekone£n¥ mnoho p°irozených £ísel k tak,
ºe mk + a je prvo£íslo. Jinými slovy, mezi £ísly 1 · m + a,

2 · m + a, 3 · m + a, . . . existuje nekone£n¥ mnoho prvo£ísel.

Uve¤me alespo¬ d·kaz tohoto tvrzení ve speciálním p°ípad¥,
který je modi�kací Euklidova d·kazu nekone£nosti prvo£ísel.

Tvrzení. Existuje nekone£n¥ mnoho prvo£ísel tvaru 4k + 3, kde
k ∈ N0.

D·kaz. P°edpokládejme naopak, ºe existuje pouze kone£n¥
mnoho prvo£ísel tohoto tvaru a ozna£me je p1 = 3, p2 = 7, p3 =
11, . . . , pn. PoloºmeN = 4p2 ·p3 · · · · ·pn+3. Rozloºíme-liN na
sou£in prvo£ísel, musí v tomto rozkladu (v souladu s výsledkem
p°íkladu ∥10.3∥) vystupovat aspo¬ jedno prvo£íslo p tvaru 4k +
3. V opa£ném p°ípad¥ by bylo N sou£inem prvo£ísel tvaru 4k +
1, proto by i N bylo tvaru 4k + 1, coº není pravda. Prvo£íslem
p ov²em nem·ºe být ºádné z prvo£ísel p1, p2, . . . , pn, protoºe
pokud by pro n¥jaké i ∈ {2, . . . , n} platilo pi | N , dostali bychom
pi | 3. Rovn¥º 3 ∤ N a dostáváme tak spor s p°edpokládanou
kone£ností po£tu prvo£ísel daného tvaru. □

Analogický elementární d·kaz lze pouºít pro prvo£ísla tvaru
3k+ 2 nebo 6k+ 5, neprojde ale stejn¥ snadno pro prvo£ísla tvaru
3k + 1 nebo 4k + 1 (rozmyslete si pro£; ve druhém p°ípad¥ to
budeme schopni napravit v £ásti 10.32 o kvadratických kongruen-
cích).

Z tvrzení uvedených v této kapitole je moºné si ud¥lat hrubou
p°edstavu o tom, jak �hust¥� se mezi p°irozenými £ísly prvo£ísla
vyskytují. P°esn¥ji (i kdyº �pouze� asymptoticky) to popisuje ná-
sledující velmi d·leºitá v¥ta, dokázaná nezávisle J. Hadamardem
a Ch. J. de la Vallée-Poussinem v roce 1896.

10.13. V¥ta (Prime Number Theorem, v¥ta o hustot¥ prvo£ísel).
Nech´ π(x) udává po£et prvo£ísel men²ích nebo rovných £íslu x ∈
R. Pak

π(x) ∼ x

ln x
,

tj. podíl funkcí π(x) a x/ ln x se pro x →∞ limitn¥ blíºí k 1.

To, jak dob°e odpovídá asymptotický odhad π(x) ∼ x/ ln(x)
realit¥ v n¥kterých konkrétních p°ípadech, ukazuje následující ta-
bulka:

x π(x) x/ ln(x) relativní chyba
100 25 21,71 0,13
1000 168 144,76 0,13
10000 1229 1085,73 0,11
100000 9592 8685,88 0,09
500000 41538 38102,89 0,08
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Víme tedy zejména, ºe φ(pα) = (p − 1) · pα−1 a ºe pro (m, n) = 1
platí φ(m · n) = φ(m) · φ(n).
10.19. Vypo£t¥te φ(72).

�e²ení. 72 = 23 · 32 H⇒ φ(72) = 72 · (1 − 1
2) · (1 − 1

3) = 24,
alternativn¥ φ(72) = φ(8) · φ(9) = 4 · 6 = 24. □

10.20.

i) Ur£ete v²echna n, pro n¥º je φ(n) liché.

ii) Dokaºte, ºe ∀n ∈ N : φ(4n+ 2) = φ(2n+ 1).

�e²ení.

i) Z°ejm¥ je φ(1) = φ(2) = 1. Kaºdé n ≥ 3 je bu¤ d¥litelné

lichým prvo£íslem p (v takovém p°ípad¥ je φ(n) d¥litelné

£íslem p− 1, které je sudé) nebo je n vy²²í neº první mocni-

nou dvojky (i nyní φ(2α) = 2α−1 je sudé). Je tedy φ(n) liché

pouze pro n = 1, 2.
ii) �íslo 2n+1 je liché, tedy (2, 2n+1) = 1, proto φ(4n+2) =
= φ(2 · (2n+ 1)) = φ(2) · φ(2n+ 1) = φ(2n+ 1) . □

10.21. Nalezn¥te v²echna p°irozená £ísla m, pro n¥º je:
i) φ(m) = 30,
ii) φ(m) = 34,
iii) φ(m) = 20,
iv) φ(m) = m

3 .

�e²ení. Ve v²ech p°ípadech hledáme vzory konkrétního £ísla a ve

tvaru m = pα1
1 · · ·pαk

k a postupujeme následovn¥:

• Protoºe φ(m) = (p1−1)pα1−1
1 · · · (pk−1)pαk−1

k ,musí kaºdé

prvo£íslo p vystupující v rozkladu m na prvo£ísla spl¬ovat

p − 1 | a.
• Podobn¥ kaºdé prvo£íslo p vystupující v rozkladu m ve

vy²²í neº první mocnin¥ musí d¥lit a. P°esn¥ji, musí platit

pα−1 | a.
• Uvedeným postupem získáme kone£nou mnoºinu kandidát·

pro m, kterou vhodným zp·sobem eliminujeme.

�e²me tedy úlohy i)-iii):

i) Pro kaºdé prvo£íslo p z rozkladu m na prvo£initele musí

platit p − 1 | 30, tedy p − 1 ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30},
coº spl¬ují prvo£ísla p ∈ {2, 3, 7, 11, 31}, z nichº pouze 2 a

3 mohou v rozkladu vystupovat ve vy²²í neº první mocnin¥.

Je tedy

m = 2α3β7γ 11δ31ε,

kde α, β ∈ {0, 1, 2}, γ, δ, ε ∈ {0, 1}. Rozbor moºností

nám dále usnadní, kdyº si uv¥domíme, ºe φ(3) = 2,
φ(32) = φ(7) = 6, φ(11) = 10 jsou v²echno £ísla
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Hustotu rozmíst¥ní prvo£ísel v mnoºin¥ p°irozených £ísel,
rovn¥º £áste£n¥ popisuje následující Euler·v výsle-
dek.

Tvrzení. Je-li P mnoºina v²ech prvo£ísel, pak∑
p∈P

1
p
= ∞.

Poznámka. P°itom nap°.
∑
n∈N 1

n2 = π2

6 , coº znamená, ºe
prvo£ísla jsou v N rozmíst¥na �hust¥ji� neº druhé mocniny.

D·kaz. Bu¤ n libovolné p°irozené £íslo a p1, . . . , pπ(n)
v²echna prvo£ísla nep°evy²ující n. Poloºme

λ(n) =
π(n)∏
i=1

(
1− 1

pi

)−1

.

Jednotlivé £initele lze chápat jako sou£et geometrické °ady, proto

λ(n) =
π(n)∏
i=1

( ∞∑
αi=0

1
p
αi

i

)
=
∑ 1

p
α1
1 · · ·p

απ(n)

π(n)

,

kde s£ítáme p°es v²echny π(n)-tice nezáporných celých £ísel
(α1, . . . , απ(n) ). Protoºe kaºdé £íslo nep°evy²ující n se rozkládá
pouze na prvo£ísla z mnoºiny {p1, . . . , pπ(n) }, je ur£it¥ kaºdé
takové £íslo v tomto sou£tu zahrnuto. Tedy λ(n) > 1+ 1

2+· · · + 1
n
,

a protoºe harmonická °ada diverguje (viz p°íklad ∥5.107∥), je i
limn→∞ λ(n) = ∞.

S vyuºitím rozvoje funkce ln(1 + x) do mocninné °ady (viz
p°íklad ∥6.14∥) dále dostáváme

ln λ(n) = −
π(n)∑
i=1

ln
(

1− 1
pi

)
=
π(n)∑
i=1

∞∑
m=1

(
mpmi

)−1 =

= p−1
1 + · · · + p−1

π(n) +
π(n)∑
i=1

∞∑
m=2

(
mpmi

)−1
.

Protoºe vnit°ní sou£et lze shora odhadnout jako

∞∑
m=2

(
mpmi

)−1
<

∞∑
m=2

p−m
i =

= p−2
i

(
1− p−1

i

)−1 ≤ 2p−2
i ,

umíme shora odhadnout i divergující posloupnost
ln λ(n) <

∑π(n)
i=1 p

−1
i + 2

∑π(n)
i=1 p

−2
i . Druhý sou£et p°itom

z°ejm¥ konverguje (viz konvergence °ady
∑∞
n=1 n

−2), proto

musí nutn¥ divergovat první sou£et
∑π(n)
i=1 p

−1
i , coº jsme cht¥li

dokázat. □

3. Kongruence

Pojem kongruence zavedl C. F. Gauss v roce 1801 ve své knize
Disquisitiones Arithmeticae. Je to pojem velice jed-
noduchý, jeho d·leºitost a uºite£nost v teorii £ísel
se ale projevuje zejména ve stru£ných a p°ehledných

zápisech n¥kterých i velmi komplikovaných úvah.
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taková, ºe d¥líme-li jimi £íslo 30, dostaneme liché £íslo v¥t²í

neº 1. Kdyby tedy nap°. bylo m = 7 · m1, kde 7 ∤ m1, pak

by muselo platit φ(m1) = 5, coº, jak víme z p°edchozího

p°íkladu, nemá °e²ení.

Dostáváme tedy β = γ = δ = 0 a m = 2α · 31ε, odkud
jiº snadno získáme °e²ení m ∈ {31, 62}.

ii) Podobn¥ jako vý²e mohou být v rozkladum pouze prvo£ísla

p ∈ {2, 3}, p°i£emº prvo£íslo 3 nejvý²e v první mocnin¥.

Protoºe ale 34
φ(3) = 17, prvo£íslo 3 v rozkladu m nebude

v·bec. Zbývá tedy moºnost m = 2α, pak ale 34 = 2α−1,

coº rovn¥º není moºné. Takové m tedy neexistuje.

iii) Pro kaºdé prvo£íslo p z rozkladum na prvo£initele musí pla-

tit p − 1 | 20, tedy p − 1 ∈ {1, 2, 4, 5, 10, 20}, coº spl¬ují
prvo£ísla p ∈ {2, 3, 5, 11}, z nichº pouze 2 a 5 mohou v roz-

kladu vystupovat ve vy²²í neº první mocnin¥. Je tedy

m = 2α3β5γ 11δ,

kde α ∈ {0, 1, 2, 3}, γ ∈ {0, 1, 2}, β, δ ∈ {0, 1}.
Nejprve uvaºme δ = 1. Pak φ(2α3β5γ ) = 2, odkud

snadno γ = 0 a (α, β) ∈ {(2, 0), (1, 1), (0, 1)}, coº nám dá

trojici °e²ení m ∈ {44, 66, 33}.
Dále tedy δ = 0. Je-li γ = 2, pak φ(2α3β) = 1, od-

kud (α, β) ∈ {(1, 0), (0, 0)}. Máme tedy dal²í dv¥ °e²ení

m ∈ {50, 25}.
Je-li γ = 1, pak stejn¥ jako v minulé úloze dosta-

neme 20
φ(5) = 5, coº je liché £íslo a v tomto p°ípad¥ tedy

°e²ení nedostaneme. Podobn¥ pro γ = 0, nebo´ ani rovnice
φ(2α) = 20 °e²ení nemá. Dostali jsme tak celkem p¥t °e²ení

m ∈ {25, 33, 44, 50, 66}.
iv) Tato úloha je jiného typu neº p°edchozí a musíme k ní proto

i jinak p°istoupit. Ze vztahu φ(m) = m
3 vidíme, ºe m musí

být násobek t°í (vºdy´ levá strana je p°irozené £íslo). Proto

hledáme °e²ení ve tvaru m = 3α · n, kde 3 ∤ n, α ≥ 1. Pak
φ(m) = 2·3α−1·φ(n) = m

3 = 3α−1·n. Po zkrácení dostáváme

2φ(n) = n nebo ekvivalentn¥ φ(n) = n
2 . Zde nutn¥ 2 | n a

pí²eme-li n = 2β · k, kde (k, 6) = 1, β ≤ 1, dostaneme

φ(k) = k, coº je z°ejm¥ spln¥no pouze pro k = 1.
�e²ením úlohy jsou tedy v²echna p°irozená £ísla tvaru

2α3β , kde α, β ≥ 1 . □

10.22. Ur£ete v²echna dvojciferná £ísla n, pro n¥º 9|φ(n).
�e²ení. Uvaºujme, jak m·ºe vypadat rozklad £ísla n na prvo£ísla. Je-

li n = pα1
1 · · ·pαk

k , pak φ(n) = (p1 − 1)pα1−1
1 · · · (pk − 1)pαk−1

k a aby

platilo 9 | φ(n), musí být spln¥na n¥která z podmínek:
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Kongruence

Jestliºe dv¥ celá £ísla a, b mají p°i d¥lení p°irozeným £íslem
m týº zbytek r, kde 0 ≤ r < m, nazývají se a, b kongruentní
modulo m (téº kongruentní podle modulu m), coº zapisujeme

a ≡ b (mod m).

V opa£ném p°ípad¥ °ekneme, ºe a, b nejsou kongruentní modulo
m, a pí²eme

a ̸≡ b (mod m).

V p°ípadech, kdy je z°ejmé, ºe pracujeme s kongruencemi, £asto
symbol mod vynecháváme a pí²eme jen a ≡ b (m).

Lemma. Pro libovolná a, b ∈ Z, m ∈ N jsou následující pod-
mínky ekvivalentní:

(1) a ≡ b (mod m),
(2) a = b +mt pro vhodné t ∈ Z,
(3) m | a − b.

D·kaz. (1)⇒(3) Jestliºe a = q1m + r, b = q2m + r, pak
a − b = (q1 − q2)m.

(3)⇒(2) Jestliºe m | a − b, pak existuje t ∈ Z tak, ºe
m · t = a − b, tj. a = b +mt.

(2)⇒(1) Jestliºe a = b + mt, pak z vyjád°ení b = mq + r
plyne a = m(q + t) + r, tedy a i b mají p°i d¥lení £íslem m týº
zbytek r, tj. a ≡ b (mod m). □

10.14. Základní vlastnosti kongruencí. P°ímo z de�nice plyne,
ºe kongruence podle modulu m je relací ekvivalence.

Dokáºeme nyní dal²í vlastnosti kongruencí.

Vlastnosti kongruencí

(1) Kongruence podle téhoº modulu m·ºeme s£ítat. K n¥které
stran¥ kongruence m·ºeme p°i£íst libovolný násobek modulu.

(2) Kongruence podle téhoº modulu m·ºeme násobit.
(3) Ob¥ strany kongruence je moºné umocnit na totéº p°irozené

£íslo.
(4) Ob¥ strany kongruence m·ºeme vyd¥lit jejich spole£ným d¥-

litelem, jestliºe je tento d¥litel nesoud¥lný s modulem. Ob¥
strany kongruence i její modul m·ºeme vyd¥lit jejich spole£-
ným kladným d¥litelem.

(5) Jestliºe kongruence platí podle modulum, platí podle libovol-
ného modulu d, který je d¥litelem £ísla m.

(6) Jestliºe je jedna strana kongruence a modul d¥litelný n¥jakým
celým £íslem, musí být tímto £íslem d¥litelná i druhá strana
kongruence.

(7) Jestliºe kongruence platí podle modul· m1, . . . , mk , platí
i podle modulu, kterým je nejmen²í spole£ný násobek
[m1, . . . , mk] t¥chto £ísel.

D·kaz. (1) Je-li a ≡ b (mod m) a c ≡ d (mod m), existují
podle p°edchozího lemmatu £ísla s, t ∈ Z tak, ºe a = b+ms,
c = d+mt. Pak ov²em a+c = b+d+m(s+ t) a op¥t podle
lemmatu a + c ≡ b + d (mod m).

Se£teme-li kongruenci a ≡ b (mod m) s kongruencí
mk ≡ 0 (mod m), jejíº platnost je z°ejmá, dostaneme
a + mk ≡ b (mod m).
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i) pro n¥které i ∈ {1, . . . , k} je pi ≡ 1 (mod 9),
ii) pro n¥které i ∈ {1, . . . , k} je pi = 3 a αi ≥ 3,
iii) pro n¥která r·zná i, j ∈ {1, . . . , k} je pi = 3 a αi = 2 a

pj ≡ 1 (mod 3),
iv) pro n¥která r·zná i, j ∈ {1, . . . , k} je pi ≡ 1 (mod 3) a

pj ≡ 1 (mod 3).

Pokud se (dle zadání) omezíme na £ísla n ≤ 100, pak podmínce

i) odpovídají prvo£ísla 19, 37 a 73 (spolu s násobky

38, 57, 76, 95 a 74),
ii) odpovídají £ísla 33 = 27, 34 = 81 (spolu s násobkem 54),
iii) odpovídá £íslo 32 · 7 = 63,
iv) odpovídá £íslo 7 · 13 = 91 . □

10.23. (Malá) Fermatova v¥ta. Dokáºeme je²t¥ dv¥ma jinými

zp·soby (matematickou indukcí a kombinatorickou úvahou)

Fermatovu v¥tu, která udává, ºe pro a ∈ Z a prvo£íslo p

ned¥lící a platí ap−1 ≡ 1 (mod p).

�e²ení. Dokáºeme nejprve (indukcí vzhledem k a), ºe ekvivalentní

tvrzení ap ≡ a (mod p) platí pro libovolné a ∈ N a prvo£íslo p. Pro

a = 1 není co dokazovat, dále tedy z platnosti tvrzení pro a dokáºeme

jeho platnost i pro a+1. Z induk£ního p°edpokladu a p°íkladu ∥10.14∥
dostáváme

(a + 1)p ≡ ap + 1p ≡ a + 1 (mod p),

coº jsme pot°ebovali dokázat.

Tvrzení dále triviáln¥ platí pro a = 0 a v p°ípad¥ a < 0, p = 2.
Pro a < 0 a p liché dostaneme z p°edchozího, protoºe−a je p°irozené
£íslo, ºe −ap = (−a)p ≡ −a (mod p), odkud jiº snadno ap ≡ a

(mod p).
Kombinatorický d·kaz jde na v¥c pon¥kud �od lesa�: podobn¥

jako v úlohách vyuºívajících Burnsideovo lemma (viz p°íklad

∥11.58∥) máme za úkol ur£it po£et náhrdelník· dané délky (ty

vzniknou navle£ením n¥kolika ²perk· na ²¬·rku a jejím svázáním) vy-

tvo°ených z n¥kolika typ· ²perk· s tím, ºe nerozli²ujeme náhrdelníky,

které je moºné na sebe p°evést oto£ením (a li²í se tedy jen tím, kde je

zavázaný �uzlík�). Vcelku snadno si lze rozmyslet, ºe navlékáme-li

n ²perk·, lze v n¥kterých konstelacích p°evést náhrdelník sám na

sebe p°i oto£ení o ur£itý po£et ²perk· (vºdy ale pouze o po£et

d¥lící n � nap°. navle£eme-li 8 ²perk· dvou druh·, které pravideln¥

st°ídáme, pak p°i oto£ení o 2,4 nebo 6 obdrºíme p·vodní náhrdelník).

P°edpokládejme nyní, ºe máme a typ· ²perk· a poºadovaný po£et

pouºitých ²perk· na jeden náhrdelník je dán prvo£íslemp. Z°ejm¥ pro

kaºdý náhrdelník vyuºívající alespo¬ dvou typ· ²perk· dostáváme
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(2) Je-li a ≡ b (mod m) a c ≡ d (mod m), existují s, t ∈ Z tak,
ºe a = b +ms, c = d +mt. Pak
ac = (b +ms)(d +mt) = bd +m(bt + ds +mst),

odkud dostáváme ac ≡ bd (mod m).
(3) Nech´ a ≡ b (mod m), pak pro p°irozené £íslo n ze vztahu

an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b + · · · + bn−1)

plyne rovn¥º an ≡ bn (mod m).
(4) P°edpokládejme, ºe a ≡ b (mod m), a = a1 · d, b = b1 · d

a (m, d) = 1. Podle lemmatu je rozdíl a − b = (a1 − b1) · d
d¥litelný £íslem m, a protoºe (m, d) = 1, je podle lemmatu
10.5 £íslo a1−b1 také d¥litelné £íslemm. Odtud plyne a1 ≡ b1
(mod m). Dále pokud ad ≡ bd (mod md), tj.md | ad − bd,
dostáváme p°ímo z de�nice d¥litelnosti, ºe m | a − b.

(5) Jestliºe a ≡ b (mod m), je a − b násobkem m, a proto také
násobkem d¥litele d £ísla m, odkud a ≡ b (mod d).

(6) P°edpokládejme, ºe a ≡ b (mod m), b = b1d, m = m1d.
Pak existuje t ∈ Z tak, ºe a = b + mt = b1d + m1dt =
= (b1 +m1t)d, a tedy d | a.

(7) Je-li a ≡ b (mod m1), a ≡ b (mod m2), . . . , a ≡ b

(mod mk), pak je rozdíl a − b spole£ným násobkem
£ísel m1,m2, . . . , mk , a je tedy d¥litelný jejich nejmen²ím
spole£ným násobkem [m1, m2, . . . , mk], odkud plyne a ≡ b
(mod [m1, . . . , mk]).

□

Poznámka. N¥které vlastnosti kongruencí jsme dosud pouºívali,
aniº bychom to explicitn¥ zmínili � výsledek p°íkladu ∥10.3∥ lze
nyní p°eformulovat do tvaru �jestliºe a ≡ 1 (mod m), b ≡ 1
(mod m), pak také ab ≡ 1 (mod m)�, coº je speciální p°ípad
bodu (2) z p°edchozího tvrzení.

Nejde o náhodu, protoºe libovolné tvrzení pouºívající kongru-
ence m·ºeme p°epsat pomocí d¥litelnosti. Uºite£nost kongruencí
netkví v tom, ºe bychom pomocí nich mohli °e²it více úloh, neº
bez nich, ale v tom, ºe jde o velmi vhodný zp·sob zápisu, který vý-
razným zp·sobem zjednodu²uje jak vyjad°ování, tak n¥které pro-
vád¥né úvahy.

10.15. Aritmetické funkce.
Aritmetickou funkcí zde rozumíme jakoukoliv

funkci, jejímº de�ni£ním oborem je mnoºina p°iro-
zených £ísel.

De�nice. Rozloºme p°irozené £íslo n na prvo£ísla:
n = p

α1
1 · · ·pαk

k . Hodnotu Möbiovy funkce µ(n) de�nujeme
rovnu 0, pokud pro n¥které i platí αi > 1 a rovnu (−1)k

v opa£ném p°ípad¥. Dále de�nujeme µ(1) = 1 (coº je v souladu
s d°ív¥j²í konvencí, ºe 1 se rozkládá na �sou£in� nulového po£tu
prvo£ísel).

P°íklad. µ(4) = µ(22) = 0, µ(6) = µ(2 · 3) = (−1)2 = 1,
µ(2) = µ(3) = −1.

Dokáºeme nyní n¥kolik d·leºitých vlastnostíMöbiovy funkce,
zejména tzv.Möbiovu inverzní formuli.

Lemma. Pro n ∈ N \ {1} platí∑d|n µ(d) = 0.

D·kaz. Zapí²eme-li n ve tvaru n = pα1
1 · · ·pαk

k , pak v²ichni

d¥litelé d £ísla n jsou tvaru d = pβ1
1 · · ·pβk

k , kde 0 ≤ βi ≤ αi pro
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r·zným umíst¥ním uzlíku p r·zných p-tic ²perk· na ²¬·rce (coº ale

není p°ípad náhrdelník· sestavených pouze z jednoho typu ²perku).

Vidíme tedy, ºe po£et r·zných náhrdelník· je roven

ap − a
p
+ a,

coº zejména znamená, ºe musí platit p | ap − a.
Nap°íklad pro hodnoty a = 2, p = 5 tak ur£ujeme po£et ná-

hrdelník· dvou typ· ²perk· (A,B) délky p¥t. Dáme-li ze v²ech

25 r·zn¥ navle£ených ²¬·rek stranou 2 náhrdelníky tvo°ené

pouze jedním typem (AAAAA,BBBBB), pak dále máme
25−2

5 = 6 náhrdelník·, které na sebe nelze p°evést otá£ením

(ABBBB,AABBB,AAABB,AAAAB,ABABB,AABAB). □

Eulerova v¥ta a °ády £ísel modulom. Díky Eulerov¥ v¥t¥ máme pro

kaºdé a ∈ Z nesoud¥lné s modulem m zaji²t¥nu existenci jeho °ádu,

tj. nejmen²ího p°irozeného £ísla n spl¬ujícího an ≡ 1 (mod m). Vý-
znamná jsou zejména ta £ísla a, která mají °ád roven φ(m), tzv. primi-

tivní ko°eny modulo m.

10.24. Ur£ete poslední dvoj£íslí £ísla 72013.

�e²ení. Snadno se uvidí, ºe °ád 7 modulo 100 je roven

£ty°em � nap°. proto, ºe 72 = 49 a 492 = (50 − 1)2 =
= 502 − 2 · 50 + 1 ≡ 1 (mod 100). Sta£í tedy ur£it zbytek

r £ísla 2013 po d¥lení £ty°mi, pak totiº 72013 ≡ 7r (mod 100). Ale
z°ejm¥ r = 1, proto je hledané poslední dvoj£íslí rovno 07. □

10.25. Ur£ete poslední cifru £ísel

i) 3579
,

ii) 373737
,

iii) 121314
.

⃝

10.26.

i) Ur£ete zbytek po d¥lení £ísla 250 + 350 + 450 £íslem 17.
ii) Ur£ete zbytek po d¥lení £ísla 2181 + 3181 + 5181 £íslem 37.

�e²ení.

i) Podle Fermatovy v¥ty je 216 ≡ 316 ≡ 416 ≡ 1 (mod 17).
Protoºe 50 ≡ 2 (mod 16), dostáváme

250 + 350 + 450 ≡ 22 + 32 + 42 ≡ 12 (mod 17) .
ii) Podobn¥ 236 ≡ 336 ≡ 536 ≡ 1 (mod 37), proto

2181 + 3181 + 5181 ≡ 2+ 3+ 5 ≡ 10 (mod 37) . □

10.27. Dokaºte, ºe pro v²echna lichá n ∈ N platí n | 2n! − 1. ⃝
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v²echna i ∈ {1, . . . , k}. Proto∑
d|n

µ(d) =
∑

(β1,...,βk)∈(N∪{0})k
0≤βi≤αi

µ
(
p
β1
1 · · ·pβk

k

)
=

=
∑

(β1,...,βk)∈{0,1}k
µ
(
p
β1
1 · · ·pβk

k

)
=

= (k0)+ (k1) · (−1)+ (k2) · (−1)2 + · · · + (k
k

) · (−1)k =
= (1+ (−1))k = 0.

p°i£emº jsme ve t°etí rovnosti vyuºili kombinatorickou úvahu �
s£ítanec

(
k
ℓ

)
(−1)ℓ udává p°ísp¥vek d¥litel· d = pβ1

1 · · ·pβk

k s vlast-
ností, ºe práv¥ ℓ z exponent·β1, . . . , βk je rovno jedné; t¥ch je totiº(
k
ℓ

)
a pro kaºdý z nich platí, ºe µ(pβ1

1 · · ·pβk

k ) = (−1)ℓ. □

SMöbiovou funkcí úzce souvisí pojemDirichlet·v sou£in (téº
Dirichletova konvoluce).

De�nice. Bu¤te f, g aritmetické funkce. JejichDirichlet·v sou£in
je de�nován p°edpisem

(f ◦ g)(n) =
∑
d|n

f (d) · g ( n
d

) = ∑
d1d2=n

f (d1) · g(d2).

Lemma. Dirichlet·v sou£in je asociativní.

D·kaz.

((f ◦g)◦h)(n) =
∑

d1d2d3=n
f (d1) ·g(d2) ·h(d3) = (f ◦ (g ◦h))(n)

□

P°íklad. De�nujme dv¥ pomocné funkce I a I p°edpisem
I(1) = 1, I(n) = 0 pro v²echna n > 1, resp. I (n) = 1 pro
v²echna n ∈ N. Pak pro kaºdou aritmetickou funkci f platí:

f ◦ I = I ◦ f = f a (I ◦ f )(n) = (f ◦ I )(n) =
∑
d|n

f (d).

Dále platí I ◦ µ = µ ◦ I = I, nebo´

(I ◦ µ)(n) =
∑
d|n

I (d)µ
(
n
d

) =∑
d|n

I
(
n
d

)
µ(d) =

=
∑
d|n

µ(d) = 0 pro v²echna n > 1

podle lemmatu za de�nicí Möbiovy funkce (pro n = 1 je tvrzení
z°ejmé).

V¥ta (Möbiova inverzní formule). Nech´ je aritmetická
funkce F de�novaná pomocí aritmetické funkce f p°edpisem
F(n) = ∑

d|n f (d). Pak lze funkci f vyjád°it ve tvaru

f (n) =
∑
d|n

µ
(
n
d

) · F(d).
D·kaz. Vztah F(n) = ∑

d|n f (d) lze jiným zp·sobem za-
psat jako F = f ◦ I . Proto F ◦µ = (f ◦ I ) ◦µ = f ◦ (I ◦µ) =
= f ◦ I = f , coº je tvrzení v¥ty. □

De�nice. Multiplikativní funkcí p°irozených £ísel rozumíme tako-
vou aritmetickou funkci, která pro v²echny dvojice nesoud¥lných
£ísel a, b ∈ N spl¬uje

f (a · b) = f (a) · f (b).
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10.28.

i) Ur£ete poslední £íslici £ísla 79573

.

ii) Ur£ete zbytek po d¥lení jedenácti £ísla 151413
.

�e²ení.

i) �ád 7 modulo 100 je podle p°íkladu ∥10.24∥ roven £ty°em,

proto sta£í zjistit zbytek (nehorázn¥ velkého) exponentu po

d¥lení £ty°mi. Protoºe platí 9 ≡ 1 (mod 4), dává i celý ex-

ponent zbytek 1 po d¥lení £ty°mi, a proto je hledaná poslední

£íslice rovna 71 = 7.
ii) �ád £ísla 15 ≡ 4 (mod 11) je roven 5 (coº zjistíme bu¤

p°ímým výpo£tem, nebo protoºe 2 je primitivní ko°en mo-

dulo 11 (viz téº p°íklad ∥10.32∥), pak z v¥ty 10.18 dosta-

neme, ºe °ád 4 = 22 je roven 10
(10,2) = 5). Sta£í tedy ur£it

zbytek exponentu modulo 5, tedy

1413 ≡ (−1)13 = −1 ≡ 4 (mod 5),

proto je hledaný zbytek roven 44 = 28 = 256 ≡ 6−5+2 =
= 3 (mod 11). (Mohli jsme téº postupovat tak, ºe 44 ≡
≡ 4−1 ≡ 3 (mod 11).) □

10.29. Ur£ete poslední dv¥ cifry v dekadickém rozvoji £ísla 141414
.

�e²ení. Zajímá nás zbytek £ísla a = 141414
po d¥lení 100.

Protoºe je ale (14, 100) > 1, nelze hovo°it o °ádu £ísla 14
modulo 100 a rad¥ji proto rozloºíme modul na nesoud¥lné

faktory 100 = 4 · 25. Z°ejm¥ 4 | a, sta£í tedy zjistit, s £ím je a kongru-

entní modulo 25. Podle Eulerovy v¥ty je

14φ(25) = 1420 ≡ 1 (mod 25),

proto nás bude zajímat zbytek £ísla 1414 po d¥lení 20 = 4 · 5. Op¥t
triviáln¥ 4 | 1414 a dále 1414 ≡ (−1)14 = 1 (mod 5), proto je

1414 ≡ 16 (mod 20).

Celkem tedy

141414 ≡ 1416 = 216 · 716 (mod 25).

Dal²í výpo£ty si zna£n¥ usnadníme, uv¥domíme-li si, ºe

72 ≡ −1 (mod 25) a 25 ≡ 7 (mod 25).

Pak totiº

141414 ≡ 216 · 716 ≡ (25)3 · 2 · 716 ≡
≡ 73 · 2 · 716 ≡ 2 · 719 ≡ 2 · (−1)9 · 7 = 11 (mod 25).

Hledáme tedy £íslo men²í neº 100, které je násobkem £ty° a po

d¥lení 25 dává zbytek 11 � takovým je z°ejm¥ pouze £íslo 36. □
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P°íklad. Multiplikativními funkcemi jsou (jak se lze snadno
p°esv¥d£it p°ímo z jejich de�nice) nap°. funkce σ(n), τ(n), £iµ(n)
nebo, jak brzy dokáºeme, tzv. Eulerova funkce φ(n).

Eulerova funkce φ

Pro p°irozené £íslo n de�nujme Eulerovu funkci φ p°edpisem

φ(n) = |{a ∈ N | 0 < a ≤ n, (a, n) = 1}|

P°íklad. φ(1) = 1, φ(5) = 4, φ(6) = 2. Je-li p prvo£íslo, je
z°ejm¥ φ(p) = p − 1 (v²echna p°irozená £ísla men²í neº p jsou
s ním nesoud¥lná).

Nyní dokáºeme n¥kolik d·leºitých tvrzení o funkci φ.

Lemma. Nech´ n ∈ N. Pak
∑
d|n φ(d) = n.

D·kaz. Uvaºme n zlomk·

1
n
,

2
n
,

3
n
, . . . ,

n− 1
n

,
n

n
.

Zkrátíme-li zlomky na základní tvar a seskupíme podle jmenova-
tel·, snadno dostaneme práv¥ uvedené tvrzení. □

V¥ta. Nech´ n ∈ N, jehoº prvo£íselný rozklad je tvaru
n = p

α1
1 · · · pαk

k . Pak

φ(n) = n ·
(

1− 1
p1

)
· · ·
(

1− 1
pk

)
.

D·kaz. S vyuºitím p°edchozího lemmatu a Möbiovy
inverzní formule dostáváme

φ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
=

= n− n

p1
− · · · − n

pk
+ · · · + (−1)k

n

p1 · · ·pk =

= n ·
(

1− 1
p1

)
· · ·
(

1− 1
pk

)
.

□

Poznámka. P°edchozí výsledek lze obdrºet i bez pouºití Möbi-
ovy inverzní formule pomocí principu inkluze a exkluze na základ¥
zji²t¥ní po£tu £ísel soud¥lných s n v ur£itém intervalu.

Z v¥ty p°ímo vyplývá, ºe Eulerova funkce je multiplikativní
aritmetická funkce.

D·sledek. Nech´ a, b ∈ N, (a, b) = 1. Pak

φ(a · b) = φ(a) · φ(b).
Poznámka. Rovn¥º toto tvrzení lze odvodit nezávisle na základ¥
poznatku (n, ab) = 1 ⇐⇒ (n, a) = 1 ∧ (n, b) = 1. Spolu se
snadno odvoditelným výsledkem

φ(pα) = pα − pα−1 = (p − 1) · pα−1

pak lze odvodit vztah pro výpo£et φ jiº t°etím zp·sobem.

603

10.30. Ur£ete poslední t°i cifry £ísla 121011
.

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu budeme zkoumat zbytky

po d¥lení nesoud¥lnými £ísly 125 a 8. Víme, ºe (12, 125) = 1 a

φ(125) = 100, proto

121011 ≡ 12102·109 =
(

12102
)109

≡ 1109 ≡ 1 (mod 125).

Protoºe 4 | 12, je 121011
d¥litelné dokonce £íslem 41011

, tím spí²e i £ís-

lem 8, tedy 121011 ≡ 0 (mod 8). Podle �ínské zbytkové v¥ty existuje
mezi £ísly 0, 1, . . . , 999 práv¥ jedno takové, ºe dává zbytek 1 po d¥lení
£íslem 125 a je d¥litelné osmi. To je £íslo 376 (toto £íslo m·ºeme

snadno najít nap°íklad tak, ºe procházíme násobky £ísla 125, zv¥t²íme

je o jedna a poté zkoumáme d¥litelnost osmi). Poslední t°i cifry £ísla

131011
jsou tedy 376. □

10.31. Rozhodn¥te, pro která p°irozená £ísla n je £íslo 5n − 4n − 3n

d¥litelné jedenácti.

�e²ení. �ády £ísel 3, 4 i 5 jsou ve v²ech p°ípadech rovny p¥ti,

proto sta£í prozkoumat n ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Z tabulky

n 0 1 2 3 4
5n mod 11 1 5 3 4 9
4n mod 11 1 4 5 9 3
3n mod 11 1 3 9 5 4

je vid¥t, ºe jedin¥ v p°ípad¥ n ≡ 2 (mod 5) je 3−5−9 ≡ 0 (mod 11).
�e²ením jsou tedy v²echna p°irozená £ísla spl¬ující n ≡ 2

(mod 5). □

10.32. Primitivní ko°eny. Ukaºte, ºe neexistují primitivní ko°eny

modulo 8 a nalezn¥te n¥který primitivní ko°en modulo 11.

�e²ení. Sudá £ísla z°ejm¥ nemohou být primitivními ko°eny modulo

8, sta£í tedy vyzkou²et lichá. Lehce se spo£ítá 32 ≡ 52 ≡ 72 ≡ 1
(mod 8) a p°itom φ(8) = 4 > 2.

Ov¥°íme, ºe 2 je primitivním ko°enemmodulo 11. �ád £ísla 2 d¥lí

φ(11) = = 10, proto sta£í ov¥°it, ºe 22 ̸≡ 1 (mod 11) a 25 = 32 ≡
−1 ̸≡ 1 (mod 11). Je tedy skute£n¥ 10 °ádem £ísla 2 modulo 11. □

10.33. Postupn¥ ur£íme (s vyuºitím tvrzení z teoretické £ásti) primi-

tivní ko°eny modulo 41, 412 a 2 · 412.

�e²ení. Protoºe φ(41) = 40 = 23 ·5, je libovolné celé £íslo g, které je
s 41 nesoud¥lné, primitivním ko°enem modulo 41 práv¥ tehdy, kdyº

g20 ̸≡ 1 (mod 41) ∧ g8 ̸≡ 1 (mod 41).
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10.16. Malá Fermatova v¥ta, Eulerova v¥ta. Tato tvrzení pat°í
mezi nejd·leºit¥j²í výsledky elementární teorie £ísel
a budeme je velmi £asto vyuºívat v dal²ích nejen teo-
retických, ale zejména i praktických, úlohách.

V¥ta (Fermatova, Malá Fermatova). Nech´ a ∈ Z, p prvo£íslo,
p ∤ a. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

D·kaz. Tvrzení vyplyne jako snadný d·sledek Eulerovy v¥ty
(a spolu s ní je tak d·sledkem obecn¥j²ího tvrzení Lagrangeovy
v¥ty 11.10). Dá se ale dokázat i p°ímo (nap°. matematickou indukcí
nebo kombinatoricky, jak je uvedeno v p°íkladu ∥10.23∥). □

N¥kdy se Fermatova v¥ta uvádí v následující podob¥, která je
z°ejm¥ ekvivalentní p·vodnímu tvrzení.

D·sledek. Nech´ a ∈ Z, p prvo£íslo. Pak

ap ≡ a (mod p).

P°edtím neº zformulujeme a dokáºeme Eulerovu v¥tu,
zave¤me je²t¥ pot°ebné pojmy.

Soustava zbytk·

Úplná soustava zbytk· modulo m je libovolná m-tice £ísel po
dvou nekongruentních modulo m (nej£ast¥ji je pouºívána m-tice
0, 1, . . . , m − 1 nebo pro lichá m její �symetrická� varianta
−m−1

2 , . . . ,−1, 0, 1, . . . , m−1
2 ).

Redukovaná soustava zbytk·modulom je libovolná φ(m)-tice
£ísel nesoud¥lných s m a po dvou nekongruentních modulo m.

Lemma. Nech´ x1, x2, . . . , xφ(m) tvo°í redukovanou soustavu
zbytk· modulo m. Je-li a ∈ Z, (a,m) = 1, pak i £ísla
a · x1, . . . , a · xφ(m) tvo°í redukovanou soustavu zbytk· modulom.

D·kaz. Protoºe (a,m) = 1 a (xi,m) = 1, platí
(a · xi, m) = 1. Dále kdyby pro n¥jaká i, j platilo a · xi ≡
≡ a · xj (mod m), po vyd¥lení obou stran kongruence £íslem
a nesoud¥lným s m bychom dostali xi ≡ xj (mod m), coº by
znamenalo, ºe ani p·vodní φ(m)-tice netvo°ila redukovanou
soustavu zbytk·. □
V¥ta (Eulerova). Nech´ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Pak

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

D·kaz. Bu¤ x1, x2, . . . , xφ(m) libovolná redukovaná
soustava zbytk· modulo m. Podle p°edchozího lemmatu
je i a · x1, . . . , a · xφ(m) redukovaná soustava zbytk· mo-
dulo m. Platí tedy, ºe pro kaºdé i ∈ {1, 2, . . . , φ(m)}
existuje jediné j ∈ {1, 2, . . . , φ(m)} tak, ºe a · xi ≡ xj
(mod m). Vynásobením t¥chto kongruencí dostáváme
(a · x1) · (a · x2) · · · (a · xφ(m)) ≡ x1 · x2 · · · xφ(m) (mod m). Po
úprav¥

aφ(m) · x1 · x2 · · · xφ(m) ≡ x1 · x2 · · · xφ(m) (mod m)

a vyd¥lením £íslem x1 · x2 · · · xφ(m) dostaneme poºadované. □
Poznámka. Eulerova v¥ta je rovn¥º d·sledkem Lagrangeovy v¥ty
(viz 11.10) uplatn¥ným na grupu (Z×

m, ·). D·kaz Eulerovy v¥ty vy-
uºíval toho, ºe násobení £íslem a nesoud¥lným sm je v algebraické
°e£i automor�smem grupy (Z×

m, ·).

604

Vyzkou²ejme tedy potenciální kandidáty po °ad¥ od nejmen²ího:

g = 2 : 28 = 25 · 23 ≡ −9 · 8 ≡ 10 (mod 41),

220 = (25)4 ≡ (−9)4 = 812 ≡ (−1)2 = 1 (mod 41),

g = 3 : 38 = (34)2 ≡ (−1)2 = 1 (mod 41),

g = 4 : °ád 4 = 22 vºdy d¥lí °ád 2,

g = 5 : 58 = (52)4 ≡ (−24)4 = 216 = (28)2 ≡
≡ 102 ≡ 18 (mod 41),

520 = (52)10 ≡ (−24)10 = 240 = (220)2 ≡ 1 (mod 41),

g = 6 : 68 = 28 · 38 ≡ 10 · 1 = 10 (mod 41),

620 = 220 · 320 ≡ 220 · (38)2 · 34 ≡
≡ 1 · 1 · (−1) = −1 (mod 41).

Dokázali jsme tak, ºe 6 je (nejmen²í kladný) primitivní ko°en mo-

dulo 41 (pokud by nás zajímaly i ostatní primitivní ko°eny modulo 41,

tak bychom je dostali umocn¥ním 6 na v²echna £ísla od 1 do 40, která

jsou se 40 nesoud¥lná � je jich práv¥φ(40) = φ(23·5) = 16 a jsou jimi

tyto zbytky modulo 41: ±6,±7,±11,±12,±13,±15,±17,±19).
Dokáºeme-li nyní, ºe 640 ̸≡ 1 (mod 412), budeme v¥d¥t, ºe 6 je

i primitivním ko°enem modulo libovolná mocnina 41 (pokud bychom

�m¥li sm·lu� a vy²lo by, ºe 640 ≡ 1 (mod 412), pak by primitiv-

ním ko°enem modulo 412 bylo £íslo 47 = 6 + 41). P°i ov¥°ení pod-
mínky si vypom·ºeme n¥kolika triky (tzv. modulární reprezentace

£ísel), abychom se obe²li bez manipulace s velkými £ísly.

Nejprve vypo£t¥me zbytek po d¥lení 68 £íslem 412; k tomu se nám

bude hodit vypo£ítat zbytek po d¥lení £ísel 28 a 38:

28 = 256 = 6 · 41+ 10 (mod 412),

38 = (34)2 = (2 · 41− 1)2 ≡ −4 · 41+ 1 (mod 412).

Pak

68 = 28 · 38 ≡ (6 · 41+ 10)(−4 · 41+ 1) ≡
≡ −34 · 41+ 10 ≡ 7 · 41+ 10 (mod 412)

a

640 = (68)5 ≡ (7 · 41+ 10)5 ≡ (105 + 5 · 7 · 41 · 104) =
= 104(10+ 35 · 41) ≡ (−2 · 41− 4)(−6 · 41+ 10) ≡
≡ (4 · 41− 40) = 124 ̸≡ 1 (mod 412).

P°itom jsme vyuºili toho, ºe 104 = 6·412−86, tj. 104 ≡ −2·41−4
(mod 412).
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S Eulerovou funkcí a Eulerovou v¥tou úzce souvisí d·leºitý
pojem °ád £ísla modulo m � i v tomto p°ípad¥ jde jen o jinak na-
zvaný °ád prvku v grup¥ invertibilních zbytkových t°íd modulo m:

�ád £ísla

Nech´ a ∈ Z, m ∈ N (a,m) = 1. �ádem £ísla a modulo m
rozumíme nejmen²í p°irozené £íslo n spl¬ující

an ≡ 1 (mod m).

To, ºe je °ád v·bec de�nován, plyne z Eulerovy v¥ty � pro
kaºdé £íslo nesoud¥lné s modulem je totiº jist¥ jeho °ád nejvý²e
roven φ(m). Jak pozd¥ji uvidíme, velmi d·leºitá jsou práv¥ ta £ísla,
jejichº °ád je roven práv¥ φ(m) � tato £ísla nazýváme primitivními
ko°eny modulo m a hrají d·leºitou roli mj. p°i °e²ení binomických
kongruencí. Tento pojem je p°itom jen jiným názvem pro generátor
grupy (Z×

m, ·).
P°íklad. �ád £ísla 2 modulo 7 je roven 3, nebo´ 21 = 2 ̸≡ 1
(mod 7), 22 = 4 ̸≡ 1 (mod 7), 23 = 8 ≡ 1 (mod 7).

Uve¤me nyní n¥kolik tvrzení udávajících vlastnosti °ádu £ísla
modulo m:

Lemma. Nech´ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliºe
a ≡ b (mod m), pak ob¥ £ísla a, b mají stejný °ád modulo m.

D·kaz. Umocn¥ním kongruence a ≡ b (mod m) na n-tou
dostaneme an ≡ bn (mod m), tedy

an ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ bn ≡ 1 (mod m). □

Lemma. Nech´ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li °ád £ísla a mo-
dulo m roven r · s, (kde r, s ∈ N), pak °ád £ísla ar modulo m je
roven s.

D·kaz. Protoºe ºádné z £ísel a, a2, a3, . . . , ars−1

není kongruentní s 1 modulo m, není ani ºádné z £ísel
ar , a2r , a3r , . . . , a(s−1)r kongruentní s 1. Platí ale (ar)s ≡ 1
(mod m), proto je °ád ar modulo m roven s. □

Opak obecn¥ neplatí � z toho, ºe °ád £ísla ar modulo m je
roven s, je²t¥ neplyne, ºe °ád £ísla a modulo m je r · s.
P°íklad. Nap° pro m = 13 a £ísla a = 3, b = −4 máme
a2 = 9, a3 = 27 ≡ 1 (mod 13), proto je °ád a mod 13 roven
3. Podobn¥ b2 = 16 ̸≡ 1 (mod 13), b3 = −64 ≡ 1 (mod 13)
a b má tedy modulo 13 °ád 3. P°itom b2 = (−4)2 = 16 ≡ 3 = a
(mod 13) má stejný °ád 3 jako £íslo a, ale £íslo b nemá °ád 2 · 3.

P°esný popis závislosti °ádu na exponentu dávají následující
dv¥ v¥ty.

10.17. V¥ta. Nech´ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Ozna£me r °ád
£ísla a modulo m. Pak pro libovolná t, s ∈ N ∪ {0} platí

at ≡ as (mod m) ⇐⇒ t ≡ s (mod r).

D·kaz. Bez újmy na obecnosti lze p°edpokládat, ºe t ≥ s.
Vyd¥líme-li £íslo t − s £íslem r se zbytkem, dostaneme t − s =
= q · r + z, kde q, z ∈ N0, 0 ≤ z < r.

�⇐� Protoºe t ≡ s (mod r), máme z = 0, a tedy at−s = aqr =
= (ar)q ≡ 1q (mod m). Vynásobením obou stran kongruence
£íslem as dostaneme tvrzení.
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Je tedy 6 primitivním ko°enem modulo 412 a protoºe je to sudé

£íslo, je primitivním ko°enem modulo 2 · 412 £íslo 1687 = 6 + 412

(nejmen²ím kladným primitivním ko°enem modulo 2 · 412 je p°itom

£íslo 7). □

Möbiova inverzní formule a ireducibilní polynomy. V teoretické

£ásti dokazujeme vlastnosti Eulerovy funkce pomocí tzv.Mö-

biovy inverzní formule.

Tato formule ve svém standardním tvaru dává do souvislosti vy-

jád°ení aritmetické funkce p°irozených £ísel F pomocí funkce f ve

tvaru

F(n) =
∑
d|n
f (d)

s inverzním vyjád°ením funkce f pomocí funkce F ve tvaru

f (n) =
∑
d|n
µ( n

d
) · F(d).

Hodnota funkce µ(n) je ur£ena rozkladem jejího argumentu na

prvo£initele takto:

• je-li v rozkladu n¥které prvo£íslo ve vy²²í neº první mocnin¥,

pak je µ(n) = 0,
• jinak je µ(n) = (−1)k, kde k je po£et prvo£ísel v rozkladu.

Tuto formuli lze p°itom zobecnit mnoha zp·soby � zejména platí

v situaci, kdy jsou F a f funkcemi z N do libovolné abelovské grupy

(G, ·). V takovém p°ípad¥ má (p°i chápání operace v G jako multipli-

kativní) formule tvar

f (n) =
∑
d|n
F(d)

µ
(
n
d

)
.

Ukaºme si pouºití Möbiovy inverzní formule na komplexn¥j²ím

p°íkladu z teorie kone£ných t¥les. Uvaºme p-prvkové t¥leso Fp (tedy
okruh zbytkových t°íd modulo libovolné prvo£íslo p) a zkoumejme

po£et Nd normovaných ireducibilních polynom· daného stupn¥ d nad

tímto t¥lesem. Ozna£me Sd(x) sou£in v²ech takových polynom·. Z te-

orie kone£ných t¥les si vyp·j£íme (nep°íli² t¥ºké) tvrzení, které °íká,

ºe pro libovolné n ∈ N platí

xp
n − x =

∏
d|n
Sd(x).

Porovnáním stup¬· polynom· na obou stranách dostaneme vztah

pn =
∑
d|n
dNd,

odkud ihned aplikací standardní Möbiovy inverzní formule dostaneme

Nn = 1
n

∑
d|n
µ
(n
d

)
pd .
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�⇒� Ze vztahu at ≡ as (mod m) plyne as · aqr+z ≡ as

(mod m). Protoºe je ar ≡ 1 (mod m), je rovn¥º aqr+z ≡ az

(mod m). Celkem po vyd¥lení obou stran první kongruence £íslem
as (které je nesoud¥lné s modulem), dostáváme az ≡ 1 (mod m).
Protoºe z < r, plyne z de�nice °ádu, ºe z = 0, a tedy r | t−s. □

Z°ejmým d·sledkem p°edchozí v¥ty a Eulerovy v¥ty je násle-
dující tvrzení (jehoº druhá £ást je p°eformulováním Lagrangeovy
v¥ty 11.10 pro na²i situaci):

D·sledek. Nech´ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Ozna£me r °ád
£ísla a modulo m.

(1) Pro libovolné n ∈ N ∪ {0} platí
an ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ r | n.

(2) r | φ(m)
Následující v¥ta je zobecn¥ním p°edchozího lemmatu.

10.18. V¥ta. Nech´ m, n ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li °ád £ísla
a modulo m roven r, je °ád £ísla an modulo m roven r

(n,r)
.

D·kaz. Protoºe r·n
(r,n)

= [r, n], coº je z°ejm¥ násobek r,
máme

(an)
r

(r,n) = a[r,n] ≡ 1 (mod m)

(poslední vztah plyne z p°edchozího d·sledku, nebo´ r | [r, n]). Na
druhou stranu je-li k ∈ N libovolné takové, ºe (an)k = an·k ≡ 1
(mod m), dostáváme (protoºe r je °ád a), ºe r | n · k. Dále víme,
ºe r

(n,r)
| n
(n,r)
· k, odkud díky nesoud¥lnosti £ísel r

(n,r)
a n
(n,r)

dostáváme r
(n,r)
| k. Proto je r

(n,r)
°ádem £ísla an modulo m. □

Poslední z této °ady tvrzení dává do souvislosti °ády dvou £ísel
a °ád jejich sou£inu:

Lemma. Nech´ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliºe
a je °ádu r a b je °ádu s modulo m, kde (r, s) = 1, pak £íslo a · b
je °ádu r · s modulo m.

D·kaz. Ozna£me δ °ád £ísla a · b. Pak (ab)δ ≡ 1 (mod m),
z £ehoº umocn¥ním obou stran kongruence na r-tou dostaneme
arδ brδ ≡ 1 (mod m). Protoºe je r °ádem £ísla a, je ar ≡ 1
(mod m), tj. brδ ≡ 1 (mod m), a proto s | rδ. Z nesoud¥lnosti
r a s plyne s | δ. Analogicky dostaneme i r | δ, a tedy (op¥t s vyu-
ºitím nesoud¥lnosti r, s) r ·s | δ. Obrácen¥ z°ejm¥ platí (ab)rs ≡ 1
(mod m), proto δ | rs. Celkem tedy δ = rs. □

10.19. Primitivní ko°eny. Mezi £ísly nesoud¥lnými s modulem
m (tedy mezi prvky redukované soustavy zbytk· mo-
dulo m) jsou nejd·leºit¥j²í ta z nich, která mají °ád
roven φ(m). Postupným umoc¬ováním takového £ísla
lze totiº získat v²echny moºné prvky redukované sou-

stavy zbytk· (resp. £ísla s nimi kongruentní) a místo uvaºování
prvk· redukované soustavy zbytk· modulo m v r·zných úlohách
tak m·ºeme pracovat s mocninami konkrétního £ísla, coº je ob-
vykle jednodu²²í (viz nap°. d·kaz v¥ty 10.31 o binomických kon-
gruencích).

Primitivní ko°en

Nech´ m ∈ N. Celé £íslo g ∈ Z, (g,m) = 1 nazveme pri-
mitivním ko°enem modulo m, pokud je jeho °ád modulo m roven
φ(m).
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Zejména pak odtud plyne, ºe pro libovolné n ∈ N je

Nn = 1
n
(pn − · · · + µ(n)p) ̸= 0, nebo´ výraz v závorce je

sou£tem r·zných mocnin p vynásobených koe�cienty ±1, a nem·ºe

tak být roven 0. Proto existují ireducibilní polynomy nad Fp libovol-

ného stupn¥ n, a existují tedy i kone£ná t¥lesa Fpn , která mají pn

prvk· pro libovolné prvo£íslo p a p°irozené £íslo n (v kapitole 11 si

ukáºeme, ºe takové t¥leso se konstruuje jako faktorokruh Fp[x]/(f )
okruhu polynom· nad Fp podle ideálu generovaného ireducibilním

polynomem f ∈ Fp[x] stupn¥ n, jehoº existenci jsme práv¥

dokázali).

10.34. Ur£ete po£et ireducibilních polynom· nadZ2 stupn¥ 5 a po£et

normovaných ireducibilních polynom· nad Z3 stupn¥ 4.

�e²ení. Podle dokázaného vztahu je po£et (normovaných) ireducibil-

ních polynom· nad Z2 stupn¥ 5 roven

N5 = 1
5

∑
d|5
µ
( 5
d

)
2d = 1

5

(
µ(1) · 25 + µ(5) · 2) = 6.

Nad Z3 je po£et normovaných ireducibilních polynom· stupn¥

£ty°i roven

N4 = 1
4

∑
d|4 µ

( 4
d

)
3d = 1

4

(
µ(1) · 34 + µ(2) · 32 + µ(4)31

) =
= 1

4(81− 9) = 18 . □

C. �e²ení kongruencí

Lineární kongruence. Následující p°íklad ukáºe, ºe postup uvedený

v d·kazu v¥ty 10.24 o °e²itelnosti lineárních kon-

gruencí (který vyuºívá Eulerovu v¥tu) obvykle

není tím nejefektivn¥j²ím � s výhodou lze pouºít

jak Bezoutovu v¥tu, tak ekvivalentní úpravy °e²ené kongruence.

10.35. �e²te kongruenci

39x ≡ 41 (mod 47).

�e²ení.

i) Nejprve vyuºijeme Eulerovu v¥tu.

Protoºe (39, 47) = 1, platí

39φ(47) = 3946 ≡ 1 (mod 47),

tj.

3945 · 39︸ ︷︷ ︸
3946≡1

x ≡ 3945 · 41 (mod 47),

z £ehoº uº dostáváme

x ≡ 3945 · 41 (mod 47).
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Lemma. Je-li g primitivní ko°en modulo m, pak pro kaºdé £íslo
a ∈ Z, (a,m) = 1, existuje jediné xa ∈ Z, 0 ≤ xa < φ(m)

s vlastností gxa ≡ a (mod m).

Zobrazení a 7→ xa se nazývá diskrétní logaritmus, p°íp. in-
dex £ísla a (vzhledem k danému m a za�xovanému primitivnímu
ko°eni g) a je bijekcí mezi mnoºinami

{a ∈ Z; (a,m) = 1, 0 < a < m} a {x ∈ Z; 0 ≤ x < φ(m)}.
D·kaz. P°edpokládejme, ºe pro x, y ∈ Z, 0 ≤ x, y < φ(m)

je gx ≡ gy (mod m). Z vlastností °ádu pak x ≡ y (mod φ(m)),
tj. x = y, proto je zobrazení injektivní. Vzhledem k tomu, ºe jde
o zobrazení mezi dv¥ma kone£nými mnoºinami o stejném po£tu
prvk·, je nutn¥ i surjektivní. □

Pokud pro p°irozené £íslo existují primitivní ko°eny, tak jich
mezi £ísly 1, 2, . . . , m existuje práv¥ φ(φ(m)). Je-li totiº g primi-
tivní ko°en a a ∈ {1, 2, . . . , φ(m)} libovolné, pak ga má podle v¥ty
10.18 °ád φ(m)

(a,φ(m))
, coº je rovno φ(m) práv¥ tehdy, je-li (a, φ(m)) =

1. Takových a je v mnoºin¥ {1, 2, . . . , φ(m)} práv¥ φ(φ(m)).
Nyní ukáºeme, ºe primitivní ko°eny existují pro dostate£né

mnoºství modul· m.

10.20. V¥ta (Existence primitivních ko°en·). Bu¤ m ∈ N, m > 1.
Primitivní ko°eny modulo m existují práv¥ tehdy, kdyº m spl¬uje
n¥kterou z následujících podmínek:

• m = 2 nebo m = 4,
• m je mocnina lichého prvo£ísla,
• m je dvojnásobek mocniny lichého prvo£ísla.

D·kaz v¥ty provedeme v n¥kolika krocích. Snadno je vid¥t, ºe
primitivní ko°en modulo 2 je 1 a ºe modulo 4 je primitiv-
ním ko°enem £íslo 3. Dále ukáºeme, ºe primitivní ko°eny
existují modulo libovolné liché prvo£íslo (v algebraické ter-
minologii tak vlastn¥ jiným zp·sobem dokáºeme, ºe grupa

(Z×
m, ·) invertibilních zbytkových t°íd modulo prvo£íselném je cyk-

lická, viz téº 11.8).

Tvrzení. Nech´ p je liché prvo£íslo. Pak existují primitivní ko°eny
modulo p.

D·kaz. Ozna£me r1, r2, . . . , rp−1 °ády £ísel 1, 2, . . . , p − 1
modulo p. Bu¤ δ = [r1, r2, . . . , rp−1] nejmen²í spole£ný násobek
t¥chto °ád·. Ukáºeme, ºe mezi £ísly 1, 2, . . . , p − 1 existuje £íslo
°ádu δ a ºe δ = p − 1.

Nech´ δ = qα1
1 · · · qαk

k je rozklad δ na prvo£ísla. Pro libovolné
s ∈ {1, . . . , k} existuje c ∈ {1, . . . , p−1} tak, ºe qαs

s | rc (jinak by
existoval men²í spole£ný násobek £ísel r1, r2, . . . , rp−1 neº je δ),
proto existuje b ∈ Z tak, ºe rc = b · qαs

s . Protoºe c má °ád rc, má
£íslo gs := cb podle v¥ty 10.18 o °ádech mocnin °ád roven qαs

s .
Provedením p°edchozí úvahy pro libovolné s ∈ {1, . . . , k} do-

staneme £ísla g1, . . . , gk a m·ºeme poloºit g := g1 · · · gk . Z vlast-
ností °ádu sou£inu dostáváme, ºe °ád g je roven sou£inu °ád· £ísel
g1, . . . , gk , tj. £íslu q

α1
1 · · · qαk

k = δ.
Nyní dokáºeme, ºe δ = p − 1. Protoºe °ády £ísel 1, 2, . . . ,

p − 1 d¥lí δ, dostáváme pro libovolné x ∈ {1, 2, . . . , p − 1}
vztah xδ ≡ 1 (mod p). Kongruence stupn¥ δ modulo prvo£íslo p
má podle v¥ty 10.29 nejvý²e δ °e²ení (v algebraické terminologii
jde vlastn¥ o hledání ko°en· polynom· nad t¥lesem, kterých, jak
uvidíme v £ásti 11.17, je nejvý²e tolik, kolik je stupe¬ polynomu).
Ukázali jsme ale, ºe tato kongruence má p− 1 °e²ení, proto nutn¥
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Úplné °e²ení vyºaduje je²t¥ vypo£tení zbytku po d¥lení £ísla

3945 ·41 £íslem 47, ale to jiº jist¥ laskavý £tená° zvládne sám
a zjistí výsledek x ≡ 36 (mod 47).

ii) Dal²í moºností je vyuºít Bezoutovu v¥tu.

Euklidovým algoritmem pro vypo£tení (39, 47) dostáváme

47 = 1 · 39+ 8,

39 = 4 · 8+ 7,

8 = 1 · 7+ 1.

Z £ehoº zp¥tným odvozením dostáváme

1 = 8− 7 = 8− (39− 4 · 8) = 5 · 8− 39 =
= 5 · (47− 39)− 39 = 5 · 47− 6 · 39.

Uváºíme-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme

1 ≡ −6 · 39 (mod 47), / · 41

41 ≡ 41 · (−6)︸ ︷︷ ︸ ·39 (mod 47), / · 41

x ≡ 41 · (−6) (mod 47),

x ≡ −246 (mod 47),

x ≡ 36 (mod 47).

Poznamenejme, ºe tento zp·sob je obvykle pouºíván

v p°íslu²ných softwarových nástrojích � je totiº efektivní

a dob°e algoritmizovatelný.

iii) Obvykle nejrychlej²ím (alespo¬ p°i ru£ním po£ítání), ale

nejh·°e algoritmizovatelným zp·sobem °e²ení je metoda

vyuºívající takových úprav kongruence, které zachovávají

mnoºinu °e²ení:

39x ≡ 41 (mod 47),

−8x ≡ −6 (mod 47), / : −2

4x ≡ 3 (mod 47),

4x ≡ −44 (mod 47), / : 4

x ≡ −11 (mod 47),

x ≡ 36 (mod 47).

□

Soustavy kongruencí. Pro °e²ení soustav (nejen lineárních) kongru-

encí je d·leºitá �ínská zbytková v¥ta, která garantuje jednozna£nost

°e²ení v p°ípad¥, ºe jsou moduly jednotlivých kongruencí po dvou ne-

soud¥lné.
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δ ≥ p−1. P°itom δ je (jakoºto °ád £ísla g) zárove¬ d¥litelem p−1,
odkud kone£n¥ dostáváme poºadovanou rovnost δ = p − 1. □

Nyní ukáºeme, ºe primitivní ko°eny existují dokonce modulo
mocniny lichých prvo£ísel. K tomu budeme pot°ebovat dv¥ po-
mocná tvrzení.

Lemma. Bu¤p liché prvo£íslo, ℓ ≥ 2 libovolné. Pak pro libovolné
a ∈ Z platí

(1+ ap)pℓ−2 ≡ 1+ apℓ−1 (mod pℓ).

D·kaz. Plyne snadno z binomické v¥ty s vyuºitím matema-
tické indukce vzhledem ℓ.
I. Pro ℓ = 2 tvrzení z°ejm¥ platí.
II. Nech´ tvrzení platí pro ℓ, dokáºeme jej i pro ℓ + 1. S vyuºi-
tím p°íkladu ∥10.15∥, kdy tvrzení pro ℓ umocníme na p-tou, do-
staneme

(1+ ap)pℓ−1 ≡ (1+ apℓ−1)p (mod pℓ+1).

Z binomické v¥ty p°itom plyne

(1+ apℓ−1)p = 1+ p · a · pℓ−1 +
p∑
k=2

(
p

k

)
akp(ℓ−1)k

a vzhledem k tomu, ºe podle p°íkladu ∥10.14∥ pro 1 < k < p

platí p | (p
k

)
, sta£í ukázat pℓ+1 | p1+(ℓ−1)k , coº je ekvivalentní

s 1 ≤ (k − 1)(ℓ − 1). Rovn¥º pro k = p dostáváme díky
p°edpokladu ℓ ≥ 2 vztah pℓ+1 | p(ℓ−1)p. □

Lemma. Bu¤p liché prvo£íslo, ℓ ≥ 2 libovolné. Pak pro libovolné
a ∈ Z spl¬ující p ∤ a platí, ºe °ád £ísla 1+ ap modulo pℓ je roven
pℓ−1.

D·kaz. Podle p°edchozího lemmatu je

(1+ ap)pℓ−1 ≡ 1+ apℓ (mod pℓ+1),

a uváºíme-li tuto kongruenci modulo pℓ, dostaneme

(1 + ap)p
ℓ−1 ≡ 1 (mod pℓ). P°itom p°ímo z p°edchozího

lemmatu a faktu p ∤ a plyne (1 + ap)pℓ−2 ̸≡ 1 (mod pℓ), coº
dává poºadované. □

Tvrzení. Bu¤ p liché prvo£íslo. Pak pro kaºdé ℓ ∈ N existuje
primitivní ko°en modulo pℓ.

D·kaz. Nech´ g je primitivní ko°en modulo p. Ukáºeme, ºe
pokud gp−1 ̸≡ 1 (mod p2), je g dokonce primitivním ko°enem
modulopℓ pro libovolné ℓ ∈ N. (Pokud by p°itom platilo gp−1 ≡ 1
(mod p2), pak (g+p)p−1 ≡ 1+ (p−1)gp−2p ̸≡ 1 (mod p2), a
mohli bychom tedy místo g volit za p·vodní primitivní ko°en s ním
kongruentní £íslo g + p.)

Nech´ tedy g spl¬uje gp−1 ̸≡ 1 (mod p2). Pak existuje
a ∈ Z, p ∤ a tak, ºe gp−1 = 1+ p · a. Ukáºeme, ºe g je modulo
pℓ °ádu φ(pℓ) = (p−1)pℓ−1. Bu¤ n ∈ N nejmen²í £íslo, spl¬ující
gn ≡ 1 (mod pℓ). Podle p°edchozího lemmatu je gp−1 = 1+p·a
°ádu pℓ−1 modulo pℓ. Pak ale podle d·sledku za v¥tou 10.17

(gp−1)n = (gn)p−1 ≡ 1 (mod pℓ) H⇒ pℓ−1 | n.
Zárove¬ z kongruence gn ≡ 1 (mod p) plyne p − 1 | n. Z ne-
soud¥lnosti £ísel p − 1 a pℓ−1 dostáváme (p − 1)pℓ−1 | n. Proto
n = φ(pℓ) a g je tedy primitivní ko°en modulo pℓ. □
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10.36. �ínská zbytková v¥ta. Jsou-li m1, m2,. . . ,mn po dvou ne-

soud¥lná p°irozená £ísla a a1, a2,. . . ,ar libovolná celá £ísla,

pak má soustava kongruencí

x ≡ a1 (mod m1),

x ≡ a2 (mod m2),

...

x ≡ ar (mod mr)

o neznámé x práv¥ jedno °e²ení pat°ící do mnoºiny

{1, 2, . . . , m1m2 · · ·mr}. Toto tvrzení dokaºte a °e²ení explicitn¥

vyjád°ete.

�e²ení. Ozna£me M := m1m2 · · ·mr a ni = M/mi pro kaºdé

i, 1 ≤ i ≤ r. Potom pro libovolné i je mi nesoud¥lné s ni , exis-

tuje proto n¥jaké bi ∈ {1, . . . , mi − 1} tak, ºe bini ≡ 1 (mod mi).
V²imn¥me si, ºe bini je d¥litelné v²emi mj , 1 ≤ j ≤ r, i ̸= j . Proto
je hledaným °e²ením soustavy £íslo

x = a1b1n1 + a2b2n2 + · · · + arbrnr . □

10.37. �e²te soustavu kongruencí

x ≡ 1 (mod 10),

x ≡ 5 (mod 18),

x ≡ −4 (mod 25).

�e²ení. Mnoºinu £ísel x vyhovujících první kongruenci m·ºeme po-

psat tak, ºe jde o v²echna celá £ísla x = 1+10t, kde t ∈ Z je libovolné.

Tento výraz dosadíme do druhé kongruence a vy°e²íme ji vzhledem

k neznámé t:

1+ 10t ≡ 5 (mod 18),

10t ≡ 4 (mod 18),

5t ≡ 2 (mod 9),

5t ≡ 20 (mod 9),

t ≡ 4 (mod 9),

neboli t = 4+9s, kde s ∈ Z je libovolné. Prvním dv¥ma kongruencím

tedy vyhovují ta x, která spl¬ují x = 1 + 10t = 1 + 10(4 + 9s) =
= 41+ 90s.
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Tvrzení. Bu¤p liché prvo£íslo a g primitivní ko°en modulopℓ pro
ℓ ∈ N. Pak liché z £ísel g, g + pℓ je primitivním ko°enem modulo
2pℓ.

D·kaz. Nech´ c je liché p°irozené £íslo. Pak pro libovolné
n ∈ N platí cn ≡ 1 (mod pℓ), práv¥ kdyº cn ≡ 1 (mod 2pℓ).
Protoºe φ(2pℓ) = φ(pℓ), je kaºdý lichý primitivní ko°en modulo
pℓ rovn¥º primitivním ko°enem modulo 2pℓ. □

Dal²í tvrzení popisuje p°ípad mocnin dvojky. K tomu vy-
uºijeme obdobných pomocných tvrzení jako v p°ípad¥ lichých
prvo£ísel.

Lemma. Bu¤ ℓ ∈ N, ℓ ≥ 3. Pak 52ℓ−3 ≡ 1+ 2ℓ−1 (mod 2ℓ).

D·kaz. Obdobn¥ jako vý²e pro 2 ∤ p. □

Lemma. Bu¤ ℓ ∈ N, ℓ ≥ 3. Pak °ád £ísla 5 modulo 2ℓ je 2ℓ−2.

D·kaz. Snadný z p°edchozího lemmatu. □

Tvrzení. Nech´ ℓ ∈ N. Primitivní ko°eny existují modulo 2ℓ práv¥
tehdy, kdyº ℓ ≤ 2.

D·kaz. Bu¤ ℓ ≥ 3. Pak mnoºina

S = {(−1)a · 5b; a ∈ {0, 1}, 0 ≤ b < 2ℓ−2; b ∈ Z}
tvo°í redukovanou soustavu zbytk· modulo 2ℓ (má totiº φ

(
2ℓ
)

prvk· o kterých se snadno ukáºe, ºe jsou po dvou nekongruentní
modulo 2ℓ).

P°itom z°ejm¥ (s vyuºitím p°edchozího lemmatu) °ád kaºdého
prvku S d¥lí 2ℓ−2, proto v této (a tedy ani v ºádné jiné) redukované
soustav¥ nem·ºe existovat prvek °ádu φ(2ℓ) = 2ℓ−1. □

Posledním kamínkem do mozaiky tvrzení, která spole£n¥ do-
kazují v¥tu 10.20, je tvrzení popisující neexistenci primitivních
ko°en· pro sloºená £ísla, která nejsou mocninou prvo£ísla (ani je-
jím dvojnásobkem).

Tvrzení. Nech´m ∈ N je d¥litelné alespo¬ 2 prvo£ísly a není dvoj-
násobkemmocniny lichého prvo£ísla. Pak modulom neexistují pri-
mitivní ko°eny.

D·kaz. Nech´ je rozkladm na prvo£ísla tvaru 2αpα1
1 · · ·pαk

k ,

kde α ∈ N0, αi ∈ N, 2 ∤ pi a bu¤ platí k ≥ 2 nebo k ≥ 1 a
α ≥ 2. Ozna£íme-li δ = [φ(2α), φ(pα1

1 ), . . . , φ(p
α1
1 )], pak se

snadno vidí, ºe δ < φ(2α) · φ(pα1
1 ) · · ·φ(pα1

1 ) = φ(m) a ºe pro li-
bovolné a ∈ Z, (a,m) = 1 platí aδ ≡ 1 (mod m). Proto modulo
m neexistují primitivní ko°eny. □

Obecn¥ je pro daný modul nalezení primitivního ko°ene
velmi výpo£etn¥ náro£ná operace. Následující v¥ta
nám udává ekvivalentní podmínku pro to, aby
zkoumané £íslo bylo primitivním ko°enem. Její

ov¥°ení je p°itom snaz²í neº p°ímý výpo£et °ádu tohoto £ísla.

10.21. V¥ta. Bu¤ m takové, ºe modulo m existují primitivní
ko°eny. Zapi²me φ(m) = q

α1
1 · · · qαk

k , kde q1, . . . , qk jsou
prvo£ísla a α1, . . . , αk ∈ N. Pak pro libovolné g ∈ Z, (g,m) = 1
platí, ºe g je primitivní ko°en modulo m, práv¥ kdyº neplatí ani
jedna z kongruencí

g
φ(m)
q1 ≡ 1 (mod m), . . . , g

φ(m)
qk ≡ 1 (mod m).
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Dosadíme do t°etí kongruence a soustavu do°e²íme:

41+ 90s ≡ −4 (mod 25),

90s ≡ 5 (mod 25),

18s ≡ 1 (mod 5),

3s ≡ 6 (mod 5),

s ≡ 2 (mod 5),

neboli s = 2 + 5r, kde r ∈ Z. Celkem x = 41 + 90s = 41 +
+ 90(2 + 5r) = 221+ 450r.

�e²ením jsou v²echna celá x spl¬ující x ≡ 221 (mod 450). □

10.38. Vy°e²te soustavu

x ≡ 7 (mod 27),

x ≡ −3 (mod 11).

�e²ení. (a) Euklidovým algoritmem najdeme koe�cienty v Bezoutov¥

rovnosti 1 = 5 · 11− 2 · 27. Odtud [11]−1
27 = [5]27 a [27]−1

11 = [−2]11.

�e²ení je tedy x ≡ 7 · 11 · 5− 3 · 27 · (−2) = 547 ≡ 250 (mod 297).
(b) Postupným dosazením: z druhé kongruence je x = 11t − 3,

dosazením do první máme 11t ≡ 10 (mod 27). Vynásobením £íslem

5 získáme 55t ≡ 50, tj. t ≡ −4 (mod 27). Dohromady x = 11 · 27 ·
s− 4 · 11− 3 = 297s− 47 pro s ∈ Z, neboli x ≡ −47 (mod 297).□

10.39. Skupin¥ t°inácti pirát· se poda°ilo uloupit bednu zlatých

mincí (kterých bylo p°ibliºn¥ dva tisíce). Zkusili je rozd¥lit rovným

dílem na t°ináct hromádek, ale deset mincí jim zbylo. O zbylé mince

se strhla rva£ka, p°i níº jednoho piráta propíchli. P°estali tedy bojo-

vat a zkusili mezi sebe znovu rozd¥lit mince rovným dílem. Tentokrát

zbyly t°i mince, o které op¥t za£ali bojovat. V boji zahynul dal²í pirát a

tak si ostatní op¥t zkusili mince spravedliv¥ rozd¥lit, tentokrát úsp¥²n¥.

Kolik bylo mincí, které piráti ukradli?

�e²ení. Úloha vede na soustavu kongruencí

x ≡ 10 (mod 13),

x ≡ 3 (mod 12),

x ≡ 0 (mod 11),

jejímº °e²ením je x ≡ 231 (mod 11 ·12 ·13). Protoºe po£et mincí x je

p°ibliºn¥ 2000 a x ≡ 231 (mod 1716), snadno dopo£ítáme, ºe mincí

bylo 231+ 1716 = 1947. □

10.40. Kdyº na Sokolském sletu vytvo°ili cvi£enci osmistupy, zbý-

vali 3 navíc, p°i cvi£ení v kruzích o 17 lidech jich p°ebývalo 7 a p°i

tvorb¥ pyramid (na kaºdou je pot°eba 21 = 42 + 22 + 1 lidí), byly

dv¥ pyramidy neúplné � bez £lov¥ka �na vrcholu�. Kolik cvi£enc· se
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D·kaz. Pokud by platila n¥která z uvedených kongruencí,
znamenalo by to, ºe °ád g je men²í neº φ(m).

Obrácen¥ pokud g není primitivní ko°en, pak existuje
d ∈ N, d | φ(m), kde d < φ(m) a gd ≡ 1 (mod m). Je-li
u = φ(m)

d
> 1, nutn¥ existuje i ∈ {1, . . . , k} tak, ºe qi | u. Pak ale

g
φ(m)
qi = gd· u

qi ≡ 1 (mod m).

□

4. �e²ení kongruencí a jejich soustav

V této £ásti se budeme v¥novat analogii k °e²ení rovnic v n¥ja-
kém £íselném oboru. Ve skute£nosti opravdu bu-
deme °e²it rovnice (a jejich soustavy) v okruhu zbyt-
kových t°íd (Zm,+, ·), budeme ale hovo°it o °e²ení

kongruencí modulo m a zapisovat to p°ehledn¥j²ím zp·sobem po-
mocí kongruencí.

Kongruence o jedné neznámé

Nech´ m ∈ N, f (x), g(x) ∈ Z[x]. Zápis

f (x) ≡ g(x) (mod m)

nazýváme kongruencí o jedné neznámé x a rozumíme jím úkol na-
lézt mnoºinu °e²ení, tj. mnoºinu v²ech takových £ísel c ∈ Z, pro
která f (c) ≡ g(c) (mod m).

Dv¥ kongruence o jedné neznámé nazveme ekvivalentní, mají-
li stejnou mnoºinu °e²ení.

Uvedená kongruence je ekvivalentní s kongruencí

f (x)− g(x) ≡ 0 (mod m).

Jedinou metodou, kterou vºdy umíme nalézt °e²ení, je vy-
zkou²ení v²ech moºností (jde ale samoz°ejm¥ z £asových d·vod·
£asto o neproveditelný zp·sob). Tuto metodu formalizuje následu-
jící tvrzení.

10.22. Tvrzení. Nech´ m ∈ N, f (x) ∈ Z[x]. Pro libovolná
a, b ∈ Z platí

a ≡ b (mod m) H⇒ f (a) ≡ f (b) (mod m).

D·kaz. Nech´ je f (x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · · + c1x +
+ c0, kde c0, c1, . . . , cn ∈ Z. Protoºe a ≡ b (mod m), pro kaºdé
i = 0, 1, . . . , n platí ciai ≡ cibi (mod m), odkud se£tením t¥chto
kongruencí pro i = 0, 1, 2, . . . , n dostaneme

cna
n + · · · + c1a + c0 ≡ cnbn + · · · + c1b + c0 (mod m),

tj. f (a) ≡ f (b) (mod m). □
D·sledek. Mnoºina °e²ení libovolné kongruence modulo m je
sjednocením n¥kterých zbytkových t°íd modulo m.

De�nice. Po£tem °e²ení kongruence o jedné neznámé modulo
m rozumíme po£et zbytkových t°íd modulo m obsahujících °e²ení
této kongruence.

P°íklad. Práv¥ de�novaný pojem po£et °e²ení kongruence je
moºná trochu neintuitivní v tom, ºe závisí na modulu kongruence
a ºe tak dv¥ ekvivalentní kongruence (jejichº °e²eními jsou táº celá
£ísla) mohou mít jiný po£et °e²ení.

(1) Kongruence 2x ≡ 3 (mod 3) má práv¥ jedno °e²ení (modulo
3).

(2) Kongruence 10x ≡ 15 (mod 15) má p¥t °e²ení (modulo 15).
(3) Kongruence z p°íkladu (1) a (2) jsou ekvivalentní.
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vystoupení zú£astnilo, kdyº jich bylo ur£it¥ mén¥ neº 4000, ale více

neº 2000?

�e²ení. Standardním zp·sobem °e²íme soustavu lineárních kongru-

encí

c ≡ 3 (mod 8),

c ≡ 7 (mod 17),

c ≡ −2 (mod 21)

a dostaneme °e²ení c ≡ 1027 (mod 2856), z n¥hoº pomocí dodate£né

informace zjistíme, ºe na plo²e bylo 3883 cvi£enc·. □

10.41. Ur£ete, která z následujících (soustav) kongruencí má °e²ení.

i) x ≡ 1 (mod 3),
x ≡ −1 (mod 9);

ii) 8x ≡ 1 (mod 12345678910111213);
iii) x ≡ 3 (mod 29),

x ≡ 5 (mod 47).

⃝
�ínskou zbytkovou v¥tu m·ºeme pouºít také �v opa£ném sm¥ru�

k tomu, abychom si zjednodu²ili °e²ení lineární kongruence v p°ípad¥,

kdy umíme modul rozloºit na sou£in po dvou nesoud¥lných faktor·.

10.42. �e²te kongruenci 23 941x ≡ 915 (mod 3564).

�e²ení. Rozloºme 3564 = 22 · 34 · 11. Protoºe ºádné z £ísel 2, 3, 11
ned¥lí £íslo 23 941, platí (23 941, 3564) = 1 a kongruence má tedy

°e²ení. Díky tomu, ºe φ(3564) = 2 · (33 · 2) · 10 = 1080, je °e²ení
tvaru x ≡ 915·23 9411079 (mod 3564). Úprava £ísla stojícího na pravé
stran¥ by v²ak vyºádala zna£né úsilí. Proto budeme kongruenci °e²it

pon¥kud jinak � sestavíme ekvivalentní soustavu kongruencí, jejichº

°e²ení je snaz²í neº °e²ení p·vodní kongruence.

Víme, ºe x ∈ Z je °e²ením dané kongruence, práv¥ kdyº je

°e²ením soustavy

23941x ≡ 915 (mod 22),

23941x ≡ 915 (mod 34),

23941x ≡ 915 (mod 11).

Vy°e²íme-li postupn¥ kaºdou z kongruencí soustavy, dostaneme

ekvivalentní soustavu

x ≡ 3 (mod 4),

x ≡ −3 (mod 81),

x ≡ −4 (mod 11),
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10.23. Lineární kongruence o jedné neznámé. Podobn¥ jako
je tomu v p°ípad¥ rovnic, i u kongruencí je situace
nejsnaz²í v p°ípad¥ kongruencí lineárních, kdy jsme
nejen schopni snadno rozhodnout o jejich °e²itelnosti,

ale rovn¥º umíme °e²ení efektivn¥ nalézt. Konkrétní postup na-
zna£uje následující v¥ta a její d·kaz.

10.24. V¥ta. Nech´ m ∈ N, a, b ∈ Z. Ozna£me d = (a,m). Pak
kongruence (o jedné neznámé x)

ax ≡ b (mod m)

má °e²ení práv¥ tehdy, kdyº d | b.
Pokud platí d | b, má tato kongruence práv¥ d °e²ení (modulo

m).

D·kaz. Dokáºeme nejprve, ºe uvedená podmínka je nutná.
Je-li celé £íslo c °e²ením této kongruence, pak nutn¥ m | a · c− b.
Protoºe d = (a,m), pak nutn¥ d | m i d | a · c − b, a tedy
d | a · c − (a · c − b) = b.

Obrácen¥ dokáºeme, ºe pokud d | b, pak má daná kongruence
práv¥ d °e²ení modulo m. Ozna£me a1, b1 ∈ Z a m1 ∈ N tak, ºe
a = d · a1, b = d · b1 a m = d · m1. �e²ená kongruence je tedy
ekvivalentní s kongruencí

a1 · x ≡ b1 (mod m1),

kde (a1,m1) = 1. Tuto kongruenci m·ºeme vynásobit £íslem

a
φ(m1)−1
1 a díky Eulerov¥ v¥t¥ obdrºíme

x ≡ b1 · aφ(m1)−1
1 (mod m1).

Tato kongruence má jediné °e²ení modulo m1 a tedy d = m/m1
°e²ení modulo m. □

Pomocí v¥ty o °e²itelnosti lineárních kongruencí lze dokázat
mj. d·leºitou Wilsonovu v¥tu udávající nutnou (i posta£ující) pod-
mínku prvo£íselnosti. Takové podmínky jsou velmi významné ve
výpo£etní teorii £ísel, kdy je t°eba efektivn¥ poznat, je-li dané velké
£íslo prvo£íslem. Bohuºel dosud není známo, jak rychle vypo£ítat
modulární faktoriál velkého £ísla, proto není v praxi Wilsonova
v¥ta k tomuto ú£elu pouºívána.

V¥ta (Wilsonova). P°irozené £íslo n > 1 je prvo£íslo, práv¥ kdyº

(n− 1)! ≡ −1 (mod n).

D·kaz. Dokáºeme nejprve, ºe pro libovolné sloºené £íslo
n > 4 platí n | (n − 1)!, tj. (n − 1)! ≡ 0 (mod n). Nech´
1 < d < n je netriviální d¥litel n. Je-li d ̸= n/d, pak
z nerovností 1 < d, n/d ≤ n − 1 plyne poºadovaný vztah
n = d · n/d | (n − 1)!. Pokud d = n/d, tj. n = d2 ,
pak protoºe je n > 4, je i d > 2 a n | (d ·2d) | (n−1)!. Pro n = 4
snadno dostáváme (4− 1)! ≡ ≡ 2 ̸≡ −1 (mod 4).

Nech´ je nyní p prvo£íslo. �ísla z mnoºiny {2, 3, . . . , p − 2}
seskupíme do dvojic vzájemn¥ inverzních £ísel modulo p, resp.
dvojic £ísel, jejichº sou£in dává zbytek 1 po d¥lení p. Pro libo-
volné £íslo a z této mnoºiny dostaneme podle p°edchozí v¥ty je-
diné °e²ení kongruence a·x ≡ 1 (mod p). Protoºe a ̸= 0, 1, p−1,
je z°ejmé, ºe rovn¥º pro °e²ení c této kongruence platí c ̸≡ 0, 1,−1
(mod p). �íslo a rovn¥º nem·ºe být ve dvojici samo se sebou;
kdyby totiº platil vztah a · a ≡ 1 (mod p), pak by (díky tomu,
ºe p | a2 − 1 = (a + 1)(a − 1)) nutn¥ platila i kongruence
a ≡ ±1 (mod p). Sou£in v²ech £ísel uvedené mnoºiny je tedy
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odkud snadno postupem pro °e²ení soustav kongruencí dostaneme

x ≡ −1137 (mod 3564), coº je také °e²ení zadané kongruence.
□

10.43. Vy°e²te lineární kongruenci 3446x ≡ 8642 (mod 208).

�e²ení. 208 = 24 ·13 a (3446, 208) = 2 | 8642. Kongruence má tedy

práv¥ 2 °e²ení modulo 208 a je ekvivalentní soustav¥

3x ≡ 1 (mod 8),

x ≡ 10 (mod 13).

Ta má °e²ení x ≡ 75 a x ≡ 179 (mod 208). □

10.44. Dokaºte, ºe v posloupnosti (2n − 3)∞n=1 je nekone£n¥ mnoho

násobk· 5 a nekone£n¥ mnoho násobk· 13, ale ºádný násobek 65.⃝

Modulární reprezentace £ísel. P°i po£ítání s velkými £ísly je n¥kdy

výhodn¥j²í neº s dekadickým £i binárním zápisem £ísel pra-

covat s tzv. modulární reprezentací (téº residue number sys-

tem), která umoº¬uje snadnou paralelizaci výpo£t· s velkými

£ísly. Takový systém je ur£en k-ticí modul· (obvykle po dvou ne-

soud¥lných) a kaºdé £íslo men²í neº jejich sou£in je pak jednozna£n¥

reprezentováno k-ticí zbytk· (jejichº hodnoty nep°evy²ují p°íslu²né

moduly).

10.45. P¥tice modul· 3, 5, 7, 11, 13 umoº¬uje jednozna£n¥ repre-

zentovat £ísla men²í neº jejich sou£in (tedy men²í neº 15015) a efek-
tivn¥ provád¥t (v p°ípad¥ pot°eby distribuovan¥) b¥ºné aritmetické

operace. Ur£ete reprezentaci £ísel 1234 a 5678 v této modulární sou-

stav¥ a pomocí této reprezentace vypo£t¥te jejich sou£et a sou£in.

�e²ení. Vypo£ítáme zbytky po d¥lení zadaných £ísel jednotlivýmimo-

duly a získáme jejich modulární reprezentaci, kterou zapí²eme jako

p¥tice (1, 4, 2, 2, 12) a (2, 3, 1, 2, 10).
Sou£et provedeme po sloºkách (v£etn¥ výpo£tu zbytku po d¥lení

p°íslu²ným modulem) a obdrºíme p¥tici (3, 2, 3, 4, 9), kterou lze po-

mocí �ínské zbytkové v¥ty p°evést na £íslo 6912. Sou£in vypo£teme

analogicky a dostaneme p°íslu²nou p¥tici zbytk· (2, 2, 2, 4, 3), coº
pomocí �ínské zbytkové v¥ty p°evedeme zp¥t na £íslo 9662, které je
skute£n¥ modulo 15015 totéº jako 1234 · 5678. □

10.46. �asto je uvaºována modulární reprezentace pomocí trojice

modul· 2n − 1, 2n, 2n + 1 (uv¥domte si, ºe tato £ísla jsou skute£n¥

po dvou nesoud¥lná), jednozna£n¥ pokrývající £ísla mající aº 3n bit·.
Uvaºte n = 3 a zapi²te modulární reprezentaci £ísla 118 v této

soustav¥.
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tvo°en sou£inem (p − 3)/2 dvojic (jejichº sou£in je vºdy kongru-
entní s 1 modulo p). Proto máme

(p − 1)! ≡ 1(p−3)/2 · (p − 1) ≡ −1 (mod p). □

10.25. Soustavy lineárních kongruencí. Máme-li soustavu li-
neárních kongruencí o téºe neznámé, m·ºeme podle
p°edchozí v¥ty rozhodnout o °e²itelnosti kaºdé z nich.
V p°ípad¥, kdy aspo¬ jedna z kongruencí nemá °e²ení,
nemá °e²ení ani celá soustava. Naopak jestliºe kaºdá

kongruence této soustavy °e²ení má, upravíme ji do tvaru x ≡ ci
(mod mi).

Dostaneme tak soustavu kongruencí

x ≡ c1 (mod m1),

...

x ≡ ck (mod mk).

Z°ejm¥ sta£í vy°e²it p°ípad k = 2, °e²ení soustavy více kon-
gruencí snadno obdrºíme opakovaným °e²ením soustav dvou kon-
gruencí.

Tvrzení. Nech´ c1, c2 jsou celá £ísla, m1,m2 £ísla p°irozená.
Ozna£me d = (m1,m2). Soustava dvou kongruencí

x ≡ c1 (mod m1),

x ≡ c2 (mod m2)

v p°ípad¥ c1 ̸≡ c2 (mod d) nemá °e²ení. Jestliºe naopak c1 ≡ c2
(mod d), pak existuje celé £íslo c tak, ºe x ∈ Z vyhovuje soustav¥,
práv¥ kdyº vyhovuje kongruenci

x ≡ c (mod [m1,m2]).

D·kaz. Má-li mít zadaná soustava n¥jaké °e²ení x ∈ Z, musí
nutn¥ platit x ≡ c1 (mod d), x ≡ c2 (mod d), a tedy i c1 ≡ c2
(mod d). Odtud plyne, ºe v p°ípad¥ c1 ̸≡ c2 (mod d) soustava
°e²ení mít nem·ºe.

P°edpokládejme dále, ºe c1 ≡ c2 (mod d). První kongruenci
°e²ené soustavy vyhovují v²echna celá £ísla x tvaru x = c1+ tm1,
kde t ∈ Z je libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongru-
enci soustavy, práv¥ kdyº bude platit c1+ tm1 ≡ c2 (mod m2), tj.
tm1 ≡ c2− c1 (mod m2). Podle v¥ty o °e²itelnosti lineárních kon-
gruencí má tato kongruence (vzhledem k neznámé t) °e²ení, nebo´
d = (m1,m2) d¥lí c2 − c1, a t ∈ Z spl¬uje tuto kongruenci, práv¥
kdyº

t ≡ c2 − c1

d
·
(m1

d

)φ(
m2
d

)
−1 (

mod
m2

d

)
,

tj. práv¥ kdyº x = c1 + tm1 = c1 + (c2 − c1) ·
(
m1
d

)φ(
m2
d

)
+

+ r m1m2
d
= c + r · [m1,m2], kde r ∈ Z je libovolné a c = c1 +

(c2− c1) · (m1/d)
φ(m2/d) , nebo´m1m2 = d · [m1,m2]. Na²li jsme

tedy takové c ∈ Z, ºe libovolné x ∈ Z spl¬uje soustavu, práv¥
kdyº x ≡ c (mod [m1, m2]), coº jsme cht¥li dokázat. □

V²imn¥me si, ºe d·kaz této v¥ty je konstruktivní, tj. udává
vzorec, jak £íslo c najít. V¥ta nám tedy dává metodu, jak pomocí
jediné kongruence zachytit podmínku, ºe x vyhovuje této sou-
stav¥. P°itom je tato nová kongruence téhoº tvaru jako kongruence
p·vodní. M·ºeme proto tento postup aplikovat i na soustavu o více
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�e²ení. Vypo£t¥me nejprve p°ímo, ºe 118 ≡ 6 (mod 7), 118 ≡ 6
(mod 8) a 118 ≡ 1 (mod 9), proto je hledaná reprezentace dána tro-

jicí (6, 6, 1).
P°i praktickém pouºití je ale zejména d·leºité, ºe tuto modulární

reprezentaci £ísla jsme schopni efektivn¥ p°evád¥t na binární repre-

zentaci a zp¥t. V na²em p°ípad¥ zjistíme snadno zbytek po d¥lení £ísla

118 = (1110110)2 £íslem 23 � ten je dán posledním binárním troj£ís-

lím (110)2, tedy je roven 6. Ani zji²t¥ní zbytku modulo 2n + 1 = 9
a 2n − 1 = 7 ale není nikterak obtíºné. Zde je totiº pom¥rn¥ rychle

vid¥t (pom·ºe p°itom rozd¥lení daného £ísla do blok· po n bitech), ºe

(001110110)2 ≡ (001)2 + (110)2 + (110)2 ≡ 6 (mod 23 − 1),

(001110110)2 ≡ (001)2 − (110)2 + (110)2 ≡ 1 (mod 23 + 1).

V¥°íme, ºe pozornému £tená°i jist¥ neunikla úzká souvislost s kritérii

d¥litelnosti 9 a 11 diskutovanými v odstavci ∥10.17∥. □

10.47. Kongruence vy²²ího stupn¥. Postupem z v¥ty 10.27 °e²te

kongruenci

x4 + 7x + 4 ≡ 0 (mod 27).

�e²ení. �e²me nejprve tuto kongruenci modulo 3 (nap°. dosazením) �

snadno zjistíme, ºe °e²ení je x ≡ 1 (mod 3). Zapi²me °e²ení ve tvaru

x = 1+ 3t, kde t ∈ Z a °e²me kongruenci modulo 9:

x4 + 7x + 4 ≡ 0 (mod 9),

(1+ 3t)4 + 7(1+ 3t)+ 4 ≡ 0 (mod 9),

1+ 4 · 3t + 7+ 7 · 3t + 4 ≡ 0 (mod 9),

33t ≡ −12 (mod 9),

11t ≡ − 4 (mod 3),

t ≡ 1 (mod 3).

Zapsáním t = 1+ 3s, kde s ∈ Z dostaneme x = 4+ 9s a po dosazení

(4+ 9s)4 + 7(4+ 9s)+ 4 ≡ 0 (mod 27),

44 + 4 · 43 · 9s + 28+ 63s + 4 ≡ 0 (mod 27),

256 · 9s + 63s ≡ −288 (mod 27),

256s + 7s ≡ − 32 (mod 3),

2s ≡ 1 (mod 3),

s ≡ 2 (mod 3).

Celkem dostáváme °e²ení x = 4 + 9s = 4 + 9(2 + 3r) = 22 + 27r,
kde r ∈ Z, neboli x ≡ 22 (mod 27). □
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kongruencích � nejprve z první a druhé kongruence vytvo°íme kon-
gruenci jedinou, které vyhovují práv¥ ta x, která vyhovovala p·vod-
ním dv¥ma kongruencím, pak z nov¥ vzniklé a z t°etí kongruence
vytvo°íme dal²í atd. P°i kaºdém kroku se nám po£et kongruencí
soustavy sníºí o jednu, po kone£ném po£tu krok· tak dostaneme
kongruenci jedinou, která bude popisovat v²echna °e²ení dané sou-
stavy.

Z práv¥ popsaného zp·sobu plyne (p°i níºe uvedeném do-
date£ném p°edpokladu), ºe soustava kongruencí má vºdy °e²ení,
a to je navíc jednozna£n¥ ur£ené.

V¥ta (�ínská zbytková v¥ta). Nech´ m1, , . . . , mk ∈ N jsou po
dvou nesoud¥lná, a1, . . . , ak ∈ Z. Pak platí: soustava

x ≡ a1 (mod m1),

...

x ≡ ak (mod mk)

má jediné °e²ení modulo m1 ·m2 · · ·mk .
Poznámka. D·vodem nezvyklého pojmenování této v¥ty je fakt,
ºe se ve £tvrtém století £ínský matematik Sun Tzu ve svém textu
ptal na £íslo, které p°i d¥lení t°emi dává zbytek 2, p°i d¥lení p¥ti
zbytek 3 a p°i d¥lení sedmi je zbytek op¥t 2.

Odpov¥¤ je (prý) ukryta v následující písni:

D·kaz. Jde o jednoduchý d·sledek p°edchozího tvrzení
o tvaru °e²ení soustavy dvou kongruencí. Tento výsledek je
ale moºné rovn¥º elegantn¥ dokázat p°ímo, jak je ukázáno
v p°íkladu ∥10.36∥. □

Uv¥domme si, ºe jde o docela silné tvrzení (které ve
skute£nosti platí v podstatn¥ obecn¥j²ích algebraických struktu-
rách) umoº¬ující nám p°i p°edepsání libovolných zbytk· podle
zvolených (po dvou nesoud¥lných) modul· garantovat, ºe existuje
£íslo s t¥mito p°edepsanými zbytky.

10.26. Kongruence vy²²ího stupn¥. Vra´me se nyní
k obecn¥j²ímu p°ípadu kongruence

f (x) ≡ 0 (mod m),

kde f (x) je mnoho£len s celo£íselnými koe�cienty a m ∈ N.
Zatím máme k dispozici jednu sice pracnou, ale univerzální me-
todu °e²ení, totiº vyzkou²et v²echny moºné zbytky modulo m. P°i
°e²ení takové kongruence tedy sta£í zjistit, pro která celá £ísla a,
0 ≤ a < m, platí f (a) ≡ 0 (mod m). Nevýhodou této me-
tody je její náro£nost, která se zvy²uje se zv¥t²ující se hodnotou
m. Je-lim sloºené, tj.m = pα1

1 . . . p
αk

k , kde p1, . . . , pk jsou r·zná
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10.48. S vyuºitím znalosti primitivního ko°enemodulo 41 z p°íkladu

∥10.33∥ °e²te kongruenci
7x17 ≡ 11 (mod 41).

�e²ení. Vynásobením zadané kongruence £íslem 6 dostáváme ekvi-

valentní kongruenci 42x17 ≡ 66, tj. x17 ≡ 25 (mod 41). Protoºe pri-
mitivním ko°enem modulo 41 je nap°. £íslo 6, substituce x = 6t vede
na kongruenci 617t ≡ 25 ≡ 64 (mod 41), a ta je ekvivalentní kongru-
enci 17t ≡ 4 (mod 40), která je spln¥na práv¥ pro t ≡ 12 (mod 40).
�e²ením kongruence jsou tedy práv¥ celá £ísla x spl¬ující x ≡ 612 ≡ 4
(mod 41). □

10.49. �e²te kongruenci x5 + 1 ≡ 0 (mod 11).

�e²ení. Protoºe je (5, φ(11)) = 5 a

(−1)
φ(11)

5 ≡ 1 (mod 11),

má kongruence

x5 ≡ −1 (mod 11)

p¥t °e²ení. Ta m·ºeme nalézt bu¤ vyzkou²ením v²ech (deseti) moº-

ností nebo tak, ºe úlohu pomocí primitivního ko°ene p°evedeme na

°e²ení lineární kongruence. Protoºe 210/2 ≡ −1 ̸≡ 1 (mod 11)
a 210/5 ≡ 4 ̸≡ 1 (mod 11), je 2 primitivním ko°enem modulo 11 (viz

téº p°íklad ∥10.32∥) a substitucí x ≡ 2y p°evedeme úlohu na °e²ení

kongruence

25y ≡ 25 (mod 11),

která je ekvivalentní lineární kongruenci

5y ≡ 5 (mod 10),

y ≡ 1 (mod 2).

�e²ením jsou tedy v²echna y z mnoºiny {−3,−1, 1, 3, 5}, coº odpo-
vídá po zp¥tné substituci x ≡ 2y (mod 11) °e²ení p·vodní kongru-
ence x ∈ {−1, 2,−3,−4,−5}. □

10.50. �e²te kongruenci x3 − 3x + 5 ≡ 0 (mod 105).

�e²ení. Protoºe modul je moºné rozloºit na sou£in po dvou ne-

soud¥lných faktor· 105 = 3 · 5 · 7, je °e²ená kongruence ekvivalentní
soustav¥

x3 − 3x + 5 ≡ 0 (mod 3),

x3 − 3x + 5 ≡ 0 (mod 5),

x3 − 3x + 5 ≡ 0 (mod 7).

První kongruence je p°itom z°ejm¥ ekvivalentní s x3 ≡ 1 (mod 3),
a protoºe z Malé Fermatovy v¥ty plyne x3 ≡ x (mod 3) pro v²echna
x ∈ Z, rovn¥º s kongruencí x ≡ 1 (mod 3).
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prvo£ísla, a je-li navíc k > 1, m·ºeme kongruenci nahradit sousta-
vou kongruencí

f (x) ≡ 0 (mod pα1
1 ),

...

f (x) ≡ 0 (mod pαk

k ),

která má stejnou mnoºinu °e²ení, a °e²it kaºdou kongruenci této
soustavy zvlá²´. Tím získáme obecn¥ n¥kolik soustav lineárních
kongruencí, které uº °e²it umíme. Výhoda této metody spo£ívá
v tom, ºe moduly kongruencí soustavy jsou men²í neº modul
p·vodní kongruence.

P°íklad. �e²me kongruenci

x3 − 2x + 11 ≡ 0 (mod 105).

Kdybychom cht¥li vyzkou²et v²echny moºnosti, museli
bychom spo£ítat pro f (x) = x3 − 2x + 11 sto p¥t hodnot
f (0), f (1), . . . , f (104). Proto rad¥ji rozloºíme 105 = 3 · 5 · 7
a budeme °e²it kongruence f (x) ≡ 0 postupn¥ pro moduly 3, 5, 7.
Vypo£teme hodnoty polynomu f (x) ve vhodných £íslech:

x −3 −2 −1 0 1 2 3
f (x) −10 7 12 11 10 15 32

.

Kongruence f (x) ≡ 0 (mod 3) má tedy °e²ení x ≡ −1
(mod 3) (pouze první z £ísel 12, 11, 10 je násobkem 3); kongru-
ence f (x) ≡ 0 (mod 5) má °e²ení x ≡ 1 a x ≡ 2 (mod 5);
°e²ením kongruence f (x) ≡ 0 (mod 7) je x ≡ −2 (mod 7).

Zbývá tedy vy°e²it dv¥ soustavy kongruencí:

x ≡ −1 (mod 3),
x ≡ 1 (mod 5),
x ≡ −2 (mod 7)

a

x ≡ −1 (mod 3),
x ≡ 2 (mod 5),
x ≡ −2 (mod 7).

Vy°e²ením t¥chto soustav zjistíme, ºe °e²eními dané kongru-
ence f (x) ≡ 0 (mod 105) jsou v²echna celá £ísla x spl¬ující
x ≡ 26 (mod 105) nebo x ≡ 47 (mod 105).

Ne vºdy je (tak jako v p°edchozím p°íkladu) moºné kongru-
enci nahradit soustavou kongruencímodulo prvo£ísla � je-
li p·vodní modul násobkem vy²²í mocniny prvo£ísla, tak
se této mocniny vý²e uvedeným postupem �nezbavíme�.
Ani takovou kongruenci modulo mocnina prvo£ísla ale

nemusíme °e²it zkou²ením v²ech moºností. Efektivn¥j²í nástroj
nám dává následující v¥ta.

10.27. V¥ta (Henselovo lemma). Nech´ p je prvo£íslo,
f (x) ∈ Z[x], a ∈ Z je takové, ºe p | f (a), p ∤ f ′(a).
Pak pro kaºdé n ∈ N má soustava

x ≡ a (mod p),

f (x) ≡ 0 (mod pn)

práv¥ jedno °e²ení modulo pn.

D·kaz. Budeme postupovat indukcí vzhledem k n. V p°ípad¥
n = 1 jde v p°ípad¥ kongruence f (x) ≡ 0 (mod p1) pouze o jinak
zapsaný p°edpoklad, ºe £íslo a spl¬uje p | f (a). Nech´ dále n > 1
a v¥ta platí pro n−1. Je-li x °e²ením dané soustavy pro n, je °e²ením
této soustavy i pro n− 1. Ozna£íme-li jedno z °e²ení soustavy pro
n−1 jako cn−1, pak m·ºeme hledat °e²ení soustavy pro n ve tvaru

x = cn−1 + k · pn−1, kde k ∈ Z.
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Druhá kongruence je ekvivalentní s x(x2 − 3) ≡ 0 (mod 5), jejíº
°e²ení spl¬uje bu¤ x ≡ 0 (mod 5) nebo x2 ≡ 3 (mod 5). Protoºe
je ale 3 kvadratický nezbytek modulo 5 (Legendre·v symbol (3/5) je
roven -1), je x ≡ 0 (mod 5) jediné °e²ení druhé kongruence soustavy.

T°etí kongruenci je moºné upravit na tvar x3 − 3x − 2 ≡ 0
(mod 7), a protoºe x3 − 3x − 2 = (x − 2)(x + 1)2, dostáváme °e²ení

x ≡ −1 (mod 7) nebo x ≡ 2 (mod 7) � na to lze také p°ijít vy-

zkou²ením v²ech moºností modulo 7. Celkem dostáváme dv¥ °e²ení

p·vodní kongruence, totiº x ≡ 55, resp. x ≡ 100 modulo 105. □

10.51. Ur£ete po£et °e²ení kongruence

x5 ≡ 534 (mod 232).

�e²ení. Zadaná kongruence je ekvivalentní kongruenci x5 ≡ 5
(mod 232), a protoºe (5, φ(23)) = 1, z v¥ty o °e²itelnosti binomic-

kých kongruencí víme, ºe tatáº kongruence modulo 23 má práv¥ jedno

°e²ení. Navíc, toto °e²ení jist¥ není násobkem modulu 23, proto násob-

kemmodulu není ani £íslo, které obdrºíme dosazením tohoto °e²ení do

derivace polynomu, jehoº ko°eny hledáme, tedy do (x5 − 5)′ = 5x4 .

S pomocí Henselova lemmatu tedy m·ºeme u£init záv¥r, ºe p·vodní

kongruence má jediné °e²ení (aniº bychom toto °e²ení hledali). □

10.52. Udejte p°íklad polynomiální kongruence, kterámá více °e²ení

neº je její stupe¬.

�e²ení. Vzhledem k platnosti v¥ty 10.29 je nutné uváºit bu¤ modul,

který nebude prvo£íselný nebo polynom, jehoº v²echny koe�cienty

budou násobkem modulu.

P°íkladem kongruence prvního typu je

x2 ≡ 1 (mod 8),

která je kvadratická a má p°itom £ty°i °e²ení 1, 3, 5, 7.
P°íkladem poºadované kongruence v p°ípad¥ prvo£íselného mo-

dulu je nap°íklad kvadratická kongruence 10x2 − 15 ≡ 0 (mod 5),
která má p¥t °e²ení. □

10.53. Dal²í typy kongruencí. Dokaºte, ºe pro libovolné p°irozené

£íslo n je £íslo

111+ 2222n−1

d¥litelné £íslem 127.

�e²ení. Máme za úkol dokázat, ºe pro kaºdé n ∈ N je spln¥na kon-

gruence

2222n−1 ≡ −111 (mod 127),



KAPITOLA 10. TEORIE �ÍSEL

Je t°eba zjistit, pro která k platí f
(
cn−1 + k · pn−1) ≡ 0

(mod pn). Víme, ºe pn−1 | f
(
cn−1 + k · pn−1) a uºijme

binomickou v¥tu pro f (x) = amx
m + · · · + a1x + a0, kde

a0, . . . , am ∈ Z. Máme(
cn−1 + k · pn−1

)i ≡ cin−1 + i · ci−1
n−1 · kpn−1 (mod pn),

a proto

f
(
cn−1 + k · pn−1

)
≡ f (cn−1)+ k · pn−1f ′(cn−1).

Odtud

f
(
cn−1 + k · pn−1

)
≡ 0 (mod pn)⇐⇒

⇐⇒ 0 ≡ f (cn−1)

pn−1 + k · f ′(cn−1) (mod p).

Protoºe cn−1 ≡ a (mod p), dostaneme f ′(cn−1) ≡ f ′(a) ̸≡ 0
(mod p), tedy (f ′(cn−1), p) = 1. Podle v¥ty o °e²itelnosti lineár-
ních kongruencí odtud vidíme, ºe (modulo p) existuje práv¥ jedno
°e²ení k této kongruence, a protoºe cn−1 bylo podle induk£ního
p°edpokladu jediné °e²ení modulo pn−1, je £íslo cn−1 + k · pn−1

jediným °e²ením dané soustavy modulo pn. □

P°íklad. �e²me kongruenci

3x2 + 4 ≡ 0 (mod 49).

Ekvivalentními úpravami (nap°. tak, ºe vy°e²íme lineární kon-
gruenci 3y ≡ 1 (mod 49) a vynásobíme £íslem y ≡ 33 ob¥ strany
kongruence) upravíme kongruenci na tvar x2 ≡ 15 (mod 72).
Dále postupujeme podle konstruktivního d·kazu Henselova lem-
matu.

Nejprve °e²íme kongruenci x2 ≡ 15 ≡ 1 (mod 7), která má
nejvý²e 2 °e²ení a t¥mi z°ejm¥ jsou x ≡ ±1 (mod 7). Tato °e²ení
vyjád°íme ve tvaru x = ±1 + 7t, kde t ∈ Z, a dosadíme do kon-
gruence modulo 49, odkud dostaneme °e²ení x ≡ ±8 (mod 49)
(pokud by nás zajímal pouze po£et °e²ení, tak bychom ani nemu-
seli výpo£et dokon£it, protoºe p°ímo z Henselova lemmatu plyne,
ºe kaºdé °e²ení modulo 7 dá jediné °e²ení modulo 49, nebo´ pro
f (x) = x2 − 15 máme 7 ∤ f ′(±1)).

10.28. Kongruence s prvo£íselným modulem. �e²ení obec-
ných kongruencí vy²²ího stupn¥ jsme tedy p°evedli na
°e²ení kongruencí modulo prvo£íslo. Ukazuje se, ºe
zde je nejv¥t²í�kámen úrazu�, protoºe pro tyto kon-
gruence ºádný o mnoho efektivn¥j²í obecný postup

neº je vyzkou²ení v²ech moºností není znám. Uvedeme alespo¬
n¥kolik obecných tvrzení ohledn¥ °e²itelnosti a po£tu °e²ení tako-
vých kongruencí. V dal²ích odstavcích poté dokáºeme podrobn¥j²í
výsledky v n¥kterých speciálních p°ípadech.

V¥ta. Bu¤ p prvo£íslo, f (x) ∈ Z[x]. Libovolná kongruence
f (x) ≡ 0 (mod p) je ekvivalentní s kongruencí stupn¥ nejvý²e
p − 1.

D·kaz. Protoºe pro libovolné a ∈ Z platí p | ap − a (d·sle-
dek Malé Fermatovy v¥ty), jsou °e²ením kongruence xp − x ≡ 0
(mod p) v²echna celá £ísla. Vyd¥líme-li polynom f (x) se zbyt-
kem polynomem xp − x, dostaneme

f (x) = q(x) · (xp − x) + r(x)
pro vhodné f (x), r(x) ∈ Z, kde stupe¬ r(x) je men²í neº stupe¬
d¥litele tedy neº p. Dostáváme tak, ºe kongruence r(x) ≡ 0
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která je ekvivalentní kongruenci

2222n−1 ≡ 222
(mod 127).

Protoºe 27 = 128 ≡ 1 (mod 127), je °ád £ísla 2 modulo 127 roven

sedmi a dokazovaná kongruence je tak podle 10.17 ekvivalentní s kon-

gruencí

222n−1 ≡ 22 (mod 7).

Podobn¥ protoºe °ádem dvojky modulo 7 je £íslo 3, dostaneme ekvi-

valentní kongruenci

22n−1 ≡ 2 (mod 3),

(−1)2n−1 ≡ −1 (mod 3),

která je z°ejm¥ spln¥na (mohli jsme rovn¥º mechanicky postupovat

dále � °ád 2 modulo 3 je roven 2, atd.). Tvrzení je tak dokázáno. □

10.54. Rozhodn¥te, pro která p°irozená £ísla n je £íslo n · 2n + 1
d¥litelné sedmi.

�e²ení. Hledáme °e²ení kongruence

n · 2n ≡ −1 (mod 7).

Moºná je vhodné upozornit, ºe zde není moºné vyuºít tvrzení 10.22,

protoºe n · 2n není polynom v n a nemáme zaru£eno (a ani tomu tak

není), ºe £ísla kongruentní modulo sedm budou dávat stejné zbytky

modulo 7 i pod dosazení do tohoto výrazu.

V²imn¥me si ale, ºe £íslo 2 modulo 7 má °ád 3 a rozli²me proto

p°irozená £ísla n podle toho, jaký dávají zbytek po d¥lení t°emi.

Pro n ≡ 0 (mod 3) dostaneme 2n ≡ 1 (mod 7) a °e²ená kon-

gruence je tak ekvivalentní s kongruencí n ≡ −1 (mod 7). Spojením
podmínek n ≡ 0 (mod 3) a n ≡ −1 (mod 7) pomocí �ínské zbyt-

kové v¥ty dostaneme °e²ení n ≡ 6 (mod 21).
Pro n ≡ 1 (mod 3) nyní máme 2n ≡ 2 (mod 7) a °e²ená kongru-

ence je tak tvaru 2n ≡ −1 (mod 7), coº je ekvivalentní s kongruencí
n ≡ 3 (mod 7). Z podmínek n ≡ 1 (mod 3) a n ≡ 3 (mod 7) dosta-
neme °e²ení n ≡ 10 (mod 21).

Kone£n¥ pro n ≡ 2 (mod 3) je 2n ≡ 4 (mod 7) a °e²ením kon-

gruence 4n ≡ −1 (mod 7) je n ≡ 5 (mod 7) a celkov¥ n ≡ 5
(mod 21).

Hledanými °e²eními jsou v²echna p°irozená £ísla n spl¬ující

n ≡ 5, 6, 10 (mod 21). □
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(mod p) je ekvivalentní kongruenci f (x) ≡ 0 (mod p) a je
p°itom stupn¥ nejvý²e p − 1. □

10.29. V¥ta. Bu¤ p prvo£íslo, f (x) ∈ Z[x]. Má-li kongruence
f (x) ≡ 0 (mod p) více neº deg(f ) °e²ení, pak jsou v²echny koe-
�cienty polynomu f násobkem p.

D·kaz. V jazyce algebry jde vlastn¥ o po£et ko°en· nenulo-
vého polynomu nad kone£ným t¥lesem Zp, kterých je podle 11.17
nejvý²e deg(f ). □

10.30. Binomické kongruence. V této £ásti se zam¥°íme na
°e²ení speciálních typ· polynomiálních kongru-
encí vy²²ího stupn¥, tzv. binomických kongru-
encí. Jde o analogii binomických rovnic, kdy
polynomem f (x) je dvoj£len xn−a. Snadno se

ukáºe, ºe se m·ºeme omezit na p°ípad, kdy je a nesoud¥lné s mo-
dulem kongruence � v opa£ném p°ípad¥ totiº vºdy m·ºeme po-
mocí ekvivalentních úprav kongruenci na tento p°ípad bu¤ p°evést
nebo rozhodnout, ºe kongruence není °e²itelná.

Kvadratický a mocninný zbytek

Nech´ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. �íslo a nazveme n-tým
mocninným zbytkem modulo m, pokud je kongruence

xn ≡ a (mod m)

°e²itelná. V opa£ném p°ípad¥ a nazveme n-tým mocninným nezbyt-
kem modulo m.

Pro n = 2, 3, 4 pouºíváme termíny kvadratický, kubický
a bikvadratický zbytek, resp. nezbytek modulo m.

Ukáºeme, jakým zp·sobem °e²it binomické kongruence mo-
dulom, pokud modulom existují primitivní ko°eny (tedy zejména
je-li modul liché prvo£íslo nebo jeho mocnina).

10.31. V¥ta. Bu¤ m ∈ N takové, ºe modulo m existují primitivní
ko°eny. Dále nech´ a ∈ Z, (a,m) = 1. Pak kongruence xn ≡ a

(mod m) je °e²itelná (tj. a je n-tý mocninný zbytek modulo m),
práv¥ kdyº aφ(m)/d ≡ 1 (mod m), kde d = (n, φ(m)). P°itom
je-li tato kongruence °e²itelná, má práv¥ d °e²ení.

D·kaz. Nech´ g je primitivní ko°en modulo m. Pak existuje
pro libovolné x nesoud¥lné s m jediné y ∈ Z (jeho diskrétní lo-
garitmus), s vlastností 0 ≤ y < φ(m) tak, ºe x ≡ gy (mod m).
Podobn¥ pro dané a existuje jediné b ∈ Z; 0 ≤ b < φ(m) tak, ºe
a ≡ gb (mod m). �e²ená binomická kongruence je tedy po této
substituci ekvivalentní s kongruencí (gy)n ≡ gb (mod m) a s vyu-
ºitím v¥ty 10.17 tedy i s lineární kongruencí n·y ≡ b (mod φ(m)).

Tato kongruence

n · y ≡ b (mod φ(m))

je ale °e²itelná, práv¥ kdyº d = (n, φ(m)) | b (a je-li °e²itelná, pak
má d °e²ení).

Zbývá dokázat, ºe d | b, práv¥ kdyº platí aφ(m)/d ≡ 1
(mod m). Kongruence

1 ≡ aφ(m)/d ≡ gbφ(m)/d (mod m)

ale platí, práv¥ kdyº φ(m) | bφ(m)
d

, coº je práv¥ kdyº d | b. □

D·sledek. Za p°edpoklad· p°edchozí v¥ty, je-li navíc
(n, φ(m)) = 1, má kongruence xn ≡ a (mod m) vºdy
°e²ení, a to jediné. Jinými slovy, umoc¬ování na n-tou (kde n
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10.55. Dokaºte, ºe pro libovolné p°irozené £íslo n je £íslo 2n4+n3+
+ 50 d¥litelné ²esti, práv¥ kdyº je £íslo 2·4n+3n+50 d¥litelné
t°inácti.

�e²ení. Výraz f (n) = 2n4 + n3 + 50 je polynomem v n,

a je proto moºné vyuºít tvrzení 10.22, tj. sta£í prov¥°it v²echny moºné

zbytky modulo 6. Vzhledem k tomu, ºe °ád £ísla 4 modulo 13 je roven

6 a °ád 3 modulo 13 je roven 3, sta£í i ve druhém p°ípad¥ podle 10.17

prov¥°it v²echny moºné zbytky n po d¥lení ²esti.

V prvním p°ípad¥ vypo£teme

n 0 1 2 3 4 5
f (n) mod 6 2 5 0 5 2 3

a kongruenci f (n) ≡ 0 (mod 6) tak vyhovují ta p°irozená £ísla n, pro
n¥º platí n ≡ 2 (mod 6).

Ve druhém p°ípad¥ postupn¥ vypo£ítáme

n 0 1 2 3 4 5
4n mod 13 1 4 3 −1 −4 −3
3n mod 13 1 3 9 1 3 9

2 · 4n + 3n − 2 mod 13 1 9 0 −3 −7 1

a stejn¥ jako v prvním p°ípad¥ kongruenci 2 · 4n + 3n + 50 ≡ 0
(mod 13) vyhovují práv¥ ta n, pro n¥º n ≡ 2 (mod 6). □

10.56. Jiný d·kazWilsonovy v¥ty. Dokaºte, ºe pro kaºdé prvo£íslo

p platí

(p − 1)! ≡ −1 (mod p).

�e²ení. Prop = 2 je tvrzení z°ejmé, dále uvaºujme jen lichá prvo£ísla

p. �e²ením kongruence

(x − 1)(x − 2) · · · (x − (p − 1))− (xp−1 − 1) ≡ 0 (mod p)

je podle Fermatovy v¥ty libovolné a ∈ Z, které není násobkem p, tj.

kongruence má p−1 °e²ení. P°itom je ale její stupe¬ roven p−2 (tedy
men²í neº po£et °e²ení), proto jsou podle 10.28 v²echny koe�cienty

polynomu na levé stran¥ kongruence násobkem p, speciáln¥ absolutní

£len, který je roven (p− 1)!+ 1. Tím je Wilsonova v¥ta dokázána.□

10.57. �e²te kongruenci

x2 ≡ 18 (mod 63).

�e²ení. Protoºe je (18, 63) = 9, musí platit 9 | x2 , tj. 3 | x.
Poloºíme-li x = 3x1, x1 ∈ Z, dostáváme ekvivalentní kongru-

enci x2
1 ≡ 2 (mod 7), která jiº spl¬uje omezení na nesoud¥lnost

modulu a pravé strany kongruence. Podle v¥ty 10.29 víme, ºe má

nejvý²e 2 °e²ení a snadno se vidí, ºe jimi jsou x1 ≡ ±3 (mod 7),
tj. x1 ≡ ±3,±10,±17,±24,±31,±38,±45,±52,±59 (mod 63).
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je nesoud¥lné s φ(m)) je bijekce na mnoºin¥ Z×
m invertibilních

zbytkových t°íd modulo m (jde dokonce o automor�smus grupy
(Z×
m, ·)).

10.32. Kvadratické kongruence a Legendre·v symbol. Na²ím
úkolem nyní bude najít efektivní podmínku, jak zjis-
tit, jestli je °e²itelná (a p°ípadn¥ kolik má °e²ení) kva-
dratická kongruence

ax2 + bx + c ≡ 0 (mod m).
Z teorie uvedené d°íve je snadné vid¥t, ºe k rozhodnutí, je-li tato
kongruence °e²itelná, sta£í ur£it, je-li °e²itelná (binomická) kon-
gruence

x2 ≡ a (mod p),
kdep je liché prvo£íslo a a £íslo s ním nesoud¥lné. Kongruencimo-
dulo sloºeném totiºm·ºeme rozloºit na ekvivalentní soustavu kon-
gruencí modulo jednotlivé faktory £ísla m, které jsou mocninami
prvo£ísel. Kaºdou takovou kongruenci jsme schopni postupem po-
psaným v Henselov¥ lemmatu 10.27 p°evést na kvadratickou kon-
gruenci s prvo£íselnýmmodulem. Tuto kongruenci posléze normu-
jeme a doplníme na £tverec a obdrºíme vý²e uvedený tvar.

Pro ur£ení °e²itelnosti kongruence m·ºeme samoz°ejm¥ vyu-
ºít v¥tu 10.31 o °e²itelnosti binomických kongruencí. Její vyuºití
ale £asto naráºí na výpo£etní sloºitost, proto se (nejen) v kvadra-
tickém p°ípad¥ snaºíme najít kritérium jednodu²²í na výpo£et.

P°íklad. Ur£eme po£et °e²ení kongruence x2 ≡ 219 (mod 383).
Protoºe 383 je prvo£íslo a (2, φ(383)) = 2, z v¥ty 10.31

plyne, ºe daná kongruence je °e²itelná (a má 2 °e²ení) práv¥ tehdy,

kdyº platí 219
φ(383)

2 = 219191 ≡ 1 (mod 383). Ov¥°ení platnosti
není bez pouºití výpo£etní techniky snadné (i kdyº je to v tomto
p°ípad¥ je²t¥ �na papí°e� vy£íslitelné). Ukáºeme ale, jak tuto pod-
mínku ov¥°it s pomocí vlastností tzv. Legendreova symbolu daleko
snadn¥ji.

Legendre·v symbol

Nech´ je p liché prvo£íslo, a celé £íslo. Legendre·v symbol
de�nujeme p°edpisem(
a

p

)
=


1 prop ∤ a, a je kvadratický zbytek modulo p,

0 prop | a,
−1 je-li a kvadratický nezbytek modulo p.

Legendre·v symbol £asto zapisujeme rovn¥º jako (a/p) a symbol
£teme jako �a vzhledem k p�.

P°íklad. Protoºe je kongruence x2 ≡ 1 (mod p) °e²itelná
pro libovolné liché prvo£íslo p, je (1/p) = 1. Dále,
(−1/5) = (4/5) = 1, protoºe kongruence x2 ≡ −1
(mod 5) je ekvivalentní s kongruencí x2 ≡ 4 (mod 5), jejímiº
°e²eními jsou x ≡ ±2 (mod 5).

Tvrzení následujícího lemmatu budeme velmi £asto vyuºívat
p°i praktickém vy£íslení Legendreova symbolu.

10.33. Lemma. Nech´ p je liché prvo£íslo, a, b ∈ Z libovolná.
Pak platí:

(1)
(
a
p

) ≡ a p−1
2 (mod p).

(2)
(
ab
p

) = (a
p

)(
b
p

)
.
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�e²eními p·vodní kongruence jsou tedy x ≡ 3x1 (mod 63), tj.
x ≡ ±9, ±12, ±30 (mod 63). □

10.58. �e²te kongruenci

x3 ≡ 3 (mod 18).

�e²ení. Protoºe je (3, 18) = 3, nutn¥ 3 | x. Uºijeme-li, podobn¥ jako

vý²e, substituci x = 3 · x1, dostáváme kongruenci

27x3
1 ≡ 3 (mod 18),

která z°ejm¥ nemá °e²ení, protoºe (27, 18) ∤ 3. □

10.59. Kvadratické kongruence. Nejprve uvedeme n¥kolik úloh,

v nichº dokáºeme, ºe vlastnosti Jacobiho symbolu jsou

obdobné vlastnostem Legendreova symbolu, £ímº se zba-

víme nutnosti rozkládat £ísla, která se objevují v úpravách

Legendreova symbolu, na prvo£ísla.

Dokaºte, ºe pro lichá p°irozená £ísla b, b′ a celá £ísla a, a1, a2 platí

(ve v²ech p°ípadech jde o Jacobiho symbol):

i) je-li a1 ≡ a2 (mod b), pak
(
a1
b

) = (a2
b

)
,

ii)
(
a1a2
b

) = (a1
b

)(
a2
b

)
,

iii)
(
a
bb′
) = (a

b

)(
a
b′
)
.

�e²ení. D·kazy ihned vyplývají z de�nice Jacobiho symbolu a z vlast-

nosti multiplikativity Legendreova symbolu. □

10.60. Dokaºte, ºe pro lichá a, b ∈ N platí

i) ab−1
2 ≡ a−1

2 + b−1
2 (mod 2),

ii) a2b2−1
8 ≡ a2−1

8 + b2−1
8 (mod 2).

�e²ení.

i) Protoºe £íslo (a− 1)(b− 1) = (ab− 1)− (a− 1)− (b− 1)
je násobek £ty°, dostáváme (ab − 1) ≡ (a − 1) + (b − 1)
(mod 4), odkud vyd¥lením dv¥ma dostaneme pot°ebné.

ii) Podobn¥ jako vý²e (a2 − 1)(b2 − 1) = (a2b2 − 1) −
− (a2 − 1) − (b2 − 1) je násobek 16, proto dostáváme

(a2b2 − 1) ≡ (a2−1)+(b2−1) (mod 16), odkud vyd¥le-
ním osmi (viz téº p°íklad ∥10.2∥) dostaneme pot°ebné. □

10.61. Dokaºte, ºe pro lichá a1, . . . , ak ∈ N platí

i)
∏k

ℓ=1 aℓ−1
2 ≡∑k

ℓ=1
aℓ−1

2 (mod 2),

ii)
∏k

ℓ=1 a
2
ℓ−1

8 ≡∑k
ℓ=1

a2
ℓ−1
8 (mod 2).

�e²ení. Ob¥ tvrzení plynou snadno matematickou indukcí z p°edcho-

zího p°íkladu. □
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(3) Pro a ≡ b (mod p) platí
(
a
p

) = (b
p

)
.

D·kaz. (1) Pro p | a je tvrzení z°ejmé; pokud je a kvad-
ratický zbytek modulo p, pak tvrzení plyne z v¥ty o °e²itel-
nosti binomických kongruencí, které udává (v tomto p°ípad¥
je (φ(p), 2) = 2) jako nutnou a posta£ující podmínku °e²itel-
nosti kongruence x2 ≡ a (mod p) spln¥ní vztahu

a
p−1

2 ≡ 1 (mod p).

Z téºe v¥ty plyne, ºe v p°ípad¥ kvadratického nezbytku je

a
p−1

2 ̸≡ 1 (mod p). Pak ale, protoºe podle Fermatovy v¥ty

platí p | ap−1−1 = (a p−1
2 −1)(a

p−1
2 +1), nutn¥ p | a p−1

2 +1,
tj. a

p−1
2 ≡ −1 (mod p).

(2) Podle (1) je(
ab

p

)
≡ (ab) p−1

2 = a p−1
2 b

p−1
2 ≡

(
a

p

)(
b

p

)
.

Protoºe jsou ale hodnoty Legendreova symbolu prvky
mnoºiny {−1, 0, 1}, z této kongruence ihned plyne rovnost
levé a pravé strany.

(3) Z°ejmé z de�nice.
□

D·sledek. (1) V libovolné redukované soustav¥ zbytk· modulo p
je stejný po£et kvadratických zbytk· a nezbytk·.

(2) Sou£in dvou kvadratických zbytk· je zbytek, sou£in dvou ne-
zbytk· je zbytek, sou£in zbytku a nezbytku je nezbytek.

(3) (−1/p) = (−1)
p−1

2 , tj. kongruence x2 ≡ −1 (mod p) je
°e²itelná práv¥ tehdy, kdyº p ≡ 1 (mod 4).

D·kaz. (1) Mezi prvky redukované soustavy
zbytk· modulo p (m·ºeme uváºit nap°. mnoºinu
{−p−1

2 , . . . ,−1, 1, p−1
2 }) jsou kvadratickými zbytky práv¥

£ísla kongruentní s n¥kterým z £ísel (±1)2, . . . , (±p−1
2 )2.

T¥ch je ale práv¥ p−1
2 , t¥ch ostatních (tedy kvadratických

nezbytk·) je pak p − 1− p−1
2 = p−1

2 .
(2) Plyne ihned z £ásti (2) p°edchozího lemmatu.

(3) Z £ásti (1) lemmatu plyne, ºe (−1/p) ≡ (−1)
p−1

2 (mod p),
ob¥ strany ale nabývají pouze hodnot ±1, proto si musí být
rovny.

□
Jiº s vyuºitím t¥chto základních tvrzení o hodnotách Legen-

dreova symbolu jsme schopni dokázat v¥tu o ne-
kone£nosti po£tu prvo£ísel tvaru 4k+1 (viz odstavec
10.10).

Tvrzení. Prvo£ísel tvaru 4k + 1 je nekone£n¥ mnoho.

D·kaz. Budeme postupovat sporem. P°edpokládejme, ºe
p1, p2, . . . , pℓ jsou v²echna prvo£ísla tvaru 4k + 1 a uvaºme
£íslo N = (2p1 · · ·pℓ)2 + 1. Toto £íslo je op¥t tvaru 4k + 1.
Pokud je N prvo£íslo, dostáváme ihned spor (protoºe N je
jist¥ v¥t²í neº kterékoliv z p1, p2, . . . , pℓ). Pokud je naopak
sloºené, musí existovat prvo£íslo p d¥lícíN . Z°ejm¥ p°itom ºádné
z prvo£ísel 2, p1, p2, . . . , pℓ není d¥litelem N , proto ke sporu
sta£í dokázat, ºe p je rovn¥º tvaru 4k + 1. Z platnosti kongruence
(2p1 · · ·pℓ)2 ≡ −1 (mod p), dostáváme, ºe (−1/p) = 1, a
to platí podle p°edchozího d·sledku práv¥ tehdy, je-li p ≡ 1
(mod 4). I v p°ípad¥ sloºeného N jsme tedy obdrºeli prvo£íslo p,
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10.62. Dokaºte zákon kvadratické reciprocity pro Jacobiho symbol,

tj. dokaºte, ºe pro lichá a, b ∈ N platí

i)
(−1
a

) = (−1)
a−1

2 ,

ii)
(2
a

) = (−1)
a2−1

8 ,

iii)
(
a
b

) = (b
a

) · (−1)
a−1

2
b−1

2 .

�e²ení. Nech´ jako v de�nici Jacobiho symbolu je a = p1p2 · · ·pk
rozklad £ísla a na (lichá) prvo£ísla.

i) Z vlastností Legendreova symbolu a z vý²e uvedeného tvr-

zení plyne(−1
a

)
=
(−1
p1

)
·
(−1
p2

)
· · ·
(−1
pk

)
=

= (−1)
p1−1

2 · · · (−1)
pk−1

2 =
= (−1)

∑k
i=1

pi−1
2 =

= (−1)
∏k

i=1 pi−1
2 = (−1)

a−1
2 .

ii) Analogicky jako vý²e.

iii) Bu¤ dále b = q1q2 · · · qℓ rozklad £ísla b na (lichá) prvo£ísla.
Platí-li pro n¥která pi, qj , ºe pi = qj , pak jsou symboly

na obou stranách dokazované rovnosti nulové. V opa£ném

p°ípad¥ podle zákona kvadratické reciprocity pro Legen-

dre·v symbol platí pro v²echny dvojice pi, qj vztah(
pi

qj

)
=
(
qi

pj

)
· (−1)

pi−1
2

qj −1
2 .

Proto(
a

b

)
=

k∏
i=1

ℓ∏
j=1

(
pi

qj

)
=

=
k∏
i=1

ℓ∏
j=1

(
qj

pi

)
· (−1)

pi−1
2

qj −1
2 =

=
k∏
i=1

(−1)
pi−1

2
∑ℓ

j=1
qj −1

2

ℓ∏
j=1

(
qj

pi

)
=

=
k∏
i=1

(−1)
pi−1

2

∏ℓ
j=1 qj −1

2

ℓ∏
j=1

(
qj

pi

)
=

=
k∏
i=1

(−1)
pi−1

2
b−1

2

ℓ∏
j=1

(
qj

pi

)
=

= (−1)
b−1

2
∑k

i=1
pi−1

2

k∏
i=1

ℓ∏
j=1

(
qj

pi

)
=

= (−1)
a−1

2
b−1

2

(
b

a

)
.
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nepat°ící do p·vodního seznamu v²ech prvo£ísel tvaru 4k+ 1, coº
je op¥t ve sporu s p°edpokladem kone£nosti jejich po£tu. □

Nejd·leºit¥j²í tvrzení, umoº¬ující efektivn¥ ur£it hodnotu Le-
gendreova symbolu (a tak rozhodnout o °e²itelnosti
kvadratické kongruence), je tzv. zákon kvadratické re-
ciprocity.

Zákon kvadratické reciprocity

10.34. V¥ta. Nech´ p, q jsou lichá prvo£ísla. Pak

(1)
(−1
p

) = (−1)
p−1

2 ,

(2)
(2
p

) = (−1)
p2−1

8 ,

(3)
(q
p

) = (p
q

) · (−1)
p−1

2
q−1

2 .

V¥ta se v tomto tvaru uvádí zejména proto, ºe pomocí t¥chto
t°í vztah· a základních pravidel pro úpravy Legendreova symbolu
jsme schopni vypo£ítat hodnotu (a/p) pro libovolné celé £íslo a.

V literatu°e se uvádí celá °ada d·kaz· 8, obvykle ov²em vy-
uºívajících (zejména u t¥ch stru£n¥j²ích z nich) hlub²ích
znalostí z algebraické teorie £ísel. Zde ukáºeme elemen-
tární d·kaz tohoto tvrzení.

Ozna£me jako S redukovanou soustavu nejmen²ích zbytk·
(v absolutní hodnot¥) modulo p, tedy

S =
{
−p−1

2 ,−p−3
2 , . . . ,−1, 1, . . . , p−3

2 ,
p−1

2

}
.

Pro a ∈ Z, p ∤ a, pak dále ozna£me µp(a) po£et záporných
nejmen²ích zbytk· (v absolutní hodnot¥) £ísel

1 · a, 2 · a, . . . , p − 1
2
· a,

tj. pro kaºdé z t¥chto £ísel ur£íme, se kterým £íslem z mnoºiny S je
kongruentní a spo£ítáme po£et záporných z nich. Budeme p°itom
(v p°ípad¥, ºe je z kontextu jasné, o které hodnoty a, p jde) para-
metry u µ vynechávat a místo µp(a) psát pouze µ.

P°íklad. Pro prvo£íslo p = 11 a £íslo a = 3 ur£íme µp(a).
Uvaºovanou redukovanou soustavou zbytk· je v tomto

p°ípad¥ S = {−5, . . . ,−1, 1, , . . . , 5} a pro a = 3 vypo£teme

1 · 3 ≡ 3 (mod 11)
2 · 3 ≡ −5 (mod 11)
3 · 3 ≡ −2 (mod 11)
4 · 3 ≡ 1 (mod 11)
5 · 3 ≡ 4 (mod 11),

odkud µ11(3) = 2.
V následujícím tvrzení ukáºeme, ºe toto £íslo úzce

souvisí s Legendreovým symbolem � ukáºeme, ºe hod-
notu symbolu (3/11) lze vypo£ítat s pomocí funkce µ jako
(−1)µ11(3) = (−1)2 = 1.

Lemma (Gaussovo). Je-li p liché prvo£íslo, a ∈ Z, p ∤ a, pak
pro hodnotu Legendreova symbolu platí(

a

p

)
= (−1)µp(a).

8V roce 2000 uvád¥l F. Lemmermeyer 233 d·kaz· � viz F. Lemmermeyer,
Reciprocity laws. From Euler to Eisenstein, Springer. 2000
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B¥hem výpo£tu jsme vyuºili výsledek z £ásti (i) p°edchozího p°íkladu.

□

Aplikace Legendreova a Jacobiho symbolu.

Primární motivací k zavedení Jacobiho sym-

bolu byla pot°eba vy£íslení Legendreova symbolu

(a tedy rozhodnutí o °e²itelnosti kvadratických

kongruencí) bez nutnosti rozkladu £ísel na prvo£ísla. Ukaºme si proto

p°íklad takového výpo£tu.

10.63. Rozhodn¥te o °e²itelnosti kongruence x2 ≡ 219 (mod 383).

�e²ení. 383 je prvo£íslo, proto bude kongruence °e²itelná, bude-li Le-

gendre·v symbol (219/383) = 1.(
219
383

)
= −

(
383
219

)
= (Jacobi) 383 i 219 dávají po d¥lení 4 zbytek 3

= −
(

164
219

)
= −

(
41

219

)
= 164 = 22 · 41

= −
(

219
41

)
= (Jacobi) 41 dává po d¥lení 4 zbytek 1

= −
(

14
41

)
= −

(
2

41

)(
7
41

)
=

= −
(

7
41

)
= 41 dává po d¥lení 8 zbytek 1

= −
(

41
7

)
= 41 dává po d¥lení 4 zbytek 1

= −
(−1

7

)
= 1 7 dává po d¥lení 4 zbytek 3.

□

10.64. Nalezn¥te v²echna £ísla vyhovující kongruenci

x2 ≡ 7 (mod 43).

�e²ení. Legendre·v symbol je(
7

43

)
= −

(
43
7

)
= −

(
1
7

)
= −1.

Odtud plyne, ºe 7 je kvadratický nezbytek modulo 43, proto neexistuje

ºádné °e²ení dané kongruence. □

10.65. Nalezn¥te v²echna celá £ísla a, pro n¥º bude °e²itelná kongru-

ence

x2 ≡ a (mod 43).

�e²ení. Úloha navazuje na p°edchozí p°íklad, v n¥mº jsme vid¥li,

ºe £íslo 7 této úloze nevyhoví. Stejným zp·sobem bychom mohli vy-

zkou²et celou soustavu zbytk· modulo 43, ale jde to i jednodu²eji �

takovými £ísly jsou jednak násobky 43 (v tom p°ípad¥ má kongruence
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D·kaz. Pro kaºdé £íslo i ∈
{

1, 2, . . . , p−1
2

}
ur£íme

mi ∈
{

1, 2, . . . , p−1
2

}
tak, ºe i · a ≡ ±mi (mod p). Snadno

se vidí, ºe pokud k, l ∈
{

1, 2, . . . , p−1
2

}
jsou r·zná, jsou r·zné i

hodnotymk, ml (rovnostmk = ml by znamenala, ºe k · a ≡ ±l · a
(mod p), a tedy k ≡ ±l (mod p), coº nelze splnit jinak, neº ºe
k = l).

Proto splývají ob¥ mnoºiny {1, 2, . . . , p−1
2 } a

{m1,m2, . . . , m p−1
2
}, coº ilustruje téº p°edchozí p°íklad. Vy-

násobením kongruencí

1 · a ≡ ±m1 (mod p),
2 · a ≡ ±m2 (mod p),

...

p − 1
2
· a ≡ ±m p−1

2
(mod p)

dostáváme
p−1

2 ! · a p−1
2 ≡ (−1)µ · p−1

2 ! (mod p),

nebo´ mezi pravými stranami kongruencí je práv¥ µ záporných
hodnot. Po vyd¥lení obou stran £íslem p−1

2 ! dostáváme poºa-
dované tvrzení s vyuºitím toho, ºe podle lemmatu 10.33 platí

(a/p) ≡ a
p−1

2 (mod p), □

S vyuºitímGaussova lemmatu nyní zákon kvadratické recipro-
city dokáºeme.

D·kaz zákona kvadratické reciprocity. První £ást jiº
máme dokázánu, v dal²ím nejprve odvodíme mezivýsledek, který
vyuºijeme v d·kazu obou zbylých £ástí.

Nech´ je dále a ∈ Z, p ∤ a, k ∈ N a nech´ [x] (resp. ⟨x⟩) zna£í
celou (resp. necelou) £ást reálného £ísla x. Pak[

2ak
p

]
=
[

2
[
ak

p

]
+ 2

⟨
ak

p

⟩]
= 2

[
ak

p

]
+
[

2
⟨
ak

p

⟩]
.

Tento výraz je lichý práv¥ tehdy, kdyº je ⟨ ak
p
⟩ > 1

2 , tj. práv¥ tehdy,
je-li nejmen²í zbytek (v absolutní hodnot¥) £ísla ak modulo p zá-
porný (zde by m¥l pozorný £tená° zaznamenat návrat od výpo£t·
zdánliv¥ nesouvisejících výraz· k podmínkám blízkým Legendre-
ovu symbolu). �íslo µp(a) má tedy stejnou paritu jako

[ 2ak
p

]
, od-

kud s vyuºitím Gaussova lemmatu dostáváme(
a

p

)
= (−1)µp(a) = (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
2ak
p

]
.

Je-li navíc a liché, je a + p sudé £íslo a dostáváme(
2a
p

)
=
(

2a + 2p
p

)
=
(

4 a+p2
p

)
=
(

2
p

)2

·
( a+p

2
p

)
=

= (−1)
∑ p−1

2
k=1

[
(a+p)k

p

]
= (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
ak
p

]
· (−1)

∑ p−1
2

k=1 k.

Protoºe sou£tem aritmetické °ady
∑ p−1

2
k=1 k je 1

2
p−1

2
p+1

2 =
= p2−1

8 , dostáváme (pro liché a) vztah(
2
p

)
·
(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
ak
p

]
· (−1)

p2−1
8 ,
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jedno °e²ení) a jednak kvadratické zbytky modulo 43, které nejsnáze

ur£íme tak, ºe spo£ítáme druhé mocniny v²ech prvk· n¥které reduko-

vané soustavy zbytk· modulo 43.

Kvadratickými zbytky jsou £ísla kongruentní s £ísly

(±1)2, (±2)2, (±3)2, . . . , (±21)2 modulo 43 a °e²ením úlohy je

tedy mnoºina v²ech celých £ísel kongruentních s n¥kterým z £ísel 1,

4, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 21, 23, 24, 25, 31, 35, 36, 38, 40, 41.

□

10.66. Odvo¤te p°ímým výpo£tem z Gaussova lemmatu, ºe

(−1/p) = (−1)
p−1

2 a (2/p) = (−1)
p2−1

8 .

�e²ení. Pro výpo£et (−1/p) v prvním p°ípad¥ uvaºme, ºe µ udává

po£et záporných nejmen²ích zbytk· (v absolutní hodnot¥) £ísel

z mnoºiny {
−1,−2, . . . ,−p−1

2

}
.

Ta jsou ale z°ejm¥ p°ímo poºadovanými zbytky a jsou v²echna záporná,

proto je v tomto p°ípad¥ µ = p−1
2 a (−1/p) = (−1)

p−1
2 .

Ve druhém p°ípad¥ pot°ebujeme vyjád°it po£et záporných

nejmen²ích zbytk· (v absolutní hodnot¥) £ísel z mnoºiny{
1 · 2, 2 · 2, 3 · 2 . . . , p−1

2 · 2
}
.

Pro libovolné k ∈
{

1, 2, . . . , p−1
2

}
dá £íslo 2k záporný zbytek, práv¥

kdyº je 2k > p−1
2 , tj. pro k > p−1

4 . Zbývá pouze ur£it po£et vyhovují-

cích k.

Je-li p ≡ 1 (mod 4), pak je tento po£et roven p−1
2 − p−1

4 = p−1
4 ,

proto(−1
p

)
= (−1)µ = (−1)

p−1
4 = (−1)

p−1
4 ·p+1

2 = (−1)
p2−1

8 ,

nebo´ p+1
2 je v tomto p°ípad¥ liché.

Podobn¥ pro p ≡ 3 (mod 4) je po£et takových k roven £íslu
p−1

2 − p−3
4 = p+1

4 , proto(−1
p

)
= (−1)

p+1
4 = (−1)

p+1
4 ·p−1

2 = (−1)
p2−1

8 ,

nebo´ p−1
2 je v tomto p°ípad¥ liché. □

10.67. Rozhodn¥te, zda je °e²itelná kongruence x2 ≡ 38 (mod 165).

�e²ení. Jacobiho symbol je roven( 38
165

) = ( 2
165

) · ( 19
165

) = ( 2
3

) · ( 2
5

) · ( 2
11

) · ( 19
3

) · ( 19
5

) · ( 19
11

) =
= (−1)3

( 1
3

) · (−1
5

) · ( 2
11

)3 = 1.
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coº pro a = 1 dává poºadované tvrzení z bodu 2.
Podle jiº dokázané £ásti 2 a z p°edchozí rovnosti nyní dostá-

váme pro lichá £ísla a

(10.1)

(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
ak
p

]
.

Uvaºme nyní pro daná prvo£ísla p ̸= q mnoºinu
T = {q · x; x ∈ Z, 1 ≤ x ≤ (p − 1)/2}×
× {p · y; y ∈ Z, 1 ≤ y ≤ (q − 1)/2}.

Z°ejm¥ je |T | = p−1
2 · q−1

2 . Ukáºeme, ºe rovn¥º

(−1)|T | = (−1)
∑ p−1

2
k=1

[
pk
q

]
· (−1)

∑ p−1
2

k=1

[
qk
p

]
,

£ímº budeme vzhledem k p°edchozímu hotovi.

Protoºe pro ºádná x, y z p°ípustného rozsahu nem·ºe
nastat rovnost qx = py, m·ºeme mnoºinu T roz-
loºit na dv¥ disjunktní podmnoºiny T1 a T2 tak, ºe
T1 = T ∩ {(u, v); u, v ∈ Z, u < v}, T2 = T \ T1.
Z°ejm¥ je T1 po£et dvojic (qx, py), kde x <

p
q
y. Protoºe

p
q
y ≤ p

q
· q−1

2 <
p
2 , je

[
p
q
y
]
≤ p−1

2 . Pro pevné y tedy v T1

leºí práv¥ ty dvojice (qx, py), pro které 1 ≤ x ≤
[
p
q
y
]
, a tedy

|T1| =∑(q−1)/2
y=1

[
p
q
y
]
. Analogicky |T2| =∑(p−1)/2

x=1

[
q
p
x
]
.

Podle 10.1 je tedy
(p
q

) = (−1)|T1| a
(q
p

) = (−1)|T2| a zákon
kvadratické reciprocity je dokázán. □

D·sledek. Bu¤te p, q lichá prvo£ísla.

(1) −1 je kvadratický zbytek pro prvo£ísla p spl¬ující p ≡ 1
(mod 4) a nezbytek pro prvo£ísla spl¬ující p ≡ 3 (mod 4).

(2) 2 je kvadratický zbytek pro prvo£ísla p spl¬ující p ≡ ±1
(mod 8) a nezbytek pro prvo£ísla spl¬ující p ≡ ±3 (mod 8).

(3) Je-li p ≡ 1 (mod 4) nebo q ≡ 1 (mod 4), je (p/q) = (q/p),
pro ostatní lichá p, q je (p/q) = −(q/p).
D·kaz. (1) �íslo p−1

2 je sudé, práv¥ kdyº 4 | p − 1.
(2) Pot°ebujeme zjistit, pro které lichá prvo£ísla p je exponent

p2−1
8 sudý. Lichá prvo£ísla mohou dávat modulo 8 zbytek±1

nebo ±3, odkud podle ∥10.15∥ bu¤ p2 ≡ 1 (mod 16), nebo
p2 ≡ 9 (mod 16).

(3) Z°ejmé ze zákona kvadratické reciprocity.
□

P°íklad. Vypo£t¥me s vyuºitím vlastnosti Legendreova symbolu
hodnotu (79/101).
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Odtud nelze vylou£it existenci °e²ení. Ov²em rozd¥lením na soustavu

kongruencí podle faktor· modulu máme

x2 ≡ −1 (mod 3),
x2 ≡ 3 (mod 5),
x2 ≡ 5 (mod 11)

a lehce se vidí, ºe první dv¥ z t¥chto kongruencí nemají °e²ení, a proto

nemá °e²ení ani zadaná kongruence. Konkrétn¥(−1
3

) = −1 a
( 3

5

) = ( 5
3

) = ( 2
3

) = −1 . □

10.68. �e²te kongruenci x2 − 23 ≡ 0 (mod 77).

�e²ení. Rozd¥lením modulu na faktory dostaneme

x2 − 1 ≡ 0 (mod 11),

x2 − 2 ≡ 0 (mod 7).

Je ihned vid¥t, ºe 1 je kvadratický zbytek modulo 11 a ºe první kon-

gruence soustavy má (jediná dv¥) °e²ení x ≡ ±1 (mod 11). Dále
(2/7) = (9/7) = 1 a rovn¥º zde je ihned vid¥t °e²ení x ≡ ±3
(mod 7).

Dostáváme £ty°i jednoduché soustavy (vºdy dvou) lineárních

kongruencí, jejichº vy°e²ením obdrºíme °e²ení p·vodní kongruence

x ≡ 10, 32, 45 nebo 67 (mod 77). □

10.69. Ur£ete modulo která prvo£ísla je uvedené £íslo kvadratickým

zbytkem:

i) 3, ii) − 3, iii) 6.

�e²ení.

i) Hledáme prvo£ísla p ̸= 3 taková, ºe x2 ≡ 3 (mod p) má

°e²ení. Protoºe p = 2 zjevn¥ vyhovuje, uvaºujme dále pouze

lichá p ̸= 3. Pro p ≡ 1 (mod 4) dostáváme ze zákona kva-

dratické reciprocity 1 = (3/p) = (p/3), coº nastane práv¥
pro p ≡ 1 (mod 3). Je-li naopak p ≡ −1 (mod 4), pak
1 = (3/p) = −(p/3), coº platí pro p ≡ −1 (mod 3).
Zkombinováním podmínek v t¥chto dvou p°ípadech dosta-

neme p ≡ ±1 (mod 12), coº dá spolu s p = 12 mnoºinu

v²ech prvo£ísel, vyhovujících zadání.

ii) Podmínka 1 = (−3/p) = (−1/p)(3/p) bude spln¥na bu¤
v p°ípad¥, ºe (−1/p) = (3/p) = 1, nebo pokud (−1/p) =
= (3/p) = −1. V prvním p°ípad¥ (i s vyuºitím °e²ení p°ed-

chozí úlohy) to znamená, ºe p ≡ 1 (mod 4) a p ≡ ±1
(mod 12), ve druhém p°ípad¥ musí zárove¬ platit p ≡ −1
(mod 4) a p ≡ ±5 (mod 12) � redukovaná soustava zbytk·
modulo 12 je totiº tvo°ena nap°. mnoºinou {−5,−1, 1, 5}
a protoºe (3/p) = 1 pro p ≡ ±1 (mod 12), nutn¥ pro
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(
79
101

)
=
(

101
79

)
= nebo´ 101 dává po d¥lení 4 zbytek 1

=
(

22
79

)
=

=
(

2
79

)
·
(

11
79

)
=

=
(

11
79

)
= nebo´ 79 dává po d¥lení 8 zbytek −1

= (−1)
(

79
11

)
= nebo´ 11 ≡ 79 ≡ 3 (mod 4)

= (−1)
(

2
11

)
= 1 nebo´ 11 ≡ 3 (mod 8)

Vy£íslení Legendreova symbolu (jak jsme vid¥li i v p°edcho-
zím p°íkladu) umoº¬uje pouºívat zákon kvadratické
reciprocity jen na prvo£ísla a nutí nás tak provád¥t
v pr·b¥hu výpo£tu faktorizaci £ísel na prvo£ísla, coº
je výpo£etn¥ velmi náro£ná operace. Toto lze obejít

roz²í°ením de�nice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho symbol
s podobnými vlastnostmi.

De�nice. Nech´ a ∈ Z, b ∈ N, 2 ∤ b. Nech´ b = p1p2 · · ·pk
je rozklad b na (lichá) prvo£ísla (výjime£n¥ neseskupujeme
stejná prvo£ísla do mocniny, ale vypisujeme kaºdé zvlá²´, nap°.
135 = 3 · 3 · 3 · 5). Symbol(

a

b

)
=
(
a

p1

)
·
(
a

p2

)
· · ·
(
a

pk

)
se nazývá Jacobiho symbol.

Níºe ukáºeme, ºe Jacobiho symbol má podobné vlastnosti
jako symbol Legendre·v. S jednou podstatnou odchylkou � neplatí
totiº obecn¥, ºe z (a/b) = 1 plyne °e²itelnost kongruence x2 ≡ a
(mod b).

P°íklad. (
2
15

)
=
(

2
3

)
·
(

2
5

)
= (−1) · (−1) = 1

a p°itom kongruence

x2 ≡ 2 (mod 15)

není °e²itelná (kongruence x2 ≡ 2 totiº není °e²itelná modulo 3
ani modulo 5).

V¥ta (zákon kvadratické reciprocity pro Jacobiho symbol). Nech´
a, b ∈ N jsou lichá. Pak

(1)
(−1
a

) = (−1)
a−1

2 ,

(2)
(2
a

) = (−1)
a2−1

8 ,

(3)
(
a
b

) = (b
a

) · (−1)
a−1

2
b−1

2 .

D·kaz. D·kaz je snadný s vyuºitím zákona kvadratické reci-
procity pro Legendre·v symbol. Viz p°íklad ∥10.62∥. □
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p ≡ ±5 (mod 12) platí (3/p) = −1 Dostali jsme tak £ty°i

soustavy dvou kongruencí, z nichº dv¥ soustavy °e²ení ne-

mají a °e²ením zbylých dvou jsou p ≡ 1 (mod 12), resp.
p ≡ −5 (mod 12).

iii) V tomto p°ípad¥ (6/p) = (2/p)(3/p) a op¥t dostáváme dv¥

moºnosti: bu¤ (2/p) = (3/p) = 1, nebo (2/p) = (3/p) =
= −1. První p°ípad nastává, pokud p spl¬uje p ≡ ±1
(mod 8) a sou£asn¥ p ≡ ±1 (mod 12). Vy°e²ením

p°íslu²ných soustav lineárních kongruencí získáme pod-

mínku p ≡ ±1 (mod 24). Ve druhém p°ípad¥ pak p ≡ ±3
(mod 8) a zárove¬ p ≡ ±5 (mod 12), coº celkem dá

p ≡ ±5 (mod 24).

Poznamenejme je²t¥, ºe díky Dirichletov¥ v¥t¥ 10.12 je ve v²ech t°ech

p°ípadech po£et vyhovujících prvo£ísel nekone£ný. □

10.70. Následující p°íklad ukazuje, ºe pokud je modul kvadra-

tické kongruence prvo£íslo p spl¬ující p ≡ 3 (mod 4),
pak umíme nejen rozhodnout o °e²itelnosti kongruenci, ale

umíme rovn¥º snadno popsat v²echna °e²ení této kongruence.

Uvaºme prvo£íslo p ≡ 3 (mod 4) a £íslo a ∈ Z spl¬ující

(a/p) = 1. Dokaºte, ºe pak má kongruence x2 ≡ a (mod p) °e²ení

x ≡ ±a p+1
4 (mod p).

�e²ení. Ov¥°íme snadno zkou²kou (s vyuºitím lemmatu 10.33), ºe

platí (
a

p+1
4
)2 ≡ a p+1

2 ≡ a · (a
p

) ≡ a (mod p) . □

10.71. Rozhodn¥te, je-li kongruence

x2 ≡ 3 (mod 59)

°e²itelná a v kladném p°ípad¥ nalezn¥te její °e²ení.

�e²ení. Výpo£tem Legendreova symbolu(
3

59

)
= −

(
59
3

)
= −

(
2
3

)
= −(−1) = 1

zjistíme, ºe kongruence má dv¥ °e²ení. Z p°edchozího p°íkladu navíc

ihned vidíme (59 ≡ 3 (mod 4)), ºe °e²ením jsou £ísla

x ≡ ±3
59+1

4 = ±315 ≡ (35)3 ≡
≡ ±73 = ±343 ≡ ∓11 (mod 59),

nebo´ 35 = 243 ≡ 7 (mod 59). □
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Dal²í aplikací zákona kvadratické reciprocity je v jistém
smyslu opa£ná otázka: Pro která prvo£ísla je dané £íslo
a kvadratickým zbytkem? Tuto otázku jiº umíme od-
pov¥d¥t nap°. pro a = 2. Prvním krokem je zodpov¥zení
této otázky pro prvo£ísla, odpov¥¤ pro sloºená a pak

závisí na tom, jak se a rozkládá na prvo£ísla.

V¥ta. Nech´ q je liché prvo£íslo.

• Je-li q ≡ 1 (mod 4), pak je q kvadratický zbytek modulo ta
prvo£íslap, která spl¬ujíp ≡ r (mod q), kde r je kvadratický
zbytek modulo q.
• Je-li q ≡ 3 (mod 4), pak je q kvadratický zbytek modulo ta

prvo£ísla p, která spl¬ují p ≡ ±b2 (mod 4q), kde b je liché
a nesoud¥lné s q.

D·kaz. První tvrzení plyne triviáln¥ ze zákona kva-
dratické reciprocity. Uvaºujme tedy q ≡ 3 (mod 4), tj.

(q/p) = (−1)
p−1

2 (p/q). Nech´ nejprve p ≡ +b2 (mod 4q),
kde b je liché, a tedy b2 ≡ 1 (mod 4). Pak p ≡ b2 ≡ 1
(mod 4) a p ≡ b2 (mod q). Tedy (−1)

p−1
2 = 1 a (p/q) = 1,

odkud (q/p) = 1. Je-li nyní p ≡ −b2 (mod 4q), pak ob-
dobn¥ p ≡ −b2 ≡ 3 (mod 4) a p ≡ −b2 (mod q). Tedy
(−1)

p−1
2 = −1 a (p/q) = −1, odkud op¥t (q/p) = 1.

Obrácen¥, m¥jme (q/p) = 1. Máme dv¥ moºnosti � bu¤

(−1)
p−1

2 = 1 a (p/q) = 1, anebo (−1)
p−1

2 = −1 a (p/q) = −1.
V prvním p°ípad¥ je p ≡ 1 (mod 4) a existuje b tak, ºe p ≡ b2

(mod q). P°itom lze bez újmy na obecnosti p°edpokládat, ºe b li-
ché (kdyby totiº bylo b sudé, mohli bychom místo n¥j vzít b + q).
Pak ale b2 ≡ 1 ≡ p (mod 4) a celkem p ≡ b2 (mod 4q).

V druhém p°ípad¥ je p ≡ 3 (mod 4) a (−p/q) =
= (−1/q)(p/q) = (−1)(−1) = 1, proto existuje b (které lze
op¥t vybrat liché) tak, ºe −p ≡ b2 (mod q). Tedy −b2 ≡ 3 ≡ p
(mod 4) a celkem p ≡ −b2 (mod 4q). □

5. Aplikace � po£ítání s velkými £ísly, kryptogra�e

10.35. Výpo£etní aspekty teorie £ísel. V mnoha praktických
úlohách vyuºívajících výsledky teorie £ísel je za-
pot°ebí um¥t rychle provést jeden £i více z následu-
jících výpo£t·:

• b¥ºné aritmetické operace (sou£et, sou£in, d¥lení se zbytkem)
na celých £íslech,
• ur£it zbytek mocniny celého £ísla a (na p°irozené £íslo n) po
d¥lení daným m.
• ur£it inverzi celého £ísla a modulo m ∈ N,
• ur£it nejv¥t²í spole£ný d¥litel dvou celých £ísel (a p°ípadn¥
koe�cienty do Bezoutovy rovnosti),
• rozhodnout o daném £ísle, je-li prvo£íslo nebo sloºené,
• v p°ípad¥ sloºenosti rozloºit dané £íslo na sou£in prvo£ísel.

Základní aritmetické operace se i na velkých £íslech obvykle
provád¥jí obdobn¥ jako jsme se to u£ili na základní a st°ední ²kole,
kdy umíme s£ítat v lineárním a násobit a d¥lit se zbytkem v kvad-
ratickém £ase. Pro násobení, které je základem mnoha dal²ích ope-
rací, existují asymptoticky rychlej²í algoritmy (typu rozd¥l a pa-
nuj) - nap°. první takový Karatsub·v (1960) £asové náro£nosti
2
(
nlog2 3) nebo algoritmus Schönhage-Strassen·v (1971) £asové

náro£nosti 2(n log n log log n), který vyuºívá rychlou Fourierovu
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D. Diofantické rovnice

Uº ve t°etím století na²eho letopo£tu se Diofantos z Alexandrie

zabýval °e²ením rovnic, ve kterých za °e²ení p°ipou²t¥l jen celá £ísla.

Není se £emu divit, vºdy´ v mnoha praktických úlohách, vedoucích

k rovnicím, nemusí mít necelo£íselná °e²ení rozumnou interpretaci.

Jde nap°íklad o úlohu, jak pomocí existujících (korunových £i euro-

vých) mincí p°esn¥ zaplatit konkrétní £ástku. Takové rovnice, u nichº

nás zajímají jen celo£íselná °e²ení, se na Diofantovu po£est se nazývají

diofantické rovnice.

Hezkým p°íkladem diofantické rovnice je i Euler·v vztah

s − h+ v = 2

z teorie graf· dávající do souvislosti po£et st¥n, hran a vrchol· rovin-

ného grafu. Hledáme-li navíc pouze pravidelné grafy, dostáváme se

k otázce existence tzv. Platónských t¥les, která je moºné elegantn¥ po-

psat práv¥ jako °e²ení této diofantické rovnice � více viz 12.28.

Pro °e²ení t¥chto rovnic bohuºel neexistuje ºádná univerzální me-

toda. Dokonce neexistuje ani metoda (jinými slovy algoritmus), která

by ur£ila, jestli má obecná polynomiální diofantická rovnice °e²ení.

Tato otázka je známá pod názvem 10. Hilbert·v problém a d·kaz ne-

existence algoritmu podal �ri$i Mati�seviq (Yuri Matiyasevich)

v roce 1970.1

V n¥kterých p°ípadech je ale moºné °e²ení diofantických rov-

nic zcela nebo alespo¬ z£ásti p°evést na °e²ení kongruencí, coº je

krom¥ jiº zmi¬ovaných aplikací dal²í motivací pro studium kongru-

encí. Uve¤me si alespo¬ n¥které z nich.

Lineární diofantické rovnice. Lineární diofantické rovnice jsou rov-

nice tvaru

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b,

kde x1, . . . , xn jsou neznámé a a1, . . . , an, b daná nenulová celá £ísla.

1Viz elementárn¥ psaný text M. Davis, Hilbert's Tenth Problem is Unsolvable,

The American Mathematical Monthly 80(3): 233�269. 1973.
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transformaci (FFT) � viz téº 7.30. Ten je ale p°es svou asympto-
tickou p°evahu výhodný aº pro násobení £ísel majících alespo¬
desítky tisíc cifer (a pouºívá se tak nap°. pro hledání nejv¥t²ích
známých prvo£ísel v projektu GIMPS).

10.36. Nejv¥t²í spole£ný d¥litel a modulární inverze. Jak uº
jsme ukazovali d°íve, výpo£et °e²ení kongruence a · x ≡ 1
(mod m) s neznámou x lze snadno (díky Bezoutov¥ v¥t¥) p°evést
na výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele £ísel a a m a na hledání
koe�cient· k, l do Bezoutovy rovnosti k · a + l ·m = 1 (nalezené
k je pak onou hledanou inverzí a modulo m).

f u n c t i o n ex t ended_gcd ( a ,m)
i f m == 0

r e t u r n ( 1 , 0 )
e l s e

( q , r ) := d i v i d e ( a ,m)
( k , l ) := ex t ended_gcd (m, r )
r e t u r n ( l , k − q∗ l )

Podrobná analýza9 ukazuje, ºe problém výpo£tu nejv¥t²ího
spole£ného d¥litele je kvadratické £asové sloºitosti.

10.37. Modulární umoc¬ování. Algoritmus modulárního
umoc¬ování je zaloºen na my²lence, ºe nap°. p°i po£ítání 264

(mod 1000) není t°eba nejprve po£ítat 264 a poté jej vyd¥lit se
zbytkem £íslem 1000, ale lépe je postupn¥ násobit �dvojky�
a kdykoliv je výsledek v¥t²í neº 1000, provést redukci modulo
1000. Zejména ale není t°eba provád¥t takové mnoºství násobení
(v tomto p°ípad¥ 63 naivních násobení je moºné nahradit pouze
²esti umocn¥ními na druhou, nebo´

264 = (((((22)2)2)2)2)2.

f u n c t i o n modular_pow ( base , exp , mod )
r e s u l t := 1
wh i l e exp > 0

i f ( exp % 2 == 1 ) :
r e s u l t := ( r e s u l t ∗ base ) % mod

exp := exp >> 1
base := ( base ∗ base ) % mod

r e t u r n r e s u l t

V pr·b¥hu algoritmu se pro kaºdou binární £íslici exponentu
provede umocn¥ní základu na druhou modulo n (coº je operace
proveditelná v nejh·°e kvadratickém £ase) a pro kaºdou �jedni£ku�
v binárním zápisu se navíc provede jedno násobení. Celkov¥ jsme
tedy schopni provést modulární umoc¬ování nejh·°e v kubickém
£ase. Je p°itom vid¥t, ºe sloºitost významn¥ závisí na zápisu expo-
nentu ve dvojkové soustav¥

P°íklad. Vypo£t¥me 2560 (mod 561).
Protoºe 560 = (1000110000)2, dostaneme uvedeným algorit-

mem

9Viz nap°. D. Knuth, Art of Computer Programming, Volume 2: Semi-
numerical Algorithms, Addison-Wesley 1997 nebo Wikipedia, Euclidean algo-
rithm, http://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_algorithm (as
of July 16, 2013, 11:32 GMT).
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To, ºe °e²ení diofantických rovnic je ob£as uºite£né

i �v praktickém ºivot¥�, dokazuje Bruce Willis a Sa-

muel Jackson ve �lmu Smrtonosná past 3 (Die Hard:

With a Vengeance), kde mají za úkol zlikvidovat

bombu pomocí 4 galon· vody, p°i£emº k dispozici

mají pouze nádoby na 3, resp. 5 galon·. Matematik

by °ekl, ºe pánové m¥li za úkol nalézt alespo¬ jedno

°e²ení diofantické rovnice 3x + 5y = 4.

K °e²ení t¥chto rovnic je moºné uºít kongruencí. Z°ejm¥ je nutnou

podmínkou °e²itelnosti této rovnice to, ºe £íslo d = (a1, . . . , an) d¥lí b.

Pokud je tato podmínka spln¥na, vyd¥lením obou stran rovnice £íslem

d dostaneme ekvivalentní rovnici

a′
1x1 + a′

2x2 + · · · + a′
nxn = b′,

kde a′
i = ai/d pro i = 1, . . . , n a b′ = b/d. P°itom platí

d · (a′
1, . . . , a

′
n) = (da′

1, . . . , da
′
n) = (a1, . . . , an) = d,

a tedy (a′
1, . . . , a

′
n) = 1.

Dále ukáºeme, ºe rovnice

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b,
kde a1, a2, . . . , an, b jsou celá £ísla taková, ºe (a1, . . . , an) = 1, má

vºdy celo£íselné °e²ení a ºe v²echna celo£íselná °e²ení této rovnice je

moºné popsat pomocí n− 1 celo£íselných parametr·.

D·kaz povedeme matematickou indukcí vzhledem k po£tu nezná-

mých n. Pro n = 1 je tvrzení triviální, rovnice má z°ejm¥ jediné

°e²ení (tedy °e²ení nezávisí na ºádném parametru). Je-li dále n ≥ 2
a p°edpokládáme-li, ºe tvrzení platí pro rovnice o n − 1 neznámých,

pak ozna£íme d = (a1, . . . , an−1) a libovolná n-tice x1, . . . , xn, která

je hledaným °e²ením rovnice musí splnit kongruenci

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn ≡ b (mod d).

http://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_algorithm
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exp base result poslední cifra exp
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 460 1
8 511 256 0
4 256 256 0
2 460 256 0
1 103 256 1
0 511 1 0

A tedy 2560 ≡ 1 (mod 561).

10.38. Testování prvo£íselnosti a sloºenosti. P°estoºe platí zá-
kladní v¥ta aritmetiky, která nám garantuje, ºe kaºdé
p°irozené £íslo se dá jednozna£ným zp·sobem roz-
loºit na sou£in prvo£ísel, praktické nalezení tohoto
rozkladu je obvykle velmi výpo£etn¥ náro£ná ope-

race, obvykle provád¥ná v n¥kolika krocích:

(1) nalezení v²ech d¥litel· nep°evy²ujících ur£itou hranici (meto-
dou pokusného d¥lení v²emi prvo£ísly aº do této hranice, ty-
picky je touto hranicí cca 106),

(2) otestování zbylého faktoru na sloºenost (tzv. test na sloºenost,
testující n¥kterou nutnou podmínku prvo£íselnosti),
(a) pokud test sloºenosti dopadl s výsledkem, ºe zkoumané

£íslo je asi prvo£íslo, pak testem na prvo£íselnost ov¥°it,
ºe je to opravdu prvo£íslo,

(b) pokud test sloºenosti dopadl s výsledkem, ºe zkoumané
£íslo je sloºené, pak nalézt netriviálního d¥litele.

Takto je posloupnost krok· provád¥na z toho d·vodu, ºe jed-
notlivé algoritmy mají postupn¥ (výrazn¥) rostoucí £asovou sloºi-
tost. V roce 2002 sice Agrawal, Kayal a Saxena publikovali algorit-
mus, který testuje prvo£íselnost v polynomiálním £ase, prakticky
je ale zatím stále efektivn¥j²í pouºívat vý²e uvedený postup.

10.39. Testy na sloºenost - jak s jistotou poznat sloºená £ísla?
Takzvané testy na sloºenost testují n¥kterou nutnou podmínku
prvo£íselnosti. Nejjednodu²²í takovou podmínkou je Malá Ferma-
tova v¥ta.

Tvrzení (Fermat·v test). Existuje-li pro dané N n¥jaké a ̸≡ 0
(mod N) takové, ºe aN−1 ̸≡ 1 (mod N), pak N není prvo£íslo.

Bohuºel nemusí být pro dané sloºené N snadné najít takové
a, ºe Fermat·v test odhalí sloºenost N . Pro n¥která výjime£ná N
dokonce jedinými takovými £ísly a jsou ta £ísla, jeº jsou soud¥lná
s N . Jejich nalezení je tedy ekvivalentní s nalezením d¥litele, a
tedy i s rozkladem N na prvo£ísla.

Skute£n¥ existují taková nehezká (nebo extrémn¥ hezká?)
sloºená £ísla N , která spl¬ují, ºe pro libovolné a nesoud¥lné
s N platí aN−1 ≡ 1 (mod N). Taková £ísla se nazývají Carmi-
chaelova, nejmen²í10 z nich je 561 = 3 · 11 · 17 a teprve v roce
1992 se poda°ilo dokázat11, ºe jich je dokonce nekone£n¥ mnoho.

10Za objevitele nejmen²ích sedmi Carmichaelových £ísel se povaºuje £eský
kn¥z a matematik Václav �imerka (1819�1887), který se jimi zabýval podstatn¥
d°íve neº americký matematik R. D. Carmichael (1879�1967), po n¥mº nesou své
jméno.

11W. R. Alford, A. Granville and C. Pomerance, There are In�nitely Many
Carmichael Numbers, Annals of Mathematics, Vol. 139, No. 3 (1994), pp. 703-722.
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Vzhledem k tomu, ºe d je spole£ný d¥litel £ísel a1, . . . , an−1, je tato

kongruence tvaru

anxn ≡ b (mod d),

která má díky tomu, ºe (d, an) = (a1, . . . , an) = 1, jediné °e²ení

xn ≡ c (mod d),

kde c je vhodné celé £íslo, neboli xn = c+d · t, kde t ∈ Z je libovolné.

Dosazením do p·vodní rovnice a úpravou obdrºíme rovnici

a1x1 + · · · + an−1xn−1 = b − anc − andt
o n−1 neznámých s jedním parametrem t. P°itom je £íslo (b−anc)/d
celé, proto lze tuto rovnici vyd¥lit £íslem d. Dostaneme tak rovnici

a′
1x1 + · · · + a′

n−1xn−1 = b′,

kde a′
i = ai/d pro i = 1, . . . , n − 1 a b′ = ((b − anc)/d) − ant,

spl¬ující

(a′
1, . . . , a

′
n−1) = (da′

1, . . . , da
′
n−1) · 1

d
= (a1, . . . , an−1) · 1

d
= 1,

která má podle induk£ního p°edpokladu pro libovolné t ∈ Z °e²ení

popsatelné pomocí n − 2 celo£íselných parametr· (jiných neº t), coº

spolu s podmínkou xn = c + dt dává poºadované tvrzení.

10.72. Rozhodn¥te, zda je moºné na dvouramenných vahách, mají-

cích ramena stejné délky, odváºit 50g n¥jakého zboºí,

máme-li k dispozici pouze (libovolný po£et) závaºí

t°í hmotností (770g, 630g a 330g). Pokud ano, jak to

ud¥lat?

�e²ení. Na²ím úkolem je vy°e²it rovnici

770x + 630y + 330z = 50,

kde x, y, z ∈ Z (záporná hodnota ve výsledku p°itom bude znamenat,

ºe závaºí klademe na druhou misku). Po vyd¥lení obou stran rovnice

£íslem (770, 630, 330) = 10 dostaneme ekvivalentní rovnici

77x + 63y + 33z = 5.

Nyní tuto rovnici uváºíme modulo (77, 63) = 7 a získáme lineární

kongruenci, kterou vy°e²íme:

33z ≡ 5 (mod 7),

5z ≡ 5 (mod 7),

z ≡ 1 (mod 7).

�e²eními jsou tedy v²echna celá £ísla z tvaru z = 1 + 7t, kde t ∈ Z
je celo£íselný parametr.
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P°íklad. Dokáºeme, ºe 561 je Carmichaelovo, tj. ºe pro kaºdé
a ∈ N, které je nesoud¥lné s 3 · 11 · 17, platí a560 ≡ 1 (mod 561).

Z vlastností kongruencí víme, ºe sta£í dokázat tuto kongru-
enci modulo 3, 11 i 17. To ale dostaneme p°ímo z Malé Ferma-
tovy v¥ty, protoºe takové a spl¬uje a2 ≡ 1 (mod 3), a10 ≡ 1
(mod 11), a16 ≡ 1 (mod 17), p°i£emº 2, 10 i 16 d¥lí 560, proto
a560 ≡ 1 modulo 3, 11 i 17 pro v²echna a nesoud¥lná s 561 (viz
téº Korseltovo kritérium uvedené níºe).

10.40. Tvrzení (Korseltovo kritérium). Sloºené £íslo n je Carmi-
chaelovým £íslem, práv¥ kdyº

• je ned¥litelné £tvercem (square-free),
• pro v²echna prvo£ísla p d¥lící n platí p − 1 | n− 1.

D·kaz. �⇐� Ukáºeme, ºe pokud n spl¬uje uvedené dv¥ pod-
mínky a je sloºené, pak pro libovolné a ∈ Z nesoud¥lné s n platí
an−1 ≡ 1 (mod n). Rozloºme tedy n na sou£in r·zných lichých
prvo£ísel ve tvaru n = p1 · · ·pk , kde navíc pi − 1 | n − 1
pro v²echna i ∈ {1, , . . . , k}. Protoºe (a, pi) = 1 dostáváme
z Malé Fermatovy v¥ty api−1 ≡ 1 (mod pi), odkud díky pod-
mínce pi − 1 | n − 1 rovn¥º an−1 ≡ 1 (mod pi). Toto platí pro
v²echna i, proto an−1 ≡ 1 (mod n) a £íslo n je Carmichaelovo.

�⇒� Carmichaelovo £íslo n nem·ºe být sudé, protoºe pak pro
a = −1 dostaneme an−1 ≡ −1 (mod n), coº ale vzhledem k pod-
mínce an−1 ≡ 1 (mod n) znamená, ºe n musí být rovno dv¥ma
(a tedy není sloºené). M¥jme tedy rozklad n = p

α1
1 · · ·pαk

k , kde
pi jsou r·zná lichá prvo£ísla a αi ∈ N. Pro kaºdé i m·ºeme
díky v¥t¥ 10.20 zvolit primitivní ko°en gi modulo p

αi

i a z �ín-
ské zbytkové v¥ty pak dostaneme celé £íslo a spl¬ující a ≡ gi
(mod pαi

i ) pro v²echna i, které je z°ejm¥ nesoud¥lné s n. Z p°ed-
pokladu víme, ºe an−1 ≡ 1 (mod n), tedy i modulo pαi

i , a proto

rovn¥º gn−1
i ≡ 1 (mod pαi

i ). Protoºe je gi primitivním ko°enem
modulo pαi

i , musí být £íslo n− 1 násobkem jeho °ádu, tedy násob-

kem φ(pαi

i ) = pαi−1
i (pi−1). P°itom je ale (pi, n−1) = 1 (vºdy´

pi |n), nutn¥ tedy αi = 1 a pi − 1 | n− 1. □

Fermat·v test lze mírn¥ vylep²it na Euler·v test nebo je²t¥
více s vyuºitím Jacobiho symbolu, ale vý²e zmín¥ný problém se
ani tak zcela neodstraní.

Tvrzení (Euler·v test). Existuje-li pro dané liché N £íslo a ̸≡ 0
(mod N) takové, ºe a

N−1
2 ̸≡ ±1 (mod N), pak N není prvo£íslo.

D·kaz. Plyne ihned z Fermatovy v¥ty a z toho, ºe pro liché

N platí aN−1 = (a N−1
2 − 1)(a

N+1
2 − 1). □

Tvrzení (Euler-Jacobiho test). Existuje-li pro dané liché N £íslo

a ̸≡ 0 (mod N) takové, ºe a
N−1

2 ̸≡ (
a
N

)
(mod N), pak N není

prvo£íslo.

D·kaz. Plyne ihned z lemmatu 10.33. □

P°íklad. M¥jme stejn¥ jako d°íveN = 561 = 3 ·11 ·17 a uvaºme
a = 5. Pak platí 5280 ≡ 1 (mod 3) a 5280 ≡ 1 (mod 10), p°itom
5280 ≡ −1 (mod 17), proto ur£it¥ 5280 ̸≡ ±1 (mod 561). Zde
do²lo k tomu, ºe neplatilo a(N−1)/2 ≡ ±1 (mod N), proto ani
nebylo t°eba testovat hodnotu Jacobiho symbolu (5/561). �asto
ale práv¥ Euler-Jacobiho test m·ºe odhalit sloºené £íslo i v p°ípad¥,
kdy tato mocnina je rovna ±1.
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Po dosazení do rovnice za z a úprav¥ dostaneme

77x + 63y = 5− 33(1+ 7t),

11x + 9y = −4− 33t.

Tuto (parametrizovanou) rovnici uváºíme modulo 11:

9y ≡ −4− 33t (mod 11),

−2y ≡ −4 (mod 11),

y ≡ 2 (mod 11).

�e²eními kongruence jsou tedy celá £ísla y = 2 + 11s pro libovolné
s ∈ Z. Nyní jiº zbývá jen dopo£ítat x:

11x = −4− 33t − 9(2+ 11s),

11x = −22− 33t − 9 · 11s,

x = −2− 3t − 9s.

Zjistili jsme, ºe °e²ení tvo°í v²echny trojice celých £ísel (x, y, z)

z mnoºiny

{(−2− 3t − 9s, 2+ 11s, 1+ 7t); s, t ∈ Z}.
Konkrétní °e²ení dostaneme dosazením hodnot za t, s. Nap°íklad pro

t = s = 0 je °e²ením trojice (−2, 2, 1) nebo pro t = −4, s = 1 trojice
(1, 13,−27).

Poznamenejme, ºe neznámé lze samoz°ejm¥ eliminovat v jiném

po°adí � v takovém p°ípad¥ výsledek m·ºe vypadat �syntakticky� ji-

nak, ale bude samoz°ejm¥ popisovat stejnoumnoºinu °e²ení (ta je dána

konkrétní t°ídou rozkladu komutativní grupy Zn podle vhodné pod-

grupy � v na²em p°ípad¥ (2, 2, 1) + (3, 0, 7)Z + (−9, 11, 0)Z ⊆ Z3

� coº je z°ejmou analogií toho, ºe °e²ením takové rovnice nad t¥lesem

je a�nní podprostor p°íslu²ného vektorového prostoru). □

10.73. Dal²í typy diofantických rovnic °e²itelných s vyuºitím kon-

gruencí. P°i °e²ení n¥kterých diofantických rovnic je moºné jednu

z neznámých explicitn¥ vyjád°it jako funkci ostatních � v takovém

p°ípad¥ budeme zkoumat, pro které celo£íselné hodnoty neznámých

je i hodnota této funkce celo£íselná.

Nap°íklad pro rovnici tvaru

mxn = f (x1, . . . , xn−1),

kde m je p°irozené £íslo a f (x1, . . . , xn−1) ∈ Z[x1, . . . , xn−1]
mnoho£len s celo£íselnými koe�cienty, je nutnou a dostate£nou

podmínkou toho, ºe n-tice celých £ísel x1, . . . , xn je jejím °e²ením,

podmínka

f (x1, . . . , xn−1) ≡ 0 (mod m).
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P°íklad. Euler·v test neodhalí nap°íklad sloºenost £ísla
N = 1729 = 7 · 13 · 19, nebo´ £íslo N−1

2 = 864 = 25 · 33 je
d¥litelné 6, 12 i 18 a tedy z Fermatovy v¥ty plyne, ºe pro v²echna
celá £ísla a nesoud¥lná s N platí a(N−1)/2 ≡ 1 (mod N). P°itom
ale pro a = 11 dostaneme (11/1729) = −1 a Euler-Jacobiho test
jiº tedy sloºenost £ísla 1729 odhalí.

Poznamenejme, ºe hodnotu Legendreova nebo Jacobiho sym-
bolu (a/n) lze díky zákonu kvadratické reciprocity spo£ítat velmi
efektivn¥12 v £ase O((log a)(log n)).

Pseudoprvo£íslo

Sloºené £íslo n se nazývá pseudoprvo£íslo, pokud projde
p°íslu²ným testem na sloºenost a není jím odhaleno jako sloºené.
Máme tak

(1) Fermatova pseudoprvo£ísla o základu a,
(2) Eulerova (nebo Euler-Jacobiho) pseudoprvo£ísla o základu a,
(3) silná pseudoprvo£ísla o základu a, coº jsou sloºená £ísla, která

projdou následujícím testem na sloºenost:

Následující test je jednoduchým, ale (jak se ukazuje ve v¥t¥
10.42) velice ú£inným, zp°esn¥ním úvodního Fermatova testu.

10.41. V¥ta. Nech´ p je liché prvo£íslo. Pi²me p−1 = 2t ·q, kde t
je p°irozené £íslo a q je liché. Pak pro kaºdé celé £íslo a ned¥litelné
p bu¤ platí aq ≡ 1 (mod p) nebo existuje e ∈ {0, 1, . . . , t − 1}
spl¬ující a2eq ≡ −1 (mod p).

D·kaz. Z Fermatovy v¥ty plyne

p | ap−1 − 1 = (a p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1) =

= (a p−1
4 − 1)(a

p−1
4 + 1)(a

p−1
2 + 1) =

...

= (aq − 1)(aq + 1)(a2q + 1) · · · (a2t−1 q + 1),

odkud díky prvo£íselnosti p z°ejm¥ plyne tvrzení. □

Tvrzení (test na sloºenost Millera a Rabina). Nech´ je dáno liché
£íslo N a p°irozená £ísla t, q spl¬ující N − 1 = 2t · q, 2 ∤ q.
Existuje-li £íslo a ̸≡ 0 (mod N) takové, ºe

aq ̸≡ 1 (mod N)

a2eq ̸≡ −1 (mod N) pro e ∈ {0, 1, . . . , t − 1},

pak N není prvo£íslo.

D·kaz. Korektnost testu plyne p°ímo z p°edchozí v¥ty. □

12Viz H. Cohen, A Course in Computational Algebraic Number Theory,
Springer, 1993.
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10.74. �e²te diofantickou rovnici x(x + 3) = 4y − 1.

�e²ení. Rovnici upravíme na tvar 4y = x2 + 3x + 1 a budeme °e²it

kongruenci

x2 + 3x + 1 ≡ 0 (mod 4).

Tato kongruence nemá ºádné °e²ení, protoºe pro libovolné celé

£íslo x je hodnota výrazu x2 + 3x + 1 lichá (coº lze zjistit rovn¥º

prostým dosazením v²ech moºných zbytk· modulo 4 p°ímo do kon-

gruence). □

10.75. �e²te v oboru celých £ísel rovnici

379x + 314y + 183y2 = 210.

�e²ení. Rovnice je lineární vzhledem k neznámé x, druhá neznámá

y tedy musí vyhov¥t kongruenci

183y2 + 314y − 210 ≡ 0 (mod 379).

Polynom na levé stran¥ normujeme a doplníme na £tverec (abychom

se zbavili lineárního £lenu). Nejprve je t°eba ur£it t ∈ Z tak, aby 183 ·
t ≡ 1 (mod 379). (jinými slovy: pot°ebujeme ur£it inverzi £ísla 183

modulo 379). K tomu vyuºijeme Euklidova algoritmu:

379 = 2 · 183+ 13,

183 = 14 · 13+ 1,

odkud

1 = 183− 14 · 13 = 183− 14 · (379− 2 · 183) =
= 29 · 183− 14 · 379.

Hledaným t je tedy nap°. £íslo 29. Po vynásobení obou stran kongru-

ence £íslem t = 29 a úprav¥ tak dostáváme ekvivalentní kongruenci

y2 + 10y − 26 ≡ 0 (mod 379).

Nyní levou stranu doplníme na £tverec a upravíme pomocí substituce

(z = y + 5):

(y + 5)2 − 52 − 26 ≡ 0 (mod 379),

z2 ≡ 51 (mod 379).

S vyuºitím zákona kvadratické reciprocity vypo£teme Legendre·v

symbol (51/379):(
51

379

)
=
(

3
379

)
·
(

17
379

)
=
(

379
3

)
· (−1) ·

(
379
17

)
· (+1) =

=
(

1
3

)
· (−1) ·

(
5
17

)
= (1) · (−1) ·

(
17
5

)
· (+1) =

= (−1) ·
(

2
5

)
= (−1) · (−1) = 1,
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R·zné typy pseudoprvo£ísel

Ukazuje se, ºe tento snadný test výrazn¥ zesiluje schopnost
rozpoznávat sloºená £ísla. Nejmen²í silné pseudoprvo£íslo o zá-
kladu 2 je 2047 (p°itom nejmen²í Fermatovo o základu 2 bylo jiº
341) a p°i otestování základ· 2, 3 a 5 dostaneme nejmen²í silné
pseudoprvo£íslo 25326001. Jinými slovy, pokud nám sta£í testo-
vat pouze £ísla do 2 · 107, pak sta£í tento test na sloºenost pro-
vést pouze pro základy 2, 3 a 5. Pokud £íslo není odhaleno jako
sloºené, pak je ur£it¥ prvo£íslem.Na druhou stranu bylo dokázáno,
ºe ºádná kone£ná báze není dostate£ná pro otestování v²ech p°iro-
zených £ísel.

Test Millera a Rabina je praktickou aplikací p°edchozího tvr-
zení, kdy jsme navíc díky následující v¥t¥ uvedené bez d·kazu
schopni omezit pravd¥podobnost neúsp¥chu.

10.42. V¥ta. Nech´N > 10 je liché sloºené £íslo. Pi²meN − 1 =
= 2t · q, kde t je p°irozené £íslo a q je liché. Pak nejvý²e £tvr-
tina z £ísel mnoºiny {a ∈ Z; 1 ≤ a < N, (a,N) = 1} spl¬uje
následující podmínku:

aq ≡ 1 (mod N)

nebo existuje e ∈ {0, 1, . . . , t − 1} spl¬ující
a2eq ≡ −1 (mod N).

V praktických implementacích se obvykle testuje cca 20 ná-
hodných základ· (p°íp. nejmen²ích prvo£íselných základ·). V tako-
vém p°ípad¥ dostáváme díky p°edchozí v¥t¥, ºe pravd¥podobnost
neodhalení sloºeného £ísla je men²í neº 2−40.

�asová náro£nost algoritmu je asymptoticky stejná jako sloºi-
tost modulárního umoc¬ování, tedy nejh·°e kubická. Je ale t°eba
si uv¥domit, ºe test je nedeterministický a spolehlivost jeho deter-
ministické verze závisí na tzv. zobecn¥né Riemannov¥ hypotéze
(GRH13).

10.43. Testy na prvo£íselnost. Testy na prvo£íselnost p°ichá-
zejí na °adu obvykle ve chvíli, kdy n¥který test na
sloºenost prohlásí, ºe jde pravd¥podobn¥ o prvo£íslo,
p°ípadn¥ se provád¥jí rovnou u speciálních typ· £ísel.
Uve¤me nejprve p°ehled nejznám¥j²ích test·,mezi ni-

miº jsou jak historické testy, tak i n¥které testy velmi moderní.

(1) AKS � obecný polynomiální test na prvo£ísla objevený in-
dickými matematiky Agrawalem, Kayalem a Saxenou v roce
2002.

(2) Pocklington-Lehmer·v test � test na prvo£íselnost subexpo-
nenciální sloºitosti

13Wikipedia, Riemann hypothesis, http://en.wikipedia.org/

wiki/Riemann_hypothesis (as of July 25, 2013, 21:23 GMT).
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odkud plyne, ºe kongruence je °e²itelná a má dv¥ °e²ení modulo 379.
Podle tvrzení v p°íkladu ∥10.70∥ jsou °e²ení tvaru

z ≡ ±51
380
4 ,

p°itom 513 ≡ 1 (mod 379), odkud 5195 = (513)31 · 512 ≡ −52
(mod 379).�e²eními jsou tedy z ≡ ±52 (mod 379) a odtud zp¥tným
dosazením dostaneme

y ≡ 47 (mod 379), y ≡ −57 (mod 379).

Zadaná diofantická rovnice má tedy jako °e²ení v²echny dvojice

(x, y), kde y ∈ {47 + 379 · k; k ∈ Z} ∪ {−57 + 379 · k; k ∈ Z}
a x = 1

379 ·(210−314y−183y2 ), tedy nap°. dvojice £ísel (−1105, 47)
nebo (−1521,−57) (coº jsou jediná dv¥ °e²ení s |x| < 105). □

10.76. �e²te v mnoºin¥ celých £ísel rovnici 2x = 1+ 3y .

�e²ení. Je-li y < 0, platí 1 < 1 + 3y < 2, odkud 0 < x < 1, coº
zjevn¥ není celé £íslo. Je tedy y ≥ 0, a proto 2x = 1+ 3y ≥ 2, odkud
x ≥ 1. Ukáºeme, ºe také platí x ≤ 2. Kdyby totiº bylo x ≥ 3, platilo
by

1+ 3y = 2x ≡ 0 (mod 8),

odkud plyne

3y ≡ −1 (mod 8).

To ale není moºné, protoºe °ád £ísla 3 modulo 8 je roven dv¥ma a moc-

niny trojky jsou tedy kongruentní pouze s £ísly 3 a 1. Zbývá tedy

prov¥°it pouze moºnosti x = 1 a x = 2.
Pro x = 1 dostáváme

3y = 21 − 1 = 1,

a tedy y = 0. Z x = 2 plyne

3y = 22 − 1 = 3,

takºe y = 1. Rovnice má tedy dv¥ °e²ení: x = 1, y = 0 a x = 2,
y = 1. □

10.77. Pythagorova rovnice. V tomto odstavci se zabýváme otáz-

kou hledání v²ech pravoúhlých trojúhelník· s celo£íselnými

délkami stran. Jde o diofantickou rovnici, p°i níº se metody

uvedené vý²e objeví pouze okrajov¥, vzhledem k jejímu vý-

znamu ji ale p°esto uvedeme.

Úkolem je v mnoºin¥ p°irozených £ísel °e²it rovnici

x2 + y2 = z2.

�e²ení. Z°ejm¥ se m·ºeme omezit na situaci, kdy (x, y, z) = 1
(v opa£ném p°ípad¥ ob¥ strany rovnice vyd¥líme £íslem d = (x, y, z).

http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_hypothesis
http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_hypothesis
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(3) Lucas-Lehmer·v test � test prvo£íselnosti pro Mersenneho
£ísla

(4) Pépin·v test � test prvo£íselnosti pro Fermatova £ísla z roku
1877

(5) ECPP - test prvo£íselnosti zaloºený na tzv. eliptických k°iv-
kách

Uve¤me nyní klasický test prvo£íselnosti pro Mersenneho
£ísla.

Tvrzení (Lucas-Lehmer·v test). Bu¤ q ̸= 2 prvo£íslo a de�nujme
posloupnost (sn)∞n=0 rekurzivn¥ p°edpisem

s0 = 4, sn+1 = s2n − 2.

Pak je £ísloMq = 2q − 1 prvo£íslo, práv¥ kdyºMq d¥lí sq−2 .

D·kaz. Budeme pracovat v okruhu R = Z[
√

3] =
= {a + b

√
3; a, b ∈ Z}, kde d¥lení se zbytkem funguje

analogicky jako v celých £íslech (viz téº 11.18). Poloºme
α = 2+√3, β = 2−√3 a zmi¬me, ºe α + β = 4, α · β = 1.

Nejprve indukcí dokáºeme, ºe pro v²echna n ∈ N0 platí

(10.2) sn = α2n + β2n = β2n
(

1+ α2n+1
)
.

Pro n = 0 tvrzení platí, nebo´ s0 = 4 = α + β. P°edpo-
kládejme, ºe tvrzení platí pro n − 1, pak je sn = s2n−1 − 2 podle

induk£ního p°edpokladu rovno
(
α2n−1 + β2n−1

)2−2 = α2n+β2n
.

Dále protoºe Mq ≡ −1 (mod 8), je (2/Mq) = 1 a krom¥
toho ze zákona kvadratické reciprocity plyne(

3
Mq

)
= −

(
Mq

3

)
= −

(
2q − 1

3

)
= −

(
1
3

)
= −1,

nebo´ pro liché q je 2q − 1 ≡ 1 (mod 3). Ob¥ vyjád°ení platí i
pokudMq není prvo£íslo (v takovém p°ípad¥ jde o Jacobiho sym-
bol).

Poznamenejme, ºe ve zbytku d·kazu vyuºijeme roz²í°ení re-
lace kongruence na prvky z oboru Z[

√
3] = {a+b√3; a, b ∈ Z};

stejn¥ jako v p°ípad¥ celých £ísel i pro α, β ∈ Z[
√

3] pí²eme α ≡ β
(mod p), pokud p | α − β. Dále i zde platí analogie tvrzení (ii)
z p°íkladu ∥10.14∥ � pro prvo£íslo p je (α + β)p ≡ αp + βp
(mod p) (d·kaz je identický s d·kazem tvrzení pro celá £ísla).

�⇒� P°edpokládáme, ºe Mq je prvo£íslo a dokáºeme, ºe

α2q−1 ≡ −1 (mod Mq), z £ehoº vzhledem k (10.2) vyplyne
Mq | sq−2 . Protoºe 2(Mq−1)/2 ≡ (2/Mq) = 1 (mod Mq), existuje
y ∈ Z tak, ºe 2y2 ≡ 1 (mod Mq). Platí

(y(1+√3))2 = y2 (4+ 2
√

3) ≡ α (mod Mq),

odkud s vyuºitím Fermatovy v¥ty a vztahu 2q−1 = Mq+1
2 dostá-

váme

α2q−1 ≡
(
y
(

1+√3
))Mq+1 ≡

≡ y2 · yMq−1
(

1+√3
)
·
(

1+√3
)Mq ≡

≡ y2
(

1+√3
)
·
(

1−√3
)
= −2y2 ≡

≡ −1 (mod Mq).
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Ukáºeme navíc, ºe £ísla x, y, z jsou dokonce po dvou nesoud¥lná:

kdyby n¥jaké prvo£íslo p d¥lilo dv¥ z nich, nutn¥ by d¥lilo i t°etí, coº

vzhledem k podmínce nesoud¥lnosti není moºné. Z £ísel x, y je tedy

nejvý²e jedno sudé. Kdyby byla ob¥ lichá, nutn¥ by platilo

z2 ≡ x2 + y2 ≡ 1+ 1 (mod 8),

coº není moºné (viz p°íklad ∥10.2∥). Z £ísel x, y je tedy práv¥ jedno

sudé. Protoºe ale v Pythagorov¥ rovnici vystupují x a y symetricky,

m·ºeme p°edpokládat, ºe sudé je x a poloºit x = 2r, r ∈ N. Odtud
pak plyne

4r2 = z2 − y2

a tedy

r2 = z+ y
2
· z− y

2
.

Ozna£me nyní u = 1
2(z + y), v = 1

2(z − y), s inverzní substitucí
z = u+ v, y = u− v. Protoºe y a z jsou nesoud¥lná, jsou nesoud¥lná
i u, v (p°ípadné prvo£íslop d¥lící y a z by totiº bylo rovn¥º spole£ným

d¥litelem jejich sou£tu i rozdílu, tedy y a z). Ze vztahu

r2 = u · v
pak plyne, ºe existují nesoud¥lná p°irozená £ísla a, b tak, ºe u = a2,

v = b2. Navíc vzhledem k tomu, ºe platí u > v, nutn¥ a > b. Celkem

tedy dostáváme

x = 2dr = 2ab,

y = u− v = (a2 − b2),

z = u+ v = (a2 + b2),

coº skute£n¥ vyhovuje dané rovnici pro libovolná nesoud¥lná a, b ∈ N
taková, ºe a > b. Dal²í °e²ení dostaneme zám¥nou x a y. Dal²í trojice

°e²ení obdrºíme, pokud vynásobíme v²echny sloºky °e²ení libovolným

p°irozeným £íslem d. □

10.78. Velká Fermatova v¥ta pro n = 4. Z práv¥ odvozené para-

metrizace pythagorejských £ísel budeme schopni pom¥rn¥

snadno dokázat neexistenci °e²ení (v oboru p°irozených £ísel)

slavné Fermatovy rovnice

xn + yn = zn
pro n = 4.

Dokaºte, ºe rovnice x4 + y4 = z2 nemá °e²ení v N.

�e²ení. Budeme postupovat tzv. metodou nekone£ného sestupu (in�-

nite descent), se kterou poprvé p°i²el Pierre de Fermat a která vyuºívá

toho, ºe libovolná neprázdná mnoºina p°irozených £ísel má nejmen²í

prvek (jinými slovy, ºe N je dob°e uspo°ádaná mnoºina).
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P°i odvození jsme dále vyuºili toho, ºe 3 je kvadratický nezbytek
moduloMq , a tedy ºe platí(

1+√3
)Mq ≡ 1+

(√
3
)Mq = 1+ 3(Mq−1)/2 · √3 ≡

≡ 1−√3 (mod Mq).

�⇐� Nech´ nyní naopakMq | sq−2 . Pak ale

Mq | sq−2 · α2q−2 = 1+ α2q−1
.

Je-li p ̸= 2, 3 libovolný prvo£íselný d¥litel Mq , pak rovn¥º

α2q−1 ≡ −1 (mod p) a α2q ≡ 1 (mod p). Odtud vyplývá, ºe 2q

je °ád α vmultiplikativní grup¥ Tp = {a+b
√

3; 0 ≤ a, b < p}\
{0}.

Kdyby platilo (3/p) = 1, pak bychom obdrºeli

αp−1 = β · αp ≡ β ·
(

2p +
(√

3
)p) ≡

≡ β ·
(

2+√3 · 3(p−1)/2
)
≡ β ·

(
2+√3

)
= 1,

odkud plyne, ºep−1 je násobkem °ádu α, tedy 2q . To ale znamená,
ºe p > p − 1 ≥ 2q > 2q − 1 = Mq a to je spor s tím, ºe p je
d¥litelMq . Proto je (3/p) = −1 a

αp+1 ≡
(

2+√3
) (

2+√3
)p ≡

≡
(

2+√3
) (

2−√3
)
≡

≡ 1 (mod p).

�ádem αmodulo p je 2q , proto 2q | p+1 a zejménap ≥ 2q−1 =
= Mq . Zárove¬ je ale p prvo£íselný d¥litelMq , proto jeMq = p
prvo£íslo. □

Na rozdíl od d·kazu je naprogramování tohoto algoritmu
velmi jednoduchou záleºitostí.

Algoritmus (Lucas-Lehmer·v test prvo£íselnosti):

f u n c t i o n LL_is_pr ime ( q )
s := 4;M = 2q − 1
r e p e a t q − 2 t ime s
s := s2 − 2 (mod M)

i f s = 0 , r e t u r n PRIME .
e l s e r e t u r n COMPOSITE .

�asová sloºitost testu je asymptoticky stejná jako v p°ípad¥ Miller-
Rabinova testu, v konkrétních p°ípadech je ale efektivn¥j²í.

Fermatova £ísla jsou £ísla tvaru Fn = 22n + 1. Pierre de
Fermat v 17. století vyslovil hypotézu, ºe v²echna
£ísla tohoto tvaru jsou prvo£ísla (z°ejm¥ veden sna-
hou zobecnit pozorování pro F0 = 3, F1 = 5,

F2 = 17, F3 = 257 a F4 = 65537). V 18. století ale Leonhard
Euler zjistil, ºe F5 = 641×6700417 a dodnes se nepoda°ilo nalézt
ºádné dal²í Fermatovo prvo£íslo. Vzhledem k rychle rostoucí veli-
kosti t¥chto £ísel je po£ítání s nimi velmi £asov¥ náro£né (a ani ná-
sledující test tak není p°íli² pouºíván). V sou£asné dob¥ nejmen²í
netestované Fermatovo £íslo je F33, které má 2 585 827 973 £íslic
a je tak výrazn¥ v¥t²í neº nejv¥t²í dosud nalezené prvo£íslo.
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P°edpokládejme tedy, ºe mnoºina °e²ení rovnice x4 + y4 = z2

je neprázdná a uvaºme takové °e²ení, které má mezi v²emi °e²eními

nejmen²í hodnotu z. Tato x, y, z jsou nutn¥ po dvou nesoud¥lná. Pro-

toºe lze tuto rovnici psát ve tvaru

(x2 )2 + (y2 )2 = z2,

z p°edchozího p°íkladu dostáváme existenci r, s ∈ N, spl¬ujících

x2 = 2rs, y2 = r2 − s2 , z = r2 + s2 .
Odtud y2 + s2 = r2 , kde (y, s) = 1 (kdyby n¥jaké prvo£íslo

p d¥lilo y i s, pak by díky p°edchozím vztah·m d¥lilo i x a z, coº

nelze kv·li p°edpokladu nesoud¥lnosti x, y, z). Op¥tovným vyuºitím

°e²ení pythagorejské rovnice dostáváme existenci p°irozených £ísel

a, b s vlastnostmi (y je liché)

y = a2 − b2, s = 2ab, r = a2 + b2.

Zp¥tnou substitucí dostaneme

x2 = 2rs = 2 · 2ab(a2 + b2),

a protoºe x je sudé, plyne odtud(x
2

)2 = ab(a2 + b2).

�ísla a, b, a2+b2 jsou p°itom po dvou nesoud¥lná (coº se odvodí

snadno z nesoud¥lnosti y a s), proto je kaºdé z nich druhou mocninou

p°irozeného £ísla:

a = c2, b = d2 , a2 + b2 = e2,

odkud c4 + d4 = e2 a protoºe platí e ≤ a2 + b2 = r < z, dostáváme

spor s minimalitou z. □

E. Testy prvo£íselnosti

10.79. Mersenneho prvo£ísla. Následujících n¥kolik úloh má úzký

vztah k testování Mersenneho £ísel na prvo£íselnost.

Pro libovolné q ∈ N uvaºte £ísloMq = 2q−1 a dokaºte:

i) Je-li q sloºené, je sloºené iMq .
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Tvrzení (Pépin·v test). Nutnou a posta£ující podmínkou toho, aby
n-té Fermatovo £íslo Fn bylo prvo£íslem, je

3
Fn−1

2 ≡ −1 (mod Fn).

Vidíme, ºe jde o velmi jednoduchý test, který je vlastn¥ pouze
malou £ástí Eulerova testu na sloºenost.

D·kaz korektnosti Pépinova testu. P°edpokládejme
nejprve, ºe 3(Fn−1)/2 ≡ −1 (mod Fn). Pak 3Fn−1 ≡ 1 (mod Fn),
a protoºe je Fn − 1 mocninou dvojky, je nutn¥ Fn − 1 °ádem £ísla
3 modulo Fn. �ád kaºdého £ísla modulo Fn je ale nejvý²e roven
φ(Fn) ≤ Fn − 1, proto je v tomto p°ípad¥ φ(Fn) = Fn − 1, coº
znamená, ºe Fn je prvo£íslo.

Obrácen¥, nech´ je Fn prvo£íslo. Z £ásti (i) lemmatu 10.33
dostáváme, ºe 3(Fn−1)/2 ≡ (3/Fn) (mod Fn), sta£í nám tedy ur£it
hodnotu (3/Fn). To je ale snadné, protoºe Fn ≡ 2 (mod 3) a tedy
(Fn/3) = −1. Dále Fn ≡ 1 (mod 4), proto díky zákonu kvad-
ratické reciprocity dostáváme (3/Fn) = −1, coº jsme m¥li doká-
zat. □

Nyní si uvedeme sice star²í, ale i vmoderních výpo£etních sys-
témech hojn¥ vyuºívaný obecn¥ pouºitelný Pocklington-
Lehmer·v test na prvo£íselnost. Nejprve si ale kv·li názor-
nosti uve¤me jednodu²²í Lucas·v test prvo£íselnosti:

10.44. V¥ta (Lucasova). Pokud pro libovolný prvo£íselný d¥litel

q £ísla N − 1 existuje a tak, ºe aN−1 ≡ 1 (mod N), a
N−1

q ̸≡ 1
(mod N), pak je N prvo£íslo.

D·kaz. Sta£í dokázat, ºe N − 1 d¥lí φ(N) (coº je podmínka,
které sloºená £ísla zjevn¥ nevyhovují). Pokud ne, tak existuje
prvo£íslo q a r ∈ N tak, ºe qr d¥lí N − 1, ale ned¥lí φ(N). �ád
e £ísla a d¥lí N − 1 (první podmínka) a ned¥lí (N − 1)/q (druhá
podmínka), proto qr d¥lí e. Navíc e d¥lí φ(N), tedy i qr d¥lí φ(N),
spor. □

�íslo a z p°edchozí v¥ty se nazývá sv¥dek prvo£íselnosti £ísla
N (podobn¥ i v dal²ích testech na prvo£íselnost).

Z tohoto testu vychází obecný test na prvo£íselnost, který pou-
ºijeme, pokud chceme vysokou pravd¥podobnost odpov¥di Miller-
Rabinova testu na sloºenost prom¥nit v jistotu.

10.45. V¥ta (Pocklingtona a Lehmera). Nech´N je p°irozené £íslo,
N > 1. Nech´ p je prvo£íslo d¥lící N − 1. P°edpokládejme dále,
ºe existuje ap ∈ Z tak, ºe

aN−1
p ≡ 1 (mod N) a

(
a

N−1
p

p − 1, N
)
= 1.

Nech´pαp je nejvy²²í mocninap d¥lícíN−1. Pak pro kaºdý kladný
d¥litel d £ísla N platí

d ≡ 1 (mod pαp ).

D·kaz v¥ty Pocklingtona a Lehmera. Kaºdý kladný
d¥litel d £ísla N je sou£inem prvo£íselných d¥litel· £ísla N , v¥tu
proto sta£í dokázat pouze pro prvo£íselné hodnoty d. Z podmínky
aN−1
p ≡ 1 (mod N) plyne nesoud¥lnost £ísel ap, N (jejich
spole£ný d¥litel musí d¥lit i pravou stranu kongruence). Pak
rovn¥º (ap, d) = 1 a podle Fermatovy v¥ty platí ad−1

p ≡ 1

(mod d). Protoºe
(
a
(N−1)/p
p − 1, N

) = 1, platí a(N−1)/p
p ̸≡ 1

(mod d).
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ii) Je-li q prvo£íslo, q ≡ 3 (mod 4), pak 2q+ 1 d¥líMq , práv¥

kdyº 2q+1 je prvo£íslo (odtud plyne, ºe je-li q ≡ 3 (mod 4)
prvo£íslo Sophie Germainové2, pakMq není prvo£íslo).

iii) Pokud prvo£íslo p d¥lí Mq , pak p ≡ ±1 (mod 8) a p ≡ 1
(mod q).

�e²ení.

i) Platí-li n | q, pak podle p°íkladu ∥10.6∥ platí 2n−1 | 2q−1,
tedyMn | Mq a pro n > 1 takMq není prvo£íslem.

ii) Nech´ n = 2q + 1 je d¥litel Mq . S vyuºitím Luca-

sovy v¥ty 10.44 ukáºeme, ºe n je prvo£íslo. Protoºe

n − 1 = 2q má pouze dva prvo£íselné d¥litele, sta£í najít

sv¥dky sloºenosti pro £ísla 2 a q. Platí 2
n−1
q = 22 ̸≡ 1

(mod n), (−2)
n−1

2 = −2q ≡ − 1 ̸≡ 1 (mod n),
díky p°edpokladu n | Mq = 2q − 1. Protoºe dále

(−2)n−1 = 2n−1 = 22q − 1 = (2q + 1)Mq ≡ 0 (mod n),
dostáváme z Lucasovy v¥ty, ºe n je prvo£íslo.

Nech´ je nyní p = 2q + 1 ≡ −1 (mod 8) prvo£íslo.
Protoºe (2/p) = 1, existuje m tak, ºe 2 ≡ m2 (mod p).
Odtud 2q ≡ 2

p−1
2 ≡ mp−1 ≡ 1 (mod p), a tedyp | 2q−1 =

= Mq .

iii) Pokud p | Mq = 2q − 1, pak °ád 2 modulo p musí d¥lit

prvo£íslo q, a proto je roven q. Odtud q | p − 1 a existuje

k ∈ Z tak, ºe 2qk = p − 1. Celkem dostáváme

(2/p) ≡ 2
p−1

2 ≡ 2qk ≡ 1 (mod p),

tj. p ≡ ±1 (mod 8). □

10.80. Rozhodn¥te, zda jsou Mersenneho £ísla 211 − 1, 215 − 1,
223 − 1, 229 − 1 a 283 − 1 prvo£ísla nebo £ísla

sloºená.

�e²ení. V p°ípad¥ £ísla 215 − 1 je exponent

sloºený, proto je toto £íslo rovn¥º sloºené (víme dokonce, ºe je d¥li-

telné £ísly 23−1 a 25−1), ve v²ech ostatních p°ípadech je exponentem
prvo£íslo. M·ºeme si v²imnout, ºe tato prvo£ísla q = 11, 23, 29
a 83 jsou dokonce prvo£ísly Sophie Germainové (tedy 2q + 1 je

rovn¥º prvo£íslo), proto z £ásti (ii) p°edchozího p°íkladu plyne, ºe

23 | 211 − 1, 47 | 223 − 1 a 167 | 283 − 1.
Ve zbylém p°ípad¥ nem·ºeme toto tvrzení pouºít, protoºe 29 ̸≡ 3

(mod 4) a skute£n¥ 59 ∤ 229 − 1. Zde ale z £ásti (iii) p°edchozího

p°íkladu dostáváme, ºe p°ípadné prvo£íslo p d¥lící 289 − 1 musí

2Viz Wikipedia, Sophie Germain prime, http://en.wikipedia.org/

wiki/Sophie_Germain_prime (as of July 28, 2013, 14:43 GMT).

http://en.wikipedia.org/wiki/Sophie_Germain_prime
http://en.wikipedia.org/wiki/Sophie_Germain_prime
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Ozna£me e °ád ap modulo d. Pak platí e | d − 1, e | N − 1
a e ∤ (N − 1)/p.

Kdyby pαp ∤ e, pak by z e | N − 1 plynulo e | N−1
p

, coº je
spor. Platí tedy pαp | e, a tedy rovn¥º pαp | d − 1. □

10.46. V¥ta. Nech´ N ∈ N, N > 1. P°edpokládejme, ºe m·ºeme
psát N − 1 = F · U , kde (F,U) = 1 a F >

√
N , p°i£emº známe

rozklad £ísla F na prvo£initele. Pak platí:

• jestliºe pro kaºdé prvo£íslo p | F m·ºeme najít ap ∈ Z z p°ed-
chozí v¥ty, pak je N prvo£íslo;
• je-li N prvo£íslo, pak pro libovolné prvo£íslo p | N − 1 exis-

tuje ap ∈ Z s poºadovanými vlastnostmi.

D·kaz. Podle v¥ty 10.45 pro potenciálního d¥litele d > 1
£íslaN platí d ≡ 1 (mod pαp ) pro v²echny prvo£íselné faktory F ,
proto je d ≡ 1 (mod F), a tedy d >

√
N . PokudN nemá netriviál-

ního d¥litele nep°evy²ujícího
√
N , je nutn¥ prvo£íslem. Obrácen¥

sta£í za ap zvolit primitivní ko°en modulo prvo£íslo N (nezávisle
na p). Pak z Fermatovy v¥ty plyne aN−1

p ≡ 1 (mod N) a z toho,

ºe ap je primitivní ko°en, dostáváme a(N−1)/p
p ̸≡ 1 (mod N) pro

libovolné p | N − 1.
�ísla ap op¥t nazýváme sv¥dky prvo£íselnosti £ísla N . □

Poznámka. P°edchozí test v sob¥ zahrnuje Pépin·v test (zde totiº
proN = Fnmámep = 2, kterému vyhovuje sv¥dek prvo£íselnosti
ap = 3).

10.47. Hledání d¥litele. Máme-li testem na sloºenost provede-
ným na n¥jakém konkrétním £ísle potvrzeno, ºe jde
o £íslo sloºené, obvykle chceme najít netriviálního
d¥litele. Jde ale o výrazn¥ obtíºn¥j²í úkol neº pouhé

odhalení jeho sloºitosti � p°ipome¬me, ºe testy na sloºenost nám
sice poskytnou garanci, ale nikoliv d¥litele (coº je na druhou stranu
výhodné pro RSA a podobné kryptogra�cké protokoly), proto si
k tématu uvedeme jen stru£ný p°ehled pouºívaných metod a krát-
kou ukázku pro inspiraci.

(1) Pokusné d¥lení
(2) Pollardova ρ-metoda
(3) Pollardova p − 1 metoda
(4) Faktorizace pomocí eliptických k°ivek (ECM)
(5) Metoda kvadratického síta (QS)
(6) Metoda síta v £íselném t¥lesa (NFS)

Zde si pro ilustraci ukáºeme konkrétní p°ípad pouºití jednoho
z t¥chto algoritm· � Pollardovy ρ-metody. Tento algoritmus je spe-
ciáln¥ vhodný pro hledání relativn¥ malých d¥litel· (jeho o£eká-
vaná sloºitost totiº závisí na velikosti t¥chto d¥litel·) a je zaloºený
na my²lence, ºe pro náhodnou funkci f : S → S, kde S je
kone£ná n-prvková mnoºina, se musí posloupnost (xn)∞n=0, kde
xn+1 = f (xn), zacyklit. P°itom p°edperioda i perioda má o£eká-
vanou délku

√
π · n/8.
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spl¬ovat

p ≡ ±1 (mod 8)

p ≡ 1 (mod 29),

neboli p ≡ 1 (mod 232) nebo p ≡ 175 (mod 232). Hledáme-li

prvo£íselného d¥litele £ísla n = 229 − 1 = 536 870 911, pak sta£í

prov¥°it prvo£ísla tohoto tvaru do
√
n ≈ 23 170. T¥ch je celkem 50,

proto otestování toho, zda je n prvo£íslo, je jednodu²e zvládnutelné

(s trochou píle dokonce i na papí°e). V tomto p°ípad¥ je navíc hleda-

ným d¥litelem hned nejmen²í z t¥chto prvo£ísel, £íslo 233. □

10.81. Ukaºte, ºe £íslo 341 je Fermatovo pseudoprvo£íslo o základu

2, ale ºe není Euler-Jacobiho pseudoprvo£íslo o zá-

kladu 2. Dále dokaºte, ºe £íslo 561 je Euler-Jacobiho

pseudoprvo£íslo o základu 2, ale ne o základu 3 a ºe

naopak £íslo 121 je Euler-Jacobiho pseudoprvo£íslo o základu 3, ale

nikoliv o základu 2.

�e²ení. �íslo 341 je Fermatovo pseudoprvo£íslo o základu 2, pro-

toºe 210 ≡ 1 ⇒ 2340 ≡ 1 (mod 341). Není Euler-Jacobiho, pro-
toºe sice 2170 ≡ 1 (mod 341), ale

( 2
341

) = −1, coº plyne z toho,

ºe 341 ≡ −3 (mod 8). Pro £íslo 561 platí 2280 ≡ 1 (mod 561) a( 2
561

) = 1, protoºe 561 ≡ 1 (mod 8). Je tedy Euler-Jacobiho pseu-

doprvo£íslo o základu 2. O základu 3 nikoli, protoºe 3 | 561. Nao-
pak, £íslo 121 spl¬uje 35 ≡ 1 (mod 121) ⇒ 360 ≡ 1 (mod 121) a( 3

121

) = 1, ale 260 ≡ 89 ̸≡ 1 (mod 121). □

10.82. Dokaºte, ºe £ísla 2465, 2821 a 6601 jsou Carmichaelova, tj.

ºe ozna£íme-li n kterékoliv z nich, pak pro kaºdé

a ∈ Z, (a, n) = 1 platí

an−1 ≡ 1 (mod n).

�e²ení. Platí 2465 = 5 · 17 · 29, 2821 = 7 · 13 · 31, 6601 = 7 · 23 · 41
a tvrzení plyne z Korseltova kritéria 10.40, nebo´ £ísla 4, 16 i 28 d¥lí

2464 = 25 · 7 · 11, £ísla 6, 12 i 30 d¥lí 2820 = 22 · 3 · 5 · 47 a £ísla

6, 22, 40 d¥lí 6600 = 23 · 3 · 52 · 11. □

10.83. Dokaºte, ºe 2047 je silné pseudoprvo£íslo o základu 2, ale ne

o základu 3. Dále dokaºte, ºe 1905 je Euler-Jacobiho

pseudoprvo£íslo o základu 2, které ale není silným

pseudoprvo£íslem o stejném základu.

�e²ení. To, zda 2047 je silné pseudoprvo£íslo o základu 2, ov¥°íme

pomocí rozkladu

(22046 − 1) = (21023 − 1)(21023 + 1).
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Níºe uvedený algoritmus je op¥t p°ímo£arou implementací po-
psaných úvah.
Algoritmus (Pollardova ρ-metoda):

Vstup : n , r o z k l á d a n é £ í s l o a
vhodná funkce f (x)

a := 2; b := 2; d := 1
While d = 1 do
a := f (a)
b := f (f (b))
d := gcd(a − b, n)

I f d = n , r e t u r n FAILURE .
E l s e r e t u r n d .

10.48. Kryptogra�e s ve°ejným klí£em. V sou£asné praxi je
nejd·leºit¥j²í aplikací teorie £ísel tzv. kryptogra�e
s ve°ejným klí£em. Jejími hlavními úkoly je zajistit

• ²ifrování, kdy zprávu za²ifrovanou ve°ejným klí£em p°íjemce
není schopen roz²ifrovat nikdo krom¥ n¥j (resp. drºitele jeho
soukromého klí£e);
• podepisování, kdy integrita zprávy podepsané soukromým
klí£em odesílatele m·ºe být ov¥°ena kýmkoliv s p°ístupem
k ve°ejnému klí£i odesílatele.

Mezi základní a nej£ast¥ji pouºívané protokoly v kryptogra�i
s ve°ejným klí£em pat°í:

• RSA (²ifrování) a odvozený systém pro podepisování zpráv,
• algoritmus digitálního podpisu (Digital Signature Algorithm
� DSA) a jeho varianta zaloºená na eliptických k°ivkách
(ECDSA),
• Rabin·v kryptosystém (a podepisování),
• kryptosystém ElGamal (a podepisování),
• kryptogra�e eliptických k°ivek (ECC),
• Di�e-Hellman·v protokol na vým¥nu klí£· (DH).

10.49. �ifrování � RSA. Popi²me nejprve nejznám¥j²í ²ifru
s ve°ejným klí£em � RSA. Princip protokolu RSA14

je následující:

14Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977); C. Cocks, tajná sluºba
GCHQ (neve°ejn¥) jiº 1973
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Protoºe je 21023 ≡ 1 (mod 2047), je tvrzení pravdivé. P°itom ale není

silným prvo£íslem o základu 3, protoºe

31023 ≡ 1565 ̸≡ ±1 (mod 2047).

V²imn¥me si, ºe v p°ípad¥ £ísla 2047 je test na silné pseudoprvo£íslo

shodný s Eulerovým testem (je to dáno tím, ºe £íslo 2046 není d¥litelné

£ty°mi).

�íslo 1905 je Euler-Jacobiho pseudoprvo£íslo o základu 2, pro-

toºe 21904/2 ≡ 1 (mod 1905) a rovn¥º Jacobiho symbol (2/1905) je
roven 1. Protoºe 1904 = 24 ·7 ·17, je k tomu, aby bylo 1905 silné pseu-

doprvo£íslo o základu 2, t°eba, aby byla spln¥na n¥která z kongruencí

2952 ≡ −1 (mod 1905),

2476 ≡ −1 (mod 1905),

2238 ≡ −1 (mod 1905),

2119 ≡ ±1 (mod 1905).

Platí ale 2952 ≡ 2476 ≡ 1 (mod 1905), 2238 ≡ 1144 (mod 1905)
a 2119 ≡ 128 (mod 1905), proto £íslo 1905 silným pseudoprvo£íslem

o základu 2 není. □

10.84. Pomocí Pocklington-Lehmerova testu ukaºte, ºe 1321 je

prvo£íslo.

�e²ení. Poloºme N = 1321, pak N − 1 = 1320 =
= 23 · 3 · 5 · 11.

Budeme-li pro ilustraci p°edpokládat, ºe pokusné d¥lení prová-

díme jen prvo£ísly men²ími neº 10, pak F = 23 ·3 ·5 = 120, U = 11,
kde (F,U) = (120, 11) = 1.

Abychom Pocklington-Lehmerovým testem prokázali prvo£ísel-

nost 1321, pot°ebujeme pro kaºdé p ∈ {2, 3, 5} najít sv¥dka prvo£ísel-
nosti ap.

Protoºe je
(

2
1320

3 − 1, 1321
)
= 1 a

(
2

1320
5 − 1, 1321

)
= 1, lze

klást a3 = a5 = 2. Pro p = 2 je ale
(

2
1320

2 − 1, 1321
)
= 1321,

proto musíme hledat jiného sv¥dka prvo£íselnosti. Vyhoví nap°íklad

a2 = 7, protoºe
(

7
1320

2 − 1, 1321
)
= 1. V obou p°ípadech platí, ºe

21320 ≡ 71320 ≡ 1 (mod 1321). Sv¥dkové prvo£íselnosti £ísla 1321
jsou tedy a2 = 7, a3 = a5 = 2. P°ípadn¥ bylo moºné (ale nikoliv

nutné) zvolit pro v²echna prvo£ísla p totéº £íslo (nap°. 13), které je

primitivním ko°enem modulo 1321. □

10.85. Pomocí Pollardovy ρ-metody rozloºte £íslo 221 na prvo£ísla.

Vyuºijte p°itom funkci f (x) = x2 + 1 s iniciální

hodnotou x0 = 2.
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• Kaºdý ú£astník A pot°ebuje dvojici klí£· � ve°ejný VA a sou-
kromý SA.
• Generování klí£·: uºivatel zvolí dv¥ velká prvo£ísla p, q,
vypo£te n = pq, φ(n) = (p − 1)(q − 1). �íslo n je p°itom
ve°ejné, princip tkví v tom,ºe φ(n) nelze snadno spo£ítat.
• Dále si zvolí ve°ejný klí£ e a ov¥°í, ºe (e, φ(n)) = 1.
• Nap°íklad pomocí Euklidova algoritmu spo£ítá soukromý klí£
d tak, aby e · d ≡ 1 (mod φ(n))

Princip RSA

Vlastní ²ifrovaná komunikace pak probíhá v t¥chto krocích
(v dal²ím budeme pro zjednodu²ení vyjad°ování ztotoº¬ovat ²if-
rovací proceduru s ve°ejným klí£em VA a de²ifrovací proceduru se
soukromým klí£em SA):

• Za²ifrování numerického kódu zprávyM pro ú£astníka A (ja-
kýmkoliv jiným ú£astníkem s p°ístupem k ve°ejnému klí£i
VA):

C = VA(M) ≡ Me (mod n).
• De²ifrování ²ifry C ú£astníkem A:

OT = SA(C) ≡ Cd (mod n).

D·kaz korektnosti tohoto protokolu (tj. toho, ºe A skute£n¥
obdrºí to, co bylo zamý²leno) je p°ímo£arou aplikací Eulerovy
v¥ty. Pro libovolnou zprávuM, která je nesoud¥lná s n, totiº díky
v¥t¥ 10.17 platí, ºe (Me )d ≡ M1 = M (mod n). V (extrémn¥
nepravd¥podobné) situaci, kdy zpráva M bude soud¥lná s n, tvr-
zení platí také, i kdyº d·kaz je t°eba modi�kovat s pomocí �ínské
zbytkové v¥ty (uv¥domte si ale, ºe pokud je zprávaM s vlastností
0 < M < n soud¥lná s n, tak to znamená, ºe (M, n) je netriviální
d¥litel n a klí£ p°íjemce je tak vlastn¥ kompromitován).

Bezpe£nost RSA je testována od vzniku ²ifry v roce 1977 a do-
sud se (s výjimkou postranních kanál· £i n¥kterých singulárních
klí£·) nepoda°ilo objevit výraznou slabinu (p°i pouºití dostate£n¥
velkého klí£e, nyní se doporu£uje alespo¬ 2048 bit·). P°esto se
dodnes neumí dokázat, ºe problémRSA skute£n¥ závisí na nesnad-
nosti rozkladu p°irozených £ísel na sou£in prvo£ísel.

Mezi poºadavky na bezpe£nou volbu klí£e vyplývající z praxe
jsou zejména:

• d je dostate£n¥ velké (obrana proti tzv. Wienerov¥ útoku),
• p a q nejsou p°íli² blízká (viz p°íklad ∥10.87∥),
• volba ve°ejného klí£e o velikosti alespo¬ e = 65537 (p°estoºe
není znám ºádný p°ímý útok proti malému ve°ejnému klí£i e).

10.50. Rabin·v kryptosystém. Uve¤me si dále zjednodu²enou
variantu protokolu s názvem Rabin·v kryptosystém15,
který je prvním ve°ejným kryptosystémem, k jehoº
prolomení je prokazateln¥ pot°eba faktorizovat modul
(na rozdíl od RSA, kde to zatím prokázáno není):

• Kaºdý ú£astník A pot°ebuje dvojici klí£· � ve°ejný VA a sou-
kromý SA.
• Generování klí£·: A zvolí dv¥ podobn¥ velká prvo£ísla
p, q ≡ 3 (mod 4), vypo£te n = pq.
• Ve°ejným klí£em je VA = n, soukromým klí£em je dvojice
SA = (p, q).
15Rabin, Michael. Digitalized Signatures and Public-Key Functions as In-

tractable as Factorization (in PDF). MIT Laboratory for Computer Science, Janu-
ary 1979.
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�e²ení. Poloºme x = y = 2 a postupem z 10.47 po£ítejme:

x := f (x) y := f (f (y)) (|x − y|, 221) mod 221
5 26 1

26 197 1
14 104 1
197 145 13

Nalezli jsme tedy netriviálního d¥litele a snadno dopo£teme

221 = 13 · 17. □

10.86. Nalezn¥te netriviálního d¥litele £ísla 455459.

�e²ení. Uvaºujme funkci f (x) = x2 + 1 (ml£ky p°edpokládáme, ºe

se tato funkce modulo neznámý prvo£íselný d¥litel p £ísla n chová

náhodn¥ a má tak poºadované vlastnosti) a v jednotlivých iteracích

po£ítáme a ← f (a) (mod n), b ← f (f (b)) (mod n) spolu s vy£ís-
lením d = (a − b, n).

a b d
5 26 1
26 2871 1
677 179685 1
2871 155260 1
44380 416250 1
179685 43670 1
121634 164403 1
155260 247944 1
44567 68343 743

Hledaným d¥litelem je tedy £íslo 743 a snadno dopo£ítáme, ºe

455459 = 613 · 743. □

F. �ifrování

10.87. RSA. �ifrou RSA s ve°ejným klí£em (7, 33) byla poslána £ísla
29, 7, 21. Pokuste se ²ifru prolomit a zjistit zasílané zprávy

(£ísla).

�e²ení. Pro zji²t¥ní soukromého klí£e d pot°ebujeme °e²it

kongruenci 7d ≡ 1 (mod φ(33)). Protoºe £íslo 33 je dost malé na

to, abychom ur£ili jeho rozklad na prvo£ísla, jednodu²e spo£ítáme

φ(33) = (3 − 1)(11 − 1) = 20. Hledáme tedy d tak, aby pla-

tilo 7d ≡ 1 (mod 20), £emuº vyhovuje d ≡ 3 (mod 20). Protoºe
293 ≡ (−4)3 ≡ 2, 73 ≡ 13 a 213 ≡ 21 (mod 33), jsou za²ifrovanou
zprávou £ísla 2, 13 a 21. □



KAPITOLA 10. TEORIE �ÍSEL

Vlastní ²ifrovaná komunikace pak probíhá takto:

• Za²ifrování numerického kódu zprávyM:
C = VA(M) ≡ M2 (mod n).
• De²ifrování ²ifry C: vypo£tou se (£ty°i) odmocniny z C mo-
dulo n a snadno se zjistí, která z nich byla p·vodní zprávou
(nap°. tak, ºe ostatní t°i zprávy nebudou dávat smysl nebo tak,
ºe sou£ástí zprávy bude domluvená identi�kace).

Jak je vid¥t z popisu protokolu, je v rámci de²ifrování t°eba
provést výpo£et druhé odmocniny z C modulo n = pq, kde
p ≡ q ≡ 3 (mod 4). Tento výpo£et se provede následovn¥:

• Vypo£tou se hodnoty r ≡ C(p+1)/4 (mod p) a s ≡ C(q+1)/4

(mod q).
• Dále je t°eba ur£it koe�cienty a, b do Bezoutovy rovnosti, tj.
taková £ísla, pro n¥º ap + bq = 1.
• Poloºí se x ≡ (aps + bqr) (mod n), y ≡ (aps − bqr)
(mod n).
• Druhými odmocninami z C modulo n jsou pak ±x, ±y.

Rozmysleme si, ºe jde vlastn¥ o aplikaci �ínské zbytkové v¥ty
a toho, ºe jsme schopni snadno nalézt °e²ení kvadratické kongru-
ence x2 ≡ a (mod p), je-li p ≡ 3 (mod 4) (viz p°íklad ∥10.70∥).
Platí totiº, ºe

(±x)2 = (aps + bqr)2 ≡ (bqr)2 ≡
≡ r2 ≡ C(p+1)/2 ≡ C (mod p).

P°i výpo£tu jsme vyuºili toho, ºe bq ≡ 1 (mod p) a ºe C ≡ M2

(mod p) je kvadratický zbytek modulo p, a proto C(p−1)/2 ≡
≡ (C/p) = 1 (mod p). Podobn¥ rovn¥º (±x)2 ≡ C (mod q),
proto je±x druhou odmocninou z C modulo n. Odvození pro y je
tak°ka identické.

10.51. Digitální podpis. Uve¤me nyní stru£n¥ princip digitál-
ního podepisování.

Princip digitálního podpisu

Vytvo°ení podpisu:

(1) Vygeneruje se otisk (hash)HM zprávy pevn¥ stanovené délky
(nap°. 160 nebo 256 bit·) � je vhodné si uv¥domit, ºe takové
zobrazení jist¥ nebude prosté (tedy mnoho zpráv bude mít
stejný hash).

(2) Vytvo°í se podpis zprávy SA(HM) z tohoto hashe s nutností
znalosti soukromého klí£e podepisujícího (analogie de²ifro-
vání textu zprávy).

(3) Ode²le se zpráva M (p°ípadn¥ za²ifrovaná ve°ejným klí£em
p°íjemce) spolu s takto vytvo°eným podpisem.

Ov¥°ení podpisu následn¥ probíhá takto:

(1) K p°ijaté zpráv¥M se (po jejím p°ípadném de²ifrování) vyge-
neruje otisk H ′

M

(2) S pomocí ve°ejného klí£e (deklarovaného) odesílatele zprávy
se rekonstruuje p·vodní otisk zprávy VA(SA(HM)) = HM .

(3) Oba otisky se porovnají, tj. zjistí se, zda HM = H ′
M .
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Útoky na RSA.

Pomocí tzv. Fermatovy faktorizace se m·ºeme pokusit

rozloºit n = p ·q, pokud máme d·vod se domnívat, ºe rozdíl

p a q je malý.

Pak totiº

n =
(
p + q

2

)2

−
(
p − q

2

)2

,

kde s = (p − q)/2 je malé a t = (p + q)/2 je pouze

o málo v¥t²í neº
√
n. Sta£í tedy postupn¥ testovat, zda3

t = ⌈√
n
⌉
, t = ⌈√

n
⌉ + 1, t = ⌈√

n
⌉ + 2, . . . , a to

tak dlouho dokud nebude t2 − n druhou mocninou (coº je podmínka,

kterou lze efektivn¥ testovat).

10.88. Pokusme se tímto zp·sobem rozloºit na prvo£ísla £íslo

n = 23104222007, o n¥mº víme, ºe vzniklo

sou£inem dvou podobn¥ velkých prvo£ísel.

�e²ení. Vypo£teme
√
n ≈ 152000,731

a testujeme kandidáty na t:

Pro t = 152001 je
√
t2 − n ≈ 286,345.

Pro t = 152002 je
√
t2 − n ≈ 621,287.

Pro t = 152003 je
√
t2 − n ≈ 830,664.

Kone£n¥ pro t = 152004 je
√
t2 − n = 997 ∈ Z.

Je tedy s = 997 a snadno dopo£ítáme prvo£ísla z rozkladu:

p = t + s = 153001, q = t − s = 151007. □

10.89. RSA modul n = p · q lze rovn¥º snadno rozloºit, pokud je

známo (kompromitováno) £íslo φ(n). Pak totiº platí

φ(n) = (p−1)(q−1) = pq−(p+q)+1, odkudp+q = n+1−φ(n).

Máme tedy nalézt dv¥ £ísla, jejichº sou£et i sou£in je znám, coº

lze u£init snadno nap°íklad s vyuºitím Viètových vztah· mezi ko°eny

a koe�cienty polynomu, z nichº plyne, ºe p a q jsou ko°eny polynomu

x2 − (n+ 1− φ(n))x + n.

3Symbol ⌈x⌉ pro reálné £íslo x znamená tzv. horní celou £ást, tedy takové celé

£íslo ⌈x⌉, které spl¬uje ⌈x⌉ − 1 < x ≤ ⌈x⌉.
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Vý²e zmi¬ovaná (kryptogra�cká) hashovací funkcemámít ná-
sledující vlastnosti:

• Pro libovolnou zprávu je snadné nalézt její hash.
• Nelze (v reálném £ase) zjistit (jakoukoliv) zprávu s poºadova-
ným hashem.
• Nelze (v reálném £ase) nalézt dv¥ zprávy se stejným hashem
(poºadavek na to, aby funkce byla tzv. odolná v·£i kolizím).
• Kaºdá zm¥na zprávy se projeví zm¥nou hashe.

Nejznám¥j²ími p°íklady takových funkcí jsou

• MD5 (128 bit, Rivest 1992) � není ale odolná v·£i kolizím
• SHA-1 (160 bit, NSA 1995) � od roku 2005 rovn¥º povaºo-
vána za nedostate£n¥ odolnou v·£i kolizím
• RIPEMD-320
• SHA-3

10.52. Di�e-Hellman·v systém vým¥ny klí£·. Dal²ím d·leºi-
tým typem protokolu, který je v praxi velmi £asto
pouºíván, je protokol na vým¥nu klí£· pro symetric-
kou kryptogra�i � Di�e-Hellman key exchange,16 je-
hoº objev zp·sobil pr·lom v této oblasti a umoºnil

nahradit jednorázové klí£e, kurýry s kuf°íky apod. matematickými
prost°edky, a to zejména bez poºadavku na nutnost p°edchozí ko-
munikace obou stran.

Princip protokolu pro dohodu dvou stran (Alice, Bob) na
spole£ném klí£i (£ísle) je následující:

Princip DH protokolu vým¥ny klí£·

• Ob¥ strany se dohodnou na prvo£íslu p a primitivním ko°enu
g modulo p (tuto dohodu není t°eba tajit).
• Alice vybere náhodné a a po²le ga (mod p).
• Bob vybere náhodné b a po²le gb (mod p).
• Spole£ným klí£em pro komunikaci je pak gab (mod p).

Bezpe£nost tohoto protokolu závisí na obtíºnosti výpo£tu dis-
krétního logaritmu (tzv. discrete logarithm problem) � viz téº £ást
10.19.

Z protokoluDi�eho aHellmana na vým¥nu klí£· je dále odvo-
zen ²ifrovací algoritmus ElGamal, který rovn¥º stru£n¥ popí²eme:

• Kaºdý uºivatel si zvolí prvo£íslo p spolu s primitivním
ko°enem g.
• Dále zvolí soukromý klí£ x, spo£ítá h = gx (mod p)
a zve°ejní ve°ejný klí£ (p, g, h).

Vlastní ²ifrovaná komunikace pak probíhá takto:

• �ifrování numerického kódu zprávy M: zvolíme náhodné
y a vypo£teme C1 = gy (mod p) a C2 = M · hy (mod p)
a po²leme uºivateli A dvojici (C1, C2).
• De²ifrování zprávy uºivatelem A se provede vypo£tením
C2/C

x
1 .

Poznámka. I z algoritmu ElGamal lze analogicky jako v p°ípad¥
RSA odvodit mechanismus digitálního podepisování.

16 Whit�eld Di�e, Martin Hellman (1976); M. Williamson (tajná sluºba
GCHQ) jiº 1974 (nezve°ejn¥no)
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10.90. Uvaºte stejn¥ jako vý²e n = 23104222007 a s dodate£nou

znalostí φ(n) = 23103918000 rozloºte n na

prvo£ísla.

�e²ení. Podle vý²e popsaného postupu dostaneme kvadratickou rov-

nici

x2 − 304008x + 23104222007 = 0,

jejímiº °e²eními jsou

p = 1
2
(304008+

√
3040082 − 4 · 23104222007 = 153001,

q = 1
2
(304008−

√
3040082 − 4 · 23104222007 = 151007.

□

10.91. ElGamal. Martin a Honza cht¥jí komunikovat ²ifrou ElGamal

navrºenou egyptským matematikem Taherem El-

gamalem podle protokolu Di�eho a Hellmana na

vým¥nu klí£·.Martin si zvolil prvo£íslo 41 a jemu

p°íslu²ný primitivní ko°en g = 11 a dále si zvolil £íslo 10. Následn¥
zve°ejnil trojici (41, 11, A), kde A ≡ 1110 (mod 41); £íslo 10 p°itom
utajil � je to jeho soukromý klí£. Honza mu poslal ve°ejným kanálem

dvojici (22, 6). Jakou zprávu Honza poslal?

�e²ení. Nejprve pro úplnost vypo£ítáme celý ve°ejný klí£ A = 9
(uv¥domte si ale, ºe toto £íslo pot°eboval Honza k za²ifrování zprávy

pro Martina, k de²ifrování jiº není t°eba). Zprávu Z dostaneme jako

Z ≡ (6/2210) (mod 41). Spo£t¥me nejprve

2210 ≡ 222 · (222)2 ·
((

222)2
)
≡

≡ (−8) · (−8)2 · (−8)2 ≡
≡ (−8) · 23 · 23 ≡ −9 (mod 41)

a (−9)−1 ≡ 9 (mod 41). Proto je de²ifrovanou zprávou £íslo
Z = 9 · 6 ≡ 13 (mod 41) . □

10.92. Rabin·v kryptosystém. V Rabinov¥ kryptosystému Alice

zvolila za sv·j soukromý klí£ p = 23, q = 31, ve°ej-
ným klí£em je pak n = pq = 713. Za²ifrujte pro

Alici zprávuM = 327 a ukaºte, jak bude Alice tuto

zprávu de²ifrovat.

�e²ení. Vypo£teme C = (327)2 ≡ 692 (mod 713) a tuto ²ifru

po²leme Alici. Podle postupu pro de²ifrování ur£íme

r ≡ C(p+1)/4 ≡ 692
23+1

4 ≡ 18 (mod 23),

s ≡ C(q+1)/4 ≡ 692
31+1

4 ≡ 14 (mod 31)
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a dále pomocí Euklidova algoritmu koe�cienty a, b do Bezoutovy rov-

nosti 23·a+31·b = 1.Dostaneme a = −4, b = 3, kandidáty p·vodní
zprávy jsou tedy £ísla∓4 · 23 · 14± 3 · 31 · 18 (mod 713). Víme tedy,

ºe n¥které z £ísel

386, 603, 110, 327

je odeslanou zprávou. □

10.93. Ukaºte, jak pomocí Rabinova kryptosystému s n = 437 za²if-
rovat a de²ifrovat zprávuM = 321.

�e²ení. Za²ifrovaný text dostaneme jako kvadrát modulo n:

C = 3212 ≡ (−116)2 = 13456 ≡ 346 (mod 437). Na-
opak p°i de²ifrování pouºijeme rozklad (znalost rozkladu je

soukromým klí£em p°íjemce zprávy) n = 437 = 19 · 23 a

spo£ítáme r = 346
19+1

4 = 3465 ≡ 17 ≡ −2 (mod 19) a

s = 246
23+1

4 = 3466 ≡ 1 (mod 23). Euklidovým algoritmem pro

(19, 23) = 1 ur£íme koe�cienty v Bezoutov¥ rovnosti

19 · (−6)+ 23 · 5 = 1.

Zpráva je pak jedno z £ísel ±6 · 19 · 1 ± 5 · 23 · (−2) (mod 437),
tj. M = ±116 nebo M = ±344. Opravdu M = −116 ≡ 321
(mod 437). □
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G. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

10.94. Dokaºte, ºe existuje nekone£n¥ mnoho lichých p°irozených £ísel k s vlastností, ºe £ísla 22n+k
jsou sloºená pro v²echna n ∈ N. ⃝
10.95. Dokaºte, ºe pro kaºdé celé £íslo k ̸= 1 existuje nekone£n¥ mnoho p°irozených £ísel n s vlast-

ností, ºe £íslo 22n + k je sloºené. ⃝
10.96. Uvaºte posloupnost (an)∞n=1, kde

an = 2n + 3n + 6n − 1

a dokaºte, ºe pro libovolné prvo£íslo p existuje v této posloupnosti £len, který je násobkem tohoto

prvo£ísla. ⃝
10.97. Dokaºte, ºe pro ºádné n ∈ N, n > 1 neplatí n | 2n − 1. ⃝
10.98. Dokaºte, ºe pro kaºdé liché prvo£íslop existuje nekone£n¥mnoho p°irozených £ísel n, spl¬ují-

cích p | n · 2n + 1. ⃝
10.99. Nech´ pro funkci f : N → N platí (f (a), f (b)) = (f (a), f (|a − b|)). Dokaºte, ºe pak

(f (a), f (b)) = f ((a, b)). Ukaºte, ºe odtud vyplývá tvrzení p°íkladu ∥10.6∥ i fakt (Fa, Fb) = F(a,b),
kde Fa zna£í a-tý £len Fibonacciho posloupnosti. ⃝
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�e²ení cvi£ení

10.25.

i) �íslo 3 je °ádu 4 modulo 10, proto sta£í zjistit zbytek exponentu po d¥lení £ty°mi. Ten je roven jedné,

proto je poslední £íslice rovna 31 = 3.
ii) 37 ≡ −3 (mod 10) je °ádu 4. Op¥t sta£í spo£ítat, jaký zbytek dává exponent po d¥lení £ty°mi.

Z°ejm¥ ale 37 ≡ 1 (mod 4), proto je hledaný zbytek po d¥lení desíti roven (−3)1 ≡ 7, a tedy

poslední cifrou je 7.

iii) Protoºe (12, 10) > 1, nelze mluvit o °ádu £ísla 12 modulo 10. Z°ejm¥ je ale zkoumané £íslo sudé,

proto sta£í zjistit, jaký zbytek dává po d¥lení 5. �ád £ísla 12 ≡ 2 (mod 5) je £ty°i a exponent spl¬uje
1314 ≡ 114 = 1 (mod 4), proto je 121314 ≡ 21 (mod 5) a protoºe je 2 £íslo sudé, je i hledanou

poslední £íslicí.

10.27. Protoºe je φ(n) ≤ n, pak ur£it¥ φ(n) | n!, odkud jiº plyne tvrzení, protoºe pro lichá n rovn¥º platí

2φ(n) ≡ 1 (mod n).
10.41. i) Nejv¥t²í spole£ný d¥litel modul· je 3, p°itom 1 ̸≡ −1 (mod 3), proto soustava °e²ení nemá.

ii) Podmínka pro °e²itelnost lineárních kongruencí (8, 12345678910111213) = 1 je triviáln¥ spln¥na,

kongruence má tedy jedno °e²ení.

iii) Moduly jsou nesoud¥lné, z �ínské zbytkové v¥ty proto plyne existence jediného °e²ení modulo 29 ·47.
10.44. Protoºe £íslo 2 je primitivním ko°enem jak modulo 5, tak modulo 13, dostáváme, ºe

2n ≡ 3 (mod 5) ⇐⇒ 2n ≡ 23 (mod 5) ⇐⇒ n ≡ 3 (mod 4)

a

2n ≡ 3 (mod 13) ⇐⇒ 2n ≡ 24 (mod 13) ⇐⇒ n ≡ 4 (mod 12).

Odtud na jednu stranu dostáváme nekone£nost po£tu násobk· 5 i 13 mezi £ísly tvaru 2n − 3, na druhou stranu

ale vidíme, ºe ºádné takové £íslo nem·ºe být násobkem 5 i 13 sou£asn¥, protoºe soustava kongruencí n ≡ 3

(mod 4), n ≡ 4 (mod 12) °e²ení nemá.

10.94. Pro v²echna p°irozená £ísla n je 22n ≡ 1 (mod 3), proto sta£í za k zvolit lichá £ísla s vlastností k ≡ 2

(mod 3), kterých je jist¥ nekone£n¥ mnoho � jsou to práv¥ £ísla spl¬ující k ≡ 5 (mod 6) � a dostaneme £ísla

22n + k > 3, která jsou násobkem 3 a tedy jist¥ sloºená.

10.95. Uvaºme pevné k ∈ Z \ {1} a libovolné a ∈ N. Ukáºeme, ºe pro a libovoln¥ velké dokáºeme najít n

takové, ºe £íslo 22n + k bude sloºené a v¥t²í neº a. Tím bude d·kaz hotov.

Bu¤te dále s ∈ N0, h ∈ Z taková, ºe k − 1 = 2s · h, 2 ∤ h, a m ∈ N spl¬ující 22m
> a − k. Nech´ nyní pro

ℓ platí ℓ ≥ s, ℓ ≥ m. Je-li £íslo 22ℓ + k sloºené, pak jsme hotovi, protoºe 22ℓ + k ≥ 22m + k > a. Nech´ je

tedy dále 22ℓ + k rovno prvo£íslu p. S pomocí Eulerovy v¥ty najdeme £íslo poºadovaného tvaru, které je jeho

násobkem. Máme

p − 1 = 22ℓ + 2s · h = 2s · h1,

kde h1 ∈ N je liché. Platí tedy 2φ(h1) ≡ 1 (mod h1), odkud 2s+φ(h1) ≡ 2s (mod p − 1) a protoºe je l ≥ s,
rovn¥º

2ℓ+φ(h1) ≡ 2ℓ (mod p − 1).

Z Malé Fermatovy v¥ty nyní plyne, ºe

22ℓ+φ(h1) + k ≡ 22ℓ + k ≡ 0 (mod p).

Protoºe ale 2ℓ+φ(h1) > 2ℓ, je i 22ℓ+φ(h1) + k > 22ℓ + k = p > a a dostali jsme tak sloºené £íslo poºadovaného

tvaru, které je v¥t²í neº (libovoln¥ velká) p°edepsaná hodnota a.

Poznamenejme na záv¥r, ºe pro k = 1 jde o otev°ený problém zkoumající existenci nekone£n¥ mnoha

Fermatových prvo£ísel.
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10.96. Snadno vidíme, ºe 2 | a1 = 10 a 3 | a2 = 48. Ukáºeme dále, ºe pro libovolné prvo£íslo p > 3 platí

p | ap−2. Podle Fermatovy v¥ty je 2p−1 ≡ 3p−1 ≡ 6p−1 ≡ 1 (mod p). Proto platí

6ap−2 = 3 · 2p−1 + 2 · 3p−1 + 6p−1 − 6 ≡ 3+ 2+ 1− 6 = 0 (mod p).

Poznamenejme, ºe se znalostí algebry budeme schopni postupovat je²t¥ p°ímo£a°eji: pro p > 3 uváºíme

p-prvkové t¥leso Fp, v n¥mº existují inverzní prvky £ísel 2, 3, 5 a pro sou£et t¥chto prvk· platí 1
2 + 1

3 + 1
6 = 1.

10.97. Úvahy vycházející z rozkladu n na prvo£ísla jsou pom¥rn¥ komplikované, zde ukáºeme °e²ení vyuºíva-

jící men²ího triku. P°edpokládejme, ºe n spl¬ující podmínky n | 2n − 1, n > 1, existuje a uvaºme nejmen²í

takové. Ur£it¥ bude n liché, proto n | 2φ(n) − 1. S vyuºitím tvrzení p°íkladu ∥10.6∥ dostaneme, ºe n | 2d − 1

, kde d = (n, φ(n)) (a odtud zejména plyne 2d − 1 > 1 a d > 1). P°itom je d ≤ φ(n) < n a d | n, odkud
kone£n¥ d | 2d − 1 a to je spor s p°edpokladem, ºe n bylo nejmen²í p°irozené £íslo v¥t²í neº 1, které vyhovuje

zadání.

10.98. Protoºe je 2p−1 ≡ 1 (mod p), sta£í nap°. za n volit vhodné násobky p − 1, tedy nalézt k tak, aby

n = k(p − 1) splnilo podmínku n · 2n ≡ −1 (mod p). Ta je ale díky p − 1 | n ekvivalentní s podmínkou

k ≡ 1 (mod p) a takových k z°ejm¥ vyhovuje nekone£n¥ mnoho.
10.99. Rozborem Eukleidova algoritmu na hledání nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.



V této kapitole se budeme v¥novat zdánliv¥ velice formálnímu
studiu pojm·, které ale ve skute£nosti odráºí spoustu skute£ných
vlastností v¥cí kolem nás.

Abstrahujeme z nich p°itom jen ty nejjednodu²²í operace
a �algebru� tak lze vnímat jako algoritmické manipulace s pís-
meny, které zpravidla mají n¥jaké souvislosti s výpo£ty nebo po-
pisem proces·. Zárove¬ si budeme trochu v²ímat, kde v²ude jsme
takové objekty potkávali v p°edchozích kapitolách (aniº by ale bylo
nutné mít tyto kapitoly p°edem pro£tené). P°ímo naváºeme více-
mén¥ jen na první a ²estou £ást první kapitoly, kde jsme podobn¥
abstraktn¥ pohlíºeli na £ísla, se kterými po£ítáme, a obecn¥ji na
vztahy mezi objekty, kdyº jsme je abstrahovali do tzv. relací.

V první £ásti této kapitoly se zastavíme u té nejjednodu²²í si-
tuace � budeme se zamý²let nad p°ípadem, kdy máme jen jednu
jedinou operaci, která se chová podobn¥ jako násobení £ísel. Pak
si p°idáme druhou operaci, podobn¥ jako jsou u £ísel k dispozici
spole£n¥ s£ítání a násobení. To nám umoºní vysv¥tlit elementární
základy tzv. po£íta£ové algebry, tj. algoritmických postup·, díky
kterým po£íta£e umí manipulovat s formálními výrazy a po£ítat
s nimi, v£etn¥ °e²ení systém· polynomiálních rovnic.

V dal²í £ásti se vrátíme k jiné abstrakci situací s jedinou ope-
rací a budeme p°itom vycházet z uspo°ádání £ísel podle velikosti
nebo mnoºinové inkluze. V poslední £ásti kapitoly se pak zasta-
víme u n¥kolika poznámek ohledn¥ vyuºití algebraických nástroj·
pro návrhy (samoopravných) kód· vyuºívaných hojn¥ p°i p°eno-
sech dat.

1. Grupy

Na²e první úvahy se budou týkat objekt· a situací, ve kte-
rých je moºné rovnice tvaru a · x = b vºdy jed-
nozna£n¥ °e²it (tak jako u lineárních rovnic jsou ob-
jekty a a b dány, zatímco x hledáme). P·jde o tzv.

teorii grup. V²imn¥me si, ºe zatím nic nevíme o povaze objekt·,
ani co znamená ta te£ka. Jen p°edpokládáme, ºe dv¥ma objekt·m
a a x umíme p°i°adit objekt a · x.

Nejprve si oprá²íme a roz²í°íme ná² slovník pojm· ohledn¥
operací, jak jsme jej zavedli jiº v kapitole první a projdeme p°itom
p°íklady £ísel a transformací roviny a prostoru, ve kterých se s ta-
kovými �grupovými� objekty potkáváme. Teprve pak se budeme
chvíli v¥novat základ·m obecné teorie.

11.1. P°íklady a pojmy. Pro libovolnoumnoºinuA jsme jiº d°íve
de�novali binární operaci naA jako libovolné zobrazeníA×A→
A. Výsledek takové operace budeme £asto zna£it

(a, b) 7→ a · b.
Mnoºina s binární operací se nazývá grupoid.

KAPITOLA 11

Algebraické struktury

£ím v¥t²í abstrakce, tím v¥t²í zmatek?

� ne, £asto to bývá naopak ...

A. Algebraické struktury

Nejprve si procvi£me obecné vlastnosti operací a zkusíme zjistit,

co vlastn¥ známé mnoºiny se známými operacemi tvo°í za struktury.

11.1. Rozhodn¥te o následujících mnoºinách a operacích, jaké tvo°í

algebraické struktury (grupoid, pologrupa, zda existují levé (pravé) ne-

utrální prvky, grupa):

i) podmnoºiny mnoºiny p°irozených £ísel spolu s operací sjed-

nocení,
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Abychom mohli n¥co podstatného °íci, pot°ebujeme n¥jaké
dal²í vlastnosti operací. Binární operace je asociativní, jestliºe pro
v²echny prvky v A platí

a · (b · c) = (a · b) · c.

Binární operace a pologrupy

Grupoid s asociativní binární operací se nazývá pologrupa. Bi-
nární operace je komutativní, jestliºe pro v²echny prvky v A platí
a · b = b · a.

P°irozená £ísla N = {0, 1, 2, . . . } spolu s kteroukoliv z ope-
rací s£ítání a násobení jsou asociativní a komutativní pologrupou.
Celá £ísla Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } jsou grupoidem v·£i
kterékoliv z operací s£ítání, od£ítání, násobení. Operace od£ítání
ale není asociativní, nap°.

(5− 3)− 2 = 0 ̸= 5− (3− 2) = 4,

ani komutativní, protoºe a − b = −(b − a).
Jednotky, inverze a grupy

Levá jednotka v grupoidu (A, ·) je takový prvek e ∈ A, ºe pro
v²echny prvky v A platí e · a = a; obdobn¥ pro pravou jednotku
musí platit pro v²echny prvky a · e = a. Jednotka binární operace
je prvek e, který je pravou i levou jednotkou zárove¬.

Prvek a−1 je levou inverzí k prvku a v pologrup¥ (A, ·) s jed-
notkou e, jestliºe platí a−1 · a = e; obdobn¥ je pravou inverzí a−1

takový prvek, pro který je a · a−1 = e.
Prvek a−1 je inverzní k a v pologrup¥ s jednotkou, jestliºe je

levou i pravou inverzí zárove¬.
Monoid (M, ·) je pologrupa s jednotkou. Grupa (G, ·) je po-

logrupa s jednotkou, ve které má kaºdý prvek inverzi.
Komutativní grupa, resp. komutativní pologrupa, je taková,

kde je operace · komutativní.

Komutativní grupy se také £asto nazývají abelovské. po£est
mladého matematika Abela ... V angli£tin¥ se pouºívá p°ídavné
jméno

Podívejme se na p°ímé jednoduché d·sledky de�nic. V mono-
idu nemohou být pravé a levé inverze r·zné. Je-li totiº a · x =
= x · b = e, pak také

a = a · (x · b) = (a · x) · b = b.
Podstatná je zde pouze asociativita operace. V²imn¥me si, ºe

pro ode£ítání na celých £íslech (tady operace není asociativní) je
nula pravou jednotkou, tj. a − 0 = a pro v²echna celá £ísla a,
není v²ak levou jednotkou. Dokonce v tomto p°ípad¥ levý neutrální
prvek neexistuje.

Celá £ísla jsou zjevn¥ pologrupou v·£i s£ítání i násobní.
Grupou jsou p°itom jen v·£i s£ítání, protoºe pro násobení neexis-
tují inverzní prvky, krom¥ £ísel ±1.

Je-li (A, ·) grupa, pak její podmnoºinu B ⊆ A, která je
uzav°ená v·£i zúºení operace · a zárove¬ je spolu s touto operací
grupou, nazýváme podgrupa.

Jestliºe zadáme v grup¥ G n¥jakou mnoºinu prvk· M ⊂ G,
pak podgrupa generovaná mnoºinou M je nejmen²í podgrupou,
která v¥echny prvkyM obsahuje. Zjevn¥ p·jde o pr·nik v²ech pod-
grup, kteréM obsahují.

642

ii) p°irozená £ísla spolu s binární operací nejv¥t²í spole£ný d¥li-

tel,

iii) kladná celá £ísla spolu s binární operací nejmen²í spole£ný

násobek,

iv) mnoºina v²ech invertibilníchmatic 2×2 nadR spolu se s£ítá-

ním,

v) mnoºina v²ech matic 2× 2 nad R spolu s násobením matic,

vi) mnoºina v²ech matic 2× 2 spolu s od£ítáním matic,

vii) mnoºina v²ech invertibilních matic 2×2 nadZ2 s násobením

matic,

viii) mnoºina Z6 spolu s násobením (modulo 6),

ix) mnoºina Z7 spolu s násobením (modulo 7).

U t°etího p°íkladu od konce sestavte tabulku dané operace.

�e²ení.

i) monoid (prázdná mnoºina je neutrálním prvkem),

ii) pologrupa (bez neutrálního prvku),

iii) monoid (£íslo 1 je neutrálním prvkem),

iv) není ani grupoid (uváºímeA+(−A) pro n¥jakou invertibilní
matici A),

v) monoid,

vi) grupoid (není asociativní),

vii) grupa,

viii) monoid (t°ída [1] je neutrálním prvkem),

ix) monoid (t°ída [1] je neutrálním prvkem),

V p°ípad¥ vii) má grupa následující prvky: A =
(

1 0
0 1

)
,

B =
(

0 1
1 0

)
, C =

(
1 1
0 1

)
, D =

(
1 1
1 0

)
, E =

(
0 1
1 1

)
,

F =
(

1 0
1 1

)
. Potom tabulka operace násobení matic vypadá

následovn¥:

A B C D E F

A A B C D E F

B B A E F C D

C C D A B F E

D D C F E A B

E E F B A D C

F F E D C B A

V²imn¥me si, ºe v tabulce se v kaºdém °ádku i sloupci (bez prvního

°ádku a sloupce) vyskytuje kaºdý prvek práv¥ jednou (pro£ tomu tak

je?). Nemusíme tedy v²echny sou£iny po£ítat a m·ºeme si v jisté fázi

dopl¬ování tabulky zahrát �Sudoku�. □
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Racionální £ísla Q jsou komutativní grupou vzhledem ke
s£ítání a nenulová racionální £ísla jsou také komuta-
tivní grupou v·£i násobení. Celá £ísla spolu se s£ítá-
ním jsou jejich podgrupou.

Pro kaºdé kladné p°irozené £íslo k je mnoºina v²ech k-tých
odmocnin z jedni£ky, tj. mnoºina {z ∈ C; zk = 1}, kone£nou
grupou v·£i násobení komplexních £ísel. Nap°. pro k = 2 dosta-
neme grupu {−1, 1} se dv¥ma prvky, které jsou oba samy sob¥
inverzí, zatímco pro k = 4 dostáváme grupu G = {1, i,−1,−i}.

Mnoºina Matn, n > 1, v²ech £tvercových matic je (nekomuta-
tivní) pologrupa vzhledem k násobení matic a komutativní grupa
vzhledem ke s£ítání matic (viz odstavce 2.2�2.5).

Mnoºina v²ech lineárních zobrazení Hom(V , V ) na vektoro-
vém prostoru je pologrupa vzhledem ke skládání zobrazení a ko-
mutativní grupa vzhledem ke s£ítání zobrazení (viz odstavec 2.34).

V obou p°edchozích p°íkladech tvo°í podmnoºina invertibil-
ních objekt· uvaºované pologrupy grupu. V prvním p°ípad¥ jde
o tzv. grupu invertibilních matic, ve druhém o grupu lineárních
transformací vektorového prostoru.

V d°ív¥j²ích kapitolách jsme jiº potkali mnoho (polo)gru-
pových struktur, ob£as asi i docela ne£ekan¥. Vzpome¬me nap°.
r·zné podgrupy grupy matic nebo grupovou strukturu na eliptic-
kých k°ivkách.

11.2. Grupy permutací. Velmi £asto grupy a pologrupy po-
tkáváme jako mnoºiny zobrazení na pevn¥ dané
mnoºin¥ M, které jsou uzav°eny v·£i skládání
zobrazení. Ne vºdy si ale tuto skute£nost p°ímo
uv¥domujeme, protoºe vidíme jen n¥která zobrazení

a na v²echna ostatní vznikající sloºeními nemyslíme.
Nejsnáze je tato souvislost vid¥t na kone£ných mnoºináchM,

kde nám kaºdá podmnoºina invertibilních zobrazení vygeneruje
pomocí skládání jistou grupu.

Na kaºdé takové mnoºin¥ o m = |M| ∈ N prvcích (prázdná
mnoºina má 0 prvk·) totiº máme k dispozicimm moºných de�nic
zobrazení (kaºdý z m prvk· m·ºeme zobrazit na kterýkoliv vM)
a v²echna taková zobrazení umíme skládat. Protoºe skládání zob-
razení je samoz°ejm¥ asociativní operace, dostáváme grupoid.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazení α : M → M jeho
inverze α−1, musí být α bijekcí. Sloºením dvou bijekcí vznikne
op¥t bijekce, a proto podmnoºina 6m v²ech bijekcí na mnoºin¥
M om prvcích je grupa. �íkáme jí grupa permutací (nam prvcích)
a je p°íkladem kone£né grupy.1

Sám název grupy6m p°itom uvádí jinou souvislost, kdy místo
bijekcí na kone£né mnoºin¥ vnímáme permutace jako p°erovnání
rozli²itelných prvk·. Potkávali jsme se s permutacemi v tomto
smyslu nap°. p°i studiu determinant·, viz odstavec 2.14 na stran¥
76.

Promysleme si podrobn¥ji, jak vlastn¥ násobení v takové
grup¥ vypadá. U (malé) kone£né grupy si m·ºeme snadno sesta-
vit úplnou tabulku v²ech operací. Jestliºe v grup¥ permutací 63
na £íslech {1, 2, 3} ozna£íme jednotlivá po°adí

a = (1, 2, 3), b = (2, 3, 1), c = (3, 1, 2),
d = (1, 3, 2), e = (3, 2, 1), f = (2, 1, 3),

1Lze dokázat, ºe kaºdá kone£ná grupa je podgrupou ve vhodné kone£né grup¥
permutací. To si m·ºeme interpretovat tak, ºe grupy 6m jsou tak nekomutativní a
sloºité, jak to jen jde.
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11.2. Nech´X je libovolná mnoºina. Nech´P(X) zna£í systém v²ech

podmnoºin mnoºiny X. Ur£ete, zda mnoºina P(X) tvo°í s danou ope-
rací grupoid, pologrupu, pologrupu s neutrálním prvkem (monoid),

grupu a zda je zadaná operace komutativní.

i) pr·nik mnoºin,

ii) sjednocení mnoºin,

iii) symetrický rozdíl mnoºin.

�e²ení. Je-li mnoºina X prázdná, potom tvo°í P(X) se v²emi opera-

cemi komutativní grupu. V ostatních p°ípadech

i) s operací pr·nik tvo°í daná mnoºina komutativní pologrupu

s neutrálním prvkem,

ii) s operací sjednocení tvo°í daná mnoºina komutativní polo-

grupu s neutrálním prvkem,

iii) s operací symetrický rozdíl tvo°í daná mnoºina komutativní

grupu, neutrálním prvkem je prázdná mnoºina a kaºdý prvek

je samoinverzní A−1 = A. □

11.3. Rozhodn¥te o následujících mnoºinách a operacích, jaké tvo°í

struktury (grupoid, pologrupa, grupa). Ur£ete zda existují levé (pravé)

neutrální prvky a zda ja daná operace komutativní.

i) mnoºina v²ech invertibilníchmatic 3×3 nadR spolu se s£ítá-

ním,

ii) mnoºina v²ech matic 3× 3 nad R spolu s násobením matic,

iii) mnoºina v²ech matic 3× 3 spolu se s£ítáním matic,

iv) mnoºina v²ech invertibilních matic 3×3 nadZ2 s násobením

matic,

v) mnoºina (Z9,+),
vi) mnoºina (Z9, ·).

⃝
11.4. Rozhodn¥te, zda podmnoºina G komplexních £ísel tvo°í spolu

s operací násobení komplexních £ísel grupoid, pologrupu, pologrupu

s neutrálním prvkem (monoid), grupu a zda je zadaná operace komu-

tativní.

i) G = {a + bi | a, b ∈ Z},
ii) G = {a + bi | a, b ∈ R, a2 + b2 = 1},
iii) G = {a + b · √5 | a, b ∈ Q, a2 + b2 ̸= 0}.

⃝
11.5. Rozhodn¥te, zda daná mnoºina Z tvo°í spolu s operací ♡ (ko-

mutativní) grupoid, (komutativní) pologrupu, (komutativní) monoid,

(komutativní) grupu:
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pak skládání na²ich permutací je zadáno tabulkou

· a b c d e f

a a b c d e f

b b c a f d e

c c a b e f d

d d e f a b c

e e f d c a b

f f d e b c a

V²imn¥me si podstatného rozdílu mezi permutacemi a,
b a c a dal²ími t°emi. Ty první t°i tvo°í tzv. cyklus generovaný
prvkem b nebo prvkem c:

b2 = c, b3 = a, c2 = b, c3 = a.
Samy o sob¥ jsou tyto t°i prvky komutativní podgrupou. V této
podgrup¥ je a jednotka a prvky b a c jsou vzájemn¥ inverzní. Je
tedy tato podgrupa stejná jako je grupa Z3 zbytkových t°íd celých
£ísel modulo 3, resp. jako grupa t°etích odmocnin z jedni£ky.

Dal²í t°i prvky jsou samy sob¥ inverzí a kaºdý z nich je tedy
spole£n¥ s jednotkou a podgrupou stejnou jako je Z2. �íkáme, ºe
b a c jsou prvky °ádu 3, zatímco prvky d, e a f jsou °ádu 2.

Tabulka ale není symetrická podle diagonály, na²e operace ·
tedy není komutativní.

Obdobn¥ se chovají v²echny grupy permutací 6m kone£ných
mnoºin o m prvcích. Kaºdá permutace σ rozkládá mnoºinu M
na disjunktní sjednocení maximálních invariantních podmnoºin,
které dostaneme tak, ºe postupn¥ vybíráme dosud nezpracované
prvky x ∈ M a do t°ídy rozkladu Mx p°idáváme v²echny akce
iterací σ k(x), k = 1, 2, . . . , dokud není σ k(x) = x. Kaºdou per-
mutaci tak dostáváme jako sloºení jednodu²²ích permutací, tzv.
cykl·, které se chovají jako identická permutace vn¥ Mx a tak
jako σ na Mx . Pokud p°itom o£íslujeme prvky v Mx jako po°adí
(1, 2, . . . , |Mx |) tak, aby i odpovídalo σ i(x), pak je na²e permu-
tace prostým posunutím o jednu pozici v cyklu (tj. poslední prvek
je zobrazen zpátky na první). Odtud název cyklus. Zjevn¥ p°itom
tyto cykly komutují, takºe je jedno, v jakém po°adí z nich permu-
taci σ sloºíme.

Nejjednodu²²í cykly jsou jednoprvkové pevné body permu-
tace σ a dvouprvkové (x, σ (x)), kde σ(σ(x)) = x. T¥m se °íká
transpozice. Protoºe kaºdý cyklus zjevn¥ m·ºeme poskládat z per-
mutací sousedních prvk· (necháme �probublat� první prvek na ko-
nec), lze kaºdou permutaci napsat jako sloºení transpozic soused-
ních prvk·.

Vra´me se k p°ípadu 63. Tam máme jednak moºnost cyklu,
který zahrne v²echny t°i prvky a v n¥m dostaneme permutace a, b,
c. Krom¥ toho je²t¥ m·ºeme mít jeden cyklus o délce 2 a zbývající
prvek bude pevným bodem � tak dostaneme zbývající 3 permutace.
Více moºností není. Z postupu je z°ejmé, ºe u v¥t²ích po£t· prvk·
bude moºností velmi mnoho.

Jednotlivé permutace m·ºeme obecn¥ vyjád°it pomocí trans-
pozic mnoha zp·soby. P°itom ale skute£nost, jestli pot°ebujeme
sudý nebo lichý po£et transpozic, je na volbách nezávislá (m·ºeme
tuto skute£nost vyjád°it pomocí po£tu tzv. inverzí a poslední tvr-
zení pak plyne z toho, ºe kaºdá transpozice m¥ní po£et inverzí o li-
chý po£et, viz úvahy v odstavci 2.15 na stran¥ 77).

Máme tedy dob°e de�nováno zobrazení

sgn : 6m→ Z2 = {±1},
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i) a♡b = (a, b),
ii) a♡b = a|b|,
iii) a♡b = 2a + b,
iv) a♡b = |a|,
v) a♡b = a + b + a · b,
vi) a♡b = a + b − a · b,
vii) a♡b = a + (−1)ab.

⃝
11.6. Ur£ete, kolika zp·soby lze doplnit tabulka tak, aby

({a, b, c},⋇) byl

i) grupoid

ii) komutativní grupoid

iii) grupoid s neutrálním

prvkem

iv) pologrupa s neutrálním

prvkem

v) grupa

⋇ a b c

a c b a

b b

c

�e²ení.

i) 35

ii) 9

iii) 9

iv) 1

v) 0

□

11.7. Ur£ete po£et v²ech trojprvkových grupoid·.

�e²ení. Grupoid je ur£en tím, jak na n¥m p·sobí daná operace.

V grupoidu m·ºe být výsledkem aplikace operace na libovolné dva

prvky libovolný prvek grupoidu. Pro kaºdou uspo°ádanou dvojici tedy

máme nezávisle na výb¥r ze t°í moºností výsledku operace na ní. Podle

pravidla sou£inu tak dostáváme

33·3 = 729

r·zných grupoid·. □

11.8. Rozhodn¥te, zda mnoºinaG = (R∖ {0} ×R) s operací △ tvo°í

grupoid, pologrupu, pologrupu s neutrálním prvkem (monoid), grupu

a zda je zadaná operace komutativní, jestliºe je operace△ de�nována

takto: (x, y)△(u, v) = (xu, xv+y), pro libovolná (x, y), (u, v) ∈ G.
⃝
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tzv. paritu. Dokázali jsme si znovu tvrzení, která jsme jiº vyuºívali
p°i studiu determinant· (viz 2.14 a dále):

V¥ta. Kaºdá permutace kone£né mnoºiny je sloºením cykl·. Cyk-
lus délky ℓ lze vyjád°it jako sloºení ℓ− 1 transpozic. Parita cyklu
délky ℓ je (−1)ℓ−1.

Parita sloºení permutací σ ◦ τ je sou£inem parit σ a τ .

Poslední tvrzení v¥ty °íká, ºe zobrazení sgn p°evádí sloºení
permutací σ ◦ τ na sou£in sgn σ · sgn τ v komutativní grup¥ Z2.

Homomorfismy (polo)grup

Obecn¥ °íkáme, ºe zobrazení f : G1 → G2 je homomor�s-
mus (polo)grup, jestliºe respektuje grupové operace, tzn.

f (a · b) = f (a) · f (b).

Zejména tedy vidíme, ºe je na²e práv¥ zavedená signatura per-
mutací homomor�smem sgn : 6m→ Z2.

11.3. Symetrie rovinných útvar·. V páté £ásti první kapitoly
jsme podrobn¥ a elementárn¥ rozebrali souvislosti invertibilních
matic se dv¥ma °ádky a dv¥ma sloupci a lineárními transforma-
cemi v rovin¥.

Vid¥li jsme p°itom, ºematice vMat2(R) zadávají lineární zob-
razeníR2 → R2, která zachovávají standardní vzdálenosti,
práv¥ kdyº jsou jejich sloupce ortonormální bází R2 (coº
je jednoduchá podmínka na sou°adnice matice, viz odsta-
vec 1.29 na stran¥ 31).

Ve skute£nosti je snadné dokázat, ºe kaºdé zobrazení roviny
do sebe, které zachovává velikosti, je a�nní euklidovské, tj. je sloºe-
ním lineárního a vhodné translace.2

Jak jsme jiº p°ipomn¥li, lineární £ást takového zobrazení
p°itom musí navíc být ortogonální. V²echna taková zobrazení tedy
tvo°í grupu v²ech ortogonálních transformací (nebo také eukli-
dovských transformací) v rovin¥. Navíc jsme ukazovali, ºe krom¥
translací Ta o vektor a jde pouze o rotaceRφ o jakýkoliv úhel φ ko-
lem po£átku a zrcadlení Zℓ v·£i jakékoliv p°ímce ℓ procházející
po£átkem (pov²imn¥me si, ºe st°edová soum¥rnost je totéº jako
rotace o π).

Zastavíme se te¤ u ilustrace obecných grupových pojm·
na problému symetrií rovinných obrazc·. Budeme
p°itom uvaºovat objekty typu dlaºdi£ek. Nejprve jed-
notliv¥, tj. ve form¥ ohrani£eného obrázku v rovin¥,
pozd¥ji je²t¥ s poºadavkem dláºd¥ní v rovinném

pásu nebo v celé rovin¥.

2Jestliºe totiº má zobrazení F : R2 → R2 zachovávat velikosti, totéº musí
být pravda pro p°ená²ené vektory rychlostí, tj. Jacobiho matice DF(x, y) musí
být v kaºdém bod¥ ortogonální. Rozepsání této podmínky pro dané zobrazení
F = (f (x, y), g(x, y)) : R2 → R2 vede na systém diferenciálních rovnic, který
má pouze a�nní °e²ení, protoºe snadno uvidíme, ºe v²echny druhé derivace F musí
být nulové (a pak uº je na²e tvrzení okamºitým d·sledkem Taylorovy v¥ty se zbyt-
kem). Zkuste si promyslet detaily! Ve skute£nosti vede stejný postup k výsledku
pro euklidovské prostory libovolné dimenze. V²imn¥te si p°itom, ºe dokazovaná
podmínka je nezávislá na volb¥ a�nních sou°adnic, proto se sloºením F s line-
árním zobrazením výsledek nem¥ní. M·ºeme proto pro pevný bod (x, y) sloºit
(DF)−1 ◦ F a bez újmy na obecnosti rovnou p°edpokládat, ºe DF(x, y) je matice
identického zobrazení. Derivováním rovnic pak dostáváme d·sledky, které p°ímo
°íkají poºadované tvrzení.
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B. Grupy

Za£neme p°ipomenutím permutací a n¥kterých jejich vlastností.

S permutacemi jsme se jiº setkali ve druhé kapitole, viz 2.14, kde jsme

je pot°ebovali k de�nici determinantu matice.

11.9. Ur£ete v²echny permutace π ∈ S7 tak, aby

i) π4 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
ii) π2 = (1, 2, 3) ◦ (4, 5, 6)
iii) π2 = (1, 2, 3, 4)

⃝

11.10. Ur£ete znaménka daných permutací

i)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
2 3 1 5 6 4 . . . 3n− 1 3n 3n− 2

)
,

ii)

(
1 2 3 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
2 4 6 . . . 2n 1 3 . . . 2n− 1

)
.

�e²ení. Znaménko permutace je dáno po£tem traspozic v rozkladu

permutace, ekvivalentn¥ také po£et inverzí permutace, viz 2.15. Po£et

inverzí snadno spo£ítáme z dvoj°ádkového zápisu permutace. Prochá-

zíme postupn¥ £ísla ve druhém °ádku a za kaºdé p°ipo£teme po£et £ísel

men²ích neº práv¥ vybrané leºících v °ádku dále neº práv¥ vybrané.

Dostáváme tak, ºe v prvním p°ípad¥ je permutace lichá (znaménko

je 1), ve druhém p°ípad¥ závisí znaménko permutace na n a je rovno

(−1)
n·(n−1)

2 . □

11.11. Ur£ete v²echny permutace ρ ∈ S9 takové, ºe

[ρ ◦ (1, 2, 3)]2 ◦ [ρ ◦ (2, 3, 4)]2 = (1, 2, 3, 4).

�e²ení. �ádná taková neexistuje, na levé stran¥ je totiº vºdy sudá per-

mutace, na pravé stran¥ je permutace lichá. □

11.12. Ur£ete v²echny permutace ρ ∈ S9 taková, ºe

ρ2 ◦ (1, 2) ◦ ρ2 = (1, 2) ◦ ρ2 ◦ (1, 2).

⃝

11.13. M¥jme permutaci σ =
(

1 2 3 4 5 6 7
3 6 5 7 1 2 4

)
. Ur£ete °ád

σ v grup¥ (S7, ◦), inverzi k σ a ur£ete σ 2013. Ukaºte, ºe σ nekomutuje

s transpozicí τ = (2, 3).

�e²ení. σ = (1, 3, 5)◦(2, 6)◦(4, 7). �ád σ je tedy 6, nejme²í spole£ný

násobek £ísel 3, 2, 2. Dále σ−1 = (1, 5, 3) ◦ (2, 6) ◦ (4, 7) a

σ 2013 = (σ 335)6 ◦ σ 3 = σ 3 = (2, 6) ◦ (4, 7).
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Pro za£átek uvaºme t°eba úse£ku a rovnostranný trojúhelník.
Ptáme se, jakmoc jsou symetrické, tzn. v·£i kterým transformacím
(zachovávajícím velikost) jsou invariantní. Jinak °e£eno chceme,
aby obraz na²eho obrazce byl od p·vodního k nerozeznání, dokud
si nepopí²eme n¥jaké význa£né body, t°eba vrcholy trojúhelníka
A, B a C a konce úse£ek. Zárove¬ je p°edem jasné, ºe v²echny sy-
metrie pevn¥ zvoleného útvaru budou vºdy tvo°it grupu (v¥t²inou
pouze s jediným prvkem, identickým zobrazením).

3A

B

p

Zp

1

2

U úse£ky je situace obzvlá²´ jednoduchá � na první pohled
je z°ejmé, ºe jedinými jejími netriviálními symetriemi jsou rotace
o π kolem st°edu úse£ky, zrcadlení v·£i ose této úse£ky a zrca-
dlení v·£i úse£ce samotné. V²echny tyto symetrie jsou samy sob¥
inverzí. Celá grupa symetrií úse£ky má tedy £ty°i prvky. Její ta-
bulka násobení vypadá takto:

· R0 Rπ ZH ZV
R0 R0 Rπ ZH ZV
Rπ Rπ R0 ZV ZH
ZH ZH ZV R0 Rπ
ZV ZV ZH Rπ R0

.

Je tedy celá tato grupa komutativní.
Pro rovnostranný trojúhelník uº symetrií nacházíme víc:

m·ºeme rotovat o 2π/3 nebo m·ºeme zrcadlit v·£i osám stran.
Abychom dostali grupu celou, musíme p°idat v²echna sloºení
takovýchto transformací. Uº v 1.29 jsme vid¥li, ºe sloºení dvou
zrcadlení je vºdy oto£ením. Zárove¬ je z°ejmé, ºe sloºení takových
zrcadlení v opa£ném po°adí dá oto£ení o stejný úhel, ale s opa£nou
orientací. V na²em p°ípad¥ tedy zrcadlení kolem dvou r·zných
os vygenerují postupnou opakovanou aplikací v²echny symetrie,
kterých bude dohromady ²est. Jestliºe si umístíme trojúhelník
v sou°adnicích jako na obrázku, bude na²ich ²est transformací
zadáno maticemi

a =
(

1 0
0 1

)
, b =

(
− 1

2

√
3

2
−

√
3

2 − 1
2

)
, c =

(
− 1

2 −
√

3
2√

3
2 − 1

2

)
,

d =
(−1 0

0 1

)
, e =

(
1
2 −

√
3

2
−

√
3

2 − 1
2

)
, f =

(
1
2

√
3

2√
3

2 − 1
2

)
.

Sestavením tabulky pro násobení, tak jak jsme ji ud¥lali pro grupu
permutací63 obdrºíme práv¥ stejný výsledek. Pro v¥t²í názornost
jsou vrcholy ozna£eny £ísly, takºe jsou p°íslu²né permutace p°ímo
£itelné.

Obdobn¥ umíme nacházet grupy symetrií s k r·znými rota-
cemi a k zrcadleními. Sta£í si k tomu vzít pravidelný k-úhelník.
Takové grupy symetrií se £asto ozna£ují jako grupy Dk a °íká se
jim dihedrální grupy °ádu k. Tyto grupy jsou nekomutativní pro
v²echna k ≥ 3, zatímco D2 je komutativní. Název je patrn¥ odvo-
zen od skute£nosti, ºe D2 je grupa symetrií molekuly vodíku H2,
ve které jsou dva atomy vodíku a geometricky si ji lze p°edstavit
jako úse£ku.
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Dále σ ◦τ = (1, 3, 6, 2, 5)◦ (4, 7) a τ ◦σ = (1, 2, 6, 3, 5)◦ (4, 7).
□

11.14. Ur£ete σ−1 a σ 2013, kde

• (a) σ =
(

1 2 3 4 5 6 7
4 5 7 6 1 2 3

)
v grup¥ permutací

(S7, ◦).
• (b) σ = [4]11 v grup¥ (Z×

11, ·).
�e²ení. (a) σ = (1, 4, 6, 2, 5) ◦ (3, 7), σ−1 = (1, 5, 2, 6, 4) ◦ (3, 7),
°ád cyklu (1, 4, 6, 2, 5) je p¥t, °ád transpozice (3, 7), a protoºe jsou

£ísla 2 a 5 nesoud¥lná je °ád σ roven deseti, tedy σ 10 = 1. Pak

σ 2013 = (σ 10)201 ◦ σ 3 = σ 3 = (1, 2, 4, 5, 6) ◦ (3, 7)

.

(b) Místo t°ídy [k]11, k ∈ Z, budeme psát pro zjednodu²ení zápisu

pouze reprezentanta této t°ídy, tj. £íslo k. Potom

45 ≡ 1 (mod 1)1⇒ σ−1 = 44 ≡ 3 (mod 1)1

σ 2013 = 42013 ≡ 43 ≡ 9 (mod 1)1.

□

11.15. Dokaºte, ºe v kaºdé grup¥ o sudém po£tu prvk· existuje pr-

vek, který je sám sob¥ inverzním a p°esto to není neutrální prvek.

�e²ení. Se°a¤me prvky dané grupy do dvojic, p°i£emº ve dvojici bude

vºdy prvek a jeho inverze. Sám potom z·stane neutrální prvek. To je

v²ak celkem lichý po£et prvk·. □

11.16. Dokaºte, ºe neexistuje £ty°prvková nekomutativní grupa.

�e²ení. Podle Lagrangeovy v¥ty (viz 11.10) mohou být °ády prvk·,

které nejsou neutrální, ve £ty°prvkové grup¥ pouze dva nebo £ty°i. Po-

kud je v grup¥ prvek °ádu £ty°i, je tato grupa cyklická, tedy komuta-

tivní. Pokud grupa obsahuje krom¥ neutrálního prvku je²t¥ t°i prvky

°ádu dva, které jsou inverzní samy k sob¥ (°íkejme samoinverzní), musí

být sou£in libovolných dvou z nich roven t°etímu (nem·ºe to být ºádný

z t¥ch dvou, protoºe ani jeden není neutrálním prvkem, a nem·ºe to

být neutrální prvek, protoºe inverze je ur£ena jednozna£n¥ a prvky

jsou samoinverzní) a to bez ohledu na po°adí. Ukázali jsme dokonce,

ºe existuje aº na isomor�smus jediná £ty°prvková grupa, °ády jejích

prvk· jsou krom¥ neutrálního rovny dv¥ma. Této grup¥ se °íká Klei-

nova grupa a je tedy izomorfní Z2 × Z2. □

11.17. Ukaºte, ºe neexistuje p¥tiprvková nekomutativní grupa.

�e²ení. �ád prvku, který není neutrální, m·ºe být podle Lagrangeovy

v¥ty (11.10) pouze p¥t, taková grupa je tudíº cyklická. □
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Stejn¥ tak lze snadno najít obrazce, které mají pouze rota£ní
symetrie a jde tedy o komutativní grupy, které se v chemii zna£í
jako Ck . �íkáme jim cyklické grupy °ádu k. K tomu posta£í nap°.
uvaºovat pravidelný mnohoúhelník, u kterého nesymetricky, ale
po°ád stejn¥, pozm¥níme chování hran, viz £erchované roz²í°ení
trojúhelníka na obrázku. V²imn¥me si, ºe grupu C2 lze realizovat
dv¥ma zp·soby � bu¤ jedinou netriviální rotací o π nebo jediným
zrcadlením.

Jako první ukázku síly na²ich abstraktních úvah dokáºeme
následující v¥tu. �ekneme, ºe obrazec má diskrétní grupu syme-
trií, jestliºe mnoºina obraz· libovolného bodu p°i p·sobení v²emi
prvky grupy je diskrétní podmnoºinou v rovin¥ (tj. v²echny její
body mají okolí, ve kterém uº ºádný dal²í bod mnoºiny není).

V²imn¥me si, ºe kaºdá diskrétní grupa symetrií ohrani£eného
obrazce je nutn¥ kone£ná.

V¥ta. Nech´ je M ohrani£ená mnoºina v rovin¥ R2 s diskrétní
grupou symetriíG. Pak je grupaG bu¤ triviální nebo jedna z grup
Ck , Dk s k > 1.

D·kaz. Kdyby n¥jaká mnoºina M p°ipou²t¥la jako svoji sy-
metrii translaci, nem·ºe být ohrani£ená. Pokud by
M p°ipou²t¥la rotaci o úhel, jehoº ºádný celo£íselný
násobek není 2π (tj. rotaci o iracionální násobek 2π),
pak bychom iteracemi této rotace obdrºeli hustou

podmnoºinu obraz· na p°íslu²né kruºnici. Grupa symetrií by tedy
nemohla být diskrétní.

Pokud by M p°ipou²t¥la netriviální rotace s r·znými st°edy,
op¥t nem·ºe být ohrani£ená. Napí²eme-li totiº p°íslu²né rotace
v komplexní rovin¥ jako

R : z 7→ (z− a)ζ + a, Q : z 7→ zη

pro komplexní jednotky ζ = e2πi/k , η = e2πi/ℓ a libovolné
a ̸= 0 ∈ C, pak okamºit¥ vidíme

Q ◦ R ◦Q−1 ◦ R−1 : z 7→ z+ aη(1− ζ ),
coº je translace o netriviální vektor, pokud není úhel rotaceQ nu-
lový. MnoºinaM by tedy nemohla být ohrani£ená.

Totéº platí pro p°ípad, ºe by existovala rota£ní symetrie a zr-
cadlení podél p°ímky, která neprochází st°edem rotace.

Máme tedy k dispozici pouze rotace se spole£ným st°edem
a zrcadlení podél p°ímek tímto st°edem procházejících.

Zbývá tedy dokázat, ºe je celá grupa sloºena vºdy bu¤
pouze z rotací nebo vºdy ze stejného po£tu rotací a zrcadlení.
P°ipome¬me, ºe vºdy sloºením dvou r·zných zrcadlení dostáváme
rotaci o úhel rovný polovin¥ úhlu svíraného osami zrcadlení (viz
1.29). Proto je i naopak sloºením zrcadlení podle p°ímky p s rotací
o úhel φ/2 zase zrcadlení podél p°ímky svírající úhel φ s p. Odtud
jiº vcelku snadno plyne poºadované tvrzení. □

11.4. Symetrie rovinných dláºd¥ní. Sloºit¥j²í chování lze vypo-
zorovat u rovinných obrazc· v pásech nebo v celé rovin¥ (°ekn¥me,
ºe abstraktn¥ zkoumáme moºnosti symetrií pro r·zné dlaºby).

Nejprve uvaºmemnoºinu tvo°enou pásem v rovin¥ uzav°eném
mezi dv¥ma rovnob¥ºkami a p°edpokládejme, ºe je celý tento pás
pokryt disjunktními obrazy ohrani£ené podmnoºiny M pomocí
n¥jaké translace. Tato translace bude samoz°ejm¥ symetrií zvole-
ného dláºd¥ní rovinného pásu. Grupa symetrií tedy bude vºdy ne-
kone£ná.
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Poznámka. Stejný argument ukazuje, ºe cyklické, tedy komutativní

grupy, jsou i grupy o libovolném prvo£íselném po£tu prvk·, zejména

dvou a t°íprvkové grupy. Jak jsme ukázali v ∥11.16∥, tak neexistuje ani
£ty°prvková nekomutativní grupa. Nejmen²í °ád, který by nekomuta-

tivní grupa mohla mít je tedy °ád ²est. Jak jsme vid¥li v ∥11.1∥(vii) je
tomu skute£n¥ tak.

11.18. Dokaºte, ºe kaºdá grupa °ádu 6 je izomorfní bu¤ grup¥ Z6

nebo S3.

�e²ení. Podle Lagrangeovy v¥ty 11.10 je °ád kaºdého prvku takové

grupy (r·zného od neutrálního) 2, 3 nebo 6. Pokud existuje prvek °ádu

6, pak je grupa cyklická, tedy izomorfní grup¥ Z6. Nyní si uv¥domme,

ºe ºádný prvek °ádu t°i není samoinverzní (pro a °ádu t°i je totiº a−1 =
a2, nebo´ a · a2 = a3 = 1). Pokud by grupa obsahovala pouze prvky
°ádu t°i, tak bychom m¥li spor s tvrzením p°íkladu ∥11.15∥ (v grup¥

o sudém po£tu prvk· bychom nem¥li krom¥ neutrálního prvku ºádný

jiný samoinverzní).

P°edpokládejme nyní, ºe grupa obsahuje pouze prvky °ádu 2 a 3.

Nech´ a je °ádu 2 a b je °ádu 3. Grupa tedy obsahuje r·zné prvky 1, a,
b, b2 (a je °ádu dva, b i b2 °ádu t°i, takºe musí být r·zné. V grup¥ dále

musí být prvky ab, ba, ab2, b2a, vzhledem k jednozna£nosti inverze

op¥t ºádný z nich nem·ºe být roven neutrálnímu prvku, dále pak ani

ºádnému z prvk· a, b, b2. Protoºe grupa má ²est prvk·, tak mnoºina

{ab, ba, ab2, b2a} má pouze dva prvky. Pokud by se rovnaly prvky

za£ínající stejným písmenkem, tak dosp¥jeme ke sporu. Je tedy bu¤

ab = ba, pak ale (ab)=a2b2 = b2 ̸= 1 a (ab)3 = a3b3 = a ̸= 1
a prvek ab má nutn¥ °ád vy²²í neº t°i, tedy °ád ²est a je generátorem

grupy. V tomto p°ípad¥ je tedy grupa cyklická a tudíº izomorfní Z6.

Pokud ab = b2a, pak ba = a2b, jedná se o grupu symetrií rovno-

stranného trojúhelníka (a odpovídá n¥které z osových symetrií podle

vý²ky trojúhelníka, b je rotace kolem st°edu trojúhelníka o 120◦), viz
téº 11.3. Také si tuto grupu m·ºeme p°edstavit jako grupu permutací

na t°íprvkové mnoºin¥ (a odpovídá transpozici, b pak cyklu délky t°i).

Rozebrali jsme tedy v²echny moºné p°ípady a tím je d·kaz dokon£en.

□

11.19. Najd¥te v²echny (aº na izomor�smus) komutativní grupy

°ádu 8. Potom ur£ete, se kterými z t¥chto nalezených grup jsou izo-

morfní následující grupy (operací je násobení):

• Z×
15,

• Z×
16,

• Z×
17/{[1], [−1] = [16], ·},



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKÉ STRUKTURY

Pro symetrie takové mnoºiny nep°icházejí v úvahu ºádné ne-
triviální rotace, krom¥ Rπ , a jediná moºná zrcadlení jsou bu¤ ho-
rizontální podle osy pásu nebo vertikální podle kterékoliv p°ímky
kolmé na hranice pásu. Z·stávají je²t¥ p°ípadné translace zadané
vektorem rovnob¥ºným s osou pásu.

Nep°íli² sloºitá diskuse vede k popisu v²ech diskrétních grup
symetrií pro rovinné pásy. Kaºdá taková grupa je generována n¥kte-
rými z následujících moºných symetrií: translace T , posunuté zrca-
dleníG (tj. sloºení horizontálního zrcadlení s translací), vertikální
zrcadlení V , horizontální zrcadlení H a rotace R o π .

V¥ta. Kaºdá diskrétní grupa symetrií dláºd¥ní pásu v rovin¥ je
jednoho z následujících sedmi typ·, tj. je izomorfní s jednou z grup
generovaných následujícími symetriemi:

(1) jedinou translací T ,
(2) jediným posunutým zrcadlením G,
(3) jednou translací T a jedním vertikálním zrcadlením V ,
(4) jednou translací T a jednou rotací R,
(5) jednou posunutou translací G a jednou rotací R,
(6) jednou translací T a horizontálním zrcadlením H ,
(7) jednou translací T , horizontálním zrcadlenímH a jedním ver-

tikálním zrcadlením V .

D·kaz zde nyní nebudeme uvád¥t. P°íklady schematických ná-
znak· vzor· s p°íslu²nými symetriemi jsou aspo¬ na obrázku:

Je²t¥ sloºit¥j²í je to se symetriemi dláºd¥ní, které vyplní celou
rovinu. Nemáme zde prostor pro podrobn¥j²í zkoumání, nicmén¥
alespo¬ poznamenejme, ºe v²ech takových grup symetrií v rovin¥
je pouze sedmnáct. �íká se jim dvourozm¥rné krystalogra�cké
grupy.

Obdobná úplná diskuse je známa i pro trojrozm¥rné diskrétní
grupy symetrií. Bohatá teorie byla vypracována zejména v 19. sto-
letí v souvislosti se studiem symetrií krystal· a molekul chemic-
kých prvk·.

11.5. Homomor�smy grup. P°ipome¬me, ºe zobrazení
f : G → H mezi dv¥ma grupami G a H
se nazývá homomor�smus grup, jestliºe respektuje
násobení, tj. pro v²echny prvky a, b ∈ G platí

f (a · b) = f (a) · f (b).
Pov²imn¥me si, ºe násobení vlevo je uvnit° grupy G p°edtím, neº
zobrazujeme, zatímco vpravo jde o násobení v H poté, co zobra-
zujeme.

P°ímo z de�nice se snadno ov¥°í následující vlastnosti homo-
mor�sm·:

Tvrzení. Pro kaºdý homomor�smus f : G→ H grup platí

(1) obraz jednotky e ∈ G je jednotka v H ,
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• komplexní ko°eny polynomu z8 − 1 (s násobením komplex-

ních £ísel.

�e²ení.

Podle v¥ty v 11.8 je komutativní grupa sou£inem cyklických. Je-

jich °ád p°itom podle 11.10 d¥lí 8. To znamená, ºe jediné moºnosti

jsou Z8, Z2 × Z4 a Z2 × Z2 × Z2.

• Prvky grupy Z×
15 jsou zbytky nesoud¥lné s 15. T¥ch je

φ(15) = (5 − 1)(3 − 1) = 8, tedy opravdu |Z×
15| = 8.

Konkrétn¥ jsou to £ísla 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14. Výpo£tem se

lze lehce p°esv¥d£it, ºe °ád kaºdého z t¥chto prvk· je bu¤

2 (4,11,14) nebo 4 (2,7,8,13). Z×
15 je tedy izomorfní grup¥

Z2 × Z4.

• Z×
16 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}. Jde tedy o osmiprvko-

vou mnoºinu a °ád prvk· je op¥t bu¤ 2 (7,9,15) nebo 4

(3,5,11,13). Z×
16 je tedy op¥t izomorfní grup¥ Z2 × Z4.

• Z×
17 = {±1,±2, . . . ,±8} a tedy p°echodem ke kvocientu do-

staneme osmiprvkovou mnoºinu Z×
17/(±1) = {1, 2, . . . , 8}.

Výpo£tem ov¥°íme, ºe prvek 3 má °ád 8 a tedy tuto grupu

generuje. To znamená Z×
17/(±1) ∼= Z8.

• Komplexní ko°eny polynomu z8 − 1 jsou e
nπ
4 i , kde

n = 1, 2, . . . , 8. Ty zjevn¥ tvo°í cyklickou grupu °ádu 8

izomorfní Z8. □

11.20. Nech´ G je komutativní grupa. Ozna£me H = {g ∈ G |
g2 = = e}, kde e je neutrální prvek grupy G. Dokaºte, ºe H tvo°í

podgrupu grupy G.

�e²ení. Z de�nice H je e ∈ H . Pokud a ∈ H , pak i inverzní prvek

k a leºí v H , nebo´ a = a−1 (protoºe a2 = e). Dále pokud b ∈ H , tak

(ab)2 = a2b2 = e (tady jsme pouºili komutativityG), tedy ab ∈ H a

mnoºinaH je uzav°ená v·£i dané grupové operaci vG. Jedná se tudíº

o podgrupu. □

11.21. Ozna£me GLn(R) mnoºinu v²ech regulárních £tvercových ma-

tic s reálnými koe�cienty. Dokaºte, ºe G = GL2(R) tvo°í grupu a

rozhodn¥te, zda mnoºina H tvo°í podgrupu grupyG:

i) H = GL2(Q),
ii) H = GL2(Z),
iii) H = {A ∈ GL2(Z) | |A| = 1},
iv) H =

{(
0 a

a b

)
| a, b ∈ Q

}
,

v) H =
{(

1 0
a 1

)
| a ∈ Z

}
,

vi) H =
{(

1 a

a 1

)
| a, b ∈ Q

}
,
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(2) obraz inverze k prvku je inverzí obrazu. tj.

f (a−1) = f (a)−1,

(3) obraz podgrupy K ⊆ G je podgrupa f (K) ⊆ H ,
(4) vzorem f−1(K) ⊆ G podgrupy K ⊆ H je podgrupa,
(5) je-li f zárove¬ bijekcí, pak i inverzní zobrazení f−1 je homo-

mor�smus,
(6) f je injektivní zobrazení, práv¥ kdyº f−1(e) = {e}.

D·kaz. Je-li K ⊆ G podgrupa, pak pro kaºdé dva prvky
y = f (a), z = f (b) v H nutn¥ také y · z = f (a · b) pat°í do ob-
razu. Je proto vºdy obrazem podgrupy op¥t podpologrupa (tj. bude
to podgrupa, pokud obraz nutn¥ obsahuje i inverze a jednotku).

Speciáln¥ triviální podgrupa {e} má za obraz op¥t podpolo-
grupu. Protoºe z rovnosti z · z = z v grup¥ H vynásobením prv-
kem z−1 dostáváme z = e, ov¥°ili jsme, ºe jedinou jednoprvkovou
podpologrupou v grup¥ je triviální podgrupa {e}. Zejména tedy
f (e) = e.

P°ímo z de�nice homomor�smu nyní vidíme, ºe

f (a−1) · f (a) = f (e) = e,
tj. f (a)−1 = f (a−1). Dokázali jsme tedy první t°i tvrzení.

Stejn¥ postupujeme u vzor·: jestliºe a, b ∈ G spl¬ují f (a),
f (b) ∈ K ⊆ H , potom také f (a · b) ∈ K.

P°edpokládejme, ºe existuje inverzní zobrazení g = f−1

a zvolme libovolné y = f (a), z = f (b) ∈ H . Pak f (a · b) =
= y · z = f (a) · f (b), coº je ekvivalentní výrazu g(y) · g(z) =
= a · b = g(y · z). Je tedy inverze skute£n¥ homomor�smem.

Pokud platí f (a) = f (b), pak f (a · b−1) = e ∈ H . Pokud je
tedy jediným vzorem jednotky vH jednotka vG, pak a · b−1 = e,
tj. a = b. Opa£ná implikace je z°ejmá. □

Podgrupa f−1(e) jednotkového prvku e ∈ H se nazývá jádro
homomor�smu f a zna£íme ji ker f . Bijektivní homomor�smus
grup nazýváme izomor�smus.

Z p°edchozích tvrzení okamºit¥ vyplývá, ºe homomor�smus
f : G→ H s triviálním jádrem je izomor�smem na obraz f (G).

11.6. P°íklady. Grupy zbytkových t°ídZk jsou izomorfní grupám
komplexních k�tých odmocnin z jedni£ky, coº jsou
zárove¬ izomorfní obrazy kone£ných grup oto£ení
v rovin¥ o celé násobky úhlu 2π/k. Nakreslete si ob-

rázek, po£ítání s tzv. komplexními jednotkami e2πi/k je velmi efek-
tivní.

Zobrazení exp : R → R+ je izomor�smus aditivní grupy
reálných £ísel na multiplikativní grupu kladných reálných £ísel.

Tento izomor�smus se p°irozen¥ roz²i°uje na mor�smus exp :
C → C \ 0 aditivní grupy komplexních £ísel na multiplikativní
grupu v²ech nenulových komplexních £ísel. Pro komplexní £ísla
p°itom ale dostáváme netriviální jádro. Vid¥li jsme totiº, ºe zú-
ºení exp na ryze imaginární £ísla (coº je podgrupa izomorfní R)
je homomor�smem

it 7→ eit = cos t + i sin t,

tzn. ºe £ísla 2kπi, k ∈ Z, jsou v jádru. Snadno se dopo£ítá, ºe je
to celé jádro. Je-li totiº es+it = es · eit = 1 pro reálná s a t, musí
být es = 1, tj. s = 0, a pak zbývá pouze t = 2kπ pro libovolné
celé k.

Determinant matice je zobrazením, které kaºdé matici skalár·
zK p°i°azuje n¥jaký skalár vK (pracovali jsme sK = Z,Q,R,C).
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vii) H =
{(

0 a

b c

)
| a, b ∈ R

}
,

viii) H =
{(

1 a

b c

)
| a, b ∈ R

}
.

⃝
11.22.

i) Rozhodn¥te, zda mnoºina H = {a ∈ R∗ | a2 ∈ Q} tvo°í
podgrupu grupy (R∗, ·)

ii) Rozhodn¥te, zda mnoºina H = {a ∈ R | a2 ∈ Q} tvo°í
podgrupu grupy (R,+)

⃝
11.23. Nad¥te p°irozené £íslo m r·zné od p¥ti tak, aby byla grupa Z×

m

izomorfní s Z×
5 . ⃝

11.24. Kolik existuje v Sn cykl· délky p (1 < p ≤ n)?
�e²ení. Prvky, které se v cyklu �motají�, m·ºeme vybrat

(
n

p

)
moº-

nostmi. Z vybraných p prvk· potom jeden pevn¥ vybereme (pokud

permutujeme £ísla, °ekn¥me, ºe vybereme nejmen²í £íslo) a to sem·ºe

v cyklu zobrazit na libovolný z p − 1 zbývajících prvk·. Tento obraz

se pak m·ºe zobrazit 1na p− 2 prvk· atd. Podle pravidla sou£inu tak

celkem máme (p − 1)! r·zných cykl·. Výb¥rem úvodního £ísla ne-

zat¥ºujeme na²e úvahy ºádným dodate£ným omezením, nebo´ pevn¥

vybraný prvek se musí v kaºdém cyklu n¥kam zobrazit. □

11.25. Nech´ G je mnoºina reálných matic majících nuly nad dia-

gonálou a jedni£ky na diagonále. Dokaºte, ºe G spolu s maticovým

násobením tvo°í grupu, tj. podgrupu v GL(3,R) a ur£ete centrum G.

Centrum grupyG je podgrupa Z(G) = {z ∈ G | ∀g ∈ G : zg = gz}.
�e²ení. Bu¤ m·ºeme ov¥°it v²echny de�ni£ní vlastnosti grupy, nebo

vyuºijeme známého faktu, ºe GL(3,R) je grupa a ov¥°íme pouze

uzav°enost mnoºinyG vzhledem k násobení a braní inverze. Neutrální

prvek, tedy jednotková matice, totiº doG z de�nice pat°í.1 0 0
a 1 0
b c 1

 1 0 0
a1 1 0
b1 c1 1

 =
 1 0 0

a + a1 1 0
b + ca1 + b1 c + c1 1

 ∈ G,
1 0 0
a 1 0
b c 1

−1

=
 1 0 0
−a 1 0

−b + ac −c 1

 ∈ G.
Z tvaru sou£inu prvk· v G plyne, ºe centrum je tvo°eno prvky

Z(G) =
1 0 0

0 1 0
b 0 1

. □
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Cauchyova v¥ta o determinantu sou£inu £tvercových matic

det(A · B) = (detA) · (detB)

je tedy tvrzením, ºe pro grupuG = GL(n,K) invertibilních matic
je det : G→ K \ 0 homomor�smem grup.

11.7. Sou£in grup. Jestliºe máme k dispozici dv¥ grupy, m·ºeme
snadno vytvo°it sloºit¥j²í grupu následující konstrukcí:

Sou£in grup

Pro kaºdé dv¥ grupy G, H de�nujeme sou£in grup G × H
takto: Jako mnoºina je G×H skute£n¥ sou£in a násobení de�nu-
jeme po sloºkách. tj.

(a, x) · (b, y) = (a · b, x · y),
kde nalevo vystupuje sou£in, který de�nujeme, zatímco napravo
pouºíváme te£ku k nazna£ení sou£in· v jednotlivých grupách
G a H .

Projekce na jednotlivé komponenty G a H v sou£inu:

pG : G×H ∋ (a, b) 7→ a ∈ G, pH : G×H ∋ (a, b) 7→ b

jsou surjektivní homomor�smy grup s jádry

kerpG = {(eG, b); b ∈ H } ≃ H,
kerpH = {(a, eH ); a ∈ G} ≃ G.

Grupa Z6 je izomorfní sou£inu Z2 × Z3. Docela snadno
m·ºeme toto tvrzení vid¥t p°i multiplikativní realizaci grup zbyt-
kových t°íd Zk jakoºto komplexních k-tých odmocnin z jedni£ky.
Skute£n¥ tak vidíme, ºe Z6 je tvo°eno body na jednotkové kruº-
nici v komplexní rovin¥ ve vrcholech pravidelného ²estiúhelníka.
Z2 pak odpovídá ±1, Z3 pravidelnému trojúhelníku s jedním vr-
cholem v jedni£ce. Jestliºe budeme ztotoº¬ovat p°íslu²né body
s oto£eními v rovin¥, které jedni£ku p°evede práv¥ do nich, pak
skládání dvou takových oto£ení bude vºdy komutativní a kombi-
nacemi jednoho oto£ení ze Z2 a jednoho ze Z3 dostaneme práv¥
v²echna oto£ení ze Z6. Nakreslete si obrázek! Takto tedy dosta-
neme (p°i obvyklej²í aditivní notaci pro zbytkové t°ídy) izomor�s-
mus:

[0]6 7→ ([0]2, [0]3),

[1]6 7→ ([1]2, [2]3),

[2]6 7→ ([0]2, [1]3),

[3]6 7→ ([1]2, [0]3),

[4]6 7→ ([0]2, [2]3),

[5]6 7→ ([1]2, [1]3).

Vzáp¥tí uvidíme, ºe jsou podobné konstrukce k dispozici pro
kone£né komutativní grupy úpln¥ obecn¥.

11.8. Komutativní grupy. Libovolný prvek a v grup¥
G je obsaºen v minimální podgrup¥
{. . . , a−2, a−1, e, a, a2, a3, . . . }, která jej obsa-
huje. Je zjevné, ºe je tato podgrupa komutativní, a
pokud je celá grupa G kone£ná, nutn¥ musí jednou

nastat p°ípad ak = e. Nejmen²í k s touto vlastností nazýváme °ád
prvku a v G. Grupa G je cyklická grupa, je-li celé G generované
n¥jakým svým prvkem a vý²e uvedeným zp·sobem. Pokud je °ád
k generátoru grupy kone£ný, jde práv¥ o grupy Ck z na²í diskuse
symetrií obrazc· v rovin¥.
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11.26. Pro libovolnou podmnoºinu X ⊆ G de�nujeme její centrali-

zér CG(X) = {y ∈ G | xy = yx, pro v²echna x ∈ X}. Dokaºte, ºe po-
kudX ⊆ Y , pakCG(Y ) ⊆ CG(X). Dále dokaºte, ºeX ⊆ CG(CG(X))
a ºe CG(X) = CG(CG(CG(X))).
�e²ení. První tvrzení je z°ejmé - prvky G, které komutují se

v²emi prvky Y komutují zejména se v²emi prvky z X. Z de�nice

je CG(CG(X)) = {y ∈ G | xy = yx,∀x ∈ CG(X)} a to spl¬ují

zejména prvky y ∈ X. Poslední tvrzení dostaneme jednodu²e aplikací

p°edchozích dvou. Dosazením X := CG(X) do druhého máme

CG(X) ⊆ CG(CG(CG(X))) a aplikováním prvního tvrzení na druhé

máme CG(X) ⊇ CG(CG(CG(X))). □

11.27. P°edpokládejme, ºe grupa G má netriviální podgrupu H ,

která je obsaºena v kaºdé jiné netriviální podgrup¥ G. Dokaºte, ºe

H je obsaºena v centru G.

�e²ení. Pro kaºdé g ∈ G je centralizér CG(g) = {x ∈ G | xg = gx}
netriviální podgrupa, protoºe g ∈ CG(g) a CG(e) = G. Grupa H

je tedy obsaºena v kaºdém CG(g). Tím pádem je obsaºena i v jejich

pr·niku, kterým je podle de�nice práv¥ centrum. □

11.28. Nech´ je G kone£ná grupa. T°ída konjugace pro a ∈ G je

mnoºina tvaru

Cl(a) = {xax−1 | x ∈ G}.
Dokaºte, ºe

i) mnoºina v²ech t°íd konjugace prvk· vG tvo°í rozklad G,

ii) po£et prvk· v t°íd¥ konjugace d¥lí °ád grupyG,

iii) pokud má G pouze dv¥ t°ídy konjugace, pak je její °ád 2.

�e²ení. (i) Sta£í ukázat, ºe pro dva prvky a, b ∈ G je bu¤

Cl(a) = Cl(b), nebo Cl(a) ∩ Cl(b) = ∅. Mají-li v²ak Cl(a) a

Cl(b) neprázdný pr·nik, pak z de�nice existují x, y ∈ G tak, ºe

xax−1 = yby−1 , tedy vynásobením rovnosti prvkem y−1 zleva a prv-

kem y zprava obdrºíme y−1xax−1y = b, ov²em (y−1x)−1 = x−1y,

tedy b je tvaru zaz−1 pro z = y−1x, tudíº je prvkem Cl(a). Ze

symetrie je i a ∈ Cl(b), a tak se ob¥ t°ídy konjugace rovnají.
(ii) Bodem (i) jsme vlastn¥ uº (ii) dokázali. Podívejme se v²ak na

rozklad je²t¥ z jiného pohledu. V²im¥me si, ºe prvky v Cl(a) jsou

v jednozna£né korespondenci s t°ídami rozkladu ur£eného centralizé-

rem CG(a) = {x ∈ G | xax−1 = a}. Skute£n¥, pro prvky b a c leºící
ve stejné t°íd¥ rozkladu (tj. spl¬ující b = cz pro n¥jaké z ∈ CG(a))
platí

bab−1 = cza(cz)−1 = czaz−1c−1 = czz−1ac−1 = cac−1.
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Z de�nice p°ímo vyplývá, ºe kaºdá cyklická grupa je izo-
morfní bu¤ grup¥ celých £ísel Z (pokud je nekone£ná) nebo
n¥které grup¥ zbytkových t°ídZk (kdyº je kone£ná). Ve skute£nosti
z takových jednoduchých stavebních kamen· m·ºeme poskládat
v²echny kone£né komutativní grupy.

V¥ta. Kaºdá kone£ná komutativní grupa G je izomorfní sou£inu
cyklických grup Ck .

Je-li n = pk1
1 · · ·pkrr rozklad p°irozeného £ísla n na prvo£ísla,

pak je grupa Cn izomorfní sou£inu

Cn = C
p

k1
1
× · · · × C

p
kr
r
.

D·kaz. Obecné první tvrzení v¥ty zde v·bec nebudeme doka-
zovat. N¥kolika poznámkami se je²t¥ k problematice vrátíme v od-
stavci 11.12.

D·kaz druhého tvrzení za£neme jednodu²²ím speciálním
p°ípadem, kdy n = pq s nesoud¥lnými p a q. Zvolme generátory
a grupy Cn, b grupy Cp a c grupy Cq . Nabízí se de�novat
zobrazení f : Cn→ Cp × Cq vztahem

f (ak) = (bk, ck).
Protoºe platí ak · aℓ = ak+ℓ a podobn¥ pro b a c, dostáváme

f (ak · aℓ) = (bk+ℓ, ck+ℓ) = (bk, ck) · (bℓ, cℓ),
a jde tedy o homomor�smus. Jestliºe je obrazem jednotka, pak
k musí být zárove¬ násobkem p i q. Protoºe jsou p a q nesoud¥lné,
znamená to, ºe je k i násobkem n a je proto f injektivní. P°itom
z°ejm¥ mají grupy Cn i Cp ×Cq stejn¥ prvk·, takºe jde o izomor-
�smus. Odtud jiº vyplývá tvrzení v¥ty o rozkladu cyklických grup
°ádu k na sou£iny men²ích cyklických grup. □

V²imn¥me si, ºe naopak Cp2 nikdy není izomorfní sou£inu

Cp×Cp. ZatímcoCp2 je totiº generované prvkem °ádup2, nejv¥t²í
dostupný °ád prvku v Cp × Cp je jenom p.

Vzhledem k tomu, ºe v²echny kone£né komutativní grupy
jsou izomorfní sou£inu cyklických grup, m·ºeme pro malé po£ty
prvk· najít v²echny takové grupy aº na izomor�smus. Nap°. máme
jen dv¥ grupy s 12 prvky

C12 = C4 × C3, C2 × C2 × C3 = C2 × C6.

Podobn¥ si m·ºeme pov²imnout, ºe mají-li v²echny prvky v grup¥
G krom¥ jednotky °ád 2, pak jde o grupu (C2)

n pro n¥jaké n,
zejména tedy má 2n prvk·. Skute£n¥ kdybychom totiº v rozkladu
G na sou£in cyklických grup povoliliCp sp > 2, pak by tam nutn¥
musely vzniknout prvky vy²²ího °ádu.

11.9. Rozklady podle podgrup. Volbou libovolné podgrupy
H v grup¥ G dostáváme dal²í informace o struktu°e celé
grupy. Na mnoºin¥ prvk· grupy G nyní de�nujeme relaci
a ∼H b, jestliºe b−1 · a ∈ H . Tato relace vystihuje, kdy
jsou prvky vG �stejné�, aº na násobení n¥£ím zH zprava.

Snadno ov¥°íme, ºe je takto de�novaná relace ekvivalence:
Platí a−1 · a = e ∈ H , je tedy relace re�exivní. Je-li

b−1 · a = h ∈ H , potom a−1 · b = (b−1 · a)−1 = h−1 ∈ H ,
je proto relace symetrická. Kone£n¥ je-li c−1 · b ∈ H a zárove¬ je
b−1 · a ∈ H , potom c−1 · a = c−1 · b · b−1 · a ∈ H , ov¥°ili jsme
tedy i tranzitivitu.

Celá grupaG se proto jako mnoºina rozpadá na tzv. levé t°ídy
rozkladu podle podgrupyH vzájemn¥ ekvivalentních prvk·. T°ídu
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Podle v¥ty 9.10 je |G| = |CG(a)| · |G/CG(a)| a tedy |Cl(a)| =
= |G/CG(a)| d¥lí |G|.

(iii) Neutrální prvek tvo°í vºdy samostatnou t°ídu konjugace

Cl(e) = {e}. Mají-li tedy existovat pouze dv¥ t°ídy, pak nutn¥ musí

být v²echny ostatní prvky a ̸= e v jedné t°íd¥. Ta má zjevn¥ |G| − 1
prvk· a podle p°edchozího musí |G| − 1 d¥lit |G|, tj. |G| = 2. □

11.29. Nech´ prvky a, b komutativní grupy G mají nesoud¥lné °ády

r, s. Ukaºte, ºe °ád prvku ab je rs.

�e²ení. Uvaºujme grupuG′ = {ambn|0 ≤ m < r, 0 ≤ n < s}. Podle
Lagrangeovy v¥ty 11.10 °ád kaºdého prvkuG′ d¥lí °ádG′, zejména r

d¥lí |G′| i s d¥lí |G′| a proto i jejich nejmen²í spole£ný násobek, coº

je rs, d¥lí |G′|. Navíc (ab)s = (as)(bs) = as ̸= 1 i (ab)r = br ̸= 1
a protoºe ab ̸= 1 (inverze je jednozna£ná), tedy °ád ab je musí být

roven jedinému zbývajícímu d¥liteli rs v¥t²ímu neº jedna, coº je rs.

□

11.30. Dokaºte, ºe kaºdá kone£ná grupa G °ádu v¥t²ího jak 2 má

netriviální automor�smus.

�e²ení. Pokud G není komutativní a prvek a není z centra, pak kon-

jugace x 7→ axa−1 zadává netriviální automor�smus. Pro cyklickou

grupu °ádummáme pro n nesoud¥lné sm automor�smus x 7→ xn . Je-

li G komutativní, pak podle v¥ty v 9.8 je sou£inem cyklických grup.

V p°ípad¥, ºe °ád aspo¬ jednoho z faktor· je v¥t²í neº 2, m·ºeme pou-

ºít p°edchozí automor�smus pro cyklické grupy. Pokud je °ád v²ech

faktor· 2, pak je automor�smem permutace libovolných dvou faktor·.

□

11.31. Nech´ (Q,+) je grupa racionálních £ísel se s£ítáním a nech´

(Q+, ·) je grupa kladných racionálních £ísel s násobením. Ur£ete

v²echny homomor�smy (Q,+)→ (Q+, ·).
�e²ení. Jediný takový je triviální homomor�smus. P°edpo-

kládejme, ºe by existoval netriviální homomor�smus φ, tj.

φ(a) = b ̸= 1 pro n¥jaká a, b ∈ Q. Pak pro v²echna n ∈ N je

b = φ(a) = φ(n a
n
) = φ( a

n
)n. To je ov²em spor, protoºe jen

n¥které n-té odmocniny z b jsou racionální (srovnej s ∥1.95∥). □

11.32. Dokaºte, ºe kaºdá grupa °ádu 35 je cyklická.

�e²ení. Podle Lagrangeovy v¥ty 11.10 d¥lí °ád kaºdého prvku °ád

grupy, tj. bu¤ je °ád 5, 7 nebo 35 (°ád 1 má jen neutrální prvek).

Ukáºeme, ºe musí existovat prvek °ádu 35. Tento prvek je pak gene-

rátor celé grupy a ta je tedy cyklická. Kdyby existovaly pouze prvky
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p°íslu²ející prvku a zna£íme a ·H a skute£n¥ platí, ºe

a ·H = {a · h; h ∈ H },
nebo´ prvek b je ve stejné t°íd¥ s a, práv¥ kdyº jde takovýmto zp·so-
bem vyjád°it.

Mnoºinu v²ech levých t°íd rozkladu podle podgrupy
H ozna£ujeme G/H .

Obdobn¥ de�nujeme pravé t°ídy rozkladuH ·a. P°íslu²ná ekvi-
valence je: a ∼ b, jestliºe a · b−1 ∈ H . Proto

H \G = {H · a; a ∈ G}.
Tvrzení. Pro t°ídy rozkladu grupy G podle podgrupy H platí:

(1) Levé a pravé t°ídy rozkladu podle podgrupy H ⊆ G splývají,
práv¥ kdyº pro kaºdé a ∈ G, h ∈ H platí

a · h · a−1 ∈ H.
(2) V²echny t°ídy (levé i pravé) mají shodnou mohutnost s pod-

grupou H .

D·kaz. Ob¥ vlastnosti vyplývají bezprost°edn¥ z de�ni£ních
vlastností. V prvém p°ípad¥ chceme, aby pro jakékoliv a ∈ G,
h ∈ H platilo h · a = a · h′ pro vhodné h′ ∈ H . To ale nastane
práv¥ tehdy, kdyº a−1 · h · a = h′ ∈ H .

Ve druhém p°ípad¥ si sta£í uv¥domit, ºe pokud a · h = a · h′,
pak také vynásobením a−1 zleva obdrºíme h = h′. □

Jako okamºitý d·sledek p°edchozího jednoduchého tvrzení
dostáváme:

11.10. V¥ta. Nech´G je kone£ná grupa s n prvky,H její podgrupa.
Potom

(1) mohutnost n = |G| je sou£inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H , tj.

|G| = |G/H | · |H |,
(2) p°irozené £íslo |H | je d¥litelem £ísla n,
(3) je-li a ∈ G prvek °ádu k, pak k d¥lí n,
(4) pro kaºdé a ∈ G je an = e,
(5) je-li mohutnost grupyG prvo£íslo, pak jeG izomorfní cyklické

grup¥ Zn.

Druhému tvrzení se °íkává Lagrangeova v¥ta, p°edposlednímu
malá Fermatova v¥ta.

D·kaz. Vid¥li jsme, ºe kaºdá t°ída levého rozkladu má práv¥
|H | prvk·. P°itom dv¥ r·zné t°ídy rozkladumusímít nutn¥ prázdný
pr·nik. Odtud vyplývá první tvrzení.

Druhé tvrzení je okamºitým d·sledkem prvního.
Kaºdý prvek a ∈ G generuje cyklickou podgrupu

{a, a2, . . . , ak = e} a práv¥ po£et prvk· této podgrupy je
°ádem prvku a. Proto musí °ád d¥lit po£et prvk· v G.

Jelikoº je °ád k prvku a d¥litelem £ísla n a ak = e, je také
an = (ak)s = e pro n¥jaké s.

Jestliºe je n > 1, pak existuje prvek a ∈ G r·zný od jednotky
e. Jeho °ád je p°irozené £íslo k r·zné od jedni£ky a nutn¥ d¥lí n.
Proto musí být k rovno n. Pak ov²em jsou v²echny prvky G tvaru
ak pro k = 1, . . . , n. □

S Lagrangeovou i malou Fermatovou v¥tou se £tená° jiº mohl
potkat v desáté kapitole, kde byly speciální p°ípady dokázány pro
speciální p°ípady v jiném kontextu.
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°ádu 5 nebo pouze prvky °ádu 7, pak by celá grupa m¥la °ád 5 respek-

tive 7. �ád je ov²em 35 a tedy existuje prvek a °ádu 5 a prvek b °ádu

7. Hledaný prvek °ádu 35 je potom prvek ab. □

11.33. Nech´ G je grupa matic tvaru

(
a 0
b a−1

)
, kde a, b ∈ R a

a > 0 a N je mnoºina matic tvaru

(
1 0
b 1

)
, kde b ∈ R. Ukaºte, ºe N

je normální podgrupa G a dokaºte, ºe G/N je izomorfní R.

�e²ení. Klí£em k d·kazu je formule pro násobení vG:(
a 0
b a−1

)(
a1 0
b1 a−1

1

)
=
(

aa1 0
ba1 + a−1b1 a−1a−1

1

)
.

Z této formule je vid¥t, ºe zobrazení

(
a 0
b a−1

)
7→ a je homomor�s-

mus, jehoº jádro je N . N je tedy normální podgrupa G. Navíc G/N

je izomorfní R+, coº je izomorfní aditivní grup¥ R. □

11.34. Nech´ G je grupa °ádu 14, která má normální podgrupu °ádu

2. Dokaºte, ºe G je komutativní.

�e²ení. Ozna£me danou normální podgrupu N . Pak G/N je grupa a

její °ád je |G/N | = |G|
|N| = 7. Podle Lagrangeovy v¥ty 11.10 je °ád

kaºdého jejího prvku bu¤ 1 nebo 7. To ov²em znamená, ºe °ád aspo¬

jednoho prvku je 7 a tedy ºeG/N je cyklická. Nech´ N = {e, n}, kde
e je neutrální prvek G a generátor grupy G/N je [a]. Protoºe N je

normální, je ana−1 ∈ N , ale protoºe ana−1 = e H⇒ n = e, musí být

ana−1 = n, tedy na = an. Protoºe [a] generujeG/N , je kaºdý prvek

G/N tvaru [a]k, k = 0, . . . , 6, tedy [ak]. Kaºdý prvek G je tak tvaru

ak, nebo akn, a protoºe prvky a a n spolu komutují, komutují spolu

libovolné prvky G. □

11.35. Rozhodn¥te, o platnosti tvrzení: Je-li faktorgrupa G/N komu-

tativní a N normální, pak je G je rovn¥º komutativní. ⃝

11.36. Dokaºte, ºe libovolná podgrupa H grupy permutací Sn obsa-
huje bu¤ pouze sudé permutace, nebo stejný po£et sudých a lichých

permutací.

�e²ení. Uvaºme homor�smus p : H → Z2 p°i°azující kaºdé per-

mutaci její paritu. Potom p−1(0) = Ker(p) je normální podgrupa G:

nech´ h ∈ Ker(p), pak

p(ghg−1) = p(g)p(h)p(g−1) = p(g)p(g−1) = p(gg−1) =
= p(e) = 0,

coº znamená, ºe ghg−1 ∈ Ker(p), tedy Ker(p) je normální. Z2 má

pouze dva prvky, takºe G/Ker(p) má dv¥ stejn¥ po£etné t°ídy roz-

kladu, tedy lichých a sudých permutací musí být vG stejn¥. □
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11.11. Normální podgrupy a faktorgrupy. Podgrupy H , pro
které platí, ºe a · h · a−1 ∈ H pro v²echny a ∈ G,
h ∈ H , se nazývají normální podgrupy.

Pro normální podgrupy je dob°e de�nováno ná-
sobení na G/H vztahem

(a ·H) · (b ·H) = (a · b) ·H.
Skute£n¥ volbou jiných reprezentant· a · h, b · h′ dostaneme op¥t
stejný výsledek

(a · h · b · h′) ·H = ((a · b) · (b−1 · h · b) · h′) ·H = (a · b) ·H.
Totéº si m·ºeme od·vodnit tak, ºe nezáleºí na tom, jestli pracu-
jeme s pravými nebo levými t°ídami. M·ºeme proto rovnou na²e
t°ídy psát jakoH ·a·H a potom snadno de�nujeme (H ·a)·(b·H) =
= H · (a · b) ·H .

Z°ejm¥ jsou spln¥ny pro nové násobení naG/H v²echny vlast-
nosti grupy: jednotkou je sama grupaH jakoºto t°ída e·H jednotky,
inverzí k a ·H je z°ejm¥ a−1 ·H a asociativita násobení je z°ejmá
z de�nice. Hovo°íme o faktorové grup¥ G/H grupy G podle nor-
mální podgrupy H .

V komutativních grupách jsou samoz°ejm¥ v²echny podgrupy
normální. Podmnoºina

nZ = {na; a ∈ Z} ⊆ Z

zadává v celých £íslech podgrupu a její faktorgrupou je práv¥ (adi-
tivní) grupa zbytkových t°íd Zn.

Z de�nice je z°ejmé, ºe v²echna jádra homomor�sm· jsou nor-
mální podgrupy. Naopak jestliºe je podgrupa H ⊆ G normální,
pak zobrazení

p : G→ G/H, a 7→ a ·H
je surjektivní homomor�smus grup s jádrem H . Skute£n¥ p je
dob°e de�nované. P°ímo z de�nice násobení na G/H je vid¥t, ºe
p je homomor�smus a p je zjevn¥ surjektivní. Je tedy vid¥t, ºe
normální podgrupy jsou práv¥ v²echna jádra homomor�sm·.

Dále pro libovolný homomor�smus grup f : G → K s já-
drem H = ker f je dob°e de�nován také homomor�smus

f̃ : G/ ker f → K, f̃ (a ·H) = f (a),
který je injektivní.

Zdánliv¥ paradoxní je p°íklad homomor�smu grup C∗→ C∗,
který je de�novaný na nenulových komplexních £íslech vztahem
z 7→ zk s p°irozeným k. Zjevn¥ jde o surjektivní homomor�smus
a jeho jádro je mnoºina k-tých odmocnin z jedni£ky, tj. cyklická
podgrupa Zk . P°edchozí úvaha tedy dává pro v²echna p°irozená
k izomor�smus

f̃ : C∗/Zk → C∗.
Tento p°íklad ukazuje, ºe u nekone£ných grup nejsou po£ty s mo-
hutnostmi tak p°ehledné, jako tomu bylo u kone£ných grup ve V¥t¥
11.10.

11.12. Exaktní posloupnosti. Kdykoliv zvolíme normální pod-
grupu H v grup¥ G, dostáváme tzv. krátkou exaktní posloupnost
grup

e→ H → G→ G/H → e,

kde ²ipky postupn¥ znázor¬ují jediný homomor�smus triviální
grupy {e} do grupy H , vloºení ι podgrupy H ⊆ G, projekci ν na
faktorgrupu G/H a kone£n¥ jediný homomor�smus grupy G/H
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11.37. Popi²te grupu symetrií tetraedru (pravidelného £ty°st¥nu) a

nalezn¥te v²echny její podgrupy.

�e²ení. Ozna£me vrcholy tetraedru a, b, c, d. Kaºdou symetrii lze

popsat permutací vrchol· (který vrchol p°ejde na který). Je tedy grupa

symetrií tetraedru izomorfní jisté podgrup¥ grupy S4. Pro libovolnou

dvojici vrchol· tetraedru existuje vhodná symetrie, která vym¥ní práv¥

tuto dvojici (je to zrcadlení podle roviny kolmé na hranu ur£enou

t¥mito vrcholy, která prochází st°edem této hrany). Hledaná podgrupa

je tedy generovaná v²emi transpozicemi v grup¥ S4. To je v²ak grupa

S4 samotná.

Popi²me tedy v²echny podgrupy grupy S4. Tato grupa má 24
prvk·, do úvahy tedy p°icházejí podgrupy o po£tu prvk· 2, 3, 4, 6, 8,
12 (viz 11.10). Rozebereme postupn¥ v²echny moºnosti po£tu prvk·

podgrupy H ⊆ S4.

(i) |H | = 2.H musí sestávat z neutrálního prvku a n¥jakého samo-

inverzního prvku (a2 = e). Samoinverzní prvky jsou transpozice nebo

sloºení dvou disjunktních transpozic (geometricky toto zobrazení od-

povídá otá£ení o 180◦ okolo osy procházející st°edy protilehlých

hran tetraedru). Dostáváme tak dev¥t podgrup: {id, (a, b)}, {id, (a, c)},
{id, (a, d)}, {id, (b, c)}, {id, (b, d)}, {id, (c, d)}, {id, (a, b) ◦ (c, d)},
{id, (a, c) ◦ (b, d)}, {id, (a, d) ◦ (b, c)}.

(ii) |H | = 3. Taková podgrupa musí být podle Lagrange-

ovy v¥ty nutn¥ cyklická, musí tedy jít o grupu tvaru {id, p, p2},
p3 = id. Rozklad p na nazávislé cykly tedy nutn¥ obsahuje

pouze cyklus délky t°i, je tedy p práv¥ tento cyklus. Cykl·

délky t°i je podle ∥11.24∥ 4 · 2 a ty vytvo°í spole£n¥ s identitou

£ty°i podgrupy: {id, (a, b, c), (a, c, b)}, {id, (a, c, d), (a, d, c)},
{id, (a, b, d), (a, d, b)}, {id, (b, c, d), (b, d, c)}. Dodejme, ºe cyklus

délky t°i geometricky odpovídá rotaci o 120◦ okolo osy procházející

jedním z vrchol· a st°edem (t¥ºi²t¥m) prot¥j²í st¥ny.

(iii) |H | = 4. V úvahu p°ipadá pouze cyklická grupa izomorfníZ4

nebo grupa izomorfní Z2 × Z2. Uváºíme-li rozklad permutace na ne-

závislé cykly, tak zji²´ujeme, ºe jedinou permutací na £ty°ech prvcích,

která má °ád 4, je cyklus na £ty°ech prvcích. Cyklické grupy musí tedy

obsahovat cyklus délky £ty°i. A to práv¥ dva, nebo´ je-li p prvek °ádu

4, pak i p−1 = p3 je prvek °ádu 4, tedy cyklus délky 4. Permutace p2

je pak prvek °ádu 2, a musí to být sloºení dvou nezávislých transpozic

(p2 nemá pevných bod·). Cykl· délky 4 je ²est (viz ∥11.24∥). Vºdy
dva spadnou do jedné podgrupy, dostáváme tedy t°i £ty°prvkové pod-

grupy tohoto typu:

{id, (a, b, c, d), (a, c) ◦ (b, d), (a, d, c, b)},



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKÉ STRUKTURY

na triviální grupu {e}. Ve v²ech p°ípadech je vid¥t, ºe obraz p°ed-
cházející ²ipky je p°esn¥ jádrem následující. To je de�nice exakt-
nosti posloupnosti homomor�sm·.

Jestliºe existuje homomor�smus σ : G/H → G takový, ºe
ν ◦ σ = idG/H , °íkáme, ºe se na²e exaktní posloupnost ²t¥pí.

Lemma. Kaºdá roz²t¥pená krátká exaktní posloupnost komutativ-
ních grup zadává izomor�smus G = H ×G/H .

D·kaz. De�nujeme zobrazení f : H ×G/H → G vztahem

f (a, b) = a · σ(b).
Protoºe pracujeme s komutativními grupami, jde zjevn¥ o homo-
mor�smus

f
(
aa′, bb′) = aa′σ(b)σ (b′) = (aσ (b)) (a′σ

(
b′)) .

Jestliºe f (a, b) = e, pak σ(b) = a−1 ∈ H , tj. b = ν(σ (b))

je tedy jednotkový prvek v G/H . Pak ov²em jeho obraz musí být
σ(b) = e a je proto i a = e. Protoºe jsou levé a pravé t°ídy rozkladu
u komutativních grup totoºné, je zobrazení f zjevn¥ surjektivní.
Dokázali jsme tedy, ºe je f izomor�smus. □

M·ºeme nyní nazna£it hlavní ideu d·kazu V¥ty 11.8. Kdy-
bychom totiº v¥d¥li, ºe se v²echny krátké exaktní
posloupnosti vzniklé volbou cyklických podgrup
H v kone£ných komutativních grupách G ²t¥pí, pak
bychom snadno d·kaz vedli indukcí. V grup¥ G

o mohutnosti n, která není cyklická, bychom totiº zvolili prvek
s °ádem p < n a na²li jím generovanou cyklickou podgrupu H a
²t¥pení p°íslu²né krátké exaktní posloupnosti. Tím bychom dostali
grupu G vyjád°enou jako sou£in zvolené cyklické podgrupy H a
grupy G/H s mohutností n/p.

Hlavním technickým bodem d·kazu je tedy ov¥°ení, ºe
v kaºdé kone£né komutativní grup¥ najdeme prvky °ádu pr

s pat°i£nými mocninami prvo£íselných p a ºe se skute£n¥ vý²e
uvedené krátké exaktní posloupnosti pro tyto grupy ²t¥pí.

11.13. Akce grupy. Jiº jsme vid¥li, ºe £asto potkáváme grupy
jako mnoºiny transformací n¥jaké pevné mnoºiny.
Musí p°itom být v²echny invertibilní a zárove¬ musí
být na²e mnoºina transformací uzav°ená na skládání.
�asto ale také chceme pracovat s pevn¥ zvolenou

grupou, jejíº prvky reprezentujeme jako zobrazení na n¥jaké
mnoºin¥, p°itom ale ne nutn¥ jsou zobrazení p°íslu²ná r·zným
prvk·m grupy r·zná. Nap°. v²echna oto£ení roviny kolem po£átku
o v²echny moºné úhly odpovídají grup¥ reálných £ísel. Oto£ení
o 2π je ale identické zobrazení.

Formáln¥ si m·ºeme takovou situaci popsat následovn¥.

Akce grupy

Levá akce grupy G na mnoºin¥ S je homomor�smus grupy
G do podgrupy invertibilních prvk· v pologrup¥ SS v²ech zobra-
zení S → S. Takový homomor�smus si také m·ºeme p°edstavit
jako zobrazení φ : G× S → S, které spl¬uje

φ(a · b, x) = φ(a, φ(b, x)),
odtud název �levá akce�. �asto budeme k vyjád°ení akce prvku
grupy na prvku S pouºívat pouze zápis a · x (by´ jde o jinou te£ku
neº u násobení uvnit° grup). De�ni£ní vlastnost pak vypadá takto:

(a · b) · x = a · (b · x).
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{id, (a, c, b, d), (a, b) ◦ (b, d), (a, d, b, c)},
{id, (a, b, d, c), (a, d) ◦ (bc), (a, c, d, b)}.

Co se tý£e podgrup izomorfních Z2×Z2, tak prvky °ádu dva jsou

v S4 dvojího typu: bu¤ transpozice, nebo sloºení dvou nezávislých (dis-

junktních) transpozic. V podgrup¥ nemohou být dv¥ závislé transpo-

zice: sloºením dvou závislých transpozic dostaneme cyklus délky t°i,

tedy prvek °ádu t°i. Pouze jedna transpozice nem·ºe být v podgrup¥

taktéº (diskusi p°enecháváme £tená°i). Tudíº transpozice mohou být

v podgrup¥ bu¤ dv¥ nezávislé nebo ºádná. Dostáváme tak t°i pod-

grupy sloºené mimo indentity ze dvou disjunktních transpozic a per-

mutace dané jejich sloºením. Snadno ov¥°íme, ºe téº t°i permutace,

které jsou sloºením nezávislých transpozic, také tvo°í spole£n¥ s iden-

titou grupu. Celkem dostáváme: {id, (a, b), (a, b) ◦ (c, d), (c, d)},
{id, (a, c), (a, c) ◦ (b, d), (b, d)}, {id, (a, d), (a, d) ◦ (b, c), (b, c)}
a {id, (a, b) ◦ (c, d), (a, c) ◦ (b, d), (a, d) ◦ (b, c)}.

(iv) |H | = 6. Taková podgrupamusí obsahovat prvek °ádu t°i (vS4

je maximální °ád prvku 4 a grupa nem·ºe obsahovat pouze permutace

°ádu dva, to je snadná diskuse), tedy cyklus délky t°i. Snadno se ukáºe,

ºe grupa pak jiº nem·ºe obsahovat permutaci �motající� se £tvrtým

prvkem (vhodným sloºením bychom dostali cyklus délky £ty°i). Po-

tom v²echny permutace, které nechávají prvek neobsaºený ve vybra-

ném cyklu délky t°i na míst¥ tvo°í podgrupu o ²esti prvcích izomorfní

grup¥ S3 permutací t°í prvk·. Dostáváme tak £ty°i podgrupy.

(v) |H | = 8. Grupa nem·ºe být podgrupu grupy sudých permu-

tací (t¥ch je 12 a osm ned¥lí 12. Tedy podle ∥11.36∥, musí obsahovat

£ty°i sudé a £ty°i liché permutace. Sudé permutace musí tvo°it pod-

grupu grupy sudých permutací, tedy i podgrupu S12 a v bod¥ (iii) jsme

vid¥li, ºe jedinou £ty°prvkovou podgrupou pouze sudých permutací je

podgrupa {id, (a, b) ◦ (c, d), (a, c) ◦ (b, d), (a, d) ◦ (b, c)}, která je
normální. Pokud pro libovolnou lichou permutaci uváºíme t°ídu roz-

kladu odpovídající této permutaci v rozkladu podle zmín¥né normální

podgrup¥, tak tato t°ída má £ty°i prvky a spole£n¥ s uvedenou nor-

mální podgrupou tvo°í podgrupu S4. Dostáváme tak t°i podgrupy S4.

Není t¥ºké si rozmyslet, ºe kaºdá z nich je izomorfní grup¥ symetrií

£tverce (tzv. dihedrální grup¥ D4). Geometricky si ji popí²eme násle-

dovn¥. Uváºíme kolmý pr·m¥t £ty°st¥nu do rovniny kolmé na p°ímku

procházející st°edy prot¥j²ích hran. Hranice pr·m¥tu je £tverec. Ze sy-

metrií £ty°st¥nu vezmeme pouze ty, které indukují skute£nou symet-

rii tohoto £tverce (nap°íklad symetrie zam¥¬ující pouze dva vrcholy

£ty°st¥nu, tedy transpozice, to nebude). Dvojice prot¥j²ích hran jsou

v tetraedru t°i, dostáváme tedy t°i r·zné osmiprvkové podgrupy iso-

morfní dihedrální grup¥ D8. (vi) |H | = 12. Taková podgrupa musí

obsahovat podle ∥11.36∥ bu¤ pouze sudé permutace, nebo ²est lichých
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Obraz prvku x ∈ S v akci celé grupy G nazýváme orbita Sx
prvku x, tj.

Sx = {y = φ(a, x); a ∈ G}.
Pro kaºdý bod x ∈ S de�nujeme izotropní podgrupu Gx ⊆ G

akce φ:
Gx = {a ∈ G; φ(a, x) = x}.

Jestliºe pro kaºdé dva prvky x, y ∈ S existuje a ∈ G tak, ºe
φ(a, x) = y, pak °íkáme, ºe akce φ je tranzitivní.

Jestliºe zvolíme dva body x, y ∈ S a prvek g ∈ G zobrazující
x na y = g · x, pak je zjevn¥ mnoºina {ghg−1; h ∈ Gx} izotropní
podgrupouGy . Zobrazení h 7→ ghg−1 je p°itom homomor�smem
grup Gx → Gy .

Snadno se vidí, ºe u tranzitivních akcí je celý prostor jedinou
orbitou a v²echny izotropní podgrupy mají stejnou mohutnost.

Jako p°íklad tranzitivní akce kone£né grupy m·ºeme uvést
nap°. zjevnou akci grupy permutací pevn¥ zvolené mnoºiny X
na samotné mnoºin¥ X. P°irozená akce v²ech invertibilních line-
árních transformací na nenulových prvcích vektorového prostoru
V je také tranzitivní. Pokud vezmeme ale prostor V celý, je nulový
vektor zvlá²tní orbitou.

Vý²e uvád¥ný p°íklad akce aditivní grupy reálných £ísel
prost°ednictvím rotací kolem pevného st°edu O v rovin¥ není
tranzitivní. Orbity jednotlivých bod· jsou práv¥ kruºnice se
st°edem O procházející t¥mito body.

Typický p°íklad tranzitivní akce grupyG je p°irozená akce na
mnoºin¥ levých t°ídG/H pro jakoukoliv podgrupuH . De�nujeme
ji vztahem

g · (aH) = (ga)H.
Snadno ukáºeme, ºe takto v podstat¥ vypadají v²echny tranzi-

tivní akce grup. Pro libovolnou tranzitivní akciG×S → S a pevn¥
zvolený bod x ∈ G m·ºeme totiº ztotoºnit S s mnoºinou levých
t°íd G/Gx pomocí vztahu gGx 7→ g · x. Toto zobrazení je zjevn¥
surjektivní a obrazy g · x = h · x splývají, práv¥ kdyº h−1g ∈ Gx
a to je ekvivalentní s gGx = hGx . Kone£n¥ si v²imn¥me, ºe toto
ztotoºn¥ní p°evádí p·vodní akci G na S práv¥ na vý²e uvedenou
akci G na G/Gx .

11.14. V¥ta. Pro kaºdou akci kone£né grupy G na kone£né
mnoºin¥ S platí:

(1) pro kaºdý prvek x ∈ S je

|G| = |Gx | · |Sx |,
(2) (Burnsideovo lemma) je-li N po£et orbit akce G na S, pak

|G| = 1
N

∑
g∈G
|Sg|,

kde Sg = {x ∈ S; g · x = x} ozna£uje mnoºinu pevných bod·
akce prvku g.

D·kaz. Uvaºme libovolný bod x ∈ S a izotropní podgrupu
Gx ⊆ G tohoto bodu. Stejný argument jako na konci minulého od-
stavce u tranzitivních grup m·ºeme uplatnit na kaºdou akci grupy
G. Dostáváme zobrazení G/Gx → Sx , g · Gx 7→ g · x. Pokud
(g · Sx) · x = (h · Sx) · x, pak zjevn¥ g−1h ∈ Sx , je tedy na²e
zobrazeni injektivní. Zárove¬ je zjevn¥ surjektivní, proto pro mo-
hutnosti na²ich kone£ných mnoºin platí |G/Gx | = |Sx |. Odtud jiº
vyplývá první vlastnost z v¥ty, protoºe |G| = |G/Gx | · |Gx |.
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a ²est sudých permutací (ty pak musí tvo°it podgrupu S4. V bod¥

(iv) jsme ov²em vid¥li, ºe ²estiprvková podgrupa S4 sloºená pouze ze

sudých permutací neexistuje. Jedinou podgrupou o tomto po£tu prvk·

je tak alternující grupa A4 v²ech sudých permutací v S4. Geometricky

se jedná o p°ímé symetrie, tedy ty, které m·ºeme dosáhnout pouze

rotacemi £ty°st¥nu (tedy nikoliv zrcadleními). □

Poznámka. Obecn¥ je grupa symetrií n¥jakého t¥lesa o n vrcholech

podgrupou grupy Sn permutací n prvk·.

11.38. Které z podgrup grupy S4 jsou normální?

�e²ení. Aby byla podgrupaH ⊆ S4 normální, musí být gHg−1 ⊆ H
pro libovolné g ∈ S4. Vzhledem k tomu, ºe kaºdou permutaci lze

napsat jako sloºení transpozic a inverzi pak m·ºeme získat pouze zap-

sáním permutací z rozkladu v opa£ném po°adí, sta£í danou vlastnost

ov¥°it pouze pro transpozice g. Toto ov¥°ení necháváme na £tená°i.

Zji²´ujeme tak, ºe jedinými normálními podgrupami jsou: triviální

grupa, celá grupa S4, alternující grupa, tj. grupa v²ech sudých permu-

tací v S4 a £ty°prvková podgrupa s prvky °ádu dva, tzv. Klenova grupa,

se kterou jsme se setkali jiº v ∥11.16∥. □

11.39. Ur£ete grupu symetrií krychle (popi²te v²echny symetrie). Je

tato grupa komutativní?

�e²ení. Grupa má 48 prvk·, z nichº 24 je generováno pouze rotacemi,

tzv. p°ímými symetriemi, zbytek tvo°í nep°ímé symetrie, které vznik-

nou sloºením p°ímých s n¥jakým zrcadlením. Grupa není komutativní

(uvaºte nap°íklad v r·zném po°adí sloºení zrcadlení podle roviny dané

st°edy £ty° rovnob¥ºných hran a rotace o 90◦ kolem osy leºící v uve-

dené rovin¥ a procházející st°edy n¥jakých dvou prot¥j²ích st¥n. Grupa

je izomorfní grup¥ S4 × Z2. □

11.40. V grup¥ symetrií krychle ur£ete podgrupu (popi²te symet-

rie v podgrup¥ a uve¤te tabulku operace skládání na této podgrup¥)

generovanou zrcadlením podle roviny procházející st°edy £ty° rov-

nob¥ºných hran a rotací o 180◦ kolem osy leºící ve zmín¥né rovin¥

procházející st°edy dvou prot¥j²ích st¥n. Je tato podgrupa normální?

⃝

11.41. Rozhodn¥te, zda jsou podgrupy generované

• cyklem (1, 2, 3) v S3,

• cyklem (1, 2, 3, 4) v S4,

• cyklem (1, 2, 3) v A4

normální. V posledním p°ípad¥ ur£ete pravé t°ídy rozkladu A4 podle

uvaºované podgrupy. Ur£ete, kdy je podmnoºina v²ech cykl· délky
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Druhé tvrzení dokáºeme tak, ºe dv¥ma zp·soby spo£teme mo-
hutnost mnoºiny pevných bod· akce:

F = {(x, g) ∈ S ×G; g(x) = x} ⊆ S ×G.
Protoºe jde o kone£né mnoºiny, m·ºeme si p°edstavit prvky
sou£inu S × G jako prvky v matici (sloupce ozna£ujeme prvky
v S, °ádky pak podle prvk· v G). S£ítáním po °ádcích i sloupcích
obdrºíme

|F | =
∑
g∈G
|Sg| =

∑
x∈S
|Gx |.

Nyní si pro p°ehlednost vyberme po jednom reprezentantu
x1, . . . , xN z kaºdé orbity v S a p°ipome¬me, ºe mohutnosti
izotropních grup pro body ve stejné orbit¥ jsou stejné. Vyuºitím
jiº dokázaného tvrzení (1) nyní vcelku snadno dostáváme

|F | =
∑
g∈G
|Sg| =

N∑
i=1

∑
x∈Sxi

|Gx | =
N∑
i=1

|Sxi ||Gxi | = N · |G|

a d·kaz je ukon£en. □

Doporu£ujeme si pe£liv¥ promyslet, jak uºite£ná jsou tvrzení
v¥ty pro °e²ení kombinatorických úloh, viz p°íklady v £ásti B ved-
lej²ího sloupce.

2. Okruhy polynom·

Grupové operace byly podstatné u skalár· i vektor·. Vystupo-
valo nám tam ov²em n¥kolik obdobných struktur zá-
rove¬. Zam¥°íme se te¤ práv¥ na takové p°ípady. Bu-
deme p°itom mít na mysli zejména obvyklé skaláry,

tj. celá £ísla Z, racionální £ísla Q, komplexní £ísla C a mnoºiny
polynom· nad takovými skaláryK. Budeme p°itom ale pe£liv¥ bu-
dovat abstraktní algebraickou teorii.

11.15. Okruhy a t¥lesa. Celá £ísla mají následující vlastnosti tzv.
okruhu:

Okruhy a obory integrity

De�nice. Komutativní grupa (M,+) s neutrálním prvkem 0 ∈ M
spolu s dal²í operací · spl¬ující
• (a · b) · c = a · (b · c) pro v²echna a, b, c ∈ M;
• a · b = b · a pro v²echna a, b ∈ M;
• existuje prvek 1 takový, ºe pro v²echna a ∈ M platí 1 · a = a;
• a · (b + c) = a · b + a · c pro v²echna a, b, c ∈ M

se nazývá komutativní okruh.
Jestliºe v okruhu K platí c · d = 0, práv, kdyº alespo¬ jeden

z prvk· c a d je nulový, pak nazýváme okruh K oborem integrity.

Poslední vlastnosti v na²em vý£tu axiom· okruhu se °íká dis-
tributivita s£ítání v·£i násobení. Pokud neplatí vlastnost komuta-
tivity operace ·, hovo°íme o nekomutativním okruhu. V dal²ím se
ov²em omezíme zpravidla na okruhy komutativní. Operaci + bu-
deme °íkat s£ítání a operaci · násobení, aniº by to znamenalo, ºe
jde skute£n¥ o tyto operace na n¥kterém z na²ich £íselných obor·.
Navíc budeme vºdy p°edpokládat existenci jedni£ky 1 pro operaci
násobení. Neutrálnímu prvku pro s£ítání °íkáme nula.
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n podgrupou grupy Sn. Ukaºte, ºe se pak jedná o normální podgrupu.

�e²ení.

• Jde o normální podgrupu A3.

• Není to normální podgrupa ( (1, 2)◦(1, 3)◦(2, 4)◦(1, 2) =
= (4, 1) ◦ (2, 3) ).
• Podgrupa není normální. Pravé t°ídy rozkladu jsou pak

{(1, 2, 4), (2, 4, 3), (1, 3) ◦ (2, 4)},
{(1, 4, 2), (1, 4, 3), (1, 4) ◦ (2, 3)},
{(2, 3, 4), (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3, 4)},

{Id, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}.
Podmnoºina je podgrupou pouze pro n = 3. Potom jde o podgrupu

A3 sudých permutací v S3, jedná se tedy o normální podgrupu. (Pro

jiná n snadno najdeme dva cykly délky n, jejichº sloºením není cyklus

délky n). □

11.42. Ur£ete podgrupu v S6 generovanou permutacemi (1, 2) ◦
(3, 4) ◦ (5, 6), (1, 2, 3, 4) a (5, 6). Je tato podgrupa normální? Pokud

ano, popi²te t°ídy rozkladu S6/H .

�e²ení. Nejprve si v²imn¥me, ºe v²echny zadané permutace leºí

v podgrup¥ S4 × S2 ⊆ S6 (uvaºujeme p°irozenou inkluzi S4 × S2

tedy pro s ∈ S4 × S2 je zúºení s na mnoºinu {1, 2, 3, 4} permutací

na této mnoºin¥ a zúºení na mnoºinu {5, 6} rovn¥º permutací na této

mnoºin¥). Proto i jimi generovaná podgrupa bude leºet v této pod-

grup¥. Dále je z°ejm¥ (protoºe mezi generátory je transpozice (5, 6))
hledaná podgrupa tvaru H × S2, kde H ⊆ S4. Sta£í tedy popsat H .

Tato grupa je generována prvky (1, 2) ◦ (3, 4) a (1, 2, 3, 4) (projekce
generátor· na S4). Máme

(1, 2, 3, 4)2 = (1, 3) ◦ (2, 4),

(1, 2, 3, 4)3 = (4, 3, 2, 1),

(1, 2, 3, 4)4 = id,

[(1, 2) ◦ (3, 4)]2 = id,

[(1, 2) ◦ (3, 4)] ◦ (1, 2, 3, 4) = (2, 4),

(1, 2, 3, 4) ◦ [(1, 2) ◦ (3, 4)] = (1, 3),

[(1, 2) ◦ (3, 4)] ◦ (4, 3, 2, 1) = (1, 3),

(4, 3, 2, 1) ◦ [(1, 2) ◦ (3, 4)] = (2, 4),

[(1, 2) ◦ (3, 4)] ◦ [(1, 3) ◦ (2, 4)] = (1, 4) ◦ (2, 3),

[(1, 3) ◦ (2, 4)] ◦ [(1, 2) ◦ (3, 4)] = (1, 4) ◦ (2, 3),

[(1, 2) ◦ (3, 4)] ◦ (4, 2) = (1, 2, 3, 4),
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T¥lesa

Netriviální (komutativní) okruh, ve kterém jsou v²echny ne-
nulové prvky invertibilní, se nazývá (komutativní) t¥leso. Komuta-
tivní t¥leso se také nazývá pole.

Typickým p°íkladem komutativních t¥les, tj. polí, jsou £íselné
obory Q, R, C. Dále pak v²echny okruhy zbytkových t°íd Zp
s prvo£íselným p. Dobrým p°íkladem nekomutativního okruhu
s jedni£kou jemnoºinaMatk(K) v²ech £tvercovýchmatic nad okru-
hem K s k °ádky a sloupci. Jak jsme vid¥li dávno, není to ani
obor integrity. Jako p°íklad nekomutativního t¥lesa uve¤me t¥leso
kvaternion· H, které vznikne op¥tovným roz²í°ením komplexních
£ísel o druhou imaginární jednotku j , tj.H = C⊕jC ≃ R4, stejn¥
jako jsme dostali komplexní £ísla z reálných. Navíc ozna£íme dal²í
�nový� prvek k = ij , který je sou£inem imaginárních jednotek i a
j . Z konstrukce uº vyplyne, ºe ij = −ji. P°itom ale ostatní vlast-
nosti t¥lesa z·stávají zachovány. Zkuste si promyslet nebo dohledat
podrobnosti jako ne úpln¥ triviální cvi£ení!

Lemma. V kaºdém komutativním okruhu K s jedni£kou platí ná-
sledující vztahy (které nám jist¥ p°ipadají samoz°ejmé u skalár·):

(1) 0 · c = c · 0 = 0 pro v²echna c ∈ K,
(2) −c = (−1) · c = c · (−1) pro v²echna c ∈ K,
(3) −(c · d) = (−c) · d = c · (−d) pro v²echna c, d ∈ K,
(4) a · (b − c) = a · b − a · c,
(5) celý okruh K je triviální mnoºinou {0} = {1}, práv¥ kdyº

0 = 1.

D·kaz. V²echna tvrzení vyplývají z jednoduché úvahy a de-
�ni£ních axiom·. V prvém p°ípad¥ po£ítáme pro jakákoliv c, a:

c · a = c · (a + 0) = c · a + c · 0,
a protoºe jediným neutrálním prvkem v·£i s£ítání je nula, dostá-
váme a · 0 = 0. Stejn¥ se dokáºe i 0 · a = 0.

Ve druhém p°ípad¥ te¤ sta£í spo£íst

0 = c · 0 = c · (1+ (−1)) = c + c · (−1),

proto je c · (−1) opa£ný prvek k prvku c, coº jsme cht¥li dokázat.
Dal²í dv¥ tvrzení jsou uº p°ímým d·sledkem druhého vztahu

a základních axiom·. Jestliºe je celý okruh tvo°en jediným prv-
kem, je pochopiteln¥ 0 = 1. Naopak jestliºe platí 1 = 0, pak pro
jakékoliv c ∈ K je c = 1 · c = 0 · c = 0. □

11.16. Polynomy nad okruhy. De�nice komutativního okruhu
s jedni£kou abstrahuje práv¥ vlastnosti pot°ebné k ná-
sobení a s£ítání. M·ºeme je hned vyuºít pro práci
s tzv. polynomy. Rozumíme jimi jakýkoliv kone£ný
výraz, který lze poskládat ze známých konstantních

prvk· K a jedné neznámé prom¥nné pomocí operací s£ítání a ná-
sobení. Formáln¥ m·ºeme de�novat polynomy takto:3

Polynomy

De�nice. Nech´ K je jakýkoliv komutativní okruh skalár·
s jedni£kou. Polynomem nad K rozumíme kone£ný výraz

f (x) =
k∑
i=0

aix
i ,

3Ne náhodou je pro okruh pouºit symbol K � nadále si pod ním p°edstavujte
t°eba kterýkoliv okruh na²ich £íselných obor·.
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(1, 3) ◦ (4, 2) = (1, 3) ◦ (2, 4).

V tomto okamºiku si v²imn¥me, ºe generující permutace (1, 2, 3, 4) i
(1, 2)◦(3, 4) jsou ob¥ symetriemi £tverce o vrholech 1, 2, 3, 4, tedy ne-
mohou vygenerovat více, neº grupu symetrií £tverce, totiº dihedrální

grupu D4, o osmi prvcích, coº uº se stalo. Dal²ím skládáním tedy jiº

nem·ºeme dostat ºádné dal²í permutace. Podgrupa H ⊆ S4 má tedy

osm prvk· (osm je d¥litel £ísla 24, tedy podle Lagrangeovy v¥ty je to
skute£n¥ moºný po£et prvk· podgrupy).

H = { id, (1, 2, 3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (4, 3, 2, 1), (1, 2) ◦ (3, 4),

(1, 3), (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3)}.
V²ech prvk· hledané podgrupy v S6 je tedy 16: pro kaºdý prvek

h ∈ H jsou v ní prvky (h, id) a (h, (56)). □

11.43. Ur£ete podgrupu v S4 generovanou permutacemi (1, 2) ◦
(3, 4), (1, 2, 3).

�e²ení. Oba zadané generátory jsou sudé permutace, jejich libovol-

ným sloºením tedy vznikne op¥t pouze sudá permutace. Hledaná pod-

grupa tedy bude i podgrupou grupyA4 v²ech sudých permutací.Máme

[(1, 2) ◦ (3, 4)]2 = id,

(1, 2, 3)2 = (3, 2, 1),

[(1, 2) ◦ (3, 4)] ◦ (1, 2, 3) = (2, 4, 3),

(1, 2, 3) ◦ [(1, 2) ◦ (3, 4)] = (1, 3, 4),

[(1, 2) ◦ (3, 4)] ◦ (3, 2, 1) = (3, 1, 4),

(3, 2, 1) ◦ [(1, 2) ◦ (3, 4)] = (2, 3, 4)

a v tomto okamºiku máme jiº sedm prvk· hledané podgrupy A4, pro-

toºe A4 má dvanáct prvk· a po£et prvk· podgrupy musí být d¥litelem

£ísla dvanáct, musí být hledanou podgrupou celá grupa A4. □

11.44. Najd¥te v²echny podgrupy grupy invertibilních £tvercových

matic 2× 2 nad Z2 (operací je násobení matic). Je n¥která z nich nor-

mální?

�e²ení. V p°íklad¥ ∥11.1∥ jsme sestavili tabulku operace ve zkou-

mané grup¥. Dle Lagrangeovy v¥ty (11.10) je moºný po£et prvk·

v podgrup¥ d¥litelem £ísla ²est. Krom¥ triviálních podgrup (podgrupa

sloºená pouze z jednotkového prvku a celá grupa) p°icházejí tedy do

úvahy podgrupy o dvou £i t°ech prvcích. Dvouprvkové grupy musejí

mít tu vlastnost, ºe prvek, který není jednotka musí být inverzní sám

sob¥. Tato vlastnost je i posta£ující. Dostáváme tak podgrupy {A,B},
{A,C}, {A,F }, které nejsou normální, jak lehce ov¥°íme. Jednotko-

vým prvkem t¥chto grup je maticeA. Dále díky jejich samoinverznosti

je sou£inem libovolné z maticB,C, F s n¥jakou dal²í (nejednotkovou)
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kde ai ∈ K, i = 0, 1, . . . , k jsou tzv. koe�cienty polynomu. Je-li
ak ̸= 0, °íkáme, ºe f (x) má stupe¬ k, pí²eme deg f = k. Nulový
polynom nemá stupe¬, polynomy stupn¥ nula jsou práv¥ nenulové
prvky v K, kterým °íkáme konstantní polynomy.

Polynomy f (x) a g(x) jsou stejné, jestliºe mají stejné nenu-
lové koe�cienty. Mnoºinu v²ech polynom· nad okruhem K bu-
deme zna£it K[x].

Kaºdý polynom zadává zobrazení f : K→ K, jehoº hodnota
vznikne dosazením hodnoty c za nezávislou prom¥nnou x, tj.

f (c) = a0 + a1c + · · · + akck.
V²imn¥me si, ºe konstantní polynomy odpovídají práv¥ konstant-
ním zobrazením.

Ko°en polynomu f (x) je takový prvek c ∈ K, pro který je
f (c) = 0 ∈ K.

Obecn¥ mohou r·zné polynomy de�novat stejná zobrazení.
Nap°. polynom x2 +x ∈ Z2[x] zadává identicky nulové zobrazení.
Obecn¥ji, pro kaºdý kone£ný okruh K = {a0, a1, . . . , ak} zadává
polynom f (x) = (x − a0)(x − a1) . . . (x − ak) identicky nulové
zobrazení.

Dva polynomy f (x) = ∑
i aix

i a g(x) = ∑
i bix

i umíme
p°irozen¥ také s£ítat i násobit:

(f + g)(x) = (a0 + b0)+ (a1 + b1)x + · · · + (ak + bk)xk ,
(f · g)(x) = (a0b0)+ (a0b1 + a1b0)x + . . .

· · · + (a0br + a1br−1 + arb0)x
r + · · · + akbℓxk+ℓ ,

kde k ≥ ℓ jsou stupn¥ polynom· f a g a uvaºujeme nulové koe�-
cienty v²ude tam, kde v p·vodním výrazu pro polynomy nenulové
koe�cienty nejsou.4.

Tato de�nice vskutku odpovídá p°íslu²ným operacím s£ítání
a násobení hodnot zobrazení f , g : K → K díky vlastnostem
�skalár·� v p·vodním okruhu K.

P°ímo z de�nice vyplývá, ºe mnoºina polynom·K[x] nad ko-
mutativním okruhem s jedni£kou je op¥t komutativním okruhem
s jedni£kou, p°i£emº jedni£kou vK[x] je op¥t jedni£ka 1 v okruhu
K vnímaná jako polynom stupn¥ nula. Nulou pro s£ítání je nulový
polynom.

Lemma. Okruh polynom· nad oborem integrity je op¥t obor inte-
grity.

D·kaz. Máme ukázat, ºe v K[x] mohou být netriviální d¥li-
telé nuly pouze, jestliºe jsou uº v K. To je ale z°ejmé z výrazu
pro násobení polynom·. Jsou-li f (x) a g(x) polynomy stupn¥
k a ℓ jako vý²e, pak koe�cient u xk+ℓ v sou£inu f (x) · g(x) je
sou£in ak · bℓ a ten musí být nenulový, pokud nejsou d¥litelé nuly
v K. □

11.17. Polynomy více prom¥nných. �asto se setkáváme s ob-
jekty popsanými pomocí polynomiálních výraz·
ale s více prom¥nnými. Nap°. kruºnici v rovin¥
se st°edem S = (x0, y0) a polom¥rem r zapí²eme

pomocí rovnice

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 − 1 = 0.

4Formáln¥ bychommohli naopak za polynom povaºovat nekone£ný výraz pro
i = 0, . . . , ∞ s podmínkou, ºe jen kone£n¥ mnoho koe�cient· je nenulových.
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maticí nejednotková matice t°etí. Tedy ºádná z t¥cho matic nem·ºe

být prvkem trojprvkové podgrupy. Zbývá moºnost P = {A,D,E},
coº vskutku podgrupa je. Navíc výpo£tem konjugací BDB = E,

CDC = E, FDF = E (z £ehoº vyplývá BEB = D, CEC = D,

FEF = D) zji²´ujeme, ºe daná podgrupa je normální. □

11.45. Popi²te v²echny podgrupy grupy (Z10,+).
�e²ení. Podgrupy jsou izomorfní (Zd,+), kde d|10, tj. {0} ∼= Z1,

{0, 5} ∼= Z2, {0, 2, 4, 6, 8} ∼= Z5, a Z10. □

11.46. Ur£ete °ády prvk· 2, 4, 5 v grup¥ (Z×
35, ·) a v grup¥ (Z35,+).

�e²ení. �ád prvku x v grup¥ (Z×
35, ·) je nejmen²í k takové, ºe xk ≡ 1

mod 35. Z Eulerovy v¥ty je pro x = 2 a x = 4 °ád k ≤ φ(35) = 24.
Výpo£tem p°íslu²ných modulárních mocnin zjistíme, ºe °ád x = 2 je

12. Odtud p°ímo plyne, ºe °ád x = 4 je 6. �íslo x = 5 do grupy (Z×
35, ·)

nepat°í. Konkrétn¥ modulo 35 máme

x x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12

2 4 8 16 32 29 23 11 22 9 18 1
4 16 29 11 9 1

V grup¥ (Z35,+) je °ád nejmen²í k takové, ºe k · x ≡ 0 mod 35.
Toto lze jednodu²e spo£ítat jako k = 35

(35,x) . To znamená, ºe °ád prvk·

2 a 4 je 35 a °ád 5 je 7. □

11.47. Popi²te v²echny kone£né podgrupy grupy (R∗, ·)1
�e²ení. Pokud v podgrup¥ grupy (R∗, ·) existuje prvek a, |a| ̸= 1,
pak tvo°í prvky a, a2, a3, . . . nekone£nou geometrickou posloupnost

po dvou r·zných prvk·, které v²echny musí leºet v uvaºované pod-

grup¥. Tato je tedy nekone£ná. Kone£ná podgrupa m·ºe tedy obsaho-

vat pouze prvky 1 a −1. Dostáváme tak dv¥ podgrupy: {1}, {−1, 1}.
□

11.48. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus a ur£ete jeho jádro. Rozhodn¥te

o surjektivit¥ a injektivit¥ φ:

i) φ : Z4 × Z3 → Z12, φ(([a]4, [b]3)) = [a − b]12,

ii) φ : Z4 × Z3 → Z12, φ(([a]4, [b]3)) = [6a + 4b]12,

iii) φ : Z4 × Z3 → Z12, φ(([a]4, [b]3)) = [0]12.

�e²ení.

i) Není zobrazení. Vezmeme-li dva r·zné reprezentanty téhoº

prvku v Z4 ×Z3, totiº ([6]4, [1]3) = ([2]2, [1]3), dostáváme

φ([6]4, [1]3) = [5]12 a φ([2]4, [1]3) = [1]12), tudíº zobra-

zení není korektn¥ de�nováno.

1Grupu invertibilních prvk· zna£íme pro R a C jako R∗, C∗, pro Zn pak Z×.
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Okruhy polynom· v prom¥nných x1, . . . , xr m·ºeme zavést
úpln¥ podobn¥ jako jsme postupovali sK[x]. Místo mocnin jediné
prom¥nné xk budeme uvaºovat tzv. monomy

x
k1
1 · · · xkrr

a jejich formální lineární kombinace s koe�cienty ak1···kr ∈ K.
Formáln¥ i technicky je ale jednodu²²í je de�novat induktivn¥

vztahem

K[x1, . . . , xr ] := (K[x1, . . . , xr−1 ]
)
[xr ].

Nap°. K[x, y] = K[x][y], tzn. ºe uvaºujeme polynomy
v prom¥nné y nad okruhem K[x]. Snadno si kaºdý ov¥°í
(promyslete si to!), ºe polynomy v prom¥nných x1, . . . , xr lze i
p°i této de�nici chápat jako výrazy vzniklé z písmen x1, . . . , xn
a prvk· okruhu K kone£ným po£tem (formálního) s£ítání a
násobení v komutativním okruhu. Nap°íklad prvky v K[x, y] jsou
tvaru

f = an(x)yn + an−1(x)y
n−1 + · · · + a0(x) =

= (amnxm + · · · + a0n)y
n + · · · + (bp0x

p + · · · + b00) =
= c00 + c10x + c01y + c20x

2 + c11xy + c02y
2 + . . . .

Pro zjednodu²ení zápisu si zavedeme tzv. multiindexovou sym-
boliku.

Multiindexy

Multiindex α délky r je r-tice nezáporných celých £ísel
(α1, . . . , αr). Celé £íslo |α| = α1 + · · · + αr nazýváme velikost
multiindexu α.

Stru£n¥ zapisujeme monomy xα místo xα1
1 x

α2
2 . . . x

αr
r . Pro po-

lynomy v r prom¥nných pak máme symbolické vyjád°ení velice
podobné obvyklému zna£ení pro polynomy v jedné prom¥nné:

f =
∑
|α|≤n

aαx
α , g =

∑
|β|≤m

aβx
β ∈ K[x1, . . . , xr ].

�íkáme, ºe f má celkový stupe¬ n, je-li alespo¬ jeden z koe-
�cient· s multiindexem α velikosti n nenulový.

Okamºit¥ se také nabízejí analogické vzorce pro s£ítání a ná-
sobení polynom·

f + g =
∑

|α|≤max(m,n)

(aα + bα)xα ,

fg =
m+n∑
|γ |=0

 ∑
α+β=γ

(aαbβ)x
γ

 ,
kde multiindexy se s£ítají po sloºkách a formáln¥ neexistující koe-
�cienty povaºujeme za nulové.

Lemma. Tyto vzorce opravdu popisují s£ítání a násobení v induk-
tivn¥ de�novaném okruhu polynom· v r prom¥nných.

D·kaz. Tvrzení lze snadno dokázat indukcí p°es po£et
prom¥nných. P°edpokládejme, ºe vztahy platí
v K[x1, . . . , xr−1 ] a po£ítejme sou£et
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ii) Je homomor�smus, který není ani injektivní ani surjektivní.

Jádrem Ker(φ) je mnoºina {([2]4, [0]3), ([0]4, [0]3)}.
iii) Je homomor�smus, který není ani injektivní ani surjektivní.

Jádrem je celá grupa Z4 × Z3. □

11.49. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus a ur£ete jádro a obraz. Rozhodn¥te

o surjektivit¥ a injektivit¥ φ:

i) φ : Z4 → C∗, φ([a]4) = ia ,
ii) φ : Z5 → C∗, φ([a]5) = ia ,
iii) φ : Z4 → C∗, φ([a]4) = (−i)a ,
iv) φ : Z→ C∗, φ(a) = ia .

�e²ení.

i) Platí, ºe φ([a]4 + [b]4) = ia+b = ia · ib = φ([a]) · φ([b]),
navíc φ([4]) = i4 = 1, takºe pokud [c]4 = [d]4, tedy c =
= d + 4k, k ∈ Z, pak φ([c]4) = ic = id+4k = id = φ([d]4),

zobrazení je tedy korektn¥ zaddané a homomor�smus. Tento

je injektivní (to je ekvivalentní s tím, ºe Ker(φ) = {[0]4]})
ale zjevn¥ není surjektivní.

ii) Není zobrazení, nebo´ [0]5 = [5]5, ale φ([0]5) = i0 = 1, ale
φ([5]5) = i5 = i.

iii) Je homomor�smus, který není injektivní (−i =
= φ(1) = φ(3) = (−1)3) a z°ejm¥ ani surjektivní,

Ker(φ) = {[0]4, [2]4]},
iv) Je homomor�smus, který není ani injektivní ani surjektivní.

□

11.50. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : Q∗→ Q∗, φ
(
p

q

)
= q

p

ii) φ : Q∗→ Q∗, φ
(
p

q

)
= p2

q2

iii) φ : Q∗→ Q∗, φ
(
p

q

)
= p2+q2

pq

⃝
11.51. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : C→ R, φ(a + bi) = a + b,
ii) φ : C→ R, φ(a + bi) = a,
iii) φ : C∗→ R∗, φ(a + bi) = a2 + b2,

iv) φ : C∗→ R∗, φ(c) = 2|c|,
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f = ak(x1, . . . , xr−1 )x
k
r + · · · + a0(x1, . . . , xr−1 ) =

=
(∑

α

ak,αx
α

)
xkr + . . . ,

g = bl(x1, . . . , xr−1 )x
l
r + · · · + b0(x1, . . . , xr−1 ) =

=
∑

β

bl,βx
β

 xkr + . . . ,
f + g = (a0(x1, . . . , xr−1 )+ b0(x1, . . . , xr−1 )

)+
+ (a1(x1, . . . , xr−1 )+ b1(x1, . . . , xr−1 )

)
xr + · · · =

=
∑

γ

(ak,γ + bk,γ )(x1, . . . , xr−1 )
γ

 xkr + . . .
· · · +

∑
γ

(a0,γ + b0,γ )(x1, . . . , xr−1 )
γ

 =
=
∑
(γ,j)

(aj,γ + bj,γ )(x1, . . . , xr−1 )
γ x
j
r .

Podobn¥ lze vést d·kaz pro sou£in (ud¥lejte samostatn¥!). □

Jako d·sledek na²í de�nice a p°edchozích výsledk· pro poly-
nomy nad obecnými komutativními okruhy dostaneme:

D·sledek. Jestliºe v okruhu K nejsou d¥litelé nuly, pak také
v okruhu polynom· K[x1, . . . , xr ] nejsou d¥litelé nuly.

D·kaz. Budeme postupovat indukcí p°es po£et prom¥nných
r.5 Polynomy v jediné prom¥nné mají tvar f = anxn1 + · · · + a0
a g = bmx

m + · · · + b0, p°i£emº bm ̸= 0 a an ̸= 0. Vedoucí
£len sou£inu fg je anbmxn+m , protoºe anbm ̸= 0, zejména tedy je
sou£in nenulových polynom· op¥t nenulový.

Pokud tvrzení platí pro r−1 prom¥nných, pak pouºijeme p°ed-
chozí úvahu pro okruh polynom· v jedné prom¥nné xr s koe�cien-
ty v K[x1, . . . , xr−1 ]. □

11.18. D¥litelnost a nerozloºitelnost. Na²ím dal²ím cílem bude
pochopit, jak je to v obecném p°ípad¥ polynom· nad
oborem integrity s jejich rozkladem na sou£in poly-
nom· jednodu²²ích, tj. ve speciálním p°ípad¥ poly-
nom· s jedinou prom¥nnou budeme diskutovat ko°eny

polynom·. U polynom· s více prom¥nnými p·jde o rozklad na
jednodu²²í faktory niº²ích stup¬·. Protoºe jiº víme, ºe polynomy
ve více prom¥nných m·ºeme de�novat induktivn¥, sta£í nám nyní
uvaºovat jen polynomy v jedné prom¥nné, ov²em nad obecným
oborem integrity, a sm¥°ujeme ke zobecn¥ní úvah o d¥litelnosti,
které byly základem na²eho po£ínání v teorii £ísel v desáté kapi-
tole.

Uvaºujme n¥jaký pevn¥ zvolený obor integrity K. P°íkladem
nám stále mohou slouºit celá £ísla Z nebo okruh Zp s prvo£ísel-
ným p.

5D·kaz lze vést také p°ímo s pouºitím multiindexových formulí pro sou£in,
kdyº si zavedeme vhodné uspo°ádání monom· tak, jak to budeme za chvíli stejn¥
d¥lat.
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v) φ : C∗→ R∗, φ(c) = |c|3,
vi) φ : C∗→ R∗, φ(c) = 1/|c|.

⃝
11.52. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : GL2(R)→ R∗, φ(A) = |A|
ii) φ : GL2(R)→ R∗, φ

((
a b

c d

))
= a2 + b2.

iii) φ : GL2(R)→ R∗, φ
((
a b

c d

))
= ac + bd.

⃝
11.53. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : Z3 → A4, φ([a]3) = (1, 2, 4) ◦ (1, 3, 2)a ◦ (1, 4, 2)
ii) φ : Z3 → A4, φ([a]3) = (1, 2) ◦ (1, 3, 2)a

⃝
11.54. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : C→ R,
φ(a + bi) = a + b

ii) φ : C→ R,
φ(a + bi) = a

iii) φ : C∗→ R∗,
φ(a + bi) = a2 + b2

iv) φ : C∗→ R∗,
φ(c) = 2|c|

v) φ : C∗→ R∗,
φ(c) = |c|3

vi) φ : C∗→ R∗,
φ(c) = 1/|c|

⃝
11.55. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : Z→ Z, φ(a) = 2a
ii) φ : Z→ Z,
φ(a) = a + 1

iii) φ : Z→ Z,
φ(a) = 3|a|

iv) φ : Z→ Z, φ(a) = 1
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D¥litelnost v okruzích

Obecn¥ °íkáme, ºe a ∈ K d¥lí c ∈ K, jestliºe existuje b tak,
ºe a · b = c. Skute£nost, ºe c ∈ K je d¥litelné a ∈ K, zapisujeme
a|c.

D¥litelé jedni£ky, tj. invertibilní prvky v K, se nazývají jed-
notky. Jednotky v komutativním okruhu vºdy tvo°í komutativní
grupu.

V oboru integrity jsou d¥litelé ur£eni jednozna£n¥. Skute£n¥
je-li b = a · c a b ̸= 0, pak c je jednozna£n¥ dáno volbou a, b,
protoºe p°i b = ac = ac′ totiº platí 0 = a · (c − c′) a a ̸= 0.
Z neexistence d¥litel· nuly proto vyplývá c = c′.

P°ímo z de�nic vyplývají následující tvrzení:

Lemma. Nech´ a, b, c ∈ K. Potom

(1) je-li a|b a zárove¬ b|c, pak také a|c,
(2) je-li a|b a zárove¬ a|c, pak také a|(αb + βc) pro v²echny

α, β ∈ K,
(3) a|0 pro v²echna a ∈ K (je totiº a · 0 = 0),
(4) kaºdý prvek a ∈ K je d¥litelný v²emi jednotkami e ∈ K a je-

jich násobky a · e (jak p°ímo plyne z existence e−1).

Jednozna£ný rozklad v oboru integrity

�ekneme, ºe prvek a ∈ K je nerozloºitelný, jestliºe je d¥li-
telný pouze jednotkami e ∈ K a jejich násobky a · e.

�ekneme, ºe okruh K je obor integrity s jednozna£ným roz-
kladem, jestliºe platí:

• pro kaºdý nenulový prvek a ∈ K existují nerozloºitelné
a1, . . . , ar ∈ K takové, ºe a = a1 · a2 . . . ar ,
• jsou-li prvky a1, . . . , ar a b1, . . . , bs nerozloºitelné, nejsou
mezi nimi ºádné jednotky a a = a1a2 . . . ar = b1b2 . . . bs ,
pak je r = s a ve vhodném p°euspo°ádání platí aj = ejbj pro
vhodné jednotky ej .

Jiº jsme vid¥li, ºe Z je obor integrity s jednozna£ným rozkla-
dem a kaºdé pole (komutativní t¥leso) je obor integrity s jedno-
zna£ným rozkladem (protoºe kaºdý nenulový prvek v poli je jed-
notka).

Pro ilustraci si uve¤me p°íklad oboru integrity, který jedno-
zna£ný rozklad nemá. Konstrukce je podobná poly-
nom·m, jen místo mocnin uváºíme vhodn¥ se skláda-
jící odmocniny: Na²e K bude mít prvky tvaru

a0 +
k∑
i=1

ai

(
2ni√
xmi

)
,

kde a0, . . . , ak ∈ Z, mi, n ∈ Z>0. Pak jednotky jsou v K pouze
prvky ±1, v²echny prvky s a0 = 0 jsou rozloºitelné, ale nap°. vý-
raz x nelze vyjád°it jako sou£in nerozloºitelných. Nerozloºitelných
prvk· je v K prost¥ p°íli² málo.

11.19. D¥lení se zbytkem a ko°eny polynomu. Základním ná-
strojem pro diskusi d¥litelnosti, spole£ných d¥litel· apod.
v okruhu celých £ísel Z byla procedura d¥lení se zbytkem
a Euklid·v algoritmus pro hledání nejv¥t²ích spole£ných
d¥litel·. Tyto postupy nyní zobecníme.

Lemma (Algoritmus pro d¥lení se zbytkem). Nech´ K je komuta-
tivní okruh bez d¥litel· nuly a f, g ∈ K[x] polynomy, g ̸= 0. Pak
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11.56. Rozhodn¥te, zda p°edpis φ zadává zobrazení. Pokud ano, roz-

hodn¥te, zda jde o homomor�smus. Rozhodn¥te o surjektivit¥ a injek-

tivit¥ φ:

i) φ : Z× Z× Z→ Q∗, φ((a, b, c)) = 2a3b12c

ii) φ : Z∗
3 × Z5 → Z5, φ((a, b)) = ba

iii) φ : Z2 × Z→ Z, φ(([a]2, b)) = b

⃝

11.57. Dokaºte, ºe neexistuje izomor�smus multiplikativní grupy

komplexních £ísel do multiplikativní grupy reálných £ísel.

�e²ení. P°i homomor�smu se musí zobrazovat neutrální prvek grupy

na neutrální prvek (viz 11.5). �íslo 1 se tedy musí zobrazovat samo

na sebe. Kam se m·ºe zobrazovat £íslo −1? Víme, ºe f (−1)2 =
f ((−1)2) = f (1) = 1. Obraz £ísla −1 je tedy n¥jaká druhá odmoc-

nina z £ísla 1. Hledáme-li tedy pouze bijektivní homomor�smy, musí

být f (−1) = −1. Pak ov²em f (i)2 = f (i2 ) = f (−1) = −1, je tedy
f (i) druhou odmocninou £ísla−1 vR, ale víme, ºe taková odmocnina

neexistuje. Ani bijektivní homomor�smus tedy nem·ºe existovat. □
Poznámka. Zobrazení, které komplexnímu £íslu p°i°adí jeho velikost,

je homomor�smem C do multiplikativní grupy kladných reálných

£ísel.

C. Burnsidovo lemma

11.58. Kolika zp·soby m·ºeme vytvo°it náhrdelník z 3 £erných

a 6 bílých korálk· stejného tvaru? Kusy stejné barvy nerozli²ujeme

a za stejné náhrdelníky povaºujeme v²echny, které lze na sebe p°evést

symetrií v rovin¥.

�e²ení. Pro °e²ení úlohy si náhrdelník p°edstavíme jako obarvení

pevn¥ ozna£ených vrchol· pravidelného devítiúhelníka. Za mnoºinu

S volíme v²echna moºná taková obarvení. Kaºdé takové obarvení je

jednozna£n¥ ur£eno pozicí t°í £erných korálk·. Velikost mnoºiny S je

tedy
(9

3

) = 84.
Víme, ºe grupou v²ech symetrií je grupa D9 sloºená z 9 rotací

(v£etn¥ identity) a stejného po£tu re�exí. Stejné náhrdelníky jsou ty,

které leºí ve stejné orbit¥ akce grupyD9 na mnoºin¥ v²ech kon�gurací

S. Zajímá nás tedy po£et orbit N . Pro výpo£et N sta£í probrat prvky

grupy D9 a v²ímat si velikostí Sg:

Identita je jediný prvek °ádu 1, |Sid| = 84. P°ísp¥vek do sumy je

84.
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existuje a ∈ K, a ̸= 0 a polynomy q a r spl¬ující af = qg + r,
kde r = 0 nebo deg r < deg g. Je-li navíc K pole, nebo je aspo¬
vedoucí koe�cient polynomu g roven jedné, potom lze volit a = 1
a polynomy q a r jsou v tomto p°ípad¥ ur£eny jednozna£n¥.

D·kaz. Tvrzení dokáºeme indukcí vzhledem ke stupni f . Je-
li deg f < deg g nebo f = 0, pak volíme a = 1, q = 0, r = f ,
coº vyhovuje v²em na²im podmínkám. Pro konstantní polynom
g klademe a = g, q = f , r = 0.

P°edpokládejme tedy, ºe deg f ≥ deg g > 0 a pi²me

f = a0 + · · · + anxn , g = b0 + · · · + bmxm .
Bu¤ platí bmf −anxn−mg = 0 a nebo je deg(bmf −anxn−mg) <
< deg f . V prvém p°ípad¥ jsme hotovi, ve druhém pak, podle
induk£ního p°edpokladu, existují a′, q′ , r′ spl¬ující

a′ (bmf − anxn−mg) = q′g + r′
a bu¤ r′ = 0 nebo deg r′ < deg g. Tzn.

a′bmf =
(
q′ + a′anxn−m

)
g + r′ .

P°itom je-li bm = 1 nebo K je pole, pak podle induk£ního p°edpo-
kladu lze volit a′ = 1 a q′ , r′ jsou tak ur£eny jednozna£n¥. V tako-
vém p°ípad¥ ov²em získáme

bmf =
(
q′ + anxn−m

)
g + r′ ,

a je-li K pole, m·ºeme rovnost vynásobit b−1
m .

P°edpokládejme, ºe f = q1g + r1 je jiné °e²ení. Pak
0 = f − f = (q − q1)g + (r − r1) a bu¤ je r = r1, nebo
deg(r − r1) < deg g. V prvém p°ípad¥ odtud ov²em plyne i
q = q1, protoºe K[x] neobsahuje d¥litele nuly. Nech´ axs je £len
nejvy²²ího stupn¥ v q − q1 ̸= 0 (ur£it¥ existuje). Potom jeho
sou£in se £lenem nejvy²²ího stupn¥ v g musí být nulový (protoºe
nejvy²²í stupe¬ dostaneme tak, ºe vynásobíme nejvy²²í stupn¥).
To ov²em znamená, ºe a = 0. Protoºe axs byl nejv¥t²í nenulový
stupe¬, nutn¥ dostáváme, ºe q − q1 ºádné nenulové monomy
neobsahuje, je tedy ur£it¥ nulové. Pak ov²em i r = r1. □

Proceduru d¥lení se zbytkem m·ºeme okamºit¥ vyuºít
k diskusi ko°en· polynom·. Uvaºme tedy polynom f ∈ K[x],
deg f > 0 a zkusme jej vyd¥lit polynomem x − b, b ∈ K.
Protoºe je vedoucí koe�cient jedni£ka, algoritmus pro d¥lení
dává jednozna£ný výsledek. Dostáváme tedy jednozna£n¥ zadané
polynomy q a r spl¬ující f = q(x − b) + r, kde r = 0 nebo
deg r = 0, tj. r ∈ K. Tzn., ºe hodnota polynomu f v b ∈ K
je rovna práv¥ f (b) = r. Z toho plyne, ºe prvek b ∈ K je
ko°en polynomu f práv¥, kdyº (x − b)|f . Protoºe po vyd¥lení
polynomem stupn¥ jedna vºdy klesne stupe¬ výsledku alespo¬
o jedni£ku, dokázali jsme následující tvrzení:

D·sledek. Kaºdý polynom f ∈ K[x] má nejvý²e deg f ko°en·.
Zejména tedy zadávají polynomy nad nekone£ným oborem inte-
grity stejná zobrazení K→ K, práv¥ kdyº jde o stejné polynomy.

Skute£n¥ dva polynomy nad oborem integrity, které zadávají
stejné zobrazení K → K, mají rozdíl, jehoº ko°enem je kaºdý
prvek v K. To v²ak znamená, ºe pokud by jejich rozdíl nebyl nu-
lový polynom, pak K má nejvý²e tolik prvk·, kolik je maximum
ze stup¬· uvaºovaných polynom·.

Zatímco reálné polynomy mohou být i úpln¥ bez ko°en·, kaº-
dý komplexní polynom naopak takovýto rozklad p°ipou²tí. To je
obsahem tzv. základní v¥ty algebry, kterou pro úplnost uvádíme
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Zrcadlení g jsou v²echna °ádu 2 a je jich 9. P°itom je zjevn¥

|Sg| = 4, celkový p°ísp¥vek je proto 4 · 9 = 36.
Dv¥ rotace g o úhel 2π/3 nebo 4π/3 mají °ád 3 a |Sg| = 3. Jejich

p°ísp¥vek je tedy 6.

Kone£n¥ zbývajících rotací (°ádu 9 v D9) je 6 a nenechávají na

míst¥ ºádný prvek, do celkové sumy tedy ni£ím nep°ispívají.

Celkem dostáváme podle formule z Burnsidova lemmatu:

N = 1
|D9|

∑
g∈D9

|Sg| = 126
18
= 7.

Najd¥te si p°íslu²ných sedm r·zných náhrdelník·! □

11.59. Ur£ete po£et obarvení polí£ek tabulky 3 × 3 t°emi barvami,

povaºujeme-li za stejná obarvení, která na sebe p°ejdou p°i n¥jaké sy-

metrii tabulky (tedy rotací nebo zrcadlením).

�e²ení. Grupa symetrií tabulky je grupou symetrií £tverce, tedy di-

hedrální grupaD4. V²ech obarvení tabulky, pokud povaºujeme kaºdé

polí£ko za jedine£né, je 39. Na t¥chto obarveních nám tedy p·sobí

grupa G = D4. Postupn¥ projdeme v²echny symetrie g z G a ur£íme,

kolik takových obarvení zachovávají:

• g = Id: |Sg| = 39.

• g je rotace o 90◦ £i o 270◦(= −90◦): P°i takové rotaci

p°ejde libovolné rohové pole na sousední rohové pole. Aby

se obarvení nezm¥nilo, musí mít v²echna rohová pole stej-

nou barvu. Obdobn¥ musí mít stejnou barvu st°edová polí£ka

stran. St°edové polí£ko celé tabulky pak m·ºe být libovolné.

Celkem existuje 33 r·zných obarvení, která se nezm¥ní,

provedeme-li s tabulkou jednu z uvaºovaných rotací.

• g je rotace o 180◦: �ty°i dvojice polí£ek st°edov¥ symetric-

kých podle st°edu tabulky musí mít stejnou barvu, st°edové

polí£ko pak m·ºe op¥t být obarveno libovoln¥. Celkem

|Sg| = 35.

• g je jednou ze £ty° osových symetrií: Polí£ka, která se p°i

osové symetrii zachovávají (jsou t°i), mohou být obarvena

libovoln¥, zbylých ²est polí tvo°í t°i dvojice polí£ek, které se

na sebe p°i osové symetrii zobrazí. Polí£ka ve dvojici musí

tedy mít stejnou barvu. Celkem |Sg| = 36.

Podle Burnsidova lemmatu je po£et hledaných obarvení roven
1
8

(
39 + 2 · 34 + 35 + 4 · 36

) = 2862. □

11.60.

a) Ur£ete v²echny rota£ní symetrie pravidelného osmist¥nu.
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s (v podstat¥) kompletním d·kazem. Díky tomuto výsledku víme,
ºe kaºdý polynom vC[x] má tolik ko°en·, v£etn¥ násobnosti, jako
je jeho stupe¬ deg f = k. Proto p°ipou²tí vºdy rozklad tvaru

f (x) = b(x − a1) · (x − a2) . . . (x − ak)

s vhodnými komplexními ko°eny ai a vedoucím koe�cientem b.

11.20. V¥ta (Základní v¥ta algebry). Pole C je algebraicky
uzav°ené, tj. kaºdý polynom stupn¥ alespo¬ 1 má ko°en.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe f ∈ C[z] je nenulový polynom,
který nemá ko°en, tj. f (z) ̸= 0 pro v²echna z ∈ C.
De�nujme zobrazení

φ : C→ C, z 7→ f (z)

|f (z)| ,

tj. φ zobrazí celé C do jednotkové kruºnice K1 = {eit , t ∈ R} ⊆
⊆ R2 = C. Díky na²emu p°edpokladu o nenulovosti f (z) je to
skute£n¥ dob°e de�nované zobrazení. Dále de�nujme zobrazení
s hodnotami v kruºnici Kr ⊆ C se st°edem v nule a polom¥rem
r ≥ 0:

ψr : R→ Kr , t 7→ ψ(t) = reit .
Pro kaºdé r ∈ ⟨0,∞) máme de�nováno spojité zobrazení
κr = φ ◦ ψr : R → K1. Ze spojité závislosti κ na parametru
r navíc vyplývá existence zobrazení αr : R → R jednozna£n¥
zadaného podmínkami 0 ≤ αr(0) < 2π a κr(t) = eiαr (t) . Získané
zobrazení αr op¥t spojit¥ závisí na r. Celkem tedy máme spojité
zobrazení

α : R× ⟨0,∞)→ R, (t, r) 7→ αr(t)

a z jeho konstrukce plyne, ºe pro v²echna r je
1

2π (αr(2π) − αr(0)) = nr ∈ Z. Protoºe je α spojité,
znamená to, ºe nr je celo£íselná konstanta nezávislá na r. Podí-
vejte se na obrázek, odkud kam jdou jednotlivá zobrazení v na²í
konstrukci!

Pro dokon£ení d·kazu si sta£í uv¥domit, ºe pokud f = a0 +
· · · + adzd a ad ̸= 0, pak pro malá r se bude αr chovat podobn¥
jako konstantní zobrazení, zatímco pro velká r to vyjde stejn¥, jako
kdyby f = zd . Nejprve si spo£t¥me, jak tedy nr dopadne p°i
f = zd , pak toto tvrzení up°esníme a d·kaz tím bude ukon£en.
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b) Ur£ete po£et obarvení pravidelného osmist¥nu t°emi

barvami, povaºujeme-li za stejná ta obarvení, která na sebe

p°ejdou p°i n¥jaké rotaci osmist¥nu.

�e²ení.

a) Umístíme-li osmist¥n do kartézské sou°adné soustavy tak, ºe

dvojice prot¥j²ích vrchol· bude na osách a st°ed v po£átku

sou°adnic, pak je kaºdá rota£ní symetrie dána tím, který

z osmi vrchol· bude po jejím provedení na ose z �dole� a

která ze £ty° z n¥j vedoucích hran z n¥j p·jde �dop°edu na-

horu�. Grupa má tedy celkem 24 prvk·. Jde o rotace o±90◦

a o 180◦ okolo os procházejících prot¥j²ími vrcholy, o ro-

tace o 180◦ podle os procházejících st°edy prot¥j²ích hran

a kone£n¥ o rotace o ±120◦ okolo os procházejích st°edy

prot¥j²ích st¥n.

b) Obarvení osmist¥nu, povaºujeme-li kaºdou st¥nu za

jedine£nou, je celkem 38. Pro kaºdou rota£ní symetrii

g spo£t¥me, kolik zachovává r·zných obarvení:

� g je rotace o ±90◦ podle osy procházející prot¥j²ími vr-

choly. Potom g zachovává 32 obarvení. Takových rotací

je celkem 6.
� g je rotace o 180◦ podle osy procházející prot¥j²ími vr-

choly nebo podle osy procházející st°edy prot¥j²ích hran.

Potom g zachovává 34 r·zných obarvení. Takových rotací

je celkem 3+ 6 = 9.
� g je rotace o±120◦. Potom g zachovává op¥t 34 r·zných

obarvení. Takových rotací je osm.

Celkem je hledaný po£et obarvení roven
1
24

(
38 + 6 · 32 + 17 · 34

) = 333.

□

11.61. Kolik r·zných náramk· lze sestavit práv¥ z devíti bílých, ²esti

£ervených a t°í £erných korálk·? (dva náramky povaºujeme za stejné,

pokud se li²í pouze n¥jakou rotací v prostoru)
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Funkce C→ C, z 7→ zd , z 7→ zd

|zd | se snadno vyjád°í pomocí
goniometrického tvaru komplexních £ísel z = r(cosα + i sinα):

zd = rd (cos dα + i sin dα) = rd eidα ,

zd

|zd | = 1(cos dα + i sin dα) = eidα .

Zobrazení φ je tedy v tomto p°ípad¥ pouze oto£ení komplexní ro-
viny, následované st°edovou projekcí na jednotkovou kruºnici.

Pak tedy κr(t) = eidt , a proto αr(t) = dt nezávisle na r.
Odtud pro na²i volbu f = zd vyplývá nr = d. Pokud zvolíme
f = azd , a ̸= 0, nebude to mít na p°edchozí výsledek ºádný vliv
(p°esv¥d£te se!).

Zvolme nyní obecný polynom f = a0 + · · · + adzd , který
nemá ko°en. Víme tedy, ºe a0 ̸= 0 (pokud by bylo a = 0, existoval
by ko°en). Pro z ̸= 0 platí

f (z)

adzd
= 1+ 1

ad
(a0z

−d + · · · + ad−1 z
−1),

a proto lim|z|→∞ f (z)

adz
d = 1. Kdyº tohle víme, m·ºeme spo£ítat

lim|z|→∞

∣∣∣∣ f (z)|f (z)| −
adz

d

|adzd |
∣∣∣∣ =

= lim|z|→∞

∣∣∣∣f (z)adzd

adz
d

|adzd |
|adzd |
|f (z)| −

adz
d

|adzd |
∣∣∣∣ = 0.

Proto nr = d pro velká r.
Podobnou úvahu ud¥láme i pro malá r. P°ipome¬me si, ºe

a0 ̸= 0:

f (z)

a0
= 1+ 1

a0
(a1z+ · · · + adzd),

proto lim|z|→0
f (z)
a0
= 1. P°itom op¥t platí f (z)

|f (z)| = f (z)
a0

a0|a0|
|a0||f (z)| .

Odtud lim|z|→0
f (z)
|f (z)| = lim|z|→0

a0|a0| , tj. nr = 0 pro malá r. Cel-
kem vidíme, ºe stupe¬ na²eho polynomu je d = 0. □

11.21. Nejv¥t²í spole£ný d¥litel polynom·. Uvaºme okruh
polynom· K[x] nad oborem integrity K. �ekneme,
ºe h je nejv¥t²í spole£ný d¥litel dvou polynom·
f a g ∈ K[x] jestliºe:

• h|f a zárove¬ h|g,
• jestliºe k|f a zárove¬ k|g, pak také k|h.
Jako p°ímý d·sledek existence algoritmu pro jednozna£né

d¥lení se zbytkem dostáváme následující d·leºitou Bezoutovu rov-
nost (její d·kaz se o d¥lení se zbytkem opírá úpln¥ stejn¥ jako tomu
bylo v kapitole 10 u celých £ísel).

V¥ta. Nech´ K je pole a nech´ f, g ∈ K[x]. Pak existuje nejv¥t²í
spole£ný d¥litel h polynom· f a g. Polynom h je ur£ený jedno-
zna£n¥ aº na násobek nenulovým skalárem. P°itom existují poly-
nomy A,B ∈ K[x] takové, ºe h = Af + Bg.

D·kaz. P°ímá konstrukce polynom· h, A a B se provede
tzv. Euklidovým algoritmem. Provádíme postupn¥ d¥lení se zbyt-
kem (K je pole, takºe to vºdy umíme jednozna£n¥, viz p°edchozí
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�e²ení. Grupa symetrií náramku je dihedrální grupaD18 o 36 prvcích.
Ta operuje na mnoºin¥ náramk·, kde máme pevn¥ o£íslovaná místa

na náramku (od jedné do osmnácti), t¥ch je 18!/(9!6!3!) = 4084080.
Symetrie, které zachovávají nenulový po£et takovýchto náramk·, jsou

zjevn¥ pouze rotace o 120◦ a 240◦ a zrcadlení podle osy procházející
prot¥j²ími vrcholy (takových je dev¥t) a samoz°ejm¥ identita. Podle

Burnsidova lematu je hledaný po£et náramk· roven

1
36

(
4084080+ 2 ·

(
6
3

)(
3
3

)
+ 9 ·

(
8
4

)(
4
3

))
= 113590.

□

11.62. Ur£ete, kolik existuje náramk· sestavených z práv¥ ²esti stej-

ných bílých, ²esti stejných £ervených a ²esti stejných £erných korálk·,

p°i£emº dva náramky povaºujeme za stejné, pokud se li²í n¥jakou ro-

tací (v prostoru). ⃝
11.63. Ur£ete, kolik existuje náramk· sestavených z práv¥ osmi stej-

ných bílých, osmi stejných £ervených a osmi stejných £erných korálk·,

p°i£emº dva náramky povaºujeme za stejné, pokud se li²í n¥jakou ro-

tací (v prostoru). ⃝
11.64. Kolik existuje náramk· sloºených ze t°í stejných bílých a ²esti

stejných £erných korálk·, povaºujeme-li dva náramky za stejné, lze-li

jeden na druhý p°evést rotací (v prostoru)? ⃝

D. Okruhy

11.65. Rozhodn¥te, zda mnoºina R s operacemi⊕,⊙ tvo°í okruh, ko-

mutativní okruh, obor integrity £i t¥leso:

i) R = Z, a ⊕ b = a + b + 3, a ⊙ b = −3,
ii) R = Z, a ⊕ b = a + b − 3, a ⊙ b = a · b − 1,
iii) R = Z, a ⊕ b = a + b − 1, a ⊙ b = a + b − a · b,
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lemma):

f = q1g + r1,
g = q2r1 + r2,
r1 = q3r2 + r3,
...

rp−1 = qp+1rp + 0.

V tomto postupu neustále klesají stupn¥ ri , proto jist¥ nastane
rovnost z posledního °ádku (pro vhodné p) a ta °íká, ºe rp|rp−1.
Z p°edposledního °ádku pak ale plyne rp|rp−2 a postupn¥ dojdeme
aº nazp¥t k prvnímu a druhému °ádku, které dají rp|g a rp|f .

Pokud h|f a h|g, pak ze stejných rovností postupn¥ plyne, ºe
h d¥lí v²echny ri , zejména tedy rp, tzn. získali jsme nejv¥t²ího
spole£ného d¥litele h = rp polynom· f a g.

Nyní m·ºeme postupn¥ dosazovat z poslední do p°edchozích
rovnic:

h = rp = rp−2 − qprp−1 =
= rp−2 − qp(rp−3 − qp−1rp−2) =
= −qprp−3 + (1+ qp−1)rp−2 =
= −qprp−3 + (1+ qp−1qp)rp−2 =
= −qprp−3 + (1+ qpqp−1)(rp−4 − qp−2rp−3) =
...

= Af + Bg. □

11.22. Podílová t¥lesa. Kdyº se potýkáme s celo£íselnými
výpo£ty, je £asto technicky výhodn¥j²í pracovat
v £íslech racionálních a aº na konci postupu ov¥°it,
ºe výsledek musí ve skute£nosti být celo£íselný.
Takto jsme uº postupovali mnohokrát. P°i práci

s polynomy nám bude podobný postup uºite£ný také.
Nech´ K je komutativní okruh (s jedni£kou) bez d¥litel· nuly.

Jeho podílové t¥leso de�nujeme jako t°ídy ekvivalence dvojic
(a, b) ∈ K × K, b ̸= 0, které zapisujeme a

b
, a ekvivalence je

dána
a

b
= a′

b′ ⇔ ab′ = a′b.

S£ítání a násobení de�nujeme prost°ednictvím reprezentant· t°íd

a

b
+ c

d
= ad + bc

bd
,

a

b

c

d
= ac

bd
.

Snadno se ov¥°í korektnost této de�nice a v²echny axiomy komu-
tativního t¥lesa. Zejména je 0

1 neutrální prvek vzhledem ke s£ítání,
1
1 je neutrální prvek vzhledem k násobení a pro a ̸= 0, b ̸= 0 je
a
b
b
a
= 1

1 .
Podílové t¥leso okruhu K[x1, . . . , xr ] nazýváme t¥leso racio-

nálních funkcí a zna£íme jej K(x1, . . . , xr). V²echny algebraické
operace s polynomy v softwarových systémech jako je Maple nebo
Mathematica jsou provád¥ny ve skute£nosti nad podílovými t¥lesy,
tj. v t¥lesech racionálních funkcí, zpravidla s pouºitím K = Q.

Zformulujme si te¤ velice uºite£né (i elegantní) tvrzení, jehoº
d·kaz je docela p°ímo£arý, ale vyºaduje pom¥rn¥ technické dopra-
cování detail· (a odvíjí se na úrovni podílového t¥lesa racionálních
funkcí). Doporu£ujeme proto pe£liv¥ pro£íst následující odstavec
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iv) R = Q, a ⊕ b = a + b, a ⊙ b = b,
v) R = Q, a ⊕ b = a + b + 1, a ⊙ b = a + b + a · b,
vi) R = Q, a ⊕ b = a + b − 1, a ⊙ b = a + b + a · b.

⃝
�e²ení.

i) je okruh,

ii) není okruh,

iii) je obor integrity,

iv) není okruh,

v) je t¥leso,

vi) není okruh. □

11.66. Dokaºte, ºe podmnoºina komplexních £ísel Z[i] =
{a + bi | a, b ∈ Z} tvo°í obor integrity. Jedná se o t¥leso?
�e²ení. Libovolný podokruh oboru integrity je nutn¥ op¥t oborem in-

tegrity. V tomto p°ípad¥ uvaºujeme o podmnoºin¥ t¥lesa C (tedy i

oboru integrity). �e se jedná o podokruh je z°ejmé (opa£ná £ísla ve

zkoumané mnoºin¥ leºí, sou£in dvou £ísel rovn¥º). Inverze v²ak exis-

tují pouze pro £ísla 1, i, −1, −i (jedná se o tzv. podgrupu jednotek �

invertibilních prvk·). Nejedná se tedy o t¥leso. □

11.67. Uvaºujme v okruhu reálných 2 × 2 matic podokruh matic

tvaru

(
a −b
b a

)
. Dokaºte, ºe tento podokruh je izomorfní C.

�e²ení. Ukáºeme, ºe izomor�smus je daný zobrazením

φ :
(
a −b
b a

)
7→ a + ib. Pro sou£in prvk· v daném podokruhu

dostáváme formuli(
a −b
b a

)
·
(
c −d
d c

)
=
(
ac − bd −bc − ad
bc + ad ac − bd

)
a v C je (a + ib)(c+ id) = ac− bd + i(bc+ ad). Odud je vid¥t, ºe
φ je homomor�smus vzhledem k násobení. Protoºe s£ítání je de�no-

váno po sloºkách, je z°ejm¥ φ i homomor�smus vzhledem ke s£ítání,

a jedná se tedy o homomor�smus okruh·. Toto zobrazení je evidentn¥

injektivní i surjektivní a proto izomor�smus. □

11.68. Dokaºte, ºe identita je jediný automor�smus pole reálných

£ísel.

�e²ení. M¥jme n¥jaký automor�smus φ : R → R. Základním
p°edpokladem je φ(0) = 0 a φ(1) = 1. Protoºe φ je homomor�s-

mus vzhledem ke s£ítání, tak pro v²echna p°irozená n platí φ(n) =
= φ(1 + 1 + · · · + 1) = nφ(1) = n a φ(−n) = −n, a protoºe
je homomor�smus vzhledem k násobení, tak pro celá £ísla p, q máme
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a p°ípadn¥ pak p°i prvním £tení p°esko£it dal²í t°i lemmata d·kazu
(a pokra£ovat na stran¥ 668).

11.23. V¥ta. Je-liK obor integrity s jednozna£ným rozkladem, pak
také okruh polynom· K[x] je obor integrity s jednozna£ným roz-
kladem.

D·kaz. My²lenka d·kazu je velice jednoduchá. Uvaºujme
polynom f ∈ K[x]. Je-li f rozloºitelný, pak je f =
f1 · f2, kde ºádný z polynom· f1, f2 ∈ K[x] není
jednotka. P°edpokládejme na chvíli navíc, ºe je-li f
d¥litelný nerozloºitelným polynomem h, pak jist¥ h

d¥lí f1 nebo f2.
Pokud tomu tak vºdy bude, docílíme postupnou aplikací p°ed-

chozí úvahy jednozna£ného rozkladu. Pokud je totiº f1 dále roz-
loºitelný, op¥t f1 = g1 · g2, kde g1, g2 nejsou jednotky, a p°itom
vºdy bu¤ oba polynomy g1 a g2 mají men²í stupe¬ neº f , nebo se
sníºí po£et nerozloºitelných faktor· ve vedoucích £lenech g1 a g2
(nap°. nad celými £ísly Z je 2x2 + 2x + 2 = 2(x2 + x + 1)). Proto
po kone£ném po£tu krok· dojdeme k rozkladu f = f1 . . . fr na
nerozloºitelné polynomy f1, . . . , fr .

Z na²eho dodate£ného p°edpokladu také plyne, ºe kaºdý ne-
rozloºitelný polynom h d¥lící f d¥lí n¥který z f1, . . . , fr . Proto
pro kaºdý dal²í rozklad f = f ′

1f
′
2 . . . f

′
s nutn¥ kaºdý z faktor· fi

d¥lí n¥který z f ′
j a v takovém p°ípad¥ musí být f ′

j = efi pro vhod-
nou jednotku e. Postupným krácením takových dvojic odvodíme,
ºe r = s a jednotlivé faktory se li²í pouze o násobky jednotek. □

Zbývá tedy dokázat, ºe je-li f = f1f2 d¥litelný nerozloºi-
telným polynomem h, pak jist¥ h d¥lí f1 nebo f2. Toto tvrzení
odvodíme v n¥kolika následujících odstavcích.

D·sledek. Je-li K obor integrity s jednozna£ným rozkladem, pak
také okruh polynom· K[x1, . . . , xr ] je obor integrity s jedno-
zna£ným rozkladem.

Vidíme tedy, ºe kaºdý polynom nad oborem integrity s jedno-
zna£ným rozklademm·ºeme rozloºit tak, jak to známe s polynomy
s reálnými nebo komplexními koe�cienty.

Zejména je tomu tedy tak pro polynomy nad jakýmkoliv po-
lem skalár·.

11.24. Lemma.
Nech´ K je obor integrity s jednozna£ným rozkladem. Pak

platí:
(1) Jsou-li a, b, c ∈ K, a je nerozloºitelné a a|bc, pak
bu¤ a|b nebo a|c.
(2) Jestliºe konstantní polynom a ∈ K[x] d¥lí f ∈ K[x]

pak a d¥lí v²echny koe�cienty polynomu f .
(3) Je-li a nerozloºitelný konstantní polynom v K[x] a a|fg,
f, g ∈ K[x], pak a|f nebo a|g.

D·kaz. (1) Podle p°edpokladu bc = ad pro vhodné d ∈ K
a nech´ d = d1 . . . dr , b = b1 . . . bs , c = c1 . . . cq jsou rozklady na
nerozloºitelné faktory. To znamená

ad1 . . . dr = b1 . . . bsc1 . . . cq .

Z jednozna£nosti rozkladu ad plyne a = ebj nebo a = eci pro
vhodnou jednotku e.

(2) Nech´ f = b0 + b1x + · · · + bnxn . Protoºe a|f , jist¥
existuje polynom g = c0 + c1x + . . . ckxk takový, ºe f = ag.
Odtud okamºit¥ plyne k = n, ac0 = b0, . . . , acn = bn.
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φ(p) = φ(q.
p

q
) = φ(p).φ(

p

q
). Odtud φ(p

q
) = p

q
, tj. φ(r) = r pro

v²echna racionální r.

Uvaºme kladné x ∈ R. Pak φ(x) = φ
(√
x

2
)
= φ

(√
x
)2 ≥

≥ 0. Proto pro libovolná x, y ∈ R, x < y platí φ(x) < φ(y). Nyní

p°edpokládejme, ºe φ není identické zobrazení, tj. φ(z) ̸= z pro n¥jaké
z ∈ R. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe φ(z) < z.

Protoºe je Q husté v R, tak existuje n¥jaké r ∈ Q, pro které platí

φ(z) < r < z. Víme ov²em, ºe φ(r) = r, a proto z r < z plyne

φ(r) < φ(z). Celkem tedy máme φ(z) < φ(r) < φ(z), coº je spor. □

11.69. Nech´ p je prvo£íslo a R je okruh s jednotkou obsahujíící p2

prvk·. Dokaºte, ºe R je komutativní.

�e²ení. Protoºe (R,+) je kone£ná komutativní grupa s p2 prvky, je

podle 11.8 izomorfní bu¤ Zp2 nebo Zp × Zp. V prvním p°ípad¥ je

(R,+) cyklická, a proto existuje prvek x ∈ R takový, ºe kaºdý prvek

R je tvaru nx pro n¥jaké 1 ≤ n ≤ p2. Protoºe v²echny takové prvky

spolu komutují, je celé R komutativní.

V druhém p°ípad¥ musí mít kaºdý prvek °ád p (vzhledem ke

s£ítání). Nech´ x ∈ R je libovolný prvek, který není v aditivní pod-

grup¥ generované jednotkou. Pak kaºdý prvekRmusí být tvarum+nx,
kde 1 ≤ m, n ≤ p. I takové prvky spolu z°ejm¥ komutují, a proto je

op¥t celé R komutativní. □

11.70. Ur£ete inverze prvk· 17, 18 a 19 v (Z∗
131, ·), tedy v grup¥

invertibilních prvk· ze Z131 s operací násobení.

�e²ení. Nalezneme pomocí Eukleidova algoritmu:

131 = 7 · 17+ 12,

17 = 1 · 12+ 5,

12 = 2 · 5+ 2,

5 = 2 · 2+ 1.

Je tedy 1 = 5−2·2 = 5−2(12−2·5) = 5·5−2·12 = 5·(17−12)−
2 · 12 = 5 · 17− 7 · 12 = 5 · 17− 7 · (131− 7 · 17) = 54 · 17− 7 · 131.
Inverze k 17 je 54. Obdobn¥ [18]−1 = 51 a [19]−1 = 69. □

11.71. Nalezn¥te inverzi prvku [49]Z253 v Z253 ⃝

11.72. Nalezn¥te inverzi prvku [37]Z208 v Z208. ⃝

11.73. Nalezn¥te inverzi prvku [57]Z359 v Z359. ⃝

11.74. Nalezn¥te inverzi prvku [17]Z40 v Z40. ⃝



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKÉ STRUKTURY

(3) Uvaºujme f, g ∈ K[x] jako vý²e a p°edpokládejme, ºe
a ned¥lí ani f ani g. Pak podle p°edchozího bodu existuje n¥jaké
i tak, ºe a ned¥lí bi , a n¥jaké j tak, ºe a ned¥lí cj . Zvolme ta-
ková i, j nejmen²í moºná. Koe�cient u xi+j v polynomu fg je
b0ci+j +b1ci+j−1 +· · ·+bi+jc0. Podle na²í volby a d¥lí v²echny
b0ci+j , . . . , bi−1cj+1 , bi+1cj−1 , . . . , bi+j c0. Zárove¬ ale ned¥lí
bicj . Proto nem·ºe d¥lit celý koe�cient. □
11.25. Lemma. Uvaºme podílové t¥leso L oboru integrityK s jed-
nozna£ným rozkladem. Je-li polynom f nerozloºitelný v K[x], je
nerozloºitelný také v L[x].

D·kaz. Kaºdý koe�cient a ∈ Km·ºeme povaºovat za prvek
a
1 ∈ L. Proto kaºdý nenulový polynom f ∈ K[x] m·ºeme uvaºo-
vat jako polynom v L[x] .

P°edpokládejme, ºe f = g′h′ pro vhodné g′, h′ ∈ L[x], kde
polynomy g′, h′ nejsou jednotky v L[x] (tzn. nejsou to konstantní
polynomy, nebo´ L je pole). Nech´ a je spole£ný násobek jmenova-
tel· koe�cient· v g′ a b je spole£ný násobek jmenovatel· koe�ci-
ent· v h′. Pak bh′, ag′ ∈ K[x] a platí abf = (bh′)(ag′). Nech´ c je
nerozloºitelný faktor v rozkladu ab. Pak c d¥lí (bh′)(ag′), a proto
c d¥lí polynom bh′ nebo polynom ag′ (podle p°edchozího lem-
matu). To ale znamená, ºe c m·ºeme vykrátit. Po kone£ném po£tu
takových krácení zjistíme, ºe f = gh pro polynomy g, h ∈ K[x].
P°itom stupe¬ polynom· se nem¥nil, proto i g a h nejsou kon-
stantní.

Tím jsme dokázali, ºe kdyº je f rozloºitelné vL[x], je rozloºi-
telné i vK[x] a odtud negací vyplývá i poºadovaná implikace. □
11.26. Lemma. Nech´ K je obor integrity s jednozna£ným roz-
kladem a f, g, h ∈ K[x]. P°edpokládejme, ºe f je nerozloºitelné
a f |gh. Pak bu¤ f |g nebo f |h.

D·kaz. Je-li f konstantní polynom (tj. prvek v K), pak jsme
tvrzení jiº dokázali, viz jedno z p°edchozích lemmat.

P°edpokládejme, ºe deg f > 0. Jiº víme, ºe f je nerozloºi-
telný také v L[x], kde L je podílové t¥leso okruhu K. P°edpoklá-
dejme tedy nejd°íve, ºe K je pole (a je tedy rovno svému podílo-
vému t¥lesu). P°edpokládejme dále, ºe f |gh a zárove¬ f ned¥lí
g. Ukáºeme, ºe pak jist¥ f |h. Nejv¥t²í spole£ný d¥litel polynom·
g a f musí být konstantní polynom vL, proto existujíA,B ∈ L[x]
takové, ºe 1 = Af +Bg. Odtud h = Afh+Bgh, a protoºe f |gh,
musí platit i f |h.

Vra´me se nyní k obecnému p°ípadu. Podle p°edchozího vy-
plývá z na²ich p°edpoklad·, ºe f |g nebo f |h v okruhu polynom·
L[x] nad podílovým t¥lesem L okruhu K. Nech´ nap°. h = kf

v L[x] a zvolme a ∈ K tak, aby ak ∈ K[x]. Pak ah = akf a pro
kaºdý nerozloºitelný faktor e ∈ a musí platit e|ak, protoºe f je ne-
rozloºitelný a nekonstantní. M·ºeme proto e krátit. Po kone£ném
po£tu takových krácení je z a jednotka, tzn. h = k′f pro vhodné
k′ ∈ K[x]. □

D·kaz tohoto lemmatu ukon£il celý d·kaz v¥ty 11.23.
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E. Okruhy polynom·

11.75.Eisensteinovo kriterium ireducibility.Udává, kdy je polynom

nad okruhem Z nerozloºitelný nad Q (coº je stejné jako nerozloºitel-

nost nad Z):
Bu¤

f (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

polynom nad Z a dále nech´ existuje prvo£íslo p tak, ºe

• p d¥lí aj , j = 0, . . . , n− 1,
• p ned¥lí an,

• p2 ned¥lí a0,

pak je f (x) nerozloºitelný nad Z (Q). Dokaºte toto kriterium. ⃝
11.76. Rozloºte nad C a nad R mnoho£len

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1.

�e²ení. P°íklad lze °e²it jak hledáním nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

s derivací, tak jako reciprokou rovnici:

• Spo£ítejme Eukleidovým algoritmem nejv¥t²ího spole£ného

d¥litele daného polynomu a jeho derivace 4x3+6x2+6x+2.
Nejv¥t²í spole£ný d¥litel je dán v libovolném okruhu aº

na násobek jednotky a i v pr·b¥hu Eukleidova algoritmu

m·ºeme mezivýsledky násobit jednotkami daného okruhu.

V p°ípad¥ okruhu polynom· nad okruhem skalár· jsou jed-

notky práv¥ v²echny skaláry. Násobíme tak, abychom se v co

nejv¥t²í mí°e vyhnuli po£ítání se zlomky.

2x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 2 : 2x3 + 3x2 + 3x + 1 = x + 1
2

2x4 + 3x3 + 3x2 + x
x3 + 3x2 + 3x + 2

x3 + 3
2
x2 + 3

2
x + 1

2
3
2
x2 + 3

2
x + 3

2
Dále d¥líme polynom 2x3 + 3x2 + 3x + 1 zbytkem 3

2x
2 +

3
2x + 3

2 (pronásobeným jednotkou 2
3 )

2x3 + 3x2 + 3x + 1 : x2 + x + 1 = 2x + 1

2x3 + 2x2 + 2x

x2 + x + 1

Násobné ko°eny p·vodního polynomu jsou práv¥ ko°eny

nejv¥t²ího spole£ného d¥litele tohoto polynomu se svojí deri-

vací, tedy ko°eny polynomu x2+x+1. Tentomá práv¥ ko°eny

− 1
2 ± i
√

3/2, které jsou dvojnásobnými ko°eny p·vodního
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3. Systémy polynomiálních rovnic

V praktických úlohách se £asto setkáváme s objekty nebo d¥ji
popsanými polynomy, resp. systémy polynomiálních
rovnic.

M·ºe jít o hledání p°íslu²nosti bodu k n¥jakému
t¥lesu, hledání extrém· na algebraicky popsaných

podmnoºinách mnohorozm¥rných prostor·, analýzu pohyb·
sou£ástí n¥jakého stroje atd.

11.27. A�nní variety. Pro jednoduchost (existence ko°en· poly-
nom·) budeme pracovat zejména nad polem komplexních £ísel,
nicmén¥ n¥které úvahy rozvineme pro obecné pole K.

A�nním n-rozm¥rným prostorem nad polem K rozumíme
Kn = K× · · · ×K︸ ︷︷ ︸

n

se standardní a�nní strukturou, viz za£átek

£tvrté kapitoly.
Jak jsme jiº vid¥li, polynom f =∑α aαx

α ∈ K[x1, . . . , xn]
lze p°irozeným zp·sobem chápat jako zobrazení f : Kn → K de-
�nované

f (u1, . . . , un) :=
∑
α

aαu
α, kde uα = uα1

1 · · · uαn
n .

V dimenzi n = 1 popisuje rovnost f (x) = 0 jen nejvý²e kone£n¥
mnoho bod· v K. Ve vy²²í dimenzi bude rovnost f (x1, . . . , xn)

popisovat podmnoºiny podobné, jako jsou k°ivky v rovin¥ nebo
plochy v trojrozm¥rném prostoru, mohou ale mít docela sloºité
a samoprotínající se tvary.

Nap°. mnoºina zadaná rovnicí (x2 + y2 )3 − 4x2y2 = 0 vy-
padá jako £ty°lístek. P¥kný obrázek dvourozm¥rné plochy dává tzv.
Whitneyho de²tník x2 −y2 z = 0, který krom¥ znázorn¥né £ásti na
obrázku obsahuje také celou p°ímku {x = 0, y = 0}.

Obrázek byl vykreslen s pomocí parametrického popisu
x = uv, y = v, z = u2, ze kterého nejspí² snadno uhádneme i
implicitní popis x2 − y2 z = 0.

Dal²í obrázek ukazuje tzv. Enneperovu plochu s parametrizací
x = 3u+ 3uv2 − u3, y = 3v + 3u2v − v3, z = 3u2 − 3v2.

668

polynomu. Rozklad polynomu nad C je tedy rozkladem na

sou£in ko°enových £initel· (tak je tomu podle základní v¥ty

algebry vºdy):

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1 =

=
(
x + 1

2
− i
√

3
2

)2

·
(
x + 1

2
+ i
√

3
2

)2

.

Rozklad nad R pak dostaneme vynásobením ko°enových zá-

vorek odpovídajících komplexn¥ sdruºeným ko°en·m poly-

nomu (tento sou£in musí být polynom s reálnými koe�cienty,

ov¥°te!):

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1 = (x2 + x + 1
)2
.

• �e²me rovnici

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1 = 0.

Vyd¥lením x2 a substitucí t = x + 1
x
dostáváme rovnici

t2 + 2t + 1 = 0

s dvojnásobným ko°enem −1. Dosazením do substituce do-

stáváme jiº známou rovnici x2+x+1 = 0 s vý²e uvedenými

°e²eními. □
Poznámka. P°ipome¬me na tomto míst¥ známé tvrzení, ºe jedinými

ireducibilnímy polynomy nad R jsou lineární polynomy a kvadratické

polynomy se záporným diskriminantem. Toto tvrzení vyplývá i z úvah

v p°edchozím p°íklad¥.

11.77. Rozloºte polynom x5 + 3x3 + 3 na ireducibilní sloºky nad

i) Q,

ii) Z7.

�e²ení.

i) Podle Eisensteinova kriteria je daný polynom ireducibilní

nad Z i Q (pouºijeme prvo£íslo 3).
ii) (x−1)2(x3+2x2−x+3). Nap°. pomocí Hornerova schematu

zjistíme dvojnásobný ko°en 1. Po vyd¥lení polynomem (x−
1)2 dostáváme polynom (x3 + 2x2 − x + 3), který jiº nemá

nad Z7 ko°eny. Proto je ireducibilní (kdyby byl rozloºitelný,

musel bymít jeden faktor stupe¬ jedna, tedy (x3+2x2−x+3)
by musel mít ko°en). □

11.78. Rozloºte polynom x4 + 1 nad

• Z3,

• C,
• R.
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T¥ºko si p°edstavit, jak z této parametrizace dopo£ítat
ru£n¥ implicitní popis, p°esto to budeme um¥t
algoritmicky zvládnout eliminací prom¥nných
u a v z t¥chto t°í rovnic.

Budeme k tomu ale muset vybudovat docela sloºitou teorii.
Za£neme jako obvykle formalizací objekt·.

Afinní variety

Nech´ f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]. A�nní varietou v Kn
ur£enou polynomy f1, . . . , fn nazveme mnoºinu

V(f1, . . . , fs) =
= {(a1, . . . , an) ∈ Kn; fi(a1, . . . , an) = 0, i = 1, . . . , s

}
A�nní variety jsou nap°íklad v²echny kuºelose£ky, kvadriky

a nadkvadriky singulární i regulární. Mnoho p¥kných k°ivek £i
ploch m·ºeme snadno popsat jako a�nní variety.

Varieta ur£ená více polynomy je pak pr·nik variet zadaných
jednotlivými polynomy. Tedy nap°íkladV(x2 + y2 − 1, z) je kruº-
nice se st°edem (0, 0, 0) a polom¥rem jedna leºící v rovin¥ xy.

Podobn¥ V(xz, yz) je sjednocení p°ímky x = 0, y = 0 a ro-
viny z = 0, protoºe práv¥ pro body t¥chto dvou útvar· jsou oba
polynomy xz, yz nulové.

Vidíme na t¥chto p°íkladech, ºe není lehké se vypo°ádat s poj-
mem dimenze. Sta£í zmín¥ná p°ímka navíc k rovin¥, aby na²e va-
rieta byla t°írozm¥rná, nebo ji je²t¥ budeme povaºovat za dvoj-
rozm¥rnou s jistou anomálií?

Následující p°ímo£aré tvrzení si ov¥°te samostatn¥:

V¥ta. Nech´ V = V(f1, . . . , fs),W = V(g1, . . . , gt ) ⊆ Kn jsou
a�nní variety. Potom i V ∪W a V ∩W jsou a�nní variety a platí

V ∩W = V(f1, . . . , fs, g1, . . . , gt ),

V ∪W = V(figj ) pro 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t .
Vnásledujících odstavcích semimo jiné pokusíme zodpov¥d¥t

otázky, které se v souvislosti s varietami bezprost°edn¥ nabízejí.

A. PlatíV(f1, . . . , fs) = ∅?
B. Je V(f1, . . . , fs) kone£ná mnoºina?
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�e²ení.

• (x2 + x + 2)(x2 + 2x + 2)
• Ko°eny jsou v²echy £tvrté odmocniny z −1, ty leºí v kom-
plexní rovin¥ na jednotkové kruºnici a mají argumenty po-
stupn¥ π/4, π/4+π/2, π/4+π a π/4+ 3π/2, jsou to tedy
£ísla ±√2/2± i√2/2. Rozklad tedy je(

x −
√

2
2

− i

√
2

2

)(
x −

√
2

2
+ i

√
2

2

)(
x +

√
2

2
− i

√
2

2

)(
x −

√
2

2
+ i

√
2

2

)
.

• Vynásobením ko°enových £initel· komplexn¥ sdruºených

ko°en· v rozkladu nad C dostáváme rozklad nad R:(
x2 −√2x + 1

) (
x2 +√2x + 1

)
.. □

11.79. Nalezn¥te polynom s racionálními koe�cienty a s co

nejmen²ím stupn¥m, jehoº ko°enem je £íslo 2007
√

2.

�e²ení. P(x) = x2007 − 2. Ukaºme, ºe neexistuje polynom

men²ího stupn¥ s ko°enem 2007
√

2. Bu¤ totiº Q(x) nenulový polynom

nejmen²ího stupn¥ s ko°enem 2007
√

2. Pak stQ(x) ≤ 2007. Vyd¥lme

P(x) polynomem Q(x) se zbytkem: P(x) = Q(x) · D(x) + R(x),
kde D(x) je neúplný podíl po d¥lení a R(x) zbytek po d¥lení,

stR(x) < stQ(x), nebo R(x) = 0. Dosazením £ísla 2007
√

2 do

poslední rovnice vidíme, ºe 2007
√

2 je ko°enem i polynomu R(x),

z de�nice polynomu Q(x) musí být tedy R(x) nulový polynom,

tedy Q(x) d¥lí P(x). Polynom P(x) je v²ak ireducibilní (podle

Eisensteinova kriteria), jeho jediným netriviálním d¥litelem je on sám

(aº na násobení jednotkou okruhu polynom· nad Q, tedy racionální

konstantou), je tedy Q(x) = P(x) (op¥t aº na pronásobení jednot-

kou). Nap°íklad polynom 1
3x

2007 − 2
3 také spl¬uje podmínky zadání.

Normovaný polynom spl¬ující tyto podmínky je v²ak jiº jediný a je

to polynom P(x). □

11.80. Najd¥te v²echny ireducibilní polynomy stupn¥ nejvý²e 2 nad

Z3.

�e²ení. Nerozloºitelné jsou z de�nice v²echny lineární mnoho£leny.

Nerozloºitelné polynomy stupn¥ dva dostaneme tak, ºe z mnoºiny

v²ech polynom· stupn¥ 2 nad Z3 �vy²krtáme� rozloºitelné poly-

nomy, tedy násobky dvojic lineáních polynom·. Reducibilní polynomy

stupn¥ dva jsou tedy: (x + 1)2 = x2 + 2x + 1, (x + 2)2 = x2 + x + 1,
(2x + 1)2 = (2 · (x + 2))2 = x2 + x + 1, (2x + 2) = x2 + 2x + 1,
x2 , x(x + 1) = x2 + x, x(x + 2) = x2 + 2x. Sta£í uvaºovat pouze
normované polynomy, ostatní z nich dostaneme násobením dvojkou

(rozmysli). Celkem normované ireducibilní polynomy stupn¥ 2 nad Z3

jsou x2 + 2x + 2, x2 + x + 2, x2 + 1. □



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKÉ STRUKTURY

C. Jak lze chápat pojem dimenze v p°ípad¥ variet?

V²echny tyto problémy lze �rozumn¥� °e²it pro variety
v oboru komplexních £ísel (resp. pro v²echna algebraicky
uzav°ená pole), pro £ísla reálná je to komplikovan¥j²í a prakticky
nemoºné je to pro obecná pole. Nap°íklad pro racionální £ísla
je ov¥°ení tvrzení V(xn + yn − zn) = ∅ známo jako tzv. velká
Fermatova v¥ta, mnohokrát zmi¬ovaná v kapitole desáté.

11.28. Parametrizace. Pro n¥které ryze praktické operace s va-
rietami je vhodné pouºívat implicitní reprezentaci (tedy aº dosud
pouºívané vyjád°ení). Nap°. zji²t¥ní, zda daný bod pat°í do variety,
resp. do ur£ité £ásti prostoru jí vymezené, je p°i implicitním po-
pisu docela snadné. Jindy je naopak daleko uºite£n¥j²í vyjád°ení
parametrické (nap°. jsme jej jiº pouºili p°i kreslení obrázk·).

Varieta V(x + y + z− 1, x + 2y − z− 3) je p°ímka (pr·nik
dvou rovin). �e²íme-li systém

x + y + z − 1 = 0,
x + 2y − z − 3 = 0,

dostaneme p°ímo parametrické vyjád°ení této p°ímky

x = −1− 3t,
y = 2− 2t,
z = t.

Racionální parametrizace

De�nice. Racionální parametrickou reprezentací vari-
ety V(f1, . . . , fr) ⊆ Kn rozumíme racionální funkce
r1, . . . , rn ∈ K(t1, . . . , ts) spl¬ující následující podmínky
• je-li xi = ri(t1, . . . , ts) pro i = 1, 2, . . . , n, pak
(x1, . . . , xn) ∈ V(f1, . . . , fr) pro libovolná t1, . . . , ts ;
• V(f1, . . . , fr) je minimální a�nní varieta obsahující takto
dané body (x1, . . . , xn).

V²imn¥me si, ºe p°i parametrizaci nepoºadujeme popis v²ech
bod· variety. To je podstatné, jak je vid¥t i na jednoduchém
p°íkladu parametrizace kruºnice v rovin¥,

x = 2t
1+ t2 , y =

−1+ t2
1+ t2 ,

kterou obdrºíme tzv. stereogra�ckou projekcí. (Ov¥°te si detailn¥!)
V²imn¥me si, ºe skute£n¥ dostaneme parametrizací v²echny body,
krom¥ bodu (0, 1), ze kterého promítáme. Ten totiº není dosaºi-
telný pro ºádnou hodnotu parametru t. To není zp·sobeno na²í
ne²ikovností, z rozdílných topologických vlastností p°ímky a kruº-
nice totiº vyplývá, ºe globální bijektivní racionální parametrizace
existovat nem·ºe.

V této souvislosti se nabízí dal²í otázky.

D. Existuje parametrizace dané variety, resp. lze ji nalézt?
E. Naopak umíme k parametricky zadané variet¥ najít její impli-

citní popis?

Obecná odpov¥¤ na otázku D je obecn¥ záporná. V podstat¥
lze tvrdit, ºe v¥t²inu a�nních variet parametrizovat nelze, respek-
tive neexistuje algoritmus parametrizace implicitního popisu.
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11.81. Rozhodn¥te, zda je následující polynom nad Z3 ireducibilní,

p°ípadn¥ nalezn¥te jeho rozklad:

x4 + x3 + x + 2.

�e²ení. Dosazením £ísel 0, 1, 2 zjistíme, ºe daný polynom nemá

v Z3 ko°en. Je tedy bu¤ ireducibilní nebo je sou£inem dvou polynom·

stupn¥ 2. Vzhledem k tomu, ºe daný polynom je normovaný, tak je-li

sou£inem n¥jakých dvou polynom· stupn¥ dva, je sou£inem i normo-

vaných polynom· stupn¥ dva (po p°ípadném pronásobení obou poly-

nom· dvojkou). Hledejme tedy konstanty a, b, c, d ∈ Z3 tak, aby

x4 + x3 + x + 2 = (x2 + ax + b)(x2 + cx + d) =
= x4 + (a + c)x3 + (ac + b + d)x2+
+ (ad + bc)x + bd.

Porovnáním koe�cient· u jednotlivých mocnin x dostáváme soustavu

£ty° rovnic o £ty°ech neznámých:

1 = a + c,
0 = ac + b + d,
1 = ad + bc,
2 = bd.

Z poslední rovnice je jedno z £ísel b, d rovno jedné, druhé pak dv¥ma,

vzhledem k symetrii soustavy v·£i dvojicím (a, b) a (c, d) m·ºeme

zvolit nap°íklad b = 1, d = 2. Z druhé rovnice potom ac = 0, tedy
jedno z £ísel a, b je nula, z první rovnice je pak druhé z nich jedni£ka.

Ze t°etí rovnice 2a + c = 1, je tedy a = 0, c = 1. Celkem
x4 + x3 + x + 2 = (x2 + 1)(x2 + x + 2). □

11.82. Pro libovolné liché prvo£íslo p ur£ete v²echny ko°eny poly-

nomu

P(x) = xp−2 + xp−3 + · · · + x + 2

v t¥lese Zp.

�e²ení. Vzhledem k rovnosti

xp−1 − 1 = (x − 1)(P (x)− 1)

jsou v²echna £ísla ze Zp krom¥ jedni£ky ko°eny P(x) − 1, nemohou

tedy být ko°eny P(x) + 1. Jedni£ka je ko°enem triviáln¥ vºdy, je to

tedy jediný ko°en. □

11.83. Rozloºte polynom p(x) = x2 + x + 1 v Z5[x] a Z7[x].

�e²ení. V Z5[x] je ireducibilní, v Z7[x] je p(x) = (x − 2)(x − 4). □
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Na první pohled je z°ejmé, ºe pro jednu a tutéº varietu exis-
tuje více implicitních, p°ípadn¥ i parametrických popis·. Nejedno-
zna£nosti implicitního jsou zp·sobeny reprezentací pomocí n¥ko-
lika �generujících� polynom· a zjevn¥ máme velikou volnost v je-
jich volb¥.

11.29. Ideály. Abychom se vyhnuli závislosti na jednotlivých
zvolených rovnicích zadávajících varietu, budeme
chtít uvaºovat i v²echny d·sledky zadaných rovnic.
To vede na následující algebraický pojem:

Ideály

De�nice. Mnoºinu I ⊆ K, kde K je komutativní okruh, nazveme
ideálem, platí-li 0 ∈ I a zárove¬

f, g ∈ I H⇒ f + g ∈ I,
f ∈ I, h ∈ K H⇒ f · h ∈ I.

Ideály m·ºeme generovat podmnoºinami, budeme pouºívat
zna£ení I = ⟨a1, . . . , an⟩. Tím máme na mysli

I =
{∑

i

aibi, bi ∈ K
}
.

Mnoºina generátor· m·ºe být také nekone£ná. Je-li generátor· jen
kone£ný po£et, °íkáme, ºe ideál je kone£n¥ generovaný.

Ideál variety

Pro varietu V = V(f1, . . . , fs) klademe

I(V ) := {f ∈ K[x1, . . . , xn];
f (a1, . . . , an) = 0, ∀ (a1, . . . , an) ∈ V

}
.

Lemma. Nech´ f1, . . . , fs, g1, . . . , gt ∈ K[x1, . . . , xn] jsou poly-
nomy. Pak platí

(1) jestliºe ⟨f1, . . . , fs⟩ = ⟨g1, . . . , gt ⟩, pak V(f1, . . . , fs) =
= V(g1, . . . , gt );

(2) I(V ) je ideál a platí ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊆ I(V ), kde
V = V(f1, . . . , fs).

D·kaz. Jestliºe n¥jaký bod (a1, . . . , an) pat°í variet¥
V(f1, . . . , fs), v tomto bod¥ se jist¥ nuluje i jakýkoliv polynom

f = h1f1 + · · · + hsfs,
tj. libovolný prvek ideálu I = ⟨f1, . . . , fs⟩. Proto se v n¥m dle
p°edpokladu nulují i v²echny polynomy gi . Ov¥°ili jsme tedy

V(f1, . . . , fs) ⊆ V(g1, . . . , gt ).

Opa£ná inkluze se dokáºe stejn¥.
Abychom ov¥°ili druhé tvrzení, zvolme g, g′ ∈ I(V ),

h ∈ K[x1, . . . , xn]. Pak zjevn¥ pro kaºdý bod a ∈ V
(gh)(a) = 0⇒ gh ∈ I(V ),

(g + g′)(a) = 0⇒ g + g′ ∈ I(V ).

Je tedy I(V ) ideál v K[x1, . . . , xn].
Pro libovolný f = h1f1 + · · · + hsfs ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩ a bod

a ∈ V je samoz°ejm¥ také f (a) = 0, coº ov¥°uje i dokazovanou
inkluzi. □
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11.84. Rozloºte polynom p(x) = x6 − x4 − 5x2 − 3 v C[x], R[x],
Q[x], Z[x], Z5[x], Z7[x] víte-li o n¥m, ºe má vícenásobný ko°en.

�e²ení. Euklidovým algoritmem zjistíme, ºe nejv¥t²í spole£ný d¥litel

p a derivace p′ je x2 + 1. Dvojnásobným vyd¥l¥ním polynomu p(x)

tímto faktorem zjistíme, ºe

p(x) = (x2 + 1)2(x2 − 3).

Tyto faktory jsou z°ejm¥ ireducibilní v okruzích Q[x] a Z[x].
V C[x] m·ºeme polynom vºdy rozloºit na lineární £initele,

v tomto p°ípad¥ sta£í rozloºit faktor x2 + 1, ale to je snadné

x2 + 1 = (x + i)(x − 1). Faktor x2 − 3 je roven (x −√3)(x +√3)
dokonce v R[x]. V okruhu C[x] je tedy

p(x) = (x + i)2(x − i)2
(
x −√3

) (
x +√3

)
a v R[x] je

p(x) = (x2 + 1)2
(
x −√3

) (
x +√3

)
.

V Z5[x] má plynom x2 + 1 ko°eny ±2 a polynom x2 − 3 nemá ºádné,

a proto

p(x) = (x − 2)2(x + 2)2(x2 − 3).

V Z7[x] nemá ko°en ani jeden z t¥chto polynom·, a proto rozklad na

ireducibilní faktory je totoºný s rozkladem v Q[x] a Z[x].
p(x) = (x2 + 1)2(x2 − 3). □

11.85. O polynomu p = x6 + x5 + 4x4 + 2x3 + 5x2 + x+ 2 víte, ºe

má vícenásobný ko°en x = i. Rozloºte jej na ireducibilní polynomy

v C[x],R[x],Z2[x],Z5[x] a Z7[x]. Polynom q = x2y2 + y2 + xy +
x2y + 2y + 1 vyd¥lte se zbytkem ireducibilními faktory polynomu

p v R[x] a výsledek vyuºijte k vy°e²ení soustavy polynomiálních rov-

nic p = q = 0 nad C.

�e²ení. p = (x2 + 1)2(x2 + x + 2), v Z2: p = x(x + 1)5, v Z5:

p = (x − 2)2(x + 2)2(x2 + x + 2), v Z7: p = (x2 + 1)2(x + 4)2. Pro
druhý polynom dostáváme q = (y2 + y)(x2 + x + 2)− y2 (x + 1)+ 1
a q = (y2 + y)(x2 + 1) + y(x + 1) + 1. Je-li tedy x = α ko°enem

x2 + x + 2, tj. α = − 1
2 ± 1

2 i
√

7, pak je y = 1√
1+α . Pokud x = β je

ko°enem faktoru x2 + 1, tj. β = ±i, pak je y = − 1
1+β □

11.86. Rozloºte na ireducibilní faktory R[x] a poté v C[x] polynom

4x5 − 8x4 + 9x3 − 7x2 + 3x − 1.

⃝
11.87. Rozloºte na ireducibilní faktory v R[x] a poté v C[x] polynom

x5 + 3x4 + 7x3 + 9x2 + 8x + 4.

⃝
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Nejjednodu²²í p°íklady jsou triviální variety � jeden bod a celý
a�nní prostor:

I
({(0, 0, . . . , 0)}) = ⟨x1, . . . , xn⟩,

I(Kn) = {0} pro libovolné nekone£né pole K.
Inkluze opa£ná k druhé £ásti v¥ty obecn¥ neplatí. Nap°íklad
varieta V(x2 , y2 ) má jediný bod � (0, 0). I(V ) je potom
⟨x, y⟩ ⊃ ⟨x2 , y2 ⟩.
Jsou-li V,W ⊆ Kn variety, pak platí

V ⊆ W H⇒ I(V ) ⊇ I(W).

Neboli polynomy, které se nulovaly na n¥jaké variet¥, se nutn¥
musí nulovat i na její podmnoºin¥.

M·ºeme hned formulovat dal²í p°irozené problémy:

F. Je kaºdý ideál I ∈ K[x1, . . . , xn] kone£n¥ generovaný?
G. Lze algoritmicky zjistit, zda f ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩?
H. Jaký je p°esný vztah mezi ⟨f1, . . . , fs⟩ a I

(
V(f1, . . . , fs)

)
?

11.30. Dimenze 1. Podívejme se na polynomy v jedné prom¥nné
x

f = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an, kde a0 ̸= 0.
Vedoucí £len polynomu de�nujeme jako LT(f ) := a0x

n (ozna£ení
pochází z anglického �leading term�). Z°ejm¥ platí

deg f ≤ deg g ⇐⇒ LT(f )|LT(g).
Nech´K je pole a g nenulový polynomu. Víme, ºe kaºdý polynom
f ∈ K[x] lze jednozna£n¥ psát jako

f = q · g + r, kde r = 0 nebo deg r < deg g.

Jde ve skute£nosti o algoritmický postup, podíl q a zbytek
r po£ítá následující algoritmus:

(1) q := 0, r := f
(2) while r ̸= 0 ∧ LT(g)|LT(r)

(a) q := q + LT(r)/LT(g)
(b) r := r − LT(r)/LT(g) · g

Pro pr·chod cyklem platí invariant f = q · g + r, algoritmus
tedy dává správný výsledek, pokud se zastaví. Stupe¬ r se kaºdým
pr·chodem zmen²uje, proto k zastavení nutn¥ dojde.

D·sledek. Nech´ K je pole. Pak kaºdý ideál v okruhu polynom·
K[x] je tvaru ⟨f ⟩.

D·kaz. Uvaºme jakýkoliv ideál I ⊆ K[x]. Je-li I = {0}, pak
je generován nulovým polynomem. Jestliºe I obsahuje nenulový
polynom f , pak jist¥ obsahuje i polynom f minimálního stupn¥.
Jist¥ je pak ⟨f ⟩ ⊆ I .

Pro jakýkoliv jiný polynom g ∈ I spo£teme výsledek d¥lení
se zbytkem, tj. g = qf + r. Zjevn¥ je tedy qf ∈ I , a proto i r ∈ I .
Stupe¬ f byl ale minimální, takºe nutn¥ r = 0. Je tedy i g ∈ I
a I = ⟨f ⟩. □

Ideály generované jediným prvkem se nazývají hlavní ide-
ály. Okruh·m, které mají vlastnost z posledního lemmatu, °íkáme
okruh hlavních ideál·.

Nejv¥t²í spole£ný d¥litel h = GCD(f, g) polynom· f a g
lze op¥t spo£ítat algoritmicky (nejv¥t²í spole£ný d¥litel bude v
prom¥nné h v okamºiku zastavení algoritmu):

(1) h := f , s := g
(2) while s ̸= 0

(a) r := zbytek po d¥leni h/s
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11.88. Rozloºte polynom x4 − 4x3 + 10x2 − 12x + 9 nad R a nad C.
⃝

11.89. Rozhodn¥te, zda je následující polynom nad Z3 ireducibilní,

p°ípadn¥ nalezn¥te jeho rozklad na ireducibilní faktory:

x5 + x2 + 2x + 1.

⃝
11.90. Rozhodn¥te, zda je následující polynom nad Z3 ireducibilní,

p°ípadn¥ nalezn¥te jeho rozklad:

x4 + 2x3 + 2.

⃝
11.91. Ur£ete v²echny normované ireducibilní polynomy stupn¥ 2
nad Z5.

�e²ení. Polynomy ur£íme vylu£ovací metodou. Ze v²ech polynom·

stupn¥ dva nad Z5 vylou£íme v²echny, které nejsou ireducibilní, tedy

mají ko°en.

x2 ± 2, x2 ± x + 2, x2 ± 2x − 2, x2 − x ± 1, x2 ± 2x − 1. □

F. Okruh polynom· více prom¥nných

11.92. Ur£ete zbytek polynomu x3y+x+yz+yz4 v·£i bázi (x2y+
z, y + z) a uspo°ádaní <lex, <grlex.

�e²ení. □
Pro p°edstavu si uve¤me p°íklady n¥kterých variet zadaných poly-

nomy.

11.93. K°ivky v a�nní rovin¥R2. Kaºdý nenulový polynom f (x, y)

ve dvou prom¥nných zadává �k°ivku� v R2 rovnicí f (x, y) = 0. Jde
tedy o mnoºinu nulových bod· jednoho polynomu f , budeme ji zna£it

K = V(f ). Odvo¤te si, ºe je-li f = f1 . . . fk, pak V(f ) = V(f1) ∪
· · · ∪ V(fk).

P°íklady takto zadaných k°ivek jsou vedeny na následujících ob-

rázcích.

11.94. Pomocí Va²eho oblíbeného výpo£etního programu zakreslete

v rovin¥ k°ivku zadanou rovnicí x3 + x2 − y2 = 0.

�e²ení. Viz obrázek 1. □

11.95. Pomocí Va²eho oblíbeného výpo£etního programu zakreslete

v rovin¥ k°ivku zadanou rovnicí 2x4 − 3x2y + y2 − 2y3 + y4 = 0.

�e²ení. Viz obrázek 2. □
K°ivky se m·ºeme pokusit zadat rovnicemi x = f (t), y = g(t),

kde f, g ∈ R[t]. K°ivka je pak zadaná jako �polynomiální vloºení�

reálné p°ímky do roviny.
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(b) h := s
(c) s := r

Nech´ f = q · g + r a h = GCD(f, g). Potom h|r, g a zárove¬
∀p ∈ K[x] : p|r, g, tedy p|f a p|h.

Odtud h je GCD(r, g). Triviáln¥ GCD(h, 0) = h, proto algorit-
mus po£ítá správn¥ GCD(f, g). Protoºe stupn¥ r postupn¥ klesají,
algoritmus se nutn¥ zastaví.

Nejv¥t²í spole£ný d¥litel dvou polynom· tedy existuje. Je
ur£en jednozna£n¥ aº na násobek skalárem. Dva r·zné GCD se
totiº musí d¥lit navzájem a to je u polynom· moºné práv¥ v tomto
p°ípad¥.

Nejv¥t²ího spole£ného d¥litele více neº dvou polynom· de�-
nujeme takto: Je-li s > 2, potom

GCD(f1, . . . , fs) := GCD
(
f1,GCD(f2, . . . , fs)

)
.

Lemma. Pro polynomy f1, . . . , fs platí ⟨GCD(f1, . . . , fs)⟩ =
= ⟨f1, . . . , fs⟩.

D·kaz. GCD(f1, . . . , fs) d¥lí v²echny polynomy fi . Je tedy
hlavní ideál ⟨GCD(f1, . . . , fs)⟩ obsaºen v ideálu ⟨f1, . . . , fs⟩. Na-
opak z Bezoutovy rovnosti okamºit¥ plyne inkluze opa£ná. □

Poloºili jsme n¥kolik otázek. Tady jsou odpov¥di pro dimenzi
1:

• Protoºe V(f1, . . . , fs) = V(GCD(f1, . . . , fs)), problém
prázdnosti variety se redukuje na problém existence ko°ene
polynomu.
• Ze stejného d·vodu je varieta vºdy kone£nou mnoºinou izolo-
vaných bod· � ko°en· GCD(f1, . . . , fs) s jedinou výjimkou,
kdy GCD(f1, . . . , fs) = 0; to nastane pouze v p°ípad¥, ºe
f1 = f2 = · · · = fs = 0. Pak je varietou celá mnoºina K.
• Pojem dimenze v tomto p°ípad¥ postrádá smysl, v²echny vari-
ety mají coby diskrétní mnoºiny bod· dimenzi nulovou.
• Kaºdý ideál je generovatelný jediným polynomem.
• f ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩ ⇐⇒ GCD(f1, . . . , fs)|f .
• Ozna£íme-li ⟨f ⟩ := I(V(f1, . . . , fs)), pak
f a GCD(f1, . . . , fs) se mohou li²it pouze násobností
ko°en·.

11.31. Monomiální uspo°ádání. Abychom mohli zobecnit
d¥lení polynom· se zbytkem pro polynomy více
prom¥nných, najdeme nejprve dobrý ekvivalent
pojm· stupe¬ polynomu a vedoucí £len polynomu.

D¥lením se zbytkem polynomu f ∈ K[x1, . . . , xn] polynomy
g1, . . . , gs chceme rozum¥t vyjád°ení

f = a1g1 + · · · + asgs + r,
kde ºádný £len zbytku r nebude d¥litelný n¥kterým z vedoucích
£len· LT gi .

Zkusme to s f = x2y+xy2 +y2 , g1 = xy−1 a g2 = y2 −1.
Prvním d¥lením získáme

f = (x + y) · g1 + (x + y2 + y).
LT(y2−1) ned¥lí x (vedoucí £len zbytku), a tak bychom teoreticky
nemohli pokra£ovat dál.

P°esuneme-li v²ak toto x do zbytku, dostáváme teprve výsle-
dek

f = (x + y) · g1 + g2 + (x + y + 1).
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Obrázek 1. V(x3 + x2 − y2 )

Obrázek 2. V(2x4 − 3x2y + y2 − 2y3 + y4 )

11.96. Parametrizujte k°ivku (varietu)V(x3 + x2 − y2 ).

�e²ení. Parametrizaci odvodíme výpo£tem pr·nik· p°ímek y = tx

s danou k°ivkou, tj parametrizujeme sm¥rnicí t¥chto p°ímek. Tech-

nicky to znamená, ºe za y dosazujeme tx a z rovnice vyjád°íme x

pomocí t:

x3 + x2 − t2x2 = x2 (x + 1− t) H⇒ x = t − 1 ∨ x = 0.

Potom y = t2 (t − 1), nebo pro x = 0 je jediným vyhovujícím

bodem na k°ivce y = 0. Bod [0, 0] lze získat volbou t = 1 z uvedené

parametrizace, sta£í tedy uvaºovat pouze tuto parametrizaci. □
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Zde jiº ºádný £len zbytku není d¥litelný ºádným z LT(g1),
LT(g2).

Jak jsme ale vlastn¥ ur£ovali vedoucí £leny?

Uspo°ádání monom·

Úplné (lineární) dobré (tj. kaºdá neprázdná podmnoºina má
nejmen²í prvek) uspo°ádání < na Nn spl¬ující

∀α, β, γ ∈ Zn : α < β H⇒ α + γ < β + γ
nazveme monomiálním uspo°ádáním na K[x1, . . . , xn].

Uspo°ádání naNn indukuje uspo°ádání namonomech, jakmile
zvolíme po°adí prom¥nných x1 < x2 < . . . xn.

Kaºdý polynom lze v²ak p°eskládat jako klesající posloupnost
monom· (na koe�cienty te¤ nehledíme).

Následující t°i de�nice zavád¥jí nejb¥ºn¥ji uºívaná monomi-
ální uspo°ádání. V²echna se opírají o p°edem dané uspo°ádání jed-
notlivých prom¥nných, standardn¥ x1 > x2 > · · · > xn.

De�nice. Lexikogra�cké uspo°ádání je takové <lex, ºe pro kaºdé
α, β ∈ Nn platí

α >lex β ⇐⇒ nejlev¥j²í nenulový £len v α − β je kladný.

Gradované lexikogra�cké uspo°ádání je takové<grlex, ºe pro kaºdé
α, β ∈ Nn platí:

α >grlex β ⇐⇒ |α| > |β| nebo

|α| = |β| a zárove¬ α >lex β.

Gradované opa£né lexikogra�cké uspo°ádání je takové<grevlex, ºe
pro kaºdé α, β ∈ Nn platí:

α >grevlex β ⇐⇒ |α| > |β| nebo

|α| = |β| a zárove¬ nejprav¥j²í

nenulový £len(α − β) < 0.

Tedy x1 >grevlex x2 >grevlex · · · >grevlex xn, ale pokud
x > y > z, pak x2yz2 >grlex xy

3 z, ale x2yz2 <grevlex xy
3 z.

Ov¥°te si podrobn¥, ºe >lex, >grlex,>grevlex jsou skute£n¥ mo-
nomiální uspo°ádání.

11.32. D¥lení se zbytkem. Nech´ f =∑α∈Nn aαx
α je nenulový

polynom vK[x1, . . . , xn] a<monomiální uspo°ádání. Pak de�nu-
jeme:

• Stupe¬ multideg f := max{α ∈ Nn, aα ̸= 0},
• Vedoucí koe�cient LC f := amultideg f ,
• Vedoucí monom LM f := xmultideg f ,
• Vedoucí £len LT f := LC f · LM f .

Tyto pojmy jsou tedy pro polynomy více prom¥nných vesm¥s
siln¥ závislé na volb¥ konkrétního uspo°ádání.

Lemma. Nech´ f, g ∈ K[x1, . . . , xn] a uvaºme monomiální
uspo°ádání <. Pak

(1) multideg(f · g) = multideg f +multideg g,
(2) f + g ̸= 0 H⇒ multideg(f + g) ≤
≤ max{multideg f,multideg g}.
D·kaz. Plyne okamºit¥ p°ímo z de�nic. □

V¥ta. Nech´< je monomiální a F = (f1, . . . , fs) s-tice polynom·
v K[x1, . . . , xn]. Pak kaºdý f ∈ K[x1, . . . , xn] lze vyjád°it jako

f = a1f1 + · · · + asfs + r,
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O n¥co více k°ivek obdrºíme, kdyº budeme v parametrizaci uva-

ºovat podíly polynom· f = f1
f2
, g = g1

g2
. Hovo°íme pak o racionální

parametrizaci.

11.97. Odvo¤te parametrizaci kruºnice pomocí stereogra�cké pro-

jekce (viz obrázek)

�e²ení. Dozazením rovnice p°ímky y = x
t
+ 1 do rovnice kruºnice,

dostáváme rovnici

x2 +
(
x2

t2
− 2x

t
+
)
= 1,

s °e²ením x = 0 nebo parametrickým vyjád°ením

x = 2t
1+ t2 , y =

t2 − 1
1+ t2 ,

které v²ak nepostihuje bod [0, 1]. □
Poznámka.V²imn¥me si, ºe tentokrát vloºení reálné p°ímky dá pouze

�skoro v²echny body� parametrizované variety, jeden z nich (tj. bod,

z kterého promítáme) totiº není dosaºitelný pro ºádnou hodnotu para-

metru t. To není zp·sobeno na²í ne²ikovností, z rozdílných topologic-

kých vlastností p°ímky a kruºnice totiº vyplývá, ºe globální paramet-

rizace existovat nem·ºe.

Poznámka. Protoºe R není algebraicky uzav°ené pole, máme pro-

blémy s existencí ko°en· polynom·. V d·sledku toho se p°i malé

zm¥n¥ koe�cient· zadávající rovnice m·ºe drasticky zm¥nit výsledná

varieta. Nabízí se pracovat s komplexními polynomy v C[x, y] a jimi

zadanými podmnoºinami vC2. To nás nemusí nijak d¥sit, naopak na²e

p·vodn¥ reálné k°ivky jsou obsaºeny ve svých �komplexi�kacích� (re-

álné polynomy prost¥ chápeme jako komplexní, které mají náhodou re-

álné koe�cienty) a pouze získáváme bohat¥j²í nástroje pro popis jejich

vlastností (imaginární te£ny apod.).

Dále nám chybí �nevlastní body�. Nap°. p°i parametrizaci kruº-

nice m·ºeme chyb¥jící bod popsat jako obraz jediného nevlastního
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kde ai, r ∈ K[x1, . . . , xn] pro v²echna i = 1, 2, . . . , s. Navíc
r = 0 nebo r je lineární kombinací monom·, z nichº ºádný není
d¥litelný kterýmkoli z LT f1, . . . , LT fs , a pokud aifi ̸= 0, pak
multideg f ≥ multideg aifi pro kaºdé i.

Polynom r nazýváme zbytkem po d¥lení f/F .

D·kaz. V¥ta ne°íká nic o jednozna£nosti výsledku. Následu-
jící algoritmus dává jedno moºné °e²ení a je tedy d·kazem plat-
nosti v¥ty.

Nadále budeme výsledkem d¥lení se zbytkem chápat práv¥
tento výstup pevn¥ zvoleného algoritmu.

(1) a1 := 0, . . . , as := 0, r := 0, p := f
(2) while p ̸= 0

(a) i := 1
(b) d := false
(c) while i ≤ s ∧ not d

(i) if LT fi |LT p
ai := ai + LT p/LT fi
p := p − (LT p/LT fi) · fi
d := true

(ii) else i := i + 1
(d) if not d

(i) r := r + LT p
(ii) p := p − LT p

P°i kaºdém pr·chodu vn¥j²ím cyklem se práv¥ jednou provede
práv¥ jeden z p°íkaz· 2(c)i, 2(d)ii, a tedy stupe¬ p klesne. Proto
algoritmus skon£í.

Platí invariant f = a1f1+· · · +p+r a p°itom kaºdý £len kaº-
dého ai je podílem LT p/LT fi z n¥jakého okamºiku. Proto stupe¬
t¥chto £len· je men²í neº stupe¬ p v daném okamºiku a ten je
nejvý²e roven stupni f . Dohromady stupe¬ kaºdého aifi je men²í
nebo roven stupni f . □

V okruhu K[x1, . . . , xn] platí pouze implikace

f = a1f1 + · · · + asfs + 0 H⇒ f ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩.
Obrácení obecn¥ pro na²e d¥lení se zbytkem neplatí. Uvaºujme
f = xy2 − x, f1 = xy+ 1, f2 = y2 − 1. Potom algoritmus d¥lení
dá

f = y(xy + 1)+ 0(y2 − 1)+ (−x − y),
ale p°itom evidentn¥ f = x(y2 − 1), a tedy f ∈ ⟨f1, f2⟩.
11.33. Monomiální ideály. Ideál I ⊆ K[x1, . . . , xn] nazýváme

monomiální, jestliºe existuje mnoºina multiindex·
α ⊆ Nn taková, ºe I je generován práv¥ v²emi
monomy xα s α ∈ A.

To znamená, ºe v²echny polynomy v I jsou tvaru∑
α∈A hαxα , kde hα ∈ K[x1, . . . , xn].
Z°ejm¥ pro monomiální ideál I platí, ºe xβ ∈ I , práv¥ kdyº

existuje α ∈ A takové, ºe xα d¥lí xβ .

Lemma. Nech´ I ⊆ K[x1, . . . , xn] je monomiální ideál,
f ∈ K[x1, . . . , xn] polynom. Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní

(1) f ∈ I ,
(2) kaºdý £len polynomu f je prvkem I ;
(3) polynom f je lineární kombinací monom· z I s koe�cienty

z K.

675

bodu reálné p°ímky, tj. bodu v �nekone£nu�. T¥chto problém· se nej-

lépe zbavíme tím, ºe budeme pracovat v tzv. projektivním roz²í°ení

(reálné nebo komplexní) roviny.

Projektivní roz²í°ení je výhodné pouºívat v celé °ad¥ problém·,

jeho vyuºití také uvidíme p°i de�nici grupové operace na bodech elip-

tické k°ivky, viz ∥H∥.

11.98. (Komplexní kruºnice). Uvaºme mnoºiny bod·Xε = V(z2
1+

z2
2 − ε) ⊆ C2 pro libovolné ε ∈ R \ {0}. P°íslu²né reálné k°ivky jsou

Xε
R = Xε ∩ R2 =

{
kruºnice s polom¥rem

√
ε ε > 0,

∅ ε < 0.

Budeme psát zj = xj + iyj = xj +
√−1yj . Je tedy Xε zadáno jako

podmnoºina v R4 systémem dvou reálných rovnic

Re(z2
1 + z2

2 − ε) = x2
1 + x2

2 − y2
1 − y2

2 − ε = 0,

Im(z2
1 + z2

2 − ε) = 2(x1y1 + x2y2) = 0.

Lze proto o£ekávat, ºe Xε bude �dvourozm¥rná plocha� v R4. Zku-

síme si ji p°edstavit jako plochu v R3 ve vhodném pr·m¥tu R4 → R3.

Zvolme si za tím ú£elem zobrazení

φ+ : (x1, x2, y1, y2) 7→
x1, x2,

x1y2 − x2y1√
x2

1 + x2
2


Ozna£me je²t¥ V podmnoºinu v R4 zadanou druhou na²í rovnicí, tj.

V = {(x1, x2, y1, y2); x1y1 + x2y2 = 0, (x1, x2) ̸= (0, 0)}.
Zúºení zobrazení φ+ na V je invertibilní a jeho inverze ψ+ je dána

ψ+ : (u, v,w) 7→
(
u, v,− vw√

u2 + v2
,

uw√
u2 + v2

)
.

V²imn¥me si nyní, ºex1y2 − x2y1√
x2

1 + x2
2


2

= y2
1 + y2

2

a odtud vyplývá

φ+(V ∩Xε) = H ε = {(u, v,w); u2 + v2 − w2 − |ε| = 0}.
Nyní m·ºeme sloºit zkonstruovaná zobrazení

φε : Xε → V@ > φ+ >> R3 \ {(0, 0, 0)} ⊇ H ε

a pro kaºdé ε > 0 získáme bijekci φε : Xε → H ε. Reálná £ást této

variety je �nejuº²í kruºnice� na jednodílném rota£ním hyperboloidu

H ε, viz obrázek.
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D·kaz. Implikace (3) H⇒ (2) H⇒ (1) jsou z°ejmé.
Zbývá ukázat (1) H⇒ (3).

Zapi²me si polynom f = ∑α aαx
α , kde aα ∈ K. Z p°edpo-

kladu f ∈ I vyplývá, ºe lze také vyjád°it f = ∑β∈A hβx
β , kde

xβ ∈ I a hβ ∈ K[x1, . . . , xn].
Kaºdý £len aαxα se musí rovnat n¥kterému £lenu z druhé rov-

nosti. Jist¥ tedy kaºdý £len aαxα polynomu f m·ºeme vyjád°it
jako sou£et výraz· d xβ+δ , kde d ∈ K, xβ ∈ I . Pak ale také xα ∈ I ,
a tedy platí (3). □

D·sledek. Dva monomiální ideály splývají práv¥ tehdy, kdyº ob-
sahují stejné monomy.

11.34. V¥ta (Dicksonovo lemma). Kaºdý monomiální ideál
I = ⟨xα , α ∈ A⟩ ⊆ K[x1, . . . , xn] lze psát ve tvaru
I = ⟨xα1 , . . . , xαs ⟩, kde α1, . . . , αs ∈ A.

D·kaz. D·kaz provedeme indukcí podle po£tu prom¥nných.
V p°ípad¥ n = 1 je I ⊆ K[x], I = ⟨xα , α ∈ A ⊆
⊆ N⟩. Mnoºina v²ech exponent· v A má jist¥ mi-
nimum a de�nujeme β := minA. Potom z°ejm¥
xβ d¥lí v²echny monomy xα s α ∈ A a tedy také

I = ⟨xβ ⟩.
Uvaºujme nyní n > 1 a p°edpokládejme, ºe pro men²í po£ty

prom¥nných tvrzení platí. Pro p°ehlednost si ozna£íme prom¥nné
jako x1, . . . , xn−1, y a monomy budeme psát ve tvaru xα ym , kde
α ∈ Nn−1, m ∈ N. P°edpokládejme, ºe I ⊆ K[x1, . . . , xn−1, y] je
monomiální a de�nujme J ⊆ K[x1, . . . , xn−1] následovn¥

J := ⟨xα , ∃m ∈ N, xα ym ∈ I ⟩.
Z°ejm¥ je J monomiální ideál v n−1 prom¥nných a tedy podle in-
duk£ního p°edpokladu lze psát J = ⟨xα1 , . . . , xαs ⟩. Dále z de�nice
J vyplývá, ºe existují taková minimální mi ∈ N, ºe xαi ymi ∈ IA.
Ozna£me tedy m := max{mi} a de�nujme analogicky systém
ideál· Jk ⊆ K[x1, . . . , xn−1] pro 0 ≤ k ≤ m− 1

Jk := ⟨xβ ; xβ yk ∈ IA⟩.
Op¥t v²echny Jk spl¬ují induk£ní p°edpoklad a tedy je lze vyjád°it

Jk = ⟨xαk,1 , . . . , xαk,sk ⟩.
Zbývá ukázat, ºe I je generovaný práv¥ zkonstruovanou kone£nou
mnoºinou monom·

xα1 ym , . . . , xαs ym ,

xα0,1 y0 , · · · , xα0,s0 y0 ,

...

xαm−1,1 ym−1 , . . . , x
αm−1,sm−1 ym−1 .

Uvaºujme tedy libovolný monom xα yp ∈ I . Nastane jeden ze
dvou p°ípad·

• p ≥ m. Potom jist¥ xα ∈ J � k = p, a tedy n¥který
z xα1 ym , . . . , xαs ym d¥lí xα yp .
• p < m. Potom analogicky xα ∈ Jk a n¥který
z xαk,1 yk , . . . , xαk,sk yk d¥lí xα yp .

Podle p°edchozího lemmatu lze kaºdé f ∈ I vyjád°it jako lineární
kombinaci monom· z I , ty jsou jiº d¥litelné n¥kterým z na²ich ge-
nerátor·, proto f pat°í do ideálu jimi generovaného. Proto I je jeho
podmnoºinou. Opa£ná inkluze je zcela triviální a d·kaz Dickso-
nova lemmatu je hotov. □
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Pro ε < 0 m·ºeme zopakovat p°edchozí úvahy, pouze v de�nici

φ+ p°ehodíme prom¥nné x a y a znaménka:

φ− : (x1, x2, y1, y2) 7→
−y1,−y2,

−y1x2 + y2x1√
y2

1 + y2
2

 ,
coº p°ivodí zm¥nu inverze ψ−

ψ+ : (u, v,w) 7→
(
− vw√

u2 + v2
,

uw√
u2 + v2

,−u,−v
)
.

Nyní je op¥tH ε jednodílý rota£ní hyperboloid, ov²em jeho reálná £ást

je Xε
R = ∅.
V komplexním p°ípad¥ m·ºeme pozorovat, ºe p°i spojité zm¥n¥

koe�cient· se výsledná varieta v¥t²inou v podstat¥ nem¥ní, aº na jisté

�kastastro�cké� body, kdy m·ºe dojít ke kvalitativnímu skoku. �íká

se tomu princip permanence. V reálném p°ípad¥ tento princip v·bec

neplatí.

11.99. Projektivní roz²í°ení p°ímky a roviny. Reálný prostor

P1(R) je de�nován jako mnoºina v²ech sm¥r· vR2, tj. jeho body jsou

jednorozm¥rné podprostory vektorového prostoru R2.
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11.35. Hilbertova v¥ta. Nyní jiº máme nachystáno v²e pot°ebné
pro diskusi p¥kných bází ideál· v okruzích poly-
nom·. Hlavní my²lenkou je maximální vyuºití infor-
mací o vedoucích £lenech prvk· v bázi a v celém

ideálu.
Je-li I ⊆ K[x1, . . . , xn] nenulový, ozna£íme

LT I := {axα ; ∃f ∈ I : LT f = axα }.
Z°ejm¥ ⟨LT I ⟩ je monomiální ideál, proto podle Dicksonova lem-
matu lze psát ⟨LT I ⟩ = ⟨LT g1, . . . , LT gs⟩ pro n¥jaká vhodná
g1, . . . , gs ∈ I .
V¥ta. Kaºdý ideál I ∈ K[x1, . . . , xn] je kone£n¥ generovaný.

D·kaz. Pokud je I = {0}, je tvrzení triviální. Uvaºujme tedy
I ̸= {0}. Podle Dicksonova lemmatu a p°edchozí poznámky exis-
tují taková g1, . . . , gs ∈ I , ºe ⟨LT I ⟩ = ⟨LT g1, . . . ,LT gs⟩.

Z°ejm¥ ⟨g1, . . . , gs⟩ ⊆ I . Vezm¥me libovolné f ∈ I

a prove¤me d¥lení se zbytkem s-ticí g1, . . . , gs . Dostáváme

f = a1g1 + · · · + asgs + r,
kde ºádný £len r není d¥litelný LT g1, . . . ,LT gs .

Protoºe r = f − a1g1 − · · · − asgs , platí r ∈ I , a tedy
také LT r ∈ LT I . Z°ejm¥ tedy LT r ∈ ⟨LT I ⟩. P°ipus´me, ºe
r ̸= 0. Protoºe ⟨LT I ⟩ je monomiální, musí být LT r d¥litelný
n¥kterým z jeho generátor·, tj. LT g1, . . . ,LT gs . To je ov²em spor
s výsledkem algoritmu d¥lení. Proto r = 0 a I je generovaný
g1, . . . , gs . □

Gröbnerovy báze ideál·

11.36. De�nice. Kone£ná mnoºina generátor· g1, . . . , gs ideálu
I ⊆ k[x1, . . . , xn] se nazývá Gröbnerova báze, jestliºe platí
⟨LT I ⟩ = ⟨LT g1, . . . ,LT gs⟩.

Báze pouºitá v d·kazu Hilbertovy v¥ty byla Gröbnerova.

D·sledek. Kaºdý ideál I ⊆ K[x1, . . . , xn] má Gröbnerovu
bázi. P°itom kaºdá mnoºina polynom· g1, . . . , gs ∈ I spl¬ující
⟨LT I ⟩ = ⟨LT g1, . . . ,LT gs⟩ je Gröbnerovou bází ideálu I .

Ukaºme smysl p°edchozích obecných výsledk· na nejjed-
nodu²²ím p°ípad¥ polynom· stupn¥ jedna s lexikogra-
�ckým uspo°ádáním.

Ozna£me generátory fi = ∑
j ai,jxj + ai,0.

Uvaºujme matici A = (ai,j ), kde i = 1, . . . , s
a j = 0, . . . , n a aplikujme na ni Gaussovu eliminaci. Získáme
B = (bi,j ) ve schodovitém tvaru, z ní navíc vypustíme nulové
°ádky. Máme novou bázi g1, . . . , gt , kde t ≤ s.

Vzhledem k provedeným úpravám je kaºdé fi vyjád°itelné
jako lineární kombinace g1, . . . , gt , a tedy

⟨f1, . . . , fs⟩ = ⟨g1, . . . , gt ⟩.
Ov¥°íme si, ºe takto získané polynomy g1, . . . , gt jsou Gröb-

nerovou bází.
Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe prom¥nné jsou

zna£eny tak, ºe LM gi = xi pro i = 1, . . . , t. Libovolný f ∈ I lze
psát

f = h1f1 + · · · + hsfs = h′
1g1 + · · · + h′

tgt .

Chceme, aby LT f ∈ ⟨LT g1, . . . , LT gt ⟩, tj. LT f má být
d¥litelný n¥kterým z x1, . . . , xt . P°edpokládejme, ºe f je pouze
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Komplexní projektivní prostor P1(C) je de�nován jako mnoºina

v²ech sm¥r· v C2, jeho body jsou tedy jednorozm¥rné podprostory

komplexního vektorového prostoru C2.

Analogicky body reálných, resp. komplexních, dvourozm¥rných

projektivních prostor· jsou de�novány jako sm¥ry v R3, resp. C3.

G. Roz²í°ení stereogra�cké projekce

Zkusme si nyní roz²í°it de�nici stereogra�cké projekce tak, aby

kruºnice byla parametrizována body P1(R). Podívejme se tedy, jak

bude vypadat odpovídající zobrazeníP1(R)→ P2(R2). Body v projek-

tivních roz²í°eních budeme zadávat tzv. homogenními sou°adnicemi,

které jsou dány aº na spole£ný násobek. Nap°. body v P2(R) budou
(x : y : z).

Kruºnice v rovin¥ z = 1 je dána jako pr·nik kuºele sm¥r· zada-

ných rovnicí x2 + y2 − z2 = 0 s touto rovinou. Inverzi k sterogra�cké

projekci (tj. na²i parametrizaci kruºnice) m·ºeme nyní zapsat takto:

(t : 1) 7→
(

2t
1+ t2 :

t2 − 1
t2 + 1

: 1
)
= (2t : t2 − 1 : t2 + 1

)
.

P°itom pro t ̸= 0 je (t : 1) = (2t2 : 2t) a p·vodní stereogra�ckou pro-
jekci (tj. inverzi p°edchozího zobrazení) m·ºeme také zapsat pomocí

lineárního p°edpisu

(x : y : z) 7→ (y + z : x),

který roz²i°uje na²i parametrizaci i na nevlastní bod (0 : 1) 7→ (0 : 1 :
1). Zobrazní celého P1(R) na kruºnici má pak �lineární� zápis

P1(R) ∋ (x : y) 7→ (2x : x − y : x + y) ∈ P2(R).

Podívejme se je²t¥, jak jednoduché je spo£íst p°ímo vzorec pro ste-

reogra�ckou projekci v projektivních roz²í°eních (viz 4.33): Vloºíme

si P1(R) jako body s homogenními sou°adnicemi (t : 0 : 1) a mezi

lineárními kombinacemi bod· (0 : 1 : −1) (tj. pól, ze kterého promí-

táme) a (x : y : z) (obecný bod kruºnice) musíme najít ten, který má

sou°adnice (u : 0 : v). Jediná moºnost je bod (x : 0 : z + y), coº je
ná² p°edchozí vztah.

H. Eliptické k°ivky

Singulárním bodem nadplochy v P n, zadané homogenním polyno-

mem

F(x0, x1, . . . , xn) = 0,

rozumíme bod, pro který je ∂F
∂xi
= 0 pro i = 1, . . . , n.

Geometricky se pak v singulárním bod¥ d¥je �n¥co divného�.

Podmínka na nulovost v²ech parciálních derivací znamená v p°ípad¥
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v prom¥nných xt+1 , . . . , xn. Pak ale h′
1 = 0, protoºe x1 je

vzhledem ke schodovitosti B pouze v g1. Analogickým postupem
získáme h′

2 = · · · = h′
t = 0, a tedy f = 0.

Dokázali jsme sice existenci nad¥jných zvlá²tních bází, zatím
je ale neumíme algoritmicky konstruovat. K tomu se dostaneme
v následujících odstavcích.

11.37. V¥ta. Nech´ G = {g1, . . . , gt } je Gröbnerova báze ideálu
I ⊆ K[x1, . . . , xn] a f je polynom v K[x1, . . . , xn]. Pak existuje
práv¥ jedno r =∑α aαx

α ∈ K[x1, . . . , xn] s t¥mito vlastnostmi:

(1) ºádný £len r není d¥litelný ºádným z LT g1, . . . ,LT gt , tj.
∀α∀i : LT gi ̸ | aαxα ;

(2) ∃g ∈ I : f = g + r.
D·kaz. Algoritmus pro d¥lení se zbytkem dá

f = a1g1 + · · · + atgt + r,
kde r spl¬uje podmínku (1). Za g si zvolme a1g1+· · · +atgt , které
samoz°ejm¥ pat°í do I .

Zbývá dokázat jednozna£nost. P°edpokládejme

f = g + r = g′ + r′ ,
kde r ̸= r′ . Z°ejm¥ platí r − r′ = g′ − g ∈ I . Protoºe G je Gröb-
nerova báze, je LT(r − r′ ) d¥litelný n¥kterým z LT g1, . . . ,LT gt .
Máme p°itom jen dv¥ moºnosti

• LM r ̸= LM r′ . Pak ten s vy²²ím stupn¥m musí být d¥li-
telný n¥kterým z vedoucích £len· LT g1, . . . , LT gt , coº je
spor s podmínkou (1).
• LM r = LM r′ a zárove¬ LC r ̸= LC r′ . Potom ale
oba monomy LM r a LM r′ musí být d¥litelné n¥kterým
z LT g1, . . . ,LT gt , coº je op¥t spor.

Proto tedy LT r = LT r′ a induktivní úvahou odtud plyne r = r′ .
□

P°edchozí v¥ta zobec¬uje d¥lení se zbytkem, kde na míst¥
d¥litele vystupuje ideál. V p°ípad¥ jedné prom¥nné nebylo co zo-
bec¬ovat, protoºe kaºdý ideál byl generovaný jedním polynomem.
Zajímá-li nás pouze zbytek, v¥ta navíc °íká, ºe nezáleºí na po°adí

polynom· v Gröbnerov¥ bázi. Proto má smysl zavést zna£ení f
G

pro zbytek po d¥lení f/G, pokudG = (g1, . . . , gs) je Gröbnerova
báze.

D·sledek. Nech´ G = {g1, . . . , gt } je Gröbnerova báze ideálu
I ⊆ K[x1, . . . , xn] a f je polynom v K[x1, . . . , xn]. Pak je libo-
volný polynom f prvkem ideálu I , práv¥ kdyº je zbytek po d¥lení
f/G nulový.

11.38. Syzygy. Dal²ím krokem bude nalezení dostate£né
�testovací mnoºiny� polynom· z daného ideálu, které je
t°eba prov¥°it d¥lením se zbytkem, abychommohli usoudit,
ºe je uvaºovaný systém generátor· jiº Gröbnerovou bazí.
Pro α = multideg f a β = multideg g uvaºme

γ := (γ1, . . . , γn), kde γi = max{αi, βi}.
Monom xγ nazýváme nejmen²ím spole£ným násobkem (least
common multiple) monom· LM f a LM g a zavádíme ozna£ení
LCM(LM f,LM g) := xγ . Výraz

S(f, g) := xγ

LT f
· f − xγ

LT g
· g

nazýváme S-polynomem (nebo také syzygy, neboli sp°eºení) poly-
nom· f, g.
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k°ivky v projektivním prostoru P 2(R), ºe v daném bod¥ není de�no-

vána te£na k uvaºované k°ivce. To znamená, ºe na k°ivce je tzv. bod

zvratu (anlicky cusp), nebo se k°ivka sama protíná. �P¥kná� singula-

rita je t°eba u �£ty°lístku�, tj. variet¥ dané nulovými body polynomu

(x2 + y2 )3 − 4x2y2 v R2:

Bod zvratu je m·ºeme pak najít na k°ivce dané v R2 rovnicí x3 −
y2 = 0.

Eliptickou k°ivkou C rozumíme mnoºinu bod· v K2, kde K je

n¥jaké t¥leso, spl¬ující rovnici

y2 = x3 + ax + b,
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Jedná se o nástroj k eliminaci vedoucích £len·, Gaussova
eliminace je speciálním p°ípadem tohoto postupu pro polynomy
stupn¥ jedna. Na rozdíl od ní ale m·ºe dojít ke zvý²ení stupn¥,
i kdyº p·vodní vedoucí £leny odstraní.

Vezm¥me nap°íklad f = x3y2−x2y3+x, g = 3x4y+y2 , tedy
polynomy stupn¥ 5 v R[x, y] a uspo°ádání <grlex. Pak γ = (4, 2)
a

S(f, g) = x4y2

x3y2 f −
x4y2

3x4y
g = xf − 1

3
yg = −x3y3 + x2 − 1

3
y3 ,

coº je polynom stupn¥ 6.

V¥ta. Nech´ I ⊆ K[x1, . . . , xn] je ideál. Pak je G = {g1, . . . , gt }
jeho Gröbnerova báze, práv¥ kdyº pro kaºdé i ̸= j je zbytek po
d¥lení S(gi, gj )/G nulový.

D·kaz. D·kaz za£neme technickým lemmatem, které popi-
suje, jakým zp·sobem mohou nastávat krácení p°i vyjád°ení po-
lynom· pomocí generátor·. P°esn¥ji °e£eno, ºe je m·ºeme vºdy
vyjád°it pomocí S-polynom·.

Lemma. Uvaºme polynom f = ∑t
i=1 cix

αi gi , kde c1, . . . ,

ct ∈ K a αi + multideg gi = δ pro n¥jaké pevné δ kdy-
koli ci ̸= 0. Pokud multideg f < δ, pak existují taková
cjk ∈ K, ºe

t∑
i=1

cix
αi gi =

t∑
j,k=1

cjk x
δ−γjk S(gj , gk),

kde xγjk = LCM(LM gj ,LM gk) a kaºdý monom xδ−γjk S(gj , gk)
má stupe¬ men²í neº δ.

D·kaz. Ozna£me di := LC gi a pi = xαi gi/di . Ur£it¥ platí
cidi = LC(cixαi gi) a LC pi = 1. Protoºe multideg(cixαi gi) = δ
a zárove¬ multideg f < δ, musí nutn¥ platit také

∑t
i=1 cidi = 0.

Pokusme se te¤ f vyjád°it jako kombinaci S-polynom·:

f =
t∑
i=1

cidipi = c1d1(p1 − p2)+ (c1d1 + c2d2)(p2 − p3)+

+ · · · + (c1d1 + · · · + ct−1dt−1 )(pt−1 − pt )+
+ (c1d1 + · · · + ctdt︸ ︷︷ ︸

0

)pt .

Kaºdý rozdíl pj − pk lze vyjád°it v S-polynomech
xδ

djx
δ−αj

gj − xδ

dkxδ−αk
gk = xδ−γjk

(
xγjk

LT gj
gj − xγjk

LT gk
gk

)
=

= xδ−γjk S(gj , gk)
Z obou rovností se uº snadno odvodí jednotlivé koe�cienty cjk .

□
Nyním·ºeme p°ikro£it k d·kazu v¥ty. Implikace �H⇒� plyne

bezprost°edn¥ z d·sledku v odstavci 11.37. Musíme dokázat impli-
kaci opa£nou.

Uvaºme nenulový polynom f ∈ I . Pot°ebujeme ukázat,
ºe za p°edpokladu dokazované implikace vºdy bude platit
LT f ∈ ⟨LT g1, . . .LT gt ⟩. Poda°í-li se zaru£it, ºe lze ná²
polynom vyjád°it jako f =∑t

i=1 higi s vlastností

multideg f = max
{
multideg(higi)

}
,

bude LT f nutn¥ d¥litelný n¥kterým LT gi , a tedyG bude skute£n¥
Gröbnerova báze.
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kde a, b ∈ K. P°idává se téº podmínka nesingularity, coº nad t¥lesem

reálných £ísel znamená, ºe

1 = −16(4a3 + 27b2) ̸= 0.

Výraz 1 nazýváme diskriminantem dané rovnice. Upozorn¥me, ºe

v de�nici k°ivky se na pravé stran¥ de�nující rovnice objevuje kubický

polynom bez kvadratického £lene. Tomuto zápisu se °íkáWeierstras·v

tvar rovnice eliptické k°ivky.

11.100. Dokaºte, ºe k°ivka y2 = x3 + ax + b v R2 má singularitu,

práv¥ kdyº 4a3 − 27b2 = 0.

�e²ení. Rovnice k°ivky v homogenních sou°adnicích (viz 4.33) zní

F(x, y, z) = 0, kde

(11.1) F(x, y, z) = y2 z− x3 − axz2 − bz3.

Máme

∂F

∂x
= −3x2 − az2,

∂F

∂y
= 2yz,

∂F

∂z
= y2 − 2axz− 3bz2.

Nech´ [x, y, z] je singulárním bodem dané k°ivky. Pokud by z = 0,
tak z nulovosti parciálních derivací polynomuF podle x, resp. podle z,

vyplývá x = 0, resp. y = 0. To je v²ak �aut�, nebo´ bod [0, 0, 0] není
bodem uvaºovaného projektivního prostoruP 2(R). Pro singulární bod
tedy z ̸= 0 a proto z ∂F

∂y
= 0 dostáváme y = 0. Ozna£íme-li γ = x

z
,

pak z −3x2 − az2 = 0 vyplývá 3γ 2 = −a a z rovnice y2 − 2axz −
3bz2 = 0 plyne 2aγ = −3b. Vidíme, ºe rovnost a = 0 vynucuje i

b = 0, tedy rovnost 4a3 = 27b2 je triviáln¥ spln¥na. Pokud a ̸= 0 pak

vyjád°íme γ ze dvou získaných rovnic. Z jedné je γ = − 3b
2a , ze druhé

pak γ 2 = − a
3 . Celkem

γ 2 = −a
3
= 9b2

4a2
H⇒ 4a3 + 27b2 = 0.

Jeden sm¥r implikace je tak dokázán. Obrácen¥, pokud 4a3 +
27b2 = 0, pak pokud de�nujeme γ = − 3b

2a , tak bod [γ, 0, 1] vyho-
vuje rovnici eliptické k°ivky:

γ 2 + aγ + b =
(
−3b

2a

)(
−a

3

)
+ a

(
−3b

2a

)
+ b =

= b

2
− 3b

2
= 0.

Vzhledem k volb¥ γ jsou pak i v²echny t°i parciální derivace

v bod¥ [γ, 0, 1] polynomu F nulové. □
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Ozna£me mi := multideg(higi), δ := max{m1, . . . , mt }.
Z°ejm¥ multideg f ≤ δ. Nech´ jsou polynomy h1, . . . , ht zvo-
leny tak, ºe δ je minimální. Protoºe pracujeme s monomiálním
uspo°ádáním, které je dobré, takové δ existuje.

Dokaºme tedy, ºe multideg f = δ. M·ºeme psát

f =
∑
mi=δ

higi +
∑
mi<δ

higi =

=
∑
mi=δ

(LT hi)gi +
∑
mi=δ

(hi − LT hi)gi +
∑
mi<δ

higi .

V²echny s£ítance druhé a t°etí sumy mají jist¥ stupe¬ men²í neº δ.
P°ipustíme-li, ºe multideg f < δ, potom nutn¥

multideg

∑
mi=δ

(LT hi)gi

 < δ.

Ozna£me nyní cixαi := LT hi a aplikujme na²e technické
lemma:∑

mi=δ
(LT hi)gi =

∑
mi=δ

cix
αi gi =

∑
j,k

cjk x
δ−γjk S(gj , gk).

Z p°edpokladu v¥ty a algoritmu o d¥lení se zbytkem získáváme

S(gj , gk) =
t∑
i=1

pijk gi

a navíc multideg(pijk gi) ≤ multideg S(gj , gk). Ozna£íme-li
qijk := xδ−γjk pijk , dostáváme

xδ−γjk S(gj , gk) =
t∑
i=1

qijk gi .

Podle druhé £ásti lemmatu platí

multideg(qijk gi) ≤ multideg
(
xδ−γjk S(gj , gk)

)
< δ

a dosazením dostáváme∑
mi=δ

(LT hi)gi =
∑
j,k

cjk

(
t∑
i=1

qijk gi

)
=

=
t∑
i=1

∑
j,k

cjk qijk

 gi .
P°itom platí

multideg

∑
j,k

cjk qijk gi

 < δ pro i = 1, . . . , t.

Dosazením do na²í p·vodní rovnosti získáváme vyjád°ení f jako
kombinace g1, . . . , gt , kde v²echny s£ítance jsou stupn¥ men²ího
neº δ. To je spor s minimální volbou δ, a tedy multideg f = δ,
odkud LT f ∈ ⟨LT g1, . . . , LT gt ⟩ a báze G je Gröbnerova. □

11.39. Naivní algoritmus pro Gröbnerovy báze. Práv¥ doká-
zaná v¥ta nám jiº poskytuje ú£inný prost°edek pro
zji²t¥ní, zda n¥jaká báze je Gröbnerova. Uvaºujme
nap°íklad I = ⟨x + y, y − z⟩. Jediný S-polynom,

který p°ipadá v úvahu je

S(x + y, y − z) = xy

x
(x + y)− xy

y
(y − z) = xz+ y2 .
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Abychom pomocí eliptické k°ivky snadno zavedli grupovou

operaci na jejích bodech, je výhodné k°ivku uváºit v projektivním

roz²í°ení roviny (viz 4.33) a de�nujeme bod O ∈ C jako sm¥r (0, 1)
(coº je bod [0, 1, 0] v homogenních sou°adnicích). Operaci s£ítání

pak geometricky de�nujeme pro dva body A,B ∈ C jako bod −C,
kde C je t°etí pr·se£ík p°ímkyAB s eliptickou k°ivkou. PokudA = B
je výsledek dán dal²ím pr·se£íkem te£ny k eliptické k°ivce v bod¥A.

11.101. Dokaºte, ºe p°edchozí de�nice de�nuje korektn¥ operaci na

bodech eliptické k°ivky.

�e²ení. Pr·se£íky p°ímky s eliptickou k°ivkou dostaneme jako °e²ení

kubické rovnice. Ta pokud má dva reálné ko°eny, odpovídající bod·m

A a B, tak má i t°etí reálný ko°en, tedy p°ímka AB musí mít nutn¥

je²t¥ jeden pr·se£ík s danou k°ivkou. V p°ípad¥ te£ny odpovídá bod

A dvojnásobnému ko°enu, dal²í pr·se£ík tedy op¥t existuje. Co se

tý£e nevlastních bod· (poslední sou°adnice v homogenních sou°adni-

cích je nulová, odpovídají sm¥r·m v rovin¥), tak jediným nevlastním

bodem leºícím na k°ivce dané rovnicí (∥11.1∥) je práv¥ pouze bod

O = [0, 1, 0]. S£ítání s bodemO znamená hledání druhého pr·se£íku

eliptické k°ivky (mimo bodu A) s rovnob¥ºkou s osou y vedenou bo-

demA. Nevlastní p°ímka z = 0má pak s k°ivkou trojnásobný pr·se£ík

0, je tedy O +O = O. □

Poznámka. Operace je tedy korektn¥ de�nována. Navíc p°ímo z de�-

nice vyplývá, ºe je komutativní. Z p°edchozích úvah vyplývá i to, ºe

O je neutrální prvek operace. D·kaz asociativity není zcela triviální.

11.102. De�nujte p°edchozí operaci i algebraicky.

�e²ení. Pro libovolný bod A ∈ C de�nujeme A+O = O + A = A.
Pro bod A ∈ C, A = (α, β, 1) je z°ejm¥ i B ∈ C a de�nujeme

A+ B = 0, tedy A = −B.
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D¥lením získáme xz+y2 = z(x+y)+y(y−z), a tedy daná báze
je Gröbnerova.

Následující algoritmus vyuºívá p°esn¥ tento postup pro nale-
zení n¥jaké Gröbnerovy báze ideálu generovaného s-ticí polynom·
F = (f1, . . . , fs).

(1) G := F , G′ := ∅
(2) while G ̸= G′

(a) G′ := G
(b) ∀p, q ∈ G′ : p ̸= q do

(i) s := S(p, q) G′

(ii) if s ̸= 0
G := G ∪ {s}

Kdyº se algoritmus zastaví, jist¥ to bude vGGröbnerova báze.
Musíme tedy uº jen ov¥°it, ºe se skute£n¥ zastaví. V jeho pr·b¥hu
ov²em p°i kaºdém b¥hu vnit°ním cyklem (2), tj. kdyº se p°idává
n¥jaký netriviální zbytek po d¥lení, bu¤ monomiální ideál genero-
vaný LT G vzroste nebo z·stane stejný. Dostáváme tedy neklesa-
jící °et¥zec (monomiálních) ideál· I1 = LT (F) ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆
⊆ Ik ⊆ · · · . Ozna£íme-li nyní I = ∪∞

k=1Ik , pak jde jist¥ o ideál
a podle Hilbertovy v¥ty musí být kone£n¥ generovaný. To ale zna-
mená, ºe v²echny generátory I jsou jiº v n¥kterém z Ik a proto od
tohoto k po£ínaje bude platit Ik = Ik+1 = . . . .6

Stabilizace tohoto °et¥zce monomiálních ideál· hlavních
£len· je ale ekvivalentní zastavení algoritmu.

Tento algoritmus ov²em není zdaleka ideální. Lze vymyslet
velmi jednodu²e vypadající vstupy, pro n¥º vrací divoké výsledky.
Dále výstupní báze se p°ímo odvíjí od vstupní, a tedy pro tentýº
ideál zadaný r·znými bázemi dá také r·zné výsledky.

11.40. Redukce bází. Vid¥li jsme, ºe k rozpoznání, které gene-
rátory jsou pot°ebné pro Gröbnerovu bázi, sta£í sledovat
jejich vedoucí £leny. Prvním krokem v na²í diskusi bude
prosté vyházení v²ech prvk·, které v tomto smyslu nejsou
t°eba.

Lemma. Nech´ G je Gröbnerova báze ideálu I a p ∈ G takový,
ºe LT p ∈ ⟨LT(G \ {p})⟩. PakG−{p} je také Gröbnerova báze I .

D·kaz. Z de�nice Gröbnerovy báze platí ⟨LT I ⟩ = ⟨LT G⟩.
Protoºe LT p ∈ ⟨LT(G \ {p})⟩, platí ⟨LT(G \ {p})⟩ = ⟨LT G⟩.
Odsud jiº plyne tvrzení. □

De�nice. Minimální Gröbnerovou bází ideálu I je taková Gröb-
nerova báze G, ºe pro v²echna p ∈ G platí LC p = 1 a zárove¬
LT p /∈ ⟨LT(G− {p})⟩.

Nap°íkladm¥jmeK[x, y] a<grlex, I = ⟨f1, f2⟩ = ⟨x3 − 2xy,
x2y − 2y2 + x⟩. Zmín¥ný algoritmus dá p¥t polynom·
F = (f1, . . . , f5):

F = (x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2 ,−2xy,−2y2 + x).
P°itom platí LT f1 = x3 = −x LT f3 a LT f2 = − 1

2x LT f4 a tedy
f1 a f2 jsou zbyte£né.

Tato redukce nám ale jist¥ je²t¥ nesta£í, protoºe k re-
dundanci m·ºe docházet i na úrovni jednotlivých £len· bá-
zových prvk·. Nap°. si m·ºeme v²imnout, ºe pro kaºdé a je

6V angli£tin¥ se podmínce stabilizace kaºdého neklesajícího °et¥zce ideál·
°íká ACC, �ascending chain condition�. Okruhy, které spl¬ují ACC, se nazývají
Noetherovské (na po£est Emy Noether). Hilbertovu v¥tu proto také lze formulovat
jako tvrzení �okruh polynom· nad noetherovským okruhem je op¥t noetherovský�.
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Pro bod A ̸= −B, A = [α, β, 1] a bod B ∈ C, B = [γ, δ, 1]
poloºme

k =
{

β−δ
α−γ pro A ̸= B,

[5pt] 3α2+a
2β pro A = B,

σ = k2 − α − γ,
τ = −β + k(α − σ).

Potom de�nujeme A + B = [γ, τ, 1]. Na £tená°i necháváme ov¥°ení,

ºe se vskutku jedná o stejnou operaci, kterou jsme de�novali geomet-

ricky. □

I. Gröbnerovy báze

11.103. Je báze g1 = x2 , g2 = xy + y2 Gröbnerova pro lexikogra-

�cké uspo°ádání x > y? Pokud ne, najd¥te ji.

�e²ení. Vedoucí monomy jsou z°ejm¥ LT (g1) = x2 , LT (g2) = xy,
a proto je jejich S-polynom roven

S(g1, g2) = yg1 − xg2 = −xy2 .

Podle v¥ty 11.38 je g1, g2 Gröbnerova báze práv¥ tehdy, kdyº je zbytek

po d¥lení tohoto S-polynomu bázovými polynomy nulový. D¥lením se

zbytkem, viz 11.32, ov²em dostáváme

S(g1, g2) = yg1 − xg2 + yg2 − y3 .

Zbytek y3 ukazuje, ºe daná báze není Gröbnerova. Abychom ji vy-

tvo°ili, musíme podle 11.39 práv¥ tento polynom, g3 = y3 , p°idat

k polynom·m g1, g2. Nyní spo£ítáme

S(g1, g3) = y3g1 − x2g3 = 0

a

S(g2, g3) = y2g2 − xg3 = y4 = yg3.

Odtud vyplývá podle v¥ty 11.38, ºe g1, g2, g3 uº je Gröbnerova báze.

□

11.104. Je báze g1 = xy− 2y, g2 = y2 − x2 Gröbnerova pro lexiko-

gra�cké uspo°ádání y > x? Pokud ne, najd¥te ji.

�e²ení. Protoºe LT (g1) = xy a LT (g2) = y2 , má p°íslu²ný S-

polynom má tvar S(g1, g2) = yg1 − xg2 = x3 − 2y2 = −2g2 +
x3 − 2x2 . Vedoucí £len x3 není násobkem vedoucího £lenu xy ani y2 ,

a proto nejde o Gröbnerovu bázi. Tu dostaneme p°idáním polynomu

g3 = x3 − 2x2 . Potom totiº

S(g1, g3) = x2g1 − yg3 = 0
a

S(g2, g3) = x3g2 − y2g3 = 2y2x2 − x5 =
= (4y + 2xy)g1 − (x2 + 2x + 4)g3 + 8g2. □
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{x2 + axy, xy, y2 − 1/2x} minimální Gröbnerovou bází
uvedeného ideálu.

Proto zavádíme následující pojem:

Redukovaná Gröbnerova báze

Polynom g ∈ G nazveme redukovaný pro bázi G, pokud
ºádný z jeho monom· neleºí v ⟨LT(G \ {g})⟩. Redukovanou Gröb-
nerovou bází ideálu I potom nazveme takovou Gröbnerovu báziG,
ºe pro v²echna p ∈ G platí LC p = 1 a zárove¬ p je redukovaný
pro G.

Zjevn¥ je kaºdá redukovaná Gröbnerova báze minimální a na-
víc platí:

Tvrzení. Je-li polynom g redukovaný pro n¥jakouminimální Gröb-
nerovu bázi G ideálu I , pak je také redukovaný pro kaºdou mini-
mální Gröbnerovu bázi G′ téhoº ideálu, která jej obsahuje.

D·kaz. Tvrzení dokáºeme sporem. Uvaºme
G = {g1, . . . , gs}, G′ = {g′

1, . . . , g
′
t } a zvolme £len m po-

lynomu g, kde m ∈ ⟨LT(G′ − {g})⟩ (tj. g není redukovaný pro
G′). Potom m = a1 LT g′

1 + · · · + at LT g′
t pro n¥jaké vhodné

polynomy a1, . . . , at . Protoºe G i G′ jsou Gröbnerovy báze téhoº
ideálu, platí ⟨LT G⟩ = ⟨LT G′⟩, a tedy kaºdé LT g′

i lze vyjád°it
jako kombinaci LT g1, . . . , LT gs . Odtud uº plyne m ∈ ⟨LT G⟩,
a protoºe je G′ minimální, je m ∈ ⟨LT(G \ {g})⟩, coº je spor
s p°edpokládanou redukovaností g pro G. □

Nyní jiº máme v²e p°ipraveno pro d·kaz hlavního výsledku
o existenci a jednozna£nosti redukované Gröbnerovy báze.

11.41. V¥ta. Nech´ I ⊆ K[x1, . . . , xn] je nenulový. Pak pro kaºdé
monomiální uspo°ádání existuje práv¥ jedna redukovaná Gröbne-
rova báze ideálu I . Navíc kaºdouGröbnerovu bázi lze algoritmicky
redukovat.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe G je Gröbnerova báze ideálu I .
S ohledem na lemma z p°edchozího odstavce lze p°edpokládat, ºe
G je i minimální. (Algoritmus minimalizace je z°ejmý, sta£í testo-
vat pouze d¥litelnost vedoucích monom· v jakémkoliv po°adí a vy-
pou²t¥t nadbyte£né £leny báze.)

P°edpokládejme, ºe polynom g ∈ G není redukovaný.
P°i d¥lení g/(G \ {g}) se tedy LT g nutn¥ dostane do zbytku,
protoºe nemá £ím být d¥litelný (báze je minimální). Tedy
LT(g G\{g}) = LT g, protoºe nic jiného uº nem·ºe být vedoucím
£lenem zbytku. Ozna£me

g′ := g G\{g}, G′ := (G \ {g}) ∪ {g′}.
Tento nový systém generátor· G′ je op¥t minimální Gröbnero-
vou bází ideálu I , protoºe ⟨LT G′⟩ = ⟨LT G⟩, tj. také platí
⟨LT G′⟩ = ⟨LT I ⟩. Polynom g′ je z°ejm¥ redukovaný proG′ díky
vlastnostem algoritmu pro d¥lení. Byl-li n¥jaký h ̸= g redukovaný
pro G, z·stává podle p°edchozího tvrzení z p°edchozího odstavce
redukovaný i pro G′.

P°i kaºdé provedené redukci n¥kterého z prvk· dojde ke
zníºení celkového po£tu £len· ve v²ech polynomech v redukované
Gröbnerov¥ bázi. Proto se algoritmus zastaví v okamºiku, kdy
uº jsou v²echny prvky redukované a máme tedy algoritmus kon-
strukce redukované Gröbnerovy báze.

Zbývá dokázat její jednozna£nost. P°edpokládejme dv¥ redu-
kované Gröbnerovy báze G, G̃ nenulového ideálu I . Platí tedy
⟨LT G⟩ = ⟨LT I ⟩ = ⟨LT G̃⟩. Protoºe tento ideál je monomiální,
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11.105. Eliminujte prom¥nné v ideálu

I = ⟨x2 + y2 + z2 − 1, x2 + y2 + z2 − 2x, 2x − y − z⟩.

�e²ení. Eliminace prom¥nných dosáhneme nalezením Gröbnerovy

báze vzhledem k lexikogra�ckému monomiálnímu uspo°ádání.

Ozna£me polynomy v ideálu I po °ad¥ g1, g2, g3. Redukcí

g2 = g1 + 1 − 2x dostáváme redukovaný polynom f1 = 2x − 1.
Tímto polynomem redukujeme g3 = f1+1−y−z na f2 = y+z−1.
Nyní zredukujeme i g1 vyd¥lením f1, f2 a dostaneme

g1 = (12x +
1
4
)f1 + y2 + z2 − 1

a

y2 + z2 − 1 = (y − z+ 1)f2 + 2z2 − 2z+ 1
4
.

Odtud f3 = 8z2−8z+1.Vidíme, ºe v tomto p°ípad¥ jsme si vysta£ili

s redukováním polynom· a ºe ºádný jiný polynom p°idávat nemusíme.

Báze ideálu I s eliminovanými prom¥nnými je I = ⟨2x − 1, y + z−
1, 8z2 − 8z+ 1⟩. □

11.106. Najd¥te °e²ení soustavy polynomiálních rovnic

x2y − z3 = 0,
2xy − 4z = 1,
z− y2 = 0,

x3 − 4yz = 0.

�e²ení. Nejlépe pomocí n¥jakého výpo£etního programu zjistíme, ºe

pro p°íslu²ný ideál

⟨x2y − z3, 2xy − 4z− 1, z− y2 , x3 − 4yz⟩

je Gröbnerova báze vzhledem k lexikogra�ckému monomiálnímu

uspo°ádání rovna ⟨1⟩, a proto soustava nemá ºádné °e²ení. □

11.107. Nalezn¥teGröbnerovu bázi variety vR3 danou parametricky

pomocí rovnic

x = 3u+ 3uv2 − u3,

y = 3v + 3u2v − v3,

z = 3u2 − 3v2.

Jedná se o Enneperovu plochu, jejíº obrázekm·ºete najít na stran¥
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lze pro n¥j aplikovat Dicksonovo lemma. S odvoláním na kon-
strukci báze v jeho d·kazu lze tvrdit, ºe existuje práv¥ jedna mono-
miální báze monomiálního ideálu tak, ºe koe�cienty jejích £len·
jsou rovny jedné a ºádný z £len· této báze ned¥lí jiný.

Podle de�nice minimality musí být LT G i LT G̃ práv¥ tako-
vou bází. Tedy LT G = LT G̃. Ke kaºdému g ∈ G tedy existuje
práv¥ jedno g̃ ∈ G̃ takové, ºe LT g = LT g̃.

Platí g − g̃ ∈ I . Protoºe G je Gröbnerova, platí g − g̃ G = 0.
�leny LT g, LT g̃ se ode£tou uº v g − g̃. Protoºe ob¥ báze jsou
redukované, nem·ºe být ºádný ze zbývajících £len· g−g̃ d¥litelný
kterýmkoli z LT G = LT G̃. Musí se tedy dostat do zbytku. Platí
tedy

g − g̃ = g − g̃ G = 0.

Tím je jednozna£nost dokázána. □

11.42. Poznámky. Máme jiº k dispozici n¥kolik odpov¥dí na
d°íve poloºené otázky. Umíme totiº ú£inn¥ roz-
hodnout o p°íslu²nosti polynomu do daného
ideálu pomocí d¥lení se zbytkem prost°ednic-
tvím Gröbnerovy báze. A umíme také pomocí

redukovaných Gröbnerových bází rozhodnout, zda jsou dva ideály
stejné.

Pro ná² problém °e²ení systém· polynomiálních rovnic to zna-
mená, ºe pro daný systém polynomiálních rovnic umíme rozhod-
nout, zda n¥jaká jiná polynomiální rovnice pat°í do jimi generova-
ného ideálu. Umíme také o dvou r·zných systémech algoritmicky
rozhodnout, zda generují stejný ideál svých d·sledk·.

P°i t¥chto algoritmických konstrukcích bude záleºet na zvo-
leném uspo°ádání monom·, samotné odpov¥di na vý²e uvedené
otázky ale na uspo°ádání nezávisí.

Jak jsme zmi¬ovali v úvodu kapitoly, technika Gröbnerových
bází je jedním ze základ· po£íta£ové algebry. Samoz°ejm¥ jsou p°i
implementacích v programových systémech vyuºita r·zná zlep²ení
vý²e uvedeného algoritmu. Nap°. je moºné vyuºít techniky redukcí
jiº b¥hem vytvá°ení Gröbnerovy báze v základním algoritmu z od-
stavce 11.39 apod.

V literatu°e lze dohledat také r·zné varianty pro nekomu-
tativní algebraické objekty (nap°. p°i formálních manipu-
lacích s diferenciálními operátory). Algoritmus pro nale-
zení Gröbnerovy báze lze také interpretovat jako speciální
p°ípad Knuth-Bendixova algoritmu pro p°episovací pravi-

dla °e²ící problém ekvivalentnosti slov v monoidech zadaných ge-
nerátory a sadou rovností.

Kone£n¥ v samotné komutativní algeb°e je technika Gröbnero-
vých bází pouºitelná daleko so�stikovan¥ji. P°i pr·chodu na²ím al-
goritmem totiº dostáváme syzygy v²ech dvojic generátor· kone£né
báze. Tyto syzygy jsou vlastn¥ bází tzv. podmodulu v²ech re-
lací mezi k prvky g1, . . . , gk báze, tj. podmnoºiny S v prostoru
(K[x1, . . . , xn])k . Na takové podmnoºiny op¥t m·ºeme roz²í°it sa-
motný algoritmus a najít význa£né generátory v²ech relací mezi
generátory. Takto m·ºeme pokra£ovat, dokud existují n¥jaké ne-
triviální relace. Lze dokázat, ºe nejpozd¥ji po n takových kro-
cích uº ºádné netriviální relace nebudou existovat a po£ty gene-
rátor· relací v jednotlivých krocích nám dávají velmi podrobnou
informaci o topologických vlastnostech p°íslu²né a�nní variety
V(g1, . . . , gk).
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�e²ení. Aplikace elimina£ní procedury (nap°. v systému MAPLE za

pouºití gbasis s uspo°ádáním plex) dá odpovídající implicitní po-

pis, tj. rovnici s jediným polynomem devátého stupn¥:

− 59049z− 104976z2 − 6561y2 − 72900z3 − 18954y2 z−
− 23328z4 + 32805z2x2 + 14580z3x2 + 3645z4x2 − 1296y4 z−
− 16767y2 z2 − 6156y2 z3 − 783y2 z4 + 39366zx2 + 19683x2−
− 1296y4 − 2430z5 + 432z6 + 108z7 + 486z5x2 − 432y4 z2+
+ 54y2 z5 + 27z6x2 − 48y4 z3 + 15y2 z6 − 64y6 − z9.

□ Jak si ukáºeme na následujícím

jednoduchém p°íkladu, Gröbnerovu bázi lze vyuºít i

p°i po£ítání n¥kterých celo£íselných optimaliza£ních úloh.

11.108. Jaký je minimální po£et bankovek pot°ebný k zaplacení

77700 K£? Uvaºujte nejprve, ºe k dispozici máte bankovky v hodnot¥

100 K£, 200 K£, 500 K£, 1000 K£. Potom p°edpokládejte, ºe máte i

bankovku 2000 K£ a na konec p°edpokládejte, ºe nemáte bankovky

2000 K£, ale máte bankovky v hodnot¥ 5000 K£.

�e²ení. Ozna£me si bankovky po °ad¥ prom¥nnými s, d, p, t,D, P .

Platbu bude reprezentovat polynom v t¥chto prom¥nných tak, ºe expo-

nent kaºdé prom¥nné bude ur£ovat po£et pouºitých p°íslu²ných banko-

vek. Na°íklad, pokud zaplatíme pouze ve stokorunách, bude p°íslu²ný

polynom q = s777 . Pokud zaplatíme deseti tisícikoruny, deseti p¥tise-

tkorunami a stokorunami, pak bude q = t10p10s627 .V prvním p°ípad¥

bude po£et bankovek 777, ve druhém 10+ 10+ 627 = 647.
Pokud máme pouze bankovky s, d, p, t, pak má ideál popisující vztah

jednotlivých bankovek tvar

I1 = ⟨s2 − d, s5 − p, s10 − t⟩.
Abychom minimalizovali po£et pouºitých bankovek, spo£ítáme Gröb-

nerovu bázi vzhledem ke gradovanému opa£nému lexikogra�ckému

uspo°ádání (chceme eliminovat malé bankovky)

G1 = (p2 − t, s2 − d, d3 − sp, sd2 − p).
Nyní vezmeme libovolný polynom reprezentující danou platbu. Re-

dukcí tohoto polynomu vzhledem k bázi G1 dostaneme polynom, je-

hoº stupe¬ je pro na²e monomiálního uspo°ádání minimální a je jed-

noduché si rozmyslet, ºe to je práv¥ polynom reprezentující optimální

platbu. Vezm¥me tedy nap°. q = s777 . Redukce vzhledem keG1 je pak

t77pd. To znamená, ºe optimální platba v prvním p°ípad¥ je 77 tisíci-

korun, jedna p¥tisetkoruna a jedna dvousetkoruna. Dohromady tedy

79 bankovek.
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11.43. Eliminace prom¥nných. Na záv¥r této £ásti si uvedeme
alespo¬ jednu aplikaci p°edchozích algoritm·.

Budeme povaºovat okruh K[xp+1, . . . , xn]
za podokruh K[x1, . . . , xn]. Jedná se o polynomy,
v nichº se nevyskytují prom¥nné x1, . . . , xp. Je to

skute£n¥ podokruh, ale uº ne ideál.

Elimina£ní ideály

Nech´ I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊆ K[x1, . . . , xn]. Pro p = 1, . . . , n
de�nujeme

Ip := I ∩K[xp+1, . . . , xn].
Tuto mnoºinu nazveme p-tým elimina£ním ideálem. V²imn¥me si,
ºe Ip je ideálem pouze v K[xp+1, . . . , xn].

Na úrovni polynomiálních rovnic Ip obsahuje v²echny rov-
nice, které jsou d·sledky systému f1 = 0, . . . , fs = 0 a ve kterých
vystupují pouze prom¥nné xp+1, . . . , xn.

V¥ta (Elimina£ní v¥ta). Nech´ I ⊆ K[x1, . . . , xn] je ideál,
G = {g1, . . . , gm} jeho Gröbnerova báze vzhledem k <lex.
Prom¥nné nech´ jsou uspo°ádány x1 >lex x2 >lex · · · . Potom
pro kaºdé p = 0, . . . , n je Gp := G ∩ K[xp+1, . . . , xn]
Gröbnerovou bází ideálu Ip.

Jestliºe je G minimální, resp. redukovaná, Gröbnerova báze,
pak Gp je op¥t báze minimální, resp. redukovaná.

D·kaz. Bez újmy na obecnosti m·ºeme uvaºovat
Gp = {g1, . . . , gr}. Protoºe G ⊆ I , je i Gp ⊆ Ip. In-
kluze ⟨Gp⟩ ⊆ Ip platí triviáln¥. Dokáºeme tedy inkluzi
opa£nou.

Pro libovolný polynom f ∈ Ip bychom rádi ov¥°ili, ºe

f = h1g1 + · · · + hrgr .
Provedeme za tím ú£elem d¥lení se zbytkem p·vodní Gröbnerovou

bází G. Protoºe je také f ∈ I , platí f G = 0, a tedy

f = h1g1 + · · · + hrgr + hr+1gr+1 · · · + hmgm.
Kaºdý z polynom· gr+1 , . . . , gm musí obsahovat n¥jakou
z prom¥nných x1, . . . , xp, jinak by byl prvkem Gp. Vzhledem
k vlastnostem lexikogra�ckého uspo°ádání takovou prom¥nnou
obsahují i LT gr+1 , . . . , LT gm. Uv¥domíme-li si postup algoritmu
pro d¥lení se zbytkem a skute£nost, ºe v f není ºádný monom
obsahující n¥kterou z x1, . . . , xp, musí být hr+1 = · · · = hm = 0.
Ov¥°ili jsem proto f ∈ ⟨Gp⟩.

Dokázali jsme nejen poºadovanou inkluzi, ale i fakt, ºe d¥lení
f/G dopadne na Ip stejn¥ jako f/Gp. Pro 1 ≤ i < j ≤ r uva-
ºujme S-polynomy S(gi, gj ). Platí

S(gi, gj )
Gp = S(gi, gj ) G = 0

a tedy Gp je Gröbnerova báze ideálu Ip.
Tvrzení o minimalit¥ nebo redukovanosti báze je z°ejmé z de-

�nic t¥chto pojm·. □

Jediná vlastnost lexikogra�ckého uspo°ádání, kterou jsme pou-
ºili v d·kazu, je tvrzení, ºe pokud se n¥které prom¥nné objevují
v polynomu f , pak se objevují v jeho vedoucím £lenu. To je
ov²em podstatn¥ slab²í poºadavek, neº de�nice lexikogra�ckého
uspo°ádání. Proto lze p°i skute£ných implementacích pouºívat ja-
kékoliv uspo°ádání, které bude zaji²´ovat tuto vlastnost. Dosáhne
se tak v¥t²inou efektivn¥j²ích výpo£t·, protoºe £isté lexikogra�cké
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V druhém p°ípad¥, kdymáme i bankovkuD, je ideál I2 = ⟨s2−d, s5−
p, s10 − t, s20 −D⟩ a jeho Gröbnerova báze je

G2 = (t2 −D,p2 − t, s2 − d, d3 − sp, sd2 − p).
Redukce q = s777 vzhledem ke G2 dá D38tpd, takºe tentokrát zapl-

tíme 41 bankovkami. Ve t°etím p°ípad¥ je I3 = ⟨s2 − d, s5 − p, s10 −
t, s50 − P ⟩ a

G3 = (t5 − P, p2 − t, s2 − d, d3 − sp, sd2 − p),
a redukce je proto rovna P 15t2pd. V tomto p°ípad¥ tedy pot°ebujeme

pouze 19 bankovek.

Tuto jednoduchou úlohu lze samoz°ejm¥ vy°e²it rychle prostou úva-

hou. Uvedený postup pouºívající Gröbnerovu bázi ov²em dává univer-

zální algoritmus. který lze automaticky pouºít pro vy²²í £ástky a jiné,

sloºit¥j²í p°ípady. □
Gröbnerovy báze najdou vyuºití i v robotice. Konkrétn¥ v inverzní

kinematice, kde se zji²´uje, jak nastavit jednotlivé klouby robota, aby

dosáhl ur£ité pozice. Taková úloha £asto vede na soustavu nelineárních

rovnic, kterou lze vy°e²it práv¥ pomocí nalezení Gröbnerovy báze, viz

následující p°íklad.

11.109. Uvaºujme jednoduchého robota znázorn¥ného na obrázku,

který se sestává ze t°í rovných £ástí délky 1, které jsou spojeny ne-

závislými klouby, které umoº¬ují libovolné úhly α, β, γ. Tímto robo-

tem chceme shora uchopit p°edm¥t leºící na zemi ve vzdálenosti x.

Jak je pot°eba nastavit úhly α, β, γ ? Na£rtn¥te kon�guraci robota pro
x = 1, 1,5a

√
3.

�e²ení. Uvaºujeme p°irozen¥ sou°adný systém, ve kterém po£átek ro-

botické ruky leºí v po£átku a zem odpovídá ose x. Z elementární tri-

gonometrie plyne, ºe celkový x�ový dosah robota p°i úhlech α, β, γ

bude roven

x = sinα + sin(α + β)+ sin(α + β + γ ).
Podobn¥ dosah robota ve svislém sm¥ru bude

y = cosα + cos(α + β)+ cos(α + β + γ ).
Podmínka uchopení p°edm¥tu shora je z°ejm¥ ekvivalentní podmínce

α + β + γ = π, a proto zadání úlohy vede na soustavu
sinα + sin(α + β) = x,

cosα + cos(α + β)− 1 = 0.

Abychom z této soustavy ud¥lali soustavu polynomiálních rovnic, zave-

deme nové prom¥nné s1 = sinα, c1 = cosα, s2 = sinβ, c2 = cosβ,
které samoz°ejm¥ spl¬ují s21+c2

1 = 1 a s22+c2
2 = 1. S vyuºitím základ-

ních trigonometrických rovnic pro sou£ty v argumentu pak p°edchozí
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uspo°ádání zpravidla vede k nep°íjemnému nár·stu stup¬· poly-
nom·.

11.44. Implicitní popis parametrizovaných variet. Z p°edchozí
v¥ty lze docela snadno odvodit algoritmus pro nalezení implicit-
ního popisu variet zadaných pomocí polynomiální parametrizace.
Nebudeme se v¥novat detailní diskusi, protoºe nemáme k dispozici
v²echny nástroje pro práci s nejmen²ími varietami obsahujícími
body zadané parametrizací. Z·staneme proto na úrovni poznámek.

Jestliºe je na²e parametrizace variety dána polynomiálními
vztahy

x1 = f1(u1, . . . , uk), . . . , xn = fn(u1, . . . , uk),

spo£teme redukovanou Gröbnerovu bázi ideálu

⟨x1 − f1, . . . , xn − fn⟩
v lexikogra�ckém uspo°ádání, kde ui > xj pro v²echna i,j . Z této
báze dostaneme redukovanou Gröbnerovu bázi elimina£ního ide-
álu Ik a to je p°esn¥ hledaný ideál a jeho implicitní popis.

Ve skute£nosti nám pro výpo£et sta£í takové uspo°ádání, které
zaru£í p°evahu v²ech ui nad xj , aby se algoritmem pro výpo£et
Gröbnerovy báze eliminovala ui , jinak m·ºe být uspo°ádání libo-
volné.Máme tak nad¥ji dosáhnout efektivn¥j²ího výpo£tu neº s £is-
tým lexikogra�ckým uspo°ádáním.

Kdyº je na²e parametrizace racionální, tj.

xi = fi(t1, . . . , tm)

gi(t1, . . . , tm)
,

asi nás hned napadne dosadit do p°edchozí v¥ty ideál
⟨x1g1 − f1, . . . , xngn − fn⟩. To ale v¥t²inou nefunguje
dob°e. Nap°íklad uvaºujme

x = u2

v
, y = v2

u
, z = u.

Dostali bychom I = ⟨vx − u2, uy − v2, z − u⟩ a po eliminaci
I2 = ⟨z(x2y − z3)⟩. Správný výsledek je ale jenom V(x2y − z3),
tedy ná² postup p°idal navíc celou rovinu.

Problém je v tom, ºe zahrnujeme i celou varietu nulových
bod· jmenovatel· v parametrizacích jednotlivých prom¥nných
W = V(g1, . . . , gn). Rad¥ji tedy parametrizaci F chápejme jako
zobrazení F : (Kk −W)→ Kn. Pro implicitizaci pak pouºijeme
ideál

I = ⟨g1x1 − fj , . . . , gnxn − fn, 1− g1 · · · gny⟩ ⊆
⊆ K[y, t1, . . . , tm, x1, . . . , xn],

kde si navíc pomáháme dodate£nou prom¥nnou y. Potom lze uká-
zat, ºe V (Ik+1) je minimální a�nní varieta obsahující F(Km−W).

4. Uspo°ádané mnoºiny a Booleovská algebra

Z vlastností £ísel nebo symetrií objekt· abstrahovali podstatné
axiomy a dostali jsme daleko ²í°eji pouºitelné ná-
stroje pro úvahy v lineární algeb°e, p°i diskusi grup
symetrií a jejich akcí, studium okruh· polynom· atd.
Nyní budeme postupovat obdobn¥ a okamºit¥ uvi-

díme, ºe jen docela drobnou zm¥nou základních vlastností dosta-
neme na první pohled úpln¥ jiné objekty. To, co z·stane podobné,
je algebraická práce se symboly zastupujícími velice rozmanité ob-
jekty a tím pádem i docela univerzální pouºitelnost výsledk·.

Za východisko si vezmeme základní operace s mnoºinami, tj.
jejich sjednocení, pr·nik a vztahy inkluze. Na²ím prvním cílem
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soustavu p°evedeme na ekvivalentní polynomiální soustavu

s1 + s1c2 + c1s2 − x = 0,
c1 + c1c2 − s1s2 − 1 = 0,

s21 + c2
1 − 1 = 0,

s22 + c2
2 − 1 = 0.

Kaºdý výpo£etní program pak v okamºiku najde Gröbnerovu bázi

p°íslu²ného ideálu. Pro gradované opa£né lexikogra�cké uspo°ádání

s1 > c1 > s2 > c2 dostaneme bázi

(2c2 + 1− x2 , 2c1(1+ x2 )− 2s2x − 1− x2 , 2s1(1+ x2 )+
+2s2 − x − x3 , 4s22 − 3− 2x2 + x4 ),

a odtud uº je snadné dopo£ítat hodnoty prom¥nných v závislosti na

parametru x. Ihned nap°íklad vidíme c2 = x2−1
2 , tj. β = arccos( x

2−1
2 ).

P°edev²ím je tedy jasné, ºe úloha nemá °e²ení pro |x| > √3. Kon-
krétn¥, pro |x| < √3 má 2 r·zná °e²ení a pro |x| = √3 jedno °e²ení

(α = π
3 , β = 0, γ = 2π

3 pro kladné x, α = −π
3 , β = 0, γ = 4π

3

pro záporné). Pro x = 1 dopo£ítáme °e²ení α = 0, β = π
2 , γ = π

2

a degenerované °e²ení α = π
2 , β = −π

2 , γ = π . Podobn¥ dopadne

p°ípad x = −1. Je dobré si uv¥domit, ºe pro |x| < 1 bude vºdy jedno

°e²ení odpovídat kon�guraci robota, p°i které dojde k p°ek°íºení n¥kte-

rých £ástí. Pro tyto hodnoty parametru x tedy bude existovat jediná

uskute£nitelná kon�gurace.
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bude uvést tyto operace do souvislosti s výrokovou logikou (tj. for-
malizovanými postupy pro vyjad°ování výrok· a vyhodnocování
jejich pravdivosti).

11.45. Mnoºinová algebra. S kaºdou mnoºinouM máme k dis-
pozici také mnoºinu K = 2M v²ech jejích podmnoºin a na ní ope-
race ∨ : K × K → K sjednocení mnoºin a ∧ : K × K → K

pr·niku mnoºin. To jsou dv¥ binární operace, které jsme dosud
zna£ili ∪ a ∩.

Dále máme ke kaºdé mnoºin¥ A ∈ K také její mnoºinu
dopl¬kovou A′ = K \ A, coº je dal²í unární operace.

Kone£n¥ máme �nejv¥t²í objekt�, tj. celou mnoºinuM, který
je neutrální v·£i operaci ∧ a který proto budeme v této souvislosti
ozna£ovat jako 1. Obdobn¥ se chová prázdná mnoºina ∅ ∈ K v·£i
operaci ∨. Tu budeme v této souvislosti zna£it jako 0.

Na mnoºin¥ K v²ech podmnoºin vM m·ºeme velmi snadno
ov¥°it pro v²echny prvky A,B,C následující vlastnosti (jiº jsme
de�novali význa£né prvky 0 = ∅ a 1 = M a unární operaci vzetí
dopl¬ku A′ k podmnoºin¥ A):

A ∧ (B ∧ C) = (A ∧ B) ∧ C,(1)

A ∨ (B ∨ C) = (A ∨ B) ∨ C,(2)

A ∧ B = B ∧ A, A ∨ B = B ∨ A,(3)

A ∧ (B ∨ C) = (A ∧ B) ∨ (A ∧ C),(4)

A ∨ (B ∧ C) = (A ∨ B) ∧ (A ∨ C),(5)

existuje 0 ∈ K tak, ºe A ∨ 0 = A,(6)

existuje 1 ∈ K tak, ºe A ∧ 1 = A,(7)

A ∧ A′ = 0, A ∨ A′ = 1.(8)

Porovnejme si tyto vlastnosti s vlastnostmi okruh·:
První dv¥ z nich, tj. (1) a (2) °íkají, ºe ob¥ ope-

race ∧ a ∨ jsou asociativní. Vlastnost (3) konstatuje
komutativitu obou operací.

Aº potud je tedy v²e jako u £íselných obor·
a operací s£ítání a násobení. Zásadní zm¥nou jsou ale dal²í dv¥
vlastnosti (4) a (5), protoºe ty vyºadují jak distributivitu operace
∨ v·£i pr·niku∧, tak naopak. To pochopiteln¥ u s£ítání a násobení
£ísel nejde�máme tam pouze distributivitu s£ítání v·£i násobení,
ale ne naopak.

Poslední t°i vlastnosti (6) � (8) konstatují existenci neut-
rálních prvk· v·£i ob¥ma operacím, ale také existenci obdoby
k �inverzím� ke v²em prvk·m (ale v²imn¥me si, ºe pr·nikem
s komplementem chceme dostat neutrální prvek ke sjednocení
a naopak, tedy odli²n¥ od vzetí inverzí v okruzích). Jist¥ nás
nep°ekvapí, kdyº za chvíli uvidíme, ºe takto siln¥ provázané
vlastnosti dvou r·zných operací nem·ºe mít p°íli² mnoho objekt·.

Booleovské algebry

De�nice. Mnoºin¥ K spolu s dv¥ma binárními operacemi
∧ a ∨ a jednou unární operací ′ spl¬ující vlastnosti (1)�(8)
°íkáme Booleovská algebra. Operaci ∧ budeme °íkat in�mum
(p°ípadn¥ pr·nik, anglicky £asto také meet), operaci ∨ budeme
°íkat supremum (p°ípadn¥ sjednocení, anglicky také join). Prvku
A′ se °íká dopln¥k k prvku A.
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□
Gröbnerovy báze lze vyuºít i v softwarovém inºenýrství p°i hle-

dání invariant· cykl·, které jsou pot°eba k ov¥°ování správnosti algo-

ritm·, viz následující p°íklad.

11.110. Ov¥°te správnost následujícího algoritmu pro výpo£et

sou£inu dvou celých £ísel a, b.
(x, y, z) := (a, b, 0);

while not (y = 0) do

if y mod 2 = 0

then (x, y, z) := (2*x, y/2, z)

else (x, y, z) := (2*x, (y-1)/2, x+z)

end if

end while

return z

�e²ení. Ozna£íme-li si jako X,Y,Z po£áte£ní hodnoty prom¥nných

x, y, z, pak z de�nice je polynom p invariantem cyklu práv¥ tehdy,

kdyº v kaºdém kroku platí p(x, y, z,X, Y,Z) = 0. Takový polynom
m·ºeme najít pomocí Gröbnerovy báze následujícím zp·sobem.

Ozna£me f1, f2 p°i°azení ve dvou v¥tvích algoritmu, tj.

f1(x, y, z) = (2x, 1
2
y, z) a f2(x, y, z) = (2x, y − 1

2
, x + z).

Pro n iterací prvního okamºit¥ spo£ítáme explicitní vztah

f n1 (x, y, z) = (2nx, 1
2n y, z). Abychom p°evedli tuto iterovanou

funkci na polynomialní zobrazení, zavedeme nové prom¥nné

u := 2n, v := 1
2n . Potom je f n1 dána polynomiální funkcí

F1 : x 7→ ux y 7→ vy z 7→ z,

kde nové prom¥nné spl¬ují uv = 1. Invariantní polynom pak z°ejm¥

musí leºet v ideálu

I1 = ⟨ux −X, vy − Y, z− Z, uv − 1⟩.
Abychom takový polynom na²li, sta£í odtud eliminovat prom¥nné u a

v, coº m·ºeme dob°e ud¥lat práv¥ pomocí Gröbnerovy báze vzhledem

ke gradovanému opa£nému lexikogra�ckému uspo°ádání s u > v >

x > y > z. Ta je rovna

(xy −XY, z− Z, x − vX, y − uY).
Odtud F1(xy − XY) = xy − XY a F1(z − Z) = z − Z a v²echny

dal²í polynomy invariantní vyhledem k libovolnému po£tu n aplikací

f1 jsou dány polynomem v (polynomech) xy −XY a z− Z.
Podobnou úvahu te¤ provedeme pro f2. Pro n iterací odvodíme vztah

f n2 (x, y, z) = (2nx,
1
2n
(y + 1)− 1, (2n − 1)x + z),
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V²imn¥me si, ºe axiomy Booleovské algebry jsou zcela syme-
trické v·£i zám¥n¥ operací∧ a∨, spole£n¥ se zám¥nou prvk· 0 a 1.
D·sledkem tohoto faktu je, ºe jakékoliv tvrzení, které odvodíme
z axiom·, má také platné duální tvrzení, které vznikne z prvého
práv¥ zám¥nou v²ech výskyt· ∧ za ∨ a naopak a stejn¥ tak v²ech
výskyt· 0 a 1. Hovo°íme o principu duality.

11.46. Vlastnosti Booleovských algeber. Jako obvykle si hned
odvodíme n¥kolik elementárních d·sledk· axiom·. Zejména si
pov²imn¥me, ºe tak dokáºeme u speciálního p°ípadu Booleovské
algebry v²ech podmnoºin v dané mnoºin¥ M elementární vlast-
nosti známé z mnoºinové algebry. Nap°. je dopln¥k kA ∈ K ur£en
svými vlastnostmi jednozna£n¥. V obecném pohledu v²ak toto po-
zorování °íká, ºe máme-li dáno (K,∧,∨), m·ºe existovat nejvý²e
jedna unární operace ′, se kterou dostaneme Booleovskou algebru
(K,∧,∨, ′).

Skute£n¥ pokud B,C ∈ K spl¬ují vlastnosti A′ (tj. poslední
axiom (8) v de�nici vý²e), platí

B = B ∨ 0 = B ∨ (A ∧ C) =
= (B ∨ A) ∧ (B ∨ C) = 1 ∧ (B ∨ C) = B ∨ C

a stejn¥ také spo£teme

C = C ∨ B.
Je tedy nutn¥ B = C. V²imn¥me si, ºe pouºitím tohoto výsledku
na prvky 1 a 0, spole£n¥ s jejich de�nicí, okamºit¥ dostáváme jed-
nozna£nost pro tyto výjime£né prvky v libovolné Booleovské al-
geb°e (promyslete si podrobn¥!).

Vlastnosti v následujícím tvrzení mají svá zavedená jména
v mnoºinové algeb°e: vlastnosti (2) se °íká absorp£ní
zákony, vlastnosti (3) popisují idempotentnost operací
∧ a ∨ a rovnosti (4) jsou známy jako De Morganova
pravidla.

Tvrzení. V kaºdé Booleovské algeb°e (K,∧,∨, ′) platí pro
v²echny prvky v K:

(1) A ∧ 0 = 0, A ∨ 1 = 1,
(2) A ∧ (A ∨ B) = A, A ∨ (A ∧ B) = A,
(3) A ∧ A = A, A ∨ A = A,
(4) (A ∧ B)′ = A′ ∨ B′ , (A ∨ B)′ = A′ ∧ B′ ,
(5) (A′)′ = A.

D·kaz. Podle principu duality pot°ebujeme z kaºdého
z duálních tvrzení na jednotlivých °ádcích dokázat pouze jedno.
Po£ítejme s vyuºitím axiom·:

Za£neme s vlastností (3)

A = A ∧ 1 = A ∧ (A ∨ A′) = (A ∧ A) ∨ 0 = A ∧ A.
Nyní uº umíme snadno (1)

A ∧ 0 = A ∧ (A ∧ A′) = (A ∧ A) ∧ A′ = A ∧ A′ = 0

a pak je snadné i (2)

A ∧ (A ∨ B) = (A ∨ 0) ∧ (A ∨ B) =
= A ∨ (0 ∧ B) = A ∨ 0 = A.

K d·kazu De Morganových pravidel sta£í ov¥°it, ºe A′ ∨ B′ má
vlastnosti dopl¬ku k A ∧ B, pak to totiº bude dopln¥k dle úvahy
vý²e. S vyuºitím (1) spo£teme

(A ∧ B) ∧ (A′ ∨ B′ ) = ((A ∧ B) ∧ A′) ∨ ((A ∧ B) ∧ B′ ) =
= (0 ∧ B) ∨ (A ∧ 0) = 0.
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a po zavedení prom¥nných u a v dostaneme ekvivalentní polynomiální

funkci

F2 : x 7→ ux y 7→ v(y + 1)− 1 z 7→ (u− 1)x + z.
Invariantní polynom pro F2 pak získáme stejn¥ jako v p°edchozím

p°ípad¥ pomocí Gröbnerovy báze p°íslu²ného ideálu. Nás ale zajímají

polynomy, které jsou invariantní jak pro F1, tak i pro F2. Ty z°ejm¥

musí leºet v ideálu

I2 = ⟨F2(xy −XY), F2(z− Z), uv − 1⟩.
Dosazením za F2 dostaneme

I2 = ⟨uxv(y + 1)− ux −XY, (u− 1)x + z− Z, uv − 1⟩
a pomocí Gröbnerovy báze tohoto ideálu eliminujeme prom¥nné u a v

a najdeme polynom xy −XY + z−Z, který je invariantní jak pro F1,

tak pro F2 a je to tedy invariant daného cyklu. Vzhledem k po£áte£ním

podmínkámX = a, Y = b, Z = 0 vidíme, ºe b¥hem celého programu

platí xy− ab+ z = 0. Na konci cyklu bude platit y = 0, a proto bude
výsledek opravdu z = ab. □

Nyní ukáºeme n¥kolik p°íklad·, ve kterých vyuºijemeGröbnerovy

báze k °e²ení r·zných polynomiálních soustav. V t¥chto p°íkladech ne-

bude primárním cílem najít Gröbnerovu bázi, ale vy°e²it danou sou-

stavu.

11.111. Pomocí Gröbnerovy báze vy°e²te polynomiální soustavu

x3 − 2xy = 0,

x2y + x − 2y2 = 0.

�e²ení. Ozna£me f1 := x3 − 2xy, f2 := x2y + x − 2y2 . Báze

(f1, f2) není Gröbnerova, protoºe nap°íklad LM(yf1 − xf2) = x2 /∈
(x3 , x2y) = (LM(f1), LM(f2)). Musíme tedy k bázi p°idat práv¥ po-

lynom

yf1 − xf2 = −x2 .

Vzniklou bázi pak m·ºeme redukovat tím, ºe polynomy f1, f2

vyd¥líme x2 . Tak dostaneme bázi(
xy, x − 2y2 , x2 ) .

První polynom ov²em m·ºeme vyd¥lit druhým se zbytkem 2y3 a t°etí

druhým se zbytkem 4y4 . Dostáváme tak bázi(
x − 2y2 , y3 )

a ta uº je Gröbnerova: podle naivního algoritmu (viz 11.39) sta£í pouze

ov¥°it, ºe polynom

S
(
x − 2y2 , y3 ) = y3 (x − 2y2 )− xy3 = −2y5



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKÉ STRUKTURY

Obdobn¥, s pouºitím (2) dostáváme

(A ∧ B) ∨ (A′ ∧ B′ ) = (A ∨ (A′ ∨ B′ )) ∨ (B ∨ (A′ ∨ B′ )) =
= (1 ∨ B′ ) ∧ (1 ∨ A′) = 1.

Kone£n¥ p°ímo z de�nice je A′ ∧ A = 0 a A′ ∨ A = 1, má proto
A poºadované vlastnosti dopl¬ku k A′ a je tedy A = (A′)′. □

11.47. P°íklady Booleovských algeber. Nejmen²í zajímavá al-
gebra je mnoºina v²ech podmnoºin jednoprvkové
mnoºinyM. Ta má práv¥ dva prvky 0 = ∅ a 1 = M.
Operace∧ a∨ v tomto p°ípad¥ splývají s násobením a
s£ítáním v okruhu zbytkových t°íd Z2, proto budeme

nadále hovo°it o Booleovské algeb°e Z2.
Podobn¥ jako u vektorových prostor· a okruh· m·ºeme al-

gebraickou strukturu Booleovské algebry p°ená²et na prostory
funkcí, jejichº obor hodnot Booleovskou algebrou je. Skute£n¥ pro
mnoºinu v²ech funkcí S = {f : M → K} z mnoºinyM do Boole-
ovské algebry (K,∧,∨, ′) de�nujeme pot°ebné operace a vybrané
prvky 0 a 1 na S jako funkce v argumentu x ∈ M takto:

(f1 ∧ f2)(x) = (f1(x)) ∧ (f2(x)) ∈ K,
(f1 ∨ f2)(x) = (f1(x)) ∨ (f2(x)) ∈ K,

(1)(x) = 1 ∈ K, (0)(x) = 0 ∈ K,
(f )′(x) = (f (x))′ ∈ K.

Ov¥°ení, ºe tyto nové operace skute£n¥ zadávají Booleovskou al-
gebru je zcela p°ímo£aré a jednoduché.

P°ipome¬me, ºe v²echny podmnoºiny dané mnoºinyM lze in-
terpretovat jako zobrazeníM → Z2, kdyº na jedni£ku zobrazíme
práv¥ body vybrané podmnoºiny. Pak skute£n¥ m·ºeme sjedno-
cení a pr·nik de�novat vý²e uvedeným zp·sobem � nap°. o kaº-
dém bodu x ∈ M rozhodujeme u (A∧B)(x), zda pat°í do A a zda
pat°í do B a vezmeme sjednocení výsledk· v Z2, tj. výsledek bude
1, práv¥ kdyº x padne do sjednocení.

11.48. Výroková logika. V p°edchozích odstavcích jsme pouºili
symboliku, kterou je £asto rozumné interpretovat tak,
ºe z prvk· A,B, . . . ∈ K tvo°íme �slova� pomocí
operací∨,∧, ′ a závorek vyjas¬ujících v jakém po°adí
a na jaké argumenty jsou operace aplikovány. Samotné

axiomy Booleovských algeber a jejich d·sledky pak °íkají, ºe ve-
lice £asto r·zná slova dávají stejnou hodnotu výsledku v K.

V p°ípad¥ mnoºiny v²ech podmnoºin K = 2M je to z°ejmé �
prost¥ jde o rovnost podmnoºin. Nyní uvedeme stru£n¥ jinou po-
dobnou souvislost.

Budeme pracovat op¥t se slovy jako vý²e, interpretujeme je
ale jako tvrzení sloºené z elementárních výrok· A,B, . . . a logic-
kých operací AND (binární operace ∧), OR (binární operace ∨)
a negace NOT (unární operace ′). Taková slova nazýváme výroky
a p°i°azujeme jim pravdivostní hodnotu v závislosti na pravdivostní
hodnot¥ jednotlivých elementárních argument·. Pravdivostní hod-
notu p°itom bereme jako prvek z triviální Booleovy algebry Z2,
tedy bu¤ 0 nebo 1. Pravdivostní hodnota výroku je pln¥ ur£ena
p°i°azením hodnot pro nejjednodu²²í výroky A ∧ B, A ∨ B a A′,
tj. A∧B je pravdivé, pouze kdyº jsou oba výroky A a B pravdivé,
A∨B je nepravdivé, pouze kdyº jsou oba výroky nepravdivé, aA′
má opa£nou hodnotu neº A.

Výrok obsahující n elementárních výrok· tedy p°edstavuje
funkci (Z2)

n → Z2 a dva výroky nazýváme logicky ekvivalentní,
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dává zbytek nula v·£i bázi
(
x − 2y2 , y3

)
, dokonce v libovolném

uspo°ádání na polynomech. �e²ením soustavy je z°ejm¥ bod (0, 0).
□

11.112. Je dána soustava polynomiálních rovnic

x2yz2 + x2y2 + yz− xyz2 − z2 = 0,

x2y + z = 0,

xyz+ z+ 1 = 0.

Se°a¤te monomy polynom· podle lexikogra�ckého uspo°ádání s x >

y > z, pak vyd¥lte první polynom druhým a t°etím a výsledek vyuºijte

k vy°e²ení soustavy v oboru reálných £ísel.

�e²ení.

x2y2 + x2yz2 − xyz2 + yz− z2 = (y + z2) (x2y + z)−
− y(xyz+ z+ 1)− z3 + z.

Odtud z = 0,±1. Potom nap°.

0 = z (x2y + z)− x(xyz+ z+ 1) =
= z2 − zx − x.

Odtud x = z2

z+1 a z t°etí rovnice y = − (1+z)2
z3 . Vyhovuje jediný reálný

bod
( 1

2 ,−4, 1
)
. □

11.113. Pomocí Gröbnerovy báze vy°e²te polynomiální soustavu

x2 + y + z = 1,

x + y2 + z = 1,

x + y + z2 = 1.

�e²ení. Ozna£me f1 := x + y + z2 − 1. Zbytek po d¥lení polynomu

x + y2 + z− 1 polynomem f1 je

f2 = y2 − y − z2 + z.
Zbytek po d¥lení polynomu x2 + y + z − 1 polynomem f1 je y2 +
2yz2 − y + z4 − 2z2 + z a dal²ím d¥lením polynomem f2 dostaneme

zbytek

f3 = 2yz2 + z4 − z2.

Báze (f1, f2, f3) je²t¥ není Gröbnerova. Tu zkonstruujeme volbou

g1 := f1, g2 := f2 a místo f3 vezmeme S-polynom

2z2f2 − yf3 = −yz4 − yz2 − 2z4 + 2z3.

Potom d¥lením polynomem f3 dostaneme zbytek

g4 = z6 − 4z4 + 4z3 − z2 =
= z2(z− 1)2

(
z2 + 2z− 1

)
.
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jestliºe zadávají stejnou funkci. V p°edchozím p°íkladu jsme jiº
ov¥°ili, ºe na mnoºin¥ t°íd logicky ekvivalentních výrok· je dána
struktura Booleovy algebry. Nutn¥ tedy pro výrokovou logiku bude
v tomto smyslu platné v²e, co dokáºeme pro obecné Booleovy al-
gebry.

Stru£n¥ si proberme, jak vypadají obvyklé dal²í jednoduché
výroky ve výrokové logice jakoºto prvky Booleovy algebry (tj. re-
prezentujeme vºdy na²ím výrazem t°ídu výrok· ekvivalentních):

Implikaci A ⇒ B dostaneme jako A′ ∨ B, ekvivalenci
A ⇔ B odpovídá (A ∧ B) ∨ (A′ ∧ B′ ). Dále vylu£ovací OR,
neboli XOR, je dáno jako (A∧B′ )∨ (A′ ∧B), negace NOR ope-
raceOR je vyjád°ena jako A′ ∧B′ a negace NAND operace AND
je dána jako A′ ∨ B′ . Kone£n¥ tautologie je dána pomocí libovol-
ného elementárního výroku jako A ∨ A′.

V²imn¥me si také, ºe XOR odpovídá v mnoºinové algeb°e
symetrickému rozdílu mnoºin.

11.49. P°epína£e jako Booleova algebra. P°epína£ je pro nás
£erná sk°í¬ka, která má jen dva stavy, bu¤ je zapnut (a signál pro-
chází) nebo naopak vypnut (a signál neprochází).

B

A B

A

Jeden nebo více p°epína£· zapojujeme do sít¥ sériov¥ nebo
paraleln¥. Sériové zapojení je popsáno pomocí binární operace ∧,
paralelní je naopak∨. Unární operaceA′ zadává p°epína£, který je
vºdy v opa£né poloze neº A. Kaºdé kone£né slovo vytvo°ené po-
mocí p°epína£·A,B, . . . a operací∧,∨ a ′ umíme p°evést na obrá-
zek, který bude p°edstavovat systém p°epína£· propojených dráty
a zcela obdobn¥ jako v minulém odstavci nám kaºdá volba poloh
jednotlivých p°epína£· zadá hodnotu �zapnuto/vypnuto� pro celý
systém.

Op¥t se snadno krok po kroku ov¥°í platnost základních
axiom· Booleových algeber pro ná² systém. Na následujícím
obrázku je ilustrován jeden z axiom· distributivity.

=A
A

A

B

C

B

C
Propojení bez p°epína£e odpovídá prvku 1, koncové body bez

propojení (nebo sériové zapojení A a A′) dává prvek 0. Nakreslete
si obrázky pro v²echny axiomy Booleovské algebry a ov¥°te si je!

11.50. D¥litelé. Dal²ím p°irozeným p°íkladem Booleovské alge-
bry m·ºe být systém d¥litel· p°irozeného £ísla nebo
polynomu.

Za£n¥me trochu obecn¥ji a zvolme pevn¥ ta-
kové p°irozené £íslo p ∈ N nebo polynom p ∈ K[x1, . . . , xs]
nad oborem integrity K s jednozna£ným rozkladem. Za nosnou
mnoºinu Dp bereme mnoºinu v²ech d¥litel· q na²eho p. Pro dva
takové d¥litele de�nujeme q ∧ r jako nejv¥t²í spole£ný d¥litel
prvk· q a r, q ∨ r je nejmen²í spole£ný násobek. Dále de�nujeme
význa£ný prvek 1 ∈ Dp jako na²e £íslo nebo polynom p a ne-
utrálním prvkem 0 v·£i supremu na Dp je jedni£ka v N, resp.
1 ∈ K ⊆ K[x1, . . . , xs]. Unární operaci ′ de�nujeme pomocí
d¥lení: q′ = p/q.
Lemma. Mnoºina Dp spolu s vý²e uvedenými operacemi
∧, ∨ a ′ je Booleovská algebra, práv¥ kdyº rozklad p na neroz-
loºitelné faktory neobsahuje ºádné kvadráty (tj. v jednozna£ném
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Báze (g1, g2, g3) uº je Gröbnerova a proto m·ºeme úlohu vy°e²it

zp¥tnou eliminací. Z g4 = 0 máme z = 0, 1,−1±√2. Dosazením do

g2 = 0 a g1 = 0 dostaneme °e²ení (1, 0, 0),(0, 1, 0),(0, 0, 1),
(−1 +√

2,−1+√2,−1+√2
)
,
(−1−√2,−1−√2,−1−√2

)
. □

11.114. Vy°e²te v R soustavu polynomiálních rovnic

x2 − 2xz− 4,
x2y2 z+ yz3,

2xy2 − 3z3.

�e²ení. Báze vhodná pro eliminaci prom¥nných je Gröbnerova báze

pro lexikogra�cké monomiální uspo°ádání s x > y > z. Pouºitím

programu Maple tak najdeme bázi

144z5 + 35z7 + 12z9,

23z6 + 12z8 + 44yz4,

yz3 + 3z5 + 4zy2 , 9z4 + 4y3 ,

−8y2 − 6z4 + 3xz3, 2xy2 − 3z3,

x2 − 2xz− 4.

Protoºe pro diskriminant prvního polynomu báze (vyd¥leného z5)

platí 352 − 4.144.7 < 0, musí být z = 0. Dosazením do dal²ích poly-

nom· pak hned dostáváme y = 0, x = ±2. □

11.115. Vy°e²te v R soustavu polynomiálních rovnic

xy + yz− 1,
yz+ zw − 1,
zw + wx − 1,
wx + xy − 1.

�e²ení. V tomto p°ípad¥ se hodí uvaºovat gradované lexikogra�cké

uspo°ádání w > x > y > z. Algoritmem 11.39 nebo op¥t pomocí

výpo£etních program· najdeme p°íslu²nou Gröbnerovu bázi

(x − z,w − y, 2yz− 1).

�e²ením je pak mnoºina bod· ( 1
2t , t,

1
2t , t) pro libovolné 0 ̸= t ∈ R.

□

11.116. Vy°e²te v R soustavu polynomiálních rovnic

x2 + yz+ x,
z2 + xy + z,
y2 + xz+ y.

�e²ení. Podle algoritmu 11.39 nebo rad¥ji s pomocí programu

Mample nalezneme Gröbnerovu bázi pro lexikogra�cké monomiální
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rozkladu p = q1 . . . qn na nerozloºitelné faktory jsou v²echna qi
po dvou r·zná).

D·kaz. Ov¥°ení axiom· je vcelku snadné, projdeme jeden po
druhém a budeme zkoumat, kdy je zapot°ebí na²eho poºadavku na
nep°ítomnost kvadrát· v rozkladu.

Nejv¥t²í spole£ný d¥litel kone£ného po£tu £ísel nebo poly-
nom· nezávisí na po°adí, ve kterém jej po£ítáme. Stejn¥ tak
pro nejmen²í spole£ný násobek. To odpovídá axiom·m (1) a (2)
v 11.45. Komutativita, tj. axiom (3), je zcela z°ejmá.

Pro t°i libovolné prvky a, b a c m·ºeme bez újmy na obec-
nosti psát jejich rozklad ve tvaru a = qp1

1 . . . q
ps
s , b = qm1

1 . . . q
ms
s

a c = q
k1
1 . . . q

ks
s , kde p°ipou²tíme i mocniny 0 a v²echny prvky

qj jsou po dvou nesoud¥lné. Prvek a∧ b ∈ Dp je tedy prvek s roz-
kladem, ve kterém se objeví v²echna spole£ná qi v mocnin¥, která
bude minimem z mocnin v a a b. Naopak a ∨ b bude mít rozklad,
ve kterém se objeví v²echny £leny z rozklad· a a b a to s mocninou,
která bude tou v¥t²í z mocnin p°íslu²ného faktoru v a a b. Z této
úvahy nyní snadno plynou distributivní zákony (4) a (5) z 11.45.

Problém nemáme ani s existencí prvk· 0 a 1, které jsme
p°ímo de�novali a zjevn¥ spl¬ují axiomy (6) a (7). P°ípadná exis-
tence kvadrát· v rozkladech ale znemoºní ur£ení dopl¬ku. Nap°.
vD12 = {1, 2, 3, 4, 6, 12} nelze 6∧6′ = 1 dosáhnout, protoºe má
6 netriviálního spole£ného d¥litele se v²emi ostatními prvky vD12
mimo jedni£ku, ta ov²em nespl¬uje 6 ∨ 1 = 12.

Pokud ov²em nejsou v rozkladu £ísla nebo polynomu
p kvadráty, de�nujeme dopln¥k pomocí d¥lení jako q′ = p/q

a snadno ov¥°íme pot°ebné vlastnosti z axiom· (6)�(8). □
11.51. �áste£ná uspo°ádání. K Booleovským algebrám te¤

p·jdeme z jiné strany. Základní strukturou pro nás
bude pojem uspo°ádání. Vzpome¬me na de�nici
uspo°ádání jakoºto re�exivní, antisymetrické a tran-
zitivní relace≤ na mnoºin¥K. Taková relace obecn¥

ne°íká o kaºdé dvojici a, b ∈ K, jestli je a ≤ b nebo b ≤ a (takové
uspo°ádání se nazývá úplné uspo°ádání nebo dobré uspo°ádání).
�asto v na²em p°ípad¥ obecného uspo°ádání proto hovo°íme také
o £áste£ném uspo°ádání a mnoºina (K,≤) vybavená £áste£ným
uspo°ádáním se nazývá uspo°ádaná mnoºina7.

Takové uspo°ádání je zejména vºdy na mnoºin¥ K = 2M

v²ech podmnoºin mnoºinyM prost°ednictvím inkluze podmnoºin.
Pomocí na²í relace in�ma na K je m·ºeme de�novat jako A ⊆ B,
práv¥ kdyº A ∧ B = A. Ekvivalentn¥ A ⊆ B, práv¥ kdyº
A ∨ B = B.
Lemma. Je-li (K,∧,∨, ′) Booleova algebra, pak relace ≤ de�-
novaná vztahem A ≤ B, práv¥ kdyº A ∧ B = A, je £áste£né
uspo°ádání. Navíc pro v²echny prvky A,B,C ∈ K platí:

(1) A ∧ B ≤ A,
(2) A ≤ A ∨ B,
(3) jestliºe A ≤ C a zárove¬ B ≤ C, pak také A ∨ B ≤ C,
(4) A ≤ B, práv¥ kdyº A ∧ B′ = 0,
(5) 0 ≤ A a A ≤ 1.

D·kaz. V²echny dokazované vlastnosti a vztahy jsou výsled-
kem jednoduchého výpo£tu v Booleovské algeb°e K. Za£n¥me
s vlastnostmi uspo°ádání pro ≤. Re�exivita je p°ímým d·sledkem

7I v £eské literatu°e se také pouºívá název poset z anglického �partially orde-
red set�, který zd·raz¬uje, ºe jde o £áste£né uspo°ádání, tj. ne kaºdá dvojice prvk·
je srovnatelná
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uspo°ádání s x > y > z sloºenou ze ²esti polynom·:

z2 + 3z3 + 2z4,

z2 + z3 + 2yz2 + 2yz3,

y − yz− z− z2 − 2yz2 + y2 ,

yz+ z+ z2 + 2yz2 + xz,
z2 + xy + z, x2 + yz+ x.

První polynom v této bázi má ko°eny z = 0,−1,− 1
2 . Rozborem

jednotlivých p°ípad· zjistíme, ºe °e²ením soustavy jsou práv¥ body

(0, 0, 0), (−1, 0, 0), (0,−1, 0), (0, 0,−1) a (− 1
2 ,− 1

2 ,− 1
2). □

J. Booleovy algebry a svazy

11.117. Nalez¬ete (úplnou) disjunktivní normální formu výrazu(
B′ ⇒ C

) ∧ [(A ∨ C) ∧ B] ′ .

�e²ení.

Obsahuje-li formule relativn¥ málo prom¥nných (v na²em

p°ípad¥ t°i), je nejvýhodn¥j²í sestavit pravd¥podob-

nostní tabulku daného výrazu a z ní úplnou disjunktivní

normální formu ode£íst. Tabulka bude obsahovat

23 = 8 °ádk·. Ozna£me je²t¥ zkoumanou formuli

písmenem φ.

A B C B′ ⇒ C [(A ∨ C) ∧ B] ′ φ

0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0

Výsledná úplná disjunktivní normální forma je dána disjunkcí

formulí odpovídajícím °ádk·m, které mají v posledním sloupe£ku

jedni£ku (daná formule je pro danou volbu základních prom¥nných

pravdivá). �ádku pak odpovídá konjunkce daných prom¥nných (je-

li hodnota prom¥nné 1), p°ípadn¥ jejich negací (je-li hodnota 0).
V na²em p°ípad¥ pí²eme disjunkci konjunkcí odpovídajících druhému,

t°etímu, ²estému a sedmému °ádku, tedy formuli

(A′ ∧ B′ ∧ C) ∨ (A′ ∧ B ∧ C′ ) ∨ (A ∧ B′ ∧ C).
Formuli m·ºeme také p°episovat pomocí rozepsání logické spojky

⇒ pomocí spojek ∧ a ∨, de Morganových pravidel a distributivních

zákon·:
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idempotence: A ∧ A = A, tj. A ≤ A. Podobn¥ komutativita
pro ∧ zaru£uje antisymetrii ≤, protoºe z A ∧ B = A a zárove¬
B ∧ A = B vyplývá

A = A ∧ B = B ∧ A = B.
Kone£n¥ z platnosti A ∧ B = A a B ∧ C = B vyvodíme

A ∧ C = (A ∧ B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C) = A ∧ B = A,
coº ov¥°uje tranzitivitu relace ≤.

Dále po£ítáme (A ∧ B) ∧ A = (A ∧ A) ∧ B = A ∧ B, takºe
A ∧ B ≤ A.

Ze vztahu A∧ (A∨B) = A, viz 11.46(2), plyne A ≤ A∨B,
coº dokazuje tvrzení (2).

Distributivita spole£n¥ s p°edpokladem (3) dává

(A ∨ B) ∧ C = (A ∧ C) ∨ (B ∧ C) = A ∨ B,
takºe skute£n¥ platí (3).

Tvrzení (5) plyne p°ímo z axiom· pro význa£né prvky 1 a 0.
Zbývá nám tvrzení (4). JestliºeA ≤ B, pakA∧B′ = A∧B∧

B′ = 0. Naopak je-liA∧B′ = 0, pakA = A∧1 = A∧(B∨B′ ) =
= (A ∧ B) ∨ (A ∧ B′ ) = (A ∧ B) ∨ 0 = A ∧ B. Odtud A ≤ B
a d·kaz je ukon£en. □

V²imn¥me si, ºe stejn¥ jako v p°ípad¥ algebry podmnoºin je
v Booleovských algebrách A∧B = A, práv¥ kdyº je A∨B = B.
Skute£n¥ je-li A ∧ B = A, pak z absorp£ních zákon· plyne
A ∨ B = (A ∧ B) ∨ B = B a naopak. M·ºeme proto pro
de�nici £áste£ného uspo°ádání stejn¥ dob°e pouºívat také operaci
∨.

11.52. Svazy. Vid¥li jsme, ºe kaºdá Booleova algebra za-
dává uspo°ádanou mnoºinu (K,≤). Zdaleka ne kaºdá
uspo°ádaná mnoºina ov²em vzniká takovýmto zp·sobem.
Nap°. triviální £áste£né uspo°ádání, kdy A ≤ A pro
v²echnyA a v²echny dvojice r·zných prvk· jsou nesrovna-

telné, samoz°ejm¥ z Booleovy algebry vzniknout nem·ºe, pokud
je v K více neº jeden prvek (vid¥li jsme, ºe nejv¥t²í a nejmen²í
prvek v Booleov¥ algeb°e je totiº srovnatelný s kaºdým prvkem).
Zkusme se zamyslet, do jaké míry lze z uspo°ádání budovat
operace ∧ a ∨.

Pracujme s pevn¥ zvolenou uspo°ádanou mnoºinou (K,≤).
O prvkuC ∈ K °ekneme, ºe je dolní závorou pro n¥jakoumnoºinu
prvk· L ⊆ K, je-li C ≤ A pro v²echny A ∈ L. Prvek C ∈ K je
in�mem mnoºiny L ⊆ K, jestliºe je dolní závorou a pro kaºdou ji-
nou dolní závoruD téºe mnoºiny platíD ≤ C. Jde tedy o nejv¥t²í
dolní závoru dané mnoºiny.

Obdobn¥ de�nujeme horní závoru a supremum podmnoºiny
L zám¥nou ≤ za ≥ v posledním odstavci.

Kone£né uspo°ádané mnoºiny se p°ehledn¥ zobrazují pomocí
orientovaných graf·. Prvky K jsou p°edstavovány uzly a hra-
nou jsou spojeny práv¥ prvky v relaci s orientací od v¥t²ího
k men²ímu. Hasseho diagram uspo°ádané mnoºiny je zakreslení
takového grafu v rovin¥ tak, ºe v¥t²í prvky jsou zobrazeny vºdy vý²
neº men²í (a orientace hran je tedy dána takto implicitn¥). Zvlá²t¥
u malého po£tu prvk· mnoºiny K je to velmi p°ehledný zp·sob,
jak diskutovat r·zné p°íklady, viz p°íklady ve vedlej²ím sloupci.
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(
B′ ⇒ C

) ∧ [(A ∨ C) ∧ B] ′ ⇐⇒
⇐⇒(B ∨ C) ∧ [(A ∨ C)′ ∨ B′ ] ⇐⇒
⇐⇒(B ∨ C) ∧ [(A′ ∧ C′ ) ∨ B′ ]⇐⇒
⇐⇒ [

(B ∨ C) ∧ (A′ ∧ C′ )] ∨ [(B ∨ C) ∧ B′ ] ⇐⇒
⇐⇒ [(

B ∧ A′ ∧ C′ ) ∨ (C ∧ A′ ∧ C′ )] ∨ [(B ∧ B′ ) ∨ (C ∧ B′ )]⇐⇒
⇐⇒ (

B ∧ A′ ∧ C′ ) ∨ (C ∧ B′ ) ,
coº jiº je (neúplná) disjunktivní normální forma dané formule. Tato

formule je zjevn¥ ekvivalentní úplné disjunktivní normální form¥ dané

formule, kterou jsme odvodili z tabulky (slovo �úplná� znamená, ºe

se ve formuli objevují pouze konjunkce v²ech t°í prom¥nných £i jejich

negací). □

11.118. Nalezn¥te disjuktivní normální formu výrazu

((A ∧ B) ∨ C) ′ ∧ (A′ ∨ (B ∧ C′ ∧D))

⃝
V logice známe n¥kolik logických spojek: ∧, ∨, H⇒, ≡. A také

operátor ′. Libovolnou výrokovou formuli uºívajících t¥chto spojek

lze pravdivostn¥ ekvivalentn¥ zapsat pouºitím pouze n¥kterých z nich,

nap°íklad spojkou ∨ a operátorem ′. Existují i spojky NAND a NOR
(ANANDB = (A∧B)′, ANORB = (A∨B)′). Tyto spojky mají tu

vlastnost, ºe pomocí pouze jedné znich lze pravdivostn¥ ekvivalentn¥

zapsat libovolnou výrokovou formuli (£tená° si rozmyslí, ºe uvedené

základní spojky i operátor ′ lze pomocí jak spojky NAND, tak pouze

pomocí spojky NOR ekvivalentn¥ vyjád°it). Tyto spojky lze imple-

mentovat v elektrických obvodech pomocí tzv. �brán�.

11.119. Vyjád°ete výrokovou formuli (A⇒ B) pomocí obvodu obsa-

hujícího pouze hradlo NAND. ⃝

11.120. Zjednodu²te výraz

((A ∧ B) ∨ (A⇒ B)) ∧ ((B′ ⇒ C) ∨ (B ∧ C′ )).

�e²ení. P°epsáním do Booleovy algebry dostáváme

(a · b + a′ + b) · (b + c + b · c′) = · · · = a′ · c + b.

To znamená, ºe vý²e uvedená formule je ekvivalentní výroku (A′ ∧
C) ∨ B. □
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Svazy

De�nice. Svaz je uspo°ádaná mnoºina (K,≤), ve kterém kaºdá
dvouprvková mnoºina {A,B}má supremumA∨B a in�mumA∧
B. Hovo°íme p°itom o úplném svazu, jestliºe existuje supremum a
in�mum kaºdé podmnoºiny v K.

Na svazu (K,≤) tedy máme de�novány binární operace
∧ a ∨ a p°ímo z de�nice je zjevná asociativita a komutativita
t¥chto operací (dokaºte si podrobn¥!).

V²imn¥me si také, ºe jakýkoliv prvek vK je horní závorou pro
prázdnou mnoºinu, proto supremum prázdné mnoºiny musí být
men²í neº v²echny prvky vK. Obdobn¥ in�mum prázdnémnoºiny
musí být v¥t²í neº jakýkoliv prvek v K. Zejména tedy úplný svaz
má vºdy nejv¥t²í a nejmen²í prvek.

Protoºe jsou binární operace ∧ a ∨ asociativní a komutativní,
jist¥ existují v kaºdém svazu suprema a in�ma v²ech kone£ných ne-
prázdných mnoºin. V p°ípad¥ kone£ných uspo°ádaných mnoºin·
(K,≤) jde proto o úplný svaz tehdy a jen tehdy, kdyº v n¥m exis-
tuje jediný nejv¥t²í prvek 1 ∈ K a jediný nejmen²í prvek 0 ∈ K.

O svazu °íkáme, ºe je distributivní, jestliºe operace
∧ a ∨ spl¬ují axiomy distributivity (4) a (5) z odstavce 11.46 na
stran¥ 687. Snadno lze ale nakreslit Hasseho diagram svazu, který
není distributivní, viz obrázek níºe.

Nyní uº m·ºeme snadno de�novat Booleovskou algebru v ja-
zyce svaz·: Booleovská algebra je distributivní svaz s nejv¥t²ím
prvkem 1 a nejmen²ím prvkem 0 takový, ºe v n¥m existují ke v²em
prvk·m komplementy (tj. prvky spl¬ující vlastnost 11.45(8)).

Ov¥°ili jsme jiº, ºe v takovém p°ípad¥ jsou komplementy de�-
novány jednozna£n¥ (viz úvahy na za£átku odstavce 11.46), takºe
je na²e alternativní de�nice Booleovské algebry korektní.

V²imn¥me si také, ºe p°i diskusi d¥litel· daného £ísla nebo po-
lynomup jsme narazili na distributivní svazyDp, které jsou Boole-
ovskou algebrou práv¥ tehdy, kdyº rozklad p neobsahuje kvadráty,
viz Lemma 11.50.

11.53. Homomor�smy. Jak jsme jiº vid¥li u mnoha matematic-
kých struktur, o objektech se dozvídáme infor-
mace pomocí tzv. homomor�sm·, tj. zobrazení,
které zachovávají p°íslu²né operace. Obzvlá²´

jednoduché je to u uspo°ádaných mnoºin:

Izotonní zobrazení

Homomor�smem uspo°ádaných mnoºin (K,≤K) a (L,≤L)
rozumíme takové zobrazení f : K → L, ºe z A ≤K B vºdy
vyplývá také f (A) ≤L f (B). Hovo°íme p°itom také o izotonních
zobrazeních.

V p°ípad¥ svaz· a Booleovských algeber de�nujeme homo-
mor�smy podobn¥ jako u okruh·:

Homomorfismy svaz· a algeber

Zobrazení f : (K,∧,∨, ′) → (L,∧,∨, ′) se nazývá homo-
mor�smus Booleovských algeber, jestliºe pro v²echny A, B ∈ K
platí

(1) f (A ∧ B) = f (A) ∧ f (B),
(2) f (A ∨ B) = f (A) ∨ f (B),
(3) f (A′) = f (A)′.
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11.121. Anna, Bára, Kate°ina a Dana cht¥jí jet na výlet. Rozhodn¥te,

která z d¥v£at pojedou, mají-li být dodrºeny tyto zásady: Pojede aspo¬

jedna z dvojice Bára/Dana, nejvý²e jedna z dvojice Anna/Kate°ina,

aspo¬ jedna z dvojice Anna/Dana a nejvý²e jedna z dvojice Bára/

Kate°ina. Dále je jisté, ºe Bára nepojede bez Anny a ºe Kate°ina po-

jede, pojede-li Dana.

�e²ení. P°epsáním do Booleovy algebry, úpravou a p°epsáním zp¥t

dostaneme, ºe na výlet pojede bu¤ práv¥ Anna s Bárou nebo práv¥

Kate°ina s Danou. □

11.122. Pomocí p°episu do Booleovy algebry vy°e²te následující

úlohu: P°i vy²et°ování vraºdy bylo zaji²t¥no p¥t podez°elých

Kalina, Nová£ek, Obrátil, Praºák a Ryvola. V dob¥ £inu byl

na míst¥ Obrátil nebo Praºák, ale nejvý²e jeden z dvojice Ka-

lina, Nová£ek a aspo¬ jeden z dvojice Kalina, Obrátil. Podez°elý Ry-

vola tam mohl být jen v p°ítomnosti Praºáka, ale pokud tam Ryvola

byl, nechyb¥l ani Obrátil. Lze vylou£it spolupráci Nová£ka s Praºákem,

zato Nová£ek a Obrátil tvo°í nerozlu£nou dvojici. Kdo z podez°elých

vraºdu spáchal?

�e²ení. P°episem do Booleovské algebry, podle prvních písmen

jména, dostáváme

(o+ p)(k′ + n′)(k + o)(p + r′ )(r′ + o)(n′ + p′)(no+ n′o′)

a s vyuºitím x2 = x, xx′ = 0, x+x′ = 1 dostaneme úpravou p°edcho-

zího výrazu r′p′nok′+r′pn′o′k. Vinni jsou teda bu¤Nová£ek aObrátil
nebo Kalina s Praºákem. □

11.123. Volební sk°í¬ka pro t°i voli£e je sk°í¬ka, která zpracuje hlasy

t°í voli£· a jejím výstupem je výsledek �ano�, pokud byla pro v¥t²ina

z voli£·. Navrh¬ete takovou sk°í¬ku sloºenou z p°epína£ových obvod·.

�e²ení.

□
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Homomor�smus f je izomor�smus Booleovských algeber, jestliºe
je f bijektivní.

Podobn¥ de�nujeme homomor�smy svaz· jako zobrazení,
která spl¬ují vlastnosti (1) a (2).

Snadno se ov¥°í, ºe bijektivnost f jiº zaru£í, ºe f−1 je op¥t
homomor�smem.

Z de�nice uspo°ádání na Booleových algebrách nebo svazech
je z°ejmé, ºe kaºdý homomor�smus f : K → L bude také
spl¬ovat f (A) ≤ f (B) pro v²echny prvky A ≤ B v K, p·jde
tedy vºdy o izotonní zobrazení.

Jakkoliv umíme rekonstruovat operace suprema a in�ma
z uspo°ádání, pokud toto vzniklo z Booleovy algebry, není
pravda, ºe by kaºdý homomor�smus uspo°ádaných mnoºin byl
automaticky homomor�smem p°íslu²ných algeber nebo svaz·.

11.54. V¥ty o pevném bod¥. Mnoho praktických úloh spo£ívá
v diskusi existence a vlastností pevných bod· zob-
razení f : K → K na n¥jaké mnoºin¥ K, tj. prvk·
x ∈ K s vlastností f (x) = x. Na²e úvahy o in�mech
a supremech umoº¬ují p°ekvapiv¥ snadno odvodit

velice silná tvrzení tohoto typu. Dokáºeme si jednu takovou klasic-
kou v¥tu, kterou odvodili Knaster a Tarski (ve speciálním p°ípad¥
Booleovské algebry podmnoºin dané mnoºiny jiº koncem dvacá-
tých let 20. století, obecné tvrzení pak publikoval Tarski v r. 1955):

V¥ta (Tarského v¥ta). Uvaºujme libovolný úplný svaz (K,∧,∨)
a libovolné izotonní zobrazení f : K → K. Pak f má pevný bod
a mnoºina v²ech pevných bod· f je (s uspo°ádáním zd¥d¥ným zK)
op¥t úplný svaz.

D·kaz. Ozna£me M = {x ∈ K; x ≤ f (x)}. Protoºe
v K existuje minimální prvek, je jist¥ M neprázdná a protoºe f
zachovává uspo°ádání, je f (M) ⊆ M. Ozna£me dále z1 = supM.
Pak jist¥ pro x ∈ M platí x ≤ z1, tedy také f (x) ≤ f (z1). P°itom
zárove¬ víme x ≤ f (x), takºe f (z1) je horní závorou proM. Pak
ov²em nutn¥ z1 ≤ f (z1), takºe i z1 ∈ M a proto f (z1) ≤ z1.
Dokázali jsme tedy f (z1) = z1 a pevný bod je nalezen.

Trochu sloºit¥j²í je dokázat dov¥tek, ºemnoºinaZ ⊆ K v²ech
pevných bod· zobrazení f je úplný svaz. Z°ejm¥ jsme jiº na²li její
nejv¥t²í prvek z1 = maxZ a úpln¥ stejným postupem s pouºitím
in�ma a vlastnosti f (x) ≤ x místo de�nice M a jejího suprema
bychom na²li také nejmen²í bod z0 = minZ.

Uvaºme nyní libovolnou neprázdnou mnoºinu Q ⊆ Z

a ozna£me y = supQ. Toto supremum sice nemusí leºet v Z,
ukáºeme ale, ºe bude p°esto v Z existovat supremum i ve
zd¥d¥ném uspo°ádání ≤Z z uspo°ádání v K. Za tím ú£elem
si ozna£me R = {x ∈ K; y ≤ x}, tj. mnoºinu v²ech prvk·
vK v¥t²ích neº na²e y. P°ímo z de�nic je z°ejmé, ºe tato mnoºina
R je spolu s uspo°ádáním zd¥d¥ným zK op¥t úplný svaz a zúºení
zobrazení f na R bude op¥t izotonní zobrazení f|R : R → R.
Podle vý²e dokázaného tedy bude mít f|R nejmen²í pevný bod ȳ.
Samoz°ejm¥ je ȳ ∈ Z a snadno nahlédneme, ºe ve skute£nosti
je ȳ supremem námi zvolené mnoºiny Q v·£i zd¥d¥nému
uspo°ádání na Z. P°itom je moºné, ºe ȳ > y. Obdobným postu-
pem se zam¥n¥nými relacemi a volbou in�ma najdeme i in�mum
libovolné neprázdné podmnoºiny v Z. Nejv¥t²í a nejmen²í prvek
jsme jiº na²li d°íve a d·kaz je ukon£en. □
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11.124. Nalezn¥te kone£nou podmnoºinu mnoºiny kladných celých

£ísel takovou, ºe pokud ji uváºíme jako uspo°ádanou mnoºinu, kde re-

lace uspo°ádání je dána relací d¥litelnosti, tak se nebude jednat o svaz.

⃝

11.125. Ur£ete po£et relací uspo°ádání na £ty°prvkové mnoºin¥. Pro

kaºdý z neizomorfních typ· uspo°ádání (kaºdý typ je dán Hasseovým

diagramem) ur£ete, zda se jedná o svaz. Vyskytuje se mezi uspo°ádá-

ními Booleova algebra?

�e²ení. Postupn¥ projdeme v²echny moºné Hasseovy diagramy

uspo°ádání na n¥jaké £ty°prvkové mnoºin¥ M a spo£ítáme, kolik

r·zných uspo°ádání (tj. podmnoºin mnoºiny M × M) má daný

Hasse·v diagram, viz obr.:

Celkem tedy je 219 uspo°ádání na £ty°prvkové mnoºin¥.

Uv¥domme si, ºe podmínka existence suprema a minima libovol-

ných dvou prvk· ve svazu, implikuje indukcí existenci suprema a in-

�ma libovolné kone£né mnoºiny prvk· svazu. U kone£ných svaz· to

mimo jiné znamená, ºe kone£ný svaz musí mít nejv¥t²í a nejmen²í pr-

vek.

Pouze na základ¥ tohoto kriteria vidíme, ºe moºnými svazy jsou

pouze uspo°ádání na posledních dvou obrázcích. Tomu tak skute£n¥

je, p°edposlední uspo°ádání je dokonce Booleovou algebrou. □

11.126. Ur£ete po£et relací uspo°ádání mnoºiny {1, 2, 3, 4, 5} tako-
vých, ºe práv¥ dv¥ dvojice prvk· jsou nesrovnatelné. ⃝

11.127. Nakreslete Hasseho diagram svazu d¥litel· £ísla 36. Je tento
svaz distributivní? Jedná se o Booleovu algebru?

�e²ení. Svaz je distibutivní (neobsahuje, a ani ºádné jeho d¥lení ne,

jako podgraf tvz. �Diamant�).
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Poznámka. V literatu°e lze najít mnoho variant v¥t o pevných bo-
dech v r·zných souvislostech. Jednou z velmi uºite£ných je tzv.
Kleeneho v¥ta, jejíº tvrzení m·ºeme vy£íst z práv¥ dokázané v¥ty
následujícím zp·sobem.

Jestliºe (ve zna£ení Tarského v¥ty) uváºíme spo£etnou podm-
noºinu v K tvo°enou tzv. Kleeneho °et¥zcem

0 ≤ f (0) ≤ f (f (0)) ≤ . . . ,

pak supremum z této podmnoºiny zjevn¥ nem·ºe být v¥t²í neº kte-
rýkoliv pevný bod zobrazení f . Skute£n¥ pokud je y pevný bod
zobrazení f , pak ze vztahu 0 ≤ y dostaneme f (0) ≤ f (y) = y

atd. Pokud má f navíc vlastnost spojitosti, tzn. ºe �dostate£n¥� za-
chovává suprema, m·ºeme dovodit ºe f (z) bude op¥t supremem
téhoº °et¥zce a tedy pevný bod. Musí to proto být nejmen²í pevný
bod. Toto tvrzení se nazývá Kleeneho v¥ta o pevném bod¥ a má
£etná pouºití v teorii rekurzí, p°i diskusi zastavení algoritm· atd.

Nebudeme zde zacházet do podrobností kolem spojitosti zob-
razení mezi uspo°ádanými mnoºinami.

11.55. Normální tvary výraz·. Vrátíme se záv¥rem zp¥t k dis-
kusi Booleovských algeber s kone£ným po£tem prvk·
a ukáºeme si jejich úplnou klasi�kaci.

P°i diskusi výrokové logiky jsme se potýkali s pro-
blémem, co vlastn¥ jsou prvky p°íslu²né Booleovy al-

gebry. Formáln¥ vzato jsme je de�novali jako t°ídy ekvivalentních
výrok·. Jinak °e£eno, pracovali jsme s hodnotovými funkcemi pro
výroky s daným po£tem argument·. V·bec jsme p°itom ne°e²ili ob-
tíºný problém, jak rozpoznat stejné výroky v tomto smyslu. Také
jsme ne°e²ili, jestli v²echny formáln¥ moºné hodnotové funkce
(Z2)

n→ Z2 lze zadat pomocí základních logických operací.
Zcela obdobn¥ se m·ºeme tázat, jak poznat, zda dva systémy

p°epína£· mají stejnou funkci. Obdobn¥ jako u výrok· zde pro sys-
tém s n p°epína£i pracujeme s funkcemi (Z2)

n → Z2 a zjevn¥
existuje práv¥ 22n

r·zných takových p°epínacích funkcí. Na t¥chto
funkcích umíme p°irozeným zp·sobem zadat strukturu Booleovy
algebry (vyuºíváme, ºe hodnoty, tj. Z2, jsou Booleovou algebrou).

Odpovíme nyní na vý²e uvedené otázky tak, ºe pro libovolný
prvek obecné Booleovy algebry sestrojíme jeho tzv. normální tvar,
tj. napí²eme jej pomocí dob°e vybrané skupiny nejjednodu²²ích
prvk· a operace ∨. Porovnáním normálních tvar· dvou prvk· pak
uº snadno poznáme, zda jsou stejné £i nikoliv. Nejprve si tedy vy-
bereme obzvlá²´ jednoduché prvky Booleovských algeber:

Atomy v Booleovské algeb°e

Prvek A ∈ K nazveme atom v Booleov¥ algeb°e K, jestliºe
pro v²echny B ∈ K platí A ∧ B = A nebo A ∧ B = 0.

Jinak °e£eno, A je atom, kdyº pro v²echny ostatní prvky
B ≤ A implikuje B = 0 nebo B = A.

Velmi jednoduché je to v Booleovské algeb°e v²ech podm-
noºin dané kone£né mnoºiny M. Zjevn¥ budou atomy práv¥
v²echny jednoprvkové podmnoºiny A = {x} v mnoºin¥ M.
Skute£n¥ pro kaºdou podmnoºinu B budeme mít bu¤ A∧B = A,
pokud x ∈ B, nebo A ∧ B = 0, pokud x /∈ B.

Podívejme se je²t¥, jak vypadají atomy v Booleov¥ algeb°e
funkcí p°epína£ového systému s n p°epína£i A1, . . . , An. Snadno
ov¥°íme, ºe zde je 2n atom·, které jsou tvaru Aσ1

1 ∧ · · · ∧Aσn
n , kde

bu¤ Aσi

i = Ai nebo Aσi

i = A′
i .
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□

11.128. Nakreslete Hasseho diagram svazu d¥litel· £ísla 30. Je tento
svaz distributivní? Jedná se o Booleovu algebru?

�e²ení. Tento svaz je Booleovou algebrou o osmi prvcích. V²echny

Booleovy algebry o 2n prvcích, pro pevné n, jsou si izomorfní (viz

11.58). V tomto p°ípad¥ se jedná o �krychli�. Graf Booleovy algebry

o osmi prvcích lze totiº nakreslit jako pr·m¥t krychle do roviny.

□

11.129. Rozhodn¥te, zda kaºdý svaz na t°íprvkové mnoºin¥ je

°et¥zec (°et¥zec je uspo°ádaná mnoºina, ve které je kaºdý prvek

srovnatelný s kaºdým).

�e²ení. Jak jiº jsme si v²imli v p°íkladu ∥11.125∥, kone£ný svaz musí

mít sv·j nejv¥t²í a nejmen²í prvek. Tedy jeden ze t°í prvk· je nejv¥t²í

(tj. srovnatelný s ob¥ma dal²ími), druhý nejmen²í (tedy op¥t srovna-

telný s ob¥ma dal²ími) a t°etí je tudíº srovnatelný také s ob¥ma ostat-

ními (nejv¥t²ím i nejmen²ím). □
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Skute£n¥ pro dv¥ funkce φ aψ je jejich in�mem funkce φ∧ψ,
jejíº hodnoty jsou dány sou£inem jejich hodnot v Z2. Platí tedy
φ ≤ ψ, jestliºe φ má hodnotu 1 ∈ Z2 v²ude tam, kde má ψ hod-
notu 1 ∈ Z2. Odtud uº plyne, ºe v na²í Booleov¥ algeb°e hodno-
tových funkcí je funkce φ atomem, práv¥ kdyº z 2n hodnot φ na
jednotlivých moºnostech hodnot jednotlivých argument· má práv¥
jednou hodnotu 1 ∈ Z2. V²echny takové funkce ov²em lze vytvo°it
práv¥ uvedeným zp·sobem.

A nyní m·ºeme zformulovat slibovanou v¥tu o normálním dis-
junktivním tvaru.

V¥ta. Kaºdý prvek B v kone£né Booleov¥ algeb°e (K,∧,∨, ′) lze
zapsat jako supremum atom·

B = A1 ∨ · · · ∨ Ak.
Tato formule je navíc jednozna£ná aº na po°adí atom·.

D·kaz nám zabere n¥kolik odstavc·, ale základní idea je do-
cela jednoduchá:

Uvaºme v²echny atomy A1, A2, . . . , Ak v K, které
jsou men²í nebo rovny B. Z vlastností uspo°ádání na
mnoºin¥ K (viz 11.51(3)) je okamºit¥ vid¥t, ºe také

Y = A1 ∨ · · · ∨ Ak ≤ B.
Hlavním na²ím krokem v d·kazu bude ov¥°it, ºe B ∧ Y ′ = 0, coº
podle 11.51(4) zaru£uje B ≤ Y . Tím bude dokázána rovnost B =
Y .

11.56. T°i pomocná tvrzení. Postupn¥ si odvodíme n¥kolik tech-
nických vlastností atom· a pak teprve dokon£íme d·kaz v¥ty o nor-
málním disjunktivním tvaru. Pokra£ujeme v symbolice pouºívané
v minulém odstavci.

Tvrzení. (1) Jestliºe jsou Y,X1, . . . , Xℓ atomy v K, pak
Y ≤ X1 ∨ . . . ∨ Xℓ tehdy a jen tehdy, kdyº Y = Xi pro n¥jaké
i = 1, . . . , ℓ.
(2) Pro kaºdý prvek Y ̸= 0 v K existuje atom X, pro který je
X ≤ Y .
(3) Jestliºe jsou X1, . . . , Xr v²echny atomy vK, pak Y = 0, práv¥
kdyº Y ∧Xi = 0 pro v²echna i = 1, . . . , r.

D·kaz. (1) Jestliºe platí nerovnost v tvrzení, pak

Y ∧ (X1 ∨ · · · ∨Xℓ) = Y.
Díky distributivit¥ m·ºeme rovnost p°epsat jako

(Y ∧X1) ∨ · · · ∨ (Y ∧Xℓ) = Y,
p°itom ale je pro v²echna i bu¤ Y ∧ Xi = 0 nebo Y ∧ Xi = Xi .
Pokud by tedy byly v²echny tyto pr·niku 0, bylo by i Y = 0. Musí
být tedy n¥jaké i, pro které je Y ∧Xi = Xi . Prvek Y je p°itom také
atom, takºe jsme dokázali poºadovanou rovnost Y = Xi .

Opa£ná implikace je z°ejmá.
(2) Pokud je Y samo atomem, pak sta£í zvolitX = Y . Jestliºe

Y není atom, pak z de�nice vyplývá, ºe musí existovat nenulový
prvek Z1, pro který je Z1 ≤ Y . Jestliºe ani Z1 není atom, pak
ze stejných d·vod· najdeme Z2 ≤ Z1 a postupn¥ tak sestrojíme
posloupnost r·zných prvk·

. . . Zk ≤ Zk−1 ≤ · · · ≤ Z1 ≤ Y,
která nem·ºe být nekone£ná, protoºe celá Booleovská algebraK je
kone£ná. Proto musí skon£it n¥jakým atomem Zk .
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11.130. Udejte p°íklad izotonního zobrazení dvou svaz·, které není

svazovým homomor�smem.

�e²ení. Op¥t se vrátíme k p°íkladu ∥11.125∥ a uváºíme zobrazení dle

obrázku:

□

11.131. Rozhohn¥te, zda libovolný svazový homomor�smus mezi

kone£nými svazy zobrazí nejmen²í prvek jednoho svazu na nejmen²í

prvek druhého svazu.

�e²ení. Ne. Libovolné konstantní zobrazení mezi dv¥ma svazy je sva-

zovým homomor�smem. Pokud konstantní hodnotou nebude zrovna

nejmen²í prvek druhého svazu, pak se jedná o homomor�smus, který

vyvrací tvrzení ze zadání p°íkladu. □

11.132. Rozhodn¥te, zda kaºdý °et¥zec, kterýmá nejv¥t²í a nejmen²í

prvek je úplným svazem.

�e²ení. Ne. Uváºme nap°íklad mnoºinu celých £ísel bez nuly, kterou

uspo°ádáme následovn¥: libovolné kladné £íslo bude v¥t²í neº záporné,

po°adí kladných £ísel mezi sebou v²ak �obrátíme� a totéº ud¥láme se

zápornými £ísli. Potom bude £íslo 1 nejv¥t²ím £íslem daného °et¥zce a

£íslo −1 nejmen²ím. Mnoºina kladných celých £ísel v²ak nebude mít

v této uspo°ádané mnoºin¥ in�mum.

Formáln¥ de�nujeme na Z \ {0} uspo°ádání ≺ následovn¥:

a ≺ b⇐⇒ [(sgn(a) · sgn(b) = 1 ∧ b > a) ∨ (sgn(a) > sgn(b))].
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(3) P°edpokládejme nejprve, ºe Y ∧ Xi = 0 pro v²echny in-
dexy i. Pokud by ale bylo Y ̸= 0, pak podle p°edchozího bodu
musí existovat atom Xj , pro který Xj ∧ Y = Xj , coº je spor.

Opa£ná implikace je triviální. □

11.57. D·kaz v¥ty o normálním tvaru. Pokra£ujme v na²í úvaze
o p°epsání prvku B pomocí výrazu

Y = A1 ∨ · · · ∨ Ak ≤ B,
kde Ai jsou v²echny atomy v K men²í nebo rovny B. Spo£teme

B ∧ Y ′ = B ∧ (A1 ∨ · · · ∨ Ak)′ = B ∧ A′
1 ∧ · · · ∧ A′

k.

Jestliºe je A = Ai atom obsaºený ve sjednocení Y , pak tedy
B ∧ Y ′ ∧ A = 0. Pokud ale je A atom, který ve výrazu Y
nevystupuje, dostáváme také B ∧ Y ′ ∧ A = 0, nebo´ Y obsahuje
práv¥ v²echny atomy men²í neº B, a proto B ∧ A = 0.

Dokázali jsme tedy, ºe B ∧ Y ′ má nulový pr·nik se v²emi
atomy, a proto je to nulový prvek podle na²eho t°etího pomocného
tvrzení vý²e. Proto tedy B ≤ Y . Z de�nice Y ale víme Y ≤ B

a antisymetrie uspo°ádání tedy zaru£uje B = Y , jak jsme cht¥li
dokázat.

Zbývá jednozna£nost výrazu aº na po°adí. P°edpokládejme
tedy, ºe jsme zapsali B dv¥ma zp·soby v poºadovaném tvaru

B = A1 ∨ · · · ∨ Ak = Ã1 ∨ · · · ∨ Ãℓ.
Nyní kaºdé Ai spl¬uje Ai ≤ B, a proto je podle prvního po-
mocného tvrzení vý²e nutn¥ rovno jednomu z Ãj . Opakováním
tohoto argumentu dostáváme poºadovanou jednozna£nost a d·kaz
je ukon£en.

11.58. Klasi�kace. Na záv¥r na²ich úvah je²t¥ dokáºeme, ºe ve
skute£nosti byly v²echny na²e p°íklady kone£ných
Booleovských algeber izomorfní. Zejména tedy uvi-
díme, ºe kaºdou z 22n

hodnotových funkcí pro n ele-
mentárních výrok· umíme zapsat vhodným výro-

kem, stejn¥ jako kaºdou z 22n
r·zných p°epínacích funkcí umíme

zadat pomocí vhodn¥ sestavených n p°epína£·. V obou p°ípadech
se bude diskutovaná algebra chovat stejn¥ jako Booleovská algebra
v²ech podmnoºin v mnoºin¥ s 2n prvky.

Navíc jsme se nau£ili kaºdý takový výraz napsat v jedno-
zna£ném normálním tvaru, takºe umíme algoritmicky ur£it, zda bu-
dou nap°. dva p°epína£ové systémy vykazovat stejné chování, aniº
bychom porovnali hodnoty p°i v²ech 2n moºných vstupech.

V¥ta. Kaºdá kone£ná Booleova algebra je izomorfní Booleovské
algeb°e K = 2M , kdeM je mnoºina atom· v K.

D·kaz. My²lenka d·kazu je zcela p°ímo£ará. P°i kaºdém izo-
mor�smu kone£né Booleovské algebry (K,∧,∨, ′) musí atomy
být zobrazeny na atomy. Najd¥me si tedy mnoºinuM v²ech atom·
v K a uvaºme Booleovu algebru (2M ,∩,∪, ′) v²ech podmnoºin
v M. Tím máme i zadánu p°irozenou korespondenci mezi atomy
v K a 2M .

Pouºijeme nyní disjunktivní normální formu k roz²í°ení zob-
razení na celéK. Kaºdý prvek X ∈ K lze psát jednozna£n¥, aº na
po°adí atom· Ai , ve tvaru

X = A1 ∨ · · · ∨ Ak
a de�nujeme tedy funkci f : K → 2M vztahem

f (X) = f (A1) ∪ · · · ∪ f (Ak) = {A1, . . . , Ak},
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□

11.133. Udejte p°íklad nekone£ného °et¥zce, který je úplným sva-

zem.

�e²ení. Nap°íklad mnoºina reálných £ísel spolu s prvky−∞,∞. Sva-

zová supréma a infíma jsou de�novány souhlasn¥ s t¥mito pojmy v

mnoºin¥ reálných £ísel. Dále je −∞ in�mum mnoºin, které nejsou

zdola ohrani£ené, podobn¥ ∞ je supremum mnoºin, které nejsou

zhora ohrani£ené. Prvek −∞ je nejmen²ím a ∞ nejv¥t²ím v daném

svazu. □

11.134. Rozhodn¥te, zda je mnoºina konvexních podmnoºinR3 sva-

zem (s vhodnými operacemi suprema a in�ma). Pokud ano, je tento

svaz úplný, distributivní?.

�e²ení. Jedná se o svaz. In�mem dvou mnoºin je jejich pr·nik (pr·ni-

kem dvou konvexních mnoºin je op¥t konvexní mnoºina), supremem

pak konvexní obal jejich sjednocení. Je z°ejmé, ºe axiomy svazu jsou

pro takto de�nované operace vskutku spln¥ny (rozmysli).

Svaz není úplný, sta£í uváºit nap°íklad mnoºinu koulí kladného

celo£íselného polom¥ru. Tato mnoºina nemá supremum.

Svaz není ani distributivní. Uvaºme nap°íklad t°i jednotkové koule

K1,K2 aK3 se st°edy v bodech [3, 0, 0], [−3, 0, 0], resp. [0, 0, 0]. Pak

K1 ∨ (K2 ∧K3) = ∅ ̸= (K1 ∨K3) ∧ (K1 ∨K2).

□

11.135. Rozhodn¥te, zda je mnoºina vektorových podprostor· pro-

storu R3 s vhodnými operacemi svazem. Je tento svaz úplný, distribu-

tivní?

�e²ení. Jedná se o svaz, operacemi jsou dány pr·nikem a sou£tem

vektorových prostor· (je snadné ov¥°it, ºe tyto operace spl¬ují axiomy

svazu).

Tento svaz je úplný (in�mum je dané pr·nikem, není co °e²it;

supremum sou£tem vektorových prostor·, to je bu¤ jedno-, dvou- £i

t°ídimenzionální vektorový prostor).

Svaz není distributivní (sta£í uváºit t°i r·znob¥ºky). □
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tj. jako sjednocení jednoprvkových podmnoºin Ai ⊆ M obsaºe-
ných ve výrazu.

Z jednozna£nosti normálního tvaru vyplývá, ºe f je nutn¥ bi-
jekcí. Zbývá dokázat, ºe jde o homomor�smus Booleovských al-
geber.

Jsou-li X a Y dva prvky v K, pak v normální form¥ jejich
suprema jsou práv¥ atomy, které vystupují v X nebo v Y , zatímco
v in�mu jsou to atomy vystupující v obou výrazech sou£asn¥. To
ale práv¥ ov¥°uje, ºe f zachovává operace ∧ a ∨. Pro dopl¬ky si
v²imn¥me, ºe atom A vystupuje v normální form¥ X′, práv¥ kdyº
X ∧ A = 0. Odtud jiº vidíme, ºe i komplementy f zachovává
a d·kaz je ukon£en. □

Pro nekone£né Booleovské algebry obecn¥ neplatí, ºe by byly
izomorfní Booleovské algeb°e v²ech podmnoºin n¥jaké vhodné
mnoºiny M. Platí v²ak, ºe je izomorfní Booleov¥ podalgeb°e
vhodné podmnoºiny v²ech mnoºin n¥jaké mnoºinyM. Tomuto vý-
sledku se °íká Stoneova v¥ta o reprezentaci.

5. Kódování

�asto pot°ebujeme p°ená²et informace a p°itom zaji²´ovat je-
jich správnost. N¥kdy sta£í zajistit, abychom poznali, zda je in-
formace nezm¥n¥ná, a p°i chyb¥ si vyºádáme informaci znovu,
jindy pot°ebujeme zajistit, aby chyby byly i opraveny bez nového
p°ená²ení zprávy. To v²e je úkol kódování a v dal²ích odstavcích
se tomuto úkolu budeme v¥novat.

Pokud navíc chceme, aby zprávu mohl £íst pouze adresát,
pot°ebujeme i tzv. ²ifrování. Tomu jsme se krátce v¥novali na konci
minulé kapitoly.

11.59. Kódy. P°i p°enosu informace zpravidla dochází k její de-
formaci. Budeme pro jednoduchost pracovat s mo-
delem, kdy jednotlivé £áste£ky informace jsou bu¤
nuly nebo jedni£ky (tj. prvky v Z2), °íkáme jim bity,
a p°ená²íme kone£ná slova o k bitech pro n¥jaké

pevn¥ zvolené k ∈ N. Obdobné postupy jsou moºné nad libo-
volnými kone£nými poli, my ale z·staneme u nejjednodu²²ího
p°ípadu Z2.

P°enosové chyby chceme rozpoznávat, p°ípadn¥ i opravovat,
a za tím ú£elem p°idáváme ke k-bitovému slovu dodate£ných
n − k bit· informace pro pevn¥ zvolené n > k. Hovo°íme
o (n, k)-kódech.

V²ech slov o k bitech je 2k a kaºdé z nich má jedno-
zna£n¥ ur£ovat jedno kódové slovo z 2n moºných. Máme tedy
u (n, k)-kód· je²t¥

2n − 2k = 2k(2n−k − 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tu²it, ºe pro veliké k nám i malý
po£et p°idaných bit· dává hodn¥ redundantní informace.

Úpln¥ jednoduchým p°íkladem je kód kontrolující paritu. Kó-
dové slovo o k+ 1 bitech je ur£ené tak, aby p°idáním prvního bitu
ke k�bitovému slovu byl zaru£en sudý po£et jedni£ek ve slov¥. Jde
tedy o (k + 1, k)�kód.

Pokud p°i p°enosu dojde k lichému po£tu chyb, s pouºitím to-
hoto jednoduchého kódu na to p°ijdeme. Dv¥ r·zná kódová slova se
p°i tomto kódu vºdy li²í alespo¬ ve dvou pozicích, chybové slovo
se ale od alespo¬ dvou r·zných kódových slov li²í pouze v po-
zici jedné. Nem·ºeme proto um¥t chyby opravovat, ani kdybychom
v¥d¥li, ºe p°i p°enosu do²lo k práv¥ jedné chyb¥.
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K. Kódy

11.136. Uvaºujme (5, 3) kód nad Z2 generovaný polynomem x2 +
x+1. Vypi²te v²echna kódová slova, najd¥te generující matici a matici

kontroly parity.

�e²ení. p(x) = x2 + x + 1. Kódová slova jsou práv¥ násobky gene-
rujícího polynomu:

0·p, 1·p, x ·p, (x+1)·p, x2 ·p, (x2+1)·p, (x2+x)·p, (x2+x+1)·p
neboli

0, x2 + x + 1, x3 + x2 + x, x3 + 1, x4 + x3 + x2 , x4 + x3 + x + 1,

x4 + x, x4 + x2 + 1

neboli

00000, 11100, 01110, 10010, 00111, 11011, 01001, 10101.

Bázové vektory vynásobené x5−3 = x2 dávají mod (p):

x2 ≡ x + 1,

x3 = x.x2 ≡ x(x + 1) = x2 + x ≡ 1,

x4 ≡ x.
To znamená, ºe bázové vektory se zakódují následovn¥

1 7→ x2 + x + 1, 100 7→ 11100,

x 7→ x3 + 1, tj. 010 7→ 10010,

x2 7→ x4 + x, 001 7→ 01001,

a proto je generující matice

G =


1 1 0
1 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1


a matice kontroly parity

H =
(

1 0 1 1 0
0 1 1 0 1

)
. □

11.137. Ur£ete generující matici a matici kontroly parity (7, 4) kódu
nad Z2 generovaným polynomem x3 + x + 1. ⃝

11.138. Sedmibitovou zprávu a0a1 . . . a6, chápanou jako a0+ a1x+
· · · + a6x

6 , kódujeme polynomiálním kódem generovaným polyno-

mem x4 + x + 1.

i) Zakódujte zprávu 1100011.
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P°ehledn¥ jsou v²echna moºná slova o dvou bitech s jedním
p°idaným paritním bitem vid¥t na obrázku níºe. Kódová slova jsou
zvýrazn¥na tu£ným puntíkem.

100

110

101

111
001

010

011

000
Navíc kódem kontrolujícím pouze paritu neumíme detekovat

tak obvyklé chyby, jako je zám¥na dvou sousedních hodnot ve
slov¥.

11.60. Vzdálenost slov. Na obrázku ilustrujícím (3, 2)�kód kon-
trolující paritu je vid¥t, ºe ve skute£nosti kaºdé
chybné slovo je �stejn¥� daleko od t°í kódových slov
� jsou to ta, která se li²í v práv¥ jednom bitu. Ostatní

jsou dál. Abstraktn¥ m·ºeme takové pozorování zachytit de�nicí
vzdálenosti:

Vzdálenost slov

Hammingova vzdálenost dvou slov je rovna po£tu bit·, ve kte-
rých se li²í.

Pokud uvaºujeme slova x, y, z a první dv¥ se li²í v r bitech,
zatímco y a z se li²í v s bitech, pak se nutn¥ x a z li²í v nejvý²e r+s
bitech, je tedy spln¥na trojúhelníková nerovnost pro vzdálenosti.

Aby kód mohl odhalovat chyby v r bitech, musí být minimální
vzdálenostmezi kódovými slovy alespo¬ r+1. Pokud budeme chtít
i opravit nep°esn¥ p°enesené slovo s r chybami, pak nutn¥ musí
existovat jen jediné kódové slovo, které má od p°ijatého chybného
slova vzdálenost nejvý²e r. Ov¥°ili jsme tedy jednoduchá tvrzení:

V¥ta. (1) Kód spolehliv¥ odhaluje nejvý²e r chyb ve slov¥, práv¥
kdyº je minimální Hammingova vzdálenost kódových slov
r + 1.

(2) Kód spolehliv¥ odhaluje i opravuje nejvý²e r chyb, práv¥ kdyº
je minimální Hammingova vzdálenost kódových slov 2r + 1.

11.61. Konstrukce polynomiálních kód·. K praktickému pou-
ºití pot°ebujeme efektivn¥ konstruovat kódová slova
tak, abychom je mezi v²emi slovy snadno rozpoznali.
Kontrolu parity jsme uº vid¥li, dal²í triviální moºnost
je prosté opakování bit·. Nap°. (3, 1)�kód bere jednot-

livé bity a posílá je t°ikrát po sob¥.
Docela systematickou cestou ke konstrukci kód· je vyuºití

d¥litelnosti polynom·. Zpráva b0b1 . . . bk−1 je reprezentována jako
polynom nad polem Z2

m(x) = b0 + b1x + · · · + bk−1x
k−1 .

Polynomiální kód

Nech´ p(x) = a0 + · · · + an−kxn−k ∈ Z2[x] je polynom
s koe�cienty a0 = 1, an−k = 1. Polynomiální kód generovaný
polynomem p(x) je (n, k)�kód, jehoº slova jsou polynomy stupn¥
men²ího neº n d¥litelné p(x).
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ii) Obdrºeli jste kód 10111010001. Jaká byla posílaná zpráva,

kdyº budete p°edpokládat, ºe do²lo k chyb¥ na maximáln¥

jednom bitu?

iii) Jaká byla zpráva v ii), pokud p°edpokládáme, ºe do²lo

k chyb¥ práv¥ na dvou bitech?

�e²ení. i)

x4 ≡ x + 1,

x5 ≡ x2 + x,
x9 ≡ x3 + x,
x10 ≡ x2 + x + 1,

odkud

1+ x + x5 + x6 7→ x4 + x5 + x9 + x10 + x + 1+ x2 + x+
x3 + x + x2 + x + 1 =

= x3 + x4 + x5 + x9 + x10 .

Kód je tedy 00011100011.
ii) 1+ x2 + x3 + x4 + x6 + x10 dává po d¥lení x4 + x + 1 zbytek

x2 + 1 ≡ x8 . Do²lo tedy k chyb¥ na devátém bitu a p·vodní zpráva

byla 1010101.
iii) Bu¤ nastala chyba na prvním a t°etím bitu (x2 + 1), nebo na

pátém a ²estém (x4 + x5 ≡ x2 + 1). V prvním p°ípad¥ byla zpráva

1010001, ve druhém 0110001. □

11.139. Sedmibitovou zprávu a0a1 . . . a6, chápanou jako a0+ a1x+
· · · + a6x

6 , kódujeme polynomiálním kódem generovaným polyno-

mem x4 + x3 + 1.

i) Zakódujte zprávu 1101011.

ii) Obdrºeli jste kód 01001011101. Jaká byla posílaná zpráva,

kdyº budete p°edpokládat, ºe do²lo k chyb¥ na maximáln¥

jednom bitu?

iii) Jaká byla zpráva v ii), pokud p°edpokládáme, ºe do²lo

k chyb¥ práv¥ na dvou bitech?

�e²ení. i)

x4 ≡ x3 + 1,

x5 ≡ x3 + x + 1,

x7 ≡ x2 + x + 1,

x9 ≡ x2 + 1,

x10 ≡ x3 + x,
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Zpráva m(x) je zakódována jako v(x) = r(x) + xn−km(x),
kde r(x) je zbytek po d¥lení polynomu xn−km(x) polynomem
p(x).

Z de�nice kódového slova v(x) pro p°ená²ené slovo m(x)
£teme:

v(x) = r(x)+ xn−km(x) =
= r(r)+ q(x)p(x)+ r(x) = q(x)p(x),

protoºe nadZ2 je sou£et dvou stejných polynom· vºdy nulový. Bu-
dou tedy skute£n¥ v²echna kódová slova d¥litelná p(x).

Naopak je-li v(x) d¥litelné p(x), m·ºeme £íst poslední
výpo£et z opa£né strany a vidíme, ºe jde skute£n¥ o kódové slovo
vzniklé uvedeným postupem.

Z de�nice je také vid¥t, ºe kódové slovo vznikne p°idáním
n − k bit· na za£átek slova. P·vodní zpráva je tedy obsaºena
p°ímo v polynomu v(x), takºe dekódování správného slova je
velmi snadné.

Uve¤me si dva jednoduché p°íklady, které uº známe.
V²imn¥me si nejprve, ºe 1 + x d¥lí polynom v(x) tehdy a jen
tehdy, kdyº v(1) = 0. To nastane práv¥ tehdy, kdyº je ve v(x)
sudý po£et nenulových koe�cient·. Polynom p(x) = 1 + x proto
generuje (n, n− 1)�kód kontroly parity pro v²echna n ≥ 3.

Obdobn¥ se snadno ov¥°í, ºe polynom p(x) = 1 + x +
+ . . . + xn−1 generuje (n, 1)�kód n�násobného opakování bit·.
Skute£n¥ d¥lením polynomu b0x

n−1 polynomemp dostaneme zby-
tek b0(1+ · · · + xn−2 ) a tedy p°íslu²né kódové slovo je b0p(x).

11.62. Detekce chyb. Ozna£me si e(x) vektor chyb, které vznik-
nou p°i p°enosu. Místo posílaného slova v ∈ (Z2)

n tedy
dopadne p°enos p°íjmem polynomu

u(x) = v(x)+ e(x).
Chyba je rozpoznatelná, pouze kdyº generátor kódu p(x) ned¥lí
e(x). Máme proto zájem o polynomy p(x) v Z2[x], které nevystu-
pují jako d¥litelé zbyte£n¥ £asto.

De�nice. Ireducibilní polynom p(x) ∈ Z2[x] stupn¥m se nazývá
primitivní, jestliºe p(x) d¥lí polynom (1 + xk ) pro k = 2m − 1,
ale ned¥lí jej pro ºádná men²í k.

V¥ta. Je-li p(x) primitivní polynom stupn¥ m, pak pro v²echna
n ≤ 2m−1 odhaluje p°íslu²ný (n, n−m)�kód v²echny jednoduché
a dvojité chyby.

D·kaz. Jestliºe nastane práv¥ jedna chyba, pak e(x) = xi

pro vhodné 0 ≤ i < n. Protoºe je p(x) ireducibilní polynom,
nem·ºe mít ko°en v Z2. Zejména tedy nem·ºe d¥lit beze zbytku
xi , protoºe rozklad xi je jednozna£ný. Tedy je kaºdá jednotlivá
chyba rozpoznatelná.

Jestliºe nastanou chyby práv¥ dv¥, pak

e(x) = xi + xj = xi
(

1+ xj−i
)

pro jistá 0 ≤ i < j < n. Jiº víme, ºe p(x) ned¥lí beze zbytku
ºádné xi , a protoºe je primitivní, ned¥lí beze zbytku ani 1+ xj−i ,
pokud je j−i < 2m−1. Zárove¬ je p(x) ireducibilní, ned¥lí proto
ani sou£in e(x) = xi (1+ xj−i ), a d·kaz je ukon£en. □

11.63. D·sledek. Je-li q(x) primitivní polynom stupn¥m, pak pro
v²echna n ≤ 2m − 1 rozpoznává (n, n − m − 1)�kód generovaný
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dostáváme tak

1+ x + x3 + x5 + x6 7→ x4 + x5 + x7 + x9 + x10 + x3+
+ 1+ x3 + x + 1+ x2 + x + 1+ x2 + 1+ x3 + x =

= x3 + x4 + x5 + x7 + x9 + x10 + x3 + x.
Kód je tedy 0101︸︷︷︸

kontrola

1101011︸ ︷︷ ︸
zpráva

.

ii) x+ x4 + x6 + x7 + x8 + x10 dává po d¥lení x4 + x3 + 1 zbytek

x2 + x+ 1 ≡ x7 . Do²lo tedy k chyb¥ na osmém bitu a p·vodní zpráva

byla 1010101.

iii) Bu¤ nastala chyba na druhém a desátém bitu (x + x9 ≡ x2 +
x+1), nebo na £tvrtém a sedmém (x3 +x6 ≡ x2 +x+1), nebo pátém
a devátém (x4 + x8 ≡ x2 + x + 1). V prvním p°ípad¥ byla zpráva

00001011111, ve druhém 01011010101, ve t°etím 01000011001. □

11.140. Uvaºme (15, 11) kód generovaný polynomem 1 + x3 +
x4 . P°ijali jsme kód 011101110111001. Ur£ete p·vodní 11-bitovou

zprávu, p°edpokládáme-li, ºe p°i p°enosu do²lo k chyb¥ na jednom

bitu.

�e²ení. �et¥zec je kódové slovo práv¥ tehdy, kdyº je d¥litelný generu-

jícím polynomem, tj. v na²em p°ípad¥ 1+x3+x4 . P°ijatý °et¥zec odpo-

vídá polynomu x+x2+x3+x5+x6+x7+x9+x10+x11+x14 . Tento

polynom dává po d¥lení 1+ x3 + x4 zbytek x+ 1. To znamená, ºe p°i

p°enosu do²lo k chyb¥. P°edpokládáme-li, ºe chyba je jen na jednom

bitu, musí existovat mocnina x, která je rovna tomuto zbytku modulo

1+ x3 +x4 . Proto po£ítáme x4 ≡ x3 +1, x5 ≡ x3 +x+1, . . . , x12 ≡
x + 1. Chyba tedy nastala na t°ináctém bitu a originální zpráva byla

01110111101.
M·ºeme si p°íklad i víc rozebrat. Kdyº si spo£ítáme v²echny moc-

niny x, dostaneme

x4 ≡ x3 + 1,

x5 ≡ x3 + x + 1,

x6 ≡ x3 + x2 + x + 1,

x7 ≡ x2 + x + 1,

x8 ≡ x3 + x2 + x,
x9 ≡ x2 + 1,

x10 ≡ x3 + x,
x11 ≡ x3 + x2 + 1,

x12 ≡ x + 1,

x13 ≡ x2 + x,
x14 ≡ x3 + x2
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polynomem p(x) = q(x)(1 + x) v²echny dvojité chyby a v²echna
slova s lichým po£tem chyb.

D·kaz. Kódová slova generovaná zvoleným polynomem
p(x) jsou d¥litelná jak x + 1, tak primitivním polynomem p1(x).
Jak jsme jiº ov¥°ili, faktor x + 1 má za d·sledek kontrolu parity,
tj. v²echna kódová slova mají sudý po£et nenulových komponent.
Tím umíme odhalit výskyt lichého po£tu chyb. Jak jsem jiº také
vid¥li v p°edchozí v¥t¥, druhý faktor umí odhalit dvojnásobné
chyby. □

Následující tabulka ilustruje sílu výsledk· p°edchozích dvou
tvrzení pro n¥kolik primitivních polynom· v nízkých stupních.
Nap°. poslední °ádek nám °íká, ºe p°idáním pouhých 10 kontrol-
ních bit· ke slovu o délce 1013 bit· budeme um¥t pomocí poly-
nomu (x + 1)p(x) odhalit jednotlivé, dvojité, trojité a v²echny li-
ché po£ty výskyt· chyb v p°enosu. Jde p°itom o p°ená²ení dosti
velkých £ísel, v desítkové soustav¥ by m¥ly p°es t°i sta cifer.

primitivní polynom p(x) kontrolní bity délka slova

1+ x 1 1
1+ x + x2 2 3
1+ x + x3 3 7
1+ x + x4 4 15

1+ x2 + x5 5 31
1+ x + x6 6 63

1+ x3 + x7 7 127
1+ x2 + x3 + x4 + x8 8 255

1+ x4 + x9 9 511
1+ x3 + x10 10 1023

Nástroje pro konstrukci primitivních polynom· dává teorie
kone£ných polí. Souvisí s tzv. primitivními prvky v Galoisových
polích G(2m). Ze stejné teorie lze také dovodit p°íjemnou reali-
zaci d¥lení se zbytkem, tj. ov¥°ování, zda je p°ijaté slovo kódové,
pomocí zpoº¤ovacích registr·. Jde o jednoduchý obvod s tolika
prvky, kolik je stupe¬ polynomu.8

11.64. Lineární kódy. Polynomiální kódy lze efektivn¥ popiso-
vat také pomocí elementárního maticového po£tu.
Budeme p°itom pracovat s vektorovými prostory nad
Z2, takºe musíme být opatrní p°i vyuºívání výsledk·
elementární lineární algebry, protoºe jsme v ní £asto

vyuºívali vlastnost, ºe v = −v zaru£uje v = 0. To nyní sa-
moz°ejm¥ neplatí.

Základní de�nice vektorových prostor·, existence bází a popis
lineárních zobrazení pomocí matic ale z·stávají v platnosti. Bude
uºite£né p°ipomenout si p°i £tení následujících odstavc· obecnou
teorii a ujistit se o její pouºitelnosti.

Vyjdeme z obecn¥j²í de�nice kód·, která poºaduje lineární
závislost kódového slova na p·vodní informaci:

Lineární kódy

Injektivní lineární zobrazení g : (Z2)
k → (Z2)

n je lineární
kód. MaticeG typu k/n reprezentující toto zobrazení ve standard-
ních bázích se nazývá generující matice kódu.

8Více o této krásné teorii a jejích souvislostech s kódy se lze do£íst nap°.
v knize Gilbert, W., Nicholson, K., Modern Algebra and its applications, John Wi-
ley & Sons, 2nd edition, 2003, 330+xvii pp., ISBN 0-471-41451-4.
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a generující matice je tedy

G =



1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

M·ºeme si ov¥°it, ºe vynásobením 01110111101 dostaneme kó-

dové slovo 011101110111101, které se li²í od p°ijatého °et¥zce

011101110111001 práv¥ na tom t°ináctém bitu. □
A nyní za£neme efektivn¥ vyuºívat kontrolní matici.

11.141. Ur£ete generující matici a matici kontroly parity (7, 2) kódu
(tj. dva bity jsou informa£ní a p¥t kontrolních) ge-

nerovaného polynomem x5 + x4 + x2 + 1. De-
kódujte p°ijaté slovo 0010111 (tj. udejte dvoubito-

vou zprávu, která byla poslána), za p°edpokladu, ºe p°i p°enosu do²lo

k nejmen²ímu moºnému po£tu chyb.

�e²ení. Generující matice kódu je

G =



1 1
0 1
1 1
0 1
1 1
1 0
0 1


.

Generující matice je tvaru G =
(
P

Ik

)
, kde P =


1 1
0 1
1 1
0 1
1 1

. Matice

kontroly je tvaru
(
In−k P

)
, tedy v na²em p°ípad¥ je

H =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1

 .
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Pro kaºdé slovo v je p°íslu²ným kódovým slovem del²í vektor

u = G · v.
V¥ta. Kaºdý polynomiální (n, k)�kód je lineární kód.

D·kaz. Pouºijeme elementární vlastnosti d¥lení po-
lynom· se zbytkem. Pouºijme na²e p°i°azení polynomu
v(x) = r(x) + xn−km(x) p·vodní polynomiální zpráv¥
m(x) na sou£et dvou r·zných zpráv m(x) = m1(x) + m2(x).
Zbytek po d¥lení xn−k (m1(x) + m2(x)) je díky jednozna£nosti
d¥lení dán jako sou£et zbytk· r1(x)+ r2(x) pro jednotlivé zprávy.
Dostaneme tedy

v(x) = r1(x)+ r2(x)+ xn−k (m1(x)+m2(x)),

coº je poºadovaná aditivita. Protoºe jediným nenulovým skalárem
je v Z2 jedni£ka, dokázali jsme poºadovanou linearitu zobrazení
slova m(x) na del²í slovo v(x). Toto zobrazení je navíc injektivní,
protoºe p·vodní slovo m(x) je prost¥ zkopírováno za p°idané bity.

□

Nap°. uvaºujme polynomiální (6, 3)�kód vyuºívající poly-
nomu p(x) = 1+ x + x3 pro kódování slov se t°emi bity. Vy£ísle-
ním na jednotlivých bázových prvcích mi(x) = xi−1 , i = 1, 2, 3
dostáváme

v0 = (1+ x)+ x3 ,

v1 = (x + x2 )+ x4 ,

v2 = (1+ x + x2 )+ x5

a tedy matice odpovídající tomuto (6, 3)�kódu je

G =


1 0 1
1 1 1
0 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Protoºe je u polynomiálních kód· vºdy p·vodní slovo zkopíro-
váno za p°idané kontrolní bity, musí mít kaºdý lineární kód vzniklý
z polynomiálního matici s jednotkovým blokem Ik °ádu k zabírají-
cím posledních k °ádk· matice, dopln¥ným maticí P s n− k °ádky
a k sloupci.

11.65. V¥ta. Je-li g : (Z2)
k → (Z2)

n lineární kód s (blokov¥
zapsanou) maticí

G =
(
P

Ik

)
,

potom zobrazení h : (Z2)
n→ (Z2)

n−k s maticí

H = (In−k P
)

má následující vlastnosti

(1) Kerh = Im g,
(2) p°ijaté slovo u je kódové slovo, práv¥ kdyº je H · u = 0.

D·kaz. Sloºení h ◦ g : (Z2)
k → (Z2)

n−k je dáno sou£inem
matic (po£ítáme nad Z2)

H ·G = (In−k P
) · (PIk

)
= P + P = 0.
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P°ijaté slovo vynásobíme kontrolní maticí a dostáváme tak syndrom

(chybu) slova:

H =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1





0
0
1
0
1
1
1


=

= (0 1 1 1 1
)
.

Syndrom p°íslu²ný p°ijatému kódovému slovu je tedy 01111. Nyní
ur£íme v²echna slova p°íslu²ná tomuto syndromu. Dostaneme je tak,

ºe k p°ijatému slovu p°i£teme postupn¥ v²echna platná kódová slova.

Platná kódová slova jsou £ty°i, odpovídající £ty°em moºným zprávám,

které m·ºeme poslat. Získáme je vynásobenímmoºných zpráv (00, 01,
10, 11) generující maticí. Dostáváme tak slova

0000000, 1111101, 1010110, 0101011.

Prostor slov odpovídajích danému syndromu je a�nní prostor se

zam¥°ením daným vektorovým prostorem v²ech platných kódových

slov (viz 11.66). Dostáváme tak slova

0010111, 1101010, 1000001, 0111100.

Nejmen²í moºný po£et chyb p°i p°enosu je roven minimálnímu po£tu

jedni£ek v kódových slovech s daným syndromem. V na²em p°ípad¥

ze £ty° kódových slov má nejmén¥ jedni£ek slovo 1000001, které je
tedy takzvaným vedoucím reprezentantem t°ídy slov se syndromem

01111. Nejmen²ímoºný po£et chyb ve slov¥ se syndromem 01111 jsou
dv¥. P·vodn¥ p°ená²ené slovo pak získáme ode£tením (coº je v Z2

ekvivalentní p°i£tení) p°ijatého slova a vedoucího reprezentanta t°ídy

s daným syndromem. V na²em p°ípad¥

0010111− 1000001 = 1010110.

Za p°edpokladu nejmen²íhomoºného po£tu chyb p°i p°enosu bylo tedy

odesláno slovo 1010110, informa£ní bity jsou pouze poslední dva, tedy

slovo 10. □

11.142. Uvaºujme (7, 3) lineární kód generovaný polynomem x4 +
x3 + x + 1. Napi²te jeho generující a kontrolní matice. Metodou ve-

doucích reprezentant· dékodujte p°ijatou zprávu 1110010. ⃝



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKÉ STRUKTURY

Dokázali jsme tedy Im g ⊆ Kerh. Protoºe je prvních n−k sloupc·
v H tvo°eno bázovými vektory v (Z2)

n−k , má obraz Imh maxi-
mální dimenzi n − k a tedy má tento obraz 2n−k r·zných vek-
tor·. Vektorové prostory nad Z2 jsou kone£né komutativní grupy,
proto m·ºeme pouºít vztah mezi mohutnostmi podgrup a faktor-
grup z odstavce 11.10 a dostáváme

|Kerh| · | Imh| = |(Z2)
n| = 2n.

Proto je po£et vektor· v Kerh roven 2n · 2k−n = 2k . K dokon£ení
d·kazu prvního tvrzení si nyní sta£í pov²imnout, ºe obraz Im f má
také 2k prvk·.

Druhé tvrzení je samoz°ejmým d·sledkem prvního tvrzení.
□

Matici H z v¥ty se °íká matice kontroly parity p°íslu²ného
(n, k)�kódu.

Nap°. matice H = (1 1 1) je zjevn¥ takovou maticí pro (3, 2)
kód p°idávající jeden paritní bit k slovu o dvou bitech. Skute£n¥ ji
snadno dostaneme z matice

G =
1 1

1 0
0 1


zadávající tento kód.

Pro vý²e uvedený (6, 3)�kód to bude matice

H =
1 0 0 1 0 1

0 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1

 .
11.66. Samoopravné kódy. Jak jsme vid¥li, p°enos zprávy u
dává výsledek

v = u+ e.
To je ale nad Z2 ekvivalentní e = u+ v.

Pokud tedy známe vektorový podprostor V ⊆ (Z2)
n správ-

ných kódových slov, víme u kaºdého výsledku, ºe správné
slovo (s opravenými p°ípadnými chybami) je ve t°íd¥ roz-
kladu v+V ve faktorovém vektorovém prostoru (Z2)

n/V .
Zobrazení h : (Z2)

n → (Z2)
n−k zadané maticí kont-

roly parity má V za jádro, proto indukuje injektivní lineární zob-
razení h : (Z2)

n/V → (Z2)
n−k . Jeho hodnoty jsou jednozna£n¥

ur£eny hodnotami H · u.
Syndromy slov

Hodnota H · u, kde H je matice kontroly parity pro lineární
kód, se nazývá syndrom slova u v tomto kódu.

Samoz°ejmým d·sledkem konstrukce je následující:

V¥ta. Dv¥ slova jsou ve stejné t°íd¥ rozkladu u + V , práv¥ kdyº
sdílí syndrom.

Samoopravné kódy nyní m·ºeme konstruovat tak, ºe pro
kaºdý syndrom ur£íme prvek v p°íslu²né t°íd¥, který je nej-
vhodn¥j²ím slovem. Budeme patrn¥ vybírat tak, abychom s co
nejv¥t²í pravd¥podobností opravili jednu, p°ípadn¥ více chyb.

Zkusme si to na p°íkladu (6, 3), pro který uº máme spo£teny
maticeG aH . Sestavíme tabulku v²ech syndrom· a jim odpovída-
jících kódových slov.
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11.143. V lineárním (7, 4)-kódu (tj. délka vlastní zprávy jsou 4) nad
Z2 zadaném maticí 

0 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


byla p°ijata zpráva 1010001. Dekódujte ji (tj. nalezn¥te odesílanou

zprávu) za p°edpokladu, ºe p°i p°enosu do²lo k nejmen²ímu moºnému

po£tu chyb.

�e²ení. Je moºných 24, tedy 16 posílaných zpráv. V²echna platná

kódová slova pak dostaneme pronásobením moºných zpráv (0000,
0001, . . . , 1111) generující maticí kódu. Dostáváme tak slova:

0110001, 1010010, 1100100, 0111000
1100011, 1010101, 0001001, 1011100
1101010, 0110110, 0001110, 1101101
1011011, 0000111, 0111111, 0000000.

Nyní sestavíme matici kontroly parity daného kódu:

H =
1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1 1

 .
(z generující matice jsme vzali blok, který netvo°í jednotkovou ma-

tici, a p°ed n¥j napí²eme £tvercový blok tvo°ený jednotkovou maticí

tak aby �pasoval�). Pokud vynásobíme vektor obdrºené zprávy zT =
(1010001) maticí H dostáváme syndrom zprávy s = Hz = (110)T .
Jedno z kódových slov s tímto syndromem je slovo 1100000 (syndrom
doplníme nulami do správné délky). V²echna slova se syndromem 110
dostaneme p°i£tením tohoto slova ke v²em kódovým slov·m. Získá-

váme tak slova

1000001, 0110010, 0000100, 1011000,
0000011, 0110101, 1101001, 0111100,
0001010, 1010110, 1101110, 0001101,
0111011, 1100111, 1011111, 1100000

Z t¥chto slov se syndrmem 110 obsahuje pouze slovo 0000100
pouze jednu jedni£ku, jedná se tedy o vedoucího reprezentanta t°ídy

slov se syndromem 110. Ode£tením vedoucího reprezentanta od

obdrºené zprávy dostáváme zprávu, která byla odeslána, do²lo-li

k nejmen²ímu moºnému po£tu chyb (v tomto p°ípad¥ k jedné), tedy

zprávu (101)0101, z níº jsou poslední £ty°i bity informa£ní. Poslaná

informace byla 0101. □
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Syndrom 000 mají práv¥ v²echna kódová slova. V²echna
moºná slova s daným syndromem pak dostaneme p°i£tením syn-
dromu (dopln¥ného nulami na délku kódového slova) ke v²em kó-
dovým slov·m.

V následujících dvou tabulkách jsou v prvním sloupci
p°íslu²né syndromy, na dal²ím sloupci pak uvádíme ten z vektor·
v p°íslu²né t°íd¥, který má nejmén¥ jedni£ek. Skoro ve v²ech
p°ípadech jde o jedinou jedni£ku, jen v posledním sloupci máme
jedni£ky dv¥ a zvolili jsme si jako význa£ný prvek ten, který
má jedni£ky vedle sebe (t°eba protoºe v¥°íme, ºe násobné chyby
s v¥t²í pravd¥podobností nastávají t¥sn¥ po sob¥)

000 100 010 001
000000 100000 010000 001000
110100 010100 100100 111100
011010 111010 001010 010010
111001 011001 101001 110001
101110 001110 111110 100110
001101 101101 011101 000101
100011 000011 110011 101011
010111 110111 000111 011111

110 011 111 101
000100 000010 000001 000110
110000 110110 110101 110010
011110 011000 011011 011100
111101 111011 111000 111111
101010 101100 101111 101000
001001 001111 001100 001011
100111 100001 100010 100101
010011 010101 010110 010001

Po£ínaje druhým sloupcem první tabulky, je kaºdý °ádek ta-
bulky a�nním prostorem, jehoº zam¥°ením je vektorový prostor
daný prvním sloupcem první tabulky. Je tomu tak, protoºe daný
kód je lineární, v²echna kódová slova tedy tvo°í vektorový prostor
a jednotlivé t°ídy ve faktorovém prostoru jsou a�nní podprostory.

Zejména je tedy rozdíl kaºdých dvou slov ve stejném sloupci
n¥jakým kódovým slovem. Tu£n¥ vyzna£ená slova p°edstavují
tzv. vedoucí reprezentanty t°ídy (a�nního prostoru) odpovídajícího
danému syndromu. Jsou to slova s nejmen²ím po£tem jedni£ek
v sloupci. Udávají tak nejmen²í po£et bitových zm¥n, které mu-
síme v libovolném slovu na sloupci provést, abychom dostali kó-
dové slovo.

Nap°. pokud dostaneme kódové slovo 111101, má syndrom
110. Vedoucím reprezentantem ve t°íd¥ tohoto syndromu je slovo
000100 a jeho ode£tením od obdrºeného kódového slova dosta-
neme platné kódové slovo 111001. Je to platné kódové slovo
s nejmen²í Hammingovou vzdáleností od obdrºeného slova. Ode-
slaná zpráva tedy patrn¥ byla 001.
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11.144. V lineárním (7, 4)-kódu (tj. délka vlastní zprávy je 4) nad

Z2 zadaném maticí 

1 1 0 1
0 0 1 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


byla p°ijata zpráva 1101001. Dekódujte ji (tj. nalezn¥te odesílanou

zprávu) za p°edpokladu, ºe p°i p°enosu do²lo k nejmen²ímu moºnému

po£tu chyb.

�e²ení. Syndrom 101, vedoucí reprezentant 0001000, poslaná zpráva

(110)0001 □

11.145. V lineárním (7, 4)-kódu (tj. délka vlastní zprávy jsou 4) nad
Z2 zadaném maticí 

1 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


byla p°ijata zpráva 0000011. Dekódujte ji (tj. nalezn¥te odesílanou

zprávu) za p°edpokladu, ºe p°i p°enosu do²lo k nejmen²ímu moºnému

po£tu chyb.

�e²ení. Syndrom 011, vedoucí reprezentant 0000100, poslaná zpráva

(000)0111. □

11.146. V lineárním (7, 4)-kódu (tj. délka vlastní zprávy jsou 4) nad
Z2 zadaném maticí 

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


byla p°ijata zpráva 0001100. Dekódujte ji (tj. nalezn¥te odesílanou

zprávu) za p°edpokladu, ºe p°i p°enosu do²lo k nejmen²ímu moºnému

po£tu chyb.

�e²ení. Syndrom 110, vedoucí reprezentant 0000010, poslaná zpráva

(000)1110. □
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11.147. Máme mnoºinu £ty° slov, která chceme p°ená²et binárním

kódem, který by um¥l opravovat jednoduché chyby. Jakou

nejmen²í délku kódového slova m·ºeme pouºít, poºadujeme-

li, aby v²echna kódová slova m¥la stejnou délku? Pro£?

�e²ení. Ozna£me hledanou délku jako n. Minimální Hammingova

vzdálenost dvou kódových slov musí být alespo¬ t°i. To znamená, ºe

pokud ve dvou kódových slovech zm¥níme jeden bit, nem·ºeme do-

stat stejná slova. Mnoºina slov, které dostaneme z jednoho kódového

slova zm¥nou nejvý²e jednoho bitu, £ítá (v£etn¥ p·vodního slova)n+1
slov. Pro r·zná kódová slova musíme dostat r·zné mnoºiny. Celkem

tedy takto dostáváme 4(n + 1) r·zných slov délky n. Slov délky n je

ov²em 2n, poºadujeme tedy 4(n+1) ≤ 2n. Tato nerovnost je spl¬ena aº
pro n ≥ 5. Kódová slova musí tedy mít délku minimáln¥ 5. Hledaná
kódová slova délky 5 s minimální Hammingovou vzdáleností 3 jsou

nap°íklad: 00111, 01001, 10100, 11010. □

11.148. Kolik minimáln¥ bit· musí mít kódové slovo kódu (uvaºu-

jeme pouze kódy se stejnou délkou kódových slov), který má

£ty°i informa£ní bity a opravuje aº dvojnásobné chyby?

�e²ení. Provedeme analogickou úvahu jako v p°edchozím p°íklad¥.

Má-li kód opravovat dvojnásobné chyby, tak Hammingova vzdálenost

libovolných dvou slovmusí být alespo¬ p¥t. To znamená, ºe pokud v li-

bovolných dvou kódových slovech zm¥níme libovolný bit, £i dva bity,

tak nikdy nedostaneme ta stejná slova nebo slovo kódové. Ozna£íme-li

n délku kódového slova tak dostáváme nerovnost

24
(

1+ n+
(
n

2

))
≤ 2n.

Nejmen²í n, které nerovnost spl¬uje je n = 12, kódové slovo
tedy musí mít alespo¬ dvanáct bit·. □
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�e²ení cvi£ení

11.3. i) Není ani grupoid (operace není na dané mnoºin¥ uzav°ená), ii) monoid, iii) grupa, iv) grupa, v) grupa,

vi) pologrupa (1 není neutrální prvek kv·li prvku 0).

11.4.

i) G tvo°í monoid,

ii) G tvo°í komutativní grupu,

iii) G tvo°í komutativní grupu.

11.5.

i) Daná mnoºina s operací tvo°í komutativní pologrupu, která není monoidem.

ii) Daná mnoºina s operací tvo°í nekomutativní grupoid, který není pologrupou.

iii) Daná mnoºina tvo°í nekomutativní grupoid, který není pologrupou.

iv) Daná mnoºina tvo°í nekomutativní pologrupu, která nemá neutrální prvek.

v) Daná mnoºina tvo°í komutativní monoid, který není grupou.

vi) Daná mnoºina tvo°í komutativní monoid, který není grupou.

vii) Daná mnoºina tvo°í nekomutativní grupu.

11.8. Jedná se o nekomutativní grupu.

11.9.

i) (1, 3, 5, 7, 2, 4, 6)
ii) (1, 3, 2) ◦ (4, 6, 5), (1, 4, 2, 5, 3, 6), (1, 5, 2, 6, 3, 4), (1, 6, 2, 4, 3, 5)
iii) Neexistuje

11.12. �ádná taková neexistuje, díky parit¥.

11.21.

i) Ano

ii) Ne

iii) Ano

iv) Ne

v) Ano

vi) Ano

vii) Ne

viii) Ano

11.22.

i) Ano

ii) Ne

11.23. m = 8.
11.35. Tvrzení není pravdivé. Uvaºte nap°íklad Sn/An ∼ Z2, n ≥ 3.

11.40. �ty°prvková podgrupa, p°ibude pouze zrcadlení podle roviny kolmé k uvaºované rovin¥ obsahující osu

rotace (je izomorfní Kleinov¥ grup¥ Z2 × Z2). Není normální.

11.50.

i) Je izomor�smus

ii) Je homomor�smus, který není surjektivní ani injektivní.

iii) Není homomor�smus

11.51.

i) Není homomor�smus,

ii) Je surjektivní homomor�smus,

iii) Je surjektivní homomor�smus,

iv) Je surjektivní homomor�smus,

v) Je surjektivní homomor�smus,

vi) Je surjektivní homomor�smus.
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11.52.

i) Je surjektivní homomor�smus, který není injektivní.

ii) Není homomor�smus.

iii) Není homomor�smus.

11.53.

i) Je homomor�smus.

ii) Není homomor�smus.

11.54.

i) Není homomor�smus.

ii) Je surjektivní homomor�smus.

iii) Je surjektivní homomor�smus.

iv) Je surjektivní homomor�smus.

v) Je surjektivní homomor�smus.

vi) Je surjektivní homomor�smus.

11.55.

i) Je injektivní homomor�smus.

ii) Není homomor�smus.

iii) Není homomor�smus.

iv) Není homomor�smus.

11.56.

i) Je homomor�smus.

ii) Není homomor�smus.

iii) Je surjekivní homomor�smus.

11.62. 1
36

(
18!
(6!)3 + 2 · 3!+ 2 · 6!

(2!)3 + 9!
(3!)3 + 18 9!

(3!)3

)
= 477368.

11.63. 1
48

(
24!
(8!)3 + 12!

(4!)3 + 2 6!
23 + 4 · 3!+ 24 12!

(4!)3

)
= 197216213.

11.64. 7.
11.71. 31.
11.72. 45.
11.73. 63.
11.74. 33.
11.75. P°edpokládejte opak, totiº ºe polynom je sou£inem dvou polynom· s celo£íselnými koe�cienty. Indukcí

dokaºte, ºe jeden z t¥chto mnoho£len· má v²echny koe�cienty d¥litelné prvo£íslem p (za£n¥te u absolutního

£lenu). Pak by v²ak byl i vedoucí koe�cient f (x) d¥litelný p.

11.86. Nad R: (x − 1)(2x2 − x + 1)2, nad C: (x − 1)
(
x − 1±i√7

4

)2
.

11.87. Nad R: (x + 1)(x2 + x + 2)2, nad C: (x + 1)
(
x + 1±i√7

4

)2
.

11.88. Nad R: (x2 − 3x + 2)2, nad C:
(
x − 1+√2i

)2 (
x − 1−√2i

)2
.

11.89. x5 + x2 + 2x + 1 = (x2 + 1)(x3 + 2x + 1).

11.90. x4 + 2x3 + 2 je ireducibilní. Nemá ko°eny a není sou£inem dvou polynom· stupn¥ 2 (nutno po£etn¥

ov¥°it!).

11.118. A′ ∧ C′ .
11.119. (ANAND(B NANDB)).
11.124. Nap°. {1, 2, 3, 12, 18}.
11.126. T°i r·zné Hasseovy diagramy vyhovujících uspo°ádání. Celkem 5!+ 5!+ 5!/4 = 270.
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11.137.

G =



1 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


, H =

1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

 .

11.142. 110.



V této kapitole se vrátíme k problém·m, ve kterých jde o vzá-
jemné vztahy nebo vlastnosti kone£ných mnoºin objekt·. Tzv.
kombinatorické úlohy jsme nazna£ili jiº v druhé £ásti první kapi-
toly a zavedly nás také k rekurencím v £ásti následující. �tená° si
jist¥ uleh£í dal²í práci p°ipomenutím odstavc· 1.7�1.13.

Podobn¥ jako teorie £ísel je kombinatorika oblastí matematiky,
kde m·ºeme problémy i jejich °e²ení £asto velice snadno formu-
lovat. O to t¥º²í, a z hlediska pouºívaných metod i komplexn¥j²í,
bývá jejich °e²ení.

1. Grafy a algoritmy

12.1. Dva ilustra£ní p°íklady. Na ve£írku se n¥kte°í náv²t¥vníci
po dvojicích znají a jiné dvojice se naopak neznají.
Kolik lidí musíme pozvat, abychom zaru£ili, ºe se
alespo¬ t°i hosté bu¤ navzájem po dvou znají nebo

po dvou neznají?
Situace, jako je tato, si umíme dob°e p°edstavit pomocí ob-

rázku. Puntíky nám p°edstaví jednotlivé hosty, plnou £arou spo-
jíme ty dvojice, které se znají, £árkovanou ty ostatní. Na²e tvrzení
pak zní: p°i jakém po£tu puntík· vºdy najdeme trojúhelník, jehoº
strany jsou bu¤ v²echny plné nebo v²echny £árkované?
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Na levém obrázku se £ty°mi puntíky takový trojúhelník není,
uprost°ed je. Snadno ov¥°íme, ºe jej najdeme vºdy, kdyº po£et
host· bude alespo¬ ²est. (Máme-li ve£írek s n hosty, bude z kaº-
dého puntíku vycházet n− 1 £ar. P°i n > 5 budou jist¥ bu¤ aspo¬
t°i plné nebo aspo¬ t°i £árkované. Situace je znázorn¥na na pravém
obrázku. V zobrazeném kousku celé situace se sledovaný host se
t°emi jinými zná, zbylé puntíky jsou spojeny £árkovan¥ � to by zna-
menalo, ºe máme trojúhelník host·, kte°í se neznají. Pokud by se
ale jedna dvojice z nich znala, vznikl by naopak trojúhelník host·,
kte°í se znají.)

V druhém p°íkladu p°edpokládejme, ºe máme krabi£ku, která
poºírá jeden bit za druhým, a má svítit bu¤ mod°e nebo £erven¥
podle toho, zda byl poslední bit nula nebo jedni£ka. Op¥t si schéma
m·ºeme p¥kn¥ znázornit:

KAPITOLA 12

Kombinatorické metody, grafy a algoritmy

ºe tak £asto myslíme rad¥ji v obrázcích?

� ano, ale spo£íst zvládneme jen diskrétní v¥ci ...

A. Základní pojmy

Jednou z pohnutek vzniku teorie graf· byla vizualizace jistých pro-

blém· obsahujících relace. Lidský mozek rád uvaºuje o v¥cech, které

si umí p°edstavit. A tak se nám líbí znázorn¥ní binární relace jakoºto

grafu, kde vrcholy odpovídají prvk·m a hrany (£áry mezi nimi) pak

tomu, ºe dané dva prvky jsou v relaci. P°ípadn¥ m·ºeme zakódovat

relaci sloºit¥ji, t°eba jako vHasseho diagramu (viz 11.52). O uspo°ádá-

ních prakticky uvaºujeme výhradn¥ jako o Hasseho diagramech. Do

graf· lze také p°evést nap°íklad relaci p°átelství £i známosti mezi lidmi.

To dává vzniknout celé °ad¥ �rekrea£ních� problém·.

12.1. Na vysoko²kolských kolejích se kaºdý ve£er po°ádají párty. Je-

den student vºdycky pozve v²echny své známé bydlících na koleji a

vzájemn¥ je p°edstaví (pokud uº se neznají). P°edpokládejme, ºe ka-

ºdý obyvatel koleje uº uspo°ádal alespo¬ jednu párty a n¥kte°í dva
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T°etí vrchol, ze kterého pouze vychází dv¥ ²ipky, nazna£uje
start p°ed prvním zaslaným bitem.

V obou p°íkladech máme spole£né schéma. Máme n¥jakou
kone£nou mnoºinu objekt·, kterou si znázor¬ujeme jako vrcholy,
a jejich vlastnosti, které znázor¬ujeme spojnicemi mezi nimi. Uº
dávno víme, ºe takové situace umíme popisovat pomocí tzv. relací,
viz text za£ínající odstavcem1.36 v ²esté £ásti první kapitoly. T°eba
£tená°e neodstra²í ukázka, jak se jednoduchým v¥cem dá sloºit¥
°íkat: V na²em prvním p°íkladu pracujeme na stejnémnoºin¥ host·
se dv¥ma komplementárními symetrickými a antire�exními rela-
cemi, ve druhém pak jde o p°íklad dvou antisymetrických relací na
t°ech prvcích.

12.2. Základní pojmy graf·. My te¤ ale m·ºeme na relace po-
zapomenout a budeme pracovat s terminologií odpo-
vídající na²im obrázk·m. Nenechte se zmást novým
významem slova graf, pro který jsme jiº m¥li význam
u funkcí. Ve skute£nosti není v¥cná podobnost aº tak

vzdálená.
Grafy a orientované grafy

De�nice. Grafem (téº neorientovaným grafem) G = (V ,E) rozu-
míme mnoºinu V jeho vrchol· spolu s podmnoºinou E mnoºiny(
V
2

)
v²ech dvouprvkových podmnoºin ve V .
Prvk·m E °íkáme hrany grafu. Vrchol·m hrany e = {v,w},

v ̸= w, °íkáme hrani£ní (krajní) vrcholy hrany e. O hranách, které
mají daný vrchol v za hrani£ní, °íkáme, ºe z vrcholu v vycházejí.

Orientovaným grafemG = (V ,E) rozumímemnoºinuV jeho
vrchol· spolu s podmnoºinou E ⊆ V × V . Prvnímu z vrchol· de-
�nujících hranu e = (v,w) °íkáme po£áte£ní vrchol hrany, dru-
hému pak koncový vrchol. Hrana e vychází ze svého po£áte£ního
vrcholu a vchází do koncového. U orientovaných hran mohou být
koncový a po£áte£ní vrchol totoºný, hovo°íme pak o smy£ce.

Sousední hrany grafu jsou ty, které sdílí hrani£ní vrchol, u sou-
sedních hran orientovaného grafu musí být tento vrchol pro jednu
hranu koncový a pro druhou po£áte£ní. Naopak sousední vrcholy
jsou ty, které jsou hrani£ními pro tutéº hranu.

Ke kaºdému orientovanému grafu G = (V ,E) p°i°azujeme
jeho symetrizaci. Je to (neorientovaný) graf se stejnými vrcholy
jako má G, p°i£emº e = {v,w} je hranou, práv¥ kdyº alespo¬
jedna z hran e′ = (v,w) nebo e′′ = (w, v) pat°í do E.

Grafy jsou mimo°ádn¥ dobrým jazykem pro p°emý²lení o po-
stupech a odvozování vztah· týkajících se kone£ných mnoºin ob-
jekt·. Jsou také p¥kným p°íkladem kompromisu mezi p°irozeným
sklonem k �p°emý²lení v obrázcích� a p°esnýmmatematickým vy-
jad°ováním.

Obecný jazyk teorie graf· nám v konkrétních úlohách
umoº¬uje p°idávat informace o vrcholech nebo hranách. M·ºeme
tak nap°. �obarvit� vrcholy podle p°íslu²nosti objekt· k n¥kolika

709

studenti se po°ád je²t¥ neznají. Ukaºte, ºe nebudou seznámeni na ná-

sledující párty.

�e²ení. Ukáºeme graf známostí mezi studenty na po£átku (vrcholy

odpovídají student·m, hrany odpovídají známostem). Ukáºeme, ºe

pokud n¥jací dva studenti leºí ve stejné komponent¥ souvislosti to-

hoto grafu (existuje °et¥zec známých po£ínající jedním studentem a

kon£ících druhým), viz 12.12, pak uº budou nutn¥ seznámeni poté,

co kaºdý uspo°ádá alespo¬ jednu párty. Uvaºme totiº nejkrat²í cestu

(°et¥zec známostí) mezi studenty, kte°í leºí ve stejné komponent¥ sou-

vislosti grafu. Vºdy, kdyº uspo°ádá párty n¥kdo leºící na této cest¥, tak

zkrátí délku nejkrat²í cesty o jedna (po°adatel z cesty vypadne). Pro-

toºe párty uspo°ádá kaºdý ze student· na cest¥ (známostí), tak budou

seznámeni i dva studenti na konci. Pokud tedy n¥jací dva studenti ne-

byli seznámeni ani poté, co jiº kaºdý uspo°ádal aspo¬ jednu párty, zna-

mená to, ºe leºí v jiných komponentách souvislosti grafu známostí a

tímto zp·sobem nebudou seznámeni nikdy, zejména ne na p°í²tí párty.

□
Základní pojmy z teorie graf· si procvi£íme zejména na jednodu-

chých kombinatorických úlohách.

12.2. Ur£ete, kolik hran mají grafy K6, K5,6, C8.

�e²ení. Úplný graf na 6 vrcholechK6 má
(6

2

) = 15 hran, úplný bipar-

titní grafK5,6 (viz 12.3) má 5 ·6 = 30 hran a kone£n¥ kruºnice C8 má

8 hran.

□

12.3. Skóre grafu. Ov¥°te, zda daná posloupnost je skóre (viz 12.7)

n¥jakého grafu. Pokud ano, n¥jaký graf s tímto skóre nakreslete.

i) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9),
ii) (1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5).

�e²ení. Nejprve bývá vhodné ov¥°it nutnou podmínku z (12.1). V prv-

ním p°ípad¥ je 1 + · · · + 9 = 1
2 · 9 · 10 = 45, a podmínka tedy není

spln¥na. Proto první posloupnost neodpovídá ºádnému grafu.

Ve druhém p°ípad¥ je sou£et poºadovaných stup¬· roven 24 a

nutná podmínka je spln¥na. Dále budeme postupovat podle v¥ty Havla

a Hakimiho z odstavce 12.7.

(1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5)←→ (1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 4)←→
←→ (1, 1, 1, 0, 0, 1, 2)←→ (0, 0, 1, 1, 1, 1, 2)←→
←→ (0, 0, 1, 1, 0, 0)←→ (0, 0, 0, 0, 1, 1)←→
←→ (0, 0, 0, 0, 0).
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disjunktním skupinám nebo m·ºeme ozna£it hrany n¥kolika
r·znými hodnotami apod. Existence hrany mezi vrcholy r·zných
barev m·ºe nazna£it �kon�ikt�. Nap°. kdyº modré a £ervené
vrcholy p°edstavují p°íslu²nost k dv¥ma zájmovým skupinám
osob, zatímco hrany ozna£ují plánované sousedství u ob¥dové
tabule, pak hrana mezi vrcholy r·zných barev m·ºe znamenat
skute£ný potenciální kon�ikt. Ná² první p°íklad v p°edchozím
odstavci m·ºeme tedy chápat jako graf s obarvenými hranami.
Dokázané tvrzení v této °e£i zní:

V grafu Kn =
(
V,
(
V
2

))
s n ≥ 6 vrcholy a se v²emi moºnými

hranami, které jsou obarveny dv¥ma barvami, je vºdy alespo¬ je-
den trojúhelník z hran o stejné barv¥.

Orientovaný graf ve druhém p°íkladu vý²e, s ozna£enými hra-
nami hodnotami nula nebo jedna, p°edstavuje jednoduchý kone£ný
automat. Tento název odráºí p°edstavu, ºe graf popisuje proces,
který se vºdy nachází ve stavu popsaném n¥kterým z vrchol·,
a dal²í stav nastane po kroku odpovídajícím jedné z hran, které
z vrcholu vychází. Teorií kone£ných automat· se zde ale nebudeme
podrobn¥ji zabývat.

12.3. P°íklady uºite£ných graf·. Nejjednodu²²ím grafem je
graf bez hran, pro ten si ale ani nebudeme zavád¥t
zvlá²tní ozna£ení.

Opa£ný extrém je naopak uºite£ný a grafu se
v²emi moºnými hranami °íkáme úplný graf . Zna£íme jej symbo-
lemKn, kde n je po£et vrchol· grafu. GrafK4 aK6 jsme jiº vid¥li
v úvodním odstavci, K3 je trojúhelník, K2 je úse£ka.

Dal²ím d·leºitým grafem je cesta, tj. graf, kde existuje
uspo°ádání vrchol· (v0, . . . , vn) takové, ºe E = {e1, . . . , en}, kde
ei = {vi−1, vi} pro v²echna i = 1, . . . , n. Hovo°íme o cest¥ délky
n a zna£íme ji Pn. Pokud cestu upravíme tak, ºe poslední a první
vrchol splývají (pro n ≥ 3), dostaneme kruºnici délky n a zna£íme
Cn. Na dal²ím obrázku vidíme K3 = C3, C5 a P5.
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Dal²ím p°íkladem je tzv. úplný bipartitní graf , který vznikne
tak, ºe vrcholy obarvíme dv¥ma barvami a pak p°idáme v²echny
hrany, které spojí vrcholy r·zných barev. Zna£íme jej Km,n, kde
m a n jsou po£ty vrchol· s jednotlivými barvami. Na obrázku je
vid¥t K1,3, K2,3 a K3,3.
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Dobrým p°íkladem grafu je také tzv. hyperkostka Hn
v dimenzi n, která vznikne tak, ºe vrcholy jsou v²echna £ísla
0, . . . , 2n − 1. Hrany spojí práv¥ ta £ísla, která se v zápisu ve
dvojkové soustav¥ li²í v práv¥ jednom bitu. Na obrázku níºe jeH4
a popis vrchol· je nazna£en.

V²imn¥me si, ºe p°ímo z de�nice vyplývá, ºe hyperkostku
v dané dimenzi vºdy dostaneme tak, ºe vhodn¥ spojíme hranami

710

Nebylo samoz°ejm¥ nezbytné provád¥t postup aº do konce, mohli jsme

skon£it jiº ve chvíli, kdy máme posloupnost, které je z°ejm¥ skórem

n¥jakého grafu. Daná posloupnost je tedy skóre grafu, který zkonstru-

ujeme postupem od konce (vºdy je ale t°eba dávat pozor, abychom

p°idávali hrany k vrchol·m t¥ch stup¬·, které mají být spojeny s nov¥

p°idávaným vrcholem � v tomto míst¥ je taky obecn¥ moºnost získat

neizomorfní grafy se stejným skóre). P°íkladem jednoho z moºných

výsledk· je graf (£ísla ve vrcholech udávají, v kterém kroku byl vrchol

p°idán)

1 0

0 0

0 0

3

2

4

□

12.4. Ur£ete, kolik existuje navzájem neizomorfních úplných bipar-

titních graf· majících 1001 hran.

�e²ení. Úplný bipartitní graf Km,n má m · n hran, úlohu lze tedy

p°eformulovat do tvaru: kolika zp·soby je moºné rozloºit £íslo 1001

na sou£in dvou £ísel? Protoºe 1001 = 7 · 11 · 13, dostáváme 1001 =
= 1 · 1001 = 7 · (11 · 13) = 11 · (7 · 13) = 13 · (7 · 11).Máme tedy

£ty°i neizomorfní úplné bipartitní grafy:

K1,1001, K7,143, K11,91 a K13,77. □

12.5. Ur£ete, kolik existuje homomor�sm· graf· (viz 12.4)

a) z P2 do K5,

b) z K3 do K5.

�e²ení. Jediné omezení plynoucí z poºadavku na homomor�smus je,

ºe se vrcholy, mezi kterými vede hrana, nesmí zobrazit na tentýº vr-

chol.

a) 5 · 4 · 4 = 80.
b) 5 · 4 · 3 = 60. □

12.6. Po£et sled·. Pomocí matice sousednosti (viz 12.8) ur£ete po£et

sled· délky 4 z vrcholu 1 do vrcholu 2 v následujícím grafu:
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dv¥ hyperkostky o jednu dimenzi men²í. Na obrázku je to na-
zna£eno tak, ºe p°íslu²né hrany mezi dv¥ma disjunktními kopi-
emiH3 jsou £árkované. Samoz°ejm¥ ale m·ºeme takto rozloºitH4
mnoha r·znými zp·soby.
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Poslední dva p°íklady jsou tzv. cyklický ºeb°ík CLn s 2n vr-
choly, který je vytvo°en propojením dvou kopií kruºnice Cn tak,
ºe hrany spojí odpovídající vrcholy dle po°adí, a tzv. Petersen·v
graf , který je sice docela podobný CL5, ale ve skute£nosti je to
nejjednodu²²í �vyvrace£ nesprávných úvah� � graf, na n¥mº se
vyplatí testovat tvrzení, neº je za£neme dokazovat.
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12.4. Mor�smy graf· a podgrafy. Jako vºdy u matematických
pojm·, klí£ovou roli hrají i u graf· zobrazení mezi
mnoºinami vrchol· a hran, která zachovávají uva-
ºovanou strukturu. Ve skute£nosti sta£í sledovat jen

zobrazení mezi vrcholy.

Morfismy graf·

De�nice. Pro grafy G = (V ,E) a G′ = (V ′, E′ ) nazveme mor-
�smem (téº homomor�smem) f : G → G′ takové zobrazení
fV : V → V ′ mezi mnoºinami vrchol·, ºe je-li e = {v,w} hrana
v E, pak e′ = {fV (v), fV (w)} musí být hranou v E′ .

V dal²ím textu nebudeme ve zna£ení odli²ovat mor�smus
f a zobrazení fV . Zárove¬ pak takové zobrazení fV ur£uje i zob-
razení fE : E→ E′ , fE(e) = e′, kde e a e′ jsou jako vý²e.

Pro orientované grafy je de�nice shodná, jen pracujeme
s uspo°ádanými dvojicemi e = (v,w) v roli hran.

V²imn¥me si, ºe u graf· tato de�nice znamená, ºe pokud
f (v) = f (w) pro dva r·zné vrcholy ve V , pak mezi nimi nesm¥la
být hrana. U orientovaných graf· je taková hrana p°ípustná, pokud
je na spole£ném obrazu smy£ka.

Speciálním p°ípadem je mor�smus libovolného grafu G do
úplného grafu Km. Takový mor�smus je ekvivalentní vybranému
obarvení vrchol· grafu G pomocí m r·zných jmen vrchol· Km
tak, ºe stejn¥ obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou. Hovo°íme
v tomto p°ípad¥ o barvení grafu pomocí m barev.

711

1

2

3

4 5

�e²ení. Matice sousednosti zadaného grafu je

AG =


0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 0

 .
Po£et sled· délky 4 z vrcholu 1 do 2 dostaneme jako prvek na pozici

[1, 2] v matici A4
G . Protoºe

A2
G =


2 1 1 2 2
1 4 3 2 2
1 3 4 2 2
2 2 2 3 2
2 2 2 2 3

 ,
je (A4

G)1,2 = (2, 1, 1, 2, 2) · (1, 4, 3, 2, 2)T = 17. Dostali jsme tak 17

sled· délky 4 mezi vrcholy 1 a 2. □

12.7. Mostem v grafu rozumíme hranu, po jejímº odebrání se zvý²í

po£et souvislých komponent grafu. Artikulací je vrchol se stejnou

vlastností, tj. odebereme-li jej (samoz°ejm¥ spolu s incidentními hra-

nami), dojde ke zvý²ení po£tu souvislých komponent.

V grafu na obrázku najd¥te v²echny mosty a artikulace.

0 1 2 3 4 17

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16

⃝

12.8. Dokaºte, ºe hamiltonovský graf (viz 12.18) musí být vrcholov¥

2-souvislý. Udejte p°íklad grafu, který je vrcholov¥ 2-souvislý a p°esto

v n¥m neexistuje hamiltonovská kruºnice.

�e²ení. V hamiltonovském grafu vedou mezi libovolnými dv¥ma vr-

choly dv¥ neprotínající se cesty (�oblouky� hamiltonovské kruºnice).

Odstran¥ním jednoho vrcholu se tedy zjevn¥ neporu²í souvislost grafu

(odstran¥ný vrchol m·ºe leºet pouze na jedné ze dvou cest). P°íkladem
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V p°ípad¥, ºe je mor�smus f : G→ G′ bijekcí na vrcholech
takovou, ºe i f−1 je mor�smem, hovo°íme o izomor�smu graf·.
Izomorfní grafy se li²í pouze r·zným pojmenováním vrchol·.

Kaºdý mor�smus orientovaných graf· je také mor�smem je-
jich symetrizací. Naopak to samoz°ejm¥ obecn¥ neplatí.

Jednoduchými a mimo°ádn¥ uºite£nými p°íklady mor�sm·
graf· jsou pojmy cesta, sled a kruºnice v grafu:

Cesty, sledy a kruºnice v grafech

Sled délky n v grafu G je jakýkoliv mor�smus s : Pn → G

(tj. v obrazu se mohou opakovat vrcholy i hrany).
Tah je speciální p°ípad sledu, v n¥mº se mohou opakovat vr-

choly, ale nikoliv hrany.
Cestou délky n v grafu G rozumíme mor�smus p : Pn → G

takový, ºe p je injektivní zobrazení (tj. v²echny obrazy vrchol·
v0, . . . , vn z Pn jsou r·zné).

Kruºnice délky n v grafuG je mor�smus c : Cn→ G takový,
ºe c je injektivní zobrazení vrchol·.

Budeme p°itom £asto pro zjednodu²ení zápisu na²ich úvah zto-
toº¬ovatmor�smus a jeho obraz. Obvykle budeme sledy konkrétn¥
zapisovat ve tvaru (v0, e1, v1, . . . , en, vn), kde ei = {vi−1, vi} pro
i = 1, . . . , n.

Sled si m·ºeme p°edstavit jako dráhu �p°i£inlivého ale tápa-
jícího� poutníka z vrcholu f (v0) do vrcholu f (vn). Poutník se to-
tiº v ºádném vrcholu (neorientovaného) grafu nezastaví. Skute£n¥
v Pn existuje vºdy mezi následujícími vrcholy vi−1 a vi hrana, za-
tímco smy£ky v neorientovaných grafech nep°ipou²tíme. Klidn¥ se
ale po cest¥ grafem vrací do vrchol· nebo i dokonce po hranách,
kterými d°íve ²el. Poutník �na tahu� je jiº o n¥co moud°ej²í a cesta
je naopak pr·chod grafem z po£áte£ního vrcholu f (v0) do konco-
vého f (vn) bez zbyte£ných oklik.

12.5. Podgrafy. Obrazy cest, sled· i kruºnic jsou p°íklady tzv.
podgraf·, ne v²ak stejným zp·sobem. De�nujme nej-
prve obecn¥, co je to podgraf. K souvislosti s mor-
�smy se vrátíme vzáp¥tí.

Podgrafy

De�nice. Graf G′ = (V ′, E′ ) je podgrafem v grafu G = (V ,E),
jestliºe V ′ ⊆ V , E′ ⊆ E.

Jestliºe si v grafuG = (V ,E) vybereme n¥jakou podmnoºinu
vrchol· V ′ ⊆ V , pak nejv¥t²ím podgrafem s t¥mito vrcholy je tzv.
indukovaný podgraf . Je to graf G′ = (V ′, E′ ), kde e ∈ E pat°í
i doE′ , práv¥ kdyº oba krajní vrcholy hrany e pat°í do V ′. Jde tedy
o p°ípad, kdy mnoºina hran E′ je dána jako pr·nik E ∩ (V ′

2

)
.

Dal²ím zvlá²tním p°ípadem je tzv. faktor grafu � je to podgraf
G′ = (V ,E′ ), který má stejnou mnoºinu vrchol· jako G, ale jeho
mnoºina hran E′ je libovolnou podmnoºinou. Klika je pak takový
podgraf grafu G, který je izomorfní n¥jakému úplnému grafu.

Kaºdý podgraf tedy m·ºeme sestrojit postupným pouºitím
t¥chto dvou p°ípad· � nap°ed zvolíme V ′ ⊆ V a pak v induko-
vaném podgrafu na V ′ vybereme cílovou mnoºinu hran E′ .

Snadno je vid¥t, ºe kaºdý obraz homomor�smu (tj. obraz jak
vrchol·, tak hran) tvo°í podgraf.
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grafu, který je vrcholov¥ 2-souvislý a p°esto v n¥m neexistuje hamilto-

novská kruºnice, je nap°íklad Petersen·v graf (viz úvodní obrázek ke

kapitole). □

12.9. Ur£ete, kolik existuje v grafu K5 r·zných kruºnic (viz 12.3).

�e²ení. Spo£ítáme postupn¥ délky kruºnic délek t°i, £ty°i a p¥t. Kru-

ºnice délky t°i je jednozna£n¥ dána t°emi vrcholy na ní. T°i vrcholy

m·ºeme vybrat
(5

3

)
zp·soby. Kruºnice délky 4 je dána svými vrcholy

(ty m·ºeme vybrat
(5

4

)
zp·soby) a dvojicí soused· jednoho pevn¥ zvo-

leného vrcholu na kruºnici (tu je moºné vybrat
(3

2

)
zp·soby ze zbý-

vajících t°í vrchol·). Kone£n¥ kruºnice délky p¥t je dána op¥t dvojicí

soused· jednoho pevn¥ zvoleného vrcholu a navíc je²t¥ dal²ím vrcho-

lem (ze dvou zbylých), sousedícím s jedním vybraným vrcholem ze

dvou soused·. Celkem tak máme(
5
3

)
+
(

5
4

)
·
(

3
2

)
+
(

5
5

)
·
(

4
2

)
·
(

2
1

)
= 37

moºností. □

12.10. Ur£ete po£et podgraf· (viz 12.4) grafu K5.

�e²ení. Po£et podgraf· spo£ítáme postupn¥ podle po£tu v jejich vr-

chol·:

• v = 0. Jde o prázdný graf. Ten je pouze jediný.
• v = 1. Jeden vrchol m·ºeme vybrat p¥ti zp·soby, celkem

tedy máme 5 graf·.

• v = 2. Dva vrcholy m·ºeme vybrat
(5

2

)
zp·soby, mezi vy-

branými vrcholy pak bu¤ vede nebo nevede hrana. Celkem

je tedy
(5

2

) · 2 takových graf·.

• v = 3. T°i vrcholy m·ºeme vybrat
(5

3

)
zp·soby, mezi ka-

ºdými dv¥ma vybranými vrcholy bu¤ vede, nebo nevede

hrana, celkem
(5

3

) · 2(3
2
)
graf·.

• v = 4. Zde napo£ítáme
(5

4

) · 2(4
2
)
graf·.

• v = 5. V tomto p°ípad¥ máme
(5

5

) · 2(5
2
)
graf·.

Celkem jsme na²li 1550 podgraf· grafu K5. □

12.11. Ur£ete po£et cest mezi dv¥ma r·znými pevn¥ vybranými vr-

choly v grafu K7.

�e²ení. Spo£ítáme cesty postupn¥ podle jejich délky. Cesta délky

jedna je jedna (hrana spojující dva vybrané vrcholy). Cest délek dva

je p¥t (vybíráme jeden z p¥ti zbylých vrchol·, p°es který cesta p·jde).

Cest délek t°i je 5 · 4 (vybíráme dva vrcholy, p°es které cesta p·jde,

v£etn¥ jejich po°adí), obdobn¥ cest délky £ty°i je 5 · 4 · 3, cest délky
p¥t je 5 ·4 ·3 ·2 a kone£n¥ cest délky ²est je taktéº 5!. Del²í cesty vK7

nejsou. Celkem máme 1+ 5+ 5 · 4+ 5 · 4 · 3+ 5!+ 5! = 326 cest.□
A na záv¥r tohoto oddílu je²t¥ jedna zábavná úloha.
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12.6. Kolik je vlastn¥ neizomorfních graf·? Snadno si budeme
um¥t na£rtnout aº na izomor�smus v²echny grafy na málo
vrcholech (t°eba t°ech nebo £ty°ech). Obecn¥ jde ale o ne-
smírn¥ sloºitý kombinatorický problém a i rozhodnutí
o konkrétních dvou daných grafech, zda jsou izomorfní, je

obecn¥ mimo°ádn¥ obtíºné.

Poznámka. Rozhodnout, zda jsou dva dané grafy izomorfní
(tzv. Graph isomorphism problem), je úkol, který je pom¥rn¥
zvlá²tním p°íslu²níkem t°ídy NP-problém·1 � není o n¥m známo
ani, je-li NP-úplný, ani je-li polynomiální sloºitosti. Naproti tomu,
o tzv. Subgraph isomorphism problem je známo, ºe je NP-úplný.

Odpov¥d¥t p°esn¥ i jen na otázku v záhlaví odstavce je
d¥sn¥ t¥ºké. Odhadnout, ºe je neizomorfních graf· �moc�, je
ale pom¥rn¥ snadné. V²ech moºných graf· na n vrcholech je
totiº tolik, kolik je v²ech podmnoºin v mnoºin¥ hran. V²ech
podmnoºin v mnoºin¥ o mohutnosti k je 2k . Izomorfních graf·
s danými n vrcholy nem·ºe být víc, neº kolik je bijekcí na n
vrcholech, a t¥ch je n!. Neizomorfních graf· tedy nem·ºe být
mén¥ neº

k(n) = 2
(n

2
)

n!
.

Jestliºe si tuto funkci zlogaritmujeme p°i základu 2, dostaneme
(pouºíváme zjevný vztah n! ≤ nn)

log2 k(n) =
(
n

2

)
− log2 n! ≥ n

2

2

(
1− 1

n
− 2 log2 n

n

)
.

Pro velká n tedy zjevn¥ dostáváme

log2 k(n) =
1
2
n2 −O(n log2 n),

viz terminologii pro asymptotické odhady z odstavce 6.17 na stran¥
340.

12.7. Stupn¥ vrchol· a skóre grafu. Relativn¥ snadné m·ºe být
ov¥°ení, ºe dva dané grafy izomorfní nejsou. Izo-
morfní grafy se totiº od sebe li²í pouze p°ejmenová-
ním vrchol·. Proto musí mít stejné v²echny £íselné
nebo jiné charakteristiky, které se p°e£íslováním vr-

chol· nem¥ní. Jednoduché údaje tohoto typu m·ºeme dostat nap°.
sledováním po£t· hran vycházejících z jednotlivých vrchol·.

Stupn¥ vrchol· a skóre grafu

Pro vrchol v ∈ V v grafu G = (V ,E) °íkáme, ºe jeho stupe¬
je k, jestliºe v E existuje k hran, jejichº hrani£ním vrcholem v je.
Pí²eme v takovém p°ípad¥

deg v = k.
Skóre grafu G s vrcholy V = (v1, . . . , vn) je posloupnost

(deg v1, deg v2, . . . , deg vn).

U orientovaných graf· rozli²ujeme vstupní stupe¬ deg+ v vrcholu
v a výstupní stupe¬ deg− v. �íkáme, ºe orientovaný graf je vy-
váºený, kdyº pro v²echny vrcholy platí deg− v = deg+ v.

1Wikipedia, NP (complexity), http://en.wikipedia.org/wiki/
NP_(complexity) (as of Aug. 7, 2013, 13:44 GMT).
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12.12. V jisté zemi jsou m¥sta spojená cestami. Kaºdé m¥sto je

p°ímo spojeno práv¥ se t°emi jinými. Dokaºte, ºe existuje m¥sto, ze

kterého lze podniknout okruºní cestu, p°i které pouºijeme po£et cest,

který není d¥litelný t°emi.

�e²ení. Formulujme tuto úlohu v °e£i teorie graf·: v grafu, ve kte-

rém je stupe¬ kaºdého vrcholu roven t°em, existuje kruºnice, jejíº

délka není d¥litelná t°emi. Dokáºeme indukcí dokonce siln¥j²í tvrzení:

v grafu, ve kterém je stupe¬ kaºdého vrcholu roven alespo¬ t°em, exis-

tuje kruºnice, jejíº délka není d¥litelná t°emi. Toto tvrzení lze na roz-

díl od p·vodního dokázat, nebo´ v induk£ním kroku máme k dispo-

zici siln¥j²í p°edpoklady, neº by tomu bylo u tvrzení p·vodního. In-

dukci povedeme vzhledem k po£tu k vrchol· grafu. Pro k = 4 je

tvrzení jednoduché. M¥jme tedy graf, ve kterém jsou stupn¥ v²ech vr-

chol· rovny t°em. Induk£ní p°edpoklad zní, ºe libovolném grafu, ve

kterém jsou stupn¥ v²ech vrchol· rovny t°em a má men²í po£et vr-

chol· men²í neº daný graf tvrzení platí. V grafu z°ejm¥ existuje kru-

ºnice (£tená° jist¥ nebude mít problémy si toto tvrzení dokázat). Po-

kud její délka není d¥litelná t°emi, jsme hotovi. P°edpokládejme tedy

pro spor, ºe C = v1v2 . . . v3n. Kaºdý z vrchol· této cesty musí být

v daném grafu spojen je²t¥ s minimáln¥ jedním dal²ím vrcholem, neº

jsou jeho sousedé na kruºnici. Pokud by v uvedené cest¥ byl n¥jaký

vrchol vi spojen s n¥jakým vrcholem vj (j > i + 1), pak by cesty

v1v2 . . . vivjvj+1 . . . v3n a vivi+1 . . . vj m¥ly sou£et délek roven 3n+2,
tedy délka alespo¬ jedné z nich by nebyla d¥litelná t°emi. Podobn¥, po-

kud by n¥jaké vrcholy vi a vj , 1 ≤ i < j ≤ 3n byly spojeny se stejným
vrcholem mimo kruºnici.

V tomto novém grafu vedou op¥t minimáln¥ t°i hrany z kaºdého

vrcholu (v£etn¥ V ) a m·ºeme na n¥j tedy pouºít induk£ní p°edpoklad.

V novém grafu tedy máme kruºniciw1w2 . . . wk, kde 3 ∤ k. Pokud v ní
není obsaºen vrchol V , tak jde o kruºnici v p·vodním grafu. Pokud je,

tak analogicky jako v p°edchozích p°ípadech uváºíme dv¥ kruºnice,

sou£et jejichº délek je 3n + 2k a tudíº délka minimáln¥ jedné z nich

není d¥litelná t°emi. V kaºdém p°ípad¥ dostáváme spor, £ímº je in-

duk£ní krok a tím i celý d·kaz ukon£en. □

http://en.wikipedia.org/wiki/NP_(complexity)
http://en.wikipedia.org/wiki/NP_(complexity)


KAPITOLA 12. KOMBINATORICKÉ METODY, GRAFY A ALGORITMY

Je z°ejmé, ºe pro izomorfní grafy se jejich skóre m·ºe
li²it pouze permutací hodnot. Pokud tedy porovnáme skóre
graf· set°íd¥né podle velikosti hodnot, pak r·zná skóre zaru£ují
neizomorfnost grafu. Naopak ale snadno najdeme p°íklad graf· se
stejným skóre, které izomorfní být nemohou, nap°. G = C3 ∪ C3
má skóre (2, 2, 2, 2, 2, 2) stejn¥ jako C6. Zjevn¥ ale izomorfní
nejsou, protoºe v C6 existuje cesta délky 5, která v druhém grafu
být nem·ºe.

Podíváme se na kritéria, jaká skóre mohou v·bec grafy mít.
Protoºe kaºdá hrana vychází ze dvou vrchol·, musí být v celkovém
sou£tu skóre zapo£tena kaºdá hrana dvakrát (v angli£tin¥ bývá tato
podmínka z pochopitelných d·vod· zmi¬ována jako handshake
lemma). Proto platí

(12.1)
∑
v∈V

deg v = 2|E|.

Zejména tedy musí být sou£et v²ech hodnot skóre sudý.
Následující v¥ta2 Havla a Hakimiho je na²í první úvahou

o operacích nad grafy. Protoºe je d·kaz konstruk-
tivní, jde vlastn¥ o návod, jak pro dané skóre bu¤
najít p°íklad takového grafu, nebo zjistit, ºe takový

graf neexistuje.

V¥ta (Algoritmus na sestrojení grafu s daným skóre). Pro libo-
volná p°irozená £ísla 0 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dn existuje graf G na n vr-
cholech s t¥mito hodnotami skóre tehdy a jen tehdy, kdyº existuje
graf se skóre

(d1, d2, . . . , dn−dn − 1, dn−dn+1 − 1, . . . , dn−1 − 1)

na n− 1 vrcholech.

D·kaz. Na jednu stranu je implikace jednoduchá: Pokud exis-
tuje graf G′ o n − 1 vrcholech se skóre uvedeným ve v¥t¥, pak
m·ºeme p°idat ke grafuG′ nový vrchol vn a spojit jej hranou s po-
sledními dn vrcholy grafu G′. Tím dostaneme poºadovaný graf G
s p°edepsaným skóre.

Naopak je to o n¥co t¥º²í. Postup nám zárove¬ ukáºe, jak málo
skóre ur£uje graf, z n¥hoº vzniklo. Ukáºeme, ºe p°i pevn¥ zada-
ném skóre (d1, . . . , dn) s 0 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dn vºdy existuje graf,
jehoº vrchol vn je spojen hranou práv¥ s posledními dn vrcholy
vn−dn , . . . , vn−1.

Idea je jednoduchá � pokud n¥který z posledních dn vrchol· vk
není hranou spojen s vn, musí být vn spojen s n¥kterým z vrchol·
d°ív¥j²ích. Pak bychom m¥li um¥t prohodit koncové vrcholy dvou
hran tak, aby vn a vk spojeny byly a skóre se nezm¥nilo.

Technicky to lze provést takto: Uvaºme v²echny grafyG s da-
ným skóre a ozna£me si pro kaºdý takový graf £íslo ν(G),
které je nejv¥t²ím indexem vrcholu, který není spojen hra-
nou s vrcholem vn. Nech´ G je nyní pevn¥ zvolený graf
s ν(G) nejmen²ímmoºným. Pak bu¤ je ν(G) = n−dn−1,

a získali jsme tak poºadovaný graf, nebo je ν(G) ≥ n− dn.
Pokud by platil druhý p°ípad, musel by být vn spojen hranou

s n¥kterým vi , i < ν(G). Protoºe je deg vν(G) ≥ deg vi , nutn¥
existuje n¥jaký vrchol vℓ, do kterého vede hrana z vν(G), ale nikoliv
z vrcholu vi . Nyní zám¥nou hrany {vℓ, vν(G)} za {vℓ, vi} a zárove¬
hrany {vi, vn} za hranu {vν(G), vn} dostáváme grafG′ s týmº skóre,
ale men²ím ν(G′), coº je spor s na²í volbou. Namalujte si obrázek!

2Dokázaná nezávisle VáclavemHavlem v roce 1955 v�asopise pro p¥stování
matematiky a S.L. Hakimim v roce 1962.
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P°edpokládejme tak, ºe kaºdý

z vrchol· kruºnice je spojen

s n¥jakými vrcholy mimo C,

p°i£emº ºádné dva nejsou spojeny

se stejným vrcholem. Za tohoto

p°edpokladu je korektní uváºit

graf, který vznikne z p·vodního

grafu nahrazením v²ech vrchol·

v1, v2, . . . , v3n jediným vrcholem

V .

B. Základní algoritmy

Za£n¥me s algoritmy prohledávání do ²í°ky a do hloubky, které

slouºí jako základ pro sloºit¥j²í algoritmy. Jejich konkrétní implemen-

tace m·ºe být r·zná, proto odpov¥di na následující p°íklady nejsou

jednozna£né.

12.13. Uvaºme graf o ²esti vrcholech 1, 2,. . . , 6. Vrcholy jsou spo-

jeny hranou, práv¥ kdyº je sou£et jejich £ísel lichý. Popi²te práci algo-

ritmu prohledávání do ²í°ky na tomto grafu. Kterou hranu tohoto grafu

projde algoritmus jako poslední, bude-li po£áte£ním vrcholem vrchol

5 a hrany ze zpracovávaného vrcholu uvaºujeme postupn¥ podle hod-

noty druhého koncového vrcholu hrany (od nejmen²ího)?

�e²ení. Z vrcholu 5 algoritmus postupn¥ projde hrany (5, 2), (5, 4),
(5, 6) a detekuje tím postupn¥ vrcholy 2, 4, 6 (fronta detekovaných

vrchol· je 2, 4, 6). Prvním detekovaným vrcholem je vrchol 2, algorit-
mus tedy pokra£uje s ním, vrchol 5 se stává zpracovaným a vrchol 2 se
stává aktivním. Z n¥j vedou hrany (2, 5) (jiº pro²lá) a nové hrany (2, 1),
(2, 3) a s nimi se detekují postupn¥ vrcholy 1 a 3. Algoritmus pro²el

v²echny hrany z vrcholu 2, ten se tedy stává zpracovaným (fronta de-

tekovaných nezpracovaných vrchol· je tedy 4, 6, 1, 3) a první z dete-
kovaných vrchol·, který je²t¥ není zpracovaný, se stává aktivním. Tím

je vrchol 4. Objevíme nové hrany (4, 1) a (4, 3), nedetekujeme p°itom

ºádné nové vrcholy. Vrchol 4 se stává zpracovaným a na °ad¥ je ve

front¥ vrchol 6. Tak objevíme hrany (6, 1) a (6, 3). Pokud zná algorit-
mus po£et hran v grafu, kon£í. Jinak projde je²t¥ vrcholy 1 a 3 a zjistí,

ºe z nich uº ºádné nové hrany nevedou, a skon£í. Poslední objevenou

hranou je hrana (3, 6). □

12.14. Uvaºme graf o ²esti vrcholech 1, 2,. . . , 6. Vrcholy jsou spo-

jeny hranou, práv¥ kdyº je jejich sou£et lichý. Popi²te práci algoritmu

prohledávání do hloubky na tomto grafu. Kterou hranu tohoto grafu

projde tento algoritmus jako poslední, bude-li po£áte£ním vrcholem
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Nutn¥ tedy platí první z moºností, tj. ná² graf vznikl p°idá-
ním posledního vrcholu a jeho spojením s posledními dn vrcholy
hranou. □

V²imn¥me si, ºe skute£n¥ v¥ta dává p°esný postup, jak zkon-
struovat graf se zadaným skóre. Pokud by takový graf neexistoval,
algoritmus to po cest¥ pozná. Postup je takový, ºe od zadaného
vzestupn¥ uspo°ádaného skóre postupn¥ odprava od hodnot stup¬·
vrchol· ode£ítáme tolikrát jedni£ku, kolik je nejv¥t²í hodnota dn.
Uspo°ádáme znovu podle získaného skóre a postupujeme stejn¥,
dokud bu¤ neumíme p°ímo graf se zadaným skóre napsat, nebo
naopak nevidíme, ºe takový neexistuje. Jestliºe graf v n¥kterém
z krok· sestrojíme, zp¥tným postupem p°idáváme vºdy jeden nový
vrchol a hrany podle toho, jak jsme ode£ítali jedni£ky. Zkuste si
n¥kolik jednoduchých p°íklad· sami. Uv¥domme si ale, ºe algorit-
mus sestrojuje pouze jeden z mnoha graf·, které mohou k danému
skóre existovat!

12.8. Algoritmy a reprezentace graf·. Jak jsme jiº nazna£ovali,
grafy jsou jazykem, ve kterém £asto formulujeme
algoritmy. Samotný pojem (grafového) algoritmu
m·ºeme (pro na²e pot°eby) formalizovat jako po-

stup, kdy v n¥jakém orientovaném grafu p°echázíme z vrcholu
do vrcholu podél orientovaných hran a p°itom zpracováváme
informace, které jsou ur£eny a ovlivn¥ny výsledkem p°edchozích
operací, vrcholem, ve kterém se zrovna nacházíme, a hranou,
kterou jsme do vrcholu vstoupili. P°i zpracování informace se
zárove¬ rozhodujeme, kterými výstupními hranami budeme
pokra£ovat a v jakém po°adí.

Pokud je graf neorientovaný, m·ºeme v²echny hrany povaºo-
vat za dvojice hran orientované opa£nými sm¥ry.

P°ípadn¥ takém·ºeme p°i chodu algoritmu samotný graf upra-
vovat, tj. p°idávat £i odebírat vrcholy a hrany.

Abychom mohli dob°e takové algoritmy realizovat (v¥t²inou
s pomocí po£íta£e), je t°eba um¥t uvaºovaný graf efektivn¥ zadat.
Jednou zmoºností je tzv. hranový seznam (Edge List). Orientovaný
nebo neorientovaný graf G = (V ,E) si v n¥m reprezentujeme
jako dva seznamy V a E propojené ukazateli tak, ºe kaºdý vrchol
ukazuje na v²echny z n¥j vycházející a do n¥j vcházející hrany a ka-
ºdá hrana ukazuje na sv·j po£áte£ní a koncový vrchol. Je vid¥t, ºe
pam¥´ pot°ebná na uchování grafu je v tomto p°ípad¥O(|V |+|E|),
protoºe na kaºdou hranu ukazujeme práv¥ dvakrát a na kaºdý vr-
chol ukazujeme tolikrát, kolik je jeho stupe¬ a sou£et stup¬· je také
roven dvojnásobku po£tu hran. Aº na konstantní násobek jde tedy
stále o optimální zp·sob uchovávání grafu v pam¥ti.

Zcela jiný zp·sob je zadání tzv. matice sousednosti grafu.
Uvaºme (neorientovaný) graf G = (V ,E), zvolme uspo°ádání
jeho vrchol· V = (v1, . . . , vn) a de�nujme matici AG = (aij )

nad Z2 (tj. zapln¥nou jen nulami a jedni£kami) takto:

aij =
{

1 jestliºe je hrana eij = {vi, vj } v E,
0 jestliºe není hrana eij = {vi, vj } v E.

Pop°emý²lejte samostatn¥, jak vypadají matice graf· z p°íklad· na
za£átku této kapitoly.

P°i nejjednodu²²ím zp·sobu uchovávání matic v poli je za-
dání grafu pomocí matice sousednosti velice neefektivní metoda.
Pot°ebuje totiº vºdy O(n2) místa v pam¥ti. Pokud je ale v grafu

715

vrchol 5 a hrany ze zpracovávaného vrcholu procházíme podle hod-

noty druhého koncového vrcholu hrany (od nejmen²ího)?

�e²ení. Algoritmus nejprve objeví hrany vedoucí z vrcholu 5 a to

dle zadání v posloupnosti (5, 2), (5, 4), (5, 6). Vrcholy jsou tedy ak-

tivovány v po°adí 2, 4, 6. Vrchol 5 se stává zpracovaným a zásobník

detekovaných vrchol· je 6, 4, 2. Pokra£ujeme s naposledy detekova-

ným vrcholem, tj. vrcholem 6. Objevíme hrany (6, 1), (6, 3), vrchol
6 je zpracovaný, zásobník detekovaných vrchol· je tedy 3, 1, 4, 2. Po-
kra£ujeme s vrcholem 3. Objevíme hrany (3, 2), (3, 4), zásobník vr-

chol· bude 4, 2, 1, 4, 2. s vrcholem 4, objevíme hranu (4, 1), zásobník
vrchol· bude 1, 2, 1, 2, pokra£ujeme s vrcholem 1, objevíme poslední

hranu (1, 2). (Pozn.: do zásobníku zapisujeme vºdy pouze je²t¥ ne-

zpracované vrcholy.) □

Poznámka. Pokud bychom volili opa£nou prioritu hran tak bychom

dostali následující posloupnost postupn¥ prohledávaných hran: (5, 2),
(2, 1), (1, 4), (4, 3), (3, 2), (3, 6), (6, 1), (6, 5), (4, 5). Intuitivn¥ si pro-
hledávání do hloubky m·ºeme p°edstavit také tak, ºe algoritmus zpra-

covává v kaºdém vrcholu pouze první dosud neprozkoumanou hranu.

12.15. Ozna£me vrcholy v grafuK6 postupn¥ £ísly 1, 2,. . . , 6. Napi²te
posloupnost hran grafu K6 tak, jak je bude procházet algoritmus

�prohledávání do hloubky�, bude-li po£áte£ním vrcholem vrchol 3 a

hrany ze zpracovávaného vrcholu budeme procházet postupn¥ podle

velikosti druhého koncového vrcholu hrany (od nejmen²ího). ⃝
12.16. Ozna£me vrcholy v grafu K6 postupn¥ £ísly 1, 2,. . .6. Napi²te
posloupnost hran grafu K6 tak, jak je bude procházet algoritmus

�prohledávání do ²í°ky�, bude-li po£áte£ním vrcholem vrchol 3 a hrany
ze zpracovávaného vrcholu budeme procházet postupn¥ podle veli-

kosti druhého koncového vrcholu hrany (od nejmen²ího). ⃝
12.17. Uºijte Dijkstr·v algoritmus k nalezení nejkrat²ích cest z vr-

cholu £íslo 9 do v²ech ostatních vrchol·.

0 1 2 3 4 17

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16

2 7 3 4

5

1 1 8 15 2 7 5

2 6 1

18

3

1 2 7 3 111

⃝

12.18. Udejte p°íklad
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málo hran, dostáváme tzv. °ídkou matici se skoro v²emi prvky nu-
lovými. Existuje °ada postup·, jak takové °ídké matice uchovávat
v pam¥ti efektivn¥ji.

M¥lo by nás zajímat, jak se v obou zp·sobech zadání grafu
zpracují základní operace nad grafem, kterými rozumíme:

• odebrání hrany,
• p°idání hrany,
• p°idání vrcholu,
• odebrání vrcholu,
• d¥lení hrany nov¥ p°idaným vrcholem.

Na první pohled je patrné, ºe p°i realizaci matice jako pole nul
a jedni£ek umíme první dv¥ operace v konstantním £ase O(1), za-
tímco ostatní v lineárním £ase O(n).

U hranového seznamu bude hodn¥ záleºet na implementaci da-
tových struktur. V principu by ale operace m¥ly být v²echny v £ase
úm¥rném po£tu m¥n¥ných údaj· v okamºiku, kdy jiº najdeme po-
loºku, kteroumáme v seznamechm¥nit. Nap°. p°i odebrání vrcholu
musíme také odebrat i v²echny s ním sousedící hrany.

Maticová reprezentace je uºite£ná minimáln¥ v teoretických
úvahách s vyuºitím maticového po£tu:

12.9. V¥ta. Nech´ G = (V ,E) je graf s uspo°ádanými vrcholy

V = (v1, . . . , vn) a maticí sousednostiAG. Ozna£meAkG = (a(k)ij )
prvky k-té mocniny matice AG = (aij ).

Pak a(k)ij je po£et sled· délky k mezi vrcholy vi a vj .

D·kaz. Celý d·kaz povedeme indukcí p°es délku sled·. Tvr-
zení pro p°ípad k = 1 je pouze jiným vyjád°ením de�nice matice
sousednosti. P°edpokládejme tedy dále, ºe v¥ta platí pro n¥jaké k
a zkoumejme, kolik je sled· délky k + 1 mezi vrcholy vi a vj pro
n¥jaké pevné indexy i a j . Jist¥ kaºdý takový sled obdrºíme po-
mocí jedné hrany z vi do n¥jakého vrcholu vℓ a n¥jakého sledu
délky k mezi vℓ a vj . R·zné volby p°itom dávají vºdy r·zné vý-

sledky. Proto ozna£íme-li a(k)ℓj po£et r·zných sled· délky k z vℓ do
vj , pak námi hledaný po£et sled· délky k + 1 bude

a
(k+1)
ij =

n∑
ℓ=1

aiℓ · a(k)ℓj .

To je ale práv¥ vztah pro násobení matice AG s mocninou AkG.

Dokázali jsme, ºe na²e £ísla a(k+1)
ij jsou práv¥ prvky matice

Ak+1
G . □

D·sledek. Jsou-li G = (V ,E) a AG jako v p°edchozí v¥t¥, pak
lze v²echny dvojice vrchol·G spojit cestou, práv¥ kdyº má matice
(A + En)n−1 samé nenulové £leny (zde En ozna£uje jednotkovou
matici s n °ádky a sloupci).

D·kaz. Díky distributivit¥ násobení matic a skute£nosti, ºe
jednotková matice En komutuje s kaºdou jinou maticí stejného
rozm¥ru, dostaneme roznásobením

(A+ En)n−1 = An−1 +
(
n− 1

1

)
An−2 + · · · +

(
n− 1
n− 2

)
A+ En.

Výsledná matice má za £leny £ísla (ve zna£ení jako v minulé v¥t¥)

a
(n−1)
ij + · · · +

(
n− 1
ℓ

)
a
(n−1−ℓ)
ij + · · · + (n− 1)aij + δij ,

kde δii = 1 pro v²echna i a δij = 0 pro i ̸= j .
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i) grafu s alespo¬ 4 vrcholy, který neobsahuje cyklus záporné

délky a na n¥mº dá Dijkstr·v algoritmus chybný výsledek,

ii) grafu s alespo¬ 4 vrcholy, který obsahuje (alespo¬ jednu)

zápornou hranu a p°esto na n¥m dá Dijkstr·v algoritmus

správný výsledek.

�e²ení. V obou p°ípadech je t°eba si rozmyslet fungování Dijkstrova

algoritmu. Pak uº je snadné uvést poºadované p°íklady (p°itom je

z°ejm¥ mnoho dal²ích moºností). V prvním p°ípad¥ je takovým gra-

fem (s po£áte£ním vrcholem S) nap°íklad

S

A

B

C
1

2

−3

1

Dijkstr·v algoritmus za£ínající v S jako první nav²tíví vrchol A

a za nejkrat²í ozna£í cestu délky 1, p°itom z°ejm¥ existuje cesta

(S, B,C,A) délky 0. Podobn¥ v druhém p°ípad¥ vyhovuje nap°íklad

graf

S

A

B

C
−1

2

1

1
□

Bellman·v-Ford·v algoritmus. Tento algoritmus pracuje na stej-

ném principu jako Dijkstr·v; místo postupu po jednotlivých vrcho-

lech je ale zpracovává �naráz� � cyklus relaxace (tedy porovnání

zda sou£asná ohodnocení vrchol· není moºné zlep²it vyuºitím dané

hrany) probíhá (|V |−1)-krát p°es v²echny hrany. Jeho výhodou je, ºe
p°ipou²tí záporn¥ ohodnocené hrany a detekuje záporné cykly (pokud

provedeme relaxa£ní cyklus navíc je²t¥ jednou a dojde ke zm¥n¥, musí

být v grafu záporný cyklus). Cenou za to ale je (obvykle) vy²²í £asová

náro£nost.

12.19. Uºijte Bellman·v-Ford·v algoritmus k nalezení nejkrat²ích

cest z vrcholu S do v²ech ostatních vrchol·. Hrany procházejte v po°adí

dle £ísla po£áte£ního (p°íp. koncového) vrcholu (po£áte£ní vrchol má

nejmen²í £íslo). Zm¥¬te ohodnocení hrany (8, 6) z 18 na−18, algorit-
mus prove¤te s tímto novým grafem a ukaºte, jak se detekují záporné

cykly.
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Toto £íslo evidentn¥ zadává sou£et po£t· sled· délek
0, . . . , n − 1 mezi vrcholy vi a vj vynásobených kladnými
konstantami. Bude proto nenulové práv¥ tehdy, jestliºe mezi
t¥mito vrcholy existuje n¥jaká cesta. □

12.10. Poznámka. Je²t¥ si v²imn¥me vlivu permutace na²eho
uspo°ádání vrchol· V na matici sousednosti grafu. Není obtíºné
si uv¥domit, ºe permutace vrchol· grafu G má za následek jednu
a tutéº permutaci °ádk· i sloupc· maticeAG. Kaºdou takovou per-
mutaci m·ºeme zadat práv¥ jednou tzv. permuta£ní maticí, tj. ma-
ticí z nul a jedni£ek, která má v kaºdém °ádku a kaºdém sloupci
práv¥ jednu jedni£ku a jinak nuly. Je-li P taková permuta£ní ma-
tice, pak nová matice sousednosti izomorfního grafu G′ bude

AG′ = P · AG · P T ,
kde transponovaná matice P T je zárove¬ maticí inverzní (zjevn¥
jsou permuta£ní matice ortogonální) a te£kou ozna£ujeme náso-
bení matic. Kaºdou permutaci umíme napsat jako sloºení transpo-
zic a proto p°íslu²nou permuta£ní matici dostaneme jako sou£in
p°íslu²ných matic pro transpozice.

Tyto úvahy lze v p°ípad¥ pot°eby dále rozvíjet a p°emý²let
o souvislostech matic sousednosti a matic lineárních zobrazení
mezi vektorovými prostory.

12.11. Prohledávání v grafu. Mnoho uºite£ných algoritm· je
zaloºeno na postupném prohledávání v²ech vrchol·
v grafu. Zpravidla máme zadaný po£áte£ní vrchol
nebo si jej na za£átku procesu zvolíme.

V pr·b¥hu procesu vyhledávání pak v kaºdém
okamºiku máme vrcholy

• jiº zpracované � ty, které jsme jiº p°i b¥hu algoritmu prochá-
zeli a de�nitivn¥ zpracovali;
• aktivní � ty vrcholy, které jsou detekovány a p°ipraveny pro
zpracovávání;
• spící � ty vrcholy, na které teprve dojde.

Zárove¬ si udrºujeme p°ehled o jiº zpracovaných hranách. V kaº-
dém okamºiku musí být mnoºiny vrchol· a/nebo hran v t¥chto
skupinách disjunktním rozd¥lením mnoºin V a E vrchol· a hran
grafuG a n¥který z aktivních vrchol· je aktuáln¥ zpracováván. Sle-
dujme nejprve princip obecn¥ na p°íklad¥ prohledávání vrchol·.
V dal²ích odstavcích pak budeme postup pouºívat pro algoritmy
°e²ící konkrétní úlohy.

Na po£átku pr·b¥hu takového algoritmu tedy máme jeden ak-
tivní vrchol a v²echny ostatní vrcholy jsou spící. V prvním kroku
projdeme v²echny hrany vycházející z aktivního vrcholu a jejich
p°íslu²ným koncovým vrchol·m, které jsou spící, zm¥níme statut
na aktivní. V dal²ích krocích vºdy u zpracovávaného vrcholu probí-
ráme ty z n¥ho vycházející hrany, které dosud nebyly probrány a je-
jich koncové vrcholy p°idáváme mezi aktivní. Tento postup apliku-
jeme stejn¥ u orientovaných i neorientovaných graf·, jen se drobn¥
m¥ní význam adjektiv koncový a po£áte£ní u vrchol·.

V konkrétních úlohách se také m·ºeme omezovat na n¥které
z hran, které vychází z aktuálního vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného nem¥ní.

Pro realizaci algoritm· je nutné se rozhodnout, v jakém po°adí
zpracováváme aktivní vrcholy a v jakém po°adí zpracováváme
hrany z nich vycházející. V zásad¥ p°ichází v úvahu dv¥ moºnosti
zpracovávání vrchol·:
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1 2 3

5 6 7 S

8 4

3

8

6

18

3

1 2 1

7

1 1

2

�e²ení. Hrany podle pokyn· procházíme v po°adí: (S,4), (S,7), (1,2),

(1,5), (2,1), (2,3), (2,6), (3,7), (4,7), (4,8), (5,1), (5,6), (6,2), (6,5), (7,8),

(8,6). Ohodnocení vrchol· (v závorce jsou uvedeny p°ípadné vy²²í hod-

noty dosaºené d°íve b¥hem téhoº pr·chodu):

S 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 ∞ ∞ ∞ 1 ∞ 22 3(6) 4
2 0 ∞ 23 ∞ 1 24 22 3 4
3 0 25(30) 23 26 1 24 22 3 3
4 0 25 23 26 1 24 22 3 3

Protoºe p°i £tvrtém pr·chodu jiº nedo²lo ke zm¥n¥, m·ºeme b¥h al-

goritmu v tuto chvíli ukon£it.

V pozm¥n¥ném grafu vypadá pr·chod takto (pro názornost nebu-

deme vypisovat hodnoty u vrchol·, které mezi pr·chody nedoznaly

zm¥n):

S 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 ∞ ∞ ∞ 1 ∞ −14 3(6) 4
2 −13 −12
3 −11(−6) −10 −19 −2 −1
4 −18 −17
5 −16 −15 −24 −7 −6
6 −23 −22
7 −21 −20 −29 −12 −11
8 −28 −27
9 −26 −25 −34 −17 −16

Graf má 9 vrchol· a protoºe p°i devátém pr·chodu je²t¥ do²lo ke

zm¥n¥, algoritmus detekoval záporný cyklus. B¥h algoritmu jsme sa-

moz°ejm¥ mohli ukon£it jiº d°íve, pokud bychom si v²imli charakteru

zm¥n mezi jednotlivými kroky, z n¥hoº je patrné, ºe u vrchol· 1, 2,

3, 5, 6, 7, 8 dochází k neohrani£enému (a opakovanému) zmen²ování

ohodnocení. Algoritmus je samoz°ejm¥ moºné naprogramovat tak, ºe

produkuje strom nejkrat²ích cest a v p°ípad¥ detekce záporného cyklu

i vrcholy na tomto cyklu leºící. □
Cesty mezi v²emi dvojicemi vrchol·. �asto pot°ebujeme znát

nejkrat²í cesty mezi v²emi dvojicemi vrchol· � i k tomu lze sice
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(1) vrcholy vybíráme pro dal²í zpracování ve stejném po°adí, jako
se stávaly aktivními (fronta),

(2) dal²ím vrcholem vybraným pro zpracování je poslední zak-
tivn¥ný vrchol (zásobník).

V prvním p°ípad¥ hovo°íme o prohledávání do ²í°ky, ve druhém
o prohledávání do hloubky.

Na první pohled je z°ejmá role volby vhodných datových struk-
tur pro uchovávání údaj· o grafu. Hranový seznam umoº¬uje projít
v²echny hrany vycházející z práv¥ zpracovávaného vrcholu v £ase
lineárn¥ úm¥rném jejich po£tu. Kaºdou hranu p°itom diskutujeme
nejvý²e dvakrát, protoºe má práv¥ dva konce. Zjevn¥ tedy platí:

V¥ta. Celkový £as realizace vyhledávání do ²í°ky i do hloubky je
O((n + m)K), kde n je po£et vrchol· v grafu, m je po£et hran
v grafu a K je £as pot°ebný na zpracování jedné hrany, resp. jed-
noho vrcholu.

Následující obrázky slouºí pro ilustraci prohledávání do ²í°ky:
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Je na nich zachyceno prvních osm krok· prohledávání do ²í°ky
Petersenova grafu.

Jemn¥ zakrouºkovaný vrchol je ten práv¥ zpracovávaný, velké
²edé puntíky jsou jiº zpracované vrcholy, £árkované ²edé hrany
jsou jiº zpracované a drobné ²edé vrcholy jsou ty aktivní (poznají
se také podle toho, ºe do nich jiº vede n¥která zpracovaná hrana).
Hrany na obrázku zpracováváme v po°adí orientace proti sm¥ru ho-
dinových ru£i£ek, p°i£emº za �první� bereme sm¥r �kolmo dol·�.

Totéº je na dal²ích obrázcích postupem �do hloubky�.
V²imn¥te si, ºe první krok je stejný jako v p°edchozím p°ípad¥.
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12.12. Souvislé komponenty grafu. Kaºdý graf G = (V ,E) se
p°irozen¥ rozpadá na disjunktní podgrafy Gi takové,
ºe vrcholy v ∈ Gi a w ∈ Gj jsou spojeny n¥jakou
cestou, práv¥ kdyº i = j .

Tento postup si m·ºeme formalizovat takto:
Nech´ je G = (V ,E) neorientovaný graf. Na mnoºin¥ vrchol·
grafu G zavedeme relaci ∼ tak, ºe v ∼ w, práv¥ kdyº existuje
cesta z v do w. Promyslete si, ºe tato relace je dob°e de�novaná
a ºe se jedná o ekvivalenci. Kaºdá t°ída [v] této ekvivalence
de�nuje indukovaný podgraf G[v] ⊆ G a disjunktní sjednocení
t¥chto podgraf· je ve skute£nosti p·vodní graf G. Skute£n¥ podle
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pouºít p°edchozí algoritmy, aplikované postupn¥ na v²echny vrcholy

v roli po£áte£ního vrcholu, ale lze to provést je²t¥ efektivn¥ji. Jednou

z moºností je vyuºít podobnosti s násobením matic, z £ehoº vychází

Floyd·v-Warshall·v algoritmus (nejznám¥j²í algoritmus typu all

pairs shortest paths), který:

• v £ase O(n3) vypo£te vzdálenosti mezi v²emi vrcholy;

• vychází z matice U0 = A = (aij ) délek hran (p°i£emº klade

uii = 0 pro v²echny vrcholy i) a postupn¥ po£ítá matice

U0, U1, . . . , U|V |, kde uk(i, j) je délka nejkrat²í cesty z i do
j , kde cesta prochází pouze vrcholy z {1, 2, . . . , k};
• p°i výpo£tu matic vychází ze vztahu

uk(i, j) = min{uk−1(i, j), uk−1(i, k)+ uk−1(k, j)}.

Jinými slovy: u nejkrat²í cesty z i do j , b¥hem níº máme po-

voleno nav²tívit pouze vrcholy o£íslované 1, . . . , k, se m·ºeme ptát,

jestli vyuºívá vrchol k. Pokud ano, pak je tato cesta sloºením nejkrat²í

cesty z i do k s nejkrat²í cestou z k do j (které vyuºívají jen vrcholy

1, . . . , k− 1). V opa£ném p°ípad¥ je tato hledaná cesta stejná jako nej-

krat²í cesta z i do j , která vyuºívá jen vrcholy 1, . . . , k−1. Z°ejm¥ pro

k = |V | dostaneme nejkrat²í cesty mezi v²emi dvojicemi vrchol· (bez

dal²ího omezení). Budeme si navíc udrºovat pro kaºdý vrchol jeho nej-

bliº²ího p°edch·dce na cest¥ z vrcholu i (tedy tzv. matici p°edch·dc·)

a aktualizovat podle následujícího p°edpisu:

• Inicializace:

(P0)ij = i pro i ̸= j a aij <∞,

• V k-tém kroku aktualizujeme

(Pk)ij =
{
(Pk−1)kj , pokud vrchol k p°inesl vylep²ení,

(Pk−1)ij , jinak.

Pak m·ºeme po ukon£ení výpo£tu snadno zkonstruovat nejkrat²í cestu

mezi libovolnými dv¥ma vrcholy tak, ºe p°i ur£ování cesty z u do v

z matice P = Pn = (pij ) odvozujeme tuto cestu (v obráceném po°adí)

podle p°edpisu v,w = puv, puw, . . ..

12.20. Floyd·v a Warshall·v algoritmus pouºijte na orientovaný

graf na obrázku. Jednotlivé mezivýpo£ty zapisujte do matic. Uve¤te,

jak se v pr·b¥hu výpo£tu detekují cykly záporné délky. Udrºujte si

v²echny informace pot°ebné pro konstrukci minimálních cest.
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de�nice na²í ekvivalence, ºádná hrana p·vodního grafu nem·ºe
propojovat vrcholy z r·zných komponent. Podgraf·mG[v] °íkáme
souvislé komponenty grafu G.

�íkáme, ºe je graf G = (V ,E) souvislý, jestliºe má jedinou
souvislou komponentu.

Je-li graf G orientovaný, pak v¥t²inou de�nujeme souvislost
obdobn¥ jako pro neorientované grafy, pouze u de�nice relace vý-
slovn¥ poºadujeme, aby cesta existovala jak z vrcholu v do vrcholu
w, tak z vrcholu w do vrcholu v. Nicmén¥ je uºite£ný také pojem
slabé souvislosti, kdy pouze poºadujeme, aby symetrizace daného
grafu byla souvislá.

Jako skute£n¥ jednoduchý p°íklad prohledávání v grafu si
m·ºeme uvést algoritmus na vyhledání v²ech sou-
vislých komponent v grafu. Jedinou informací, kte-
rou musíme zpracovávat p°i prohledávání do ²í°ky
nebo hloubky, je, kterou komponentu aktuáln¥ pro-

cházíme.
Samotné prohledávání, tak jak jsme jej prezentovali, projde

práv¥ v²echny vrcholy jedné komponenty. Za£neme tedy se v²emi
vrcholy spícími a vezmeme kterýkoliv z nich. Kdykoliv p°i b¥hu al-
goritmu skon£íme s prázdnou mnoºinou aktivních vrchol· ke zpra-
cování, máme nachystánu jednu celou komponentu na výstup. Sta£í
pak vzít jakýkoliv dal²í dosud spící vrchol a pokra£ovat dále. Te-
prve aº nebudou ani ºádné spící vrcholy, ukon£íme algoritmus.

12.13. Vícenásobn¥ souvislé grafy. Pojem souvislosti pot°ebu-
jeme i v siln¥j²ích podobách, kdy máme zaru£enu ur£itou redun-
danci v mnoºství cest mezi vrcholy.

De�nice. �ekneme, ºe (neorientovaný) graf G = (V ,E) je
• vrcholov¥ k�souvislý, jestliºe má alespo¬ k+1 vrchol· a bude
souvislý i po odebrání libovolné podmnoºiny k − 1 vrchol·;
• hranov¥ k�souvislý, jestliºe bude souvislý po odebrání libo-
volné podmnoºiny k − 1 hran.

V p°ípad¥ k = 1 de�nice jen opakuje souvislost grafu G
(nebo´ dodate£ná podmínka je prázdná). Siln¥j²í souvislost grafu
je ºádoucí nap°. u sí´ových aplikací, kdy klient poºaduje zna£nou
redundanci poskytovaných sluºeb v p°ípad¥ výpadku n¥kterých li-
nek (tj. hran) nebo uzl· (tj. vrchol·).

Obecn¥ platí tvrzení tzv.Mengerovy v¥ty3. �íká, ºe pro kaºdé
dva vrcholy v a w je v grafu G = (V ,E) po£et hranov¥ r·zných
cest z v do w roven minimálnímu po£tu hran, které je t°eba odstra-
nit, aby se v a w ocitly v r·zných komponentách vzniklého grafu.
Stejn¥ tak je po£et vrcholov¥ r·zných cest z v do w roven po£tu
vrchol·, které je t°eba odstranit, aby byly vrcholy v a w v r·zných
komponentách.

K této tématice se je²t¥ vrátíme v odstavci 12.36. Podrobn¥ji
se ale hned podíváme aspo¬ na nejjednodu²²í zajímavý p°ípad. To
jsou takové souvislé grafy o alespo¬ t°ech vrcholech, kdy vynechá-
ním libovolného vrcholu nenaru²íme jejich souvislost.

V¥ta. Pro graf G = (V ,E) s alespo¬ t°emi vrcholy jsou následu-
jící podmínky ekvivalentní:

• G je (vrcholov¥) 2�souvislý;
• kaºdé dva vrcholy v a w v grafu G leºí na spole£né kruºnici;
• grafG je moºné vytvo°it z trojúhelníkaK3 pomocí postupného

p°idávání hran a d¥lení hran.

3Karl Menger je dokázal jiº v roce 1927, tedy d°íve neº vznikl obor teorie
graf·.
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�e²ení. Postupujeme podle algoritmu a dostáváme matice délek nej-

krat²ích cest spolu s maticemi p°edch·dc·:

U0 =


0 4 −3 ∞
−3 0 −7 ∞
∞ 10 0 3
5 6 6 0

 , P0 =


− 1 1 −
2 − 2 −
− 3 − 3
4 4 4 −

 ;

U1 =


0 4 −3 ∞
−3 0 −7 ∞
∞ 10 0 3
5 6 2 0

 , P1 =


− 1 1 −
2 − 2 −
− 3 − 3
4 4 1 −

 ;

U2 =


0 4 −3 ∞
−3 0 −7 ∞
7 10 0 3
3 6 −1 0

 , P2 =


− 1 1 −
2 − 2 −
2 3 − 3
2 4 2 −

 ;

U3 =


0 4 −3 0
−3 0 −7 −4
7 10 0 3
3 6 −1 0

 , P3 =


− 1 1 3
2 − 2 3
2 3 − 3
2 4 2 −

 ;

U4 =


0 4 −3 0
−3 0 −7 −4
6 9 0 3
3 6 −1 0

 , P4 =


− 1 1 3
2 − 2 3
2 4 − 3
2 4 2 −

 .
Protoºe se v matici U4 na diagonále neobjevilo záporné £íslo, graf

neobsahuje záporný cyklus. Hledáme-li nap°. nejkrat²í cestu z 3 do 1,

pak p°edch·dcem 1 na této cest¥ je P4[3, 1] = 2 a p°edch·dcem 2 pak

P4[3, 2] = 4, proto je tato cesta 3, 4, 2, 1 a její délka je U4[3, 1] = 6.
□

Hamiltonovské grafy. Rozhodnutí, zda je zadaný graf hamiltonov-

ský, je tzv. NP-úplný problém, je tedy dobré mít k dispozici n¥jaké

jednodu²²í nutné nebo posta£ující podmínky pro tuto vlastnost.

Mezi známé posta£ující podmínky pat°í Diracova, Oreho a Bondy-

Chvátalova v¥ta.

Dirac: Má-li v grafu G s n ≥ 3 vrcholy kaºdý vrchol stupe¬ ale-

spo¬ n/2, je G hamiltonovský.
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D·kaz. Dokáºeme nejprve ekvivalenci prvních dvou tvrzení.
Na jednu stranu je implikace z°ejmá: Jestliºe kaºdé dva vrcholy
sdílejí kruºnici, pak jsou mezi nimi vºdy alespo¬ dv¥ r·zné cesty
a tedy odebráním vrcholu nem·ºeme pokazit souvislost.

Opa£ná implikace je o n¥co sloºit¥j²í. Budeme postupovat in-
dukcí podle minimální délky cesty spojující vrcholy v a
w. P°edpokládejme nejprve, ºe vrcholy sdílí hranu e, tj.
minimální cesta má délku 1. Kdyby odebráním této hrany
e vznikly dv¥ komponenty, pak by nutn¥muselo dojít k roz-

padu G na alespo¬ dv¥ komponenty i po odebrání bu¤ vrcholu
v nebo vrcholu w. Je proto i graf bez této hrany e souvislý a je
v n¥m proto cesta mezi v a w. Spolu s hranou e tato cesta vytvá°í
kruºnici.

Nech´ nyní v rámci induk£ního p°edpokladu umíme takovou
sdílenou kruºnici sestrojit pro v²echny vrcholy spojitelné cestou
délky nejvý²e k a uvaºujme vrcholy v a w a je spojující nejkrat²í
cestu

(v = v0, e1, v1, . . . , vk+1 = w)

délky k + 1. Pak v1 a w umíme spojit cestou o délce nejvý²e k,
a proto leºí na spole£né kruºnici. Ozna£me si P1 a P2 p°íslu²né
dv¥ r·zné cesty mezi v1 a w. Graf G \ {v1} je ale také souvislý,
existuje tedy cesta P z v dow, která neprochází vrcholem v1 a tato
nutn¥ musí n¥kdy poprvé narazit na jednu z cest P1 a P2. P°edpo-
kládejme, ºe se tak stane ve vrcholu z na cest¥P1. Pak je (uzav°ená)
cesta, která vznikne sloºením £ásti cesty P z v do z, £ásti cesty P1
ze z do w a opa£nou cestou k P2 z w do v hledanou kruºnicí (na-
kreslete si obrázek!).

Máme tedy dokázánu ekvivalenci prvních dvou podmínek.
Nyní se budeme v¥novat ekvivalenci první a t°etí podmínky.

Je z°ejmé, ºe d¥lením hrany nebo p°idáním hrany ve vrcho-
lov¥ 2-souvislém grafu G = (V ,E) vlastnost 2�souvislosti nepo-
kazíme. Jedna implikace tedy je ov¥°ená.

Zbývá tedy dokázat, ºe pokud je graf 2-souvislý, pak je ho
moºné vytvo°it z K3 p°idáváním a d¥lením hran. V G jist¥ díky
2-souvislosti existuje kruºnice, a tu je moºné z K3 získat d¥lením
hran. Uvaºme nyní podgraf G′ = (V ′, E′ ) ur£ený touto kruºnicí
a uvaºme hranu e = {v,w}, která nepat°í do E′ , ale alespo¬ je-
den z vrchol· do V ′ pat°í. Pokud by tam pat°ily oba, m·ºeme
prost¥ p°idat ke grafu G′ novou hranu e, £ímº získáme podgraf
(V ′, E′ ∪ {e}) v grafu G obsahující více vrchol· a hran neº graf
G′. Uvaºme tedy zbývající moºnost, ºe v ∈ V ′ a w /∈ V ′. Díky 2�
souvislosti grafuG bude tento graf souvislý i po odebrání vrcholu
v a bude v n¥m tedy existovat nejkrat²í cesta P spojující vrchol
w s n¥kterým vrcholem (ozna£me jej v′) v G′ (mimo odebraný vr-
chol v) a neobsahující tedy ºádný jiný vrchol z V ′. P°idáním celé
této cesty ke grafu G′ spole£n¥ s hranou e (coº ud¥láme tak, ºe
p°idáme hranu {v, v′} a nad¥líme ji na pot°ebný po£et �nových� vr-
chol· a hran) dostaneme nový podgraf spl¬ující na²e p°edpoklady
a obsahující více vrchol· a hran neº práv¥ uvaºovaný graf G′. Po
kone£ném po£tu t¥chto krok· tedy z trojúhelníka K3 zkonstruu-
jeme celý graf G, jak je poºadováno. □

12.14. Metrika na grafech. V posledním d·kazu jsme vyuºili
pojem �délka cesty�. Ukáºeme si nyní, ºe takto
skute£n¥ lze matematicky vybudovat pojem vzdále-
nosti na grafu.
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Ore:Má-li v grafuG s n ≥ 4 vrcholy kaºdá dvojice nesousedních
vrchol· sou£et stup¬· alespo¬ n, je G hamiltonovský.

Uzáv¥rem grafu G budeme pro na²e sou£asné ú£ely rozum¥t graf

cl(G), který dostaneme zG p°idáním v²ech hran u, v takových, ºe u, v

nejsou sousední a pro n¥º platí deg(u)+ deg(v) ≥ n.
Bondy, Chvátal: Graf G je hamiltonovský, práv¥ kdyº je cl(G)

hamiltonovský.

12.21. Dokaºte tvrzení Bondyho a Chvátala.

�e²ení. Z°ejm¥ sta£í dokázat, ºe pokud jeG hamiltonovský po p°idání

hrany {u, v} takové, ºe u, v nejsou sousední a deg(u) + deg(v) ≥ n,
pak je hamiltonovský i bez této hrany. P°edpokládejme, ºeG+ {u, v}
je hamiltonovský a G nikoliv. Pak existuje hamiltonovská cesta v G

z u do v. Pro kaºdý vrchol sousedící s u platí, ºe jeho p°edch·dce

na této cest¥ nem·ºe sousedit s v (jinak bychom m¥li hamiltonovskou

kruºnici v G). Tedy deg(u)+ deg(v) ≤ n− 1. □

12.22.

i) Dokaºte, ºe z Bondy-Chvátalovy v¥ty plyne Oreho a z ní Di-

racova.

ii) Udejte p°íklad hamiltonovského grafu, který spl¬uje pod-

mínku Oreho v¥ty, ale ne v¥ty Diracovy.

iii) Udejte p°íklad hamiltonovského grafu, jehoº uzáv¥r není

úplný graf.

�e²ení.

i) Pokud graf G spl¬uje p°edpoklady Oreho v¥ty, pak jeho

uzáv¥rem je úplný graf, který je z°ejm¥ hamiltonovský a

podle Bondyho a Chvátala je i p·vodní graf hamiltonovský.

Dále, pokud graf G spl¬uje p°edpoklady Diracovy v¥ty, pak

z°ejm¥ spl¬uje i p°edpoklady Oreho v¥ty a je tedy hamilto-

novský.

ii) Takovým p°íkladem je nap°íklad

1 2

3 4

5

Vrchol 5 má totiº stupe¬ 2, coº je mén¥ neº 5
2 . Sou£et stup¬·

libovolné dvojice (dokonce v²ech, nejen nesousedních) vr-

chol· je p°itom alespo¬ 5.

iii) Takovým p°íkladem hamiltonovského grafu jsou kruºnice

Cn, n > 4, pro n¥º je cl(Cn) = Cn.
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Na kaºdém (neorientovaném) grafu de�nujeme vzdálenost vr-
chol· v a w jako £íslo dG(v,w), které je rovno po£tu hran v nej-
krat²í moºné cest¥ z v do w. Pokud cesta neexistuje, pí²eme
dG(v,w) = ∞.

Budeme v dal²ím uvaºovat pouze souvislé grafy G. Pak pro
takto zadanou funkci dG : V ×V → N platí obvyklé t°i vlastnosti
vzdálenosti (doporu£ujeme srovnat s úvahami v druhé £ásti sedmé
kapitoly, od odstavce 7.12 na stran¥ 408):

• dG(v,w) ≥ 0 a p°itom dG(v,w) = 0, práv¥ kdyº v = w;
• vzdálenost je symetrická, tj. dG(v,w) = dG(w, v);
• platí trojúhelníková nerovnost, tj. pro kaºdou trojici vrchol·
v,w, z platí

dG(v, z) ≤ dG(v,w)+ dG(w, z).
�íkáme, ºe dG je metrika na grafu G.

Krom¥ t¥chto t°í standardních vlastností spl¬uje metrika na
grafu evidentn¥ je²t¥

• dG(v,w) má vºdy nezáporné celo£íselné hodnoty;
• je-li dG(v,w) > 1, pak existuje n¥jaký vrchol z r·zný od
v a w takový, ºe dG(v,w) = dG(v, z)+ dG(z, w).
Lze dokázat, ºe pro kaºdou funkci dG s vý²e uvedenými p¥ti

vlastnostmi na V × V (pro kone£nou mnoºinu V ) je
moºné nade�novat hrany E tak, aby G = (V ,E) byl
graf s metrikou dG. Zkuste si ukázat jako cvi£ení! (Je
vcelku jasné, jak zkonstruovat p°íslu²ný graf. Je t°eba

�jen� dokázat, ºe pak skute£n¥ bude zadaná funkce dG vý²e zave-
denou metrikou na tomto grafu.)

12.15. Dijkstr·v algoritmus nejkrat²ích cest. Dá se tu²it, ºe
nejkrat²í cestu v grafu, která vychází z daného vr-
cholu v a kon£í v jiném vrcholuw budeme um¥t hle-
dat pomocí prohledávání grafu do ²í°ky. P°i tomto

typu prohledávání totiº postupn¥ diskutujeme vrcholy, do kterých
se umíme dostat z výchozího vrcholu po jediné hran¥, poté pro-
jdeme v²echny, které mají vzdálenost nejvý²e 2 atd. Na této jedno-
duché úvaze je zaloºen jeden z nejpouºívan¥j²ích grafových algo-
ritm· � tzv. Dijkstr·v algoritmus.

Tento algoritmus hledá nejkrat²í cesty i v praktické podob¥,
kdy jednotlivé hrany e jsou ohodnoceny velikostmi, tj. kladnými
reálnými £ísly w(e). Krom¥ aplikace na hledání vzdáleností
v silni£ních nebo jiných sítích to mohou být také výnosy £i
náklady, toky v sítích atd.

Vstupem algoritmu je graf G = (V ,E) s ohodnocením
hran a po£áte£ní vrchol v0. Výstupem je ohodnocení vrchol· £ísly
dw(v), která udávají nejmen²í moºný sou£et ohodnocení hran po-
dél cest z vrcholu v0 do vrcholu v. Postup dob°e funguje v oriento-
vaných i neorientovaných grafech.

Pro kone£ný chod algoritmu a jeho výsledek je skute£n¥ pod-
statné, ºe v²echna na²e ohodnocení jsou kladná � viz
p°íklad ∥12.18∥.

Dijkstr·v algoritmus vyºaduje jen drobnou modi-
�kaci obecného prohledávání do ²í°ky:

• U kaºdého vrcholu v budeme po celý chod algoritmu udrºovat
£íselnou hodnotu d(v), která bude horním odhadem skute£né
vzdálenosti vrcholu v od vrcholu v0.
• Mnoºina jiº zpracovaných vrchol· bude v kaºdém okamºiku
obsahovat ty vrcholy, u kterých jiº nejkrat²í cestu známe, tj.
d(v) = dw(v).
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□

Rovinné grafy.

12.23. Rozhodn¥te, zda je graf na obrázku rovinný.

�e²ení. Daný graf rovinný není díky Kuratowského v¥t¥ (viz strana

731), protoºe má podgraf, který je d¥lením K3,3. □

12.24. Rozhodn¥te, zda existuje graf mající skóre

(6, 6, 6, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 8).

Pokud ano, existuje i rovinný graf daného skóre? ⃝
12.25. Kolik minimáln¥ hran m·ºe mít ²estist¥n?

�e²ení. V libovolném mnohost¥nu je kaºdá st¥na ohrani£ena mi-

nimáln¥ t°emi hranami. Kaºdá hrana p°itom leºí ve dvou st¥nách.

Ozna£íme-li s po£et st¥n a h po£et hran mnohost¥nu dostáváme tak od-

had 3s ≤ 2h (viz také 12.26). Pro ²estist¥n dává tento odhad 18 ≤ 2h,
neboli h ≥ 9. �estist¥n s devíti hranami skute£n¥ existuje, dostaneme

jej nap°íklad �slepením� dvou stejn¥ velikých pravidelných £ty°st¥n·

st¥nou k sob¥. Minimální moºný po£et hran ²estist¥nu je tedy dev¥t.

□

12.26. Rozhodn¥te, zda je daný rovinný graf maximální. Dopl¬te co

nejvíce hran p°i zachování rovinnosti.

�e²ení. Graf má 14 vrchol· a 20 hran, proto 3|V |−6−|E| = 16. Graf
tedy není maximální a p°idat lze p°i zachování rovinnosti 16 hran.

0 1 2

3 4 5 6 7

8 9
10 11

12 13

P°idali jsme 10 (£árkovaných) hran, dal²ích 6 hran spojující vrcholy

�vn¥j²ího� devítiúhelníku jsme z d·vodu p°ehlednosti nezobrazovali.

□



KAPITOLA 12. KOMBINATORICKÉ METODY, GRAFY A ALGORITMY

• Do mnoºiny aktivních (práv¥ zpracovávaných) vrchol·
W za°adíme vºdy práv¥ ty vrcholy y z mnoºiny spících
vrchol· Z, pro které je d(y) = min{d(z); z ∈ Z}.
P°edpokládáme, ºe grafGmá alespo¬ dva vrcholy. Formáln¥ji

lze Dijkstr·v algoritmus popsat takto:

(1) Inicia£ní krok: Nastavíme hodnoty u v²ech v ∈ V :

d(v) =
{

0 pro v = v0,

∞ pro v ̸= v0.

Nastavíme Z = V ,W = ∅.
(2) Test cyklu: Jestliºe ohodnocení v²ech vrchol· y ∈ Z je rovno
∞, algoritmus kon£í, v opa£ném p°ípad¥ pokra£ujeme dal²ím
krokem. (Algoritmus tedy zejména kon£í, pokud je Z = ∅.)

(3) Aktualizace stavu vrchol·:
• NajdememnoºinuN v²ech vrchol· v ∈ Z, pro které d(v)
nabývá nejmen²í moºné hodnoty

δ = min{d(y); y ∈ Z};
• posledn¥ zpracované aktivní vrcholy W p°esuneme do
mnoºiny zpracovaných a za nové aktivní vrcholy zvolíme
W = N a odebereme je ze spících, tj. mnoºina spících
bude nadále Z \N .

(4) T¥lo hlavního cyklu: Pro v²echny hrany v mnoºin¥ EWZ
v²ech hran vycházejících z n¥kterého aktivního vrcholu
v a kon£ících ve spícím vrcholu y opakujeme:
• vybereme dosud nezpracovanou hranu e ∈ EWZ ;
• pokud je d(v) + w(e) < d(y), nahradíme d(y) touto
men²í hodnotou.

Pokra£ujeme testem v kroku 2.

12.16. V¥ta. Pro v²echny vrcholy v v souvislé komponent¥ vrcholu
v0 v grafuG najdeDijkstr·v algoritmus vzdálenosti dw(v). Vrcholy
ostatních souvislých komponent z·stanou ohodnoceny d(v) = ∞.

Algoritmus lze implementovat tak, ºe ukon£í svoji práci v £ase
O(n log n+m), kde n je po£et vrchol· a m je po£et hran v G.

D·kaz. Nap°ed ukáºeme správnost algoritmu, tj. budeme
muset ov¥°it, ºe

• algoritmus po kone£ném po£tu krok· skon£í;
• výstup v okamºiku ukon£ení bude mít poºadované vlastnosti.

Formulace testu cyklu zaru£uje, ºe p°i kaºdém jeho pr·chodu
se zmen²í po£et spících vrchol· alespo¬ o jeden, protoºe N bude
vºdy neprázdná. Nutn¥ tedy algoritmus po kone£ném po£tu krok·
skon£í.

Po pr·chodu inicia£ním cyklem zjevn¥ platí

(12.2) d(v) ≥ dw(v)
pro v²echny vrcholy grafu. P°edpokládejme tedy, ºe tato nerovnost
platí p°i vstupu do hlavního cyklu algoritmu a ov¥°íme, ºe platí i po
výstupu z cyklu. Skute£n¥ pokud v kroku 4 m¥níme d(y), pak je
to proto, ºe jsme na²li vrchol v s vlastností

dw(y) ≤ dw(v)+ w({v, y}) ≤ d(v)+ w({v, y}) = d(y),
kde napravo jiº máme nov¥ zm¥n¥nou hodnotu.

Rovnost (12.2) bude proto jist¥ platit i v okamºiku ukon£ení
algoritmu a zbývá nám ov¥°it, ºe na konci algoritmu bude platit
i nerovnost opa£ná. Za tímto ú£elem si promysleme, co se vlastn¥
d¥je v krocích 3 a 4 v algoritmu.
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12.27. Kaºdé z následujících tvrzení dokaºte nebo ukaºte vhodný pro-

tip°íklad.

i) Kaºdý graf s mén¥ neº 9 hranami je rovinný.

ii) Graf, který není rovinný, není hamiltonovský.

iii) Graf, který není rovinný, je hamiltonovský.

iv) Graf, který není rovinný, není eulerovský (viz 12.17).

v) Graf, který není rovinný, je eulerovský.

vi) Kaºdý hamiltonovský graf je rovinný.

vii) �ádný hamiltonovský graf není rovinný.

viii) Kaºdý eulerovský graf je rovinný.

ix) �ádný eulerovský graf není rovinný.

⃝
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Ozna£me si 0 = d0 < · · · < dk v²echny existující
r·zné kone£né vzdálenosti dw(v) vrchol· grafu
G od po£áte£ního vrcholu v0. Tím máme zárove¬
rozd¥lenu mnoºinu vrchol· grafu G na disjunktní
podmnoºiny Vi vrchol· se vzdáleností práv¥ di . P°i

prvním pr·chodu hlavním cyklem máme N = V0 = {v0}, £íslo
δ bude práv¥ d1 a mnoºinu spících vrchol· zm¥níme na V \ V0.

P°edpokládejme, ºe by tomu takto bylo aº do j -tého pr·chodu
v£etn¥, tj. p°i vstupu do cyklu by platilo N = Vj , δ = dj

a
∪j

i=0 Vi = V \N . Uvaºme n¥jaký vrchol y ∈ Vj+1 , tj. dw(y) =
= dj+1 <∞ a existuje cesta (v0, e1, v1, . . . , vℓ, eℓ+1, y) celkové
délky dj+1 . Pak ov²em jist¥

(12.3) dw(vℓ) ≤ dj+1 − w({vℓ, y}) < dj+1 .

Podle na²eho p°edpokladu tedy jiº d°íve (v n¥kterém z p°edchozích
pr·chod· hlavním cyklem) byl vrchol vℓ aktivní a tedy jiº v tom
pr·chodu bylo jeho ohodnocení rovno dw(vℓ) = d(vℓ) = di pro
n¥které i ≤ j . Proto po stávajícím pr·chodu hlavním cyklem bude
výsledkem nastavení

d(y) = dw(vℓ)+ w({vℓ, y}) = dj+1

a toto v dal²ích pr·chodech jiº nikdy nebudem¥n¥no. V nerovnosti
(12.2) tedy ve skute£nosti nastává po ukon£ení chodu algoritmu
rovnost.

Na²e analýza pr·chodu hlavním cyklem nám zárove¬
umoº¬uje odhadnout £as pot°ebný na chod algoritmu (tj. po£et
elementárních operací s grafem a dal²ími objekty s ním spoje-
nými). Je totiº vid¥t, ºe hlavním cyklem projdeme tolikrát, kolik
v grafu existuje r·zných vzdáleností di . Kaºdý vrchol p°i jeho
zpracování v kroku 3 budeme uvaºovat práv¥ jednou a budeme
muset p°itom um¥t set°ídit dosud spící vrcholy. To dává odhad
O(n log n) na tuto £ást algoritmu, pokud budeme pouºívat pro
uchovávání grafu seznam hran a vrchol· obohacený o ohodnocení
hran a spící vrcholy budeme uchovávat ve vhodné datové struktu°e
umoº¬ující vyhledání mnoºiny N aktivních vrchol· v £ase
O(log n + |N |). To lze dosáhnout datovou strukturou, které se
°íká halda (heap). Kaºdá hrana bude práv¥ jednou zpracovávána
v kroku 4, protoºe vrcholy jsou aktivní pouze p°i jednom pr·chodu
cyklem. □

V²imn¥me si, ºe pro nerovnost (12.3), která byla podstatná
pro analýzu algoritmu, je nutný p°edpoklad o nezáporných vahách
v²ech hran.

V praktickém pouºití bývají p°idávána r·zná heuristická vy-
lep²ení. Nap°. není nutné dopo£ítávat celý algorit-
mus, pokud nás zajímá pouze nejkrat²í cesta mezi
dv¥ma vrcholy. V okamºiku, kdy totiº je vrchol

vy°azován z aktivních, víme, ºe jeho vzdálenost je jiº spo£tena
správn¥.

Také není nutné na za£átku algoritmus iniciovat s nekone£nou
hodnotou. Samoz°ejm¥ by to p°i programování ani ne²lo, m·ºeme
v²ak postupovat je²t¥ daleko lépe neº jen p°i°adit dostate£n¥ ve-
likou konstantu. Nap°íklad p°i po£ítání nejkrat²í cesty po silni£ní
síti m·ºeme jako iniciaci volit p°edem známe vzdu²né vzdálenosti
bod·. Pak totiº známe p°edem odhady vzdáleností d0

w(v) vrchol·
v a v0 takové, ºe pro v²echny hrany e = {v, y} platí

|d0
w(v)− |d0

w(y)| ≤ w(e)
a tato nerovnost nám sta£í pro d·kaz správnosti algoritmu.
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Stromy.

12.28. Ur£ete kód grafu na obrázku jako

i) p¥st¥ného stromu,

ii) stromu.

�e²ení.

i) Postupem popsaným v 12.22 dostaneme kód p¥st¥ného

stromu

0 0 0001100100101111 1 0 0101000010101111 1 1.

V grafu nazna£ený ko°en je skute£n¥ vhodným kandidátem,

protoºe jde o jediný prvek centra tohoto stromu.

ii) P°i jednozna£né konstrukci p¥st¥ného stromu °adíme po-

tomky lexikogra�cky vzestupn¥, proto je hledaným kódem

stromu

0000001010111101011 0000010110110011111. □

12.29. Rozhodn¥te, zda existují stromy s následujícími kódy.

V p°ípad¥, ºe ano, potom daný strom nakreslete.

• 00011001111001,
• 00000110010010111110010100001010111111.

⃝
Hu�manovo kódování. Pracujeme s p¥st¥nými binárními stromy,

kde máme navíc kaºdou hranu obarvenou n¥kterým symbolem z dané

výstupní abecedy A (£asto A = {0, 1}). Kódovými slovy C jsou slova

nad abecedou A, na která p°evádíme symboly vstupní abecedy. Na²im

úkolem je reprezentovat daný text pomocí vhodných kódových slov

nad výstupní abecedou.

Je snadno vid¥t, ºe je uºite£né chtít, aby seznam kódových slov

byl bezpre�xový (v opa£ném p°ípad¥ m·ºe nastat problém s dekódo-

váním).

Ke konstrukci binárních pre�xových kód· (tj. nad abecedou

A = {0, 1}) vyuºijeme binárních strom·. Ozna£íme-li hrany
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12.17. Eulerovy sledy. Kaºdý si asi pamatujeme na h°í£ky typu
�nakreslete obrázek jedním tahem�. V °e£i graf· to zachytíme
takto:

De�nice. Sled, který projde v²echny hrany grafu práv¥ jednou
a za£íná a kon£í ve stejném vrcholu, se nazývá eulerovský tah (téº
eulerovský sled) a souvislým graf·m, které takový sled p°ipou²tí,
°íkáme eulerovské.

Eulerovský tah samoz°ejm¥ projde zárove¬ kaºdý vrchol grafu
alespo¬ jednou, m·ºe ale vrcholy procházet
i vícekrát. Nakreslit graf jedním tahem, který
za£íná a kon£í v jednom vrcholu, tedy znamená
najít eulerovský tah. Terminologie odkazuje na

klasický p°íb¥h o sedmi mostech ve m¥st¥ Královec (Königsberg,
tj. Kaliningrad), které se m¥ly projít na procházce kaºdý práv¥ jed-
nou, a d·kaz nemoºnosti takové procházky pochází od Leonharda
Eulera z roku 1736.

Situace je znázorn¥na na obrázku, kde je nalevo neum¥lý ná£rt
°eky s ostrovy a mosty, napravo odpovídající (multi)graf. Vrcholy
tohoto grafu odpovídají �souvislé pevnin¥�, hrany most·m. Pokud
by nám vadily násobné hrany mezi vrcholy (coº jsme zatím for-
máln¥ nep°ipou²t¥li), sta£í do hran za kaºdý most p°idat je²t¥ je-
den vrchol, tj. rozd¥lit hrany pomocí nových vrchol·. Kupodivu
je obecné °e²ení takového problému dosti snadné, jak ukazuje ná-
sledující v¥ta. Samoz°ejm¥ také ukazuje, ºe se Euler zamý²leným
zp·sobem procházet skute£n¥ nemohl.

V¥ta. Graf G je eulerovský tehdy a jen tehdy, kdyº je souvislý
a v²echny vrcholy v G mají sudé stupn¥.

D·kaz. Je-li graf eulerovský, nutn¥ musíme p°i procházení
v²ech hran kaºdý vrchol stejn¥krát opustit jako do n¥j vstoupit.
Proto nutn¥ musí být stupe¬ kaºdého vrcholu sudý. Kdo chce
d·kaz této implikace vid¥t více formáln¥, m·ºe uváºit sled, který
za£ne a skon£í ve vrcholu v0 a projde v²echny hrany. Kaºdý vrchol
bude jedenkrát nebo vícekrát na této cest¥ a jeho stupe¬ bude roven
dvojnásobku po£tu výskyt·.

P°edpokládejme naopak, ºe graf G má v²echny vrcholy jen
sudých stup¬·, a uvaºme nejdel²í moºný sled (v0, e1, . . . , vk)

v G bez opakujících se hran. P°edpokládejme na okamºik, ºe
vk ̸= v0. To znamená, ºe do v0 vchází nebo vychází v tomto sledu
jen lichý po£et hran, a tedy jist¥ existuje n¥jaká hrana vycházející
z v0, která v tomto sledu není. To by ale znamenalo, ºe jej umíme
prodlouºit, aniº bychom opakovali hranu, coº je spor. Nutn¥ proto
musí být v na²em sledu v0 = vk .

De�nujme nyní podgraf G′ = (V ′, E′ ) v grafu G tak, ºe do
n¥j dáme práv¥ v²echny vrcholy a hrany v na²em pevn¥ zvoleném
sledu. Pokud V ′ ̸= V , pak díky souvislosti grafu G nutn¥ existuje
hrana e = {v,w} taková, ºe v ∈ V ′ a w /∈ V ′. Pak ov²em m·ºeme
ná² pevn¥ zvolený sled za£ít a skon£it ve vrcholu v a následn¥ po-
kra£ovat hranou e, coº je op¥t spor s jeho nejv¥t²í moºnou délkou.
Proto nutn¥ V ′ = V . Zbývá tedy uº jen ukázat, ºe také E′ = E.
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vycházející z kaºdého uzlu 0, resp. 1, a ozna£íme-li navíc listy stromu

symboly vstupní abecedy, dostaneme pre�xový kód nad A pro tyto

symboly z°et¥zením ozna£ení hran na cest¥ z ko°ene do p°íslu²ného

listu.

Takto vytvo°ený kód je z°ejm¥ pre�xový. Ud¥láme-li tuto kon-

strukci navíc tak, abychom odrazili £etnost symbol· vstupní abecedy

v kódovaném textu, dosáhneme tak dokonce bezztrátové komprese dat.

Nech´M je seznam £etností symbol· vstupní abecedy v textu. Al-

goritmus postupn¥ zkonstruuje optimální binární strom (tzv.minimum-

weight binary tree) a p°i°azení symbol· list·m.

• Vyber dv¥ nejmen²í £etnosti w1, w2 z M. Vyrob strom se

dv¥ma listy ozna£enými p°íslu²nými symboly a ko°enem

ozna£eným w1 + w2 , odeber zM hodnoty w1, w2 a nahra¤

je hodnotou w1 + w2.

• Tento krok opakuj; pouze v p°ípad¥, ºe vybraná hodnota zM

je sou£tem, pak nevyráb¥j nový list, ale �p°ipoj� p°íslu²ný jiº

existující podstrom.

• Kód kaºdého symbolu ur£i cestou od ko°ene (nap°.

vlevo=�0�, vpravo=�1�).

12.30. Nalezn¥te Hu�man·v kód pro vstupní abecedu s frekvencemi

['A':16,'B':13,'C':9,'D':12,'E':45,'F':5].

�e²ení. Pokud bychom kaºdému písmenu abecedy naivn¥ p°i°adili

3bitový kód, pak na zprávu délky 100 spot°ebujeme 300 bit·.

Ukáºeme, ºe Hu�man·v kód to zvládne úsporn¥ji. Sestrojíme

strom podle algoritmu.

E:45 ABCDF:55

BD:25

B:13 D:12

AFC:30

FC:14

F:5 C:9

A:16

0 1

0 1

0 1 0 1

0 1

Dostali jsme tak kódy A : 111, B : 100, C : 1101,D : 101,
E : 0, F : 1100 a po vynásobení délek kód· frekvencemi získáme

o£ekávanou délku kódu stoznakové zprávy rovnou

3 · 16+ 3 · 13+ 4 · 9+ 3 · 12+ 1 · 45+ 4 · 5 = 224. □
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P°edpokládejme tedy, ºe hrana e = {v,w} /∈ E′ . Op¥t stejn¥
jako vý²e m·ºeme ná² sled za£ít a skon£it ve v a poté pokra£ovat
hranou e, coº by op¥t byl spor. □

D·sledek. Graf lze nakreslit jedním tahem, práv¥ kdyº má v²echny
stupn¥ vrchol· sudé nebo má práv¥ dva vrcholy lichého stupn¥.

D·kaz. Nech´ G je graf s práv¥ dv¥ma vrcholy lichého
stupn¥. Uvaºme graf G′, který vznikne z G p°idáním jednoho
nového vrcholu w a dvou hran, které spojují w s dv¥ma vrcholy
lichého stupn¥. Tento graf uº bude eulerovský a eulerovský sled
v G′ vede na poºadovaný výsledek.

Naopak pokud jde grafG nakreslit jedním tahem, který kon£í
v r·zných vrcholech, bude nutn¥ ná² graf G′ eulerovský, a proto
má G poºadované stupn¥ vrchol·. □

Situace pro orientované grafy je velmi podobná.

De�nice. Orientovaný graf nazveme vyváºený, jestliºe pro kaºdý
jeho vrchol v platí deg+(v) = deg−(v).

D·sledek. Orientovaný graf G je eulerovský práv¥ kdyº je vy-
váºený a jeho symetrizace je souvislý graf (tj. graf G je slab¥ sou-
vislý).

D·kaz. Analogický jako v neorientovaném p°ípad¥. □

12.18. Hamiltonovy kruºnice. Obdobný poºadavek na pr·chod
grafem, ov²em tak, abychom pro²li práv¥ jednou kaº-
dým vrcholem (tj. zárove¬ nejvý²e jednou kaºdou
hranou), vede naopak na obtíºné problémy. Takový
pr·chod grafem je realizován kruºnicí, která obsa-

huje v²echny vrcholy grafu G. Hovo°íme o hamiltonovských kruº-
nicích v grafuG. Graf se nazývá hamiltonovský, jestliºe má hamil-
tonovskou kruºnici. Zatímco (zdánliv¥ podobn¥ sloºitý) problém
nalezení eulerovského tahu je triviální, zjistit, zda je daný graf ha-
miltonovský, je NP-úplný problém.

Samoz°ejm¥ máme k dispozici algoritmické °e²ení metodou
�hrubé síly�, kdy pro daný graf s n vrcholy vygenerujeme v²ech n!
moºných posloupností, ve kterých lze projít v²ech n vrchol·, a pro
kaºdou z nich prov¥°íme, zda je cestou v grafu G. To je pochopi-
teln¥ nepouºitelný postup i pro nep°íli² veliká n.

Jde o velice ºivou oblast výzkumu. Nap°. v roce 2010 pu-
blikoval A. Björklund algoritmus zaloºený na náhodnostní me-
tod¥ Monte Carlo, který po£ítá mnoºství Hamiltonových kruºnic
v grafu G s n vrcholy v £ase O(1,567n).4

12.19. Stromy. �asto pot°ebujeme p°i °e²ení praktických
problém· místo posilování redundancí (jako
u po£íta£ových nebo rozvodných sítí) naopak mi-
nimalizovat po£et hran grafu p°i zachování jeho

souvislosti. To je samoz°ejm¥ vºdy moºné, dokud je v grafu
alespo¬ jedna kruºnice.

4Björklund, Andreas (2010), "Determinant sums for undirected Hamiltoni-
city", Proc. 51st IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS
'10), pp. 173-182, arXiv:1008.0541, doi:10.1109/FOCS.2010.24.
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C. Minimální kostra

12.31. Kolik existuje r·zných koster (viz 12.29) grafu K5? Kolik

r·zných jich existuje aº na izomor�smus?

�e²ení. Existují t°i navzájem neizomorfní kostry (se skóre

(1, 2, 2, 2, 1), (1, 2, 3, 1, 1), (4, 1, 1, 1, 1)). P°íslu²né t°ídy iso-

morfních graf· mají postupn¥ 5 · (4
2

) · 2, 5 · 4 · 3 a 5 prvk·, celkem

125 = 53 r·zných koster, coº souhlasí s obecným Cayleyho vzorcem

pro po£et koster úplného grafu (viz 12.47). □

12.32. Ozna£me vrcholy v grafu K6 postupn¥ £ísly 1, 2, . . . 6 a kaº-

dou hranu {i, j} ohodno´me £íslem [(i+ j)mod 3]+ 1. Kolik existuje
r·zných minimálních koster v tomto grafu?

�e²ení. Hrany s ohodnocením jedna tvo°í kruºnici 12451 délky £ty°i

a hranu 36. Jde tedy o nesouvislý podgraf daného grafu. Není tedy

moºné vybrat kostru daného grafu pouze z hran s ohodnocením jedna.

Minimální kostra bude mít tedy sou£et ohodnocení hran v ní mini-

máln¥ 4 · 1 + 2 = 6. Kostru s touto hodnotou skute£n¥ m·ºeme vy-

brat. Z hran s ohodnocením 1 m·ºeme vypustit libovolnou hranu ze

zmi¬ované kruºnice a nezávisle p°idáme n¥jakou hranu s ohodnoce-

ním dv¥, která spojuje v podgrafu hran s ohodnocením jedna kompo-

nentu 1245 s komponentou 36. Takové hrany jsou celkem £ty°i. Cel-

kem má daný graf 4 · 4 = 16 r·zných minimálních koster. □

12.33. Najd¥te minimální kostru grafu na obrázku pomocí

i) Kruskalova,

ii) Jarníkova (Primova) algoritmu.

Vysv¥tlete, pro£ není moºné p°ímo pouºít Bor·vk·v algoritmus.

2 7 3 4

5

1 1 5 3 2 2 5

2 6 1

4

3

1 2 7 3 111

�e²ení. �e²ením je kostra

2 3

5

1 1 3 2 2

2 1

4 1 2 3 111
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Lesy, stromy, listy

Souvislý graf, ve kterém není ºádná kruºnice, se nazývá strom.
Graf neobsahující kruºnice nazýváme les (nepoºadujeme p°itom
souvislost grafu). M·ºeme tedy formulovat dob°e zapamatovatel-
nou matematickou v¥tu: �Strom je souvislý les.�5

Obecn¥ v grafech nazýváme vrcholy stupn¥ jedna listy
(p°ípadn¥ také koncové vrcholy).

Následující lemma ukazuje, ºe kaºdý strom lze vybudovat po-
stupn¥ z jediného vrcholu p°idáváním list·:

Lemma. Kaºdý strom s alespo¬ dv¥ma vrcholy obsahuje alespo¬
dva listy.

Pro libovolný graf G s listem v jsou následující tvrzení ekvi-
valentní:

• G je strom;
• G \ v je strom.
D·kaz. Dokaºme nejprve první tvrzení. Op¥t pouºijeme

cestu nejdel²í moºné délky v grafu G. Nech´ P = (v0, . . . , vk)

je taková cesta. Pokud by v0 nebyl list, pak by z n¥j vedla hrana
e s druhým koncovým vrcholem v, který nem·ºe být vrcholem
v P , protoºe to bychom získali kruºnici. Pak by ale bylo moºné
prodlouºit P o tuto hranu, coº také nejde. Ze sporu tedy plyne, ºe
v0 je list a totéº platí o vk .

P°edpokládejme nyní, ºe v je list stromu G. Uváºíme-li libo-
volné dva jiné vrcholy w, z v grafu G, nutn¥ mezi nimi existuje
cesta a ºádný vrchol uvnit° této cesty nem·ºe mít stupe¬ jedna.
Proto tato cesta z·stane i v G \ v a dokázali jsme, ºe po odebrání
v z·stane graf souvislý. Samoz°ejm¥ v n¥m nem·ºe být kruºnice,
kdyº ze stromu vznikl odebráním vrcholu.

Je-li naopak G \ v strom, nem·ºeme p°idání vrcholu stupn¥
1 vytvo°it kruºnici a také souvislost výsledného grafu je z°ejmá.

□

Ve skute£nosti lze stromy popsatmnoha ekvivalentními a prak-
ticky uºite£nými vlastnostmi. N¥které z nich jsou v následující
v¥t¥:

12.20. V¥ta. Pro kaºdý graf G = (V ,E) jsou následující pod-
mínky ekvivalentní:

(1) G je strom.
(2) Pro kaºdé dva vrcholy v,w grafuG existuje práv¥ jedna cesta

z vrcholu v do w.
(3) Graf G je souvislý, ale vyjmutím libovolné hrany vznikne ne-

souvislý graf.
(4) GrafG neobsahuje kruºnici, av²ak kaºdým p°idáním hrany do

grafu G kruºnice vznikne.
(5) G je souvislý graf a mezi velikostí mnoºin jeho vrchol· a hran

platí vztah
|V | = |E| + 1.

D·kaz. V¥tu bylo ve skute£nosti obtíºn¥j²í zformulovat neº
dokázat. Ukáºeme nejprve, ºe pro stromy platí vlastnosti 2�5.
Podle p°edchozího lemmatu má kaºdý strom o alespo¬ dvou vr-
cholech list v a jeho odebráním dostaneme op¥t strom. Sta£í tedy
dokázat, ºe platí-li 2�5 pro n¥jaký strom, platí také po p°idání no-
vého listu. To je ale vesm¥s z°ejmé.

5Obdobn¥: pa°ezy nelze povaºovat za stromy, protoºe obsahují kruºnice.
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Bor·vk·v algoritmus není moºné pouºít, protoºe ohodnocení

hran není prosté, to se dá ale v praxi celkem snadno napravit jemnými

modi�kacemi ohodnocení. □

12.34. Uvaºme následující postup pro ur£ování minimální cesty mezi

dv¥ma vrcholy v ohodnoceném neorientovaném grafu: nejprve nalez-

neme minimální kostru grafu, za minimální cestu pak prohlásíme jedi-

nou cestu spojující dva dané vrcholy v minimální kost°e. Dokaºte, ºe

je tento postup správný, nebo uve¤te protip°íklad. ⃝
12.35. Máme dánu následující tabulku vzdáleností sv¥tových metro-

polí: Londýna, Mexico City, New Yorku, Pa°íºe, Pekingu a Tokia:
L MC NY P Pe T

L 5558 3469 214 5074 5959
MC 2090 5725 7753 7035
NY 3636 6844 6757
P 5120 6053
Pe 1307


Jaká je nejmen²í délka kabelu, kterým je moºné propojit tato m¥sta?

(p°edpokládáme, ºe délka kabelu pot°ebného k propojení daných dvou

m¥st je práv¥ vzdálenost v tabulce). ⃝
12.36. Najd¥te minimální kostru pomocí maticové verze Jarník-

Primova algoritmu v grafu zadaném maticí ohodnocení hran

− 12 − 16 − − − 13
12 − 16 − − − 14 −
− 16 − 12 − 14 − −
16 − 12 − 13 − − −
− − − 13 − 14 − 15
− − 14 − 14 − 15 −
− 14 − − − 15 − 14
13 − − − 15 − 14 −


⃝

D. Toky v sítích

12.37. P°íklad ²patného chování Ford-Fulkersonova algoritmu.

Ford-Fulkerson·v algoritmus má sloºitost v nejhor²ím p°ípad¥O(E ·
|f |), kde |f | je hodnota maximálního toku. Na síti

0/100

0/100

0/100

0/100

0/1

si ukáºeme jeho nevhodné chování, které je dáno tím, ºe tento algorit-

mus prohledává do hloubky (tu£n¥ji jsou znázor¬ovány hrany, podél

nichº tok sytíme).
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Pro d·kazy opa£ných implikací op¥t nemusíme d¥lat mnoho.
V p°ípad¥ vlastností 2 a 3 pracujeme se souvislým grafem a p°ímo
jejich formulace vylu£ují existenci kruºnice. V p°ípad¥ £tvrté vlast-
nosti naopak sta£í ov¥°it souvislost G. Libovolné dva vrcholy
v aw vG jsou ov²em bu¤ spojeny hranou nebo p°idáním této hrany
vznikne kruºnice, tj. i bez ní existuje mezi nimi cesta.

Poslední implikaci zvládneme indukcí vzhledem k po£tu vr-
chol·. P°edpokládejme, ºe souvislé grafy o n vrcholech a n − 1
hranách jsou stromy. Graf o n + 1 vrcholech a n hranách má cel-
kový sou£et stup¬· vrchol· 2n a tedy musí obsahovat alespo¬ je-
den list. Pak ov²em díky induk£nímu p°edpokladu tento graf vznikl
p°idáním listu ke stromu, a je tedy také stromem. □

12.21. Ko°enové stromy, binární stromy a haldy. Stromy vyuºí-
váme pro organizaci dat tak, abychom v datech um¥li
bu¤ rychle vyhledávat nebo v nich udrºovat po°ádek,
nej£ast¥ji obojí.

Protoºe ve stromu není ºádná kruºnice, volba jednoho vrcholu
vr zadává orientaci v²ech hran. Skute£n¥ do kaºdého vrcholu vede
z vr práv¥ jedna cesta a orientaci hran bereme podél ní. P°itom není
moºné, ºe by pro r·zné cílové vrcholy probíhaly p°íslu²né cesty
jednu hranu v r·zných sm¥rech � to by op¥t vedlo na kruºnici.

Situace se tedy po výb¥ru jednoho vrcholu za£íná více podo-
bat skute£nému stromu v p°írod¥ � jeden jeho vrchol je výjime£ný
tím, ºe roste ze zem¥. Stromy s jedním vybraným �po£áte£ním� vr-
cholem nazýváme ko°enové stromy, význa£ný vrchol vr pak ko°en
stromu.

V ko°enovém stromu je dob°e de�nován pojem následník
a p°edch·dce vrcholu takto: vrchol w je následník v a naopak v je
p°edch·dce w práv¥ tehdy, kdyº existuje cesta z ko°ene stromu do
w, která prochází v a v ̸= w. P°ímý následník a p°ímý p°edch·dce
vrcholu jsou pak následníci a p°edch·dci p°ímo spojení hranou.
�asto o nich mluvíme také jako o synech a otcích (patrn¥ v naráºce
na genealogické stromy).

K vyhledávání se nej£ast¥ji pouºívají tzv. binární stromy,
které jsou speciálním p°ípadem ko°enového stromu, kdy kaºdý
otec má nejvý²e dva následníky (n¥kdy se ale pod stejným
ozna£ením binární strom p°edpokládá, ºe v²echny vrcholy krom¥
list· mají práv¥ dva následníky). Pokud máme s vrcholy spojeny
klí£e v n¥jaké úpln¥ uspo°ádané mnoºin¥ (nap°. reálná £ísla), hle-
dání vrcholu s daným klí£em je realizováno jako hledání cesty od
ko°ene stromu a v kaºdém vrcholu se podle velikosti rozhodujeme,
do kterého ze syn· budeme pokra£ovat (resp. zastavíme hledání,
pokud jsme jiº v hledaném vrcholu). Abychom mohli tuto cestu
jednozna£n¥ krok po kroku ur£ovat, poºadujeme, aby jeden syn
spole£n¥ se v²emi jeho následníky m¥li men²í klí£e neº druhý syn
a v²ichni jeho následníci.

Pro efektivní vyhledávání se snaºíme o tzv. vyváºené binární
stromy, ve kterých se délky cest z ko°ene do list· li²í maximáln¥
o jedni£ku. Nejdále od vyváºeného stromu na n vrcholech je tedy
cesta Pn (která formáln¥ m·ºe být povaºována za binární strom),
zatímco dokonale vyváºený strom, kde krom¥ list· má kaºdý otec
práv¥ dva syny, je moºné sestrojit pouze pro hodnoty n = 2k − 1,
k = 1, 2, . . . . Ve vyváºených stromech dohledání vrcholu podle
klí£e bude vºdy vyºadovat pouze O(log2 n) krok·. Hovo°íme
v této souvislosti také £asto o binárních vyhledávacích stromech.
Jako cvi£ení si rozvaºte, jak lze ú£inn¥ vykonávat základní operace
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�e²ení. Postupujeme striktn¥ prohledáváním do hloubky (p°i£emº vr-

choly prozkoumáváme v po°adí nejprve zleva doprava a poté shora

dol·):

/100

0/100

0/100

0/100

0/1

1/100

1/1

1/100

1/100

0/100

0/100

1/100

1/1

1/100

0/1

1/100

1/100

1/100

1/100

1/100

0/1

2/100

1/1

2/100

2/100

1/100

1/100

2/100

1/1

2/100

0/1

2/100

.../100

.../100

.../100

.../100

.../1

100/100

99/100

99/100

100/100

1/1

100/100

0/1

100/100

Vidíme, ºe k nalezení maximálního toku jsme pot°ebovali 200

pr·chod· hledáním nenasycené cesty. □

12.38. Ur£ete hodnotu maximálního toku a najd¥te minimální °ez

v síti dané maticí kapacit A, kde vrchol 1 je zdroj a vrchol 8 stok.

A =



− 16 24 12 − − − −
− − − − 30 − − −
− − − − 9 6 12 −
− − − − − − 21 −
− − − − − 9 − 15
− − − − − − − 9
− − − − − − − 18
− − − − − − − −


�e²ení. Postupn¥ nacházíme zlep²ující polocesty:

1�2�5�8 s rezervou 15.

1�2�5�6�8 s rezervou 1.

1�3�5�6�8 s rezervou 8.

1�4�7�8 s rezervou 12.

1�3�7�8 s rezervou 6.

Celkový nalezený tok má hodnotu 42. �e je opravdu maximální,

vidíme z toho, ºe máme °ez tvo°ený hranami (5, 8), (6, 8) a (7, 8) ve-
likosti rovn¥º 42 (jedná se tedy o minimální °ez). □

12.39. Na obrázku je uveden tok v dané síti (£ísla f/c udávají

sou£asný tok a kapacitu dané hrany). Zjist¥te, je-li uvedený tok maxi-

mální, pokud ano, své tvrzení zd·vodn¥te. Pokud maximálním tokem

není, maximální tok najd¥te a sv·j postup podrobn¥ popi²te. Uve¤te

n¥který minimální °ez v dané síti.
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s grafy (p°idávání a odebírání vrchol· se zadanými klí£i v£etn¥ vy-
váºení) nad binárními vyhledávacími stromy.

Mimo°ádn¥ uºite£ným p°íkladem vyuºití struktury binárních
strom· je datová struktura halda. Jde op¥t o vyváºené binární
stromy s vrcholy opat°enými klí£i a poºadujeme, aby podél v²ech
cest od ko°ene k list·m ve stromu klí£e klesaly (tzv. maximální
halda) nebo naopak stoupaly (tzv. minimální halda). Díky tomuto
uspo°ádání umíme v konstantním £ase odebírat z haldy podm-
noºiny bu¤ maximálních nebo minimálních prvk· a skute£né ná-
klady na takovou operaci spo£ívají v obnovení struktury haldy po
odebrání ko°ene. Jako cvi£ení si ukaºte, ºe je to moºné zvládnout
v logaritmickém £ase.

4 6 11

9

8

7

3

1 5

100

19 36

17 3 25 1

2 7

Na obrázku nalevo je binární vyhledávací strom, napravo je
p°íklad maximální haldy.

12.22. Izomor�smy strom·. Strom·m, jejich r·zným variantám
a pouºití je v¥nována obsáhlá literatura. My se zde uº
pouze na chvíli zamyslíme nad (v obecnosti obtíºným)
problémem hledání izomor�smu graf· pro speciální t°ídu
strom·. Budeme postupovat tak, ºe nap°ed zesílíme struk-

turu, kteroumají na²e izomor�smy zachovávat a nakonec ukáºeme,
ºe postup je pouºitelný i pro úpln¥ obecné stromy.

Pro p°ehled nad strukturou ko°enových strom· je krom¥
vztah· otec�syn je²t¥ uºite£né mít syny uspo°ádány v po°adí
(t°eba v p°edstav¥ odleva doprava nebo podle postupného r·stu
atd.). Hovo°íme o p¥st¥ných stromech T = (V ,E, vr , ν), kde ν je
£áste£né uspo°ádání na hranách takové, ºe srovnatelné jsou vºdy
práv¥ hrany sm¥°ující od jednoho otce k syn·m.

Homomor�smem ko°enových strom· T = (V ,E, vr) a
T ′ = (V ′, E′ , v′

r) rozumíme takový mor�smus graf· φ : T → T ′,
který p°evádí vr na v′

r . Obdobn¥ pro izomor�smy. Pro p¥st¥né
stromy navíc poºadujeme, aby zobrazení hran zachovávalo
£áste£ná uspo°ádání ν a ν′ .

Pro p¥st¥né stromy T = (V ,E, vr , ν) zavedeme jejich (jak
uvidíme) jednozna£ný popis pomocí slov z nul a jedni£ek. Ob-
razn¥ si m·ºeme p°edstavit, ºe strom kreslíme a kaºdý p°ír·stek
nazna£íme dv¥ma tahy, které si ozna£íme 0 (dol·) a 1 (nahoru).
Za£neme od list·, kterým takto v²em p°i°adíme slovo 01. Celý
strom pak budeme popisovat z°et¥zováním £ástí slov tak, ºe má-
li otec v syny uspo°ádány jako posloupnost v1, . . . , vℓ, a jsou-li jiº
jednotliví synové ozna£eni slovyW1, . . . ,Wℓ, pak pro otce pouºi-
jeme slovo

0W1 . . .Wℓ1.

Strom na levém obrázku vý²e tedy zapí²eme postupn¥ takto (p°idá-
váme postupn¥ vrcholy podle vzdálenosti od ko°ene, syny máme
uspo°ádány zleva doprava):

01, 01, 01 7→ 01, 001011, 0011 7→
7→ 0010010111, 000111 7→ 000100101110001111.

Hovo°íme o kódu p¥st¥ného stromu. Ov¥°te si, ºe skute£n¥ kres-
lením cest dol· a nahoru (t°eba si m·ºeme p°edstavit, ºe dol·
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1

2 3

4

5

6

7

8

6/16

5

8/14

0/18

8/8 10/10

2/10 8/8 12/20

18/18 6/6

4/14

12/16

6/6

�e²ení. V síti existuje zlep²ující (polo)cesta 1�2�3�4�8 s rezervou 4,

po jejím nasycení dostaneme tok velikosti 32. Protoºe máme °ez téºe

velikosti (3, 8), (5, 8), (2, 4), (6, 4), na²li jsme maximální tok. □

12.40. Nalezn¥te maximální tok a minimální °ez v síti na obrázku

(zdroj=1,stok=14).

51 10

2 7

3 8

4

6

14

12

13

11

9

12/30

4/4

4/6

6/12

12/18

22/32

4/6

4/4

6/8

18/18

0/2 2/2

6/24 4/4

2/2 0/2 0/14 2/2

10/10 12/18 6/6

8/8 8/20 0/8 4/4

4/4 14/28

2/2 0/4

�e²ení. Cesty sytíme v po°adí

1
18−→ 2

18−→ 7
14−→ 10

12←− 5
12−→ 8

4−→ 11
2−→ 13

10−→ 14 r.2

1
16−→ 2

16−→ 7
12−→ 10

10←− 5
10−→ 8

14−→ 13
8−→ 14 r.8

Na²li jsme tedy tok velikosti 50, který je maximální, protoºe ne-

existuje dal²í rezervní cesta, a prost°ednictvím dosaºitelných vrchol·

najdeme rovn¥º °ez kapacity 50, ten tvo°í hrany

[2, 4] : 4, [7, 9] : 2, [7, 12] : 4, [10, 12] : 2, [10, 14] : 6, [13, 14] :
32. □
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malujeme levý obrubník cesty a nahoru pravý) získáme skute£n¥
p·vodní strom s jednou hranou sm¥°ující shora do ko°ene navíc.

V¥ta. Dva p¥st¥né stromy jsou izomorfní, práv¥ kdyº mají p°i°azen
stejný kód.

D·kaz. Z konstrukce je z°ejmé, ºe izomorfní stromy budou
mít stejný kód, zbývá tedy pouze dokázat, ºe r·zné kódy vedou na
neizomorfní stromy.

Dokáºeme to indukcí podle délky kódu (tj. po£tu nul
a jedni£ek). Ten je roven dvojnásobku po£tu hran zvý²enému
o jedni£ku, tj. dvojnásobku po£tu vrchol·, jde tedy vlastn¥
o indukci vzhledem k po£tu vrchol· stromu T . Nejkrat²í moºný
kód odpovídá nejmen²ímu stromu s jedním vrcholem. P°edpo-
kládejme, ºe v¥ta platí pro stromy o nejvý²e n vrcholech, tj.
pro kódy o délce nejvý²e k = 2n, a uvaºme kód tvaru 0W1,
kde W je slovo o délce 2n. Jist¥ je ve W jednozna£n¥ ur£ena
nejmen²í levá £ást W1, která obsahuje stejn¥ nul a jedni£ek (p°i
kreslení stromu to znamená první okamºik, kdy se vrátíme do
ko°enového vrcholu stromu odpovídajícího 0W1). Stejn¥ najdeme
W2 jako dal²í úsek obsahující stejn¥ nul a jedni£ek atd., aº celé
slovo W vyjád°íme jako W = W1W2 . . .Wℓ. Podle induk£ního
p°edpokladu odpovídají v²em kód·m Wi jednozna£n¥ p¥st¥né
stromy (aº na izomor�smy), a po°adí jejich ko°en·, jakoºto syn·
ko°enu na²eho stromu T , je dáno jednozna£n¥ po°adím v kódu.
Nutn¥ proto je i p¥st¥ný strom T jednozna£n¥ ur£ený kódem 0W1
aº na izomor�smus. □

Nyní m·ºeme docela snadno vyuºít klasi�kaci p¥st¥ných
strom· pomocí kód· k popisu v²ech strom·.
U ko°enových strom· pot°ebujeme ur£it po°adí
jejich syn· jednozna£n¥ aº na izomor�smus. Na
po°adí syn· ov²em nezáleºí práv¥ tehdy, kdyº jsou

podgrafy ur£ené jejich následníky izomorfní.
M·ºeme proto vyuºít obdobu (v jistém smyslu rekurzivní)

konstrukce kódu pro p¥st¥né stromy a postupovat obdobn¥ s vy-
uºitím lexikogra�ckého uspo°ádání syn· podle jejich kód·. Tzn.
ºe kódW1 > W2, jestliºe bu¤ veW1 narazíme p°i £tení zleva d°íve
na jedni£ku neº ve W2 nebo je W2 po£áte£ním úsekem slova W1.
Ko°enový strom budeme tedy popisovat z°et¥zováním £ástí slov
tak, ºe má-li otec v syny jiº ozna£eny kódy W1, . . . ,Wℓ, pak pro
otce pouºijeme slovo

0W1 . . .Wℓ1,

kde po°adíW1, . . . ,Wℓ je zvoleno tak, abyW1 ≤ W2 ≤ · · · ≤ Wℓ.
Pokud není ur£en ko°en ve strom¥, m·ºeme se jej pokusit ur£it

tak, aby byl �p°ibliºn¥ uprost°ed stromu�. To lze realizovat tak, ºe
v²echny jednotlivé vrcholy stromu ozna£íme hodnotou tzv. výst°ed-
nosti (téº excentricity). De�nujeme výst°ednost exT(v) vrcholu v
v grafu T jako nejv¥t²í moºnou vzdálenost z v do n¥jakého vrcholu
w v T , kterou lze dosáhnout. Tento pojem má smysl pro v²echny
grafy, u stromu ale díky nep°ítomnosti kruºnic platí, ºe minimální
hodnoty excentricity vºdy dosahuje bu¤ práv¥ jeden vrchol nebo
práv¥ dva vrcholy.

Lemma. Bu¤C(T )mnoºina vrchol· stromu T , jejichº výst°ednost
nabývá minimální hodnoty (C(T ) se nazývá st°ed/centrum grafu,
minimální hodnota pak polom¥r grafu). PakC(T )má jeden vrchol,
nebo dva vrcholy spojené hranou v T .
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12.41. Pomocí Ford-Fulkersonova algoritmu (prohledávání do

hloubky, vrcholy volte vzestupn¥ podle £ísel) nalezn¥te maximální

tok v síti na mnoºin¥ vrchol· {1, 2, . . . , 9} se zdrojem 1 a stokem 9.

Nalezn¥te minimální °ez v této síti. Jednotlivé kroky svého postupu

podrobn¥ popi²te. Hrany e ∈ E , dolní omezení, resp. horní omezení

na tok danou hranou (d(e), resp. h(e)) a sou£asný tok na dané hran¥

f (e) jsou uvedeny v tabulce:

e d(e) h(e) f (e)

(1,2) 0 6 0
(1,3) 0 6 0
(1,6) 0 4 0
(2,3) 0 2 0
(2,4) 0 3 0
(3,4) 0 4 0
(3,5) 0 4 0
(4,5) 3 5 4
(4,8) 0 3 0

e d(e) h(e) f (e)

(5,1) 0 3 0
(5,6) 0 6 0
(5,7) 0 5 4
(5,8) 0 5 0
(6,9) 0 5 0
(7,4) 1 6 4
(7,9) 0 3 0
(8,9) 0 9 0

⃝

12.42. �ezem v síti (V ,E, z, s, w) m·ºeme také rozum¥t mnoºinu

hranC ⊂ S takovou, ºe v síti (V ,E\C, z, s, w) neexistuje ºádná cesta
ze zdroje z do stoku (cíle, spot°ebi£e) s, ale pokud z C odebereme

libovolnou hranu e, tak uº nová mnoºina tuto vlastnost mít nebude,

tedy v (V ,E \ C ∪ e, z, s, w) existuje cesta ze z do s. Ur£ete v²echny
tyto °ezy (a jejich hodnoty) v následující síti:

4

5

6 2

1

2

10

Z

S

4
2

2

�e²ení. Ozna£íme-li hrany dle obrázku

Z

S

a

b

c d ef

gh

i

j

pak jsou °ezy následující: {f,i},{f,h,j,a},{f,j,c,a,d,e},{f,j,c,a,d,g},

{b,j,c},{b,j,h},{b,i}. Jejich kapacity jsou pak postupn¥ 12, 9, 20, 18,
15, 10, 15. □

12.43. Najd¥te maximální tok v síti z p°edchozího p°íkladu. ⃝
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D·kaz. Snadno indukcí s vyuºitím triviálního faktu, ºe nej-
vzdálen¥j²ím vrcholem od kaºdého vrcholu v je nutn¥ list. Cen-
trum T tedy splývá s centrem stromu T ′, který vznikne z T
vypu²t¥ním list· a p°íslu²ných hran. □

Nyní tedy m·ºeme p°i°adit jednozna£ný kód, aº na izomor�s-
mus, i kaºdému stromu. Pokud je v centru T jediný vrchol, pouºi-
jeme jej jako ko°en, v opa£ném p°ípad¥ vytvo°íme stejným zp·so-
bem kód pro dva stromy vzniklé z T odebráním hrany (bez vrchol·)
spojující vrcholy centra, tyto kódy lexikogra�cky porovnáme a za
kód stromu T prohlásíme kód ko°enového stromu (T , x), kde x je
ten z vrchol·, jehoº komponenta m¥la lexikogra�cky men²í kód.

D·sledek. Dva stromy T a T ′ jsou izomorfní, práv¥ kdyº mají
spole£ný kód.

Z uvedených úvah lze snadno nahlédnout, ºe algoritmus na
testování izomor�smu strom· lze implementovat v lineárním £ase
vzhledem k po£tu vrchol·.

Stromy jsou velice speciální t°ída graf· a v¥t²inou je pouºí-
váme v r·zných podobách s dodate£nými poºadavky. Vrátíme se
k nim pozd¥ji v souvislosti s praktickými aplikacemi. P°edtím se
je²t¥ zastavíme u jiné t°ídy mimo°ádn¥ uºite£ných graf·.

12.23. Rovinné grafy. Velice £asto se setkáváme s grafy, které
jsou nakresleny v rovin¥ tak, ºe se jejich hrany
�neprotínají�. To znamená, ºe kaºdý vrchol grafu
je ztotoºn¥n s n¥jakým bodem v rovin¥ a hrany
mezi vrcholy v a w odpovídají spojitým k°ivkám

c : [0, 1] → R2 spojujícím vrcholy c(0) = v a c(1) = w.
Navíc je²t¥ p°edpokládáme, ºe se jednotlivé dvojice hran protínají
nejvý²e v koncových vrcholech. Hovo°íme o rovinném grafu G.

Otázka, jestli daný graf p°ipou²tí realizaci jako rovinný graf,
vyvstává velice £asto v aplikacích. Jednoduchý p°íklad je následu-
jící:

T°i dodavatelé vody, elekt°iny a plynu mají kaºdý své jedno
p°ípojné místo v blízkosti t°í v °ad¥ stojících rodinných domk·.
V²ichni dodavatelé je cht¥jí v²echny napojit tak, aby se jejich sít¥
nek°íºily (t°eba se jim nechce kopat p°íli² hluboko . . . ). Je to moºné
zvládnout? Odpov¥¤ zní: �není�.

V tomto p°ípad¥ se to zdá být jasné. Jde o úplný bipartitní
graf K3,3, kde t°i vrcholy p°edstavují p°ípojná místa, dal²í t°i pak
domky. Hrany jsou linie sítí. V²echny hrany umíme zvládnout,
jedna poslední ale uº nejde, viz obrázek, na kterém neumíme £ár-
kovanou hranu nakreslit bez k°íºení:
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Pro skute£ný d·kaz ov²em pot°ebujeme skute£né matema-
tické nástroje. V tomto p°ípad¥ nebudeme úplnou diskusi provád¥t,
alespo¬ ji ale nazna£íme.
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Dal²í p°íklady na hledání maximálních tok· a minimálních °ez·

naleznete na stran¥ 757.

E. Klasická pravd¥podobnost a kombinatorika

V této £ásti si zopakujeme postupy, které jsme se nau£ili jiº v první

kapitole.

12.44. Hodíme n kostkami. Jaká je pravd¥podobnost, ºe mezi £ísly,

která padnou, nebudou hodnoty 1, 3 a 6?

�e²ení. Úlohu m·ºeme p°eformulovat tak, ºe n-krát po sob¥ hodíme

1 kostkou. Pravd¥podobnost, ºe p°i prvním hodu nepadne 1, 3 nebo

6, je 1/2. Pravd¥podobnost, ºe p°i prvním a druhém hodu nepadne 1,

3 ani 6, je zjevn¥ 1/4 (výsledek prvního hodu neovliv¬uje výsledek

druhého). Vzhledem k tomu, ºe jev ur£ený výsledkem n¥jakého hodu

a jakýkoli jev ur£ený výsledkem jiného hodu jsou vºdy (stochasticky)

nezávislé, hledaná pravd¥podobnost je 1/2n. □

12.45. Z deseti karet, z nichº práv¥ jedna je eso, namátkou vybereme

kartu a vrátíme ji zp¥t. Kolikrát takový výb¥r musíme provést, aby

pravd¥podobnost, ºe aspo¬ jednou vybereme eso, byla v¥t²í neº 0,9?

�e²ení. Ozna£me Ai jev �p°i i-tém výb¥ru bylo vytaºeno eso�. Jed-

notlivé jevy Ai jsou (stochasticky) nezávislé, proto víme, ºe

P

(
n∪
i=1
Ai

)
= 1− (1− P(A1)) · (1− P(A2)) · · · (1− P(An))

pro kaºdé n ∈ N. P°ipome¬me, ºe hledáme n ∈ N takové, aby platilo

P

(
n∪
i=1
Ai

)
= 1− (1−P(A1)) · (1−P(A2)) · · · (1−P(An)) > 0,9.

Z°ejm¥ je P(Ai) = 1/10 pro libovolné i ∈ N. Proto sta£í vy°e²it

nerovnici

1− ( 9
10

)n
> 0,9,

ze které lze vyjád°it

n >
loga 0,1
loga 0,9 , kde a > 1.

Vy£íslením potom zjistíme, ºe daný pokus musíme provést alespo¬

dvaadvacetkrát. □

12.46. Z balí£ku 32 karet náhodn¥ vybereme ²estkrát po sob¥ po

jedné kart¥, a to bez vracení. Spo£t¥te pravd¥podobnost, ºe první král

bude vybrán aº p°i ²estém výb¥ru.

�e²ení. Podle v¥ty o násobení pravd¥podobností je výsledek
28
32 · 27

31 · 26
30 · 25

29 · 24
28 · 4

27
.= 0,0723. □
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M·ºeme se op°ít o docela pracn¥ dokazatelný topologický
výsledek (tzv. Jordanova v¥ta), ºe kaºdá spojitá uzav°ená
k°ivka v rovin¥, která sama sebe neprotíná (tj. �pok°ivená
kruºnice�), rozd¥luje rovinu na dv¥ £ásti. Jinými slovy,
kaºdá jiná spojitá k°ivka, spojující jeden bod uvnit° takové

k°ivky a jeden vn¥, musí nutn¥ na²i k°ivku protínat. Pozname-
nejme, ºe pokud hrany realizujeme po £ástech lineárními k°ivkami
(tj. kaºdá hrana je dána sloºením na sebe navazujících kone£n¥
mnoha úse£ek), pak je d·kaz Jordanovy v¥ty vcelku snadný.

Protoºe jsou v grafuK3,3 jednotlivé vrcholy v kaºdé z trojic vr-
chol· nespojených hranami (tj. v kaºdé parit¥) stejné aº na volbu
po°adí, m·ºeme na²i tlust²í ²edou kruºnici povaºovat za obecný
p°ípad kruºnice se £ty°mi body a diskutovat umíst¥ní zbylých dvou
vrchol·. Aby byl graf rovinný, musely by být oba bu¤ uvnit° na²í
kruºnice nebo vn¥. Ob¥ moºnosti jsou op¥t rovnocenné, nech´ jsou
tedy uvnit°. Nyní diskutujme jejich polohu v·£i vhodné kruºnici
se dv¥ma ²edými siln¥j²ími a dv¥ma £ernými tenkými hranami (tj.
p°es t°i ²edé a jeden £erný vrchol) a v·£i ní diskutujme pozici zbý-
vajícího £erného vrcholu. Dojdeme k nemoºnosti umístit poslední
hranu bez k°íºení.

Zcela obdobn¥ lze ukázat, ºe úplný grafK5 také není rovinný
(viz téº odstavec 12.26). Obecn¥ se dá dokázat silnáKuratowského
v¥ta:

12.24. V¥ta. Graf G je rovinný práv¥ tehdy, kdyº ºádný jeho pod-
graf není izomorfní d¥lení grafu K3,3 nebo grafu K5.

Jedna implikace této v¥ty je z°ejmá � d¥lením rovinného grafu
vzniká vºdy op¥t rovinný graf a jestliºe podgraf nelze v rovin¥ na-
kreslit bez k°íºení, totéº musí platit i pro celý grafG. Opa£ný sm¥r
d·kazu je naopak velice sloºitý a nebudeme se jím zde zabývat.

Problematice rovinných graf· je v¥nováno ve výzkumu
i v aplikacích hodn¥ pozornosti, my se zde omezíme pouze na
vybrané ilustrace.

Zmi¬me alespo¬ na okraj, ºe existují algoritmy, které testují ro-
vinatost grafu na n vrcholech v £aseO(n), coº ur£it¥ nejde p°ímou
aplikací Kuratowského v¥ty.

12.25. St¥ny v rovinných grafech. Uvaºme rovinný graf G,
v£etn¥ jeho realizace v R2 a nech´ S je mnoºina
v²ech bod· x ∈ R2, které nepat°í ºádné hran¥, ani
nejsou vrcholem. Mnoºina R2 \ G se rozpadne na
disjunktní souvislé podmnoºiny Si , kterým °íkáme

st¥ny rovinného grafu G. Jedna st¥na je výjime£ná � ta, jejíº
dopln¥k obsahuje v²echny vrcholy grafu. Budeme jí °íkat ne-
ohrani£ená st¥na S0. Mnoºinu v²ech st¥n budeme ozna£ovat
S = {S0, S1, . . . , Sk} a rovinný graf G = (V ,E, S).

Jako nejjednodu²²í p°íklad si m·ºeme rozebrat stromy. Kaºdý
strom je zjevn¥ rovinný graf, jak je vid¥t nap°íklad z moºnosti re-
alizovat jej postupným p°idáváním list· k jedinému vrcholu. Sa-
moz°ejm¥ také m·ºeme pouºít Kuratowského v¥tu � kdyº není
vG ºádná kruºnice, nem·ºe obsahovat jakékoliv d¥lení graf·K3,3
neboK5. Protoºe stromG neobsahuje ºádnou kruºnici, dostáváme
pouze jedinou st¥nu S0 a to tu neohrani£enou. Protoºe víme, jaký
je pom¥r mezi po£ty vrchol· a hran pro v²echny stromy, dostáváme
vztah

|V | − |E| + |S| = 2.

12.26. Euler·v vztah. Vztah mezi po£ty hran, st¥n a vrchol·
lze odvodit pro v²echny rovinné grafy. Jde o tzv. Euler·v vztah.

731

12.47. M¥jme balí£ek 32 karet. Vytáhneme-li dvakrát po jedné kart¥,

ur£ete pravd¥podobnost, ºe druhá taºená karta bude eso, kdyº první

kartu vrátíme, a také tehdy, kdyº ji do balí£ku nevrátíme (druhou kartu

potom vybíráme z balí£ku 31 karet).

�e²ení. Pokud kartu do balí£ku vrátíme, zjevn¥ opakujeme pokus,

který má 32 moºných (stejn¥ pravd¥podobných) výsledk·, p°i£emº

práv¥ 4 z nich vyhovují námi uvaºovanému jevu. Vidíme, ºe tomto

p°ípad¥ je hledaná pravd¥podobnost 1/8. Ve druhém p°ípad¥, kdy

první kartu do balí£ku nevrátíme, je ov²em hledaná pravd¥podobnost

stejná. Posta£uje nap°. uváºit, ºe p°i vytaºení postupn¥ v²ech karet je

pravd¥podobnost vytaºení esa jako první karty totoºná s pravd¥podo-

bností, ºe druhá vytaºená karta bude eso. Pochopiteln¥ bylo moºné

vyuºít toho, ºe máme zavedenu podmín¥nou pravd¥podobnost. Tak

bychom mohli obdrºet
4
32
· 3

31
+ 28

32
· 4

31
= 1

8
. □

12.48. Kombinatorické identity. Kombinatorickou úvahou (zejména

nikoliv indukcí) si odvo¤te následující d·leºité kombinatorické

vztahy:

Aritmetická °ada
n∑
k=0

k = n(n+ 1)
2

=
(
n+ 1

2

)

Geometrická °ada
n∑
k=0

xk = xn+1 − 1
x − 1

Binomická v¥ta (x + y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk yn−k

Horní binomická °ada1
n∑
k=0

(
k

m

)
=
(
n+ 1
m+ 1

)

Vandermondova konvoluce

(
m+ n
r

)
=

r∑
k=0

(
m

k

)(
n

r − k
)
.

⃝
12.49. Poker varianty Texas hold'em. Nyní spo£ítejme n¥kolik jed-

noduchých úloh týkajících se populární karetní hry Texas hold'em, je-

jíº pravidla zde nebudeme uvád¥t (pokud je £tená° nezná, snadno je

dohledá na internetu). Jaká je pravd¥podobnost, ºe:

i) Jako startovní kombinaci dostanu dvojici stejných symbol·?

ii) Ve své startovní dvojici karet budu mít eso?

iii) Na konci budu mít jednu z ²esti nejlep²ích kombinací karet?

iv) Vyhraji, pokud drºím v ruce eso a trojku (libovolné barvy),

na �opu je eso a dv¥ dvojky a na turnu je t°etí dvojka a

1Téº hokejková identita.
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V²imn¥me si, ºe z n¥ho zejména vyplývá, ºe po£et st¥n v rovinném
grafu nezávisí na zp·sobu, jak jeho rovinnou realizaci vybereme:

V¥ta. Nech´ G = (V ,E, S) je souvislý rovinný graf. Pak platí
|V | − |E| + |S| = 2.

D·kaz. Budeme postupovat indukcí p°es po£et hran. Graf
s jedinou hranou vztah spl¬uje.

M¥jme dále graf G, pro n¥jº platí |E| > 1. Pokud G neobsa-
huje kruºnici, tj. jde o strom, tvrzení jsme jiº dokázali v 12.20(5),
nebo´ kaºdý strom má pouze jedinou st¥nu S0.

P°edpokládejme dále, ºe n¥jaká hrana e v grafuG je obsaºena
v kruºnici. Pak je i graf G′ = G \ e souvislý a podle induk£ního
p°edpokladu spl¬uje G′ Euler·v vztah, coº znamená, ºe

|V | − (|E| − 1)+ (|S| − 1) = 2,

protoºe s odebráním jedné hrany dojde nutn¥ i k propojení práv¥
dvou st¥n grafu G do jedné st¥ny v G′. Odtud ihned dostáváme
platnost Eulerova vztahu i pro graf G. □

D·sledek. • Je-li G = (V ,E, S) rovinný graf s n ≥ 3 vrcholy
a e hranami, pak platí

e ≤ 3n− 6,

p°i£emº rovnost nastává, práv¥ kdyº jde o maximální rovinný
graf (tj. nem·ºeme uº p°idat ºádnou hranu, aniº by G p°estal
být rovinným grafem).
• Pokud navíc uvaºovaný graf neobsahuje trojúhelník (tj. K3

jako podgraf), platí dokonce e ≤ 2n− 4.

D·kaz. Jist¥ m·ºeme do daného grafu p°idávat hrany tak
dlouho, dokud se nestanemaximálním. Pokud pro tentomaximální
grafG bude platit rovnost z na²eho tvrzení, pak samoz°ejm¥ bude
platit i dokazovaná nerovnost pro graf p·vodní.

Stejn¥ tak, pokud byG nebyl souvislý, jist¥ bychommohli spo-
jit hranou jeho komponenty, a nebyl by tedymaximální. I kdyby byl
souvislý, ale ne 2-souvislý, pak by jist¥ existoval vrchol v ∈ V ta-
kový, ºe po jeho odejmutí by se grafG rozpadl do n¥kolika kompo-
nent G1, . . . ,Gk , k ≥ 2. Pak ov²em jist¥ bude moºné p°idat n¥ja-
kou hranu mezi t¥mito komponentami, aniº bychom v p·vodním
grafu G naru²ili jeho rovinnost (nakreslete si obrázek!). M·ºeme
tedy rovnou p°edpokládat, ºe je ná² p·vodní grafG maximální ro-
vinný 2�souvislý graf.

Jak jsme ukázali ve v¥t¥ 12.13, kaºdý 2�souvislý graf vzniká
postupn¥ z trojúhelníkaK3 d¥lením hran a p°idáváním hran. Induk-
tivn¥ tak snadno ukáºeme, ºe kaºdá st¥na rovinného grafu je nutn¥
ohrani£ená kruºnicí (coº se jeví intuitivn¥ jako z°ejmé).

Pokud by ale n¥jaká st¥na v na²em maximálním rovinném
grafu G nebyla ohrani£ená trojúhelníkem, mohli bychom rozd¥lit
tuto st¥nu hranou (v geometrii bychom °ekli úhlop°í£kou), a jist¥
by tedy nemohl býtGmaximální. Víme tedy, ºe hranice v²ech st¥n
v G jsou trojúhelníky K3. Odtud tedy vyplývá, ºe 3|S| = 2|E|.

Nyní uº sta£í dosadit do Eulerova vzorce za po£et st¥n

|S| = 2
3
|E|.

Druhé tvrzení je analogické, pouze s tím rozdílem, ºe st¥ny
v maximálním rovinném grafu nyní budou ohrani£eny £ty°úhel-
níky, odkud vyplyne 4|S| = 2|E|. □
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v²echny tyto £ty°i karty mají r·znou barvu (poslední karta

river je²t¥ není oto£ena)?

�e²ení.

i) Po£et r·zných symbol· je 13 a jsou vºdy £ty°i (pro kaº-

dou barvu jeden). Proto je po£et dvojic se stejnými symboly

13
(4

2

) = 78. Po£et v²ech moºných dvojic je
(13·4

2

) = 1326.
Pravd¥podobnost stejných symbol· je tedy 1

17
.= 0,06.

ii) Jedna karta je eso, to jsou £ty°i moºnosti a druhá je libo-

volná, to je 51 moºností. Dvojice s ob¥ma esy, kterých je(4
2

) = 6 jsme ale takto zapo£ítali dvakrát. Dostáváme tedy

4 · 51 − 6 = 198 dvojic a pravd¥podobnost je 198
1326

.= 0,15.
iii) Spo£ítáme pravd¥podobnosti jednotlivých nejlep²ích kom-

binací:

ROYAL FLUSH: Takové kombinace jsou z°ejm¥ jen £ty°i

- pro kaºdou barvu jedna. V²ech kombinací p¥ti karet je(52
5

) = 2598960. Pravd¥podobnost je tak rovna p°ibliºn¥

1,5 · 10−6, tedy je hodn¥ malá.

STRAIGHT FLUSH: Postupka, která kon£í nejvy²²í kartou

v rozmezí 5 aº K, tj. 9 moºností pro kaºdou barvu. Dostá-

váme 36
2598960

.= 1,4 · 10−5.

POKER: �ty°i stejné symboly - 13 moºností (pro kaºdý

symbol jedna). Pátá karta m·ºe být libovolná, to znamená

48 moºností. Odtud: 624
2598960

.= 2,4 · 10−4.

FULL HOUSE: T°i stejné symboly 13
(4

3

) = 52 moºností

a k tomu dva stejné symboly je 12
(4

2

) = 72 moºností.

Pravd¥podobnost je 3744
2598960

.= 1,4 · 10−3.

FLUSH: V²ech p¥t karet stejné barvy znamená 4
(13

5

) = 5148
moºností a pravd¥podobnost je pak 5148

2598960
.= 2 · 10−3.

STRAIGHT: Nejvy²²í karta postupky je v rozmezí 5 aº A,

tj. 10 moºností. Barva kaºdé karty je pak libovolná, tj. do-

hromady 10 · 45 = 10240 moºností. Zde jsme ale zapo£ítali

jak straight �ush, tak i royal �ush. Ty je pot°eba ode£íst a

výsledná pravd¥podobnost pak je 10200
2598960

.= 3, 9 · 10−3.

Celkov¥ pro zji²t¥ní pravd¥podobnosti n¥jaké z ²esti

nejlep²ích kombinací tedy dostáváme pravd¥podobnost

p°ibliºn¥ 3,9 · 10−3 + 2 · 10−3 + 1,4 · 10−3 + 0,24 · 10−3 =
= 7,54 · 10−3, tj. asi 0,75%.

V Texas hold'em hraji vºdy s p¥ti nejlep²ími kartami ze

sedmi. Po£et p°íznivých kombinací z p¥ti karet jsme spo£ítali

a k tomu dv¥ zbylé mohou být libovolné � to je
(52−5

2

)
kombi-

nací. D¥lit budeme po£tem v²ech kombinací ze sedmi karet,

tj.
(52

7

)
. Pravd¥podobnost dané kombinace pro Texas hold'em
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Z d·sledku snadno dostaneme (bez Kuratowského v¥ty), ºe
K5 a K3,3 nejsou rovinné: v prvním p°ípad¥ je totiº |V | = 5 a
|E| = 10 > 3|V | − 6, ve druhém pak, protoºe K3,3 neobsahuje
trojúhelník, máme |V | = 6, |E| = 9 > 2|V | − 4.

12.27. Konvexní mnohost¥ny v prostoru. Rovinné grafy si
m·ºeme dob°e p°edstavit jako namalované na po-
vrchu koule místo v rovin¥. Sféra vznikne z roviny
tak, ºe p°idáme jeden bod �v nekone£nu�. Op¥t
m·ºeme stejným zp·sobem hovo°it o st¥nách a pro

takovýto graf pak jsou v²echny jeho st¥ny rovnocenné (i st¥na S0
je ohrani£ená).

Naopak kaºdý konvexní mnohost¥n P ⊆ R3 si m·ºeme p°ed-
stavit jako graf nakreslený na povrchu koule (m·ºeme si p°edstavit,
ºe hrany a vrcholy daného mnohost¥nu promítneme na dostate£n¥
velkou sféru z libovolného bodu uvnit° P ). Vypu²t¥ním jednoho
bodu uvnit° jedné ze st¥n (ta se stane neohrani£enou st¥nou S0)
pak obdrºíme rovinný graf jako vý²e tak, ºe �prod¥rav¥lou sféru
natáhneme do roviny�.

Rovinné grafy, které vzniknou z konvexních mnohost¥n·, jsou
zjevn¥ 2�souvislé, protoºe kaºdé dva vrcholy v konvexním mno-
host¥nu leºí na spole£né kruºnici. Navíc v nich platí, ºe kaºdá st¥na
krom¥ S0 je vnit°kem n¥jaké kruºnice a S0 je vn¥j²kem n¥jaké kruº-
nice (p°i kreslení na sfé°e jsou v²echny st¥ny vnit°ek n¥jaké kruº-
nice). Názorné se zdá i to, ºe ve skute£nosti budou grafy vznikající
z konvexních mnohost¥n· dokonce 3�souvislé.

To není náhoda, platí totiº (dosti náro£ná) tzv. Steinitzova v¥ta
(kterou nebudeme dokazovat):

V¥ta. Libovolný vrcholov¥ 3�souvislý rovinný grafG vzniká z kon-
vexního mnohost¥nu v R3.

12.28. Platónská t¥lesa. Jako ilustraci kombinatorické práce
s grafy odvodíme klasi�kaci tzv. pravidelných
mnohost¥n·, tj. mnohost¥n· poskládaných ze stej-
ných pravidelných mnohoúhelník· tak, ºe se jich

v kaºdém vrcholu dotýká stejný po£et. Jiº v dobách antického
myslitele Platóna se v¥d¥lo, ºe jich je pouze p¥t:

P°eloºíme si poºadavek pravidelnosti do vlastností
p°íslu²ného grafu: chceme, aby kaºdý vrchol m¥l stejný stupe¬
d ≥ 3 a zárove¬ aby na hranici kaºdé st¥ny byl stejný po£et k ≥ 3
vrchol·. Ozna£me n po£et vrchol·, e po£et hran a s po£et st¥n.

Máme k dispozici jednak vztah provazující stupn¥ vrchol·
s po£tem hran:

dn = 2e.

Podobn¥ po£ítáme po£et hran, které ohrani£ují jednotlivé st¥ny, a
bereme v úvahu, ºe kaºdá je hranicí dvou st¥n, tj.

2e = ks.
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tedy dostaneme z pravd¥podobnosti pro klasický poker vyná-

sobením koe�cientem
(52

5
)(47

2
)(52

7
) = 21.

Uv¥domme si, ºe takto nedostaneme p°esnou hodnotu

pravd¥podobnosti, protoºe jsme n¥které p°íznivé kombinace

zapo£ítali vícekrát. Nap°íklad v p¥tici karet máme full house

a mezi t¥mi dv¥ma libovolnými kartami máme £tvrtý sym-

bol k t¥m t°em stejným. Máme tedy vlastn¥ poker a tuto

kombinaci po£ítáme dvakrát. Nicmén¥ se výsledek nebude

li²it o moc a pravd¥podobnost vynikající kombinace u Texas

hold'em bude zhruba dvacetkrát vy²²í neº u klasického po-

keru. To je asi i jeden z d·vod·, pro£ se prosadila tato herní

varianta pokeru.

iv) Evidentn¥ je situace hodn¥ dobrá, proto bude lep²í spo£ítat

nep°íznivé situace, kdy bude mít lep²í kombinaci soupe°. Já

mám v tuto chvíli full house ze dvou es a t°í dvojek. Je-

diná kombinace, která by m¥ mohla porazit v tuto chvíli, je

bu¤ full house ze t°í es a dvou dvojek nebo dvojkový poker.

To znamená, ºe soupe° by ur£it¥ musel drºet eso nebo po-

slední dvojku. Pokud drºí dvojku a libovolnou jinou kartu,

pak ur£it¥ vyhraje bez ohledu na kartu na riveru. Kolik je

moºností pro tuto kartu ke dvojce? 3+ 4+ · · ·+ 4+ 2 = 45
(jednu trojku a dv¥ esa uº mít v ruce nem·ºe). V²ech zbylých

kombinací je
(46

2

) = 1035 a pravd¥podobnost takové prohry

je tak 0,043. Pokud drºí v ruce eso, pak se m·ºe stát následu-

jící. Pokud drºí (zbylá) dv¥ esa, tak op¥t vyhraje, pokud na

riveru nep°ijde dvojka - pak nastane remíza. Pravd¥podob-

nost (podmín¥ná) mé prohry je tedy 1
1035 .

43
44
.= 10−3. Pokud

drºí soupe° v ruce eso a n¥jakou jinou kartu, neº 2 a A, tak

následuje remíza bez ohledu na river. Celková pravd¥podob-

nost výhry nebo remízy je tak skoro 96 %. □

12.50. Osm karet, £ty°i esa a £ty°i krále rozd¥líme po dvou mezi £ty°i

hrá£e. Jaká je pravd¥podobnost, ºe n¥kdo dostane alespo¬ dv¥ esa?

Výsledek vyjád°ete ve tvaru podílu dvou dvojciferných £ísel. ⃝
12.51. Ale² má dv¥ speciální hrací kostky, na jedné padá vºdy ²es-

tka, na druhé padá pouze £ty°ka, p¥tka, £i ²estka, kaºdé £íslo se t°eti-

novou pravd¥podobností. Jaká je pravd¥podobnost, ºe mu p°i hodu

t¥mito dv¥ma kostkami padne vy²²í sou£et neºMartinovi, který hází se

dv¥ma poctivými kostkami. Výsledek vyjád°ete ve tvaru podílu dvou

dvouciferných £ísel. ⃝
12.52. Kolika zp·soby lze rozestavit n shodných v¥ºí na ²achovnici

n×n tak, aby bylo kaºdé neobsazené pole ohroºováno n¥kterou z v¥ºí?
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Euler·v vztah pak °íká

2 = n− e + s = 2e
d
− e + 2e

k
.

Úpravou odtud dostáváme pro na²e konstanty d a k vztah

1
d
− 1

2
+ 1
k
= 1
e
.

Protoºe nejen d a k, ale také e a nmusí být kladná p°irozená £ísla (tj.
zejména je 1

e
> 0), dostáváme z této rovnosti velice silné omezení

moºností. Zejména levá strana nabývámaximální hodnotu pro d =
3. Dosadíme-li tuto hodnotu d = 3, obdrºíme drobnou úpravou
nerovnost

−1
6
+ 1
k
= 1
e
> 0.

Odtud vyplývá k ∈ {3, 4, 5} pro obecné d. V p·vodní rovnosti jsou
ale role k a d symetrické, musí tedy i d ∈ {3, 4, 5}. Prov¥°ením
n¥kolika zbývajících moºností dostáváme následující vý£et v²ech
°e²ení:

d k n e s

3 3 4 6 4
3 4 8 12 6
4 3 6 12 8
3 5 20 30 12
5 3 12 30 20

Zbývá ukázat, ºe v²echny odpovídající pravidelnémnohost¥ny
skute£n¥ existují. Jiº jsme je vid¥li na obrázcích vý²e, to ale
není matematický d·kaz. U prvních t°í jist¥ nejsou pochybnosti.
Uve¤me si p¥knou geometrickou konstrukci dvanáctist¥nu (ma-
lujte si p°itom obrázek!).

Za£neme s krychlí a na v²ech jejích st¥nách budeme sou£asn¥
a stejným zp·sobem stav¥t �stany á£ka�. Horní vodorovné
ty£ky p°itom nachystáme na úrovni ploch st¥n krychle tak,
aby byly pro sousední st¥ny vºdy na sebe kolmé, a jejich
délku zvolíme tak, aby lichob¥ºníky bo£ních st¥n stanu

m¥ly t°i stejn¥ dlouhé strany. Nyní budeme zdvihat sou£asn¥ a
stejn¥ v²echny stany p°i zachovávání pom¥r· t°í stran lichob¥ºník·.
Jist¥ nastane práv¥ jednou okamºik, ve kterém budou sousední li-
chob¥ºníkové a trojúhelníkové st¥ny koplanární (tj. budou v jedné
rovin¥). Tak vznikne pravidelný dvanáctist¥n.

Jako cvi£ení si zkuste sestrojit dvacetist¥n!

2. P°íklady vyuºití grafových technik

V této £ásti se zam¥°íme na n¥kolik p°íklad· vyuºití nástroj·
graf· a na nich zaloºených algoritm·.

12.29. Kostra grafu. V praktických aplikacích £asto zadává graf
v²echny moºnosti propojení mezi objekty, p°íkladem
m·ºe být t°eba silni£ní nebo vodovodní nebo elek-
trická sí´. Pokud nám sta£í zajistit propojitelnost kaº-
dých dvou vrchol· p°i minimálním po£tu hran, hle-

dáme vlastn¥ v grafu G podgraf T na v²ech vrcholech grafu G,
který je stromem.

De�nice. Libovolný strom T = (V ,E′ ) v grafu G = (V ,E),
E′ ⊆ E se nazývá kostra grafu G.

Evidentn¥ m·ºe kostra v grafu existovat, pouze pokud je graf
G souvislý. Jako formální d·kaz, ºe platí i opak, uvedeme p°ímo
algoritmus, jak kostru grafu sestrojit.
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�e²ení. Daná rozestavení jsou sjednocením dvou mnoºin: mnoºiny

rozestavení, kdy je v kaºdém °ádku alespo¬ jedna v¥º (tedy v kaºdém

°ádku práv¥ jedna; tato mnoºina má nn prvk· � v kaºdém °ádku vy-

bereme nezávisle jedno pole pro v¥º) a mnoºiny rozestavení, kdy je

v kaºdém sloupci alespo¬ (tedy práv¥) jedna v¥º (stejnou úvahou jako

u první mnoºiny má tato mnoºina rovn¥º nn prvk·). Pr·nik t¥chto

mnoºin pak má n! prvk· (místa pro v¥ºe vybíráme postupn¥ od prv-

ního °ádku � tam máme n moºností, ve druhém pak jiº pouze n − 1
moºností � jeden sloupec je jiº obsazen, . . . ). Podle principu inkluze

a exkluze je po£et hledaných rozestavení:

2nn − n!. □

12.53. P¥tkrát jsme hodili mincí. Pokud padl líc, dali jsme do klo-

bouku bílou kuli£ku. Kdyº padl rub, dali jsme do téhoº klobouku

kuli£ku £ernou. Vyjád°ete pravd¥podobnost, ºe v klobouku je více £er-

ných kuli£ek neº bílých, je-li v klobouku alespo¬ jedna £erná kuli£ka.

�e²ení. Zave¤me jevy

A � v klobouku je víc £erných kuli£ek neº bílých,

H � v klobouku je aspo¬ jedna £erná kuli£ka.

Chceme stanovit P(A|H). Uv¥domme si, ºe pravd¥podob-

nost P
(
HC

)
opa£ného jevu k jevu H je 2−5 a ºe pravd¥podobnost

jevu A je stejná jako pravd¥podobnost P
(
AC
)

jevu opa£ného

(v klobouku je víc bílých kuli£ek). Nutn¥ tedy P(H) = 1 − 2−5,

P(A) = 1/2. Dále je P(A∩H) = P(A), nebo´ jevH obsahuje jevA

(jev A má za d·sledek jev H ). Celkem jsme obdrºeli

P(A|H) = P(A ∩H)
P (H)

=
1
2

1− ( 1
2

)5 =
16
31

. □

F. Pokro£ilej²í kombinatorické úlohy

V první kapitole jsme se seznámili se základními kombinatoric-

kými postupy. I kdyº vyuºijeme pouze t¥chto postup·, jsme schopni

vy°e²it relativn¥ komplikované úlohy.

12.54. Na kruºnici stojí n pevností (n ≥ 3), o£íslovaných po °ad¥

£ísly 1,. . . , n. V jeden okamºik kaºdá vyst°elí na jednu ze dvou

sousedních (pevnosti 1 a n rovn¥º povaºujeme za sousední).

Ozna£me P(n) po£et moºných výsledk· st°elby (za výsledek

st°elby povaºujeme mnoºinu £ísel práv¥ t¥ch pevností, které byly p°i

st°elb¥ zasaºeny, nerozli²ujeme p°itom mezi jedním a dv¥ma zásahy).

Dokaºte, ºe £ísla P(n) a P(n+ 1) jsou nesoud¥lná.
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Algoritmus 1. Se°adíme zcela libovoln¥ v²echny hrany
e1, . . . , em v E do po°adí a postupn¥ budujeme mnoºiny
hran E′

i tak, ºe v (i+1)-ním kroku p°idáme hranu ei k E′
i , jestliºe

tím nevznikne v grafuGi = (V ,Ei ∪{ei}) kruºnice, a ponecháme
Ei beze zm¥ny v p°ípad¥ opa£ném. Algoritmus skon£í, bu¤ pokud
má jiº graf Gi pro n¥jaké i práv¥ n − 1 hran nebo pokud jiº platí
i = m. Pokud zastavujeme z druhého d·vodu, byl p·vodní graf
nesouvislý a kostra neexistuje.

Lemma. Výsledkem p°edchozího algoritmu je vºdy les T . Jestliºe
algoritmus skon£í s k ≤ n − 1 hranami, má p·vodní graf n −
k komponent. Zejména je tedy T kostrou, práv¥ kdyº algoritmus
skon£í po vloºení n− 1 hran.

D·kaz. Podle pravidla v algoritmu, výsledný podgraf
T v G nikdy neobsahuje kruºnice. Je tedy lesem. Jestliºe je
výsledný po£et hran n− 1, jde o strom, viz V¥ta 12.20.

Zbývá pouze ukázat, ºe souvislé komponenty grafu T mají
stejné mnoºiny vrchol· jako souvislé komponenty p·vodního
grafu G. Kaºdá cesta v T je i cestou v G, musí tedy v²echny
vrcholy z jednoho stromu v T leºet v²echny v jedné komponent¥
G. Pokud by ale existovala v G cesta z v do w taková, ºe její
koncové vrcholy leºí v r·zných stromech v T , pak na ní existuje
poslední vrchol vi v komponent¥ ur£ené vrcholem v (zejména
tedy vi+1 v této komponent¥ neleºí). P°íslu²ná hrana {vi, vi+1}
musela n¥kdy p°i chodu algoritmu ale vytvá°et kruºnici, protoºe
jinak by se bývala ocitla mezi hranami v T . Protoºe se b¥hem
algoritmu hrany neodebírají, musí tedy existovat cesta mezi vi a
vi+1 v T . To je ov²em spor s na²imi p°edpoklady, a proto v a w
nemohou leºet v r·zných stromech v T . Po£et komponent v T je
tedy dán tím, ºe po£et vrchol· a hran ve stromech se li²í o 1, proto
s kaºdou komponentou se tento rozdíl o 1 zv¥t²í. Máme-li tedy
v na²em lese n vrchol· a k hran, nutn¥ má n− k komponent. □

Poznámka. Jako vºdy bychom se m¥li zabývat otázkou, jak
sloºitý je uvedený algoritmus. Kruºnice p°idáním nové
hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli její koncové vrcholy
leºí ve stejné souvislé komponent¥ budovaného lesu T .
Sta£í nám proto pr·b¥ºn¥ udrºovat znalost souvislých

komponent.
K realizaci algoritmu proto pot°ebujeme (v abstraktní po-

dob¥) um¥t pro jiº zadané t°ídy ekvivalence na dané mnoºin¥
(v na²em p°ípad¥ jsou to vrcholy) slu£ovat dv¥ t°ídy ekvivalence
do jedné a nalézat pro daný prvek, do které t°ídy pat°í. Pro
sjednocení jist¥ pot°ebujeme O(k) £asu, kde k je po£et prvk·
slu£ovaných t°íd a jist¥ m·ºeme pouºít ohrani£ení po£tu k cel-
kovým po£tem vrchol· n. M·ºeme si ale pamatovat spolu se
t°ídami i po£ty jejich prvk· a pr·b¥ºn¥ pro kaºdý vrchol ucho-
vávat informaci, do které t°ídy pat°í. Sjednocení dvou t°íd tedy
p°edstavuje p°ezna£ení jména u v²ech prvk· jedné z nich. Jest-
liºe p°i p°ezna£ování p°íslu²nosti vrchol· k t°ídám budeme vºdy
p°ezna£ovat tu men²í z nich, pak celkový po£et operací pot°ebných
v na²em algoritmu bude O(n log n+m).
Algoritmus 2. Kostru m·ºeme ale hledat také jinak a rychleji:

Budeme v grafu G = (V ,E) s n vrcholy a m hra-
nami postupn¥ budovat strom T . Za£neme v libo-
voln¥ zvoleném vrcholu v a s prázdnou mnoºinou
hran, tj. T0 = ({v}, ∅). V i-tém kroku hledáme mezi

hranami, které dosud nejsou v Ti−1, ty, které mají v Ti−1 jeden
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�e²ení. Ozna£íme-li zasaºené pevnosti £erným kole£kem a nezasa-

ºené bílým, úloha ur£it P(n) je ekvivalentní úloze ur£it po£et v²ech

moºných obarvení n kole£ek, umíst¥ných na kruºnici, £ernou a bílou

barvou tak, aby nebyla ºádná dv¥ bílá kole£ka �ob jedno�. Pro lichá

n je tento po£et roven po£tuK(n) obarvení £ernou a bílou barvou tak,

aby ºádná dv¥ bílá kole£ka nestála vedle sebe (p°e£íslujeme pevnosti

tak, ºe za£neme u kole£ka 1 a £íslujeme popo°ad¥ vzestupn¥ po lichých

£íslech a poté vzestupn¥ po sudých). V p°ípad¥ sudého n je tento po£et

rovenK(n/2)2, kvadrátu po£tu obarvení n/2 kole£ek na obvodu kruhu
tak, aby ºádná dv¥ bílá nestála vedle sebe (barvíme nezávisle kole£ka

na lichých a na sudých pozicích).

Pro K(n) pom¥rn¥ snadno odvodíme rekurentní formuli

K(n) = K(n − 1) + K(n − 2). (Zas tak úpln¥ jednoduché to

není, ponecháváme £tená°i jako cvi£ení.) Navíc snadno spo£teme, ºe

K(2) = 3, K(3) = 4, K(4) = 7, tedy K(2) = F(4) − F(0),
K(3) = F(5) − F(1), K(4) = F(6) − F(2) a indukcí snadno
dokáºeme K(n) = F(n + 2) − F(n − 2), kde F(n) zna£í n-tý
£len Fibonacciho posloupnosti (kde F(0) = 0, F(1) = F(2) = 1).
Navíc protoºe (K(2),K(3)) = 1, máme pro n ≥ 3 obdobn¥ jako

u Fibonacciho posloupnosti

(K(n),K(n− 1)) = (K(n)−K(n− 1),K(n− 1)) =
= (K(n− 2),K(n− 1)) = · · · = 1.

Ukáºeme nyní, ºe pro kaºdé sudé n = 2a je P(n) = K(a)2 ne-

soud¥lné jak s P(n+ 1) = K(2a + 1), tak s P(n− 1) = K(2a − 1).
K tomu sta£í následující: pro a ≥ 2 je totiº

(K(a),K(2a + 1)) = (K(a), F (2)K(2a)+ F(1)K(2a − 1)) =
= (K(a), F (3)K(2a − 1)+ F(2)K(2a − 2) = · · · =
= (K(a), F (a + 1)K(a + 1)+ F(a)K(a)) =
= (K(a), F (a + 1)) = (F (a + 2)− F(a − 2), F (a + 1)) =
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koncový vrchol, ale druhý koncový vrchol do Ti−1 nepat°í. První
takovou hranu p°idáme i s druhým koncovým vrcholem a získáme
tak Ti . Algoritmus skon£í, aº taková hrana neexistuje.

Evidentn¥ je výsledný graf T souvislý a podle po£tu vrchol·
a hran je to strom. Ukáºeme, ºe vrcholy T splývají s vrcholy sou-
vislé komponenty grafuG. P°edpokládejme proto, ºe do n¥jakého
vrcholu w vede z v cesta. Pokud by w nebyl vrchol v T , pak zcela
stejn¥ jako v d·kazu p°edchozího lemmatu na ní najdeme poslední
vrchol vi , který je²t¥ do T pat°í. Dal²í hrana cesty by ale v oka-
mºiku ukon£ení algoritmu p°ipadala v úvahu pro p°idání do T , coº
je spor.

Tento algoritmus tedy v £aseO(n+m) nalezne kostru souvislé
komponenty zvoleného po£áte£ního vrcholu v.

12.30. Minimální kostra. Kaºdá kostra daného grafu G má
stejný po£et hran, protoºe je to obecnou vlastností
strom·. Tak, jak jsme ale jiº d°íve hledali nejkrat²í
cesty v grafech s ohodnocenými hranami, budeme

v p°ípad¥ koster jist¥ chtít um¥t najít kostry s minimálním sou£tem
ohodnocení pouºitých hran.

De�nice. Nech´ G = (V ,E,w) je souvislý graf s hranami ohod-
nocenými nezápornými vahami w(e). Jeho minimální kostra T je
taková kostra grafu G, která má mezi v²emi jeho kostrami mini-
mální sou£et ohodnocení hran kostry.

O prakti£nosti takové úlohy m·ºete p°emý²let t°eba v souvis-
losti s rozvodnými sít¥mi elekt°iny, plynu, vody apod.

Kupodivu je docela jednoduché minimální kostru najít (za
uvedeného p°edpokladu, ºe jsou v²echna ohodnocení w(e) hran
v grafu G nezáporná). Následujícímu postupu se °íká Kruskal·v
algoritmus:

• set°ídíme v²ech m hran v E tak, aby w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤
w(em);
• v tomto po°adí aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru v p°edchozím odstavci.

Jde o typický p°íklad takzvaného �hladového p°ístupu�, kdy
se k maximalizaci zisku (nebo minimalizaci náklad·) snaºíme
dostat výb¥rem momentáln¥ nejvýhodn¥j²ího kroku. �asto tento
p°ístup zklame, protoºe nízké náklady na za£átku procesu mohou
zavinit vysoké na jeho konci. Hladové algoritmy jsou proto £asto
základem velmi uºite£ných heuristických p°ístup·, jen málokdy
dávají optimální °e²ení. V na²em p°ípad¥ ale skute£n¥ dostaneme
vºdy minimální kostru:

V¥ta. Kruskal·v algoritmus správn¥ °e²í problém minimální
kostry pro kaºdý souvislý graf G s nezáporným ohodnocením
hran. Algoritmus pracuje v £ase O(m logm), kde m je po£et hran
v G.

D·kaz. Ozna£me T = (V ,E(T )) kostru vygenerovanou
Kruskalovým algoritmem a nech´ T̃ = (V ,E(T̃ ))

je jakákoliv minimální kostra. Z minimality z°ejm¥∑
e∈E(T̃ )w(e) ≤

∑
e∈E(T )w(e), na²ím cílem bude

ukázat, ºe rovn¥º platí∑
e∈E(T )

w(e) ≤
∑

e∈E(T̃ )
w(e).

Pokud E(T ) = E(T̃ ), pak není co dokazovat. P°edpokládejme
tedy, ºe existuje hrana e ∈ E(T ) taková, ºe e /∈ E(T̃ ). Zvolme si
takovou hranu e s minimálním ohodnocením w(e).
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= (F (a + 2)− F(a + 1)− F(a − 2), F (a + 1)) =
= (F (a)− F(a − 2), F (a + 1)) =
= (F (a − 1), F (a + 1)) = (F (a − 1), F (a)) = 1.

(K(a),K(2a − 1)) =
= (K(a), F (2)K(2a − 2)+ F(1)K(2a − 3)) =
= (K(a), F (3)K(2a − 3)+ F(2)K(2a − 4)) =
= · · · = (K(a), F (a)K(a)+ F(a − 1)K(a − 1)) =
= (K(a), F (a − 1)) = (F (a + 2)− F(a − 2), F (a − 1)) =
= (F (a + 2)− F(a), F (a − 1)) =
= (F (a + 2)− F(a + 1), F (a − 1)) = (F (a), F (a − 1)) = 1.

Tím je tvrzení dokázáno. □

G. Pravd¥podobnost v kombinatorice

Klasická pravd¥podobnost velice úzce souvisí s kombinatorikou,

jak jsme jiº vid¥li v první kapitole. Uve¤me dal²í, trochu zamotan¥j²í

p°íklad.

Kombinatorika je schována i v následující �pravd¥podobnostní�

úloze.

12.55. Ve v¥zení je 100 v¥z¬·, o£íslovaných 1 aº 100. Nejvy²²í

ºalá°ník do uzav°ené místnosti umístil 100 truhel (také o£íslo-

vaných 1 aº 100) a do truhel náhodn¥ vloºil 100 papírk·

s £ísly 1 aº 100, p°i£emº do kaºdé truhly vloºil papírek s ji-

ným £íslem. Rozhodl se s v¥zni hrát následující hru: Do místnosti

vstoupí vºdy jeden v¥ze¬ a má za úkol otev°ít 50 truhel. Poté odchází

jinými dve°mi a nemá moºnost se domlouvat s ostatními v¥zni. Míst-

ností takto projdou postupn¥ v²ichni v¥zni. �alá°ník v²em slíbil svo-

bodu, jestliºe kaºdý z nich p°i otevírání truhel najde svoje £íslo. Jest-

liºe jen jediný z nich svoje £íslo nenajde, budou v²ichni popraveni. Neº

v¥zni za£nou hru hrát, mohou se domluvit na n¥jaké strategii. Existuje

strategie, která v¥z¬·m zajistí �rozumnou� ²anci na výhru?

�e²ení. Je z°ejmé, ºe v p°ípad¥ náhodného otevírání truhel, kde jsou

volby jednotlivých v¥z¬· nezávislé, je ²ance kaºdého v¥zn¥ na nale-

zení jeho £ísla 1/2, tedy celková ²ance na výhru je 1/2100. Proto je

nutné najít strategii, u které jsou ²ance na úsp¥ch jednotlivých v¥z¬· co

nejvíce závislé. Abychom na²li vhodnou strategii, musíme si nejd°íve

uv¥domit, ºe kaºdý v¥ze¬ otevírá truhly po jedné. P°itom nemá ºádné

informace od ostatních v¥z¬·, stejn¥ tak neví nic o rozmíst¥ní £ísel

v truhlách. Jakmile v²ak otev°e n¥jakou truhlu, zná £íslo, které v ní

je uloºené. Tato skute£nost spole£n¥ s my²lenkou, ºe by m¥l v¥ze¬
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P°idáním e do T̃ vznikne v T̃ kruºnice ee1e2 · · · ek a alespo¬
jedna její hrana ei není v E(T ). Vzhledem ke zp·sobu výb¥ru
hrany e by za p°edpokladu w(ei) < w(e) byla hrana ei mezi dis-
kutovanými hranami v Kruskalov¥ algoritmu po vytvo°ení jistého
podstromu T ′ ⊆ T ∩ T̃ a zjevn¥ by její p°ípadné p°idání k po-
stupn¥ budovanému stromu T nezp·sobilo kruºnici. Kdyby tedy
platilow(ei) < w(e), musela by být v Kruskalov¥ algoritmu hrana
ei vybrána. Proto platí w(ei) ≥ w(e).

Nyní ov²em m·ºeme v minimální kost°e T̃ vym¥nit hranu ei
a hranu e (z°ejm¥ p·jde díky volb¥ ei op¥t o kostru), aniº bychom
zvý²ili sou£et ohodnocení, tj. op¥t získáme minimální kostru T̃ .
Ta se ale li²í od T jiº v mén¥ hranách neº p°edtím. Po kone£ném
po£tu krok· takto zm¥níme T̃ na T , aniº bychom navý²ili celkové
ocen¥ní hran. □
12.31. Dal²í algoritmy pro minimální kostru. I druhý z na²ich
algoritm· pro kostru grafu v p°edchozím odstavci vede na mini-
mální kostru, pokud v kaºdém okamºiku volíme ze v²echmoºných
hran ei = {vi, vi+1}, vi ∈ Vi , vi+1 ∈ V \ Vi tu, která má mini-
mální ohodnocení. Výsledný postup se zpravidla nazývá Prim·v
algoritmus podle jeho práce z r. 1957. Ve skute£nosti byl ale po-
psán £eským matematikem Jarníkem jiº v roce 1930. Rad¥ji mu
proto °íkejme Jarník·v algoritmus. Jarník p°itom reagoval na je²t¥
d°ív¥j²í algoritmus brn¥nského matematika O. Bor·vky z r. 1926.

V¥ta. Jarník·v algoritmus najde minimální kostru pro kaºdý sou-
vislý graf s libovolným ohodnocením hran.

Poznámka. Bor·vk·v algoritmus je docela podobný, konstru-
uje ale postupn¥ stále co nejvíce souvislých komponent zaráz.
Za£neme tedy s jednoprvkovými komponentami v grafu T0 =
(V , ∅) a pak postupn¥ vºdy kaºdou komponentu propojíme nej-
krat²í moºnou hranou s komponentou jinou. Op¥t lze dokázat, ºe
(za p°edpokladu, ºe váhy jsou po dvou r·zné) takto obdrºíme mini-
mální kostru. V pseudokódu by ²el tento algoritmus zapsat násle-
dovn¥:

(1) Inicializace. Vytvo° graf S sloºený z vrchol· grafuG s prázd-
nou mnoºinou hran;

(2) Hlavní cyklus. Dokud má S více neº jednu komponentu, opa-
kuj:
• pro kaºdý strom T v S najdi nejmen²í hranu spojující
T s G \ T , tuto hranu p°idej do E,
• v²echny hrany z E p°idej do S.

V²imn¥me si, ºe Bor·vk·v algoritmus umoº¬uje realizaci po-
mocí paralelizovaných výpo£t·, a je proto skute£n¥ v r·zných prak-
tických modi�kacích vyuºíván.

D·kazy správnosti obou algoritm· lze snadno dohledat v lite-
ratu°e.

12.32. Problém obchodního cestujícího. Z na²í krátké exkurze
do grafových problém· a algoritm· by mohl vznik-
nout dojem, ºe je v zásad¥ moºné nalézat hezké
a jednoduché algoritmy °e²ící uvaºované problémy.

To bylo ale zp·sobeno tím, ºe jsme si dosud vybírali pouze pro-
blémy jednoduché. V drtivé v¥t²in¥ p°ípad· je tomu naopak, kdyº
teoretické výsledky ukazují, ºe algoritmus fungující alespo¬ v po-
lynomiálním £ase z°ejm¥ neexistuje a pouºívají se takové, které
dávají výsledky rozumn¥ dobré, nikoliv v²ak nutn¥ optimální.

Jedním z nejsledovan¥j²ích takových kombinatorických pro-
blém· je úloha, kdy máme najít v grafu s ohodnocenými hranami
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otev°ení dal²í truhly podmínit £íslem v truhle p°edchozí, nabízí jedno-

duchou strategii. Kaºdý v¥ze¬ nejprve otev°e truhlu se svým £íslem.

Je-li v ní papírek s jeho £íslem, usp¥l, a m·ºe otev°ít dal²í truhly ná-

hodn¥. Jestliºe je v ní jiné £íslo, jako dal²í truhlu si zvolí truhlu s práv¥

tímto £íslem. Takto pokra£uje dokud bu¤ nenajde svoje £íslo nebo ne-

otev°e 50 truhel. Kaºdá truhla tedy jednozna£n¥ odkazuje na n¥jakou

dal²í truhlu, nazv¥me tedy tuto strategii odkazovací strategie.

Pravd¥podobnost úsp¥chu. �alá°níkovo umíst¥ní papírk· s £ísly do

truhel je permutace. Abychom na²li pravd¥podobnost úsp¥chu od-

kazovací strategie, musíme zjistit, pro které permutace bude fungo-

vat. P°ipome¬me si, ºe kaºdá permutace se dá zapsat jako spojení

uzav°ených disjunktních cykl·. Kdyby v¥ze¬ dodrºující odkazovací

strategii mohl otev°ít libovolné mnoºství truhel, pak by na své £íslo

narazil vºdy aº jako na poslední v cyklu, nebo´ za£íná truhlou se svým

£íslem, na kterou odkazuje práv¥ papírek s jeho £íslem. Z toho plyne,

ºe máme-li n v¥z¬·, pak permutace, pro n¥º tato strategie nezafun-

guje, jsou ty permutace, které obsahují n¥jaký cyklus délky v¥t²í neº

n/2, protoºe ºádný v¥ze¬, jehoº £íslo je obsaºeno v tomto cyklu, jej

nenajde v£as. Musíme tedy spo£ítat, kolik takových permutací existuje.

Obecn¥ pravd¥podobnost, ºe v permutaci délky n bude cyklus délky

r > n/2 (krat²í cykly by se mohly opakovat vícekrát, del²í m·ºe být

vºdy maximáln¥ jeden, coº nám zjednodu²uje výpo£et), je následující:

Musíme vybrat, kterých r prvk· v cyklu bude, uspo°ádat je v cyklic-

kém po°adí a pak zvolit libovolnou permutaci pro zbylých n− r prvk·.
Získáváme tedy £íslo:

(
n

r

)
(r − 1)! (n− r)! = n!

r

Pravd¥podobnost, ºe se tato permutace vyskytne mezi jednou z celko-

vých moºných n! permutací je 1/r. Pro na²i hru se 100 v¥zni je tedy

pravd¥podobnost výhry:
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minimální hamiltonovskou kruºnici, tzn. kruºnici s minimálním
sou£tem vah pouºitých hran mezi v²emi moºnými hamiltonov-
skými kruºnicemi.

Praktické vyjád°ení ne vºdy na první pohled prozradí, ºe jde
práv¥ o tento problém. Setkáváme se s ním nap°íklad p°i

• plánování dodávek zboºí nebo sluºeb,
• organizaci po²tovní sluºby (rozvoz po²ty, výb¥r po²ty ze schrá-
nek),
• plánování údrºby sítí (nap°. bankomat·),
• obsluha poºadavk· z fronty (nap°. p°i paralelních poºadavcích
na £tení z hard disku),
• plánování postupného m¥°ení jednotlivých £ástí celku (nap°.
p°i studiu struktury krystalu proteinu pomocí rentgenu, kdy
náklady jsou soust°ed¥ny zejména na posuvy a zaost°ení pro
jednotlivá m¥°ení),
• plánování d¥lení materiál· (nap°. d¥lení tapet p°i jejich lepení
na pouºité pásy tak, aby navazoval vzorek, a do²lo p°itom k co
nejmen²ím ztrátám).

I v p°ípad¥ hledání minimální hamiltonovské kruºnice
m·ºeme uplatnit hladový (anglicky �greedy�) p°ístup. Algorit-
mus za£ne v libovolném vrcholu v1, který se stane aktivním, a
v²echny ostatní si ozna£í za spící. Postupuje pak v krocích tak, ºe
vºdy najde ten dosud neumíst¥ný vrchol ze spících, do kterého
vede z aktivního vrcholu nejmén¥ ohodnocená hrana. Aktivní
vrchol ozna£í jako zpracovaný a tento nový vrchol se stane aktiv-
ním. Algoritmus skon£í bu¤ neúsp¥chem, kdyº nenajde ºádnou
hranu z aktivního vrcholu do spícího vrcholu, ale hamiltonovská
kruºnice je²t¥ nebyla nalezena, nebo vyuºitím v²ech vrchol·.
Pokud ve druhém p°ípad¥ existuje hrana z posledního p°idaného
vrcholu vn do v1, získáme hamiltonovskou kruºnici.

Je zjevné, ºe tento algoritmus jen velice z°ídka vyprodukuje
skute£n¥ minimální hamiltonovskou kruºnici. Na úplném grafu
zato vºdy alespo¬ n¥jakou najde.

12.33. Toky v sítích. Dal²í skupina aplikací jazyka teorie graf· se
týká p°esunu n¥jakého m¥°itelného materiálu v pevn¥
zadané síti. Vrcholy v orientovaném grafu p°edstavují
body, mezi kterými lze podél hran p°ená²et p°edem
známá mnoºství, která jsou zadána formou ohodno-

cení hran. N¥které vybrané vrcholy p°edstavují zdroj sít¥, jiné
výstup ze sít¥. Podle analogie potrubní sít¥ pro p°enos kapaliny
°íkáme výstupním vrchol·m stok sít¥. Sí´ je tedy pro nás oriento-
vaný graf s ohodnocenými hranami a vybranými vrcholy, kterým
°íkáme zdroje a stoky.

Je z°ejmé, ºe se m·ºeme bez újmy na obecnosti omezit na
orientované grafy s jedním zdrojem a jedním stokem. V obecném
p°ípad¥ totiº vºdy m·ºeme p°idat jeden stok a jeden zdroj na-
víc a spojit je vhodn¥ orientovanými hranami s v²emi zadanými
zdroji a stoky tak, ºe ohodnocení p°idaných hran bude zárove¬
zadávat maximální kapacity jednotlivých zdroj· a stok·. Situace
je nazna£ena na obrázku, kde £ernými vrcholy nalevo jsou zobra-
zeny v²echny zadané zdroje, zatímco £erné vrcholy napravo jsou
v²echny zadané stoky. Nalevo je jeden p°idaný (virtuální) zdroj
jako bílý vrchol a napravo jeden stok. Ozna£ení hran není v ob-
rázku uvedeno.
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1−
100∑
k=51

1
k
≈ 0,311828

Jak vidíme, získali jsme velice dobrou ²anci na úsp¥ch (ve srovnání

s 1/2100). Pro zajímavost se nyní podívejme, jak se tato pravd¥podob-

nost chová obecn¥ pro rostoucí po£et v¥z¬·. Obecn¥ máme pravd¥po-

dobnost, ºe bude p°i n v¥zních permutace obsahovat cyklus délky

r > n/2 rovnu:

p =
n∑

k=1+ n
2

1
k

P°ipomeneme, ºe
∑n

k=1
1
k
→ ln (n)+γ pro n→∞, kde γ je Eulerova

konstanta. Máme tedy:

p =
n∑
k=1

1
k
−

n
2∑
k=1

1
k
→ ln (n)+ γ − ln

(n
2

)
− γ = ln 2, pro n→∞.

Odtud tedymáme, ºe pravd¥podobnost úsp¥chu v¥z¬· je pro velká

n rovna 1 − p ≃ 1 − ln 2 = 0,30685 . . . . V dal²í £ásti si ukáºeme,

ºe odkazovací strategie je nejlep²í moºnou strategií.

Optimalita strategie. Pro d·kaz optimality odkazovací strategie bu-

deme nejprve muset zavést úpravu pravidel první hry, ozna£me ji hra

A a srovnat ji se druhou hrou, ozna£me ji hra B.

Upravíme pravidla hry A následujícím zp·sobem: Kaºdý v¥ze¬

bude otevírat truhly tak dlouho, dokud nenalezne papírek se svým £ís-

lem. V¥zni vyhrají, pokud ºádný z nich neotev°e více neº 50 truhel.

Tato úprava o£ividn¥ nezm¥ní ²ance v¥z¬· na výhru, pom·ºe námv²ak

p°i d·kazu optimality.

Nyní uvaºme druhou hru (hru B) s následujícími pravidly: Domíst-

nosti s truhlami jde nejd°íve v¥ze¬ £íslo 1 a otevírá truhly (podle ja-

kékoli strategie), dokud nenalezne papírek se svým £íslem, v²echny

truhly ale zanechá otev°ené. Jako dal²í je do místnosti pozván v¥ze¬

s nejmen²ím £íslem, které je²t¥ nebylo otev°eno a op¥t otevírá truhly,

dokud nenajde své £íslo. Takto hra pokra£uje, dokud nejsou otev°eny

v²echny truhly. Ve h°e B v¥zni vyhrávají, jestliºe ºádný z nich neo-

tev°el více neº 50 (obecn¥ n/2) truhel.
P°edpokládejme, ºe ºalá°ník si zapisuje £ísla z papírk· v tom

po°adí, v jakém jsou objevována v truhlách v pr·b¥hu hry B podle zvo-

lené strategie v¥z¬·. Dostane tak permutaci £ísel 1 aº 100, ze které vidí,

zda v¥zni usp¥li £i ne (podle po£tu £ísel mezi následujícími £ísly). A´

v této h°e zvolí v¥zni jakoukoli strategii, je ²ance na nalezení n¥jakého

dal²ího £ísla vºdy stejná. Existuje 100! permutací, které odpovídají
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Sít¥ a toky

Sí´ je orientovaný grafG = (V ,E) s vybraným jedním vrcho-
lem z, nazvaným zdroj, a jiným vybraným vrcholem s, nazvaným
stok, spolu s nezáporným ohodnocením hran w : E → R, které
p°edstavuje kapacitní omezení. Tokem v síti S = (V ,E, z, s, w)

rozumíme ohodnocení hran f : E → R takové, ºe sou£et hodnot
u vstupních hran u kaºdého vrcholu v, krom¥ zdroje a stoku, je
stejný jako sou£et u výstupních hran z téhoº vrcholu, tj.∑

e∈IN(v)
f (e) =

∑
e∈OUT (v)

f (e).

Toto pravidlo se £asto (s odkazem na fyzikální terminologii) na-
zývá Kirchho�·v zákon.

Velikost toku f je dána celkovou balancí hodnot u zdroje

|f | =
∑

e∈OUT (z)
f (e)−

∑
e∈IN(z)

f (e).

Z de�nice je z°ejmé, ºe velikost toku m·ºeme stejn¥ dob°e
vypo£íst jako hodnotu

|f | =
∑

e∈IN(s)
f (e)−

∑
e∈OUT (s)

f (e).

Na obrázku máme nakreslenu jednoduchou sí´ se zvý-
razn¥ným bílým zdrojem a £erným stokem. Sou£tem maximálních
kapacit hran vstupujících do stoku vidíme, ºe maximální moºný
tok v této síti je 5.
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12.34. Problém maximálního toku v síti. Na²í úlohou bude pro
zadanou sí´ na grafuG ur£it maximální moºný tok. Na konci minu-
lého odstavce jsme pohledem na obrázek zjistili, ºe maximální tok
v této síti nem·ºe p°esáhnout £íslo 5. Podstatné na na²í úvaze bylo,
ºe jsme se£etli hodnoty maximálních kapacit u mnoºiny hran, p°es
které musí jít kaºdá cesta ze z do s. Zárove¬ umíme snadno najít
tok, který toto maximum skute£n¥ realizuje (protoºe je na²e sí´ tak
jednoduchá). Tuto rozvahu m·ºeme zformalizovat takto:

�ez v síti

�ezem v síti S = (V ,E, z, s, w) rozumíme takovou mnoºinu
hran C ⊆ E, ºe po jejím odebrání nebude v grafuG = (V ,E \C)
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n¥jakým zvoleným strategiím, a´ uº náhodným nebo jakkoli so�stiko-

vaným, nebo´ jsou to jen zápisy po°adí, v jakém byla jednotlivá £ísla

odhalena.

Pro výpo£et pravd¥podobnosti výhry v¥z¬· ve h°e B si nejprve

v²imn¥me, ºe libovolné po°adí m·ºe být zapsáno seskupením cykl·,

kde kaºdý cyklus odpovídá otev°eným truhlám jednoho v¥zn¥.

Pro p°edstavu, m¥jme hru s 8 v¥zni. �alá°ník si zapsal permu-

taci (2, 5, 7, 1, 6, 8, 3, 4), odtud vidíme, ºe v¥zni vyhráli, protoºe

v¥ze¬ £íslo 1 otev°el truhly s £ísly (2, 5, 7, 1), následoval v¥ze¬

3 a otev°el truhly s £ísly (6, 8, 3) a nakonec v¥ze¬ £íslo 4 otev°el

pouze truhlu s £íslem (4). V tomto p°ípad¥ tedy m·ºeme psát:

(2, 5, 7, 1, 6, 8, 3, 4) → (2, 5, 7, 1)(6, 8, 3)(4). Navíc ukáºeme, ºe

kaºdá takováto permutace vychází z unikátního se°azení £ísel 1 aº 8.

Máme-li libovolnou permutaci zapsanou v cyklické notaci, nejprve

jednotlivé cykly p°epí²eme tak, aby jejich nejmen²í prvek byl poslední

a poté celé cykly se°adíme tak, aby byly se°azeny vzestupn¥ podle

posledních prvk·. Máme nap°íklad:

(7, 5, 8)(2, 4)(1, 6, 3)→ (6, 3, 1)(4, 2)(8, 7, 5)→
→ (6, 3, 1, 4, 2, 8, 7, 5).

Sestrojili jsme tedy bijekci mezi po°adími otev°ených £ísel, pro která

v¥zni vyhrají a mezi permutacemi £ísel 1 aº 8, které neobsahují cyklus

v¥t²í neº 4. Z toho plyne, ºe pravd¥podobnost výhry v¥z¬· ve h°e B je

stejná, jako pravd¥podobnost, ºe permutace neobsahuje ºádný cyklus

délky v¥t²í neº 4 (obecn¥ n/2). To p°esn¥ odpovídá pravd¥podobnosti
výhry v¥z¬· v p·vodní h°e za vyuºití odkazovací strategie. Z tohoto

vyplývá nejd·leºit¥j²í záv¥r pro hru A. V¥zni mohou totiº jakoukoli

strategii ze hry A aplikovat na hru B následujícím zp·sobem: i-tý hrá£

postupuje stejn¥, jako ve h°e A s tím rozdílem, ºe je-li n¥jaká truhla jiº

otev°ená, zachová se, jakoby byla zav°ená, nevyuºije tedy v²echny své

tahy, ale dal²í krok zaloºí na £ísle napsaném na papírku otev°ené truhly.

Odtud tedy jakákoli strategie, která je úsp¥²ná pro n¥jaké se°azení pa-

pírk· ve h°e A, musí být nutn¥ úsp¥²ná pro stejné se°azení i ve h°e B.

Kdyby existovala lep²í strategie ve h°e A, mohli bychom ji aplikovat na

hru B a získat v¥t²í ²anci na úsp¥ch i v ní, to je v²ak nemoºné, protoºe

v²echny strategie ve h°e B vedou ke stejné pravd¥podobnosti úsp¥chu.

V¥t²í ²anci na úsp¥ch, neº pouºitím odkazovací strategie, tedy získat

nem·ºeme. □

12.56. V sout¥ºi jem sout¥ºících a n rozhod£ích, kde n ≥ 3 je liché

celé £íslo. Kaºdý sout¥ºící je od kaºdého rozhod£ího hodnocen jako

úsp¥²ný nebo neúsp¥²ný. P°edpokládejme, ºe libovolní dva rozhod£í
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ºádná cesta ze zdroje z do stoku s. �íslo

|C| =
∑
e∈C

w(e)

nazýváme kapacita °ezu C.

Evidentn¥ platí, ºe nikdy nem·ºeme najít v¥t²í tok, neº je ka-
pacita kteréhokoliv z °ez·. Na dal²ím obrázku máme zobrazen tok
sítí s hodnotou 5 a £árkovanými lomenými £arami jsou nazna£eny
°ezy kapacit 12, 8 a 5.
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Ukáºeme zde tzv. Ford·v-Fulkerson·v algoritmus6, který po-
mocí postupných konstrukcí vhodných cest najde °ez s minimální
moºnou kapacitou a zárove¬ najde tok, který tuto hodnotu reali-
zuje. Tím dokáºeme následující v¥tu:

V¥ta. Maximální velikost toku v dané síti S = (V ,E, z, s, w) je
rovna minimální kapacit¥ °ezu v této síti.

My²lenka algoritmu je vcelku prostá � prohledáváme cesty
mezi vrcholy grafu a snaºíme se je �nasytit� co nejv¥t²ím tokem.
Zavedeme si za tímto ú£elem následující terminologii. O neorien-
tované cest¥ v síti S = (V ,E, z, s, w) z vrcholu v do vrcholu w
°ekneme, ºe je nenasycená, jestliºe pro v²echny hrany této cesty
orientované ve sm¥ru z v do w platí f (e) < w(e) a pro hrany
orientované opa£n¥ platí f (e) > 0 (n¥kdy téº z pochopitelných
d·vod· � tok budeme nasycovat v �protism¥ru� hovo°íme o polo-
cest¥, p°íp. o tzv. zlep²ující polocest¥). Za rezervu kapacity hrany
e pak ozna£ujeme £íslo w(e)− f (e) pro p°ípad hrany orientované
ve sm¥ru z v do w a £íslo f (e) p°i orientaci opa£né. Pro zvolenou
cestu bereme za její rezervu kapacity minimální rezervu kapacity
jejích hran.

Ford·v-Fulkerson·v algoritmus

Vstupem algoritmu je sí´ S = (V ,E, z, s, w) a výstupem ma-
ximální moºný tok f : E → R. Pro zjednodu²ení úvah budeme
p°edpokládat, ºe v²echny kapacity hran jsou dány racionálními
£ísly.

• Iniciace: Zadáme f (e) = 0 pro v²echny hrany e ∈ E a pro-
hledáváním do hloubky z vrcholu z najdeme mnoºinu vrchol·
U ⊆ V , do kterých existuje nenasycená cesta.
• Hlavní cyklus: Dokud s ∈ U , opakujeme

� zvolíme nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zv¥t²íme
tok f u v²ech hran této cesty o její minimální rezervu;

� obnovíme U .
• Výstupem je (maximální) tok f a minimální °ez C tvo°ený
v²emi hranami vycházejícími z U a kon£ícími ve V \ U .

6Ford, L. R.; Fulkerson, D. R. (1956). "Maximal �ow through a network".
Canadian Journal of Mathematics 8: 399�404.
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se shodnou v ohodnocení nejvý²e k sout¥ºících. Dokaºte, ºe:

k

m
≥ n− 1

2n
.

Podívejme se na dva moºné p°ístupy k °e²ení této úlohy.

�e²ení. Spo£ítejme po£et N trojic (rozhod£í, rozhod£í, sout¥ºící), ve

kterých jsou rozhod£í r·zní a hodnotí sout¥ºícího stejn¥. Existuje cel-

kem
(
n

2

)
dvojic rozhod£ích a kaºdá dvojice hodnotí nejvý²e k sout¥ºí-

cích stejným hodnocením, tedy platí N ≤ k(n2).
Nyní uvaºme pevn¥ zvoleného sout¥ºícího X a spo£t¥me po£et

rozhod£ích, kte°í sout¥ºícího X hodnotili stejn¥. �ekn¥me, ºe x roz-

hod£ích hodnotilo X jako úsp¥²ného. Potom existuje
(
x

2

)
dvojic, které

hodnotily X úsp¥²n¥ a
(
n−x

2

)
, které hodnotily X neúsp¥²n¥. Celkov¥

tedy (
x

2

)
+
(
n− x

2

)
= x(x − 1)

2
+ (n− x)(n− x − 1)

2

dvojic hodnotí sout¥ºícího X stejn¥. Máme:

x(x − 1)
2

+ (n− x)(n− x − 1)
2

= 2x2 − 2nx + n2 − n
2

=

=
(
x − n

2

)2 + n
2

4
− n

2
≥ n

2

4
− n

2
= (n− 1)2

4
− 1

4
.

Jelikoº je n liché, je výraz (n − 1)2/4 celé £íslo, tedy po£et dvojic

hodnotících sout¥ºícího X stejn¥ je nejmén¥ (n − 1)2/4. Odtud tedy

N ≥ m(n− 1)2/4. Spojením t¥chto dvou nerovností tedy získáváme

k

m
≥ n− 1

2n
.

Alternativní °e²ení - pravd¥podobnostní metoda. Zvolme náhodn¥

dva rozhod£í. Nech´X je náhodná veli£ina, která udává po£et p°ípad·,

kdy se tento pár rozhod£ích shoduje v hodnocení. Budeme dokazovat

obm¥nu p·vodního tvrzení, tedy je-li k
m
< n−1

2n , pak je X v¥t²í neº k

s pravd¥podobností v¥t²í neº nula, coº budeme psát P(X > k) > 0.
M¥jme náhodné veli£iny Xi pro i = 1, 2, . . . , m nabývající hod-

not 0, 1 podle toho, zda i-tý sout¥ºící dostal od obou rozhod£ích stejné

hodnocení. Nech´Xi = 1, kdyº se rozhod£í shodnou aXi = 0 naopak.
Odtud pak máme:

X = X1 +X2 + · · · +Xm
S pouºitím linearity st°ední hodnoty získáváme:

E[X] = E[X1]+ E[X2]+ · · · + E[Xm].

Nyní spo£teme E[Xi] =∑xi∈{0,1} xi · P(Xi = xi). Jelikoº Xi nabývá
pouze hodnot 0 a 1, máme p°ímo E[Xi] = P(Xi = 1). Podívejme se

na pravd¥podobnost P(Xi = 1), tedy pravd¥podobnost, ºe sout¥ºící i
dostane od obou rozhod£ích shodné hodnocení. Existuje

(
n

2

)
moºných

dvojic rozhod£ích. Ozna£me ti po£et rozhod£ích, kte°í ohodnotí i-tého
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D·kaz správnosti algoritmu. Jak jsme vid¥li, velikost kaºdého
toku je nejvý²e rovna kapacit¥ kteréhokoliv °ezu. Sta£í nám tedy
ukázat, ºe v okamºiku zastavení algoritmu jsme vygenerovali °ez
i tok se stejnou hodnotou.

Algoritmus se zastaví p°i prvním p°ípadu, kdy neexistuje ne-
nasycená cesta ze zdroje z do stoku s. To znamená, ºe U neobsa-
huje s a pro v²echny hrany e z U do zbytku je f (e) = w(e), jinak
bychom museli koncový vrchol e p°idat k U .

Zárove¬ ze stejného d·vodu v²echny hrany e, které za£ínají
v komplementu V \ U a kon£í v U , musí mít tok f (e) = 0.

Pro velikost toku celé sít¥ jist¥ platí

|f | =
∑

hrany z U do V \ U
f (e) −

∑
hrany z V \ U do U

f (e).

Tento výraz je ov²em v okamºiku zastavení roven∑
hrany z U do V \ U

f (e) =
∑

hrany z U do V \ U
w(e) = |C|,

coº jsme cht¥li dokázat.
Zbývá ov²em ukázat, ºe algoritmus skute£n¥ zastaví. Pro-

toºe p°edpokládáme, ºe ocen¥ní hran je dáno racionálními £ísly,
m·ºeme (celo£íselnou zm¥nou m¥°ítka) rovnou p°edpokládat, ºe
jsou v²echna ocen¥ní maximálních kapacit celo£íselná. Je z°ejmé,
ºe pro celo£íselné hodnoty ohodnocení hran dostáváme b¥hem
chodu algoritmu stále celo£íselné toky. P°i kaºdém pr·chodu hlav-
ním cyklem ov²em tok zvy²ujeme. Protoºe ale kaºdý °ez dává ome-
zení moºného toku shora, musí se algoritmus po kone£ném po£tu
krok· zastavit.
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Chod algoritmu je ilustrován na obrázku. Vlevo jsou vy²ed¥ny
dv¥ nejkrat²í nenasycené cesty ze zdroje do stoku (horní má dv¥
hrany, spodní t°i). Napravo je pak nasycena dal²í cesta v po°adí
(v nejhorn¥j²í jdeme první moºnou odbo£kou) a je také ²edá. Je
nyní zjevné, ºe nem·ºe existovat dal²í nenasycená cesta ze zdroje
do stoku. Proto algoritmus v tomto okamºiku skon£í.

12.35. Poznámky k algoritmu. Na²e úloha p°ipou²tí i dal²í
podmínky. M·ºeme nap°. poºadovat dodrºení
maximální kapacity pr·toku p°es jednotlivé vrcholy.
Nebo m·ºeme chtít dodrºet nejen maximální, ale
také minimální toky p°es jednotlivé hrany £i vrcholy.

P°idání kapacit vrchol· je jednoduché � prost¥ vrcholy zdvo-
jíme a dvoj£ata ozna£ující vstup do vrcholu a výstup z vrcholu spo-
jíme práv¥ jednou hranou s p°íslu²nou kapacitou.

Omezení minimálními pr·toky lze zahrnout do iniciace
na²eho algoritmu. Je ov²em zapot°ebí otestovat, jestli takový
tok v·bec existuje. V literatu°e lze najít °adu dal²ích nuancí,
nebudeme se jim zde v¥novat.

V²imn¥me si v²ak, ºe se ná² algoritmus nemusí nutn¥ zastavit,
pokud p°ipustíme iracionální maximální kapacity hran. Dokonce
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sout¥ºícího kladn¥ a n − ti po£et rozhod£ích, kte°í ohodnotí i-tého
sout¥ºícího záporn¥. Po£et dvojic úsp¥²ných hodnocení je pak

(
ti
2

)
a

po£et dvojic neúsp¥²ných hodnocení je
(
n−ti

2

)
, z toho plyne, ºe po£et

shodných hodnocení sout¥ºícího i je
(
ti
2

)+ (n−ti2

)
. A tedy:

E[Xi] = P(Xi = 1) =
(
ti
2

)+ (n−ti2

)(
n

2

) .

Odtud získáváme:

E[X] =
m∑
i=1

(
ti
2

)+ (n−ti2

)(
n

2

) .

Ukáºeme, ºe pro lichá n platí nerovnost
(
ti
2

)+ (n−ti2

) ≥ (n−1)2

4 . Uprave-

ním nerovnosti získáme

(n− 2ti)2 ≥ 1 ⇔ ti ≤ n− 1
2

nebo ti ≥ n+ 1
2

,

coº z°ejm¥ platí, nebo´ n−1
2 a n+1

2 jsou dv¥ po sob¥ jdoucí £ísla.

S pouºitím nerovnosti
(
ti
2

)+ (n−ti2

) ≥ (n−1)2

4 získáváme:

E[X] ≥ m
(
n−1

2

)2

n(n−1)
2

= m(n− 1)
2n

.

Díky p°edpokladu m(n−1)
2n > k nyní máme E[X] > k, tedy P(X >

k) > 0 a jsme s d·kazem hotovi. □

Dále ukáºeme vyuºití pravd¥podobnostní metody p°i °e²ení zají-

mavého problému.

12.57. Bu¤ S kone£ná mnoºina bod· v rovin¥ taková, ºe ºádné t°i

z nich neleºí v p°ímce. Nech´ pro libovolný konvexní mnohoúhelník

P , jehoº vrcholy jsou v S, zna£í a(P ) po£et vrchol· P a b(P ) po£et

bod· z S, které neleºí v P . Dokaºte, ºe pro libovolné reálné £íslo x

platí ∑
P

xa(P ) (1− x)b(P ) = 1,

kde s£ítáme p°es v²echny konvexní mnohoúhelníky s vrcholy v S.

(Úse£ku, resp. bod, resp. prázdnou mnoºinu povaºujeme za kon-

vexní mnohoúhelníky se dv¥ma, resp. jedním, resp. ºádným vrcho-

lem.)

�e²ení. Nejprve dokáºeme uvedenou rovnost pro x ∈ [0, 1].
Obarv¥me vrchol z mnoºiny S s pravd¥podobností x na bílo a

s pravd¥podobností 1 − x na £erno (neboli uvaºme náhodný výb¥r

velikosti |S| s binomickým rozd¥lením pravd¥podobnosti Bi(n, x)) a
°ekn¥me, ºe zdar odpovídá bílé barv¥, nezdar £erné). V²imn¥me si,

ºe p°i libovolném obarvení bude vºdy existovat mnohoúhelník takový,

ºe v²echny jeho vrcholy jsou bílé a v²echny body mimo n¥j jsou £erné

(jde o hranici konvexního obalu bíle obarvených bod·). Z p°edchozí

úvahy víme, ºe pravd¥podobnost, ºe v tomto náhodném výb¥ru bude
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nemusí dosahované toky ani konvergovat k optimálnímu °e²ení.
V kaºdém p°ípad¥ je ale stále v po°ádku ta £ást d·kazu z p°ed-
chozího odstavce, která ov¥°ila, ºe v p°ípad¥ zastavení algoritmu
je dosaºen maximální moºný tok.

V p°ípad¥ celo£íselných ohodnocení lze dobu chodu algo-
ritmu odhadnout výrazem O(f |E|), kde f je maximální tok v síti
a |E| je po£et hran (uv¥domme si, ºe v nejhor²ím budeme v kaº-
dém kroku zv¥t²ovat dosaºený tok o jedni£ku).

V d·kazu správnosti algoritmu jsme explicitn¥ nevyuºili zvo-
lený zp·sob prohledávání grafu p°i hledání nenasycené cesty. Jinou
variantou k Fordov¥�Fulkersonov¥ algoritmu je tedy volba prohle-
dávání do ²í°ky. Tuto variantu vyuºívá tzv. Edmonds·v�Karp·v al-
goritmus, který má zaru£ené zastavení v £ase O(|V ||E|2).7Moder-
ními, výrazn¥ efektivn¥j²ími algoritmy, jsou pak Dini£·v algorit-
mus, který zjednodu²uje hledání nenasycené cesty konstrukcí tzv.
úrov¬ového grafu, kdy zlep²ující hrany uvaºujeme pouze tehdy, po-
kud vedou mezi vrcholy r·zných vzdáleností od zdroje. Sloºitost
tohoto algoritmu je O(|V |2|E|), coº je u hustých graf· významné
vylep²ení oproti sloºitosti algoritmu Edmondse-Karpa.

12.36. Dal²í úlohy na toky v sítích. Hezkým vyuºitím tok· v sí-
tích je °e²ení úlohy bipartitního párování. Úlohou je v bipartitním
grafu najít maximální párování, tedy maximální podmnoºinu hran
takovou, aby ºádné dv¥ hrany nesdílely vrchol.

Jde o abstraktní variantu docela obvyklé úlohy � t°eba spáro-
vání kluk· a holek k tanci v tane£ních, kdybychom m¥li p°edem
známé moºnosti, ze kterých vybíráme.

Tento problém snadno p°evedeme na hledání maximálního
toku. P°idáme si um¥le navíc ke grafu zdroj, který propojíme hra-
nami jdoucími do v²ech vrchol· v jedné skupin¥ v bipartitním
grafu, zatímco ze v²ech vrchol· ve druhé skupin¥ vedeme hranu do
p°idaného stoku. V²echny hrany opat°íme maximální kapacitou 1
a hledáme maximální tok. Za páry pak bereme hrany s nenulovým
tokem.

Jiným významným vyuºitím tok· je d·kaz tzv. Mengerovy
v¥ty (uvedli jsme ji jako tvrzení v 12.12). M·ºeme se na
n¥ dívat takto: V orientovaném grafu ohodnotíme v²echny
hrany emaximální kapacitou 1 a totéº pro v²echny vrcholy.
Dále si zvolíme libovolnou dvojici vrchol· v aw, které po-

vaºujeme za zdroj a stok. Jestliºe nás pak zajímá tok tímto gra-
fem, dostaneme práv¥ po£et zcela r·zných cest z v do w (hrany
i vrcholy jsou r·zné krom¥ za£átku a konce). Kaºdý °ez p°itom
odd¥luje v aw do r·zných souvislých komponent zbylého grafu. Ze
skute£nosti, ºe kapacita minimálního °ezu je rovna hodnot¥ toku
v síti, nyní vyplývá poºadované tvrzení.

12.37. Stromy her. Obrátíme te¤ na²i pozornost k velice
roz²í°eným uºitím stromových struktur p°i
analýzách moºných strategií nebo postup·.
Zcela jist¥ se s nimi setkáme v teorii um¥lé
inteligence a v £ásti teorie her. Své místo ale

mají také v ekonomii a mnoha dal²ích oblastech lidských £inností.

7Edmonds, Jack; Karp, Richard M. (1972). "Theoretical improvements in al-
gorithmic e�ciency for network �ow problems". Journal of the ACM (Association
for Computing Machinery) 19 (2): 248�264. doi:10.1145/321694.321699.
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realizován konvexní mnohoúhelník, jehoº v²echny vrcholy budou

bílé a v²echny vrcholy vn¥ n¥j £erné, je rovna jedné. Spo£ítejme

v²ak tuto pravd¥podobnost i jiným zp·sobem. Jev, ºe n¥jaký mno-

hoúhelník bude mít poºadovanou vlastnost, je totiº sjednocením k

disjunktních jev·, kde k je po£et konvexních mnohoúhelník·, totiº

ºe daný konkrétní mnohoúhelník bude mít uvaºovanou vlastnost

(rozmyslete si, ºe zkoumanou vlastnost nemohou mít dva r·zné

konvexní mnohoúhelníky). Pro kaºdý konkrétní mnohoúhelník P

je pravd¥podobnost toho, ºe jeho vrcholy budou obarveny na bílo a

v²echny body leºící vn¥ n¥j rovna xa(P ) (1− x)b(P ), kde a(P ) je po£et
vrchol· P a b(P ) je po£et bod· leºících vn¥ n¥j. Pravd¥podobnost

sjednocení disjunktních jev· je pak rovna sou£tu pravd¥podobností

jednotlivých jev·, tedy∑
P

xa(P ) (1− x)b(P ) = 1.

Tím je rovnost dokázána pro £ísla z intervalu [0, 1]. Toto v²akm·ºeme

interpretovat tak, ºe libovolné £íslo z intervalu [0, 1] je ko°enem poly-

nomu
∑

P x
a(P ) (1− x)b(P ) − 1. Jak ale víme, nenulový polynom nad

(nekone£ným) t¥lesem reálných £ísel m·ºe mít pouze kone£n¥ mnoho

ko°en· (viz 11.19). Polynom
∑

P x
a(P ) (1− x)b(P ) − 1 je tedy nulový

polynom a rovnost
∑

P x
a(P ) (1−x)b(P ) = 1 platí pro libovolné reálné

£íslo x. □
Poznámka. Daná rovnost platí, i pokud £ísla a(P ) a b(P ) de�nujeme

jinak: de�nice a(P ) z·stává, b(P ) v²ak bude zna£it po£et bod· z S,

které nejsou vrcholyP . Bylo by tedy a(P )+b(P ) = |S|. Daná rovnost
by potom byla d·sledkem binomické v¥ty pro dvoj£len (x+(1−x))|S|.

12.58. Sout¥º n hrá£· nazýváme (n, k) turnajem, jestliºe se hraje v k

kolech a navíc spl¬uje následující podmínky:

i) kaºdý hrá£ hraje v kaºdém kole a libovolní dva hrá£i se st°et-

nou nejvý²e jednou,

ii) jestliºe se hrá£ A utká s hrá£em B v i-tém kole, hrá£ C se

v i-tém kole utká s hrá£em D a hrá£ A se utká s hrá£em C

v j -tém kole, pak se hrá£ B v j -tém kole utká s hrá£em D.

Ur£ete v²echny dvojice (n, k), pro které existuje (n, k) turnaj.

�e²ení. Vyhovují v²echny dvojice (n, k), kde 2⌈log2(k+1)⌉ d¥lí £íslo n.
Nejprve ukaºme, ºe v²echny takové dvojice vyhovují: sestrojíme turnaj

(2t , k), kde k ≤ 2t −1 (obecný p°ípad 2t | n z tohoto následn¥ snadno
odvodíme). Tohoto turnaje se tedy ú£astní 2t hrá£·. Kaºdému hrá£i

p°i°a¤me (jedine£nou) posloupnost délky t sloºenou z nul a jedni£ek

(t¥chto posloupností je 2t , toto p°i°azení je tedy moºné). V i-tém kole

necháme hrát hrá£e α s hrá£em α ⊕ ω(i), kde ω(i) je binární rozvoj
£ísla i, p°ípadn¥ dopln¥ný do délky t nulami na za£átku (uvedená dv¥
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Budeme v této souvislosti hovo°it o hrách. V matematickém
smyslu se teorie her zabývá modely, ve kterých jeden nebo více
partner· £iní kroky podle p°edem známých pravidel a v¥t²inou
také ve p°edem známém po°adí. V¥t²inou se moºné kroky nebo
úkony ohodnocují n¥jakými výnosy nebo ztrátami pro daného part-
nera. Smyslem je pak nalezení strategie hrá£e, tj. algoritmického
postupu, podle kterého m·ºe hrá£ maximalizovat výnos, p°ípadn¥
minimalizovat ztrátu.

Budeme se zabývat tzv. extenzivním popisem her. To je takový
popis, kdy máme k dispozici úplnou a kone£nou analýzu v²ech
moºných stav· hry a výsledná analýza zadává skute£n¥ p°esnou
rozvahu o výnosech £i ztrátách za p°edpokladu nejlep²ího moº-
ného chování zú£astn¥ných partner·. Strom hry je ko°enový strom,
který má za vrcholy v²echnymoºné stavy hry, a tyto vrcholy budou
ozna£eny podle toho, který z hrá£· je zrovna na tahu. Hrany budou
v²echny moºné tahy daného hrá£e v daném stavu. Takový úplný
popis pomocí stromu m·ºeme konstruovat pro b¥ºné hry jako jsou
pi²kvorky, ²achy, apod.

Jako jednoduchý p°íklad uve¤me jednoduchou variantu hry
Nim.8

Na stole leºí na jedné hromádce k sirek, kde k > 1 je p°irozené
£íslo, a hrá£i postupn¥ odebírají kaºdý jednu nebo dv¥ sirky. V nor-
mální variant¥ hry vyhraje ten, kdo jako poslední má co vzít. Ve
variant¥ hry �na ºebráka� naopak prohrává ten, kdo vzal v²echny
zbývající sirky. Strom takové hry, v£etn¥ v²ech pot°ebných infor-
mací m·ºeme sestrojit následovn¥:

• Stavu s ℓ sirkami na stole a s prvním hrá£em na tahu odpovídá
podstrom s ko°enem ozna£enýmFℓ, stavu s týmº po£tem sirek
a druhým hrá£em na tahu odpovídá podstrom s ko°enem Sℓ.
• VrcholFℓmá levého syna Sℓ−1 a pravého syna Sℓ−2, u vrcholu
Sℓ jsou to obdobn¥ synové Fℓ−1 a Fℓ−2.
• Listy jsou vºdy bu¤F0 nebo S0 (p°i normálním reºimu hry; p°i
h°e na ºebráka by to byly stavy F1 a S1, ve kterých p°íslu²ný
hrá£ prohrál).

Kaºdý pr·b¥h hrou za£ínající v ko°enuFk odpovídá práv¥ jednomu
listu výsledného stromu. Je tedy vid¥t, ºe celkový po£et p(k)moº-
ných her pro Fk je roven

p(k) = p(k − 1)+ p(k − 2)

pro k ≥ 3 a snadno vidíme, ºe p(1) = 1 a p(2) = 2. Takovou dife-
ren£ní rovnici jsme uº °e²ili. Jejím °e²ením jsou tzv. Fibonacciova
£ísla a umíme pro n¥ najít explicitní formuli, viz odstavec o vy-
tvo°ujících funkcích nebo £ást o diferen£ních rovnicích ve £tvrté
kapitole. Známe proto i formuli pro po£et moºných pr·b¥h· her.
Po£et moºných stav· hry je p°itom roven po£tu v²ech vrchol· ve
stromu. Hra p°itom vºdy skon£í výhrou bu¤ prvního nebo druhého
hrá£e. U podobných her m·ºe krom¥ toho hra kon£it také remízou.

12.38. Analýza hry. P°ipravená stromová struktura nám te¤
snadno umoºní analyzovat hru tak, abychom mohli
sestavit skute£n¥ algoritmickou strategii pro kaºdého
hrá£e. Je k tomu jednoduchý rekurzivní postup pro
ohodnocení ko°ene podstromu. Budeme ozna£ovat

jako W vrcholy, ve kterých (p°i optimální strategii obou) vít¥zí
první hrá£, a L v p°ípad¥ opa£ném, p°ípadn¥ je²t¥ m·ºeme zna£it
jako T vrcholy stromu odpovídající remíze (z anglického �win�

8Název zavedl patrn¥ Charles Bouton ve své analýze t¥chto her z roku 1901.
Prý pochází z n¥meckého �Nimm!�, coº £esky znamená �Ber!�.
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binární £ísla α a ω(i) s£ítáme pomocí operace ⊕, coº je tzv. binární
XOR, neboli s£ítání £íslic modulo 2).Tento rozvrh zápas· je korektní,

nebo´ potom kaºdý hrá£ hraje v kaºdém kole, r·zní hrá£i mají r·zné

oponenty (pro α ̸= β je α+ω(i) ̸= β+ω(i)) a oponent hrá£e α hraje

skute£n¥ podle tohoto rozpisu s hrá£em α (nebo´ (α+ω(i))+ω(i) =
α). Navíc je také spln¥na podmínka ze zadání: pokud v i-tém kole hraje

hrá£ α s hrá£em β a hrá£ γ s hrá£em δ, tedy pokud β = α + ω(i)
a δ = γ + ω(i), tak je-li v j -tém kole soupe°em hrá£e α hrá£ γ ,

tedy γ = α + ω(j), pak také β + ω(j) = (α + ω(i)) + ω(j) =
(α + ω(j)) + ω(i) = γ + ω(i) = δ, tedy hrá£i β a δ se st°etnou

v j -tém kole. Libovolný (2t · s, k), kde s je liché, pak dostaneme jako

s paraleln¥ hraných (2t , k) turnaj·.
Nyní ukáºeme, ºe podmínka 2⌈log2(k+1)⌉ | n je i nutná. Uvaºme

graf Gi , jehoº vrcholy jednozna£n¥ odpovídají hrá£·m v turnaji a

hrany odehraným zápas·m do i-tého kola v£etn¥. Nejprve uvaºme

hrá£e A a B, kte°í spolu hrají v (i + 1). kole. Ukáºeme, ºe pak

|0| = |1|, kde 0 je komponenta hrá£e A v grafu Gi a 1 kompo-

nenta hrá£e B v Gi a to tak, ºe dokáºeme, ºe libovolný hrá£ z 0 se

utká s n¥kterým hrá£em z1 v (i+1). kole. Nech´ tedyC ∈ 0, tj. vGi

existuje cesta A = X1, X2, . . . , Xm = C taková, ºe Xj hrál s Xj+1 ,

j = 1, . . . , m − 1, v n¥kterém z prvních i kol. Uvaºme posloupnost

Y1, Y2, . . . Ym, kde Yk je soupe° Xk v (i+1). kole, k = 1, . . . , m (tedy

Y1 = B). Potom pro libovolné 1 ≤ m− 1 se v (i + 1). kole utkal hrá£
Xj s hrá£em Yj , hrá£ Xj+1 s hrá£em Yj+1 (podle de�nice posloup-

nosti Y1, . . . , Yi) a v jistém r-tém kole (1 ≤ r ≤ i) se utkali hrá£iXj a
Xj+1 (podle de�nice posloupnostiX1, . . . , Xi) Podle druhé podmínky

ze zadání to v²ak znamená, ºe hrá£ Yj se utkal s hrá£em Yj+1 rovn¥º

v r-tém kole, tedy YjYj+1 je hrana vGi pro libovolné 1 ≤ j ≤ m− 1,
tudíº Y1, Y2, . . . Ym je cestou v Gi , takºe B = Y1 a Ym leºí ve stejné

komponent¥, tedy v 1. Ze symetrie p°edcházející úvahy vyplývá, ºe

také libovolný hrá£ z 1 hrál v (i + 1). kole s n¥jakým hrá£em z 0, a

protoºe kaºdý hrá£ hrál v daném kole práv¥ jednou, je |0| = |1|. Z de-

�nice komponent je komponenta hrá£e A v grafu Gi+1 rovna 0 ∪ 1.
Potom op¥t z de�nice komponent bu¤ 0 = 1 (v tom p°ípad¥ bude

komponenta hrá£eA v grafuGi+1 rovna 0), nebo 0∩1 = ∅ (v tomto

p°ípad¥ bude komponenta hrá£eA v grafuGi+1 rovna 0∪1). Celkem
z·stane velikost komponenty hrá£e A stejná, nebo se zv¥t²í na dvojná-

sobek. Uvaºme nyní posloupnost komponent 01, 02, . . . , 0k hrá£e A

v grafech G1,G2, . . . Gk. Máme |01| = 2 (v prvním kole m¥l hrá£ A

jednoho protivníka) a pro 1 ≤ i ≤ k − 1 máme z p°edchozího, ºe

bu¤ |0i | = |0i+1|, nebo 2|0i | = |0i+1|. Je tedy po£et vrchol· (hrá£·)
v kaºdé z uvedených komponent mocninou £ísla 2, tedy |0k| = 2l , pro
n¥jaké l a 0k ≥ k + 1 (hrá£ A hrál v k kolech s r·znými hrá£i), tedy
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a �lose� z pohledu prvého hrá£e, znak T odpovídá anglickému
�tie�). Postup je tento:

(1) Listy ozna£íme bu¤W neboL, p°ípadn¥ T , podle pravidel hry
(u normálního pr·b¥hu na²í varianty Nim to tedy budeW pro
S0 a L pro F0).

(2) Vrchol Fℓ ozna£íme W , jestliºe existuje syn, který je W .
Pokud takový syn neexistuje, ale mezi syny existuje vrchol
s ozna£ením T , bude i ozna£ovaný vrchol T . Ve zbývajícím
p°ípad¥, kdy jsou v²ichni synové L, bude i tento vrchol L.

(3) Vrchol Sℓ ozna£íme L, jestliºe existuje syn ozna£ený L. Po-
kud takový syn neexistuje, ale mezi syny existuje vrchol
s ozna£ením T , bude i ozna£ovaný vrchol T . Ve zbývajícím
p°ípad¥, kdy jsou v²ichni synovéW , bude i tento vrcholW .

Voláním této procedury na ko°en stromu obdrºíme ohodno-
cení v²ech vrchol· a tím také i strategii pro kaºdého z hrá£·:

• První hrá£ se snaºí v kaºdém svém kroku p°esunout do vr-
cholu ozna£enémW , pokud to ale nejde, hledá alespo¬ T .
• Druhý hrá£ se snaºí v kaºdém svém kroku dostat hru do vr-
cholu ozna£eného L, pokud to nejde, hledá alespo¬ T .

Hloubka rekurze je dána hloubkou stromu. Nap°. u na²eho Nim
s k sirkami je to práv¥ k.

Získaná analýza je²t¥ není p°íli² uºite£ná. Pro její uºití v uve-
dené form¥ totiº pot°ebujeme mít k dispozici celý strom hry a to
je obecn¥ skute£n¥ velice mnoho dat (u minipi²kvorek na h°i²ti
3× 3 má p°íslu²ný strom jednotlivé desítky tisíc vrchol·). Zpravi-
dla se v takovéto podob¥ pouºívá analýza pomocí stromové struk-
tury tehdy, kdyº zkoumáme pouze malý úsek celého stromu po-
mocí vhodných heuristickýchmetod a tento kousek si naopak dyna-
micky utvá°íme b¥hem hry. To je fascinující oblast moderní teorie
um¥lé inteligence, my se jí zde ale nebudeme v¥novat.

Pro na²e pot°eby úplné formální analýzy ale umíme najít kom-
paktn¥j²í vyjád°ení stromové struktury grafu. Pokud si na-
kreslíme ná² strom pro hru Nim, okamºit¥ vidíme, ºe
se nám mnohokráte opakují po°ád ty stejné situace hry
v r·zných listech, a to podle toho, jaká byla historie hry.

Ve skute£nosti jsou ale strategie ur£eny pouze po£tem zbývajících
sirek a tím, kdo je na tahu. M·ºeme proto stejnou hru popsat po-
mocí grafu, který bude mít za vrcholy po£ty zbývajících sirek a
celá strategie bude zadána ur£ením, jestli v dané situaci vyhrává
ten, kdo je na tahu nebo naopak ten, kdo táhl p°edtím. K popisu
moºných tah· budeme pouºívat orientované hrany.

5N

F0

L L

F3
L

S2 S1

F1 F0
W L L

S0
W

0P

1N

3P

7N
6P

4N

2N

P°íklad pro na²i hru Nim je na obrázku. Nalevo je úplný strom
pro hru se t°emi sirkami, napravo je orientovaný graf zobrazující
hru se sedmi sirkami. Úplný strom pro hru se sedmi sirkami by m¥l
jiº 21 list· a po£et list· roste exponenciáln¥ s po£tem sirek.
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2l ≥ k + 1, neboli 2l je alespo¬ 2⌈log2(k+1)⌉, takºe po£et hrá£· v kaºdé
komponent¥ je d¥litelný 2⌈log2(k+1)⌉, tudíº je tímto £íslem d¥litelné i

£íslo n. □

H. Kombinatorické hry

12.59. Uvaºme hru dvou hrá£·. Na stole jsou £ty°i hromádky sirek,

o 9, 10, 11 a 14 sirkách. V tahu je nutné provést následující akcí:

z jedné libovoln¥ zvolené hromádky odebrat libovolný nenulový po£et

sirek. Hrá£i se st°ídají na tazích a kdo nem·ºe táhnout prohrál. Existuje

výherní strategie za n¥kterého z hrá£·? (prvního £i druhého)

�e²ení. Uv¥domme si, ºe se jedná o sou£et £ty° her: kaºdá z nich od-

povídá h°e s jednou hromádkou, ze které m·ºeme odebírat libovolný

po£et sirek (operace sou£tu her je asociativní, takºe m·ºeme mluvit

o sou£tu libovolného po£tu her � aniº bychom ur£ili po°adí s£ítání).

Zcela jednodu²e zjistíme, ºe hodnota Spragueovy-Grundyovy funkce

(dále jen SG-hodnota) po£áte£ní pozice t¥chto her je rovna po£tu si-

rek v hromádce (Indukcí: nech´ mám na hromádce n sirek a SG hod-

nota hry s k sirkami pro k < n je k. Z po£áte£ní pozice se lze vhod-

ným tahem dostat do libovolné jiné pozice, podle induk£ního p°ed-

pokladu jsou SG hodnoty ostatních stav· ve h°e rovny po£tu sirek,

tedy SG-hodnoty ostatních stav· prochází podle induk£ního p°edpo-

kladu v²echna £ísla od nuly do n − 1 a z de�nice SG funkce je tak

SG-hodnota po£áte£ní pozice práv¥ n. Podle v¥ty z odstavce 12.39 je

hodnota po£áte£ní pozice v na²í h°e rovna sou£tu po£áte£ních pozic

v jednotlivých s£ítaných hrách, tedy

9⊕ 10⊕ 11⊕ 14 = 6,

protoºe je hodnota nenulová, existuje výherní strategie za prvního

hrá£e: táhne vºdy do stavu s hodnotou nula � podle de�nice SG

taková pozice vºdy existuje. Nap°íklad první tah by byl z hromádky

o £trnácti sirkách vzít ²est sirek (vybíráme z hromádky, která má SG

hodnotu takovou, ºe na prvním míst¥ zleva v jejím binárním zápisu,

kde se vyskytuje jedni£ka v SG hodnot¥ aktuální pozice, má rovn¥º

jedni£ku � zm¥níme tuto jedni£ku na nulu a ostatní pozice upravíme

do sudé parity). □

12.60. Uvaºme následující hru dvou hrá£·: na stole je jedna hro-

mádka sirek. V tahu hrá£ bu¤ odebere libovolný po£et sirek z jedné

libovoln¥ vybrané hromádky, nebo n¥jakou hromádku rozd¥lí na dv¥

neprázdné hromádky. Hrá£i se st°ídají na tazích a kdo nem·ºe táhnout,

prohrál. Ur£ete SG-hodnotu po£áte£ní pozice této hry za£ínající s hro-

mádkou o n sirkách.
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Orientovaný acyklický graf na pravé stran¥ obrázku má pro
kaºdý po£et sirek práv¥ jeden vrchol a ten zárove¬ nese ozna£ení,
zda p°i jeho pr·chodu celkov¥ vyhraje ten, kdo je zrovna na °ad¥
(písmeno N od �next�), nebo ten druhý (písmeno P od slova
�previous�). Celkov¥ je v n¥m vºdy jen k+1 vrchol· pro hru s k sir-
kami. Zárove¬ v sob¥ graf uschovává kompletní strategii: pokud
z vrcholu, ve kterém se hrá£ nachází, vychází hrana kon£ící ve vr-
cholu s ozna£ením P , hrá£ pouºije tento tah.

Naopak kaºdý acyklický orientovaný graf m·ºeme povaºovat
za popis hry. Výchozími situacemi jsou v ní ty vrcholy, do kterých
nevedou ºádné hrany (jeden nebo více), hra kon£í v listech (op¥t
jeden nebo více). Strategii hry obdrºíme op¥t jednoduchou rekur-
zivn¥ volanou procedurou (pro zjednodu²ení nyní uvádíme pouze
p°ípady her bez remíz):

• Listy ozna£íme písmenem P (skute£n¥ prohrává ten, kdo je
na tahu a nachází se v listu).
• Vrchol grafu ozna£íme jako N , pokud z n¥j vede hrana do
vrcholu ozna£eného jako P . V opa£ném p°ípad¥ ozna£íme vr-
chol jako P .

V na²em speciálním p°ípad¥ hry Nim je tedy situace obzvlá²t¥
jednoduchá. Z uvedené strategie vyplývá, ºe hrá£, který je na tahu,
prohrává, pokud je po£et sirek d¥litelný t°emi, a vyhrává ve zbylých
dvou p°ípadech zbytk· 1 a 2.

Hry, které umíme reprezentovat vý²e uvedeným zp·sobem po-
mocí acyklického orientovaného grafu, nazýváme nestranné. Jde
práv¥ o takové hry, ve kterých

• v kaºdé herní situaci mají oba hrá£i stejné moºnosti tah·;
• hra má kone£ný celkový po£et herních situací;
• hra má tzv. nulový sou£et, tj. lze její výsledek formulovat po-
mocí výhry jednoho (a tím prohry druhého) hrá£e, resp. re-
mízy.

P°íkladem nestranné hry jsou nap°. pi²kvorky na p°edem známém
rozm¥ru pouºité £tvere£kové sít¥. Zde sice hrá£i pouºívají r·zné
symboly, podstatné ale je, ºe je mohou umístit do kteréhokoliv do-
sud neobsazeného pole. Naopak ²achy nestrannou hrou v tomto
smyslu nejsou, protoºe moºné tahy jednotlivých hrá£· jsou v kaº-
dé situaci siln¥ závislé od mnoºství �gurek, které je²t¥ mají k dis-
pozici.

12.39. Sou£et kombinatorických her. Klasická hraNim se hrává
pon¥kud sloºit¥ji. Hrá£i mají p°ed sebou t°i hro-
mádky sirek (nebo jiných objekt·), kaºdou o daném
po£tu k. Ten, kdo je na °ad¥, m·ºe brát libovolný
po£et sirek, ale pouze z jedné hromádky. P°i nor-

mální h°e vyhrává ten, kdo bere naposled (p°i h°e na ºebráka ta-
kový hrá£ naopak prohrává). Pokud bychom takto hráli s jednou
hromádkou, je to jednoduché. První hrá£ shrábne v²e a druhý pro-
hrál. Se t°emi to ov²em tak snadno nep·jde. Zárove¬ nejspí² bu-
deme zv¥daví, zda bude znalost analýzy moºností pro jednu hro-
mádku n¥jak uºite£ná pro kombinovanou sloºit¥j²í hru.

Zavedeme si k tomu ú£elu nový koncept, tzv. sou£et nestran-
ných her. V¥cn¥ to bude tak, ºe situace ve h°e kombinované ze
dvou sou£asných her budou uspo°ádané dvojice jednotlivých moº-
ných situací. Tahem pak rozumíme vyuºití moºného tahu v jedné
z her (a druhá z·stane nezm¥n¥na). P·jde tedy o operaci, která
dv¥ma na²im acyklickým graf·m p°i°adí nový acyklický graf. Pro
dva acyklické grafy G1 = (V1, E1) a G2 = (V2, E2) je jejich
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�e²ení. Indukcí dokáºeme pro kladná celá k následující p°edpis:

g(4k + 1) = g(4k + 1)

g(4k + 2) = g(4k + 2)

g(4k + 3) = g(4k + 4)

g(4k + 4) = g(4k + 3)

Zjevn¥ g(0) = 0 (na obrázku jsme odvodili hodnotu SG funkce pro

pozice s jednou hromádkou o jedné, dvou a t°ech sirkách; je z°ejmé,

ºe obecn¥ bychom tuto hodnotu t¥ºko odvozovali).

Dále budeme postupovat tak, ºe nejprve budeme p°edpokládat, ºe

uvedený p°edpis platí pro v²echna £ísla men²í neº 4k + 1, dokáºeme,

ºe platí i pro 4k+1. SG-hodnota dané pozice ve h°e je dána podle de�-
nice jako nejmen²í p°irozené £íslo takové, ºe neexistuje tah do pozice

s touto SG-hodnotou. Navíc je Spragueova-Grundyho funkce touto

vlastností a tím, ºe koncové pozice mají hodnotu nula, ur£ena jedno-

zna£n¥. Sta£í tedy dokázat, ºe pro kaºdé £íslo l < 4k + 1 vede z dané

pozice tah do pozice s SG-hodnotou l a ºe neexistuje tah do pozice

s SG-hodnotou 4k + 1. Je z°ejmé, ºe vedou tahy do pozic s hodno-

tami niº²ími neº 4k + 1. V²echny tyto hodnoty (i kdyº ne popo°ad¥)

mají totiº pozice s jednou hromádkou s men²ím po£tem sirek a do

t¥chto pozic vede tah. Nyní ukáºeme, ºe nelze ud¥lat tah do pozice

s SG-hodnotou 4k + 1: tahy vedoucí mimo pozice s jednou hromád-

kou (tam SG-hodnotu 4k+1 nenajdeme) jsou tahy do pozic se dv¥ma

neprázdnými hromádkami, jejichº sou£et sirek je 4k+1. Podíváme se

na zbytky moºných po£t· sirek v jednotlivých hromádkách po d¥lení

£ty°mi. Jsou dv¥ moºnosti: v jedné hromádce je po£et sirek d¥litelný

£ty°mi, v druhé dává zbytek jedna, nebo v jedné hromádce dává zby-

tek dva, ve druhé t°i. V prvním p°ípad¥ je SG hodnota jednotlivých
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sou£tem G1 + G2 graf G = (V ,E), kde V = V1 × V2 a E =
{(v1v2, w1v2); (v1, w1) ∈ E1} ∪ {(v1v2, v1w2); (v2, w2) ∈ E2}.

V p°ípad¥ jedné hry jsme si vysta£ili s postupným ozna£ová-
ním vrchol· grafu od list· písmeny N a P podle
toho, jestli je nebo není (pomocí orientovaných
hran) �vid¥t� n¥jaké P . V sou£tu her se ov²em po-
hybujeme po jednotlivých hranách sloºit¥ji, budeme

proto pot°ebovat jemn¥j²í nástroj, jak si vyjad°ovat dosaºitelnost
vrchol· zna£ených jako P z dal²ích vrchol·.

Dob°e k tomu poslouºí tzv. Spragueova�Grundyova funkce g :
V → N, kterou de�nujeme na acyklickém orientovaném grafu
G = (V ,E) rekurzivn¥ takto:9
(1) v²echny listy v ozna£íme g(v) = 0;
(2) pro vrchol v ∈ V de�nujeme

g(v) = min{a ∈ N; neexistuje hrana (v,w) s g(w) = a}.
P°i de�nici jsme pouºili funkci, které se °íkává minimální vy-

lou£ená hodnota. De�nujeme ji pro podmnoºiny S p°irozených
£ísel N = {0, 1, . . . } vztahem

mex S = minN \ S.
Na²e funkce g(v) je práv¥ mex S pro mnoºinu S v²ech hodnot
g(w), které jsou podél hran vid¥t z vrcholu v.

Poznamenejme, ºe uvedená de�nice je korektní, nebo´ vý²e
de�novaný p°edpis z°ejm¥ de�nuje jednozna£n¥ funkci p°i°azující
kaºdé pozici kombinatorické p°irozené £íslo.

Na p°irozených £íslech budeme pot°ebovat je²t¥ jednu operaci.
Je to binární operace

(a, b) 7→ a ⊕ b,
kterou dostaneme tak, ºe vyjád°íme £ísla a a b ve dvojkové sou-
stav¥ a vzniklé vektory a a b ve vektorovém prostoru (Z2)

k nad Z2
se£teme (k je dostate£n¥ velké). Výsledkem je vyjád°ení pro a⊕ b
a to op¥t ve dvojkové soustav¥. S£ítání vektor· ve (Z2)

k je známá
operace XOR na jednotlivých bitech.

Nyní jiº m·ºeme zformulovat hlavní výsledek, tzv.
Spragueovu�Grundyovu v¥tu:

12.40. V¥ta. V orientovaném acyklickém grafu G = (V ,E) je vr-
chol v ∈ V pozicíP , práv¥ kdyº je hodnota Spragueovy�Grundyho
funkce g(v) = 0.

Uvaºme orientované acyklické grafy G1 = (V1, E1), G2 =
(V2, E2) a jejich Spragueovy�Grundyovy funkce g1, g2. Potom je-
jich sou£et G = (V ,E) = G1 + G2 má Spragueovu�Grundyovu
funkci g dánu vztahem

g(v1v2) = g1(v1)⊕ g2(v2).

D·kaz. První tvrzení v¥ty je z°ejmé p°ímo z de�nice
Spragueovy-Grundyovy funkce g.

D·kaz druhé £ásti je sloºit¥j²í. Nech´ (v1v2) je
pozice hry G1 + G2 a uvaºme libovolné a ∈ N0,
které spl¬uje a < g1(v1) ⊕ g2(v2). Ukáºeme, ºe

existuje stav x1x2 hry G1 + G2 takový, ºe g(x1) ⊕ g(x2) = a

a (v1v2, x1x2) ∈ E a ºe zárove¬ pro ºádnou hranu (v1v2, y1y2) ∈
E neplatí

g1(y1)⊕ g2(y2) = g1(v1)⊕ g2(v2).

9Nazna£ujeme nyní teorii, kterou rozvinuli v tzv. kombinatorické teorii her
nezávisle na sob¥ R. P. Sprague v roce 1935 a P. M. Grundy v roce 1939.
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hromádek dle induk£ního p°edpokladu 4a− 1 a 4b (po£ty sirek v hro-
mádkách jsou nenulové a men²í neº 4k+1, takºe induk£ní p°edpoklad
m·ºeme pouºít) a pokud si uv¥domíme ºe hra se dv¥ma hromádkami

je sou£tem her s jednou hromádkou, pak víme, ºe SG hodnota pozice

se dv¥ma hromádkami je rovna nim-sou£tu SG hodnot jednotlivých

hromádek v této h°e. V prvním p°ípad¥ dostaneme nim-sou£tem £ísel

dávajících zbytek t°i a nula £íslo dávající zbytek t°i po d¥lení £ty°mi

(uvaºte poslední dva bity £ísel), obdobn¥ pro hromádky o 4a + 2 a

4b + 3 sirkách je nim-sou£et jejich SG hodnot (4a + 2 a 4b + 4)
dokonce sudý. V ºádném p°ípad¥ není tvaru 4k + 1. Tím je dokázán

induk£ní krok pro p°irozená £ísla tvaru 4k + 1.
Pro p°irozená £ísla tvaru 4k + 2 je d·kaz induk£ního kroku na-

prosto analogický. Pro £ísla tvaru 4k + 3 je tro²i£ku zajímav¥j²í:

SG-hodnoty pozic s jednou hromádkou, do kterých vede tah, tedy t¥ch

s men²ím po£tem sirek, vy£erpávají podle induk£ního p°edpokladu

pouze £ísla do 4k + 2. SG-hodnotu 4k + 3 má v²ak pozice se dv¥ma

hromádkami, jedna s jednou sirkou, druhá s 4k + 2 sirkami. Podle

induk£ního p°edpokladu jsou SG hodnoty hromádky s jednou sirkou

jedna a hromádky s 4k+ 2 sirkami rovny jedné a 4k+ 2 a nim-sou£et

t¥chto £ísel je 4k+ 3. Do pozice s SG-hodnotou 4k+ 4 pak ºádný tah

nevede: v úvahu p°ipadají pouze pozice se dv¥ma hromádkami o cel-

kovém po£tu 4k + 3 sirek. Moºné zbytky po d¥lení £ty°mi po£t· si-

rek v jednotlivých hromádkách jsou bu¤ 0 a 3, nebo 1 a 2. Podle in-
duk£ního p°edpokladu jsou pak zbytky SG hodnot bu¤ 3 a 0, nebo 1
a 2, takºe SG-hodnota pozice o dvou hromádkách bude dávat vºdy

zbytek 3 po d¥lení £ty°mi, tedy nebude tvaru 4k+ 4. Induk£ní krok je
tedy dokázán i pro p°irozená £ísla tvaru 4k+3. Analogicky se dokáºe
i pro £ísla tvaru 4k + 4. □

I. Vytvo°ující funkce

12.61. Kolika zp·soby je moºné koupit 12 balí£k· kávy, mají-li

v prodejn¥ kávu p¥ti druh·?

Dále tuto úlohu °e²te s následujícími modi�kacemi:

i) od kaºdé kávy je t°eba koupit aspo¬ 2 balí£ky;

ii) od kaºdé kávy má být koupen sudý po£et balí£k·;

iii) jedné z káv (nap°. arabské) jsou k dispozici pouze 3 balí£ky.

�e²ení. Základní úloha je klasickým p°íkladem kombinatorické úlohy

na kombinace p¥ti druh· s opakováním � odpov¥dí je
(12+5−1

5−1

) = (16
4

)
.

Stejn¥ tak i modi�kace úlohy je moºné s trochou invence vy°e²it kom-

binatorickou úvahou � my zde ale ukáºeme, jak tyto úlohy (tak°ka bez

p°emý²lení) vy°e²it s pomocí vytvo°ujících funkcí.
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Tím ov¥°íme práv¥ rekurzivní de�nici Spragueovy�Grundyovy
funkce a v¥ta bude dokázána.

Nejprve budeme hledat vrchol x1x2 s danou hodnotou a <
g1(v1)⊕ g2(v2) Spragueovy�Grundyovy funkce.

Uvaºme £íslo b := a ⊕ g1(v1)⊕ g2(v2). Nech´ binární zápis
tohoto £ísla má k cifer. Potom na k-tém míst¥ (od konce) v binár-
ním rozvoji £ísla g1(v1) ⊕ g2(v2) musí být cifra 1. Skute£n¥ po-
kud mají a a g1(v1)⊕ g2(v2) r·zný po£et cifer, je tvrzení z°ejmé,
a pokud mají g1(v1) a a stejný po£et cifer, tak práv¥ jedno z £ísel
a a g1(v1) ⊕ g2(v2) musí mít na k-tém míst¥ od konce cifru 1.
Nem·ºe to být p°itom £íslo a, protoºe ve vy²²ích °ádech si ob¥
£ísla musejí být rovna a £íslo a je men²í.

Tedy práv¥ jedno z £ísel g1(v1) a g2(v2) má na k-tém míst¥
cifru 1. Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe to je g1(v1).
Uvaºme dále £íslo c := g1(v1) ⊕ b. Toto £íslo je v binárním zá-
pisu nejvý²e k − 1 ciferné, protoºe ob¥ s£ítaná £ísla mají v k-tém
°ádu cifru 1. Je tedy jist¥ men²í neº g1(v1). Potom ale dle de�-
nice hodnoty funkce g1(v1) existuje stav w1 hry G1 takový, ºe
(v1, w1) ∈ E1 a g1(w1) = c. Nyní v²ak (v1v2, w1v2) ∈ E a

g1(w1)⊕ g2(v2) = c ⊕ g2(v2) = g1(v1)⊕ b ⊕ g2(v2) =
= g1(v1)⊕ a ⊕ g1(v1)⊕ g2(v2)⊕ g2(v2) = a.

Tím jsme naplnili první £ást na²eho zám¥ru.
Dále uvaºme v G libovolnou hranu (v1v2, y1y2) ∈ E, kde

(v1, y1) ∈ E1, a proto v2 = y2, a p°edpokládejme g1(y1) ⊕
g2(y2) = g1(v1)⊕g2(v2). Pak ov²em g1(y1)⊕g2(v2) = g1(v1)⊕
g2(v2) (jde o operaci ve vektorovém prostoru, m·ºeme tedy krá-
tit). Pak ale také g1(y1) = g1(v1), coº je ve sporu s vlastnostmi
Spragueovy-Grundyovy funkce g1 hry G1. Dokázali jsme tedy
i druhou £ást a v¥ta je dokázána. □

Z v¥ty okamºit¥ dostáváme srozumitelný a prakticky uºite£ný
výsledek:

D·sledek. Vrchol v1v2 v sou£tu graf· je P�pozice, práv¥ kdyº
g1(v1) = g2(v2).

Poznámka. V tomto textu nem·ºeme jít do podrobností, obecn¥
lze ale dokázat, ºe kaºdý kone£ný acyklický orientovaný graf je
izomorfní s kone£ným sou£tem vhodn¥ zobecn¥ných her Nim.
Na²í analýzou jednoduché hry a konstrukcí funkce g jsme tedy
v podstat¥ (alespo¬ implicitn¥) zvládli analýzu v²ech nestranných
her.

3. Kombinatorické výpo£ty

12.41. Vytvo°ující funkce. Docela £asto jsou v kombinatoric-
kých úvahách uºite£né výsledky dosahované ve �spojitých meto-
dách�, tj. zejména klasické matematické analýze. Tomu m·ºeme
rozum¥t i naopak � v podstat¥ byly v²echny výsledky v analýze do-
saºeny vhodným p°eloºením problému na kombinatorickou úlohu
(za p°íklad m·ºe slouºit t°eba p°evedení problému integrace racio-
nálních funkcí lomených na rozklad t¥chto funkcí na tzv. parciální
zlomky). Není proto divu, ºe tyto jiº zvládnuté postupy m·ºeme
dob°e vyuºívat p°ímo.

V záv¥ru na²í procházky po aplikacích kombinatorických po-
stup· se proto podíváme alespo¬ na jednu oblast, kde se nám hodí
znalosti ze spojitých metod. Za£n¥me jednoduchým p°íkladem:
Máme v pen¥ºence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3 p¥tiko-
runové. Z automatu, který nevrací, chceme Colu za 22 K£. Kolika
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Hledaný po£et odpovídá koe�cientu u x12 v rozvoji funkce

(1+ x + x2 + . . . )5 =
= (1+ x + . . . )(1+ x + . . . ) · · · (1+ x + . . . )

do mocninné °ady. Po£et kávy prvního druhu udává to, který £len

z první závorky pouºijeme do sou£inu, druhého druhu pak £len z druhé

závorky, atd. (V²imn¥te si, ºe jsme p°itom nijak zvlá²´ nep°emý²leli

nad tím, ºe káv ºádného druhu nem·ºe být více neº 12 � ukazuje se,

ºe s nekone£nými °adami se zde pracuje obvykle snáz neº s kone£nými

polynomy.)

Protoºe
1

1− x = 1+ x + x2 + . . .

(viz 12.42), je na²í uvaºovanou funkcí funkce (1 − x)−5. Úkolem je

tedy rozvinout (1 − x)−5 do mocninné °ady � podle zobecn¥né bino-

mické v¥ty z 12.42 je koe�cientem u xk £íslo
(
k+5−1

5−1

)
, v na²em p°ípad¥

tedy
(16

4

)
. V²imn¥te si, ºe jsme s vyuºitím vytvo°ujících funkcí zod-

pov¥d¥li otázku nejen pro 12 káv, ale pro libovolný zadaný po£et.

Modi�kace °e²íme analogicky:

i) Vytvo°ující funkcí je

(x2 + x3 + . . . )5 =
(

x2

1− x
)5

= x10

(1− x)5 ,

proto je koe�cient u x12 roven
(2+5−1

5−1

)
.

ii) Sudému po£tu káv v²ech druh· odpovídá vytvo°ující funkce

(1+ x2 + x4 + . . . )5 = 1
(1− x2 )5

.

Koe�cient u x12 lze získat r·znými zp·soby, nejsnáze asi

pomocí substituce y = x2 a hledání koe�cientu u y6 (coº

vlastn¥ odpovídá tomu, ºe v obchod¥ slepí balí£ky po dvou

k sob¥), odkud dostaneme odpov¥¤
(6+5−1

5−1

)
.

iii) V tomto p°ípad¥ je vytvo°ující funkce rovna

(1+ x + x2 + x3 )(1+ x + x2 + . . . )4,

a hledaný výsledek je tedy roven(12+4−1
4−1

)+ (11+4−1
4−1

)+ (10+4−1
4−1

)+ (9+4−1
4−1

)
. □

12.62. Kolika zp·soby m·ºeme pomocí mincí (1, 2, 5, 10, 20 a 50

K£) zaplatit platbu 100 K£?

�e²ení. Hledáme p°irozená £ísla a1, a2, a5, a10, a20 a a50 taková, ºe ai

je násobkem i pro v²echna i ∈ {1, 2, 5, 10, 20, 50} a zárove¬ a1+a2+
a5 + a10 + a20 + a50 = 100. Je vid¥t, ºe poºadovaný po£et lze získat



KAPITOLA 12. KOMBINATORICKÉ METODY, GRAFY A ALGORITMY

zp·soby to umíme, aniº bychom ztratili p°eplatek?Hledáme zjevn¥
£ísla i, j a k taková, ºe i + j + k = 22 a zárove¬

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.
Uvaºme sou£in polynom· (t°eba nad reálnými £ísly)

(x0 + x1 + x2 + x3 + x4 )(x0 + x2 + x4 + x6 + x8 + x10 )·
· (x0 + x5 + x10 + x15 ).

M¥lo by být z°ejmé, ºe hledaný po£et °e²ení je práv¥ koe�cient
u x22 ve výsledném polynomu. Skute£n¥ tak dostáváme £ty°i moº-
nosti 3 · 5+ 3 · 2+ 1 · 1, 3 · 5+ 2 · 2+ 3 · 1, 2 · 5+ 5 · 2+ 2 · 1
a 2 · 5+ 4 · 2+ 4 · 1.

Tento prostinký p°íklad zasluhuje v¥t²í pozornost, neº by se
mohlo na první pohled zdát. Jednotlivé polynomy svými koe�ci-
enty vyjad°ovaly posloupnost hodnot, kterých jsme um¥li dosaho-
vat: Jestliºe budeme (pro jistotu, abychom nemuseli p°edem d¥lat
odhady velikostí) pracovat s nekone£nými posloupnostmi, pak
pomocí jednotlivých korun umíme dosáhnout hodnot 0, 1, 2, . . .
s £etnostmi

(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . )

(pokra£ují samé nuly), u dvoukorun a p¥tikorun to budou posloup-
nosti £etností

(1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, . . . ),
(1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, . . . ).

Ke kaºdé takové posloupnosti s kone£n¥ mnoha nenulovými £leny
m·ºeme p°i°adit polynom a shodou okolností °e²ení na²í úlohy
bylo moºné ode£íst ze sou£inu t¥chto polynom·. Takový postup
m·ºeme pouºívat obecn¥ pro práci s posloupnostmi, kdyº nahra-
díme polynomy mocninnými °adami.

De�nice. Vytvo°ující funkce (v.f.p.) pro nekone£nou posloupnost
a = (a0, a1, a2, . . . ) je (formální) mocninná °ada

a(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · =

∞∑
i=0

aix
i .

Vytvo°ující funkce v praxi vyuºíváme:

• k nalezení explicitní formule pro n-tý £len posloupnosti;
• £asto vytvo°ující funkce vycházejí z rekurentních vztah·,
ob£as ale díky nim odvodíme rekurentní vztahy nové;
• výpo£et pr·m¥r· £i jiných statistických závislostí (nap°.
pr·m¥rná sloºitost algoritmu);
• d·kaz r·zných identit;
• £asto je nalezení p°esného vztahu p°íli² obtíºné, ale mnohdy
sta£í vztah p°ibliºný nebo alespo¬ asymptotické chování.

N¥kterým jednoduchým operacím s posloupnostmi od-
povídají jednoduché operace nad mocninnými °adami (jak se
snadno p°esv¥d£íme provedením p°íslu²né operace s mocninnými
°adami):

• S£ítání (ai + bi) posloupností £len po £lenu odpovídá sou£et
a(x)+ b(x) p°íslu²ných vytvo°ujících funkcí.
• Vynásobení (α · ai) v²ech £len· posloupnosti stejným ska-
lárem α odpovídá vynásobení α · a(x) p°íslu²né vytvo°ující
funkce.
• Vynásobení vytvo°ující funkce a(x) monomem xk odpovídá
posunutí posloupnosti doprava o k míst a její dopln¥ní nulami
zleva.
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jako koe�cient u x100 v sou£inu

(1+ x + x2 + . . . )(1+ x2 + x4 + . . . )(1+ x5 + x10 + . . . )·
· (1+ x10 + x20 + . . . )(1+ x20 + x40 + . . . )·
· (1+ x50 + x100 + . . . ) =
= 1

1− x ·
1

1− x2
· 1

1− x5
· 1

1− x10
· 1

1− x20
· 1

1− x50
.

Konkrétní výsledek m·ºeme získat nap°íklad s pomocí softwaru

SAGE (názvy pouºitých p°íkaz· jsou jist¥ dostate£n¥ výmluvné):

s age : f =1/(1− x )∗1/(1− x ^2)∗1/(1− x ^ 5 ) \
∗1/(1− x ^10)∗1/(1− x ^20)∗1/(1− x ^50)

sage : r = t a y l o r ( f , x , 0 , 1 0 0 )
sage : r . c o e f f ( x , 1 0 0 )

4562

□

12.63. Rozvi¬te do mocninné °ady funkci

i) x
x+2 ,

ii) x2+x+1
2x3+3x2+1 .

�e²ení.

i)

x

x + 2
= x

2− (−x) =
x/2

1− (−x/2) =

= x

2
− x

2

4
+ x

3

8
− · · ·+ =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

2n
.

ii) Provedeme rozklad na parciální zlomky

x2 + x + 1
2x3 + 3x2 + 1

= x2 + x + 1
(x − 1)2(2x + 1)

=

= A

2x + 1
+ B

x − 1
+ C

(x − 1)2
,

kdy zjistíme, ºe A = B = 1
3 a C = 1, proto

x2 + x + 1
2x3 + 3x2 + 1

= 1/3
1+ 2x

− 1/3
1− x +

1
(1− x)2 =

=∑∞
n=0

[
1
3
((−2)n − 1))+ (n+ 1)

]
xn .

□

12.64. Ur£ete vytvo°ující funkci posloupností

i) (1, 2, 3, 4, 5, . . . ),
ii) (1, 4, 9, 16, . . . ),
iii) (1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . . ),
iv) (9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, 0, 0, 8 · 36, . . .),
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• Pro posunutí posloupnosti doleva o k míst (tj. vynechání prv-
ních k míst posloupnosti) nejprve od a(x) ode£teme polynom
bk(x) odpovídající posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a poté
pod¥líme vytvo°ující funkci výrazem xk .
• Dosazením polynomu f (x) za x vytvo°íme speci�cké kombi-
nace £len· p·vodní posloupnosti. Jednodu²e je vyjád°íme pro
f (x) = αx, coº odpovídá vynásobení k�tého £lenu posloup-
nosti skalárem αk . Dosazení f (x) = xn nám do posloupnosti
mezi kaºdé dva £leny vloºí n− 1 nul.

První dv¥ pravidla °íkají, ºe p°i°azení vytvo°ující funkce posloup-
nosti je homomor�smus vektorových prostor· nad zvoleným t¥le-
sem.

Dal²ími d·leºitými operacemi, které se p°i práci s vytvo°ují-
cími funkcemi £asto objevují, jsou:

• Derivování podle x: funkce a′(x) vytvo°uje posloupnost
(a1, 2a2, 3a3, . . . ), £len s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou °adu derivujeme £len po £lenu).
• Integrování: funkce

∫ x
0 a(t) dt vytvo°uje posloupnost

(0, a0,
1
2a1,

1
3a2,

1
4a3, . . . ), pro k ≥ 1 je £len s indexem k

roven 1
k
ak−1 (z°ejm¥ je derivací p°íslu²né mocninné °ady £len

po £lenu p·vodní funkce a(x)).
• Násobení °ad: sou£in a(x)b(x) je vytvo°ující funkcí posloup-
nosti (c0, c1, c2, . . . ), kde

ck =
∑
i+j=k

aibj ,

tj. £leny v sou£inu aº po ck jsou stejné jako v sou£inu (a0 +
a1x + a2x

2 + · · · + akxk )(b0 + b1x + b2x
2 + · · · bkxk ).

Posloupnost (cn) bývá také nazývána konvolucí posloupností
(an), (bn).

12.42. P°íklady vytvo°ujících funkcí. Uvedeme n¥kolik jedno-
duchých p°íklad· vytvo°ujících funkcí. �adu z nich jsme vid¥li p°i
práci s mocninnými °adami ve t°etí £ásti ²esté kapitoly. Snad si
v²ichni vzpomenou na vytvo°ující funkci zadanou geometrickou
°adou:

a(x) = 1
1− x = 1+ x + x2 + . . . ,

která tedy odpovídá konstantní posloupnosti (1, 1, 1, . . . ).
Ze ²esté kapitoly víme, ºe stejn¥ zapsaná mocninná °ada kon-

verguje pro x ∈ (−1, 1) a její sou£et je roven funkci 1/(1 − x).
Stejn¥ tak obrácen¥, rozvineme-li tuto funkci do Taylorovy °ady
v bod¥ 0, dostaneme z°ejm¥ p·vodní °adu. Takovéto �zakódování�
posloupnosti £ísel do funkce a zp¥t je klí£ovým obratem v teorii
vytvo°ujících funkcí.

Obecn¥ pro kaºdou posloupnost ai s £leny velikosti |an| =
O(nk) s konstantním exponentem k konverguje její vytvo°ující
funkce na n¥jakém okolí nuly (viz 5.51 a 6.45). M·ºeme s nimi
pak opravdu na konvergen£ním intervalu zacházet jako s funkcemi,
zejména je umíme s£ítat, násobit, skládat, derivovat a integrovat.
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v) (9, 1,−9, 32, 1,−32, 100, 1,−100, . . . , ).

⃝

12.65. Ur£ete kolika zp·soby je moºné naplnit ta²ku n kusy uvede-

ných druh· ovoce, p°i£emº jednotlivé kusy téhoº druhu nerozli²ujeme,

nemusí být vyuºity v²echny druhy a navíc:

• jablek m·ºe být libovolný po£et,

• banán· musí být sudý po£et,

• hru²ek musí být násobek 4,

• pomeran£e mohou být nejvý²e 3 a

• pomelo m·ºe být pouze jedno (nebo ºádné).

�e²ení. Vytvo°ující funkcí pro posloupnost (an), kde an je hledaný

po£et zp·sob·, jak naplnit ta²ku n kusy ovoce, je

(1+ x + x2 + · · · )(1+ x2 + x4 · · · )(1+ x4 + x8 + · · · )·
· (1+ x + x2 + x3 )(1+ x) =

= 1
1− x ·

1
1− x2

· 1
1− x4

· 1− x4

1− x · (1+ x) =

= 1
(1− x)3 .

Podle zobecn¥né binomické v¥ty je (1− x)−3 =∑∞
n=0

(
n+2

2

)
xn , proto

pro hledaný po£et zp·sob· platí an =
(
n+2

2

)
. □

12.66. S vyuºitím binomické v¥ty znovu odvo¤te níºe uvedené kom-

binatorické vztahy.

• ∑n
k=0

(
n

k

) = 2n,
• ∑n

k=0(−1)k
(
n

k

) = 0,
• ∑n

k=0 k
(
n

k

) = n2n−1.

�e²ení. Dosadíme-li do binomické v¥ty

(1+ x)n =
(
n

0

)
+
(
n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 + · · · +

(
n

n

)
xn
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Uve¤me nyní n¥kolik základních mocninných °ad a jejich
sou£t·, s nimiº budeme velmi £asto pracovat:

1
1− x =

∑
n≥0

xn ,

ln
1

1− x =
∑
n≥1

xn

n
,

ex =
∑
n≥0

xn

n!
,

sin x =
∑
n≥0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
,

cos x =
∑
n≥0

(−1)n
x2n

(2n)!
,

(1+ x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk .

Poslední vzorec (1 + x)r = ∑
k≥0

(
r
k

)
xk je tzv. zobecn¥ná bino-

mická v¥ta, kde pro r ∈ R je binomický koe�cient de�nován vzta-
hem (

r

k

)
= r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.

Speciáln¥ klademe
(
r
0

) = 1.
Pro n ∈ N z uvedeného vztahu snadno dostaneme, ºe funkci

1
(1−x)n lze rozvinout do °ady(

0+ n− 1
n− 1

)
+
(

1+ n− 1
n− 1

)
x + · · · +

(
k + n− 1
n− 1

)
xk + · · ·

Tento vztah bude dále rovn¥º uºite£ný, protoºe £asto vyvstane
pot°eba rozvíjet do mocninných °ad práv¥ racionální funkce tohoto
tvaru (nap°. p°i rozkladu na parciální zlomky v p°ípad¥, kdy má
jmenovatel násobné ko°eny).

P°íklad. Ukaºme si d·leºitý p°íklad vyuºívající konvoluci po-
sloupností:

1
1− x a(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .).

Odtud nap°. dostáváme, ºe

1
1− x ln

1
1− x je v.f.p. harmonických £ísel Hn.

Protoºe 1
1−x =

∑
n≥0 x

n , dostáváme konvolucí posloupnosti
(1, 1, . . .) se sebou vztahy

1
(1− x)2 =

∑
n≥0

(n+ 1)xn ,
1

(1− x)3 =
∑
n≥0

(
n+ 2

2

)
xn ,

coº je vztah, který sice máme dokázán jiº z d°ív¥j²ka (dokonce
dvakrát � jednou díky zobecn¥né binomické v¥t¥ a podruhé díky
derivaci °ady), ale dal²í odvození jist¥ neu²kodilo.

12.43. Diferen£ní rovnice s konstantními koe�cienty. Hezkým
a pou£ným p°íkladem na uºití vytvo°ujících funkcí je úplná dis-
kuse °e²ení lineárních diferen£ních rovnic s konstantními koe�-
cienty. Zabývali jsme se jimi jiº v t°etí £ásti první kapitoly, viz
nap°. 1.12. Tam jsme ale p°ímo odvodili vzorec pro rovnice prv-
ního °ádu, od·vodnili jednozna£nost a existenci °e²ení, ale °e²ení
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£ísla x = 1, resp. x = −1, dostaneme první dv¥ identity. T°etí pak

získáme, kdyº se na ob¥ strany v binomické v¥t¥ podíváme �spojitýma

o£ima� a vyuºijeme vlastnosti derivací. □

12.67. V krabici je 30 £ervených, 40 modrých a 50 bílých mí£k·,

mí£ky stejné barvy p°itom nelze rozeznat. Kolika zp·soby je moºné

vybrat soubor 70 mí£k·?

�e²ení. Hledaný po£et je roven koe�cientu u x70 v sou£inu

(1+x+x2 +· · ·+x30 )(1+x+x2 +· · ·+x40 )(1+x+x2 +· · ·+x50 ).

Tento sou£in upravíme na tvar (1− x)−3(1− x31 )(1− x41 )(1− x51 ),

odkud pomocí zobecn¥né binomické v¥ty dostaneme((
2
2

)
+
(

3
2

)
x +

(
4
2

)
x2 + · · ·

)
(1− x31 − x41 − x51 + x72 + . . .)

a tedy koe�cientem u x70 je z°ejm¥
(70+2

2

) − (70+2−31
2

) − (70+2−41
2

) −
− (70+2−51

2

) = 1061. □

12.68. Dokaºte, ºe
n∑
k=1

Hk = (n+ 1)(Hn+1 − 1).

�e²ení. Pot°ebnou konvoluci získáme sou£inem °ad 1
1−x a

1
1−x ln 1

1−x .
Odtud

[xn ] 1
(1−x)2 ln 1

1−x =
n∑
k=1

1
k
(n+ 1− k),

odkud jiº snadnou úpravou dostaneme poºadované. □

12.69. Vy°e²te rekurenci

a0 = a1 = 1,

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n.

�e²ení. Jako vºdy neu²kodí vypsání prvních n¥kolika £len· posloup-

nosti (te¤ ale ani moc nepom·ºe, snad jen pro kontrolu správnosti vý-

sledku).1

Krok 1: an = an−1 + 2an−2 + (−1)n[n ≥ 0]+ [n = 1].
Krok 2: A(x) = xA(x)+ 2x2A(x)+ 1

1+x + x.
Krok 3:

A(x) = 1+ x + x2

(1− 2x)(1+ x)2 .
Krok 4: an = 7

9 2n + ( 1
3n+ 2

9

)
(−1)n. □

1Na rozdíl od tvrzení v Concrete mathematics je jiº moºné tuto posloupnost

nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
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samo jsme pak v podstat¥ �uhádli�. Nyní m·ºeme °e²ení skute£n¥
odvodit.

Zkusme nejprve dob°e známý p°íklad Fibonacciovy posloup-
nosti zadané rekurencí

Fn+2 = Fn + Fn+1, F0 = 0, F1 = 1

a pi²me F(x) pro vytvo°ující funkci této posloupnosti. De�ni£ní
rovnost m·ºeme vyjád°it pomocí F(x), kdyº pouºijeme na²e ope-
race pro posuv £len· posloupnosti. Víme totiº, ºe xF(x) od-
povídá posloupnosti (0, F0, F1, F2, . . . ) a x2F(x) posloupnosti
(0, 0, F0, F1, . . . ). Proto vytvo°ující funkce xF(x) + x2F(x) −
F(x) odpovídá posloupnosti

(−F0, F0 − F1, 0, 0, . . . , 0, . . . ).

Obdrºeli jsme tedy rovnici pro vytvo°ující funkci F(x):

(1− x − x2 )F (x) = x.
Abychom lépe vid¥li odpovídající posloupnost, m·ºeme je²t¥ vý-
sledný výraz upravit na sou£et jednodu²²ích. Víme totiº, ºe li-
neární kombinace vytvo°ujících funkcí odpovídá stejným kombi-
nacím posloupností. Racionální funkce lomené jsme se nau£ili
rozkládat na tzv. parciální zlomky, viz 6.23. Tímto postupem vy-
jád°íme

F(x) = 1
1− x − x2 =

A

x − x1
+ B

x − x2
=

= a

1− λ1x
+ b

1− λ2x
,

kde A, B jsou vhodné (obecn¥) komplexní konstanty a x1, x2 jsou
ko°eny polynomu ve jmenovateli. Konstanty a, b, λ1 a λ2 získáme
jednoduchou úpravou jednotlivých zlomk·. Výsledkem je obecné
°e²ení pro na²i vytvo°ující funkci

F(x) =
∞∑
n=0

(aλn1 + bλn2)xn

a tím i obecné °e²ení na²í rekurence. Srovnejte tento postup s vý-
sledkem v 3.10.

Pro obecné lineární diferen£ní rovnice °ádu k je ú£inný stejný
postup. Je-li

Fn+k = a0Fn + · · · + ak−1Fn+k−1,

pak vytvo°ující funkce pro výslednou posloupnost je

F(x) = xk−1

1− a0xk−1 − · · · − ak−1x
.

Rozkladem na parciální zlomky dostaneme obecný výsledek, který
jsme zmi¬ovali jiº v odstavci 3.12.

Mocninné °ady jsou velmi silným nástrojem pro °e²ení reku-
rencí. Tím je mín¥no vyjád°ení £lenu an jako funkci n. �asto se
s pomocí °ad poda°í vy°e²it na první pohled velmi sloºité reku-
rence.

Postup pro °e²ení rekurencí

Obvyklý (tak°ka mechanický) postup pro °e²ení rekurencí se
skládá ze 4 krok·:

(1) Zapí²eme jedinou rovnicí závislost an na ostatních £lenech po-
sloupnosti. Tato univerzální formule musí platit pro v²echna
n ∈ N0 (p°edpokládajíce a−1 = a−2 = · · · = 0).

751

12.70. Quicksort � analýza pr·m¥rného p°ípadu. Na²ím cí-

lem bude nyní ur£it o£ekávaný po£et porovnání b¥hem algoritmu

Quicksort pro se°azení n¥jaké (kone£né) posloupnosti prvk·.

Ukázka jednoduché implementace typu divide and conquer:

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

Sestavit rekurentní vztah pro po£et porovnání není p°íli² náro£né

(budeme p°edpokládat rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti v²ech

moºných po°adí dané posloupnosti), algoritmus má následující para-

metry:

i) Po£et porovnání p°i rozd¥lení (divide): n− 1.
ii) P°edpoklad náhodnosti: pravd¥podobnost toho, ºe prvek

L[0] je k-tý nejv¥t²í, je 1
n
.

iii) Velikost t°íd¥ných polí ve fázi conquer: k − 1 a n− k.
Pro st°ední hodnotu po£tu porovnání tak dostáváme rekurentní

vztah:

Cn = n− 1+
n∑
k=1

1
n
(Ck−1 + Cn−k) .

Tuto rekurenci je moºné vy°e²it (s pouºitím jistých trik·, které se

v²ak lze do jisté míry nau£it) i bez vyuºití vytvo°ujících funkcí.

Cn = n− 1+ 2
n

n∑
k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n− 1)+ 2
n∑
k=1

Ck−1 vynásob n

(n− 1)Cn−1 = (n− 1)(n− 2)+ 2
n−1∑
k=1

Ck−1 tentýº výraz pro Cn−1

nCn = (n+ 1)Cn−1 + 2(n− 1) ode£teno a upraveno

Tím jsme jiº dostali podstatn¥ jednodu²²í rekurenci

nCn = (n+ 1)Cn−1 + 2(n− 1),

která ov²em na rozdíl od v¥t²iny p°edchozích p°íklad· není rovnicí

s konstantními koe�cienty.

Rovn¥º si lze v²imnout, ºe jsme jiº rekurenci zjednodu²ili natolik,

ºe je moºné iterativn¥ hodnoty Cn dopo£ítat. P°esto je £asto ºádoucí

tyto hodnoty konkrétn¥ (nebo alespo¬ p°ibliºn¥) vyjád°it explicitn¥

jako funkci n.

Nejprve si pom·ºeme drobným trikem, kdy vyd¥líme ob¥ strany

výrazem n(n+ 1) :
Cn

n+ 1
= Cn−1

n
+ 2(n− 1)
n(n+ 1)
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(2) Ob¥ strany rovnice vynásobíme xn a se£teme p°es v²echna
n ∈ N0. Na jedné stran¥ tak dostaneme

∑
n anx

n , coº je vy-
tvo°ující funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t°eba upra-
vit na výraz rovn¥º obsahující A(x).

(3) Zji²t¥ná rovnice se vy°e²í vzhledem k A(x).
(4) Výsledné A(x) se rozvine do mocninné °ady, p°i£emº koe�ci-

ent u xn udává an, tj. an = [xn ]A(x) .

P°íklad. Vy°e²me uvedeným postupem rekurenci

a0 = 0, a1 = 1,
an = 5an−1 − 6an−2.

�e²ení. V jednotlivých krocích postupu dostáváme:
Krok 1: an = 5an−1 − 6an−2 + [n = 1].
Krok 2: A(x) = 5xA(x)− 6x2A(x)+ x.
Krok 3:

A(x) = x

1− 5x + 6x2 =
1

1− 3x
− 1

1− 2x
.

Krok 4: an = 3n − 2n. □

12.44. P¥stované binární stromy a Catalanova £ísla. S vyu-
ºitím vytvo°ujících funkcí ur£íme formuli pro po£et bn
neizomorfních p¥stovaných binárních strom· na n vrcho-
lech, které je pro na²e ú£ely moºné de�novat jako ko°en
s uspo°ádanou dvojicí [levý binární podstrom, pravý bi-

nární podstrom].
Prozkoumáním p°ípad· pro malá n vidíme, ºe

b0 = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5.

Snadno nahlédneme, ºe pro n ≥ 1 vyhovuje bn rekurentní formuli

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · · + bn−1b0

a vidíme, ºe jde vlastn¥ o konvoluci posloupností. Vztah upravíme,
aby platil pro v²echna n ∈ N0:

bn =
∑

0≤k<n
bkbn−k−1 + [n = 0].

Tím máme hotov krok 1.
V kroku 2 vynásobíme ob¥ strany xn a se£teme. Je-li B(x)

odpovídající vytvo°ující funkce, pak:

B(x) =
∑
n

bnx
n =

∑
n,k

bkbn−k−1x
n +

∑
n,k

[n = 0]xn =

=
∑
k

bkx
k

(∑
n

bn−k−1x
n−k

)
+ 1 =

=
∑
k

bkx
k (xB(x))+ 1 = B(x) · xB(x)+ 1.

Pozorný £tená° si jist¥ pov²iml, ºe ve vý²e uvedeném výpo£tu jsme
nahradili konvoluci bn = b0bn−1+b1bn−2+· · · +bn−1b0 vztahem

bn = b0bn−1 + · · · + bn−1b0 + bnb−1 + bn+1b−2 + · · · .
Díky na²í konvenci to ale není problém a velmi to usnad¬uje
práci se sumami (s nekone£nými sou£ty se zde pracuje podstatn¥
snadn¥ji neº neustále hlídat meze).
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Nyní tento vztah �rozbalíme� (telescope, p°íp. si pom·ºeme substitucí

Bn = Cn/n+ 1):

Cn

n+ 1
= 2(n− 1)
n(n+ 1)

+ 2(n− 2)
(n− 1)n

+ · · · + 2 · 1
2 · 3 +

C1

2
.

Odtud

Cn

n+ 1
= 2

n−1∑
k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz se£teme nap°. pomocí rozkladu na parciální zlomky
k

(k+1)(k+2) = 2
k+2 − 1

k+1 a dostaneme

Cn

n+ 1
= 2

(
Hn+1 − 2+ 1

n+ 1

)
,

odkud

Cn = 2(n+ 1)Hn+1 − 4(n+ 1)+ 2

(Hn =∑n
k=1

1
k
je sou£et prvních n £len· harmonické °ady). P°itom je

moºné odhadnout Hn ∼
∫ n

1
dx
x
+ γ , odkud

Cn ∼ 2(n+ 1)(ln(n+ 1)+ γ − 2)+ 2.

Vy°e²me nyní rekurenci pro o£ekávaný po£et porovnání v pr·b¥hu

algoritmu Quicksort

nCn = n(n− 1)+ 2
n∑
k=1

Ck−1, C0 = C1 = 0

pomocí uvedeného postupu.

• ∑n≥0 nCnx
n =∑n≥0 n(n− 1)xn + 2

∑
n≥0

∑n
k=1 Ck−1x

n

• xC′ (x) = 2x2

(1−x)3 + 2 xC(x)1−x
• Vy°e²ením této lineární diferenciální rovnice prvního °ádu

(vynásobíme integra£ním faktorem e
∫ − 2

1−x dx = (1 − x)2,
odkud [(1− x)2C(x)]′ = 2x

1−x ) dostaneme

C(x) = 2
(1− x)2

(
ln

1
1− x − x

)
,

odkud kone£n¥ Cn = 2(n+ 1)(Hn+1 − 1)− 2n.

12.71. S vyuºitím vytvo°ující funkce pro Fibonacciho posloupnost

F(x) = x/(1 − x − x2 ) ur£ete vytvo°ující funkci �polovi£ní� Fibo-

nacciho posloupnosti (F0, F2, F4, . . .). ⃝

12.72. V¥jí°em °ádu n nazveme graf na n+ 1 vrcholech 0, 1, . . . , n,
kterýmá následujících 2n−1 hran: vrchol 0 je spojen hranou s kaºdým
ze zbylých vrchol· a kaºdý vrchol k je spojen hranou s vrcholem k+1
(pro 1 ≤ k < n). Kolik koster má takový graf?

�e²ení. Ozna£íme-li vn hledaný po£et koster, je z°ejm¥ v1 = 1 a pro-

toºe je v¥jí°em °ádu 2 trojúhelník K3, platí v2 = 3. Ukáºeme dále, ºe
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V kroku 3 °e²íme kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)2 + 1
pro B(x) :

B(x) = 1±√1− 4x
2x

.

Znaménko+ ale nep°ichází v úvahu, protoºe pak by pro x →
0+ m¥la B(x) limitu ∞, zatímco vytvo°ující funkce pro na²i po-
sloupnost musí mít v 0 hodnotu b0 = 1.

Zbývá uº pouze krok 4, tedy rozvinoutB(x) domocninné °ady.
Rozvoj získáme pomocí zobecn¥né binomické v¥ty

(1− 4x)1/2 =
∑
k≥0

(
1/2
k

)
(−4x)k = 1+

∑
k≥1

1
2k

(−1/2
k − 1

)
(−4x)k

a po vyd¥lení 1−√1− 4x výrazem 2x dostaneme

B(x) =
∑
k≥1

1
k

(−1/2
k − 1

)
(−4x)k−1 =

=
∑
n≥0

(−1/2
n

)
(−4x)n

n+ 1
=
∑
n≥0

(
2n
n

)
xn

n+ 1
.

Dokázali jsme, ºe po£et binárních p¥stovaných strom· na n
vrcholech je roven bn = 1

n+1

(2n
n

)
� tato významná posloupnost

se nazývá posloupnost Catalanových £ísel. Krom¥ toho, ºe Catala-
nova £ísla vyjad°ují po£et binárních p¥stovaných strom·, vystupují
rovn¥º jako:

• po£et slov délky 2n obsahujících n znak· X a Y takových, ºe
ºádný pre�x slova neobsahuje více Y neº X
• podobn¥ takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny),
ºe nezásobená pokladna m·ºe vºdy vrátit (zárove¬ odtud
ihned dostaneme pravd¥podobnost, ºe náhodná fronta celá
�projde�)
• po£et korektn¥ ozávorkovaných výraz· sloºených z levých a
pravých závorek
• po£etmonotónních cest z [0, 0] do [n, n] podél stran jednotko-
vých £tverc·, které nep°ekro£í diagonálu
• po£et r·zných triangulací konvexního (n+ 2)-úhelníku.

12.45. Exponenciální vytvo°ující funkce. N¥kdy mívá vy-
tvo°ující funkce posloupnosti (an) komplikované vlastnosti,
p°i£emº posloupnost (an/n!) má vytvo°ující funkci daleko
jednodu²²í. V takových p°ípadech rad¥ji pracujeme s tzv. exponen-
ciálními vytvo°ujícími funkcemi (e.v.f.)

Â(x) =
∑
n≥0

an
xn

n!
.

Jméno vychází z toho, ºe vytvo°ující funkcí základní posloup-
nosti (1, 1, 1, 1, . . .) je ex .

Základními rozvoji pouºívanými v souvislosti s exponenciál-
ními vytvo°ujícími funkcemi jsou

ex
e.v.f.←→ (1, 1, 1, . . .),

1
1− x

e.v.f.←→ (1, 1, 2, 6, 24, . . .)

ln
1

1− x
e.v.f.←→ (0, 1, 1, 2, 6, 24, . . .)
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pro n > 1 platí rekurence2

vn = vn−1 +
n−1∑
k=0

vk + 1, v0 = 0.

Pro n¥jakou kostru v¥jí°e °ádun ozna£me k ∈ {1, . . . , n−1} nejv¥t²í ta-
kové, ºe v kost°e leºí v²echny hrany cesty (0, 1, 2, 3, . . . , k). V takové

kost°e ur£it¥ nemohou být hrany {0, 2}, . . . , {0, k}, {k, k+ 1}, proto je
v²ech takových koster s daným k stejn¥ jako koster na v¥jí°i °ádu n−k
s vrcholy 0, k+1, k+2, . . . , n, tedy vn−k. Dále je²t¥ musíme zapo£ítat

jednu kostru pro k = n a ty kostry, v nichº neleºí hrana {0, 1} (a tedy
nutn¥ obsahují hranu {1, 2}) � ty dostaneme z v¥jí°· °ádu n − 1 na

vrcholech 0, 2, . . . , n. Dostali jsme tedy skute£n¥ poºadovanou reku-

renci vn = vn−1 + vn−1 + vn−2 + · · · + v0 + 1.
Nyní tedy máme obecný vztah

vn = vn−1 +
n−1∑
k=0

vk + 1− [n = 0],

odkud pro vytvo°ující funkci V (x) této posloupnosti dostáváme ob-

vyklým postupem

V (x) = x · V (x)+
∞∑
n=0

∑
k<n

vkx
n + 1

1− x − 1 =

= x · V (x)+
∞∑
k=0

∑
n>k

vkx
n + x

1− x =

=
( ∞∑
k=0

vkx
k

)
·
∑
n>k

xn−k + x

1− x =

=
( ∞∑
k=0

vkx
k

)
· x

1− x +
x

1− x = V (x) ·
x

1− x +
x

1− x .

�e²ením rovnice V (x) = xV (x)+ x
1−xV (x)+ x

1−x je

V (x) = x

1− 3x + x2
,

odkud bu¤ standardním postupem (p°es rozklad této racionální funkce

na parciální zlomky) nebo s vyuºitím p°edchozí úlohy p°ímo dosta-

neme, ºe vn = F2n. □

Rekurzivn¥ propojené posloupnosti. N¥kdy dokáºeme rozumn¥ vy-

jád°it hledaný po£et zp·sob· £i jev· jen pomocí více vzájemn¥ prová-

zaných posloupností.

2Pokud bychom z tohoto rekurentního vztahu po£ítali dále numerické hodnoty

vn, zjistili bychom, ºe v3 = 8, v4 = 21 a mohli bychom vyslovit hypotézu o prová-

zanosti této posloupnosti s Fibonacciovou posloupností ve tvaru vn = F2n, kterou je

moºné snadno dokázat indukcí.
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12.46. Operace s exponenciálními vytvo°ujícími funkcemi.
Zd·razn¥me, ºe exponenciální vytvo°ující funkce se od oby£ej-
ných li²í i standardními operacemi.

• Vynásobením x získáme funkci posloupnosti (nan−1).
• Derivací získáme funkci odpovídající posunutí doleva.
• Integrací získáme funkci odpovídající posunutí doprava.
• Sou£inem dvou funkcí F̂ (x) a Ĝ(x) získáme funkci Ĥ (x),
která odpovídá posloupnosti hn = ∑

k

(
n
k

)
fkgn−k , tzv. bino-

mické konvoluci fn a gn.

P°íklad. �e²me rekurenci danou vztahy g0 = 0, g1 = 1 a p°edpi-
sem

gn = −2ngn−1 +
∑
k≥0

(
n

k

)
gkgn−k.

�e²ení. Vzhledem k rekurentnímu vztahu, který obsahuje bino-
mickou konvoluci posloupností, se zdá vhodné vyuºít exponenciál-
ních vytvo°ujících funkcí. Ozna£me Ĝ(x) p°íslu²nou exponenciální
mocninnou °adu. Budeme postupovat v obvyklých £ty°ech krocích.

Krok 1: gn = −2ngn−1 +∑k≥0
(
n
k

)
gkgn−k + [n = 1] .

Krok 2: Ĝ(x) = −2xĜ(x)+ Ĝ(x)2 + x.
Krok 3: �e²ením kvadratické rovnice dostaneme

Ĝ(x) = 1/2(1+ 2x ±
√

1+ 4x2 ).

Dosazením x = 0 vidíme, ºe odpovídá znaménko −, proto je
°e²ením funkce

Ĝ(x) = 1+ 2x −√1+ 4x2

2
.

Krok 4: Pomocí zobecn¥né binomické v¥ty rozvineme Ĝ(x)
do mocninné °ady. S vyuºitím d°íve dokázaného vztahu(−1/2

k

)
=
(
−1

4

)k
·
(

2k
k

)
,

a protoºe (
1/2
k

)
= 1

2k
·
(−1/2
k − 1

)
,

postupn¥ dostaneme√
1+ 4x2 = 1+

∑
k≥1

1
k
· (−1)k−1 · 2 ·

(
2k − 2
k − 1

)
· x2k .

Odtud, protoºe platí∑
n≥0

gn
xn

n!
= Ĝ(x) = 1+ 2x −√1+ 4x2

2
,

máme g2k+1 = 0 a

g2k = (−1)k · 1
k

(
2k − 2
k − 1

)
· (2k)! = (−1)k · (2k)! · Ck−1,

kde Cn je n-té Catalanovo £íslo. □

12.47. Cayleyho formule. Cayleyho formule je vztah z kombina-
torické teorie graf·, který udává, ºe po£et strom· (tj. graf·, v ni-
chº jsou libovolné dva vrcholy spojené práv¥ jednou cestou) na n
vrcholech je κ(Kn) = nn−2. Dokáºeme tento výsledek pomocí
exponenciálních vytvo°ujících funkcí.

Ozna£me pro jednoduchost tn = κ(Kn). Lze snadno spo£ítat,
ºe t1 = t2 = 1, t3 = 3, t4 = 16. (Nap°. víme, ºe v p°ípad¥ strom·
na 4 vrcholech musíme z

(6
3

) = 20 potenciálních graf· s práv¥
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12.73. Ur£ete, kolika zp·soby lze pokrýt (nerozli²enými) kostkami

domina obdélník 3×n (a vy£íslete tuto hodnotu pro obdélník 3×20)?

�e²ení. Snadno zjistíme, ºe c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0, dále klademe

c0 = 1 (nejde jen o konvenci, má to svou logiku).

Najdeme rekurzivní vztah � diskusí chování �na kraji� zjistíme,

ºe cn = 2rn−1 + cn−2, rn = cn−1 + rn−2, r0 = 0, r1 = 1, kde rn je
po£et pokrytí obdélníku 3 × n, ze kterého jsme odstranili levý horní

roh.

Hodnoty cn a rn pro n¥kolik malých n jsou:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
cn 1 0 3 0 11 0 41 0
rn 0 1 0 4 0 15 0 56

• Krok 1: cn = 2rn−1 + cn−2 + [n = 0], rn = cn−1 + rn−2.

• Krok 2:

C(x) = 2xR(x)+ x2C(x)+ 1, R(x) = xC(x)+ x2R(x).

• Krok 3:

C(x) = 1− x2

1− 4x2 + x4
, R(x) = x

1− 4x2 + x4
.

• Krok 4: Vidíme, ºe ob¥ funkce jsou funkcemi x2 , u²et°íme

si práci tím, ºe uváºíme funkci D(z) = 1/(1 − 4z + z2),

pak totiº C(x) = (1− x2 )D(x2 ), tj. [x2n ]C(x) = [x2n ](1 −
− x2 )D(x2 ) = [xn ](1− x)D(x), a tedy c2n = dn − dn−1.

Ko°eny 1 − 4x + x2 jsou 2 + √3 a 2 − √3 a jiº standardním

zp·sobem obdrºíme

c2n = (2+√3)n

3−√3
+ (2−

√
3)n

3+√3
.

Podobn¥ jako u Fibonacciho posloupnosti je druhý s£ítanec pro

velká n zanedbatelný a pro v²echna n leºí mezi 0 a 1, proto

c2n =
⌈
(2+√3)n

3−√3

⌉
.

Nap°. c20 = 413403. □

12.74. Pomocí vytvo°ující funkce ur£ete po£et jedni£ek v náhodném

binárním °et¥zci.

�e²ení. Ozna£me B mnoºinu °et¥zc·, pro °et¥zec b ∈ B |b| po£et
jeho bit· a j (b) po£et jedni£ek. Vytvo°ující funkce má tvar

B(x) =
∑
b∈B

x|b| =
∑
n≥0

2nxn = 1
1− 2x

.

Vytvo°ující funkce pro po£et jedni£ek je

C(x) =
∑
b∈B

j (b)x|b| .



KAPITOLA 12. KOMBINATORICKÉ METODY, GRAFY A ALGORITMY

t°emi hranami odebrat ty moºnosti, kde tyto hrany tvo°í trojúhelník.
T¥ch je ale

(4
3

) = 4).
Rekurentní vztah získáme tak, ºe za�xujeme jeden vrchol v

a moºné p°ípady rozd¥líme podle po£tu komponent v grafu, který
dostaneme z koster Kn tak, ºe odstraníme vrchol v a hrany s ním
incidentní. Pak pro n > 1 platí

tn =
∑
m>0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

(
n− 1

k1, . . . , km

)
k1 · · · km · tk1 · · · tkm .

Nap°íklad pro n = 4 tak máme t4 = 3t3 + 6t1t2 + t31 .
O²kliv¥ vypadající rekurenci zjednodu²íme substitucí un =

ntn (uv¥domte si p°itom, ºe un udává po£et tzv. ko°enových
strom·).

Pro n > 1 jsme tak dostali

un

n!
=
∑
m>0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

uk1

k1!
· · · ukm

km!

a je vid¥t, ºe vnit°ní suma je koe�cient u xn−1 vm-té mocnin¥ °ady
Û(x) =∑ un

xn

n! . Proto je

un

n!
= [xn−1 ]

∑
m≥0

1
m!
Û (x)m,

a tedy

Û (x) = x eÛ(x) .
Pro dokon£ení výpo£tu budeme pot°ebovat siln¥j²í tvrzení,

které uvedeme bez d·kazu. Tzv. zobecn¥nou exponenciální moc-
ninnou °adou Et (x) nazýváme °adu

Et (x) =
∑
k≥0

(tk + 1)k−1 x
k

k!
.

Snadno je vid¥t, ºe E0 = ex , dále ozna£ujeme E(x) = E1(x).

Tvrzení. Pro zobecn¥nou exponenciální °adu platí ln Et (x) = x ·
Et (x), tj. speciáln¥

E(x) = exE(x) .

Srovnáním tohoto vztahu s vý²e uvedeným Û (x) = x eÛ (x)

vidíme, ºe Û (x) = xE(x). Proto
tn = un

n
= n!
n

[xn ]Û(x) = (n− 1)![xn−1 ]E(x) = nn−2.

12.48. Alternativní záv¥r výpo£tu. Pokud vám p°i²el p°edchozí
záv¥r výpo£tu p°íli² um¥lý, zkusme to je²t¥ jednou s vyuºitím tzv.
Lagrangeovy inverzní formule.

V¥ta. Pokud vytvo°ující funkce g(x) =∑n≥1 gnx
n spl¬uje vztah

x = f (g(x)),
kde f (0) = 0, f ′(0) ̸= 0, pak

gn = 1
n

[un−1]
(

u

f (u)

)n
.

�e²íme rovnici Û (x) = x eÛ (x), tj. Û(x) spl¬uje vztah x =
f (Û(x)), kde f (u) = u

eu
. Odtud z Lagrangeovy formule

[xn ]Û(x) = 1
n

[un−1]
(

u

u/eu

)n
= 1
n

nn−1

(n− 1)!
= nn−1

n!

Protoºe un

n! = [xn ]Û (x), dostáváme odtud

tn = un

n
= nn−2.
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�et¥zec b dostaneme z o jeden bit krat²ího b′ p°idáním jedné nuly nebo

jedni£ky, tj. j (b) je sou£tem j (b′) jedni£ek a j (b′)+1 jedni£ek. Takºe

C(x) =
∑
b′∈B

(1+ 2j (b′))x|b′|+1 =
∑
b′∈B

x|b′|+1 + 2
∑
b′∈B

j (b′)x|b′|+1 =

= xB(x)+ 2xC(x).

Odtud

C(x) = x

(1− 2x)2
= x(1− 2x)−2

a n-tý koe�cient je cn = 2n−1
( −2
n−1

) = n2n−1. Toto £íslo udává po£et

jedni£ek v bitech délky n. T¥ch je bn = 2n. V jednom °et¥zci je tedy
cn
bn
= n

2 jedni£ek. To je samoz°ejm¥ o£ekávaný výsledek. □

12.75. Najd¥te vytvo°ující funkci a explicitní vyjád°ení pro n-tý £len

posloupnosti {an} de�nované rekurentním vztahem

a0 = 1, a1 = 2
an = 4an−1 − 3an−2 + 1 pro n ≥ 2.

�e²ení. Univerzální formule platná pro v²echna n ∈ Z je

an = 4an−1 − 3an−2 + 1− 3[n = 1].

Vynásobením xn a se£tením p°es v²echna n dostaneme rovnici pro vy-

tvo°ující funkci A(x) =
∞∑
n=0

anx
n , ze které vyjád°íme

A(x) = 3x2 − 3x + 1
(1− x)2(1− 3x)

= 3
4
· 1

1− x −
1
2
· 1
(1− x)2 +

3
4
· 1

1− 3x
.

Takºe £len u xn je

an = 3
4
(−1)k

(−1
n

)
− 1

2
(−1)n

(−2
n

)
+ 3

4
(−3)n

(−1
n

)
=

= 3
4
− 1

2
(n+ 1)+ 3

4
3n = d 1−2n+3n+1

4 . □

12.76. Pomocí vytvo°ující funkce vy°e²te následující rekurenci:

a0 = 1, a1 = 2
an = 5an−1 − 4an−2 n ≥ 2

�e²ení. Univerzální formule má tvar

an = 5an−1 − 4an−2 − 3[n = 1]+ [n = 0]

Vynásobením obou stran xn a se£tením p°es v²echna n dostaneme

A(x) = 5xA(x)− 4x2A(x)− 3x + 1

Odtud

A(x) = 1− 3x
(1− 4x)(1− x) =

2
3
· 1

1− x +
1
3
· 1

1− 4x
a

an = 2
3

(−1
n

)+ 2
3

(−1
n

)
(−4)n = 4n + 2

3
. □
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12.77. Bankomat vydává bankovky v hodnot¥ 200, 500 a 1 000 ko-

run. Kolika zp·soby mohu vybrat 7 000 korun? Ukaºte °e²ení pomocí

vytvo°ující funkce.

�e²ení. Úlohu m·ºeme p°eformulovat jako hledání po£tu celo£ísel-

ných °e²ení

2a + 5b + 10c = 70; a, b, c ≥ 0.

To je také rovno koe�cientu u x70 v funkce

G(x) = (1+ x2 + x4 +· · · )(1+ x5 + x10 +· · · )(1+ x10 + x20 +· · · )
Tato funkce je rovna

G(x) = 1
1− x2

1
1− x5

1
1− x10

a protoºe

1− x10

1− x5
= 1+ x5 a

1− x10

1− x2
= 1+ x2 + x4 + x6 + x8 ,

m·ºeme ji upravit do tvaru

G(x) = (1+ x2 + x4 + x6 + x8 )(1+ x5 )

(1− x10 )3
.

Podle binomické v¥ty máme

(1− x10 )3 =
∞∑
k=0

(−1)k
(−3
k

)
x10k ,

proto je G(x) rovna

(1+x2 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 +x9 +x11 +x13 )

∞∑
k=0

(−1)k
(−3
k

)
x10k

Mocninu x70 dostaneme jediným zp·sobem a to jako 7 · 10 + 0, tj.
koe�cient u x70 je roven

[x70 ]G(x) = −(−3
7

) = (3+7−1
7

) = 9 · 8
2
= 36. □
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J. Dopl¬ující p°íklady k celé kapitole

12.78. Ur£ete, kolik hran musíme p°idat do

i) kruºnice Cn o n vrcholech,

ii) úplného bipartitního grafu Km,n,

abychom dostali úplný graf. ⃝
12.79. Ozna£me vrcholy v grafuK6 postupn¥ £ísly 1, 2, . . . 6 a kaºdou hranu {i, j} ohodno´me £íslem

[(i + j)mod 3]+ 1. Kolik existuje r·zných maximálních koster v tomto grafu? ⃝
12.80. Ozna£me vrcholy v grafuK7 postupn¥ £ísly 1, 2, . . . 7 a kaºdou hranu {i, j} ohodno´me £íslem

[(i + j)mod 3]+ 1. Kolik existuje r·zných minimálních koster v tomto grafu? ⃝
12.81. Ozna£me vrcholy v grafu K5 postupn¥ £ísly 1, 2,. . .5 a kaºdou hranu i, j , i = 1, . . . , 5
ohodno´me £íslem 1, pokud je (i + j) liché, £íslem 2, pokud je (i + j) sudé. Kolik existuje r·zných
maximálních koster v tomto grafu? ⃝
12.82. Ozna£me vrcholy v grafu K5 postupn¥ £ísly 1, 2,. . .5 a kaºdou hranu {i, j}, i = 1, . . . , 5
ohodno´me £íslem 1, pokud je (i + j) liché, £íslem 2, pokud je (i + j) sudé. Kolik existuje r·zných
minimálních koster v tomto grafu? ⃝
12.83. Ozna£me vrcholy v grafu K6 postupn¥ £ísly 1, 2,. . .6 a kaºdou hranu i, j , i = 1, . . . , 6
ohodno´me £íslem 1, pokud je (i + j) dává zbytek 1 po d¥lení t°emi, £íslem 2, pokud je (i + j)
dává zbytek 2 po d¥lení t°emi a kone£n¥ £íslem 3, pokud je (i + j) d¥litelné t°emi. Kolik existuje

r·zných minimálních koster v tomto grafu? ⃝
12.84. Ozna£me vrcholy v grafu K6 postupn¥ £ísly 1, 2,. . .6 a kaºdou hranu i, j , i = 1, . . . , 6
ohodno´me £íslem 1, pokud je (i + j) dává zbytek 1 po d¥lení t°emi, £íslem 2, pokud je (i + j)
dává zbytek 2 po d¥lení t°emi a kone£n¥ £íslem 3, pokud je (i + j) d¥litelné t°emi. Kolik existuje

r·zných maximálních koster v tomto grafu? ⃝
12.85. Icosian Game � nalezn¥te hamiltonovskou kruºnici v grafu tvo°eném vrcholy a hranami pra-

videlného dodekaedru (dvanáctist¥nu). ⃝
�e²ení. Viz Wikipedia3. □

12.86. Existuje hamiltonovská kruºnice v Petersenov¥ grafu? ⃝
�e²ení. Neexistuje (p°itom ale po odebrání libovolného vrcholu jiº graf hamiltonovský bude). Ukáºe

se to nap°. tak, ºe se popí²í v²echny 3-regulární grafy na 10 vrcholech, které jsou hamiltonovské a

v kaºdém se nalezne kruºnice krat²í neº 5. □

12.87. Je-li G = (V ,E) hamiltonovský a ∅ ̸= W ⊊ V , pak G \ W má nejvý²e |W | komponent

souvislosti.

Ukaºte na konkrétním p°íkladu grafu, ºe opak obecn¥ neplatí. ⃝
12.88. Ur£ete maximální tok a jemu odpovídající minimální °ez v následujícím ohodnoceném orien-

tovaném grafu:

3Wikipedia, Icosian game, http://en.wikipedia.org/wiki/

Icosian_game (as of Aug. 8, 2013, 13:24 GMT).

http://en.wikipedia.org/wiki/Icosian_game
http://en.wikipedia.org/wiki/Icosian_game
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12.89. Ur£ete maximální tok a jemu odpovídající minimální °ez v následujícím ohodnoceném orien-

tovaném grafu:
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12.90. Ur£ete maximální tok a jemu odpovídající minimální °ez v následujícím ohodnoceném orien-

tovaném grafu:
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12.91. Ur£ete maximální tok a jemu odpovídající minimální °ez v následujícím ohodnoceném orien-

tovaném grafu:
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⃝
12.92. Ur£ete vytvo°ující funkce následujících posloupností

i) (1; 2; 1; 4; 1; 8; 1; 16; . . . )
ii) (1; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; . . . )
iii) (1;−1; 2;−2; 3;−3; 4;−4; . . . )

⃝
�e²ení.

i) (1; 2; 1; 4; 1; 8; 1; 16; . . . ) = (1; 0; 1; 0; . . . ) + (0; 2; 0; 4; 0; 16; . . . ). Ur£íme tedy vy-

tvo°ující funkce jednotlivých posloupností. První dostaneme z posloupnosti (1, 1, 1, 1, 1).
Její vytvo°ující funkce je 1

1−x . Nuly vno°íme nahrazením x2 za x. Podobn¥ druhou vy-

tvo°ující funkci dostaneme z posloupnosti (1; 2; 4; 8; 16; . . . ). Nejprve vynásobíme dv¥ma,

vloºíme nuly a pak vynásobením x dostaneme nulu na za£átku.

ii) (1; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; . . . ) = (1; 0; 0; 1; 0; 0; 1 . . . )+ (0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1 . . . ).
i) 1

1−x2 + 2x
1−2x2

ii) 1+x
1−x3

iii) −1
(1−x2)2

+ x

(1−x2)2

□

12.93. Ur£ete koe�cient u x17 v (x3 + x4 + x5 + . . . )3 ⃝
�e²ení. (x3 + x4 + x5 + ...)3 = x9

(1−x)3 = x9 · 1
(1−x)3 . Zajímá nás tedy koe�cient u x8 v 1

(1−x)3 . Ten je
roven

(10
2

)
, tedy 45. □

12.94. V krabici je 30 £ervených, 40 modrých a 50 bílých mí£k· (mí£ky téºe barvy jsou nerozpozna-

telné). Kolik je r·zných moºností, jak z takovéto krabice vybrat soubor 70 mí£k·? ⃝

�e²ení. Po£et moºností je z°ejm¥ roven koe�cientu u x70 ve výrazu

(1+ x + · · · + x30 )(1+ x + · · · + x40 )(1+ x + · · · + x50 ).

Kdyº jej upravíme, dostáváme, ºe

(1+x+· · ·+x30 )(1+x+· · ·+x40 )(1+x+· · ·+x50 ) = 1
(1− x)3 . . . (1−x

31 )(1−x41 )(1−x51 ).

�e²ení
(72

2

)− (41
2

)− (31
2

)− (21
2

)
pak dostáváme ze zobecn¥né binomické v¥ty. □

12.95. Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu 12 hracími kostkami padne sou£et 30?

Nápov¥da: Vyjád°ete po£et v²echmoºností, kdy padne sou£et 30. Uvaºujte (x+x2+x3+x4+x5+x6 )12.

⃝
�e²ení. Výsledná pravd¥podobnost bude podílem po£t· p°íznivých a v²ech moºností. Po£et v²ech

moºností je 612. Spo£ítejme nyní po£et p°íznivých moºností. Uvaºujme výraz (x + x2 + x3 + x4 +
x5 + x6 )12. Po£et p°íznivých moºností je potom koe�cient u x30 . Upravujme:

(x+x2 +x3 +x4 +x5 +x6 )12 =
(
x(1− x6 )

1− x
)12

= x12 ·
(

1− x6

1− x
)12
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Zajímá nás tedy koe�cient u x18 u(
1− x6

1− x
)12

= (1− 12x6 + 66x12 − 220x18 ) · 1
1− x

12

.

Ze zobecn¥né binomické v¥ty pak dostáváme po£et p°íznivých moºností(
29
11

)
− 12 ·

(
23
11

)
+ 66 ·

(
17
11

)
− 220 ·

(
11
11

)
.

□

12.96. Sada° má vysadit 25 nových stromk·, p°i£emº má k dispozici pouze 4 druhy. Sada°ova ma-

nºelka si v²ak klade omezující podmínky: nejvý²e jeden o°e²ák, nejvý²e 10 jabloní, alespo¬ 6 t°e²ní

a alespo¬ 8 slivoní Kolik existuje r·zných zp·sob· výb¥ru druh· strom·?

Nápov¥da: Zajímá nás koe�cient u x25 ve výrazu

(1+ x)(1+ x + · · · + x10 )(x6 + x7 + . . . )(x8 + x9 + . . . ).
⃝

�e²ení.

(1+x)(1+x+· · ·+x10 )(x6+x7+. . . )(x8+x9+. . . ) = x14 (1− x2 )(1− x11 )

(1− x)4 .

Zajímá nás tedy koe�cient u x11 ve (1− x2 − x11 . . . ) · 1
(1−x)4 , tím je

(14
3

)− (12
3

)− (3
3

)
. □

12.97. Vyjád°ete obecný £len posloupností ur£ených následujícími rekurencemi:

i) a1 = 3, a2 = 5, an+2 = 4an+1 − 3an pro n = 1, 2, 3 . . . .
ii) a0 = 0,a1 = 1, an+2 = 2an+1 − 4an pro n = 0, 1, 2, 3 . . . .

⃝
�e²ení.

i) an = 2+ 3n−1.

ii) an = 1
2

√−3 · ((1+√−3)n − (1−√−3)n).

□

12.98. �e²te rekurenci, kde v posloupnosti (a0, a1, a2, . . . ) je následující £len aritmetickým

pr·m¥rem p°edchozích dvou. ⃝
�e²ení. an = k

(− 1
2

)n + l. □

12.99. �e²te rekurenci an+2 = √an+1an s po£áte£ními podmínkami a0 = 2, a1 = 8.
Nápov¥da: Utvo°te novou posloupnost bn = log2 an. ⃝

12.100. Vy°e²íme rekurenci danou vztahem

an =
∑
k≥0

(
n

k

)
ak

2k
, a0 = 1.

Nápov¥da: Vynásobte ob¥ strany xn

n! a se£t¥te. P°itom Â(X) je exponenciální vytvo°ující funkce

posloupnosti (an). ⃝
12.101. Spo£t¥te po£et triangulací konvexního n-úhelníku.



761

KAPITOLA 12. KOMBINATORICKÉ METODY, GRAFY A ALGORITMY

Nápov¥da: Vyberme libovolnou úhlop°í£ku jdoucí pevným vrcholem. Ta nám mnohoúhelnk

rozd¥lí na dva. ⃝

�e²ení. tn = Cn−2, kde Cn zna£í Catalanovo £íslo. □

12.102. Ur£ete po£et procházek ve £tvercové síti o rozm¥rech n × n z levého dolního rohu A do

pravého horního rohu B, které vedou pouze doprava a nahoru takových, ºe mají práv¥ jeden bod na

diagonále AB (nepo£ítaje A a B).

Nápov¥da: Catalanova £ísla. ⃝

12.103. Dokaºte, ºe pro Fibonacciho £ísla platí:

i) F2 + F4 + · · · + F2n = F2n+1 − 1
ii) F1 + F3 + · · · + F2n−1 = F2n

⃝

12.104. Ozna£me Hn minimální po£et krok· pot°ebných k p°emíst¥ní v¥ºe o n kotou£ích z jednoho

kolíku na druhý u hlavolamu Hanojská v¥º. Odvo¤te rekurentní formuli pro výpo£etHn a ur£ete její

obecné °e²ení. ⃝

�e²ení. Hn+1 = 2Hn + 1, Hn = 2n − 1. □
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A na záv¥r knihy jeden p°íklad z praxe.

12.105. Volejbalový tým (s liberem, tj. celkem sedm osob) sedí po zápase v hospod¥ a popíjí za-

slouºené pivo. Hospodský má k dispozici pouze sedm krígl·.4 Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°í²t¥

i) práv¥ jeden volejbalista nebude pít ze stejného kríglu,

ii) nikdo nebude pít ze stejného kríglu,

iii) práv¥ t°i budou pít ze stejného kríglu.

�e²ení.

i) Pokud ²est lidí dostane ten sv·j, tak zákonit¥ i ten sedmý, pravd¥podobnost je tedy nulová.

ii) Nech´M je mnoºina v²ech po°adí sedmi hrá£· a jevAi je po°adí, kdy i-tý hrá£ dostane sv·j

krígl. Chceme spo£ítat |M −∪iAi |. Dostáváme 7!
∑7

k=0
(−1)k

k! = 1854. A pravd¥podobnost

je 1854
5040 = 103

280
.= 0,37.

iii) Pro výb¥r t¥ch t°í, kte°í dostanou sv·j krígl, je
(7

3

) = 35moºností. Zbylí £ty°i musí dostat jiné

neº svoje. To je op¥t vzorec z minulého bodu, konkrétn¥ jde o 4!
∑4

k=0
(−1)k

k! = 9 moºností.

Máme tedy dohromady 9 · 35 = 315 moºností a pravd¥podobnost je 315
5040 = 1

16 .

□

4Krígl je speci�cká nádoba, ze které se pije pivo v hospod¥.
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�e²ení cvi£ení

12.7. Artikulací jsou vrcholy 0, 1, 9, 10. Mosty tvo°í hrany (0, 1), (0, 12), (9, 10).
12.15. (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 4), (6, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 4), (4, 1), (4, 2), (2, 1).
12.16. (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (1, 2), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 5), . . . (5, 6).
12.24. Postupem podle Havla a Hakimiho se snadno ukáºe, ºe takový graf existuje. Rovinný ale nikoliv: |V | =
10, |E| = 35 a aby byl rovinný, muselo by platit 3|V | − 6 ≥ |E|, tj. 24 ≥ 35.
12.27.

i) Ano. Plyne ihned z Kuratowského v¥ty (K5 má 10 hran, K3,3 9 hran).

ii) Ne. Protip°íkladem je K5 i K3,3.

iii) Ne. Mnoho protip°íklad· (nap°. K3,3 s p°idaným vrcholem a do n¥j vedoucí hranou).

iv) Ne. Protip°íkladem je K5.

v) Ne. Protip°íkladem je K3,3.

vi) Totéº jako (ii).

vii) Ne. Protip°íkladem je Cn.

viii) Ne. Protip°íkladem je K5.

ix) Ne. Protip°íkladem je Cn.

12.29. V prvním p°ípad¥ ne (existuje vlastní pre�x kódu se stejným po£tem nul a jedni£ek), v druhém p°ípad¥

strom existuje.

12.34. Postup není správný. Sta£í uváºit nap°íklad kruºnici s hranami ohodnocenými aº na jednu jedni£kami,

zbývající hrana ohodnocená dvojkou.

12.35. Aplikací libovolného algoritmu na hledání minimální kostry zjistíme, ºe hledaná délka je 12154.

(v kost°e jsou hrany LPe, LP, LNY, PeT, MCNY).

12.41. Najdeme maximální tok velikosti 15 a rovn¥º °ez [1, 6], [1, 3], [2, 4], [2, 3] téºe kapacity.
12.43. Z teorie a p°edchozího p°íkladu víme, ºe kapacita minimálního °ezu je 9. Maximální tok f není za-

dán jednozna£n¥. M·ºeme volit nap°íklad f (a) = 2, f (b) = 4, f (c) = 1, f (h) = 1, f (j) = 4, f (f ) =
2, f (i) = 7, f (v) = 0 pro v²echny ostatní hrany v daného grafu.

12.50.

1− 4! · 4!
8!
24

= 27
35

.

12.51. 49
54 .

12.64.

i) Z p°íkladu v £ásti 12.42 víme, ºe vytvo°ující funkcí posloupnosti (1, 2, 3, 4, . . .) je funkce 1
(1−x)2 .

ii) Protoºe je (i podle p°edchozí úlohy)

x

(1− x)2
v.f.p.←→ (0, 1, 2, 3, . . . ),

máme pro derivaci této funkce

(
x

(1− x)2
)′
= 1+ x
(1− x)3

v.f.p.←→ (1 · 1, 2 · 2, 3 · 3, . . . ).

Podotkn¥me, ºe tuto úlohu bylo moºné °e²it i se znalostí toho, ºe 1
(1−x)3

v.f.p.←→ (
n+2
n

)
.
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iii) Máme

1
1− x

v.f.p.←→ (1, 1, 1, 1 . . . ),

1
1− 2x

v.f.p.←→ (1, 2, 4, 8, . . . ),

1
1− 2x2

v.f.p.←→ (1, 0, 2, 0, 4, 0, . . . ),

x

1− 2x2
v.f.p.←→ (0, 1, 0, 2, 0, 4, . . . ),

odkud dostáváme výsledek

1+ x
1− 2x2

v.f.p.←→ (1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . . ).

iv) Z p°edchozího víme, ºe f (x) = 1+x
(1−x)3

v.f.p.←→ (12, 22, 32, . . . ), proto

f (x)− (1+ 4x)
x2

v.f.p.←→ (32, 42, 52, . . . ).

Substitucí 2x3 za x dostaneme

f (2x3 )− (1+ 8x3 )

46
v.f.p.←→ (9, 0, 0, 2 · 16, 0, 0, 4 · 25, . . . ).

v) Pokud ozna£íme F(x) výsledek p°edchozí úlohy, pak je výsledkem

F(x)− x2F(x)+ x

1−x3 .

12.71. x/(1− 3x + x2 )

12.78.

i) Úplný graf na n vrcholech má n(n−1)
2 hran, kruºnice na n vrcholech má n hran. Musíme tedy ke

kruºnici p°idat n(n−1)
2 − n hran.

ii) Podobn¥ jako vý²e dostaneme výsledek (m+n)(m+n−1)
2 −m · n.

12.79. Hrany s ohodnocením t°i tvo°í kruºnici 23562 délky £ty°i a hranu 14. Jde tedy o nesouvislý podgraf

daného grafu. Není tedy moºné vybrat kostru daného grafu pouze z hran s ohodnocením t°i. Maximální kostra

bude mít tedy sou£et ohodnocení hran v ní nejvý²e 4 · 3+ 2 = 14. Kostru s touto hodnotou skute£n¥ m·ºeme

vybrat. Z hran s ohodnocením 3 m·ºeme vypustit libovolnou hranu ze zmi¬ované kruºnice a nezávisle p°idáme

n¥jakou hranu s ohodnocením dv¥, která spojuje v podgrafu hran s ohodnocením t°i komponentu 2356 s kom-

ponentou 14. Takové hrany jsou celkem £ty°i. Celkem má daný graf 4 · 4 = 16 r·zných maximálních koster.

12.80. Nejlevn¥j²í hrany s ohodnocením jedna tvo°í podgraf obshahující v²echny vrcholy a mající dv¥ kompo-

nenty, které mohou být propojeny n¥jakou hranou s druhým nejmen²ím ohodnocením. Minimální kostra má

tedy sou£et ohodnocení jejch hran minimáln¥ 6 · 1+ 2 = 8. Kostry s touto hodnotou skute£n¥ existují, je totiº

²est hran hodnoty 2, které propojují zmi¬ované dv¥ komponenty. Konkrétn¥ jde o komponentu {1, 2, 4, 5, 7}
a {3, 6}. V první komponent¥ existují práv¥ t°i kruºnice a to délky 4, p°i£emº kaºdá ze ²esti hran této kompo-

nenty leºí práv¥ ve dvou kruºnicích. Abychom z dané komponenty získali strom, musíme dv¥ hrany vypustit,

to m·ºeme ud¥lat 6 · 4/2 zp·soby. Celkem dostáváme 12 · 6 = 72 r·zných minimálních koster.

12.81. 18.
12.82. 12.
12.83. 16.
12.84. 16.
12.88. Min. °ez je dán mnoºinou {Z,A,E}. Hodnota je 32.
12.89. Min. °ez odpovídá mnoºin¥ (B,D, S). Hodnota je 40.



765

KAPITOLA 12. KOMBINATORICKÉ METODY, GRAFY A ALGORITMY

12.90. �ez je dán mnoºinou {F, S,D}, hodnota je 29.
12.91. Min. °ez je dán mnoºinou {F, S}, jeho hodnota je 39.
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abelovská grupa, 642

k-tý absolutní moment, 561

absolutní hodnota, 248

absorp£níproces, 146

absorp£ní zákony, 687

adjungovaná matice, 153

adjungované zobrazení, 152

a�nní

kombinace bod·, 198

obal, 195

podprostor, 195

repér, 195

sou°adnice v rovin¥, 28

soustava sou°adnic, 195

varieta, 669

zobrazení, 32, 201

pom¥r bod·, 202

akce grupy G na mnoºin¥, 654

σ�algebra, 533

algebraický dopln¥k, 83

algebraická násobnost, 110, 157

algoritmus

Bor·vk·v, 736

Dijkstr·v, 720

ElGamal, 636

Euklid·v, 591

Floyd·v-Warshall·v, 716

Ford·v-Fulkerson·v, 739

Jarník·v, 736

Kruskal·v, 735

Lagrange·v, 217

Prim·v, 736

alternativní hypotéza, 579

analýza citlivosti, 579

analytický tvar, 213

aposteriorní, 577

apriorní, 577

aritmetické reprezentanty, 221

aritmetický pr·m¥r, 275, 527

artikulace, 710

asociativita, 8

asociativní operace, 642

asymptota bez sm¥rnice, 336

asymptota se sm¥rnicí, 335

asymptotický odhad, 343

asymptoty, 335

atom, 694

axiomy £ísel, 8

báze, 28

standardní, 92

báze vektorového prostoru, 89

barvení grafu, 710

Bayes·v vzorec, 537

bayesovská statistika, 571

Bellovo £íslo, 43

Bernoulliova nerovnost, 276

Beta funkce, 581

Bezoutova v¥ta, 591

binární

operace, 641

relace, 39

strom, 726

vyhledávací strom, 726

binomická £ísla, 12

binomický rozvoj, 12

binomické kongruence, 616

binormála k°ivky, 341

bipartitní graf, 709

bipartitní párování, 741

bit, 697

bod nespojitosti, 355

bod zvratu, 677

bodový euklidovský prostor, 203

bodový odhad, 574

body v obecné poloze, 198, 223

Booleovská algebra, 686

bootstrap, 586

Borelovské mnoºiny, 539

Carmichaelova £ísla, 625

Casoratián, 132

£áste£né uspo°ádání, 690

£áste£ný sou£et, 279
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cauchyovská posloupnost, 249, 410

k-tý centrální moment, 561

cesta, 709, 711

charakteristická funkce mnoºiny, 358

charakteristická rovnice, 132, 511

charakteristický polynom, 134

charakteristický polynom matice, 104

charakteristický polynom zobrazení, 104

charakteristika, 511

chyba druhého druhu, 579

chyba prvního druhu, 579

£len determinantu, 78

£tvercová matice, 70

cyklická grupa, 647, 650

cyklické zobrazení, 157

cyklický ºeb°ík, 710

cyklus, 80, 644

délka k°ivky, 359

d·sledek jevu, 20, 534

d¥litelnost, 661

Darboux·v integrál, 352

De Morganova pravidla, 687

decily, 556

de�ni£ní obor funkce, 10

de�ni£ní obor relace, 39

dekonvoluce, 430

derivace, 242, 264

jednostranná, 265

nevlastní, 265

parciální druhého °ádu, 446

parciální k-tého °ádu, 447

vlastní, 265

ve sm¥ru vektoru, 442

determinant, 31

determinant matice, 78

diferen£ní rovnice

lineární, 15

prvního °ádu, 15

diference

dop°edná, 343

druhého °ádu, 343

st°edová, 343

zp¥tná, 343

diferenciál funkce, 337, 443

diferenciál zobrazení, 454

diferenciální rovnice

Bernoulliho typu, 494

homogenní, 493

Riccatiho typu, 494

diferen£ní rovnice

homogenní lineární °ádu k, 131

dihedrální grupa, 646

dimenze, 67, 89, 194

dimenze matice, 70

diofantické rovnice, 623

Diracova funkce δ, 430

Dirichlet·v sou£in, 602

Dirichletova podmínka, 421

Dirichletovo jádro, 424

discrete logarithm problem, 636

diskrétní grupa symetrií, 647

diskrétní logaritmus, 607

diskrétní náhodná veli£ina, 542

distribu£ní funkce, 540

distributivita, 8, 656

distributivní svaz, 692

divergentní posloupnost, 256

dokonalé £íslo, 596

dolní a horní kvartil, 528

dolní Riemann·v integrál, 355

dolní Riemann·v sou£et, 352

dolní závora, 247, 691

dopln¥k, 686

dopln¥k minoru, 83

dosaºená hladina testu, 580

druhá derivace, 327

duální báze, 97

duální projektivní prostor, 224

duální prostor, 97

duální tvrzení, 687

duální zobrazení, 152

dvojpom¥r £tve°ice bod· , 224

d¥lení se zbytkem, 589

d¥litelnost, 589

ekvivalence, 600

elementární °ádkové transformace, 73

elementární sloupcové transformace, 73

elementární jevy, 534

eliptická k°ivka , 677

entropie, 532

Euklid·v algoritmus, 591

euklidovská rovina, 33

euklidovská transformace, 216

euklidovské podprostory, 203

Eulerova aproximace, 497

Eulerovo £íslo e, 277
eulerovské grafy, 723

eulerovský sled, 723

eulerovský tah, 723

exaktnost, 654

excentricita, 728

exponenciální vytvo°ující funkce, 752

exponenta matice, 509



768

REJST�ÍK

faktor, 711

faktoriál, 10

faktorová grupa, 653

faktorový vektorový prostor, 159

Fermatova £ísla, 630

forma

k-lineárních, 101

antisymetrická bilineární, 101

bilineární, 101

symetrická bilineární, 101

Fourier·v ortogonální systém, 403

Fourierova °ada, 405

Fourierova kosinusová transformace, 431

Fourierova sinusová transformace, 431

Fourierova transformace, 427

Fourierovy koe�cienty, 403

Fourierovy koe�cienty funkce, 405

frekven£ní statistika, 571

Frenet·v repér, 341

Frenetovy�Serretovy vzorce, 341

Fresnelovy sinové a kosinové integrály, 357

fundamentální systém °e²ení, 126, 132

funkce

analytická, 332

cyklometrická, 287

diferencovatelná, 265

diferencovatelná v bod¥, 443

(k + 1)�krát diferencovatelná, 327

dvakrát diferencovatelná, 327

exponenciální, 263

Heavisideova, 246

hladká, 327

hyperbolická, 288

klesající na intervalu, 267

klesající v bodu, 267

komplexní funkce reálné prom¥nné, 237

konkávní, 334

konvexní, 334

lipschitzovsky spojitá, 458

logaritmická se základem a, 264

mocninná, 263,

periodická, 287,404

po £ástech spojitá, 355

racionální, 262

reálné prom¥nné, 237

rostoucí na intervalu, 266

rostoucí v bod¥, 266

ryze racionální lomená, 348

skalární, 10

spojitá v bod¥, 259

spojitá zprava, resp. zleva, 260

stejnom¥rn¥ spojitá, 355

t°ídy Ck , 447

t°ídy Ck (A), 327

funkce náhodné veli£iny, 552

gaussián, 332

Gaussova eliminace, 73

Gaussova k°ivka, 549

generátory, 88

generování a�nního podprostoru, 195

geometrická °ada, 284

geometrická násobnost, 110, 157

geometrické body, 221

geometrický pr·m¥r, 276, 527

geometrická báze, 223

Gibbs·v jev, 407

goniometrické funkce, 285

gradient funkce, 463

graf, 708

graf zobrazení, 40

Gram·v�Schmidt·v ortogonaliza£ní proces, 99

Gram·v determinant, 209

grupa, 642

komutativní, 8

grupa permutací, 643

grupoid, 641

hamiltonovská kruºnice, 724

Hammingova vzdálenost, 698

harmonický pr·m¥r, 275

Hasseho diagram, 691

hermiteovské matice, 153

Hermite·v interpola£ní polynom, 244

Hessián funkce, 448

negativn¥ de�nitní, 452

negativn¥ semide�nitní, 452

positivn¥ de�nitní, 452

positivn¥ semide�nitní, 452

histogram, 526

hladina testu, 579

hlavní ideál, 672

hlavní normála, 341

hlavních minorech, 83

hodnost kvadratické formy, 213

hodnost matice, 77

p�hodnota testu, 580

homogenní úloha, 125

homogenní lineární diferen£ní rovnice, 131

homogenní lineární rekurence, 131

homogenní sou°adnice, 220, 221

homomor�smus Booleovských algeber, 692

homotetie, 102

horní Riemann·v integrál, 355

horní Riemann·v sou£et, 352

horní závora, 247, 691



769

REJST�ÍK

hra, 742

hrana grafu, 708

hrani£ní bod, 253, 419

hrani£ní vrcholy, 708

hranice simplexu, 198

hranový seznam, 714

hranov¥ k�souvislý graf, 718

hromadné body podmnoºiny, 411

hromadný bod mnoºiny, 251

hustota pravd¥podobnosti, 543

hyperkostka, 709

hypotéza, 579

idempotentnost, 687

identita

Besselova, 403

imaginární sloºka, 8

imerze, 479

implicitní popis, 196

inde�nitní Hessián, 452

index, 607

indukovaný podgraf, 711

in�mum, 247, 686

in�mum mnoºiny, 691

in�exní bod, 335

integrál formy, 483

integrální k°ivka, 505

integrální v¥ta o st°ední hodnot¥, 355, 359

integrál

Newton·v, 345

Riemann·v, 350
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kartézská sou°adná soustava, 203

kartézský sou£in, 39

kladný sm¥r rotace, 34
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kontrakce, 495

konvergence, 249

konvergence podle distribu£ní funkce, 566
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lineární nezávislost, 87

list, 725

logaritmický °ád velikosti, 513

logaritmická v¥rohodnostní funkce, 576
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schodovitý tvar, 73
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mnoºina °e²ení kongruence, 610

mnoºina
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nominální, 525

ordinální, 526

pom¥rové, 526
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nulová míra, 372

obecná Fourierova °ada, 408

obor hodnot funkce, 10
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rozd¥lení pravd¥podobnosti náhodné veli£iny, 540



774

REJST�ÍK

rozd¥lení

χ2 s n stupni volnosti, 568

χ2 s jedním stupn¥m volnosti, 567

alternativní, 544
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sou£et podprostor·, 89
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souvislý graf, 718
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spojitá náhodná veli£ina, 543

spojitá zobrazení, 412
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spole£né nastoupení jev·, 534
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st°ední hodnota, 359

St°ední hodnota náhodného vektoru, 553

st°ední hodnota veli£iny, 553
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stacionární bod, 466

stacionární bod funkce, 451
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standardní a�nní prostor, 193
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standardní minimaliza£ní problém, 127
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stejnom¥rná spojitost, 353

stejnom¥rn¥ Cauchyovská, 365
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²t¥pení posloupnosti, 654

stochastická matice, 145

stochasticky nezávislé, 550, 535

stok, 738

stok sít¥, 737

stopa matice, 104

stopa zobrazení, 104

strategie hrá£e, 742

strom, 725

strom hry, 742

stupe¬ polynomu, 658, 674

stupe¬ vrcholu, 712
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stupe¬ polynomu, 238
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submatice, 83
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svaz, 692
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symetrické matice, 153

symetrizace, 708
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syndrom, 702
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t°etí kvartil, 556
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tok vektorového pole, 505

topologie, 252, 412

komplexní roviny, 252
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unitární isomor�smus, 147

unitární matice, 151

unitární prostor, 146

unitární zobrazení, 147

univerzální formule, 750

úplná soustava rovnic, 505

úplné metrické prostory, 411

úplný graf, 709

úplný ortogonální systém, 403

úplném svazu, 692

úplná soustava zbytk·, 604

úplné uspo°ádání, 690

úplný splajn, 245

ur£itý integrál, 345

úrov¬ová mnoºina, 463

úse£ka, 198, 709

uspo°ádání, 41, 690

uspo°ádaná mnoºina, 690

uspo°ádané pole, 246
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výb¥rový kvantil, 528

výb¥rový rozptyl, 528

výb¥rový soubor, 572

výb¥rová statistika, 575

výb¥rový rozptyl, 572

výrok, 688

výst°ednost stromu, 728

výstupní stupe¬ , 712

v¥rohodnostní funkce, 576

Vandermond·v determinant, 240

varia£ní koe�cient, 529

variace, 12, 372

s opakováním, 14

varian£ní matice, 561

vcházející hrany, 708

ve°ejný klí£, 634, 636

vedoucí £len, 674
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vedoucí koe�cient, 674

vedoucí monom, 674

vektor chyb, 699

vektor omezení, 127

vektorová funkce jedné reálné prom¥nné, 339

vektorové pole, 478, 505

vektorové pole podél k°ivky, 478

vektorový podprostor, 88

vektorový prostor, 86

vektorový sou£in, 210

vektory, 27, 67

nulové, 27

lineárn¥ závislé, 76

velikost multiindexu, 659

velikost toku, 738

velikost vektoru, 146

veli£iny

stochasticky nezávislé, 24

vlastní £ísla matice, 104

vlastní £ísla zobrazení, 103

vlastní vektory zobrazení, 103

vn¥j²í diferenciál, 486

vn¥j²í diferenciální k�forma, 480

vn¥j²í sou£in vektor·, 210

vnit°ek mnoºiny, 411

vnit°ním bod, 419

vnit°ním bodem mnoºiny, 253

vrchol grafu, 708

vrcholov¥ k�souvislý graf, 718

vstupní stupe¬ , 712

vycházející hrany, 708

vychýlení odhadu T , 575

vytvo°ující funkce, 747

vyváºený vrchol, 712

vyváºený binární strom, 726

vzájemn¥ kolmé, 154

vzdálenost, 420

vzdálenost bodu od mnoºiny, 251

vzdálenost bod·, 203

vzdálenost vrchol·, 720

vzor mnoºiny v zobrazení, 40

vzorkovací interval, 432

vícerozm¥rný interval, 468

v¥ta

Abelova, 368

Arzelova-Ascoliho, 420

Bernoulliova, 558

Bezoutova, 591

Cauchyova, 82

Cauchyova o st°ední hodnot¥, 273

Frobeniova, 126

Gaussova�Ostrogradského, 489

Greenova, 488

Jacobiho, 219

Jordanova, 730

klasická Stokesova, 489

Kleeneho, 694

kosinová, 205

Kuratowského, 730

Lagrangeova, 652

Lagrangeova o st°ední hodnot¥, 272

malá Fermatova, 652

Mengerova, 718

o setrva£nosti, 217

Rolleova, 272

Spragueova�Grundyova, 745

Steinitzova, 732

Steinitzova o vým¥n¥, 91

Stoneova o reprezentaci, 697

Tarského o pevném bod¥, 694

základní v¥ta algebry, 328

základní v¥ta aritmetiky, 594

zobecn¥ná binomická v¥ta, 749

wavelety, 409

základní prostor, 19, 533

zákon kvadratické reciprocity, 619

zúpln¥ní metrického prostoru, 415

zam¥°ení, 194

zdroj, 738

zdroj sít¥, 737

zobecn¥ná exponenciální mocninná °ada, 754

zobrazení

identické , 41

injektivní, 40

surjektivní , 40

z mnoºiny A do mnoºiny B, 40

zobrazení

diferencovatelné, 454

do, 40

na, 40

t°ídy Ck , 454

zrcadlení vzhledem k p°ímce, 35
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