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Kapitola 1
Pripravné uvahy

Nejprve se pokusime sestavit matematicky model jednoduchého procesu, déje, ktery lze néjak
kvantifikovat a ktery se odehrava v pribéhu casu. Konkrétné pujde o model riustu néjaké po-
pulace. Pfitom si budeme pfedstavovat, ze proces pozorujeme nebo popisujeme v oddélenych
casovych okamzicich. Béh ¢asu si tedy budeme predstavovat jako diskrétni, jako plynouci v né-
jakych krocich nebo taktech, jejichz trvani budeme povazovat za jednotkové. Tato predstavu
bude podstatna.

Zakladnim objektem vystupujicim v modelu bude posloupnost. Pravé ¢leny posloupnosti
budou vyjadiovat stav procesu v jednotlivych okamzicich. U posloupnosti si budeme vsimat
jejl monotonnosti, ohrani¢enosti, existence nebo neexistence limity, ptipadné jiné charakteris-
tiky chovani posloupnosti. To ukazuje, ze je uzitecné pripomenout nékteré zakladni poznatky
o posloupnostech piipadné je uvést v novych souvislostech. Zejména si ukdzeme, ze pro po-
sloupnosti muzeme vytvorit kalkulus, ktera je analogii diferencidlniho a integralniho poctu
pro funkce.

Jednoduchy model rustu populace

Predstavme si populaci slozenou z néjakych organismu; mohou to byt obratlovci, rostliny,
mikrobi — na zvolené urovni abstrakce na jejich povaze nezalezi. VSechny jedince budeme
povazovat za stejné, jeden od druhého se nijak nelisi, v prubéhu svého Zivota se nijak neméni.
Do nasi Gvahy zahrneme jediné dva déje, konkrétné ze jedinci vznikaji (rodi se, lihnou, kliéi,
pudi, ...) a zanikaji (umiraji, hynou, déli se, ...). Jako jedinou kvantitativni charakteristiku
populace budeme uvazovat jeji velikost; ta mtze byt vyjddirena poctem jedincti, populac¢ni
hustotou, celkovou biomasou a podobné. Dale si budeme predstavovat, ze velikost populace
zjistujeme v pravidelnych ¢asovych intervalech, jinak feceno, ze mame néjakou ,pfirozenou*
jednotku ¢asu, takze mtizeme casové okamziky ocislovat prirozenymi ¢isly 0,1,2,. ... Je celkem
jasné, ze

(velikost populace v ¢ase t + 1) = (velikost populace v ¢ase t) +
+ (mnozstvi jedinct vzniklych v ¢asovém intervalu od ¢t do ¢ + 1) —
— (mnozstvi jedinc uhynulych v ¢asovém intervalu od ¢ do ¢t + 1).

7 tohoto pojmového modelu vytvorime model matematicky tak, ze zavedeme veli¢inu x zavislou
na Case, tedy = = x(t), kterou budeme interpretovat jako (pozorovanou) velikost populace
v Casovém okamziku ¢. Déle oznac¢ime B(t) mnozstvi jedinct vzniklych v ¢éasovém intervalu

1



2 KAPITOLA 1. PRIPRAVNE UVAHY

od t do t 4+ 1 a D(t) mnozstvi jedincii uhynulych v tomto obdobi. Symboly jsou voleny tak,
7e x oznacuje veli¢inu, kterou chceme znat, B je zkratkou slova ,birth“ a D slova ,death”.
Uvedené slovné vyjadiené rovnici nyni mtizeme dat tvar

z(t+1) = x(t) + B(t) — D(1). (1.1)

Abychom z této rovnice mohli spocitat velikost populace v jednotlivych ¢asovych okamzicich,
potiebujeme jesté specifikovat veli¢iny B(t) a D(t). Vzhledem k pfedpokladu, ze vSichni je-
dinci jsou stejni, muzeme ocekavat, ze kazdy z nich ,vyprodukuje* béhem c¢asového intervalu
jednotkové délky urcité stejné mnozstvi zivych potomki; oznacme toto mnozstvi b. Alterna-
tivné bychom mohli Fici, Ze b je stfedni hodnota poc¢tu potomku jedince za jednotkovy casovy
interval. Hodnota b tedy nemusi byt celé ¢islo. Celkové mnozstvi jedincii vznikljch v ¢asovém
intervalu od ¢ do ¢t + 1 tedy bude

B(t) = bx(t). (1.2)

7 téhoz predpokladu také mizeme odvodit, ze kazdy jedinec ma v libovolném intervalu jed-
notkové délky stejnou pravdépodobnost, ze uhyne; oznac¢me tuto pravdépodobnost d. Klasicky
spoc¢itame pravdépodobnost, Ze jedinec béhem jednotkového intervalu uhyne jako podil mnoz-
stvi uhynulych jedincti a mnozstvi vSech jedinct, tj. d = D(t)/x(t), neboli

D(t) = da(t). (1.3)

Moznost, ze néjaky jedinec vznikne i zanikne v témze jednotkovém casovém intervalu,
nemd na vztahy (1.2), (1.3) vliv. Takovi jedinci by totiz nemohli byt zahrnuti mezi zivé
potomky, kterych je b, a tim padem by v odvozenych rovnostech vibec nefigurovali.

Pii odvozeni vztahu (1.2) jsme vSak uvazovali, jako by se mnozstvi jedinci, ktefi zili
v Casovém okamziku ¢, v prubéhu intervalu do ¢ 4+ 1 neménilo. Mlcky jsme tedy prijali dalsi
zjednodusujici predpoklad: k rozeni dochézi ,kratce po zacatku* uvazovaného casového in-
tervalu, k thyntm ,kratce pred jeho koncem“.

Vyjadieni (1.2) a (1.3) dosadime do rovnice (1.1). Dostaneme

z(t + 1) = x(t) + ba(t) — dz(t),
nebo po trivialni apravé
z(t+1)=(14b—d)x(t). (1.4)

Parametr b v této rovnici nazyvame porodnost (birth rate); tento parametr je kladny, nebot
v nevyhynulé populaci musi novi jedinci vznikat. Parametr d nazyvame dmrtnost (death rate);
ponévadz vyjadiuje pravdépodobnost, nabyva hodnot mezi 0 a 1 — Gmrti je mozné, ale neni
nutné. Tedy

b>0, 0<d<l. (1.5)

Oznacime-li
r=1+b-d, (1.6)

muzeme rovnici (1.4) zapsat v kratsim tvaru
x(t+1) = rx(t); (1.7)

parametr 7 nazveme koeficient rustu (rustovy koeficient, growth rate). Vyjadiuje relativni
prirtstek populace za jednotku ¢asu. Podle podminek (1.5) plati

r > 0. (1.8)



Rovnost (1.7) mizeme chépat jako rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost

{z(0),z(1),2(3),... }

s kvocientem r, dobfe znamou ze stfedni skoly. Pokud tedy na pocatku, tj. v case t = 0, je
velikost populace rovna

2(0) = &o, (1.9)

kde & je néjaké kladné ¢islo, pak velikost populace v libovolném c¢asovém okamziku ¢ je rovna
z(t) = &or'. (1.10)

Dostavame tak prvni zavér: velikost populace roste jako geometrickd posloupnost (,,populace
roste geometrickou fadou®). Tento zavér — ovSem odpozorovany na ristu obyvatelstva seve-
roamerickych osad, nikoliv odvozeny uvedenym postupem — zpopularizoval Thomas Malthus
ve svém slavném Pojednéni o principech populace z roku 1798. Proto rovnici (1.7) s po¢éateéni
podminkou (1.9) budeme nazyvat malthusovsky model ristu populace.

Zavér bychom ale méli formulovat opatrnéji: pokud se populace vyviji podle modelu (nebo
snad podle pfirodniho zdkona?) vyjadfeného rovnosti (1.7) a na poc¢atku ma velikost rovnu o,
pak jeji velikost v ¢asovém okamziku ¢ je ddna vyrazem na pravé strané rovnosti (1.10). Je-li
pfitom r > 1, tj. porodnost je vétsi nez imrtnost, pak velikost populace roste nade vSechny
meze, tlggo x(t) = oo; je-li r < 1, tj. Gmrtnost je vétsi nez porodnost, pak populace vymira,

tlim z(t) = 0. Pokud by r = 1, tj. porodnost by se vyrovnala s Gmrtnosti, velikost populace
—00

by se neménila, x(t) = & v kazdém Casovém okamziku ¢.

Geometricky rust populace skute¢né muze byt pozorovan v pripadech, kdy populace je
mala a prostiedi, ve kterém se vyviji, je prakticky neomezené; jako napt v dobé pocatecniho
osidleni Ameriky imigranty z Evropy a zapadni Afriky, nebo rust kolonie bakterii na zivném
substratu. Malthusovsky model (1.7) tedy za jistych podminek popisuje rist realné populace.
Ovsem zadna populace nemuze rust nade vsechny meze, prinejmensim proto, ze povrch Zemé
je konecny.

Nyni jsme tedy v situaci, Ze pro popis rustu (nebo presnéji pro popis vyvoje velikosti)
populace mame matematicky model (1.4), ktery adekvatné popisuje skutecnost za jistych,
dosti omezujicich predpokladi. Chtéli bychom vsak mit model, ktery zachovava ,dobré vlast-
nosti“ modelu (1.4), tj. spravné popisuje poc¢ateéni faze ristu malé populace, ale nemé jeho
,vlastnost Spatnou®, tj. nepredpovida nerealisticky rist nade vSechny meze.

V omezeném prostiedi velka populace spotiebovava velké mnozstvi omezenych zdroji, na
jedince pripadne jejich mensi podil a proto se mu nebude dostévat energie k reprodukci. Je-li
tedy v prostfedi s omezenymi zdroji velkd populace, je jeji porodnost (pocet potomki na
jedince) mensi, nez by byla v pfipadé, ze by populace byla mala.

Velkd populace znecistuje prostfedi produkty svého metabolismu; zadny organismus ale
nemiize zit v prostiedi tvoreném odpady jeho ¢innosti nebo zivota. Je-li tedy populace v ome-
zeném prostiedi velka, na jedince pfipadne vétsi mnozstvi produkovanych odpadnich latek,
které byvaji toxické a proto se tmrtnost v populaci zvétsi.

Témito tvahami mtzeme dojit k zavéru, ze u velké populace je mala porodnost nebo velka
umrtnost. Tyto jevy se vzdjemné zesiluji podle (1.6), rist populace pisobi pokles rustového
koeficientu. Pii ,vylepSovani“ modelu (1.4) tedy konstantni koeficient rtistu r nahradime
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Obrazek 1.1: Riuzné moznosti volby funkce g na pravé strané obecného modelu (1.11) ristu
populace v prostfedi s omezenymi zdroji.

néjakym vyrazem zavislym na velikosti populace, néjakou funkci proménné x. Model ristu
populace tedy mtize mit obecny tvar

z(t+1) = g(z(t))z(t). (1.11)

Ptitom funkce g je definovana pro nezaporné hodnoty argumentu z a je klesajici. Chceme, aby
model (1.7) byl specidlnim piipadem modelu (1.11) pro ,malé“ velikosti populace. Pfesnéji
tento pozadavek vyjadiime ve tvaru

g(0) =r>1. (1.12)

V tomto pripadé se r nazyva vnitini koeficient ristu (intrinsic growth rate). Vyjadiuje ma-
ximalni mozny relativni piirtstek velikosti populace za jednotku casu, tj. takovy prirtistek,
ktery by populace méla v prostiedi s neomezenymi zdroji.

Existujici populace ziji v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, jejich velikost se dlou-
hodobé neméni, prestoze jedinci se rodi a umiraji. Toto pozorovani vede k predpokladu, ze
pro kazdou populaci existuje néjaka ,rovnovazna velikost“. Pokud by populace byla vétsi,
spottebovavaly by vice zdroju nebo vice odpadt a jeji rustovy koeficient by byl mensi nez 1.
Naopak, kdyby populace byla mensi nez ,rovnovazna“, méla by nadbytek zdroji na jedince a
,prebytecna“ energie by se mohla vyuzit pro reprodukci. Rustovy koeficient takové populace
by byl vétsi nez 1. Tyto avahy nyni vyjadiime tak, ze pro klesajici funkci g existuje konstanta
K takové, ze g(K) =1,

(3K >0) g(K) =1. (1.13)
Hodnota K vyjadiuje kapacitu (dZivnost) prostredi.

Funkce g vystupujici v modelu (1.11) je tedy klesajici a splituje podminky (1.12), (1.13).
Tuto funkci potiebujeme déle néjak specifikovat.
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Obrézek 1.2: Reseni logistické rovnice z(t + 1) = x(t)(r — (r — 1)z(t)) s pocateéni hodnotou
x(0) = 0,01 pro rizné hodnoty parametru r.

Nejjednodussi volbou je linearni funkce,

r—1

g(l’) =T = va

tato funkce je na obr. 1.1 zndzornéna modrou piimkou. Model (1.11) tedy ziska tvar

2t +1) = 2(t) <7" - 135(16)) . (1.14)

Tato rovnice se nazyva logistickd. Jako model ristu populace ji patrné poprvé pouzil John
Maynard Smith ve slavné knize Mathematical Ideas in Biology'.

Rovnici (1.14) 1ze opét chapat jako rekurentni formuli pro néjakou posloupnost. Pro obecny
¢len takové posloupnosti vsak neznédme vzorecek. Aspon ale mizeme vypocitat prvnich nékolik
¢lenu této posloupnosti pro rizné hodnoty parametri. Tyto simulace provedeme pro hodnoty
K =1ax(0) =& = 0,01; to lze interpretovat jako rist populace v neobsazeném prosttedi,
do néhoz invadovalo nékolik jedincli, rovnovéznou velikost populace pfitom povazujeme za
jednotkovou. Vysledek simulaci je na obr. 1.2.

Vidime, ze pro malé hodnoty koeficientu r, presnéji pro r < 2, populace roste. Pro malé
hodnoty ¢, rast pfipomind geometrickou posloupnost, poté se stane skoro linedrnim (pfi-
pomind aritmetickou posloupnost s kladnou diferenci), pak se zpomali az doséhne hodnoty

!Cambridge Univ. Press, 1968



6 KAPITOLA 1. PRIPRAVNE UVAHY

N
N
«© |
o
L;, ]
N |
o
o |
© | I I I I |
0 10 20 30 40 50
t

K<l D> I =]+

Obrazek 1.3: ReSeni Bevertonovy-Holtovy rovnice x(t + 1) = x(t) L

E4tedni
—1 T (T‘ — 1);,;(t) S pocatecnl

hodnotou z(0) = 0,01 pro rtzné hodnoty parametru r.

kapacity prostfedi a rtist ustane. Jinak feceno, posloupnost zadané rekurentné rovnosti (1.14)
je rostouci omezenou posloupnosti, pro niz plati
tli>I?O z(t) = K. (1.15)

Pokud je hodnota ristového koeficientu r vétsi, presnéji pokud je 2 < r < 3, posloupnost
prekroci hodnotu kapacity prostiedi, ale s tlumenymi oscilacemi se na této hodnoté postupné
ustali. Stale tedy plati (1.15), ale posloupnost jiz neni monotonni.

Pri jesté vétsi hodnoté r se hodnoty posloupnosti neustali na kapacité prostiedi, ale kolisaji
kolem ni. Pro mensi r pravidelné, pro velka r jiz z obrazku zadnou pravidelnost vypozorovat
nemiizeme.

Z téchto pozorovani muzeme uzaviit, ze model (1.14) muze popisovat jak populaci, jejiz
velikost je v dynamické rovnovaze se svym prostiedim (takové jsou napf. populace velkych
savcll, nazyvame je K-stratégové — ustéli se na hodnoté K'), tak populaci, jejiz velikost kolisa
(to je typické napf. pro drobné hlodavce, nazyvame je r-stratégové — maji velkou hodnotu
7). Jeden model popisuje rtizné ekologické jevy. To je jeho velkd pfednost a proto je model
(1.14) dobrym adeptem na ,objeveny pfirodni zakon“.

Velka nevyhoda modelu (1.14) vSak spoéiva v tom, Ze pro velkou pocateéni hodnotu &
jsou jeji dalsi hodnoty zdporné, konkrétné pro &y > Kr/(r — 1) je (1) < 0. Redlna populace
nemiize mit zdpornou velikost. Pfitom velkd pocateéni hodnota muize vyjadfovat napt. to, ze



se v dusledku néjaké ekologické disturbance skokem zmensila tzivnost prostiedi. Model (1.14)
tedy neni dostatecné obecny.

Naznac¢eny problém modelu (1.14) spo¢iva v tom, ze funkéni hodnoty funkce g jsou pro
velké hodnoty argumentu zaporné. Potfebujeme tedy klesajici funkci, kterd ma vlastnosti
(1.12), (1.13) a navic je pro vSechny hodnoty argumentu kladna. Takovou funkci muze byt
funkce lomena,

rK

90 = K-
ktera je na obr. 1.1 znazornéna zelenou kiivkou. Pislusny model ma tvar

rk
K+ (r—1)z(t)

z(t+1) = z(t) (1.16)

Tento model zavedli Raymond Beverton a Sidney Holt?, nezavisle na nich a jinym zptisobem
ho odvodila Evelyn Pielou®. Casto bjva nazyvan Bevertonova-Holtova logisticka rovnice nebo
logistickd rovnice Pielou.

Opét mizeme vypocitat nékolik prvnich ¢lentt posloupnosti pro kapacitu prostiedi K = 1,
s pocatecni hodnotou zg = & a s riznymi hodnotami koeficientu r, viz obr. 1.3. V tomto
pripadé vidime, Ze vysledna posloupnost vzdycky roste a dosdhne kapacity prostredi, tedy
pro libovolnou hodnotu r plati vztah (1.15). Model (1.16) je tedy vhodny pouze pro popis
populace K-stratégu.

Cenou za odstranéni nedostatku v modelu (1.14) jeho nahrazenim modelem (1.16) je ztrata
universality. Oba modely (1.14) i (1.16) maji néjaké ,,dobré vlastnosti“, ale také ,nedostatky*.
Zkusime v modelu (1.11) pouzit funkci g, ktera je ,néco mezi“ funkei linedrni a lomenou.

Elementarni klesajici kladna funkce, kterd ma vlastnosti (1.12) a (1.13) a jejiz hodnoty
jsou mezi hodnotami funkce linearni a lomené, je funkce exponencialni

/1 X
g(x)zrl_x/K:T r & = Texp (1—?>,

viz na obr. 1.1 ¢ervenou kiivku mezi modrou prfimkou a zelenou krivkou. Prislusny model je
tvaru

z(t+1) = x(t)rexp < - %) (1.17)
a zavedl ho William Ricker?. Byva nazjvan Rickerova (logistickd) rovnice. Vypocitame-li
z ného nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu K = 1 a s poc¢ateéni hodnotou x(0) =
& = 0,01 pro ruzné hodnoty ristového koeficientu r, vidimena obr. 1.4, Ze model (1.17) je
universalni jako model (1.14) a nema jeho vadu.

Jesté si mizeme povsimnout skutecnosti, ze malthusovsky model (1.7) je meznim pfipadem
vSech logistickych modeli (1.14), (1.16) a (1.17) také pro K — oo. Malthusovsky model proto
milzeme povazovat za popis rustu populace v prostiedi s neomezenymi zdroji, tj. s nekonec¢nou
uzivnosti.

2R. J. H. Beverton and S. J. Holt, On the dynamic of exploited fish populations. Fisheries Investigations
Series 2(19). Ministry of Agriculture, Fisheries, and Food, London, UK, 1957

3E. C. Pielou, Mathematical Ecology. Wiley Interscience, 1977

W. E. Ricker, Stock and recruitment. J.Fish.Res. Board Can., 11:559-623, 1954
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Obrazek 1.4: Reseni Rickerovy rovnice z(t41) = z(t)r!=*®) s podateéni hodnotou z(0) = 0,01
pro rtzné hodnoty parametru r.

1.1 Posloupnosti

Pro celé ¢islo tg € Z oznacime
Ly, :{t0+n: ’I’LGN}:{to,to—Fl,to—{—Q,...}

mnozinu vSech celych ¢isel vétsich nebo rovnych ¢islu tg. Pro sjednoceni symboliky budeme
nékdy mnozinu celych ¢isel oznacovat Z_ ..

Definice 1. Redlnd posloupnost je zobrazeni a z mnoziny celych ¢isel Z do mnoziny realnych
cisel R takové, ze jeho defini¢ni obor Doma je celd mnozina Z nebo néktera z mnozin Zy,.

Piivlastek ,redlnad“ budeme vétsinou vynechavat. Hodnotu posloupnosti a(t) budeme na-
zyvat clen posloupnosti nebo podrobnéji t-ty clen posloupnosti. Hodnotu nezavisle proménné
t budeme nékdy nazyvat index posloupnosti. Pokud ty > —oo a Doma = Zy,, fekneme, ze g
je pocatecni index posloupnosti.

Posloupnost a mtzeme také zapisovat pomoci jejich ¢lent jako {a(t)}{2,, nebo strucné
{a(t)}.

Mnozinu posloupnosti definovanych na Zi,, resp. na Z, oznacime symbolem P, resp.
P_so; mnozinu vsech posloupnosti oznacime symbolem P, tj.

P, ={a:Zyy - R}, Pxx={a:Z—-R}, P= U Py UP—_oo.
to€Z
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Tvrzeni 1. Bud 7 € Z U {—o0}. Mnozina posloupnosti P, je vektorovym prostorem nad
polem realnych c¢isel R. Sc¢itani posloupnosti je definovano vztahem

(a+b)(t) = a(t) + b(t) pro vSechny posloupnosti a,b € P a kazdé t € Z,,,
nulovym prvkem je posloupnost o € P, takova, ze Imo = {0}, tj.
o(t) =0 pro vSechna t € Dom o,
nasobeni skalarem je definovano vztahem
(ava)(t) = aa(t) pro vSechny posloupnosti a € P; a vSechna ¢isla o € R.

Véta 1. Necht 7 € ZU{—o0}, aj,ag,...,a, € Pr. Oznacme

al (t) ag(t) - an(t)
O() = Ctsag,a. ...a,) = aq(t :—|— 1) ag(t:—|— 1) an(t:—|— 1)
ar(t+n—1) a(t+n—-1) ... ap(t+n-—1)

Pokud existuje t € Z, takovy index, ze C(t) # 0, pak jsou posloupnosti ay,as,...,ay
linedrné nezdvislé.
Jsou-li posloupnosti ay,as, . .., ay linedrné zavislé, pak C'(t) = 0 pro vSechny indexyt € Z,.

Drikaz: Necht pro konstanty aq, s, ..., a, plati
a1a1 + 9a9 + -+ + Qply = 0
a necht t € Z, je takovy index, ze C(t) # 0. Z ptredchozi rovnosti nyni plyne
aqaq (t) + agas(t) + -+ apan(t) =0
ajar(t+1) + oa(t+1) + - 4+ oapay(t+1) =0
0‘1@1(754.'” - 1)+042a2(“.'n— D+ +oznan(t%.—n— 1) = 0

To je homogenni soustava n linearnich rovnic pro n nezndmych o, as,...a, a C(t) je jeji
determinant. Odtud plyne, ze tato soustava ma jen trivialni feSeni, tj.

ap =g =--=qa, =0.

To ovSsem znamenad, ze posloupnosti ai,as,...,a, jsou linedrné nezavislé a prvni tvrzeni je
dokazano.
Druhé tvrzeni je bezprostiednim disledkem prvniho. O

Pozndmka 1. Determinant C'(¢; aq, ag, . .., a,) zavedeny v predchozi vété se nazyva Casoratidan
posloupnosti ay, as, . .., an v indexu ty. Tvrzeni 1 Ize tedy preformulovat: Jsou-li posloupnosti
ai,ag,...,a, € Pr linedrné zavislé, pak jejich Casoratian je nulovy v kazdém indexu ze
spole¢ného defini¢niho oboru téchto posloupnosti.

Definice 2. Posloupnost a € P se nazyva
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ohranicend zdola, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni mensi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) > h;

ohranicend shora, pokud existuje n¢jaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni vétsi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) < h;

ohranicend, pokud je ohrani¢end zdola i shora, tj. (3h € R)(Vt € Doma) |a(t)| < h.
Definice 3. Posloupnost a € P se nazyva

rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t+ 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

ryze rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma) a(t) < a(t + 1);

klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

ryze klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt € Doma) a(t) > a(t + 1);

monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici;
ryze monotonni, pokud je ryze rostouci nebo ryze klesajici;

staciondrni, pokud je soucasné rostouci a klesajici.

Terminologickd pozndmka. Uvedené terminologie monotonnich posloupnosti je méné obvykla
— posloupnost splnujici podminku

(th S Zto)(vtg S Zto) t1 < tg = a(tl) < a(tg)
je Castéji nazyvana ,neklesajici“ a posloupnost spliujici podminku
(th € Zto)(\v/tz S Zto) t1 < tyg = a(tl) < a(tg)

yrostouci“, podobné pro posloupnosti klesajici. V této tradi¢néjsi terminologii vSak posloup-
nost, kterd neni ,klesajici“ jesté nemusi byt ,neklesajici“ (napi. posloupnost dana rovnosti
a(t) = sint).

V terminologii zavedené v Definici 2 je ryze rostouci posloupnost také posloupnosti ros-
touci; pojem oznacujici zvlastni pripad néjakého obecnéjsiho pojmu se od tohoto obecnéjsiho
pojmu lisi pfivlastkem (v pojeti aristotelské logiky nebo biologické klasifikace 1ze slovo ,ros-
touci® povazovat za rodové jméno, slovo ,ryze“ za druhové jméno).”

Poznamka 2. 7 tranzitivity relaci <, <, >, > plyne, zZe posloupnost a € P je
— rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)ty < ta = a(t1) < a(ta);

— ryze rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)t; < to = a(t1) < a(t2);

5Analogické terminologie byla navrzena v knize L. KoSMAK. Zdklady matematickej analyzy. Bratislava-
Praha, Alfa-SNTL, 1984, str. 16. Misto slova ,ryze“ je tam pouzivano slovo ,ostro“.
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— klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)t; < to = a(t1) > a(t2);
— ryze klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)t; < to = a(t1) > a(tz).

Pozndmka 3. Obor hodnot stacionarni posloupnosti je jednoprvkovy, tj. existuje a € R takové,
ze Ima = {a} a (Vt € Doma) a(t) = a.

Je-li a € P stacionarni posloupnost a Ima = {a}, budeme psit a = «. S pouzitim této
symboliky miuiZeme nulovou posloupnost zapsat jako o = 0.

Pozndmka 4. VSechny pojmy zavedené v Definici 3 lze relativizovat na interval nezavisle
proménné. Napf. posloupnost a € P se nazyva klesajici na intervalu [n, m], jestlize pro kazdy
index posloupnosti ¢ takovy, ze {t,t + 1} C [n,m] N Doma plati a(t) > a(t + 1), tj

(Vt € Doma) {t,t +1} C [n,m]NDoma = a(t) < a(t+1).
Definice 4. Bud a € P a t € Dom a. Rekneme, Ze index ¢ je
uzel posloupnosti a, pokud a(t) = 0 nebo a(t)a(t + 1) < 0;
argument lokdalniho maxima, pokud a(t) > a(t+1) at—1 € Doma = a(t) > a(t — 1);

argument lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1)at—1€ Doma = a(t) < a(t —

t) > a(t—1);

argument ostrého lokdlniho mazima, pokud a(t) > a(t+1)at—1 € Doma = af
argument ostrého lokdlntho minima, pokud a(t) < a(t+1) at—1 € Doma = a(t) < a(t—1);

argument lokdlniho extrému, pokud je argumentem lokalniho maxima nebo minima;

argument ostrého lokdlniho extrému, pokud je argumentem ostrého lokalnitho maxima nebo
minima.

Je-li t argumentem lokalniho extrému, fekneme Ze hodnota a(t) je lokdlnim extrémem posloup-
nosti a. Analogickou terminologii pouzivame pro ostré lokalni extrémy, maxima a minima.

Definice 5. Limita posloupnosti lim je zobrazeni z mnoziny posloupnosti P do rozsirené
mnoziny redlnych ¢isel R* = R U {—o00,00}. Obraz posloupnosti a pfi zobrazeni lim znac¢ime
tlg& a(t). Rekneme, Ze limita posloupnosti a je rovna hodnoté a € R*, pokud ke kazdému
okoll « existuje takovy index posloupnosti 7, Ze vsechny ¢leny posloupnosti a s indexy alespon
T jsou v tomto okoli, tj.

lima = lim a(t) = « pokud (VO(«)) (37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) € O(w).
t—00
Limita se nazyva vlastni, pokud a € R, tj.

lima = lim a(t) = o € R pokud (Ve > 0)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = |a(t) — a] < €.

t—o00

Limita se nazyva nevlastni, pokud a € {—o00, 00}, tj.

lima = lim a(t) = co pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) > h,

t—o00

lima = lim a(t) = —oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) < h.

t—o00

Posloupnost a € P se nazyva konvergentni, pokud existuje « € R, « = lim a(t). Posloupnost
t—o00

a € P se nazyva divergentni, pokud lim a(t) = oo nebo lim a(t) = —oc.
t—ro0 t—»00
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Terminologickd pozndmka. Nevlastni limita posloupnosti obvykle v ucebnich textech o po-
sloupnostech nebyva povazovana za limitu; ,nevlastni limita neni limita analogicky jako ne-
vlastni matka neni matka“. Terminologie zavedena v Definici 5 je vSak stejné jako terminologie
pouzivand v textech o funkcich.

Véta 2. Monotonni posloupnost ma limitu. Podrobnéji:

e je-li a rostouci neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = oo;
—00
e je-li rostouct posloupnost a ohranicend shora, pak tlim a(t) =sup{a(t) : t € Doma};
— 00

o je-li klesagici posloupnost a ohranicend zdola, pak tlim a(t) =inf {a(t) : t € Doma};
—00

e je-li a klesajici neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = —oo.
— 00
Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.5., str. 127. ]

Dusledek: Necht k € Py je ryze rostouci posloupnost takovd, ze Im k C Z. Pak lim k(t) = oo.

t—00

Diikaz: Ponévadz k je ryze rostouci a k(t) € Z pro kazdé t € N, je
k(t+1) > k(t)+1 prokazdét e N.
Necht h € R je libovolné ¢islo. K nému existuje ¢ € N, ze t > h — k(0). Pro tento index ¢ plati
k(t) >k(t—1)+1>k(t—2)+2>--->k(0)+t > k(0) + h—k(0) = h.
To znamena, ze posloupnost k& neni ohranic¢ena shora a dokazované tvrzeni plyne z Véty 2.0J

Tvrzeni 2. Necht 7 € Z U {—o0}. Ozna¢me Py mnozinu konvergentnich posloupnosti z vek-
torového prostoru P, tj.

Pe = {aGPT: (Ja € R)a = lim a(t)}.

t—o00

Pak P? je vektorovy podprostor prostoru P, a zobrazeni lim : P; — R je linearni.

Dikaz: lim(aa 4+ 8b) = tlim (cva + Bb)(t) = a}i}m a(t) + ﬁtllm b(t) = alima+ Slimb € R
— 00 o0 o
U

Definice 6. Necht a € P, je libovolna posloupnost a k € Py je ryze rostouci posloupnost
celych cisel takova, ze k(0) > 7, tj. Imk C Doma. Pak slozené zobrazeni a o k se nazyva
posloupnost vybrand z posloupnosti a.

Vzhledem k dusledku Véty 2 je slozené zobrazeni a o k z piedchozi definice skutecné
po