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Podékovani
Tento webni text vznikl za fispeni Evropského socialnino fondu
a statniho rozpitu CR prostednictvim Operéniho programu

Vzdélavani pro konkurenceschopnost v ramci projektweiaitni
vyuka matematiky v gmicim se s#t¢ (CZ.1.07/2.2.00/15.0203).



Prizkumova analyza jednoroznérnych dat, diagnostické grafy

Motivace
Prizkumova analyza dat je ogvi statistiky, které pomochiznych postup odhaluje zvlaStnosti v datechii Bpracovani
dat setasto pouzivaji metody, které jsou zaloZeny felpokladu, Ze data pochazejigzakého konkrétniho rozlozeni, nej-
¢astji normalniho. Tento f@dpoklad nemusi byt vzdy spm protoze data

- mohou pochéazet z jiného rozlozeni

- mohou byt zatizena hrubymi chybami

- mohou pochéazet ze $81 nekolika rozlozeni.

Proto je dilezité provést przkumovou analyzu dat, abychom se vyvarovali nea@ikivo pouziti statistickych metod.

Data zkoumame pomoti a a pomoci

Osnova:

- datovy soubor

- bodové a intervalové rozlozetdétnosti

- typy znak, ¢iselné charakteristiky znéak

- krabicovy diagram, N-P plot, P-P plot, Q-Q plustogram



Funkcionalni charakteristiky datového souboru

Oznateni
Na mnozir objekfi {e,,...,¢,} zjisujeme hodnoty znaku X (nap 6 domacnosti zji§ijieme pdetclend).
Hodnotu znaku X na objekit) ozn&ime %,i=1, ..., n.

2
1
X4 5
Tyto hodnoty zaznamename do 1| (nag. 3 ).
XI"I
1
2
1
1
Xo
s ” . < ; 2
Uspdadané hodnotyx < Xp) < ...< X() tVori |, vnaSem fipack o
X
(n) 2
3
* 1
Vektor| : |, kde Xy < ... < %; jsou navzajemizné hodnoty znaku X, se nazyva Lv naSem fipack | 2 |.

X 3



Bodové rozlozenketnosti

Je-li paet variant znaku X maly ffazujemesetnosti jednotlivym variantam a havime o bodovém rozloZenétnosti.
n —

n.

pj:_'

n
Nj:nl+“_+rj1_
Fj:%:pl+,,_+ﬁ)—

Absolutni a relativnéetnosti zapisujeme do tabulky rozloZéatnosti nebo je znazarjeme graficky naf pomoci
Ci
_ _ [ prox=xy ,F1,..r
2p(X) =
P(x) {Ojinak
Oprox <X,

2 F(X) =1 Eprox; sX<Xj.y ,F 1,..r-1
1prox=xy



Priklad 1.: U 30 domacnosti byl zjivan pdet cleni.

Paet ¢lena 1
Patet domacnostl

2
6

3
4

4 |56
5|3

Vytvoite tabulku rozlozenietnosti. Nakreslete gra&gtnostni funkce a empirické distribni funkce. Dale nakreslete
sloupkovy diagram a polygaietnosti pétu ¢leni domacnosti.

Reseni
Tabulka rozloZzendetnosti
X | N P N; F
1 2 2/30 | 2 2/30
2 6 6/30 | 8 8/30
3 4 4/30 | 12 12/30)
4 10 | 10/30] 22 22/30
5 5 5/30 | 27 27/30
6 3 3/30 | 30 1
Grafcetnostni funkce  Graf empirické distribéni funkce Sloupkovy diagram Polygonc¢etnosti
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Intervalové rozlozenicetnosti
Je-li paet variant znaku X velky, ifazujemecetnosti nikoli jednotlivym variantam, aléidicim intervafim (ul,u2>,

(q,urﬂ) a hovdime o intervalovém rozlozegétnosti. Nazvyetnosti jsou podobné jako u bodoveého rozloZetnosti, @-

vic zavadime j+tého tidiciho intervalu jf= %, kde d = y.1 — y. Stanoveni pdu tiidicich intervai je dost
i

subjektivni zalezitosCasto se dopotwije volit r blizké+/n .

f.prou <x<u.,j=1,---,r C
1(x) = { i PIOY, ] (grafem hustotyetnosti je histogram)

0jinak

: F(x) = If(t)dt.



Priklad 2.: U 70 domacnosti byly zjigvany tydenni vydaje na nealkoholické napoje &.K

Vydaje (3565 | (6595 | (95125 | (125155 | (155185 | (185215
Pacet dom.| 7 16 27 14 4 2

Sestavte tabulku rozlozeggtnosti, nakreslete histogram a graf intervalovpiaoké distribni funkce.
ReSeni
Tabulka rozlozendetnosti

(W] |1y o | N; | F

(35,65> 7 | 7/70 | 7/2100| 7| 7/70
(6595 |16|16/70|16/2100| 23| 23/70
(95,125) 27| 27/70| 27/2100| 50 | 50/70
(125155 |14|14/70| 14/2100| 64| 64/70
(155185 (4 | 4/70 | 4/2100| 6868/70
(185215> 2 | 2/70 | 2/2100| 701

Histogram Graf intervalove empirické distridai funkce
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Ciselné charakteristiky datového souboru

Znaky nominalniho typu

Tyto znaky umoi#tuji obsahovou interpretaci pouze u relace rovnosti.

Priklady nominalnich znak lékarska diagndza, typ profese, barva, eodinny stav, narodnost, ...
Charakteristikou polohy je ; 1. negetngSi variant&i stred nefetrgjsiho intervalu.

Znaky ordinalniho typu

Lze u nich navic obsah®wnterpretovat relaci uspadani.

Priklad ordinalniho znaku: Skolni klasifikace vyiag mensSi nebodiSi znalosti zkouSenych zak jednikar je lepSi nez
dvojkat, ale intervaly mezi znamkami nemaji obsahovoupmtgaci. Nelze tvrdit, Ze rozdil ve znalostech nednickarem
a dvojkaem je stejny jako mezi trojkam actyrkarem.

DalSi giklady: Rizna bodovani ve sportovnich adletkych soutzich, posuzovaniiznych rysi socialniho chovani, posu-
zovani stavu paciemthodnoceni postdjresponderit k riznym otazkam, ...

Charakteristikou polohy je . Je-lia 0(0;1), paka-kvantil x, je ¢islo, které rozéuje uspdgédany datovy soubor
dolni Usek, obsahujici agp@odil o vSech dat a na horni Usek obsahujici agpadil 1 —a vSech dat. Pro vyget o-

kvantilu slouzi algoritmus:

o X, . +X
_/celégisloc=> x =—© ~€1
no= o 2

Pro specialé zvolendo uzivame nazv.

Xo,50— 1 X0,25— » X0,75— y X0,15 ey X%0,9— y X0,005 --+y %0,99—
Jako charakteristika variability slouzi 20 = %.75— X0.25



Priklad 3.: Behem semestru se studenti podrobili pisemnému testatematiky, v &mz bylo mozno ziskat 0 az 10 kiod

Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Patet bodi

0

1

2

3

4

S

6

/

8

O

10

Patet student

1

4

6

7

11

15

19

17

12

3

Zjistéte modus, median, 1. decil, 9. decil a kvartilowaichylku p&tu bod.

Reseni

Modus je ngjetrgjSi varianta znaku, v tomtdipact tedy 6.

Pro vypaet kvantifi musime znéat rozsah datového souboru: n = 1 +.4+3.= 101. Vyposty uspdadame do tabulky.
Xa=X(c)

(0

no

C

0,50

50,5

o1

0,10

10,1

11

0,90

90,9

91

0,25

25,25

26

0,75

75,75

76

~N(B|OIN| O

q=7-4=3

Vypoéet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o 2 prémmych a 11 fipadech. Prvni proémnou nazveme X, druhou cetnost a zapiSeme do
nich paet bodi a odpovidajici absolutdétnosti.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisstatistiky — zapneme pramnou vah cetnost — OK — OK — Prommé X —

OK — Detailni vysledky — vybereme Median, Dolniari kvartily, Kvantilové hranice — Vyget — ve vystupni tabulce
upravime poéet desetinnych mist.

Popisné statistiky (pocet bodu.sta)

N platnych | Median | Spodni Horni Kvantil Kvantil
Proménna kvartil kvartil | 10,00000 | 90,00000

X 101 6 4 7 2 8




Znaky intervalového a ponéroveho typu

U téchto znaki Ize navic obsah@vinterpretovat operaci rozdilu resp. podilu.

Priklad intervalového znaku: teplotasfana ve stupnich Celsia. Napangiime-li veétyrech po sobjdoucich dnech po-
ledni teploty 0, 2, 4, 6 °C, znamena to, Ze kazdgiem stouply teploty o 2 °C. Nelze v&adi, Ze z druhého ndeti den
vzrostla teplota dvojnasobnkdezto zeittiho nactvrty den pouze jeden ailkrét.

DalSi giklady: kalend#&ni systémy, sir vétru, inteligerdni kvocient, ...

Spole&ny znak intervalovych zndk nula byla stanovena uihe, pouhou konvenci.

Priklad pontrového znaku: déelkarpdnEtu meiena v cm. Ma-li jedenipdntt délku 8 cm a druhy 16 cm, ma smysl prohla-
sit, Zze druhy pednet je dvakrat delSi nez prvnigantt.

DalSi giklady: paet ckti v rodirg, vySka kapesného vdKhmotnost osoby, ...

Spole&ny znak pomirovych znaki: pormerovy znak ma pirozeny pa@atek, ke kterému jsou vztahovany vsechny dalSi tvodn
ty znaku.

Charakteristika polohy: = %Zn:xi :
i=1
U porerovych znaki, které nabyvaji pouze kladnych hodnot, Ize pouit ox, O, .
Pomoci piiméru zavedeme X; —m (podle znaménka pozname, zda hhodnota je podpmeérnaci
nadpfimeérna).

Znazorrni rozlozenicetnosti dvou datovych souligikteré se liSi aritmetickym fpimérem

Rozdélenisraznymipolohami

500

400

300

200

cetnost

100 4

0 5 10 15 20

hodnota znaku




Vlastnosti aritmetického priaméru
- Aritmeticky praimér si Ize fedstavit jakodzisS€ dat — sotiet podpéimérnych hodnot je stejny jako seet nadpiimérnych

hodnot — oba saity jsou v rovnovaze.

- Prime&r centrovanych hodnot je nulovy, protoiiaz:(xi —m)=12x. —EZm -m-Lthom=0 = 0.
Nz Nz Nz n

- Vyraz Zn:(xi - a)’ (tzv. kvadratick& odchylka) nabyva svého minima @rom. Uvedeny vyraz charakterizuje celkovou

=
chybu, které se dopustime, kdyz datovy soubor wdime jedinou hodnotou a. Tato chyba je tedy nejiményz datovy
soubor nahradime aritmetickymipmérem, Fi¢emz za miru chyby povazujeme kvadratickou odchylku.

- Pokud kazdou hodnoty podrobime linearni transformagizya + bx, pak ptimér transformovanych hodnot je roven line-
arni transformacijvodniho ptmeru, tj. my, = a + bm.

- Maji-li znaky X, Y ptiméry my, mp, pak znak Z = X + Y ma gmér m; + n.

- Aritmeticky primér je silné ovlivnén extrémnimi hodnotami.

- Aritmeticky pramer je vhodné pouzit, pokud je rozlozeni déblwné symetricke.



Priklad na vlastnosti aritmetického pniméru:

U skupiny 20 pracovnikv urité dilné byly zjistovany nésicni mzdy. Pimér mezdcinil 15 500 K. Urcete ptimér mezd,
jestlize mzdy vSech pracovtiilse zvys

a) 0 300 K, b) 1,1 krat, ¢c) o 20%.

Resent:

Ozna&me m pramér hodnot X, ..., X, a mp pramér hodnot y, ..., ¥, piicemzy=a+ bx,i=1, ..., n. Pak ;= a + bm.

ad a) m=300+m =15 800
Pramér se zvysil o 300 Kna 15 800 K.

adb)m=1,1.m =17 050

Pramér se zvysil na 17 050K

adc)m=1,2.m =18 600
Pramér se zvySil na 18 600K



Charakteristiky variability intervalovych a pom érovych znaki
R = Xn) - X2 (nevyhoda — bere v Gvahu pouze nejmensi &t&jlhodnotu datoveho souboru),

:%Zn]xi -m (udava, o kolik jednotek se data liSi odrpéru)
= %i(xi -m)? (nevyhoda — vychazi ve druhych mocninach jednatekchz byl néten znak X)

s =4&.

Pomoci snrodatné odchylky zavedeme fi

—™ (vyjadiuje, o kolik sndrodatnych odchylek

se i-ta hodnota odchylila odimeru). “

U pomerovych znaki se jako charakteristika variability pouziva téz:

% (Casto se udava v procentech a udava, kolika prgeémiru dosahuje samodatna odchylka),

% (pti vyjadreni v procentech udava, kolika proceninéru dosahuje grmérna odchylka)

Znazorrni rozloZzenietnosti dvou datovych souligkteré se liSi rozptylem:

Rozdéleni s raznymi variabilitami

500
400 -
300

200 -~

c¢etnost

100 4

0 - T T T T -
0 5 10 15 20 25

hodnota znaku




Vlastnosti rozptylu:

- Rozptyl je nulovy pouze tehdy, kdyz jsou vSechognoty stejné, jinak je kladny.
- Rozptyl centrovanych hodnot je roveivpdnimu rozptylu, nebb%Zn:[(xi ~m)-0J° :%Z(Xi -m)® =<2,

X, —m s

- Rozptyl standardizovanych hodnot je 1, prot%iﬁ(T—oj :S%G%Zn:(xi -m)? =2=1

n
- Rozptyl se zpravidla @it podle vzorce’s Einz -m?.
N5

- Pokud kazdou hodnoty podrobime linearni transformagizya + bx, pak rozptyl transformovanych hodnot je rovén p
vodnimu rozptylu vynasobenémé k. s, = ¥ s°.
- Rozptyl je steja jako ptimeér silné ovlivnén extrémnimi hodnotami.

- Rozptyl se nehodi jako charakteristika variafilje-li rozlozeni dat nesymetrické.



Priklad 4.: Kurzy akcii spolénosti AAA Auto Group v pitbéhu 23 dni v misici srpnu 2010 byly nasledujici: 17,75; 17,74;
17,85; 17,59; 17,92; 17,98; 18,39; 18,25; 18,3000:818,15; 18,15; 18,22; 18,40; 18,25; 17,95; 4818,23;17,95; 17,90
17,80; 17,87; 17,8 ypoctéte charakteristiky variability.

Redeni:
Nejprve vyp@itame variani rozgti: R =x, —xy =184-1759= 081.

Pred vypa@tem dalSich charakteristik variability musime ztsikatmeticky pfimér: m :2i3(17,75+ 1774+ ...+ 1787) = 18033,

Primérna odchylka:o = % zn:|xi -m| = 2—13 (17.75- 18033 +|1774~ 18033 +...+|1787~ 18033) = 01965
i=1

Relativni pimérna odchylka: 2 1006 = 9195 o, = 109%
m 18033

Rozptyl:s? =13 x,” -m? = 2—13 (1775° + 17747 + ...+ 1787%) - 1803% = 0049
N

Smsrodatna odchylkas=+/s? = /0049 = 0,2213

Koeficient variace=>100% = 0’22;:100% =123%

m




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevweme novy datovy soubor o jedné pramé X a 23 fipadech. Do prosmné X zapiSeme zji&é kurzy akcii.
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisstatistiky — OK — Prognmné X — OK — Detailni vysledky — vyberemaiPr
mer, Rozptyl, Rozpti — Vypaiet. Ve vystupni tabulceridldme za prognnou Rozptyliti nové prondnné nazvané rozptyl,
smer. odch. a koef. variace. Do Dlouhého jména pioné rozptyl napiSeme =v3*22/23, Dlouhého jména @roré sngr.
odch. napiseme =sqrt(v4) a do Dlouhého jména gmoén koef. variace napiSeme =100*v5/v1.

Primér | Rozpéti | Rozptyl | rozptyl | smér. odch. | koef. variace
Proménna =v3*22/2| =sqrt(v4) =100*v5/v1l
X 18,03304 0,810000 0,051231 0,049004 0,22136797€ 1,22756858

Pro vypaet piimérné odchylky a relativni gmérné odchylky je zapéébi @idat k pivodnimu datovému souboru &move
promgnné nazvané Bmer a Odchylka. Do Dlouhého jména prémmé Péimér napiSeme =18,033 a do Dlouhého jména pro-
ménné Odchylka napiSeme =abs(v1-v2). Nynicspme ptimer promenné Odchylka: Statistiky — Zakladni statisti-
ky/tabulky — Popisné statistiky — OK — Prémmé Odchylka — OK — Detailni vysledky — vyberemémir — Vypciet.

Ve vystupni tabulcefejmenujeme prosmnou Piimér na pam. odch. a za tuto praimnou gidame prominnou rel. piim.

odch. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme =100*vD33B,

odchylka |rel. prm. odch.

=100*v1/18,033
Proménnd
Odchylka | 0,196478 1,08954839







Priklad 5.: U 35 zandstnand@ byl zjiS&n patet odpracovanych hodin zasic.

Patet odpracovanych hodin84| 185| 186| 187| 188| 189
Patet zamtstnand 4 6 7 6 7 5

Vypoctéte piamer, pramérnou odchylku, relativni gamérnou odchylku, skrodatnou odchylku a koeficient variacecpo
odpracovanych hodin.
ResSeni:
Vazeny pomer: m= 12 Xy = 3i5 (4184+ 6185+ 7186+ 6187+ 7 [188+ 5[189) = 1866
N
Vazena pimérna odchylka:
0= %Z ny x; —m[ = 3—15 (at84-1864 +611185-1866 + 7[1186-1866 + 611871864 + 7[188-1866 + 5[1189-186§) = 138h = 1h 23
=1
min

Vazeny rozptyl:s =1 n x> -m? :Bi5 (4184 + 61185 +71186° +6187 + 7188 +518% )-1866> = 25257
i

Vé&Zena sirodatna odchylkas =+/s? = /25257 = 159h = 1h 35 min

Relativni piméma odchylka:2100% = —20 1006 = 074%
m 1866
Koeficient variace:>100% = 22 100% = 085%
m 1866

Vidime, Ze zaréstnanci odpracovali zagsic v paméru 186,6 h, ficemz pfimérna odchylka dosahuje 0,74 Yaiprné
odpracované doby a smedatna odchylka dosahuje 0,85 %rmérné odpracované doby.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o 2 prémmych a 6 fipadech. Prvni proémnou nazveme X, druhaietnost a zapiSeme do
nich paet odpracovanych hodin a odpovidajicéfyazantstnand.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisstatistiky — zapneme pramnou vahtetnost — OK — OK — Pro&gnné X —
OK — Detailni vysledky — vyberemetnér, Rozptyl — Vypdet. Ve vystupni tabulcefidame za progmnou Rozptyl d¥
nové prondnné nazvané stn odch. a koef. variace. Do Dlouhého jména pnoné sndr. odch. napiSeme =sqrt(v2*34/35)
a do Dlouhého jména pramné koef. variace napiSeme =100*v3/v1.

Pramér | Rozptyl smér.odch. | koef. variace
Proménna =sqrt(v2*34/35)| =100*v3/vl
X 186,6 2,6 1,5892496 0,851687888

Pro vypaet pimérné odchylky a relativni gmérné odchylky je zapéebi @idat k pivodnimu datovému souboru @drove
pronenné nazvané Bmér a Odchylka. Do Dlouhého jména prémmé Piimér napiSeme =186,6 a do Dlouhého jména pro-
ménné Odchylka napiSeme =abs(v1-v3). Nynicspme piimér proménné Odchylka: Statistiky — Zakladni statisti-
ky/tabulky — Popisné statistiky — zapneme p¢onou vahietnost — OK — OK — Pro#gnné Odchylka — OK — Detailni vy-
sledky — vybereme Bmeér — Vypaiet. Ve vystupni tabulcefgimenujeme prosmnou Paémér na pfim. odch. a za tuto pro-
meénnou Fidame prominnou rel. piim. odch. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme =10'84./6.

pram. rel. pram.
odch. odch.
Proménnéa =100*v1/186,6

Odchylka [ 1,382857 0,74108099¢

Prevod desetinnycBasti hodiny na minuty izeme provést nappomoci aplikace na adrese
http://www.prevod-jednotek.cz



Pocateéni a centralni momenty

Aritmeticky pramér a rozptyl jsou specialniffpady momert. Zavedeme
m, :lzn:xik k=12, ...,
g

m, :%Zn:(xi -m),k=1,2, ..
i=1

Pomoci 3. a 4. gate&niho momentu se definuje Sikmost acgpost.

m ww? ~ z O, W
I az =—% - Mt nesoumdrnost rozlozenéetnosti kolem pimeru.

S
Je-li rozlozeni dat symetrické kolem aritmetick@némeru, pakos = O.
Ma-li rozlozeni dat prodlouzeny pravy konec, jde @ jag > 0.
Ma-li rozlozeni dar prodlouzeny levy konec, jde jog < 0.

Znazorrni rozloZzenicetnosti dvou datovych souligkteré se liSi aritmetickym famérem a Sikmosti

Rozdélenis raznymi polohami
a Sikmostmi

500

400 H

300 -

tnost

200 -

ce

100 4

0 T il T T T 1
0 5 10 15 20 25

hodnota znaku




m ST . ~ - , COENRY
! a, =—*+-3 - Mt koncentraci rozloZerdietnosti kolem gméru.
<

Je-li rozlozeni dat normalni (Gaussovo), pak O.
Je-li rozlozeni dat strmé, pak > 0.
Je-li rozlozeni dat ploché, pak < O.

Znazorrni rozlozenketnosti dvou datovych souliiokteré se liSi Spatosti

Rozd éleni s r iznymi Spi éatostmi

250
200 -

150 4

cetnost

100 4

50

2 7 12 17 22
hodnota znaku




Diagnostické grafy

Krabicovy diagram

Umoziuje posoudit symetrii a variabilitu datoveho soubarexistenci odlehlycéi extrémnich hodnot.
Zpusob konstrukce

o odlehla hodnota

T —— horni vnitfni hradba nebo max. hodnota
— horni kvartil
— median

L — dolni kvartil

dolni vnitini hradba nebo min. hodnota

extrémni hodnota

lezi mezi JItj. v intervalu
(X0,75+ 1,5q, )é,75+ 3Q)é| Vv intervalu ()@,25- 3q, X0,25— 1,5CI)

tezi za vejSimi hradbami, tj. v intervalu (¥s+ 3q,) ¢i v intervalu (eo, Xg 25- 3Q).



Piiklad 6.: Pro Udaje zjikladu 1 sestrojte krabicovy diagram.
ReSeni

Patet¢leni 1/2|3|4 | 5|6
Patet domacnosiR|6|4|10(5|3
Rozsah souboru n = 30. Vyig potrebnych kvantit uspdadame do tabulky.

a no |C X
0,25 7,5 8 %0)=X(8) 2
0,50/15 |15 Xgs5 *Xgg) |4
2
0,75/22,5/23 X=X (23) 5

g=5-2=3
Dolni vnittni hradba: ¥,5— 1,59 =2-1,5.3=-2,5
Horni vnittni hradba: ¥,s+ 1,50 =5+ 1,5.3=9,5

L

L

Vidime, Ze datovy soubor vykazujeiilou nesymetrii — median je posunut&em k hornimu kvartilu, soubor je tedy za-
porre seSikmen. 'souboru se neyskytuji zadné odlehlé ani extrémni hodn



Vypocdet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o 2 prénmych a 6 gfipadech. Prvni proémnou nazveme @et, druhou cetnost a zapiSeme
do nich p@éet¢lend domacnosti a odpovidajici absolutetnosti. Zvolime Grafy — 2D Grafy — Krabicové grafy

Zapneme proknnou vah cetnost, zadame zavisle pfonou pocet a dostaneme krabicovy diagram:

Krabicovy graf z pocet
Tabulkal4 2v*6c
7

6

5

. =(2,5)

0 * Extrémy

Upozornéni: Mame-li data intervalovéh& pomeéroveho charakteru, o nichz |zéepdpokladat, Zpochazeji z akeho sy-
metrického rozlozeni (n&xlad normalniho), je mozné pouzit jinou variantalkcového diagramu: bail ¢ara uvnit kra-
bice reprezentuje pmer, vodorovné hrany krabice jsou ve vyScémér £ snerodatna odchylka a svorky kéinv minimu
¢i maximu.

V naSem pipadt dostaneme krabicovy diagram:

Krabicovy grafz pocet
Tabulkal4 2v*6c
7

0 Pramér =363
[ Pramér+Smoc
ad . _=(22074,505
T Min-Max
=(1,6)
o Odlehlé



Pred uvedenim dalSich diagnostickych §rf nutné zavest pojem faali¢isla v posloupnostiisel.

Pojem paradi

Neclt Xq, ..., X, je posloupnost realnyatisel.

a) Jsou-Icisla navzajemiizna, pak ptadim R ¢isla ¥ rozumime poet €chisel x, ..., X, ktera jsou mensi nebo rovna
¢islu x.

b) Vyskytuji-li se mezi danymiisly skupinky stejnyckiisel, pak kazdé takové skupindagiadime pimeérné pdadi.

Priklad na stanoveni p#adi
a) Jsou danéisla 9, 4, 5, 7, 3, 1. Stanovteipdi €chtocisel.
b) Jsou danaisla 6, 7, 7, 9, 6, 10, 8, 6, 6, 9.

Reseni
ad a)
usp.cisla|1{3[{4|5|7|9
poradi | 12|3|4|5|6
ad b)
usp.cisla 6 |66 |6| 7] 7 B |9 |10
poradi 112|3|4]5] 6| [8 (9 |10
pram. paadi| 2,5|2,5| 2,5|2,5/5,5/5,5/7|8,5| 8,5/ 10




Normalni pravd épodobnostni graf (N-P plot)

N- P plot umo#uje graficky posoudit, zda data pochazeji z norimhélmozlozeni.

Na vodorovnou osu vynasime ugpdane hodnotyx < ... < Xn),

na svislou osu kvantily, standardizovaneho normalniho rozlozeni, k(;le%lll , pricemz j je poadi j-té usptadané
hodnoty (jsou-li gkteré hodnoty stejné, pak za j bereménmirné pdadi odpovidajici takové skupince).

Pochazeji-li data z normalniho rozlozeni, pak végzcdvojice(x(j) ,uq_) budou lezet naifmce.
Pro data z rozloZeni s kladnou Sikmosti se dvcﬂjdg,eua,) budoutadit do :

pro data z rozlozZeni se zapornou Sikmosti se ch/{)q'jg,uq,) budouradit do



Priklad na konstrukci N — P plotu:
Desetkrat nezavisle na sobyla zn&fena jista konstanta. Vysledkykeni: 2 1,8 2,1 2,4 19 2,1 2 1,8 2,3 P@noci
normalniho pravébodobnostniho grafu podte, zda se tato datai normalnim rozloZzenim.

Reseni

usp. hodnoty 18,8192 (2 |212/1|2,2/2,3|2,4
poradi 112|345 6| 7, 8 9 10
pramérné pdadi|1,5/1,5/3 |4,54,5/6,5/6,5/8 (9 |10

Vektor hodnot pimérného péadi: j= (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10),

:r’l 111 = (011290,25810,40320,59680,74190,838709355,

vektor kvantifi u, = (-1,2112-0,6493- 0245;02450,64930,989215179).
Normalni pravépodobnostni graf

vektor hodnota; =

-2
1 1.2 1.4 16 18 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Protoze dvojice{x(j) ,ua_) témef leZi na pimce, Ize usoudit, Ze data pochéazeji z normalnihlmzeni.



Vypocdet pomoci systému STATISTICA:
Oteweme novy datovy soubor o jedné pramé a 10 fipadech. Zji&iné hodnoty zapiSeme do prémné X.

Grafy — 2D Grafy — Normalni pragdodobnostni grafy — Pramna X — OK - odSkrtneme Neiavat pfimérnou pozici sva-
zanych pozorovani - OK

Normalni p-graf zx
Tabulka21 1v*10c
2,0

15

1,0 O

0,5

0,0

Odekavana normalni hodnota
o

-0,5

-1,0

-1,5
1,7 1.8 19 2,0 21 2,2 2,3 2,4 240

Pozorovana hodnota



Quantile - guantile plot (Q-Q plot)
Umoziuje graficky posoudit, zda data pochazejémkého znameého rozlozeni (fraBTATISTICA nabizi 8 typ rozloze-

ni: beta, exponencialni, Gumbelovo, gamma, log-@mmnormalni, Rayleighovo a Weibulovo).

na svislou osu vynasSime uspdané hodnotyx < ...< Xq),

J 7T agj

na vodorovnou osu kvantily, (X) vybraného rozlozeni, kde; = "
n+n

, pricemz gq; @ Nnygjjsou korigujici faktory< 0,5,
adj

implicitné rayg; = 0,375 a gy = 0,25. (Jsou-li éktere hodnoty x, < ...< X Stejné, pak za j beremefpnérné pdadi odpovi-
dajici takoveé skupince.)
Pokud vybrané rozlozeni zavisi ngakych parametrech, pak se tyto parametry odhadraat néo je mize zadat uzivate

Body (Ko,j (X),x(j)) se metodou nejmensiétverai prolozi gimka.Cim mérg se body odchyluji od tétaimky, tim je lepsi

soulad mezi empirickym a teoretickym rozlozenim.



Priklad na konstrukci Q-Q plotu: Desetkrat nezavisle na solyla znérena jista konstanta. Vysledkyieni: 2 1,8 2,1
24 19 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci Q-Q plotite, zda se tato datadi normalnim rozlozenim.

Reseni

usp.hodnoty 1,81,8/19(2 |2 |21{21|22|23[|24
poradi 112|345 6| 7| 8 9 1D
pramérné pdadi| 1,5/1,5/3 |4,5/4,5/6,5/6,5/8 (9 | 10

Vektor hodnot pimérného paadi: j= (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10)

vektor hodnota = ‘n _+032755 = (0,10980,25610,40240,59760,74390,8415;0939)

vektor kvantifi Ug, = (—ZL2278—0,6554;— 0247 ;0,247;0,6554;],0005;1566)

3

2.8

2.6

241

2.2+

2l

18

16

14+

1.2r

1 L L L L L L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Vzhled grafu nassd¢uje tomu, Zedata pochazeji z normalniho rozlozeni.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o jedné pgmmé a 10 fipadech. Zjiginé hodnoty zapiSeme do prémeé X.

Grafy — 2D Grafy — Grafy typu Q-Q— Prénma X — OK - odSkrtneme Neiavat pfimérnou pozici svazanych pozorovani -
OK.

Graf kvantil-kvantil z X
mereni konst.sta 1v*10c
Rozdéleni:Normalni
X =2,058+0,2198*x

0,10 0,25 0,50 0,75 0,90 0,95
2,5 T T T v v T

24 r

23t o

22+t

21t

201

Pozorovany kvantil

191 ]

181

1,7 " " L " " "
%5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 10 %5 2,0

Teoreticky kvantil



Probability - probability plot (P-P plot)
Pouziva se ke stejnyné€lim jako Q-Q plot, ale jinak se konstruuje.

. , Xmn—m oo
espatou se standardizované hodnaty =%, =1, ..., n. Na vodorovnou osu se vynesou hodno

teoretické distribéni funkced(z;) a na svislou osu hodnoty anpirické disttibifunkce F(g) = j/n. (Jsou-li gkteré hod-
noty X1y < ...< X(n Stejné, pak za j beremefpnérné pdadi odpovidajici takové skupince.)Pokud se bday{), F(%;))
fadi kolem hlavni diagonabitverce [0,1] x [0,1], Ize usuzovat na dobrou shethpirického a teoretického rozlozeni.

Priklad na konstrukci P-P plotu pomoci systému STATISICA: Desetkrat nezavisle na sobyla zngérena jista konstan-
ta. Vysledky néteni: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 P@noci P-P plotu @te, zda se tato datali normalnim roz-
lozenim.

Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o jedné pramé a 10 fipadech. Zji&iné hodnoty zapiSeme do prémné X.

Grafy — 2D Grafy — Grafy typu P-P — Prénma X — OK - odSkrtneme Netavat pimérnou pozici svazanych pozorovani -
OK.

Graf P-P z X
mereni konst.sta 1v*10c
Rozdéleni:Normalni(2,06, 0,201108

délen

Empirické kumulativni roz

0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1,0

Teoretické kumulativni rozdéleni



Histogram
Umoziuje porovnat tvar hustotietnosti s tvarem hustoty prajgbdobnosti vybraného teoretického rozlozeni. (VAST

TISTICE je pojem histogramu SirSi, skryva se za néhoupkovy diagram.)

na vodorovnou osu vynasime meiditich interval. Nad kazdymifdicim intervalem sestrojime ob-
delnik o ploSe odpovidajici relativigtnosti gislusnéhoiidiciho intervalu, tj. vySka obdélniku je rovéetnostni hustet

ttidiciho intervalu ¢etnostni hustota je relativdétnost tidiciho intervalu dlena délkou tohoto intervalu).

na vodorovnou osu se vynaseéjdici intervaly (implicitre 10, jejich pget Ize znénit,
stejre tak i mezeitidicich intervah) ¢i varianty znaku a na svislou osu absolutni nekadivai ¢etnosti fidicich intervai ¢i

variant. Do histogramu se zakresli tvar hustétyp(avdpodobnostni funkce) vybraného teoretického rozlozen



Priklad na konstrukci histogramu:

U 70 doméacnosti byly zji@vany tydenni vydaje na nealkoholické napoje &.K
Vydaje | (3565 | (6595 | (95125 | (125155 | (155185 | (185215
Patet dom|7 16 27 14 4 2
Nakreslete histogram.
ReSeni
Nejprve sestavime tabulku rozloze€pinosti:
lu.uy) [Xa |4 |n P Nj | F f
(3565 50 | 307 [7/70=0,1 | 7| 7/70=0,1 | 7/2100=0,0033
(65 80 | 30| 16| 16/70=0,23| 23| 23/70=0,33 16/2100=0,0076
(95125> 110| 30| 27| 27/70=0,38 50 | 50/70=0,71 23/2100=0,0109
(125155> 140| 30| 14| 14/70=0,2 | 64 64/70=0,91| 14/2100=0,0067
(155185 |170[30]4 | 4/70=0,06 | 68§ 68/70=0,97| 4/2100=0,0019
(185215> 200( 30| 2 | 2/70=0,03 | 7Q 70/70=1 2/2100=0,00010
S pomoci této tabulky sestrojime histogram:
0,014
0,012
0,010
0,008
0,006
0,004
0,002}
0’00035 65 95 125 155 1@5



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Oteweme novy datovy soubor o dvou pr&mych a 6 fipadech. Prvni proémnou nazveme X, druhou cetnost. Do pro-
meénné X napiSemeigtdy tidicich interval, do pronénné cetnost odpovidajici absoluteinosti:

1 2

X cetnost
1 50 7
2 80 16
3 110 27
4 140 14
5 170 4
6 200 2

Grafy — Histogramy — zadame prénmou vah cetnost — Pr@mna X - zaskrtneme Hranice —ditrhranice — zaskrtneme
Zadejte hrarini rozmezi: Minimum 35, Krok 30, Maximum 215 — OKOK. Dostaneme graf:

Histogram z X
Tabulka8 2v*6c
X=70*30*normal(x; 109,1429; 34,6303)

onN A O

35 65 95 125 155 185 215
X

Na rozdil od histogramu konstruovanéhonjsou na svislé ose absolutigtnosti, nikolivcetnostni hustoty. V porovnani
s grafem hustoty normalniho rozlozeni je&tide naSe rozlozegétnosti je lehce klagrzeSikmené. NaSe data tedy nepo-
chézeji . narmalniho rozlozen



Vzhled diagnostickych grafi pro rozlozeni s iznou Sikmosti
Pro ilustraci se podivejme, jak S&na Sikmost rozlozeni projevi na histogramu, N-@yé na krabicovem diagramu.

RozloZeni Normalni rozloZeni RozloZeni
s kladnou Sikmosti se zapornou Sikmosti
Histogram Histogram Histogram

NP plot

3
3

Krabicovy diagram Krabicovy diagram Krabicovy diagram

20
PR S
8







Vicerozmérna data: vyskytuji se v situacich, kdy u kazdého z n olfjefiStujeme hodnoty p znékx, ..., X.
yrmatice n x p:

Réadky charakterizuji objekty, sloupce znaky.

Napr. mame n sportov; u kazdého sledujeme tyto znaky: pohlav- Zena, 1 — muz)¢lesna vyska (v cm)gkesna
hmotnost (v kg), nejlepsi vykon ve skoku do dakyih), nejlepSi vykon ve skoku do vysky (v cm),lee$i vykon v Bhu
na 100 m (v s).

Ukoly praizkumové analyzy vicerozimych dat:
- odhalit vektory pozorovani nebo jejich slozky, Etse jevi jako vybaujici
- postihnout zavislosti mezi sloupci datového souboru
- identifikovat shluky v datech, které&il¢i o nehomogenitdaného vyéru
- posoudit vicerozgrnou normalitu dat.

Omezime se na dva problémy, a to na vizualizagpdatoci hlavnich komponent a na shlukovoalyzu dat



Vizualizace viceroznérnych dat

Je-li p = 2 nebo p = 3,ieme hodnoty zndikchapat jako saadnice v dvoui ttirozmerném prostoru a ziskame tak
dvourozngrny ¢i tiirozmerny telkovy diagram. Ze vzhledéc¢hto tekovych diagram Ize poznat, zda se v datech vyskytu;ji
odlehla pozorovani, zda mezi znaky existujgka zavislost nebo zda se objekty sdruzuji do iskup

Priklad: Mame k dispozici datovy soubor z roku 1979 o 2@®pskych zemich, ktery obsahuje Udaje o procenimaln
zastoupeni ekonomickynného obyvatelstva viznych od¥tvich narodniho hospotkivi:

zentdélstvi, €zba, ptimyslova vyroba, energetika, stavebnictvi, mistrsipoaldstvi, finartni sektor, sluzby,

doprava a komunikace.

1 2 3 4 5] 6 7 8 9

zemed. tezba | prumysl | energ. | staveb. | mist. hosp. | finance | sluzby | doprava
Belgie 3,3 0,9 27,6 0,9 8,2 19,1 6,2 26,6 7,2
Dansko 9,2 0,1 21,8 0,6 8,3 14,2 6,5 32,2 7,1
Francie 10,8 0,8 27,5 0,9 8,9 16,8 6 22,6 57
Zap. Nemecko 6,7 1,3 35,8 0,9 7,3 14,4 5 22,5 6,1
Irsko 23,2 1 20,7 1,3 7,5 16,8 2,8 20,6 6,1
Italie 15,9 0,6 27,6 0,5 10 18,1 1,5 20,1 57
Lucembursko 7,7 31 30,8 0,8 9,2 18,5 4,5 19,2 6,2
Nizozemsko 6,3 0,1 22,5 1 9,9 18 6,9 28,5 6,8
Velka Britanie 2,7 14 30,2 14 6,9 16,9 5,8 28,3 6,4
Rakousko 12,7 1,1 31,4 1,4 8 16,8 4,9 16,7 7
Finsko 13 0,4 25,9 1,3 7,4 14,7 55 24,2 7,6
Recko 41,4 0,6 17,6 0,6 8,1 11,5 2,4 11,1 6,7
Norsko 9 0,5 22,4 0,8 8,6 16,9 4,7 27,7 9,4
Portugalsko 27,8 0,3 24,5 0,6 8,4 13,3 2,7 16,7 57
Spanélsko 22,9 0,8 28,5 0,7 11,5 9,7 8,5 11,9 5,5
Svédsko 6,1 0,4 25,9 0,8 7,2 14,4 6 32,4 6,8
Svycarsko 7,7 0,2 37,8 0,8 9,5 17,5 5,3 15,5 5,7
Turecko 66,8 0,7 7,9 0,1 2,8 5,5 1,1 11,9 3,2
Bulharsko 23,6 19 32,3 0,6 7,9 8 0,7 18,2 6,8
Ceskoslovensko 16,5 2,9 35,5 1,2 8,7 9,2 0,9 17,9 7.2
Vych. N émecko 4,2 2,9 41,2 1,3 7,6 11,2 1,2 22,1 8,3
Madarsko 21,7 3,1 29,6 19 8,2 9,4 0,9 17,2 8
Polsko 31,1 2,5 25,7 0,9 8,4 7,5 0,9 16,1 6,9
Rumunsko 34,7 2,1 30,1 0,6 8,7 59 1,3 11,6 5
Sovétsky svaz 23,7 14 25,8 0,6 9,2 6,1 0,5 23,4 9,3
Jugoslavie 48,7 1,5 16,8 1,1 4,9 6,4 11,3 5,3 4

Vytvoite dvourozmirné te&kové diagramy pro vsechny dvojice prémmych



Reseni pomoci systému STATISTICA:
Grafy — Maticové grafy — Proénné — Vybrat vSe — OK.
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Na hlavni diagonale maticoveho grafu jsou histogrggdnotlivych prominnych, mimchlavni diagonalu jsou
dvourozmérné te&koveé diagramy odpovidajicich dvojic prémnmych. Vidime nap, ze podil obyvatel zagstnanych
v zentdélstvi zaporre koreluje : podilemobyvatel zamdstnanyctv praimyslu sluzbachti doprag.



Je-li p > 3, pouzijeme k vizualizaci dat , kterd umoi#tuje vyjadit
informace o variabili obsazené v datovém souboru pome&blika malo novych znakYy, ..., Y, ziskanych jako
linearni kombinace znakpivodnich X, ..., X;, m<p:

Y]_ = V11X1 + ...+ leXp,
Y2 = V21X1 + ...+ \épo

Ym = lexl + e + \(anp.

Tyto nové znaky, kterym g&ka hlavni komponenty, jsou
- nekorelované,
- uspdadané podle svého klesajiciho rozptylu.

VétSina informace o variabititpivodnich dat je tedy soudetkéna v prvni hlavni komponeht nejmén informace je
obsazeno v posledni hlavni komporehtkazuje se, Ze pouzekolik prvnich hlavnich komponent ma dostaievelky
rozptyl. Ostatni pak iZeme zanedbatjmz docilime snizeni dimenze dat. V datovém soubgalk musi existovat mezi
znaky dostatng¢ silna korelace, aby bylo mozno tuto redukci proves

Analyza hlavnich komponentibe byt chapana jako transformaceizqaniho do noveho séadnicoveho systému, jehoz
osy jsou tvéeny hlavnimi komponentami. Osy prochazejegmmaximalniho rozptylu, protoze podminka nezawaslo
komponent vede ke kolmosti os.

Data pak znazornime v prostoru prvnich duptii hlavnich komponent.

Metodu hlavnich komponent (Principal Component Asigl— PCA) popsal v r. 1901 Karl Pearson a vde26ch 20.
stoleti ji dale rozvinul Harold Hotelling



Harold Hotelling (1895 — 1973), americky matematiktatistik

Podstata metody hlavnich komponent

Uvazme datovy soubor, ktery vznikl tak, ze 6t&aksolvovalo 4 testy, kterédit nasledujici vediny:
X, — piirodowdné znalosti,
X, — literarni ¥domosti,

X3 — schopnost koncentrace,
X4 — logické mysleni.

Testy se hodnoti na Skale od 1 do 10 (1 = Spateiedgk, 10 = vyborny vysledek)

1
X1

2
X2

3
X3
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Oznaéeni

Xi = (Xity «ee xp)T — vektor pozorovani i-tého objektu, i = 1, 2,n..,
Napk. proi = 3 mameg = (4 31 2)

19 1 3
m; :szij - pramer j-tého znaku, j = 1, 2, ..., p. Nagro j = 1 mamem, :g(7+9+4+2+3+1): 43
<

5;° =ni-12(xu- _mj)2 - rozptyl j-tého znaku, j= 1, 2, ..., p. Napro j = 1 mame;” :%[(7_ 43)2 +"'+(1_ 4’:_3)2]: 9,46
i=1

Datovy soubor s iméry, snerodatnymi odchylkami a rozptyly:

1 2 3 4
X1 X2 X3 X4
1 7 9 10 8
2 9 8 8 10
3 4 3 1 2
4 2 3 2 2
5 3 1 2 4
6 1 1 1 4
praméry 4,33 417 4,00 5,00
s.0. 3,08 3,49 3,95 3,29
rozptyly 947 12,17 1560 10,80

S;

- (i,)-ta4 standardizovana hodnota, i=1,2n,.4=1, 2, ..., p

~l

- 43
Nap:. proi=1,j=1mamz, = — =0,8667
. p J 11 946




Datovy soubor standardizovanych hodnot

1 2 3 4
X1 X2 X3 X4

1
2
3
4
5
6

0,866703 1,385674 1,519109/0,912871
1,51673/1,098983 1,012739/1,521452
-0,10834 -0,33447 -0,75955| -0,91287
-0,75836 -0,33447 -0,50637| -0,91287
-0,43335| -0,90786  -0,50637| -0,30429
-1,08338 -0,90786 -0,75955| -0,30429

zi = (24, ..., zp)T — vektor standardizovanych pozorovani i-tého dojek= 1, 2, ..., n

m=(m, ..., ;)"

o

n
°7 n-143

1 T _
R= n-1 _12 ZZ; -vyb&rova korel&ni matice. V naSemifpack:
e

— vektor ptiméra

(SaR jsouctvercové symetrické matigadu p.

T Sy , . , . 52 iz
(Xi _m)(xi —m) - vybérova variagni matice. V naSemifpack: X4

Kovariance (pca)

Proménna X1 X2 X3

X4

X1
X2
X3

9,46667 9,73333 10,60000 8,80000
9,73333] 12,16667 13,20000 9,40000
10,60000 13,20000 15,60000 11,60000
8,80000 9,40000 11,60000 10,80000

Korelace (pca)

Proménna X1 X2 X3 X4

X1 1,000000 0,906937 0,872258 0,870307
X2 0,906937 1,000000 0,958133/0,820031
X3 0,872258 0,958133 1,000000/ 0,893684
X4 0,870307 0,820031 0,893684/ 1,000000




Zakladni pojmy

A - ¢tvercova maticéadu p.
— takove&lislo A, které pro libovolny nenulovy vektortypu p x 1 spluje rovniciAv = Av.
— vektorv.
- determinanfA - Al|.

- sowet jejich diagonalnich prék(znai se Tr@)).

Vypocéet vlastnichéisel matice A
Rovnici Av = Av upravime na tvarA —Al) v = 0. Tato soustava p rovnic ma netriviatageni, pra¥ kdyz charakteristicky
polynom maticeA je roven 0. Dostaneme rovnici p-teho sttiplejimieSenim jsou vlastrislai,, ..., A,.

Vlastnosti vlastnich¢éisel

Jejich sodet je roven stopmaticeA: Ay + ... +A, = Tr(A),
jejich sokcin je roven determinantu matiée A; ... A, = det@),
jsou séazena sestugni; >...> Ay,

Vlastnosti vlastnich vektoni
Maji jednotkovou délkwy;'vi=1,i=1, ..., p,
jsou vzajema ortogonalniv;'v; = 0 pro vdechna j



Ziskani hlavnich komponent

Nech’ vybérova variadni maticeS ma vlastngisla i, ..., |, a vlastni vektory, ..., Vp,
pricemzv;'v; =1,j=1, ..., p &'V, = 0 pro j# k.

Znamena to, ze vektory, ...,V, jsou ortonormalni.

Bez Ujmy na obecnosti@dpokladame, ze b 1,> ... > |,

vznikne jako linearni kombinace zneKy, ..., X,, kde koeficienty této linearni kombinace jsou sou-
fadnice vlastniho vektony, tedy
Yi=v X +... + leXp
Jeji rozptyl je .
Dosadime-li za X ..., X, vektory pozorovan;, i = 1, ..., n, dostaneme Y1 = Yz .o Vi)' Kde Vi = Vi Xi.

vznikne jako linearni kombinace zriaKj, ..., X,, kde koeficienty této linearni kombinace jsou sou-
fadnice vlastniho vektony, tedy
YYo=V X1+ ...+ \épo
Jeji rozptyl je 4.
Pritomv,'v, = 0, tj. 1. a 2. hlavni komponenta jsou lingémezavislé.
Dosadime-li za X ..., X, vektory pozorovank;, i = 1, ..., n, dostaneme Vo = (Yo, -.r Yor) ', kde yi = Vo'

vznikne jako linearni kombinace zriaKs, ..., X, kde koeficienty této linearni kombinace jsou sou-
fadnice vlastniho vektory, tedy
YJ' = ij_xl + ...+ \{po.
Jeji rozptyl je |l Fritomv;'v, =0, j=1, ..., k-1, tj. ]-t& hlavni komponengdinearré nezavisla se viemi ostatnimi hlavnimi
komponentami.
Dosadim-li za Xy, ..., X, vektory pozorovar;, i = 1, ..., n, dostanen Vi = (Yie, -, Yin) ' kde yi = v;'x;.



Lze dokazat, Ze celkova variabilita obsazena vateie rovna stopmaticesS, tj. sowtu vlastnickeisel b + ... + |,

1. hlavni komponenta tedy Wpévéﬁlo% celkové variability.
Lot

Pokud jecislo ﬁ dostatén¢ blizké 1, znamena to, ze 1. hlavni komponentaednbhrazuje cely datovy soubor. Je-
1ot
li toto ¢islo podstatémensi nez 1, musime vzit tolik hlavnich komponehy, jejich sotet ctleny stopou matic& byl do-
state&né blizky 1.

(V mnoha aplikacich se stava, zeiiyelkém pd@tu znaki sta&i pomerné maly pa@et hlavnich komponent.)

Znazornime-li rozmighi objekfi na ploSe prvnich dvou hlavnich komponenizeme poznat, které objekty isedi do sku-
pin neboli shluk.

(Pred provedenim metody hlavnich komponentgba se rozhodnout, zda budeme pracovavegnimi hodnotami znak
nebo standardizovanymi hodnotami.)

Dilezité upozorreéni: Prongénne X, ..., X, musi byt mezi sebou dostéte korelovane, jinak metoda hlavnich komponent
neda dobré vysledky.

Vki\/H.

S.

Koeficient korelacei-tého znaku Xs k-tou hlavni komponentou,Yze vyjadit jako R(X,,Y,)

Reprodukce vychozi kovaria&ni matice: plati vzorec:s=zp:|iviviT (tzv. spektralni rozklad matic®.
i=1
Rozhodneme-li se uvazovat p&w hlavnich komponent (mp), pak pomoci tohoto vztahuideme posoudit, jakthto
m hlavnich komponent reprodukuje rozptyly a kovacegivodnich prominnych. Lze posoudit i reziduélni matici, tj. mati-

ci, kterou ziskdme jako rozdil vychozi kovatimhmatice a reprodukované kovardanhmatice.



Doporu¢eny postup i analyze hlavnich komponent
a) Provedeme tabulkové a grafické zpracovani datmgéuboru, abychom se blize seznamili s daty.

b) Sestavime koretai matici a pro¥iime, zda jsou korelace natolik silne, ab§larsmysl| provadt analyzu hlavnich
komponent.

c) Rozhodneme, kolika hlavnimi komponentami Izegadmatovy soubor bez podstatné ztraty informazeatine tento
vhodny pdet jako m. B stanoveni m iizeme pouzit tato pomocna kritéria:

. + za m volime péet €ch vlastnichtisel maticeR, ktera jsou ¥tSi nez 1.

. (scree test) — graficka metoda, kteracépd v subjektivnim posouzeni vzhledu sutinovéehdwyscree
plot), tj. grafu znazaiujiciho velikosti sestugnuspdadanych vlastnicbisel maticeR. Objevi-li se v grafu wité
zploSeni, pak za m vezmeme tofjaolovecislo, kde se zplo&hi projevilo.

. uPozadujeme, aby vybrané hlavni komponenty
vyswétlily aspar 70% celkového rozptylu.

. . Pozadujeme, aby prvky rezidualni matice byly co

mozna nejmensi.

d) Pokusime se o interpretaci prvnich m hlavniamgonent. Zkoumametpom, jak jsou jednotlivé vybrané hlavni
komponenty utvieny z givodnich znak a jak s nimi korelu;i.

e) Vypcatitame vektory saadnic a naslednsestrojime dvourozénné te&kove diagramy



Pro nas datovy soubor obsahujici vysledky Gi2ék4 testech nejprve znazornime data pomoci loapoth diagram: Gra-
fy — 2D Grafy — Krabicové grafy — zvolime Vicenasgh- Prondnné - Zavisle prognné X1-X4 — OK — OK

Krabicovy graf z vice proménnych
pca.sta 4v*6¢

Median; Krabice: 25%-75%; Svorka: Rozsah neodleh.
12 : r r T T

) i

4r =
[m]
2 0 Median
e 10 25%-75%
L L T Rozsah neodleh.

O Odlehlé

0 * : : ; : i * Extrémy
X1 X2 X3 X4

Nyni vypaiteme korelani matici: Statistiky — Vicerozrérné pizkumné techniky — Hlavni komponenty & klasiféka ana-
lyza — Prondnné X1 az X4, OK — OK — Popisné statistiky — Kotalamatice

Korelace (pca.sta)

Proménna X1 X2 X3 X4

X1 1,000000 0,906937 0,872258 0,870307
X2 0,906937 1,00000C 0,958133 0,820031
X3 0,872258 0,958133 1,000000 0,893684

X4 0,870307 0,820031 0,893684 1,000000




Dale vyp@&teme vlastniisla a procento vystleneého rozptylu: na zalozce Zakladni vysledky wgee Viastntisla.
Vlastni isla korela&ni matice a souvisejici statistiky (pce
Pouze aktiv. proménné

vl. &islo | % celk. | Kumulativ. | Kumulativ.
Poradi vl.¢. rozptylu | vl. éislo %
1 3,66143191,53577  3,661431 91,5358
2 0,188636 4,71589  3,850066 96,2517
3 0,134072 3,35181  3,984139 99,6035
4 0,015861 0,39653  4,000000 100,0000

Vidime, ze 1. vlastndislo || = 3,66, tedy 1. hlavni komponentateypava 91,5% variability dat,
2. vlastnicislo L = 0,19, 2. hlavni komponentaderpava 4,7% variability dat atd.

Podle Kaiserova kritéria by i uvazovat pouze 1. hlavni komponentu, protoagzpgrvni vlastnéislo je WtSi nez 1.
Kvili znazorréni objekti vSak budeme uvazovat prvnigdvavni komponenty.

Dale vypaitame vlastni vektory: na zalozce Piameé vybereme Vlastni vektory

Vlastni vektory korela¢ni matice (pca)
Pouze aktiv. proménné

Proménnd| Faktor 1 | Faktor 2 | Faktor 3 | Faktor 4

X1 -0,498301 -0,000518 0,817131 -0,289816
X2 -0,503657 0,582217 -0,082290 0,632916
X3 -0,508833 0,185043 -0,539021 -0,645217
X4 -0,488994 -0,791696 -0,187036 0,314832

1. hlavni komponenta:

Y1 =-0,49% -0,5% — 0,51% — 0,49X,

2. hlavni komponenta:

Y, =-0,000%X; +0,58X, + 0,19X3 — 0,79X, atd



Sutinovy graf (scree plot):

Vlastni ¢isla korela¢ni matice

Pouze aktiv. proménné
45 T v
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91,54%
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Poradi vl. ¢isla

V sutinovém grafu nastava vyrazné zpdaspo 1. viastningisle.

Vypocet koeficient korelace 1. a 2. hlavni komponentyi@dnichétyd promennych: na zaloZzce Pramné vybereme
Korelace faktolt & promennych

Proménna | Faktor 1 | Faktor 2

X1 -0,953492 -0,000225
X2 -0,963740 0,252869
X3 -0,973645 0,080368
X4 -0,935684 -0,343851

Vidime, ze 1. hlavni komponenta vysoce zapdwreluje se vSemi prognnymi. 2. hlavni komponenta skakladns
koreluje < druhou prominnou a gedre siln¢ zaporrie koreluje : tieti prongnnou



Podivejme se rowi na vektory sotadnic (v systému STATISTICA se jitik& faktorové sotadnice pipadi): na zalozce
Pripady vybereme Faktorové dadnice pipadi.

Pripad | Faktor 1 | Faktor 2
-2,34914 0,364696
-2,56859 -0,378068
1,05532 0,387487
1,25040, 0,434674
1,07964 -0,381138
1,563238 -0,427651

o0k WwIN P

Znazorrgni objekt (Zaki) na ploSe prvnich dvou hlavnich komponent:
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Shlukova analyza

Cil shlukové analyzy
Cilem shlukové analyzy je raatiéni n objekfi, z nichz kazdy je popsan p znaky, dtialika pokud mozno stejnorodych (homogennich) skupi

(shluka, clustett). PoZzadujeme, aby objekty uvnghluka si byly podobné co nejvice, zatimco objektyiznych shluk co nejmén. Presny po-
¢et shluki vétSinou neni fesré znam.

Shlukovéa analyza nachazi upkatinv celéradé obott, nag. v biologii. U n populaci zgtime p biometrickych charakteristik a Zjigeme, zda
urcité skupiny populaci tv shluky.
Shlukova analyza je ovSemigkumovou metodou aé&ta by slouzit jako uiité voditko fi dalSim zpracovani dat.

Podobnost objekii

Podobnostd rozdilnost) objeki posuzujeme pomociiznych nér vzdalenosti. Pro znaky intervalovétigpomérového typu nejastji pouzi-
vame .

Neclt k-ty objekt je popsan vektorem pozorovapE (X, ..., %p)' @ I-ty objekt vektoremx = (X, ..., %)

Euklidovskéa vzdalenost k-tého a I-tého objektu:

p

dy = Z(ij ~ X )2 .

7l

Vzdalenosti vypétené pro vSechny dvojice objékse usptadaji do .1Je ¥ejmé, Ze je t@tvercova symetricka matice, ktera
ma na hlavni diagonale nuly.

Matice euklidovskych vzdalenosti pro datovy soubos Udaji o 6 Zacich:
Statistiky — Vicerozrérné ptzkumné techniky — Shlukovéa analyza — Spojovanirénéhické shlukovani) — OK — Prémmé X1 — X4 — OK -na
zéloZce Detaily vybereme Shlukovaigady ¢adky) — OK — na zéloZce Detaily vybereme Maticealzdosti.

Euklid. vzdalenosti (pca)

ad|P_1|P 2 P 3/P 4/P 5P 6
0,0 3,6 12,7 12,7 12,6 14,0
36 00 12,8 13,2 125 14,1
12,7 12,8 0,0 2,2 3,2 41
12,7/13,2 2,2 0,0 3,0 3.2
12,6/125 3,2 3,0 0,0 2,2
14,014,121 4,1 3,2 2,2 0,0

il

o 0A WINPT
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Hierarchické shlukovani

Pri aplikacich shlukove analyzy se &a&$€ji pouziva udeji princip spéiva

v postupném skiovani objeki, a to nejprve nejblizSich a v dalSich krocich ptilte vzdalegjSich.

1. krok: Kazdy objekt povazujeme za samostatnykshlu

2. krok: Najdeme dva shluky, jejichz vzdalenostj@imalni.

3. krok: Tyto dva shluky spojime v novytsi shluk a pepaiitame matici vzdalenosti. Jéad se snizi o 1. Vratime se ne
krok.

Funkce algoritmu kofi, az jsou vSechny objekty spojeny do jedinéholshlu



Vzdalenost mezi shluky se §ith iznymi zpisoby. Uvedemseitz nich.

a) ::Mzdalenost mezi ddima shluky je minimem ze vSech vzdalenosti mezhepbjekty.

b) iaVzdalenost mezi ddma shluky je maximem ze vSech vzdalenosti mezitjebjekty.




Vysledky aglomerativni hierarchické procedury seagjulla znazatuji pomoci 1Je to graficky znazoéna

posloupnost dvojigy, sY)....[v, s™}, kde{v,}", je neklesajici posloupnost trovni spojovéanf’gesroztideni objekt:
odpovidajici arovny;, i=1, ..., n.

Priklad dendrogramu:
@
p

5 >

V levém sloupci jsou jednotlivé objekty, dalsi sbee reprezentuii shiuky, do nichz byly objektyazeny a délkyar
predstavuji vzdalenosti mezi shluky.

Poznamka:
Hierarchicka shlukova analyzaiie byt pouzita nejen na shlukovani objeltle téz na shlukovani znak

Je standardni vystup hierarchickych shlukovaci@tad, z ghoz je zjevna struktura
objekiti ve shlucich.

odhaluje najastji dvojice ¢i trojice (vSeobechim-tice) znali, které si jsou velmi podobné
a silrg spolu koreluji. Znaky, které jsou ve spoiém shluku, si jsou ztiae podobné a jsou tudiz vzajeymahraditelné.
To ma znany vyznam pri planovani experimentugkteré vlastnostti znaky neni zapoebi vibec zjifovatci méfit,
protoZe jsou snadno nahraditelné jinymi znaky aajewelkou vypovidaci hodnotu.



Vytvoieni dendrogramu v systéemu STATSTICA:

- pro metodu nejblizSiho souseda:

Statistiky — Vicerozriérné piazkumneé techniky — Shlukova analyza — Spojovaniréinehické shlukovani) — OK —
Proménné X1 — X4 — OK — na zalozce Detaily vybereme ktnhat Ripady ¢adky), pravidlo sltovani ponechame
Jednoduché spojeni, miru vzdalenosti ponechamedéwvkke vzd. — OK — Horizontalni graf hierarchostiu

- pro metodu nejvzdaléj$ino souseda: na zaloZce Detaily vybereme prasgidimvani Uplné spojenti,

- pro metodu Uplné vazby: Na zaloZce Detaily vybergravidlo sldovani Nevazeny fimér skupin dvojic.

Str. diagram pro 6 pfipadi Str. diagram pro 6 pfipad Str. diagram pro 6 pfipadi
Jednoduché spojeni Uplné spojeni Nevazeny pramér skupin dvojic
Eukiid. vzdélenosti Euklid. vzdalenosti Euklid. vzdélenosti

— : ]
] g 8 I

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12
Vzdalenost spoje

Vidime, ze vysledky vSeclhiitmetod jsou velmi podobné a odpovidaji rozémisbbjekt (zaki) na ploSe prvnich dvou
hlavnich komponent.

08
440 .35 -30 25 -20 -15 -10 05 00 05 10 15 20 25
Faktor 1: 91,54%



Priklad: Uvazme datovy soubor s udaji o0 26 evropskych dtateento datovy soubor budeme analyzovat metodou
hlavnich komponent a nasledprovedeme shlukovou analyzu.

Provedeni PCA

Nejprve pomoi korela&ni matice posoudime, zda ma smysl aplikovat PCA.

Statistiky — Vicerozriérné paizkumné techniky — Hlavni komponenty&klasifikd analyza — Progmné X1 az X19, OK —
OK — Popisné statistiky — Korelai matice.

Korelace (staty1979.sta)
Proménnd| X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | X8 | X9
X1 1,00 0,04 -0,67 -0,40 -0,53 -0,73 -0,22 -0,75 -0,56
X2 0,04/ 1,00 0,44 0,41 -0,02 -0,40 -0,44 -0,28 0,16
X3 -0,67 0,44 1,00 0,39 0,48 0,21 -0,15 0,15 0,36
X4 -0,40 0,41 0,39 1,00 0,03 0,20 0,11 0,13 0,37
X5 -0,53 -0,02 0,48 0,03 1,00 0,33 0,01 0,17 0,38
X6 -0,73 -0,40 0,21 0,20 0,33 1,00 0,36 0,57 0,17
X7 -0,22 -0,44 -0,15 0,11 0,01 0,36 1,00 0,11 -0,25
X8 -0,75 -0,28 0,15 0,13 0,17 0,57 0,11 1,00 0,56
X9 -0,56 0,16 0,36 0,37 0,38 0,17 -0,25 0,56 1,00

Neékteré koreldni koeficienty jsou v absolutni hodiatostaténe velké a zejne tedy bude mit smysl proveést analyzu
hlavnich komponent.



Nyni ziskame vlastriisla vylErové korel&ni matice a procento vystieneho rozptyll na zalozce Zakladni vysledky
vybereme Vlastnéisla.

vl. éislo | % celk. | Kumulativ. | Kumulativ.
Poradi vl.¢. rozptylu vl. Gislo %
3,466490 38,51655  3,466490 38,5166
2,135004 23,72227  5,601494 62,2388
1,115581 12,39534 6,717075 74,6342
0,989394 10,99326  7,706468 85,6274
0,539211 5,99123  8,245679 91,6187
0,382111 4,24568  8,627790 95,8643
0,233226/ 2,59140  8,861015 98,4557
0,138985 1,54428  9,000000  100,0000

N |01 |WIN |-

Prvni hlavni komponenta tedy vyshuje 38,52% variability obsazené v deviti sledow@nprongnnych, druha 23,72%,
treti 12,40% atd. Celkové procento variability Wtgené prvnimiiemi hlavnimi komponentami je 74,63%.

Sestrojime sutinovy graf (scree plot): na zalozakladni vysledky vybereme Sutinovy graf.
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Vypocteme korelani koeficienty prvnichit hlavnich komponent aigodnich deviti pronnych: na zalozce Pramnée
vybereme Korelace faktdi& promennych.

Korelace faktord a proménnych (faktor. zatéze) podle korelaci (staty1979.sta]

Proménna | Faktor 1 | Faktor 2 | Faktor 3
X1 0,978776 0,081725 -0,049455
X2 -0,000898 0,901105 0,216344
X3 -0,652174 0,513343 0,112868
X4 -0,474888 0,378598 0,649962
X5 -0,595263 0,073032 -0,304047
X6 -0,698213 -0,513734 0,119592
X7 -0,136193 -0,663299 0,589451
X8 -0,727506 -0,327637 -0,251642
X9 -0,684094 0,304809 -0,337074

Graficky lze znazornit souvislost mezi novymi pamymi (nag. 1. a 2. HK) a fivodnimi promnnymi X1, ..., X9 takto:
na zalozce Proémné vybereme 2D graf fakt. S@anic prom. - Osa x: Faktor |, Osa y: Faktor 2 -.Gl ose x budou
souradnice vstupnich prainnych vzhledem k prvni hlavni kompon&nta ose Y vzhledem ke druhé kompogent

Projekce proménnych

do faktorové roviny

(1x 2)
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10

1. HK vysoce klad& koreluje s prordnnou X1, tj se zeguglstvim a negativé

s proménnou X8 — sluzby. JelikozZ je podil lidi v zédIstvi a ve sluzbach obegn
povazovan za dité nefitko vysgElosti zeng, mizeme prvni komponentu
interpretovat jako miru zaostalosti/vy$gpsti.

2. HK vyrazre pozitivre koreluje s &ebnim piimyslem, energetikou a
zpracovatelskym f@myslem. Negativé koreluje se sluzbami a finami sférou.
Budeme ji proto interpretovat jako miru toho, naksk zens orientuje na
pramyslovou vyrobu. (Ne vzdy maji komponenty taktn@s interpretaci. Jsou
jen jistou matematickou transformaci vstupnich gnomych, ktera rize a
nemusi odrazetdkou realnou vlastnost objek].



Podivejme se rowi na vektory sotadnic (v systému STATISTICA se jitika faktorové sotadnice pipadi): na zalozce
Pripady vybereme Faktorové gadnice pipadi.

Pripad Faktor 1 | Faktor 2 | Faktor 3
Belgie -1,68273 -1,20656 0,16668
Déansko -0,90831 -2,05598 -0,85147
Francie -0,74050 -1,11048 0,38553
Zap. Nemecko -0,85647 -0,03165 0,56466
Irsko 0,11153| -0,40400 0,53134
Italie -0,36366 -0,74902 -1,29050
Lucembursko -1,04022 0,74294 0,46327
Nizozemsko -1,65732 -1,98866 -0,08729
Velka Britanie -1,61201 -0,39776 1,35031
Rakousko -1,01103 0,16508 1,16804
Finsko -0,97223 -0,73166 0,54475
Recko 2,07154 -0,33521 -0,92274
Norsko -1,66538 -1,05092 -1,14341
Portugalsko 0,99709| -0,74259| -0,75474
Spanélsko 0,43244 -0,60818 0,31825
Svédsko -1,07387 -1,55390 -0,22815
Svycarsko -1,04031 -0,74707 0,28216
Turecko 6,19519  -1,04930 -0,64265
Bulharsko 0,67558 1,48159 -1,03101
Ceskoslovensko | -0,48005 2,63421 0,07902
Vych. Némecko | -1,73668 2,73412 0,26970
Madarsko -0,57526 3,07981 1,09460
Polsko 1,08637 1,87264 -0,54684
Rumunsko 2,01536/ 1,57550/ -0,48595
Sovétsky svaz -0,04779 1,26246 -2,30671
Jugoslavie 3,87872 -0,78542 3,07316

1. HK vysoce klad& koreluje s pronnou X (zenedélstvi) a zapora se vSemi
ostatnimi prordannymi. Tato hlavni komponenta tedy rozliSuje Zarma zemid¢lské

a pimyslove. PovSimete si, Ze sotadnice této hlavni komponenty jsou nejvyssi u
Turecka (6,2) a Jugoslavie (3,9).

2. HK vysoce klad& koreluje s prordnnou X (t€zba) a podstatnslaleji
S prongnnou X (pramyslova vyroba). Vysoké hodnoty gadnic této hlavni
komponenty najdeme u Marska, Vychodniho &mecka aCeskoslovenska.

3. HK siedre siln¢ koreluje s pro@nnou X, (energetika) a X(financni sektor).
Nejvyssi hodnotu najdeme u Jugoslavie.



Nyni znazornime rozmi&ti zemi na ploSe prvnich dvou hlavnich kompol
Na zalozce Rpady vybereme 2D graf fakt. S@anic gip.

Projekce pripadl do faktorové roviny (1x 2)
Pfipady se souétem cos()*2 >= 0,00
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Faktor 1: 38,52%

Staty napravo s staty s vysokym podilem zédglstvi. Vynika zde zejména Turecko a Jugoslavie.clifg staty obvykle
povazované za ekonomicky vy4$¢ jsou naopak na levé steadsou to staty, kde je nizsi podil osob gstmanych v
zentdélstvi, zato vySSi podil osob mgjicich ve sluzbach. Je zde také hezkytvadnereni zemi tehdejSiho socialistické
bloku na paémyslovou vyrobu - hornfast grafu. A naopak severské staty a staty Benaltigntované na finami a dalSi
sluzby v dolnicasti



Provedeni shlukové analyzy
Statistiky — Vicerozriérné pizkumné techniky — Shlukova analyza - Spojovanirénahické shlukovani) — OKRronmenné
X1 az X4, OK, Detaily - Shlukovatifpady ¢adky) — Pravidlo skovani: Nevazeny gmer skupin dvojic — Miry vzdale-
nosti: Euklidovskeé vzdalenosti - OK — Horizont&naf hierarch. stromu.
Str. diagram pro 26 pfipadu
Nevazeny prameér skupin dvojic
Euklid. vzdalenosti

Belge——
Velka Britanie
Dansko
Svédsko
Nizozemsko
Norsko
Francie
Finsko
Italie
Lucembursko
Rakousko

Z&p. N'Smecko

Svycarsko
Irsko
Portugalsko
Polsko
Rumunsko
Spanélsko
Bulharsko
. Madarsko
Ceskoslovensko
Sovétskg{svaz

ecko s
Jugoslavie ) l
Turecko |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Vzdéalenost spoje
Ukazuje se, ze zefse @li do i skupin: prvni skupinu twdrozvinuté demokratické zenspoleéné s NDR, druhou skupi-

nu socialistické zetns Irskem, Portugalskem a Spksikem ateti Recko s Jugoslavii. Turecko se chova jako singulémai
tita.



Zakladni pojmy matematicke statistiky |

Motivace:

Matematickd statistika jedda, kterd analyzuje a interpretuje datedevsim zadelem ziskani fedpowdi a zlepSeni rozho-
dovani v fiznych oborech lidsk&nnosti. Ritom sefidi principem statistické indukce, tj. na zaklamhalosti o nahodném
vybéru z ukitého rozlozeni pravgbodobnosti se snaztinit zawry o vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustrednim pojmem matematické statistiky je tedy pojeémauného vyéru.

Osnova:

- nahodny vybr z jednorozrarného a vicerozemného rozlozeni

- statistika jako funkce ndhodného ¥

- bodové a intervalové odhady parametrmparametrickych funkci



Definice nahodného vykru:

a) Neclt Xy, ..., %, jsou stochasticky nezavislé nahodnédiayi, které maji vdechny stejné rozlozendl(Rekneme, ze
X, o0 X J€ 8. (Ciselné realizacex..., % nahodného vybu Xy, ..., %,
uspdadané do sloupcového vektoru odpovidaji datovémbaa zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht (X1,Y1), ..., (X,Y,) jsou stochasticky nezavislé dvouraznmé nahodné vektory, které maji vSechny stejné
dvourozngrné rozlozeni k(9 ). Rekneme, ze (XY1), ..., (%.Y.) je

9). (Ciselné realizace (1), ..., (%,Y») nahodného vydu (X1,Y1), ..., (%, Yn)
uspdadané do matice typu<B odpovidaji dvourozemnému datovému souboru zavedenému v popisné sfjst

c) Analogicky lze definovat p-rozénny 3).

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(X ..., X)) nahodného vydsu Xy, ..., X, (resp. T = T(%, Y1, ..., X, Yn) nahodného vydru (X.,Y4),
.., (X1, Y1) se nazyva (vyrova)



Definice dilezitych statistik:
a) Neclr X, ..., X, je nahodny vybr, n> 2.

Oname M=1%x, ... =Ly (x,-M) ... LS =V ...
n ‘= n-143
Pro libovolné, ale pewndané realnéislo x je statistikou téZ hodnota F (x) ——carc[l X, < x}

b) Nech’ je dano & 2 stochasticky nezavislych ndhodnych &yilo rozsazich 1> 2, ..., n> 2.
Celkovy rozsah jen = inj :
=1

Ozname M, ..., M, vybsrové pameéry a S°, ..., §° vybérové rozptyly jednotlivych vyéra. Necht ¢, ..., G jsou realné
konstanty, aspojedna nenulova.

ZCJMJ--- , 8=

=1 n-r

c) Nech’ (X.,Y 1) . (6, Y)) je néhodny vyér z dvourozndrného rozlozeni o rozsahu n.

Ozname M -—Zx,, M ——ZY vybérové pamery, S, -—Z(x -M, ), ——Z(Y M, )? vybérové rozptyly.

i i=1
S
1 @ proSS, #0
Si2= > (X, =M, )Y, =M,)... FRi2 = 1SS
n-193

0 jinak

Pro libovolnou, ale pewnzvolenou dvoijici realnychisel x,y je statistikou téz hodnocta
F (X,Y) :lcar({i; X, <x0OY, <y}
n



Upozorreni: Ciselné realizace statistik M?B, S, Rio odpovidajiciselnym charakteristikam e, s, So, 12 zavedenym
V popisné statistice, ale u rozptylu,&odatné odchylky, kovariance a koeficientu korelgceultiplikativni konstanta

il, nikoliv 1, jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidiredsji, uveden&iselné realizace mohou byt povaZzovany
n- n

za odhadyiselnych realizaci

nahodnych i zavedenych v pitu pravaépodobnosti.

Charakteristika Potet Matematickg Popisna
vlastnosti pravéEpodobnosti statistika statistika
poloha E(X) =u M m
variabilita D(X) =o° s n-1,

n
variabilita JD(X) =0 S n-1_

n

SpOIQ\fné C(Xl, Xz) =012 S_|_2 n _1S
variabilita n
tésnost vztahu| R(X X)) =p Ri, Mo
rozlozeni D(x) Fa(X) F(x)




Priklad (vypccet realizaci vybrového ptiméru, vybérového rozptylu a hodnot vglove distribéni funkce):
Desetkrat nezavisle na sobyla zn#iena jista konstanta Vysledky ngtreni byly: 2 1,8 2,1 24 19 2,1 2 1,8 22.
Tyto vysledky povaZzujeme zaselné realizace nahodného ¥ Xy, ..., X0. Vypoitéte realizaci m vyérového ptimeéru
M, realizaci § vybérového rozptylu § realizaci s vybrové snérodatné odchylky S a hodnoty Wrové distribwni funkce
Elo(X).
Reseni:
m :lix. :i(2+ 18+...+ 22) = 2065 :ii(x. -m)’ :i(ix? - nmzj :1(22 +182 +...+ 222 ~10[206° ) = 0,0404

ng ' 10 n-1"" n-14%& ' 9
s=+/s* =./0,0404= 0,2011

Pro usnadéni vypaitu hodnot vykrove distribéni funkce ko(x) uspdadame réreni podle velikosti:
181819222121 22 23 24.

X <18:F,(x) =0 12
2 1,0
1,8<x<19:F,(X)=—=02
128 B =5 fj
1,9<x< 2:F10(x)=£= 03 06
10
5 e
2sx<2,1:FlO(x):E: 05 2., o
7
2,1 x<2,2:F,(x) =E= 07 o0

1,7 1,8 19 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 25

8
22<x<2,3:FE,(x)=—=08 X
10(X) e

9
2,3sx<24:F,(xX)=—=09
10(X) o
X22,4:F,(x)=1



Priklad (vypocet realizace vy&roveho koeficientu korelace):

U 11 ndhod& vybranych aut jisté ziky bylo zji&ovano jejich sté (nahodna vetina X — v letech) a cena (ndhodna veli-
¢ina Y — v tisicich K). Vysledky:

(5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (B) 96, 66), (6, 95), (2, 169), (7, 70), (7, 48).

Vypoctete a interpretujtéiselnou realizacip vybérového koeficientu korelace;R

ReSeni:

m, :%iXi :111(5+4+...+7): 528

i=1
m, :%an:yi :111(85+103+...+48): 8863

n

s’ = Y x2-nm? | =2 (57 + 42 4.+ 72 110528 ) = 202
n_l i=1 10

s :ﬁ.[zyiz - nmzzj :%)(852 +10F +...+ 48 1118863 ) = 97085

i=1

2 [inyi - ”mlsz =%(5 [B5+40103+...+ 7 [28-11[528B863) = —4089

Sip = n-1l<

o = o e =
s, 8, /2020/97085

Mezi nahodnymi vetiinami X a Y existuje silna né&jma linearni zavislostim starsi auto, tim nizsi ce




Bodové a intervalové odhady parameti a parametrickych funkci

Vychazime z ndhodného Wil Xy, ..., X, z rozloZeni L§ ), které zavisi na parametbu Mnozinu vSech fipustnych hod-
not tohoto parametru oz¥iane =. Tato mnozZina se nazyvé

Nag. je-li X4, ..., %, ndhodny vybr z rozlozeni Ng,6°), pak ¢ = (u,0?) a v tomto pipack parametricky prostdg =
(— oo,oo)x<0,oo)_

Parametrs nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného rédwdjru (pripadré chceme odhadnoutjakou

h(3)).

parametrické funkce B() je statistika | = T(Xy, ..., X,), kterd nabyva hodnot blizkycht), & je hod-
nota parametry jakakoliv. Existuji izné metody, jak konstruovat bodové odhady {nagetoda momentci metoda ma-

ximalni wWrohodnosti, aleémi se zde zabyvat nebudeme) a takané typy bodovych odh&dOmezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

parametrické funkce B() rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou stikiyst
D = D(Xy, ..., X)), H=H(Xy, ..., X)) a ktery s dostate¢ velkou pravdpodobnosti pokryva k(), & je hodnota parametr
jakakoliv.



Typy bodovych odhadi

Nech’ Xy, ..., X, je nahodny vyér z rozloZeni L§ ), h(9) je parametricka funkce, T4,TT,, ... jSou statistiky.
a)Rekneme, Ze statistika T je parametrické funkce k(), jestlize
080=: E(T) = h(@®).
(Vyznam nestrannosti spiwa v tom, Ze odhad T nesmi parametrickou funkgi)lgystematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka sjla, jde o vychyleny odhad.)

b)Jsou-li T;, T, nestranné odhady téze parametrické funkeg,ifakiekneme, ze fje nez T, jestlize
08 0=: D(Ty) < D(Ty).
c) Posloupnos{T,}”_ se nazyvé parametrické funkce i&(), jestlize

09 0=: lim E(T,) = h(9).

(Vyznam asymptotické nestrannosti &p@ v tom, Ze s rostoucim rozsahemangbklesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnos{T,}”_ se nazyvé parametrické funkce k(), jestlize

09 0=0e >0: lim P(T, —h(8)| > ¢)=0.
n— o

(Vyznam konzistence spiva v tom, ze s rostoucim rozsahem &nybklesa pravépodobnost, Zze odhad se bude
realizovat ,daleko” od parametrické funkcesh()
Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva gdymptoticka nestrannost a z asymptotické nestetinnglyva
konzistence, pokud posloupnost rozgtyldhadu knverguje | nule



Vlastnosti dialezitych statistik

a) Pripad jednoho nahodného wh: Nectt Xy, ..., %, je ndhodny vybr z rozloZeni se gdni hodnotow, rozptylemo® a
distribusni funkci®(x). Nech n> 2. Ozn&me M, vyb&rovy primér, S,2 vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pe¥dané
X OR ozname F,(x) hodnotu vyBrové distribéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty pararietr, °a libovolné, ale
pevre dané realnéislo x plati:

E(My) = l/laz

D(M;) = %,

E(S) =0,

D(S?) = L_M, kdey, je 4. centralni moment,
n n(n-1)

E(Fa(X)) = @(x),

D(F, (x)) = O(x )L (x)]

n
Znamena to, Ze Me nestrannym odhadem S/ je nestrannym odhadesf, pro libovolné, ale pevndanéx OR je vybs-
rova distribéni funkce FR(x) nestrannym odhaded(x).

Posloupnos{m, }” je posloupnost konzistentnich odhad

{Snz}:=1 je posloupnost konzistentnich odhad,
pro libovolné, ale pevndanéx R je {F,(x)} ", posloupnost konzistentnich odfiadi(x).



llustrace:

Vlastnosti vykErového piméru a vylkErového rozptylu budeme ilustrovat na ndhodnémérybozsahu 100 z rozlozeni
Rs(0,1). V tomto fipact E(X)) = 1/2, D(X) = 1/12,i=1, ..., 100. Pomoci systému STATISTI@®Aenerujeme pro kazdou
z nahodnych vetin Xy, ..., X100 100 realizaci a uloZzime je do prémmych \, ..., Vige. Dale vyp@itame pamer a rozptyl
téchto realizaci, uloZzime je do prérmych PRUMER a ROZPTYL. Graficky zndzornime hognwkteré z prominnych

V1, ..., Vigo (NA@. v1) a hodnoty prognné PRUMER:

.
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Vidime, Ze hodnoty proémné \ kolisaji od 0 do 1, zatimco hodnoty prdmé PRUMER se nachazeji v izkém pasu kolem
1/2.

Dale vyp@teme ptimér a rozptyl napp pronennée v1 a prognné PRUMER a déale vygteme pimeér promenné
ROZPTYL.

Popisné statistiky (uniform)l Popisné statistiky (uniform)|
Proménna | Primér | Rozptyl Proménna | Pramér
Prom1 0,536605 0,078676 ROZPTYL | 0,083143
PRUMER | 0,503984 0,000783

Pramér pronenné v1 by nil byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. &#nér promenné PRUMER by se #hblizit 0,5, zatimco
rozptyl by nél byt n = 100 x mensi nez 1/12, tj. 0,00083. Dalengr promenné ROZPTYL by se #h blizit 1/12 = 0,083.



Nestrannost vyrové distribéni funkcebudeme ilustrovat na nahodném ¥gibrozsahu 1000 z rozlozeni N(0,1). Ziskame
vybérovou distribéni funkci tohoto vybru a jeji graf porovname s grafem distibufunkce nahodné velny se standar-
dizovanym normalnim rozloZenim. Graf wobvé distribéni funkce ma&ernou barvu, graf distritkni funkce standardizo-

vaného normalniho rozlozeni rd@rvenou barvu.

Prabéh vyberové distribini funkce kgodX) je velmi podobny gibéhu distribini funkced(x). Pokud bychom postup zo-
pakovali s podstathmensim rozsahem nahodnéhoa&ryb(nag. n = 100), pitbéh obou funkci by se liSil vyrazj:

PPPPP



b) Pipad r> 2 stochasticky nezavislych nahodnych &g Necht' X,,,..., X, , ..., X1,..., X,, ]Je r stochasticky nezavislych
nahodnych vybri o rozsazich 1 2, ..., n> 2 z rozloZeni se igdnimi hodnotamiy, ..., a rozptylems®. Celkovy rozsah

je n:Zr“nj . Necht ¢, ..., G jsou reélné konstanty, aspedna nenulova. Pak pro libovolné hodnoty paraimeir..., yi, ac”
=1

plati:

E(ZCiMj] = 2.CH
=1 =1

E(S? =

r

Znamena to, ze linearni kombinace &dvych pfiméra » c¢,M; je nestrannym odhadem linearni kombinatedstich hod-

I

Zr:(”j _])sz

r
not ZC,-H i avazeny pimér vybsrovych rozptyh S2=2— je nestrannym odhadem rozptylti
j=1

c) Pripad jednoho nahodného Wb z dvourozrdrného rozloZzeniNech’ (X4,Y1), ..., (%,Y,) je ndhodny vyér
z dvourozmdrného rozlozZeni s kovarianei, a koeficientem korelage Pak pro libovolné hodnoty paramets,,ap plati:

E(S2) =012
E(R:,) = p (shoda je vyhovujici pro & 30).

Znamena to, Ze vyoova kovariance S je nestrannym odhadem kovariamge avSak vybrovy koeficient korelace Rje
vychylenym odhadem koeficientu korelgce



Pojem intervalu spolehlivosti

Nech’ X4, ..., X, je nahodny vyér z rozlozeni L§),
h(s) je parametricka funkce,

a0(0,1),

D=D(Xy, ..., X)), H=H(Xy, ..., X)) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyv& pro parametrickou funkci i,
jestize:nso=:P(D < h@) <H)> 1.

b) Interval (D,©) se nazyva pro parametrickou funkci fa(),
jestize:osn=:P(D < hf)) > 1.

c) Interval (eo, H) se nazyva pro parametrickou funkci la(,

jestize:nsn=:P(h(s) < H) = 1.
Cisloa se nazyv: (zpravidlaa = 0,05, méan ¢asto 0,1¢i 0,01),¢islo 1- o se razyva



Postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodowgdhadem parametrické funkcesh(

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikrensformaci statistiky V, je monotonni funkcbh(a gitom jeji roz-
loZeni je znamé a nah nezavisi. Pomoci znamého rozlozeni pivotovessiiagiW najdeme kvantily yp,

Wi, takZe platizs 0=: P(Wy, < W < W) > 1 —a.

c) Nerovnost w, < W < w_» pievedeme ekvivalentnimi Upravami na nerovnost DX k{ H.

d) Statistiky D, H nahradime jejiatiselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 10@)@- empiricky interval spolehlivosti, o
némz prohlasime, Ze pokryvahy s pravépodobnosti aspol —a. (Tvrzeni, Ze (d,h) pokryva b s pravépodobnosti
aspa 1 —a je t'eba chapat takto: jestlize mnohonasobezavisle ziskame realizacg x., % nahodného vydru Xy, ...,
Xn z rozlozeni L§) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 10P¥d empiricky interval spolehlivosti pro fj, pak
podil patu &ch intervah, které pokryvaji h§) k pattu vSech sestrojenych interiddude piblizné 1 —a.)

llustrace:Jestlize 100x nezavisle na salskuténime nadhodny vy z rozloZeni se &tdni hodnotow a pokazdé sestroji-

me 95% empiricky interval spolehlivosti puppak @iblizné v 95-ti plipadech bude leZet paramgtv intervalech spolehli-
vosti a asi v 5-ti fipadech interval spolehlivogtinepokryje.

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravasttanintervalu zavisi na konkrétni situaci. Nagboustranny interval
spolehlivosti pouzije konstruktér, kterého zajinadndi horni hranice pro skuteou délkuu néjaké sowdastky. Levostranny
interval spolehlivosti pouzije vyképdrahych ko, ktery potebuje znét dolni mez pro skuitey obsah zlata v kupova-
ném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pgeichemik, ktery pdebuje znat horni mez pro obsakiist u v analy-
zovaném vzorki



Priklad: Necht Xg, ..., X, je ndhodny vyr z rozlozeni Ng,o%), kde n> 2 a rozptyls” zndme. Sestrojte 100¢@)% interval
spolehlivosti pro neznamourstini hodnotuu.

Redeni V tomto gipads parametricka funkce l() = p. Nestrannym odhademistini hodnoty je vy#rovy pimér M =
%in . ProtoZe M je linearni kombinaci normé&iwmzloZenych nahodnych véi, bude mit také normalni rozlozeni se

i=1
2

stredni hodnotou E(M) m a rozptylem D(M) -(; . Pivotovou statistikou W bude standardizovana déahoveléina
u :% ~ N(0,).
Jn
Kvantil Wy = Uyz = -Uiwz, Wia2 = Ur2.
—. _ M - o o
090=:1-a< P('Lh-a/Z <U< l*h-Ot/Z) — F “Upqp2 <?u SUpqpp | = F{M _ﬁul—am <p<M +ﬁu1—a/2]-
Jn

Meze 100(1s)% intervalu spolehlivosti proigtdni hodnoty pii znAmém rozptylw? tedy jsou:
D=M-Zu_,, H=M+2

in ﬁul—u/Z'

Pri konstrukci jednostrannych intervagpolehlivosti se riziko néili, tedy 100(1e)% levostranny interval spolehlivosti pro
. o , . o
uje (M —ﬁul_(x ,oo} a pravostranny jé— o0, M +ﬁul_a)

Dosadime-li do vzoicpro dolni a horni mediselnou realizaci m vysoveho ptmeéru M, dostaneme 100(d)% empiricky
interval spolhlivosti. Fostup si ukdZzeme na nasledujicim numerickékiguu



Priklad: 10 krat nezavisle na sébyla zn&rena jista konstania Vysledky néieni byly:

218212419212 18 23 2.2

Vysledky povaZujeme z&selné realizace nahodného b Xy, ..., X z rozloZeni Ng, ¢°), kdep nezname a® = 0,04.
Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti ppo a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

Resenf:

Vypocéteme realizaci vydrového paémeéru: m = 2,06. Rizikar je 0,05. V tabulkach najdeme kvantilgss = 1,96 pro obou-
stranny interval spolehlivosti a kvantH 4= 1,64 pro jednostranné intervaly spolehlivosti.

ada)d=Em--% Uy =2,06-221,96=1,94

Jn r
h:m+j’_u1m,2 206+T196 2,18
n
194 <u<2,18s pravéloodobnostl aspn0,95.
adb)d=m-2 u,=2,06-22164=1096
yasm-mu Jio
1,96 <u s pravépodobnostl aspo0,95.
adc)h=m+Z u,=206+22164=216
) & Vo

u < 2,16 : pravéEpodobnosti aspo0,95



Sitka intervalu spolehlivosti

Nech’ (d, h) je 100(-a)% empiricky interval spolehlivosti pro &) zkonstruovany pomociselnych realizacix ..., % na-
hodného vybru Xy, ..., X, z rozlozeni L§).

a) Pri konstantnim riziku klesai&ia h-d s rostoucim rozsahem nahodnéh@nyb

b) Pti konstantnim rozsahu nahodného &b klesa ska h-d s rostoucim rizikem.
llustrace
ad a) Grafické znazoni zavislosti dolnich a hornich meze 95% empiritkiytervati spolehlivosti pro $edni hodnotu
normalniho rozlozeniipznamém rozptylu na rozsahu nadhodnéhaskyb

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

ppppp

Sitka intervalu spolehlivosti klesa ses#Sujicim se rozsahem nahodnéhodmib zprvu rychle a pak stale pomaleji.
ad b) Grafické znazoé&ni zavislosti dolnich a hornich mezi 10@(®2 empirickych interva spolehlivosti pro $edni hod-
notu normalniho rozloZzentignamém rozptylu a konstantnim rozsahuévylna riziku:

Vidime, Ze itka intervalu spolehlivosti s rostoucrizikem klesé



Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu Wb z normalniho rozloZeni)
Nech’ X1, ..., X%, je ndhodny vy& z N(u, 6°), kdeo® zname. Jaky musi byt minimalni rozsah angbn, aby &ka 100(1e)%
empirického intervalu spolehlivosti praetini hodnotuw nefgesahlatislo A?

Reseni:Pozadujeme, aby>h—-d=m+Zu,_ ,-(Mm-—>u,.,,) =£UH/2- Z této podminky dostaneme, Ze
Jn Jn Jn
> 40-2u1—0(/22 - - g ~ run sy s s sy s e
n= BT Za rozsah vy&ru zvolime nejmensiippozenécislo vyhovujici této podmince.

Priklad: Hloubka mde se niti pristrojem, jehoZ systematicka chyba je nulova a daéahyby mteni maji normalni roz-

loZeni se sirodatnou odchylkow = 1 m. Kolik n&feni je nutno provést, aby se hloubka stanovilaybai nejvyse

+ 0,25 m pi spolehlivosti 0,957

ReSeni Hledame rozsah vyhu tak, aby §ka 95% intervalu spolehlivosti praretini hodnotuw negesahla 0,5 m.fitom o

40%u,_,,,° 401967
N 05°

zname. Z pedeslého pikladu vyplyva, Zzen = = 614656, Nejmensi peet mereni je tedy 62.



Zakladni pojmy matematickeé statistiky Il

Osnova:

Zakladni typy uspi@adani pokus

- jednoduché pozorovani

- dvojné pozorovani

- mnohonasobné pozorovani

Uvod do testovani hypotéz

- nulova a alternativni hypotéza

- chyba 1. a 2. druhu

- testovani pomoci kritického oboru

- testovani pomoci intervalu spolehlivosti
- testovani pomoci p-hodnoty

Testovani normality

- Kolmogoroviv — Smirnovv test a jeho Lilieforsova varianta
- Shapifiv — Wilkuv test

- srovnani S-W testu a Lilieforsova testu pomogiudacnich studii



Zakladni typy uspoiradani pokusi

Metody matematické statistilkdasto slouzi k vyhodnocovani vyslédiokusi. Aby mohl byt pokus spra¥rnvyhodnocen,
musi byt dobe naplanovan. Uvedeme zde nejjednodussi typyradani pokus.

Predpokladejme ndfklad, Ze sledujeme hmotnostrinistky selat téhoz plemené paznych vykrmnych dietach.

a) Nahodna vetiina X je pozorovana za tychZ podminek. Situacé@gakterizovana jednim
nahodnym vybrem X, ..., X.
Nahodr vylosujeme n selat téhoz plemene, podrobime jagedykrmné diet a zjistime u kazdého selete hmotno

prirastek. Tim dostaneme realizaci jednoho ndhodnéhéruryb



b) Nahodna veliina X je pozorovana za dvojichanych podminek. Existuji dvwodliSna uspiadani

tohoto pokusu.

situace je charakterizovanasdva nezavislymi nahodnymi vty X,j,..., X4, a

Xyper X

142N, .
Nahodr vylosujeme ;a rp selat téhoz plemene, nahéda rozdlime na dva soubory o,a 1 jedincich, prvni podrobime

vykrmné diet ¢. 1 a druhy vykrmne digtislo 2. Tak dostaneme realizace dvou nezavislyboar@ych vykri.

situace je charakterizovana jednim nahodnynéngin (Xn, le)" oo (X o X n2)
z dvourozndrného rozlozeni. #ejdeme k rozdilovému nahodnému ¥tbZ = Xi; — X, i = 1, ..., n a tim dostaneme jedno-
duché pozorovani.
Nahodr¢ vylosujeme n vrh stejre starych selat téhoz plemen kazdého odebereme dva sourozence a néhwdipiira-
dime prvni a druhou vykrmnou dietu. Tak dostanezadizaci jednoho dvourozimého nahodného vghu, kde prvni sloz-
ka odpovida prvni digta druha slozka druhé diet
(Parove porovnavani je efektjni, protoze skutay rozdil v &innosti obou diet jeigkryvan pouze nahodnymi vlivyip
samotném krmeni a trvani, kdezto viiznych adi¢nych vioh, ktery byl losovanim znahatin je u sourozeneckého paru

selatcaste&né vyloucen.)



C) Nahodna vetiina X je pozorovana za>r3 miznych podminek. Existuji dwodliSna uspia-
dani tohoto pokusu.

situace je charakterizovana r nezavislymi nahodmjtiery X ..., Xy, az X, X,

Nahodr vylosujeme 1, n, ..., n selat teéhoz plemene, ndhéde rozdlime na r soubdro ny, ny, ..., np jedincich, prvni
podrobime vykrmné diék. 1, druhy vykrmné diétéislo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné diétslo r. Tak dostanemeae

lizace r nezavislych nahodnych &yb.

situace je charakterizovana jednim nahodnynérsiin (Xll, ooy Xlr), ...,(X e an) Zr-
rozmeérného rozlozeni.
Nahodr vylosujeme n vria stejreé starych selat téhoz plemen kazdého odeberasr sourozenica nahoda jim prifradime
prvni az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizednoho r-rozgrného ndhodného vghu, kde prvni slozka odpovi-

da prvni diet , druha slozka druhé déeatd. az r-ta slozka odpovida r-te diet



Uvod do testovani hypotéz

Motivace:Castym Ukolem statistika je na zakladht owiit predpoklady o parametrech nebo typu rozlozenéwoi po-

chazi ndhodny vyr. Takovému pedpokladu séika nulova hypotéza. Nulova hypotéza vyjgd rejaky teoreticky ped-
poklad,éasto skeptického razu a uzivatel ji musi stana@tipm, beziphlédnuti k datovému souboru. Proti nulové hypoté-
ze stavime alternativni hypotézu, ktéké, co plati, kdyz neplati nulova hypotéza. Aleivni hypotéza je formulovana
tak, aby mohla platit jenom jedna&hto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni hypotegynamenala objevenéjakych
novych skuténosti, nebo zasadsi zménu v dosavadnichrpdstavach.

Napr. vyzkumnik by chil na zaklad dat prowiit tezi (novy objev), ze pasivni kéeni Skodi zdraviJako nulovou hypotéz
tedy polozi tvrzeni, Ze pasivni k@mi neSkodi zdravi a proti nulové hypotéze postheinativni, Ze pasivni koeni skodi
zdravi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postupy kezalozen na daném nahodnémdryla s jehoz pomoci rozhodne-

me o zamitnutéi nezamitnuti nulové hypotezy.



Nulova a alternativni hypotéza

Neclt X4, ..., X, je ndhodny vyér z rozlozeni L§ ), kde paramets 0= nezname. Neahh(9 ) je parametricka funkce a c

dana realna konstanta.

a) Oboustranna alternativavrzeni H: h(9) = ¢ se nazyvé .Rroti nulové hypotéze postavime
Hih(9) # c.

b) Levostrannd alternativaivrzeni i: h(8) > ¢ se nazyva .Proti jednoduché nebo

slozené pravostranné nuloveé hypotéze postavime Hioh(98) <c.

c) Pravostranna alternativ@ivrzeni H: h(3) < c se nazyvéa Proti jednoduché nebo

sloZzené levostranné nulové hypotéze postavime Hih(8) > c.

rozumime rozhodovaci postup zalozeny na nahodydsmwy Xy, ..., X, S jehoz pomoci zamitneme

¢i nezamitneme platnost nulové hypotézy.



Chyba 1. a 2. druhu

Pii testovani H proti H; se mizeme dopustit jedné ze dvou chyh:
spaiva v tom, Ze linezamitneme ¢ave skuténosti neplati. Situacirphledr znazoiiuje

skuteEnosti plati a
tabulka:

spa&iva vt

om, Ze lzamitneme, &ve

skute&nost rozhodnuti
Ho nezamitame FHzamitame
Ho plati spravné rozhodnuti| chyba 1. druhu
Ho neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnt

nti

Pravdpodobnost chyby 1. druhu se Zha a nazyva s&

¢i 0,01). Pravépodobnost chyby 2. druhu se #nf. Cislo 1-8 se nazyvé

(vétSinou

byvén = 0,05, méa ¢asto 0,1

a vyjaduje prav@podobnost, ze bude

Ho zamitnuta zaiedpokladu, Ze neplati. Obvykle se snazime, abyesita byla aspp0,8. Ol hodnoty,a i 1-, zavisi na
velikosti efektu, ktery se snazime detekovaim drobrgjSi efekt, tim musi byt&Si rozsah nahodného .

skut&nost rozhodnuti
zdravy nemocny
jsem zdravy | zdravy a néény | zdravy a l&eny
jsem nemocny| nemocny a n&g@y| nemocny a l&eny




Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku o = To(X4, ..., X)), kterou nazveme nMnozina vSech hodnot, jichZike testove krite-
rium nabyt, se rozpada na (znai se V) a (zn&i se W a
nazyva se tékz ). Tyto dva obory jsou odteny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamstia je |ze

najit ve statistickych tabulkach).

Jestlizeciselna realizacg testového kritéria fpadne do kritického oboru W, pak nulovou hypotZamitame na hladén
vyznamnosti a znamena to skutee vyvraceni testované hypotézy. Jestligmtne do oboru nezamitnuti V, pak jde o
pouhé mteni, které platnost nulové hypotézy jenoifippusti.

Pravdpodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(To ] W/Ho platl') =qa, P(To oV /H]_ platl') :B.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznasti a:

Ozna&me t,in (resp. tay Nejmensi (resp. nejtéi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v piipad oboustranné alternativy ma tvar

W = (tn, Ka2(M) O {Kyqo(Titma), Kde Kya(T) @ Ki2(T) jsou kvantily rozloZenti, jimz sédi testové kritérium d; je-li
nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v @ipact levostranné alternativy ma tvar:

W = (£, Ko ().

Kriticky obor v ipact pravostranné alternativy ma tvar:

W = (K (T), ) -



Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1)% empiricky interval spolehlivosti pro parametiackfunkci h@ ). Pokryje-li tento interval hodnotu c,
pak Hy nezamitdme na hladivyznamnosti, v opa&ném gipadc Hy zamitame na hladéinvyznamnosti.
Pro test K proti oboustranné alternatigestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

i " g
\ \
}

Pro test K proti levostranné alternatissestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

AL

Pro test K proti pravostranné alternatigestrojime levostranny interval spolehlivosti.
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Testovani pomoci p-hodnoty

predpokladu, Ze plati (riziko planého poplachu).li#sp-hodnoteas a, pak H zamitame na hladinvyznamnosti, je-li p-
hodnota >, pak H hezamitdme na hladivyznamnosti.

Zpusob vyp@tu p-hodnoty:

Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{et), P(To > ty)}.

Pro levostrannou alternativu p = BE1ty).

Pro pravostrannou alternativu p = PElt).

llustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulové hypptamti oboustranné, levostranné a pravostrarieénaltiv:

p-hodnota p-hodnota
Ji —\ 1odn /,\p_]l;u[nnl.a
| | : - / | ?”
_ _ —— - - ;
! 0 :

t ” t

(Zvonovita Kivka reprezentuje hustotu rozloZeni, kteryniidétestove kritérium, je-li nulova hypotéza prardl)
p-hodnota vyjatlije pravépodobnost, s jakotiselné realizace;x..., %, ndhodného vydyu Xy, ..., X, podporuji H, je-li
pravdiva. Statistické programové systémy poskyteijgvych vystupech p-hodnotu. Jeji vigpovyZzaluje znalost distribtni
funkce rozlozeni, kterym s&di testové kritérium o, je-li Hg pravcva.



Doporuceny postup [¥i testovani hypotéz

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypat&itom je vhodné zvolit jako alternativni hypotézu f@edpoklad,
jehoz gijeti znamena zavazné cieni a ndlo by k rému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti Zpravidla volimex = 0,05, mé# ¢asto 0,1 nebo 0,01.
3. Najdeme vhodné testové kritérium a na zakigdtenych dat vypesitame jeho realizaci.

4.

a) Testujeme-li pomoci kritického oboru, pak haetdme. JestliZe realizace testového kritéria pddlaritického oboru,
nulovou hypotézu zamitame na hladiyznamnosti a @ijimame alternativni hypotézu. V ofg@m gipad nulovou
hypotézu nezamitame na hlagliryznamnosti.

b) Testujeme-li pomoci intervalu spolehlivosti, wgfeme empiricky 100(1)% interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(8). Pokudcislo ¢ padne do tohoto intervalu, nulovou hypotéegmamitame na hladirvyznamnosti. V opa&ném
piipadt nulovou hypotézu zamitame na hlaguyznamnostiu a @ijimame alternativni hypotézu.

c) Testujeme-li pomoci p-hodnoty, vyfieme ji a porovname ji s hladinou vyznamnastiestlize < a, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladimyznamnosti. a @ijimame alternativni hypotézu. Je-li pu>pak nulovou hypotézu
nezamitdme na hladirvyznamnosti.

5. Na z&klad rozhodnuti, které jsmeinili o nulové hypotéze, provedemejaké konkrétni opaeni, nap. séidime
obral&ci stroj.

(Pri testovani hypotéz musime mit k dispozici odpojédaastroje, nejlépe vhodny statisticky softwademame-li ho
k dispozici, musime znatislusné vzorce. Dale gebujeme statistické tabulky a kalkéka.)



Priklad: 10 x nezavisle na sélbyla zn¢fena jista konstanta Vysledky néfeni byly: 2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme Zselné realizace ndhodného ¥l Xy, ..., Xio Z rozlozeni Ng, 0,04). N¢jaka teaie tvrdi
Zep =1,95.

1. Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime oboustrannou alternativu
Hi: pn 2 1,95. Na hladiéivyznamnosti 0,05 testujteyidroti H; vSemi temi popsanymi zjsoby.

Reseni:
m = 1—10(2+...+ 22)=2,06,62= 0,04, n = 10 = 0,05, ¢ = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro dlohy o sedni hodnat normalniho rozlozenitpznamém rozptylu pouzivame pivotovou statistiker @";—“~ N(O, 1)

Jn
Testové kritérium tedy bude
To= MO_C a bude mit rozlozeni N(O, 1), pokud je nulova hgpa pravdiva. Vyp&tame realizaci testoveho kritéria:
Vn
to = %’4,74. Stanovime kriticky obor:
V10

W = (tmin’ KG/Z(T)> D<K1—G/Z(T)’tmax) = (_oo’ucx/2>D<u1—cx/2’oo) = (_oo’_ul—a/2>D<ul—cx/2’oo) = (_oo'_u0975> D<U 0,975’00) =
(- e ~196) 0 (196,%0).
Protoze 1,741 W, Hy nezamitame na hladitvyznamnosti 0,05.



b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1e)% empirického intervalu spolehlivosti praesini hodnoty: pti zndAmém rozptylw? jsou:

(d, h) =(m '% Ugar2, M +% Uq/2).
V naSem pipadct dostavame:
d=2,06 % Uoors= 2,06 O—f) 1,96 = 1,936,

V1
02 0.2
h=2,06+—-=upg75= 2,06 +—=.1,96 = 2,184,
10 0,975 0

Protoze 1,9501(1,936; 2,184), |, nezamitame na hladivyznamnosti 0,0!



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty

ProtoZze proti nulové hypotéze stavime oboustramttemnativu, pouzijeme vzorec
p=2min{P(To < to), P(To=to)} =2 min {P(To < 1,74), P(5>1,74)} =

=2 min {®(1,74), 1 -®(1,74) } = 2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186
Jelikoz 0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitamkladig vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro oboustranny test
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2. Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime levostrannou alternativu
Hi: 1 < 1,95. Na hladi&ivyznamnosti 0,05 testujteglproti H, vSemi temi popsanymi zisoby.

Redeni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil ocoboustranné alternativy bude mit kriticky obortva

W = <_°°1Ua) :<_°°1Uo,05) :<_°° 1649 .
Protoze 1,741 W, Hy nezamitame na hladiivyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1s)% empirického pravostranného intervalu spolehliva® stedni hodnoty: pti znaAmém rozptyls? jsou:
(-0, h) = (o0, m + -

\/ﬁ ul—a) .

V nasSem pipact dostavame: h = 2,06:%% Ug.o5 = 2,06 + 92

2
1,645 = 2,164.
V10

Protoze 1,9501(-o0; 2,164), Hy nezamitame naading vyznamnosti 0,0!



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime levostraraitminativu, pouzijeme vzorec
p = P(Th<ty) = ®(1,74) = 0,95907.

Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitdakladi’ vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro levostranny test
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3. Pravostranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime pravostrannou alternativu
H:: 1> 1,95. Na hladi&ivyznamnosti 0,05 testujteglproti Hy vSemi temi popsanymi zisoby.

Redeni:

a) Test provedeme pomaoci kritického oboru.

Na rozdil ocoboustranné alternativy bude mit kriticky obortva

W= <u1—a ,00) = <uo,95’°°) = <1545°°)-

Protoze 1,741 W, Hy, zamitame na hladénvyznamnosti 0,05 ve pro&gh pravostranné alternativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1s)% empirického levostranného intervalu spolehlivpsd stedni hodnoty: pti zndAmém rozptyls? jsou:

(d, ) = (M - = Uy, ).

Jn
- , , 02 0,2
V nasem pipad dostdvame: d = 2,06-= Uy o5 = 2,06 -—=.1,645 = 1,956.
hp \/E 0,95 \/E

Protoze 1,9'0 (1,956,0), Hy zamitame na hladérvyznamnosti 0,05 ve ospsch pravostranné arnativy.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime pravostramfteonativu, pouzijeme vzorec

p=P(Mh>t)=1-d(1,74) =1 - 0,95907 = 0,04093.

Jelikoz 0,04093 0,05, nulovou hypotézu zamitame na hladijznamnosti 0,05 ve prosgh pravostranné alternativy.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro pravostranny test
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Testy normality dat

K ovérovani normality dat slouzi cetada test, které jsou podrolinpopsany ve statisticke literdieu Zde se omezime na
dva testy, které jsou implementovany v systemu SBATCA, a to Kolmogorouv — Smirnoviv test a jeho Lilieforsovu
variantu a Shapiv — Wilksav test. K zagram téchto test vSak gistupujeme s witou opatrnosti. Mame-li k dispozici
rozsahlejSi datovy soubor (orietrd n > 30) a test zamitne na obvyklé hladiznamnosti 0,01 nebo 0,05 hypotézu o
normali€, i kdyz vzhled diagnostickych grfagwdci jenom o lehkém poruseni normality, nedopustimeas@azné chyby,
pokud pouzijeme statistickou metodu zalozenou menalit¢ dat.

Kolmogoroviv — Smirnowviyv test a jeho Lilieforsova varianta

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodnysy, ..., %, pochazi z norméalniho rozloZeni s parametao®.
Distribucni funkci tohoto rozlozeni oztime ®+ (X).

Nech’ Fn(x) je vykérova distribéni funkce.

Testovou statistikou je statistika, = sup |F, (x) - @ (x)|.

—00<X <00

Nulovou hypoézu zamitame na hladinyznamnosti, kdyz D, > Dy(a), kde D\(a) je tabelovana kriticka hodnota.

Pro n> 30 Ize By(a) aproximovat vyrazenﬁ/%lns.

V ptipads, Ze nezndme parameiryac> normalniho rozlozeni, musime je odhadnout z dédai hodnotu odhadneme
pomoci m a rozptyl pomocf)s Tim se zmini rozloZeni testové statistiky,CP¥islusné modifikované kvantily byly &ny
pomoci simulénich studii. \ této situaci pouzivam



Shapirav — Wilksiiv test normality dat
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodnyswy, ..., X, pochazi z normélniho rozlozenil\6?).
Testova statistika ma tvar:

Zm:ai (n)[x (n-iv1) ~ X (i)]2
W - i=1 ’

> (X, ~M)

i=1

kde m = n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n lichéeficienty & jsou tabelovany.

Na testovou statistiku W lze pohliZet jako na kainel koeficient mezi usgadanymi pozorovanimi a jim odpovidajici
kvantily standardizovaného normalniho rozlozenpifpact, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnimanahim,
bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normatédy zamitneme na hladinyznamnostu, kdyz se na této hladimeprokaze
korelace mezi daty a jim odpovidajicimi kvantilgiazeni N(0,1).

Lze takérici, ze S — W test je zalozen na it zda body v Q-Q grafu jsou vyznagnodliSné od regresniinky
prolozenéd&mito body.

(S-W test se pouzivagdevsim pro vydry mensich rozsdih n < 50, ale v systéemu STATISTICA je implementovdeho

rozSteni i na vyBry velkych rozsat, kolem 2000.)



Andersomiv — Darling v test

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodnymy, ..., X, pochazi z normalniho rozloZzenipNe?).
Testova statistika ma tvar:

AD = —% {i(m—n{|n¢[@j+|n(1—¢(wnH “n,

kde x; jsou vzestuphiuspdadane realizace nahodneho &yh @ je distribini funkce roziozeni N(O,1).

Hypotéza K se zamita na hladirvyznamnosta, je-li vypatitand hodnota testové statistiky ABt8i nez kriticka hodnota
Di.. Pro velky rozsah vyu se giblizna 95% kriticka hodnota pda podle vzorce

1013 ogsj
n n

D g5 = 10345{1—— .



Priklad:
Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci Lil@oa testu, S — W testu a A — D testu testujtelamhirk vyznamnosti
0,05 hypotézu, Ze tato data pochazeji z normaktihiozeni.

Resen:
Vytvoiime novy datovy soubor o jedné prmé nazvané X & pripadech. Do progmné X zapiSeme uvedené hodnoty.
Provedeni Lilieforsova a S-W testu:

V menu vybereme Statistiky — Zakladni statistikyitiky — Tabulky¢etnosti — OK, Progmné X — OK. Na zalozce zvolime
Normalita a zaSkrtneme Leforgiv test a Shapiro — Wilks W test — Testy normality.

Testy normality (Tabulkal)

N| max D |Lilliefors w p
Proménné p
X 5/ 0,224085 p >.20/ 0,912401 0,482151

Vidime, ze testova statistika K-S testu je d = 802 odpovidajici Lilieforsova p-hodnota gsi nez 0,2, tedy hypotézu o
normalit nezamitame na hladivyznamnosti 0,05.

Testova statistika S-W testu je W = 0,9124, odpajiétp-hodnota je 0,48215, tedy hypotézu o noténaézamitame na
hladiré vyznamnosti 0,05.

Provedeni A - D testu:

Statistiky — Roz#leni & simulace — proloZeni dat rastehimi — OK — Prornné Spoijité: X — na zaloZce Spoijité p rome
ponechame zasSkrtnuté pouze Normalni, na zalozcadébiA’'ybereme Anderson — Darling — OK — Souhrriaissiky
rozckleni.

Souhrn rozdéleni for Proménna: x (Tabulka4)
K-S d K-S AD stat. | AD p-hodn. | Chi-kvadrat | Chi-kvadr. | Chi-kvadr. Posun
p-hodn. p-hodn. SV (prah/poloha)
Normalni (poloha,méfitko) 0,224085 0,915101 0,295219 0,940172

7 7 7

Testova statistika A — D testu je 0,2952, odpowilg-hodnota je 0,9402, tedy hypotézu o norghakizamiténe na hladié
vyznamnosti 0,05.



Srovnani S-W testy, Lilieforsovy varianty K -S testua A-D testu pomoci simulanich studii

Simulani studie byly provedeny v bak&d&é praci

Odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu

Bylo vygenerovano 100 000 ndhodnych &bz normalniho rozlozZeni, jejichZz rozsahy se pohgyood 5 do 1000. Na
tyto vybeéry byly aplikovany oba testy (s hladinou vyznamn®g15) a byla stanovena relativtetnost &ch pripadi, kdy
doSlo k neoprawimému zamitnuti pravdivé nulové hypotézy. Tato ketatetnost je povazovana za odhad
pravcEpodobnosti chyby 1. druhu.

Zavislost odhadu pravdpodobnosti chyby 1. druhu na rozsahu vyéru (hodnoty na vodorovné ose jsou logaritmovany)

Rozsah simulace: 100000 vyberu; na hladine vyznamnosti 0.05

0.2 r
-~ Lillieforsova varianta K-S tesiu
> 0.18F Andersonuv-Daringuyv test
5 - = - Shapiruv-Wilkuv test
S 0.16F
2014
=
= 012}
[
]
o 041
£
20081
=]
B 0.06 .
it EA—
B 0.04F =
© 0.02}
0 A B .
10 10 107
Rozsah vyberu
Vysledek:

Lileforsav test ma pravipodobnost chyby 1. druhu nezavislou na rozsaheruyludrzuje se na 5 %.
S-W test ma do velikosti viou 60 vySSi prawgpodobnost chyby 1. druhu, poté poklesne pod 5i%reyystoupi nad 5 ¢



Odhad pravdépodobnosti chyby 2. druht

Pro toto zkoumani byla vybrana nasledujici rozloaevnongrné spoijité, exponencialni, logaritmicko — normalni
Studentovo s jednimiemi a @ti stupni volnosti. Pro kazdé &chto rozlozeni bylo vygenerovano 100 000 nahodnych
vybéra o rozsazich 5 az 1 000t Bplikaci vSechif testi byla zji¥ovana relativntetnost éch pripadi, kdy test nezamitl
nepravdivou nulovou hypotézu. Tato relatiéeinost je povazovana za odhad pegadiobnosti chyby 2. druhu.

zavislost odhadu pravépodobnosti chyby 2.
druhu na rozsahu vykEru (hodnoty na vodorovné ose jsou logaritmovany)

Rozsah simulace: 100000 vyberu: na hladine vyznamnaosti 0.05 Rozsah simulace: 100000 vyberu; na hladine vyznamnosti 0.05

-
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- Lillieforsova vananta K-S testu ' -~ Lillieforsova vanania K-S tesiy
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Vysledek:

Lilieforsiv test a A-D test nejmérchybuiji u velmi malych vy, orient&né do 10 prvk.

S-W test a A-D test se pro Bty vétSich rozsain (nad 60) vesis nedopousji chyby. K chybam vSak dochazi i pro velmi
rozsahlé vybry ze Studentova rozlozeni.



Stanoveni hranice 20 % odhadu pravépodobnosti chyby 2. druht
Zde byl hledan rozsah v§tu z rovnondrného, exponencialniho, logaritmickanermalniho a Studentova rozlozeni tak,
odhadu prav&podobnosti chyby 2. druhu byl nanejvys 20 %.

Tabulka minimalnich rozsahi vybéra, pro néz je odhad pravdpodobnosti chyby 2. druhu nejvySe 20 %:

Test normality Norm | Rovno. | Expo. | Logn. | Stud(1) | Stud(3) | Stud(5)

Anderson-Darling T2 21 15 16 87 247

Lilliefors 143 32 21 18 121 377

Shapiro-Wilk 65 22 17 19 89 221
Vysledek:

S-W test a A-D test je mozno pouzit na &gbmensich rozsdinez Lilieforgiv test.
U vybérg, jejichz rozsah je mensi nez 15, nerfiiSpsmysl testovat hypotézu o normgliheba’ pravcEpodobnost chyby :
druhu je piliS vysoka (nad 70 %).



Parametrické ulohy o jednom nahodném vybru z normalniho rozlozeni

Motivace:
K nejéastji pouzivanym statistickym metodam fidtonstrukce intervél spolehlivosti pro parametry normalniho rozlozeni

Ci testovani hypotéz @cthto parametrech. Normalni rozlozeni je charakt@dno d¢éma parametry —&dni hodnotow a

rozptylemo?. Budeme tedyesit ulohy, které se tykagehto dvou parameir K tomu slouzi naip jednovylérovy z-test, t-
testci test o rozptylu. Mzeme také mit k dispozici nahodny ¥ylz dvouroznirného rozlozeni s vektoreniatinich hodot

(ﬁlJ a nasSim ukolem bude posoudit rozdilnostdsich hodnofi,,u,. K feSeni tohoto problému slouzi parovy t-test.
2

Osnova:

- rozlozeni statistik odvozenych z \Wbvého ptiméru a vylErového rozptylu
- vzorce pro meze interviabpolehlivosti pro $edni hodnotu a rozptyl

- jednotlivé typy test pro parametry normalniho rozlozeni

(z-test, jednovydkrovy t-test, test o rozptylu, parovy t-test)



Rozlozeni statistik odvozenych z vyisoveho priiméru a vybérového rozptylu

Neclt Xi, ..., %, je ndhodny vy¥r z rozloZeni N¢, o). Pak plati
2 _
a) M~ N(y, %), tedy U =¥~ N(O, 1).
Jn

(Pivotova statistika U slouZileSeni tloh qu, kdyZc? zndme.)
_ 2
b) K= N"35 _.2n-1).

0.2
(Pivotova statistika K slouZite3eni tloh @ kdyZu nezname.)
Z(Xi ~p)? ,
c) E—— ~Xn).

(Tato pivotova statistika slouZitkSeni Gloh @ kdyZp zname.)

d) T= %~ t(n-1).

in

(Pivotova statistika T slouz feSeni Gloh @, kdyZo® nezndme



Vyswvétleni
ad a) Vykrovy pramér M je linearni kombinace nahodnych ¥@lis normalnim rozloZzenim, ma tedy normalni rozioze
s parametry E(M) |, D(M) = o?/n. Statistika U se ziska standardizaci M.

ad b) Vhodnou tpravou v§tového rozptylu § kde pouzijeme obrat ;XM = (X; - p) — (M - p), Ize statistiku K vyjatit
jako souet kvadrat n- 1 stochasticky nezavislych nahodnych &ialse standardizovanym normalnim rozlozenim. Tento
soutet sedi rozloZzenim?(n-1).

ad c) Tato statistika je séet kvadrat n stochasticky nezavislych nahodnych gialse standardizovanym normalnim
rozloZzenimgidi se tedy rozloZeninf(n).

ad d) U ~ N(0, 1), K %*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M §s8u stochasticky nezavislé, tudiZ statistika

_ U _M-p )
T= s t(n-1).

n-1 x/ﬁ



Priklad: Hmotnost baliku krystalového cukru baleného na automatické Isetédi normalnim rozlozenim setetini hod-
notou 1002 g a sénodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor naha@drybira 9 balkiki z jedné série a zjiije, zda jejich pimer-
na hmotnost je alesp®99 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 KO. Jaka je prawigpodobnost, ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

Redeni:

X ~ N(1002, 64), M w[moz%“j

P(M <999) = M _;2023 999_6;002 = P(U < —gJ = qn[%gJ =1- cp(gj =1-®(1125=1-087076= 012924
\ o o

Pravdpodobnost, ze podnik bude platit pokutu, je as9%2,

ReSeni pomoci systému STATISTICA

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INoripainu;sigma) umi vypéitat hodnotu distribéni funkce normal-
niho rozlozeni se igdni hodnotou mu a smodatnou odchylkou sigma. Ted%(M < 999) = d>(999), kde® je distribi&ni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Oteweme novy datovy soubor o jedné ptmmé a jednomijpadu. Dvakrat klikneme na ndzev ptomeé Prom1. Do Dlou-
hého jména této prainné napiSeme = INormal(999;1002;8/3).

V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(1x)% empirickych interval @ spolehlivosti prop a ¢*
(vyuZziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m:% Ugqr2, M + % U1-o/2)
Levostranny: (dg) = (m -% Uyq, 90)
Pravostranny: ¢e, h) = (w0, m +% U)

(vyuZiti pivotové statistiky T)

Oboustranny: (d, h) = (m:% t1wo(N-1), m +% t1.w2(n-1))
Levostranny: (de) = (m - % t14(N-1),0)

Pravostranny: ¢e, h) = (eo, m + S t1«(N-1))

/n



(vyuziti pivotové statistiky K)

Oboustranny: (d, h ’C (-2 ’ e J
- / ( )kle—alz(n—l) X2u/2(n—1)

2
Levostranny: (de) = &’WJ
v () (le—a (n-1)

. _ (n-1s°
Pravostranny: ¢, h) = | e,
ravostranny: ¢e, h) ( 2 (n—1)j

Z(Xi —p)?
(vyuziti pivotové statistiky=————)
0)

[i(xi S 3 (% - )2
i=1

i=1

Oboustranny: (d, h ,
. )LXZM/Z(”) X2as2(N)

2 —p)°?
Levostranny: (dw) = |2 ——
X “1-a (N)
D (x; —p)°
Pravostranny: ¢e, h) = | — o0,

X%a (n)



Priklad: 10 krat nezavisle na sbbyla zngtena jista konstanta Vysledky néreni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8
2,2. Tyto vysledky povazujeme Ziselné realizace nahodného b Xy, ..., X0 z rozloZeni N¢, o?), kde parametry, ¢°
nezname. Najite 95% empiricky interval spolehlivosti jak protak pros” a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

Redeni m = 2,06, = 0,0404, s = 0,201&,= 0,05, §¢749) = 2,2622,d¢49) = 1,8331%%.6749) = 19,0235%,0249) = 2,7,
v’0.049) = 16,9195 049) = 3,325

ad a)
d=m - % ty.y2(n-1) = 2,06 05%12,2622 = 1,92
0,2011

h=m + —> t; »(n-1) = 2,06 + 2,2622 = 2,20
n

Jn V10
1,92 <u < 2,20 s pravébodobnosti aspn0,95.

e (n-1s* _9m0404
X%a2(n-1) 19023
(h-1s* _ 90404

X2a2(n-1) 27
0,0191< 6° < 0,134 s pravdipodobnosti aspgo0,9E.

=0,0191

h= =01347







Reseni pomoci systému STATISTIC:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné prmé X a 10 fipadech. Do prosmné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Pogistatistiky — OK — Prodmné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. gim. a Meze sp. sén. odch. (ostatni volby zru§ime) — pro oboustra@b interval spolehlivosti
ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,0@ jednostranné intervaly Zmime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivpsb stedni hodnotw, pro snérodatnou odchylks a rozptyle™:

Int. spolehl. |Int. spolehl. |Spolehlivost | Spolehlivost |NProm1l |NProm2

-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3 /2 =v4 "2
Proménna -95,000% +95,000%
X 1,916136 2,203864 0,13832¢ 0,367145 0,019135 0,13479¢&

Vidime, Ze

1,92 <u < 2,20 s pravgpodobnosti aspn0,95,
0,1383 <6 < 0,3671 s pravpodobnosti aspn0,95.
0,0191 <o? < 0,134 s pravdtpodobnosti asfo0,95



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehltvpso stedni hodnotw, pro snérodatnou odchylks a rozptyle®:

Int. spolehl. | Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost |NProm1 |NProm2

-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3"2 =v4"2
Proménnéa -90,000% +90,000%
X 1,943421 2,17657¢ 0,146678 0,330862 0,021514 0,10947

Vidime, ze

u>1,94 s pravépodobnosti aspo0,95,

u < 2,20 s pravépodobnosti aspn0,95,

c > 0,1467 s pravghodobnosti aspn0,95,
o < 0,3309 s pravghodobnosti aspn0,95,
6° > 0,0215 s pravgpodobnosti aspo0,95,
6% < 0,1095 s pravghodobnosti aspo0,95



Jednotlivé typy tesfi pro parametry normalniho rozlozeni
a) Necht’ X4, ..., X, je nahodny vy&r N(u, 6°), kdec® zndme. Nechn> 2 a c je konstanta.
Test H: p=c protiH: u #c se
b) Necht’ X, ..., X, je ndhodny vy N(i, 6°), kdes® nezname. Nec¢hn> 2 a ¢ je konstanta.
Test H: u = c proti H: p # ¢ se nazyvé
c) Neclt Xy, ..., %, je nahodny vy& N(u, 6°), kdepn nezname. Nee¢n > 2 a c je konstanta.
Test H: 6°= ¢ proti H: o #C se nazyvé



Provedeni testi o parametrechy, * pomoci kritického oboru
a) Provedeni jednovybového z-testu

_m-c
Vypoéteme realizaci testového kritérta = o - Stanovime kriticky obor W. PokuglD W, Hy zamitame na hladin

Jn
vyznamnostir a @ijimame H.
Oboustranny tesfTestujeme It u = ¢ proti H: p # c. Kriticky obor ma tvarW = (—00,— ul—a/2> O <U1_a,2,°°).
Levostranny tesfTestujeme kt u = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor ma tvarW = (— 00, — ul—a> .

Pravostranny tesTestujeme kt p = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarW = <u1_a,oo)_

b) Provedeni jednovyiboveho t-testu
_m-c
Vypocteme realizaci testového kritérta = s . Stanovime kriticky obor W. Pokuglll W, Hy zamitame na hladin

N
vyznamnostir a @ijimame H.
Oboustranny tesiTestujeme kt p = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvarW = (—m,—tl_a,z(n —1)> 0 <t1_a,2(n ~1),).
Levostranny tesfTestujeme kt u = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor ma tvarW = (—00,—'[1_0( (n —1)> :

Pravostranny tesTestujeme kt p = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarW =<t1_a (n-12),00).



c) Provedeni testu o rozptylu

(n-1)s?

Vyposteme realizaci testového kritérig = . Stanovime kriticky obor W. Pokuglo W, Hy zamitame na hladin

vyznamnosto a @gijimame H.

Oboustranny tesfestujeme kt o?= cproti Hy: 6% c. Kriticky obor ma tvar:.

W = <0,X2a/2(n —1)> U <X21—a/2(n —1),00)

Levostranny tesfTestujeme bt o = ¢ proti H: o < c. Kriticky obor ma tvarW = <O,x2a (n —1)>.

Pravostranny tesTestujeme bt o° = ¢ proti H: o® > c. Kriticky obor ma tvarW = <x 2o (n=1),0),



Priklad: Podle udaj na obalucokolady by jejic¢istd hmotnost ®&la byt 125g. Vyrobce dostal ¢kolik stiznosti o
kupujicich, ve kterych tvrdili, Ze hmotno&bkolad je nizSi nez deklarovanych 125 g. Z tohateodu oddleni kontoly
nahodr vybralo 50¢okolad a zjistilo, Ze jejich imérna hmotnost je 122 g a 8rodatna odchylka 8,§. Za gedpokladt
Zze hmotnostokolad sefidi normalnim rozlozenim, ieme na hladihvyznamnosti 0,01 povazovat stasti kupujicich z
opravrene?

Reseni Xy, ..., X0 je ndhodny vyér z N(u, 6°). Testujeme hypotézu
Ho: n = 125 proti levostranné alternatitd;: u < 125. ProtoZe nezname rozpt§) pouZijeme jednovydsovy t-test.
m-c _122-125 _

5 Kritéri = = -2,4667
Testové kritérium— 86 4667
Jn V50

Kriticky obor W = (=0, ~t,_, (0 ~1)) = (- o0, ~ t 160(49)) = (~ 0, - 24049
Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritick@imoru, zamitame nulovou pgtézu na hladivyznamnosti 0,01. Stiznc
kupujicich tedy lze povazovat za opréweé.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesogdili: r, %, paiméry — OK —vybereme Rozdil mezi dma pamery
(normalni rozdleni) — zaSkrtneme Vyioovy primer vs. Stedni hodnota a zvolime jednostr. — do g@iPrl napisee 122
do poltka SmOd1 napiSeme 8,6, do pkd N1 napiSeme 50, do piHa Pr2 napiSeme 125 - Vymi. Dostaneme -p
hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézuamdiri vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni

X Xo) . . ) . . ;
Necht’ [Ylj ..... (Y”j je nahodny vyér z dvouroznirného rozlozeni,gcemz n> 2. Ozngimep =, - yp, @ zavedeme

n

Zi=X1- Y, ooy Zo = Xp-Yp, 0 EMZ predpokladame, Ze g&di normalnim rozlozenim.

n n
Vyposteme M :%Zzi , & :%2(2i -M)>.
i=1 i=1

Vzorec pro meze 100(1x)% empirického intervalu spolehlivosti pro st‘edni hodnotu rozdilového nahodného vyésu

Oboustranny: (d, h) = (m:% t1wo(N-1), m +% t1.w2(n-1))
Levostranny: (de) = (m - % t14(N-1),0)

Pravostranny: ¢e, h) = (eo, m + S t1«(N-1))

/n



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se éjigal obsah chemické latky v roztoku (v procenteBly)o
vybrano 5 vzorlt a pronégreno oldma metodami. Vysledky #&eni jsou obsazeny v tabulce:

gislovzorkul |2 |3 |4 |5
1. metoda | 2,31,9(2,1{2,4/2,6
2. metoda | 2,42,0/2,0/2,3|2,5

Za predpokladu, Ze data maji normalni rozlozeni, sast@8)% empiricky interval spolehlivosti pro rozsfilednich hodnot
vysledki obou metod.

Redeni:

Prejdeme k rozdilovému nahodnému ¥ jeho? realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1. ¥yposteme m = 0,02,%s= 0,012,

s = 0,109545. fedpokladame, Ze tato data pochazeji z normalniozeni N, 6°). Vypoiteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pra pii neznaméns:

s 0109545 0109545
d=m-—=t,_,,(n-1)= 002-=—""t . (4)= 002-= 21318=-0,0844
\/ﬁ 1-a/2 \/g 095 \/E
s 0109545 0109545
h=m+—=t,__,(n-1)= 002+ =——"t . (4)= 002+ = 21318= 01244
\/ﬁ 1 /2( ) \/g 095( ) \/g

-0,0844< 1 < 0,1244 pravEpodobnosti aspin0,9



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 3 prémmych a 5 fipadech. Do 1. proémné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
pronenné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. pégome Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Po@statistiky, OK - Prognné Z, Detailni vysledky — zaskrtneme Meze
spolehl. Pitm. — Interval 90% - Vyp&et. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka Iatka)|

Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna | -90,000% 90,000

Z -0,084438 0,124439

Vidime tedy, Z¢-0,0844< u < 0,1244 pravdEpodobnosti aspn0,9



Péarovy t-test

X Xo) .o . , . . )
Neclt [ 1) ..... [ ”J je nahodny vy&r z dvourozmirného rozlozeni,jtemzn = 2. Ozn&ime p =y, -y, a zavedeme

s :ni_lz(zi -M)* . Predpokladame, Ze tento nahodny &ypochazi z normalniho rozloZeni. Test hypotézyzulilu

sttednich hodnofi, -, se nazyv@arovy t-tesa provadi se stejrjako jednovykrovy t-test aplikovany na rozdilovy
nadhodny vybr z, =X, -Y,,....Z, =X, -Y,.

Provedeni parového t-testu
Vypocteme realizaci testového kriténi@:%. Stanovime kriticky obor W. Pokugltt W, Hy zamitame na hladin

Jn

vyznamnosti a @jimame H.

Oboustranny tesFestujeme kt = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvarw =(-co,~t,, ,(n-1)) 0(t,, ,(n-1),).
Levostranny tesfTestujeme kit w = ¢ proti H: u < ¢. Kriticky obor ma tvarw = (~c,~t,_ (n-1)).
Pravostranny tesTestujeme It 1 = ¢ proti H: u > c. Kriticky obor méa tvarw =(t,_, (n-1),).



Priklad: V néasledujici tabulce jsou Udaje o vynosnosti desa 12 nahodnvybranymi firmami pi investovani do
mezinarodniho podnikani (véiina X) a do domaciho podnikani (wétia Y):
¢.firmy|112(3[4(5(6/7]|8]9]101112
X 101214121217 9(15911 7|15
Y 11{141511131610131217 9|19
(Vynosnost je vyjatkna v procentech agalstavuje podil na zisku vlozenych investic za)rok.

Za predpokladu, ze data pochazeji z dvouréarého rozlozeni a jejich rozdil geli normalnim rozlozenim, na hladin
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistugditanezi stedni hodnotou vynosnosti investic do mezinarodaiho
domaciho podnikani proti oboustranné alterrativ

Testovani prowdte

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kik&ho oboru.

(Pro Gspor&asu zname realizace Wbvého piméru m = -13 a vyksrového rozptylu S= 4,78 rozdilového nahodného
V)'/béru Z=X-Y,i=1, ..., 12)

Reseni:

Testujeme It p =0 protiH: p#0

ad a) 90% interval spolehlivosti pradesini hodnoty: pfi nezndmém rozptyla® ma meze:

4,78

S p—
d=m-—=t,o(n-1)=-13-+—=—17959=-2,4677
\/ﬁ 0,95( ) @
s - /478
h=m+—=t,.(n-1)=-13+—-—17959=-0,1989
\/ﬁ 0,95( ) \/1_2
Protozetislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989,zdmitame na hladérvyznamnosti 0,1.
ad b) Vypa@itame realizaci testové statistiky= m;C - 13 _ 511085
S 4,78
o

Stanovime kriticky obom = (o, - to0s(11)) O {t 5g5(12), 0) =(~ 0, ~1,7959) 0 (1,7959 )
Protoze testova statistika se realizL kritickém oboru, t; zamitame na hladinvyznamnosti O,



Vypoéet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 2 prémmych a 12 fipadech. Do 1. pro&nné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikani, do 2. pro#mné hodnoty pro domaci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-tpsb zavislé vzorky, OK - Pro&gnné X, Y — OK — Vypoet. Dostaneme
tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznaé. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Prdmér |Sm.odch. | N | Rozdil |Sm.odch. t sv p
Proménna rozdilu
X 11,91667 2,937480
Y 13,25000 3,048845| 12/ -1,33333 2,188122 -2,11085 11 0,058490

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenouridadryznamnost = 0,1. Protoze g a, zamitame nulovou
hypotézu na hladinvyznamnosti 0,1.



Parametrické ulohy o dvou nezavislych ndhodnych vysech z normalnich rozlozeni

Motivace: Mame-li k dispozici dva nezavislé ndhodné &gtz normalnich rozlozeni, je nasim ukolem porowstadni
hodnotyci rozptyly €chto rozlozeni. Zpravidla konstruujeme intervalgleplivosti pro rozdil $ednich hodnot respektive
hodnotime shoduigdnich hodnot pomoci dvouwsioveého t-testui dvouvylkérového z-testu a shodu rozgtydomoci F-

testu.

Osnova:
- rozloZeni statistik odvozenych ze dvou &sdyych paméra a rozptyh
- vzorce pro meze intervakpolehlivosti pro rozdil g#dnich hodnot a podil rozpiyl
- jednotlive typy tesi pro parametry dvou normalnich rozlozeni
(dvouvylErovy z-test, dvouvyérovy t-test, F-test)

- Coheriiv koeficient ¥cného dinku



Rozlozeni statistik odvozenych z vy@sovych praméra a vybérovych rozptylid normalnich rozlozeni
Predpokladame, ze

Xy1,-- Xy, j€ NANOANY vYtr z rozlozeni Ny, o1%),

X114 X5, j€ NANOANY VYr z rozlozeni Nig,, 6,°),

piicemz n > 2 an > 2 a oba vybry jsou stochasticky nezavislé.

Ozna&me

M1, M, vybérove paimery,

S/? S vybsrové rozptyly a

n,-1S°+(n, - 1S,°
S.2= (0, =25+, =15, vazeny pimer vyb&rovych rozptyi.
n,+n,—-2




Pak plati:

a) Statistiky M — M, aS.? jsou stochasticky nezavislé.

b) U= (Ml_Mz)_(Hl_Hz) ~ N(O, 1)_
2 2
,0-71 +0-72
nl n2

(Pivotova statistika U slouZifleSeni tloh qu — i, kdyZo,? a 6,°znédme.)

_ 2
¢) Jestlizes;? = 6,2 =: o2, pak K = ML 257 2+, - 2).
o

(Pivotova statistika K slouzifeSeni tloh o nezndmém spmiém rozptylus?.)

(Ml_Mz)_(Ul_UZ)

S, i+i
nl n2

(Pivotova statistika T slouZifleSeni dloh qu — i, kdyZo,? a 6,°neznéame, ale vime, Ze jsou shodné.)

d) Jestlizes,” =0,° =: 0%, pak T = ~t(m+np — 2).

2 2
e) F: Slz /822 = F(nl_ll ri_l)
o, /o,

(Pivotova statistika F slouZ reSeni Gloh @, 6,°.)



Vysvétleni:

ad a) Neuvadime, viz nap). Andl: Matematicka statistika.

ad b) M — M, je linearni kombinace nahodnych ¥elis normalnim rozlozenim, ma tedy normalni roziozparametry
E(M1— My) = wi- po,

D(Ml = Mz) =01 2/n1 + 0> 2/n2.

U se ziska standardizaciiM M..

- 2 _ 2

adc) k= MW 2 —1yak= 02705 20, 1) jsou stochasticky nezavislé nahodnésirefi tedy
(0) (0)

K=K+ K, ~x*(ng+ np — 2).

_ _ _ _ 2
add) U =(M1 Mzz) (”21 o) _ N(0, 1), K= (n, +n22 25 ~%%(n.+ m, — 2) jsou stochasticky nezavislé, protoze
(o o) o
nn,
M, — M, a S.’jsou stochasticky nezavislé.= v - My mMy) () t(n+ np — 2).

K o i, 0
n,+n, -2 n, n,

— 2 = 2
ade) K = w ~y*(n—1) alg = W~ v*(n, — 1) jsou stochasticky nezavislé nahodnésirglj tedy
o

1 2

=1 s'rs)
F_L=Sl 2 ~Fm-1,n-1).

2 2
n,-1 91 /0,



Priklad: Neclt jsou dany dva nezavislé nahodné &yh prvni pochazi z rozlozeni N(0,28; 0,09) a méseh 16, druhy
pochazi z rozlozeni N(0,25; 0,04) a ma rozsah & {e pravépodobnost, ze vysovy pramér 1. vybiru bude ¥tSi nez
vybérovy primér 2. vykeru?

Reseni

(M; M) = (ky — 1) < O (L)) —
LA LA
n, n n, n

=1-P(U < -0,35294 =1- d(-035) = ® (035) = 0,63683

P(M,>M,)=P(M,-M, >0)=1-P(M, -M, < 0)=1-

-~ 028+ 025

=1-PlUs—— =
(009, 004
16 25

S pravé@podobnosti fiblizné 63,7% je vyBrovy pramer 1. vykéru vétSi nez vykrovy prameér 2. vybsru.
Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Statistika M — M, se podle bodu (&)di rozlozenim N{; — o, n—l +n_)’
1 2

o’ 0, _ 009, 004

— Uy = — = 31+
ey~ = 0,28 0,25 = 0,08+ ==~

=0,007225 tj. statistika M - M, ~ N(0,03;0,007225).

Oteweme novy datovy soubor o jedné ptamé a jednomijpadu. Do Dlouhého jména této prémné napiSeme

= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)). V prémme Prom1 se objevi hodnota 0,637934:

1
Proml
0,637934

[




Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce p; - p, 6,96, 2

Uvedeme pehled vzoré pro meze 100(1)% empirickych interval spolehlivosti pro parametrické funkge- i, , 617 6,°.

a) Interval spolehlivosti pra;-pi,, kdyZo,® o,°zname (vyuZziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m- m, — /0—1+— Uiz, My — M + ‘/Gl +—u1 al2)

Levostranny: (dyo) = (M, — m, — 01 +—u1a, o0)

1 Np
0? 0,°
Pravostranny: ¢e, h) = (eo,my — m, + n—1+n—2 Ui)
1 2

b) Interval spolehlivosti prau-p1,, kdyZo,® o,° nezname, ale vime, Ze jsou shodné (vyuZiti pivostatstiky T)

Oboustranny:

1 1 1 1
(d,h)=(Mm-m-s. /— + = trg2(M+ne-2), m —m +s. /— +— 1. q2(M+N-2))
nl n2 nl r‘]2

Levostranny: (de) = (my — mp —s. /ni +ni t1.o(N1+Nx-2), o)
1 2
Pravostranny: ¢e, h) = (o, my — m, + s, /ni +nit1_a(n1+n2-2))
1 2



c) Interval spolehlivosti pro spalay neznamy rozptyd® (vyuziti pivotové statistiky K)

_ 2
SRS (6] h){ (n +n, - 2)s. (n,+n, - 2s. 2)}

le—a/2(n1 +n, —2) ’X ar2(Ng+Nn, =
(n, +n, - 2. o
Xra(ny+n, -2)

(ny+n, - 2)&]

X%a (ny+n, = 2)

Levostranny: (dy) = {

Pravostranny: ¢e, h) = [— 0,

2
d) Interval spolehlivosti pro podil rozpt;/lc’—l2 (vyuziti pivotove statistiky F)

O,

2 2 2 2
. S /s, S, /s,
ObOUStranny (d’ h) {Fl-dlz (nl - lnz _1) ' F(X/Z (nl - 1ln2 _l)J

2 2
Levostranny: (dy) = [F (:1 _/ izn _1),00J
l-a \"'1 2

2 2
Pravostranny: ¢e, h) = {_oo’ - (nsl /f; 1)}
a \lp =41 =

Neni-li v bod (b) splren predpoklad o shadrozptyli, Ize sestrojit aspopriblizny 100(1e)% interval
spolehlivosti prqu;-p,.

2 2 2
V tomto gripact ma statistika T fiblizné rozlozeni t¢ ), kde p@et stupiti volnostiv = ((S: /n)12+s(2 inz) )2 . Neni-liv celé
S”/n; L& /n,

¢islo, pouzijeme tabulkach kvntila Studertova rozloZeni linearni inrpolaci.



Priklad: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru (v g/prvni nadrze bylo odebrano 25 vzoyk druhé nadrze 10
vzorki. Byly vyposteny realizace vydsovych pfiméra a rozptyh: my, = 34,48, m= 35,59, ¢ = 1,7482, § = 1,7121.
Hodnoty zji&né z odebranych vzoitkpovaZzujeme za realizace dvou nezavislych nahodwjisdri z rozloZeni N, 6°) a
N(u2, 6°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosty pozdil stednich hodnofts - ..

ReSeni

Uloha vede na vzorec (b) s vyuzitim statistiky Jp@&teme vazeny gimér vybérovych rozptyl a najdeme odpovidajici
kvantily Studentova rozlozeni:

(n, =1, + (n, —1s,” _ 2401,7482+9[1,7121
sf=— n, +n, - 2 — s 33 = 17384, 1097433) = 2,035

Dosadime do vzofcpro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

1 1
d= ml—mz—S*W/n— +n_ ty-2(Mtnp-2) =
1 2

1 1
- . 7384]|— +—[2,035=.
34,48-35,59+1, = 2,114

1 1
h = m—mp+S. [—+—ty (N +n,-2) =
nl n2

1 1
- o 73840|— +—[2035= .
34,48-35,59 41, >t 10 0,106

-2,114 g/l <y - np, <-0,106 g/l : praveEpodobnosti spai 0,95



Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o dvou pr&amych d a h a jednontipadu.

Do Dlouhého jména pro&gnné d napiSeme
=34,48-35,59-sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt@d)+(1/10))*VStudent(0,975;33)
Do Dlouhého jména protnné h napiSeme

=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))Student(0,975;33)

1 2
d h
1| -2,11368 -0,10632

S prav@podobnosti aspn0,95 tedy-2,114 g/l <u; - p, < -0,106 g/l.



Priklad: V predeslém fikladé nyni gredpokladame, ze dané dva nahodn&mypochazeji z rozlozeni
N(u, 61°) a N{up, 65°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosio podil rozptyi.

Reseni

Uloha vede na vzorec (d) s vyuzitim statistiky F.

4 s’ Is,’ _17482/1,7121_1,7482/17121_ 028
C Fap( —1n,-1)  Fus49) 36142
.- s’ /s, _17482/17121_17482/17121_17482/17121_ .

TR mLn, =) Fupp49) 1Ry (929) 1/2,7027
2
0,28 <ZL_ < 2,76 s pravihodobnosti aspio0,95.

0,

Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor o dvou pr&imych d a h a jednontipadu.

Do Dlouhého jména pro&gnné d napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) gaéa x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozeniyF@mega).)
Do Dlouhého jména pro&gnné h napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,025;24;9)

1 2
d h
1{ 0,282521 2,759698

S pravdspodobnosti asit 0,95 tedy plati: 0,28 s,°/ 6,° < 2,76




Jednotlivé typy testi o parametrickych funkcich p - p, 61705 2

a) Neclf X,;,..., Xy, je nahodny vytr z rozloZeni N, 612) @ Xyse., X on, J€ NA M nezavisly ndhodny vyb z rozlo-
Zeni N, 0,°), piicemz n> 2, > 2 ac+?, 6,° zndme. Nedhc je konstanta.

Test Hy: g —pp = ¢ proti H: puy —pp #C se nazyva

b) Nech’ X;,...., X4, je ndhodny vy&r z rozloZeni Ng;, 6%) a Xy, X on, J€ NA M nezavisly nahodny v¥bz rozlo-
Zeni N, o°), piic¢emz n> 2 a B > 2 ac” nezname. Nedhc je konstanta.

Test Hy: wy —pp = ¢ proti H: puy —pp #C€ se nazyva

c) Necht X,,;,..., Xy, je nahodny vytr z rozloZeni N, 612) aXypy..o, X on, J€ NA M nezavisly nahodny v¢brozloze-

02 02
1 = 1 . 1 \/ ™
— =1protiH: = #1 se nazyva

ni N(uo, 65°), piicemzn>2 an>2. Test H: :
O, O,



Provedeni testi o parametrickych funkcich p - p, 6140, 2 pomoci kritického oboru

M,-M,)-c
Vypocteme realizacigttestového kritérido = ( - > 2) > . Stanovime kriticky obor W. Pokuglo W, H, zamitame na
0, .0

n, N,

hladin® vyznamnosti a gijimame H.

Oboustranny tesiTestujeme kt p; - u, = ¢ proti H: py - po # €. Kriticky obor ma tvarW = (—00,— ul_a,2> O <u1_a,2,0°).
Levostranny testTestujeme It ps - po = ¢ proti H: ps - pp < c. Kriticky obor méa tvarW = (- 0, — ul—a> :

Pravostranny tesTestujeme kgt u; - uo = ¢ proti H: ps - pp > c. Kriticky obor ma tvarW = <ul_a,°°).

_(M,-M,)-c
Vypocteme realizacigtestoveho kritérido = - 1 2 1 - Stanovime kriticky obor W. PokuglLl W, Hy zamitame na
S |—+—
n n

hladin vyznamnostix a @ijimame H.

Oboustranny tesTestujeme bt p; - p, = ¢ proti H: py - pp # ¢. Kriticky obor ma tvar:

W= (_°°’_t1—a/2(n1 +Nn, = 2)> [ <t1—a/2(nl +Nn, = 2)’°°) :

Levostranny testTestujeme bt u; - p = € proti H: py - pp < ¢. Kriticky obor ma tvarW = (—w,—tl_a (n1 +n, —2)> :

Pravostranny tesTestujeme It u; - po = ¢ proti H: py - po > c. Kriticky obor ma tvarW = <t1-a (n1 +n, - 2),00).



s1

Vypocteme realizaci testoveho kritérla = s.2 . Stanovime kriticky obor W. Pokuglll W, Hy zamitame na hladin
2

vyznamnosth a gijimame H.

2 2

Oboustranny tesiTestujeme kt 0— =1 proti H: 2L 21 Kriticky obor ma tvar:

02 02
W= (O’FO(IZ(nl - lnz _1)> [ <F1—a/2(n1 - lnz _1)’00)-

2 2

Levostranny tesfTestujeme kt 01 =1 proti H: 2L < 1. Kriticky obor ma tvarW = ( O,F, (nl -1n, —1)>.

(0} (0}

02_ 2 2 2
Pravostranny tesTestujeme it — =1 proti H: 2 >, Kriticky obor ma tvarW = < 1 O((nl 1n,- ) )

02 02



Priklad: V restauraci "U bilého kotka" neifili ve 20 pripadechias obslhy zakaznika. Vysledky v minutéach: 6, 8, 11, ¢
6, 10,6, 9, 8,5, 12, 13, 10, 9, 8, 7, 11, 10/ Eestauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskoéno v 15 gipadech s
témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13, 5, 15586, 8 ,7. Zafedpokladu, Ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvaunailer
nich rozlozeni, na hladinvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich
stejné.
Redeni:
Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotéq: u; - up = 0 proti oboustranné alternatitd;: p; —p, 20. Je to
Gloha na dvouvyrovy t-test. Ped provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoebskrto¥tit shodu rozptyl. Na hladig
2 2

vyznamnosti 0,05 tedy testujeme: L = 1 proti H: ~_ #1. Nejprve vypsteme m = 8,25, m = 8,13, & = 6,307, & =

0, O,

_ 2 _ 2
9,41,s% = (0, 1n)81+;(n22 Ls” _ 19[630;;14E9’41= 7623. Podle vzorce (c) vygbeme realizaci testové statistiky:
1 2

2
t, =2 = %:)17 =0,6702. Stanovime kriticky obor:

0 2
SZ

W= <O' Far (nl -1n, _1)> O <F1—cx12 (nl —-1n,- 1)1 °°) = <O' F0'025(19,14)> O <F0975(1914)1 °°) =
= (01/ Fyg75(1419)) O (Fyg5(1914),00) = ( 01/ 2649 [1(2,8607,00) = (0,0,3778 [1(2,8607,)

ProtoZe se testova statistika nerealizuje v kdtialoboru, nulovou hypotézu nezamitdme na héadimnamnosti 0,05.
Rozptyly tedy nizeme povazovat za shodné.

Nyni se vratime dvouvykErovému t-testu. Podle vzorce (b) vypeme realizaci testove statistiky:

m,-m,-c_  825-813

[1 1 5 [1 1
S. n—l+n—2 \ 762 AT
W= (_°°’ ~tap(n +n, - 2)> O <tl—cxl2(nl +n, =2),00)= (_°°1 -t 0975(33)> O <t 0975(33)’ )= (_ 00, ~ 2038) [I{ 20350)
Protoze testova statistika se nerealizuje v kinoloboru, nulovou hypotézu nezamitame na héadimnamnosti 0,05.

= 0124. Stanovime kriticky obor:

ty =




Vypocdet pomoci systému STATISTICA:
Oteweme novy datovy soubor o dvou pr&imych a 35 fipadech. Prvni proémnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do
pronenné OBSLUHA napiSeme nejprve doby obsluhy v presfauraci a poté doby obsluhy ve druhé restaubaci.
pronenne ID, ktera slouzi k rozliSeni prvni a druhéaasice, napiSeme 20 krat jetku a 15 krat dvojku.
Pomoci NP-grafu aitime normalitu dat v obou skupinach. Grafy — 2D @rafNormalni pravépodobnostni grafy —
zaskrtneme S-W test - Prérmé OBSLUHA, OK, Kategorizovany — Kategorie X, zd8kme Zapnuto, Zémit promgnnou
- ID, OK. Dostaneme graf

Normalni p-graf z obsluha; kategorizovany id

restaurace.sta 2v*35c
2,0

15

10

05¢

00}

05

Ocek. normal. hodnoty

1,0

-15F

-2,0

2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16

id: 1 obsluha: SW-W = 0,9715; p = 0,7871 ] _ id: 2
id: 2 obsluha: SW-W = 0,9345; p = 0,3185 [orovany kvantil

V obou gipadech se t&y odchyluji od pimky jenom malo a p-hodnoty S-W testiewySuji 0,05. Redpoklad o nanélnim
rozlozZeni dat \ obou slupinach je opravny.




Nyni provedeme dvouvyovy t-test sodasre s testem o sheédozptyii:
Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-testzavislé, dle skupin — OK, Prénme —Zavislé progmné OBSLUHA,
Grupovaci prordnna ID — OK.

Po kliknuti na tlaitko Souhrn dostaneme tabulku

t-testy; grupovéano: ID (restaurace)

Skup. 1: 1

Skup. 2: 2

Primér | Pramér t sv p Poc.plat | Po¢.plat. | Sm.odch. | Sm.odch. |F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 rozptyly | rozptyly
OBSLUHA | 8,250000 8,133333 0,12373C 33 0,90227¢ 20 15 2,510504 3,067495 1,49295Z 0,41044C

Vidime, Ze testova statistika pro test shody rdzpde realizuje hodnotou 1,492952 (je teypacena hodnotadisiu
0,6702, které jsme vygdali pii rucnim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,4104dy tea hladig vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o skawzptyli. (Upozorrni: v griipact zamitnuti hypotézy o shédozptyli je zapotebi v tabulce
t-testu pro nezavislé vzorky dle skupin zaskrtnmlibu Test se samostatnymi odhady rozptylu.)

Dale z tabulky plyne, Ze testova statistika pro $eéedy stednich hodnot se realizuje hodnotou 0,12378epstupia
volnosti je 33, odpovidajici p-hodnota 0,902278ytkypotézu o shadstednich hodnot nezamitame na hl&din
vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze s rizikem omyjuyse 5% se neprokazal rozdil véestnich hodnotach dob obsluhy
v restauracich "U bilého kaikia" a ,Zlaty lev".



Tabulku jest doplnime krabicovymi diagramy. Na zalozce Detadgkrtneme krabicovy graf a vybereme volbu
Praimeér/SmOdch/Min-Max.

Krabicovy graf z obsluha seskupeny id
restaurace.sta 2v*35c

16

14}

12 +

10 +

obsluha

8t & O

6 L

ar —— J_ 1o Pramér
[ Pramér+Smodch
T Min-Max

2 1 2 o Odlehlé
# Extrémy

Z grafu je vidt, ze pimérna doba obsluhy v prvni restauraci je negatielSi a ma mensi variabilitu nez ve druhé
restauaci. Extrémni ani olehlé hodnoty se zde nevyskyt



Upozornéni:
V pripad, Zze zname realizace obou ¥ytivych paiméra a snérodatnych odchylek, aiZeme pro provedeni
dvouvylEroveého t-testu v systému STATISTICA pouzit aplik@iesy rozdik. Postup si ukazeme nékalde s dobou

obsluhy ve dvou restauracich

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesogzdila: r, %, paméry — OK — vybereme Rozdil mezi &ima pamery
(normalni rozdleni) — do pollka Prl1 napiSeme 8,25, do @&k SmOd1 napiSeme 2,5105, do gadiN1 napiSeme 2@c
policka Prl napiSeme 8,25, do gk SmOd1 napiSeme 3,0675, do @i N1 napiSeme 15 — Vypet. Dostaneme -p
hodnotu 0,9023, tedy nezamitame nulovou hypotézZuadhre vyznamnosti 0,05.

)= ¥
i~ Bozdil mezi dvéma koreladnimi koelicienty
m oo B wefio O Jednosy, | Vopodet

2 oo [ nafio PIRR & oboust:

. Rozdil mez dvéma prdimém [nomélni rozdéleni)

P [625  [Jsmoar:[25105 [ nifeo [ p: 9023
P2 [81333 [smodz [30675 [&] n2[15 [&] € Jednosh

'y
[ Wibérov) primér vs. stfedni hodnota DObaustr
~Rozdil mezi dvéma pomény
P1: [s0000 (] Nifio 1 O Jednost, | Vipoiet
p: 1,0000 o
P2 [so000 (] wafio  H * Dbousts




Nepovinnaéast: Coheniv koeficient vécnéeho &inku — doplnéni vyznamu dvouvylErového t-testu:
Necht’ X,y,...., X4, je nahodny vytr z rozloZeni N, 6%) @ Xyp,ees X on, J€ NA M nezavisly nahodny vy¢brozlozeni

N(uo, 6°), plicemz n>2 a n > 2 ac” nezname. Nectc je konstanta.
Testujeme bt py —pp = € proti H: u; —pp #¢. Ozngme m, m, realizace vybrovych pimeéra hodnot dané veliny

(nl — ])512 i (nz — ])522

. . , , 2 _ . 0 2 z v
v t&chto dvou skupinach,;% s realizace vybrovych rozptyb a S.” = realizaci vazeného pmeéru

n,+n,—-2
vybérovych rozptyi.
.. _ ‘ml - mz‘
Coheriiv koeficient d vypéteme podle vzorced = s
Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rézgiramera, ktery je standardizovan pomoci odmocniny z valierp-
meru vybérovych rozptyli. Jedna se o tzv: neboli skupiny na variabilitu hodnot sledo-

vane nahodné velny. Velikost &inku hodnotime podle nasledujici tabulky:

Hodnota d ginek
aspa 0,8 velky

mezi 0,5az2 0,8 | &dni
mezi 0,2az 0,5 | maly
pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji saniiepr¢ absolutni platnost, posouzeni, jakinek povazujeme za velk§f maly, zavisi na
kontextu.)

Je zapakbi si u¢domit, Ze pi dostaténé velkych rozsazich nahodnych b i maly rozdil ve vybrovych pfimérech
zpasobi zamitnuti nulové hypotézy na hladuyznamnosti, | kdyz z vcného hlediska tak maly rozdil nema vyznam. Na-
opak, mame-li vyéry malych rozsain pak i zn&né velky rozdil ve vyBrovych paimérech nemusi vést k zamitnuti nulové
hypotézy na hladvyznemnostia.



Priklad:

Mame k dispozici idaje o celkovém B36 zak ZS. Zajimame se jednak o skupiniiidjejichZ oba rodie maji pouze za-
kladni vzetlani (je jich 296) a jedlak o skupinu &ti, jejichZ oba rodie maji vysokoSkolskeé vtani (€ch je 75). Na hladi#
vyznamnosti 0,05 budeme testovat hypotézu,ielst hodnota celkového IQ je v obou skupinach &tejtakée vypéteme
Coheriiv koeficient ¥cného @inku.

ReseniNormalitu dat v obou skupinach posoudime pomoci pefu:

Normalni p-graf z IQ_CELK; kategorizovany IC

Ocekavana normalni hodnota

50 70 90 110 130 150 50 70 90 110 130 150
60 80 100 120 140 60 80 100 120 140

ID: oba Z$ ID: oba VS

Vzhled N- P ploi v obou skupinach podporuje doémku o normali dat.

Provedeme dvouvybovy t-test:

t-testy; grupovano:ZS a VS (IQ)
Skup. 1: oba ZS
Skup. 2: oba VS

Pramér | Pramér t SV p Poé.plat | Poc.plat. | Sm.odch. | Sm.odch. | F-pomér p
Proménna | oba ZS | oba VS obaZS | obaVS | obaZS | obaVS |Rozptyly | Rozptyly
1Q CELK | 94,13851 110,9067 -10,6295 369 0,000000 296 75/ 11,82604 13,60164 1,322829 0,110124

Hypotézu o shatisttednich hodnot zamitame na hlaguyznamnosti 0,05, protoZe odpovidajici p-hodnetagimi blizka
0 (hypotézu o shadrozptyli nezamitame na hladivyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110184 je \&tSi nez
0,05).



Krabicovy diagram:

Krabicovy graf z 1IQ_CELK seskupeny ID

150
140 e
130
120
110 | E
X
m
Q‘ 100
(o4 m}
90
80
70
60 | - | B Pramér
[J Pramér+SmOdch
o T Min-Max
5 + L 2
= = o Odlehlé
oba ZS oba VS * Extrémy

Vidime, ze ptimérné celkoveé 1Q &i v 1. skupirt je 94,1, zatimco ve 2. skugii10,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot
celkového 1Q posoudime pomoci Cohenova koeficientu.

1 2 3 4 5 6 7
nl n2 ml m2 sl s2 d
1 296 75 94,13851 110,9067 11,82604 13,60164 1,374117

Coheniiv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiz vliv skupma variabilitu hdnot celkového IQ |ze povazovat za ve



Parametrické ulohy o jednom a dvou vykrech z alternativniho rozlozeni
Osnova:

Pripad jednoho ndhodného &b

- asymptotické rozlozeni statistiky odvozené z&rghého ptiméru alternativniho rozlozeni

- vzorec pro meze intervalu spolehlivosti pro pagaralternativniho rozlozeni

- testovani hypotézy o parametru alternativnihdoreeni

Pripad dvou nezavislych nahodnych b

- asymptotické rozlozeni statistiky odvozené z&ghych ptiméra dvou nezavislych alternativnich rozlozeni
- vzorec pro meze intervalu spolehlivosti pro ropdirametié dvou alternativnich roulozeni

- testovani hypotézy o rozdilu paraniedvou alternativnich rozlozeni



Pripad jednoho ndhodného vybru: S ndhodnym vyyem rozsahu n z alternativniho rozloZeni se setkéwésituaci, kd
provadime n opakovanych nezavislych pdkas kazdém zthto poksi sledujeme nastoupeni éshu. Pravédpodobnos
aspEchu je pro vSechny pokusy stejna. Nahodn&weliX; nabude hodnoty 1, pokud v i-tém pokusu nastalalsp
hodnoty 0, pokud v i-tém pokusu @sh nenastal, i = 1, 2, ..., n. Realizaci nahodnéhmrayX,, ..., X, je tedy posloupna
Oal.

Opakovani:
Nahodna vetiina X udava peéet usgchi v jednom pokusu,iptemz pravdpodobnost Usfchu je
9. PiSeme X ~ Ag).

1-8 prox=0 R )
n(X) = {dprox=1  nebolin(x) = __(1— )™ prox=0,1
ii 0jinak
0 jinak

Nahodna vetiina X udava peet Usgchia v posloupnosti n nezavislych opakovanych pdkus
piicemz pravdpodobnost Usfchu je v kazdém pokustl. PiSeme X ~ Bi(r8).

(Zjﬁx @1-9)"" prox=0,...,n

0 jinak

E(X) =ng, D(X) =ng (1-9)

(Alternativni rozlozeni je specialnintipadem binomického rozlozeni pro n = 1.

Jsou-li X, ..., X, stochasticky nezavislé nahodné &aly, X; ~ A(8),i=1, ..., n, pak X =Zn:xi ~ Bi(n, 8).)
i=1

m(X) =



Centralni limitni v éta:
Jsou-li nahodné veiiny X4, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné feribse sedni hodnotoy

n
a rozptylems?, pak pro velka n (& 30) Ize rozloZeni satu in aproximovat normalnim rozloZzenim N{mc?).
i=1

Zkracers piseme) X = N(np,noz)_
=i

anxi—np

n
Pokud sotiet 2 X standardizujeme, tj. vyt¥eme nahodnou velinu U, = MO'W , pak rozlozeni této nahodné veli-
i=1

¢iny Ize aproximovat standardizovanym normalnimaeaehim. Zkracehpiseme W~ N(0,1)

s~ 7

Normalni rozlozeni je tedy rozlozenim limitnim, &muz se blizi vSechnazlozeni, proto hraje velmitdezitou roli v p@&tu
pravcEpodobnosti a matematické statistice.



llustrace centralni limitni v éty — opakované hody kostkou

02
02+

0,15 4
z 3
50154 §
8 =}
=] °

-3 ] 01+
3 <D
< o

0054 0,05+

0 } } t t t 04
1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12
Vysledek hodu hraci kostkou Soutet vysledk( dvou nezavislych hod hraci kostkou
0,15 1
0,08 + I Skute¢na pravdépodobnost
P~
—— Otekavana pravdépodobnost

3 o1t 0,06 +
5 ¥
° o
o c
Q. o
3 8

H 2 0044
a 005+ 2
S
jud
o

0,02 +

04
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
04 T

Soucet vysledkl tfi nezavislych hodd hraci kostkou

10 15 20 25 30 35 40 4 50 55 60

Soutet vysledk( deseti nezavislych hodi hraci kostkou

. h



Asymptoticke rozlozeni statistiky odvozené z vylsového priméru

Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybr z rozlozeni A¢) a necli je splréna podminkand(1-9)>9.
M -9

Pak statistikau = konverguje v distribuci k ndhodné v@hi¢ se standardizovanym normalnim rozlozenim.

n
(Rikame, Ze U méa asymptoticky rozloZzeni N(0,1) amp&&~ N(0,1).)

Vysvétleni:

Protoze X, ..., X, je nahodny vy®r z rozloZeni A ), bude mit statistika = > X; (vybérovy Ghrn) rozlozeni Bi(ng ).
i=1
Y, ma stedni hodnotu E(Y) = n9 a rozptyl D(Y,) = n9(1-9). Podle centralni limitni&ty se standardizovana statistika
A

~ /m(1-9)

asymptotickyidi standardizovanym normalnim rozlozenim N(O,bkuWRI¢itatele i jmenovatele p@&ime n,

Yo_g szi -9 -
dostaneme vyj&eni: U=—" S = = N(03)

\/na(12—a) \/3(1—3) \/%—_35




Vzorec pro meze 100(-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivos pro parametr 9.
Meze 100(1a)% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso parameti jsou:

m(@—m m@—-m
d= m_\/¥ul—a/27h =my ( n )ul—cx/Z'

Vysvétleni:

9(1-9)
n
N(0,1) se neorusi. Tedy

Pokud rozptylb(m) = nahradime odhadeM@, konvergence nahodné vty U k veli¢ing s rozlozenim

M -9 ~

“Upq <—<u—or -
1-a/2 M(l—M) 1-a/2
n
= F{M _\’Mul—um <9<M +V M(lr:M)ul—alz]

B0=:1-a<




Priklad:
Nahodr bylo vybrano 100 osob a zjto, Ze 34 nich nakupuje v internetovych obchodech. Nggd5% asymptoticky

interval spolehlivosti pro pra¥godobnost, Ze naho&rybrana osoba nakupuje v internetovych obchodech.

ReSeni

Zavedeme nahodné vhy X4, ..., Xio0 pricemz X = 1, kdyz i-t4 osoba nakupuje v internetovych aagth a X= 0 jinak
i=1, ..., 100. Tyto nahodné v&hy tvori ndhodny vybr z rozlozeni Af).

n =100, m = 34/10Q = 0,05, Y2 = Wy o75= 1,96.

Owveéreni podminky i (1- 9) > 9: paramet® nezname, musime ho nahradit sdyym primérem. Pak 100.0,34.0,66 =
22,44 > 9.

_ g [0340-034) _ [034@-034) . _
d=034 100 196=0,2472,h= 034+ G 196=0,4328.

S prav@podobnosti fiblizné 0,95 tedy 0,2472 € < 0,4328. Znamena to, Ze s pr&gpddobnosti fiblizné 95% je
V uvazovaneé populaci nejm&g4,7% a nejvice 43,3% osob, které nakupuiji v imgtvych obchodech.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalllieden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozorovyaodil p: 0,34,
Velikost vzorku: 100, Spolehlivost: 0,95 — Vyjitat.

Dostaneme tabulku:

Hodnota
Podil vzorku p 0,3400
Velikost vz. ve skup. (N) [ 100,0000
Interval spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti:
Pi (presné):
Dolni mez 0,2482
Horni mez 0,4415
Pi (pfiblizné):
Dolni mez 0,2501
Horni mez 0,4423
Pi (plvod.):
Dolni mez 0,2472
Horni mez 0,4328

Zajima nas vysledek uvedeny v dadasti tabulky, tj. Pi (fivod.). Zji¥ujeme, ze s pravgodobnosti aspn0,95 se
pravéEpodobnost nakupu v internetovych obchodech budghmat v mezich 0,2472 az 0,4328.



Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookysob vpopulaci odhadli se spolehlivosti 90% &ké&
intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, 1P

Redeni:
Sitka 100(1e)% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso paramets :

m@L-m m@-m m@-m
h_dzm"'\f ( )ul—alz_(m_ ( )ul—alszz\/ ( )ul—qlz
n n n
2

Pozadujeme, aby h —<dlA, tedy 21/@%,2 <. Odtud vyjadime n > 4m(1‘rA“2)“1—m ,

Predpokladejme, Zze nemame zadimeédzné informace o podilu modrookych osob v populitisime tedy zvolitakove
m, aby Sika intervalu spolehlivosti byla maximalni. Maxinmljeme vyrazm(l— m): m-m?, Derivujeme podle m

o 1 ] . _—
polozime rovno 01-2m=0=m= > .V tomto @ipact volime relativnicetnost m = 0,5.

- 2 A[D505M, ..~ 2
ad a)nz 4m(1 ”2)”1-“’2 = i CLYEUNS 5”"645 = 75167
A 006 006

Uvedenou podminku tedy spinime, kdyz vyberemer@a3p@ osob.

4ml-mu,,,,>  405050,,° 450501645 _
ad b)n> HBirer = 22 S = SO0 T R = 2706025

Chcem«li dosdhnout podstatruzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat d@isp¢ 061 osok



Modifikace: Predpokladejme, ze v populaci je nanejvys 30% modroolosob. Pak relatividetnost m = 0,3.

- 2 40307, 2
ad ayns MLMhs *_ 4T03D7 s’ 4DA07CIAS _
A 006 006

V tomto pipack stai vybrat 632 osob.
Ve srovnani siedesSlym pipadem vidime, Ze rozsah Wb skuténg klesl.

ad b)

4m(1-m)u,.,,,” _ 40307 Wy _ 40307 (1645
N? B 007 - 0012

V tomto gipact musime vybrat aspid22 731 osok

=2273061

n=



Testovani hypotézy o parametrud

Neclt Xy, ..., X, je ndhodny vybr z rozloZeni A§) a necti je splréna podminkans(1-9) >9.
Na asymptotické hladénvyznamnosti: testujeme hypotézu

Ho: 9 = c proti alternati¥ H;: 9 #c (resp. H: & <cresp. it 8 > c).

M-c
n

Testovym kritériem je statistika, = , ktera v pipact platnosti nulove hypotézy ma asymptoticky rozlo2e(0,1).

Kriticky obor ma tvarw=(-oo,~u,_q ) 0{Uy_q/,%0) (rESP.W=(~00,~Uy ) 1ESP.W=(Uy 4,00).

(Testovani hypotézy o parametbulze samoiejme provest i pomoci 100(@}% asymptotického intervalu spolehlivosti ne-
bo pomoci p-hodnoty.)



Priklad: Podil zmetk pii vyrobé urcité sokastkycini 4 = 0,01. Bylo nahodhvybrano 1000 vyrobka zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmeétk
Na asymyotické hladit vyznamnosti 0,05 testujte hypotézy W = 0,01 proti oboustranné alternatid,; © # 0,01.

Resenf

Zavedeme ndhodné v@hy Xj, ..., Xio00 piicemz X = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek g X 0 jinak, i = 1, ..., 1000. Tyto ndhodné vely
tvori nahodny vybr z rozloZzeni AQ ).

Testujeme hypotézugdd = 0,01 proti alternativHi: & # 0,01.

Zname: n = 1000m :%g( = 0016, c = 0,010 = 0,05, Yy2 = W 975= 1,96

Oweteni podminkynd(1-9) >9: 1000.0,01.0,99 = 9,9 > 9.

m-c _ 0016- 001 _

\/c[ﬂl—c) \/ 0010099

Realizace testoveho kriterig; =

n 1000
Kriticky obor: W = (— 0, —U 0975> 0 <u 09751 oo) = (—oo,— 196) 0 (196, ). Protoze 1,907] W, Hy nezamitame na asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05.

m(L-m) [ 001610984
d=m—‘/—u = 0016- .| ———"°"196=0,0082
n rarz = 0P 1000 9

m(L-m) 001610984
h:m+‘/—u = 0016+, |———"°7196=0,0238
n rarz = O 1000 9

Protozegislo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238nEzamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

ProtoZe testujeme nulovou hypotézu proti obousgatternati¥, vypasteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{®(1,907), 19(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 — 0,97104 } = 0,0%279
ProtoZe vypétena j-hodnota je ¥tSi nez hladina vyznamnosti 0,(Hy nezanitame na asymptotické hladiryznamnosti 0,0!



Vypocdet pomoci systému STATISTICA

a) Vyuziti aplikace Testy rozdiki

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testydili: r, %, paiiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &ima pongry — dc
policka P 1 napiSeme 0,016, do pk# N1 napiSeme 1000, do pdid P 2 napiSeme 0,01, doligka N2 napiSeme 327
(vetSi hodnotu systéem neumozni) - V¢pb Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedgamitame nulovou hypotézu na hlat

vyznamnosti 0,05.

r Eﬂzcﬁl.rne.zi dvéma ku:utf.tl..aérh.fni;qu:u-elit:.i;r.‘dy. | i
m: fooo B w0 [ oo dedst Vjpodet ||
| 12 [ooo @ nz[10 @ (* Oboush.

Figzdil mezi dvéma primény [nomélni rozdéleni]

PI1: Esnoar [ o o000 Viposst |

7 @smdz 1. E N2{10 E :;ﬁm
Listy

[ Wibérow prtmér ve, sifedni hadnata
: Rozdil miezi dvéma pnm&}l

P1: [me00 [ ne: WE o
P2 [0 {8 w2 WE




b) Vyuziti modulu Analyza sily testu
Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervaldeden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozorovaodil p: 0,016,
Velikost vzorku: 1000, Spolehlivost: 0,95 — Vyjikat.

Dostaneme tabulku:

Hodnota
Podil vzorku p 0,0160
Velikost vz. ve skup. (N) | 1000,0000
Interval spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti:
Pi (pfesné):
Dolni mez 0,0092
Horni mez 0,0259
Pi (priblizné):
Dolni mez 0,0095
Horni mez 0,0264
Pi (plvod.):
Dolni mez 0,0082
Horni mez 0,0238

Zajima nas vysledek uvedeny v dalasti tabulky, tj. Pi (fvod.). Zji¥ujeme, Ze s pra¥gpodobnosti aspin0,95 se
pravdpodobnost vyrobeni zmetku bude pohybovat v mezi@®822 az 0,0238. ProtoZe tento interval obsadisje 0,01,
nelze nulovou hypotézu zamitnout na asymptotickdihd vyznamnosti 0,05.



Priklad: Novy l&ebny postup povaZzujeme za &Spy, pokud po jeho ukéeni bude dosazeno zlepSeni zdravotniho stavu
u alespé 50% z@astrenych pacient. Nova terapie byla vyzkouSena u 40 padienke zlepSeni doslo u 24 osob, tj. u 60%.
Je mozné na asymptotické hladryznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze tato temapdosahuje ugpnosti aspd 50%?

Resen:

Zavedeme nahodné v@hy Xy, ..., X4, pricemz

Xi = 1, kdyz terapie u i-tého pacienta byl &&pa a

Xi = 0 jinak,

i=1, ..., 40.

Tyto nahodné veliny tvori nahodny vybr z rozlozeni A¢).

Testujeme hypotézugs < 0,5 proti pravostranné alternatiid;: 8 > 0,5.

24
Zname: n = 40m :E =06,c=0,50=0,05, 4, =Wwos=1,645

Oweteni podminkynd(1-9)>9: 40.0,6.0,4 = 9,6 > 9.
Realizace testového kritérig;=—M—-C = 06205 _; 5549
\/c[(Jl— c) \/ 05005
n 40
Kriticky obor: W = (u, o) = (U g5, %) = (1645 ).

Prctoze 1,264 [ W, Hy nezamitame na asymptotickadin® vyznamnosti 0,0!




Vypocet pomoci systéemu STATISTICA:

B resty rozdild: r, %, priméry: Tabulka9
- aut virsledion kadd vimodliudo okna

]
f"" Prslatlisknaut virele y ypot i a protokal
- Rozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

m: oo B nfio B - on C Jednostc Wpotet |
2 o0 [& Nefo  § ' Dbousty

- Rozdil mea dveéma primety [nomalni rozdelen]
Pa: [0 [smodr]t. Enifio [ p10000  Viposel

P [0 [smodz[i [ nefio [ © Jednost
[ Vfbétovi primt vs. stredni hodnot £ Do,

Ful: I,EEIEH]IZI N‘I;idl] E 1031 " Jednost. Vipogel
p2 [5oo00 [@ w2z g £ " Dboust,

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031 vigdiynez asymptoticka hladina vyznamnosti 0,0bnékzamiténe
na asymptotické hladénvyznamnosti 0,0!



Pripad dvou nezavislych vyBra z alternativnich rozlozeni: Provadime opakovémezavisle pkrat jeden nahodny pok
a nezavisle na tompikrat druhy ndhodny pokus. V prvni sérii pokistedujeme &aky jev, ktery v kazdém pokusuiie
nastat s pravgpodobnostid, a ve druhé sérii pokiisledujeme &aky jiny jev, jehoz pravébodobnost nastoupeni fe.
Parametrys,, 9, nezname. NasSim ukolem bude konstruovat intenaksfivosti pro parametrickou funkei, -9, nebo

testovat hypotézu o této parametrické funkci, paimoci dvou nezavislych nahodnych ¥stbz alternativnich rozlozeni
A(8,), AB,).

Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené ze dvowybérovych praméri alternativnich rozlozeni

Necht' X,,,....X,, je nahodny vytr z alternativniho rozlozeni &() a X,,,...,X,, je na #m nezavisly nahodny v¢b alter-
nativniho rozlozeni A%,) a necld jsou splgny podminky n3, (1-8,) > 9 ang, (1-9,) > 9. Ozname M;, M, vybérové
pramery.

Pak statistikay = —Mi=Mz ~(:=9,) __ N(0g) .

\/'81(1_'81) + 192(]-_'82)

n, n,

Vyswvétleni: Analogicky jako v pipact jednoho nahodného v§tu z alternativniho rozlozZeni.



Vzorec pro meze 100(kx)% asymptotického empirického intervalu spolehlivos pro parametrickou funkci 8, -9, .

Meze 100(1a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivpso 8, -9, jsou:

d=ml—m2—\/m1(1_m1) + mz(l_ mZ)ul—alzl h=ml—m2+\/m1(1_ m1)+m2(1_ mZ)ul—alz

n n, n, n,

Vysvétleni: Pokud rozptylb(M, ) = ai(ln_ai) nahradime odhademw, i =1, 2, konvergence nahodné gl U

k veli¢ing s rozlozenim N(0,1) se neporusi. Tedy

Ml_MZ_(el_ez

09, -9, 0=:1-a<P -u_,,, <
' i e \/Ml(l_Ml)_'_MZ(l

'2/'2) < ul—a/Z =




Priklad: Management supermarketu vyhlasil tyden slev aosiggdzda toto vyhlaseni ma vliv na podétdich nakup (nad
500 Kg). Na zaklad nahodného vydyu 200 zakaznik v tydnu bez slev bylo zji&ho 97 velkych nakujp zatimco wydnu s
slevou z 300 nahodrvybranych zakaznikucinilo velky nakup 162 zakaznik Sestrojte 95% asymptoticky interval
spolehlivosti pro rozdil prawgodobnosti uskut&eni vétSiho nakupu v tydnu bez slevy a v tydnu se slevou.

Reseni

Zavedeme nidhodnou v&hu Xj;, kterd bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu begysl-ty nahodg vybrany zakaznik
uskuteni vétsi nakup a hodnoty 0 jinak, i =1, ..., 200. Nahodekiny X, 1, ..., X;200tvori nahodny vybr z rozlozeni
A(8,). Dale zavedeme nahodnou ¥l Xy, kterd bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu seaslé-ty nahoda vybrany
zakaznik uskutani vétSi nakup a hodnoty 0 jinak, i = 1, ..., 300. NahodekZiny X, 1, ..., X2 300tvori ndhodny vybr

z rozloZeniA(9,).

n; = 200, n = 300, m = 97/200 = 0,485, p= 162/300 = 0,54.

Owereni podminek 18, (1-9,) > 9 and, (1-9,) > 9: Parametry, a §, nezname, nahradime je odhadyamm, tedy
97.(1-97/200) = 49,955 > 9, 162.(1-162/300) = 7452

Meze 100(1a)% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso parametrickou funkct, -9, jsou:

d=m, —m - [M@-m) m@-m;) 97 _162_\/29070(1—29070 L0 06 01asa
n, n, 200 300 200 300
— — 97 1 — 97 162 (1 — 162

hem, —m,+ [M@=m) m@-m;) 97 _162+\/200(1 % %03 196 - 00343
n, n, 200 300 200 300

Zjistili jsme tedy, Ze s pravgodobnosti piblizn¢ 0,95: —-0,1443 9, -9, < 0,0343.



Testovani hypotézy o parametrické funkcig, -9,

Nech’ X,,,....X,, je nahodny vyér z alternativniho rozlozeni A&() a X,,,...,X,, je na gm nezavisly nahodny v¥b alter-
nativniho rozlozeni Af,) a necfi jsou splgny podminky n9, (1-8,) > 9 ang, (1-9,) > 9. Na asymptotické hladirvy-
znamnostb testujeme nulovou hypotézu:H, -8, = c proti alternati¥ H;: 9, -9, #C

(resp. H: 8, -9, <cresp. it 9,-9, >C).

Testovym kritériem je statistika

M,-M,-c

s Jml(l—Ml)mz(l—Mz)

n, n,

, ktera v pipact platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozla2¢(0,1).

Kriticky obor ma tvarw = (- e, - u,_q;,) 0 (Us_q2,%)
(resp.W = (~w,~u, ) resp.w = (u,_4,)).
(Testovani hypotézy o parametrické funici-9, Ize provest téz pomoci 1000% asynptotickeho intervalu spolehlivo:

nebo pomoci p-hodnoty.)



Poznamka: Postup @i testovani hypotézyg, -9, =0

) + L, , . Sy , . o , . . o,
Je-lic = 0, pak ozriane M, = M, +n,M, vazen mér vybérovych ptimeéra. Jako testova statistika slouzi
P n+n y y ycn p
1 2

M, - M, , ktera v pipact platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozld2¢(0,1).

Kriticky obor ma tvarw = (-, - Upas2) O {Usq/2,) (rESP.W = (~ oo, - Upq) FESP.W =(uy,,)).
Testova statistikaglvznikne standardizaci statistiky;M M,, kde neznamé parametsy, 9, nahradime spotaym

odhadem M.



Priklad: Pro udaje z fikladu o slevach v supermarketu testujte na asytogéohladiré vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze
tyden se slevami nezvysi praypddobnost uskut@eéni vetSiho nakupu.

ResSeni:

Testujeme hypotézp, -8, = 0 proti levostranné alterna&ivi;: 9, -9, < 0 na asymptotické hladirvyznamnosti 0,05.
n; = 200, n = 300, m = 97/200, ma= 162/300, m= (97 + 162)/500 = 0,518.

Podminky dobré aproximace byly&@eny v gedeslém fikladu.

Pro levostrannou alternativu pouzivame pravostramieyval spolehlivosti:

hem —m s |M@=m) m,@d-m,) 97 _162+\/29070(1—29070 L2038 s 002
v n, n, %200 300 200 300 ’

Protozegislo ¢ = 0 je obsazeno v interva(moo ;002), Hy nezamitame na asymptotické hladiyznamnosti 0,05.

Realizace testového kritéria:
= M~T - 200 0 = ~12058.
° Jm.@-m )3 +2) /05181~ 0518 + k)
Kriticky obor je W = (-0, ~u, ) = (-, - ue) = (-0, - 1645). ProtoZe testové kritérium nepiado kritického oboru, b

nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

t

Pro levostrannou alternativu se p-hodnotéitdgpodle vzorce p = P{K ty):
p=P(T, < -1,2058 = ®(-1,2058 =1- ®(1,2058 = 1- 0,8861= 01139
Protoze -hodnoa je WtSi nez 0,05, ; nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systéemu STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testydila: r, %, ptiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &éima pongry — dc
policka P 1 napiSeme 0,485, do pkd N1 napiSeme 200, do pida P 2 napiSeme 0,54, do gkh N2 napiSeme 300 —
zasSkrtneme Jednostr. - Vy®i. Dostaneme p-hodnotu 0,1142, tedy nezamitanoyowlhypotézu na hladinvyznamnos

0,05.

" | Foslat/lisknout = LA = I D el LT e el : :

i~ Bozdil mezi dvéma korelaénimi koeficienty |
m: oo [ wfio B ooy Jednosy, _ Wposel |
2w [ wefio g° & Oboust.

: Rozdil mezi dvéma prlimén [noméalni rozdéleni]

pcfo. [EJsmodr]i. B mfio [ et Vipotet
P20, [Esmodz[i [ nefic [ © Jednosh

[ Vbitovy proman vs. stfedel hodnota <" Dboust

- -Hﬂgn'%;l';nszi dvéma puméEy |
P1: [4s500 [ ntfooo [ & Jednost. | Vipoiet
(P2 }.Ednnﬂ E Mz;|3m E Ealiee " Dboustr,




Test hypotézy o shédgodik 9; a9,:

Systém STATISTICA péita jednostrannou p-hodnotu (ozoeftw. p jako P(T, > |t,]), proto krong typu alternativy

zalezi i na znaménku realizace testového krit&kate&nou p-hodnotu (ozrskut. p tedy p@itame podle nasledujici
tabulky:

@ t, > 0, levostranna alternativa | ) t, < 0, levostranna alternativa

skut. p = softw.p skut. p = 1 —softw.p

@ t, > 0, pravostranna alternativa | (4) t, < 0, pravostranna alternativa

skut. p = 1 —softw.p skut. p = softw.p




Parametrické ulohy o vice nezavislych nahodnych vybech
Osnova:

Porovnani aspotii nezavislych nahodnych vyl z normalnich rozloZeni (jednofaktorova analyzatgn)
- testovani hypotézy o shodtednich hodnot

- testovani hypotézy o shodzptyli (testy homogenity rozptiy)

- zkoumani vlastnosti téshomogenity pomoci simutaich studii

- post-hoc metody mnohonasobného porovnavani

Porovnani aspotii nezavislych ndhodnych v§ii z alternativnich rozlozeni

- test homogenity binomickych rozlozeni

- mnohonasobné porovnavani



|. P¥ipad r > 3 nezavislych nahodnych vyéra z normalnich rozlozeni (Analyza rozptylu jednoduclého tidéni)

Motivace: Zajimame se o problém, zda lz€ityim faktorem (tj. nominalni nahodnou w@fiou A) vys\étlit variabilitu
pozorovanych hodnot ndhodné valy X, ktera je intervalovéhd pomérového typu. Nap zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého grednttu (faktor A) ovliviiuje patet bodi dosazenych studenty v zégtném testu (nahodna véha X).
Predpokladame, Ze faktor A m& 13 Urovni a fitom i-té Grovni odpovida;mpozorovanix,,...,X,, , které tvéi nahodny
vybér z rozlozeni N§, 6°), i = 1, ..., r a jednotlivé nahodné &k jsou stochasticky nezavislé, tedy Xy, + g;, kdeg; jsou
stochasticky nezavislé nahodné iely s rozlozenim N(Gg?),i=1, ...,r,j=1, ...,

Vysledky Ize zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
arovei 1| X,,,.... X,

drovei 2| X,,..., X,

Groveir | X,,..., X

llustrace:
AX

1.Uroven 2.uroven 3.uroven :-- urovne faktoru A




Na hladirg¢ vyznamnostix testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSgdtiedni hodnoty jsou stej, tj.
Ho: w1 = ... =, proti alternativni hypotéze;Hktera tvrdi, ze asmgedna dvojice $ednich hodnot se lisi.

r
2
na kazdou dvoijici aplikovat dvouvyiovy t-test. Hypotézu o shédSech seednich hodnot bychom pak zamitli, pokud

Jedna se tedy o zobeom dvouvylErového t-testu a na prvni pohled se zda, 28 ataorit ( ] dvojic nahodnych vyra a

aspa v jednom pipack z (rz] porovnavani se prokaze odliSnogedhich hodnot. Odtud je Wt Ze k neoprawnému za-

mitnuti nulové hypotézy (ij. k chy¢ld. druhu) ndze dojit s pravé&podobnosti ¥tSi nezo. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvoril R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, egsané situaci konkrétranalyza rozptylu jednoduchéhdéni),
ktera uvedenou podminku gpje.

Pokud na hladikvyznamnosto zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, kteréasfednich hodnot se od sebe lisi.
K feSeni tohoto problému slouzi metody mnohonasobpéravnavani, nap Scheffého nebo Tukeyova metoda.

Hy nezamitame = STOP
DATA »| ANOVA
proveést
Hp zamitame »| mnohonasobné
porovanavani




Oznafeni:
V analyze rozptylu jednoduchéhidckni se pouziva tzv. tkova notace.

r
n=>n, ... celkovy rozsah vSech r vitii
i=1

X, =Y X, ... sotet hodnot v i-tém vydru

=1

M, :ixi. ... Vybérovy primér v i-tém vykEru
ni

X = > -1X" ... sowet hodnot vSech vyini
i=l =

M “1x celkovy ptimér vSech r vybra
n



Zavedeme saity ¢tverai

S = ii(xij - M__)2 ... celkovy souet ¢tveral (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorov&olem celkového gime-

i=1 j=1
ru),
pocet stupit volnosti fr=n -1,

S, = Zr:ni (M, -M )*... skupinovy souet ¢tverai (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi nahoymi vyksry),
i=1

poéet_stumﬁ volnostify =r—1.
Sitanec(M, -M ) predstavuje bodovy odhad efekitu

s. =YY (x, -M, ) ... rezidualni sogetétverai (charakterizuje variabilitu uvrfijednotlivych vyksra),

i=1 j=1

pocet stupt volnostit =n -r.

Lze dokézat, zeS S\ + &
(Dukaz je proveden ndpve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popistatistika v poznamce 5.2(C



Testovani hypotézy o shoéstirednich hodnot

Nahodné vetiiny X; sefidi modelem

MO: Xij = u Tt ot g

proi=1,..,rj=1,..,n picemz

gj jsou stochasticky nezavislé nahodnéamyi s rozlozenim N(0g),
u je spolénacast stedni hodnoty zavisle pramné veltiny,

a; je efekt faktoru A na arovni .

Parametryu, o; nezname.

Pozadujeme, aby platila tzseparametrizéni rovnicezr: na, =0.

i=1

(Pokud je tidéni vyvazené, tj. pokud maji vSechny ¥y stejny rozsah: =, = ... = n, pak lze pouzit zjednoduSenou
podminkuzr:qi =0.)



Kdyby nezalezelo na faktoru A, platila by hypotéza ... =a, = 0 a dostali bychom model

M1: Xij =pnt &jj-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zdadrglé ptiiméry My, ..., M; se od sebe liSi pouze v mezich nahodného ko-
lisdni kolem celkového piméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 @wjeme pomoci testové statistiky

F, = S /1 , které se&idi rozlozenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spraviyypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-

B E
neme na hladtvyznamnosti, kdyz plati: 5> F;,(r-1,n-r).

Vysledky vyp@ta zapisujeme deabulky analyzy rozptylu jednoduchehadéni.

Zdroj variability | sodetctveral | stupré volnosti | podil I
skupiny S fa=r-1 S/fa Sp/fa
SE/fE
rezidualni S fe=n-r S/fe -
celkovy S fr=n-1 - -

Silu zavislosti nahodné veéilny X na faktoru A nizeme ndtit pomociponeru determinacep? =§F—A. Nabyva hodnot

z intervalu(0y).



Testovani hypotézy o shoélrozptyla
Pred provedenim analyzy rozptylu je zagbi oiit predpoklad o shadrozptyli v danych r vybrech.

Polozmez; =[X; -M,|. Ozn&ime

Sia :Zni(MZi _Mz)z

— SZA/(r _1) ~
F. s, (=1) F(r-1, n-r).
Hypotézu o shotirozptyli tedy zamitame na asymptotické hladiyznamnostin, kdyz Fa > Fi(r-1, n-r).
(Leveniv test je vlasté zaloZzen na analyze rozptylu absolutnich hodnatrceanych pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze
nahodné vediny X; — M; nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodtgotyto veltin nemaji normalni rozlozeni, je

Leventyv test pouze aproximativi)



je modifikaci Levenova testu. Modifikace $p@ v tom, ze misto vydnoveho ptiméru i-tého
vybéru se i vypoctu veliciny z, pouziva median i-tého vyhu.

Plati-li hypotéza o sh@édozptyki a rozsahy vSech vghi jsou \&tSi nez 6, pak statistika

B=1 (n—r)lnsf—zr:(ni—1)|ns,2 se asymptotickyidi rozlozenimy?(r -1). Pritom konstantaC =1+ 1 Zr: 1 11,
C = r-)(Sn -1 n-r

S.%je vazeny pimér vyb&rovych rozptyi.
Ho zamitame na asymptotické hlagliyznamnosti, kdyz B se realizuje v kritickém oborw :<x21_cx (r-1),0).



Zkoumani vlastnosti uvedenychiti testi

Pro odhad pravgbodobnosti chyby 1. druhu bylo vzdy vygenerovan® Q00 nahodnych vyini, a to postuptiz tchto
rozlozeni:

N(10; 1), t(10), LN(1; 0,4), Ex(0,85

VSechny vylry m¢ly stejny rozsah od 3 do 11 s krokem 2¢gtovybsrt byl od 2 do 10 s krokem 2.

Jako odhad pravgodobnosti chyby 1. druhu slouzila relati¢einost éch piipadi, kdy se na hladinvyznamnosti 0,05
zamitla nulova hypotéza o shoazptyki. Simulace byly provedeny v programu MathCad.






Pripad dvou nezavislych ndhodnych vyéra
Nejprve bylo provedeno srovnani F-testu s Bartlgtto testem a Brownovym — Forsytheovym testemdu@ nezavisle
nahodné vyéry. V grafech se modra barva vztahuje k F-te&tayena k Bartlettovu testu a zelena k Brownovu —

Forsytheovu testu.

Normalni rozloZeni N(10; 1)

0,28

0,24

0,20

o
[y
[}

odhad alfa
o
[
)

Studentovo rozloZeni t(10)

0,28
0,24

0,20

o
=
(2]

odhad alfa
o
[
N

0,08 0,08 /
——
0,04 0,04
0100 // o’oo ///./—/'
- F - F
1 3 5 7 9 11 138 1 3 5 7 9 11 138
e B-F e B-F
rozsah vyberl rozsah vybgra
Log - normalni rozlozeni LN(1; 0,4) Exponencialni rozlozeni Ex(0,85)
0,28 0,28
0,24 0,24
0,20 0,20
& 0,16 8 016
© 3
he] k=]
80,12 8012
=] °
o o
0,08 0,08
0,04 0,04 //
0,00 // 0,00
- F - F
1 3 5 7 9 11 138 1 3 5 7 9 11 13* B
- B-F

rozsah vybgra

rozsah vybérd



Komentér: Podle @ekavani je nejnizSich odhagravdpodobnosti chyby 1. druhu dosahovano proévylz normalniho
rozlozeni, kdy vSechny testy udrzi odhad podihtadvyznamnosti 0,05. S postupnym ,vzdalovanimaghormality
relativnicetnost neoprawimého zamitnuti nulové hypotézy roste, nejvyssigevgbery z exponencialniho rozlozeni, kde
pro F-test a Bartleit test blizi k 0,24.

Pro vSechna zkoumana rozlozeni davaji F-test deBavttest srovnatelné vysledky, u F-testu pozorujeom@hkud nizsi
odhad. Jednozie¢ nejlepsi vysledky jsou dosahovany pouziti B-F testu, ktery i pro vy z exponencialniho rozloaé
poskytuje odhad pra¥gdodobnosti chyby 1. druhu dostate hluboko pod 0,05.



Pripad vice nez dvou nezavislych nahodnych vyhi
Dale jsme se zabyvali srovnanim Bartlettova te®usvnovym — Forsytheovym testem pro 4, 6, 8 a dfanislych na-

hodnych vylra, jejichz rozsahy byly 3, 5, 7, 9, 11. #lvvétSi prehlednosti jsou grafy zavislosti odhadu na rozssfingri
uvedeny zvlaSpro 4 a 6 vybri a poté pro 8 a 10 v¢hi. V grafech se modra a zelena barva vztahuje Kedtantu testu,
cervena a heda pak k Brownovu — Forsytheovu testu.

a) Normalni rozlozeni N(10; 1)
Paset vykeri 4 a 6 Poet vybsria 8 a 10

0,06 0,06

0,05 M 0,05 M

odhad alfa
odhad alfa

0,01 0,01 /
0,00

—~— 4B -8B
-0,01 ——4BF -0,01 - 8B-F
1 3 5 7 9 11 13-+-68 1 3 5 7 9 11 13-+ 108
—*-6B-F —e— 10B-F
rozsah vyber rozsah vybgr i

Pro vylEry z normalniho rozlozeni dava Barttetttest odhady velmi blizké hladivyznamnosti 0,05. Neni zde pozorova-
telna zavislost na rozsahu \&b. Browniv — Forsythév test neoprawné zamita nulovou hypotézu s podstatnensi rela-

tivni ¢etnosti, ktera népsahne 0,021.



b) Studentovo rozlozeni t(10)

Paiet vykert 4 a 6 Poet vybsra 8 a 10
0,18 0,18
0,16 0,16
0,14 0,14

0,12 0,12

0,10 0,10
) 0,08

odhad alfa
o
o
[e°]
odhad alfa

0,06
0,04

0,02 0,02 /
0,00 0,00
—— 4B -8B
-0,02 —o— 4B-F -0,02 —e— 8B-F
1 3 5 7 9 11 13-+ 68 1 3 5 7 9 11 13-+ 108
—— 6B-F —— 10B-F
rozsah vyberQ rozsah vybird

Pro vylEry ze Studentova rozlozZeni jsou vysledky Bartledttestu jiz ovliviny porusenim fgdpokladu normality. Ziskané
odhady naistaji se z¥tSujicim se rozsahem V§iti a v nejméa priznivém gipack, tj. pro 10 nezavislych nahodny W& o
rozsahu 11, odhad praymbdobnosti chyby 1. druhugvysSuje 0,16. Browdv — Forsythév test neoprawné zamita

nulovou hypotézu s relativiétnosti, ktera népsahne 0,023. Rozdily mezi odhady przne p@ty vybéra jsou u B-F testu
zanedbateld malé



c) Logaritmicko — normalni rozlozeni LN(1; 0,4)

Paiet vykert 4 a 6 Poet vybsra 8 a 10
0,45 0,45
0,40 0,40
0,35 0,35
0,30 0,30

0,25 0,25

0,20 0,20
0,15 0,15
0,10 0,10

odhad alfa
odhad alfa

0,05

0,00 -

0,00
—— 4B -8B
-0,05 %~ 4B-F -0,05 - 8B-F
3 5 7 9 11 13-+-68B 1 5 7 9 11 13-+ 10B
—*- 6B-F —e— 10B-F
rozsah vyberl rozsah vybera

0,05

w

Pro vykEry z logaritmicko - normalniho rozlozeni odhad mi&wodobnosti chyby 1. druhu ziskany Bartlettovyntees
velmi vyrazré narista, zvlast pro WtsSi paet rozsahlejsich vydni. Zde je dokonce o&co vysSSi nez 0,42, tudiz pouziti
Bartlettova testu skute¢ nelze doporéit. Daleko lepSi vysledky poskytuje Brown— Forsythév test, kde odhady
zastavaji pod 0,0:



d) Exponencialni rozlozeni Ex(0,85)

Paiet vykert 4 a 6 Poet vybsra 8 a 10
0,8 0,8
0,7 0,7
0,6 0,6
0,5 0,5

odhad alfa
odhad alfa

0,1

0.0 e

—e— 4B —— 8B
-0,1 —— 4B-F -0,1 —— 8B-F
1 3 5 7 9 11 13-+ 6B 1 3 5 7 9 11 13-+ 108
—*- 6B-F —e— 10B-F
rozsah vyberl rozsah vybera

0,1

0,4 0,4

0,3 03

0,2 0.2
././__._———0———0

0,0

Vidime, Ze pouziti Bartlettova testu pro ¥y z exponencialniho rozlozeni nelzi#bec doportit. Odhad
pravcEpodobnosti chyby 1. druhu je neundsmlky, v nejmén priznivém gipadt — pro 10 nezavislych nahodnych ¥y

0 rozsahu 11 - se tento odhad blizi 0,75. Napoaiutodhady ziskané Brownovym — Forsytheovym tegeomn nanejvys
0,035, coz jestzdaleka nedosahuje hladiny vyznamnosti (



Komentar
Vysledky nasich simufaich studii vedou k zé&w, Ze pro testy homogenity rozptye vhodné pouzivat Browin — Forsy-

theiv test, a to jak pro dva, tak pro vice nezavisiyghodnych vyéri. Ukazuje se, Ze tento test Ize aplikovat i na¢wb
které pochazeji z vyragmenormalnich rozlozeni. To lze vyt tim, Ze @i jeho konstrukci jsou pouzity v¢ové media-
ny jednotlivych vylsra, piicemz median — na rozdil odipnéru — je robustni & odlehlym¢i extrémnim hodnotam.

U Brownova — Forsytheova testu odhad pegadiobnosti chyby 1. druhu ve vSediipadech istal pod hladinou vyznam-
nosti 0,05, nejhorsi vysledek byl 0,036 pro 4 netéawykery z exponencialniho rozlozeni. Barttetttest zcela selhava pro
vybéry z nesymetrickych rozlozeni. Niapro 10 nezavislych vyt z exponencialniho rozlozeni, jejichz rozsah byl<El
odhad pravépodobnosti chyby 1. druhu bliZiislu 0,8.

Vyhodou Brownova — Forsytheova testu je r@ekuténost, Ze velikosti odh@d vykazuji jen velmi nepatrnou zavislost
na pa&tu vybera.

Browniv — Forsythév test je implemenovan napy systémech STATISTICA MINITAB, Bartlettiv test najdeme v sys-
tému MINITAB, F-test pak v obou zminych systémech.



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladivyznamnosti. hypotézu o shadstrednich hodot, chceme zjistit, které dvojicastinich hodnot ¢
liSi na dané hladihvyznamnosti, tj. na hladig vyznamnosti testujeme bl w = py proti Hy: w # g pro vSechna l, k = 1,
. I I#Kk.

a) Maji-li vSechny vybry tyz rozsah pi{kame, zefidéni je vyvazeneé), pouzijeme

‘M k. M |.‘
Testova statistika ma tvar g . Rovnost sednich hodnotix ay zamitneme na hladinvyznamnostii, kdyz
Jp
M =M, | (r.n—r) . . . . . . o
— g =%-\N7T) kde hodnoty g,(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného retipa najdeme je ve statistickych ta-

Jp

bulkach. (Studentizované ra#pje nahodna valina Q =
Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejnésadhy vykri, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomitipad ma

Xn) X(l))
—

‘M k. M |.‘
testova statistika tvar 11 1) Rovnost sednich hodnoi, ap zamitneme na hladinvyznamnosti, kdyz
S, | —+—
Z[nk n,]
M, -M
MM, ()

g 11,1 |
2{n, n,



b) Nemaji-li vSechny vyyy stejny rozsah, pouzijenie irovnost stednich hodnoi, ay zamitneme na
hladiné vyznamnosti, kdyz

\Mk.—M..\zs\/(r—l)(nLnijﬁa(r—ln—r).

k |

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedenodtiepujeme specialni statistické tabulky s hodnotarankili studenti-
zovaneho rozi, ale stai bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Sswedova rozlozeni.

V pripad vyvazenehoitdéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodayzijeme tu, ktera je citlégySi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodsi, kdyz
O ’(r, N-1) < 2(r-1)F(r-1, n-r).

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecensi silu nez ANOVA.
Muze nastat situace, kdyigamitnuti H nenajdeme metodami mnohonasobného porovnavanamygnrozdil u zadne

B %

na vyznamnosti. Pi slabSi test pé&ti do skupiny metod mnohonasobného porovnavanuseadhalit zadny rozd



Doporuceny postup @i provadéni analyzy rozptylu:

a) Owteni normality danych r nahodnych b (grafické metody - NP plot, Q-Q plot, histograesty hypotéz o normal-
nim rozlozZeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovov&mirnovova testu nebo Shami— Wilkav test).

Doporuuje se kombinace obouignhi. Zawry uc¢inime az na zakladposouzeni obou vysledk

Obecr Izeftici, Ze analyza rozptylu nenfifps citliva na porusenifedpokladu normality, zvl&Spii vétSich rozsazich vy
ra (nad 20), coz jeisledek fisobeni centralni limitnidty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavaduySim poru-
Seni pouzijeme napKruskaliv — Wallisav test jako neparametrickou obdobu analyzy rozggdmoduchéharidéni.

b) Po o¥ieni normality se testuje homogenitu rozptyj. predpoklad, Ze vSechny nahodné &gbpochazeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky &wujeme shodu rozptylpomoci krabicovych diagrainkdy sledujeme, zda jeika
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu rgépgbomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheovai t@gia jsou
implementovany ve STATISTICE, Browim — Forsythév test v MINITABuU) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABU).

Slabé poruseni homogenity rozgitylevadi, pi vétSim se doportuje medianovy test.

c) Pokud jsou spkny predpoklady normality a homogenity rozptymizeme pistoupit ktestovani shody &dnich hodno
Predtim je samazjme vhodné vypeoitat piméry a snérodatné odchylkyi rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladénvyznamnosti k zamitnuti hypotézy o shattednich hodnot, zajima nas, které dvojicdedt
nich hodnot se od sebe liSif&Seni tohoto problému slouZi post-hoc metody mnasmioného porovnavani, rfagcheffé-
ho nebo Tukeyova metol



Priklad: U ¢étyt odmid brambor (oznigenych symboly A, B, C, D) se zfidvala celkova hmotnost brambor vyrostlych vzdy
z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odrada hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 1,0 1,3

C 131516 1,115
D 1,1 1,2 1,0

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zedhi hodnota hmotnosti trsu brambor nezavisi nadédZamitnete-li
nulovou hypotézu, zjiste, které dvojice odid se liSi na fadiné¢ vyznamnosti 0,0!



Redeni:
Data povazujeme za realizattgi nezavislych nahodnych v§ti ze étyi normalnich rozlozeni se stejnym rozptylem.
Testujeme hypotézu, ze vSechityri stredni hodnoty jsou stejné.

Vypogitame tM; =0,8, b =12, My =1,4, M, =1,1,
‘M =1,14,
1 $%2=0,02, $°=0,03, $= 0,04, $ =0,01,
2
. g2 :;(ni ])S' :3E0,02+2E0,03+4[0,04+2ED,01: 3 057
n-r 11 11c

s, =(n-r)s? =118> = 03
11c

S, = ini (M, -M )? =40{08- 114)° +3[{1.2- 114)* + 50{14 - 114)* +3({11- 114)° = 0816

i=1

' S=S%+%=0,816+0,3 =1,116,
Fo=Salfa _ 0B16/3 _ g o5
Aos/f. 0311 o

Kriticky obor W = <F0,95(311), 00) = <3,59, 00). Protoze testova statistika se realizuje v kréimkoboru, | zamitame na
hladiré vyznamnosti 0,05.
Vypocteme ppP?="A=_—"——"=(7312



Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Sowetétverai | Stupré volnosti | podil fa

skupiny $=0,816 3 $/3=0,272 S, /(r-1) _ 9.97
SE/(n B r) ’

rezidudlni $=0.3 11 $/11 =0,02727| -

celkovy §=1,116 14 -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dwpdiid se liSi na hladivyznamnosti 0,05.

Srovnavaneé oddy | Rozdily M, -M,| | Prava strana vzorge
A B 0,4 0,41
A C 0,67 0,36
A D 0,3 0,41
B,C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 se liSi adiy A a C.




Reseni pomoci systému STATISTICA

Oteweme novy datovy soubor o dvou primych X a odiida a 15 pipadech. Do pro#mné X zapiSeme zji&té hmotnost
do prontnné odtida kédy pro dané odldy (1 pro A, 2 pro B, 3 pro C a 4 pro D).

1 2
X odruda
1 09 A
2 0,8 A
3 0,6 A
4 09 A
5 1,3 B
6 1B
7 1,3/B
8 1,3/ C
9 15C
10 16 C
11 1,1/ C
12 15C
13 1,1D
14 1,2 D
15 1D







Vypocteme vykirove paimeéry a vylErove rozptyly:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozkl& jednofakt. ANOVA — OK — Prognné — Zavislé — X, Grupovaci -
odnida — OK — Skupiny tabulek - zaSkrtneme Rozptylypatet.

Rozkladova tabulka popisnych statistik (priklad8301)
N=15 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)
odruda X X X X
primér | N |Sm.odch. | Rozptyl
0,800000, 4 0,141421 0,020000
1,200000 3 0,173205 0,030000
1,400000 5 0,200000 0,040000
1,100000 3 0,100000 0,010000
VS.skup. 1,140000 15 0,282337 0,079714

o0 w>»

Nyni owtime gedpoklad shody rozpty!
Na zalozce Skupiny tabulek zaskrtneme Lévetiest— Vypacet.

Levenedv test homogenity rozpyll (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC sV PC sC sV PC F p
Proménna | efekt |efekt| efekt chyba |[chyba | chyba
X 0,018667 3 0,006222 0,065333 11 0,005939 1,047619 0,410027

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, ted$iwnez hladina vyznamnosti 0,05. Hypotézu o shodptyki
nezanitime na hladi&vyznamnosti 0,0!



Pristoupime k testu hypotézy o skalrednich hodnot.
Na zaloZzce Skupiny tabulek zaskrtneme Analyza gda—- Vypaocet.

Analyza rozptylu (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC S\, PC sC S\, PC F p
Proménna | efekt |efekt| efekt chyba |[chyba | chyba
X 0,816000 3/ 0,272000 0,300000 11 0,027273 9,973333 0,001805

Jelikoz p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladyzaamnosti 0,05, hypotézu o skakednich hodnot zamitame na
hladin¢ vyznamnosti 0,0!






Nyni aplikujeme Schefféeho metodu mnohonasobnehovp@vani, abychom zjistili, které dvojice ddrse liSi na hladih
vyznamnosti 0,05. Na zalozce Post — hoc zvolimefiélv test.

Scheffeho test; promén.:X (priklad8301)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000
{1 2} 3) {4)
odruda M=,80000 | M=1,2000 | M=1,4000 | M=1,1000
A {1} 0,059165 0,001950 0,190463
B {2} | 0,059165 0,464537 0,905502
C {3} | 0,001950 0,464537 0,163499
D {4} | 0,190463 0,905502 0,163499

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovrtédisich hodnot hmotnosti vSeétyt odrid. Vidime, ze na hladin
vyznamnosti 0,05 se liSi aty A, C



Vyznam piredpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dilezity predpoklad, musi byt spin, jinak dostaneme nesmysiné
vysledky.
b) — ANOVA neni ilis citliva na poruSeni normality, zviagokud maji vSechny vy rozsah nad 20

(dasledek centralni limitnidty). Fri vyrazrgjSim poruseni normality se dopduje Kruskalv — Wallisiv test.

C) — mirné poruSeni nevadij pétSim se doportuje Kruskativ — Wallisiv test. Test shody rozptyma
smysl provadt az po o¥ieni gredrokladu normality



ll. P¥ipad r > 3 nezavislych ndhodnych vyBra z alternativnich rozlozeni

Test homogenity binomickych rozlozeni

Necht mame > 3 nezavislych ndhodnych vl o rozsazich, ..., n, pricemz j-ty ndhodny vy pochazi alternativnih
rozlozeni A@),j=1,2,..,r.

Testujeme hypotézugH9, =... =9, proti alternativni hypotéze Haspa jedna dvojice paraméitije nizna.

Ozna&me

r
n= Zn j celkovy rozsah vSech r v,
1

Z”iMj

M, == —— vazeny pimer vyberovych plimerd.

m;nj(wlj _M*)Z =x*(r-1), kdyz H, plati.
Kriticky obor: W = (- (r ~1),e0)

Ho tedy zamitame na asymptotické hladinyznamnosto, kdyz QO w .
Podminka dobré aproximacgMh > 5 pro vSechna j=1, ..., .

R >, M.
M*(l—M*)jzzlln"Mj "™,

Testové kritériumQ =

Brandtiv — Snedecdiv vypoetni tvar:Q =



Test homogenity zaloZzeny na arkussinusové transform
Nen-li spInéna podminka;M- > 5 pro vSechna j =1, ..., r, dopouje se nasledujici postup: oznze

A, —arcsm,/Mj =1, ..,
1 r

B==>nA,,
ng

Pak statistika@ = 4> N, (A i~ 8)2 ~ y(r-1).

j=1
Ho tedy zamitame na asymptotické hladijznamnostix, kdyz Q> y°1.(r-1).

Mnohonasobné porovnavani
Zamitneme-li nulovou hypotézu na asymptotické méastiyznamnosti, chceme zjistit, které dvojice paranietr, ,9, se

o o (1 1 o : ez .
li&i. Plati-li nerovnostA, —A,|= g(n— +n—j (8, (r, ), pak na hladi& vyznamnosti zamitame hypotézu o shopara-
k |

metri 9,,9,. (Hodnoty g.(r, ) najdeme v tabulkach.)



Priklad: Na gymnazium byloijato 142 studerit Ti byli nahodr rozcleni doctyi trid A, B, C, D. V kazdértde byla
matematika vytovana jinou metodou. Na konci Skolniho roku psaickni studenti stejnou pisemnou praci a byl
zaznamenan get €ch student, kteri vyieSili vSechny zadané ukoly.

Tiida A|B|C|D
Patet student 35|36| 37| 34
Patet UsgsSnych studerit|5 |8 | 17|15

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze rozdilyirti&@ami jsou zfissobeny pouze nahodnymi
viivy.

Resen:

Mamectyii nezavislé nahodné vyly, j-ty pochazi z rozlozeni A(), j = 1, 2, 3, 4.
Testujeme hypotézu9, =9, =9, =9,.

n,=35, n=36,n=37,n=34,n=142

m, = 5/35, m= 8/36, m= 17/37, m= 15/34, m = (5+8+17+15)/142 = 45/142.

Podminky dobré aproximace:

35072 = 1109, 36072 = 1141, 3707 = 1173, 3402 = 1077
142 142 142 142

Testova statistika

45
] 2 2 2 2 e
Q=;Zn.M.2—n 2L L 35[@3] +36[€E] +37[€£] +34[€Ej ~142-142 17788
M.(-M.)& 7 T1-M, 45(1_45] 35 36 37 34 _45
142 142 142

Kriticky obor; W = <X20,95(3),°°) = < 781, °°).
ProtoZe testové kririum se realizuje kritickém oboru, t; zamitame na asymptotické hlaglvyznamnosti 0,0



Nyni metodou mnohonasobného porovnavani zjistiteee kdvojice parameirse od sebe liSi na hladimyznamnosti 0,05.

Pomoci arkussinusové transformace wgpme hodnotyA; = arcsin,/M
A1 =0,3876, A=0,4909, A=0,7448, A=0,7264

_ (1 1 o : " p
Plati-li nerovnostA, —A | 2 g(—+—J (8, (r, ), pak na hladi&ivyznamnostir zamitame hypotézu o shiopgarameti

N N
9..9,.
Kvantil studentizovaného rozp najdeme v tabulkachygg4,») = 3,63
Srovnavaneértdy | Rozdily |A, - A,| | Prava strana vzorce
A B 0,1033 0,30
A C 0,3572 0,30
A, D 0,3388 0,31
B, C 0,2539 0,30
B,D 0,2356 0,31
C,D 0,0184 0,30

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 se ligiidy A, Ca A, D



ReSeni pomoci systému STATISTICA
Vytvorime novy datovy soubor se&aa prondnnymi a 142 gipady.
Prontnna USPECH obsahuje hodnotu 1, pokud studemSiywSechny zadané ukoly, jinak obsahuje hodnotu 0

Prongnna TRIDA méa hodnotu 1, pokud student pocha¥idy tA, hodnotu 2 profidu B, hodnotu 3 praidu C a hodniu 4
pro tidu D.

Nejprve zjistime podily usgnych studeritv jednotlivych tidach.
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozkla OK — Prominné — Zavislé — USPECH, Grupovaci - TRIDA — OK —
Skupiny tabulek - odSkrtneme Sravat. odchylka - Vypéet.

TRIDA | USPECH |USPECH
Priméry N

A 0,142857 35

B 0,222222 36

C 0,459459 37

D 0,441176 34

VS.skup. 0,316901 142

Vidime, Ze nejslabsi vykony podavali studentifzg@yt A, usgsnych bylo pouze 14,3% studénve tidé B 22,2%, vefide
C 45,9% a vertde D 44,1%. Fidy C a D se z hlediska G&ghu v pisemce z matematiky liSi jen nepatrn



Dale provedeme testovani hypotézy o shoarameti ¢ty alternativnich rozlozeni. Nejprve &vme splgni podminek
dobré aproximace;m. > 5 pro vSechna j = 1, ..., r. Vazenyiper m- se nachazi v posledniradku vystupni tabulky
procedury Rozklad. Jeho hodnotu okopirujeme dagklpro piiméry trid A, B, C, D, posledniadek odstranime a

k tabulce pidame jednu novou pra¥nnou, do jejihoz Dlouhého jména napiSeme =v2*v3.

TRIDA |JSPECH |JSPECH | NProm
Priméry N =v2*v3
A 0,316901 35 11,09155
B 0,316901 36 11,40845
C 0,316901 37 11,72535
D 0,316901 34 10,77465

Vidime, ze podminky dobré aproximace jsou &pjn

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Konting@i tabulky - OK - Specif. tabulky — List 1 USPECHSt 2 TRIDA,
OK- Moznosti — Statistiky dvourozimych tabulek - zaskréte Pearson & M-L Chi —square — Detailni vysledietailni
2-rozm. tabulky.

Statist. Chi-kvadr. | sv p
Pearson(yv chi-kv. 12,28760 df=3 p=,00646
M-V chi-kvadr. 12,80263 df=3 p=,00509

Testova statistika Q se realizuje hodnotou 12,2B@&:t stugi volnosti je 3, odpovidajici p-hodnota = 0,00648lytna
asymptotické hladivyznamnosti 0,05 hypotézwHamitame. S rizikem omylu nejvySe 0,05 jsme tadkarali, ze
rozcily v podilech usgsnych studeritv jednotlivych tidach nelze vysitlit nahodnymi vlivy



Upozorreni: Systém STATISTICA neumdiije provedeni metody mnohonasobného porovnavamairodné vyéry
z alternativniho rozlozeni. Pro orientaci Ize po&aheffého metodu. V naSeripack:

{1} {2} {3} {4}
TRIDA | M=,14286 | M=,22222 | M=,45946 | M=,44118
A {1} 0,907720 0,034818 0,060978
B {2} | 0907720 0,173652 0,253566
C {3} | 0034818 0,173652 0,998684
D {4} | 0,060978 0,253566 0,998684

Na asymptotické hladéwvyznemnosti 0,0! se liSi tidy Aa C



Neparametricke testy o medianech

Osnova:
- jednovylgrové a parove testy

- dvouvylErove testy

- neparametrické obdoby jednofaktorové analyzy tdap

Motivace: Pri aplikaci t-test ¢i analyzy rozptylu by rly byt splrény urité predpoklady:

- normalita dat (pro vyry vétSich rozsai (n > 30) neméa mirné poruseni normality zavazny dopad/siedky)

- homogenita rozptyl

- intervalovy¢i pomerovy charakter dat

Pokud nejsou tytofedpoklady splény, pouzijeme tzv. neparametrické testy, které hattyji gedpoklad o konkrétnim
typu rozlozeni (najp normalnim), st&é nag. predpokladat, ze distrildai funkce rozlozeni, zémoz ndhodny vydr pochazi,
je spojita

Nevyhods- ve srovnani s klasickymi parametrickymi testyujs@parametrické testy slabsi, tzn., ze nepravdypotézu
zamitaji s mensi pravdodobnosti nez testy parametrické.

V této kapitole se omezime na ty neparaicke testy, kterse tykaji mediari.



Jednovybkérové testy(Jde o neparametrické obdoby jednasrglvého t-testu a paroveho t-testu.)

Znaménkovy test a jeho asymptotick& varianta
Nech’ X,,..., X, je nahodny vy&r ze spojitého rozlozeni. Neth ., je medianem tohoto rozlozeni a c je realna komstan

Testujeme hypotézH, : x ., =c proti oboustranné alternadiH, : x .., # c (resp. proti levostranné alternativ

H, X5 <cresp. proti pravostranne alternatiM, : x .., > c).

Znaménkovy test se ri@stji pouziva jako parovy test, kdy mame nahodny&yae spojitého dvourozémého rozlozeni
@j@:j a testujeme hypotézu o rozdilu mediail H, : X g5, = Yos0 =€ Proti H, 1 X 50 = Y o5 # € (resp. proti jednostran-
nym alternativam). #&jdeme k rozdlim z, =X, -Y,,...,Z, =X -Y, atestujeme hypotézu o mediaschto rozdit, tj.
Hy:zys =C.

a) Utvaime rozdilyD, = X, —cpro jednovylrovy test respD, =z, —c pro parovy test,=1,...,n. (Jsou-li gkteré rozdily
nulove, pak za n bereme jencpb nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistikg, ", ktera udava pet €ch rozditi D;, které jsou kladnés,” je sodtem ndhodnych velin

s alternativnim rozlozenim (i-ta4 vé&la nabyva hodnoty 1, kdyz i-ty rozdil je kladnfi@dnoty O, kdyz je zaporny). Plati-li
Ho, pak pravdpodobnost kladného i zaporného rozdilu je stegdy $,° ~ Bi(n,1). Z vlastnosti binomického rozloZeni
plyne, ZeE(s,” )=z, D(s,")=2.

c) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternatiw:=(0,k,) J(k,,n), pro levostrannou alternativav = (0,k,), pro pravostrannou alternativu:
W =(k,,n).

(Nezaporna celéisla k, k, pro oboustranny test i pro jednostranné testy&ji v tabulkové filoze. Pozor <isla k, k,

pro oboustrannou alternativu jsou jina nez pro gsti@nné alternativy! )

d) Ho zamitame na hladérvyznamnostia, kdyzs,” Ow .



Pro velka n (praktickyr > 20) Ize vyuzit asymptotické normality statistilsy".
, e *oEls,t) s, -0, : : .
Testova statistikay, = Sz E(‘T’Z ): Z_2 ma za platnosti jasymptoticky rozloZzeni(oa).
Jols,") 4
Kriticky obor pro oboustranny tesw = (-, - Uparz) 0{Upg/2:).
Kriticky obor pro levostranny testyv = (— 0, = U, ).

Kriticky obor pro pravostranny tes = (u, ).

Aproximace rozloZzenimn(o1)se zlepsi, kdyZ pouzijeme tzu: sTestova statistika pak ma

t_ng1
e +

tvaru, =—=—=2—2, pricemz$ pricteme, kdyzs,” <2 a odéteme v op&nem gipack.

N



Priklad na jednovybérovy znameénkovy test:

U 10 nahoda vybranych vzork benzinu byly zji&ny nasledujici hodnoty oktanovébisla:

98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,619B7,7 98,0.

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median okismacisla je 98 proti oboustranné alternétiv

Reseni

rozdily x-98:0,2 -12 -1,7 18 -1,1 06 -89 -0,3 0,0

S," = 3, nenulovych rozdilje 9. Ve statistickych tabulkach najdeme pro naw9= 0,05 kritické hodnoty k= 1, k = 8.
Protoze kriticky obow =(01) 0(89) neobsahuje hodnotu 3, néhbeme H zamitnout na hladivyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor sedwa prongnnymi a 10 pipady. Do prorminné X napiSeme hodnoty oktanovéigla a
do prongénné konst ulozimeislo 98.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych X, 2. seznam
promegnnych konst — OK — Znameénkovy test.

Znaménkovy test (oktanove cislo)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocdet | procent z Uroveri p
Dvojice proménnych [ riznych v<V
X & konst 9 66,66667 0,666667 0,504985

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zApomjgc66,7%, tj. 6. Hodnota testové statistiky S9 — 6 = 3.
Asymptoticka testova statistike, (zde ozn&ena jako Z) se realizuje hodnotou 0,6667. Odpoiddagymptoticka p-
hodnota je 0,505, tedy na asymptotické hladyeznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze meditamokéhcisla je 98.

V tomto gipack neni splgna podminka pro vyuZiti asymptotické normalityistity S,*, tj. n > 20. Je tedy
vhodrgjSi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znameéwnkeest. Pro n =9 a = 0,05 jsou kritické hodnoty ;k 1, k = 8.
ProtoZze kriticky obow =(01) 0(89) neobsahuje hodnotu 3, nezamitama&lhladii vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz

vysledekjako pii pouziti as'mptotického tstu.



Priklad na parovy znameénkovy test
U 9 ndhodi vybranych manzelskych pabyl zjiS€n pimérny rocni prijem (v tisicich K).

¢islo paru 1 2| 3| 4| 5] 6| 7| 8| 9
prijem manzela | 216| 336| 384 | 432| 456| 528| 552| 600| 1872
prijem manzelky 336| 240| 192| 336| 384| 288| 960| 312| 576

Na hladir vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medidijynh manzeh a manzelek jsou stejne.

ReSeni:

Jedna se o parovy test. Vygeme rozdily meziiljmy manzeh a manzelekéimz ulohu pevedeme na jednovygtovy test.
TestujemeH, :z,, = 0proti oboustranné alterna#iH, :z,, # 0, kde z, je median rozlozeni, zZhoz pochazi rozdilovy
nahodny vylr z, =X, -Y,,...,Z, =X, - Y,.

Vypoctené rozdilyx, —y,: -120 96 192 96 72 240 -408 288 1296

Testova statistiks, = 7.

Ve statistickych tabulkach najdeme pre9a o = 005 kritické hodnotyk, =1, k, =8.

Protoze kriticky obow =(01) [0 (89) neobsahuje hodnotu 7, néhbeme H zamitnout na hladinvyznamnosti 0,05.

Nepiokazaly se tedy vyznamné rozdil medianech fijma manzelh a manzelel



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor se&waa prondnnymi a 9 pipady. Do prordinné X napiSemeipmy manzel, do pronénné
Y piijmy manzelek.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych X, 2. seznam
pronmennych Y — OK — Znamenkovy test.

Pocet | procent z Uroven p
Dvojice proménnych [riznych | v<V
X &Y 9 22,22222 1,333333 0,182422

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapomjgc222%, tj. 2. Hodnota testové statistily” =9-2=7.
Asymptoticka testova statistika, (zde ozn&ena jakoz) se realizuje hodnotoy3. Odpovidajici asymptoticka pednota je

0,1824, tedy na asymptotické hlagivwwznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, Ze medi&iigipmanzeh a manzelek jsou
stejné.

Upozornéni: V tomto @ipadt neni spldna podminka pro vyuziti asymptotické normalityistdty S,”, tj. n>20. Je tedy
vhodrgjSi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaméwnkeest. Pro n =9 a = 0,05 jsou kritické hodnoty 1k 1, k = 8.
ProtoZe kriticky obow =(01) 0 (89) neobsahuje hodnotu 7, nezamitaman&lhladig vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz
vysledek jako fi pouziti asymptotickeho stu.



Jednovybérovy Wilcoxoniv test a jeho asymptoticka varianta

Frank Wilcoxon (1892 — 1965): Americky statistikl@emik

Necht’ X4, ..., X, je ndhodny vyér ze spojitého rozlozeni s hustotp{x), ktera je symetricka kolem mediangks¥ tj.
0(Xo 50+ X) = 0(Xo 50- X). Necht’ ¢ je realné konstanta.

Testujeme hypotézudHxyso = C

proti oboustranné alternagiH;: X, 507 € nebo

proti levostranné alternativH;: Xo 50 < ¢ nebo

proti pravostranné alrnativé Hy: Xg sc > C.



a) Utvaiime rozdily D= X; —c, i =1, ..., n. (Jsou-ligkteré rozdily nulove, pak za n bereme jetigiamenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoty| D; | uspdadame vzestugrpodie velikosti a spiteme peadi R.

c) Zavedeme statistiky
Sw =D R/, coz je sotet pdadi ges kladné hodnoty;D
D, >0
Sw =D R/, coZ je sotet pdadi ges zaporné hodnoty; D
Pritom plati, Ze sotet Sy" + Sy = n(n+1)/2.
Je-li H, pravdiva, pak E(®) = n(n+1)/4 a D(K") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = mingS, Sy’) pro oboustrannou alternativu,
=S pro levostrannou alternativu,
=\Spro pravostrannou alternativu.

e) H zamitdme na hladinvyznamnostii, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tataelé kritické hodnet



Pro n> 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky 'S
_ n(n+1)

Plati-li Ho, pak U, =2 —EBw J_Sw = & n0.1).

PES)
Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W(=c, - Usas2) O (Usarz,%),

pro levostrannou alternativu W(=oo,—u1_a>,

pro pravostrannou alternativu W(g,_,,«)

Ho zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti, kdyz u, OW.

- rozlozeni, z Bhoz dany ndhodny vyb pochazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem median

- sledovana vetina X méa aspm ordinalni charakter

(Nenkli splnén predpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, Ize ondg. znaménkovy tes



Priklad: U 12 nahod&vybranych zemi bylo zji&ho procento populace starSi 60 let:
49 6,0 69 17,6 45 12,3 5,7 5,3 9,6 1B%7 7,7.
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze mediangmacpopulace starSi 60 let je 12 proti oltranné alternati.

Reseni

Testujeme hypotézudx, so= 12 proti oboustranné alternatik;: Xo50# 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot ¢édla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,37-62,4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnotydchto rozditi uspdadame vzestugrpodle velikosti. Kladné rozdilyiffitom ozn&imecervers:

usp.| x—-12| 03 1524 37 43 5156 6 63 67 71 75

poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sv'=1+2+4+7=14,

Sy =3+5+6+8+9+10+11+12 =64,

n=12,a = 0,05, tabelovana kritick4 hodnota pro n = 12=a0,05 je 13,

testova statistika = min(S, Sy) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Fhezamitame na hladivyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze na hladiyznamnosti 0,05 se nepdida
prokazat, Ze aspov polovire zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval »&o.



Vypocet pomoci systéemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sed&aa proménnymi a 12 pipady. Do prordnné procento napiSeme zjisé hodnoty a do
promegnneé konst ulozimeislo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych rozdil, Druhy
seznam prornnych konst — OK — Wilcoxaiv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (populace_nad_60)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
procento & konst 12| 14,00000 1,961161 0,049861

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové stagisBk/' (zde ozn&ena T), hodnotu asymptotické testové statistikya -
hodnotu pro . V tomto gipac je p-hodnota 0,049861, tedy nulova hypotéza sdtaama asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05. Tento vysledek je v rozporu dedleem, ke kterému jsme dasipti presném vyp&tu. Je to zpsobeno
tim, Zeneni spl#na podminka pro vyuziti asynotické normalty stetistiky SW', tj. n> 30,



Parovy Wilcoxonav test

Neclt' (X, Y1), ..., (%, Yn) je nahodny vyér ze spojitého dvourozémeého rozlozeni.

Testujeme It Xo50- Yos0= C proti H: Xos0- Yos07 C (resp. proti jednostrannym alternativam).

Utvorime rozdily = Xi - Y;, i =1, ..., n a testujeme hypotézu o medi&y s, tj. Ho: Zo5c = € proti ky: zp5¢ # C.



Priklad: K zjiSténi cenovych rozdil mezi ugitymi dvéma druhy zboZzi bylo nahodwybrano 15 prodejen a byly zjity ceny zbozi A a ceny
zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11(9),9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,1Q%,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladin
vyznamnosti 0,05 je¢ba testovat hypotézu, Ze median cenovych rioZohil 3 K¢.

ReseniTestujeme kt zo50= 3 proti oboustranné alternatitd;: zo50# 3, kde 3 soje median rozlozeni, zhoz pochazi rozdilovy nahodny b
Z1=X1— Y, ... Z1s = X35 — Yi15.Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zboiilZ Ulohu pevedeme na jednovgtovy test.
Vypoéty uspdadame do tabulky:

¢. prodejny cena zboZi Acena zbozi Brozdil| |rozdil-median|poradi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 55
4 13 9 4 1 55
5 11 9 2 1 55
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 55
8 10 8 2 1 55
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 55
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 55
13 14 12 2 1 55
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

(Tucéné jsou vytiS€éna pdadi pro kladné hodnoty rozdil - median.)

Sv =55+55+5,5=16,5,

Sw=12+55+55+12+55+55+12+55+b6m5 =745,

n = 13,0 = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, tes&tafistika = min(®*, Sy) = min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,37, Hy zamitame
na hladig vyznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvorime novy datovy soubor sg/imi promennymi A, B, rozdil, konst a 15¢pady.Do pronénnych A, B napiSeme ce
zbozi A a B, do progmné rozdil ulozime rozdil cen A a B a do psomé konst ulozimeéislo 3.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych rozdil, 2. seznam
promennych konst — OK — Wilcoxalv parovy test.

Wilcoxon(lv parovy test (ceny zbozi)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocet T z Uroven p
Dvojice proménnych | platnych

rozdil & konst 15 16,50000 2,026684 0,042696

Testova statistika (zde ozfema jako T) nabyva hodnoty 16,5, asymptoticka testtatistika (ozrigena jako Z) nabyva

hodnoty 2,026684, odpovidajici asymptoticka p-heaie0,042696, tedy na asymptotické hlédigiznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitam



Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu)

30 ndhoda vybranych osob #io nezavisle na s@tbez gedchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného sigmdline
praw 1 minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v se#ach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 5168459 47 46 58 52 56 61 5748 62 5454946 53 58.

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze mediarozeni, z 8Bhoz dany ndhodny v¥b pochazi, je
60 sekund proti oboustranné alternaifmulova hypotéza viastrvrdi, Ze polovina osob délku jedné minuty podhaitia
druh& nadhodnoti).

Reseni:

Testujeme kt Xo50= 60 proti oboustranné alternatik;: Xq 507 60.
Obvyklym zpisobem stanovime statistiky, S= 55.
Asymptoticka testova statistika:

— n(n+1) __ 30(30+1)
U — S\N E(S\N ) S\N 55 4 — _3,65

\/E(S\T) n(n+1)(2n+1) B \/ 3036 ;.1‘(230+1)
Kriticky obor:
W= (_ 0, = ul—a/2> O <u1—a/2’°°) :(_ 0,=U 0975> O <u 0975’°°) :(_ €9, = 1'96> O <1,96, °°)'
Testova statistika se realizuje v kritickém obaedly H, zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,05. S rizikem
omylu nejvySe 5% jsme tedy prokazali, Ze pggoatiobnost nadhodnoceni jedné minuty neni stejriagekvadpodobnost
podhodnocen




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa proménnymi a 30 pipady. Do prorinné odhad napiSeme z§isé hodnoty a do
pronenné konst ulozimeislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych odhad, 2. seznam
promennych konst — OK — Wilcoxalv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
odhad & konst 30 55,00000 3,650880 0,000261

Testova statistika (zde ozfema jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka tessbatistika (ozné&ena jako Z) nabyva
hodnoty 3,65088, odpovidajici asymptoticka p-hodnpet),000261, tedy na asymptotické hlgdiiznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitan



Dvouvybérove testy(Jedna se o neparametrickou obdobu dvoéroxEho t-testu)

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test a jeho asymptoticka varianta

Necht Xy, ..., X,a Yy, ..., Yy jsou dva nezavislé ndhodné ¥pze dvou spoijitych rozlozeni, jejichz distrimi funkce se
mohou liSit pouze posunutim. Ozmae % so median prvniho rozlozeni g 3 median druhého rozlozeni. Na hladin
vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, Ze distnbéunkce &chto rozlozeni jsou shodné neboli mediany jsou séqutoti
alternati, Ze jsou rozdilné, tj.

Ho: Xo,50 - Yo,50= 0 proti H: Xo,50- Yo,50 # O.

a) VSech n + m hodnot X..., X,a Yy, ..., Yy uspdadame vzestugrpodle velikosti.
b) Zjistime sodet pdadi hodnot X ..., X,a ozngime ho T.
Souet padadi hodnot Y, ..., Y, ozn&ime T,.
c) Vypocteme statistiky Y= mn + n(n+1)/2 - T, U = mn + m(m+1)/2 - T
Ritom plati U + U, = mn.
d) Pokud min(Y,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsahysym, n a dané), pak nulovou hypotézu o
totoZznosti obou distribinich funkci zamitame na hladimyznamnosti. V takulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n



Pro velka n, m (n, m > 30) lze vyuzit asymptotickémality statistiky .

— Mmn
1

. _ 2 _
Plati-li Ho, paka - \/W =~ N(O,l), kde u = mln(Ul,Uz).
12

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W(=oo,— Upas2) O (Usqrz,%),

pro levostrannou alternativu W(=00,—u1_a>,
pro pravostrannou alternativu W(g,__ )
Ho zamitdme na asymptotické hlaglivyznamnostu, kdyz U, OWw.

- dané dva nahodné vty jsou nezavislé

- rozlozeni, z nichz dané dva ndhodnédrylpochazeji, jsou spojita

- distribuni funkce &chto rozloZzeni se mohou liSit pouze posunutim

- sledovana vetina ma aspo ordinalni charakter

(Neni-li splren predpoklad, Ze distrilitni funkce se mohou liSit pouze posunutim, |ze powggi. dvouvylErovy
Kolmogoroviv — Smirnoviv test.



Priklad:

Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Ndyiech z nich se zkouSel novytgmb hnojeni, zbylych Sest bylo a®sto starym
zpisobem. Ple byla oseta pSenici a sledoval se jeji hektakgwps. Jefeba zjistit, zda novy Z{sob hnojeni ma tyz vliv r
pramérné hektarove vynosy psSenice jako stargsgip hnojeni.

hektarové vynosyipnovem zgisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosyipstarém zpsobu: 45 54 48 44 53 50

Test prove'te na hladia vyznamnosti 0,05.

Redeni:

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujemey: X 50- Yos0= 0 proti oboustranné alternatitd;: Xo 50- Yo.50 # O.

usp. hodnoty 44 45 4849 50 51 52 53 54 55
poradi x-ovych hodnot 4 6 7 10
poradi y-ovych hodnot 1 2 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,F1+2+3+5+8+9=28

U =46+45/2-27=7,1+46+6.7/2-28=17

Kritickd hodnota prax = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoza(fh17) = 7 > 2, nelizeme na hladih
vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze nowspp hnojeni ma na hektarove vynosy psSenice stéynyako stary
Zpasob



Vypocéet pomoci systému STATISTICA:
Utvorime novy datovy soubor sed&aa proménnymi a 10 pipady. Do prordnné vynos napiSeme zgae hodnoty a do
promEnné hnojeni napiSeme 4islo 1 pro novy zfisob hnojeni a 6&islo 2 pro stary zjsob hnojeni.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdutiu nezavislych vzotk— OK — Prominné — Seznam zavislych
proménnych vynos, Nezav. (grupov.) prémma hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvyérovy Wilcoxoniv test uveden pod nazvem Manm- Whitneyiv test.

Mann-Whitneytv U test (vynos)
Dle promén. hnojeni
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sé&t pof. | Sét pof. u z Uroveri p z Uroveri p [N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménna | skup. 1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | pfesné p
Vynos 27,00000 28,00000 7,000000 1,066004 0,286423 1,066004 0,286423 4 6 0,352381

Ve vystupni tabulce jsou séty poradi Ty, T,, hodnota testové statistiky

min(U,, U,) ozna&ena U, hodnota asymptotické testové statistikydanaena Z), asymptoticka p-hodnota prgdjiesna
p-hodnota (ozn. 2*1stripsné p — ta se pouziva pro rozsahyeuylpod 30). V naSemifpadct piesna phodnota = 0,35238
tedy Hy nezamitdme na hladivyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.

BB T

L

596-75%
T win-Max
nnnnnnn

Je Zejmé, Ze vynosyipnovém zmsobu hnojeni jsou vesi® nizSi nez i starém zpsobu a také vykazuji mnohenst&i
variabilitu.



Dvouvybérovy Kolmogoroviyv - Smirnoviv test

Nech’ X,,...,X,aY,,..,Y,jsou dva nezavislé nahodné ¥ ze dvou spojitych rozlozeni, jejichz distrdmi funkce se mo-
hou liSit nejenom posunutim, ale také tvarem.

Testujeme hypotézugdistribuini funkce &chto rozlozeni jsou shodné (tj. vSech n + méuelpochazi z téhoz rozlozeni )
proti alternati¢ Hi: distribwini funkce jsou rozdilné.

Neclt F (x) je vybérova distribini funkce 1. vybru a F,(y) je vykérova distribéni funkce 2. vybru.

Testova statistik® = max |F,(x) - F,(x)| -
Ho zamitdme na hlad¥wyznamnostio, kdyZzD>D, . (a), kdeD, (o) je tabelovana kriticka hodnota.

Pro WtSi rozsahyh, mlze kritickou hodnotu aproximovat vzorc z;:m n2 .
m



Priklad: Vyrobce utitého vyrobku se ma rozhodnout mezéoha dodavateli polotovarvyrakgjicich je fiznymi technolo-
giemi. Rozhodujici je procentni obsaldité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 156 1,66 11279 1,64 1,55

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 posdite pomoci dvouvy&rovehoK-S testu, zda je opravny predpoklad, Ze abtechnologie
poskytuji stejné procent@iné latky.

Vypocet pomoci systéemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor se dwa pronénnymi a 13 pipady. Do prordinné X napiSeme zji&té hodnoty a do pro-
ménné ID napiSeme Sislo 1 pro prvni technologii a &fslo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu nezavislych vzotk— OK — Prordnné — Seznam zavislych prém
nych X, Nezav. (grupov.) prainna ID — OK — Kolmogorov-Smirndiv 2-vybérovy test.

Max zap |Maxklad |Uroverip | Primé&r | Pramér |Sm.odch. |Sm.odch. |N platn. | N platn.
Proménna | rozdil rozdil skup. 1 | skup.2 | skup.1 skup. 2 | skup. 1 | skup. 2
obsah -0,400000 0,025000 p>.10 1,564000 1,667500 0,147411 0,085147 5 8

Ve vystupni tabulce pro dvouvittovy K-S test dostaneme maximalni zaporny a maximdadny rozdil mezi hodnotami
obou vylgrovych distrib@nich funkci, dolni omezeni pro p-hodnotu (p > Opt)méry, snérodatné odchylky a rozsahy
obou vykgra. JelikoZ p-hodnotaipvysuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladielze nulovou hypotézu zamitnout.



Kruskal av - Wallisav test

William Kruskal (1919 — 2005):  Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik

Nech je dano > 3 nezavislych nahodnych Wt o rozsazich 1 ... , n. Predpokladame, Ze tyto vty pochazeji ze
spojitych rozlozeni. Oziane n = n + ... + n. Na asymptotické hladénvyznamnostin chceme testovat hypotézu, ze
vSechny tyto vybry pochazeji z téhoz zlozeni



a) VSech n hodnot $adime do rostouci posloupnosti.
b) Ur¢ime pdadi kazdé hodnoty v tomto sdruzenémadryb
c) Ozna&me Tj sowet pdadi €ch hodnot, které pgtdo j-teho vylru, j =1, ..., r (kontrola: musi platit F ... + T =
n(n+1)/2).
12 LT

>, L —3(n+1). Plati-li H,, m4 statistika Q asymptoticky rozlozegf(r-1).
n(n+1) = n,

e) Kriticky obor: W = (X% (r - 1),).
f) H,zamitneme na asymptotické hlagliryznamnostii, kdyz Q> y1., 2(r-1).

d) Testova statistika ma tvaR =



Priklad: V roce 1980 byly ziskanyitnezavislé vybry obsahujici tdaje o pmernych ranich gijmech (v tisicich dold)
¢tyf socialnich skupin vedch fiznych oblastech USA.

Jjizni oblast: 6 10 15 29

pacificka oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zgnpy v téchto oblastech se nelisi.

Resen:

Vypocty uspdadame do tabulky

Usp. hodnoty | 67|10{11|13|14|15|17|25|28|29|131
Paadi 1.vylgru|l| |3 7 11
Paradi 2.vylgru 415 8 12
Paadi 3.vylgru| |2 6 9110

T,=1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+ 12 =29,
T3=2+6+9+10=27,
r T.2 2 2 2

o 12 S g+ = 12 (228 29" 27°| _sn4_ 05,

nn+1) = n; 12[13( 4 4 4
W = <X21—a (I‘ = 1), 00) = <X20,95(2), 00) = < 599100)
Protoze Q < 5,991, $hezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi pimérnymi ra¢nimi ptijmy v uvedenychitch oblastech se neprokéazaly.




Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a) VSech n hodnot uspadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme mediangs téchto n hodnot.

c) Ozna&me R pcocet hodnot v j-tem vydru, které jsou $Si nebo rovny medianu %,
2

, i , P - , i : .
d) Testova statistika ma tvay,, =4> —-n. Plati-li H,, ma statistika  asymptoticky rozlozenf(r-1).
Rl

d) Kriticky obor: W = (xa (r ~1),0).
e) H,zamitneme na asymptotické hlaglwyznamnosti, kdyz Qs > y1 %(r-1).



Priklad:

Pro data o gmeérnych r@nich g@ijmech proved'te medianovy test. Hladinu vyznamnosti volte 0,05.
ReSeni:

Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 13

Median je pimer 6. a 7. uspiddané hodnotyx ., = 14415 145.

V prvnim vykeru existuji 2 hodnoty, které jsotgi nebo rovny 14,5, stejrtak i ve druhém aetim vylkeru,
tedyH= P,=P=2.

i r P2
Testova statistikaQ,, =4) ——-n = AB (22 +2° + 22)} -12=0

= M
Kriticky obor: W = (x%-q(r ~1),e0) = (X 0s5(2),0) = ( 5991, e0)
Protoze (y < 5,991, ky nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,0



Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, ze vSechny nahodné&mypochazeji z téhoz rozlozeni, zajima nas, kteoggice nahodnych
vybéria se liSi na zvolené hladirvyznamnosti. TestujemeyHk-ty a I-ty ndhodny vyér pochazeji 2éhoz rozlozeni, k, | = :
.., I, K# | proti H;: aspa jedna dvojice vy&ra pochazi zikznych rozlozeni.

a) Neményiho metod@eter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik’arakého pvodu)

VSechny vylry maji tyz rozsah piidéni je vyvazené).

Vyposteme | T; - Ti| .

V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dang p,).

Pokud| T, - Tk | > tabelovand kritick& hodnota, pak na hl&mznamnosti zamitdme hypotézu, ze |-ty a k-ty @b
pochéazeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani

T T
Vypodéteme —K,
yp n N,

Ve specialnich statistickych tabulkdch najdemedkiu hodnotu ky(a ). Fi vétSich rozsazich vyoi je mozno ji
nahradit kvantileny,., %(r-1).

LINSI S \/i(i +iJn(n +1h,,, (a) , pak na hladi&ivyznamnosti. zamitdme hypotézu, Ze |-ty a k-ty @b

n,_ ng 12{n, n,
pochazeji téhoz rozlozeni

Jestlize




Priklad:

Ctyti laboranti provedli analytické stanoveni procemitdu v oceli. Kazdy hodnotil & vzorka.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vSealiyiy nahodné vybry pochazeji ze stejnél
rozlozeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete,&gskteré dvojice vydra se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor o dvou prénmych a 20 fipadech. Do pro#mné nikl napiSeme z#ené hodnoty, do
pronenneé laborant napiSeme 5x1 pro 1. laboranta atoxépro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnaoé nezavislych vzortk- OK — Seznam zavislych pr@émnych nikl,
Nezav. (grupovaci) prodnna laborat — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median te&/e dvou vystupnich
tabulkach se objevi vysledky-W testu a medianovéhastu.



Kruskal-Wallisova ANOVA zaloZ. na pof.; nikl (nikl v oceli,
Nezavisla (grupovaci) proménné laborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N= 20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: [Kéd | Pocet Soucet
nikl platnych | poradi
1 1 5 29,00000
2 2 5 75,00000
3 3 5/ 27,00000
4 4 5 79,00000

Medianovy test, celk. median = 4,29500; nikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménna : laborant
Zavisl&: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv = 3 p =,0035
nikl 1 2 3 4 Celkem
<= Median: pozorov. 4,00000 1,00000 5,00000 0,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.[ 1,50000 -1,50000 2,50000 -2,50000
> Median: pozorov. 1,00000 4,00000 0,00000 5,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.| -1,50000 1,50000 -2,50000 2,50000
Celkem: ocek.| 5,00000 5,00000 5,00000 5,00000 20,00000

Oba testy zamitaji hypotézu o skadedian v danychétyiech skupinach na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonéasol porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laoti se liSi. Zvolime Vicenas. porovnani
ramérného paadi pro vS. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustrnikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménndaborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: 1 2 3 4

nikl R:5,8000| R:15,000| R:5,4000| R:15,800

1 0,083647 1,00000( 0,04515¢

2 0,083641 0,06177¢ 1,00000(

3 1,00000( 0,06177¢ 0,03266¢

4 0,04515¢ 1,00000( 0,03266<

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojigekuVidime, Ze na hladévyznamnosti 0,05 se liSi laboranti A, D a
laboranti C, D.

Grafické znazoréni vysledk

Krabicovy graf dle skupin
Proménna:nikl
4,50

4,45

4,40
4,35

4,30

4,25
4,20

4,15

nikl

4,10

O Median
G 2 2 3 2 [J 25%-75%
I Min-Max

laborant



Porovnani empirického a teoretického rozlozeni
Osnova:

- testy dobré shody pro diskrétni a spojité rozhdz# apln¢ i neuplré specifikovaném problemu

- jednoduchy test pro exponencialni a Poissonozimzeni

Motivace

MozZnost pouziti statistickych tésie podmigna réjakymi predpoklady o datech. Velmasto je to pedpoklad o typu
rozlozeni, z Bhoz ziskana data pochazeji. Mnohotigstzalozeno nairpdpokladu normality.

Opomijeni pedpoklad o typu rozlozZeni rize v praxi vést i ke zcela zavidim vysledkKim, proto je nutnéd&novat

tomuto problému p&tnou pozornost.



Testy dobré shody pro diskrétni a spoijité rozlozeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodnyry, ..., X, pochazi z rozlozeni s distritni funkcid(x).
a) Je-li distribini funkce spojita, pak data ragiome do r tidicich interval (uj ,uj+1>, j=1, ..., r. Zjistime absolutni

¢etnost nj-tého fidiciho intervalu a vyp&ieme pravépodobnost p Zze nahodna veina X s distribdni funkcid(x)
se bude realizovat v j-térfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pgkeP(y< X < Us1) = O(Uj+1) - D(U;).

b) Ma-Ili distribuni funkce nejvyse sgetre mnoho bod nespojitosti, pak mistditicich intervalh pouzijeme varianty
Xg, ] =1, ..., r. Pro variantugxzjistime absolutnéetnost na vyp@teme pravépodobnost p ze nahodna velna X
s distribini funkci®(x) se bude realizovat variantop XPlati-li nulova hypotéza, pak
p; = (D(X[j])— lim cD(X) = P(X = X[J—]).

K= 2

] o )
Testova statistikak = Zw. Plati-li nulova hypotéza, pak Ky*(r-1-p), kde p je peet odhadovanych paramétr
=1 j
daného rozlozeni. (N&appro normalni rozlozeni p = 2, protoze z dat odif@me stedni hodnotu a rozptyl.) Nulovou
hypotézu zamitdme na asymptotické hladijznamnostir, kdyZ testova statistika ¥ y?,..(r-1-p). Aproximace se
povazuje za vyhovujici, kdyz teoretick&tnosti np>5,j=1, ..., .

Upozornéni: Hodnota testove statistiky K je siizavisla na vold ttidicich interval. Navic @i nesplni podminky np>
5,j=1, ..., r jefieba rkteré intervaly resp. varianty slovat, coz vede ke ztiainformace



Priklad: Testovani shody empirického a teoretickéhoazlozeni (¥i Uplné specifikovaném problemu

Byl zjiStovan p@et poruch ufitého zd&izeni za 100 hodin provozu ve 150 disjunktnich A@&ervalech. Vysledky steni:

Patet poruch za 100 hodinprozu|0 |1 |2 | 3 | 4aVvic
Absolutnic¢etnost 52148|36|10| 4

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodngnb, ..., Xi50 pochazi z rozlozeni Po(1,2).

Reseni

Pravdpodobnost, Ze nahodnéa witia s rozlozenim Paj, kdeA = 1,2 bude nabyvat hodnot 0, 1, ..., 4 a vic je
Mo 120 o,

p, =2 e =22 612 [=0,1,2,3p, =1~ (P, +py + P, *Ps)-

i
Vypocty pottebné pro stanoveni testové statistiky K wédéme do tabulky.

NP |np (n; - np)*/ np
52/0,301150.0,301=45,151,039
480,361 150.0,361=54,11),698
36/0,217,150.0,217=32,50),366
10/0,087/150.0,087=13,08,713

4 10,034150.0,034=5,1 | 0,237

AWN|R|O|—

Podminky dobré aproximace jsou sjpip, vSechny teoretick&etnosti jsou ¥tSi nez 5.
K =1,039 + 0,698 + 0,713 + 0,237 = 3,053, r %°5¢44) = 9,488. ProtoZe 3,053 < 9,488, nulovou hypotéezamitame
na asymptotické hladénvyznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor poruchy.sta. Péama POCET obsahuje ¢get poruch, poménna CETNOST pak absolutni
cetnosti zjiS¢éného pdtu poruch.

Statistiky — Prokladani rozteni — Diskrétni roz&leni — Poissonovo — OK — Prérméa POCET - klikneme na ikonu se
zavazim — Progmna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — zéloZka Petrgra Lambda 1,2 - Vypiet.

Proménna: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,200 (poruchy.sta)

Chi-kvadréat = 3,03371, sv = 3, p = 0,38646

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % | Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované | Pozorované |Pozorované |Cetnosti | Ocekdv. | O&ekdv. | Odekav.
<= 0,00000 52 52 34,66667 34,6667 45,17914 45,1791 30,11943 30,1194
1,00000 48 100 32,00000 66,6667 54,21495 99,3941 36,14330 66,2627
2,00000 36 136 24,00000 90,6667 32,52897  131,9231 21,68598 87,9487
3,00000 10 146 6,66667 97,3333/ 13,01159  144,9347 8,67439 96,6231
< Nekonec¢no 4 150 2,66667 100,0000 5,06535  150,0000 3,37690 100,0000

V zahlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota tedto kritéria (3,03371), get stupii volnosti = 3 a p-hodnota
(0,38646). Nulova hypotéza se tedy nezamita na pteyitké hladig vyznamnosti 0,05.

Patet stupiti volnosti 3 vSak neodpovida tomu, Zze zname paramet skuténosti je péet stufia volnosti 4. Proto pro
vypocet p-hodnoty oteteme novy datovy soubor o jedné pgomé a jednomigpadu.

Do Dlouhého jména napiSeme =1-1Chi2(3,03371;4) t&wsme p-hodnotu 0,5522.

Pro vytvaeni grafu se vratime do Prolozeni diskrétnich wead — Zakladni vysledky Graf pozorovaneho aekavaneh
rozckleni

4: POCET, Rozdélen: , Lambda = 1,20000
Chi-kvadrat test = 3,03371, sv = 3, p = 0,38646
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V grafu jsou patrné uité rozdily mezi hodnotami pravpdodobnostni getnostni funkce, ale tyto rozdily nejsatilig velke



Priklad: Testovani shody empirického a teoretickéhoazlozeni g neuplné specifikovaném problému
V tabulce jsou roztdény fotbalové zapasy &ité soutze podle pétu vstelenych branek.

Paetbranek0 |1 |2 | 3| 4avi¢
Patet zapas | 19| 30[17|10| 8
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze jde cvyglPoissonova rozlozeni.

Vypocéet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor branky.sta. Peoma POCET obsahuje gt vstelenych branek, proknna CETNOST pak pget
zapa$, v nichz bylo dosazeno zj&tého pdtu branek.

Statistiky — Prokladani roztkni — Diskrétni rozgleni — Poissonovo — OK — Prérma POCET — klikneme na ikonu se
zavazim — Prosénna vah CETNOST - Stav Zapnuto — OK — \ggito

Proménna: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,500 (branky.sta)

Chi-kvadrat = 2,07051, sv = 3, p = 0,55790

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % | Oc¢ekav. | Kumulativ. | Procent | Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované | Pozorované | Pozorované |Cetnosti | Odekdv. |Odekav. | Odekav.
<= 0,00000 19 19 22,61905 22,6190 18,74294)  18,74294 22,31302 22,3130
1,00000 30 49 35,71429 58,3333 28,11440  46,8573333,46952 55,7825
2,00000 17 66 20,23810 78,5714 21,08580  67,94313 25,10214 80,8847
3,00000 10 76 11,90476 90,4762 10,54290  78,48603 12,55107 93,4358
< Nekonec¢no 8 84 9,52381 100,0000 5,51397  84,00000 6,56424 100,0000

V tomto @ipack je parametik Poissonova rozlozeni neznamy, je odhadnut ponyiéreveho piméru a odhadini 1,5.
Dale je v zahlavi vystupni tabulky uvedena hodmestoveho kritéria (Chi kvadrat = 2,07051)¢@ostupiti volnosti
r-p—1=5-1-1=3ap-hodnota (0,5578) oMalhypotéza se tedy nezamita na asymptotickéklagznamnosti 0,05.
Pro vytvdeni grafu se vratime do Prolozeni diskrétnich weahd — Zakladni vysledky — Graf pozorovanéh@ekavaneho
rozckleni.




Poznamka ktestu dobré shod: Tento test mize byt pouzit i vdch pripadech, kdy rozlozeni, Zimoz dany nahodny vyb
pochazi, neodpovid&jakemu znamému rozlozeni (fapxponencialnimu, normalnimu, Poissonovu, ..€) j@luteno
intuitivné nebo na zakladzkusenosti.

Priklad: Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostiathu a na kazdeé z nichget Zlutych a zelenych semen.
Vysledky pokusu:

¢islo rostliny 11234 5 6 7 § 9 10
pocet Zlutych semen| 2832|14|70|24|20(32|44|50|44
pocet zelenych semedl|7 |5 | 2713|6 [13/9 |14/18
celkem 3639|19(97|37|26|45|53|64|62

Z genetickych modélvyplyva, ze pravépodobnost vyskytu zlutého semene bitarbyt 0,75 a zeleného 0,25. Na
asymptotické hladivyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledkntidtovych pokus se shoduji s modelem.

Reseni
Vypocty pottebné pro stanoveni testove statistiky K dadéame do tabulky.

j (v |p |np (n, - np)7/ np
1 |25/0,75/36.0,75=27 0,148148
2 |32|0,75|39.0,75=29,250,258547

10/44]0.75(62.0.75=46.5| 0,134409

K = 0,148148 + 0,258547 + ... + 0,134409 = 1,797438510,5°049) = 16,9.
Protoze 1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezareitdgamasymptotické hladirvyznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor Mendel hrach.sta. Rioma celkem obsahuje celkovydeb semen, X obsahuje pozoroy pocet
Zlutych semen a Y vypitané teoretickéetnosti Zlutych semen (v naSettigac X*0,75).

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozoroveersus dekavané’ — OK - Pozorovanéetnosti X, Gekavan&etnost
Y - OK — Vypaiet. Dostaneme tabulku:

Pozorované vs. o¢ekavané Cetnosti (Mendel hrach.sta

Chi-Kvadr. = 1,797495 sv = 9 p =,994280

POZN.: Nestejné soucty pozor. a oCek. Eetnosti

pozorov. | ocekav. P-0O (P-O)"2

X Y /0

25,0000 27,0000 -2,00000 0,148148
32,0000 29,2500 2,75000 0,258547
14,0000, 14,2500/ -0,25000 0,004386
70,0000 72,7500 -2,75000 0,103952
24,0000 27,7500 -3,75000 0,506757
20,0000 19,5000 0,50000 0,012821
32,0000 33,7500 -1,75000 0,090741
44,0000 39,7500 4,25000 0,454403
50,0000 48,0000 2,00000 0,083333
44,0000 46,5000 -2,50000 0,134409
355,0000 358,5000 -3,50000 1,797495
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Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové statieChi-Kvadr = 1,797495), get stupma volnosti (sv =9) a
odpovidajici p-hodnotu, kterou porovname se zvaldniadinou vyznamnosti. V naSerfigac je p-hodnota 0,99428, tak
nulova hypotéza snezamita na asymptotické hladimyznamnosti 0,0!



Priklad: Pri 60 hodech kostkou jsme dosakithto vysledk: 9 x jednéka, 11 x dvojka, 10 x trojkal 3 x étyika, 11 x
pétka a 6 x Sestka. Na asymptotické hlgdmiznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze kostkajadgenni.
Redeni n = 60

i{n |p [np|(n-np)*|(n;- np)* np
1]9 [1/6]10] 1 1/10
2/11]1/6]10] 1 1/10
3/10[1/6[10] 0 0
4]13]1/6]10 9 9/10
5/11]1/6]10] 1 1/10

6|6 | 1/6]10| 16 16/10

K=2,8,r1=6,p=0x00{5) = 11,07. ProtoZe K < 11,07, Hezamitame na asymptotické hladiyznamnosti 0,05.

Vypocéet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor kostka.sta. Péoma X obsahuje pozorovanétnosti jednotlivycitisel 1, ..., 6 a progmna Y
obsahuje teoretick&tnosti (v naSemifpact 10).

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozoroweersus éekavané? — OK - Pozorovanéetnosti X, Gekavan&etnosti
Y - OK — Vypaiet. Dostaneme tabulku:

Pozorované vs. ocekavané cetnosti (kostka.sta’
Chi-Kvadr. = 2,800000 sv = 5 p =,730786
pozorov. | oéekav. P-0O (P-O)2
Pripad X Y /0
9,00000 10,00000 -1,00000 0,100000
11,00000 10,00000 1,00000 0,100000

Sct

o 0D W N

10,00000 10,00000
13,00000 10,00000
11,00000 10,00000
6,00000 10,00000

0,00000/ 0,000000
3,00000/ 0,900000
1,00000 0,100000

-4,00000 1,600000

60,00000 60,00000

0,00000 2,800000

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové stati@Chi-Kvadr = 2,8), poet stugiti volnosti (sv = 5) a odpovidajici p-
hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou aymosti. V naSemifpact je p-hodnota 0,730786, takze nulova
hypotéza se nezamita na asymptotické htadiznamnosti 0,0!



Priklad: Ze zaznarn autosalonu byl ve 100 nahadwybranych dnech zji§h paiet prodanych aut.

Patet prodanychautzaden 0 1 2 3 4vk
943 2911 &

Paiet dni

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zégigrodanych aut za denigei Poissonovym

rozlozenim.

Reseni

Parameti. Poissonova rozlozeni nezname, odhadneme ho pmytmgdveho pimeru.

m =izr:n.x : =i(0[9+1m3+2E29+3m1+4[5+5[3) =17 =\. Pravépodobnost, Ze nahodna itia X ~ Po(1,7) bude
n = J [J] 100

nabyvat hodnot;pj = 0,1,2,3,4,5 a vic, jg,

_17

N

Pi

np

(n - np)°

(n.- np)*/ np

9

0,1827

18,27

85,9329

4,7035

43

0,3106

31,06

142,5636

4,5899

29

0,264

26,4

6,76

0,2561

11

0,1496

14,96

15,6816

1,0482

AWIN|R|O[—

5

0,0636

6,36

1,8496

0,2908

5 avic

3

0,0296

2,96

0,0016

0,0005

Vidime, zZe neni s

tma podminka dobré aproximace. Slime proto varianty 4 a 5.

N

Pi

ng

(.- np)°

(n; - np)*/ np

9

0,18271

18,27

85,9329

4,7035

43

0,3106

31,06

142,5636

4,5899

29

0,264

26,4

6,76

0,2561

WIN(FO—

11

0,1496

14,96

15,6816

1,0482

4 avic

8

0,0932

9,32

1,7424

0,1869

K=10,7846,r =, p = 1,x%09(3) = 7,815. Protoze Kk 7,81%, Hy zamitdme na asymptotické hlagiyznamnosti 0,0!

e7,j=0,1,2,34,p5 =1-(po + Py +P» +P3 +Py4)




Vypocéet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor autosalon.sta. Riond POCET obsahuje ¢g&t prodanych aut, oménnd CETNOST pak pet

dnt, v nichz byl prodan zjigshy paiet aut.

Statistiky — Prokladani rozteni — Diskrétni rozgéleni — Poissonovo — OK — Prérma POCET — klikneme na ikonu se

zavazim — Prosmna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — \ggto

Proménna: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,69000 (autosalon.sta)

Chi-kvadrat = 10,73029, sv = 3 (uprav.) , p = 0,01328

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % | Oc¢ekav. |Kumulativ. | Procent | Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované | Pozorované | Pozorované | Cetnosti | Odekdv. | Odekav. | Odekav.
<= 0,00000 9 9 9,00000 9,0000 18,45196 18,4520 18,45196 18,4520
1,00000 43 52 43,00000 52,0000 31,18380 49,6358 31,18380 49,6358
2,00000 29 81 29,00000 81,0000 26,35031 75,9861 26,35031 75,9861
3,00000 11 92 11,00000 92,0000 14,84401 90,8301 14,84401 90,8301
4,00000 5 97 5,00000 97,0000 6,27159 97,1017 6,27159 97,1017
< Nekonec¢no 3 100 3,00000 100,0000 2,89834  100,0000 2,89834 100,0000

V zahlavi vystupni tabulky uvedena hodnota testouétiéria (10,73029), et stupit volnosti 3 a p-hodnota (0,01328).
Nulova hyjotéza se tedy zamita na asymptotické hkadjyiznamnosti 0,05.

Vidime, Ze nesouhlasi pet stufa volnosti, nél by byt 4. Proto p-hodnotu vypteme zvlas. Otewreme novy datovy
soubor o jedné proénné a jednomijpadu. Do Dlouhého jména napiSeme =1-1Chi2(10,7302Bostaneme p-hodnotu

0,0298.

Pro vytvaeni grafu se vratime do Prolozeni diskrétnich wehd — Zakladni vysledky Graf pozorovaného a&ekavanéh

rozckleni.

Proménné: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,69000
Chikvadrét test = 10,73029, sv = 3 (uprav.) , p = 0,01328
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V tomto @ipack jsou patrné zrmé rozdily mezi pozorovanymi a teoreticky¢etnostmi
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Jednoduchy test exponencialniho rozlozeni
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodnywy, ..., X, pochazi z exponencialniho rozlozeni. Gana M vykErovy
pramér a S vybérovy rozptyl tohoto ndhodného vithu. Vime, Ze sedni hodnota nahodné vty X ~ ExQ.) je E(X) = 1A
a rozptyl je D(X) = T

(n-1)s?

Test zaloZzime na statistide = MZ kterd se v Pipads platnosti H asymptotickyidi rozloZzenim?(n-1).

Kriticky obor: W = (0,x%a/2(n = 1)) 0 (X*1-ar2(n = 1),e0).
JestlizeK UW , Hyzamitame na asymptotické hlaglivyznamnosti.

Priklad: Byla zkoumana doba zivotnosti 45 gaatek (v hodinach). Zjistili jsme, zegonérna doba zivotnostiinila m =
99,93 h a rozptyl’s= 7328,91 h Na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany nahegibr
pochazi z exponencialniho rozlozeni.
Redeni:

(n-1)s* _ 44732891

Testova statistikak = = =32,2924
estova statistikal vE 9997

Kriticky obor:W =(0,xa/2(n~1)) 0 (X *-a/2(n — 1).00) = (0,X? 0025(44)) O (X 0s75(44),0) = (027,575) 1 (64,202,00)

Protoze se testova statistika nerealizuje v krdtnloboru, hypotézu o exponencialnim rozlozZzeni nézame na
asymptotické hladivyznamnosti 0,0!




Jednoduchy test Poissonova rozlozeni
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodnygwy, ..., X, pochazi 2oissonova rozlozeni. Ozimae M vylErovy pramer
a S vybsrovy rozptyl tohoto ndhodného Wti. Vime, Ze sedni hodnota nahodné wvstiy X ~ Pog) je E(X) =\ a rozptyl
je D(X) =A.

(n-1)s?

M
Kriticky obor: W = (0,x%as2(n = 1)) O (X *s-as2(n = 1),00).

Test zaloZime na statistide = , kterd se v ppads platnosti K asymptotickyridi rozlozenim?(n-1).

Priklad: Studujeme rozlozeni ptu pacient, ktei béhem 75 di prijdou na pohotovost. Osmihodinovou pracovni dobu
rozckilime do milhodinovych interval a v kazdém intervalu zjistime ¢t @richozich pacierit

Paiet pacieni O 1 2| 3| 4| 5 67|8|9]|10
Pozorovan&etnost 79188(282|275(196/114|45(10 7| 3|1

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze dany naheybér pochazi z Poissonova rozlozeni.
ResSeni:
Nejprve musime vypitat realizaci vybrového ptiméru a vylErového rozptylu:

:L(OU9+1E188+...+10E1): 2803

120C

&2 = 1119c [79[60— 2803)° +188L{L- 2803) +...+10{10~ 280§)2]: 2,708579
_ 2

‘= (n-1)s* _ 119972,708579_ 1158579
M 2803

Kriticky obor: W = (0,X%/2(n = 1)) 0 (X%-a/2(n - 1)) = (0110493 0 (129686 ),
Ho nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,0!



Priklad: V systému hromadné obsluhy byla sledovana dobailoyps10 zakaznik (v min). Vysledky jsou uvedeny
v tabulce rozloZzenietnosti:

Doba obsluhyPcatet zdkaznik
(0, 3] 14

(3,6] 16

(6,9] 10

(9,12] 9

(12,15] 8

(15,18] 5

(18,21] 3

(21,24] 5

Na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze dany nahegibér pochazi z exponencialniho rozlozeni.
Pouzijte:

a) test dobré shody,

b) jednoduchy test exponencialniho rozlozeni

Reseni:
Testujeme kit nahodny vybr X, ..., Xy pochazi z Ex() proti H;: non H,
Ad a) Nejprve odhadneme paramegxponencialniho rozlozenk:= * = 1 =01122

m 1znjxm:i(14E|,5+16E44,5+...+5E122,5)
n‘ 70

Pravdpodobnost, Ze nahodna \ifia s rozlozenim EXjj, kded = 0,1122 se bude realizovat v interv{a.ln,J,ujﬂ) je
P = (D(Uj+1) = (D(Uj), ] =1, ..., kdetb(x):l—e‘“.
Vypocty potrebné pro stanoveni testove statistik uspdaddame do tabulk



(Ui - j+1>

Xii]

N,

B

np

(0, 3]

1,5

14

10,2858

20,0033

(3.6]

4,5

16

0,2041

14,2871

(6.9]

7,5

10

0,1458

10,2044

(9,12]

10,5

9

0,1041

7,2884

(12,15]

13,58

0,0744

5,2056

(15,18]

16,35

0,0531

3,7181

(18,21]

19,53

0,0378

2,6556

(21,24]

22,95

0,0271

1,8967

Podminky dobré aproximace nejsou sply slowime tedy intervaly (15,18], (18,21] a (21,24].

(Uj 1uj+1> X || B np (nj - nQ)Z/ np
(0,3] |1,5| 140,285820,00331,8017
(3.6] |45 160,204114,28710,2054
(6,9] 7,51 100,1458 10,2044 0,0041
(9,12] | 10,89 |0,10417,2884 | 0,4020
(12.15]| 13,58 |0,07445,2056 | 1,5000
(15,24]] 19,513|0,11818,2704 | 2,7047

Testova statistika K = 1,8017 + ... + 2,7047 = 6,6¥786,p =1, r — p — 1 = 4% o{4) = 9,4877.
Testova statistika se nerealizuje v kritickém obwfe (9,4877 ), na asymptotické hladinyyznamnosti 0,05 nelze
zamitnout hypotézu, Ze doba obsluhyidéexponencialnim rozlozeni



Ad b) Jednoduchy test exponencialniho rozlozenajezen na statistic =w, ktera se v fipact platnosti H

asymptotickyridi rozlozenim?(n-1).

Kriticky obor: W = <O,X2a/2(n —1)> [] <X21—a/2(n —1),00).

Nejprve musime vypitat realizaci vybrového ptiméru a vylErového rozptyliu

m =%(14D,5+16D4,5+...+5E22,5) =89143

s? = é[lQEQLS— 89143° +16[{45-89143° + ...+5[@22,5—8,9143)2] = 411447

(n-1)* _ 6902111447
M? 89143

Kriticky obor: W =(0,Xar2(n=1)) 0 (X*1-a/2(n = 1).e0) = (0,X” 0025(69)) 0 (X 0575(69),00) = ( 047,9242) [1 (9385650

Ho zamitame na asymptotické hlaglivyznamnosti 0,0!

K=

=357265,



Hodnoceni kontingerénich tabulek

Osnova:

- zavedeni kontingeni tabulky
- testovani hypotézy o nezavislosti &emni sily zavislosti
- test homogenity

- analyzastyipolnich tabulek

Motivace
Pti zpracovani dat se velriasto setkame s ukolem zjistit, zda evahodné vetiny nominalniho typu jsou stochasticky ne-

zavislé. Nap. nas nize zajimat, zda ve sledované populaci je baéva tbarva vias nezavisla.
Zpravidla chceme také zjistit intenzitiéijpadné zavislosti sledovanych dvou ¥ieli K tomuto @elu byly zkonstruovany

rizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0 d@im je takovy koeficient blizsi 1, tim je zavislesezi danymi déma

v s



Kontingen¢ni tabulky
Nech’ X,Y jsou dw nominalni nahodné velny (ij. obsahova interpretace je mozna jenom acekovnosti). NeahX

nabyva variantpy, ..., %7 @ Y nabyva variantyy, ..., Y.

Ozn&me:

ny, = P(X =x LY = y[k]) ... simultanni pravépodobnost dvojice variant X yi)
n, = P(X = x[j]) ... marginalni pravépodobnost variantyx

n, = P(Y = y[k]) ... marginalni pravépodobnost variantypy

Simultanni a marginalni pragplodobnosti zapiSeme do kontingentabulky:

Y Y - Ms |7

X | Tk
X1 M1 ... Tqg [T0q1.
X[n Trp ... Tys [T,

Tk T ... @ms |1




Paidime dvourozrérny nahodny vybr (Xi, Yy), ..., (%, Yn) rozsahu n z rozlozeni, kterymiseéi dvourozndrny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). Zjighé absolutni simultangetnosti f dvojice variant (j, i) uspdadame do kontingeéni ta-
bulky:

Y Y - s |1
X | Nik
X1 N1 ... Ms | Ny
X[ N ... Ns [N
nk nl ase ns n

n. = M+ ... + 1 je marginalni absolutdetnost varianty
Nk = Mk + ... + M je marginalni absolutréetnost varianty

. , , . , .y . njk T .
Simultanni pravépodobnost, odhadneme pomoci simultanni relatigatnosti pj :T’ marginalni pravépodobnostir;

. . : , n; n
an, odhadneme pomoci marginalnich relativnietmostip; :TI ap, =_hk'



Paidime dvourozrérny nahodny vybr (Xi, Yy), ..., (%, Yn) rozsahu n z rozlozeni, kterymiseéi dvourozndrny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). Zjighé absolutni simultangetnosti f dvojice variant (j, i) uspdadame do kontingeéni ta-
bulky:

Y Y - s |1
X | Nik
X1 N1 ... Ms | Ny
X[ N ... Ns [N
nk nl ase ns n

n. = M+ ... + 1 je marginalni absolutdetnost varianty
Nk = Mk + ... + M je marginalni absolutréetnost varianty

. , , . , .y . njk T .
Simultanni pravépodobnost, odhadneme pomoci simultanni relatigatnosti pj :T’ marginalni pravépodobnostir;

. . : , n; n
am, odhadneme pomoci marginalnich relativnietmostip; =?' ap, =_hk'



Testovani hypotézy o nezavislosti

Testujeme nulovou hypotézwHX, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnedmyi proti alternati¥ H;: X, Y nejsou
stochasticky nezavislé ndhodné viely.

Kdyby nahodné valiny X, Y byly stochasticky nezavislé, pak by platilltiplikativni vztah

. Ny Ny dlk ) _mne n;,n, . ..
Oj=1...,r, Ok=1...,8: T = m T nebollT—? o . Ny = . Cislo - Senazyva dvojice

n
variant (;, Yiq)-
2
n.n
r S n

Testov4 statistikak = 21:; n,n,
J: = . .

n
Plati-li Ho, pak K se asymptotickifdi rozlozenimy?((r-1)(s-1)).
Kriticky obor: W = (x’wa((r ~1)(s-1)),e0).

Hypotézu o nezavislosti véln X, Y tedy zamitdme na asymptotické hladigznamnostix, kdyZ K> y*,((r-1)(s-1)).

Podminky dobré aproximace
n.n
jok

RozloZeni statistiky K Ize aproximovat rozlozenjf((r-1)(s-1)), pokud teoreticki&tnosti aspa v 80% gipadi na-

byvaji hodnoty ¥tSi nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pddeRi-li splrtna podminka dobré aproximace, doporu-
cuje se slaovani rekterych varian



M éreni sily zavislosti
K

n(m-1)
zavislost mezi X a YésngjSi, ¢im blize je k O, tim je tato zavislost véjsi.
Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,
mezi 0,3 az 0,7 ... &dni zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

Crameéfiv koeficient v = , kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva hodme¢zi 0 a 1Cim blize je k 1, tim je

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik



Priklad
V sociologickém pizkumu byl z uchaz& o studium na vysokych Skolachippeen nahodny vy rozsahu 360. Mimo jiné

se zji¥ovala socialni skupina, ze které uchiagechazi (vetiina X) a typ sSkoly, na kterou se hlasi (¢gla Y). Vysledky
jsou zaznamenany v kontingsr tabulce:

Socialni skuping Typ Skoly n;
univerzitni technicky ekonomicky|
I 50 30 10 90
1 30 50 20 100
1l 10 20 30 60
\Y 50 10 50 110
Nk 140 110 110 360

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavistgpti Skoly a socialni skupiny. VyptEte Crame-
rav koeficient.



Re3eni
Nejprve vyp@teme vSech 12 teoreticky¢Rtnosti

Socialni skuping Typ Skol n. | n,n, 900140 _ 3 n,n, 900110 _ - 275 n,n, 900110 _ 575
univerzitni| technicky| ekonomicky n _ 36C 5 n  36C n  36c
I 50 30 10 90 n,n, 1000140 n,n, 1000110 _ n,n, 1000110
T 30 50 20 10( Zh : /C oo 2'n "= 36c 06 2h “S 3eC o0
I 10 20 30 60
n.n 600140 n,n 600110 n,n 600110
WV, 50 10 50 110 —>21= =233 22= =183 22 = =183,
n 140 110 110 | 36p " il 4 slell " 2iell
K n,n, _ 1100140 _ n,n, _1100110 _ n,n, 1100110
= 428, = 336, = =336
n 36C n 36( n 36(

s

Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou 8pjn vSechny teoretické&etnosti gevysujic¢islo 5.
Dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

(50-35)° , (30-275)° . 4 (50-336)° _ 7684.
35 275 336
Dale stanovime kriticky obor:
= (Xa ((r = Ys=1)). ) = (X o05((4 - 1)(3-1)).0) = (x*0s5(6), ) = (126,0)

Protoze KO W, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a sociakugny zamitame na asymptotické hlagiryznamnosti 0,05.
Vypocéteme Craméiv koeficient:V = ‘/ﬁ =0,3267.
3602

Hodnota Cramérova koeficientuéskéi o tom, Ze mezi valinami X a Y existuje $edre silna zavislost.

K=




Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor éeich prongnnych (X - socialni skupina, Y — typ Skoligtnost) a 12 fipadech:

1 2 3
X Y ¢etnost
11 univerzitni 50
2|1 technicky 30
3|1 ekonomicky 10
4{11 univerzitni 30
5|1l |technicky 50
6|1l | ekonomicky 20
7|11 | univerzitni 10
8|l |technicky 20
9|1l | ekonomicky 30
10{IV univerzitni 50
11|V technicky 10
12|V  ekonomicky 50




Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — $ffeTabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme pndnnou vahietnost

- OK, Vypcet — na zalozce Moznosti zaskrtnemeekavan&etnosti. Dostaneme kontingem tabulku teoretickychiet-
nosti:

Souhrnna tab.: O&ekavané Cetnosti (typ skoly)
Cetnost oznagenych bunék > 10
Pearson(v chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y Y Radk.
univerzitni | technicky | ekonomicky | soudty
I 35,0000 27,5000 27,5000 90,0000
Il 38,8889 30,5556 30,5556( 100,0000
I 23,3333 18,3333 18,3333 60,0000
v 42,7778 33,6111 33.6111] 110,0000

VS.skup. 140,0000 110,0000 110,0000| 360,0000

VSechny teoretickéetnosti jsou ¥tSi nez 5, podminky dobré aproximace jsou@&pinV zahlavi tabulky je uvedena hod-
nota testové statistiky K = 76,8359 ¢pb stugia volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmikdif, tedy na asymptotic-
ké hladirg vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavidigsti Skoly a socialni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Crameikoeficient dostaneme také tak, Ze na na zalozwenbkti zasSkrtneme Pearson
M-V chi kvadrat a Cramérovo V, na zalozce Detarlygledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. Chi-kvadr.| sv p
Pearsontyv chi-kv. 76,83589| df=6/ p=,00000
M-V chi-kvadr. 84,53528 df=6 p=,00000
Fi ,4619881

Kontingenéni koeficient ,4193947

Cramér. V ,3266749




Test homogenity v tabulce typu 2 x s
Mame kontingedni tabulku, v niz vetina X ma jen d¥ varianty a veltina Y s variant:

Y (Y - Vs |
X | Tk
X[1] M1 ... Tqg [T,
X[2] M1 ... Tps T
Tk T, ... T |1

Paidime dvourozrérny nahodny vybr (Xi, Y1), ..., (%, Yn) rozsahu n z rozlozeni, kterymiseéi dvourozndrny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). Zjighé absolutni simultangetnosti i dvojice variant (j, yig) uspdadame do kontingéni
tabulky:

Y (Yig - Vs [N
X | ik
X[1] N1 ... Ths [N,
X[2] N1 ... Ths [No
Tk N ... Ng [N

Na asymptotické hladéwvyznamnostu testujeme hypotézugHnx =k, K =1, 2, ..., s proti alternativH;: aspa jedna
dvojice pravdpodobnosti se liSi.

Na problém Ize pohlizet tak, Ze mame s nezavighattodnych vybri z alternativnich rozlozenifigemz prvni ma rozsah
Ny = My + rpy @ pochazi z rozlozeni A(), ..., s-ty ma rozsahsg s + s a pochazi z rozlozeni A(). Testujeme
hypotézu H: 9, =... =9, proti alternati¢ H;: non H.



V kapitole o hodnoceni nahodnych ¥ z alternativnich rozloZzeni jsme pouZili testovtatistiku:

_; : _ 2: 2(a_ o ;
Q-M*(l_M*);nj(Mj M*) x*(s-1), kdyz H plati.

Kriticky obor: W = (x*1-a (s~ 1),0)

2.nM;

H, tedy zamitame na asymptotické hladiyznamnostix, kdy? Qow . Fitom M, == - je vazeny pimer

vybérovych pamera.

2
Lo_mn,
2 s K n

Nyni pouZzijeme testovou statistil K = ;; nn, , Stejré jako u testu nezavislosti. Lze dokazat, FevpSe
J: = . .

n

uvedeném ozréani jsou statistiky Q a K totozné. Tedy test honmilydze proveést stefhjako test nezavislosti.

Tato statistika se vifpads platnosti nulové hypotézy asymptotickyi rozlozenimy?(s-1). Kriticky obor:w :<x21_a (s-1),00).
Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hkadyznamnosti, kdyz KOW.




Priklad: 104 nahod&vybranych matek bylo dotazano, zda jejich kojethestava dudlik. Zji&oval se téz nejvyssi stupe
dosazeného vzthni matky.

Vzdélani matky| Patet matek Paset déti s dudlikem
ZS 39 27
SS 47 34
VS 18 15

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pouzivadliklu nezavisi na vatini matky.
(Jedna se offklad 8.6.2. ze skript Zakladni statistické metadge je uvedeno, Ze testova statistika Q se rgallrdnotou
1,267, kriticky obor jew = (5992 »), tedy nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotit@din® vyznamnosti 0,05.)

Redeni:Data zapiSeme do kontinger tabulky 2 x 3.

Matka ZS| Matka S§ Matka VS| n;
Dudlik ano| 27 34 15 76
Dudlik ne | 12 13 3 28
Ny 39 47 18 104
Owetime splrni podminek dobré aproximace:
n,n, 7639 _ n,n, 76047 _ n,n, 7608 n,n, 28039 _ n,n, 2847 _ n,n, 28018 _
N 104 AT T TS T T T TR T T Ty TR T T T T T

Podminky dobré aproximace jsou sjig, pouze v 1 fpac ze 6 je teoretickdetnost mensi nez 5.
Dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

27-285)°  (34-1265)° , |, (3-1315°
285 1265 1

Kritick)'/ obor:w = <X21—a (S— 1), 00) = <X20,95(2), 00) = < 5992 00)

Na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05 se tedy neprokazalo, Ze pouzihdaiiku zavisi na vadani matky

K =( =1,2686




Ctyipolni tabulky
Nech' r = s = 2. Pak how@me o a pouzivame ozgani: n;=a,N.=b, 1 =cC, py=d.

X Y n;.
Yi | Yzl
Xl a b | ath
X1l C d | c+d
n,|a+c/b+d] n

Test nezavislosti veétypolni tabulce
Testovou statistiku prétyipolni kontingerini tabulku Ize zjednodusit do tvaru:

_ n(ad- bc)?
K= :

(a+b)c+d)a+c)b+d)

Plati-li hypotéza o nezAvislosti vt X, Y, pak K se asymptoticksidi rozlozenime?(1).
Kriticky obor: W = (x-q (1), )
Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hkadiyrznamnosti, kdyz KOW.
PovSimrte si, Ze za platnosti hypotézy o nezavislosti éxat.




Procétyipolni tabulku navrhl R. A. Fishekgsny (exaktni) test nezavislosti znamy jake

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962): Britskytistitk a genetik.

(Fishehv presny test je popsan rfiap knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Prab@98. Princip spiva v tom, ze
pomoci kombinatorickych Gvah se vyii@aji pravépodobnosti toho, zefpdanych marginalnicbetnostech dostaneme
tabulky, které se od nulové hypotézy odchyluji d@sjad, jako dana tabulka.)

STATISTICA poskytuje p-hodnotu pro Fislierpiesny test. Jestlize vyjdepu, pak hypotézu o nezavislosti
zamitame na hladéwvyznemnostio.



Priklad: V nahodnem vyéru 50 obéznichdi ve wku 6 — 14 let byla zji®vana obezita rodi. Veli¢cina X — obezita mat-
ky, velicina Y — obezita otce. Vysledkyjmkumu jsou uvedeny v kontingém tabulce:

X Y n;.
anoj ne
anol 15| 9 |24
ne| 7 |19 26
Nk | 22 [ 28|50

Pomoci Fisherova exaktniho testwidg, zda Ize na hladinvyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nezavistagtiodnych
velicin X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvoiime datovy soubor dgdch promtnnych X, Y (varianty O — neobézni, 1 — obéznfetmost &tyiech gipadech:

1 2 3

X Y cetnost
1|obézni | obézni 15
2|obézni  neobézni 9
3[neobézni obézni 7
4|neobézni | neobézni 19

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — $feTabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme pnénnou vahietnost
— OK, Vypcet — na zalozce Moznosti zaskrtneme Fisher exXééates, McNemar (2x2). Dostaneme vystupni tabulku:

Statist. : X(2) x Y(2) (obezita rodicu)

Statist. Chi-kvadr. | sv p

Pearsontv chi-kv. 6,410777 df=1 p=,01134
M-V chi-kvadr. 6,548348 df=1 p=,01050
Yateslv chi-kv. 5,048207 df=1 p=,02465
Fisherliv presny, 1-str. p=,01188
2-stranny p=,02163
McNemaruv chi-kv. (A/D) ,2647059 df=1 p=,60691
(B/C) ,0625000 df=1 p=,80259

Vidime, ze p-hodnota pro Fislierexaktni oboustranny test je 0,02163, tedy naidad/znamnosti 0,05 zamitame
hypotézu, Ze obezita matky a otce spolu nesol



Test homogenity vettyFpolni tabulce

Na asymptotické hladénvyznamnosti testujeme hypotézug: myx = ok, K = 1, 2 proti alternativH;: aspa jedna dvojice
pravcEpodobnosti se liSi. Na problém Ize pohlizet taknZzene dva nezavislé vitty z alternativnich rozlozeni, prvni ma
rozsah n= a+c a pochazi z rozlozeni &), druhy ma rozsah,r= b+d a pochazi z rozlozeni #\). Testujeme hypotézugH
8, -9, = 0 proti oboustranné alternativ

V kapitole o hodnoceni nahodnych ¥y z alternativnich rozlozeni jsme pouzili testoveatistiku

M,-M
Ty = - i 1) ktera se za platnosti nulové hypotézy asymptgtiak rozlozenim N(0,1). (Mje vazeny pi-
\/M*(l—M*)(+]
nl n2
meér vybérovych pameri.)
L o n(ad- bc)? - o - )
Nyni pouZijeme testovou statistilK = @+ b)c+dfa+Jo+d)’ stejré jako u testu nezavislosti. Tato statistika sgipac

platnosti nulové hypotézy asymptotickdi rozlozenimy?(1). Kriticky obor: w = (X’ (1),0). Nulovou hypotézu zamitame
na asymptotické hladénvyznamnostu, kdyz KOW.



Priklad: Oc¢kovani proti chipce se ztastnilo 460 dosflych, z nichz 240 dostalatkovaci latku proti chipce a 220 dostalo
placebo. Na konci experimentu onem&onl00 lidi clfipkou. 20 z nich bylo zakované skupiny a 80 z kontrolni skupiny.
Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,01 testujte hypotézu, Zze vyskyipily v ockované a kontrolni skupdrje shodny.

Resent:

Udaje usptadame da@tyipolni kontingesini tabulky, kde roli vetiiny X hraje onemoa#ni chipkou a roli velginy Y exis-

tence gkovani.

X Y existence skovani| n;
onemockni chfipkou| ano ne

ano 20 80 100

ne 220 140 360

Ny 240 220 460

Vypocteme sloupcoy podmirgné relativnicetnosti:

X Y existence &kovani
onemockni chfipkoul ano ne
ano 8,3% 36,4%
ne 91,7% 63,6%

Vidime, Ze v ¢kované skupi&ionemocslo chéipkou 8,3% lidi, v kontrolni skupinvsak 36,4%. Zjistime, zda takto velky

rozdil je zgisoben pouze nadnymi vlivy.



Owerime splrni podminek dobré aproximace, tedy nejprve vygme teoretickéetnosti:

X Y existence skovani| n;
onemockni chfipkou| ano ne
ano 20 80 100
ne 220 140 | 360
N 240 220 | 460
n,n, _1000240 _ 5217 n,n, _1000220 _ 4783
n 460 n 460
NyN, _ 360240, o/ oo NoN, _ 3600220, -
n 46C

VSechny teoretickéetnosti jsou ¥tSi nez 5, podminky dobré aproximace jsou&pn
Realizace testové statistiky:

_ n(ad-bc)® _ 460(200140-80[220)°
(a+b)(c+d)a+c)b+d) 2402200100860
Kl’itiCky obor: W = <X21—a (1), 00) = <)(20,99(1), 00) = < 6635 °°) .

Protoze KIW, Hy zamitame na asymptotické hlaglvyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvySe 0,01ggedy prokazali,
Ze vyskyt chipky v ockované a kontrolni skupérse liSi

= 5301.



Nyni provedeme vyp@t pomoci statistiijo = \/ , ktera se v ppact platnosti nulové hypotézy
M. (1-M )( j

n, N,

asymptotickytidi rozlozenim N(O,1).

Pfitom ockovanych bylo 240, z nich onematm 20, nedkovanych bylo 220, z nich onemaim 80.
sem i _ - _20 ~_80 _20+80_5

V nasem pipack tedy n = 240, n = 220, m, = o2’ ™2 =20 ™ =T ger " o3

Owereni podminek 8, (1-9,) > 9 a9, (1-9,) > 9: Parametry, a 9, nezname, nahradime je odhadyanm, tedy
20.(1-20/240) = 18,333 > 9, 80.(1-80/220) = 50,8(®
Realizace testového kritéria:

- 20 _ 80
ml m 2 240 220

to:\/m*(l—m*)(nlfnlz)_\/S(l 5)(1+ L)

=-7,2807.

?3 _Z,) 240 ' 220
Kriticky obor je W = (~ e, =y, 1,) 0 (Uyq/5,%) = (- 0, = Usgges) 0 (U gg0,0) = (~ 0, ~ 25758 [1(2,5758) . ProtoZe testové Kritérium
pafi do kritického oboru, Fizamitame na asymptotické hlagliwznamnosti 0,05.



Podil Sanci vettyrpolni kontingenéni tabulce

Ve ¢tyipolnich tabulkach pouzivame charakteristm® :%, ktera se nazyva vylovy (odds ratio). PovaZuje-
me ho za odhad neznameho teoretického podilu éam”;l[“—l:éz Muzeme si pedstavit, Zze pokus se provadi za dvojich
21712

raznych okolnosti a fiZe skowit bud’ Usgchem nebo neugphem.

Vysledek pokuspokolnostin;

I Il
aspEch a |b |ath
neusgch c |d | c+g
Nk a+c|b+d|n

Pomer poctu Usggchia k poitu nedspcha (tzv. Sance) za 1. okolnostl’]ge. za druhych okolnosti j%. Podil Sanci je tedy

_ad

OR=—.
bc

Jsou-li veltiny X, Y nezavisle, pakry, =m m,, tudiZ teoreticky podil Sanop =1. Zavislost vekin X,Y bude tim sil&jsi,
¢im vice seopbude liSit od 1. AvSakp[(0,«), tedy hodnotyop jsou kolem 1 rozmishy nesymetricky. Z tohotoigodu
rackji pouzivame logaritmus teoretickébiovybérového podilu Sanci.



Testovani nezavislosti vétyipolnich tabulkach pomoci podilu Sanci
Na asymptotické hladénvyznamnosta testujeme hypotézugHXx,Y jsou stochasticky nezavislé nahodnéadneyi (tj.
Inop =0) proti alternati¥ H;: X,Y nejsou stochasticky nezavislé nahodnécimgfi(tj. Inop # 0).

InOR

Testova statistika, = se asymptotickyidi rozloZenimN(03), kdyZ nulova hypotéza plati.

Kriticky obor: W = (-0, =ty ,) O (Uyq 5,%).

Nulovou hypotézu tedy zamitame asymtotické hladi&vyznamnostia, kdyZ se testova statistika realizuje v kritickém
oboru W.

Testovani nezavislosti Ize proveést téZ pomoci 16)% asymptotického intervalu spolafosti pro logaritmus podilu San
op, ktery je dan vzorcem:

(d,h) = InOR—Jl+£+E+1u1_u,2,anR+‘/1+£+£+1u1_(,,2
a b c d a b c d

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 0, pgbotézu o nezavislosti zamitneme na asymptotickéid vyznamnostia .



Priklad (testovani nezavislosti pomoci podilu Sancigomaoci statistiky K):
U 135 uchaz&i o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojerkyja zapisobili na komisi u Gstniigimaci zkousky. Na
asymptotické hladivyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zgepi na fakultu nezavisi na dojmu @jpmaci zkousky.

prijeti dojem n;
dobry| Spatny
ano| 17 11 | 28
ne 39 58 | 97
ng | 56 69 | 125

Reseni
or=2¢ =L[5§ = 2298 . Podil Sanci narfika, Ze uchazg ktery zagsobil na komisi dobrym dojmem, ma asi 2,33V
Sanci na pijeti nez uchaze ktery zajisobil Spatnym dojmem.

Provedeme dalSi pomocné v¥po

In OR = 0,832,
1 1 1 1 1 1 1 1

—+—+—+—=—+—+—+—=0439,u,,,. = 196
\/a b ¢ d V17 11 39 58 ogrs = 19

Dosadime do vzotfcpro meze asymptotického intervalu spolehlivoshi podil Sanci:
nd=InoR- [ 1+1+1 +1u1_(,,2 = 0832- 0439196=-0028Inh=InOR+ ‘/1 +1,1 +1u1_(,,2 = 0832+ 04390196 = 1692
a b c d a b c d
ProtoZe interval (-0,028; 1,692) obsahtigo 0, na asymptotické hladinyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o neza-
vislosti dojmu u pijimaci zkousky a fijeti na fakultu.



prijeti dojem n;
dobry| Spatny|
ano| 17 11 | 28
ne 39 58 | 97
ne | 56 69 | 125

Owverime splrni podminek dobré aproximace:

n,n, 2856 _ n,n, 28069
= = 12544, = = 15456,
n 12t » n 12¢ X
n,n, 97056 _ n,n, 97069 _
= = 43456, = = 5344
n 12k& ¥ n 12k& P

Podminky dobré aproximace jsou sjui.
Dosadime do zjednoduSeného vzorce pro testovastitatk:

. nad- bc)? _ 125[{1758-1189)°

(a+b)c+d)(a+c)(b+d) 28975669
Kriticky obor: W = (x?oss (1), ) = ( 38410).
ProtozZe testova statistika se nerealizuje k kdtimloboru, nulovou hypotézu nezamitame na asympéotiladirg vyznam-
nosti 0,05.

=36953

=01719

Vypoiteme jedt Cramétiv koeficient: v = \/ S \/ degee

nm-1) \1252-1)
Vidime, ze mezi dojmem uigmaci zkousky a fijetim na fakultu je pouze slaba zavislost.



Poznamka k jednostrannym alternativam:
Nulova hypotéza tvrdi, Ze podil Sanci je roven. Ho: op = 1.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance néchsgpySSi nez za druhych okolnosti, pak proti nulloygotéze postavi-
me pravostrannou alternativu

Hi:op > 1.

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hkadirznamnosti. ve piospch pravostranné alternativy, kdyz 10@(26
empiricky asymptoticky levostranny interval spolebsti pro In @ neobsahujéislo 0.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance n&cispizSi nez za druhych okolnosti, pak proti nulbypotéze postavi-
me levostrannou alternativu

Hi: Op < 1.

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hkadirznamnosti ve piospich levostranné alternativy, kdyz 100¢)%
empiricky asymptoticky pravostranny interval spdilassti pro In @ neobsahujéislo 0.

Pokud jsou Sance na @sh stejné za prvnich i druhych okolnosti, pak pnotové hypotéze postavime oboustrannou alter-
nativu

Hi: Op + 1.

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hkadirznamnosti. ve piospgch oboustranné alternativy, kdyz 10@(R6
empiricky asymptoticky oboustranny interval spoiebdti pro In @ neobsahujéislo 0.



Priklad: U 24 zak 6. tidy zakladni Skoly bylo zji®vano, zda jsou Ugpni v matematice (tj. maji na poslednim wde-
ni znamku 1 nebo 2 z matematiky) a zda hrajidaky hudebni nastroj. Z 10 G8mych matematik6 hralo na gjaky hu-
debni nastroj, kdezto ve skupinetusgsnych matematikhral pouze 1 zak na hudebni nastroj. Na asymptotiadirg
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zedabpv matematice a hra na hudebni nastroj jsou mseaxeliny. Proti nulové
hypotéze postavte
a) oboustrannou alternativu, tj. tvrzeni, &slp v matematice a hra na hudebni nastroj spoluisiouv
b) pravostrannou alternativu, tj. tvrzeni, Ze Sancaspch v matematice jsou vysSi pro zaky rkteaji na gjaky hu-
debni nastroj,
c) levostrannou alternativu, tj. tvrzeni, ze Sancé@sgich v matematice jsou nizsi pro zaky,rkteraji na gjaky hudeb-
ni nastroj.

Reseni:
Mame kontinge&ni tabulku

uspech v M| hra na hudebni nastiay;
ano ne
ano 6 4 10
ne 1 13 14
Nk 7 17 |24
Vypocteme podil Sancior =%: :64[—;3 =3—29 =195. Podil Sanci nartika, ze zak, ktery hraje n&jaky hudebni nastroj, ma

¥ w7

19,5 x \&tSi Sanci na Usigh v matematice nez zak, ktery nehraje na zadnghmicastro;.



Ad a)

Pro testovani nulové hypotézy proti oboustranre¥ditié sestrojime oboustranny interval spolehlivosti:

Dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pre Zjistime pomoci STATISTIKY. Vytviime datovy soubor o dvou prém
nych DM a HM a jednomijpadu. Do Dlouhého jménaoménnéDM napiSeme vzoregero dolni mez:
=log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;D;1

a analogicky do Do Dlouhého jmépeonmennéHM napiSeme vzorec pro horni mez:
=log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;p;1

1 2
DM HM
1| 0,575093 5,365736

Vidime, Ze 0,575093 < Inpo< 5,365736 s pravpodobnosti aspn0,95. Protoze tento interval neobsahuje 0, nuldwqo-
tézu zamitame na asymptotické hl&dmiznamnosti 0,05 ve pro&gh oboustranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse
5% se tedy prokazalo, ze ésp v matematice souvisi s hrou na hudebni nastroj.



Ad b)

Pro testovani nulové hypotézy proti pravostranteftive sestrojime levostranny interval spolehlivosti:
Do Dlouhého jménaromennéDM napiSeme vzoregro dolni mez:
=log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1)

1
DM
1] 0,960198

Protoze interval (0,960198; «) neobsahuje 0, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické héadjmnamnosti 0,05 ve
prosg@ch pravostranné alternativy. S rizikem omylu nep/$%6 se tedy prokazalo, Ze zaciikteaji na gjaky hudebni
nastroj, maji vyssi Sance na ésip v matematice.

Ad c)

Pro testovani nulové hypotézy proti levostrannéraditi sestrojime pravostranny interval spolehlivosti:
Do Dlouhého jménaroménnéHM napiSeme vzoreggro dolni mez:
=log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1)

1
HM
1] 4,980631

Protoze interval ¢e; 4,980631) obsahuje 0, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické irdaggznamnosti 0,05 ve

aspch v matematice.



Jednoducha korel&ni analyza

Osnova:

- Spearmaiiv koeficient pdadové korelace

- testovani ptadoveé nezavislosti

- Pearsotiv koeficient korelace a vyovy koeficient korelace
- testovani nezavislosti

- porovnani koeficientu korelace s danou konstantou

- porovnani dvou koeficietitkorelace



Motivace
Uvazme nahodné vélny X, Y, které jsou aspoordinalniho typu. Tyto ndhodné ety mohou mit éizny vztah:

- 1jedna ndhodné veélna je spjata s druhou nahodnou &elbu funkéni zavislosti vy-
jadienou pedpisem Y = g(X), nap X — polongr nahodr vybrané séerio¥ vyrakené kulicky do kulickovych lozsek, Y =
gn)@ - objem této kuliky. Kazde realizaci nahodné ety X (vyswtlujici proménnd) je pirazena pra¥jedna realiza-

ce nahodné valiny Y (vyswtlovana prorinna).

funk éni zavislost

N
o
I
*

vysv étlovana
prom énna
[
o
*

vysv étlujici prom énna




ijedna nahodna velna ovliviiuje v izné mie druhou ndhodnou veéinu, nag. X — wk pracov-
nika v letech, Y — p@et dni absence za rok. Kazdé realizaci nAhodné€ingliX muze byt fitazeno vice realizaci na-
hodné veliiny Y. Zavislost niZze byt jednostrannd i oboustranna.

stochasticka zavislost

20 4
- M ¢
© C
35 . .
o £10 - i
> 2
2 a5
< IS

*
0 * T
0 2 4 6 8 10

vysv étlujici prom énna




»xidahodné vetiny se navzajem neoviiviji, nag. hazimel naraz déma kostkami a oziame X
— paiet ok padlych na jedné kostce, Y <€pbok padlych na druhé kostce, pak nahodné€iagliX, Y jsou stochasticky
nezavisle.

nezavislost

=
o

vysv étlovana
proménna
4

o v o wm

vysv étlujici prom énna

X a 'Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz platfx,y)OR? : &(x,y) = ®,(x)®,(y)
X a'Y jsou nekorelované, kdyz plati C(X, Y) = Q (jezi X a Y neni zadny linearni vztah).
Ze stochastické nezavislosti vyplyva nekorelovarmatak nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezavis



Korelaéni analyza:

» zkouma, zda existuje zavislost mezeéha nahodnymi vetinami X, Y, které jsou hdi ordinalniho nebo intervalového
¢i pomegroveho typu. — nelze se spokojit s formalnim matematickym pampizavislosti, zavislost musi byt
logicky zdivodnitelna!

» pomoci Pearsonova Spearmanova koeficientu korelacéiimésnost této zavislosti

» pro ndhodné valiny intervalového a po#nového typu je zaloZzena naégolpokladu, ze dvourozimy nahodny vektor
X . ; o 5 ; 2
( ) setidi dvouroznérnym normalnim rozlozenim (”1} O PO kde
Y Hz2)\pPO0, O,

M1 = E(X), M2 = E(Y), G12 = D(X)1 G22 = D(Y)’ p= R(X’Y)
e pri vyrazrgjSim poruseni fedpokladu dvourozénné normality doportuje pouziti metod, které jsoudgny pro nahodn

veliciny ordinalniho typu



koeficient paradove korelace

.l Y
Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky lpslpg a statistik, zakladatel faktorové analyzy

Neclt X,Y jsou nahodné valiny ordinalniho typu (tj. obsahova interpretacen@zna enom u relace rovnosti a relace
uspgadani).

Paidime dvourozrérny ndhodny vyt (X, Y1), ..., (%, Yn) Z rozlozeni, jimz s&di nahodny vektor (X, Y). Oziane R
poradi ndhodné valiny X; a Q poradi ndhodné veliny Y, i=1, ..., n.

n

. 6 2
erg =1- R, —-Q;) .
S m;( i QI)
Tento koeficient nabyva hodnot mezi —1 aCim je blizsi 1, tim je sil3i piiméa pdadova zavislost mexielicinami X a Y
X

¢im je blizSi —1, tim je sikSi negfima pdadova zavislost mezi vélnami X a Y. Teoreticka hodnota Spearmanova
koeficientL se zndi ps.



Vlastnosti Spearmanova koeficientu ptadové korelace
Pro Spearmaitv koeficient pdadové korelace platil<r, <1. Cim je blizSi 1, tim je silgSi pfima pdadova zavislost mezi

velicinami X a Y,¢im je blizS§i —1, tim je sikSi negima pdadova zavislost mezi vélnami X a Y.

Je-lir, =1 resp.ry = -1, pak realizacéx,,y, )i =1...,n daného ndhodného W lezi na gjaké rostouci resp. klesajici funk-
Cl.

Hodnoty g se nezrani, kdyz provedeme vzestupnou transformdeigalnich dat.
Hodnoty g se vynasobi -1, kdyZ provedeme sestupnou tranafanpivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentnidi odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbateln&gdova zavislost,

mezi 0,1 az 0,3 ... slaba famlova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... &dni pdgadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna padova zavislost.

Spearmaiiv koeficient pdadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordinalni charakter

- nelze pedpokladat, Ze vztah mezi wehiami X, Y je linearni

- ndhodny vybBr nepochazi dvourozmérného normalniho rozloze



Testovani nezavislosti ordinalnich vedin

Na hladirg vyznamnosti: testujeme hypotézu o: X, Y jsou pdadow nezavislé nahodné veiy proti
- oboustranné alternatiH: X, Y jsou pdadow zavislé ndhodné velny

- levostranné alternativH;: mezi X a Y existuje négfma pdadova zavislost

- pravostranné alternativH;: mezi X a Y existuje fima pdadova zavislost).

Jako testova statistika slouzi Spearavakoeficient pégadové korelacesr

Nulovou hypotézu zamitame na hlaglityznamnostix ve prosgch

- oboustranné alternativy, kd){irs| > s 1.4/2(N)

- levostranné alternativy, kdyz K - rs 14(n)

- pravostranné alternativy, kdyZ rs 1,(n),

kde K 1,(n) je kriticka hodnota, kterou pro= 0,05 nebo 0,01 a+130 najdeme v tabulkach.



Asymptoticke varianty testu

rsvn
A1- r
rozlozenim t(n-2).

Kriticky obor pro oboustrannou alternativMy = (—00, - tl—q/z(n - 2)> O <t1—a/2(n . 2)’°°)

Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W= (_°°’_t1—a (n_2)>

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

W= <t1—a (n - 2)’ °°)-

Hypotézu o ptadoveé nezavislosti ndhodnych v&li X, Y zamitame na asymptotické hlagivyznamnostii, kdyz ¢ LI W.
Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testugumnvé nezavislosti bez ohledu na rozsah ndhodného

Pro n > 20 Ize pouzit testovou statistiku= -2 , ktera se v fipact platnosti nulové hypotézy asymptotickyi

vybéru.
Pro n > 30 Ize pouzit testovou statistikw/n —1 Plati-li Hy, pak r;-+/n =1 = N(O, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitame na

asymptotické hladihvyznamnosti ve prosgch
oboustranné alternativy, kdyz/n—10(-c,-u, ar2) O{Upq5,)

levostranné alternativy, kdyzvn-10 (— 0, ~ Uy o),
pravostranné alternativy, kdyz/n-10(u,_,, )



Priklad na testovani pa&adové nezavislosti (jsou znama pgadi):
Dva léekdi hodnotili stav sedmi pacieinpo témz chirurgickém zakroku. Postupovali taknégyssi peadi dostal ne§zsi

pripad.

Cislo pacienta 12|3|4|5|6|7
Hodnoceni 1. |ék&|4|1(6|5|3|2|7
Hodnoceni 2. |ék&a|4|2|5|6|1|3|7

Vypoctéte Spearmalv koeficient a na hladinvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze hodnockenil éekat jsou pdadow
nezavisla.

Reseni

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujemeyHX, Y jsou pdadow nezavislé nahodné veiny proti oboustranné alternadi;:
X, Y jsou pdadow zavislé nahodné velny. V tomto gikladé ptimo zname piadi R (tj. hodnoceni 1. Iéka) a pdadi Q
(tj. hodnoceni 2. |eka). Vypaiteme

fs :1—ﬂ%)[(4-4)2 +(L- 2% +(6-5) +(5-6)7 + (3-1) + (2-3) + (7-7)?|= osT.
Kriticka hodnota: & ¢75(7) = 0,745. Protoze 0,8570,745, nulovou hypotézu zamitame na hladyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvorime datovy soubor o dvou prémmych X (hodnoceni 1. lek&), Y (hodnoceni 2. I1éka) a sedmi fipadech. Do
pronennych X a Y zapiSeme zj&ta hodnoceni.

1 2

X Y
1 4 4
2 1 2
3 6 5
4 5 6
5 3 1
6 2 3
7 7 7

Statistiky — Neparametrické statistiky — Korelac®k — vybereme Vytviit detailni report - Progmné X, Y — OK —
Spearmaiiv koef. R. Dostaneme tabulku

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany parové

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000
Pocet | Spearman t(N-2) | Uroven p
Dvojice proménnych | plat. R

X &Y 7/ 0,857143 3,721042 0,013697

Spearmaiiv koeficient pdadoveé korelace nabyva hodnoty 0,857, testova tiatise realizuje ddnotou 3,721, odpovidaj
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hkagiyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu éaplové nezavislosti hodnoceni
dvou lékdn ve prospch oboustranné alternati



Priklad na testovani pa&adové nezavislosti (pBadi musime stanovit):

Jsou dany realizace ndhodnéhodryte dvourozmirného rozlozeni, kterym s@&li ndhodny vektor (X,Y): (2,5 13,4), (3,4
15,2), (1,3 11,8), (5,8 13,1), (3,6 14,5). Nadnt vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze nahodnéingljsou pdadow
nezavislé proti oboustranné alternativ

Resen:
Xi 25134|13| 58 3,6
Yi 13,4/15,2/11,8/13,1|14,5
R; 2 3 1 5 4
Qi 3 ) 1 2 4
R-Q1 [4 |0 |9 |O
Testova statistikarg :1—%?—_1)2@2i -Q) :1—5%2414: 03
i=1

Kritickd hodnota: pro n = 5@= 0,05 je kritickd hodnota 0,9. ProtoZe testoafistika se realizuje hodnotou 0,3, hypotézu
0 paadoveé nezavislosti vein X a Y nezamitame na hladinyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Postupujeme Uptnstejre jako v gedeslém fipack. Vystupni tabulka ma tvar:

Spearmanovy korelace (poradova korelace.sta)
ChD vynechéany parové
Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000

Pocet | Spearman t(N-2) |Uroven p
Dvojice proménnych | plat. R
X &Y 5  0,300000 0,544705 0,623838

Spearmaiiv koeficient pdgadove korelace nabyva hodnoty 0,3, testova statise realizuje hodnotou 0,5447, odpovidajici
p-hodnota je 0,6238, tedy na asymptotické hkasirenamnosti 0,05 nezamitame hypotézu iagoveé nezavislosti vein
X, Y.



Pearsoniv koeficient korelace

Karl Pearson (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo

X-E(X) Y-E(Y))_  C(XY)
E E pro/D(X)~/D(Y) >0
R(X,Y)= { JD(X) DY) | /D(X)D(Y)

0 jinak
se nazyva Pearsiw koeficient korelace.
(Pro vypa@et Pearsonova koeficentu korelace musime znat simmildistribdni funkci®(x,y) v obecném fipadt resp.
simultanni hustotu pra¥godobnostip(x,y) ve spojitém fipack resp. simultanni pra¥godobnostni funkat(X,y)
v diskrétnim pipack.)




Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a, Y)=R(X,a)=R(a, &) =0

b) R(a, + b X, & + bY) = sgn(hb,) R(X, Y) = {

c) R(X, X) =1 pro D(X)#£ 0, R(X, X) =0 jinak

d) R(X, Y) =R(Y, X)

e) |R(X,Y) <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZz meilimami X, Y existuje s prawvgbodobnosti 1 Gplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pratiobnost P(Y = a + bX) = 11iBbm R(X, Y) =1, kdyz b > 0 a R(X, ®
= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Bawa — Schwarzova — Bakovského nerovnost.)

R(X,Y)probb, >0
-R(X,Y)prob,b, <0

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vy@|ye se hodi pouze kéteni €snosti linearniho vztahu veéin X a Y.

4

Pii slozitejSich zavislostech fize dojit k paradoxni situaci, ze Pear®okoeficient korelace je nulovy.

llustrace:

Rt . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pakekneme, Zze nahodné utiy jsou £(Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zavislost. Jsou-li nahodné vely X,Y stochasticky nezavisle, pak jsou samepzk i nekorelovane.)

Je-li R(X, Y) > 0, pakekneme, Zze nahodné ity jsou > (Znamena to, ze sistem hodnot veliny X
rostou hodnoty veliny Y a s poklesem hodnot véy X klesaji hodnoty vetiny Y.)

Je-li R(X, Y) < 0, pakekneme, Ze ndhodné ity > (Znamena to, Ze §stem hodnot veliny X
klesaji hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot vélny X rostou hodnoty veliny Y.)



Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (Xy, Y1), ..., (% Yn) nahodny vybr rozsahu n z dvourozimého rozlozeni daného distrimi funkci®(x,y).
Z tohoto dvourozrérného nahodného vghu mizeme stanovit:
vybérové paméry M, :%in , M, :%ZYi :
i=1 i=1
vybgrové rozptylys,? :LZ(Xi -M,)?, S,° :LZ(Yi -M, ),
n-174 n-1%

n
vybérovou kovariancis,, = ilz(xi -M,)(Y; -M,) a s jejich pomoci zavedeme
n —

i=1
e - 1 ZX_Mle_M%SlZ proS;S, >0 . -
vybérovy koeficient korelac®R,, = n-14< S, S, SS, . Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se

0jinak
prenaseji i na vyrovy koeficient korelace.
(Spearmaiiv koeficient pdadové korelace odpovida Pearsonovu koeficientudemeeaplikovanému na pexdi.




Priklad: Vypocet realizace vylérového koeficientu korelace

U 65 zandstnand jisté firmy byla zji$ovana délka praxe v letech (v@ha X) a vySka prémii v &(velicina Y). Dvouroz-
merné rozlozenéetnosti je dano kontingeéni tabulkou:

X y

1250 1750[2250] 2750/ 3250/ 3750 4250
1255 |3 |0 Jo |0 |O |O
1752 |4 |4 |o |0 |0 |oO
22500 |1 |6 |7 |4 |0 |oO
27500 o |1 [3 |7 [1 |0
3250 [0 |o |1 |10 |5 | 1

Vypoctéte realizaci 1, vybérového koeficientu korelace Ra interpretujte jeho hodnotu. Pro Uspéasu mate uvedeny na-
sledujici sotity:
5 7 5 7
> on X, =15625,> 0,y =172750) N, X ;° = 40456 n, Y, = 498562500
=1 k=1 =1 k=1
5 7

DD My Xy Yy = 4446875

=1 k=1



Resen:
5 7
Zname tyto sodty: jgn X(; —15625§:nkyW]—17275025n X[ —40456§:nkyW] = 498562500 ) > ny XYy = 4446875

=1 k=1

Vypocteme
pramérnou délku praxem, -% = 24038,
172750

pramérnou vysSku prémiim, =

= 2657692

rozptyl délky praxes, —6—14[40456— 65[ﬁ15:525j J 4525

2
rozptyl vysSe rénﬂisz==i5 498562500 65 LOZTED = 616346
ptyl vyse p 2 = %2 65

kovariance délky praxe a vySe prénsji:= 6—14(4446875— 65 D15:52'5 Dl?é;SOj = 45974

45974
\/ 4525./616346

tom, Ze mezi délkou praxe a vySkou prémii ejestiosti silna ima linearni
iém 'e

koeficient korelace délky praxe a vySe prémii= =0,8705

Hodnota koeficientu korelace &&i

0
zavislost— ¢im delSi praxe, tim vySSiém



Pearsoniv koeficient korelace dvouroznérného normalniho rozlozeni
Jak bylo uvedeno v motivaci, koréfd analyza pedpoklada, ze dany nahodny ¥ylpochazi -lvouroznérného normalnih
rozlozeni. Pro je tento pedpoklad tak @lezity? Odpo¥d’ poskytne nasledujicita.

Nech’ nahodny vektor (X, Y) i dvouroznérné normalni rozlozeni s hustotou

e e
el el s e prigcemzig = E(X), 1z = E(Y), 61° = D(X), o2° = D(Y), p = R(X,Y).

o(xy)= P————

Marginalni hustoty jsouq)l(x) = jq)(x, y)dy =..=

(=1, )? (y=5)?

1 a - - 1 a 5.2
e )= Joluyies e
1

Je-lip =0, pak prod(x,y) DR? : ¢(x,y) = &, (x)o, (y), tedy ndhodné veiiny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y nornéalozlozeného nahodného vektoru je ekvivalentnihejiekorelovanostPro
jina dvourozmdrna rozlozeni to nepla

0,21



nadale budemergdpokladat, ze (X Y1), ..., (%, Yyn) je nahodny vyér rozsahu n z dvourozimého

2
normélniho rozloZeni (“1} % PO
M2 )\poo, O,

Predpoklad dvourozginé normality Ize orienta¢ oveérit pomoci dvourozrérneho t€kového diagramu: té&y by mely
zhruba rovnor@érné vyplnit vnitrek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvoom@neho normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy:

Graf hustoty a vrstevnice dvouroZmého normalniho rozloZeni s parametry 0,1, = 0,6:° = 1,6,° = 1,p = -0,75:

a-":E;;::;
.;;szigzﬁf,ir;,ffﬂ

a=sccecy

Do dvourozmdrného tékoveho diagramu fizeme jest zakreslit 100(12)% elipsu konstantni hustoty prajgbdobnosti.
Bude-li vice nez 10 telek lezet vi této elipsy, stdci to o porusSeni dvourozimé normality. Bude-li mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou &mici, znamena to, Ze mezi v@hami X a Y existuje Uity stupei ptimé resp. nefimé
linearni zavislosti



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladirg vyznamnosti testujeme Ip: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternati\H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodnécusi(tj. p # 0)

- levostranné alternativH;: X, Y jsou zapora korelované nahodné veémy (tj. p < 0)

- pravostranné alternatiH;: X, Y jsou kladr korelované nahodné veiy (tj. p > 0).
R,vn-2
J1-R,,’

Plati-li nulova hypotéza, pakF t(n-2).

Testova statistika ma tvar;, =

Kriticky obor pro test K proti

- oboustranné alternativw = (- o, = t,_o (0= 2)) 0 (t,_q»(n - 2), ),
- levostranné alternav W = (- oo, t,_, (n-2)),

- pravostranné alternativw = (t,_, (n - 2),).

Ho zamitame na hladinvyznamnostix, kdyz t, OW .



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti obagtranné alternativé
V diln¢ pracuje 15 dniku. Byl u nich zjis¢n patet snén odpracovanych zadsic (nahodna velina X) a paet
zhotovenych vyrobk (nahodna vetina Y):

X202118172018192120141619 211515
Y 92 93 83 80 91 85 82 98 90 60 73 86 96 64 81.

Predpokladejte, Ze data pochazeji z dvourim@ho normalniho rozlozeni. Vygiste vykerovy koeficient korelace mezi X
a 'Y ana hladia 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y potbustranné alternatiy
ReSeni
Vypocteme realizace
vybérovych pamera: m, :%Zn:xi = 18,267, m= %Zn:yi = 83,6,
i=1 i=1

vybsrovych rozptyii: s,2 = ni_ ' (x, —m,)? = 5,6381, £ = ni_l y, —m,)? = 1214,
i=1 i=1

vybérové kovariance:;s = ni_lzn“(xi -m, )y, -m,) = 24,2571,

i=1

vybérového koeficientu korelace;, = %2 =0,927.
2

2In-2 _ g 917
Ji-1,° o
kriticky 0bOr W = (=00, =t 465(13)) 0 (t 5g5(13),0) =(~ o0, ~ 3012 0 ( 3p12,0).

Protozet, OW, hypotézu o nezavislosti véiin X a Y zamitame na hladirvyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvysSe 1%
jsme tedy prokéazali, Ze mezoctem sngén odpracovanych zadsic a pdtem zhotovenych vyrolikexistuje :avislost

Realizace testoveé statistiky; =




Vypocéet pomoci systému STATISTICA
Vytvoiime datovy soubor o dvou prémmych X, Y a 15 fipadech. Dvourozamnou normalitu dat ai¢ime pomoci dvou-

rozmerného tékového diagramu: Grafy — Bodové grafy — Péome X, Y — OK — odSkrtneme Typ prolozZeni Linearmia-
zalozce Detaily zasSkrtneme Elipsa Normalni - OK.

20

110

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korétd matice — OK — 1 seznam prém — X, Y — OK — na zaloZce Moznosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vyslédk Vypciet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pripady vynechany u ChD)
Prom. X & [ Prdmér [Sm.Odch. | r(X,Y) r2 t p N | Konst. Smér. Konst. | Smérnic
prom. Y zav.. Y zav: Y | zav.: X | zav.: X
X 18,26667 2,37447|
X 18,26667 _ 2,37447[ 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
X 18,26667  2,37447
Y 83,60000 1101817 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 5,010135 4,302365 1,562407 0,199812
Y 83,60000 11,01817
X 18,26667 _ 2,37447( 0,927180 0,859663| 8,923795/ 0,000001/ 15 1,562407 0,199812 5,010135 4,302365
Y 83,60000 11,01817
Y 83,60000 11,01817| 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotoW2@ B8, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, aitfaici p-
hodnota j 0,000001, tedy na hladirvyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezavislogtiimeX, Y.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti levostrannglternativ é

Pracovnik personalniho ogldni ukité firmy zkouma4, zda existuje vztah mezkem zandstnance (nahodna veéia X) a
poétem dni absence za rok (nahodnadnedi Y). Proto nahodhivybral idaje o 10 zagstnancich:

X 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

Y 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Na hladirg¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze X a Y jseravislé nahodné veiiny proti alternati¥, Ze X, Y jsou a-
porne korelované nahodné véiy.

Reseni

Predpoklad o dvourozénné normali¢ dat owiime orient&né pomoci dvourozrrného tékového diagramu.

Vzhled diagramu sid¢i o tom, Ze pedpoklad je oprawmy.
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujemey: p = 0 proti H: p < 0. Vypaitame g, = -0,9325, tedy mezigkem pracovnika a
poétem dnii pracovni neschopnosti existuje silna ey linearni zavislost.

pvn-2 _

Realizace testové statistiky, = =-7,3053,
Ji-1,°
kriticky obor W = (- e, ~t495(8)) = (- 0, ~1,8595.
Jelikoz t, OW, zamitdme na hladinvyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidielX a Y ve prospch levostranné alter-

nativy. S rizikem omylu nejvySe 5% jsme prokazadi,mezi ¥kem pracovnika a gtem drii absence za rok existuje ne-
piima lineérni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Muzeme vyuzit toho, Ze jiz znamg.rStatistiky — Pravépbodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n 7118 -0,9325,
odskrtneme Dvoijité, zaskrtneme Vygeb p z r — Vypoet. V okénku p se objevi hodnota 0,000041, tedyladine vy-

znamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavislostiimeX a Y ve prospch levostranné alternativy.

N__iﬂ] % [T Dboustranné
r[05325 B @ vipesetpar
rfoooosz [& C Viposetrzp

Fisher. 2 [1677221 [§] € Vgpotettzez [ Dopuotokos &




Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti pravostrana alternativé

Mame k dispozici vysledky tesze dvou pedn®ti zjisSttné u osmi ndhodinvybranych studeituréitého oboru.
Cislo studenta 1 2 3 4 5 6 7 18

Potet bodi v 1. testu| 8050|36|58|42|60|56|68

Pcacet bodh ve 2. testub5[60]| 35[39|48(44/48|61

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vysledkyudiesi nejsou klad#é korelované.

ReSeni

Nejprve se musimer@s\wdcit, Ze uvedené vysledky Ize povazovat za realizéd®dného vyru z dvourozmirného nor-

malniho rozlozZeni. Lze takinit orientatné pomoci dvourozrrného tékového diagramu. B&y by nely vytvotit elipsovi-

ty obrazec.

Obrazek s¥dci o tom, Ze pedpoklad dvourozsrné normality je opraviny a Zze mezi pity bodi z 1. a 2. testu bude exis-
tovat ukity stupe primé linearni zavislosti.

Na hladir® vyznamnosti 0,05 testujemey:hh = O proti pravostranné alternatitd;: p > 0.

Vypoctem zjistime: 1, = 0,6668, 4= 2,1917. Stanovime kriticky 0bow = (t ,,(6), ) = (19432 ). JelikoZt, W, zamitame

na hladig vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidielX a Y ve prospch pravostranné alternativy. S rizikem omylu
nejvyse 5% jsme prokazali, ze mezi vysledky 1. @&u exstuje piima linearni zavislos



Vypocet pomoci systemu STATISTICA

Muzeme vyuzit toho, Ze jiz znAmg.rStatistiky — Prav&podobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n +8,0,6668,
odskrtneme Dvojité, zaSkrtneme Vygeb p z r — Vypoet. V okénku p se objevi hodnota 0,035455, tedgladine
vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavisleditiim X a Y ve prospch pravostranné alternativy.

N;13 E ™ Oboustranné
I ID.BEEE: E i« Viopocetpzr
plomss [ Vpotetizp

Fisher. z: [ 804359 @ C Vipofetizez [~ Dopotokoly &




Postup pfi nesplnéni piredpokladu dvourozmérné normality

Mame k dispozici realizace nahodného &nfbrozsahu 12 z dvourozmmého rozlozeni:

X1 3 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17

Y 1315 18 16 23 31 39 56 45 43 37 O

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodnéinglX, Y jsou nezavislé proti oboustranné altervati
ReSeni:

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujemey:hb = O proti oboustranné alternatiid;: p # 0. Pokud neatime gredpoklad
dvouroznérné normality, obvyklym zfisobem vypsteme realizaci vy&rového koeficientu korelace,r= 0,3729 a realizaci

testové statistikypt= 1,271. Stanovime kriticky obow = (-°°,-t0975(10)> 0 (t gg7(10), ) = (- 0, - 22281 0 (2,2281). Protoze
t, OW, nezamitame na hladinyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti nahodmwgtidin X a Y.

Nyni budeme testovat hypotézu o normndati@dhodné veliny X a ndhodné valiny Y. Grafické oereni pomoci N-P graf
N-P graf pro veliinu X N-P graf pro vellinu Y

2,0 2,0

15 °
. -
L~ o
10 - 10 %

05 O

‘malnihodnota
\
‘méalnihodnota

00 7 5 00
2

o 4 S o

05 o el 3 -05 o

10

-15

-20 -20 -

Vzhled grafi swd¢i ve prospch normality.



Testovani pomoci Lilieforsovy varianty K - S test® — W testu:

Testy normality

N | max D | Lilliefors w p
Proménnd p
X 12 0,130669 p>.20 0,956714 0,736098
Y 12 0,145742 p>.20 0,968954 0,899540

V obou gipadech hypotézu o normalihezamitame na hladivyznamnosti 0,05.
Ovéfeni dvourozrdrné normality pomoci dvourozitného tékového diagramu:

60

50

40

30

20

-10

6

8

X

10

12

14

16

18

Dvouroznérna normalita je siporusena, tky nevyphuji vnitiek elipsovitého obrazce.

Prejdeme tedy testovani hyotézy o pdadové nezéislosti.



Testujeme hypotézuHX, Y jsou pdadow nezavislé ndhodné vélny proti oboustranné alternadi;: X, Y jsou pdado-
vé zavislé nahodné veélny.

Vypocitame Spearmdiv koeficient pdgadoveé korelace.

X1 3 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17
Y 13 15 18 16 23 31 39 56 45 43 37 0
R1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q2 3 5 4 6 7 9 12 11 10 8 1

_ 6 (-2 +(2-37+(3-5) +(4-4) +(5-6) +(6-7) +(7-9) +| _
1212 -1)| + (8-12) + (9-11)° + (10-10)° + (L1-8)° + (12-1)° ;

=1- 9 (1+1+4+0+1+1+4+16+4+0+9+12]) =1- 1 162=04336
12014z 28¢
Stanovime kriticky 0borw =(~1-rg, ,,(n)) O (rs; o /2(N)A) = (=11 4676(12)) O(r 50675(12)1) = (- 1-05804 0 (0,58041) .

Testova statistika se nerealizuje v kritickém obaulovou hypotézu nezamitame na hladifiznamnosti 0,05.

S




Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou
Neclt ¢ je redlna konstanta. Testujemg: p = ¢ proti H: p # c. (Tento test se provadi rfapehdy, kdyz experimentator po-
rovnava vlastnosti svych dat s vlastnostmi wwdahi v literatde.) Test je zaloZen na statistice

U= (Z _Ljpixe J«/ , ktera ma za platnostighbro n> 10 asymptoticky rozlozeni N(0,1)ipemz z LRy
2 1-c 2n —1) 2 1—R12

je tzv. cKriticky obor pro test biproti oboustranné alternativedy je

W = (= 00,=Up_g 1) O (Uyq2,) . Hy Zamitame na asymptotické hlaglingznamnosti, kdyz uow.

Priklad: U 600 vzorki rudy byl stanoven obsah Zeleza&ha analytickymi metodami s vitovym koeficientem korelace
0,85. V literatiie se uvadi, ze koeficient korela¢ehto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hkagyznamnosti 0,05
testujte hypotézu

Ho: p = 0,9 proti H: p #0,9.

Reseni z=2n 17 98
2 1- 085

1, 1+09 09
= = \600-3 = - =1 W =(-00,- O ©).
=12562, U = [1,2562 2| 1-09 2(600 1)j 600-3 =-5,2976, Uy g975= 1,96, ( , 1,96> <1,96, )

ProtoZzeu OW, Hy zamitdme na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,05.



Vypoéet pomoci systému STATISTICA (pouze piblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesbydili: r, %, paiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &iwma korelgnimi
koeficienty. Do poldka r1 napiSeme 0,85, do pdda N1 napiSeme 600, do pida r2 napiSeme 0,9, do pika N2 ngiSemq
32767 (¢tSi hodnotu systém neumozni) - Vy¢pt Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitame aulbypotézu na

asymptotické hladihvyznamnosti 0,05.

Rozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

m: [e5 ] wefso [ O Jednost. | Vipode
— — - .0ooo

2 [0 [ wefemr [§° = Oboush

Rozdil mezi dvéma priimény [nommalni rozdéleni]

p: [0, [Jsmodrft. [ nifio [ etooo0  Vipoze

[ 5| O Jdedrostr,
Pi2: [0, Elsmod2[1. [ nzfio [ s

VibErovy primer vs. stfedni hodnota
Rozdil mezi dvéma pomény
p1: [so000 [ w0 [ C Jednos,  Vpolet |
P2 E.SDEIDU'@ nNzlio @ 10000 5 Oboustr.

Pokud bychom chlili pomoci systému STATISTICA proveéstgsrEjSi test s vyuzitim statistiky U, iieme
vypoeitat Fisherovu Z- transformaci pomoci Prgwpddobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadarakzeei vibérovéhc

koeficientu korelace, rozsah Wro. Zajima nas Fisher



Porovnani dvou korelanich koeficienti

Necht’ jsou dany dva nezavislé nahodné &yho rozsazich n a z dvourozrirnych normalnich rozloZeni s koratdmi
koeficientyp ap . Testujeme bl p=p proti Hi: p#p .

Ozname R vybsrovy korelani koeficient 1. vybru a R, vyb&rovy korel@&ni koeficient 2. vybru.

Polozmez = EIn L R az = ﬂ.
Z —

Plati-li Hy, pak testova statistika = ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

1

n-3  n'-3
Kriticky obor pro test i proti oboustranné alternativedy je W = (- oo, - Upqrz) O{Uyg/2,).

Ho zamitame na asymptotické hlaglvwwznamnosti, kdyz uOw.

Priklad: Lékasky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci |At@kB v mai pacient trpicich ué&itou ledvinovou cho-
robou. U 100 zdravych jedia&inil vybérovy korel&ni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,&b122 osob trpi-
cich zmignou chorobou byl 0,37. Na asymptotické hlgdmiznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze kam@l&oeficienty

v obou skupinach se nelisi.

1, 1+ 065

Redeni Z==In + 037 0,7753-0,3884

= 03884, U =~ 19858 - 29242, Ug g75= 1,96, W = (- 00, — 196) [ (196, 0).
1—037 Ve 9242, W 975 (-0, 196) 0 (196,)

100-3 = 142-3

1
=0,7753Z2 ==
. 2

Protozeu 0w, Hy zamitame na asymptotické hlagliyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesbydili: r, %, paiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &ima korelgnimi
koeficienty. Do pollka r1 napiSeme 0,65, do pdda N1 napiSeme 100, do pida r2 napiSeme 0,37, do pida N2
napiSeme 142 - Vyget. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitdme aulbypotézu na asymptotické hlaglin
vyznamnosti 0,05.

Boezdil mezi dvema korelatnim koehcienty

r: I,E-E- E N1-_|‘IEIG % ok ¢~ adaatr
2 [ g wefiz @ L7 & Oboustr

Fozdil mezi dvéma pedmény [nomalni rozdéleni]

P [0, [emoaifi. B wfio [ etom  Vipote |
P2 [0, [Hsmodz[i. [ n2fio " Jednostr

[ Wibérow priimér vs. stfedni hodnota  Oboust,
“ﬁa;dfl mezi dvéma pmﬁér}
Pl |,5|3|:IFJFJ r~n;|m r Wipotet
= @ @ p: 1.0000 Jednast 4'
P2 [s0000 (] wzfio [ & Oboush




Interval spolehlivosti pro korelaéni koeficient
Jestlize dvouroz#iny ndhodny vyt rozsahu n pochazi z dvourogmého normalniho rozlozeni, jehoz kortgla
koeficient se fliS neliSi od nuly (je spkna podml'nkeitp | < 0,5) arozsah vyou je dostaténe velky (n> 100), lze

_ 2
odvodit, Zze 100(1x)% interval spolehlivosti prp ma mezer,, + ul_a,zﬁ.

7Vn-3
Nejsot-li uvedené podminky sptny, pak nelze tento vzorec pouzit, protoze rozloggheéroveho korelaniho koeficientu

je pilis zeSikmené. V takovémifpad vyuzijeme toho, Zze ndhodnéa witia z -%Ini 212 ma i @ malém rozsahu vyiou

12

1 1+p

priblizng normalni rozloZeni seisdni hodnotolE(z) = 2In1 5 2(n— ) (2. gitanec lze p vétSim n zanedbat) a rozptylem

_ 1 . z = - _ Z E(Z) 7 z = > z V4
D(z)=——. Standardizaci valiny Z dostaneme velinu U =——==, kterd ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Tudiz
(2)=—= y G ymptoticky 0,1)
100(1a)% asymptoticky interval spolehlivosti pl&inﬁ bude mit meze + 1‘“’; Interval spolehlivosti prp pak
n_

dostaneme zjpnou transformaci.

Poznamka Jelikoz Z = arctgh B, dostavame R = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti gpronizeme psat ve tvaru

X =X
tgh| Z + —9/2 ¥icemz tghx =< ¢
g[ Vn—3] a ? e* +e*



Priklad: Pracovnik personalniho o#ldni ugité firmy zkouma, zda existuje vztah mezifon dni absence za rok (Wetia
Y) a wkem pracovnika (valina X). Proto nahodhvybral tdaje o 10 pracovnicich.

prac./1 |2 1314|156 7] 8 9 1p
27161|37]23|46|58[29]|36|64|40
15/6 |10/18|9 |7 | 14/11|5 |8

< | XX

Za predpokladu, Ze uvedené udajeiiviiselné realizace ndhodného ¥glbrozsahu 10 z dvourozmého normalniho roz-
lozeni, vypdtéte vykerovy korel&ni koeficient a na hladénvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jseravisle
nahodné vetiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehéitrgpro skutény korel&ni koeficientp.

Redeni Predpoklad o dvouroz#énmné normali¢ dat oime orient&né pomoci dvourozrrného tékového diagramu.

Vzhled diagramu 3d¢i o tom, Ze pedpoklad je oprawimy.

Testujeme kt p = 0 proti H: p # 0. Vypaitame R, = -0,9325, tedy meziékem pracovnika a gtem drii pracovni ne-

schopnosti existuje silna neéma linearni zavislost. Testova statistika: T 3053, kvantil § o748) = 2,306, kriticky obor
W = (—oo,— 2306) 0 ( 2306 »). JelikoZT 0w, zamitdme na hladinzyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidielX a Y.



Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Ve STATISTICE vypéteme meze 100(&}% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koefnt korelace tak, ze
otewyeme novy datovy soubor sediva prordnnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednimipadem.

Do Dlouhého jména prognné DM zapiSemeijkaz

= TanH(0,5*log((1-0,9325)/(1+0,9325))-VNormal(0,9@3.)/sqrt(7))

a do Dlouhého jména pramné HM zapiSemeiikaz

= TanH(0,5*log((1-0,9325)/(1+0,9325))+VNormal(0,903.)/sqrt(7))

1 2
DM HM
1 -0,9842% -0,73358

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koediot korelace ma tedy meze —0,98425 a -0,73358. (Protoze nepakry
hodnotu 0, zamitamhypotézu o ezavislosti veléin X, Y na asymptotické adin¢ vyznannosti 0,0%)



llustrace vlastnosti Pearsonova a Spearmanova koeficientu korelace

r.,=0,82, =0,82

10 =

4

r,=0,82,=0,69

3-4*

,=082 E=05

] ] T
10 12

r;=0,5=0

120 = -0,77, E= -1
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3. obrazek ukazuje odolnost Spearmanova koeficitiuodlehlym hodnotam.
6. obrazek dokumentuje schopnost Spearmanova ledfinttit monoténni vztahy.



Vyuziti modulu ,Analyza sily testu” v systému STATISTICA

Testujeme-li na hladinvyznamnosti nulovou hypotézu (v naseniipact Hy: p = 0) proti alternativni hypotéze (v naSem
piipact Hi: p # 0), mizeme se dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. dsphiiva v tom, Ze Hzamitneme, &ve
skutenosti plati a chyba 2. druhu sfi@a v tom, Ze Hlnezamitneme ¢ave skuténosti neplati.

Pravdpodobnost chyby 1. druhu se Zha a nazyva se

Pravd@&podobnost chyby 2. druhu se 2nhp.

Cislo 1 —B se nazyvé a vyjaduje prav@podobnost, s jakou test vypovi, Zg eplati.

Modul ,Analyza sily testinam umozni viesit ti ukoly:

a) pro dany korelai koeficientp a danou hladinu vyznamnoststanovit jaky musi byt rozsah v¢bu n, aby sila testu by
aspa rovna danémdislu 1 —f

b) pro dane, a, n vypcaitat silu testu 1 $

c) pro dany vybrovy koeficient korelace r a danéurcit meze 100(1e)% intervalu spolehlivosti prp.



Ad a) Stanoveni rozsahu vykru

Predpokladame, ze nahodny ¥y§X,, Y,), ..., (X, Yn) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni rozlozeni s koefi-
cientem korelace = 0,3. Jak velky musi byt rozsah tohoto &yh aby test st p = 0 proti H: p # 0 mel silu 0,8, je-li hladi-
na vyznamnostik = 0,05?

Statistiky — Analyza sily testuWypocet velikosti vzorku — Jedna korelace, t-test — OR6+ 0,3, Alfa: 0,05, Pozadovana
sila: 0,8 — OK — Vypditat N.
Zjistime, Ze minimalni velikost vyou je 84.

Ad b) Vypocet sily testu

Predpokladame, ze ndhodny wyl§X,, Y1), ..., (%s, Y2s) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelacep, ktery je neznamy. Vydrovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Nadihé vyznamnosti = 0,05 testuje-
me Hy: p = 0 proti H: p # 0. Jaka je sila testu?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypet sily testu - Jedna korelace, t-test — OK — B&6, N: 25, Alfa: 0,05 — OK — Vy-
pocetni algoritmus: zaSkrtheme t-statistika — V§ipat silu.
Zjistime, Ze sila testu je 0,8582.

Ad c) Nalezeni intervalu spolehlivosti
Predpokladame, Ze ndhodny eyl§X,, Y,), ..., (Xs, Y25) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelacep, ktery je neznamy. Vydrovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Nagd95% interval spolehlivosti pio

Statistiky — Analyza sily testu©dhad intervald Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0y585, Spolehlivost:
0,95 — Vypdetni algoritmus: zasSkrtheme Fisherovo A@dni) — Vyp@itat.
Zjistime, ze Doli mez =-0,7821, Horni mez -0,2117



Jednoducha linearni regrese

Osnova:

- specifikace klasického modelu linearni regregsha maticovy zapis
- intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

- celkovy F-test

- dil¢i t-testy

- kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regrésmikce

- detailni rozbor modelu regresriimpky



Motivace: Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnotirgliY na hodnotach valiny X.
Nutnost vyeSeni dvou problém

a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavisjosti

b) jak se stanovi konkrétni parametry daného typudafk

ad a)P¥i urceni typu funkce jeféba provést teoreticky rozbor zkoumané zavisldstoreticka analyza @ize upozornit nagklad na
to, Ze

s ristem hodnot veliny X budou mit hodnoty veliny Y tendenci monotorinrast ¢i klesat,

tato tendence ma charakter zrychlujicih@isgpomalujiciho sedstuci poklesu,

jde o zavislost, kdy sistem hodnot veliny X dochazi zpdatku k istu hodnot vetiiny Y, ktery je po dosazeni ¢iteho maxime
vystiidan poklesem,

apod.

Muzeme nap zkoumat zavislost ceny ojetého auta @reli Y) na jeho st (velicina X). Je #ejmé, Ze s rostoucim $tén bude kle-
sat cena, ale neni jasné, zda linéAknadratickyc¢i dokonce exponenciain

Vzdy se snazime o to aby regresni model byl jeddwy tj. aby neobsahovaiifi§ mnoho parameir Fripada-li v ivahu vice funk-
ci, posuzujeme jejich vhodnost pomoidmych kritérii — viz dale.

Casto v3ak nemame dostatek informaci k provedergtiekého rozboru. Pak se snazime odhadnout tygc&ipomoci dvourozan-
ného tékového diagramu.

Zde se omezime na funkce, které zaviseji lineaenparametrecf,,p,,....B, .

X; Vi
ad b)Odhadyhb, ,b,,...,b, neznamych paramét,,B,,...,8, ziskame na zaklgdivouroznérného datového soubofu.. ... | me-

Xn Y
todou nejmenSichitverat, tj. z podminky, aby s@et ¢tveral odchylek zjis&¢nych a odhadnutych hodnot byl minimalni.



Specifikace klasického modelu linearni regrese
Y =m(x;B,.B,.-.., Bp)+£, kde

m(x; By, By, |3p) - rktera lineara zavisi na neznamych regresnich parametpe@.....5, a

znamych funkcich, (x).....f(x), které jiz neobsahuji neznamé parametrn(&8,.8,..... Bp):iﬁjfj(x), pricemzf,(x) =
j=0

Jde o modelu.

Slozkag - modelu. Je to nahodn& odchylka od determiniszékaslosti Y na X. Popisuje zavislost

vys\tlované prominné na neznamych nebo nepozorovanych pnogch a popisuje i vliv nahody. Nelze ji fuirk

vyjadrit.

Veli¢ina Y -

Veli¢ina X -

X1 Y1
Paridime n dvojic pozorovark,,y,).....(x,.y,), tj. dvourozndrny datovy soubof.. ]

Xn  Yn

O nahodnych odchylkach,...,e, predpokladame, ze
a) E(g,)=0(odchylky nejsou systematické)
b) D(g;)=0? >0 (vSechna pozorovani jsou pro¥ad s touz fesnosti)
c) Clg.g)=0proi# j(mezi ndhodnymi odchylkami neexistuje zadny liné&mah)
d) &~ N(00?).
V tomto @ipact hovaime o

1.



Oznaceni

by ,by,....b, - Bo.By.-...B, (Negastji je ziskame metodou nejmensidherai, tj. z podminky, ze
vyraz
zn:(yl —ZBij(x,)J nabyva svého minima pf=h,j=0, 1, ..., p)
i=1 =0
f(x;by,..., bp) -
g, =ii(x by.....b,)= b £ (x,) - (i-ta predikovana hodnota vailiy Y)
j=0
el = yi _9| -
SE = (yl _9| )2 -
i=1
2 SE
s = =
n-p-1
n R 1 n
SR:Z(yi_mZ)Z - (mzz_ZYi)
i=1 Nz
ST:Z(Yi_mz)2 - (S =S: +S¢)



Vyznam jednotlivych typt souwta ¢étverca

Predpokladejme, Ze mame dvourazny datovy soubor, vémz pitimér hodnot zavisle progmné veltiny Y je 9 a
zavislost veliiny Y na velting X je popsana regresniipkou y = 2x + 3. Dvourozemny tetkovy diagram obsahuje bod o
souadnicich (5, 19), ktery pochazi z datového souldeuregresniitmce lezi bod o sdadnicich (5, 13).

Odchylka zjiS¢éné hodnoty 19 od pmeéru 9 je v obrazku ozrana , Total deviation” a po umoéni je to jedna ze slozek
celkového sottu ¢tveral Sy, tj. slozkay, -m,.

Odchylka zjis¢éné hodnoty 19 od hodnoty 13 na regregithpe je v obrazku oziana ,Unexplained deviation“ a po
umocreni je to jedna ze slozek rezidualniho &awgtveral &, tj. slozkay, -y, .

Odchylka hodnoty 13 na regresitirpce od piiméru 9 je v obrazku ozgana ,Explained deviation“ a po umagr je to
jedna ze slozek regresniho suctverca S, tj. slozkay, -m,.

_y (S
20 (5,19)
9=
18 —
ne Unexplained
s deviation
|5 —
14 -
13 —
12 Total Explained
1= devyiation deviation
10
ol -
a8 - L3, 7 v
?‘ -
E-‘. =
5 —
4 —
3 —/
Z =
C T T T T T T T T A



Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese

y =Xp+¢, kde

Y= (Y2 Ya) - :
1 f,(x,) .. fp(xl)

X=.. =

1 fy(x,) ... f(x,)
(predpokladame, ze K = p+1 < n)
B = ([301[31 ’’’’’ Bp)l - y
e=(g,....6,) - :
Podminky (a) az (d) Ize zkracenapsat ve tvarg ~ N (O, o’ 1).
Maticowe zapsana metoda nejmensétieral vede naovnice
X' Xp=X"y -
b=(X'X)*'X y-
y=Xb - )
esy-y-
Vlastnosti odhadb:
- odhadb je linearni, nebbje vytvaen linearni kombinaci pozorovani y.., y, s matici var(x'x)‘lx';
- odhadb je nestranny, nelbd=(b) = B;
- odhadb m4 variagni matici varb = 62(X'X) "
- odhadb ~ Np+1(B, 6” (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);
- pro odhacb plati Gaussovie Markovova ¥ta: Odhadb = (X'X)'1 X'y je nejleps nestranny linearni odhad vektcp.




Priklad

Sestrojte regresni matiXi pro linearni regresni model

a) y, =B, +B.x; +¢,, provedeme-li 4 gteni,

b) y; =B, +B.Xx, +B,x5 +B;Inx,, +&,, provedeme-li 5 greni.

Resent:

1 x, X5 Inxg,

1 X, 5
1 x 1 X, X5 Inx,
ad a)X = . X2 , ad b)X=|1 x, x% Inx,,
’ 1 Xy X4211 InX,,

1 x, )
1 X5, X5 Inxg,

Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

S, =SyVj - , kde \; je j-ty diagonalni prvek matic&X(X)™.

Proj=0, 1, ..., p statistika :@ ~ t{n-p-1), tedy 100(1e)% interval spolehlivosti pr§; ma meze:
b;

bj * tl—a/2(n -p- ])Sbj :

(S intervaly spolehlivosti souvisi relativni chybgihadi regresnich paramétrZiskaji se tak, ze se vygita absolutni

hodnota podilu polo¥ni Siky intervalu spolehlivosti a hodnoty odhadu. Retaitichyba odhadu by neta presahnout 10

%.)



Priklad:
V tabulce jsou vynosy technické cukrovky v tunawh ha od roku 2000 do roku 2007.

rok | cukrovka technicka
2000| 45,83
2001| 45,41
2002| 49,45
2003| 45,20
2004| 50,34
2005 53,31
2006| 51,48
2007 53,25

OINO|UIRWIN|F|T

Predpokladejte, ze zavislost vynosu cukrovky na rakwyjadit regresni pimkou y =B, +B,x +¢.
a) MNC najdste odhady neznamych regresnich parairfRirp;.
b) Sestrojte 95% intervaly spolehlivosti pro regrgsawiametryBo, B;.
c) Najdete relativni chyby odhadregresnich paramétfo, ;.



Resent:
Vytvoiime datovy soubor se &wma pronénnymi rok, Y a osmi fipady.

Statistiky — Vicerozriérna regrese — Zavisle prémma rok, nezavisle promné Y - OK — OK — Vypoet: Vysledky regrese.
Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (cukrovka_technicka.sta)
R=,84604287 R2=,71578853 Upravené R2=,66841995
F(1,6)=15,111 p<,00810 Smérod. chyba odhadu : 1,9651

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(6) p-hodn.
N=8 Z b* zb
Abs.¢len -2312,22,  607,4943 -3,80616/ 0,008903
rok 0,846043 0,217643 1,18 0,3032| 3,88729 0,008102

K vystupni tabulce fidame ti nové prodnné DM, HM a chyba.

Do Dlouhého jméne protnné DM napiSeme
=v3-v4*VStudent(0,975;6)

Do Dlouhého jméne protnné HM napiSeme
=v3+v4*VStudent(0,975;6)

Do Dlouhého jména protnné chyba napiSeme
=100*abs(0,5*(v8-v7)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (cukrovka_technicka.sta)
R=,84604287 R2=,71578853 Upravené R2=,66841995
F(1,6)=15,111 p<,00810 Smérod. chyba odhadu : 1,9651

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(6) p-hodn. DM HM chyba
N=8 z b* zb =v3-v4*V| =v3+v4*V|=100*abs
Abs.¢len -2312,22| 607,4943 -3,8061€ 0,008903 -3798,71 -825,73€ 64,28814
rok 0,846043 0,217643 1,18 0,3032 3,88729 0,008102 0,436747 1,920634| 62,94643

S pravé@podobnosti 95% se bude ugkkegresni fimky nachazet v intervalu (-3798,71; -825,738). &utlly UsekuBy je zatiZen relativni chy-

bou 64,3%.
S pravé@podobnosti 95% se bude &mice B, regresni fimky nachazet v intervalu (-3798,71; -825,738). &ulh Usekup; je zatiZzen relativni

chybou 62,9%



Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy Fest)
Na hladir¢ vyznamnosti testujeme

Ho: (B.....B,) =(0....0) proti Hy: (8,.....8,) #(0.....0) -
(Nulova hypoteézdika, ze dostaujici je model konstanty.)

Testova statistikar = S/ ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud Hlat
SE/(n - p—l)

Kriticky obor: W =(F_,(p,n-p-1),).

FOW = Hp zamitdme na hladénvyznamnosti.

Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy tglzp

I’

zdroj variability| sowet ctveral | stupré volnosti| podil statistika F

model & p S/p Sz /P
SE/(n -p _1)

rezidualni e n-p-1 $/(n-p-1)| -

celkovy S n-1 - -




Priklad:
Majitelé prodejny poitacovych her nechali své prodasaabsolvovat kurz prodejnich dovednosti. Potéayali po dobu

20 dni, kolik osob navstivi &#hem oteviraci doby prodejnu (prénma X) a jaka je v tento den trzba (pkoma Y, udava se
v tisicich K a je zaokrouhlena).

|1 12 [3/4|5[6|]7]8]9] 1011]12|13|14|15/16|17|18]19|20
Xi|20(21|2]|27|28[29|30(31|32|34[35|37|38[39|42|44|48|49|51|54
Yil5 |6 | 7|7 |8 9]1011({12]13|13{14/14[15]/16|15]|15]14|13]13

Dvourozngrny tetkovy diagram
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Z grafu zavislosti Y na X vyplyv4a, Ze s rostouciotiem zakaznik se trzby zvysuji, avSakiplennim potu zakaznil asi
42 dosahuji svého maxima a pak uz zase klesai(ygiet zakaznik obsluha prodejny nezvlada a zakaznici odchazeji,
aniz by nakoupili). Zda se tedy, ze vhodnym modeténislosti trzeb na @tu zdkaznik bude regresni parabola

y =B, + B, X +B,x* +¢.

Odhadrite parametry regresninho modelu a priteecelkovy I-test



ReSeni:

Vytvotrime novy datovy soubor siemi prongnnymi X, Xkv, Y a o 20 fipadech. Do progmnych X a Y napiSeme zji&té
hodnoty a do Dlouhého jména prémé Xkv napiseme = X"2.

Ziskani odhaiil by, by, by:

Statistiky — Vicerozrérna regrese — Zavisle prémma rok, nezavisle pramné Y - OK — OK — Vypoet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723| 3,373256| -6,15792| 0,000011
X 4,52641| 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838/ 0,548220 -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Regresni parabola mé tedy tvar: y = -20,7723 +51%6 0,0173%

Vysledky celkového F-testu jsou uvedeny v zahlgstwpni tabulky. Testova statistika F nabyva hog®8t524, odpovi-
dajici p-hodnota je blizka 0, tedy na hladiyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, Ze dosita je model konstanty.
PodrobrjSi vysledky ziskame v tabulce analyzy rozptylu:

Aktivujeme Vysledky—vicenasobna regrese — Detapsiedky — ANOVA

Analyza rozptylu (prodejna_software.sta)
Soucet |sv| Prdmér F p-hodn.
Efekt ctvercu Stvercu

Regres. | 199,8141 2| 99,90706| 88,52445 0,000000
Rezid. 19,1859 17 1,12858

Celk. 219,0000




Testovani vyznamnosti regresnich parametr (dil¢i t-testy)
Na hladirg vyznamnostu pro j = 0,1, ..., p testujeme hypot

Ho: Bj = O proti H: Bj # 0.
, . b. , . . .
Testova statistikar, :S—‘ ma rozlozeni t(n-p-1), pokudyhblati.
b;
Kriticky obor: W = (-eo,~t,, ,(n=p-1) O {t,,,(n—p-1),).
T, 0W = Hy zamitame na hladinvyznamnosti.

Priklad:

V predesSlem fiklack, kde byla modelovana zavislost trzby n&tpazakaznik regresni parabolou, pro¥ie diki t-testy o
nevyznamnosti jednotlivych regresnich parafetr

Resen:

Stai interpretovat vystupni tabulku vicenasobné regres

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.

N=20 Zz b* zb

Abs.clen -20,7723 3,373256 -6,15792 0,000011
X 4,52641 0,548220, 11,5651/ 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Sloupec ozn&eny t(17) obsahuje realizace testovych statistiloapec p-hodn. pak odpovidajici p-hodnoty. Ve kd&xrh
piipadech jsou prodnoty mensi nez 0,05, tedy na hl&diiznamnosti 0,05 zamitame hypotézy o nevyznamnegtesnic
parametit Bo, B1, B2



Kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresniunkce
a) Index determinace
D2=r =1 _ (0<ID*<1)
S S
udava, jakouast variability zavisle progmné vel€iny Y Ize vys\tlit zvolenou regresni funkcéésto se udava v %);
* je zarové mirou €snosti zavislosti progmné Yna proménné X;
* je to obecna mira, nezavisla na typu regresni ®iflze pouzit i pro gfeni nelinearni zavislosti);
* je to mira, ktera nebere v Gvahuwpbparametr regresni funkce. U regresnich funkci s vice patanwychazi tedy
obvykle vySSi nez u regresnich funkci s snparametry;
* tato mira neni symetricka.
Za vhodrjSi se povazuje ta regresni funkce, pro niz jexrakterminace vyssi. piipad, ze porovnavameckolik model
s rozdilnym pétem parametr, pouzivame adjustovany index determinace:
IDadj2 =ID?2 _m -
n-p-1
V prikladu s prodejem software najdeme index deternginvacvystupni tabulce regrese:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Yy (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723  3,373256/ -6,15792| 0,000011
X 4,52641 0,548220| 1,5651 0,189559 8,25655 0,000000
Xkv -3,73838 0,548220/ -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Index determinace je zde ozea jako R2, nabyva hodnoty 0,912#iké& nam, ze 91,24% variability trzeb je vydeno
regresni parabolou. Adjustovany index determinacejeten Upravene R



b) Testové kritérium F

Za vhodrjSi je povaZzovana ta regresni funkce, u niz je btadtestové statistiky =

modelu jako celku vysSSi.

Ve vystupni tabulce regrese je testova statistivadtlena v zahlavi:

R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Yy (prodejna_software.sta)

F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17)

N=20 Z b* zb

Abs.¢len -20,7723  3,373256/ -6,15792| 0,000011
X 452641 0,548220/ 11,5651/ 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173| 0,002535/ -6,81912 0,000003

V nasSem pikladé je ozngena F(2,17) a nabyva hodnoty 88,:

Se/P

SE/(n —p—l)

pro test vyznamnosti



c) Rezidualni sowet ¢tverca a rezidualni rozptyl

n

Se :Z(yi _9i)2

i=1
Za vhodrjSi povazujeme funkci, ktera ma rezidualni&sdtveral nizSi. Rezidualni s@et ctverai Ize pouzipouze tehdy

kdyZz srovnhavame funkce se stejnynéteon parametr.
S? = Se
n-p-1
Za vhodrjSi povazujeme tu funkci, ktera ma rezidualni rgkpizsi. Rezidualni rozptyl fzeme pouzit vzdy, bez ohledu
na to, kolik parametirmaji srovnavané regresni funkce.
Oke charakteristiky najdeme v tabulce ANOVA:
Analyza rozptylu (prodejna_software.sta)
Soucet |sv| Pramér F p-hodn.
Efekt ctvercl ctvercu
Regres. | 199,8141 2| 99,90706 88,52445 0,000000

Rezid. 19,1859 17 1,12858
Celk. 219,0000

Rezidualni soket ctverai je 19,1859 a rezidualni rozptyl je 1,58,




d) Stredni absolutni procentuéalni chyba predikce (MAPE)
1Y -9

MAPE = =) |2 21
niZ:1: Yi

Za vhodrjSi povazujeme tu funkci, ktera ma MAPE niZsi.

Systém STATISTICA MAPE neposkytuje, tuto chybu nmisivypaitat.

Statistiky — Vicerozrérna regrese — Zavisle prénma y, nezavisle proinné x, xkv - OK — OK — zvolime Rezi-
dua/gedpoklady/pedpowdi — Rezidualni analyza — Ulozit — Ulozit rezidugpedpowdi — vybereme progmnou y - OK.
K vzniklému datovému soubordigame jednu novou proinnou, hazveme ji chyba a do jejiho Dlouhého jmé&Eiseme
=100*abs((v1-v2)/vl)

Pomoci Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky episné statistiky zjistime mér promeénné chyba. V naSentipact je
MAPE 9,31%.



e) Analyza rezidui

Rezidua povazujeme za odhady ndhodnych odchylékdaike na &istejné pozadavky jako na nahodné odchylky, tj.
maji byt nezavisla,

maji byt normala rozlozena,

maji mit nulovou sedni hodnotu,

maji mit konstantni rozptyl (tj. jsou homoskeddsiic

Nezavislost rezidui (autokorelaci) posuzujemeingomoci Durbinovy — Watsonovy statistiky, kteradgynéla nachazet

v intervalu(14;26) (to je ovSem pouze oriedta voditko, korektni postup spiwa v porovnani této statistiky s tabelovanou

kritickou hodnotou).

Normalitu rezidui o¥fujeme pomoci tegtnormality (nap. Lilieforsovou variantou Koliogorovova — Smirnovova testu
nebo Shapirovym — Wilksovym testegi)graficky pomoci N-P plotu.

Testovani nulovosti &#dni hodnoty rezidui provadime pomoci jednavghéeho t-testu.

Homoskedasticitu rezidui posuzujeme pomoci grafislasti rezidui na predikovanych hodnotach. V tomtafu by
rezidua n€la byt rovromérné rozptylene



Priklad: Provel'te analyzu rezidui proriklad s modelovanim zavislosti trzby natpozéakaznik.

Statistiky — Vicenasobna regrese — p¢ama Zavisla: y, nezavisla x, xkv — OK — na zaloRessi-
dua/gedpoklady/pedpowdi vybereme Rezidualni analyza - Detaily — Durbiat$dnova statistika:

Durbin- Sériové
Watson.d | korelace

Odhad

0,702506 0,599248

Hodnota této statistiky je nizka,éli o tom, Ze rezidua jsou klaglkorelovana.

Rezidualni analyza — Bodové grafy tepowdi vs. rezidua

Rezidua

2,0

15

10

05

0,0

-0,5

-1,0

-15

-2,0

-2,5

Predpovézené hodnoty vs. rezidua

Zavisla proménna: y

2

8 10
Predpov. hodnoty

12

14

16

0,95 Int.spol.

Je vickt, Ze rezidua nejsou kolem O rozmiist nahodé. Model s regresni parabolou tedy neni Gphodny.



Pro prondnnou Rezidua z tabulky ulozené pomoci Rezidualalyag provedeme jednovylovy t-test: Statistiky - Zaklad-
ni statistiky/tabulky — t-test, samost. vzorek — ©ronénné Rezidua — OK.

Prdmér | Sm.odch. | N | Sm.chyba | Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Rezidua -0,000000 1,004880 20 0,224698 0,00 -0,000000 19 1,000000

Na hladir¢ vyzramnosti 0,05 nezamitdme hypotézu, ¥edsti hodnota rezidui je 0.

Na zaloZce Pravgodobnostni grafy zvolime Normalni pr&pddobnostni graf ridui:

Normalni p-graf z Rezidua

Tabulkal 9v*20c
2,0

i3

1,0

o
o

-0,5

Ocek. normal. hodnoty
o
o

-2,0
-2,5 -2,0 -15 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 15 2,0

[ Rezidua: SW-w =09601;p=05453 | Pozorovany kvantil

Rezidua séadi kolem idealniiimky, Ize tedy soudit, Ze $&li normalnim rozlozenim.

Zavér: V neprospch regresni paraboly hokidhodnota Durbinovy — Watsonovy statistiky a graviglosti rezidui na predi-
kovanych hodnotach.



Model regresni primky

Méame regresni modet =B, +B,x+¢, kde
y =B, +BX - (deterministicka slozka modelu).
(Parametg,interpretujeme jako teoretickou hodnotu i y= 0 ap, udava zminu Y, kdyz X se zrni o jednotku.)

Slozkag - modelu.
Predpoklady pouziti regresni grimky:

- ZAavislost Y na X ma linearni charakter.

- Pro cely rozsah uvazovanych hodnot nezavisle gnoé X je rezidualni rozptyf «onstantni (hovidme o
homoskedastiaita znamena to, Ze variabilita hodnot zavisle @ramd veléiny Y kolem regresniimky je stejna pi
v8echny uvazované hodnoty nezavisle pnoné velEiny X).

- Hodnoty zavisle prognné veltiny Y maji normalni rozloZeni pro dané hodnotyafsou stochasticky nezavislé (to
souvisi s usp@danim experimentu).

Poznamka: Mensi odchylky od normality a homoskedasticityrnjezno tolerovat.



Systém normalnich rovnic pro regresni pimku

Uvazujeme regresni model=p, +p,x+¢.

Systém normalnich rovnic pro odhad regresnich petrarg, a g,ziskame derivovanim vyrazu

q(BO’Bl) 1Zn:(yi _Bo _[31)(i)2 parCiéIFé pOdleBO a [31:

Nz

BB _ o1 o ey an 99BuB) o1 o vy
0 =220 ~Bo ~Bux,)-2)=0, o =220 ~Bo ~Buxi)(-x) =0

zxizzyi _ZXiZXiyi n;Xiyi _;Xi;yi

ReSenim tohoto systému ziskame odhagy == 2= - —=
ny x,* —(inj
i=1 i=1

L §

nixi2 —(ixij
Po jednoduchych Upravach déggme ke tvarib, :Sl—g, kdes, je kovariance hodnot {xyj), i =1, ..., n &’ je rozptyl
S,

hodnotx,,... x, . Dale dostavame, =m, -bm,, tedy regresniifimku mizeme vyjadit ve tvaruy = m, + 22 (x-m,).

v A



Index determinace regresni pimky

Kvalitu regresnich mod&lposuzujeme mj. pomoci indexu determinaoézzzr—R, kde

S, = Zn:(yi -m,)* je regresni saigtctverai a s, = zn“(yi -m,)* je celkovy sodet tverai.

i=1 i=1
Pro regresniidpmku ma regresni soat ¢tverai tvar:

2

n n 2
SR:Z(9i_m2)2:z m2+Sl_§(Xi_m1)_m2 251_24 (Xi_mz)zanl_zz‘
2l s g s

NS e
IDZZi: Sl - SlZ = 2
2 2.2 12

S s’ s,

Vidime tedy, Ze v fipact regresni fimky index determinace je roven kvadratu koeficientelae

Index determinace nabyva hodnot z intervaly) . Casto se vyjatilije v procentech a informuje nas o tom, jakést

variability hodnot zavisle proémné veltiny Y vycerpava regresni model.



Sdruzené regresni pimky
Predpokladame, Ze élveliciny Y a X jsou nahodné a veéina X nezavisi na nahodné slozcePak jde o fipad
oboustranné zavislosti.

Zavislost Y na X vystihuje regresni modek g, +B,x +¢,
zavislost X na Y vystihuje regresni modeka, +a,y +3.

Odhady a, ,a, regresnich paramétr,,a, v modelux, =a, +a,y, +8, ziskame oft MNC ve tvaru

a:l.:% 8o =M —am, :m1_%m2-

2 2
Empiricka regresniifimka zavislosti X na Y ma tedy rovnici:

X= m1+Sl_§(y_m2)'

SZ
Obe empirické regresniifimky y = by + bx, X = g + ay se nazyvaji a odhady regresnich
parametit b ,a, Se nazyvaji

Je Zejmé, Zeba, =r,,°. Rovnice sdruzenych regresnidiinpek mizeme tedy psat ve tvaru:

1
y=m2+Sl_§(X_m1)’ y:m1+r_§(x_m2)'
12



Vlastnosti sdruzenych regresnich pimek
a) Sdruzené regresniimky se protinaji v bagdo sodadnicich[m,,m,] (tj. v t&Zisti dvouroznérného tékového diagramu).
iy

(s i

b) Je-li i, = 0 (tj. nAhodné valiny X, Y jsou nekorelované), pak sdruzené regrpsimiky maji rovnicey =m,, x =m, ({j.
jsou to kolmice rovnok¥né se saidnymi osami

c) Je-li k,° = 1 (tj. mezi ndhodnymi velinami X, Y existuje Gplna linearni zavislost), pedruZené regresnfimky splynou
1
aa=—.
& b,

veliéin X, Y.

e) Ozn&ime-li ¢ Uhel, ktery sviraji sdruzené regrestimky, pak z pedeslych avah plyne:
cosp =0 - mezi X a Y neexistuje Zzadna linearni zavislost;

cosh =1 = mezi X a Y existuje Uplnérpma linearni zavislost;

cosp =-1 - <=>mezi X a Y existuje Uplna néma linearni zavislost.



Piiklad:

Z fiktivniho zakladniho souboru vSech vzorceli odpovidajicich ,vSem myslitelnym tavbam* dylo laboratte dodano
60 vzorki a zjiS&ny a hodnoty progmné X — mez plasticity a Y — mez pevnosti. Datooytsor ma tvar:

154 178 ] BiOU8 | 73 78
133 16l 106 111 T Ba
B 7H a2 104 47 61
45 163 85 103 G 85
a4 107 | 112 11% 137 142
113 141 08 10 ! 44 M
| 86 o7 103 108 g 116
121 127 oo 110 | 41 15T
[ 119 138 | 104 128 | 155 8%
117 125 107 118 136 155
By OF 45 140 | HIAL
72 07 115G 136 163
a5 113 WE 101 T2 7O
45  ED [ 71 93 | fii Bl
a4 1005 443 64 4 [l
5195 | 122 147 | i1z 123
101 14 33 52 42 85
150 160 TR 117 | 133 147
87 1M 114 137 153 170
g 130 125 149 | 85 01 |

a) Urcete regresniifimku meze pevnosti na mez plasticity.

b) Zakreslete regresnfipnku do dvourozrérného tékového diagramu.

c) Najdete regresni odhad meze pevnosti pro mez plastiosy.

d) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

e) Najdkte rezidualni satetctverail a odhad rozptylu nahodnych odchylek.

f) Urcete regresniifimku meze plasticity na mez pevnosti.

g) Zakreslete regresnfipku do dvourozriérného tékoveho diagramu.

h) Ok¢ regresni fimky zakreslete do téhoz dvourozmeého tékoveho diagramu.



Reseni v systému STATISTICA:
Ad a) Odhad paraméirl. regresni ppmky:

Statistiky — Viceroziérna regrese — Zavisle prénma Y, nezavisle pro&gnna X - OK — OK — Vypoet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2=,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,768

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(58) |Uroveri p
N=60 beta B
Abs.¢len 24,58814 4,740272/ 5,18707 0,000003
X 0,934548 0,046724, 0,93668 0,046830 20,00160 0,000000

Ad b) Zakresleni regresnicliimky do dvourozrérného tékového diagramu:
Grafy — Bodové grafy — Prainné X, Y — OK — OK.

Bodovy graf z Y proti X
ocel.sta 2v*60c
Y = 24,5881+0,9367*x

200

180

160

140

> 120

100

Ad c) Vypctet predikované hodnoty: Pro vyfmi predikované hodnoty zvolime Reziduafpoklady/pedpowdi -
Predpowdi zavisle prominné X: 60 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hodmmaingena jako Redpowd’: 80,79



Predpovézené hodnoty (ocel.sta)
proménné: Y
b-vdha | Hodnota | b-vaha

Proménna * Hodnot
X 0,936679 60,00000 56,20071
Abs. ¢len 24,58814
Predpovéd 80,78885
-95,0%LS 76,25426
+95,0%LS 85,32344

Regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticijg &dy 80,8.

Ad d) Index determinace najdeme ve vystupni tabrdgeese pod oztianim R2:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2=,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,768

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(58) | Urover p

N=60 beta B
Abs.clen 2458814 4,74027z 5,18707 0,00000:s
X 0,93454€ 0,046724 0,9366€ 0,04683C 20,0016C 0,00000C

Vidime, Ze variabilita meze pevnosti je regrediiingou vy¢erpana z 87,3 %.

Ad e) Rezidualni saiet étveral a odhad rozptylu najdeme v tabulce ANOVA: Vratiseedo Vysledky — Vicenasobna

regrese — na zaloZce Detailni vysledky zvolime AMQZelk. vhodnost modelu)

Analyza rozptylu (ocel.sta)

Soucet | sv| Pramér F p-hodn.
Efekt Gtvercl ctvercl

Regres. [ 55400,60 1| 55400,60 400,0641 0,000000
Rezid. 8031,80 58 138,48

Celk. 63432,40

Vidime, Ze rezidualni s@et ¢tverai je 8031,8 a rezidudalni rozptyl nabyva hodnoty 488,




Ad f) Vysledky pro 2. regresnirjmnku:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : X (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2= ,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,741

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(58) |Uroverip
N=60 beta B
Abs.¢len -10,785¢  5,54425C -1,9454C 0,05657¢
Y 0,93454¢  0,046724) 0,9324 0,046617 20,0016C 0,00000C
Vidime, Ze x = -10,7858 + 0,9324y.

Ad g) Dvouroznirny tetkovy diagram se zakreslenou 2. regresirhgou

Bodovy graf z X proti Y
ocel.sta 2v*60c
X =-10,7858+0,9324*

100 120 140 160 180




Ad h) Nakresleni sdruzenych regresni¢imek do jednoho diagramu:

K datovému souboru ocel.stéigame d¥ nové prominné y1 a y2. Do pro#émné y1 ulozime predikované hodnoty meze
pevnosti na mezi plasticity (do Dlouhého jména pnoné y1 napiSeme =24,58814 + 0,93668*x a do Dloulrakaoa
proménné y2 napiSeme =(x+10,7858)/0,9324

Grafy — Bodové grafy — zaSkrtneme Vicenasobny APnoé X: X, Y: Y, y1, y2 — OK. Ve vytvieném grafu pak vypneme
zobrazovani zrigk pro y1, y2 a naopak zapneme Spojnici.
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Kritické hodnoty Durbinova-Watsonova testu prookotelaci 1radu proo = 0,05, rozsah vydou n a pdet regresar p
(bez konstant)

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5
n d d d d ddodo d d d d
15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1)%6 2,21
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1088 1,99
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 11707 1,83
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1723 1,79
60 155 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 178 1,77
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 U@L 1,77

1001,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 /A7 1,7



Uvod do analyzy¢asovychiad
Osnova:

- pojemcéasové&ady

- druhy¢asovychrad a jejich grafické znazoni

- statické a dynamické charakteristiigsovéady

- aditivni modekasovérady

- odhad trend@asovéady pomoci klouzavych pmera

- regresni analyza trendu



Pojem ¢asovérady: rozumimeradu hodnoty, ,...,y, urcitého ukazatele usp@danou podleifrozené

casove posloupnosti € ... <t. Jsou-licasove intervaly (f t), ..., (.1, ) stejreé dlouhé (ekvidistantni), zjednodusen
zapisujemeasovouradu jako y, ..., y. Pritom ukazatel je vetina, ktera charakterizujegjaky jev v ugitém prostoru a
urcitém case (okamzikugi intervalu).

Druhy ¢asovychrad

a) prislusny ukazatel udava, kolik jeexistuje v danémiasovém okamziku (n&ppocet
obyvatelstva k witému dnu).
b) Aprislusny ukazatel udava, kolik jiewvzniklo ¢i zaniklo vurcitém ¢casovém intervalu (ndppciet

sinatkl béhem roku). Nejsou-li jednotlivéasové intervaly ekvidistantni, musime provasni casovérady od disledki
kalenddnich variaci.

Priklad: Mame k dispozici tdaje o trélmbchodni organizace (v tis¢Kv jednotlivych nésicich roku 1995: 2400, 2134,
2407, 2445, 2894, 3354, 3515, 3515, 3225, 30634,28500. Vypotéte aiistené udaje.

Reseni Pimérna délka nisice je 365/12 dne.d¥téna hodnota
pro ledeny® = 24003502 = 235484,
12031

pro unory® = 213473502 _ 231818.
12128

Pro ostatni rsice analogicky dostaneme
2361,71; 2478,96; 2839,54; 3400,58, 3448,86; 3448,869325 3005,36; 2731,42; 2551,



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvorime novy datovy soubor éeich promgnnych: trzba, dm (délky jednotlivychasial) a ot (@iSténa trzba) a 12
piipadech. Do pronné trzba zapiSeme zjge hodnoty. Do progmné dm viozime délky jednotlivychésiai, tj. 31, 28,
30, ..., 31. Do Dlouhého jména prémnmé ot napiSeme =trzba*365/(12*dm).

1 2 3

trzba dm ot
1 2400 31 2354,839
2 2134 28 2318,185
3 2407 31 2361,707
4 2445 30 2478,958
5 2894 31 2839,543
6 3354 30 3400,583
7 3515 31 3448,858
8 3515 31 3448,858
9 3225 30 3269,792
10 3063 31 3005,363
11 2694 30 2731,417
12 2600 31 2551,075




Grafické znazornéni okamzikové ¢asovéiady
Pouzijeme rNa vodorovnou osu vynasimiasové okamzikyit ..., t, na svislou osu odpovidajici
hodnoty y, ..., y.. Dvojice bod (1, v)), i = 1, ..., n spojime Ugkami.

Piiklad: Casovérada obsahuje Gdaje odto zangstnand urcité akciové spokénosti v letech 1989 — 1996 vzdy k 31.12.

1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 19P6
622 627 631 635 641 641 637 625

Znazorrte tutocasovouradu graficky.

ReSeni pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime datovy soubor o dvou prémmych nazvanych rok a pocet ai®gadech.

Grafy — Bodové grafy — odsSkrtneme Linearni proldzeRrongénné X — rok, Y — péet — OK — OK. 2x klikneme na pozadi
grafu — vybereme Graf: obecné — zaskrtneme Spo QK.

642

640 \
638
636
634 \

3 632 ]

= 630 \
628 \
626 \
624

622

620
1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997
rok



Grafické znazornéni intervalové ¢asovérady

Pouzijeme

vodorovnou osu vynaSimestly @islusnych intervai.

nJe to soustava obdéldijkkde Stka obdélniku je rovna délce intervalu a vySka odigév
hodnot ukazatele v daném intervalu. Ke znazoinntervalové&asoveérady Ize pouzit i spojnicovy diagrantigemz na

Priklad: Mame k dispozici udaje o produkciiiteho podniku (v tisicich vyrolii v letech 1991-1996.

1991

1992

1993

1994

199%

199

6

114

106

107

102

116

137

Znazorrte tuto¢asovouradu graficky.

ReSeni pomoci systému STATISTICA:
Vytvoiime datovy soubor o dvou prémmych nazvanych rok a produkce aippdech.

Grafy — Bodové grafy — odsSkrtneme Linearni proldzeRroménné X — rok, Y — produkce — OK — OK. 2x klikneme na
pozadi grafu — vybereme Graf: obecné — zaSkrtnggogmige — Pidat novy graf — typ Sloupcovy graf — OK. Do slotipc
ozna&enych jako Novyl, Novy2 okopirujeme hodnoty psomych rok a produkce. Ve VSech moznostech: Sloupce
upravime &ku sloupce na 1.
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Pramér okamzikové ¢asovéirady

Nejprve vypd@teme ptiméry pro jednotlivé diti intervaly (t, t), (2, ), ..., (f-1, t): Ya ;yz Y2 ;y3 ..... y“‘12+y” . Jsou-li

véechny tyto intervaly ste@rdlouhé vypoteme
— y|—1+y| - 1 yl + yn
Y- 1Z 2 n- 1( 2 Zy' 2]

i=2
Nemaji-li intervaly stejnou délku, vypteme d=t —t.4, i = 2, ..., h a pouzijeme

: 1 iyl—l+yl m

idl i=2

i=2

Priklad: Casovéada vyjaduje paset obyvatelstva'SSR (v tisicich) v letech 1965 aZ 1974 vzdy ke3dni2.

Rok | 1965 | 1966| 1967 1968 1969 19710 191 1972 19737419

pocet | 14194 14271 14333| 14387| 14443| 14345| 14419| 14576| 14631 14738

Charakterizujte tutéasovouradu chronologickym gmérem.

Regeni:y = 5(%194 14271+ .. +14631+ 14738j:14430.




Prameér intervalové ¢asovéirady

1n
y==
n

i=1

zyi .

Piiklad: Vypo¢téte ptimérnou hodnotu réni dasovérady HDPCR (v miliardach K) v letech 1994 az 2000.

Reseni y =

1

1994

1995

1996

1997

1998

1999

2000

1303,6

1381,1

14477

1432,8

14013

1390,6

143

= (13036 +...+14338) =13987 .



Dynamické charakteristiky ¢asovychiad

Absolutni prirastky
1. diferenceany, =y, -y, ,,i=2,...,n

2. diferencen@y, = Ay, —Ay. =y, -2y, +Y, 5 i =3...,n

atd.

(Diferencovani ma velky vyznantippdhadu trenddasovérady regresnimi metodami.)
ZAYi _

Praimérny absolutni frastek: A = '?_1 = y';] _31/1

Relativni prirastek
5 =i

i Jd=2,...,n

Yia
(Relativni girastek po vynasobeni 100 udava, o kolik procent sanidanhodnota \tase toprotic¢asu t;.)

Koeficient rustu (tempo nistu)

(Koeficient ffistu po vynasobeni 100 udava, na kolik procent hiydnodase i, vzrostlaci poklesla hodnota vase i)

Pramérny koeficient fistu
E=n#k2wsmnwn=nﬂlﬂ
Y1

Pramérny relativni girastek
d=k-1



Priklad: Pro¢asovouradu HDPCR v letech 1994 aZ 2000 (v miliardack)Krypaitéte zakladni charakteristiky dynamiky a
graficky znazorgte 1. diference a koeficientystu.

Reseni
rok HDP Ayi ki Oi
1994 1303,6 X X X
1995 1381,1 77,5 1,059 0,059
1996 1447,7 66,6 1,048 0,048
1997 1432,8 -14,7 0,990 -0,010
1998 1401,3 -31,5 0,978 -0,022
1999 1390,6 -10,7 0,992 -0,008
2000 1433,8 43,2 1,031 0,031
PRIMEIMY o .~ _14338-13036 _ y ] . .
ramérny absolutni firtstek: A = 5 =217, tzn., ze v obdobi 1994 — 2000 rostl HDRrpérné o 21,7 miliard K
roéne.
Pramérny koeficient fistu: k = igggg = 1016, tzn., Ze v obdobi 1994 — 2000 rostl HDRrpérné o 1,6% r@ne.
Graf 1. diferenci: Graf koenta rastu:
\\ T
ISR
v 1 \/



Vypocet pomoci systému STATISTICA :
Statistiky — Pokrailé linearni/nelinearni modely €asovérady/predikce — Proémné HDP — OK — OK (transformace,
autokorelace, iz. korelace, grafy) — Diferencovani - OK (transfovat vybranéady) — vykresli se graf.

100 100

80 80

60 60

40 40

20 20

HDP

0 0

20 20

-40 -40

60 -60
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Cisla pripadu

Vratime se do Transformace prémmych — Ulozit prorainné. Oteye se nové datové okno, kde v pgamé HDP_1 jsou
ulozeny 1. diference.

HDP HDP_1
1303,600
1381,100; 77,500
1447,700] 66,600
1432,800] -14,90C
1401,300] -31,500
1390,600] -10,70C
1433,800] 43,200

~NOOI AW IN|(F




Vypocet relativnich pirastki: . :% proi=2,..,n

i-1
Vratime se do Transformace prémnych — ozn&ime prongnnou, kterou chceme transformovat (HDP) — vyberBosun —
OK, (Transformovat vybranédy) — vykresli se graf.
Vratime se do Transformace prémnych — UloZit prordinné. Tato transformovana w@ha se ulozi do tabulky pod nazvem
HDP_1 (promdnn& s 1. diferencemi ségpmenuje na HDP_2).rldlame novou progmnou RP a do jejiho Dlouhého jména
napiSeme vzorec =HDP_2/HDP_1.

Vypocet koeficient: rastu: k. =i proi=2,..,n
i-1

Do tabulky gidame prominnou KR a do jejiho Dlouhého jména napiSeme vzerdP/HDP_1. Ziskame tabulku

1 2 3 4 5
HDP HDP_2 | HDP_1 RP KR
1303,600

1381,100 77,500 1303,600/ 0,059451 1,059451

1447,700 66,600 1381,100  0,048222 1,048222

1432,800 -14,900 1447,700 -0,01029 0,989708

1401,300 -31,500 1432,800 -0,02198 0,978015

1390,600 -10,700 1401,300 -0,00764 0,992364

1433,800 43,200/ 1390,600  0,031066 1,031066
1433,800

N[O (0B~ WN (-

Pomoci Grafy - 2D Grafy — Spojnicové grafy (Pgamé) vykreslime gibeh relativnich pirastka a koeficient rastu.

Pramérny absolutni firistek a pitmérny koeficient fistu vyp@&teme na kalkukéce pomoci vzoric
14338-13036 _ ;1 7o [14338 _ ).
6 13036

A=




Aditivni model ¢asovérady

Predpokladejme, ze pr&asovouradu i, ..., , plati model
yi=f(t) +&,t=1, ..., n, kde

f(t) je neznama ( ), kterou povazujeme za systematickou (determakisti) slozkwasové&ady
(popisuje hlavni tendenci dlouhodobého vywgsovéady),

& je ¢asoveérady zahrnujici odchylky od trendu. Nahodna slofkawge predpoklady
E(St) = 0,
D(e) =%,

C(St’ 8t+h) = 01

& ~ N(0,6%) (ifkame, Ze je ).



Odhad trendu éasovéirady pomoci klouzavych piméra

Podstata klouzavych pameéri
Predpokladame, Zéasovarada séidi aditivnim modelem

Vi = f(t) + &, t= 1, weey N

Odhad trendu v bed ziskame uditym zprimérovanim givodnich pozorovani z jistého okoli uvazovanéasového
okamziku t. Mizeme si pedstavit, Ze podél dar@sovérady klouze okénko, v jehoz ramci sé&meruje. Nechr toto
okénko zahrnuje dleni nalevo od bodu t a@&eni napravo od bodu t. Hovimne pak o vyhlazovacim okénkulgi h = 2d
+ 1. Prvnich a poslednich d hodnot trendu neodleadkyj protoze proc{1,...,d 0{n-d+1...,n} neni vyhlazovaci okénko

symetrické. Odhad trendu veéesiu vyhlazovaciho okénka je dan vztahem:

=" 1 1 2d
f(t) =m()’t—d +yt—d+1+"'+yt+d)=m§)yt—d+k , t=d+1, ..., n-d.

Sitka vyhlazovaciho okénka

Velmi dulezitou otazkou je stanovenil§y vyhlazovaciho okénka. Je-li okénkilis Siroké, bude se odhad trendu blizit
piimce fikame, Ze je fehlazen) a zaroviese ztrati velky péet ¢lent na z&atku a na konatasovérady. Je-li naopak
okénko uzké, bude se odhad trendu blititquinim hodnotamitkdme, Ze odhad je podhlazen). &&ei€ji se voli Stka
okénka h =3, 5, 7, prvrtletni hodnoty pak 4.



Priklad: Casovérada 215, 219, 222, 235, 202, 207, 187, 204, 174,201, 272 udava ¢ai objemy vyvozu piva
(v milionech litrt) z Ceskoslovenska v letech 1980 az 1991.
a) Odhadgte trend tét@asov&ady pomoci klouzavych pméra s vyhlazovacim okénkemiky 3 a pote 5.
b) Graficky znazorste pribéh ¢asovéady s odhadnutym trendem.

ReSeni pomoci systému STATISTICA:

Vytvorime datovy soubor export_piva.sta o dvou phonych ROK a VYVOZ a dvanactirjpadech.

Statistiky — Pokrsilé linearni/nelinearni modely Casovérady/predikce — Proémné Y — OK— OK (transformace,
autokorelace, #z. korelace, grafy) — Vyhlazovani — zaSkrtnemedd-:tklouzavy piimér, N = 3 — OK (Transformovat
vybranérady) — vykresli se graf, vratime se do Transfornmoeennych — Ulozit prordinné. Oteye se novy spreadsheet,
kde v prondnné VYVOZ_1 jsou ulozeny klouzavetpnéry pro N = 3. Totéz utlame pro pipad N = 5. Ve spreadsheetu se
prongnna VYVOZ 1 epiSe na VYVOZ_2 a nova prémma se ulozi jako VYVOZ_1. Néwzniklé prom¢nné nazveme
KP3 a KP5. K datovému souboriigame prominnou ROK, do jejihoz Dlouhého jména napiSeme =19709+

export_piva.sta
1 2 3 4
rok VYVOZ KP3 KP5
1980 215,000
1981 219,000 218,667
1982 222,000 225,333 218,600
1983 235,000 219,667 217,000
1984 202,000 214,667 210,600
1985 207,000 198,667 207,000
1986 187,000 199,333 194,800
1987 204,000 188,333 188,800
1988 174,000 183,333 187,600
10 1989 172,000 182,333 204,600
11 1990 201,000 215,000
12 1991 272,000

© 0N o WwN (-







Cil regresni analyzy trendu

Regresni analyza trendu ma objasnit vztah mezslgaprongnnou veltinou Yacasem t.

Predpokladame, ze trend f(t) zavisi (lineéénnelineari) na neznamych parametrefgdy B4, ..., px @ znamych funkcich
¢o(t), @1(t), ....,0k(t), které jiz neobsahuji zadné neznamé paramigtry,

f(t) = 9(Bo, 1, -, Bi; @), @1(t), ..., Pu(1)).

Odhady R, by, ..., k neznamych paramétfo, B, ..., B« Ize ziskat naip metodou nejmensiaitverai a pak vyjadit odhad
f(t) neznamého trendu v bt pomoci odhaiii by, by, ..., ik a funkcieg(t), ea(t), ....,k(t), tj.

f(t) = g(kv, b, ... B @o(t), P1(b), ... ox(D))-

TRV 4

Volba typu trendové funkce se provadi
- na zaklad teoretickych znalosti a zkuSenosti se zkoumanbainveu Y;
- pomoci grafitasovérady

- pomoci informativnich teétzalozenych na jednoduchych charakteristikéagoveérady





















Modely (a), (b), (c) jsou linearni nebo se dajelinzovat a odhady parametziskame metodou nejmensSitthieral. Mode-

ly (d), (e), (f) jsou nelinearni a odhady parameai ziskavaji specialnimi numerickymi metodami.

Orienta¢ni ovérovani kvality modelu
- Index determinace (tj. podil vy&lené a celkové variability zavisle prémmeé velEiny) by nel byt blizky 1.

- Body grafu(f (t),f(t)), t=1, 2, ..., n by se#ly fadit do imky se smarnici 1.



Priklad: Casovéarada 112, 149, 238, 354, 580, 867 udava zisk (sitisidolaf) jisté spolénosti v prvnich Sesti letech jeji
existence.

a) Graficky znazonrte piribeh tétocasovéady.

b) Vypcitéte koeficienty distu

c) Z grafucasovérady a chovani koeficiefntriistu Ize usoudit, Z&asovérada ma exponencialni trem¢) =pp," .

Odhaduite jeho parametry.

d) Najckte odhad zisku spalaosti v 7. a 8. roce jeji existence.

e) Zjiskte index determinace a sestrojte g(ﬁa(t),f(t)), t=1, ..., 6.



Redeni Znovu uve’'me hodnotyasov&ady: 112, 149, 238, 354, 580, 867
ad a)

e

ad b) Koeficienty #istu: 149/112 = 1,33, 238/149 = 1,597, 354/238 81,,480/354 = 1,628, 867/580 = 1,495. Vidime, Ze
koeficienty fistu jsou piblizné konstantni.

ad ¢) Modelf (t) =B, linearizujeme a metodou nejmensétheral ziskame odhady Inyl= 4, 227983, In o= 0,420199.
Odlogaritmovanim dostanemg$68,57875, b= 1,522265.

ad d)y, = 68578751,522265 =1299y, = 68578751522268 =1977

ad e) I = 0,996

Jak index determinace, tak gr(a(ft),f(t)) swdci o tom, ze model byl zvolen spravn



Vypocéet pomoci systému STATISTICA:
Vytvoiime datovy soubor se &wma promnnymicas a 'Y a 6 ppady.

ad a)Casovouradu znazornime graficky pomoci Grafy — Bodové grafy
ad b) Koeficienty tistu ziskame pomoci Statistiky — Paité linearni/nelinearni modely asovérady/predikce.

ad c) K datovému souborttigame novou prognnou In Y, kterou ziskdme zlogaritmovanim psomé Y, v niZ jsou ulozZe-
ny hodnoty zisku spotmosti. Provedeme regresni analyzu se zavisle @oau In Y a nezavisle pramnoucas. K vy-
stupni tabulceifidame novou progmnou, do jejihoZz Dlouhého jména napiSeme =exp(b)

Vysledky regrese se z4vislou proménnou : InY (zisk_spolecnosti.sta)
R=,99801042 R2=,99602479 Upravené R2=,99503099
F(1,4)=1002,2 p<,00001 Smérod. chyba odhadu : ,05553

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(4) p-hodn. | NProm

N=6 Z b* zb =exp(b)
Abs.¢len 4,227983 0,051691 81,79336 0,00000C| 68,57875
cas 0,998010 0,03152%| 0,420199 0,013273 31,65812 0,000006 1,522265

Vidime, ZzeY = 68578751,522265.

ad d) Pro vypeet predikovaneho zisku v 7. a 8. roce existencéesposti pouzijeme STATISTIKU jako kalkui&u.

ad e) Index determinace najdeme ve vystupni tabalpese pod oztanim R2. V naSemifpad je 0,996.
Pro ziskani grafu zavislosti predikovanych hodreohangrenych hodnotachiglam ek datovému souboru prénmou pre-
dikce a do jejiho Dlouhého jména napiSeme =68,5783326"cas. Pak vytvéime Bodovy gra
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