Logika

Logika se zabyva (logickym) vyplyvanim a jeho pfevadénim na fetézce elementarnich odvozeni
{inferenci}, které jsou ,vyznamem* uréitych slivek jazyka.
Logika studuje a standardizuje inferencéni strukturu jazyka.

1 Klasicky vyrokovy pocet

1.1 Syntax

1.1.1 Abeceda vyrokového poétu
1. a,b,c,...,a1,a2,as,... atomické vyroky {vyrokové proménné}
2. o, — (vyrokové) operatory {spojky, vyrokotvorné funktory}
3. (,) levé a prava zdvorka

1.1.2 Definice vyroku
(i) Kazdy atomicky vyrok je vyrok.

i)
(ii) Je-li A vyrok, jei —A vyrok.
(iii) Jsou-li A, B vyroky, je i (A — B) vyrok.
(iv) Neni jinych vyroki.
Symboly A, B nejsou symboly vjrokového poctu; jsou to metasymboly, kterym budeme fikat
parametry.
Priklady vyroki: a, b, —a, (b — a), ((b — a) — —a), (—|((b —a) — —a) — (b— a)),
Vyrok si lze predstavovat jako oznamovaci vétu, o niz ma smysl Fici, ze je pravdiva nebo
nepravdiva.
Symbol = A se nazyva negace vyroku A. Je ho mozno Cist: ,Neni pravda, ze A, ,neplati A“,
,ne A“.

Symbol A — B se nazyva implikace s antecendentem {pfedpokladem} A a konsekventem
{dtsledkem} B. Lze ho ¢&ist ,Z A plyne B, jestlize A pak B, ' kdyz A tak B“.

1.1.3 Konvence zjednodusujici zapis

o Vné&jsi zavorky budeme vynechdvat, tj. budeme psat b — a, (b — a) — —a a podobné.
e Zavedeme nové spojky (symbol := éteme , je definovano jako*)

AVB :=-A— B (inklusivni) disjunkce, alternativa; ,A nebo B*

AlB :=A—-B neslucitelnost; ,,A je nesluditelné s B“

AANB :=—-(A— -B) konjunkce, ,A a B“, ,soucasné plati A i B*

A<~ B:=(A— B)A(B— A) ekvivalence, ,,A pravé tehdy, kdyz B“

A« B:=-(A< B) exklusivni disjunkce, nonekvivalence, ,bud A anebo B*
A-+ B :=-(A— B) inhibice

AlB :=-AAN-B yani A ani B



1.2 Axiomatika

1.2.1 Axiomy vyrokového poctu

1.2

A— (B— A)
(A— B) — ((A— =B) — —4)
((A—»(B—>C))—>((A—>B)—>(A—>C’))

.2 Odvozovani a dukazy

e Odvozovaci pravidlo modus ponens: z vyroki A — B a A plyne vyrok B.

A— B
A4
B
e Odvozeni vyroku A z vyrokiu A, As, ..., Ay: koneénd posloupnost vyroki, jejimz poslednim
élenem je vyrok A a jejiz kazdy ¢len je bud axiomem, nékterym z vyroka Aj, As, ..., A,,

nebo plyne z vyrokt vyskytujicich se pfed nim pomoci pravidla modus ponens.
{A1, Ay, ..., Ay} A — vyrok A lze odvodit z vyroki Aj, As, ..., Ap“

e Ditkaz vyroku A: odvozeni vyroku A bez pfedpokladi, z prazdné mnoziny piredpokladii.

F A — existuje dikaz vyroku A {vyrok A je dokazatelny}
Teorém je vyrok, ke kterému existuje dukaz, dokazatelny vyrok.

e Véta o dedukci: jestlize vyrok B lze odvodit z vyroku A, pak vyrok A — B je teorémem.
{A}v B =+A—>B

(Metasymbol = ¢teme ,plyne“, ,jestlize ..., pak ...“. Jedna se tedy o implikaci; nikoliv
ale o implikaci v jazyce vyrokové logiky, ale ,v jazyce, kterym mluvime“.)

Obecnéji: Jestlize vyrok A lze odvodit z vyroku A, As,..., A,, pak vyrok A, — A lze
odvodit z vyrokt Ay, As, ..., Ap_1.

{Al,AQ,...,An}FA = {Al,AQ,...,Anfl}FAn—)A

Obecné:
{A1, Ay, A FA = F A — (--~(An71—>(An—>A))~--)

Odvozeni vyroku B z vyroku A lze povazovat za dikaz vyroku A — B.

Teorém lze povazovat za zkratku pro néjakou posloupnost vyroka v odvozeni nebo dikazu. Vse,
co je dokazano, lze pouzit pii dalsim dokazovani.

vyroky
teorém

Priklady odvozeni a dikazt: V komentafich ke krokim dikazu budeme pouzivat symboly

typu

(@), D — E — /byl pouzit axiom « a v ném byl vyrok D nahrazen vyrokem E“

~.d. — ,na tadky v a 0 bylo pouZito pravidlo modus ponens*



1) {A,-A} F B (Ex imposibili sequitur quodlibet)

1. A predpoklad
2. —A predpoklad
3. A— (-B—A) (1), B— -B
4. -B— A 1. 2.
5. (-B — A) — ((-B — —~A) — =—B) (2, A—-B,B— A
6. (-B— —-A)— —-—B 4. 5.
7. 2A— (B — -A) (1), A— —-A, B— —-B
8. —-B— -4 2. 7.
9. ——B 6. 8.
10. ——B— B (4), A B
11. B 9. 10.

2) {A— B,B — C} F A — C (Tranzitivita implikace)

1. A—B predpoklad
2. B—=C predpoklad
3. B—=0C)—(A—(B—0) (1),A—»B—C,B— A
4 A—(B—C) 2. 3.
5. (A= (B—=0C) - ((A—=B)—(4—0C) (3)
6. (A—B)—(A=0) 4.5.
7. A-=C 1. 6.
3)FA—- A
1. A-(A—A) (1), B— A
2. A= ((A—4)— A) (1), B—A— A
3. (A—>((A—>A)—>A))—>((A—>(A—>A))—>(A—>A)) (3), B A— A, C A
4. ((A — (A— A)) — (A— A) 2. 3.
5, A— A 1. 4.

Tentyz vysledek lze dokézat podstatné tspornéji. Udvozeni {A} - A mé jediny ¢len, vyrok A.
7 véty o dedukci pak plyne - A — A.

4) |_ A — ﬁ‘!A

Ukézeme {A} F ——A; dokazované tvrzeni pak plyne z véty o dedukci.
1. A predpoklad
2. A—-(-A— A (1), B— -4
3. "A— A 1. 2.
4. (mA—A) = ((FA— —A) — -—A) (2), A——A B~ A
5. (nA— -A) - A 3. 4.
6. -A—-A teorém 3), A — -A
7. ——A 5. 6.

1.2.3 Transformaé¢ni pravidla

Pokud {A} F B asoudasné { B} F A (coz lze ekvivalentné zapsat ,~ A — B asouasné- B — A%),
pak lze vyrok A nahradit vyrokem B a naopak. Symbolicky:

{A}FB,{B}F A = A~B

Metasymbol ~ ¢teme ,lze nahradit®, , je logicky ekvivalentni“

Dulezita transformacni pravidla:
—~(AVB)~-AAN-B, -(AANB) ~-AV-B de Morganova pravidla



—~(A— B)~AAN-B

A—B~-B—-A~-AVB~-=(AAN-B)

AVB~BVA ANB~BAA komutativni zadkony
(AVB)VC ~AV(BVC),(ANB)ANC ~AN(BAC) asociativni zdkony
(AVB)AC ~(ANC)V(BAC), ANB)VC ~ (AVC) A (BVC) distributivni zadkony

1.3 Sémantika

vyjadfuje / smysl N\ identifikuje
T
oznacuje

Vyznam vyroku: pravé jedna z dvojice hodnot ,pravda“, ,nepravda“; nebo P,IN; nebo 0,1. Tzv.

pravdivostni hodnota.

1.3.1 Interpretace jazyka klasického vyrokového poétu
Prifazeni vyznamu kazdému vyroku tak, ze

(i) Vyznam negace —A je P pravé tehdy, kdyz vyznam vyroku A je N.

(ii) Vyznam implikace A — B je N pravé tehdy, kdyz vyznam vyroku A je P a vyznam vyroku

B je N.

Vyznam vyroku je spocitatelny z vyznamt atomickych vyroki, které ho tvori, podle tabulek:

A B|A—-B|AvB AlIB AANB A< B
Al -A N N P N P N P
N P N P P P P N N
P| N P N N P P N N

P P P P N P P

Pfi uzivani pravdivostnich hodnot 0, 1 a oznaceni pravdivostni hodnoty vyroku A symbolem

| A, 1ze vyznam vyroki spoéitat podle formuli:

4] =114

1, |A| < |B
A p = B ASIBE e By = max{1 — |4, |B])
0, [A] > |B],

AV B| = max{|Al,|BJ}
|A | B| = max{1 — |A|,1 - |B|}

[AAB| = min{|Al,|B]}

A & B| = min { max{1 - ||, |B|}, max{|], 1 - |B|}}
ALB| =1 - max{|4], |B]}



1.3.2 Dalsi pojmy souvisejici s interpretaci

Tautologie — vyrok, ktery ma pii kazdé interpretaci vyznam P

Kontradikce — vyrok, ktery ma pii kazdé interpretaci vyznam N

e Vyrok A vyplijvd z viroki A, As, ... (koneéné nebo spocetné’ mnoha) — pii kazdé inter-

pretaci v niz je vyznam kazdého z vyroka A, As,... roven P, je vyznam vyroku A také
P.

e Vyroky Aj, As, ... jsou sémanticky konzistentni — existuje interpretace, ktera vsem priradi

vyznam P.

Tautologie vyplyva z prazdné mnoziny vyrokt.
Mnozina vyroki je sémanticky konzistentni praveé tehdy, kdyz neobsahuje néjaky vyrok spolu
s jeho negaci.

1.3.3 Vyznamné tautologie

AV A, ~(AN-A) zakon vylouceni tfetiho

-A— (A— B),(AN-A) — B zakon Dunse Scota
(A-B)A(B—C))— (A—=0C) transitivita implikace
AN(A—B))—B modus ponens
-BA(A— B)) —-A modus tollens

(
((
(—~A
(

(AN B)

-B — -A) - (A— B) neptimy dikaz
(AA-DB)

— (CA=C)) — (A— B) diikaz sporem
A) — A reductio ad absurdum
—C)— (A= (B—C(C)) dedukce

1.3.4 Vlastnosti klasického vyrokového pocétu

Korektnost — kazdy teorém je tautologii (co lze dokdzat, je pravda).
Uplnost — kazda tautologie je teorém (co je pravda, lze dokazat).

Rozhodnutelnost — o kazdém vyroku lze rozhodnout, zda je tautologii nebo ne (zda je
pravdivy nebo ne).

Kompaktnost — Pokud vyrok vyplyva z néjaké mnoziny vyroki, pak vyplyva z néjaké jeji
kone¢né podmnoziny.

Vyrok A vyplyva z vyroku Aj, As, ..., A, pravé tehdy, kdyz vyrok A lze odvodit z vyrokua
A17A27"'7An

2 Predikatovy pocet

2.1

Syntax

2.1.1 Abeceda predikatového poctu

1.
2.
3.
4.

Konecné nebo spodetné mnoho znakii pro objekty (tzv. individuové proménné),
koneény pocet znaktl pro predikaty,
vyrokové operatory =, — (V, |, A, <, <, -, 1),

obecny kvantifikdtor V,

1Souslovi ,spodetné mnoho“ znamens ,pesné tolik, kolik je piirozenych &isel, tj. ¢isel 1, 2, 3, ...



5. koneény pocet znaki pro individua (,,pojmenované objekty“, tzv. konstanty),
6. zavorky (, ).

Predikat je néjaké vlastnost, kterou objekt nebo skupina objekt mtze mit. Kazdy predikat
mé mistnost (aritu); udaj, kolika objektli se tykd — jednomistny (unérni) predikat vypovida o
jednom objektu, dvojmistny (bindrni) o dvou objektech, trojmistny (ternarni) o t¥ech objektech
atd. U vicemistnych predikati zalezi na poradi, v jakém jsou objekty, k nimz se predikat vztahuje,
uvedeny. Obvykle zapisujeme:

symbol n-drntho predikdtu(pruni objekt, druhy objekt, ..., n-ty objekt);

specialni predikaty vSak maji zvlastni zptisob zapisu.

Obecny kvantifikator zastupuje slivka ,pro vsechny“, ,kazdy objekt®.

Podobné jako v pripadé vyrokové logiky byly operdtory V, I, A, <, <, -, | zavedeny po-
moci operatortt = a — (a proto nejsou soucasti zakladni abecedy vyrokového poctu), lze pomoci
obecného kvantifikatoru V a negace — definovat existen¢ni kvantifikator 3,

(Ja) := —(Va)— ;
ten zastupuje slivka ,pro néjaky“, ,existuje (aspon jeden) objekt“.

Piiklady objekti a predikatu:

e Objekty — kulicky v platéném pytliku
Predikdty — unarni: H (,,je hlinéna®), S (,,je sklenéna*)
binarni: V (,,je vzacnéjsi*)
H(a) — ,kulicka a je hlinéna“, S(b) — ,kulicka b je sklenénd®, V(a,b) — ,kulicka a je
vzécngjsi nez kulicka b“, V(S(a), H(a)) — ,sklenéné kulicka je vzacnéjsi nez hlinéna*

e Objekty — Cisla
Binérni predikdt — < (,,je mensi nez*)
< (a,b) — ,¢islo a je mensi nez &islo b*; obvyklejsi zptlisob zapisu je a < b.

e Objekty — jedinci z néjaké bisexudlni populace
Ternarni predikdt — R (,,jsou matkou a otcem jedince*)

R(a,b,z) — ,a je matkou a b je otcem jedince z¥, ,jedinec x m& matku a a otce b*

2.1.2 Slova predikatového poctu
e Slovo: libovolna koneéna posloupnost znaku z abecedy predikatového poctu.

e Individuova proménné x je vdzand ve slové o: posloupnost znakid Vz nebo Jx je ¢asti slova
®.
e Individuova proménna x je volnd ve slové : proménna x neni ve slové ¢ vazana.

e Individuova proménnd x je podstatné volnd ve slové ¢: proménné x je ¢asti slova ¢ a je volna
ve slove .

e Slova ¢ a 1 jsou slucitelnd: zddné promeénnd, kterd je podstatné volna v jednom ze slov ¢,
1) neni vazana ve druhém z nich.

Priklady:

o (V2)R(z,y) je slovo; proménnd z je v ném véazana, proménné y a z jsou v ném volné,
promeénnd y je v ném podstatné volna.

e Slova (Vz)R(x,y) a (Jy)Q(y) nejsou slucitelna.
e Slova (Vz)R(x,y) a (3z)Q(z) jsou sluditelnd.



2.1.3 Formule predikatového poétu

o Atomickd formule (primitivni predikadt): Je-li P znak pro n-mistny predikat a t1, to,..., tp
jsou individuové proménné nebo konstanty, pak P(t1,ts,...,t,) je atomickd formule.

e Definice formule:

(i) Kazda atomicka formule je formule.
(if) Je-li ¢ formule, pak také —(p) je formule.
(iii) Jsou-li ¢ a 1) formule, pak také (¢) — (¢) je formule.
)

(iv) Je-li ¢ formule a individuové proménné z neni ve slové ¢ vazana, pak také (Vz)e je
formule.

(v) Neni jinych formuli.

Formule se nazyva uzavrend, nevyskytuje-li se v ni podstatné volna proménna.
Kazdé dvé uzaviené formule jsou slucitelné.

Piiklady formuli predikatového poctu:
Predikaty jsou stejné jako v 2.1.1

e (Va)V(S(a),H(a)) — ,kazda sklenénd kulicka je vzécngjsi nez hlinénd.

o (Va)(Jy)x < y — ,ke kazdému ¢islu z existuje ¢islu y, ze  je mensi nez y*, , ke kazdému éislu
existuje ¢islo vétsi*, ,neexistuje nejvétsi ¢islo“; posledni formulaci je také mozno formalné
zapsat jako —=((Jy)(Vz)z < y).

e (Vx)(Ja)(F)R(a,b,x) — ,kazdy jedinec z bisexuélni populace mé svou matku a svého otce“

2.2 Axiomatika
2.2.1 Axiomy predikatového pocétu

(V1) ¢ = (4 —¢)

(V2) (¢ =) = ((¢ = %) = ~)

(V3) (p = (=) = ((p =) = (¢ = 1))

(V4) = — ¢

(R1) Je-li z individuovad proménné nebo konstanta, pak x = x je axiom.

(R2) Jsou-li x1,29,...,2, at1,ta,...,t, individuové proménné nebo konstanty a P je n-mistny

predikat, pak
(Il :tl/\IQ :tQ/\"'/\In :tn/\P(Il,IQ,...,In)) —>P(t1,t2,...,tn)
je axiom.

(S) Je-li p(x) formule, v niz je individuovd proménnd z podstatné volnd a ¢ je konstanta nebo
individuova proménna, ktera neni ve formuli ¢(z) vdzana ani podstatné volnd, pak

(Vo)p(z) — o(t)
je axiom.

(D) Je-li ¢ formule, v niz proménnd = neni podstatné volné a 1) je formule, v niZ neni proménna
x vazana, pak

(V2) (o = ©) = (¢ — (Vo))
je axiom.

Axiomy (V1)—(V4) jsou axiomy klasického vyrokového poctu, axiomy (R1) a (R2) se nazyvaji
aziomy rovnosti, axiom (S) se nazyva aziom specifikace a axiom (D) se nazyva aziom distribuce.



2.2.2 Odvozovaci pravidla a dukazy

e Pravidlo modus ponens: z formuli ¢ — 1 a ¢ plyne formule .

=
@
(0

e Pravidlo generalizace: Je-li ¢ formule, v niz je proménnd = volnd, pak z formule ¢ plyne
formule (Vz)ep.

(Vz)p

e Odvozeni formule ¢ z formuli @1, @, . .., @y,: koneéna posloupnost formuli, jejimz poslednim
¢lenem je formule ¢ a jejiz kazdy ¢len je bud axiomem predikétového poctu, nékterou z
formuli @1, @2, ..., pn, nebo plyne z formuli vyskytujicich se pfed ni pomoci pravidla modus
ponens nebo pravidla generalizace.

{1,902, -, on}F @ — formuli ¢ lze odvodit z formuli ¢1, o, ..., p,“

e Diikaz formule ¢: odvozeni formule ¢ bez pfedpokladd, z prazdné mnoziny predpokladi.
F ¢ — ,existuje dikaz formule ¢* {, formule ¢ je dokazatelna“}
Dokazatelna uzaviena formule se nazyva teorém.

3 Axiomaticka teorie

Vytvorit teorii 7 znamen

1. vymezit objekty, které mohou byt symbolicky zapsany individuovymi proménnymi nebo
konstantami {stanovit universum objekti};

2. zvolit konkrétni predikaty;
3. zvolit azxiomy teorie — uzaviené formule, které prohlasime za pravdivé.

Diikaz formule ¢ v teorii 7 je odvozeni formule ¢ z axiomu teorie 7. Formule dokazatelnd v
teorii T je formule, k niz existuje dikaz.
T I ¢ — formule ¢ je dokazatelna v teorii 7.

Formule ¢ je rozhodnutelnd v teorii 7, pokud 7 F ¢ nebo 7 + —p. V opacném piipadé se
formule nazyva nerozhodnutelnd.

Teorie 7 je spornd, pokud existuje formule ¢ takova, ze 7 I ¢ a soufasné 7 + —p. V opaéném
ptipadé se teorie nazyva bezespornd.

Teorie 7 je uplnd, pokud je v ni kazda uzaviena formule rozhodnutelna.

Plati:

e Je-li teorie 7 spornd, pak je v ni kazda formule dokazatelna.
Toto tvrzeni plyne z toho, Ze ve vyrokovém poctu plati {A,—A} - B.

e Pokud v teorii 7 existuje nerozhodnutelna formule, pak je tato teorie bezesporna, tj. pokud
teorie 7 neni tuplna, pak je bezesporna.
Jedné se o obraceni predchoziho tvrzeni.

Godelova véta o nedplnosti (volna formulace): Pokud je teorie 7 bezesporné a tak obsahla,
7e zahrnuje aritmetiku prirozenych ¢isel, pak neni tplna.



