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Uvod

Cilem tohoto textu je Ctendfe strucné sezndmit s ndstroji algebraické teorie formélnich
jazykl a s n€kterymi vyznamnymi piiklady jejich aplikaci. PfestoZe pro jeho ¢teni je
postacujici znalosti ovladnuti zakladnich matematickych pojma a konstrukci (pologrupy,
grupy, variety algeber, rovnostni logika, metrické prostory), ke sprdvnému pochopeni
jeho vyznamu je vhodné se diive sezndmit se zdklady teorie formélnich jazyk.

V tomto textu se budeme vénovat predev§im jazykiim reguldrnim, tvoficim nejnizsi
uroveni Chomského hierarchie. Jedna se o jazyky, pro néz existuje konecny mechanis-
mus, ktery umi o kaZzdém slové rozhodnout, zda do jazyka patii nebo ne. Hlavnim cilem
vétSiny vysledkd v teorii regularnich jazyki je algoritmické rozhodovani vlastnosti re-
gularnich jazykd a hledani efektivnich charakterizaci vyznamnych téid téchto jazyka.
Napriklad nas bude zajimat, jak zjistit, jestli je moZné dany jazyk ziskat pomoci néjakym
zptisobem omezenych raciondlnich vyrazi, tfeba s omezenim na pouzivané operace nebo
s omezenim na hloubku zanofeni operaci ve vyrazu.

Regularni jazyky byvaji nejCastéji popisovany pomoci konecnych automatt nebo re-
guldrnich vyrazil, ovSem jsou znamy i dalsi ekvivalentni pfistupy, z nichz kazdy ma své
vyhody a nevyhody. Jednou z mozZnosti je pouZziti formuli monadické logiky druhého
fadu; tento fakt patii k hlavnim motivacim pro rozvoj teorie regularnich jazyki jako cesty
k nalezeni nastrojli pouzitelnych k algoritmické manipulaci s logickymi formulemi. Ji-
nou moznosti je pouziti homomorfismi do kone¢nych pologrup, cozZ umoznuje vyuZit ke
studiu jazyk jak strukturni teorii kone¢nych pologrup, tak techniky univerzalni algebry,
predevsim identity.
dem zdjmu ve vznikajici teoretické informatice v 50. letech. Prvnim vysledkem, ktery
ukazal vyznam teorie pologrup pro studium formalnich jazykt byla Schiitzenbergerho
charakterizace star-free jazykt z roku 1965. Toto zjiSténi bylo brzy potvrzeno mnozstvim
dalsich vysledki predstavujicich tzké vazby mezi kone¢nymi pologrupami a regularnimi
jazyky. Obecny rdmec pro tyto vysledky vytvofil v roce 1976 Samuel Eilenberg zave-
denim pojmu variety jazykt. Od té doby tvoii regularni jazyky a konecné pologrupy
v podstaté jednu spole¢nou teorii, pficemz mnoho vysledkl o jazycich umime dokazat
pouze pomoci pologrup a naopak, pfi studiu vlastnosti konecnych pologrup se dobie
uplatiiuji kombinatorické argumenty o jim odpovidajicich jazycich. PrestoZe vznikla
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teorie je dnes jiZ pomérné rozsdhla a obsahuje mnoho hlubokych vysledki, nékteré
problémy, které motivovaly jeji vznik, zistdvaji stile nevyfesené.

Prvni kapitola se zabyva otdzkou, jaké podmnoZiny pologrup lze popsat pomoci ob-
vyklych mechanismd, které v pfipadé monoidl slov popisuji regularni jazyky. Kazdy
z uvazovanych mechanismi se ukdze byt alternativnim popisem bud’ deterministického,
nebo nedeterministického, konecného automatu. Vztah mezi deterministickou a nede-
terministickou verzi riiznych vypocetnich modeld popisujicich mnoZziny slov patii k za-
kladnim otdzkdm teoretické informatiky. Zatimco pro nékteré modely je snadné zjistit,
Ze deterministickd a nedeterministickd verze maji stejnou silu (tfeba pro kone¢né auto-
maty nebo Turingovy stroje) a pro jiné je dobfe zndmo, Ze nedeterministické stroje jsou
siln&jsi (tfeba v piipadé zasobnikovych automati), napiiklad pro sloZitostni tiidy uréené
asymptotickou ¢asovou ndrocnosti vypoctu se Casto jednd o obtizné oteviené problémy
(tfeba slavny P = NP problém). Uvazujeme-li misto kone¢nych slov nad kone¢nou abe-
cedou prvky libovolné konecné generované pologrupy, ukazuje se, Ze nedeterministické
konec¢né automaty maji obvykle vétsi vyjadfovaci silu nez automaty deterministické.

Druh4 kapitola se vénuje klasické strukturni teorii pologrup, se zaméfenim na vy-
sledky pouzitelné v teorii formalnich jazykt. Pro kazdy z prezentovanych vysledki je
predvedeno jeho pouziti k dikazu néjakého vyznamného vysledku o regularnich jazy-
cich.

Ve treti kapitole je vybudovana obecna teorie pseudovariet kone¢nych pologrup, tedy
tiid uzavienych na souciny, podpologrupy a homomorfni obrazy, vcetné jejich rovnost-
niho popisu pomoci pseudoidentit; neni mozné pouzit obvyklou Birkhoffovu teorii variet,
nebof ta funguje pouze tehdy, mame-li k dispozici nekonecné souciny algeber. Poté je
dokdzana jednozna¢nd korespondence variet pologrup s varietami reguldrnich jazyki
a je uveden stru¢ny prehled zajimavych piiklada této korespondence, které se podarilo
dokazat.

V posledni kapitole je rozpoznavani jazyki homomorfismy do kone¢nych pologrup
zobecnéno na tfidu dobfe ¢astec¢né usporddanych pologrup, o které je zndmo, Ze rovnéz
rozpoznava pouze regularni jazyky. Je ukdzano, jak lze tohoto faktu vyuzit k ziskani
nekonstruktivnich dikaza regularity jazyk.

Vétsina latky popisované v tomto textu je obsaZena v dosud nedokoncené knize Jean-
Erica Pina [0], jejiz stard verze vysla v roce 1986 [5]. Césti textu oznacené hvézdickou
predstavuji struénou informaci o zajimavych vysledcich tzce souvisejicich s probiranou
latkou a je moZné je pfti Cteni zcela vynechat. Argumenty, o kterych se autor domniv4, Ze
je pro Ctendre uzite¢né, aby si je doplnil sdm, jsou uvedena jako cviceni. VyfeSeni vétSiny
téchto cviceni by mélo byt pro peclivého Ctendfe piimocarou zélezitosti; hvézdickou jsou
(***budou) oznacena cviceni, k jejichz vyfeseni je tfeba néjakd nova myslenka.



Kapitola 1

Rozpoznatelné a racionalni
podmnoziny pologrup

V prvni kapitole zavedeme zédkladni pojem regularniho jazyka. Pfitom budeme postupo-
vat obecnéji, neZ je obvyklé v ivodnim kurzu formalnich jazykid. Budeme totiZ povazovat
za jazyky nejen mnoZziny slov, ale mnoZiny prvkua libovolné pevné zvolené pologrupy.
Zjistime, Ze pfi tomto zobecnéni ztratime ekvivalenci standardnich definic reguldrnich
jazykli pomoci deterministickych a nedeterministickych automatt. Pro vzniklé tfidy
podmnoZin proto budeme pouzivat jiné terminy: rozpoznatelné a raciondlni podmno-
Ziny. O reguldrnich mnoZinéch tedy budeme mluvit pouze v pripadé, Ze se tyto dvé tfidy
shoduji.

Vétsinu materidlu prezentovaného v této kapitole je mozné v néjaké podobé€ najit
detailn&ji zpracované bud v bakaldrské praci Marka Filakovského [3] nebo v knize
Jacquesa Sakarovitche [¢]. S vyjimkou ¢ésti 1.6 tuto kapitolu pokryva také kniha Jean-
Erica Pina [6].

1.1 Pologrupy a monoidy

Pfipomenime, Ze pologrupa je mnoZina S opatfend asociativni bindrni operaci -: § X
S — §. Pfitom, pokud je z kontextu jasné, se kterou operaci pracujeme, mluvime casto
jednoduse o pologrupé S misto (S, -) a piSeme souéin prvkd x,y € S misto x -y zkrdcené xy.
Monoidem rozumime pologrupu obsahujici neutrdlni prvek, ktery obvykle znac¢ime 1.

KaZzdou pologrupu S lze snadno vnofit do monoidu pfidanim nového neutrdlniho
prvku. Pritom existuje aZ na izomorfismus nejmensi monoid obsahujici S, ktery se
obvykle zna&i S'. Pokud S neni sama monoidem, potom S! = SU {1}, kde 1 ¢ S je novy
prvek a ndsobeni timto prvkem je definovdno predpisem x-1 = 1:x = x pro vSechna
xe St

Rikdme, Ze prvek e pologrupy S je idempotentni, jestlize plati e - e = e. MnoZina viech
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idempotentnich prvkd pologrupy S se obvykle znali E(S). Prvek 0 € S splitujici pro
vSechna x € S rovnosti 0-x = x-0 = 0 se nazyva nulovy prvek pologrupy S. Pfipomenime,
ze jak neutrdlni, tak nulovy, prvek pologrupy jsou urceny jednoznacné, avSak dalSich
idempotentnich prvkl mize pologrupa obsahovat libovolné mnoho.

Homomorfismus pologrupy S do pologrupy 7 je zobrazeni ¢ : S — T splitujici ¢ (xy) =
©(x)@(y) pro vSechny prvky xayz S. V piipadé, ze Si T jsou monoidy a homomorfismus
¢: S — T navic zobrazuje neutrdlni prvek S na neutrdlni prvek 7', mluvime o homo-
morfismu monoidii. Kongruenci pologrupy S myslime relaci ekvivalence p C § x S
takovou, Ze pro vSechna x,x’,y,y € S spliiujici x p x’ a y p ' plati rovnéz xy p x’y’. Tato
podminka ndm umoZiuje korektné definovat na mnoziné S/p strukturu pologrupy na-
sobenim pomoci reprezentantt, pfi¢emz pfirozend projekce v: S — S/p je surjektivnim
homomorfismem. Opacné, jadro libovolného homomorfismu ker(¢) = {(x,y) € S x S |
©(x) =@(y)} je kongruenci pologrupy S a obraz S v homomorfismu ¢ je pfirozené
izomorfni pologrupé S/ker(¢). Antihomomorfismem ¢: S — T rozumime zobrazen{
splitujici @(xy) = @(y)@(x) pro vSechna x,y € S.

Rikdme, Ze pologrupa T déli pologrupu S, jestlize T je homomorfnim obrazem n&jaké
podpologrupy S.

1.1.1 Volné monoidy

Abecedou myslime néjakou kone¢nou mnozinu A, jejimz prvkim fikdme pismena. Slovo
nad abecedou A je konec¢nd posloupnost pismen z A. V nésledujicim textu se budeme
nejcastéji potkavat s monoidem A* tvofenym vSemi slovy nad danou abecedou A; operaci
v tomto monoidu je zietézeni slov, tedy pro u,v € A* mame u-v = uv. Pologrupa,
kterd vznikne z tohoto monoidu odebranim prazdného slova €, se zna¢i A™. Uvédomte
si, Zze pokud abeceda A obsahuje jediné pismeno, je monoid A* izomorfni monoidu
nezdpornych celych &isel s operaci s¢itini (Np,+). Pro libovolné pfirozené &islo n
zna¢ime A=" mnoZinu v§ech slov nad A délky alespoii n, tedy A=" = A" - A*.

V teorii formdlnich jazykl se vétSinou studuji podmnoziny monoidu A*, nazyvané
obvykle jazyky. My se v této kapitole neomezime jen na tento monoid, ale definujeme
rozpoznatelné podmnoZziny obecné v libovolné pologrupé.
razy pismen v jakémkoli monoidu M, toto pfifazeni 1ze pravé jednim zplisobem rozsifit
na homomorfismus monoidu A* do monoidu M. Totéz tvrzeni plati pro homomorfismy
pologrupy A" do libovolné pologrupy S.

Pfi praci se slovy budeme pouzivat nasledujici pojmy. Mnozinu vSech pismen abe-
cedy A vyskytujicich se ve slové w € A* budeme znadit alph(w). Délku slova w budeme
znadit |w| a pro pocet vyskyti pismene a € A ve slové w budeme pouZivat oznaceni |w|,.
Slovo u € A* nazyvame faktorem (prefixem, sufixem) slova v € A*, jestliZe existuji slova
w,x € A* takova, Ze v = wux (v = uw, v = wu). Slovo a; ...a,, kde ay,...,a, € A, na-
zyvame (roztrousenym) podslovem slova v € A*, jestliZze existuji slova ug,...,u, € A*
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takova, ze v = upauj . . . a,uy.

1.1.2 Pologrupy transformaci

Pologrupy transformaci dané mnoziny hraji v teorii pologrup stejnou roli jako grupy
permutaci v teorii grup. Z pohledu teorie jazykl spociva jejich vyznam v tom, Ze zpro-
stredkovdvaji vazbu mezi deterministickymi automaty a pologrupami, jelikoZ prechodova
funkce deterministického automatu vlastné udava pro kazdé slovo néjakou transformaci
mnoziny vSech stavi tohoto automatu.

Je-li Q libovolnd mnozina, nazyvame mnozinu .7 (Q) vSech zobrazeni Q do Q spolu
s operaci skladani dplnym transformacnim monoidem. Pfitom budeme zobrazeni apliko-

vat zleva, tedy (fog)(q) = f(g(q)).

Tvrzeni 1.1. Nech? S je libovolnd pologrupa. Potom zobrazeni @: S — 7 (S') dané
predpisem @(x)(y) = x-y, pro viechna x € S a 'y € S, je vioZenim pologrupy S do mo-
noidu 7 (S1). Mimo jiné je tedy kaZdd (konecnd) pologrupa izomorfui néjaké pologrupé
transformaci (konecné mnoziny).

Cviceni 1.2.

1. Dokazte predchozi tvrzeni.

2. Dejte ptiklad pologrupy S, kterd neni izomorfni Zddné podpologrupé pologrupy .7 (S).

Casto pouzivanym zobecn&nim transformaci jsou parcidlni transformace, které od-
povidaji neiplnym deterministickym automatiim. Pfitom pologrupa vSech parcidlnich
transformaci &7 (Q) je izomorfni podpologrupé pologrupy .7 (QU {s}), kde s je novy
prvek odpovidajici stavu automatu, ze kterého nevede Zadny prechod jinam (sink state).
Pfislusné zobrazeni ¢: .7 (Q) — 7 (QU{s}) posild kazdou parcidlni transformaci f
na transformaci, kterd vznikne dodefinovanim @(f)(g) = s pro vSechna g € Q, na nichz
neni f definovano.

DalSim zobecnénim parcidlnich transformaci se prirozené dostaneme k pologrupam
bindrnich relaci. V dikazu véty 1.42 uvidime, Ze v piipadé rozpoznavani standardnich
jazykl (ve volném monoidu) odpovidaji pologrupy relaci nedeterministickym automa-
tim. Ovsem v piipadé jinych neZ volnych monoidi kompozice bindrnich relaci obecné
neodpovidd sémantice nedeterministickych automati, a proto pologrupy binarnich relaci
vazbu mezi nedeterministickymi automaty a pologrupami zprostfedkovat nemohou.

1.2 Rozpoznatelné podmnoZiny

1.2.1 Rozpoznavani homomorfismy

Necht S je nyni libovolnd pevné zvolend pologrupa. Rikdme, 7¢ podmnoZina L C S
je rozpozndvdna homomorfismem @: S — T do né&jaké pologrupy 7T, jestlize existuje
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podmnoZina F C T takovd, 7ze L = @~ '(F). V této situaci rovnéZ nékdy fikdme, Ze
L je rozpoznédvéana pologrupou 7. Byt rozpozndvéana jistou pologrupou tedy znamena
byt vzorem néjaké podmnoziny této pologrupy v néjakém homomorfismu. Podstata této
definice je v tom, Ze za S miZeme brat néjakou velkou nekonecnou pologrupu a za
T malou (napfiklad kone¢nou) pologrupu. Potom totiZ miZeme na homomorfismus ¢
se tato definice pouZziva, je ptipad, kdy pologrupa S je kone¢né€ generovana a pologrupa T’
je kone¢nda. Potom ndm totiZ k zadani libovolného takového homomorfismu ¢ staci uvést
konec¢nou informaci: popsat pologrupu 7 a urcit obrazy vSech generatorti pologrupy S.

Vsimnéte si, Ze za mnoZinu F' v definici rozpozndvani miizeme vzdy brat mnoZinu
¢ (L), takZe homomorfismus ¢ rozpoznavé L pravé tehdy, kdyz ¢ ' (¢(L)) = L. Rozpo-
znavani mnoziny L homomorfismem ¢ tedy znamend, Ze pro zji$téni, zda prvek x € S
patii do L, staci tento prvek zobrazit pomoci ¢ do T a podivat se, jestli ¢ (x) patii do @ (L).

Rikame, 7e podmnoZina L pologrupy S je rozpoznatelnd (recognisable) podmnoZina S,
jestlize existuje homomorfismus ¢ : § — T do né&jaké konecné pologrupy 7', ktery roz-
poznéavéa L. MnoZina vSech rozpoznatelnych podmnoZin pologrupy S se obvykle znaci
Rec(S).

Ptedchozi definice 1ze analogicky formulovat i pro monoidy a v nasledujicim textu
budeme vzdy pouZivat tu definici, kterd je v dané situaci vhodné&jsi. VétSinou si tedy
vystaéime s rozpozndvanim monoidy, pouze pokud se budeme zabyvat n€kterymi tii-
dami jazykt neobsahujicich prazdné slovo, budeme muset pouzit obecnéjsi definici pro

pologrupy.

Priklad 1.3. Ukazme si, Ze libovolna kone¢nd podmnozina L C A* je rozpoznatelna. Za

timto d¢elem uvazme mnoZzinu fac(L) vSech faktort slov patiicich do L a pfidejme k ni
novy prvek 0. Na vzniklé mnoZiné M = fac(L) U {0} definujeme ndsoben{ pfedpisem

uv, jestlize uv € fac(L),
u-v=
0, jinak,

au-0=0-v=0-0=0 pro libovolna slova u,v € fac(L). Nyni se jiZz snadno ovéfi,
Ze takto definované nédsobeni korektné zadava na M strukturu monoidu a Ze pfirozeny
homomorfismus, ktery zobrazuje kazdé slovo z fac(L) na sebe a ostatn{ slova monoidu A*
na nulu, rozpoznava jazyk L.

Cviceni 1.4.

1. Ukazte, Ze v grupé (Z,+) jsou rozpoznatelné pravé podmnozZiny, které jsou sjed-
nocenim tfid modulo n pro néjaké pfirozené Cislo n. Uvédomte si, Ze tedy jedinou
rozpoznatelnou kone¢nou podmnoZinou Z je prdzdna mnoZina, kterd je rozpozna-
telnou podmnoZinou kazdé pologrupy.
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2. Ukazte, Ze v pologrupé (N, +) jsou rozpoznatelné pravé ty mnoZiny L, pro které
existuji prirozena Cisla m a n takova, Ze piisluSnost Cisel vétsSich nez m do L zévisi
pouze na jejich zbytku modulo n. Témto mnoZindm pfirozenych cisel se fika
ultimativné periodické.

Rikdme, Ze relace ekvivalence p na mnoziné S nasycuje podmnozinu L C S, jestlize je
L sjednocenim tiid rozkladu S/p, tedy jestlize pro vSechna x,y € S spliiujicixp yax € L
plati rovnéZ y € L. Diky korespondenci mezi homomorfismy a kongruencemi snadno
vidime, Ze L C § je rozpoznatelnd pravé tehdy, kdyz existuje kongruence pologrupy S,
kterd mé konecny index a nasycuje L.

Obvyklym nastrojem, ktery v jednoduchych piipadech umoZziiuje dokazat, ze dana
podmnoZina neni rozpoznatelnd, je takzvané lemma o vkladani (pumping lemma):

Lemma 1.5 (Michael O. Rabin a Dana S. Scott, 1959). Necht L je rozpoznatelnd pod-
mnoZina pologrupy S. Potom existuje prirozené ¢islo m takové, Ze pro libovolné n > m a
pro libovolné prvky xi,...,x, € S spliujici x;---x, € Lexistuji i,j €N, 1 <i < j<m,
takové, Ze prvek xi -+ - x;_1(x; - -Xj)kx]'_H -+ xp, ndlezi do L pro vSechna k € Ny.

Cviceni 1.6. Dokazte predchozi lemma. PouZijte toto lemma k dikazu, Ze jazyk {a"b" |
n € N} nad abecedou A = {a, b} neni rozpoznatelny.

1.2.2 Deterministické automaty

Definice rozpozndvani pomoci pologrup je vyhodnd, pokud chceme pii préci s jazyky
vyuZzit abstraktni algebraické postupy. Pokud ovSem chceme nidzorné popsat néjaky roz-
poznatelny jazyk, pouZijeme vétSinou deterministické automaty. Podstatnou vyhodou
automatu je nejen to, Ze na rozdil od bindrni operace se dd zndzornit jako orientovany
multigraf, ale rovnéZ jeho velikost, nebof nejmensi rozpozndavajici pologrupa je v nékte-
rych pripadech i vice nez exponencidlné vEétsi nezZ automat popisujici stejny jazyk.

Definice 1.7. Akci pologrupy S na mnoziné Q rozumime zobrazeni §: Q X S — Q
spliiujici pro vSechna x,y € S a ¢ € Q podminku 6(8(q,x),y) = 8(g,xy). Chadpeme-li
pologrupu S jako monoid, vyZadujeme navic, aby platilo §(g, 1) = g pro vSechna g € Q.

Na akci pologrupy S na mnoziné¢ Q se mizeme ekvivalentné divat jako na antiho-
momorfismus ¢ pologrupy S do pologrupy 7 (Q), pfi¢emz ¢(x)(q) = 8(q,x). Pfitom
transformaci @(x) obvykle znacime &, tedy plati 8., = 6, o 6;. Dodate¢ny poZadavek
v pripadé monoidu potom odpovida tomu, Ze se ma jednat o antthomomorfismus mono-
idQ, tedy Ze se neutrdlni prvek S zobrazi na identickou transformaci. VSimnéte si, Ze akce
neodpovidaji homomorfismiim, ale antihomomorfismiim, protoze zobrazeni aplikujeme
na argumenty zleva, tedy v potfadi odprava doleva, kdeZto slova ¢teme zleva doprava.
Proto také byva zvykem pfi studiu akci predpokladat, Ze zobrazeni se aplikuji zprava,
pficemz, je-li jasné, o kterou akci se jednd, piSe se stru¢né g - x misto d,(q).
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Definice 1.8. Necht S je pologrupa. Deterministickym automatem nad S rozumime uspo-
fadanou pétici &7 = (S,0,0,qo,F ), kde Q je néjakd mnoZzina stavii, §: Q@ x S — Q je
akce S na Q, qo € Q je pocdtecni stav a F C Q je mnoZina koncovych stavii. Rikdme, 7e
automat .o/ je konecny, jestlize mnoZzina Q je konecna.

Podmnozinu L(</) = {x € S | 8(qo,x) € F} pologrupy S nazyvdme podmnoZinou
pFijimanou automatem o7 .

VSimnéte si, Ze akci pologrupy na mnoziné staci zadat pouze pro generatory polo-
grupy S. Proto v pfipadé konecné generované pologrupy S staci k popsédni libovolného
kone¢ného automatu nad S zadat pouze kone¢nou informaci v podobé orientovaného
multigrafu jako na obrdzku 1.1. Je ov§em tfeba mit na paméti, Ze na rozdil od obvyklého
pifpadu automati nad pologrupou A+ obecné ne kazdy takovy graf uréuje deterministicky
automat. V pfipadé pologrupy A" je tomu tak proto, Ze se jednd o volnou pologrupu nad
abecedou A, a proto kazdé zobrazeni prvki A do .7 (Q) uréuje homomorfismus pologrup.

!

— 0

N
al |b Oja,b
e

[
Obrézek 1.1: Orientovany multigraf zaddvajici deterministicky automat nad A™ pfiji-
majici jazyk (ab)™, ale nezaddvajici deterministicky automat nad monoidem Ny x Ny
s generatory a = (1,0) ab = (0, 1), nebot 8(qo,ab) # 6(qo,ba).

Tak jako rozpoznavani podmnozin pologrupy S pomoci homomorfismi odpovida
nasycovani kongruencemi pologrupy S, pfijimani automaty odpovid4 nasycovani jedno-
strannymi kongruencemi pologrupy S. Rikdme, Ze relace ekvivalence p na pologrupé S
je pravou (respektive levou) kongruenci S, jestliZze pro vSechna x,y,z € S spliujicix p y
plati rovnéz xz p yz (respektive zx p zy).

Cviceni 1.9. Dokazte, Ze relace ekvivalence p na S je kongruenci S pravée tehdy, kdyz je
soucasné pravou 1 levou kongruenci.

Je-li p pravd kongruence S nasycujici L, potom miZeme na mnoZing stavi S/p U
{q0}, kde go ¢ S/p je novy prvek slouzici jako poléte¢ni stav, definovat strukturu
deterministického automatu pftijimajiciho L predpisy

3(q0,)=Dlp a  d([xlp,y) = [eylp,
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pro vSechna x,y € S, a polozenim F = L/p. VSimnéte si, Ze novy pocatecni stav po-
tfebujeme k mnoZiné S/p pridat pouze v piipadé, Zze S/p neni monoid; pokud je totiz
S/p monoid, muzeme za pocateéni stav vzit jeho neutrdlni prvek.

Naopak, kazdy deterministicky automat piijimajici L definuje na S pravou kongruenci
nasycujici L predpisem

xpy <= 0(q0,x) =0(q0,y)-

Snadno se tedy vidi, Ze podmnoZina je pfijimand kone¢nym deterministickym auto-
matem pravé tehdy, kdyZ je nasycovdna pravou kongruenci kone¢ného indexu. Podobné
se nahlédne, Ze podmnoZina pologrupy § je nasycovana levou kongruenci kone¢ného
indexu pravé tehdy, kdyz je pfijimand deterministickym automatem nad pologrupou
antiizomorfni k S (ndsobeni v této pologrupé je ddno predpisem xey = y-x; v pfipadé
volného monoidu A* se tedy vlastné jednd o automat prijimajici pfevraceni daného jazyka
nad A¥).

Jak si ovSem nyni ukdzeme, tyto dvé situace jsou ve skutecnosti obé ekvivalentni s roz-
poznatelnosti dané podmnoziny. Nejprve si vSimnéme, Ze rozpoznatelnost L znamena
existenci kongruence kone¢ného indexu nasycujici L a tedy podle cviceni 1.9 i existenci
pravé a levé kongruence.

Na druhou stranu, je-li mnoZina rozpozndvand kone¢nym deterministickym automa-
tem, miZeme zkonstruovat homomorfismus do kone¢né pologrupy, ktery tuto mnoZinu
rozpozndva. Touto pologrupou je takzvana prechodové pologrupa automatu. Chdpeme-li
akci 9 jako antihomomorfismus S do .7 (Q), je pFechodovou pologrupou (transition semi-
group) automatu o7 pravé obraz pologrupy S v tomto antihomomorfismu, tedy mnoZzina
zobrazeni {0y | x € S} spolu s kompozici zobrazeni. Potom antihomomorfismus pfifazu-
jici prvku x transformaci 8, rozpozndvd L mnoZinou {6, | 8:(qo) € F}.

1.2.3 Rozpoznavani usporadanymi pologrupami

V tomto odstavci zobecnime pojem rozpoznavani pologrupami na rozpoznavani pologru-
pami vybavenymi kompatibilnim uspofaddnim. Cilem tohoto postupu, poprvé pouzitého
a7 Jean-Ericem Pinem v roce 1995, je pfedeviim ziskani nastroje pro jemné&jii klasifikaci
rozpoznatelnych jazykl, nez umoziiuji pologrupy bez usporadani.

Pfipomenime, Ze preduspofdddnim na mnoziné 7 myslime reflexivni a tranzitivni
binarni relaci na 7. Rikdme, 7e pfeduspofadéani < na pologrupé T je monotonni, jestlize
pro libovolnd x,x’,y,y’ € T z platnostix < x" ay <y plyne x-y < x’-y’. Uvédomte si, Ze
kongruenci miizeme definovat jako monoténni relaci ekvivalence.

Pologrupa vybavenda monotonnim uspotfdddnim se nazyva usporddand pologrupa.
Pov§Simnéme si, Ze kaZzdou pologrupu lze chépat jako uspofddanou pologrupu, pokud
za prisluSné uspordddni vezmeme relaci identity =. Pokud bude piislusné monoténni
usporddani < jasné z kontextu, budeme mluvit stru¢né o usporddané pologrupé 7" misto
(T,<).
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Cviceni 1.10. Dokazte, Ze na kazdé konecné grup€ je identita jedinym monoténnim
usporadanim.

Cviceni 1.11. UkaZte, Ze na tifprvkovém polosvazu, ktery je fetézcem, (jinymi slovy,
tiiprvkovém idempotentnim monoidu s nulovym prvkem) existuje pravé 13 monotonnich
usporadani.

Rikame, 7e podmnoZina L pologrupy S je rozpozndvdna homomorfismem @: § — T
do néjaké uspotradané pologrupy 7, jestlize existuje podmnozina F' C T nahoru uzaviena
vzhledem k uspofadani < a takovd, 7e L = ¢! (F). Vsimnéte si, ze v ptipadg, kdy po-
logrupa T je usporadana relaci identity, dostadvame pfesné pivodni pojem rozpoznavani.

Tak jako homomorfismy do obycejnych pologrup odpovidaji kongruencim polo-
grupy S, homomorfismy do uspofddanych pologrup odpovidaji monoténnim pieduspo-
faddnim na S. Presné&ji, kazdy homomorfismus ¢@: S — 7 do uspofddané pologrupy T
indukuje monoténni predusporadani na S predpisem

x<py <= 0x)<o(y).

PodmnoZina L C S je potom rozpozndvand homomorfismem ¢ pravé tehdy, kdyz je
nahoru uzaviend vzhledem k <.

Opacné, pro libovolné monoténni predusporadani < na § miZeme uvazit jemu piislu-
Sejici relaci ekvivalence ~ definovanou predpisem

X~y <= x=Xyay=3nx
Tato relace ekvivalence je kongruenci pologrupy § a predpis
ple <Dble = x=y

definuje monoténni uspofddéani na pologrupé S/ ~. Pfislusnym homomorfismem je potom
pfirozena projekce na kvocient v: § — S/~.

Z pravé popsanych konstrukci vidime, Ze homomorfismy do konecnych usporada-
nych pologrup odpovidaji pravé monoténnim pfedusporddanim, jimz prisluSejici relace
ekvivalence mé kone¢ny index.

Jedinym rozdilem oproti rozpoznavani neusporddanou pologrupou tedy je, Ze uspo-

rfadani ndm vybira jen nékteré z jazyki, které jsou rozpoznavany pologrupou bez uspo-
radani. Timto nam umoziuje jemné&jsi klasifikaci rozpoznatelnych jazykl neZ prosté
rozpozndvani homomorfismy do kone¢nych pologrup.
Pozndmka 1.12. 'V ptivodni Pinové definici rozpoznavani usporadanymi pologrupami se
pracuje s dolti uzavienymi podmnoZinami F', namisto nahoru uzavienych. V tomto textu
budeme pouzivat nahoru uzaviené podmnoziny kvili konzistenci s tradi¢nim pojmem
dobrych predusporadani, kterému se budeme vénovat v kapitole 4. Pfi studiu literatury
pouZivajici opa¢nou notaci je tedy tfeba mit na paméti, Ze vSechny nerovnosti je tfeba
otacet.
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1.2.4 Minimalni automat a syntakticky homomorfismus

Nyni si ukdZeme, Ze jak mezi automaty, tak mezi homomorfismy, které popisuji dany
jazyk, existuje vzdy jisty kanonicky. Jejich definice je zaloZena na pojmu kontextu
prvku v podmnoZiné pologrupy. Je-li S pologrupa, x € S néjaky jeji prvek a L C S jeji
podmnoZina, potom mnoZinu vSech (oboustrannych) kontextii prvku x v L definujeme
jako

Cr(x) = {(s,2) | s,r € S', sxt € L}.

Podobné zavedeme pojmy levého a pravého kontextu:
Ci(x)={seS"|sxeL},
Ci(x)={reS" |xecL}.
Pro pevné zvolenou podmnoZinu L C § obdrZzime porovnavanim kontexti riznych

prvku pologrupy S monoténni predusporadani na S, které se nazyva syntaktické mono-
tonni preduspordddni podmnoZiny L. Definujeme tedy

x<py <= Cr(x)CCL(y)
pro libovolné prvky x,y € S.
Cviceni 1.13. Ovéite, ze <y je skute¢né monotdnni predusporddani S.

Jak ukazuje nasledujici lemma, takto definované prfedusporddani je nejvétsi monoténni
predusporddani S, vzhledem ke kterému je mnoZina L nahoru uzaviena.

Lemma 1.14. Nech? L C S je libovolnd podmnoZina a < libovolné monotonni preduspo-
rdddni na S. Potom L je nahoru uzavrend vzhledem k < prdvé tehdy, kdyz < C <j.

Cviceni 1.15. Dokazte predchozi lemma. VSimnéte si, Ze toto tvrzeni by neplatilo, pokud
bychom v definici Cz(x) méli misto S! pffmo pologrupu S.

Opét mizeme podobné zavést prislusné jednostranné analogie, levé a pravé syntaktické
preduspordddni:

Kongruence ~; pologrupy S prislusejici syntaktickému predusporadani se nazyva
syntaktickd kongruence podmnoziny L C S. Tedy plati x ~ y pravé tehdy, kdyz Cr(x) =
CL(y). Kvocient pologrupy S podle této kongruence S; = S/~ se nazyva syntaktickd
pologrupa podmnoziny L. Pfirozené projekci ¢p: S — Sp se potom fikd syntakticky
homomorfismus. Protoze predusporddani <; pfirozené indukuje monoténni usporadani
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na pologrupé Sz, miizeme mluvit rovnéz o syntaktické usporddané pologrupé podmno-
Ziny L. Pracujeme-li misto s pologrupami s monoidy, mluvime o syntaktickém mono-
idu M, L-

Syntaktickd kongruence ma podobnou univerzdlni vlastnost jako syntaktické pred-
usporadani, tedy je nejvetsi mezi vSemi kongruencemi S nasycujicimi L.

Lemma 1.16. Necht L C S je libovolnd podmnoZina a ~ libovolnd kongruence polo-
grupy S. Potom ~ nasycuje L prdavé tehdy, kdyZ ~ C ~p.

Cviceni 1.17. Dokazte predchozi lemma.

Z korespondence mezi homomorfismy a kongruencemi a z predchoziho lemmatu
vyplyva, Ze je-li T libovolna pologrupa rozpozndvajici podmnoZinu L C S, potom syn-
taktickd pologrupa podmnoZiny L je homomorfnim obrazem podpologrupy pologrupy 7'.
Proto je Sy mezi pologrupami rozpoznavajicimi L nejmensi vzhledem k dé€litelnosti. Tuto
vlastnost je mozné stru¢né vyjadrit komutativnim diagramem

s— .7 (1.1)

P

SL

kde ¢ je libovolny surjektivni homomorfismus rozpoznévajici L.

Chceme-li podobnym zptisobem vytvorit kanonicky automat podmnoZziny L polo-
grupy S, uvazime pravé syntaktické predusporadani L na S a jemu pfisluSejici pravou
kongruenci ~} pologrupy S. Nyni vytvofime na mnoZiné S/~} deterministicky automat
postupem popsanym na strané 8, pricemz novy pocatecni stav pridame pouze tehdy, kdyz
neexistuje prvek x € S splitujici Cj (x) = L; pokud takovy prvek existuje, zvolime za po¢a-
teéni stav [x] ~; . Vznikly automat pfijima L a nazyva se minimdlni automat podmnoziny L
pologrupy S. Analogicky pfedchozim tvahdm miZeme ovéfit, Ze minimalni automat je
nejmensi mezi deterministickymi automaty ptijimajicimi L, tedy Ze je obrazem néjakého
podautomatu kazdého automatu pfijimajiciho L.

Cviceni 1.18. Dokazte, Ze prechodova pologrupa minimélniho automatu podmnoZziny L C
S je pfirozené antiizomorfni syntaktické pologrupé podmnoZiny L.

Cviceni 1.19. Dokalte, Ze jazyk L C A" je rozpozndvany kone¢nou grupou pravé tehdy,
kdyZ jeho minimdlni automat je konecny a dudlné deterministicky, tedy jestlize v ném
neexistuji dva rizné stavy p a g takové, Ze pro n&jaké a € A plati 6(p,a) = 6(q,a).

UkaZme si nyni dva jednoduché piiklady, jak se vlastnosti jazyka nebo vztah daného
slova k tomuto jazyku promitaji do syntaktického monoidu.

Priklad 1.20.
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1. Méame-li jazyk L nad urcitou abecedou a pridame k této abecedé nékolik novych
pismen, kterd se ve slovech jazyka L nevyskytuji, budou tato nové pismena vzdy
reprezentovat nulovy prvek syntaktické pologrupy L nad rozSifenou abecedou.
Pfitom nové pismena reprezentuji nulovy prvek pivodni syntaktické pologrupy
pravé tehdy, kdyZ nékteré slovo nad pivodni abecedou neni faktorem Zadného
slova jazyka L; v opa¢ném piipadé nova syntakticka pologrupa vznikne z piivodni
syntaktické pologrupy pfiddnim nového nulového prvku. Z tohoto piikladu ihned
vidime, Ze nékteré algebraické vlastnosti syntaktického monoidu zaviseji na tom,
nad kterou abecedou dany jazyk uvazujeme.

2. Pro x € S je prvek ¢ (x) pologrupy Sy idempotentni pravé tehdy, kdyZ libovolné
zvySovani poctu sousedicich kopii x v soucinu né€jakych prvkl pologrupy S neo-
vlivituje piislusnost tohoto souéinu do L, tedy pro viechna y,z € S' a n € N plati
yxz € L pravé tehdy, kdyz yx"'z € L.

Nasledujici véta shrnuje dosud dokdzané poznatky o moznych charakterizacich roz-
poznatelnych podmnoZin dané pologrupy.

Véta 1.21. Necht' S je pologrupa a L C S jeji libovolnd podmnoZina. Potom ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni.

1. podmnoZina L je rozpozndvand homomorfismem do konecné pologrupy,

2. podmnoZina L je rozpozndvand homomorfismem do konecné usporddané polo-
grupy,

3. podmnoZina L je prijimand konecnym deterministickym automatem,

RN

podmnoZina L je nahoru uzavrend vzhledem k néjakému monotonnimu preduspo-
rdddni pologrupy S, které md jen konecné mnoho tiid ekvivalentnich prvkii,

pologrupa Sy, je konecnd,
minimdlni automat podmnoZiny L je konecny,
kongruence ~j md konecny index,

levd kongruence Ni md konecny index,

X % N S =

pravd kongruence ~; md konecny index,
10. mnoZina {y~'-L-z7" | y,z € S} je konecnd.

Cviceni 1.22. Dokazte ekvivalenci podminek 7 a 10 v pfedchozi vété. VSimnéte si, Ze
podminka 10 je vlastné naruby oto¢end podminka 7, nebof misto toho, jaké kontexty ma
dany prvek, sleduje, jaké prvky se vyskytuji v daném kontextu.



14 KAPITOLA 1. ROZPOZNATELNE A RACIONALNI PODMNOZINY POLOGRUP

1.3 Racionalni podmnoZiny

Dalsim typem konecné popsatelnych podmnoZin pologrup, kterym se budeme nyni zaby-
vat, jsou podmnoZziny raciondlni. Zatimco rozpoznatelné podmnoZiny jsou zaddny konec-
nym mechanismem, pomoci kterého Ize rozhodovat piislusnost prvkli do podmnoziny,
raciondlni podmnoziny jsou vytvofeny kone¢nym postupem z kone¢nych podmnozin.
Zékladni mechanismy, které se pouZivaji k popisu raciondlnich mnozin, jsou racionalni
vyrazy a kone¢né nedeterministické automaty.

Raciondlni vyrazy popisuji tvorbu raciondlnich podmnoZin z jednoprvkovych pod-
mnoZin pomoci operaci sjednoceni, ndsobeni po prvcich a generovani podpologrupy.
Formdlné jsou jejich syntax a sémantika definovany ndsledovné:

Definice 1.23. Raciondlnim vyrazem nad pologrupou S rozumime vyraz, ktery lze vytvo-
fit ze symbolt x, kde x € S, a 0 pomoci konec¢né mnoha aplikaci nasledujicich pravidel:

1. jsou-li R; a R, raciondlni vyrazy, je i (R] UR;) raciondlni vyraz (nékdy se rovnéz
pouZziva operacni symbol ,,+* nebo ,,|*),

2. jsou-li Ry a R; raciondlni vyrazy, je i (R - Ry) raciondlni vyraz,

3. je-li R raciondlni vyraz, je i (R™) raciondln{ vyraz.

Definice 1.24. PodmnoZinu 1(R) pologrupy S popsanou raciondlnim vyrazem R nad S
definujeme induktivné:

0. vyraz 0 popisuje praizdnou mnoZinu, tj. 1 (@) = 0, a vyraz x popisuje jednoprvkovou
mnozinu {x}, §j. t(x) = {x},

1. mnoZina 1(R; UR,) je definovana jako sjednoceni mnozin t(R;) a 1(R,),

2. mnoZina 1(R; - Ry) je tvofena vemi souiny néjakého prvku z 1(R;) a né&jakého
prvku z 1(R;), tedy

1(R1-Ry) ={x-y|x€1(Ry), ye1(R)},

3. mnozina 1(R") je definovdna jako podpologrupa S generovanid mnoZinou t(R),
tedy
R ={x;-xy|nEN, x1,...,x, €1(R)}

(této operaci se obvykle tika pozitivni Kleeneho iterace).

Rikdme, Ze podmnoZina L pologrupy S je raciondlni, jestlize je popsatelnd néjakym raci-
ondlnim vyrazem. MnoZinu vSech raciondlnich podmnoZzin pologrupy S zna¢ime Rat(S).

Pozndmka 1.25. Pri pouzivani raciondlnich vyrazi se obvykle nerozliSuje mezi vyrazem
a mnoZinou jim popsanou, takze se dale se zddnym zobrazenim t nesetkdme.
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V pfipadé, Ze S je monoid, pouziva se obvykle misto generovani podpologrupy operace
generovani podmonoidu L* = L U {1}, nazyvand Kleeneho iterace nebo také Kleeneho
hvézdicka.

Cvifeni 1.26. Zdivodnéte, Ze je-li S monoid, je mozné tiidu Rat(S) ekvivalentné defi-
novat pouzitim Kleeneho iterace misto pozitivni Kleeneho iterace.

Operace pouzité v definici raciondlnich mnoZin se nazyvaji raciondlni operace.

Definice 1.27. Necht S je pologrupa. Nedeterministickym automatem nad S rozumime
usporadanou pétici &7 = (S,Q,E,I,F), kde Q je né¢jakd mnoZina stavii, E C QO x S x Q je
mnoZina hran ohodnocenych prvky S, podmnozina I C Q je mnoZina poc¢atecnich stavii
a podmnozina F C Q je mnoZina koncovych stavii. Rikdme, Ze automat <7 je konecny,
jestlize mnozina stavii Q i mnoZzina hran E jsou konec¢né.

PodmnoZinu

L(a)={x1---x,|n€N, 3q0,...,9. € Q: q0 € 1,9, € F,(qi-1,%i,qi) EEproi=1,...

pologrupy S slozenou ze vSech prvki vzniklych vyndsobenim ohodnoceni hran na néjaké
cesté z pocate¢niho do koncového stavu nazyvame mnoZinou prijimanou automatem o7 .

Tvrzeni 1.28 (Michael O. Rabin a Dana S. Scott, 1959). PodmnoZina L pologrupy S
Jje raciondlni prdave tehdy, kdyZ je prijimdna néjakym konecnym nedeterministickym
automatem nad S.

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni se provede stejné jako v pfipadé volnych monoidi, pficemz
tento specidlni pfipad je mozné nalézt ve vétSiné tivodnich textd do teorie formalnich
jazykd.

K danému raciondlnimu vyrazu neni t€Zké induktivné zkonstruovat kone¢ny nedeter-
ministicky automat, ktery rozpoznava jazyk popsany timto vyrazem (raciondlni vyraz
miZeme v podstaté povazovat za popis konstrukce jistého nedeterministického auto-
matu).

Naopak, chceme-li z nedeterministického automatu vytvofit raciondlni vyraz, pouZzi-
jeme k tomu zobecnéné nedeterministické automaty, jejichZ hrany mohou byt ohodno-
ceny libovolnym raciondlnim vyrazem. Mlizeme napiiklad nejprve upravit automat, aby
obsahoval jen jeden pocatecni a jeden koncovy stav, a potom postupné odebirat jeho
pruchody pies odebirany stav (napiiklad pouZijeme Kleeneho iteraci na vygenerovani
podpologrupy sjednocenim ohodnoceni vSech smycek v odebiraném stavu). Takto po-
stupujeme aZ do okamziku, kdy ma automat pouze poc¢atecni a koncovy stav, a pro tento
automat jiZ snadno nalezneme ekvivalentni raciondlni vyraz. [
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1.4 Vztahy mezi rozpoznatelnymi a racionalnimi pod-
mnozinami

Nejprve si uvédomme, jaky je v principu rozdil mezi definicemi rozpoznatelnych a raci-
ondlnich podmnoZin.

V pfipadé rozpoznatelné podmnoZziny, af je jeji prvek zadan jakymkoli soucinem
prvki pologrupy, umi jej nd$ automat rozpoznat. Pfitom tento automat samoziejmé smi,
a dokonce musi, umét pracovat se vSemi prvky pologrupy. Napiiklad 0 nemiZe byt
rozpoznatelnd v grupé Z, nebot ji Ize ziskat soucty tvaru 1 4---+1—1—---—1, kde
potifebujeme nekone¢nou pamét, abychom pfi ¢teni zleva porovnali, zda se pocCty Cisel 1
a —1 shoduji.

V piipad€ raciondlni podmnoZiny zase existuje pro kazdy jeji prvek néjaky zapis
pomoci pevné zvolenych kone¢né mnoha prvki, ktery nas automat pozna.

Obecné v pologrupédch neplati mezi raciondlnimi a rozpoznatelnymi podmnoZinami
ani jedna inkluze. Jak jsme vidéli ve cviceni 1.4.1, ptikladem raciondlnich podmnoZin,
které nejsou rozpoznatelné, jsou neprazdné kone¢né podmnoziny grupy Z. Na druhou
stranu si vS§imnéte, Ze kazd4 raciondlni podmnoZina je zkonstruovana v kone¢né mnoha
krocich z kone¢né mnoha prvki, a tedy je podmnoZinou néjaké konecné generované
podpologrupy. Jak ukazuje nédsledujici véta, je neexistence kone¢né generujici mnoZiny
jedinou prekdzkou k tomu, aby kazda rozpoznatelnd podmnoZina dané pologrupy byla
raciondlni.

Tvrzeni 1.29 (J. D. McKnight, Jr., 1964). Pro libovolnou pologrupu S plati Rec(S) C
Rat(S) pravé tehdy, kdyZ? S je konecné generovand.

Diikaz. JestliZze S neni kone¢né generovand, potom celd S je rozpoznatelnd podmnoZina S,
ktera neni raciondlni.

Naopak, je-li § konecné generovand, staci pro dany kone¢ny deterministicky auto-
mat o/ uvazit kone¢ny nedeterministicky automat, jehoz hrany odpovidaji chovani zvo-
lenych koneéné mnoha generdtord pologrupy S v automatu .o/ a dokdzat, Ze vznikly
automat prijima stejnou podmnozinu jako .«7. Jelikoz kazdy prvek x pologrupy S je sou-
¢inem jejich generdtord x = xj - - - x,, je-li pfijimdn automatem .27, potom jedina cesta
v novém automatu z poc¢atecniho stavu, jejiz hrany jsou ohodnoceny postupné generatory
X1,...,X,, vede do koncového stavu. L]

1.5 Uzavérové vlastnosti

Nejdutlezit€jsimi uzavérovymi vlastnostmi rozpoznatelnych jazyki, které budou hrat kli-
covouroli v kapitole 3, jsou uzavienost na Booleovské operace, vzory v homomorfismech
a kvocienty.
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Cviceni 1.30. Dokazte, Ze jsou-li K a L rozpoznatelné podmnoziny pologrupy S, potom
KUL, KNLaS\L jsou rovnéz rozpoznatelné podmnoziny S. PouZijte pfitom definici
rozpoznatelnosti pomoci homomorfismu a vS§imnéte si, jaké algebraické konstrukce jste
v dikazu pouzili.

Cviceni 1.31. Necht L je rozpoznatelnd podmnozina pologrupy S a w: R — S je ho-
momorfismus pologrup. DokaZte, Ze potom je w~!(L) rozpoznatelnd podmnoZina po-
logrupy R. Opét pritom pouzijte definici rozpoznatelnosti pomoci pologrup a uvédomte
si, jaky je vztah mezi syntaktickymi pologrupami podmnoZziny L C S a podmnoZiny
v~ (L) C R (ptipometite si lemma 1.16).

Cvifeni 1.32. Uvazujme rozpoznatelnou podmnozinu L = (ab)* = {(ab)" | n € Ny}
volného monoidu {a,b}* a homomorfismus y: {a,b}* — (No,+)? dany piedpisem
v(a) = (1,0) a y(b) = (0,1). Dokazte, ze podmnoZina (L) neni rozpoznatelnd v N3.
Dile dejte piiklad rozpoznatelné podmnoziny v pologrupé (N, +), jejiZ obraz ve vloZeni
N < Z neni rozpoznatelny. Rozpoznatelné podmnoZiny tedy nejsou obecné uzaviené na
obrazy v surjektivnich ani v injektivnich homomorfismech.

Pro libovolné podmnoziny K a L pologrupy S definujeme levy a pravy kvocient L
podle K ptedpisy

K 'lL={xeS|3yeK:yxelL}
LK '={xeS|TIyekK:xycL}

Cviceni 1.33. Dokazte, ze je-li L rozpoznatelnd podmnozina pologrupy S a K C S
libovolna podmnoZina, potom jsou K~ 'L i LK~! rozpoznatelné podmnoZiny S. Opét si
vS§imnéte, jakou pologrupou jsou kvocienty rozpozndvany.

Nakonec se podivejme, jak je to s uzavienosti rozpoznatelnych podmnoZin na zbylé
raciondlni operace. Jak uvidime déle, v pologrupach, kde se rozpoznatelné podmnoZiny
bézné studuji, je soucin libovolnych rozpoznatelnych podmnoZzin opét rozpoznatelna
podmnoZzina. Proto k prokazani, Ze obecné tfida rozpoznatelnych podmnoZin na soucin
uzaviend neni, potfebujeme zkonstruovat néjakou méné obvyklou pologrupu.

Cviceni 1.34 (Shmuel Winograd). Uvazme komutativni pologrupu S, kterd vznikne
z grupy (Z,+) ptidanim prvku a spliiujictho a+a =0 a a+ z = z pro libovolné z €
Z. Ukazte, ze podmnozina {a} je rozpoznatelnd v S, ale podmnozina {a} + {a} v S
rozpoznatelnd neni.

Naopak, na iterace nejsou rozpoznatelné jazyky uzaviené ani v nékterych zakladnich
pologrupéch, typicky v komutativnich.

Cviceni 1.35. Uvazme volny komutativni monoid nad dvéma generatory Ny x Nj.
Ukazte, Ze jeho jednoprvkova podmnozina {(1,1)} je rozpoznatelna, ale jeji pozitivni
iterace {(n,n) | n € N} rozpoznatelna nen.
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Nyni se podivejme, na které operace je uzaviend tfida vSech raciondlnich podmnoZzin.
Nejprve si uvédomme, Ze je pfimo z definice uzaviena na raciondlni operace. Jak je tomu
s ostatnimi Booleovskymi operacemi si ukdZeme v nasledujicim cviceni.

Cviceni 1.36. UvaZme piimy soucin dvou volnych monoidi M = {a,b}" x {c}" a jeho
dvé raciondlni podmnoziny K = (a,c)* - (b,1)* a L = (a,1)* - (b,c)*. Ukazte, Ze KNL
neni raciondlni podmnoZina monoidu M. Zdivodnéte, Ze tfida raciondlnich jazyki neni
obecné uzaviend ani na komplementy.

Cviceni 1.37. Ukazte, Ze tfida raciondlnich podmnozin neni obecné uzaviend na kvoci-
enty ani jednoprvkovymi podmnoZinami, tedy pro raciondlni podmnozinu L a prvek x
nemus{ byt podmnozina {x}~'L racion4ln.

JelikoZ kazdy homomorfismus respektuje vSechny raciondlni operace (tedy napiiklad
o(K-L)=¢(K)- (L)), obraz raciondlniho jazyka v homomorfismu je vZdy raciondlni.
Na rozdil od rozpoznatelnych jazykd ale nejsou raciondlni jazyky obecné uzaviené na
vzory v homomorfismech.

Cviceni 1.38. Dejte piiklad homomorfismu kone¢né generovanych pologrup y: R — S
a raciondlni podmnoziny L C S, jejiz vzor w~!(L) racionalni neni.

Tvrzeni 1.39. Nech? y: R — S je surjektivni homomorfismus pologrup a necht L je raci-
ondlni podmnoZina S. Potom existuje raciondlni podmnoZina K C R takovd, Ze y(K) = L.

Cviceni 1.40. Dokazte predchozi tvrzeni. Dejte piiklad homomorfismu y: R — S a pod-
mnoziny L C y(R) takové, Ze Zadn4 raciondlni podmnoZzina K C R spliiujici w(K) =L
neexistuje.

Nasledujici tabulka shrnuje, na které operace jsou uzaviené tfidy rozpoznatelnych a
raciondlnich jazykl na obecnych pologrupach.

_U_on P s\C e K T y(O) vO)
Iné
rozpoznevlt.e ne v v / X X v X /
podmnoZiny
ondlng
raclonat ol x|l x| v v | x| v | &
podmnoZiny

1.6 Specialni pripady
V této Casti si ukdzeme, jak vypadaji rozpoznatelné a raciondlni podmnoZiny v nejcastéji
studovanych typech pologrup.

Cviceni 1.41. Charakterizujte rozpoznatelné a raciondlni podmnoZiny kone¢nych polo-
grup.



1.6. SPECIALNI PRIPADY 19

1.6.1 Monoidy slov

Jedno z nejzndméjSich tvrzeni o kone¢nych automatech fik4, Ze v konecné generovanych
volnych monoidech maji deterministické a nedeterministické konecné automaty stejnou
vyjadfovaci silu, tedy pojmy rozpoznatelného a racionalniho jazyka splyvaji. Casto se
pro tyto jazyky uziva nazev reguldrni.

Véta 1.42 (Stephen Cole Kleene, 1956). Je-li A konecnd mnoZina, potom libovolnd
podmnoZina volného monoidu A* je rozpoznatelnd prdvé tehdy, kdyZ je raciondlni.

Diikaz. Kazdy rozpoznatelny jazyk nad A je raciondlni podle tvrzeni 1.29.

Obvyklou metodou dikazu obracené implikace, se kterou se lze setkat ve vétSiné
uvodnich kurzii formdlnich jazykd, je konstrukce deterministického automatu, jehoz
stavy jsou mnoziny stavlii daného nedeterministického automatu. V tomto textu si uka-
Zeme jiny dikaz, zaloZeny na piimé konstrukci pologrupy rozpoznavajici racionalni
jazyk zadany nedeterministickym automatem s hranami ohodnocenymi pismeny (kazdy
nedeterministicky automat lze do tohoto tvaru snadno upravit). Tento diikaz mimo jiné
ukazuje, ze poCet prvkl syntaktické pologrupy jazyka piijimaného nedeterministickym
automatem o n stavech je shora omezen 2”2, prestoze jak pfi prechodu z nedeterminis-
tického na deterministicky automat, tak pii prechodu z deterministického automatu na
syntaktickou pologrupu je v nékterych piipadech alesponi exponencidlni nartist poctu
stavll nevyhnutelny.

Predpokladejme tedy, Ze jazyk L je pfijimany nedeterministickym automatem .o/ =
(A*,Q,E,I,F), jehoz vSechny hrany jsou ohodnoceny pismeny, tj. E C Q X A x Q.
Uvazme antihomomorfismus ¢ do pologrupy vsech binarnich relaci na mnoziné stavi Q
dany predpisem ¢(a) ={(p,q) € O x Q| (p,a,q) € E} pro vSechna a € A. Potom pro
libovolné ay,...,a, € Aplati (p,q) € ¢(ay ...an) = @(a,)o---o@(ay) pravé tehdy, kdyz
v automatu o7 existuje cesta z p do g ohodnocend slovem «; ...a,. Proto tento antiho-
momorfismus rozpozndva L mnozinou relaci {RC QO xQ |3p€l, g€ F: (p,q) € R}.
Vsimnéte si, Ze obecné pro libovolnou pologrupu S takovy antthomomorfismus definovat
nelze, nebof relace odpovidajici cestim ohodnocenym prvkem x -y muze byt vétsi nez
sloZeni relaci odpovidajicich cestim ohodnocenym prvky x a y. [

Uvédomte si, Ze reguldrni jazyky maji vSechny uzdvérové vlastnosti, které plati bud
pro racionélni nebo pro rozpoznatelné podmnoZiny.
Cviceni 1.43. Nechf ¢: A* — T ay: A* — U jsou homomorfismy rozpoznavajici jazyky
K a L. UkaZte, Ze jazyk K - L je rozpozndvany homomorfismem
p: A" — Matr (2 (T xU))

do monoidu vSech matic fadu 2 (s operaci ndsobeni matic) nad idempotentnim poloo-
kruhem (Z(T x U),U,-), ktery je dany pro vSechna a € A pfedpisem

(0@, D)} {(9(a).1).(1, ()}
”<“>‘( 0 (1 y(a))} >



20 KAPITOLA I. ROZPOZNATELNE A RACIONALNI PODMNOZINY POLOGRUP

Dile ukaZte, Ze jazyk L™ je rozpozndvany homomorfismem
c: A" — P (Matz(Z£(U)))
danym pro viechna slova w € AT pfedpisem

{1} {y()} w neNy, u,wi,...,wp,v€A*,

o(w) = 0 0 {y(u)} UWT - WpV =W, U
0 0 {1} W:{W(Wl)a"'7w<wn>}
{1} ] 0
0 {yw)} 0

o 0 {1}

Cviceni 1.44. Spoctéte minimdlni automat a syntakticky monoid jazyka {a,b}*aba
a (ab)* nad abecedou {a,b}.

Tvrzeni 1.45. Raciondlni podmnoZiny v libovolné pologrupé S jsou pravé obrazy reguldr-
nich jazykii v homomorfismech z volnych konecné generovanych pologrup. Rozpoznatelné
podmnoZiny v libovolné konecné generované pologrupé S jsou prdavé ty podmnoZiny, je-
JichZ vzor v kaZdém (ekvivalentné, néjakém surjektivnim) homomorfismu z volné konecné
generované pologrupy je reguldrni.

Cviceni 1.46. Pomoci jizZ dokdzanych faktli o rozpoznatelnych a raciondlnich podmno-
Zin4ch dokaZte toto tvrzeni.

Cviceni 1.47. Pouzijte tvrzeni 1.45 k dikazu, Ze priinikem raciondlni a rozpoznatelné
podmnoZiny kone¢né generované pologrupy je vZdy raciondlni podmnoZina.

1.6.2 Rozpoznatelné a racionalni relace

Nyni se podivame, jak vypadaji rozpoznatelné podmnoZziny v soucinu dvou volnych
monoidu. Jejich charakterizace vyplyva piimo z obecného tvrzeni charakterizujiciho
rozpoznatelné podmnoziny soucinu dvou monoidd.

Tvrzeni 1.48 (Mezei, nepublikovano). Podmnozina primého soucinu monoidit M x N je
rozpoznatelnd prdvé tehdy, kdy? je konecnym sjednocenim mnoZin tvaru K x L, kde K je
rozpoznatelnd podmnoZina M a L je rozpoznatelnd podmnoZina N.

Cviceni 1.49. Dokazte toto tvrzeni. Pfitom vyuzijte faktu, Ze monoidy M a N jsou pfiro-
zeng izomorfni podmonoidim monoidu M x N a tedy kazdy homomorfismus definovany
na M x N definuje homomorfismus na M ina N.

UkaZte, Ze pokud N je pologrupa, kterd neni monoid, tak tvrzeni platit nemusi, napfi-
kladproM = (Z,+) aN = (N, +).
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Pozndmka 1.50. Toto tvrzeni lze snadno rozsifit na libovolny soucin kone¢né mnoha
monoidu.

Vsimnéte si, Ze z tvrzeni 1.48 ihned vyplyva, Ze soucin dvou rozpoznatelnych relaci,
tedy podmnozin monoidu A* x B*, je rozpoznatelna relace.

Raciondlni relace (rational transductions), tedy raciondlni podmnoZiny monoidu A* x
B*, patii k nejdulezitéjsim nastrojim v teorii regularnich jazykt. Nedeterministické
automaty pfijimajici relace se obvykle nazyvaji prevodniky (transducers). Raciondlnim
relacim je vénovana napiiklad klasicka kniha Jeana Berstela [1]. Zmifime tu jen nékolik
nejdulezitéjSich vlastnosti téchto relaci.

Tvrzeni 1.51. Obraz reguldrniho jazyka v raciondlni relaci je reguldrni. Obraz bezkon-
textového jazyka v raciondlni relaci je bezkontextovy.

Tvrzeni 1.52 (Calvin C. Elgot a Jorge E. Mezei, 1965). SloZeni dvou raciondlnich relact
Jje opét raciondlni relace.

Cviceni 1.53. DokaZte predchozi dvé tvrzeni.

Vsimnéte si, Ze inverze k raciondlni relaci je také vZdy raciondlni relace. Tedy napiiklad

pro kazdy homomorfismus ¢ : A* — B* je relace ker(¢) = ¢ ' 0 @ C A* x A* racionln.

Cviceni 1.54. Vyjadrete nasledujici uzaveérové vlastnosti reguldrnich jazyku jako speci-
alni ptipady uzavienosti na obrazy v raciondlnich relacich:

1. obraz v substituci, kde za kazdé pismeno dosazujeme reguldrni jazyk;

2. prinik s pevné danym regularnim jazykem:;

3. soucin s pevné danym regularnim jazykem (tedy L — L - K);

4. kvocienty podle pevné daného reguldrniho jazyka (tedy L — L-K~'aL+ K~ -L);

5. promichani (shuffle) s pevné danym reguldarnim jazykem (tedy L — {ujv; ... u,vy |
neN, u,vi €EA* uy...up €L, vi...v, € K});

6. faktory, prefixy, sufixy ¢i podslova (tedy L — fac(L) a podobné);

7. slova s Hammingovou vzdélenosti pravé (méné€ nez, vice nez) dané k € N od slov
pivodniho jazyka (Hammingova vzddlenost slov stejné délky je pocet pozic, na
kterych se tato slova 1isi).

Vsimnéte si, Ze v mnoha piipadech je mozné s vyhodou vyuZit uzavienosti tfidy racio-
ndlnich relaci na souciny.

Pozndmka 1.55. Podobné lze nékteré zdkladni binarni operace s reguldarnimi jazyky
vyjadfit pomoci raciondlnich relaci v monoidu A* x A* x A*.
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Cviceni 1.56. Ukazte, Ze kazdou raciondlni relaci p C A* x B* Ize psét jako kompo-
zici yoidz o @~! pro n&jakou abecedu C, reguldrni jazyk L nad C a homomorfismy
¢: C"— A" ay: C"— B*. Pfitom za abecedu C lze brat mnoZinu vSech hran prevod-
niku pfijimajiciho p.

1.6.3 Grupy

Piimo z definice rozpoznatelnosti vyplyvd, Ze podmnoZina L grupy G je rozpoznatelna
pravé tehdy, kdyZ existuje normdlni podgrupa H konec¢ného indexu v G takovd, ze L je
sjednocenim tfid rozkladu G/H . Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze pfedpoklad normalnosti
podgrupy H je ve skutecnosti nadbytecny.

Tvrzeni 1.57. PodmnoZina L grupy G je rozpoznatelnd pravé tehdy, kdyzZ existuje pod-
grupa H konecného indexu v G takovd, Ze L je sjednocenim tiid rozkladu H\G.

Pozndmka 1.58. VSimnéte si, Ze v tomto tvrzeni nezdleZi na tom, zda mluvime o pravych
¢i levych tfidach rozkladu, nebof podle cviceni 1.33 je leva tfida

gH=(g ") (Hg) ¢!

rozpoznatelnd prave tehdy, kdyZ je rozpoznatelna prava tiida
Hg=g ' (gH)-(g")~".

PouZijeme proto pravé tfidy, které piimo odpovidaji automatim.

Diikaz. Sta&i si uvédomit, Ze pfirozend akce grupy G na mnoziné H\G zadava strukturu
deterministického automatu ptijimajiciho L. [

Z ptedchoziho tvrzeni tedy plyne, Ze podgrupa je rozpoznatelna pravé tehdy, kdyz
ma kone¢ny index. O trochu obtizngjsi je dokézat, Ze podgrupa v libovolné grupé je
raciondlni pravé tehdy, kdyZ je konecné generovana (elegantni diikaz lze nalézt v [&]
jako proposition 11.6.2; jestli se ovS§em autor tohoto textu nemyli, je v tomto dikazu
nutné zménit definice jednoduché i skoro jednoduché cesty, aby fungoval). Diky témto
charakterizacim rozpoznatelnych a raciondlnich podgrup vidime, ze v ptipadé grup
je tvrzeni 1.29 zobecnénim zndmého faktu, Ze v kone¢né generované grupé je kazda
podgrupa kone¢ného indexu kone¢né generovand.

Obzvlasté zajimavé vlastnosti maji raciondlni podmnoZiny ve volnych grupéch, a tyto
podmnoziny byly hojné studovany.
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1.6.4 Volné komutativni monoidy

ProtoZe volné komutativni monoidy nad konec¢né mnoha generatory jsou pfimym sou-
¢inem kopii monoidu (Ny, +), jak vypadaji jejich rozpoznatelné podmnoziny nam fika
tvrzeni 1.48.

Nasledujici pojem, charakterizujici v téchto monoidech racionalitu, je analogii pojmu
afinniho podprostoru v situaci, kdy je mozné provadét pouze linedrni kombinace, kde
vSechny koeficienty jsou nezdpornd celd &isla. PodmnoZina monoidu (Ng,+)" tvaru

{(al,...,an)—i—kl-(bl,l,...,bm)+---+km-(bm71,...,bm7n) |k1,...,km GN()}

pro n€jaka ay,...,a,,b11,...,buy € No se nazyva linedrni. Rikdme, Ze podmnoZina
monoidu (No,+)" je pololinedrni, jestlize je sjednocenim kone¢né mnoha linedrnich
podmnoZin.

Cviceni 1.59. Dokazte, Ze podmnozina monoidu (Ng,+)" je raciondlni pravé tehdy,
kdyZ je pololineérni.

Seymour Ginsburg a Edwin H. Spanier v roce 1964 objevili, Ze pololinedrni mnoZiny
jsou pravé podmnoziny (Ng)" definovatelné v Presburgeroveé aritmetice, tj. formuli logiky
1. fadu pouzivajici pouze operaci s¢itani. Dusledkem této ekvivalence je napiiklad uza-
vienost pololinearnich mnoZzin na prinik a komplement a algoritmicka rozhodnutelnost
zakladnich otdzek o téchto mnoZinich.

Pozndmka 1.60. UvaZzujme pfirozenou projekci z volného monoidu nad n generatory
{ay,...,a,}" na (Np)" danou ptedpisem p(a;) = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-té
pozici. Jedna ze zdkladnich vlastnosti bezkontextovych jazyku, Parikhova véta, fika,
7e pro kazdy bezkontextovy jazyk L C {ay,...,a,}" je jeho obraz p(L) pololinedrni
mnozina. Protoze z tvrzeni 1.39 vime, Ze raciondlni podmnoZziny (Np)”" jsou pravé obrazy
reguldrnich jazyka v projekci p, plyne z Parikhovy véty, Ze kazdy bezkontextovy jazyk
je aZ na prohdzeni poradi pismen stejny jako néjaky jazyk reguldrni.

1.6.5 Monoidy stop*

Dilezitym spole¢nym zobecnénim volnych monoidi a volnych komutativnich monoidt
jsou volné caste¢né komutativni monoidy, obvykle nazyvané monoidy stop. Praktickou
motivaci pro studium téchto monoidl jsou rozhodovaci problémy tykajici se vzajemné
si konkurujicich procesii. Reprezentujeme-li kazdy proces v systému jednim pismenem
abecedy, potom procesy, u kterych nezalezi na potadi provedeni, odpovidaji komutujicim
pismentim, kdeZto pismena odpovidajici konkurujicim si procesim spolu nekomutuji.
Formdln€ uvdZime na abecedé A libovolnou ireflexivni a symetrickou bindrni relaci
nezdvislosti I. Jeji komplement (A x A) \ I se nazyva relace zdvislosti a znaéi D. Monoid
stop MI(A,I) piislusny relaci / definujeme jako kvocient A* /~;, kde ~; je kongruence
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generovand relaci {(ab,ba) | a I b}. Prvky tohoto monoidu se zjednodusené zna&i [u];,
kde u € A*, a nazyvaji se stopy.

Pro rozpoznatelné podmnoziny v monoidech stop existuje charakterizace zobecnujici
charakterizaci rozpoznatelnych jazykd pomoci raciondlnich operaci. Jedinym rozdilem
oproti volnym monoidlim je, Ze povolime aplikovat iteraci pouze na takzvané souvislé
podmnoziny. Rikdme, Ze stopa [u]; je souvisld, jestlize ziZeni relace D na pismena
vyskytujici se ve slové u tvoii souvisly graf. PodmnoZzina L C M(A, ) se nazyva souvisld,
jestlize vSechny jeji prvky jsou souvislé stopy. VSimnéte si, Ze ve volném monoidu
M(A,0) je kazdd podmnoZina souvisld.

Véta 1.61 (Edward Ochmariski, 1985). PodmnoZina L C M(A,I) je rozpoznatelnd prdvé
tehdy, kdy? lze ziskat 7 jednoprvkovych podmnoZin pomoci raciondlnich operaci, pricemz
iterace je aplikovdna pouze na souvislé podmnoZiny.

Priklad 1.62. Je-li a I b, neni mnoZina {[ab|;} souvisld a jej{ iterace neni rozpoznatelna.

Dtikaz této véty je svym rozsahem mimo moznosti tohoto kurzu. Jeho podstatna
¢ast je zalozena na pojmu hodnosti mnoziny slov vzhledem k I, ktery si nyni vy-
svétlime. Uvazime-li libovolnou podmnozinu M C A*, potom jeji uzavér vzhledem ke
kongruenci ~; je M = {u € A* | Iv € M: [u]; = [v];}. Pfitom je moZné snadno uka-
zat, Ze pro libovolna slova u,v € A* plati uv € M pravé tehdy, kdyZ existuji slova
UQy -« oy Upy VO, - .., Vg € A" takova, Ze [ug . . . uy|r = (U1, [vo ... valr = [V]1, uovo - - . yupvy € M
a soucasné pro vSechna i < j jsou v§echna pismena slova v; nezévisla na vSech pismenech
slova u;. Hodnosti (rank) jazyka M rozumime (pokud existuje) nejmensi islo ny € Ny
takové, Ze pro libovolnou dvojici slov u,v € A* splifujici uv € M existuje vy3e uvedeny
rozklad s n < ng. Da se dokdzat, Ze je-li M reguldrni jazyk kone¢né hodnosti, potom je
jeho uzdvér M rovnéz reguldrni. Podminka kone&né hodnosti 1y ndm totiZ v podstaté
fikd, Zze po precteni libovolného prefixu u daného slova uv si potfebujeme pamatovat
pouze informace o rozkladech slova u na nejvyse ng faktord (pro kazdy z téchto faktort
musime zndt, jaké ma kontexty v M a jakd obsahuje pismena).

Diky tvrzeni 1.45 nyni vime, Ze mé-li reguldrni jazyk kone¢nou hodnost, potom mno-
Zina stop jim ur¢end je nejen raciondlni, ale dokonce rozpoznatelnd. Abychom napiiklad
dokdzali, Ze soucin rozpoznatelnych mnoZin stop K a L je opét rozpoznatelnd mnoZina,
potiebujeme ovéfit, Ze uzdvér mnoziny slov {u € A* | [u]; € K} -{u € A* | [u]; € L} je
reguldrni jazyk. Pro libovolné jazyky M,N C A* je ovS§em mozné dokazat, Ze hodnost
jazyka M - N je nejvyse 1, a je-li navic pfislu$nd mnoZina stop {[u]; | u € M} souvisl4,
Ize také dokdazat, Ze hodnost jazyka (M)* je nejvySe 2-|A|. Proto jsou rozpoznatelné
mnoZziny stop uzaviené na souciny a na iterace souvislych mnozin.

Dtikaz opacné implikace véty, tedy Ze kazda rozpoznatelna mnoZina stop lze zadat
takto omezenym raciondlnim vyrazem, je zaloZen na reprezentaci stop v lexikografické
normdlni formé.

Vice informaci o jazycich stop obsahuje naptiklad Handbook of formal languages [7]
v osmé kapitole tfetiho svazku.



Kapitola 2

Struktura konecnych pologrup

Abychom si mohli ukdzat nékteré zajimavé vysledky o regularnich jazycich, které se po-
moci algebraickych metod podafilo ziskat, musime se nejprve trochu vyznat ve struktuie
konecnych pologrup. Doporucenym textem pro tvod do teorie pologrup je kniha Pierra
Antoina Grilleho [4]. Pinova nedokoncend kniha [6] pokryva celou tuto kapitolu véetné
ukdzek pouziti strukturni teorie kone¢nych pologrup k dikazu vysledkl o reguldrnich
jazycich.

2.1 Podgrupy

Diulezitym pojmem pouZivanym v nasledujicim textu je zobecnéni pojmu podgrupy
z grup na podgrupy libovolné pologrupy. Podgrupou pologrupy S rozumime libovolnou
podpologrupu pologrupy S, kterd je sama grupou. VSimnéte si ale, Ze 1 v pripadé€, kdy
pologrupa S obsahuje neutrdlni prvek, nemusi byt tento prvek souc¢asné neutralnim prv-
kem kazdé jeji podgrupy. Neutrdlni prvek kazdé podgrupy ovSem musi byt idempotentni,
a naopak, kazdy idempotentni prvek x € S sdm tvoii jednoprvkovou podgrupu {x}. Je-li
S grupa, potom obsahuje jediny idempotentni prvek a inverze ke vSem jejim prvkim
jsou urc¢eny jednoznacné; proto se v tomto pripadé pravé definovany pojem podgrupy
skute¢né shoduje s pojmem obvyklym v teorii grup. Prvek pologrupy, ktery lezi v néjaké
jeji podgrupé, se nazyva grupovy.

2.2 Jednogenerované podpologrupy

Podobné jako tomu byva zvykem v piipad¢€ grup, si nejprve popiSeme, jak vypadaji polo-
grupy generované jednim prvkem. Vime, Ze vSechny jednogenerované (neboli cyklické)
grupy jsou bud izomorfni (Z,+) nebo (Z,,+) pro né&jaké n € N.

Pologrupa (x) generovand prvkem x sestdva pravé z prvkd x”* pro n € N. Pokud jsou
pro riznd n vSechny tyto prvky razné, potom je (x) izomorfni pologrupé (N, +).

25
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Zabyvejme se nyni opacnym piipadem. Zvolme i € N jako nejmensi ¢islo takové, Ze
existuje m € N splilujici x't™ = x'. Toto &islo se nazyvd index prvku x. Dile zvolme
p € N, nazyvané perioda prvku x, jako nejmensi &islo spliujici x' 77 = x'.

Cviceni 2.1. Dokazte, Zze ma-li prvek x index i a periodu p, potom pologrupa (x) jim
generovand obsahuje pravé i + p — 1 prvki. Déle ukazte, 7e prvek x” je jedinym idem-
potentnim prvkem v této pologrupé (misto i - p miZeme brat libovolny ndsobek p vétsi
nebo roven i) a Ze podpologrupa {x,... ,x'*7~1} je cyklickd grupa fidu p generovani
prvkem x/"P*1,

Reprezentace této pologrupy akci jejiho generdtoru tedy vypada nésledovné:

i+1

X x2 Xt =xTP :
\xi+p—l<_,,,/

Z ptedchoziho cviéeni vyplyva, Ze jediny idempotentni prvek v pologrupé (x) lze vzdy
ziskat jako limitu li_r>n x™ posloupnosti, kterd se vzdy nejpozd&ji na prvku X0 stabili-
n—oo

zuje. Tento idempotentni prvek budeme znacit x®. VSimnéte si, Ze v libovolné pologrupé
jsou jeji idempotentni prvky pravé prvky tvaru x®.

Pologrupa se nazyva periodickd, jestlize kazda jeji jednogenerovana podpologrupa
je konecnd. Na kazdé periodické pologrupé mame tedy korektné definovanu unérni
operaci @ s nasledujicimi vlastnostmi: x® - x® = x®, x - x® = x® - x. Pro libovolny prvek x
m4 proto smysl psét vyrazy tvaru x®*", kde n € N. Budeme rovnéZ pouZivat zdpis x® ",
ktery oznacuje inverzi prvku x®*" v podgrupé generované x®*!. Uvédomte si, Ze pro
vSechna n € N plati

(xn>a) _ (xw+n)a) — (xa)—n)a) :xa)‘

Cviceni 2.2. Dokazte, zZe periodicky monoid S je grupou pravé tehdy, kdyz pro vSechny
prvky x € S plati x®? = 1.

Jak uvidime dale, mnoho dileZitych vlastnosti konecnych pologrup plyne ve skutec-
nosti uz z jejich periodicity.

2.3 Greenovy relace

Zékladni nastroj pouZivany k popisu struktury pologrup zavedl James Alexander Green
vroce 1951. Jedna se o n€kolik relaci ekvivalence, které popisuji délitelnost prvki v polo-
grupé, a tim také strukturu idedlti této pologrupy. ProtoZe pologrupy nejsou obecné komu-
tativni, musime uvaZovat zvlast délitelnost zleva (které odpovida relace .£), zprava (Z)
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a oboustrannou (_¢ ). Tyto relace jsou doplnény dvéma dal$imi, odvozenymi, relacemi
HC a 9, které umoznuji nazorny graficky popis struktury pologrup. Ve vétsiné nasle-
dujiciho textu budeme implicitné predpokladat, Ze se zabyvdme jedinou pologrupou S.
Pokud bychom uvaZovali Greenovy relace ve vice pologrupach sou¢asné, museli bychom
je doplnit patficnymi indexy, napiiklad Zs.

2.3.1 Definice a zakladni vlastnosti

Levym (pravym) idedlem pologrupy S rozumime podmnozinu / C § spliujici S-71 C [
(respektive I-S C I). PodmnoZinu I C § nazyvame idedlem S, je-li soucasné levym
i pravym idedlem, tedy jestlize plati S' -7-S' C I.

Cviceni 2.3. Ukazte, Ze levy, pravy a oboustranny idedl generovany podmnozinou M C §
jsourovny S'-M,M-S'aS'-M-S".

Nejprve definujeme tfi predusporddani na pologrupé S, kazdé z nich dvéma ekviva-
lentnimi podminkami, z nichz jedna mluvi o vztahu mezi idedly generovanymi danymi
prvky a druhd o jejich vzajemné délitelnosti:

y<gx <—  Slycslx — yeSk,

Y<zx < yS! C xs! — yexs,

y<gsx <= SlyS1 cs'xs! = yESlel.
Vsimnéte si, Ze nerovnosti < ¢, <z a < y zapisujeme v opacném sméru nez je obvyklé
v piipadé relace délitelnosti |, tedy Ze nerovnost y < g x vlastn€ znamenad, Ze prvek y je
délitelny prvkem x.

ProtoZe nasobeni prvku z jedné strany nijak neovliviiuje jeho ndsobeni z druhé strany,
jsou preduspofadédni < ¢ a <z jednostranné kompatibilni s operaci nasobenti, tedy z ne-
rovnosti y < ¢ x plyne yz < ¢ xz pro vSechna z € S, a podobné z y <4 x plyne zy <4 zx.
Vsimnéte si, Ze generovani ideali podmnozinou M C § miizeme zpétné vyjadfit pomoci
téchto predusporadani jako uzavér smérem dolt:

S'M={yeS|IxeM: y<gx}
MS'={yeS|IxeM:y<px},
S'MS' ={yeS|IeM: y< ;x}.

Prvni tii Greenovy ekvivalence definujeme jako relace ekvivalence piislusejici témto

pfeduspotrddanim:
xZy <= x<gy&y<gx < Sty =Sy,
XAy <= x<gpy&y<gpx < xSt =yst,
x Jy = x<y;y&y<s;x < Slxs! = slyst.
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Prvky tedy prohldsime za ekvivalentni, jestlize generuji stejny (levy, pravy) idedl. Ttidu
prvku x € S v ekvivalenci ¢ budeme znacit J;, a podobné pro ostatni Greenovy ekvi-
valence.

Diky jednostranné kompatibilité preduspordddni < ¢ a <4 s ndsobenim je relace
% prava kongruence a relace % leva kongruence pologrupy S. Z trividlnich inkluz{
SygC<jya<z3C<y dostdvdme, Ze plati £ C 7 aZ# C 7.

Plvodni predusporadani nam samoziejmé indukuji ¢aste¢né usporadani .£-tiid, Z-tiid
a #-tiid. VSimnéte si, Ze pokud vyndsobime néjaky prvek x zleva (zprava, z jakékoli
strany) libovolnym prvkem, vysledny prvek bude patfit do stejné nebo nizsi .Z-t¥idy
(respektive Z-tiidy, ¢ -tfidy) neZ x.

Cviceni 2.4. DokaZte, Ze kazda pologrupa ma nejvyse jednu minimdlni _# -tfidu. Obsahuje-

li pologrupa nulovy prvek, pak tento prvek tvoii jednoprvkovou nejnizsi ¢ -tiidu.

Nasledujici lemma uvadi zdkladni vlastnost relaci . a Z, ktera vyjadiuje nezavislost
ndsobeni daného prvku zleva na ndsobeni zprava.

Lemma2.5. Yo% =X o %.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze (x,z) € £ o %Z. Potom existuje y € S spliiujici x Z y £ z.
Podle definice Greenovych ekvivalenci tedy mame y = xs, x = yf, z = uy a y = vz pro
néjakd s, t,u,ve S L Uvazujme prvek w = ux. Potom plati vw = vux = vuyt = vzt =yt = x,
atedy x £ w. Ddle miZeme spocitat zt = uyt = ux =w aws = uxs = uy = z, COZ znamend,
7e w Z z. Celkem tedy dostavame pozadované (x,z) € Zo.Z.

Druhé inkluze se ukdZze symetricky. [

Z tohoto lemmatu ihned plyne, Ze kompozice relaci .Z a & je opét relace ekvivalence,
kterou zna¢ime Z. Plati tedy, Ze x 2 y pravé tehdy, kdyz R, N L, # 0, nebo ekvivalentné
L,NRy # 0. Pfimo z definice plyne, Ze & je nejmensi relace ekvivalence obsahujici .2
i Z. Proto musi byt obsaZena v ¢, tedy vzdy plati ¥ C 7.

Kone¢né, posledni Greenovou ekvivalenci je prinik .2 NZ, ktery se znaci 7.

Pozndmka 2.6. 'V komutativni pologrupé jsou si vSechny Greenovy relace rovny.

Priklad 2.7. Snadno se vidi, Ze ve volném monoidu A* plati u < ¢ v pravé tehdy, kdyz
slovo v je sufixem slova u. Symetricky, u <4 v pravé tehdy, kdyz v je prefixem u. Podobné
plati u < y v prave tehdy, kdyZ v je faktorem u. Dostavame tedy

UJgvi= uIQv<i= uLlv = uRv <= uHv << u=nv.

Pologrupdm s touto vlastnosti se fikd ¢ -trividlni.

Diky komutativité relaci . a Z je mozné kazdou Z-tfidu nazorné reprezentovat
graficky jako tabulku, kde fadky pfedstavuji Z-tfidy, sloupce .Z-tfidy a jednotlivé butiky
J¢-tfidy. Napfiklad situaci z predchoziho diikkazu miiZzeme zndzornit nasledovné:
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V této tabulce jsou znazornény dvé Z-tiidy a dvé Z-tiidy, které patif do stejné Z-tiidy
a protinaji se ve Ctyfech JZ’-tfidach reprezentovanych prvky x,y,w,z € S.

Vsimnéte si, Ze v dikazu jsme ovéfili, Ze ndsobeni prvky s a ¢ zprava prendsi prvky
P-tiidy mezi piislusnymi sloupci v obou uvazovanych fadcich. Podobné funguje naso-
beni prvky u a v zleva pro fadky. Toto ndsobeni ve skutecnosti realizuje bijekce mezi
vSemi .77-tfidami v ramci jedné Z-tiidy.

Lemma 2.8 (James Alexander Green, 1951). Nechf (x,y) € % a necht s,t € S' spliiuji
xs =y a yt = x. Potom predpisy w — ws a z — zt definuji vzdjemné inverzni bijekce mezi
ZL-tridami Ly a Ly, které zachovdvaji Z-tridy.

Symetricky, pokud plati (y,z) € £ a prvky u,v € S' spliiuji uy = z a vz =y, potom
predpisy x — ux a w — vw definuji vzdjemné inverzni bijekce mezi Z-tridami Ry a R,
které zachovdvaji £ -tridy.

Cviceni 2.9. Pouzitim podobnych argumentt jako v dikazu lemmatu 2.5 dokaZte toto
tvrzeni.

Dusledek 2.10. VSechny 57 -tFidy obsaZené ve stejné D-tiidé maji stejnou mohutnost.

Nechf nyni H je libovolna .77-tfida. Uvazujme vSechna zobrazeni f;: H — H, kde
fs(x) = xs, uréend ndsobenim zprava n&jakym prvkem s € S !'takovym, Ze pro viechna x €
H patfi prvek xs opét do H. MnoZina téchto zobrazeni je ziejmé uzaviend na kompozice,
pficemz plati f; o f; = fi. Diky lemmatu 2.8 vime, Ze k tomu, aby xs naleZelo do H
pro vSechna x € H, staci, aby tomu tak bylo pro jediné x € H. Pfitom z hodnoty xs
pro jedno x € H vyplyva, jakd je hodnota ys pro vSechna y € H: kazdé y € H lze totiz
psét ve tvaru y = ux pro n&jaké u € S', a tedy ys = u- (xs). Ddle z lemmatu 2.8 plyne,
Ze vSechna zobrazeni f jsou bijekce a inverzi kazdého z nich je rovnéZ mozné zadat
jako nasoben{ n&jakym prvkem S'. Dostavame tedy grupu I'(H) = {f; | s € S!, Hs = H}
vzhledem ke sklddani zobrazeni. Tato grupa se nazyva prava Schiitzenbergerho grupa
JC-tfidy H. VSimnéte si, Ze diky lemmatu 2.8 miZeme misto o pravé Schiitzenbergerho
grupé 7 -tfidy mluvit o Schiitzenbergerho grupé pfislusné .Z-tiidy.

Pomoci ndsobeni zleva mlizeme analogicky definovat levou Schiitzenbergerho grupu
dané 7 -ttidy, pripadné Z-tiidy.
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Lemma 2.11. Levd a pravd Schiitzenbergerho grupa tiidy H jsou izomorfni a maji
stejnou mohutnost jako H.

Lemma 2.12. Schiitzenbergerho grupy libovolnych 7 -trid ve stejné 2-tridé jsou izo-
morfni.

Cviceni 2.13. Dokazte predchozi lemmata. Pfitom je uzite¢né si uvédomit, Ze staci sle-
dovat chovani kazdého prvku Schiitzenbergerho grupy pouze na jednom pevné zvoleném
prvku H.

Nyni si ukdZeme, ze pokud vysledkem vyndsobeni néjakych dvou prvka jisté J7-tiidy
pologrupy S je opét prvek této 7 -tfidy, potom je tato .7 -tfida podgrupou S. K dikazu
tohoto tvrzeni pouZijeme nasledujici kritérium pro rozpoznéni, zda dand pologrupa je
grupa.

Lemma 2.14. Pro libovolnou pologrupu T jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
1. Pologrupa T md prdvé jednu F-tfidu.

2. Pologrupa T je neprdzdnd a pro vSechny prvky x,y € T existuji prvky s,t € T
takové, Ze xs = tx = y.

3. Pologrupa T je grupa.

Jestlize v neprdazdné pologrupé T pro vSechny prvky x,y € T existuji prvky s,t € T
takové, Ze xs = tx =y, potom T je grupa.

Cviceni 2.15. DokaZte toto lemma. Pfi diikazu 1ze s vyhodou vyuZit faktu, Ze levy a pravy
neutrdlni prvek si museji byt rovny, a analogického tvrzeni pro levé a pravé inverze.

Lemma 2.16 (James Alexander Green, 1951). Pro kaZdou 7 -tFidu H bud'plati H* NH =
0, nebo je H podgrupa izomorfni své Schiitzenbergerho grupé.

Diikaz. Pokud existuje prvek x € H> N H, mdme x = yz pro jistd y,z € H. Potom podle
lemmatu 2.8 definuji ndsobeni zleva prvkem y a ndsobeni zprava prvkem z bijekce na H,
atedy plati yH = H a Hz = H. Dal§im pouZitim lemmatu 2.8 se nyni dozvime, Ze ndsobeni
zprava 1 zleva libovolnym prvkem H definuje bijekci na H. Jinymi slovy, pro vSechna
h € H plati Hh = H = hH. Ttida H je tedy podpologrupou a navic spliiuje pfedpoklady
lemmatu 2.14, a proto je ve skutecnosti podgrupou. Nyni si staci vSimnout, Ze kazda
bijekce patiici do Schiitzenbergerho grupy J7-tfidy H je v tomto piipadé realizovana
néjakym prvkem H, nebof pro vSechna h € H plati 7 = h-e, kde e je neutrdlni prvek
grupy H. Pfitom kompozice té€chto bijekci odpovida v pfipadé levé Schiitzenbergerho
grupy ndsobeni prvki, kterymi jsou tyto bijekce realizovédny, a proto je H izomorfni své
Schiitzenbergerho grupé. [
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Lemma 2.17. KaZdd podgrupa pologrupy S je obsaZend v néjaké podgrupé maximdlni
vzhledem k inkluzi. Pfitom maximdlni podgrupy jsou prdavé -tfidy, které obsahuji
idempotentni prvek. Proto je kaZdy grupovy prvek x obsaZen v prdavé jedné maximdlni
podgrupé, kterd obsahuje vSechny podgrupy obsahujici x.

Cviceni 2.18. Dokazte toto lemma.

Cviceni 2.19. Pro libovolnou idempotentni pologrupu S dokaZte postupné nasledujici
tvrzeni:

1. Pro libovolné prvky x,y,z € S plati xyzy Z xyz.

2. Jsou-li u =x1---x,, aw=y1---y, souciny prvkl pologrupy S takové, Ze kazdy
z prvki y; je roven jednomu z prvki x;, potom plati uw % u.

3. Pologrupa S spliiuje kaZzdou identitu uvw = uw, kde u a w jsou slova obsahujici
pravé tytéZ proménné a slovo v obsahuje pouze proménné obsazené v u a w.

Cviceni 2.20. Dokazte, Ze je-li S periodicka pologrupa, potom pro kazdy prvek x € S
a kazdy idempotentni prvek e € S plati x 77 e pravé tehdy, kdyz x®? = e a xe = x.

Cviceni 2.21. Dokazte, Ze pro libovolnou mnozinu Q jsou Greenovy relace v tplném
transforma¢nim monoidu .7 (Q) popsatelné ndsledovné:

p<go <<= ker(p) 2ker(o),
p<g0 <<= Im(p)CIm(o),
p<y0 < [Im(p)|<[Im(o),
pZoc < ker(p)=ker(o),
p#Zc <= Im(p)=Im(o),
pro = pZc < |m(p)=|mo).

Vsimnéte si, Ze v pripadé€, kdy je mnoZina Q nespocetnd, musime k diikazu pouzit axiom
vybéru. V piipadech, kdy Q je konecnd nebo spocetnd mnoZina, se pokuste urcit, jak
jsou #-tiidy .7 (Q) usporddény, kolik obsahuji .Z-tifd a #-tiid, jaké jsou mohutnosti
jejich J7-tiid, které 7-tiidy jsou podgrupy, pfipadné jakym grupam jsou tyto 7 -tiidy
izomorfni.

Cviceni 2.22. Podobné jako v predchozim ptikladu popiste Greenovy relace na monoidu
vSech injektivnich transformaci mnoZiny N.
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2.3.2 Greenovy relace v kone¢nych pologrupach

Vétsina zakladnich vlastnosti Greenovych relaci platnych v kone¢nych pologrupéch plati
ve skutec¢nosti jiz diky jejich periodicité, pficemz dikazy téchto vlastnosti jsou zaloZeny
na faktu, Ze pro kazdy prvek existuje néjaka jeho mocnina, kterd je idempotentni.

Lemma 2.23. Necht S je periodickd pologrupa, x € S a s,t € S'. Pokud plati x F sat,
potom plati sx L x X xt.

Diikaz. Podle predpokladu existuji u,v € S! takové, Ze usxtv = x. Z tohoto vztahu se
snadno indukci ukdZe rovnost x = (us)"x(¢tv)" pro vSechna n € N. Diky periodicité

z Y2

pologrupy S existuji piirozena &isla k a £, pro n&Z jsou prvky (us)* a (rv)¢ idempotentn.
Dostdvame tedy rovnost

x = (us)*x(tv)¥ = (us)®x(rv)®
a z ni odvodime
x = (us)®x(1v)® = (us)® (us) ®x(1v)® = (us)®x = (us)® 'u-sx,
coz dokazuje, Ze sx .Z x. Symetrickym postupem lze ukdzat, ze x Z xt. [l

Pozndmka 2.24. Dalsi vyznamnou tiidou pologrup, kde toto lemma (a tedy vSechny jeho
nasledujici disledky) plati jsou kompaktni topologické pologrupy.

pologrup.
Véta 2.25 (James Alexander Green, 1951). VkaZdé periodické pologrupé Splati 9 = ¢ .

Diikaz. Vezméme libovolné prvky x,y € S splfiujici x _# y. Potom y = sxt pro né&jaké
s,t € S'. Podle lemmatu 2.23 plati sx .Z x % xt. Diky lemmatu 2.8 z t&chto ekvivalenc{
plyne také sxt £ xt. Dohromady dostavame x Z xt £ sxt atedy x 7 y. ]

Z této véty plyne, Ze v kone¢nych pologrupach miizeme mluvit o usporadani Z-tiid,
a tedy miZeme zplisobem popsanym vyse graficky zndzorfiovat strukturu nejen jednot-
livych Z-tiid, ale celé pologrupy.

Priklad 2.26. UvaZujme podpologrupu S pologrupy parcidlnich transformaci dvouprv-
kové mnoZiny & .7 (2) generovanou nésledujicimi transformacemi:

X: o—©0 y: o<———0

Pologrupu S je rovnéZ mozné zadat relacemi x*> = y> = 0, xyx = x a yxy = y. Nésledujici
obrazek popisuje Greenovy ekvivalence v této pologrupé. Pritom idempotentni prvky
jsou podtrZzeny a je vyznaceno, jak ndsobeni generatory prenasi mezi sebou .Z-tfidy
a Z-tiidy.
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b
=

yblox |y
x T yx

Priklad 2.27. Nyni uvazujme podpologrupu S pologrupy .7 (2) generovanou trans-
formacemi

X: o—0 y: o<———©0

Relace zaddvajici tuto pologrupu jsou x> = 0, xyx = x, yxy = y a y> = y. Obrazek popisujici
stejnym zpusobem Greenovy ekvivalence S nyni vypada nasledovné:

% &
| ox xy
ety |y

0

Vsimnéte si rozdilného chovani ndsobeni a odlisné polohy podgrup v horni Z-tiidé oproti
pfedchozimu piikladu.

Nasledujici cvi¢eni ukazuje, Ze v nekone¢nych pologrupédch se mohou relace # a &
skutecné lisit.

Cviceni 2.28. Ukazte, Ze v monoidu S vSech dolnich trojihelnikovych matic nad klad-

nymi raciondlnimi &isly tvaru (g (])) s operaci ndsobeni je relace Z trividlni, zatimco

F =85x8.

Na dalSim prikladu si ukdzeme, jaky je rozdil mezi tim, kdyZ uvaZzujeme Greenovy
ekvivalence v néjaké pologrupé, a kdyz je uvazujeme v néjaké jeji podpologrupé.

Priklad 2.29. Nechf je S podpologrupa pologrupy 7 (3) sestdvajici z nésledujicich
prvki:

x> x%: I .3 y: .\.3 xy: I

O @)

-
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2: \.:—) XZ2:

Greenovy ekvivalence vypadaji v této pologrupé takto:

x x|y xy

Vsimnéte si, Ze prvky x a z patii do rliznych _# -t'id pologrupy S, pfestoZe patii dokonce
do stejné Z-tiidy pologrupy 7 (3).

Specidlnim piipadem lemmatu 2.23 je nasledujici dilezitd vlastnost periodickych po-
logrup, kterd fikd, Ze rizné .Z-tiidy a Z-tfidy ve stejné ¢ -tiid€ jsou vZdy nesrovnatelné.

Lemma 2.30. Nechf x a y jsou prvky periodické pologrupy S, které patii do stejné
F -tridy a spliiuji y < ¢ x. Potom plati x £ y.

Diikaz. Protoze y < ¢ x, existuje s € S! spliujici y = sx. PouZitim lemmatu 2.23 pro
t = 1 dostavame y = sx .Z x. ]

Nasledujici dvé tvrzeni jsou pouze jinymi formulacemi pfedchoziho lemmatu a uva-
dime je proto, abychom si 1é€pe uvédomili, v jakych situacich je moZné toto lemma pouZit.
Napriklad prvni formulace ndm fik4, Ze v kone¢né pologrupé se nikdy nedokazeme dostat
do jiné Z-tfidy v rdmci stejné _Z -tfidy ndsobenim zprava.

Dusledek 2.31. V kaZdé periodické pologrupé z nerovnosti x < g xs plyne x % xs.
Dusledek 2.32. V kazdé periodické pologrupé z nerovnosti x < ¢ y plyne x < A

Cviceni 2.33. V libovolném monoidu zfejmé existuje nejvyssi # -tiida vzhledemk < 4,
a to Ji. Vyuzijte pravé uvedend tvrzeni k dikazu, Ze v periodickém monoidu je tato
_J -tiida tvofena pravé invertibilnimi prvky a je podgrupou.

Z lemmatu 2.23 rovnéZ plyne, Ze pokud soucin prvkl kone¢né pologrupy zlstava ve
stejné ¢ -ti{d€, potom je mozné v soucinu kratit:
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Disledek 2.34. Jsou-li x, s, t a u prvky periodické pologrupy takové, Ze x 7 sxt = sxu,
potom plati xt = xu.

Diikaz. Lemma 2.23 dava sx £ x Z xt % xu. Proto podle lemmatu 2.8 definuje nasoben{
zleva prvkem s bijekci mezi Z-tfidami R, a R;,, a tedy z rovnosti sxt = sxu plyne
Xt = xu. [

Dal$im zajimavym disledkem predchozich lemmat je, Ze pokud se obndsobenim
néjakého prvku konecné pologrupy soucasné z obou stran vratime do jeho 77-tfidy,
potom se do této .77’-tiidy vratime jiz po vynasobeni z jedné strany.

Dusledek 2.35. Pro libovolné prvky x, s a t periodické pologrupy spliiujici sxt € H, plati
sx,xt € H,.

Diikaz. Trividlné plati sx < ¢ x a z pfedpokladu navic plyne, Ze sx _# x a x <g sx. Tedy
muiZeme lemma 2.30 a jeho symetrickou verzi pro relaci # aplikovat na prvky x a sx,
¢imz dostavame poZadované sx £ x a x Z sx. V piipadé prvku xt miZeme postupovat
analogicky. 0

Lemma 2.30 mlizeme také vyuZzit k diikazu, Ze kazda podgrupa libovolného homo-
morfniho obrazu kone¢né pologrupy § je homomorfnim obrazem néjaké podgrupy S.

Lemma 2.36. Je-li ¢: S — T surjektivni homomorfismus konecnych pologrup, potom
je kazdd podgrupa T @-obrazem podgrupy S. Pritom kaZdd maximdlni podgrupa polo-
grupy T je @-obrazem maximdlni podgrupy pologrupy S.

Diikaz. Tvrzeni staci dokdzat pro maximalni podgrupy, coZ jsou podle lemmatu 2.17
pravé s -tfidy obsahujici idempotentni prvek. Bud’ tedy e libovolny idempotentni prvek
pologrupy 7. Necht x € S je né€jaky _# -minimdlni prvek v mnoZiné ¢~ '(H,) a oznaéme
pismenem f idempotentni prvek x®. Potom ¢(f) = (¢(x))® = e. UkdZeme, Ze H, =
¢(Hy). Inkluze ¢(Hy) C H, plyne pfimo z definice relace #". Naopak, pokud y €
S spliiuje @(y) € H,, potom @(fyf) = e- @) -e = p(y). Protore fyf < ; f < 4 x,
z minimality prvku x plyne, Ze fyf # f.Podle disledku 2.31 tedy plati fyf S f.Proto
H, C ¢(Hy). O

Vime, Ze vysledek ndsobeni dvou prvkd x a y v periodické pologrupé vzdy patii
do Z-tiidy nizsi nebo rovné D, i Dy. Nyni se budeme zabyvat otdzkou, kdy je soucin
Z-ekvivalentnich prvki x a y prvkem tiidy D, = D), a do které patii J-tfidy.

Lemma 2.37. Nechf x a y jsou 7 -ekvivalentni prvky periodické pologrupy S. Potom
xy ndleZi do J pravé tehdy, kdyZ existuje idempotentni prvek e € S splitujici x £ e X y.
V tomto pripadé navic plati x Z xy L y.
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Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze e je idempotentni prvek spliujici x £ e # y. Potom
existuji s,z € S! takové, e x = se a y = et, a proto xy = seet = set = xt, co% podle
lemmatu 2.8 znamena, Ze skutecné x #Z xy £ y. Situaci miizeme opét zndzornit obvyklym
obrazkem:

s- T

€ y
Opacné, predpoklddejme, Ze xy _# x. ProtoZe trividlné plati xy <z x a xy <g y,

pfedpoklad xy ¢ x podle lemmatu 2.30 znamend, Ze xy # x a soucasné xy .Z y. Bud

tedy s € S' prvek splitujici sxy = y. Situace v na$i Z-tfidé potom vypadd nasledovné:

B

s- 4 T x-

SX Y

Podle lemmatu 2.8 definuje ndsobeni zleva prvky x a s vzdjemné inverzni bijekce mezi
Z-tfidami Ry a Ry, které zachovavaji .Z-tf{dy. Proto x £ sx # y aplati x- (s - x) = x, coZ
znamena, Ze prvek sx je idempotentni. [

Vsimnéte si, jak toto lemma souvisi s lemmatem 2.16, kde jsme se zabyvali souciny
dvou prvki patficich do stejné J7-tfidy.

Pfedchozi lemma pékné ilustruje pologrupa popsand v piikladu 2.27: diky idempotenci
prvku y musi byt souin (xy)(yx) roven x, zatimco soucin (yx)(xy) musi byt roven 0,
protoZe prvek x idempotentni neni.

2.3.3 Regularni Z-tridy

V této Casti si ukdzeme, ze Z-tiidy je mozné rozd€lit na dva zdkladni typy: regularni,
v nichZ ke kazdému prvku existuje takzvana pologrupova inverze, a neregularni, kde
inverzi nema zadny prvek. Regularni Z-tfidy maji podstatny vyznam pro vlastnosti
reguldrnich jazyk, nebof v konecnych pologrupéch je regularni Z-tfida prave takova, Ze
muZeme vyndsobit neomezené mnoho jejich prvki, aniz bychom tuto Z-tfidu opustili,
zatimco libovolny soucin prvkl néjaké neregularni Z-tfidy vzdy nalezi do tfidy nizsi.

Rikdme, Ze prvek y € S je (pologrupovou) inverzi prvku x € S, jestlize plati xyx = x
a yxy = y. Prvek pologrupy, ktery méd inverzi, se nazyva reguldrni.
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Cviceni 2.38. Dokazte, 7Ze prvek x € S je regularni pravé tehdy, kdyZ existuje y € S
spliujici xyx = x.

Je-li S grupa, potom kazdy prvek md pravé jednu pologrupovou inverzi, kterd se
shoduje s grupovou inverzi. Proto diky lemmatu 2.17 existuje v libovolné pologrupé ke
kazdému grupovému prvku pravé jedna pologrupova inverze, kterd s nim leZi ve stejné
podgrupé; této inverzi fikdme grupovd inverze.

Jak uvidime déle, na rozdil od grupovych inverzi miiZze mit jeden prvek pologrupovych
inverz{ libovolné mnoho. Nejprve si v§imnéme, Ze jsou-li x a y vzdjemné inverzni prvky,
potom leZi ve stejné Z-tfid€, nebof x Z xy £y a x £ yx # y. Pfitom oba prvky xy a yx
jsou idempotentni. Situace v této Z-tiidé tedy vypada nasledovné:

X
x Xy
yod Tx
yx y
<_
X

Cviceni 2.39. Dokazte, ze prvek x € S je regularni pravé tehdy, kdyz existuji y,z € S
takové, ze x = (yz)?®y.

Priklad 2.40. Pologrupa A™ neobsahuje Zadné reguldrni prvky.

Cviceni 2.41. Necht Q je libovolnd mnozina. ZdGvodnéte, Ze zobrazeni p: Q — Q je
idempotentnim prvkem pologrupy 7 (Q) pravé tehdy, kdyz pro vSechna g € Im(p) plati
p(gq) = g, tedy zizeni p na Im(p) je identita. Ukazte, Ze p je grupovym prvkem .7 (Q)
préavé tehdy, kdyZ p |im(p): Im(p) — Im(p) je bijekce. Ddle ukaZte, Ze kazdy prvek 7 (Q)
je reguldrni.

Cviceni 2.42. DokaZte, Ze v monoidu vSech linearnich transformaci kone¢nérozmérného
vektorového prostoru V je kazdy prvek regulérni. S regularitou tohoto monoidu je mozné
se setkat v linedrni algebfe, kde se Casto vyuZivaji takzvané zobecnéné inverze neboli
pseudoinverze matic.

Tvrzeni 2.43 (John von Neumann, 1936; D. D. Miller a Alfred Hoblitzelle Clifford,
1956). Pro libovolnou Z-tridu D v pologrupé S jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. Trida D obsahuje idempotentni prvek.

2. Trida D obsahuje reguldrni prvek.
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3. Kazdy prvek tridy D je reguldrni.
4. KaZdd L-trida a kazdd Z-tfida v D obsahuje idempotentni prvek.

Diikaz. Platnost implikaci 3 = 4 = 1 == 2 je jasnd. Zbyva tedy ukdzat, Ze
z regularity jednoho prvku dané Z-tfidy plyne regularita vSech ostatnich. Necht x,y € D
jsou vzijemné inverzni prvky, tedy spliluji xyx = x a yxy = y. UkdZeme, Ze potom
je regularni kazdy prvek Z-ekvivalentni s x. Tim bude diikkaz hotov, nebof regula-
ritu .Z-ekvivalentnich prvki je mozné ukazat analogicky a regularita Z-ekvivalentnich
prvki vyplyne postupnym pouZzitim obou dokdzanych fakti. Pfedpokladejme tedy, Ze
znalezi do R,. Potom existuji s,# € S! splitujici z = xs ax = zt. UkdZeme, 7e inverzi k z je
prvek, ktery z vyndsobenim zprava prevadi na idempotentni prvek xy € Ry, tedy prvek ¢y.

.t .
4 2

Z X Xy =2z-ty

vy

ty-z 1y
<_
Z

Skutecné, plati
21y 2= XyxXs =X§ =2,
1y-z-ty =tyxy =1y. O

Definice 2.44. 7-tfida se nazyva reguldrni, jestlize spliiuje ekvivalentni podminky
z predchoziho tvrzeni.

V piipadé konecnych pologrup dostdvame diky lemmatu 2.37 ndsledujici ekvivalentni
charakterizaci regularnich Z-tfid.

Tvrzeni 2.45. Je-1i S konecnd pologrupa, je jeji P-tfida D reguldrni prdavé tehdy, kdyZ
existuji x,y € D takové, Ze xy € D.

Toto tvrzeni vysvétluje vyznam reguldrnich Z-tiid v pfipadé, kdy nds zajima piislus-
nost do daného reguldrniho jazyka pro slova vznikld opakovanym zfetézovanim néjakych
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slov. Vime, Ze pfi postupném zietézovani vznikajici slova reprezentuji prvky ze stdle niz-
sich Z-tiid syntaktické pologrupy. Pfitom pouze pii zfetézovani slov reprezentujicich
prvky reguldrni Z-tfidy miZe dojit k tomu, Ze se budou neustdle opakovat syntakticky
ekvivalentni slova.

Lemma 2.46. KaZdy idempotentni prvek je levy neutrdlni ve své Z-t¥idé a pravy neutrdlni
ve své L -tride.

Cviéeni 2.47. Dokazte toto lemma.

Véta 2.48 (D. D. Miller a Alfred Hoblitzelle Clifford, 1956). Existuje bijekce mezi
inverzemi prvku x € S a usporddanymi dvojicemi idempotentnich prvkii (e, f) takovymi,
Ze e A x L f. Presnéji, pro kaZdou takovou dvojici (e, f) existuje prdavé jedna inverze y
prvku x v 7C-tridé L, N\ Ry, a ta spliiuje xy = e a yx = f.

Diikaz. Vime, Ze kazdé inverze y prvku x uréuje dvojici idempotentnich prvka (xy, yx)
spliiujici xy Z x £ yx a xy £ y Z yx. Zbyva tedy ukazat, Ze ke kazdé dvojici (e, f)
takova inverze existuje a Ze je urena jednoznacné. Protoze e Z x, plati e = xs pro néjaké
s € S'. Zvolme tedy za y prvek fs, ktery patii do sZ-tiidy L, N R  diky lemmatu 2.8.

i\
%
x e
x 1
S y
<_
X

Potom nékolikandsobnym pouZitim lemmatu 2.46 ovéiime, Ze prvek y je skutecné in-
verzni k x:

Xyx = xfsx = xsx = ex = x,
YXy = yxfs=yxs =ye=y.

Predpoklddejme nyni, Ze z je néjakd inverze prvku x v JZ-tiidé L. N Ry. Protoze
plati xz 77 xy a zx ¢ yx a kazda s -tfida obsahuje podle lemmatu 2.16 nejvyse jeden
idempotentni prvek, dostdvdme xz = xy a zx = yx, a tedy

T=ZXT=YXT =YXy = ).
Tim je dokdzédna jednoznacnost inverze k x ve tfid€ L, N Ry. [

Priklad 2.49. Uvazujme Z-tfidu ndsledujici transformace x v pologrupé .7 (3):
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[ ]
* l/ *
° —/
Ze cviCeni 2.21 vime, Ze tato Z-tfida obsahuje tii .Z-tfidy a tfi Z-tiidy, pfi¢emz kazda
¢ -tfida je dvouprvkova. Prvek x lezi v grupové 77-tiid€, jejimz idempotentnim prvkem

je niZze uvedena transformace e. Déle leZi s x ve stejné .Z’-tfide jesté idempotentni prvek f
a ve stejné Z-tfidé idempotentni prvek g.

e: \.3 f: \. g:

) )

Prvek x tedy ma podle véty 2.48 pravé Ctyii inverze: sim sobé je grupovou inverzi a zbylé
tf1 inverze predstavuji nasledujici prvky y, z a u: O

: O/' : E T/

Celkem tedy Z-tfida prvku x vypada néasledovné, pficemz Ctverecky reprezentuji ty jeji
prvky, které jsme si neoznacili.

D

Coos

x e |z g |0 O
y f|luw OO O
O oo gjg g

Dusledek 2.50. Idempotentni prvky e a f patii do stejné P-t¥idy prdvé tehdy, kdyZ
existuji vzdjemné inverzni prvky x a y spliiujici e = xy a f = yx.

Diikaz. Staci zvolit libovolny prvek x € R, N Ly a pouZzit vétu 2.48. O

Nasledujici lemma ukazuje, Ze v reguldrni Z-tfid€ je mozné mezi riiznymi prvky pre-
chézet nejen jejich ndsobenim né&jakymi prvky pologrupy S, ale dokonce pfimo pomoci
prvku této Z-tiidy.

Lemma 2.51. Necht D je reguldrni 9-t¥ida pologrupy S a nechf x,y € D. Potom existuje
prvek z € D takovy, Ze x € zD, z € xD, y € Dz a 7 € Dy.

Diikaz. Necht z je libovolny prvek J7-tfidy R, N Ly. UkdZeme, Ze plati x € zD, pficemz
ostatni pozadované vlastnosti z € xD, y € Dz a z € Dy lze dokazat analogicky. Uvazujme
libovolny idempotentni prvek e v Z-tfidé R, = R, ktery existuje diky regularité tfidy D.
Podle véty 2.48 existuje k prvku z inverze 7/, pro kterou plati zz/ = e. Potom oviem
7-7/x = ex = x podle Lemmatu 2.46, pii¢emz prvek z’x patif do D, nebof 7/x ¥ x. [
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2.4 Hlavni faktory konec¢nych pologrup

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, jak se chova ndsobeni lokalné v jedné Z-tfid€ kone¢né
pologrupy S. Pokud tedy soucin néjakych prvki této Z-tfidy patii do Z-tiidy nizsi, bude
nds pouze zajimat, Ze soucin opustil Z-tfidu, a nikoli, do které Z-tiidy nalezi. Takto
kazdé Z-tfidé prifadime néjakou pologrupu, kterd se nazyva hlavni faktor pologrupy S.
Uvidime, Ze kazda Z-tfida se ve skutecnosti chova jako pologrupa jednoho ze tif typd,
které nyni definujeme.

Abychom mohli formdlné mluvit o pologrupé odpovidajici lokdlnimu ndsobeni v jedné
PD-tfidé, uvdzime specidlni kongruence na pologrupé S, které jsou urcené ztotoZnénim
vSech prvki néjakého jejiho idedlu. Je-li I neprazdny idedl pologrupy S, potom je ~ =
idgU (I x I') kongruence na S, pfislu$ny kvocient S/~ se nazyva Reesiiv kvocient a znaci
se S/I. Snadno se vidi, Ze v pologrupé S/I vSechny prvky idedlu I reprezentuji nulovy
prvek, tedy S/I je az na izomorfismus tvaru (S\ 7) U{0}, kde O je novy nulovy prvek,
pfi¢emz soudiny prvka patficich do S\ 7 jsou rovny 0, pokud ptivodné patfily do 7, a jinak
jsou stejné jako v S.

Definice 2.52. Nulovd pologrupa (null semigroup) je pologrupa obsahujici nulovy pr-
vek 0, ktery vznikne soucinem libovolnych dvou prvki této pologrupy, tedy S> = {0}.

Definice 2.53. Rikdme, Ze pologrupa je jednoduchd, jestlize je svym jedinym neprézd-
nym idedlem, tedy jestliZe sestdva z jediné _¢ -tiidy.

Uvédomte si, Ze jednoduchd pologrupa nemusi byt jednoduchou algebrou ve smyslu
obvyklém v univerzalni algebte, nebof obvykla definice vyZaduje neexistenci netrividlni
kongruence, ovSem ne kazdad kongruence na pologrupé je definovand idedlem.

Cviceni 2.54. Pomoci lemmatu 2.37 dokaZzte, Ze kone¢nd pologrupa S je jednoducha
pravé tehdy, kdyZ pro vSechny prvky x,y € S plati x®*! = x a (xyx)® = x®. VSimnéte si,
7e rovnost x®*! = x je ekvivalentn{ faktu, Ze prvek x patfi do n&jaké podgrupy S.

Cviceni 2.55. Podobné¢ jako ve cviceni 1.19 v piipadé grup mizeme charakterizovat
rozpoznavani jazykd koneénymi jednoduchymi pologrupami pomoci vlastnosti jejich
minimédlniho automatu: DokaZte, Ze jazyk L C A" je rozpoznavany kone&nou jedno-
duchou pologrupou pravé tehdy, kdyz jeho minimélni automat je kone¢ny a neexistuji
v ném dva stavy p a g takové, Ze pro n&jaka pismena a,b € A jsou stavy d(p,a) a 8(q,a)
rizné, ale pfitom plati 8 (p,ab) = d(q,ab), tedy jestlize minimalni automat neobsahuje
vzor

._">.\b
N

a
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Diulezitym zobecnénim jednoduchych pologrup jsou takzvané 0-jednoduché polo-
grupy.

Definice 2.56. Pologrupa se nazyva 0-jednoduchd, jestlize obsahuje nulovy prvek, ma
pravé dva neprazdné idedly (sestdva tedy pravé ze dvou #-tfid {0} a S\ {0}) a pfitom
neni nulovou pologrupou (tedy S? # {0}).

Uvédomte si, Ze pozadavek, aby 0-jednoduché pologrupa nebyla nulova, slouzi v této
definici pouze k vylou¢eni dvouprvkovych nulovych pologrup, nebof vétsi nulové po-
logrupy sestdvaji z vice nez dvou _#-tfid. Pfikladem O-jednoduchych pologrup jsou
napiiklad pologrupy v piikladech 2.26 a 2.27. VS§imnéte si, Ze 0-jednoduché pologrupy
skutecné zobecnuji jednoduché pologrupy, nebof pridainim nového nulového prvku k jed-
noduché pologrupé vznikne 0-jednoducha pologrupa.

Prvnim hlavnim faktorem (principal factor) konecné pologrupy S je jeji nejnizsi Z-tfida
(tedy jeji nejmensi neprazdny idedl), kterd je podle tvrzeni 2.45 regularni a tedy je podle
lemmatu 2.51 jednoduchou pologrupou.

UvaZujme nyni n&jakou jinou Z-tiidu D pologrupy S a divejme se naideal S'DS' gene-
rovany D jako na pologrupu. Snadno se nahlédne, e mnoZina S'DS! \ D je neprazdnym
idedlem pologrupy S'DS!. Proto miZeme uvaZit Reestiv kvocient S'DS' /(S'DS! \ D),
o kterém budeme rovné€z mluvit jako o hlavnim faktoru pologrupy S. Neni-li tiida D
reguldrni, potom je podle tvrzeni 2.45 ji pfisluSejici hlavni faktor nulovou pologrupou.
Je-li D regularni, potom je podle tvrzeni 2.51 pfislusny hlavni faktor 0-jednoduchou
pologrupou.

Podivejme se nyni, jak vypadaji hlavni faktory libovolné pologrupy, kterd je homo-
morfnim obrazem pologrupy S.

Tvrzeni 2.57. Je-li ¢: S — T surjektivni homomorfismus konecnych pologrup, potom
je kazdy hlavni faktor pologrupy T homomorfnim obrazem néjakého hlavniho faktoru

pologrupy S.

Diikaz. Necht D je libovolnd Z-tiida pologrupy T. Mezi prvky mnoziny ¢ ~!(D) zvolme
libovolny _¢#-minimdlni prvek x € S. Potom plati, Ze ¢ -tiida D, je nejniZsi v § pravé
prislusny tfidé D je obrazem hlavniho faktoru prislusného tfidé D, v homomorfismu
indukovaném ¢, tedy staci ovéfit, Ze D je ¢-obrazem tiidy Dy a Ze ¢ vSechny prvky
idedlu S'D,S' \ D, zobrazi do idedlu T'DT!\ D.

ProtoZe libovolné Z-ekvivalentni prvky se vZdy zobrazi na Z-ekvivalentni prvky,
plati (D)) C D. Pro ovéfeni opacné inkluze vezméme libovolny prvek ¢ € D. Protoze
t 7 @(x),existujis,u € S! splitujicit = @(s)@(x) @(u) = @(sxu). Ziejmé plati sxu <sx
OvSem sxu < » x platit nemiZe diky _# -minimalit€ prvku x. Proto sxu patfi do D, a tedy
1 € @(Dx).

Pokud y je prvek idedlu S'D,S!, ktery nepatii do D,, potom y < g xaproto ¢(y) < 4
¢(x), pficemz @(y) _# ¢(x) nemiZe nastat diky volbé x. O
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2.4.1 Konec¢né O-jednoduché pologrupy

Nasim cilem nyni bude popsat vSechny kone¢né 0-jednoduché pologrupy. Nejprve si
vS§imnéme dvou specidlnich pfipadi jednoduchych pologrup: Kazdd grupa je jedno-
duchou pologrupou s jedinou 7Z-tfidou, a na druhou stranu, takzvané rektangularni
bandy, které si nyni definujeme, jsou jednoduché pologrupy, které maji v§echny 7-tiidy
trividlni.

Definice 2.58. Nechf R a L jsou libovolné mnoZiny. Potom pologrupa definovand na
mnoZin& R x L operaci (r,£) - (', ') = (r,¢') se nazyva rektanguldrni band.

Pozndmka 2.59. V teorii pologrup se terminem band oznacuje libovolnd idempotentni
pologrupa.

Viimnéte si, Ze v rektanguldrnim bandu patii prvky (r,¢) a (¥,¢') do stejné Z-tfidy
pravé tehdy, kdyZ r = ' a do stejné Z-tiidy pravé tehdy, kdyz £ = /'.

Cviceni 2.60. Dokazte, Ze pologrupa S je rektangularni band prave tehdy, kdyZ vSechny
jeji prvky jsou k sobé vzajemné inverzni, tedy pro vSechna x,y € S plati xyx = x.

Nasledujici cviceni ukazuje, Ze kazda konecna jednoduchd pologrupa je jistym zpi-
sobem sloZena z rektanguldrniho bandu a grupy.

Cviceni 2.61. Pouzitim lemmatu 2.37 dokazte, Ze pro kazdou kone¢nou jednoduchou
pologrupu S je relace 7 kongruence, kvocient S/ je rektanguldrni band a vSechny
JC-tfidy jsou vzdjemné izomorfni grupy.

Nyni si popiSeme zpusob, jak Ize libovolnou 0-jednoduchou pologrupu z rektangu-
larniho bandu a grupy vytvorit. Necht R a L jsou libovolné kone¢né mnoZiny, G li-
bovolnd konecnd grupa a 0 ¢ G néjaky novy prvek. Necht dile P = (ps,)rcr, rer je
néjaka L x R-matice, jejiz prvky patii do mnoziny G U {0}, a kterd obsahuje v kazdém
fadku a v kazdém sloupci alespoii jeden nenulovy prvek. Na mnoziné (R x G x L) U{0}
zavedeme ndsobeni pfedpisem

-pe &), pokud py #0
(.0 (F g ) = | (8 Per 8 E), pokud pyp 70,
o pokud pyy =0,

pficemz O je nulovy prvek. Toto ndsobeni je asociativni a vznikld pologrupa se znaci
MO (R, L, G, P) anazyvi se Reesova maticovd pologrupa. Skute¢né se totiz jednd o polo-
grupu matic, nebof prvek (r,g,/) pologrupy 9M°(R, L, G, P) miZeme chipat jako matici
s jedinym nenulovym prvkem g na pozici (r,£), pfi¢emZ pouZijeme takzvané sendvi¢ové
nasobeni matic: M - N = MPN.

Véta 2.62 (Anton Suschkewitsch, 1928; David Rees, 1940). Konecnd pologrupa je
0-jednoduchd pravé tehdy, kdy? je izomorfni pologrupé IM°(R,L,G,P) pro néjaké ko-
necné mnoziny R a L, konecnou grupu G a matici P.
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Diikaz. Snadno se ovéfi, Ze pologrupa 9)t° (R,L,G,P) je vzdy 0-jednoduchd. Na druhou
stranu, je-li S kone¢na 0O-jednoduché pologrupa, je diky predpokladu S? # {0} a tvr-
zeni 2.45 jeji nenulovd Z-tfida regularni. Za G zvolime libovolnou grupovou 7-tfidu
v této Z-tiidé. Oznacme e neutrdlni prvek G. Za L (respektive R) vezmeme mnoZinu
vSech Z-tiid (respektive Z-tfid) v nenulové Z-tiidé. Déle zvolime pro kazdé ¢ € L
libovolny prvek sy € ¢ N R, v prislusné Z-tfidé, ktery lezi ve stejné Z-tiidé jako G.
Analogicky zvolime pro kazdé r € R prvek t, € rN L, v piislusné Z-tfidé. Lemma 2.46
tikd, Ze plati e- sy = sy a t, - e = t,, takZe podle lemmatu 2.8 ndsobeni prvky sy a t, zadava
bijekce mezi J7-tfidami G, {NR,, rNL, afNr.

il 0

Iy \L

r t 1,88

Jelikoz kazdy nenulovy prvek pologrupy S lezi v néjaké .77-tfidé ¢ N r, je mozné vSechny
nenulové prvky S jednoznac¢né vyjadfit ve tvaru t,gsy, kde r € R, g € G a £ € L. Protoze
sou¢inem dvou prvki tohoto tvaru je prvek (t,gs¢)(tg'sp) = t,(gsptg')sp, stadi nyni
volit za prvky matice P prvky py, = s¢t,, pficemz tyto prvky skutecné bud patii do G nebo
jsou rovny O podle lemmatu 2.37. Ponévadz kazda .Z-tiida a kazda Z#-tfida reguldrni
Z-tiidy obsahuje néjaky idempotentni prvek, zarucuje toto lemma rovnéz, ze v kazdém
fadku a v kaZzdém sloupci matice P bude alesponi jeden nenulovy prvek, jak se v konstrukci
pologrupy 9M°(R, L, G, P) pozaduje. O

Vsimnéte si, Ze pfedchozi véta dava rovnéZ charakterizaci kone¢nych jednoduchych
pologrup; tyto pologrupy vzniknou odebranim prvku 0 z téch pologrup 9M°(R, L, G, P),
kde vSechny prvky matice P patii do G.

Pozndmka 2.63. DileZitou konstrukei, kterou miZzeme zavést podobné jako vySe po-
psanou reprezentaci 0-jednoduchych pologrup, je Schiitzenbergerho reprezentace libo-
volné pologrupy S odpovidajici zvolené Z-tiidé D této pologrupy. Kazdy prvek s € S
se reprezentuje jako Ctvercova matice, jejiz fadky i sloupce odpovidaji .Z-tiidam v D,
pficemz kazdy fddek obsahuje nejvyse jeden nenulovy prvek, ktery vyjadfuje, na kterou
Z-tiidu L' prvek s prevadi .Z-tfidu L, jiZ tento fadek odpovidd. Onen nenulovy prvek je
prvkem Schiitzenbergerho grupy né&jaké pevné zvolené .Z-t¥idy L v D a ziskdme jej tak,
Ze slozime bijekci mezi L a L’ danou prvkem s s pevné zvolenymi bijekcemi mezi tfidou
Latiidami La L'

Schiitzenbergerho reprezentace tedy koduje informaci, o kterou prichdzime, pokud
studujeme kazdou Z-tfidu samostatné jako hlavni faktor: fika ndm, jak na nas$i Z-tfidé
pusobi prvky z vyssich Z-tiid.



2.5. PRIKLADY APLIKACI 45

2.5 Priklady aplikaci

Nyni si ukdZeme dva vysledky, které demonstruji tizkou vazbu mezi vlastnostmi regu-
larnich jazykl a strukturou Greenovych relaci jejich syntaktickych pologrup. VétSina
konstrukei a dikazd je u vysledkl tohoto typu zaloZena na vypofadani se se situaci
v jedné Z-tiidé€ a pouziti indukce vzhledem k usporadani Z-tfid shora doli, ktera odpo-
vida postupnému prodluZovani slov.

2.5.1 Star-free jazyky a aperiodické pologrupy

Definice 2.64. Regularni jazyk L C A* se nazyva star-free, jestlize jej lze definovat
pomoci raciondlniho vyrazu pouZivajiciho misto Kleeneho iterace operaci komplementu
vA*

Povolenymi symboly pfi tvorbé star-free vyrazii jsou tedy pismena a € A, 0, sjednocent,
zfetézeni a komplement ~. VSimnéte si, Ze komplement prebird od iterace ulohu jediné
operace schopné vytvofit z kone¢nych jazykt jazyky nekonecné. Diky De Morganovym
zakonlim miZeme samoziejmé ve star-free vyrazech pouzivat i operaci pruniku.

Cviceni 2.65. Nechf A je abecedaa B C A jeji podabeceda. Ukazte, Ze jazyk B* je star-free
nad abecedou A. PouZijte tohoto faktu k ditkazu, Ze star-free jazyky nad abecedou B jsou
pravé star-free jazyky nad abecedou A obsazené v B*. Vlastnost jazyka ,byt star-free*
tedy nezavisi na volbé abecedy, nad kterou tento jazyk uvazujeme.

Jak ukazuje nésledujici priklad, star-free vyraz je mozné zkonstruovat i pro jazyky,
u kterych neni na prvni pohled ziejmé, jak se pouZiti iterace vyhnout.

Priklad 2.66. Jazyk (ab)™ nad abecedou {a,b} je star-free, nebof Ize zadat vyrazem

a® N 0b N Oaad NObLO.
Tento vyraz totiz fikd, Ze slovo patif do jazyka (ab)™ pravé tehdy, kdyZ za&ina na a,

konc¢i na b a pismena a a b se v ném pravidelné stiidaji.

Neni tedy snadné algoritmicky urcit, zda dany regularni jazyk je mozné zadat star-free
vyrazem. Tento problém se podafilo vyfeSit dokdzanim, Ze star-free jazyky jsou pravé
jazyky rozpoznatelné konecnymi aperiodickymi monoidy.

Definice 2.67. Pologrupa se nazyva aperiodickd, jestlize je periodickd a vSechny jeji
podgrupy jsou trividlni, tedy jednoprvkové.

Ttidu aperiodickych pologrup miiZzeme mezi kone¢nymi pologrupami chdpat v pod-
staté jako ,,ortogondlni dopln€k* ke tfidé vSech konec¢nych grup.
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Cviceni 2.68. Dokazte, zZe periodicka pologrupa § je aperiodicka pravé tehdy, kdyZ pro
viechna x € S plati x®+1 = x@,

Uvédomte si, Ze pologrupa S transformaci kone¢né mnoziny Q je aperiodickd pravé
tehdy, kdyZ pro kaZzdou transformaci f € S existuje pfirozené Cislo n takové, Ze pro

viechna g € Q plati *(q) = f*1(q).

Cviceni 2.69. Dokazte, Ze jazyk L C A* je rozpozndvany konec¢nou aperiodickou polo-
grupou prave tehdy, kdyz jeho minimdlni automat je konecny a neexistuje v ném cyklus
ohodnoceny n&jakym slovem w", kde w € A™ a n > 2 je néjaké ptirozené &islo.

Vv s

Aperiodicita pologrup je ve skute¢nosti ekvivalentni zd4nlivée silnéj$i podmince 77 -triviality.
Tvrzeni 2.70. Periodickd pologrupa S je aperiodickd pravé tehdy, kdy? 7€ = idg.

Diikaz. Je-li relace J¢ trividlni, potom jsou podle lemmatu 2.17 vSechny podgrupy
trividlni, a tedy se jednd o aperiodickou pologrupu.

Naopak, predpokladejme, Ze x a y jsou dva .7#-ekvivalentni prvky aperiodické po-
logrupy S. Potom jist& existuji prvky s,z € S' splitujici y = xs a x = ty. Proto miZeme
pouzitim obvyklého piechodu k idempotentnim prvkdm spocitat

OFly@ — py = x. O

y=tys =t%ys® =1t
Véta 2.71 (Marcel-Paul Schiitzenberger, 1965). Reguldrni jazyk L C A* je star-free prdavé
tehdy, kdyZ jeho syntakticky monoid My, je aperiodicky.

JelikoZ podmonoidy a homomorfni obrazy aperiodickych monoidi jsou trivialné ape-
riodické, staci k ovéfeni, Ze jazyk je star-free, dokdzat, Ze je rozpozndvany néjakym
kone¢nym aperiodickym monoidem.

Teprve s pomoci véty 2.71 mizeme dét piiklad reguldrniho jazyka, ktery nent star-free.

Priklad 2.72. Jazyk (aa)* nenf star-free, nebof jeho syntaktickym monoidem je dvou-
prvkova grupa. VSimnéte si rozdilu mezi timto jazykem a jazykem z ptikladu 2.66.

Schiitzenbergerho véta tedy mimo jiné 1ikd, Ze ne kazdy regularni jazyk je star-free,
coz znamend, Ze komplement nedokdze pIné nahradit Kleencho iteraci. MiZeme se
ovSem ddle ptat, kolik v sobé zanofenych iteraci v rozSifeném reguldrnim vyrazu, ktery
pouziva kromé iterace i operaci komplementu, k definovani libovolného reguldrniho
jazyka potfebujeme. D4 se ukdzat, Ze pokud pouZivime obycejné raciondlni vyrazy bez
komplementu, je neomezené zanofovani iteraci nezbytné. Na druhou stranu, pfi pouziti
komplementu dosud neni ani zndmo, zda je vibec nutné pouZzit dvé v sobé zanotfené
iterace.

Cviceni 2.73. Dokazte pfimou implikaci véty 2.71.
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Abychom dokézali opacnou implikaci Schiitzenbergerho véty, vyjadiime v nasleduji-
cich lemmatech, které souciny prvkl syntaktického monoidu patii do dané J7-tidy, a
to pomoci povolenych racionélnich operaci, které aplikujeme na vyrazy charakterizujici
rovnost prvkiim ve vy§Sich ¢ -tiid4ch.

Lemma 2.74. Pro libovolné n € N a libovolné prvky x, x1, . . ., x, konecného monoidu S,
kde x nepatri do nejvyssi ¢ -tridy Jy, plati x1 - - - x, € Hy pravé tehdy, kdyZ jsou splnény
ndsledujici tri podminky:

1. pronéjakéic {1,... ,n} plati x| ---x; € Ry,
2. pronégjaké i€ {1,...,n} plati x;---x, € Ly;
3. plati xy ---x, > g X

Cvifeni 2.75. Dokazte toto lemma. VSimnéte si, Ze pfedpoklad x ¢ J; nebyl v diikazu po-
uzit; budeme jej totiZ potfebovat az pfi preformulovdvini podminek 1 az 3 v ndsledujicich
lemmatech.

Tyto tfi podminky nyni vyjadiime pomoci charakterizaci soucinii reprezentujicich
prvky vysSich ¢ -tiid tak, Ze budeme uvaZovat ty indexy i, pro které jsou poprvé splnény
(v pfipadé podminek 1 a 2), respektive nesplnény (v pfipadé podminky 3). Pfitom si
vystac¢ime s povolenymi raciondlnimi operacemi, nebof budeme muset popsat pouze
jeden krétky dsek v soucinu xi---x, (pro podminky 1 a 2), pfipadné dva useky (pro
podminku 3).

Vsimnéte si, Ze ve formulacich nésledujicich lemmat se vyskytuji souciny nulové
délky, které vZzdy chipeme jako neutrdlni prvek monoidu S.

Lemma 2.76. Podminka 1 lemmatu 2.74 je splnéna prdavé tehdy, kdyZ pro néjaké i €
{1,...,n} plati x| -+ -x;_; > 7 X asoucasné xy -+ X; € Ry.

Podminka 2 lemmatu 2.74 je splnéna prdavé tehdy, kdyz pro néjaké i € {1,...,n} plati
Xigl " Xn> g Xa SOUCASne X+ Xy € Lj.

Cviéeni 2.77. Dokazte toto lemma.

Lemma 2.78. Podminka 3 lemmatu 2.74 neni splnéna prdavé tehdy, kdyZ je splnéna aspori
jedna z ndsledujicich podminek:

1. pronéjakéic {1,...,n} plati x; ;\éf X;
2. prongjakdi,je{1,...,n}, i< j platix;---x; ;éf X aSOUCasne X1+ - Xj—1> 7 X.

Diikaz. Je jasné, Ze z platnosti kterékoli ze dvou podminek plyne, Ze podminka 3 lem-
matu 2.74 neni splnéna.
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Abychom ukdzali opa¢nou implikaci, pfedpoklddejme, Ze x;---x, 7 ¢ X a zvolme
i,j€{l,...,n},i < j,takové, Ze x;---x; 7 ; x a pfitom rozdil j —i je nejmensi mozny.
Pokud i = j, tak je splnéna prvni podminka. Pokud i < j, ozname y = xj;1---xj_1.
K oveéfeni druhé podminky staci dokdzat y > 7 x, ¢ehoZ dosahneme sporem. Jestlize
totiz y > » x neplati, patfi diky volb€ indexii i a j prvky y, x;y a yx; do stejné _# -tiidy
jako x. Proto podle disledku 2.31 plati x;y .2y a yx; #Z y. Miizeme tedy aplikovat
lemma 2.8, diky némuZ zaddva ndsobeni prvkem x; zleva bijekci mezi Ry a Ry;,. Situace
v -tiidé Dy je tedy ndsledujici:

<X
e
y YXj
xi |
Xiy XiyXj
Proto x;yx; # y ¥ x, coZ je oviem ve sporu s predpokladem x;yx; # 7 X ]

Diikaz opacné implikace véty 2.71. Nechf ¢ : A* — S je homomorfismus do kone¢ného
aperiodického monoidu. Staéf ndm ukazat, Ze pro kazdy prvek x € S je jazyk ¢~ '(x)
star-free. Budeme postupovat indukci shora doli vzhledem k pfedusporadani > .
Nejvyssi ¢ -tiida monoidu S podle cviceni 2.33 obsahuje pouze neutrdlni prvek 1. Na
tento prvek se tedy zobrazi pravé slova, jejichZ vSechna pismena se zobrazuji na 1. Proto

o (1) =A"\(A"-{a€A|p(a) # 1} A7)

je star-free jazyk.

Necht nyni x € S nepatii do nejvy$si ¢ -tiidy S. ProtoZe podle tvrzeni 2.70 je S
H-trividlni, plati @~!(x) = ¢~ (H,). Proto mizeme jazyk ¢~ !(x) vyjadfit pomoci
lemmat 2.74, 2.76 a 2.78 nasledovné:

¢ (x) = (RA*NA*L)\ A*JA*,
kde

R=J{o7'(MalyeS, acA, y> 4 x, ypla) € R}

L= U{a(p VIvES, acA y> 4 x, o(a)y € Ly}
J= {LZGAHD 2/)6}
Ul H{a@ ' 0b |y €S, abeA, y> 5 x, p(a)yp(b) # ; x}

JelikoZ vSechny jazyky ¢~ !(y), kde y > _g X, jsou star-free podle indukéniho predpokladu,
vidime, Ze je star-free i jazyk ¢! (x). O
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2.5.2 Opakovani prvki v soucinech a vlastnost kone¢né mocniny”*

Rikdme, Ze jazyk L C A* md vlastnost konecné mocniny, jestlize pro n&jaké n € N plati
LT =LUL?>U---UL", tedy jestliZe se iterace tohoto jazyka po kone&ném poctu kroki
zastavi.

Véta 2.79 (Kosaburo Hashiguchi 1979; Imre Simon 1978). Je mozné algoritmicky roz-
hodovat, zda dany reguldrni jazyk md vlastnost konecné mocniny.

Algoritmus Imreho Simona je zaloZen na rozhodovani omezenosti automatd, jejichz
hrany maji pfifazeny véhy v polookruhu (NU{0,e}, min, +), zatimco Hashiguchi pouzil
k dikazu komplikovany a neprithledny kombinatoricky argument zaloZeny na Dirichle-
tové zasuvkovém principu. Nyni si ukdZeme, jaka je algebraickd podstata Hashiguchiho
argumentu. Zikladnim néstrojem je nédsledujici lemma, které ukazuje, Ze pokud vy-
ndsobime dostatecné mnoho prvki téze ¢ -tfidy, aniZ bychom tuto ¢ -tfidu opustili,
potom se néktery z pouzitych prvki objevi jako vysledek néjakého delsiho faktoru tohoto
soudinu.

Lemma 2.80. Necht'J je libovolnd ¢ -trida konecné pologrupy Saxy,...,x, € S. JestliZe
X1+ Xy € J a mnozina indexii {i € {1,...,n} | x; € J} obsahuje vice prvkii neZ tiida J,
potom existuji i, j € {1,...,n}, i < j, takové, Ze x;,xj € J a x;---xj = x;.

Diikaz. Bud k € {1,...,n} nejmensi index takovy, Ze x; € J. Diky pfedpokladu x; - - - x, €
Jvime, ze provSechna j € {k,...,n} platix---x; € J.Jelikoz |[{i € {1,...,n} | x; € J}| >
|J|, musi podle Dirichletova zdsuvkového principu existovat i, j € {k,...,n},i < j, kterd
spliuji x;,x; € J a

('xk .. .xl_]> "xl fr— ('xk .. .xl_l) .xl . ('xl+l .. -x.]-).
Diisledek 2.34 ndm ov§em umoZiiuje v tomto soucinu krétit, a tedy plati x; = x;---x;. [

JelikoZz nés zajima pfiisluSnost slov jak do jazyka L, tak do jeho iterace, budeme
uvaZovat homomorfismus ¢@: A* — § rozpozndvajici jazyky L, L™ a {€}. Protoze se
musime zabyvat rozklady kazdého slova na soucin slov z L, nestaci tentokrdt pouZit
pfimo tento homomorfismus, ale musime v homomorfismu podchytit rovnéz rozklady
slov na faktory. Toto ndm zajisti ndsledujici uzite¢na konstrukce, kterou pravdépodobné
poprvé pouZili Jean-Camille Birget a John L. Rhodes v roce 1984. Definujme zobrazeni
T: A" — P(Sx S xS) predpisem

t(w) = {(9(t), @(u), 9(v)) [ 1,u,v €A™, w=tuv}.

Kazdé slovo tedy rozlozime vSemi moznymi zpusoby na tfi faktory a pfifadime mu
mnozinu vSech takto ziskanych trojic prvkl pologrupy S. Definujme relaci ekvivalence ~
na A* jako jadro zobrazeni 7, tedy u ~ v <= 1(u) = 7(v).
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Cviceni 2.81. Dokazte, Ze ~ je kongruenci monoidu A*.

Nyni tedy vime, Ze T(A*) = A* /~ je pologrupaa 7: A* — 7(A*) je homomorfismus.
Uvédomte si ale, Ze nami zavedend operace na T(A*) je zcela odli$na od obvyklé operace
na mnoziné & (S x S x S), jejiz je T(A*) podmnoZinou. ProtoZe nds pfi rozkladani slov
zajimaji pouze slova patiici do jazyka L™, poslednim krokem konstrukce bude omezeni
pologrupy 7(A*) na jeji podpologrupu t(L™), kterou ozna¢ime 7.

Indukei vzhledem k uspoiddani ¢ -tfid této pologrupy 7' je nyni mozné ukdzat né-
sledujici tvrzeni, které charakterizuje vlastnost kone¢né mocniny podle toho, jak Casto
se v pologrupé T vyskytuji prvky reprezentované slovy z jazyka L. VSimnéte si, Ze
rozhodujici roli hraji regularni Z-tiidy, nebof pro dosazeni vlastnosti kone¢né mocniny
musime byt schopni nahrazovat dlouhé souc¢iny mnoha slov z L, které zlstavaji stale ve

stejné Z-tfide€, jedinym slovem patficim do L.

Tvrzeni 2.82 (Michal Kunc, 2006). Pro reguldrni jazyk L jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

1. Jazyk L md vlastnost konecné mocniny.
2. Kazdd reguldrni 9-tiida pologrupy T obsahuje néjaky prvek mnoZiny t(L).

3. PlatiL"™ =LU--- UL(j+1)h, kde j znaci maximdlni velikost _# -tridy v pologrupé S
a h znaci délku nejdelstho retézce 7 -tiid v pologrupé T.

2.6 Faktorizacni lesy

V diikazu véty 2.71 jsme vidéli, jak 1ze vlastnosti Greenovych relaci vyuzit ke konstrukci
raciondlnich vyrazl specidlniho tvaru, které popisuji jazyk rozpoznavany danou polo-
grupou. Jinym ndstrojem, ktery umoziuje tvofit urCité specidlni raciondlni vyrazy ze
syntaktického homomorfismu, jsou faktorizacni lesy. Tato technika je zaloZena na faktu,
Ze v hodné dlouhych souc¢inech prvki kone¢né pologrupy je vzdy mnoho tsekd, jejichz
souc¢inem je idempotentni prvek.

Nejprve si vSimnéme, Ze vysledek kazdého soucinu, jehoZ délka je asporii takova jako
pocet prvki pologrupy, 1ze zapsat pouzitim né&jakého idempotentniho prvku.

Lemma 2.83. Je-li S konecnd pologrupa, potom pro vSechnan > |S| plati S* = S-E(S) - S.

Diikaz. Inkluze " O S-E(S) - S se pro n < 2 snadno ovéii a pro n > 3 plyne z toho, Ze

je-li e € E(S), pak xey = xe"2y.
Za ucelem ovéieni opacné inkluze uvazme libovolné prvky xi,...,x, € S. Jsou-li
vSechny soudiny x---x; pro i = 1,...,n rizné, potom né€ktery z nich musi byt idempo-

tentni a soucin x; - - -x, miZzeme psit jako (x1---x;)%(x;---x,) € S-E(S) - S. Pokud se
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nékteré z téchto soucini rovnajf, tedy existuji 1 <i < j <n spliiujici xq ---x; = x1 --- X},
potom

Pokud navic poZadujeme, aby pouZity idempotentni prvek vznikl pfimo vyhodnoce-
nim néjakého faktoru naseho soucinu, d4 se dokazat, Ze staci pozadovat délku soucinu
alespon 2", kde n je pocet neidempotentnich prvki v pologrupé S, pfi¢emz tato hodnota
je nejniz8§i moznd (Thomas Eric Hall a Mark V. Sapir, 1996).

Vytvoifme nyni pro libovolny soucin w prvkd pologrupy S bindrni strom s kofenem
ohodnocenym w, jehoZ vSechny uzly jsou ohodnoceny faktory w, pfi¢emz ohodnoceni
piimych nésledniki kaZdého uzlu ohodnoceného néjakym soucinem v tvoii rozklad v
piiblizn& na poloviny. Viimnéte si, e ma-li sou¢in w délku nejvyse 25/, je délka kazdé
vétve takto vzniklého stromu omezend poctem prvkl pologrupy S. Cilem zavedeni
faktorizaCnich lesu je ziskat rovnéZ pro delsi souciny stromy rozkladd, jejichZ vSechny
vétve maji délku omezenou konstantou, kterou 1ze spocitat z velikosti pologrupy S. To
nam potom umozni naptiklad konstruovat raciondlni vyrazy pro jazyky indukci vzhledem
k vySce stromu, podobné jako jsme pouZili indukci vzhledem k uspofddani ¢ -tiid
v ditkazu véty 2.71, protoZe po kone¢né¢ mnoha aplikacich indukéniho kroku jiz budou
do konstrukce zahrnuta vSechna slova libovolného jazyka. Pfitom musime samoziejmé
nejen upustit od pozadavku, aby strom byl binérni, ale musime dokonce povolit vétveni na
neomezeny pocet naslednikii. Takové vétveni ov§em povolime pouze ve velmi specidlnich
ptipadech, abychom zachovali uzite¢né vlastnosti vzniklého stromu. Timto pfipadem
bude opakovany vyskyt téhoZ idempotentniho prvku e tésné za sebou: protoze vime, Ze
soucin libovoln€ mnoha kopii e dava vzdy vysledek e, neztracime pouZzitim takového
rozkladu Zadnou informaci o sou¢inech nékterych faktorti. Pfitom skute¢né plati, Ze ve
velmi dlouhych soucinech se vZdy néjaky idempotentni prvek musi mnohokrat té€sné po
sobé zopakovat:

Tvrzeni 2.84. Pro kaZdou konecnou pologrupu S a libovolné k € N, k > 2, existuje
n € N takové, Ze pro libovolné prvky xi, ..., x, € S existuje idempotentni prvek e € E(S)
a indexy iy,...,ix € No, 0 < iy < --- <'iy < n, splitujici x;,11---x;, = e pro vSechna
¢me{l,... k} takovd, Ze £ < m.

Diikaz. Chépejme S jako mnoZinu barev. Uvazme dplny graf G namnoziné uzld {0,...,n}
a ozna¢me kazdou hranu {i, j} barvou x;,---x;. Je-li k > 3, potom je existence idem-
potentniho prvku s pozadovanymi vlastnostmi ekvivalentni existenci dplného podgrafu
grafu G o k uzlech, jehoZ vS§echny hrany jsou ohodnocené stejnou barvou. Proto existence
hledaného ¢isla n vyplyva pfimo z Ramseyho véty. 0

Vsimnéte si, Ze predchozi ditkkaz ve skute¢nosti viibec nevyuziva asociativity nasobeni
v pologrupé. V dal$im textu ukdZeme, Ze s vyuZitim asociativity je mozné tvrzeni 2.84
vyrazné zesilit: vyskyty mnoha kopii téhoZ idempotentniho prvku té€sné€ za sebou jsou
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totiZ natolik Casté, Ze umoziuji vyse popsanym zpusobem rozloZit libovolné dlouhy
soucin prvki pologrupy S na jednotlivé prvky pomoci stromu, jehoZ vyska je omezena
konstantou zavisejici pouze na pologrupé S. Formalné pfitom budeme misto se souciny
prvka S pracovat se souiny pismen, kterd budou vyhodnocovéna v pologrupé S pomoci
néjakého pevného homomorfismu ¢@. Faktorizaénim lesem potom budeme rozumét pied-
pis, ktery pro kazdé slovo w délky alesponl dva urci, jak jej rozlozit na faktory, jinymi
slovy, udd posloupnost sestavajici z alespoii dvou slov, jejichZ ziet€ézenim vznikne w.
Opakovanym pouzitim tohoto piedpisu potom pro kazdé slovo w miiZzeme ziskat strom
jeho faktort, ktery vyjadiuje postupny rozklad slova w na pismena.

Definice 2.85. Necht S je kone¢nd pologrupaa @ : AT — S je libovolny homomorfismus.
Faktorizacni les pro homomorfismus ¢ je zobrazeni d, které kazdému slovu nad A
délky alespon 2 pfifadi kone¢nou posloupnost neprazdnych slov nad A délky alesponi 2,
tj. d: A= — (AT)=2, a které splituje, ze pokud d(w) = (wy,...,w,) pro n&jakd slova
W, Wi,...,w, €A™, potom

1. plati w = wy...wp, tedy d urCuje rozklad kazdého slova na néjaky soucin jeho
faktord;

2. pokud n > 3, tak @(w) je idempotentnim prvkem S a je splnéno
e(w) = @(wi1) =--- = @(wn).

Faktoriza¢ni les tedy pro kazdé slovo w urcuje strom, jehoz kotfen je ohodnoceny w,
vSechny uzly jsou ohodnoceny néjakymi jeho faktory a listy jsou ohodnoceny pismeny.
Pfitom slovo, kterym je ohodnocen libovolny uzel, ziskdme zfetézenim ohodnoceni jeho
naslednikd. Navic vétveni na vice neZ dva nésledniky je povoleno pouze tehdy, kdyz
se vSechna slova, jimiZ jsou ndslednici ohodnoceni, vyhodnoti na tentyZ idempotentni
prvek, a tedy se pro zjisténi hodnoty jejich soucinu staci podivat na jeden z nich.

Mezi homomorfismy do konecné pologrupy S hraje vyznacnou roli vyhodnocovaci
homomorfismus eval(S): ST — S z volné pologrupy nad prvky pologrupy S, ktery kazdy
generdtor s € S pologrupy ST zobrazuje na piislusny prvek s pologrupy S. V§imnéte si,
7e faktoriza¢n{ les pro libovolny homomorfismus ¢ : AT — S lze ziskat z faktoriza&niho
lesa pro homomorfismus eval(S) tak, Ze slovo aj...a,, kde ay,...,a, € A, rozlozime
stejné jako slovo @(ay)...¢(ay).

Vyskou faktoriza¢niho lesa d rozumime vysku nejvyssiho z jeho stromt. Formalné je
vyska definovédna pro kazdy strom indukci vzhledem k délce slova:

1. pro a € A definujeme h(a) =0,
2. pokud d(w) = (wi,...,wy), tak h(w) = max{h(wy),...,h(wy)} + 1.

Poté polozime h(d) = sup{h(w) |w € AT }.
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Cviceni 2.86. Necht S = Z, je dvouprvkova grupa a homomorfismus ¢ : {a,b}+ -8
je dan predpisem @(a) = [1]o, @(b) = [0],. Dokazte, Ze nésledujici piedpis definuje
faktorizacni les pro ¢ vysky 5.

Je-li w € A2, potom

1. jestlize je pocet vyskyti pismene a v w lichy, tak zapiSeme w ve tvaru w = bfaw a
poloZime

b* kud w = ¢
(b*a,w), pokudw # €;

2. jestlize je pocet vyskytli pismene a v w sudy, tak zapiSeme w ve tvaru w =
proabkr . abf kde ki, ..., k,—1 €N, ko, k, € Ny, a polozime

(a,bMa), pokudn=2aky=k =0,
dw)=< (b,...,b,abMa,b,....b,... .ab"1a,b,... b), jinak.
N—— N—— N——
ko ko kn

Ukazte, Ze tato vySka faktorizaniho lesa pro ¢ je nejmensi moznd, nebof kazdy
faktorizaéni strom slova a(bbba)* ma vysku alespoti 5.

Véta 2.87 (Imre Simon, 1990; Manfred Kufleitner, 2008). Pro kazdy homomorfismus
7z A" do konecné pologrupy S existuje faktorizacni les vysky 3|S| — 1. Pritom pro kazdé
slovow € AT je mozné p¥islusny strom zkonstruovat v case linedrnim vzhledem k délce w.
Pro |S| > 2 je vyska 3|S| — 1 obecné nejniZsi mozZnd.

Cviceni 2.88. Dokazte, 7e existence né€jakého faktorizacniho lesa kone¢né vysky je
ekvivalentni ndsledujicimu tvrzeni:

Pro kazdy homomorfismus @ : A" — S do kone&né pologrupy existuje reguldrni vyraz
reprezentujici jazyk vSech slov A* (ekvivalentné, regularni vyrazy reprezentujici v§echny
jazyky @~ !(x) pro x € S), v némZ je iterace aplikovana pouze na takové jazyky L, pro
které existuje idempotentni prvek e € E(S) spliujici ¢(L) = {e}.

Cviceni 2.89. M&me pevné dany homomorfismus @: AT — S do kone¢né pologrupy.
Navrhnéte algoritmus, ktery pro kazdé slovo aj...a, € AT vytvoii v ase linedrnim
vzhledem k n strom ohodnoceny prvky S, pomoci kterého poté muze urcit pro libovolné
indexy i, j € {1,...,n} spliujici i < j hodnotu ¢(a;...a;) provedenim pouze konstant-
niho poctu nasobeni. Uvédomte si, Ze nemiZeme prosté predpocitat vSechny souciny,
nebof faktora slova a; . ..a, je kvadraticky mnoho.

Diikaz. Dokazeme pouze, Ze pro kazdy homomorfismus @ : AT — S existuje faktoriza¢ni
les konecné vysky, pficemZ nalezeni stromu optimdlni vysky je zaloZeno na stejné

Vv s

pologrupy S.
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Nejprve si v§Simnéme, Ze je-li y: § — T libovolny homomorfismus, potom k nalezeni
faktorizacniho lesa konecné vysky pro ¢ staci nalézt faktorizacni lesy konecné vysky
pro yo @ a pro jisté homomorfismy do podpologrup pologrupy S tvaru ¥~ !(e), kde
e € E(T). Kazdy faktorizaéni les d pro yo ¢ je totiz souCasné faktorizanim lesem
pro @, s vyjimkou pravidel tvaru d(w) = (wy,...,w,), kden>3a

Yow) =yo(wi)=---=yo(w,) =e
pro né&jaky idempotentni prvek e € E(T). Mame-li ov§em k dispozici faktorizaéni les
d’ kone¢né vysky pro homomorfismus o: {ay,...,a,}" — w~!(e) zadany predpisem
o(a;) = @(w;), mizeme rozklad d(w) = (wy,...,w,) nahradit stromem, ktery odpovida

stromu slova aj ...a, vlese d’.

Pokud tedy pologrupa S neni jednoduchd, nulova nebo 0-jednoduchd, miZeme uvazit
jeji kvocient podle néjakého maximdlniho vlastniho idedlu a pomoci predchoziho argu-
mentu pro ni vytvorit faktorizacni les z faktoriza¢nich lesti mensich pologrup. Piesnéji,
faktorizacni les pro S lze takto postupné ziskat z faktorizacnich lest jejich hlavnich
faktord.

ProtoZe pro nulové pologrupy je snadné nalézt faktorizacni les vySky 3 a jednoduché
pologrupy jsou podpologrupami 0-jednoduchych, zbyva popsat faktorizacni lesy pro 0-
jednoduché pologrupy S. Ponévadz v 0-jednoduché pologrupé je relace .7# kongruenci,
podle dvodniho pozorovani sta¢i dikaz provést pro pologrupu S/ 77, tedy Reesovu
maticovou pologrupu 9%(R,L, {1}, P), a pro .#-t¥idy obsahujici idempotentni prvky,
tedy pro grupy.

V piipadé pologrupy MO(R,L,{1},P), pokud w € A* je takové, ze ¢(w) = 0, potom
uvazime rozklad w ve tvaruw = wiay ... wya,wyt1, kde w; € A* aa; € A spliiuji (w;) #0
a @(w;a;) = 0, a poloZime

dw) = (wiay ... wpan,Wyt1),
dwiay ...wpay) = (wray,...,wpay),
d(Wia,') = (W,’,a,‘).

Tak snadno ziskdme strom pro w, budeme-li znat stromy pro slova wy, ..., w,41. Nyni
zbyva zkonstruovat stromy pro slova w € A" takova, Ze @(w) # 0, pfic¢emZ miZeme @
chépat jako homomorfismus do rektanguldrniho bandu S = R x L. Postupujeme indukci
vzhledem k poctu riznych dvojic (¢(a), @(b)) € S, kde a,b € A jsou takovd, Ze ab je
faktor slova w. V kazdém kroku zvolime né&jakou dvojici (x,y) € S? a rozlozime w do
tvaru w = wia bywy .. .wpanby,w, 11, kde a;b; jsou vSechny faktory w délky 2 spliujici
(o(a;),o(b;)) = (x,y) (pfitom v piipadé, ze x = y, pfipoustime i moznost, Ze nékteré
z faktord b;w;y1a;+1 slova w maji ve skutenosti délku jedna a sestavaji tedy pouze
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z jediného vyskytu pismene b; = a;1). Potom polozime

d(w) = (wiay,bywy .. . wpanbywp 1),
d(biwy ... wpanbywpi1) = (biwa .. . Wpay,bywn1),
d(bywy ... wyay) = (bywray,...,by_1wpay)

a vyuzijeme stromy pro slova wyay, bywsay, . .., by_1wnay, byw, 1.

Kone¢né, je-1i S grupa, postupujeme indukei vzhledem k po¢tu riznych prvkd ¢ (v) €
S, kde v je vlastni prefix slova w. V kazdém kroku zvolime néjaky prvek x € S a
rozlozime w do tvaru w = wywy ... w,wpi1, kde wy ... w;, proi € {1,...,n}, jsou v§echny
vlastni prefixy w spliiujici ¢@(w; ...w;) = x. Potom mtiZeme poloZit

dw) = (wi,wa...wywpi1),
dwy...wywyi1) = (Wa.. Wy, Wiy 1),

dwy...wp) = (wa,...,wp),

nebof @(wy) = --- = @(wy,) = 1, a vyuZit stromy pro slova wy, ..., w, . Pfitom kazdé
ze slov w; ma skute¢né méné obrazil vlastnich prefixti nez w, protoze obraz libovolného
prefixu v slova w; lze ziskat z obrazu prefixu slova w jako @(v) = @(wy...w;_1)~!-
ewi...wi_v) =x"1o(wi...wi_v). O

Pomoci faktorizacnich lest se napiiklad podafilo najit algoritmus rozhodujici pro-
blém omezenosti automatd nad polookruhem (N U {0,c0}, min, +), ktery jsme zminili
v Casti 2.5.2. My si jako aplikaci ukdZeme vétu, kterd umoziiuje algoritmicky rozpoznat,
zda je dany regularni jazyk moZzné vyjadfit v jistém specidlnim tvaru, kterému budeme
fikat polynom (ve skute¢nosti se jedna o jeden pfipad vyznamné konstrukce, kterou si
predstavime v ¢asti 3.4).

Jazyklim tvaru Aga1A7} - - axA;, kde k € Ny, a; € A a A; C A, iikdme monomy stupné k
nad abecedou A. Polynomem rozumime konecné sjednoceni monomd, pfi¢emz stupefi
polynomu definujeme jako nejvyssi stupeii monomu pouZzitého v tomto sjednocent.

Cviceni 2.90. Dokazte, zZe zietézenim polynomu stupné k a stupné ¢ vznikne polynom
stupné nejvyse k+ £+ 1.

Nasledujici véta vyuziva dilezity pojem lokdlniho podmonoidu pologrupy S. Tento
podmonoid je pro kazdy idempotentni prvek e € E(S) definovén jako e- S - e.

Cviceni 2.91. Dokazte, Ze pro libovolny idempotentni prvek e € E(S) je e-S- e vzhledem
k inkluzi nejvétsi podmonoid pologrupy S, jehoZ je e neutrdlnim prvkem.

Cviceni 2.92. Dokazte, Ze podmonoid e- S - e je priunikem levého a pravého idedlu
generovaného prvkem e.
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Pozndmka 2.93. Konstrukci lokdlniho podmonoidu 1ze zobecnit z idempotentnich prvki
na libovolné prvky ¢ € S tak, Ze se na mnoZziné& cS' NS'c definuje operace predpisem sc e
ct = sct. Takto ziskdme pojem lokdlniho divisoru, ktery se podafilo vyuZit k induktivnimu
ditkazu mnoha duleZzitych tvrzeni.

Véta 2.94 (Jean-Eric Pin a Pascal Weil, 1997). Pro libovolny reguldrni jazyk L nad
abecedou A jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. jazyk L je polynomem;

2. jazyk L je rozpozndvany konecnym usporddanym monoidem (S, <), v némz je kaZdy
idempotentni prvek e € E(S) nejmensim prvkem lokdlniho podmonoidu

e-{xeS|le< sx}"-e
v podmonoidu generovaném mnoZinou {x € S| e < 7 x};

3. pro vSechna slova v,w € A* spliiujici ¢ (w) = @r(w?) a alph(v) C alph(w) plati
w <p wyw.

VSimnéte si, Ze posledni podminku je mozné algoritmicky ovéfovat.

Diikaz. 1 = 3: Necht L je polynom a slova v,w € A* spliiuji piedpoklady podminky 3.
Abychom ovéfili platnost w <; wvw, vezmeme libovolny kontext (u1,u;) € Cr(w) slovaw
v jazyce L a dokazeme, Ze (uy,up) € Cr(wvw). Oznaéme n nejvySSi stupefi monomu
pouzity pii konstrukci L. Protoze prvek ¢r(w) € S je idempotentni, plati Cr(w) =

Cr(w"*1). Proto slovo u;w"*!u, patif do nékterého z monomii obsazenych v L, feknéme
ulwnﬂuz € AS(I]AT x -akAlt CL.

JelikoZ k < n, lezi nékterd z kopif slova w celd uvniti n€kterého z vyrazii A7. Z toho
plyne, Ze alph(v) C alph(w) C A;, a tedy pfidan{ slova v na libovolnou stranu vedle této
kopie w neovlivni piislugnost slova u;w"*u, do L. Dostavame tedy u;w/vw*u, € L pro
jistd j,k € N. Pon&vadz Cr(w) = Cp(w/) = Cr(wk), patii i slovo ujwvwu, do L. Proto
(u1,up) € Cr(wvw).

3 = 2: Ovéfime, Ze podminka 2 bude splnéna, kdyZ k rozpoznani jazyka L pouZijeme
jeho syntakticky homomorfismus ¢p: A* — (Mg, <). Bud e libovolny idempotentni
prvek monoidu M;. Ozna¢me B mnoZinu vSech pismen a € A spliiujicich podminku
or(a) > 4 e. ProtoZe pro viechna a € B existuji slova u,, v, € A* takovd, Ze or(ugavy) =
e, muZeme prvek e psét jako e = @7 (w), kde w je slovo vzniklé zfetézenim vSech slov
Uaavq pro a € B. Necht y je libovolny prvek podmonoidu {x € M, | e < s x}*. JelikoZ
je tento podmonoid generovany prvky ¢ (a), pro a € B, existuje slovo v € B* takové, Ze
y = ¢@r(v). Potom z podminky 3 dostdvime e = ¢ (w) < @r(wvw) = eye.
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2 = 1: Nechf ¢: AT — (§,<) je homomorfismus do monoidu spliiujiciho pod-
minku 2. Kazdy jazyk rozpoznédvany timto homomorfismem je kone¢nym sjednocenim
jazyki tvaru {w € A" | @(w) > y}, pro n&jaky prvek y € S. Stai ndm tedy ukdzat, Ze pro
dany prvek y € S je jazyk {w € AT | ¢(w) >y} polynomem. Za timto d¢elem uvazime
faktorizacni les d pro ¢ kone¢né vysky 4, jehozZ existence je zarucena vétou 2.87. Nyni
induktivng definujeme pro kazdé slovo w € A™ polynom P(w) obsahujici w:

P(a) ={a}, proa € A,
P(w) =P(wy)-P(wy), pokud d(w) = (w1, wp),
P(w) = P(wy) -alph(w)" - P(wy,),  pokud d(w) = (wy,...,wy), kde n > 3.

Dokazeme, ze
{wed™ [o(w) >y} ={J{P(w) |we AT, o(w) >y},

coz je polynom, nebof stupeii kazdého z polynomt P(w) je nejvyse 3 - 2" —2 podle
cviceni 2.90.

Platnost pfimé inkluze vyplyva piimo z faktu w € P(w). Opac¢nou inkluzi ovéfime
tak, Ze indukci vzhledem k délce slova w dokdZeme, Ze pro libovolné v € P(w) plati
©(v) > @(w). Pro w € A toto trividlné plati. Jestlize d(w) = (wy,wy), tak predpoklad
v € P(w) znamend, Ze v = vy v, pro jistd slova vy € P(wy) avy € P(wy). Podle indukéniho
pfedpokladu plati @(vi) > @(w1) a @(v2) > @(w2). Proto

P(v) = @(viv2) = @(wiwa) = @(w).

Kone¢né, je-li d(w) = (wy,...,wy), kde n > 3, tak v = vjuv, pro jistd vi € P(wy), u €
alph(w)" a v, € P(wy). Z indukéniho piedpokladu dostdvame @(vy) > @(wy) a @(v,) >
@ (wy). Déle plati

o(u) e{xeS|o(w) < s x},
coz ovéfime tak, Ze za jednotlivé prvky x bereme obrazy pismen slova u. ProtoZe z definice
faktoriza¢niho lesa plyne, Ze @(w;) = @(w,) = @(w) je idempotentni prvek S, diky
predpokladané vlastnosti monoidu (S, <) dostavame

P(v) =o(v1)e)(vn) = @(w1) () P(wn) = @(w)@(u)p(w) > @(w). O

2.7 Véncité a kaskadové souciny

tvari pologrupu slozit€jsi. Jedna se o véncity soucin a jeho vyznam spociva v tom, Ze
umoZziiuje kazdou kone¢nou pologrupu rozloZit na soucin velmi jednoduchych nerozlozi-
telnych pologrup. Témito nerozlozitelnymi pologrupami jsou jednak jednoduché grupy
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a jednak podpologrupy monoidu U,, zvaného také flip-flop monoid, coz je tfiprvkovy
monoid obsahujici dva pravé nulové prvky. Nazev tohoto monoidu vychdzi z faktu, ze je
antiizomorfni pfechodovému monoidu automatu

Na druhou stranu odpovida ovSem véncity soucin prirozené konstrukci s jazyky, a proto
se hojné pouziva k ziskani efektivnich charakterizaci tfid regularnich jazyki.

Dosud jsme se setkali s jedinou operaci, kterd umoZziiuje vytvaret monoidy, respektive
automaty, pro rozpoznavani novych jazyki, a to s pfimym soucinem. Jak ale ukazuje
nasledujici cvi¢eni, moZnosti pfimého soucinu jsou velmi omezené.

Cvifeni 2.95. Nechf o7 = (A*,0,8,q0) a # = (A*,P,p,po) jsou dva automaty bez
vyznacenych koncovych stavli. Dokazte, Ze provedeme-li v jejich pfimém soucinu
o X B= (A", Q% P, xp,(qo,po)) viéechny mozné volby koncovych stavii, dostaneme
automaty piijimajici pravé jazyky, které jsou booleovskymi kombinacemi jazyku pfiji-
manych automaty <7 a # pri riznych volbach koncovych stavi. Uvédomte si, Ze jako
specidlni piipad pravé dokdzaného faktu dostdvame pro libovolnou dvojici homomor-
fismi ¢: A* — Say: A* — T charakterizaci jazykd rozpoznavanych homomorfismem
(p,y): A* - SxT.

Nejprve si popiSeme konstrukci na deterministickych automatech odpovidajici vén-
¢itému soucinu, kterd se nazyva kaskddovy soucin. V tomto soucinu ¢tou vstup oba
automaty soucasné jako v pripadé ptimého soucinu, ov§em akce prvniho automatu pfi
¢teni kazdého pismene zavisi i na tom, v jakém stavu se pravé nachdzi druhy automat.
ProtoZe nés nyni nebude zajimat pfimo jazyk pfijimany danym automatem, ale to, jaké
jazyky muZe tento automat prfijimat pfi rizné volbé pocatecnich a koncovych stavi,
budeme misto s automaty pracovat s akcemi na mnoziné stavu.

Definice 2.96. Kaskddovy soucinakcid: Q x A — Qnadabecedoudap: Px(QxA)—
P nad abecedou Q x A je akce pod: (P x Q) x A — P x Q nad abecedou A definovand
na mnoziné stavit P x Q predpisem

(pod)((p,q),a) = (p(p,(q,a)),6(q,a))- (2.1)

Vsimnéte si, Ze akce p o § plisobi na libovolném slové w = a; ...a, € AT pfedpisem

(pod)((p.q),w)=(p(p,(g,a1)(8(q,a1),a2)...(8(q,ai...an—1),an)), 8(q,w)).
2.2)

Nasledujici cviceni ukazuje, Ze (povazujeme-li kartézsky soucin mnoZin za asociativni)
je kaskadovy soucin asociativni operace.
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Cvifeni 2.97. Dokazte, 7e pro libovolné akce 8: O xA — Q, p: PX (Q xA) — P
aT: Rx (PxQxA)— Rjsouakce (Top)od ato(pod)izomorfni prostiednictvim
pfirozené bijekce mezi mnozinami stavii (R X P) x Q a R x (P x Q).

Ted si ukazeme, Ze kaskddovy soucin p o & dokaze piijimat vzory jazyki pfijimanych
akci p v jisté racionalni relaci 6 C A* x (Q x A)*. Uvazme koneé¢ny prevodnik, ktery ma
za mnozinu stavi Q a jehoZ hrany jsou pravé (g, (a,(g,a)),0(g,a)), pficemz pocatecnim
stavem je libovolny go € Q a mnozinou koncovych stavi je libovolnd F C Q. Pfechody
tohoto prevodniku jsou tedy stejné jako prechody akce 8, pfi¢emz vystupem kazdé hrany
je dvojice (g,a) obsahujici informaci jak o vstupnim pismenu, tak o aktudlnim stavu.
Relace ¢ pocitand timto prevodnikem je parcidlni funkce, kterou Ize pii oznaceni

glay...an) = (q0,a1)(6(qo,a1),az)...(6(qo,a1---an-1),a), (2.3)

zadat predpisem

. (2.4)
nedefinovdno, jinak.

o(w) = {g(w), jestlize 8(qo,w) € F,

PrepiSeme-li vzorec (2.2) pomoci oznaceni (2.3), dostaneme

(p28)((Po;q0),w) = (P(Po, (W), 8(q0,w))-

Vypocet na prvni sloZce kaskadového soucinu p o § tedy odpovidd vypoctu akce p na
slové o (w), pfi¢emz druhd slozka kaskddového soucinu rozhoduje o tom, zda je parcidlni
funkce o na slové w opravdu definovana. Proto tento sou¢in umi na dané slovo nad
abecedou A aplikovat funkci o a poté testovat prislusnost vysledného slova do néjakého
jazyka pfijimaného akci p. Pfesnéji, automat <& = (A*,P x Q,p 0 d,(po,qo),H X F)
pfijima jazyk o~ ! (L(4)), kde % znaci automat ((Q x A)*,P,p, po,H ).

Podivejme se nyni, jaké prechody mezi stavy v P a mezi stavy v Q urcuji pusobeni
pismene a € A na kaskddovém soucinu. Na mnoziné stavii Q pulsobi a transformaci
ta € 7(Q) danou predpisem #,(q) = 6(q,a). Na mnoZiné stavia P pusobi a pro kazdé
g € Q jednou transformaci. Proto tomuto pismenu odpovidé zobrazeni f,: Q — 7 (P)
dané piedpisem f,(q)(p) = p(p,(g,a)). Defini¢ni piedpis kaskddového soucinu (2.1)
muiZeme potom piepsat jako

(pod)((p,q),a) = (fulq)(P),ta(q))- (2.5)

Uvazme dale n&jaké pismeno b € A, které stejnym zpisobem uréuje zobrazenit, € .7 (Q)
a fj, € 7 (P)2. Vyjadfeme nyni plisobeni slova ab na kaskddovém soucinu p o § pomoci
zobrazeni f,, t,, fp aty:

(p28)((p.a),ab) = ((fo(1a(0)) @ ful@)) (P). (1 10)(4) ) 2.6)
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Oznacime-li t, € T (Q) a fu € 7 (P)? zobrazeni vyjadiujici pisobeni slova ab na
p o 9, analogicky (2.5) mame

(pod)((p,q),ab) = (far(q)(P)star(q))-

Proto t,;, =, ot, a pro vSechna g € Q je

far(q) = fp(ta(q)) © fulq)- (2.7)

Tento predpis nyni vyjadifme pomoci jisté akce ¢ monoidu .7 (Q) na monoidu .7 (P)2,
ktery chdpeme jako mocninu monoidu .7 (P), tedy s operacemi po slozkdch. Akci ¢
definujeme pro libovolnd t € 7 (Q), f € 7 (P)< a g € Q predpisem

o(1)(f)(a) = f(t(q))-

Formuli (2.7) potom miiZeme piepsat jako

fab = (P(ta)(fb) 'faa

kde - je operace monoidu .7 (P)€. Dohromady ziskame nasledujici predpis pro ndsobeni
dvojic zobrazeni vyjadfujicich chovani slov na p o d:

(fayta) ) (fbatb) = ((P(ta)(fb) “Jastp ota)'

Abstraktni definice véncitého soucinu monoidu je zaloZena na této formuli v pfipadé,
kdy za mnoZinu Q zvolime né&jaky monoid 7 a za & akci T na sobé& pravym nédsobenim,
tedy @(¢)(f)(q) = f(g-t). Formélni definice véncitého soucinu vyuZivd pojmu polo-
primého soucinu, ktery je zobecnénim piimého soucinu na ptipad, kdy prvky na druhé
sloZce pomoci néjaké akce ovliviiuji vysledek ndsobeni na prvni sloZce. Pritom akci
pologrupy T na pologrupé S myslime libovolny homomorfismus ¢: T — End(S), kde
End(S) je monoid vSech homomorfismt pologrupy S do sebe. (Na rozdil od automatd
definujeme tentokrdt akci jako homomorfismus, nebot byvd zvykem pouZivat predpis
pro polopfimy soudin, ktery vyZaduje aplikaci akce zleva.)

Definice 2.98. Polopiimy soucin S x¢ T pologrup S a T vzhledemk akci ¢ : T — End(S)
je definovdn na mnoziné S x T pfedpisem

(x1,31) - (x2,32) = (x1- @(y1) (x2), 31 - ¥2)-

Vsimnéte si, Ze zvolime-li akci @ trividlni, tedy ¢(y)(x) =x pro viechnay € T ax € S,
dostaneme definici pfimého soucinu.

Cviceni 2.99. DokaZte, Ze monoid vSech afinnich transformaci kone¢nérozmérného afin-
niho prostoru A se zaméfenim V je izomorfni polopfimému soucinu aditivni grupy vekto-
rového prostoru V a monoidu linedrnich transformaci prostoru V, vzhledem k pfirozené
akci linedrnich transformaci na prostoru V.



2.7. VENCITE A KASKADOVE SOUCINY 61

Cviceni 2.100. Dokazte, 7Ze predpis v predchozi definici opravdu zaddva asociativni
operacina § x T'. Dale ukazte, Ze pokud S a T' jsou grupy, potom § X T je rovn€z grupa,
pokud S a T jsou aperiodické pologrupy, potom pologrupa S X T' je rovnéz aperiodicka,
a pokud maji pologrupy S a T Greenovu relaci Z trividlni, potom i pologrupa S x T
ma Z trividlni.

Véncity soucin je specidlnim pfipadem polopiimého soucinu, kde prvni pologrupa
ma urcitou strukturu, kterd umoziuje druhé pologrup€ na ni ptirozené plisobit pomoci
pravého ndsobeni. Protoze definice véncitého soucinu pro pologrupy neni ustdlend, for-
mulujeme ndsledujici definici pouze pro monoidy, coZ je pro prezentaci rozkladu polo-
grup postacujici. Pro libovolné monoidy S a T budeme uvazovat monoid S7, ktery je
pfimym soucinem kopii S, coZ znamen4, Ze ndsobeni se na ném provadi po slozkach: pro
f,g €S mame (f-g)(t) = f(¢)-g(t). Nyni definujeme akci ¢ monoidu T na monoidu 7
predpisem

o) (f)(t) = f(er'), (2.8)

prot,t’ € T a f € ST. Nasobeni prvky T zprava je tedy pouZito k prohazovéni jednotlivych
soufadnic v soucinu S7.

Cviceni 2.101. Dokazte, Ze predchazejici predpis skute¢né definuje akci monoidu 7' na
monoidu S7.

Definice 2.102. Véncity soucin (wreath product) $?7 monoidu S a T je definovéan jako
polopiimy soucin ST x o T, kde akce ¢ je urcena predpisem (2.8).

Uvédomte si, Ze véncity soucin S! T je vytvofen z monoidi S a T pouze pouZitim
polopfimych soucind, a proto mé operace véncitého soucinu v§echny uzdvérové vlastnosti
uvedené ve cviceni 2.100.

Cviceni 2.103. Dokazte, Ze pro libovolné monoidy S a T a pro libovolnou akci ¢ : T —
End(S) je polopiimy soucin S X 7 izomorfni podmonoidu véncitého soucinu S 7,
pfi¢emz pfislusné vnofeni je dano predpisem y(s,z) = (f,z), kde f(u) = @(u)(s) pro
vSechnau e T.

Vsimnéte si, Zze véncity soucin nemiZe byt asociativni operaci na tfidé kone¢nych
monoidd, jiz kvili riznym mohutnostem vyslednych nosic¢d. Plati ov§em nasledujici
slabsi tvrzeni:

Cviceni 2.104. Dokazte, Ze pro libovolné monoidy S, 7, U je soucin (S2T') U izomorfni
podmonoidu sou¢inu S (7U), pfi€emzZ toto vnofeni je dano piedpisem

v (ST TV xU = ST U x TV x U
v(f,8u) = (h,gu),
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kde

h(k,v) = f(v)(k(1)),
pro viechnak e TV av e U.

Iterovany véncity soucin Sy ¢---1S, tedy definujeme jako S12(Sz0--- 0 (Sp—12Sy) -+ +),
aby byl vysledny monoid co moZn4 nejvetsi.

Cviceni 2.105. *** yzorec pro iterovany vencity soucin v jednodussim poradi

Cviceni 2.106. Dokazte, Ze pokud monoid U déli monoid S, tak monoid U T déli
monoid S? 7.

Pouziti véncitych soucini v teorii regularnich jazyku si budeme ilustrovat na Z-trividlnich
monoidech, tedy monoidech, jejichZz vSechny Z-tfidy jsou jednoprvkové. Nejprve si
ukdZeme, jak je mozné tyto monoidy pomoci véncitého soucinu rozlozit. Zakladnim
stavebnim kamenem pfitom bude monoid Uj, coZ je dvouprvkovy monoid sestavajici
z nulového a neutrdlniho prvku.

Lemma 2.107. Konecnd pologrupaje %-trividlni pravé tehdy, kdyZ déli iterovany véncity
soucin kopii monoidu U] .

Diikaz. *** O

K rozkladu libovolné kone¢né grupy lze pouzit zndmou vétu, kterd fikd, Ze véncity
soucin dvou grup H ! K vzdy obsahuje (aZ na izomorfismus) vSechna roz$ifeni grupy H
pomoci grupy K; pfipomeinime, Ze roz$ifenim grupy H pomoci grupy K se nazyva
libovolnd grupa G, kterd obsahuje H jako normélni podgrupu, pfi¢emz piisluSny kvocient
G/H je izomorfni K. VSimnéte si, Ze libovolny polopiimy soucin H Xy K je izomorfn{
néjakému rozsifeni grupy H pomoci grupy K.

Véta 2.108 (Marc Krasner a Lev Arkadévi¢ KaluZnin, 1951). Je-li H normdlni podgrupa
grupy G, potom G je izomorfni podgrupé véncitého soucinu H! (G/H).

Abychom tedy konecnou grupu G rozlozili jako véncity soucin jednoduchych grup,
staci vzit libovolnou kompozi¢ni fadu grupy G, to znamenda posloupnost podgrup

{1} <H <H,<---<H, =G,

kde kazda podgrupa H; je maximdlni normélni podgrupou H;,1, tedy kazdy kvocient
H;11/H; je jednoducha grupa. Potom totiZ grupa G podle pfedchozi véty a cviceni 2.106
déli soucin jednoduchych grup

(- (Hy U(H2/Hy)) U U (Hp—1 /Hyp—2) ) UG/ Hp 1)

Mnohem obtizn€j$i ovSem je ukdzat ndsledujici tvrzeni pro obecné pologrupy:
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Véta 2.109 (Kenneth Krohn a John L. Rhodes, 1965). Libovolnd konecnd pologrupa S
deli néjaky iterovany véncity soucin monoidu U, a jednoduchych grup délicich S.

Pozndmka 2.110. VétSinou se véta 2.109 formuluje obecnéji pro véncity soucin konec-
nych transforma¢nich monoidd, tedy akci kone¢ného monoidu na kone¢né mnozing.

Predchozi vétu je samoziejmé mozné formulovat i pro kaskadovy soucin automata.
Z tohoto pohledu potom tikd, Ze kazdy kone¢ny automat je mozné hierarchicky rozlozit
takovym zplsobem, Ze informace se predavaji mezi komponentami rozkladu pouze
jednim smérem, pri¢emz kazda komponenta je bud’ ¢ita¢ v podobé konecné jednoduché
grupy nebo automat resetujici se do jednoho ze dvou stavii.

Jazyky rozpoznavané véncitym souc¢inem dvou monoidi dosti pfesné popisuje nasle-
dujici tvrzeni, které byva Casto nazyvano princip véncitého soucinu. Pro jeho formulaci
je klicovy pojem sekvencniho prevodniku, coz je konecny pirevodnik deterministicky
v prvni sloZce, tedy z kazdého stavu vede pro kazdé pismeno vstupni abecedy pravée
jedna hrana takovd, Ze prvni sloZka jejiho ohodnoceni je rovna tomuto pismenu, a jiné
hrany tento pfevodnik neobsahuje. Je jasné, Ze relace pfijimana takovym pfevodnikem je
vzdy parcidlni funkce, a takové parcidlni funkci se tika sekvencni funkce. Pro libovolny
sekven¢ni prevodnik miiZeme mluvit o jeho pfechodovém monoidu, ¢imZ myslime pie-
chodovy monoid deterministického automatu, ktery z néj vznikne odstranénim vystup-
nich ohodnoceni. Typickym piikladem takového prevodniku je vySe popsany prevodnik
pfijimajici funkci ¢ danou predpisem (2.4). Takto definované pfevodniky jsou jadrem
ditkazu avizovaného tvrzeni.

Véta 2.111 (Howard Straubing, 1979). Nechf S a T jsou konecné monoidy.

Je-li o sekvencni funkce z A* do B* pfijimand sekvencnim prevodnikem, jehoZ piecho-
dovy monoid je antiizomorfni T, potom pro kaZdy jazyk L C B* rozpozndvany monoidem S
je jazyk 6~ (L) C A* rozpozndvany monoidem SIT.

Opacné, kaZdy jazyk rozpozndvany monoidem ST lze ziskat pomoci booleovskych
operaci z jazykit tvaru G_I(L), kde L je rozpozndvany monoidem S a © je sekvencni
funkce prijimand sekvencnim prevodnikem, jehoZ prechodovy monoid je antiizomorfni T.

Diikaz. *** O

Jako pfiklad aplikace této véty si ukdZeme, jaké jazyky rozpoznavaji Z-trividlni mo-
noidy. Nejprve si uvédomme, jakym tyto monoidy odpovidaji automatim:

Cviceni 2.112. Dokazte, Ze syntakticky monoid regularniho jazyka L je Z-trividlni
pravé tehdy, kdyZ minimdlni automat jazyka L neobsahuje Zadné cykly délky alespon
dva, tedy jestliZze pro vSechny stavy ¢ a pismena a a b z platnosti §(q,ab) = q plyne
6(g.a) =4q.

Vétu 2.111 pouZijeme ke zjiSténi, jaké jazyky rozpoznavad vénclity soucin daného
monoidu s jednou kopii monoidu U; = {0, 1}:
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Lemma 2.113. Nech? T je libovolny konecny monoid. Potom kaZdy jazyk nad abece-
dou A rozpozndvany monoidem U T je booleovskou kombinact jazykii rozpozndvanych
monoidem T a jazykii tvaru KaA*, kde K je jazyk rozpozndvany T a a € A.

Diikaz. Nechf o: A* — B* je libovolna sekvencni funkce pfijimana sekvenénim prevod-
nikem ./ s mnozinou stavi Q, jehoZ pfechodovy monoid je antiizomorfni 7. Nejprve
si uvédomme, Ze monoidem U; jsou rozpozndvané pravé jazyky tvaru B*CB* nebo C*
pro n&jakou abecedu B a jeji podmnozinu C C B. Ka?dy jazyk tvaru 6~ !(L), kde L je
rozpoznivany U, je tedy booleovskou kombinact jazyki tvaru ¢~! (B*bB*), pro n&jaké
pismeno b € B. Nechf <7’ je automat nad abecedou A vznikly z pievodniku <7 odstrané-
nim vSech vystupii. Oznaéme K C A* jazyk rozpozndvany automatem <7’ a K, C A*, pro
g € 0, jazyk rozpoznavany automatem vzniklym z automatu .7’ tak, Ze za jediny kon-
covy stav zvolime g. Jazyk o~ ! (B*bB*) je potom sjednocenim viech jazyki K,aA* NK,
pro g € Q aa € A takové, ze pii prechodu pismenem a ze stavu g produkuje <7 na vystupu
slovo obsahujici pismeno b. [

Véta 2.114. Jazyk nad abecedou A je rozpoznatelny konecnym Z-trividlnim monoidem
pravé tehdy, kdy? je konecnym sjednocenim jazykii tvaru

Abai AL qiAf,  kdek €No, A;CAaa €A\A; . (2.9)

Vsimnéte si, Ze v piipadé obecnych polynomid muizeme pismena ay,...,a; vybirat
kdekoli v daném slové, zatimco raciondlni vyrazy v predchozi vét€ vyzaduji, abychom
vzdy pouZzili prvni vyhovujici vyskyt daného pismene.

Cviceni 2.115. UkaZte, Ze jazyk A*a1A* - - - a;A* je tvaru (2.9). Dejte pfiklad polynomu,
jehoz syntakticky monoid neni Z-trividlni.

Cviceni 2.116. Dokazte, Ze tfida jazyku, které jsou kone¢nym sjednocenim jazyki (2.9),
je uzaviend na komplementy.

Cviceni 2.117. Dokazte vétu 2.114 pomoci lemmat 2.107 a 2.113 a cviceni 2.116.

Vsimnéte si, Ze podle véty 2.109 kazdy aperiodicky monoid déli iterovany soucin flip-
flop monoidd, coZ je mozné pouzit k ziskani alternativniho diikazu Schiitzenbergerho
véty 2.71, ktery je zaloZeny na charakterizaci jazykl rozpoznavanych véncitym souc¢inem
U T ziskané podobné jako v lemmatu 2.113.



Kapitola 3
Variety jazyku

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze mnohé kombinatorické vlastnosti reguldrnich jazyk
je mozné charakterizovat pomoci algebraickych vlastnosti jejich syntaktickych monoidi.
Cilem této kapitoly je prezentovat obecnou teorii popisujici vztah mezi jistymi tiidami
regularnich jazykl zvanymi variety a pseudovarietami kone¢nych monoida ¢i pologrup.
Tento vztah byl objeven Samuelem Eilenbergem v roce 1976. Celou kapitolu opét pokryva
nové kniha Jean-Erica Pina [6].

V naésledujicim textu vybudujeme teorii pseudovariet pouze v ptipad€ monoidi. Zis-
kané vysledky je ovSem snadné rozs§ifit nejen na piipad pologrup, ale dokonce na v§echny
algebry kone¢ného typu. Pfipadné rozdily a vztahy mezi teorii pro monoidy a teorii pro
pologrupy v textu zminime.

3.1 Pseudovariety

Pseudovariety jsou analogii pojmu variet, zndmého z univerzalni algebry, v ptipad¢, Ze
studované tiidy algeber obsahuji pouze konecné algebry. Podobné jako se definuji variety
algeber jako ttfidy algeber daného typu uzaviené na homomorfni obrazy, podalgebry
a souliny, pseudovariety algeber se definuji jako tfidy kone¢nych algeber uzaviené na
homomorfni obrazy, podalgebry a kone¢né souciny.

Definice 3.1. Ttida V kone¢nych monoidi se nazyva pseudovarieta, jestliZe je neprazdna
a spliiuje nasledujici podminky:

1. Je-li y: S — T surjektivni homomorfismus monoida a plati S € V, potom plati
iTeV.

2. Je-1i T podmonoid monoidu S € V, potom plati 7" € V.

3. Pokud plati S,7 € V, potom platii S x T € V.

65
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Cviceni 3.2. Pro tfidu kone¢nych monoidi T zna¢ime H(T) tfidu v§ech homomorfnich
obraz monoidi z T, S(T) téidu vSech podmonoidi monoidi z T a Pg,(T) tfidu vSech
konecnych soucinti monoidl z T. DokaZte, Ze pro libovolnou tfidu kone¢nych monoidi T
je HSPg,(T) pseudovarieta generovana T.

Definici pseudovariet mizeme analogicky formulovat i pro pologrupy, pricemz misto
monoidovych homomorfismti uvazujeme homomorfismy pologrup a misto podmonoidi

podpologrupy.

Cviceni 3.3. Ukazte, Ze svaz vSech pseudovariet kone¢nych monoidi je pfirozené izo-
morfni dplnému podsvazu svazu vSech pseudovariet kone¢nych pologrup; pfitom pseu-
dovarieté¢ monoidl V pfifadime pseudovarietu pologrup obsahujici pravé pologrupy S
takové, Ze S! € V, co# je ekvivalentni pozadavku, Ze S je podpologrupou né&jakého mo-
noidu z V. Déle ukaZte, Ze ne kazda pseudovarieta pologrup Ize timto postupem z néjaké
pseudovariety monoidl ziskat; pfikladem takové pseudovariety je pseudovarieta vSech
rektanguldrnich bandd.

Podobné jako v pfipadé€ variet definujme pro kaZzdou pseudovarietu V a pro libovolnou
mnozinu A na volném monoidu A* kongruenci N/é, sloZenou pravé z identit platnych
v pseudovarieté¢ V, tedy u NQ‘, v plati pravé tehdy, kdyZ pro kazdy homomorfismus
¢@: A* — S do libovolného monoidu S € V je splnéno ¢(u) = ¢(v). Oznaéme Fy(A)
piislusny kvocient A*/ NQ,. Podle Birkhoffovy véty je kazda varieta monoidi # jedno-
znacné popsand prisluSnou kongruenci Ni‘;/ na A* pro spo¢etnou mnozinu A: libovolny
monoid S totiz patii do ¥ pravé tehdy, kdyZ spliiuje vSechny identity z NAy, COZ nastava
pravé tehdy, kdyZ je homomorfnim obrazem monoidu Fy (B) = B*/~£ pro n&jakou
mnozinu B. Hlavnim divodem je, Ze diky uzavfenosti variet na libovolné souciny patii
vSechny monoidy F (B) do 7. JelikozZ pseudovariety obsahuji pouze kone¢né monoidy,
ale monoid Fy(B) je Casto nekone¢ny i pro kone¢nou mnoZinu B, nemiZeme podobnou
vlastnost od pseudovariet ocekdvat.

Cviceni 3.4. Dokazte, Ze pro libovolnou pseudovarietu monoidii V a libovolnou konec-
nou mnozinu A plati Fy(A) € V pravé tehdy, kdyZ je monoid Fy(A) kone¢ny.

Pro libovolnou varietu monoidi ¥ je ziejmé tiida 74, vSech konecnych monoidi
patiicich do ¥ pseudovarieta. Podle Birkhoffovy véty tedy takto ziskdme pravé pseudo-
variety, které 1ze popsat pomoci identit. Jak dale uvidime, vétSina zajimavych pseudo-
variet ovSem takto ziskat nelze. Pfikladem takové pseudovariety je pseudovarieta vSech
konecnych grup G:

Priklad 3.5. UkdZeme sporem, Ze pseudovarieta G nespliiuje zadné netrividlni mo-
noidové identity a generuje tedy varietu vS§ech monoidd. Nechf a; ...a, = by...b, je
nejkrat§i monoidov4 identita splnénd v G, ptfiCemz ay,...,any,by,...b, €A a m > n.
Jisté plati n > 1, nebof v konecnych grupach existuji prvky libovolného kone¢ného fadu.
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Diky minimalité této identity musi byt pismena a,, a b, rizna. UvaZme grupu Sy,
vSech permutaci mnoZziny {1,...,2m+ 1} a dosadme za vSechna pismena a; a b; cykly
p=(m+1,m,....,1)ac=(m+1,m+2,...,2m+1), pfi¢emz za a,, dosadime p aza b,
dosadime o. Potom se snadno vidi, Ze slovo a; ...a,, se vyhodnoti na permutaci, kterd
prvek m + 1 zobrazuje na néktery z prvki m, . . ., 1, zatimco slovo by ... b, se vyhodnoti
na permutaci, ktera prvek m + 1 zobrazuje na néktery z prvki m+2, ...,2m+1.

Vsimnéte si ale, Ze pseudovarietu G je mozné popsat pomoci obecnéjSich rovnosti nez
identit, nebof konecny monoid § je grupou pravé tehdy, kdyz pro libovolny prvek x € S
plati x® = 1.

Jinym piikladem pseudovariety nepopsatelné identitami je pseudovarieta vSech ko-
necnych nilpotentnich pologrup.

Definice 3.6. Rikdme, e pologrupa S je nilpotentni, jestlize existuje n € N takové, Ze
vysledkem libovolného soucinu n prvki pologrupy S je nulovy prvek pologrupy S.

Snadno se vidi, Ze kone¢né nilpotentni pologrupy tvoii pseudovarietu, kterou zna-
¢ime N.

Cviceni 3.7. Dokazte, Ze pseudovarieta N generuje varietu vSech pologrup. Déle dokazte,
Ze konecnd pologrupa S je nilpotentni praveé tehdy, kdyZ pro libovolné prvky x,y € S plati
x?y = yx? = x®, pfiCemZ tyto dvé& rovnosti byva zvykem stru¢né zapisovat dohromady
jako x® = 0.

Cviceni 3.8. Bud S libovolny kone¢ny monoid a nechf V je pseudovarieta generovana S
a ¥ varieta generovana S. Dokazte, Ze plati V = 74),.

Vyvod'te z tohoto tvrzeni, Ze kaZzdou pseudovarietu generovanou kone¢né mnoha mo-
noidy je mozné zadat pomoci identit.

Tvrzeni 3.9. Pro kaZdou pseudovarietu konecnych monoidit V existuje nekonecnd po-
sloupnost variet monoidii ¥y C V5 C --- takovd, Ze V= U,en(7n)fin-
Naopak, sjednocenim libovolného tetézce pseudovariet je pseudovarieta.

Diikaz. ProtoZe kone¢nych monoidi je az na izomorfismus spocetné mnoho, mizZeme
vSechny monoidy patiici do V vy¢islit jako S,, pro n € N. Vezmeme-li za ¥}, varietu

generovanou mnozinou {Si,...,S,}, bude trividlng spInéno V C |J,,cn(77)an @ platnost
opacné inkluze, tedy (¥, )an C V, vyplyne ze cviceni 3.8.
Platnost druhé ¢asti tvrzeni se snadno ovéii. ]

Tvrzeni 3.10. Trida V konecnych monoidii je pseudovarieta prdavé tehdy, kdy? existuje
posloupnost identit 1, k € N, takovd, Ze V sestdvd prdavé z konecnych monoidu, které
splituji skoro vsechny identity 1.



68 KAPITOLA 3. VARIETY JAZYKU

Diikaz. Podle tvrzeni 3.9 existuji pseudovariety V, definované identitami takové, Ze
Vi CVyC---aV=U,eyVn Necht 7, pro m € N, jsou aZ na izomorfismus vSechny
kone¢né monoidy nepatfici do V. Zvolme pro vSechna m,n € N identitu 1, ,, ktera plati
ve V,,, ale neni splnénd v T,,. UkdZeme, Ze konecny monoid § patii do V pravé tehdy,
kdyZ spliiuje skoro v8echny identity 1,, , pro n > m. Pokud plati § € V, tak existuje np € N
takové, ze § € V,, pro vSechna n > ng. Proto splituje S vSechny identity 1,, , kromé téch
s n < ng, kterych ovSem diky predpokladu n > m uvazujeme jen konecné mnoho. Pokud
naopak S do V nepatii, pak je izomorfni nékterému z monoidi 7,,, a tedy nespliluje
Zadnou z nekone¢né mnoha identit t,, , pro n > m. O

Priklad 3.11. Pseudovarieta N je zadana posloupnosti identit x; ...x; = 0 a pseudovari-
etu G miizeme zadat posloupnosti identit x*' = 1.

3.2 Pseudoidentity

Jak jsme vidéli v pfikladu 3.5 a ve cviceni 3.7, prestoZe pseudovariety neni mozné
obecné popsat pomoci obvyklych identit, je mozné v nékterych piipadech k jejich popisu
pouZzit zobecnéné identity pouZivajici operaci umocnéni na ®. Nyni popiSeme, jaké
zobecnéni identit musime uvazovat, aby bylo mozné libovolnou pseudovarietu popsat
pomoci systému rovnosti. Témto zobecnénym identitdm se fika pseudoidentity, pfi¢emz
na kazdé strané pseudoidentity stoji takzvand implicitni operace. Jedna implicitni operace
dané arity sestdvd z jedné operace této arity pro kazdy kone¢ny monoid, pficemz tyto
jednotlivé operace museji respektovat homomorfismy.

Definice 3.12. Nechf M znaci pseudovarietu vSech kone¢nych monoidi. Bud n € Ny.
Systém zobrazeni T = (7g)sem, kde mg: S" — S, se nazyva n-drni implicitni operace,
jestlize pro vSechny kone¢né monoidy S a T, pro vSechny homomorfismy ¢: S — T
a pro vSechny prvky xq,...,x, € S plati

(P(Tlfs(xl, e 7xn)) - 7CT((P(X1), XX (P(xn»v
tedy jestlize komutuje nasledujici diagram:

s g

oo

L5
T LT
Mnozinu vSech n-drnich implicitnich operaci budeme znadit I(n).

Vsimnéte si, Ze podminka na kompatibilitu s homomorfismy mimo jiné zarucuje, Ze
implicitni operaci sta¢i zadat na jednom monoidu z kazdé tfidy vzdjemné izomorfnich
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monoidu, tedy dohromady na spoc¢etné mnoha monoidech. Z toho vyplyva, Ze pro kazdé n
md mnozina I(n) nejvyse mohutnost kontinua. D4 se dokdzat, Ze dokonce jizZ mnozinaI(1)
skutecné mohutnost kontinua ma.

Je-li A ={ay,...,a,} n-prvkové abeceda proménnych, zadava kazdé slovo u € A* na
libovolném kone¢ném monoidu S n-drni operaci ug tak, Ze hodnotu ug(xi,...,x,) pro
X1,...,X, €S ziskdme dosazenim kazdého z prvki x; za prislusnou proménnou ¢;. Z uni-
verzalni algebry vime, Ze potom (ug)sem je implicitni operace, které se fika termovd
operace (uvédomte si, Ze slova jsou vlastné termy s jednim bindrnim opera¢nim sym-
bolem, uvazované modulo asociativita, kterou v celé teorii implicitné predpokladdame).
Pritom dvé rtizna slova u,v € A* nemohou reprezentovat tutéz implicitni operaci, nebof
existuje kone¢ny monoid S (a podle piikladu 3.5 dokonce grupa), ktery nespliiuje identitu
u = v, a tedy se na ném operace ug a vg lisi. Proto miizeme podmnozinu vSech termovych
operaci v I(n) ztotoZnit s mnoZinou A*. VSimnéte si, Ze kazdé pismeno a; € A, chapané
jako implicitni operace, pfedstavuje pravé projekci na i-tou slozku.

Cvifeni 3.13. Dokazte, Ze ptedpis mg(x) = x® pro x € S definuje undrni implicitni
operaci.

Cviceni 3.14. Dokazte, Ze jsou-li my,...,m, m-arni implicitni operace a 7 je n-arni
implicitni operace, potom kompozice (7, ..., ,) definovand predpisem
(m(7yy. ey 7)) s (X1, oy m) = s (1) s (X1 e vy Xm)y -y () s (X1, ooy X))

je m-arni implicitni operace. Podobné jako termové operace tedy i implicitni operace na
kazdém monoidu zaddvaji klon funkci.

Mimo jiné tedy mame pro libovolné n-arni implicitni operace 7 a ¢ definovanu n-arni
implicitni operaci 7 - ¢ predpisem

(7[-6)5()(17...,)6,1) = ﬂg(xl,...,xn) : Gs(xl,...,xn>.

Cviceni 3.15. Dokazte, Ze vzhledem k takto definované operaci nasobeni tvoii I(n)
monoid.

Na monoidu I(n) nyni definujeme metriku, kterd vyjadiuje, jak velky kone¢ny monoid
potiebujeme k tomu, abychom dané implicitni operace odlisili. Pro libovolné riizné impli-
citni operace 7, € I(n) tedy ozna¢me r pocet prvkii nejmensiho monoidu S takového,
Ze T # Os. Protoze ¢im vétsi monoid k rozliSeni potiebujeme, tim jsou si implicitni
operace podobné&jsi, poloZime d(m,0) =27".

Cviceni 3.16. Doka’te, Ze d je ultrametrika na I(n), tedy metrika spliujici siln&jsi
variantu trojuhelnikové nerovnosti:

Vr,0,7€1(n): d(n,7) <max(d(m,0),d(0,T)).
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Cviceni 3.17. Ukazte, Ze posloupnost n-arnich implicitnich operaci (m);>_, konverguje
k implicitni operaci 7 prave tehdy, kdyZ pro kazdy konecny monoid S existuje n € N
takové, Ze pro vSechna k > n plati (7)s = 7.

Priklad 3.18. Posloupnost unarnich termovych operaci a’f! konverguje pro k — oo k im-
plicitni operaci af’.

Cviceni 3.19. Dokazte, Ze operace nasobeni implicitnich operaci je spojité zobrazeni
I(n) x I(n) — I(n). MiZeme tedy fict, Ze I(n) je metricky monoid.

Cviceni 3.20. Dokazte, Ze metricky prostor I(n) je dplny.
Tvrzeni 3.21. Metricky prostor 1(n) je kompaktni.

Diikaz. Nechf Sy, pro k € N, jsou aZ na izomorfismus vSechny kone¢né monoidy. Bud
(7 )7, libovolna posloupnost n-drnich implicitnich operaci. UkdZeme, Ze tato posloup-
nost obsahuje podposloupnost (7; )7, takovou, Ze pro vSechna k € N se implicitni
operace 7;, pro £ > k shoduji na Si. Tato podposloupnost je cauchyovskd, a proto je podle
cviéeni 3.20 konvergentni, coz dokazuje kompaktnost I(n).

Hledanou podposloupnost zkonstruujme induktivné. Pfedpoklddejme, Ze po m-tém
kroku konstrukce mdme podposloupnost

nil’""nim77rim,l’7rim,2""

takovou, Ze pro vSechna k € {1,...,m} se implicitni operace m;, pro ¢ € {k,...,m}
a m,, pro £ € N shoduji na S;. Tedy zndme prvnich m ¢leni hledané podposloupnosti
a ze zbytku posloupnosti mdme vybranou vhodnou podposloupnost tak, aby byla spl-
néna podminka, kterou po hledané podposloupnosti poZadujeme. ProtoZe existuje pouze
kone¢né mnoho riznych n-arnich operaci na monoidu S, |, nekone¢né¢ mnoho prvki
posloupnosti (7; )7, se na tomto monoidu shoduje. Zvolime-li nyni

Tt s iyt 19 TWig1 00+ -

jako podposloupnost posloupnosti (7, ,);>; sloZenou z prvki shodujicich se na Sy, 11,
ziskdme posloupnost splilujici predpoklady pro dalsi krok konstrukce. [

Pozndmka 3.22. Je-1i .# spocetna mnoZina obsahujici jeden monoid z kazdé tfidy vza-
jemné izomorfnich kone¢nych monoidl, potom muZeme mnoZinu implicitnich ope-
raci I(n) chépat jako podmnozinu mnoziny [Jsc 4 $5". Uvazujeme-li na kazdém mono-
idu S € . diskrétni topologii, indukuje nimi definovand metrika na I(n) pravé topologii
podprostoru prostoru [[sc 4z 55" vybaveného soucinovou topologii, ktery je izomorfni
Cantorovu diskontinuu. Kompaktnost I(n) tedy vyplyva z toho, Ze je tplny, a tedy uza-
vieny, podprostor kompaktniho prostoru.
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Cviceni 3.23. Ukazte, ze A* je diskrétni podprostor 1(n), tedy Ze pro kazdou termovou
operaci T = (ug)scm existuje € > 0 takové, Ze Zadna termova operace nema vzdalenost
od 7 mensi nez €.

Tvrzeni 3.24. KaZdd implicitni operace Tt € I(n) je limitou konvergentni posloupnosti
termovych operaci.

Diuikaz. Potfebujeme dokdzat, Ze pro libovolné r € N existuje néjaké slovo u € A* takové,
Ze s = ug pro vSechny monoidy § mohutnosti mensi nez r. Za timto ucelem ukézeme,
ze implicitni operace 7 je na vSech téchto monoidech uréena obrazem jediné n-tice na
néjakém mnohem vétsim monoidu. Nechf .# je (kone¢nd) mnoZina obsahujici pravé
jeden monoid z kazdé tfidy vzajemné izomorfnich monoidii o méné neZ r prvcich.
Uvazujme podmonoid 7" generovany v (kone¢ném) monoidu [ [gc 4 $5" prvky, které jsou
na kazdé sloZce rovny i-té projekci, tedy prvky

Vi = (Xi)sett, (r1,..00)ES”

proi=1,...,n. ProtoZe T je generovany prvky yi, ..., y,, existuje néjaké slovo u € A*
takové, ze wr (y1,...,yn) = ur(y1,...,yn). Myslenka pravé provedené konstrukce spociva
v tom, Ze vysledek operace 77 na n-tici yy, ..., y, v sobé kéduje vysledky operaci g
na vSech n-ticich prvkd monoidu S pro vSechny monoidy S € .#, pficemZz hodnota
7s(x1,...,X,) je uvedena na slozce prvku mr(yy,...,y,) s indexy S, (x1,...,X,).

Zbyva ukazat, Ze pro libovolny monoid R € . plati mg = ug. Za timto tcelem vez-
méme libovolnou n-tici (z1,. . .,z,) € R". Tato n-tice je obrazem n-tice (yi,...,y,) V pro-
jekeipg (..., 0 T — R, kterou oznacime p. Jelikoz kazda projekce je homomorfismus,
muiZeme pomoci vlastnosti implicitni operace 7 spocitat:

TR(z15- - 520) = TR(P(YV1)5 -, 2(Vn)) = P(Tr (V15 -+ n)) = pur (¥1,- -+ n))
=ur(py1)s---,pn)) = ur(z1,.--,2n)- O

Vsimnéte si, Ze cviceni 3.20 a tvrzeni 3.24 dohromady ukazuji, Ze prostor I(n) je ztpl-
nénim metrického prostoru A*. Tento fakt umoziiuje metricky monoid I(n) ekvivalentné&
definovat tak, Ze metriku d zavedeme pouze na A* a vznikly metricky monoid ztiplnime.

Chapejme odted kazdy kone¢ny monoid S jako diskrétni metricky monoid, tedy na-
piiklad s metrikou d(x,y) = 1 pro vSechna x,y € S, x # y. Tvrzeni 3.24 zaruluje, Ze
kazdy spojity homomorfismus ¢: I(n) — S, kde S je libovolny metricky monoid, je
jednoznac¢né urcen obrazy pismen abecedy A: na podmonoid A* se jednozna¢né roz-
§if, nebof se jednd o homomorfismus, a na cely monoid I(n) se rozsiti diky hustoté A*
v I(n). Pro kone¢ny monoid S dokonce existuje vzdjemné jednoznacnd korespondence
mezi zobrazenimi A — S a spojitymi homomorfismy I(n) — S, ptiCemz kazdy z téchto
homomorfismi funguje jako dosazovani obrazi pismen do implicitnich operaci:
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Tvrzeni 3.25. Je-1i S konecny monoid a @ : 1(n) — S spojity homomorfismus, potom pro
vSechny implicitni operace © € 1(n) plati

¢(7) = ms(@(ar);-- -, 9(an)).

Naopak, pro kazdé zobrazeni f: A — S zaddvd predpis

¢(m) = ms(f(ar), .., f(an))
spojity homomorfismus ¢ : 1(n) — S splijici ¢(a;) = f(a;) proi=1,...,n.
Cviceni 3.26. Dokazte predchozi tvrzeni.

Spojité homomorfismy z metrického monoidu I(n) ve skute€nosti hraji v teorii pseu-
dovariet stejnou tlohu jako homomorfismy z monoidu A* v teorii variet.

Pseudoidentitou rozumime libovolnou dvojici implicitnich operaci stejné arity (7, 0) €
I(n) x I(n), obvykle zapisovanou jako 7 = ¢. Rikdme, 7e kone¢ny monoid S spliuje
pseudoidentitu 7 = o a piSeme S = 7w = 0, jestlize mg = O.

Lemma 3.27. Konecny monoid S spliiuje pseudoidentitu T = o, kde ©,c € 1(n), prdvé
tehdy, kdy? pro v§echny spojité homomorfismy @: 1(n) — S plati () = @(0).

Duikaz. Stadisi v§imnout, Ze podle tvrzeni 3.25 je pozadavek, aby platilo mg(xy, ..., x,) =
os(x1,...,x,) pro viechny prvky xi,...,x, € S, ekvivalentni pozadavku

ws(@(ar),. .., @(an)) = os(@(ar),..., ¢(an)),
neboli ¢(7) = @(0), pro vSechny spojité homomorfismy ¢: I(n) — S. O

Pro mnozinu pseudoidentit IT fikame, Ze S spliiuje IT a piSeme S |= I1, jestliZze spliiuje
vSechny pseudoidentity z IT. Ttidu vSech konecnych monoidl spliiujicich IT znacime
Mod(IT).

Necht V je pseudovarieta kone¢nych monoidd. Kongruenci N‘{‘, na monoidu A* roz-
Sfffme na monoid I(n) tak, Ze poloZime 7 ~Y; o, jestlize S |= © = o plati pro vSechny
monoidy § € V. Tedy ~4; sestava ze vSech n-drnich pseudoidentit splnénych ve V.

Cviceni 3.28. Dokazte, Ze ~Y; je kongruence monoidu I(n), kterd je uzavienou podmno-
Zinou metrického prostoru I(n) x I(n).

Na mnoZiné 1(n)/~%, definujeme metriku dy analogicky metrice na I(n). Pro 7,0 €
I(n) tedy ozna¢me r pocet prvki nejmensiho monoidu S € V, ktery nespliiuje pseudoi-
dentitu 7 = 0, a definujme dy(n~y,0~y) =27".

Pirozend projekce v: 1(n) — I(n)/~y, je podle cviceni 3.28 homomorfismus a protoZe
pro vSechny 7, ¢ € I(n) plati dy(n~y,0~%) < d(m,0), je navic spojitd. Jako spojity
obraz kompaktniho prostoru je tedy I(n)/~y, kompaktni.

V nasledujicich dikazech vyuzijeme jednoduché tvrzeni o spojitych zobrazenich
z kompaktniho prostoru:
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Cviceni 3.29. Nechf M, N a P jsou metrické prostory, pficemZz M je kompaktni. Nechf
didle o: M — N a p: M — P jsou spojitd zobrazeni, pfi¢emzZ p je surjektivni. DokaZte,
Ze plati-li ker(p) C ker(¢), tak jedine¢né zobrazeni y: P — N spliiujici yop = ¢ je
spojité.

Toto tvrzeni ndm umoZziiuje prevést testovani, zda monoid S € V splituje pseudoidentitu
7T = o, pomoci spojitych homomorfismt z monoidu I(n) (tj. lemma 3.27) na testovani
pomoci spojitych homomorfismii z monoidu I(n) /~4;:

Lemma 3.30. Konecny monoid S ndleZejici do pseudovariety V splituje pseudoidentitu
T =0, kde t,0 €1(n), pravé tehdy, kdyZ pro vSechny spojité homomorfismy y: 1(n)/~y —
S plati y(n~%) = y(o~%).

Diikaz. Predpoklddejme, Ze monoid S € V splituje pseudoidentitu x = cay: I(n)/~y —
S je libovolny spojity homomorfismus. SloZenim s pfirozenou projekei v: I(n) —
I(n)/~4% dostaneme spojity homomorfismus yov: I(n) — S, takZe podle lemmatu 3.27
plati rovnost y(v(m)) = y(v(0)), kterou jsme chtéli ovéfit.

Opacné, piedpokladejme, Ze rovnost y(m~4y) = y(o~y,) plati pro vSechny spojité
homomorfismy y: I(n)/~y, — S. K ovéfent, Ze monoid S spliiuje pseudoidentitu 7 =
o, pouzijeme lemma 3.27. Bud tedy ¢: I(n) — S libovolny spojity homomorfismus.
Potom plati ker(v) C ker(¢), jelikoZ pro libovolné kappa, A € I(n) z rovnosti v(k) =
V(A), tj. kK ~§ A, diky pfedpokladu, Ze monoid S patii do V, plyne S = k = 4, takze
podle lemmatu 3.27 je splnéno @(k) = @(A). Cvieni 3.29 ndm tedy garantuje existenci
spojitého homomorfismu y: I(n)/~y, — S takového, Ze yov = @. Z pfedpokladané
rovnosti Y(n~y,) = y(o~y,) proto dostivime @(7) = y(v(n)) = y(v(o)) = ¢(0).
Podle lemmatu 3.27 tedy monoid S spliiuje pseudoidentitu 7 = ©. [l

Lemma 3.31. Pokud konecny monoid S splituje vsechny pseudoidentity platné v pseu-
dovarieté V, tak je spojitym homomorfnim obrazem monoidu I(n)/~%; pro néjaké n € N.

Diikaz. Podle tvrzeni 3.25 existuje surjektivni spojity homomorfismus ¢: I(n) - S
pro dostate¢né velké n (naptiklad n = |S|). JelikoZ S spliiuje vSechny pseudoidentity
patfici do ~Y,, z lemmatu 3.27 dostavdme ~4, C ker(¢). Podle cviceni 3.29 tedy pfedpis
y(m~y) = @(m) zadava spojity homomorfismus y: I(n)/~§ — S. O]

Tvrzeni 3.32. Pro kaZdou pseudovarietu V plati, Ze konecny monoid patii do V prdavé
tehdy, kdyz je spojitym homomorfnim obrazem monoidu I(n) /~%, pro néjaké n € N.

Diikaz. Pfima implikace vyplyva trividlné z predchoziho lemmatu.

Predpokladejme tedy, Ze ¢@: I(n)/~y, — S je surjektivni spojity homomorfismus.
ProtoZe prostor I(n)/~y je kompaktni, je zobrazeni ¢ stejnomérné spojité. Diky ko-
necnosti monoidu S tedy existuje 0 > 0 takové, Ze pro vSechny 7,0 € I(n) spliiujici
dy(n~y,0~Y) < 6 plati @(n~y) = @(o~%). Zvolme r € N takové, aby spliiovalo
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27" < 6. Necht yi: 1(n)/~% — Ti, pro k = 1,...,m, jsou az na izomorfismus vSechny
spojité homomorfismy do monoidt patficich do V, které maji nejvyse r prvkad; téchto
homomorfismil je skute¢né jen kone¢né mnoho, jelikoz kazdy takovy spojity homo-
morfismus je jednoznacné zadany obrazy pismen. Uvazujme spojity homomorfismus
v: I(n)/~% — [TiL, Tk definovany pfedpisem (W (m~y))x = Wi(mT~5).

Ukazme nyni, Ze plati ker(y) C ker(¢). Pokud né&jaké m,c € I(n) spliiuji rovnost
y(n~y) = y(o~Yy), znamend to, Ze Wi(n~y) = Wi(o~%) pro k = 1,...,m. Podle
lemmatu 3.30 tedy vSechny monoidy ve V o nejvySe r prvcich spliiuji pseudoidentitu
n = o. Proto plati dy(n~y,0~%) <277 < 8, coz diky volbé & dava pozadovanou
rovnost O(~y) = @(o~y).

Diky surjektivit¢ homomorfismu ¢ z platnosti ker(y) C ker(¢@) plyne, Ze monoid S je

homomorfnim obrazem podmonoidu y(I(n)/~%,) sou¢inu monoidt 7j patficich do V,
a tedy sam patii do V. U

Véta 3.33 (Jan Reiterman, 1982). Trida konecnych monoidii V je pseudovarieta prdavé
tehdy, kdyz existuje mnoZina pseudoidentit I1 takovd, Ze V= Mod(I1).

vV /s

Diikaz. Snadno se ovéfi, podobné jako v piipadé variet, ze Mod(I1) je vzdy pseudova-
rieta.

Opacné, je-li V pseudovarieta, zvolme za II mnoZinu vSech pseudoidentit platnych
ve V, tedy (J ~y. Potom zfejmé plati V C Mod(IT). Naopak, libovolny konec¢ny

neN
monoid spliujici vSechny pseudoidentity platné ve V je podle lemmatu 3.31 spojitym
homomorfnim obrazem I(n)/~%;, a tedy podle tvrzeni 3.32 patii do V. O

Podobné je mozné dokdazat, Ze pseudovariety kone¢nych usporddanych monoidu jsou
pravé tiidy definovatelné pomoci pseudoidentit tvaru 7 < ¢ pro 7,0 € I(n).

Pouziti pseudoidentit si ukdZeme na pseudovarietach vSech kone¢nych Z-trividlnich
monoidil R a vSech kone¢nych _# -trividlnich monoidd J.

Cviceni 3.34. Dokazte, ze R = Mod((xy)®x = (xy)?).

ProtoZe konecny monoid je ¢ -trividlni pravé tehdy, kdyZ je souCasné Z-trividlni
a Z-trividlni, dostavame z predchoziho cviceni, Ze

J = Mod((xy)®x = (xy) = y(xy)*). 3.1)
Priklad 3.35. Ukazeme, Ze plati
J=Mod(x?*! =x®, (xy)? = (yx)?). (3.2)
o+1

Vsimnéte si, Ze pseudoidentita x = x® popisuje aperiodické (ekvivalentn& .77 -trividlni)
monoidy; tato pseudoidentita plyne z pseudoidentity (xy)®x = (xy)® dosazenim 1 za y.
Druhou pseudoidentitu potom ziskdme nasledovné:

(x9)® = (xy)®x = x(yx)® = (yx)®.
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w+1

Opacné, z platnosti pseudoidentit x®™ = x® a (xy)® = (yx)® nejprve odvodime

()® = (m)? = ()T = y(xy) x.

Indukei z tohoto vztahu dostaneme (xy)® = y®(xy)®x®, coz ndm umozni pouZit pseu-
doidentitu x®*+! = x® ke spo&itani

(x9)? =y () x? = y© (xy) “x? - x = () .

Druha pseudoidentita v (3.1) se odvodi symetricky.

3.3 Eilenbergova korespondence

V této kapitole si ukdZeme, Ze tfidy reguldrnich jazykd, které je moZné popsat pomoci
pseudovariet monoidd, jsou pravé takzvané variety. Nejprve si ale musime ujasnit, co je
to vlastné tfida reguldrnich jazykd. NemlZeme ji totiz chdpat jako tfidu mnozin slov ve
smyslu teorie mnozin, nebof v piipadé mnoha ptirozenych tfid jazykt zavisi piisluSnost
jazyka do této tfidy nejen na jazyku samotném, ale i na tom, nad jakou abecedou jej pravé
uvazujeme. Proto chapeme tfidu jazykl jako zobrazeni, které kazdé konecné abecedé
pfifazuje néjakou mnozinu jazykl nad touto abecedou. Pfitom miiZeme predpokladat,
Ze konecnych abeced je jen mnoZina, nebof se nebudeme zabyvat tfidami, u nichz se
pfislusnost jazyka mizZe zménit piejmenovanim pismen, a tedy si vysta¢ime s jedinou
mnozinou pismen pro kazdou velikost abecedy.

Definice 3.36. Varieta reguldrnich jazykii je zobrazeni .Z, které kazdé kone¢né abecedé A
pfifazuje néjakou neprazdnou mnoZzinu reguldrnich jazykd Z(A) C &?(A*) a pfitom pro
vSechny konec¢né abecedy A a B spliiuje ndsledujici podminky:

1. MnoZina .Z(A) je uzaviend na booleovské operace, tedy na kone¢nd sjednoceni a
priniky a na komplementy v A*.

2. Pokud L € #(A), potom pro viechnaa € Aplatia=!-L € ZL(A)aL-a' € Z(A).
3. Je-li y: B* — A* homomorfismus a plati L € .Z(A), potom y~ (L) € Z(B).

Cviceni 3.37. Dokazte, Ze je-li néjakd tfida reguldrnich jazykl uzaviend na kvocienty
pismeny a na kone¢nd sjednocent, je uzaviend i na kvocienty libovolnym jazykem.

Variety jazyku jsou pfirozené uspotradany inkluzi po slozkéach, tedy 2" < .2, jestlize
pro vSechny kone¢né abecedy A plati 7 (A) C Z(A).

Véta 3.38 (Samuel Eilenberg, 1976). Nechf pro kaZdou pseudovarietu konecnych mono-
idiit V znaci A (V) varietu reguldrnich jazykii definovanou predpisem

A(V)(A) = {LCA* | My € V).
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Necht ddle pro kaZdou varietu reguldrnich jazykii £ znaci u(£) pseudovarietu konec-
nych monoidit generovanou vsemi syntaktickymi monoidy My, kde L je reguldrni jazyk
nad néjakou konecnou abecedou A splitujici L € £ (A). Potom A a [ jsou vzdjemné in-
verzni izomorfismy mezi svazem vSech pseudovariet konecnych monoidii a svazem vsech
variet reguldrnich jazykil.

Cviceni 3.39. Ukazte, 7Ze A(V) je skutené varieta regularnich jazykt. Uvédomte si, Ze
zobrazeni A je mozné ekvivalentné definovat pfedpisem

A(V)(A) ={L C A" | L je rozpoznavéan néjakym homomorfismem ¢: A* — S, kde S € V}.

Diikaz. JelikoZ zobrazeni A a U jsou ziejmé izotonni, sta¢i ukézat, Ze se jednd o vzdjemné
inverzni bijekce.

Pro libovolnou pseudovarietu V je inkluze uA (V) C V zfejma. Abychom ukazali opac-
nou inkluzi, uvazme libovolny monoid § € V. JelikoZ je tento monoid konecny, existuje
surjektivni homomorfismus ¢: A* — § pro néjakou konecnou abecedu A. Pro kazdy
prvek x € S oznatme M, syntakticky monoid jazyka ¢~!(x) € A(V)(A). Piislusnost
monoidu S do pseudovariety uA (V) nyni ovéiime tak, Ze ukdzeme, Ze je izomorfni pod-
monoidu soucinu monoidli M,, pro x € S. Z vlastnosti syntaktického monoidu vime (viz
diagram (1.1)), Ze existuje homomorfismus Y, : S — M, takovy, Ze Y, o ¢ je syntakticky
homomorfismus jazyka ¢! (x). Plati tedy ¢ ' (w; ! (yi(x))) = ¢! (x), coz diky surjek-
tivitd @ znamend, e W, ' (W, (x)) = {x}. Homomorfismus ¢ : § — [],cs M, definujeme
piedpisem o (y) = (Yx(y))res- Z pfedchoziho pozorovéani plyne, Ze tento homomorfis-
mus je skute¢né injektivni, nebof pro libovolné y,z € S, y # z, plati y,(y) # y,(z), a tedy
se o(y) li§i od o(z) na slozce odpovidajici y. Proto plati S € uA (V).

Zbyva ukazat, ze pro libovolnou varietu .Z plati Au(.¥) = £. Pfitom pro libovol-
nou konecnou abecedu A je inkluze £ (A) C (Au(Z))(A) trividlni. Abychom ovéfili
opacnou inkluzi, dokdZzeme, Ze vSechny jazyky nad abecedou A rozpoznivané néja-
kym monoidem z pseudovariety p(.Z) patfi do Z(A). Kazdy monoid z u(%) lze
ovSem vytvofit z monoidi My, kde L € £ (B), konstruovdnim homomorfnich obraz,
podmonoidd a kone¢nych soucinil. Pfitom jazyky rozpoznavané homomorfnim obra-
zem ¢i podmonoidem daného monoidu jsou vZdy rozpozndvané i pivodnim monoidem.
Dale, kazdy jazyk rozpoznavany soucinem S X T je kone¢nym sjednocenim jazyki tvaru
o' ((x,y) = (p1o@) ' (x)N(p20 @)~ (y) alze tedy ziskat z jazykl rozpoznivanych S
nebo T pomoci operaci, na které je mnozina .Z(A) uzaviend. K dokonceni dikazu ndm
tedy staci ovéfit, Ze vSechny jazyky nad A rozpozndvané syntaktickym monoidem My,
libovolného jazyka L € .Z(B) nad libovolnou abecedou B patii do .Z(A).

Uvazujme tedy libovolny homomorfismus ¢: A* — My a podmnoZinu F C M.
Jelikoz syntakticky homomorfismus ¢y je surjektivni a monoid A* je volny, exis-
tuje n¢jaky homomorfismus y: A* — B* spliujici ¢ o w = ¢. Potom ovSem plati
o ' (F) = yw (¢, '(F)), a proto diky uzavfenosti .# na vzory v homomorfismech
staf k dokdzani ¢~ (F) € Z(A) ovéfit ¢, | (F) € Z(B). K tomu je dostadujici ukézat,
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ze pro kazdy prvek x € My patii ¢, '(x) do .Z(B). Pfitom slova jazyka o l(x) jsou
jednoznacné popsdana mnoZinou svych kontextd v jazyce L. Je-li tedy w libovolné slovo
z ;' (x), plati

o' (x) = ﬂ wl-LoyvIn ﬂ u=l-L.y=l
(u,v)eCr(w) (u,v)¢Cr(w)

JelikoZ podle véty 1.21 existuje pro reguldrni jazyk L jen koneéné mnoho jazyku tvaru
u~'-L-v~! jsou oba priniky v tomto vyjidieni ve skute¢nosti koneéné, takze jazyk
(o !(x) Ize opravdu z jazyka L ziskat pomoci operac, na které je mnoZzina .# (B) uzaviena.

O

Analogickou vétu je mozné dokdzat i pro pseudovariety konecnych pologrup, které
odpovidaji varietdm regularnich jazykl neobsahujicich prazdné slovo. Definice téchto
variet se od definice 3.36 1i$i pouze tim, Ze uzavienost na vzory poZadujeme pouze pro
homomorfismy, které nezobrazuji Zddné pismeno na prazdné slovo.

Dulezité zobecnéni téchto korespondenci se tyka takzvanych pozitivnich variet. Defi-
nici pozitivai variety reguldrnich jazykit ziskdme z definice 3.36 odstranénim poZadavku
uzavienosti na komplementy. D4 se ukdzat, Ze tyto variety odpovidaji pseudovarietdm
kone¢nych usporadanych monoidd, pfi¢emz piislusna korespondence se navazuje analo-
gicky predchozi vété pomoci syntaktickych uspofadanych monoidu.

3.4 Priklady

Pseudovarieta vSech grup G je zadand pseudoidentitou x® = 1 a charakterizuje podle
cvieni 1.19 pravé varietu jazykil pfijimanych dudlné deterministickymi automaty.

Cviceni 3.40. Ukazte, Ze pro varietu jazykl .Z, kterd odpovida pseudovarieté vSech
kone¢nych komutativnich grup, sestiva .Z(A) pravé z booleovskych kombinaci jazykd
tvaru {w € A* | |w|, =k (mod n)} proa € A,ke NypanecN.

Cviceni 3.41. Ukazte, ze pseudovarieté¢ N vSech nilpotentnich pologrup, zadané pseu-
doidentitou x® = 0, odpovida v Eilenbergové korespondenci varieta . takova, ze .Z(A)
sestdva pravé z kone¢nych jazyki a jazyk, jejichZ komplement v A™ je konecny.

Cviceni 3.42. Ukazte, Ze pseudovarieté Sl vSech polosvazi, ktera je zadana identitami
x?> = x a xy = yx, odpovida v Eilenbergové korespondenci varieta . takovd, ze .Z(A)
sestava pravé z booleovskych kombinaci jazykd A*aA* pro a € A (tato varieta tedy
obsahuje pravé jazyky, kde ptisluSnost slov je mozné urcit podle toho, jakd obsahuji

pismena).
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Pseudovarieta vSech aperiodickych monoidii A (pfipomenme, Ze podle tvrzeni 2.70 se
jednd pravé o ./ -trividlni monoidy) je zadana pseudoidentitou x®*! = x® a odpovid4 ji
podle véty 2.71 varieta vSech star-free jazyka.

Pro dany star-free jazyk je mozné se ptat, kolikrét se v rozsifeném raciondlnim vyrazu
bez iterace, ktery tento jazyk zadava, musi vystiidat aplikace booleovskych operaci a zie-
tézeni. Takto je definovana Straubingova—Thérienova zietézovaci hierarchie star-free ja-
zyku. Pro danou tfidu regularnich jazykd . definujeme jeji polynomidlni uzdvér Pol(£)
tak, Ze pro kazdou abecedu A sestavd Pol(.Z’)(A) z kone¢nych sjednoceni jazykd tvaru
LoaiL; ---aiLy, kde k € Ny, a; € A a L; € £(A). Analogicky definujeme booleovsky
uzdvér B(Z) tiidy -£: mnozinu B(.Z)(A) tvoii pravé jazyky ziskané z jazyka patiicich
do Z(A) pomoci booleovskych operaci.

Je mozné dokazat, Ze polynomidlni uzavér libovolné variety je pozitivni varieta.

Cviceni 3.43. Dokazte, ze booleovsky uzavér pozitivni variety je varieta.

Cviceni 3.44. Dokazte, Ze pokud je .Z varieta a navic .Z(A) obsahuje vSechny jazyky
{a} pro a € A, tak Pol(.Z)(A) sestdvé z kone¢nych sjednoceni jazyku tvaru LoL; ... Ly,
kdekeNpalL; € Z(A).

Operace na pseudovarietich monoidti odpovidajici polynomidlnimu uzavéru je zalo-
Zena na dilezitém pojmu Malcevova soucinu. Malcevilv soucin pseudovariet se nejsnad-
né&ji definuje pomoci rela¢nich homomorfismi monoidd.

Definice 3.45. Necht S a T jsou monoidy. Relace 0 C S x T se nazyva relacni homo-
morfismus, jestlize splituje ndsledujici podminky:

1. VxeS3zeT: (x,2) €0.
2. Vx,ye S: o(x)-o(y) C o(xy).
3. (I,1)eo.

Ekvivalentné miizeme fict, Ze o je podmonoidem monoidu S x T, jehoZ projekce
na prvni slozku je surjektivni. Ihned se vidi, Ze kazdy homomorfismus i kazda inverze
k surjektivnimu homomorfismu jsou relaéni homomorfismy a Ze sloZenim relacnich
homomorfismii dostaneme opét relaéni homomorfismus.

Definice 3.46. Nechtf V je pseudovarieta kone¢nych monoidii a W je pseudovarieta
konec¢nych uspotfadanych pologrup. Malcevovym souc¢inem W M) V rozumime tiidu v§ech
kone&nych uspofddanych monoidi (S, <), pro které existuje relaéni homomorfismus ¢ C
S x T takovy, ze T € V a pro vSechny idempotentni prvky e € E(T) nélezi podpologrupa
o l(e) CSdoW.

Cviceni 3.47. Dokazte, ze WM V je pseudovarieta usporddanych monoidda.
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Analogicky je moZzné definovat Malceviiv soucin i v piipadé pseudovariet neusporada-
nych pologrup a monoidud. Nésledujici ptiklad ukazuje, jak 1ze pomoci této neusporadané
verze Malcevova soucinu rozlozit pseudovarietu J.

Priklad 3.48. Ukazeme, ze J = N M SL
Necht nejprve S je libovolny konecny _Z -trividlni monoid. Definujeme kongruenci ~
na S predpisem
x~y = x?=y?.

Abychom ovéfili, Ze ~ je skutecné kongruenci monoidu S, sta¢i podle cviceni 1.9 ukazat,
Ze se jednd o pravou i levou kongruenci, pficemz tyto dvé vlastnosti se ukazi symetricky.
Predpokladejme tedy, Ze plati x ~ y, a dokaZme xz ~ yz pro libovolné z € S. Opakovanym
pouZitim prvni pseudoidentity z (3.1) dostaneme

(x2)® = (x2)%xz = (xz)®x“z.

Indukei tedy obdrzime (xz)® = (xz)®(x®z)®. Opakovanym pouzitim druhé pseudoiden-
tity z (3.1) miizeme vysledny prvek dale upravit jako (xz)?(x®z)? = (x®z)?. JelikoZ
podobné plati (yz)® = (y*z)?, dostdvame z ptedpokladu x® = y® poZzadovanou rov-
nost (xz)® = (yz)®. Pologrupa S/~ je polosvaz, nebof jeji idempotence vyplyva piimo
z definice kongruence ~ a jeji komutativita je fecena druhou pseudoidentitou v (3.2).
Pfitom kazda tfida kongruence ~ je nilpotentni, nebof pro ekvivalentni prvky x a y diky
aperiodicité plati x®y = y®y = y® = x® a analogicky yx® = x®.

Necht naopak existuje relacni homomorfismus ¢ C S x T, kde T je polosvaz a vzor
kazdého prvku T je nilpotentni pologrupa. Ovétfime platnost obou pseudoidentit v (3.2).
Rovnost x®*! = x® plyne z toho, Ze podpologrupa S generovana libovolnym prvkem je
nilpotentni. ProtoZe pro libovolné prvky x,y € S plati 6(x)o(y) C o(xy) i o(y)o(x) C
o (yx) a pfitom o(x)o(y) = o(y)o(x) # 0 diky komutativité 7, obsahuji o(xy) a o(yx)
n&jaky spoleény prvek e € T. Protoze pologrupa T je idempotentni, plati v o~ !(e)
rovnosti (xy)® =0 = (yx)“.

Souvislost mezi polynomy a Malcevovym soucinem ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 3.49. Necht Ly, ..., Ly jsou reguldrni jazyky nad abecedou A a ay, ..., a;
pismena z A. Oznacme L jazyk LoaiL; ---ayLy a uvaZujme syntaktické homomorfismy
Qr,: A" = My, a op: A* — Mp. Ddle oznacme o relacni homomorfismus z My do My, X
-+ X My, definovany jako sloZeni (@r,,...,¢r)o @, L. Potom pro kazdy idempotentni
prvek e € E(Mp, x -+ x My,) spliiuje pologrupa 6~ (e) pseudoidentitu x® < x®yx®.

Diikaz. Pro dané prvky x,y € 6~ !(e) existuji podle definice relace ¢ slova u,v € A*
spliujici @z (1) =x, o(v) =ya @r,(u) = @, (v) proi =0,...,k, pficemz ¢, (u) je idem-
potentni prvek M;. Necht n € N spliluje n > k a soucasné plati @7 (u") = x®. Uvazujme
libovolnou dvojici (w,w) € Cr(u"). JelikoZ plati wu"w € L = Loa L, - - - a; Ly, podle Di-
richletova zdsuvkového principu musi byt alesponi jedna z n kopii slova u obsaZzena cela
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uvnitf nékterého z jazykt L;. JelikoZ ¢y, (1) = @r,(v) je idempotentni prvek M;, je mozné
k této kopii u pridat libovolny pocet kopii slov u a v, aniZ by se cokoli zménilo na pii-
sluSnosti celého slova do jazyka L. Proto plati wu*vu"w € L, a tedy (w,w) € Cr(uvu"),
coz jsme chtéli dokdzat. [

Véta 3.50 (Jean-Eric Pin a Pascal Weil, 1997). Necht V je libovolnd pseudovarieta
konecnych monoidii a £ ji odpovidajici varieta reguldrnich jazykii. Potom pseudovarieta
usporddanych monoidii odpovidajici pozitivni varieté Pol(.£) je Mod (x® < x®yx®) W) V.

NP4

Straubingova—Thérienova hierarchie tvoii fetézec tfid jazyku
S TS T \pCST1C S T3C -,

jejichZ sjednocenim je varieta vSech star-free jazyki. Pfitom kazda celd droven je vari-
eta jazyku a kazda polovi¢ni troven pozitivni varieta. Jednotlivé tfidy jsou definovany
ndsledovné:

7 To(A) ={0,A7},
yyn+1/2 = POl(yyn),
yﬂn—i—l :B<'5ﬁgn+l/2>7

pro vSechna n € Ny. Je zndmo, Ze neomezené stiidani aplikovani booleovskych operaci
a zietézovani je pro definovani vsSech star-free jazykl nutné, takZe tato hierarchie je
skutecné nekonecna.

Uroveii 1/2 Straubingovy—Thérienovy hierarchie obsahuje pro abecedu A pravé jazyky,
kterd vzniknou jako konec¢nd sjednoceni jazykd A*ajA*---a;A*, pro k € Ny a a; € A.
JelikoZ relace ,,byt (roztrousenym) podslovem* je dobré predusporadani (viz priklad 4.7),
jednd se pravé o jazyky, které s kazdym svym slovem w obsahuji 1 v§echna slova, jichz je
w podslovem. Snadno se nahlédne, Ze t€émto jazykiim odpovida pozitivni pseudovarieta
monoidi Mod(1 < x).

Z definice patii do urovné 1 Straubingovy-Thérienovy hierarchie pravé booleovské
kombinace jazykli A*a1A* - - - a;A*. Jedna se tedy pravé o jazyky, které 1ze popsat ur¢enim
konecné mnoha povolenych mnoZin podslov do jisté délky k, pricemZ slovo patii do
jazyka pravé tehdy, kdyZ mnoZina vSech jeho podslov délky nejvySe k je rovna jedné
ze zadanych mnoZin. Jinymi slovy, pfisluSnost slova do jazyka je urcena jiz tim, jakd
obsahuje podslova do jisté délky, pfi¢emz tato délka mizZe byt pro kazdy jazyk jina. Proto
se témto jazyktm tika po Cdstech testovatelné. Znamy vysledek Imreho Simona z roku
1975 tika, Ze této varieté jazykd odpovida pseudovarieta monoida J.

Cviceni 3.51. Dokazte, Ze raciondlni vyraz A*abA* zadava jazyk po Castech testovatelny
nad abecedou A = {a, b}, ale nikoli nad abecedou A = {a,b,c}.
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Je mozné ukézat, Ze jazyky durovné 3 /2 nad abecedou A jsou pravé kone¢nd sjednoceni
jazyki tvaru Aja1A7---arAr, kde k € Ng, a; € A a A; C A, tedy polynomy popsané
vétou 2.94.

Cviceni 3.52. Pomoci véty 2.94 dokaZte, Ze variet€ .73, odpovidd pseudovarieta
monoidid zadand nekone¢nym systémem pseudoidentit tvaru x® < x®yx®, kde x a y jsou
libovoln4 slova splitujici alph(y) C alph(x).

Otazka algoritmické charakterizace druhé tirovné Straubingovy—Thérienovy byla dlouho
jednim z nejvyznamnéjsich otevienych problémi v teorii reguldrnich jazykt. Pozitivni
odpovéd dali aZ Thomas Place a Marc Zeitoun v roce 2014 a v nésledujicich letech se
jim podafilo dokédzat rozhodnutelnost i pro drovné 5/2 a 7/2.

Analogicky Straubingové—Thérienové hierarchii je mozné definovat 1 hierarchii pro
star-free jazyky bez prazdnych slov. Jen je tieba mirné upravit definici polynomidlniho
uzavéru: Pol(.Z)(A) sestdva z koneénych sjednoceni jazykt bez prazdnych slov tvaru
uoLyuy - Lyuy, kde k € No, u; € A*aL; € £ (A). Nultd trover této hierarchie, nazyvané
tradiéng dot-depth hierarchie, je tvofena pro abecedu A jazyky 0 a A*. Uroveii 1/2
této hierarchie je tvofena koneénymi sjednocenimi jazyki ugA*uy - - - A*uy, kde u; € A*,
a odpovida pseudovarieté pologrup Mod(x® < x®yx®). Charakterizace pro urovné 1
a 3/2 jsou rovnéZ znamy, jsou ale mnohem komplikované;si.

Dot-depth hierarchie je svdzdna se Straubingovou—Thérienovou hierarchii pomoci
nasledujiciho tvrzeni. Pied jeho formulovanim je uZite¢né zavést dvé dilezité operace
na pseudovarietach.

Pro libovolnou pseudovarietu kone¢nych monoidt V definujeme LV jako pseudovari-
etu pologrup obsahujici pravé konecné pologrupy, jejichz vSechny lokalni podmonoidy
patii do V. JelikoZ idempotentni prvky jsou pravé prvKky tvaru x®, miZeme z mnozZiny
pseudoidentit definujici V vytvorit mnozinu pseudoidentit definujici LV tak, Ze uvazime
novou proménnou x, za kazdou proménnou y v ptvodnich pseudoidentitich dosadime
x®yx® a misto termu 1 pouZijeme x®. Napiiklad oznac¢ime-li T = Mod(x = 1) trividlni
pseudovarietu monoidi, potom plati LT = Mod (x®yx® = x@).

Pro pseudovarietu monoidit V a pseudovarietu pologrup W se V x W definuje jako
pseudovarieta pologrup generovand polopiimymi souciny § X T', kde S€ VaT € W,
pfi¢emz poZzadujeme ¢(¢)(1) = 1 pro vSechny t € T.

Véta 3.53 (Howard Straubing, 1985). Je-li V pseudovarieta monoidii odpovidajici né-
Jjaké nenulové vrovni Straubingovy—Thérienovy hierarchie a W pseudovarieta pologrup
odpovidajici stejné uirovni dot-depth hierarchie, potom plati V=W NMa W =V xLT.

Dalsi studovanou hierarchii variet jazyki je takzvanad grupovd hierarchie, ktera je
definovana stejné jako Straubingova—Thérienova hierarchie, jen za nultou troven be-
reme misto trividlni pseudovariety monoidi pseudovarietu G. Je zndmo, Ze kazdou
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uroven této hierarchie je také mozné vyjadiit pomoci piislusné urovné Straubingovy—
Thérienovy hierarchie jako V x G. O grupové hierarchii se podafilo dokdzat hluboké
vysledky charakterizujici urovné 1/2 a 1.

Uroveii 1/2 odpovida pseudovarieté Mod(1 < x®) a jazyky, které obsahuje, 1ze popsat
rovnéz topologicky. UvaZzujme na A* ultrametriku definovanou stejné jako d na stran€ 69,
pouze misto kone¢nych monoidii berme jen kone¢né grupy. VSimnéte si, Ze takto sku-
tené obdrzime na A* metriku, nebof podle piikladu 3.5 bude vzdalenost libovolnych
dvou slov nenulova. Na rozdil od metriky d ovS§em nebude prostor A* s touto metrikou
diskrétni, nebot napiiklad posloupnost slov ™ konverguje k prazdnému slovu. Potom
troveri 1/2 grupové hierarchie sestava pravé z reguldrnich jazykd otevienych vzhledem
k této ultrametrice. VSimnéte si, Ze pseudoidentita 1 < x® vlastné vystihuje, Ze s libo-
volnym slovem uv musi v jazyce leZet pro dostate¢né velké n i slova uw™'v, nebof tato
posloupnost k uv konverguje.

Uroveti 1 grupové hierarchie odpovida pseudovarieté Mod((x®y®)® = (y®x®)?), ktera
sestdvd prdvé z monoidi, v nichZ idempotentni prvky generuji _¢# -trividlni monoid.
Ekvivalentné se tyto monoidy daji charakterizovat podminkou, zZe kazdd .Z’-tfida a kazda
Z-tiida obsahuje nejvyse jeden idempotentni prvek.

Uzéavér libovolné variety regularnich jazykl . na polynomy a booleovské operace,
tedy vlastné sjednoceni celé hierarchie, kterd ma . za nultou uroven, je mozné rovnéz
popsat pomoci Malcevova soucinu:

Véta 3.54 (Howard Straubing, 1979). Necht V je libovolnd pseudovarieta konecnych
monoidu a £ ji odpovidajici varieta reguldrnich jazyku. Potom pseudovarieta monoidu
odpovidajici uzavéru £ na polynomy a booleovské operace je AM) V.

Vsimnéte si, Ze volbou V = T dostaneme z této véty charakterizaci star-free jazykt
pomoci aperiodickych monoidi.

Dalsi regularni jazyky, které byly intenzivné studovany, jsou ty, u nichz lze pfisluSnost
slova ur€it jiz ze znalosti, jaké toto slovo obsahuje faktory urcité délky. Jazyky definované
pomoci podminek tohoto typu obvykle tvoii variety jazykl bez prazdnych slov.

Cviceni 3.55. Dokazte, Ze variet¢ £ jazyku bez prazdnych slov, kde -Z(A) obsahuje
préavé booleovské kombinace jazykd wA*, pro w € AT, odpovida pseudovarieta pologrup
Mod(x®y = x®). Vsimnéte si, Ze £ obsahuje pravé jazyky, které lze zadat néjakou
podminkou na prefixy délky nejvyse n, pro néjaké n € N.

Podobné snadno 1ze charakterizovat jazyky popsatelné pomoci prefixd a sufixt:

Cviceni 3.56. Dokazte, 7e varieté £ jazyku bez prazdnych slov, kde -Z(A) obsahuje
pravé booleovské kombinace jazyki wA* a A*w, prow € AT, odpovidd pseudovarieta LT.

Daleko obtiznéjsi ovSem je charakterizovat jazyky popsatelné pomoci faktort. VSim-
néte si, Ze aby tyto jazyky tvorily varietu, musime pfipustit soucasné i testovani pomoci
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prefixi a sufixti. Jazyk L nad abecedou A se nazyva lokdlné testovatelny, jestlize je
booleovskou kombinaci jazykd A*wA*, wA* a A*w, prow € A™.

Véta 3.57 (Janusz A. Brzozowski a Imre Simon, 1973; Robert McNaughton, 1974).
Varieté vsech lokdlné testovatelnych jazykii odpovidd pseudovarieta pologrup LS.

Zajimavou varietu jazykl definuje rovnéz pseudovarieta vSech Z-trividlnich mono-
idd R = Mod((xy)®x = (xy)®), kterou je mozné podobné jako jeji podpseudovarietu J
psdt ve tvaru R = Mod(x®y = x®) & SL. Do této variety totiz patii pravé jazyky, které
umime popsat pomoci podslov, s tim, Ze oproti po ¢astech testovatelnym jazykiim navic
umoznime urcovat poradi, ve kterém se podslova ve sméru od leva do prava poprvé
vyskytuji. Tyto jazyky je mozné rovnéz definovat jako konecnd (disjunktni) sjednoceni
jazykd tvaru AjaiA} - arAf, kde k € No, a; €A, A; CAaa; ¢ Ay,

Pozndmka 3.58. Mnoho pfirozené definovanych tiid regularnich jazyka lze charakteri-
zovat i dal$imi zptisoby, z nichZ nejduleZit€jsi je charakterizace pomoci fragmentii mona-
dické predikétové logiky druhého fadu na konecnych linedrné uspofadanych mnoZinéch.
Charakterizace téchto tfid jazykd pomoci monoidii potom vlastné dava algoritmicky po-
stup jak urcit, zda k dané formuli této logiky existuje ekvivalentni formule, kterd patii
do tohoto fragmentu.

Presnéji, uvazovand logika pouZziva binarni rela¢ni symbol < a unérni relacni sym-
bol R, pro kazdé pismeno a € A. Za modely bereme kone¢né linearn€ usporadané
mnoziny, jejichZ prvky reprezentuji pozice pismen ve slové; tedy slovo délky n je re-
prezentovano n-prvkovou linedrné usporddanou mnoZinou. Pfitom symbol < odpovida
usporadani pozic odleva doprava a symbol R, urcuje, zda na dané pozici ve slové je pis-
meno a. Oproti logice prvniho faddu mame navic k dispozici kvantifikovani pfes mnoZiny
prvki, tedy pfes mnoziny pozic ve slové. Napiiklad jazyk aa* 1ze popsat formuli

(Vx: Ra(x)) AN3X: first € X Alast ¢ X A (Vx: x € X <= next(x) ¢ X),

kde operacni symboly first, last a next urcuji prvni, posledni a ndsledujici pozici, pfi¢emz
tyto pozice lze snadno popsat formuli prvniho fadu se symbolem <.

Julius Richard Biichi v roce 1960 dokazal, Ze jazyk je regularni pravé tehdy, kdyz
jej mizeme popsat pomoci formule této logiky. Robert McNaughton a Seymour Pa-
pert v roce 1971 ukdzali, Ze star-free jazyky jsou pravé jazyky, které lze definovat
formuli nepouzivajici kvantifikovani pifes mnoziny, tedy formuli prvniho fadu. Pfitom
Straubingova—Thérienova hierarchie odpovida hierarchii formuli prvniho fadu urcené
stifdanim kvantifikdtort. Pfesné&ji, jazyky drovné n+ 1/2, pro n € Ny, jsou pravé jazyky
popsatelné X, | -formuli.
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