M1110 Linearni algebra a geometrie I, podzim 2008, vzorova pisemka

Cas na vypracovani celé pisemky: 180 minut

Prakticka ¢ast: (¢as na vypracovani: 90 minut)

Ukol 1 (10 bodii): Necht
U={a+bi+cV2]|abceQ}
aV={a+bi+cvV2+dV2i|a,bc,decQ}
jsou podprostory vektorového prostoru C nad Q. Urcete matici linearniho zobrazeni ¢: U — V
daného pro x € U piedpisem p(z) = (1 ++v/2+1) -z v bazich a = (1 +1i++/2, 2+1i, i —/2)
af=(1+i—+v2, 1—+2i, v2-(i+1), i —2). Déle naleznéte néjaké baze jadra a obrazu

zobrazeni .

Ukol 2 (10 bodil): Rozhodnéte, pro kterd s,t € R je mozné posloupnost vektori
(1010-2)T, 02-=21-1D)F, (12-1st)"
doplnit na bazi podprostoru
U={(x1 x93 3 24 3:5)T eR® | x1+ 2o+ 23+ 24 +25=0}

prostoru R%. Pro ta s,t, pro kterd to mozné je, danou posloupnost na bézi U dopliite.

Ukol 3 (10 bod1): Rozhodnéte, zda podprostor U vektorového prostoru Q* nad Q genero-
vany vektory u; = (=14 —11)", ug = (2301)Y auz = (=210 —1)7 je roven podprostoru V
generovanému vektory v; = (230 1)T, vy = (121 -1)T awg = (=12 —1 1)T. Jsou-li si rovny,
vyjadrete kazdy z vektoru wq, us a ug jako lineadrni kombinaci vektort vq, v a wvs, a kazdy
z vektoril vy, v a vsg jako linedrni kombinaci vektori wy, us a us. Jsou-li U a V rtzné, na-
leznéte néjaké baze jejich priniku a souctu, a dejte priklad néjakého vektoru, ktery v jednom
z prostorti U a V lezi a ve druhém nelezi.



Teoreticka cast:

Ukol 4 (5 bodi1): Definujte determinant a multilinearni zobrazeni.

Ukol 5 (5 bodi): Uvedte tii riizné ekvivalentni charakterizace baze vektorového prostoru.
Ukol 6 (7 bodi1): Dokazte, Ze inverze k lineArnimu izomorfismu je linedrni izomorfismus.

Ukol 7 (5 bodii): Necht (a,b)T, (c,d)T € R? jsou linedrné nezavislé vektory a a je baze R?
takova, Ze soufadnice vektoru (a,b)’ v a jsou (a +b,a — b)T a soufadnice vektoru (c,d)T v o

jsou (¢ +d,c — d)T. Dokaite, Ze potom soutadnice libovolného vektoru (z,y)T € R? v a jsou
T

Ukol 8 (8 bodt1): Rozhodnéte, které axiomy vektorového prostoru nad R spliiuje a které
nespliiuje mnozina R? s operacemi @ a ® definovanymi (a,b) ® (¢,d) = (a +c—1,b+d + 3)
aqo (a,b) = (ag+ q,bq — 3q). Svoje rozhodnuti zdtivodnéte.

Ukol 9 (5 bodil): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Je-li V' vektorovy prostor nad R, potom vektory u,v € V jsou linedrné nezavislé pravé tehdy,
kdyz vektory u + v a u — v jsou linedrné nezavislé.

Ukol 10 (5 bodt): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Je-li U vektorovy prostor dimenze 4 a Vi, Vo a V3 jsou podprostory U dimenze 2, potom
alespon jeden s podprostori V3 N Vs, Vi N V3 a Vo N V3 obsahuje nejméné dva vektory.

Ukol 11 (5 bodii): Dejte piiklad regularnich étvercovych matic A a B nad R takovych, ze
ani jedna z nich neni jednotkova, a splituji A # B~! a (AB)~! = BA.

Ukol 12 (5 bodii): Dejte piiklad vektorového prostoru V a linedrnich zobrazeni ¢,1: V — V
takovych, ze prostory ker(y), ker(1)) a ker(yp o 1) jsou po dvou neizomorfni.



