M1110 Linearni algebra a geometrie I, podzim 2008, 5. 2. 2009

Cas na vypracovani celé pisemky: 180 minut

Prakticka ¢ast: (¢as na vypracovani: 90 minut)

Ukol 1 (10 bodi): Uréete matici linearniho zobrazeni f: R3[z] — Rz[z] nad R daného pro
P € R3[x] predpisem f(P) = P' — (z+3)- P(1) vzhledem k bézim o = (23, (x—1)2, 2 +1, 3)
a = (z2—1, z, 2). Déle naleznéte néjaké baze jadra a obrazu zobrazeni f.

(R, [x] znadi vektorovy prostor vSech polynomt stupné nejvyse n nad R, P(1) zna¢i hodnotu
polynomu P v bodé 1 a P’ derivaci P)

Ukol 2 (10 bod): Uréete, pro kterd ¢ € C patii vektor v = (—=2,1,—1 —i,¢® + 1)T do
podprostoru C* generovaného nad C vektory
v = (0,1,—i,1)7T,
vy = (1,1,2,1+1)T,
vy = (0,i,1,i)T
avg=(1—-¢20,2+2)T.

Pro tato ¢ vyjadrete u jako linedrni kombinaci vektori vy, ve, vg a vg4.

Ukol 3 (10 bodi1): Rozhodnéte, zda podprostor U vektorového prostoru R* nad R generovany
vektory ug = (102 DY ug = (=1 113)T, ug=(-122 1T auy = (2 -11 -2)T je roven
podprostoru V generovanému vektory v; = (1 =10 0)T, v = (102 1)Y av3 = (-133 —-1)T.
Jsou-li si rovny, vyjadiete kazdy z vektort u;, ug, us a ug jako linedrni kombinaci vektori vy,
v9 a v3, a kazdy z vektoru vy, vo a vz jako linedrni kombinaci vektoru wq, uo, ug a ug. Jsou-li
U a V ruzné, naleznéte néjaké baze jejich pruniku a souctu, a dejte priklad néjakého vektoru,
ktery v jednom z prostoru U a V lezi a ve druhém nelezi.



Teoreticka ¢ast:

Ukol 4 (5 bodil): Definujte linearni zobrazeni, linedrni izomorfismus a jadro lineirniho
zobrazeni.

Ukol 5 (5 bodii): Definujte soucet a ptimy soucet dvojice vektorovych podprostorti. Formu-
lujte vétu o vztahu mezi dimenzemi sou¢tu a priniku podprostora.

Ukol 6 (7 bodii): Dokaite, ze vektory vy, ..., v, jsou lineadrné zavislé pravé tehdy, kdyz
jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich.

Ukol 7 (5 bodt): Dokazte, Ze jsou-li ¢: V — W a1: W — V linearni zobrazeni a pritom
¢ je izomorfismus, potom prostory ker(p o 1)) a ker(i) o ¢) maji stejnou dimenzi.

Ukol 8 (8 bodii): Rozhodnéte, které axiomy vektorového prostoru nad R spliiuje a které
nespliiuje mnozina R s operacemi @ a ® definovanymi a ®b=a+b+a-baqg®a = ¢*-a.
Svoje rozhodnuti zdtivodnéte.

Ukol 9 (5 bodi1): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Pro libovolné dvé ¢tvercové matice A a B stejného typu nad R plati det(A + B) = det(A) +
det(B).

Ukol 10 (5 bodt): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Necht u, v, w € R2. Jsou-li vektory u a v linedrné nezavislé a vektory v a w linedrné nezavislé,
potom vektory u a w jsou linedrné zavislé.

Ukol 11 (5 bodi): Dejte pifklad vektorového prostoru V' a nekonstantniho linedrniho zob-
razeni ¢: V — V takového, ze ¢ o ¢ je konstantni.

Ukol 12 (5 bodii): Dejte piiklad vektorového prostoru V' a jeho riiznych vzdjemné izomorf-
nich podprostort V; a Va, které spliuji dim(V; + V5) = 2 - dim(V; N V3).



