M1110 Linearni algebra a geometrie I, podzim 2008, 29. 1. 2009

Cas na vypracovani celé pisemky: 180 minut

Prakticka ¢ast: (¢as na vypracovani: 90 minut)

Ukol 1 (10 bodii): Necht ¢: R* — R* je linearni zobrazeni, které ma vzhledem k bazim
a=((1210T, 0-110T 011D, @101T)a
f=((11-1-DF 010D, (1 -201D% 1001)7T)

matici
1 2 0 1
0o 1 -1 1
1 0 2 -1
-1 1 -3 2

Naleznéte néjaké baze jadra a obrazu zobrazeni . Déle uréete obraz vektoru (2 2 4 2)7T
v zobrazeni .

Ukol 2 (10 bodii): Uréete, pro kterd a € Q jsou polynomy a?z® + ax + a, ax® + 22 + x + 2
a 222 + 222 + 2 + a + 1 linedrné zavislé v prostoru Qs[z] polynomi stupné nejvyse 3 nad
Q. V ptipadech, kdy zavislé jsou, vyjadiete néktery z nich jako linedrni kombinaci ostatnich.
V pfipadech, kdy jsou nezavislé, je dopliite na bazi prostoru Qs[z].

Ukol 3 (10 bodi1): Rozhodnéte, zda podprostor U vektorového prostoru R* nad R generovany
vektory u3 = (12 =1 DT ug = (=114 2)T ug =(1524)Tawu, =(0111)7 je roven
podprostoru V' generovanému vektory v1 = (110 )T, v = (13 -2 )T av3 = (-1322)7.
Jsou-li si rovny, vyjadrete kazdy z vektord uq, ug, us a ug jako linedrni kombinaci vektoru vy,
v9 a v3, a kazdy z vektoru vy, vo a vz jako linedrni kombinaci vektoru wq, uo, ug a ug. Jsou-li
U a V ruzné, naleznéte néjaké baze jejich pruniku a souctu, a dejte priklad néjakého vektoru,
ktery v jednom z prostoru U a V lezi a ve druhém nelezi.



Teoreticka cast:
Ukol 4 (5 bodi1): Definujte vektorovy prostor.

Ukol 5 (5 bodt): Definujte jadro linedrniho zobrazeni. Formulujte vétu o vztahu mezi di-
menzemi jadra a obrazu.

Ukol 6 (7 bodi1): Formulujte dvé riizné ekvivalentni charakterizace direktnosti sou¢tu dvou
vektorovych podprostori a dokazte, Ze jsou skute¢né ekvivalentni.

Ukol 7 (5 bodi1): Dokazte, ze jsou-li nenulové vektory ui, us a uz linedrné zavislé a vektory
ug, g a uz jsou také linedrné zavislé, potom i vektory ui, ue, ug a us jsou linedrné zavislé.

Ukol 8 (8 bodti): Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni ¢ a v vektorového prostoru C
nad C do sebe jsou linearni: ¢(a + bi) = a + b+ bi, pro a,b € R, a 1(c) = |¢|, pro ¢ € C. Déle
rozhodnéte o linearité téchto zobrazeni, chapeme-li C jako vektorovy prostor nad R. Svoje
rozhodnuti zdivodnéte.

Ukol 9 (5 bodi1): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Pro kazdou regularni ¢tvercovou matici A nad R existuje matice B takova, ze det(A - B) = 2.

Ukol 10 (5 bodw): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Jsou-li U a V izomorfni vektorové prostory koneéné dimenze, potom libovolné injektivni line-
arni zobrazeni U do V je linedrni izomorfismus.

Ukol 11 (5 bodii): Dejte piiklad vektorovych prostortt V, W nad Q a line4rnich zobrazeni
p: V- Waiy: W — V takovych, Ze ¢ o1 je linearni izomorfismus, ale v o ¢ izomorfismus
neni.

Ukol 12 (5 bodii): Dejte piiklad vektorového prostoru V a jeho podprostortt Vi, Vo a V3
takovych, ze Vi + Vo + V3 =V, V1 N Vo N V3 = {0} a pfitom pro libovolné i, j € {1,2,3} plati
Vi+V; #VaV;nV; #{0}.



