M1110 Linearni algebra a geometrie I, podzim 2008, 8. 1. 2009

Cas na vypracovani celé pisemky: 180 minut

Prakticka ¢ast: (¢as na vypracovani: 90 minut)

Ukol 1 (10 bod): Necht U, V a W jsou vektorové prostory nad Q, o baze U, 3 baze V a v
a d baze W. Necht p: U — V a1: V — W jsou linedrni zobrazeni takovéa, Ze ¢ mé vzhledem
k bazim « a § matici
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Urcete matici zobrazeni i o ¢ vzhledem k bazim « a d.

Ukol 2 (10 bodw): Uréete, pro ktera r € R jsou vektory (1 —r,1,0,1)T, (1,1,r,1 —2r)T a
(1—-2r1,1, T)T prostoru R* linedrné zavislé. V p¥ipadech, kdy zéavislé jsou, vyjadiete néktery
z nich jako linedrni kombinaci ostatnich. V pfipadech, kdy jsou nezavislé, je dopliite na bazi
prostoru R

Ukol 3 (10 boditi): Naleznéte néjaké baze souctu a priiniku podprostortt U a V prostoru
R3[x] polynomu stupné nejvyse 3 nad R, kde
U=[®-2>+2-1, —2® +22% —2+3, 22 — 2% + 22]
aV=[20 422+ 2> +22 -1, -2 + 2+ 2.

Vyjadrete vektory baze U NV jako linedrni kombinace vektori generujicich U a jako linearni
kombinace vektorti generujicich V. Rozhodnéte, zda je soucet U + V pfimy.



Teoreticka éast:
Ukol 4 (5 bod): Definujte vektorovy podprostor a linearni obal kone¢né mnoziny vektort.
Ukol 5 (5 bodi): Formulujte vétu o vztahu mezi hodnosti, determinantem a existenci inverze.

Ukol 6 (7 bodt): Dokazte, Ze linedrni zobrazeni je prosté pravé tehdy, kdyz ma trividlni
jadro.

Ukol 7 (5 bodii): Dokazte, 7e je-li vektorovy prostor V pfimym souétem svych podprostorti
Vi aVa, ajeli p: V — W linearni izomorfismus, potom prostor W je pfimym souctem svych
podprostort p(V1) a ¢(Va).

Ukol 8 (8 bod): Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni o, 1 a p vektorového prostoru R?
nad R do sebe jsou linearni:

2((5)) = (“31), w((8)) = (§4) -((5)), p((£)) =w((5)) = (52)-

Svoje rozhodnuti zdivodnéte.

Ukol 9 (5 bodi1): Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Pokud vektory u a v jsou linedrné nezavislé a vektory v a w jsou linedrné nezévislé, potom i
vektory u a w jsou linedrné nezévislé.

Ukol 10 (5 bodi1): Rozhodnéte, zda plati néasledujici tvrzeni. Svoje rozhodnuti zdivodnéte:
Pro kazdy vektorovy prostor V a jeho libovolnou bazi « plati, Ze linearni zobrazeni p: V — V
neni injektivni pravé tehdy, kdyz existuje vektor u patfici do baze « a rtizné vektory v,w € V

spliujici ¢(v) = p(w) = u.

Ukol 11 (5 bod): Dejte piiklad soustavy linearnich rovnic nad Q ve dvou proménnych z a
y s parametrem t takové, Ze pro t = 0 nemé feSeni, pro £ = 1 méa nekone¢né mnoho feseni a
pro ostatni hodnoty ¢t € QQ mé pravé jedno Feseni.

Ukol 12 (5 bodt): Dejte piiklad vektorového prostoru V a linearnich zobrazeni o, 1: V — V
takovych, Ze nejsou izomorfismy ani konstantni, a pfitom prostory ker(y), ker(¢)) a ker(¢ o ¢)
jsou izomorfni.



