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Predmluva

Tento ucebni text pokryva latku semestralntho kurzu "M3521 Geometrie 2", ktery
je zafazen jako povinny kurz bakalaiského stupné ucitelského studia matematiky.
Obsahem tohoto textu je uziti analytické metody pii studiu linearnich dtvara v
afinnim a euklidovském prostoru.

Zvolena forma vykladu latky je v podstatné mife zamétfena na aplikace vysledki z
linearni algebry, které byly probrany v prednésce z algebry. K tispésnému pochopeni
téchto skript je proto nutno zvladnout linearni algebru v rozsahu skript [Ho94| (P.
Horék, Algebra a teoretickd aritmetika I, skripta MU, Brno 1994). Predpokladame
také, Ze studenti maji alesponn minimalni znalosti stfedogkolské planimetrie a stere-
ometrie.

Na konci kazdého paragrafu jsou uvedeny fesené piiklady typické pro dany para-
graf, na zavér skript jsou pak zarazena cviceni v rozsahu dostate¢ném pro zvladnuti
probirané latky. Dalsi priklady mohou pripadni zédjemci nalézt ve shirkach prikladi
uvedenych v seznamu pouzité literatury ([Baz|, [Cub], [Kle|] a [MoT79]).

Po formalni strance je vyklad latky podan co nejpodrobnéji. Je pouzita bézna
symbolika ve shodé se skripty z linearni algebry, [Ho94|, a geometrie, [JaSe|. Pro
prehlednost textu jsou definice uvedeny v ramecku, konce dikazi, poznamek, piik-
ladti a uloh jsou oznaceny symboly [, &, O a A.
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Pouzité symboly

V textu jsou pouzity obvyklé mnozinové symboly inkluze, priniku a sjednoceni.
Z logickych symboli se kromé obvyklych symbolt konjunkce a disjunkce pouzivaji
jesté nasledujici symboly:
<, = implikace
& nutné a dostatecna podminka, tj. misto obratu "pravé kdyz"

= existen¢ni kvantifikator, tj. misto obratu "existuje"

Ostatni pouzité symboly:

R

Rn

h(A)

|4

dimV, dimA

mnozina realnych ¢isel

mnozina uspofadanych n-tic realnych ¢isel
hodnost matice A

determinant matice A (¢tvercoveé)
dimenze vektorovych a afinnich prostort
vektor

nulovy vektor

velikost vektoru

baze

repér

soufadnice vektoru u

soutadnice bodu X

sloupcova matice soufadnic vektoru u
sloupcova matice soufadnic bodu X

vektor ur¢eny body A, B

podprostor generovany vektory u,,...,u,;
skalarni soucin vektori

vektorovy soucin vektort

vnéjsi soucin vektortu

rovnobéznost

kolmost

vzdalenost podprostori

odchylka

usecka s krajnimi body A, B

stfed dvojice bodu A, B

délici pomér bodu C' vzhledem k bodium A, B
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Kapitola 1

AFINNI PROSTOR

Zakladnim pojmem celého textu bude pojem afinniho prostoru. Tento pojem a celou
geometrii vitbec budeme budovat axiomaticky, a to tak, abychom jako specialni pii-
pady obdrzeli pojmy a tvrzeni, kterd zname ze stfedoskolské geometrie. Pouzijeme
axiomatického pristupu s velmi jednoduchym systémem axiomt, pficemz budeme
vychézet z primitivnich pojmi: bod, vektor a zobrazeni pfifazujici dvéma bodim
jisty vektor.

1 Pojem afinniho prostoru

Definice 1.1. Necht A je neprazdnd mnozina, jejiz prvky nazyvame body; necht
V' je vektorovy prostor nad télesem R realnych ¢isel a dale necht 7 : Ax A —V
je zobrazeni, splhujici:

(1) Pro libovolny bod A € A a libovolny vektor u € V existuje jediny bod
B € A s vlastnosti 7 (A, B) : = AB = u.

(2) Pro libovolné body A, B,C € A plati AB + BC = AC.

Potom A se nazyva afinni prostor. Vektorovy prostor V se nazyva zaméreni
afinniho prostoru A a oznacuje se Z(A).

Je-li dim V' = n, pak fikime, Ze afinni prostor A je n-rozmérny (nebo téz dimenze
n), a piseme dim A = n (nebo oznacujeme zkracené A,,).

Je-li dim A = 1 (respektive 2, respektive 3), nazyvame afinni prostor A afinni
primkou (respektive afinni rovinou, respektive afinnim prostorem).

Poznamka 1.1. Prisné vzato, zavér pfedchozi definice neni formulovan naprosto
presné, nebot afinnim prostorem neni mnozina A, ale presnéji usporadana trojice
(A, V, 7). Pro jednu mnozinu A staéi totiz vzit jiny vektorovy prostor V', respektive
jinak definovat zobrazeni ~ tak, aby byly splnény axiomy (1) a (2), a uz dostavame
ruzné afinni prostory (viz Priklad 1.3). Protoze v8ak dale budeme vzdy hovorit
o jednom, pevném afinnim prostoru (A, V, ), posta¢i nam ponékud nepiesné, ale
mnohem strucnéjsi oznaceni zavedené v ivodni Definici 1.1. &
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Piiklad 1.1. Necht A je mnozina vSech bodt v roviné (studované na stedni skole),
necht V je vektorovy prostor vSech volnych vektort v roviné a zobrazeni ~ pfifazuje
usporadané dvojici bodu A, B volny vektor, jehoz jednim umisténim je orientované
usecka s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B. Na stfedni $kole bylo mj.
ukazano, Ze jsou splnény axiomy (1) a (2) z Definice 1.1. Dostéavame tak tedy afinni
prostor, ktery budeme nazyvat ndzornd rovina.

Analogicky lze postupovat v pripadé obycejného 3-rozmérného prostoru, stu-
dovaného na stifedni Skole. Dostavame opét afinni prostor, ktery budeme nazyvat
ndzorny prostor. Q

Piiklad 1.2. Necht A :_D>R” (tzn. roli "bodu" budou nyni hrat vektory z R™) a
necht V = R". Polozme ab = b — a, pro libovolné a,b € A = R", kde — znaci
rozdil vektori v R™. Pak plati:

(1) Pro libovolné a € A a libovolné u € V existuje jednoznacné b € A tak, ze
ab = u, konkrétné b=u+ a.

, — =

(2) Pro libovolné a, b, c € A plati ab + bc = ac.

Je zfejmé, ze timto zpusobem lze kazdy vektorovy prostor (nad télesem R) chéapat
jako afinni prostor. Hovorime pak o tzv. kanonickém afinnim prostoru. @

Piiklad 1.3. Necht A = {(ay;...;a,;1)|a; € R}; necht V je podprostor vek-
torového prostoru R™™! tvaru V = {(uy;...;u,;0)|lu; € R}. Pro dva body A =
(a1;...;a,;1), B=(by;...;b,;1) € A polozme

E:(bl—al;...;bn—an;O).

Rozepsanim se lehce ovéfi, Ze jsou splnény axiomy (1) a (2) z Definice 1.1, tzn. A
je afinni prostor, pficemz dim A = n (nebot dimV = n).

/
Poznamenejme, Ze polozime-li A§ = (ay — by;...;a, —b,;0), dostaneme rovnéz
z v v v z L ! » L v O 2
afinni prostor, pfi¢emz oba afinni prostory, tj. (A, V, ™) a (A, V, ™), jsou jisté rizné,
1 kdyz mnoziny bodi i zaméfeni jsou v obou pifipadech rovné. @

Umluva 1.1. Misto symbolu ~ pro zobrazeni A x A — V budeme podle potieby
pouzivat téz symbol — a misto AB budeme psat B — A. Axiom (2) z Definice 1.1
mé potom tvar (B —A)+ (C — B) =C — A.

Dale, pro pevné A € A definujeme zobrazeni f4 : A — V takto: fa(B) = 1@
Z axiomu (1) plyne, Ze f4 je bijekce. Existuje tedy inverzni zobrazeni f;': V — A,
pomoci néhoz definujeme zobrazeni + : A x V. — A takto: +(A,u) := A+ u =
f1'(u). Pro zobrazeni ~ a + pak plati: u = @ = B—Apravé kdyz B = +(A,u) =
A+u.

Zobrazeni + : A x V — A si muZeme jednoduse predstavit v ndzorné roviné
(Priklad 1.1). Kazdému bodu A a volnému vektoru u je jednozna¢né piirazen bod
B, ktery je koncovym bodem vazaného vektoru u s pocatkem v bodé A. &
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Poznamka 1.2. Je nutné si uvédomit, Ze zavedeni oznaceni B — A, respektive A+u,
nas nikterak neopraviuje k tomu, abychom pro pocitani s body afinniho prostoru
pouzivali libovolna pocetni pravidla, ktera plati pro se¢itani nebo odecitani readlnych
¢isel. Pii odvozovani pocetnich pravidel pro vyse zavedené zobrazeni — (respektive
+) musime disledné vychéazet pouze z axiomu (1) a (2) Definice 1.1. &

Véta 1.1. Necht A, B € A; u,v € Z(A) a necht o znaci nulovy vektor zamérent
Z(A). Pak plati:

AB—o0< A=DB:jetedy A+o—A.

1.

2. AB=_BA.

3. A+(u+v)=(A4+u)+v.

4. A—i—ng—i—y@z@:g—g.
Dikaz. 1. "«<" Podle Definice 1.1 je@—l—ﬂ = 1?4 Pri¢tenim vektoru opac¢ného
k ob&ma stranam rovnice dostavame AA = o. N

"=" Necht 1@ = o; podle predchoziho je vSak AA = o, tzn. podle axiomu (1)
jeA=0B.

2. Podle Definice 1.1 je 1@ + B—1>4 = ﬂ = o, tzn. B—1>4 = —@.

3. Necht B je bod takovy, ze @ =u a C je bod takovy, ze 1@ = u+yv, tj. podle
nasi Umluvy 1.1je B=A+uaC = A+ (u+v). Potom B? = ﬁl%—A =—-u+
(u+v) = v, neboli C = B+v. Dohromady A+ (u+v)=C=B+v=(A+u)+v.

4. A+u=B+ve (A+u)—-v=(B+v)-ve A+ (u—-v)=B+o=B <
/@ =u-—yvVv. ]

Nésledujici véta ukazuje, Ze zobrazeni — v definici afinniho prostoru by bylo
mozno nahradit zobrazenim +. V nékterych ucebnicich je mozné se s timto pfistu-
pem skutec¢né setkat.

Véta 1.2. Necht A je neprazdnd mnoZina, necht 'V je vektorovy prostor nad télesem
R redlnych cisel a necht + : A XV — A je surjektivni zobrazent, spliiujici:

(i)  Pro libovolny prvek A € A plati A=A4+u<su=o0.

(ii)  Pro libovolny prvek A € A a libovolné vektory u,v € V plati

A+(u+v)=(A+u)+v.
Pak na A je dina struktura afinniho prostoru se zamérenim V.

Dikaz. Mé&jme libovolny bod A € A a uvazujme zobrazeni +(A,—) : V — A.
Potom toto zobrazeni je bijekci. Opravdu A +u = A+v & (A+u) —u =
(A+v)-us A+(u-—u)=A+(v-u) < A=A+ (v—u) & v—u=o. Potom
inverzni zobrazeni ozna¢ime ~ (A, —) : A — V a protoze A byl libovolny, dostavame
zobrazeni 7 : A x A — V takové, ze AB = u je ekvivalentni B = A 4+ u. Toto
zobrazeni evidentné spliiuje axiom (1) Definice 1.1.
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Abychom dokézali axiom (2) Definice 1.1, ozna¢me C' = A+ (u+v) a B = A+u.
Potom z (ii) C' = B + v. Pfi naSem urceni zobrazeni ” mame AC = u+ v =

AB + BC. 0

Poznamka 1.3. Ve Vété 1.1 jsme ukazali, ze axiomy (1) a (2) pro zobrazeni ~

implikuji vlastnosti (i) a (ii) zobrazeni + a ve Vété 1.2 naopak, ze (i) a (ii) implikuji
(1) a (2). Jsou tedy tyto dvé dvojice podminek navzajem ekvivalentni a afinni
prostor bychom mohli definovat také pomoci zobrazeni +, které spliiuje axiomy (i)
a (ii). Afinni prostor tedy mizeme ekvivalentné chapat jako uspotrddanou trojici
(A, V,4), kde zobrazeni + : A x V' — A spliiuje podminky (i) a (ii). Vsude déle
budeme pouzivat obou pristupu k pojmu afinniho prostoru bez toho, 7e bychom
mezi nimi délali rozdily. &

Poznamka 1.4. Pfipomenme, ze zobrazeni 7 : Ax A — V je vidy surjektivni, tzn.
plati {1@ | A, B € A} =V (coz plyne bezprostiedné z Definice 1.1), ale obecné neni
injektivni (podle Véty 1.1 je totiz o = AA pro kazdy bod A € A). Zobrazeni ~ je
tedy injektivni praveé tehdy, kdyz A je jednoprvkova mnozina. Tuto situaci popisuje
néasledujici Véta 1.3. &

Véta 1.3. Necht A je afinni prostor. Pak plati, Ze
dim A = 0 < A je jednoprvkovd mnoZina.

Diikaz. "=" Necht dim.4 = 0, pak zamé&feni Z(A) musi byt nulovym vektorovym
prostorem, tzn. Z(A) = {o}. Necht A, B € A libovolné, pak AB ¢ Z(A), tzn.
AB = 0, odtud A = B podle Véty 1.1. Je tedy A = {A}.

"<" Necht A = {A}, pak podle Poznamky 1.4 je Z(A) = {ﬂ}, tzn. Z(A)
= {o}, a plati dim A = 0. O

Uloha 1.1. Necht A = R?® a V = R? Pro libovolné A = (ai;as;a3), B =
(by; bo; b3) € A polozme 1@ = (a1 — ba; as — bsg;az — by). Rozhodnéte, zda (A, V, )
je afinni prostor.

Reseni: Ziejmé A je neprazdna mnozina, V je vektorovy prostor a ~ je zobrazenf
A x A do V. Zbyva tedy ovérit platnost axiomu (1) a (2) z Definice 1.1.

Ad (1). Necht A = (ai;a2;a3) € A, u = (ug;us;uz) € V jsou libovolné. Hledame
bod B = (x1;x2;x3) € A, spliwjici 1@ =u. Ale 1@ = (a1 — w95 a9 — w3; a3 — X1).
Odtud plyne a1 — 2o = uy, as — x3 = Us, ag — 1 = uz, tj. r1 = az —us, To = a1 — Uy,
T3 = as — Uz, a odtud plyne, Ze bod B s uvedenou vlastnosti existuje a je jediny.

Ad (2). Necht A = (aj;az;a3), B = (by;be;b3), C = (c1;¢95¢3) € A jsou libo-
volné. Pak @%—B? = (a1 —bo;as —bs; a3 —by)+(by — co;ba — 3505 — 1) = (a3 —by+
by —Co; as—bs+by—cs; a3—by+bz—cy1). Na druhé strané AC = (a1 —co; a3 —c3;a3—c1)
a obecné 1@ + B? # 1@ , a tedy A neni afinnim prostorem. A



2. PODPROSTORY AFINNIHO PROSTORU 5

Uloha 1.2. Necht A je afinni prostor, necht A, B,C,D € A, u € Z(A). Dokaite,
Ze plati:

1. AB+CD=AD+CB.

2. A4+u)-C=(A-C)+u.

Resent: 1. E—i—@:@—kg—l-@:z@—i—(@%—ﬁ)—k@:(z@—l—
ﬁ)+(ﬁ+ﬁ):@+@.

2. Nejprve si uvédomme, Ze A + u je bod, respektive A — C' je vektor, tzn. obé
strany rovnice davaji smysl a jsou to vektory ze Z(A). Ozna¢me B = A + u, tzn.
B — A = u. Potom

(A+u)—-C=B-C=(B-A)+(A-C)=(A-C)+u. A

2 Podprostory afinniho prostoru

Zékladnim geometrickym ttvarem v afinnim prostoru, kterym se budeme v téchto
skriptech zabyvat, je afinni podprostor. V tomto paragrafu zavedeme pojem afinniho
podprostoru a budeme studovat zakladni vlastnosti a zptisoby zadani afinniho pod-
prostoru.

Definice 2.1. Necht A je aﬁn@rostor se zaméfenim V. Necht B je neprazdna
podmnozina A a necht W = {XY|X,Y € B}. Jestlize plati:

(1) W je vektorovym podprostorem ve V',

(2) pro lilﬂglny bod X € B a libovolny vektor u € W existuje bod Y € B
s vlastnosti XY = u,

pak B nazyvame afinnim podprostorem v A se zamé&fenim W (respektive podpro-
storem v A).

Poznamka 2.1. Bod Y v axiomu (2) Definice 2.1 existuje zfejmé jediny (plyne
z Definice 1.1 afinniho prostoru A). Vidime tedy, ze afinni podprostor B je sam
afinnim prostorem, pficemz jeho zaméteni Z(B) = W a zobrazeni B x B — W
pozadované v definici afinniho prostoru obdrzime jako ztzeni zobrazeni ~ : Ax A —
V' na mnozinu B x B. Je-li tedy podprostor B sam afinnim prostorem, miizeme mj.
hovorit o jeho dimenzi, pfic¢emz dim B = dim W. &

Poznamka 2.2. 7 Definice 2.1 vyplyva, Ze zatimco pro totoznost afinnich prostori
bylo nutno, aby se rovnaly uspotradané trojice

(Av Z('A)’ _>) = (A/7 Z(A,)a _>/) )

pro totoznost dvou podprostori daného afinniho prostoru staci, aby se rovnaly
mnoziny bodi. Rovnost zaméteni a totoznost prislusnych zobrazeni je jiz disledkem
Definice 2.1. &
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Poznamka 2.3. UkéZeme si, ze v Definici 2.1 afinniho podprostoru jsou nutné oba
axiomy (1) a (2). Uvazujme kanonicky afinni prostor R? (viz Piiklad 1.2). Potom:

1. Podmnozina B = {(a,0)]a € R,a # 0} C R? spliuje axiom (1), ale nespliuje
axiom (2). Opravdu, pro bod A = (a,0) a vektor u = (—a,0), bod B = A+ u #
(0,0) € B.

2. Podmnozina B = {(a,0)|a € Z} C R? spliwuje axiom (2), ale nespliiuje axiom
(1). Opravdu, W = {(a,0)|a € Z} C R? neni vektorovy podprostor, protoZe neni
uzaviena vzhledem k nésobeni realnymi ¢isly.

1. Podmnozina B = {(a,0)|a € R} C R? spliiuje oba axiomy (1) a (2) a jedn4 se
tedy o afinni podprostor (dimenze jedna). o

Véta 2.1. Necht B, B’ jsou podprostory v A. Pak
BCB = Z(B)CZ(B) adimB < dimB'.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé z Definice 2.1. ]

Definice 2.2. Necht B je podprostor v A. Je-li dim B = 0 (respektive 1, respek-
tive 2, respektive (dim.A — 1)), pak podprostor B nazyvame bodem (respektive
primkou, respektive rovinou, respektive nadrovinou) prostoru A.

Je vidét, ze zavedené pojmy primka a rovina odpovidaji vzitym stredoskol- skym
predstavam. Pojem nadrovina se na stfedni skole nezavadél, protoze v ndzorné rov-
iné je nadrovinou piimka, respektive v nazorném prostoru je nadrovinou rovina,
tedy utvary, které jiz maji své pojmenovani. Pro oznaceni piimek (respektive rovin)
budeme, kromé zavedeného oznaceni, pouzivat téz casto oznacovani malymi latin-
skymi (respektive feckymi) pismeny.

Umluva 2.1. Necht A € A je bod a W C V je vektorovy podprostor ve V. Pak
symbolem {A; W} budeme oznacovat podmnozinu v A tvaru

(AWy={A+w|lweW}. ¢ (2.1)

Véta 2.2. Necht A € A je bod a W je podprostor zamereni Z(A). Pak:
1. {A; W} je podprostor v A se zamérenim W.
2. Je-li B podprostor v A takovy, zZe A€ B a Z(B) =W, pak je
B={A;W}.

Dikaz. 1. Oznatme B = {A; W}, respektive W’/ = {WLX,Y € B'}. Ziejmé
je 0 # B' C A. Dale plati, ze W = W’ (je-li w € %pak A+w =T € B,
pricemz A € B'. Tedy w = AT € W'. Naopak, necht XY € W’'. Pak X = A 4 u,
Y = A4v, kdew,v € W. Pakale XY = XA+ AY = —utv € W). Tedy W = W
je podprostor ve V.

Déle, necht X € B, u € W’ libovolné. Pak (podle Definice 1.1 afinniho prostoru

= — —
A) existuje jediny bod Y € A s Vﬁtnosti: XY = u. Ale AY = zﬁz + XY =
B +ueW =W, tzn. Y = A+ AY € B/, a tvrzeni plati.
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2. “C" Necht X € B, pak AX € W, tzn. X = A+ AX € {A; W),
30 Nechf X € {A;W); pak X = A+ w, kde w € W. Tedy AX = w € W;
A € B, tzn. podle Definice 2.1 je X € B. H

Disledek 2.1. Necht B,B’ jsou dva podprostory v A takové, zZe Z(B) = Z(B') a
BNB #0. Potom B=5B.

Diikaz. Necht A € BN B, potom B={A;Z(B)} ={A; Z(B)} =B O

Poznamka 2.4. Z predchozi véty plyne, Ze kazdy podprostor afinniho prostoru A
je jednoznac¢né urcen zadanim dvou udaji, a to zadanim jednoho svého bodu a
zadanim svého zamd&ieni. &

Definice 2.3. Necht B, B’ jsou dva podprostory v A. Je-li BNB' # () (respektive
BNB' = 0), pak fikame, Ze podprostory B a B’ se protinaji (respektive neprotinaji).
Je-li bod A € B, pak fikime, Ze podprostor B prochdzi bodem A.

Protinani dvou podprostorti charakterizuje nésledujici duilezita véta.

Véta 2.3. Necht By = {By; Wi}, By = {By; Wa} jsou podprostory afinniho prostoru
A. Pak podprostory By, By se protinaji < B1By € W1 + Ws.

Ditkaz. “=" Nechf B, N B, # 0 a nechf A € B, N B,. Pak B A € Wy, AB, € W),
odkud BB, = BiA  AB; € W, + Wa.

“<" Necht BBy € Wy + Wy, tzn. B1By = w; + W, kde w, € Wy, w, € Wa.
Pak By +w, = By + (Bi By — w,) = (Bi+ BiBy) + (—w,) = By + (—w,) € BN By,
Tedy By N By # 0. O

Véta 2.4. Necht I je neprdzdnd indexovd mnozina, necht B;, i € I, jsou podpros-
tory afinniho prostoru A a necht B = MiciB; # (). Pak B je podprostorem afinniho
prostoru A se zaméienim Z(B) = Mie1 Z(B;).

Dikaz. Ovérime jednotlivé pozadavky z Definice 2.1. Ptedev§im, podle pred-
pokladu, je B # (. Dale ozna¢me W = {)6}|X,Y € B}. Ponévadz Z(B;) =
(XY|X,Y € By}, je zicjme W = NZ(B:) (i € I), a tedy (viz [Ho94]) W je vek-
torovy podprostor v Z(A).

Déle, nﬂt’ X € B, u € W jsou libovolné. Pak existuje jediny bod Y € A
takovy, ze XY +u. Ale X € B;, u € Z(B;), atedy Y € B;, pro kazdé i € I. Pak je
Y € B. O

Disledek 2.2. Necht M je neprdazdnd podmnoZina v afinnim prostoru A. Pak
B =nNB; (B; je afinni podprostor v A; B; 2 M)

je nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) afinni podprostor v A, ktery obsahuje
mnozinu M.
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Dikaz. Predevsim, existuje vzdy alespon jeden podprostor v A s uvedenou vlast-
nosti (totiz prostor A samotny), a tedy symbol NB; mé smysl. Podle predchozi véty
je B podprostorem v A, respektive z vlastnosti mnozinového pruniku plyne, ze B je
nejmensi podprostor obsahujici mnozinu M. ]

Definice 2.4. Necht plati predpoklady a oznaceni z predchoziho Dusledku 2.2.
Pak B se nazyva afinni podprostor v.. A generovany mnoZinou M a oznacuje se
obvykle symbolem (M ). Podprostor (M) budeme také nazyvat afinni obal mnoziny
M.

V piipadé, ze mnozina M je kone¢né, naptiklad M = {Ay, A1,..., Ax}, pak
misto ({Ag, A1, ..., Ax}) piSeme strucné (Ag, Ay, ..., Ax) a hovofime o afinnim
podprostoru generovaném body Ay, A1, ..., Ap.

Je-li podprostor (Ag, Ay, ..., Ax) k-rozmérny, pak body Ao, A;, ..., Ax nazyvame
body v obecné poloze.

Poznamka 2.5. Je-li specialné mnozina M podprostorem, pak ziejmé (M) = M,
jinak je vzdy M C (M). Ptimo z definice je rovnéz ziejmé, ze lezi-li vice nez (k+1)
bodi v néjakém k-rozmérném prostoru v A, pak tyto body nemohou byt v obecné
poloze.

Vezmeme-li napiiklad za prostor A afinni nazorny prostor (viz Piiklad 1.1) a je-li
M = {Ay, A1, Ao}, pak (M) muze byt bud bod (je-li Ay = A; = As) nebo piimka
(lezi-i Ag, A1, As na jedné primce) nebo rovina (nelezi-li A, A, A2 na jedné piimce).
V poslednim piipadé jsou body Ag, A1, As v obecné poloze, kdezto v predchozich
dvou pripadech nikoliv. &

Véta 2.5. Necht k > 0 je celé ¢islo a Ay, Ay, ..., A € A. Pak plati

(Ao, Av, .oy Ag) = {Ais L(A Ao, AiAy, - AiAy) }
pro libovolné i =0,1,--- k.

Dikaz. Oznacme B = {A;; L(m7 o ,M)} Zrejmé Ay, ..., Ay € B, tzn. pak
(Ag,...,Ax) C B, odkud podle Véty 2.1 je Z({Aqg,...,Ax)) € Z(B). Naopak,
ziejmé Z(B) = L(m, . ,M) C Z((Ao,-..,Ax)), a tedy oba podprostory maji
stejné zameéreni a navic se jisté protinaji. Podle Disledku 2.1 pak plati dokazovana
rovnost. [

Disledek 2.3. V libovolném k-rozmérném podprostoru v A lze nalézt (k+ 1) bodi
v obecné poloze.

Dikaz. Necht B = {B; W} je k-rozmérny podprostor v A. Je-li k = 0, pak tvrzeni
trivialné plati (bod B sam je v obecné poloze). Necht tedy k > 1 anecht w,, ..., w,
je baze zaméreni W. Pak dle Véty 2.5 body B, B+wy, ..., B+w, (kterych je k+1)
generuji B, a jsou tedy v obecné poloze, nebot dim B = k. [
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Definice 2.5. Necht s je prirozené ¢islo a By, Bs, . . . , B jsou podprostory afinniho
prostoru A. Pak podprostor (B; U By --- U Bs) nazyvame souctem (spojenim)
podprostori By, B, . .., Bs a oznacujeme ho By + By + - - - + B,.

Poznamka 2.6. Uvédomme si dobfe, Ze mnozinové sjednoceni koneé¢ného poctu
podprostoru afinniho prostoru A nemusi byt obecné podprostorem v .A. Pfedstavme
si napiiklad v afinnim nazorném prostoru (viz Ptiklad 1.1) dvé rizné rovnobézné
primky. Pak jejich mnozinovym sjednocenim jisté neni podprostor. 7 nazoru je
ziejmé, ze souctem téchto dvou primek bude rovina, ktera obé primky obsahuje. Na
druhé strané, uvazime-li v nazorném prostoru pevnou pirimku a dale rovinu, ktera
tuto primku obsahuje, pak mnozinové sjednoceni téchto dvou podprostori je rovno
jejich souctu, kterym je dané rovina. Obecné o urceni a dimenzi sou¢tu libovolnych
dvou podprostoru afinnfho prostoru hovofi nasledujici véta. &

Véta 2.6. Necht By = {By; Wi}, By = {Bq; W} jsou afinni podprostory v A. Pak:
—
]. Bl+62:{B1,W1+WQ+L(BlBg)}
dim (W, + W- e-li By N B
2 dim(® gy = { ROV el BB, 0
d1m(W1 + WQ) +1 je-lZ Bl N 82 = @
% .
Dikaz. 1. Oznacme B = {By;W; + Wy + L(B1Bs)}. Potom ziejmé plati By =
—
B, + BB, € B.
Bezprostrednim rozepsanim se ovéii, ze B O By UB,. Déle necht C je podprostor
v A takovy, ze C 2O By U By. Pak podle Véty 2.1 je Wy, W, C Z(C) a navic B; By €
Z(C), tzn. L(B1By) C Z(C). Tedy je Wi + Wa + L(B1Bs) € Z(C), odkud jiz
dostéavame, ze B C C.
Tedy B je nejmensi podprostor obsahujici By U By, neboli B = By + Bs.
. 4 ——
2. Je-li By N By # (), pak podle Véty 2.3 je BiBy € Wi + Ws, tzn. L(B1Bs) C
W1 + WQ, odkud pak W1 + W2 + L(BlBg) = W1 + WQ.
—
Je-li By N By = (), pak podle Véty 2.3 je 0 # By By ¢ W1+ W, odkud dostavame
(W1 + Ws) N L(ByBy) = {o}. Uzitim véty o dimenzi sou¢tu a priniku vektorovych
podprostori dostavame: dim(B; + By) = dim((Wy + Wa) 4+ L(B1Bs)) = dim(W; +

Uloha 2.1. Necht A je 4-rozmérny kanonicky prostor (viz Pitklad 1.2) a necht
By = {B1; W1}, By = (Ap, A1, Ay, A3) jsou podprostory v A, pri¢emz:
Ao = (L =L 1;1), Ay = (2:0;151), Ay = (0 —1; 1;0), As = (1;0; 1;0),
By = (1;1;1;2); Wy = {(x1; 29; x3; 24) |21 = 0,23 = 0}. Potom:
1. Zjistéte, zda body Ag, A1, A, A3 jsou v obecné poloze.
2. Rozhodnéte, zda se podprostory By, By protinaji.

3. Naleznéte soucet B; + B, a urcete jeho dimenzi.
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Resent: 1. Podle Véty 2.5 je dim By = dim L(AgAy, AgAs, AgA3). Ale (viz Piiklad
1.2) AgA; = (1;1;0;0), AgAs = (—1;0;0;—1), ApA3z = (0;1;0;—1). Nyni staci
matici, v jejichz fadcich jsou uvedené vektory, prevést na schodovity tvar. Tedy

110 0 110 0
-1 00 -1 ~ [0 1 0 —1] odkud ihned plyne, ze dim By = 2,
010 -1 000 O

a tedy body Ag, A1, A, A3 nejsou v obecné poloze.
2. Bazi W jsou napiiklad vektory: u; = (0,1,0,0), u, = (0,0,0,1), respektive

bazi Z(B,) jsou podle 1. ¢asti tlohy napiiklad vektory AgA;, AgAs. Podle Véty
.. b e P 1. ST ..

2.3 staci nyni overit, zda B1Ag € Wi + Z(By) nebo nikoliv. K tomu zfejmé staci

pouze prevést matici, v jejichz radcich jsou zapsany vektory béaze Wy, baze Z(Bs) a
—_— _p . , .«

vektor BjAg, na schodovity tvar. Lze-li pravu provést tak, ze nakonec vektor By Ag

prejde v nulovy vektor, pak By Ay € Wi + Z(Bs), v opa¢ném piipadé nikoliv. Ale

BlAg = (O, 2, 0, 1), tzn.

010 0 1100 1100
000 1 0100 0100
110 of fooo1f _foo0oo01
-1 0 0 -1 0101 000O0]
020 1 0201 0000

a tedy By, By se protinaji.

Poznamenejme, Ze pii apravé predchozi matice na schodovity tvar je nejprak-
tiCtéj8i napsat vektor By Ag do matice az jako posledni, oddélit jej napiiklad vodor-
ovnou ¢arou a pii provadéni tprav jej stdle ponechavat v matici jako posledni fadek.

3. Podle Véty 2.6 a vypoc¢tem provedenym ve 2. ¢ésti tlohy ihned dostavame, ze
napiiklad By + By = {By; W}, kde W = L(m,gl,QQ), pricemz plati, Ze dim(B; +
By) =dim W = 3. A

3 Afinni repér, afinni souradnice

Pripomenme, Ze s pojmem souiadnic jsme se setkali v algebte, pti studiu vektorovych
prostort. Je-li totiz V' vektorovy prostor a systém vektori # = (e,...,e,) je
bazi V, pak libovolny vektor u € V' lze jedinym zptsobem vyjadfit jako linearni
kombinaci vektoru této baze, tzn. ve tvaru

u=uwue +- - +ue,. (3.1)

Usporadanou n-tici koeficient (ug;. .. ;u,) pak nazyvame soufadnicemi vektoru u
v bazi #. Baze tedy urcuje bijekci V na R™ a pfi ztotoznéni vektoru u s uspota-
danou n-tici jeho souradnic budeme psat u = (ug;. .. ;u,). Abychom mohli pouzivat
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zkracenych maticovych zapisti, budeme sloupcovou matici tvofenou souradnicemi
Uy

vektoru u v bazi # oznacovat symbolem u, tzn. (u) =
Up

Déle, je-li ' = (d,,...,d,) dalsi baze vektorového prostoru V' a plati

d; = aije, +agje, + - +ag;e,, proj=1,....n,

pak matice A = (a;5), tj. matice, v jejichz sloupcich vystupuji souradnice vektort
d,,...,d, vyjadiené v bazi 4, se nazyva matici piechodu od bize % k bazi %’.

Definice 3.1. Necht A je afinni prostor, dim.A > 1, necht P € A je pevny
bod a necht (ey,...,e,) je baze zaméfeni Z(A). Afinnim repérem (nebo afinnim
souFadnicovgm systémem) v A rozumime systém

%= (P;e,,...,e,). (3.2)

Bod P se nazyva pocdtek a vektory ey, ..., e, se nazyvaji zdkladni vektory afinniho
repéru (3.2).

Piimky z; = {P; L(e;)} se nazyvaji osy afinnich souradnic (nebo souradné osy
afinntho repéru).

Obr. 3.1
Uvazujme bod X € A a afinni repér (3.2). Potom existuje jedina usporadana
n-tice redlnych cisel x;, i =1, ..., n, spliujici
PX = r1€ + -+ xn€,, (3.3)

nebo ekvivalentné
X=P+xie,+---+u,8,. (3.4)
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Definice 3.2. Necht # = (P;e,...,e,) je afinni repér v.A a X € A je bod.
Usporadané n-tice redlnych ¢isel z;, i = 1,. .., n, spliwjici (3.3), se nazyva souiad-
nicemi bodu X v afinnim repéru # (nebo afinnimi souradnicemi bodu X vzhledem
k repéru % ).

Souradnicemi vektoru u € Z(A) v afinnim repéru (3.2) nazyvame soutad-
nice vektoru u v bazi (e,,...,e,), tzn. uspofadanou n-tici realnych ¢isel u;,
i=1,...,n, spliujici (3.1).

Umluva 3.1. Vzhledem k jednoznacnosti vyjadieni (3.1) a (3.3) jsou soufadnice
bodu i vektori v daném afinnim repéru uréeny jednoznacné, a tedy dva body (re-
spektive vektory) maji stejné souradnice pravé tehdy, kdyz jsou si rovny. Tohoto
faktu budeme nyni c¢asto vyuzivat v tom smyslu, Ze pii studiu pojmi a zejména
feSeni tloh, které jsou nezavislé na volbé afinniho repéru v A (a téch bude drtiva
vétsina), budeme pracovat se soufadnicemi bodu (respektive vektori) v néjakém
pevném afinnim repéru a nebudeme muset zadéavat, jak konkrétné afinni prostor A
vypada.

Zaved me tedy tuimluvu, Ze v dalsim (nebude-li vyslovné feceno jinak) budeme
stale predpokladat, ze v A je zadan pevny afinni repér (3.2), v némz budeme soufad-
nice viech bodu (respektive vektora) vyjadfovat. O

Umluva 3.2. Afinni repér tedy uréuje bijekci A, na R™ a pii ztotoznéni bodu
X € A, (respektive vektoruu € Z(A,)) s usporadanou n-tici jeho soufadnic budeme

psat X = [xy1;...;x,] (respektive u = (u;...;u,)). Abychom mohli pouzivat
il
zkracenych maticovych zapisti, budeme oznacovat (X) = | : | (respektive (u) =
T,
Uy

) sloupcovou matici tvofenou soufadnicemi bodu X (respektive vektoru u)
Unp
vzhledem k repéru #. O
Umluva 3.3. V afinnim prostoru dimenze dva, tj. v afinni roving, budeme zpravidla
afinn{ soufadnice bodi oznacovat X = [x;y] a pFislusné osy souradnic budeme nazy-
vat osa x a osa y.
Podobné v afinnim prostoru dimenze tii budeme zpravidla afinni souradnice bodi
oznacovat X = [z;y; 2| a prislusné osy soufadnic budeme nazyvat osa x, osa y a osa

2. O

Nyni uvedeme nékolik jednoduchych dusledki, které bezprostiedné vyplyvaji z
predchozi Definice 3.2 a které budeme v dalsim velmi ¢asto (jiz bez odkazu) pouzivat.
Predevsim je ziejmé, Ze pocatek P mé vSechny soutradnice rovny nule, tzn. P =
[0;...;0], nebot PP =0 = 0e; + --- + Oe,. Déle necht X,Y € A jsou libovolné
body, pricemz

X =[z1;..5x], Y =[y;.. 50
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—

Vime, ze body X,Y je jednozna¢né uréen vektor XY =Y — X € Z(A). Hledejme
 soutadn X7 = XP + FY = Y - PR

nyni soufadnice tohoto vektoru. Ale XY = XP+ PY = PY — PX =ye;, +--- +

yne, — (x1€,+ -+ x,e,) = (11 —x1)e; + -+ (Yo — Tn)e,,. Je tedy

—
XY =Y -X =1 —21;...;Yn — Tn) - (3.5)
Je-li déle u = (uy;...;u,) € Z(A) vektor, pak je ziejmé XY = u pravé kdyz
Y1 — X1 = U, ...,Yn — Ty = U,. Jinak Feceno
Y=X+usey=z+u, proi=1,...,n. (3.6)

Poznamka 3.1. Z (3.5) a (3.6) vyplyva, zZe vlastnosti zobrazeni + a —, které jsme
popsali ve Vété 1.1, odpovidaji pii prechodu k afinnim soutadnicim pfesné vlastnos-
tem operaci s¢itani a odecitani usporadanych n-tic redlnych ¢isel. &

V dalsi ¢asti tohoto paragrafu budeme studovat vzajemny vztah soutadnic jed-
noho pevného bodu (respektive vektoru) vzhledem ke dvéma riaznym afinnim repérim
v prostoru A. Necht tedy v A jsou dany dva afinni repéry

%I: <Pl;§&7"'72;7,>7 (3-8)
pricemz P’ = [by;...;b,] je souradnicové vyjadieni bodu P’ vzhledem k repéru #
a A = (a;;) je matice pfechodu od baze (ey,...,e,) k bazi (€},...,€],) zaméTeni

Z(A), tzn. plati

n

/ .
€ = E a;;€; proj=1,...,n.
i=1

Konec¢né, necht X € A je pevny bod, pricemz X = [z1;... ;x,] vzhledem k repéru
/

%, respektive X = [x];...; 2] vzhledem k repéru #’.

Obr. 3.2
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P1i tomto oznaceni plati
PX = T1€) + -+ Tne,y,
/ !/ AN
PX:$1§1++$n§n,
/
PP =bie; +-- -+ bre,.
Po dosazeni za g}, j=1,...,n, dostavame
n n
P/X 0 /
=Ty @;j1€; + +r + Ty, Ain€; -
i=1 i=1

Pritom zfejmé plati ﬁ = PP'+ P'X (viz Obr. 3.2), odkud po dosazeni a upraveni
je

rie,+ -+ x,e, =bie,+---+bre,

n n
+ (Z ale;> €, + -+ (Z CL,@JJS) e, -
j=1 j=1

Z jednoznacnosti tohoto vyjadieni, porovnanim koeficienti u e;, ¢ = 1,..., n, nyni
dostavame
ry = CL11$/1 + CL12£L‘/2 + -+ (Ilnl’% + bl s
(3.9)
Ty = Q%)+ Qpaxh + - 4 appxl, + by, .

Rovnice (3.9) miizeme strucné zapsat ve tvaru
n
xj:Zajixg—i—bj, jzl,...,n, (310)
i=1

respektive, pouzijeme-li maticového zépisu, pak
(X)=AX")+ B, (3.11)

kde sloupcova matice (X’) je tvofena souradnicemi bodu X vzhledem k repéru %’
a sloupcova matice B je tvorena soufadnicemi bodu P’ vzhledem k repéru #.

Podobng, je-li u € Z(A)vektor, pficemz u = (uy;...;u,) vzhledem k repéru %,
respektive u = (u};...;ul) vzhledem k repéru #’, pak (jak bylo odvozeno v algebte,
[Ho94|) stejnym zptsobem dostavame

U = apul 4 anpuy + -+ apu,
(3.12)
Up = 6Lnlull + anQU/Q +--+ annufn )
respektive, pouzijeme-li maticového zépisu, pak
(u) = A(u'), (3.13)

kde sloupcova matice (u’) je tvofena souradnicemi vektoru u vzhledem k repéru #’.
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Definice 3.3. Rovnice (3.10) a (3.11) (respektive rovnice (3.12) a (3.13))
nazyvame transformacni rovnice pro soufadnice bodu (respektive vektorii) pfi pre-
chodu od repéru (3.7) k repéru (3.8).

Matice A se nazyva matice piechodu od repéru (3.7) k repéru (3.8).

Poznamka 3.2. Pokud bychom potiebovali vyjadiit soufadnice vzhledem k repéru
(3.8) (tj. "carkované") pomoci soufadnic vzhledem k repéru (3.7) (tj. "necéarko-
vanych"), pak sta¢i jednoduse v maticovych rovnicich (3.11) (respektive (3.13)) obé
strany vynésobit zleva matici A~! (ktera musi existovat, nebot matice pfechodu A
je vzdy regularni, jak vime z algebry, [Ho94|) a dostaneme
(X') = A"HX) — A™'B, respektive (0') = A~ (u), (3.14)
a je tedy matice A~! matici pfechodu od repéru (3.8) k repéru (3.7).
Z predchoziho déle vyplyva, Ze zadanim (3.7) a (3.8) je jednozna¢né urcena

matice A a &isla py,...,p, spliujici transformaéni rovnice (3.9) a (3.12). Velmi
jednoduse lze ukazat, ze naopak, zadame-li afinni repér (3.7), regularni matici A
(fadu n) a &isla py, ..., p,, pak existuje pravé jeden afinni repér (3.8) v A, tak, ze
plati (3.9) a (3.12). &

Poznamka 3.3. Oznac¢ime-li bijekci A,, na R™ uréenou repérem % (respektive %’)
symbolem f (respektive f’), pak transforma¢ni rovnice pfechodu pro souradnice
bodu od repéru # k repéru £’ muzeme chapat jako zobrazeni R™ na R"™, které je
dano slozenim f o (f’)~! podle nésledujictho diagramu

Rn

A, o

Uloha 3.1. Ve 3-rozmérném afinnim prostoru Az jsou dany afinni repéry # =
(P;ey,e5,e5) a 2’ = (P';€),€,,€;) a déale jsou dany transformaé¢ni rovnice pro
soufadnice bodu pii prechodu od repéru # k repéru 2’

r =237 —4y + 5+ 2,
y=22 -3y + 2,
=31 -5y — 2 —1.

NapiSte transformacni rovnice pro soufadnice bodu a transformacni rovnice pro
soufadnice vektoru pii prechodu od repéru 2’ k repéru %.
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Reseni: Matice prechodu A ma v nasem piipadé tvar

3 —4 5
A=12 -3 1
3 =5 —1

Nyni (nékterou z metod odvozenych v algebie) spo¢teme inverzni matici A~!. Dostaneme

-8 29 —11 2 -5
At=1-5 18 —7|, aodtud A*- (0] =|-3],
1 -3 1 1 1

a podle (3.14) muZeme piimo psat vysledné transformaéni rovnice pii prechodu od
repéru 2’ k repéru %, a to

(i) pro soutadnice bodu (ii) pro soutradnice vektoru
¥ =-8r+4+29y —11z+5, u] = —8uy + 29uy — 1lug,
y =—-br+18y— T7z+3, uh = —buy + 18uy — Tusg,
7= r—3y+ z2—-1, uhb = u; — 3us + us. A

4 Orientace afinniho prostoru

V tomto paragrafu se struéné zminime o pojmu orientace afinnfho prostoru A,.
Studium tohoto pojmu pfevedeme na tivahy o zaméteni Z(.A,,) afinniho prostoru A4,
(tzn. na uvahy o vektorovych prostorech). Takovyto obrat, jak uvidime, budeme
v riznych souvislostech pomérné ¢asto pouzivat. Zabyvejme se tedy nejprve bazemi
n-rozmérného (realného) vektorového prostoru V,.

Definice 4.1. Necht

B={€e,...,e,), (4.1)

)’ En

B'=(e],...,€e) (4.2)

) =n

jsou baze vektorového prostoru V;, (nad R). Béaze (4.1) a (4.2) nazveme souhlasné
(respektive nesouhlasné), je-li determinant matice prechodu od béze (4.1) k bazi
(4.2) ¢islo kladné (respektive zaporné).

Déle, na mnoziné vSech bazi prostoru V' definujeme relaci ~ takto:
B~ B' pravé kdyz 8, %' jsou souhlasné baze.

Poznamka 4.1. Vzhledem k tomu, ze matice pfechodu od jedné baze k jiné béazi
prostoru V,, je regularni, musi byt jeji determinant rizny od nuly (tzn. je bud
kladny nebo zaporny) a predchozi definice je korektni. Nasledujici véta si blize
vSimne pravé definované relace ~. &
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Véta 4.1. Relace ~ je relaci ekvivalence na mnoziné vsech bazi vektorového prostoru
Vi a rozklad M [~ piislusny ekvivalenci ~ md dvé tiidy.

Dikaz. Nejprve ukdzeme, Ze ~ je relaci ekvivalence na mnoziné vSech béazi prostoru
V.. Ale reflexivita ~ plyne z toho, ze matici pfechodu od baze (4.1) k bazi (4.1) je
jednotkova matice E,, pficemz |E,| = 1 > 0. Symetri¢nost relace ~ plyne z toho,
7e je-li A matici piechodu od baze (4.1) k bazi (4.2), pak A~! je matici pfechodu
od baze (4.2) k béazi (4.1) a plati [A7!] = ﬁ. Jsou tedy determinanty |A| a |47
bud oba kladné nebo oba zaporné. Transitivita relace ~ pak plyne z Cauchyovy
véty o soucinu determinanti. Tedy ~ je skutecné relaci ekvivalence.
Nyni nalezneme pocet t¥id rozkladu M /~. Uvazme bézi
B" = (—ej,€,,...,€,) (4.3)

» En

a ozna¢me symbolem A (respektive B, respektive C') matici pfechodu od béze (4.1)
k bazi (4.2) (respektive od baze (4.2) k bazi (4.3), respektive od béaze (4.1) k bézi
(4.3)). Z algebry vime, ze plati C' = A - B, tzn. podle Cauchyovy véty je pak

[Cl=14]-B]. (4.4)

Ale zejmé |C| = —1 (ovéite rozepsanim!), tzn. baze (4.1) a (4.3) nepatii do jedné
tfidy rozkladu M/~ a tedy rozklad M/~ ma alespon dvé t¥idy. Necht (4.2) je
libovolna béaze prostoru V,,, ktera nepatii do jedné tfidy rozkladu M/~ s bazi (4.1).
Pak je |A| < 0 a ze vztahu (4.4) plyne, ze musi byt |B| > 0, tzn. baze (4.2) patii
do jedné tfidy s bazi (4.3), odkud plyne, Ze rozklad M/~ ma pravé dvé tiidy. [

Definice 4.2. Orientaci vektorového prostoru V,, rozumime prohlaseni jedné z t¥id
rozkladu M/~ (tj. tiid bazi prostoru V,,) za kladnou a druhé za zépornou.

O dané bazi vektorového prostoru V,, pak fikdme, Ze je kladnd (respektive zd-
pornd), lezi-li v kladné (respektive zaporné) tiidé rozkladu M /~.

Orientaci afinniho prostoru A,, budeme rozumét orientaci jeho zaméfeni Z(A,,).
Afinni prostor se zadanou orientaci budeme nazyvat orientovanym afinnim pros-
torem.

Poznamka 4.2. Afinni prostor mé ziejmé dvé mozné orientace, pficemz orientace
je jednoznac¢né ur¢ena napiiklad prohldsenim jedné konkrétni baze zaméreni Z(.A4,,)
za kladnou bazi. Mame-li orientovat dany afinni prostor, pak zalezi zcela na nasi
liboviili, kterou z bazi zaméreni Z(A,) prohlasime za kladnou. Jakmile tak vSak
ucinime, pak je jiz kazda z bazi Z(A,) bud kladné nebo zaporna (coz lze zjistit
vypoc¢tem determinantu patfiéné matice prechodu). &

Uloha 4.1. V orientovaném vektorovém prostoru R* jsou dany dvé baze
(u;, 4y, 43, 1,), respektive (v, vy, vy, vy).

Zjistéte, zda jsou tyto baze souhlasné ¢i nesouhlasné orientovany. Pritom:
w = (328 —11), uy = (1; 1;5;7), ug = (1;1;9;7), uy = (131555 4);
vy = (25=3:5:4), vy = (5, =T:9:6), vy = (L, =1;2;1), vy = (2 47;2).
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Reseni: élohu je mozno Tesit piimo uzitim definice, tj. nalezenim matice pfe-
chodu od jedné baze ke druhé a vypoctem jejiho determinantu (coz v nasem piipadé
vyzaduje TeSeni 4 systému linearnich rovnic o 4 neznamych a vypocet jednoho de-
terminantu 4. fadu a je tedy dosti pracné).

Vyhodnéjsi bude uvazit kanonickou bézi e; = (1;0;0;0), e, = (0;1;0;0), e5 =
(0;0;1;0), e, = (0;0;0; 1) prostoru R* a zjistit, zda obé& zadané baze jsou s touto bazi
souhlasné ¢ nesouhlasné orientovany, odkud jiz ihned plyne odpovéd na pivodni
otazku (vyhoda spociva v tom, Ze obé piislusné transformacéni matice miZzeme
okamzité psat, a je tedy v tomto pripadé nutné pocitat pouze dva determinanty
4. fadu). Dostaneme

31 11 6 8 -9 —12

2 1 11 . 6 -6 —9
859 51— —12 < 0, respektive 3 _4 ¢ gl = 9>0,
—11 7 7 4 -2 -3 4 6

odkud méame vysledek: baze (u;,u,,u;,u,) a (vy, vy, vy, v,) jsou nesouhlasné ori-
entovany. A

5 Souradnicové vyjadreni podprostoru

Pripomenme, ze vSude dale v tomto textu predpokladame, Zze v afinnim prostoru
A,, n>1, je pevné zadan afinni repér

%= (P;e,...,e,), (5.1)

pri¢emz souradnice vSech bodi, respektive vektort, jsou vyjadfovany vzhledem k
tomuto afinnimu repéru.

Véta 5.1. Necht B, = {B; W} je podprostor v A, necht # = (uy,...,u;) je bize
jeho zameéreni W. Necht X € A, je bod. Pak X € By, pravé kdyz existuji redlnd
cisla ty, ..., ty tak, Ze

X =B+t +- -+t (5.2)

Je-li navic X = [z1;...52,], B=[b1;...;b,], w; = (w5 .. un), 1 <i <k, pak
(5.2) lze psdt ve tvaru

1 = b +tun+ -+ g,
To = by +tiug + -+ truo,

) (5.3)
Tp = bn + tlunl + -+ tkunk .

Dikaz. Tvrzeni véty je zfejmé, nebot podle Definice 2.1 afinntho podprostoru je
X € B BX € W. Rovnice (5.3) pak plynou ihned z (3.5). O
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Definice 5.1. Vyjadieni (5.2), respektive (5.3), se nazyva parametrickym
vyjddienim (rovnicemi) podprostoru By. Redlna Cisla ty, . ..ty se nazyvaji parame-
try bodu X .

Ma-li podprostor By, parametrické vyjadieni (5.2), pak budeme téz psat

By=X=B+tu + -+,
a soustavu rovnic (5.3) budeme zkrécené zapisovat ve tvaru

Poznamka 5.1. Podprostor B, C A, je sam afinnim prostorem dimenze k a
soustava (B;u,...,u;) je afinnim repérem v By. Parametry t,,...,t; jsou potom
afinnimi souradnicemi bodu X € Bj, vzhledem k tomuto repéru. &

Véta 5.2. Necht By, = (Ao, A1, ..., A, kde A; = [ay; .. ani], i =0,1,... Kk, jsou
body v obecné poloze. Pak X = [xy;...;2,] € By prdvé kdyZ existugi redlnd cisla
to,t1,...,ty tak, Ze plati:

r1 = toaro +tiar + - + tragg,
Ty = loago + trag + - + tragy,

(5.4)
Ty = tlopo +tiap + - + tpang,

Dikaz. Podle Véty 25Je Bk = {Ao, L(A()Al, SN ,A()Ak)}, pfléemZ Vektory A()Al, . 7A0Ak
jsou podle predpokladu bazi zaméteni podprostoru By. Uzitim predchozi Véty 5.1
dostaneme

X6[5’(:):101-:ai0+t1(ai1—aio)+---+tk(aik—ai0), 1<:1<n&
Sri=1—t— —tp)ap+tian + - +lag, 1 <i<n,

Oznacime-li tg =1 —t; — - -+ — t;, dostavame tvrzeni véty. O
Oznaceni. Vztahy (5.4) budeme v dalsim struéné zapisovat ve tvaru

Uvédomme si dobfe, Zze timto oznaCenim jsme nezavedli zaddnou novou operaci

"linedrni kombinace bodu", ale, ze jde pouze o symbolicky, zkraceny zapis vztahu
(5.4), coz je celkem n rovnic v oboru realnych ¢isel. O
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Definice 5.2. Vyjadreni (5.4), respektive (5.5), se nazyva afinni kombinace bodi
Ag, Ay, .oy Ay
Je-li & = n, budeme soustavu (Ag, Ay,...,A,) (n+ 1) bodd v obecné poloze

~

nazyvat bodoviym repérem v A,,. Cisla tg,tq,...,t, takova, Ze
X:t0A0+t1A1++tnAn, t0—|—+tn:1,

se nazyvaji barycentrické souradnice bodu X vzhledem k bodovému repéru

(Ao, Ay, ..., Ay). (5.6)

Poznamka 5.2. Afinni kombinaci bodt miuZzeme definovat i pro body, které nej-
sou v obecné poloze. Koeficienty v afinni kombinaci bodu maji také fyzikalni vyz-
nam. Uvazujeme-li hmotnou soustavu o celkové hmotnosti jedna takovou, ze veskeréa
hmota je soustfedéna pouze do konecného poc¢tu bodu A;, i =0,1,...,k, tak, ze v
bodu A; je hmotnost o velikosti ¢; (pfipoustime také zdporné hodnoty), pak bod

T=tAo+ 1A+ +tAx, to+-+th=1,

je tézistém této hmotné soustavy. Specidlné, je-li v kazdém bodu soustavy stejna

vvorv

trojuhelnika AABC' (respektive ¢tyituhelnika ABCD) ve tvaru

1 1
T:§(A+B+C’), (respektive T:Z(A+B+C’—I—D)).

Stejné vzorce plati i v prostoru pro vypocet tézisté trojuhelnika nebo ¢tyfsténu.

Priklad 5.1. V 3-rozmérném afinnim prostoru A; je dana p¥imka p dvéma body
A=[2-11], B=[-101]. Pak p = {A; L(AB)}, kde AB = (—3;1;0) a para-
metrické vyjadieni pfimky p je napiiklad tvaru p =X = A + t/@ , neboli

r= 2-3t,
z= 1

coz je vyjadreni znamé ze stfedni skoly. Podle Véty 5.2 lze pfimku p téz vyjadrit ve
tvaru p = X = t1A+ 1B, t1 + ty = 1, neboli

x—2t1—t2,
P = y:—tl, kdet1+t2:1. Q
Z = t1+t2,
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Definice 5.3. Necht je dana soustava linearnich rovnic nad R

a1 + ap®s + - +apr, = by,
(5.7)
171 + apaTy + -+ Gty = by,
kde a;;,b; € R, jejiz matici soustavy ozna¢me A = (a;;). Bod X = [z1;...;2,] €

A, nazveme fesenim soustavy (5.7) pravé kdyz usporadané n-tice redlnych ¢isel
(x1;...;2,) je FeSenim soustavy (5.7).

Z vlastnosti feSeni soustav linearnich rovnic (viz [Ho94|) vime, Ze rozdil dvou
feSeni soustavy (5.7) je feSenim zhomogenizované soustavy

a1 Ty + apre + - +aypr, = 0,
: (5.8)

Ap1T1 + 2T + +++ + AppTy — O,

k soustavé (5.7). Jsou-li tedy body X = [x1;...;2,), Y = [y1;...;yn) € A, TeSenim
soustavy (5.7), je vektor XY = (y1 — x1;...;9yn — ) € Z(A,,) TeSenim homogenni
soustavy (5.8). Vime, ze mnozina vsech feSeni soustavy (5.8) tvori vektorovy prostor
W v R"™, pro jehoz dimenzi plati dimW = n — h(A), a s vyuzitim bijekce mezi R"
a Z(A,), ktera je dana afinnim repérem (viz Paragraf 3), mizeme mnozinu vsech
feseni homogenni soustavy (5.8) povazovat za jisty podprostor zaméfeni Z(.A,,).

Vsude dale v tomto textu budeme feSeni soustavy (5.7) interpretovat jako body
n-rozmérného afinniho prostoru A, a feseni zhomogenizované soustavy (5.8) budeme
interpretovat jako vektory zaméieni Z(A,,).

Véta 5.3. Necht (5.7) je tesitelnd soustava linedrnich rovnic a necht hodnost mat-
ice soustavy h(A) = r. Pak mnoZina vsech bodi z A,, které jsou FeSenimi (5.7),
tvoti (n — r)-rozmérny podprostor B = {B; W} afinniho prostoru A,, kde B je libo-
volné pevné Fesent (5.7) a zaméreni W je rovno podprostoru feSent zhomogenizované
soustavy (5.8).

Dikaz. Ozna¢me M mnozinu vSech bodu z A, které jsou FeSenimi (5.7). Staci
dokézat mnozinovou rovnost M = B, nebot tvrzeni o dimenzi plyne z toho, jaka je
dimenze feseni soustavy (5.8).

Inkluze B C M plyne opét z vlastnosti feSeni soustav linearnich rovnic, totiz
soucet TeSeni (5.7) s FeSenim (5.8) je FeSenim (5.7). Naopak, necht X € M je
libovolné feSeni (5.7). Pak existuje w = BX, tj. w € W, které je feSenim (5.8), a
tedy X = B+w € B. ]

Véta 5.4. Necht B je k-rozmérnij podprostor v n-rozmérném afinnim prostoru A,,
pricemz k < n. Pak existuje soustava (n — k) linedrné nezdvislych linedrnich rovnic
o n nezndmijch takovd, Ze mnozina jeho teSeni je rovna prdve B.
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Dikaz. Necht B = {B; W}, pficemz B = [by;...;b,]|. Z algebry vime, Ze existuje
soustava (n — k) linearné nezavislych homogennich rovnic

a1y +---+ A1 Ty, = 0,

Ap—k,1T1 +e Qp—fknln = 0 >
jejiz mnozina feseni je rovna W. Oznac¢me
ailbl+ai262+"'+ainbn:Ci7 i:1727"'an_k7
a uvazme soustavu nehomogennich rovnic

a1y A+ AT, = C1,
(5.9)
Ap—k,121 +--- Ap—kndn = Cn—k,

které jsou ziejmé linearné nezavislé. Tato soustava je vSak fesitelna (napiiklad B je
jejim feSenim), tzn. podle Véty 5.3 mnozZina feSeni (5.9) tvoii podprostor B’ v A,

jehoz zaméfeni je rovno W. Ale B € B, tzn. B' = {B; W} = B. O
Definice 5.4. Soustavu linearnich rovnic (5.9) nazyvame neparametrickym (nebo
téz obecnym) vyjadienim (rovnicemi) podprostoru B a oznacujeme

anry  +eoc+ G, = Cr,
B=
\ An—k,171 + e+ Up—knTn = Cn—k,
nebo
anry +---+ A1nTn —C1 =0 s
B =
\ An—k,101 +oot Ak n®n —Cp—k = 0.

Poznamka 5.3. 7Z Vét 5.3 a 5.4 plyne, ze kazdé Tesitelna soustava linearnich rovnic
o n neznamych jednozna¢né urcuje jisty podprostor afinniho prostoru A4,, avsak
naopak, dany podprostor ma vice (zfejmé dokonce nekonecné mnoho) neparamet-
rickych vyjadieni.
Daéle je tfeba si dobre uvédomit, Ze rovnice vystupujici v neparametrickém vyjadient

podprostoru B pozadujeme linearné nezavislé, tzn. je jednoznacné dan jejich pocet,
z néhoz muzeme mj. ihned urcit dimenzi B. V pfipadé, Ze je soustava zavisla,
urcuje sice podprostor, ale tuto soustavu nechapeme jako neparametrické vyjédient,
které je tvoreno teprve maximélnim poctem libovolnych nezavislych rovnic, které z
ni muzeme vybrat. &
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Véta 5.5. Podprostor B afinniho prostoru A, je nadrovinou pravé kdyz jeho nepara-
metrické vyjadreni md tvar

B=aix1+ asxs + -+ apx, = a,
kde alespom jeden z koeficienti a;, i = 1,...,n, je nenulovy.

Dikaz. B je nadrovina < dimB = n — 1 < soustava (5.9) man — (n — 1) =
rovnici uvedeného tvaru, kterou budeme nazyvat rovnici nadroviny B.

[ =

Poznamka 5.4. Z Véty 5.5 a z (5.9) plyne, Ze kazdy k-rozmérny podprostor v A
muzeme chapat jako prunik jistych (n — k) nadrovin. &

Pro vétsi ndzornost popisme nyni explicitné vyjadieni podprostort pro netriv-
ialni podprostory nejjednodussich afinnich prostort — roviny (tj. dim.A = 2) a
3-rozmérného prostoru (tj. dim.A = 3). Dostavame:

1. Primka p v roviné:
Parametrické vyjadreni: p=X=A+tu,
kde u # o.
Neparametrické vyjadieni: p = ax + by + ¢ =0,
kde a #0V b # 0.
Afinni obal bodi: p=X=t1A+ 1B,
kde A # B, t; +t; = 1.
2. a: Rovina p v prostoru:
Parametrické vyjadient: o=X=A+tu+rv,
kde u, v jsou linedrné nezavislé.
Neparametrické vyjadieni: p=ax +by+cz+d =0,
kdea #0Vb#0Vc#0.
Afinni obal bodi: p=X=t1A+t:B+1t3C, kde A, B,C
jsou v obecné poloze a t| + ty + t3 = 1.
b:  Piimka p v prostoru:
Parametrické vyjadreni: p=X=A+tu, kdeu+#o.

L ar+by+cz+d=0
Neparametrické vyjadieni: p = ,
ex+ fy+g9gz+h=0

kdeh(a b C) =2
e fyg
Afinni obal bodu: p=X=tA+ 1B,
kdeA;«éB, t1+t2: 1.
Vsimnéme si, ze v parametrickém vyjadieni podprostoru a ve vyjadreni podpros-

toru jako afinniho obalu bodu nehraje roli dimenze celého prostoru. Ta se projevi
pouze pii rozepsani do souradnic.
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Poznamka 5.5. Ve sbirkdch piikladi z matematiky se pomérné ¢asto miizeme
setkat s kanonickymi rovnicemi primky ve 3-rozmérném prostoru ve tvaru

r — aq Y — Qs Z — asg

p
Uy U2 us

Jedna se pak o pfimku prochazejici bodem A = [ay;as; as] se smérovym vektorem
u = (ug;ug;uz). Toto vyjadieni je nutno brat jen jako formalni zépis, protoze ve
jmenovatelich nékterych zlomkt muze byt i nula. Parametrické rovnice piimky se
odtud ur¢i okamzité. Neparametrické rovnice dostaneme tak, Ze si vybereme vSechny
dvojice zlomkii, citatele vynasobime do kiize jmenovateli a po prevedeni na jednu
stranu dostaneme nehomogenni souatvu linearnich rovnic

U X — ULY 4+ urag — usa; =0,
usx — U2 + Uura3 — uza = 0,

Uy — Uz + Ugaz — ugag = 0.

Tako soustava rovnic mé hodnost 2, takze libovolné dvé linearné neyavislé rovnice
urcuji obecné vyjadieni piimky p. &

P1i feSeni tloh je nutno casto prevadét jeden typ zadani podprostoru na druhy.
Prevadéni podprostoru urc¢eného body na parametrické zadani a naopak je zfejmé z
dikazu Véty 5.2.

Pro urceni obecnych rovnic podprostoru, ktery je ur¢en body v obecné poloze,
mame vice moznosti. Prvni spo¢iva v tom, Ze do obecné rovnice nadroviny (viz
Véta 5.5) dosazujeme soufadnice bodi. Pro koeficienty nadroviny tak dostaneme
soustavu homogennich rovnic a souradnice vektorti z baze feSeni soustavy potom
tvoii koeficienty matice obecnych rovnic daného podprostoru. Druhy zptsob je
disledkem néasledujici véty.

Véta 5.6. Necht v afinnim prostoru A, je dino (k + 1) bodi v obecné poloze,
1 <k<mn, A = lapn;...;am], 0 = 0,1,...,k. Pak bod X = [x1;...;x,] lezi v
podprostoru B = (Ag, A1, ..., Ag) pravée kdyzZ hodnost

T o ... XI1 1
agr Qo2 ... Qon 1

hl . . .| =k+1
a1 Aag2 ... Qagp 1

Dikaz. Podle Véty 2.5 je B = {Ao; L(AoAy, ..., AcAr)}. Pak X € B & existuji
ti, ...,k GRZAQX :t1AOA1++tkAoAk ~

Tr1 —Qaor ... Tp — Qop

aix —aopr --- Q1p — Aon
S h . ) k<

a1 —apr ... Qgp — Qon
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1 —Qpr ... Typ — Qop 0
aijp —Qor ... Qip — Qop 0
& h | =Eke
ag1 — Gp1 ... Qgp — Gop 0O
1 —Qygr ... ITp — Aop 0 Ty ... Ip 1
o1 .. QAon, 1 apr ... Qon 1
< h| A —aor --. G1p — Qpp 0 :k+1<:>h al ... Qin 1 —
a1 — Qo1 ... Qgpp — Qop 0 A1 ... Qgp 1
=k+ 1. [

Z Véty 5.6 nyni vyplyva, Ze vSechny determinanty z ¢tvercovych submatic radu
(k + 2), které vybirame z matice ve Vété 5.6, jsou nulové. Stacéi vybrat (n — k)
submatic takovych, aby soustava linearnich rovnic, kterou dostaneme spoctenim de-
terminant, byla nezavisla. Specialné pro nadrovinu dostaneme nasledujici dusledek.

Disledek 5.1. Necht v n-rozmérném afinnim prostoru A, je ddno n bodi v obecné
poloze B; = [bj;...;bw), i = 1,...,n. Pak bod X = [x1;...;x,] leZi v nadroviné
N = (By,...,B,) pravé kdyz

Ty ... x, 1
b ... b 1
. =0, (5.10)
bt or b 1

Dikaz. Uvazime-li, Zze hodnost uvedené matice je rovna n, pak tvrzeni dusledku
plyne pifimo z Véty 5.6 pro k =n — 1. O

Poznamka 5.6. Vyjadreni (5.10) pouzivame s vyhodou v praktickych piikladech
pri hledani neparametrického vyjadieni nadroviny urcené n body v obecné poloze,
tzn. napfiklad pfimky v roviné, zadané 2 body, respektive roviny v 3-rozmérném
prostoru, zadané 3 body, atd. &

V praxi se nejcastéji setkdme s nutnosti prevést parametrické vyjadieni zadaného
podprostoru na neparametrické a naopak. Prevadéni z neparametrického vyjadient
na parametrické je popsano v dilkkaze Véty 5.3. Nalezneme jedno konkrétni reseni
soustavy (5.7) a dostaneme bod. Béze feseni zhomogenizované soustavy potom tvoii
bézi zaméreni.

Opacny postup od parametrického zadani k neparametrickému je pracnéjsi. Prvni
zptsob byl popsan v algebte (viz [Ho94| a dikaz Véty 5.4) a spo¢iva v nalezeni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic, jejiz feSeni zndme. Konkrétné uvazujeme ho-
mogenni soustavu, jejiz matice je tvorena soufadnicemi bazovych vektori zaméreni
daného podprostoru. Baze feSeni této soustavy je tvorena (n — k) vektory. Jestlize
uvazujeme homogenni soustavu, jejiz matice je tvorena témito bazovymi vektory,



26 1. AFINNI PROSTOR

dostaneme soustavu, jejimz TeSenim je zamétfeni daného podprostoru. Dosazenim
soutfadnic daného bodu do této homogenni soustavy obdrzime prislusné pravé strany
hledaného neparametrického vyjadreni.

Druhy zpiisob spociva ve vyluCovani parametrii v soufadnicovém zadani (5.3).
U podprostoru vyssich dimenzi je ale tato metoda pracna a snadno dojde k chybé.
Existuje ovSem moznost, jak postupovat systematicky. Rovnice (5.3) pfepiseme do
tvaru

tiug + - F U — 1 +b1 = 0,
t1u21+"'+tku2k — X9 +b2 = 0,
tlun1+"'+tkunk _xn+bn = 07
ktery chapeme formalné jako soustavu linearnich rovnic pro neznamé tq,...,t,
T1,...,T, s matici
U1 ... Uk —1 0 ... 0 b1
U21 U2k 0 —1 0 bQ
Upl .. Upk 0O 0 ... —1 b,
Protoze jsou vektory u,,...,u; linearné nezavislé a £ < n, docilime radkovymi

upravami matice pred prvni svislou ¢arou toho, aby poslednich (n — k) fadkt bylo
nulovych. Potom koeficienty za prvni ¢arou v téchto fadcich jsou koeficienty obec-
nych rovnic daného podprostoru.

Uloha 5.1. V afinnim prostoru A, je zadan (parametricky) podprostor

B=X=B+tu+tyv,
kde B =[1;2;—2;0], u = (1;0;0; —1), v = (0; —1; —1; 2). Naleznéte neparametrické
vyjadreni B.

Resent: Ztejmé dim B = 2, tzn. jde o rovinu v 4-rozmérném afinnim prostoru a
neparametrické vyjadieni B sestava z 4 — 2 = 2 linearné nezavislych rovnic. élohu je
mozno fesit bud pifimym vylou¢enim parametri (coz vSak casto byvéa dosti pracné
a nepiehledné) anebo aplikaci dikazu Véty 5.4. Predvedeme nyni obé metody.

(i) Vylouceni parametrii. Parametrické rovnice jsou

€Ty = 1+ tl )
B= T — 2 _tQ,
T3 = —2 — 12,
Ty = —tl +2t2
Tomu odpovida matice
1 0 -1 0 0 0 1
0 -1 0O -1 0 0 2
0 —1 0O 0 -1 0 -2
-1 2 0O 0 0 -1 0
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0 -1 0 -1 0 0 2
0 0 0 1 -1 0 —4
0 0 -1 -1 -1 -1 1
a odtud dostavame obecné rovnice
To — —4=0,
B = 27"
$1+ZE2+1’3+I4—1:O.

(ii) Aplikace dikazu Véty 5.4.
a) Nalezneme nejdiive homogenni soustavu, jejiz mnozina feSeni je rovna
zaméieni Z(B). Souradnice vektori u a v jsou koeficienty v homogenni soustavé
X1 — T4 = 0 ) r1 = Ty,
—
—x9 — T3+ 224 =0, Ty = —X3 + 224,
jejiz baze teSeni je dana napiiklad vektory w, = (0;—1;1;0), w, = (1;2;0;1).
Vezmeme-li souradnice vektori w; a w, jako koeficienty homogenni soustavy, dostaneme
soustavu
—X9 + X3 =0 s
1 + 279 +x4=0,
jejimz reSenim je zaméreni B.
b) Vypocet pravych stran provedeme dosazenim soutadnic bodu B za neznamé

do homogenniho soustavy ziskané v a); dostaneme: ¢; = —2—2 = —4, ¢y = 144 = 5.
Vysledek je potom napftiklad
— 2o+ =4,
B= 2 A

l’l—f-QIQ +x4 = 5.

Uloha 5.2. V afinnim prostoru A4 je zadan (neparametricky) podprostor B. Naleznéte
parametrické vyjadieni podprostoru B, je-li

Ty —Ty—T3+1wy =1,
B= Ty :67
372—21'3 =0.

Resent: Ztejmé dim B = 4 — 3 = 1, tzn. jde o pfimku ve 4-rozmérném afinnim
prostoru. Resime tak, ze volné neznamé v dané soustavé (jejichz pocet je roven
dim B) zvolime za parametry a vypoctem zbyvajicich neznamych dostévame pak
hledané parametrické vyjadreni. Zde napiiklad x3 =t, xo = 2t, 1 = 1 + 29 + 3 —
x4y = =5+ 3t, x4 = 6, odkud

1’1:—5+3t,
= 2t

BE T2 ) YA
T3 = t,

Ty = 6.
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Poznamka 5.7. Volba afinniho repéru (5.1) a pomoci ného pak moznost para-
metrického, respektive neparametrického, vyjadieni podprostori v daném afinnim
prostoru 4, ndm umoziuje Fesit jednotnym zpisobem geometrické tlohy v A,,, bez
ohledu na to, jak konkrétné afinni prostor A4, vypadé. Staéi si pouze vyjadiit (nebo
mit zadany) potfebné body a vektory pomoci afinnich soufadnic a pak pouzivat
znalosti o pocitani ve vektorovém prostoru R"™ tak, jak je zndme z algebry. To je
obecny princip analytické metody v geometrii, kterou budeme vétsinou pii FeSeni
prikladi pouzivat. %

Uloha 5.3. V 5-rozmérném afinnim prostoru As jsou dany dva podprostory B; =
{By; L(uy,uy,u5)}, By = {Bs; L(v,,v,)}. Naleznéte prunik B, NB, a soucet B+ B,
je-li By = [2;0; —1;3;4], u; = (1;1;0;150), uy = (0;1;2;0; —1), uy =(1; -1;0; 1; 3),
By =[1;1;2;1;1], v; =(1;—-1;3;0;3), v, =(1;0; 1;0; 1).

Resent: (i) Pro prunik By N By plati, ze X € By N By pravé tehdy, kdyz

X = By +tiu; + thu, + t3uy
a soucasné

X = By +t4v; +15v,,
odkud porovnanim dostaneme

—
tiu; + touy + tsus — t4vy — t5vy = BBy,

coz po rozepsani do soufadnic dava soustavu péti nehomogennich linearnich rovnic
o péti neznamych, kterou fesime napiiklad Gaussovou metodou

1 0 1 -1 -1 —1 10 1 -1 -1 1
1 1 -1 1 0 1 01 -2 2 1 2
0o 2 0 -3 -1 3l ~--~100 1 -1 0 —1
1 0 1 0 0 -2 00 0 1 1 -1
0o -1 3 -3 -1 -3 00 o0 0 0 0

Vidime, Ze soustava je TeSitelna, mé jednu volnou neznamou (napiiklad t5), a tedy
B1N By je 1-rozmérny podprostor, tzn. piimka. Polozime-li t5 = ¢, pak ty = —1—t (je
ziejmé, Ze k vyjadreni By N By staci znat bud ty4, t5 nebo ¢y, i, t3 a ostatni neznamé
neni tfeba pocitat) a méame:

X=By+(~-1—-t)v, +tvy, = (B2 —v)) +t(vy —vy).

Prinikem B; N B, je tedy piimka uréena bodem (By — v;) = [0;2;—1;1; 2] a
vektorem v, — v, = (0;1; —2;0; —2).

(ii) Pro soucet By + By je tieba vypocitat pouze zaméfeni souctu By + By. Podle
Véty 2.6 je Z(B; + BQ)—:>W1 + Wy + L(Bl—B;), pricemz vSak z (i) vime, ze By, By
se protinaji, tzn., ze B1By € Wi + W,. Tedy Z(B; + Bs) je generovano vektory
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v jejiz Tadcich tyto vektory vystupuji. Tedy zde

1 101 O 1101 0
0 12 0 -1 0120 -1
1 -101 3|~--~]10040 1
1 -1 3 0 3 0004 3
1 010 1 0000 O

Vysledek: soucet By + By = {By; W}, kde baze W je tvorena napiiklad vektory
(1;150;1;0), (051;2; 0; 1), (0;0;4;0; 1), (0;0;0;4; 3). A

6 Vzajemna poloha podprostori
Zékladni ulohy, které jsou fesitelné v afinnim prostoru, jsou takzvané polohové tlohy.

V tomto paragrafu se budeme zabyvat vzajemnou polohou podprostori a vyfesime
nékteré typické polohové tlohy.

Definice 6.1. Necht B;, B, jsou podprostory afinniho prostoru A. Je-li Z(B)
C Z(Bs) nebo Z(By) C Z(By), pak podprostory By, By nazyvame rovnobézné a
znacime By || Bs.

V opa¢ném pripadé (tzn. Z(Bi) € Z(B2) A Z(Bz) € Z(B)) iikame, Ze By, By
nejsou rovnobézné, a piseme By }f Bs.

Véta 6.1. Necht By, By jsou podprostory afinniho prostoru A. Pak:
1. Blng - Bl || Bg,
2. Bl || Bg — Bl g Bg nebo Bg Q Bl nebo Bl N 62 = @ .

Dikaz. 1. By C By — Z(Bl) - Z(Bg) = B || Bs.

2. Dokazeme sporem. Necht By || By a necht By € Bo A By & By ABi N
By # (). Potom napiiklad Z(B;) C Z(Bs) a existuje bod A € By N By. Pak ale
By ={A;Z(B1)} C {A; Z(By)} = Bs, coz je ve sporu s predpokladem. Analogicky
se dostaneme do sporu v piipadé Z(Bz) C Z(By). Tedy 2. plati. O

Véta 6.2. Necht B je k-rozmérny podprostor afinniho prostoru A,; necht A €
A, je bod. Pak bodem A prochdzi prdvé jeden k-rozmérny podprostor By, ktery je
rovnobézny s B.

Dikaz. FEzistence: Ziejmé podprostor By = {A; Z(B)} spliuje tvrzeni véty.
Jednoznacnost: Necht By je podprostor spliwjici: A € By, By || B a dim By =
dim B = k. Chceme dokazat, ze By = By. Ale je Z(Bs) C Z(B) nebo Z(B) C Z(B,),
pficemz dim Z(Bs) = dim Z(B), tzn. musi byt (viz [Ho94]) Z(By) = Z(B). Pak ale
B, = {A;Z(B)} = B. L
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Disledek 6.1. Necht By, By jsou dva k-rozmérné rovnobéziné podprostory, které se
protinagi. Pak By, By jsou totozZné.

Dikaz. Tvrzeni je bezprostfednim disledkem predchozi Véty 6.2. [

Poznamka 6.1. Pojem rovnobéznosti podprostort tak, jak jsme ho definovali v Definici
6.1, je ponékud obecnéjsi nez rovnobéznost chapana intuitivné v nézorné roviné.
Predevsim z Definice 6.1 vyplyva, ze bod (0-dimenzionalni podprostor) je rovnobé&zny
s libovolnym podprostorem. Dale z Véty 6.1 vyplyva, ze i podprostory, které jsou v
inkluzi (jeden podprostor je podprostorem druhého), jsou rovnobézné. O

Véta 6.3. Necht B=byx1+---+b,x, =b,C=crx1+--+cpx, = ¢ jsou nadroviny
v afinnim prostoru A,. Potom

B || C < 3 redlné cislo A # 0 tak, Ze by = A¢;, i =1,...,n.
Dikaz. Podle predpokladu je dim Z(B) = dim Z(C). Pak B | C < Z(B) = Z(C) <

rovnice: byjx1 + -+ by,x, =0 a cizy + -+ - + c,xr, = 0 maji stejné mnoziny teSeni
< d nenulové cislo A takové, ze b; = A¢;, i =1,...,n. O

Definice 6.2. Dva podprostory By, By afinniho prostoru A se nazyvaji
a) riznobéiné, jestlize By Jf Bo a B1 N By # 0,
b) mimobezné, jestlize By }f Bo a Bi N By =1().

Poznamka 6.2. 7 predchozich dvou definic logicky vyplyva, Ze pro libovolné dva
podprostory v A, musi nastat pravé jedna ze ti¥i moznosti: jsou rovnobézné, jsou
riznobézné, jsou mimobézné. Pritom ziejmé podprostory, které jsou totozné, re-
spektive v inkluzi, jsou specidlnim pripadem rovnobéznych prostorii.

Vyse uvedené véty o rovnobéznych podprostorech je mozno bez problémi ilus-
trovat v nazorné roviné nebo v nazorném prostoru, tzn. v situacich rozebiranych
na stfedni skole. Ve zbytku tohoto paragrafu budeme studovat nékteré vlastnosti
riznobéznych a mimobé&znych podprostori. Ziskanym vysledkim je mozno ve vétging
pripadu (ale ne vzdycky!) opét dat nazorny stredoskolsky vyznam. &

Véta 6.4. Necht By, By jsou mimobézné podprostory v A,. Pak
1 <dimB;, dimBy <n—2.

Dikaz. By, By jsou mimobé&zné, tzn. musi byt (Z(By) N Z(By)) C Z(Bs), odkud
(viz [Ho94|) dim(Z(B1) N Z(B)) < dim Z(Bsy). Je tedy

Odtud a podle Véty 2.6 (&ast 2) dostavame dim(B;+8By) = dim(Z(By)+Z(By)) +1 =
Tedy n > dim(B; + B) > dim B; + 2, odkud dim B; < n—2. Analogicky dostaneme,
7ze dim By < n — 2.

Zbytek tvrzeni, tzn. 1 < dim By, dim By, je ziejmy, nebot 0-rozmérny podpros-
tor, tj. bod, je vzdy rovnobézny s jakymkoliv jinym podprostorem. ]
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Poznamka 6.3. Z piedchozi Véty 6.4 vyplyva, ze v afinnim prostoru A, kde
dimA = 0,1,2, zddné mimobézné podprostory neexistuji. O mimobé&znych pod-
prostorech mé tedy smysl uvazovat pouze v piipadech, kdy dim A > 3. Pfitom, je-li
dim A = 3, pak mimobéznymi podprostory mohou byt pouze dvé piimky, respektive
je-li dim A = 4, pak mimobé&Zznymi podprostory mohou byt dvé piimky nebo dvé
roviny nebo pfimka a rovina.

Z posledni tvahy je patrno, ze ve vice nez tfirozmérnych afinnich prostorech
obecné selhavaji nase vzité ndzorné predstavy, které jsme si prinesli ze stfedni skoly.
V téchto situacich, kdy uz neni mozné se opirat o nazor, je pak tfeba vychazet ze
solidni znalosti algebry, predevsim kapitol o vektorovych prostorech a soustavach
linearnich rovnic. &

Véta 6.5. Necht N je nadrovina, B je libovolny podprostor v A. Pak:
1. N a B jsou bud rovnobézné nebo riznobéiné.
2. Jsou-li N' a B riznobézné, pak dim(N N B) =dim B — 1.

Dikaz. 1. Tvrzeni je pfimym dusledkem Véty 6.4.

2. Necht N a B jsou riznobé&né, pak Z(B) € Z(N), tzn. je Z(N) + Z(B) =
Z(A), odkud dim(Z(N) + Z(B)) = dim A = n. Podle Véty 2.4 je dim(N N B) =
dim(Z(N)NZ(B)) = dim Z(N)+dim Z(B)—dim(Z(N)+Z(B)) = n—1+dim Z(B)—
n=dmB — 1. O

Véta 6.6. Nechl je dina primkap = X = A+tu, kde u = (uq;. .. ;u,) a nadrovina
N =aiz1 + -+ apx, = a v afinnim prostoru A,, n > 2.
Pak p a N jsou rovnobéziné (respektive riznobézné) pravé kdyz plati

ajuy + -+ -+ azu, =0 (respektive # 0).

Dikaz. p || N & Z(p) CZ(N) < ue Z(N) & ajup+- - -+ayu, = 0, nebot podle
Véty 5.3 je Z(N) rovno mnoziné vech Feseni homogenni rovnice a1+ - - -+ a, 2, =
0.

Podle Véty 6.4 viak p a N mohou byt pouze rovhob&Zné nebo rtiznob&zné, tzn.
druha ¢ast tvrzeni je pak logickym disledkem 1. ¢asti. O]

Véta 6.7. Necht By = {B1; W1} a By = {Bg; Wa} jsou dva podprostory v A. Pak:
1. BiCB,VB,CB, < W,CW,VW,CW, BByeW +W,.
2. B | BoABNBo=0 o W,CWoVWsCWi, BBy¢ W+ W
8. By, By jsou riznobéiné < Wy & Wo AWy & W, m c Wy + Ws.
4. By, By jsou mimobéiné < W, Q Wo N W,y Q Wi, Bl—B; ¢ Wy + Ws.

Dikaz. Tvrzeni véty je disledkem Definice 6.1 a Véty 2.3. [

Véta 6.8. Necht By = {B1; W1} a By = {Bg; Wa} jsou dva podprostory v A. Pak:
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1. Bl - Bg V BQ - Bl = d1m(W1 + Wy + L(BlBg>> =

= max(dim Wy, dim W5).
2. Bl || Bg N Bl N BQ - @ <~ d1m(W1 + Wg) == max(dim Wl, dim Wg),
3. By, By jsou riznobéiné < dim(W; 4+ W) > max(dim Wy, dim Ws),
4. By, By jsou mimobézné < dim(W; 4+ Ws) > max(dim Wy, dim Ws),

Dikaz. Pro rovnobézné podprostory je Wy 4+ Wy rovno vétsimu z podprostora Wy
nebo Wy. Odtud je dim(W; + Ws) = max(dim Wy, dim W5). Pro nerovnobézné
podprostory je Wi 4+ W, ostie vétsi nez jednotlivé podprostory Wi nebo W, a proto
je dim(W; 4+ Wa) > max(dim Wy, dim Ws).
Pro podprostory s neprazdnym priinikem je ZTB; € Wi+ Ws, a odtud dim(W; +
Wy + L(ETBZ)) = dim(W; + Ws). Pro neprotinajici se podprostory je dim(W; +
Tvrzeni je nyni disledkem Véty 6.7. [

Disledek 6.2. Necht p = X = A+tu je piimka a B = {B; W} je podprostor v A,
dimB > 1. Pak:
I pCB o wABeW.
2. p||BApnB=10 & geW,f@géW.
3. p, B jsou riznobéiné < ué¢W, AB e L(u) +W.
4. p,B jsou mimobéiné < ué¢ W, AB ¢ L(u)+ W.

Dikaz. Tvrzeni je pfimym disledkem Véty 6.7. [

Poznamka 6.4. Pro praktické vypocty je vyhodnéjsi preformulovat tvrzeni pred-
choziho Disledku 6.2 do nasledujiciho tvaru (ten je zfejmé ekvivalentni s ptivodnim
a je disledkem Véty 6.8):

1. pCB & dim(W + L(u) + L(AB)) = dim W.
2. p|BApNB=0 < dim(W + L(u)) = dim W,
dim(W + L(u) + L(AB)) = dim W + 1.
3. p,Bjsourtznobézmé <« dim(W + L(u)) =
— dim(W + L(u) + L(AB)) = dim W + 1.
4. p,B jsou mimob&zné <  dim(W + L(u) + L(zﬁ)) =dimW +2. $
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Disledek 6.3. Necht p = X = A+tu, g = X = B+ tv jsou dvé primky v A.
Pak plati:

1. p=gq & dim(L(g,y,zﬁ) =1
planpng=10 & dimL(u,v) = 1,dim L(u,v, AB) = 2.
< dim L(u,v) = dim L(u, LE) =2.

2
3. p,q jsou riznobézné
4. p,q jsou mimobéiné < dim L(u,v, E) =3.

Dikaz. Tvrzeni plyne bezprostfedné z predchozi poznambky:. O

Poznamka 6.5. Ptredchozi disledek popisuje vSechny mozné pripady vzajemné
polohy dvou piimek v afinnim prostoru A. Je tfeba si uvédomit, Ze vysledek je
castecné zavisly na dimenzi celého prostoru A (ziejmé napiiklad v afinni roviné, t;.
pro dim A = 2 nemuze nastat piipad 4). V nasledujici vété rozebereme analogicky
vSechny mozné piipady vzajemné polohy dvou rovin v A a na zavér pak vySetfime
tlohy o tzv. prickach mimobéznych piimek. Pritom budeme pouzivat nasledujici
terminologii:

Rekneme, Ze dvé mimobézné roviny maji spole¢ny jeden smér, jestlize prunik
zameéteni té€chto rovin ma dimenzi 1.

Rekneme, Ze piimka p = {A;L(u)} je rovnob&ma s vektorem w (# o), je-li
w € L(u), tzn. jsou-li vektory u, w linearné zavislé. &

Véta 6.9. Nechl p = X = A+ tiju, +tu,; 0 = X = B+ 51V, + 52V, jsou dvé
roviny v A. Oznacme k = dim L(u,,u,,v,,v,), | = dim L(u,, u,,v,,v,, AB). Pak:

1. 0,0 jsou totozné &S =2,

2. ollonono=10 & k=21=3.
3. 0,0 jsou riuznobéiné a maji spolecnou primku < k=1=3.

4. 0,0 jsou ruznobézZné a maji spolecny jeden bod & k=1=4.

5. 0,0 jsou mimobéziné a maji spolecny jeden smér < k=3, 1=4.
6. 0,0 jsou mimobézné a nemaji spolecny Zadny smér < [ =25.

Diukaz. Z algebry vime, ze L(u;,u,) + L(v,,V,) = L(u;,u,,v,,V,) a dale, Ze
dim L(uy, 1y, vy, vy) +dim(L(uy, u,) N L(vy, vy)) = dim Ly, u,) 4+ dim L(vy, v,) =
4. Navic, podle Véty 2.3 se roviny o, o protinaji pravé kdyz AB € L(u;,u,y, vy, V).
Nyni jiz muzeme odvodit jednotliva tvrzent:

"1." o, 0 jsou totozné < L(uy,u,) = L(vy,Vv,) /\z@ € L(uy,uy,vy,vy) &1 =2.

"2" o |lonoNo #0 < L(u,uy) = L(vy, Vo) ANAB ¢ L(ug,uy) < k=2,1=3.

"3." 0,0 jsou ruznobézné a maji spole¢nou piimku < AB € L(u,,u,,v,,v,) a
dim(L(uy, uy) N L(vy,v,)) =1 & k=1=3.

"4." o, 0 jsou ruznobézné a maji spoleény pravé jeden bod <
& AB € L(uy,uy,v,,v,) adim(L(u,uy) N L(vy,v,)) =0 k=1=4.

"5." p,0 jsou mimobé&zné a maji spoleény smér < AB ¢ L(u;,u,,v,,v,) a
dim(L(uy, uy) N L(vy,vy)) =1 k=3,1=4.
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"6." 0,0 jsou mimobé&Zné a nemaji spole¢ny zadny smér < zﬁ ¢ L(uy,u,,
vy, Vy) a dim(L(uy, uy) N L(vy, vy)) =0 1 =5. O

Poznamka 6.6. Predchozi Véta 6.9 popisuje vSechny mozné piipady vzajemné
polohy dvou rovin v afinnim prostoru A. Vidime, Ze dvé roviny nemohou byt mi-
mobézné v prostoru dimenze 3. Teprve ve Ctyfrozmérném afinnim prostoru mohou
byt dvé roviny mimobézné, ale musi mit spole¢ny smér. V prostoru dimenze 5
mohou byt dvé roviny mimobéZzné a nemusi mit spoleény smér. &

Definice 6.3. Necht p, ¢ jsou mimobé&zné piimky (mimobézky) v A. Pak pfimka
r, kterd je rtiznobézna s primkou p i g, se nazyva pricka mimobéZek p, q.

Poznamka 6.7. Je ziejmé, Ze o mimobézkich v A muZeme hovorit pouze tehdy,
je-li dim A > 3. Dale, jsou-li p = {A;L(u)}, ¢ = {B; L(v)} mimobézky v A, pak
sou¢tem obou piimek (ve smyslu sou¢tu podprostori) je

p+q= {A;L(u,z,z@)},

coz je 3-rozmérny podprostor v A a je ziejmé, ze kazda piicka r = {C;L(w)}
mimobézek p,q musi lezet v tomto 3-rozmérném podprostoru(p + ¢), tzn. musi
platit

rC(p+q), weL(uv,AB).

Nyni rozebereme dvé zakladni tlohy o prickach mimobézek. &

Piiklad 6.1. Necht p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)} jsou mimobézky v A, necht
w € L(u,v, AB) je nenulovy vektor. Naleznéte pticku r mimobézek p, g, ktera je
rovnob??na s vektorem w.

Resent: Necht p¥itka r protina pifmku p v bodé P a piimku ¢ v bodé Q (viz
Obr. 6.1).

Obr. 6.1
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Pak
P=A+zu;, Q=B+yv
a k vyTeSeni ulohy staci nalézt ¢isla x,y. Podle pfedpokladu existuji redlna cisla
a, b, c,d tak, ze plati

ﬂ:ag—l—by—i-cfﬁ, ]ﬁ:dﬂ, d=#0
Ale 1@ = P—fl—kz@%—@ = —m_l—l—/@—kyyapo dosazeni dostavame
—xg+@+yz=adg+bdy+cd/@+yz,

odkud

(ad 4+ x)u+ (bd — y)v + (cd — 1)1@ =o0.
7 linearni nezavislosti vektori u, y,ﬁ plyne x = —ad, y = bd, cd = 1, odkud
vzhledem k tomu, Ze plati ¢ = 0 < w € L(u,v), dostavame nésledujici vysledek:

(i) Je-li w € L(u,v), pak tloha nema FeSeni.

(ii) Je-li w ¢ L(u,v), pak tloha ma jediné FeSenf, kde z = —2, y = 2 a hledan4
piicka je r = {P; L(PQ)}. V)
Piiklad 6.2. Necht p = {A; L(u)}, ¢ = {B;L(v)} jsou mimobézky v A, necht
M € p+ q je bod. Naleznéte ptricku » mimobézek p, q, ktera prochazi bodem M.

Reseni: Necht pricka r protind p¥imku p v bodé P a pfimku ¢ v bodé @ (viz
Obr. 6.2).

Obr. 6.2

Pak
P=A+zu, Q=B+yv

a k vyTeSeni ulohy staci nalézt ¢isla x,y. Podle pfedpokladu existuji redlna cisla
a, b, c,d tak, ze plati

m:ag—l—by—l—cfﬁ, m:d@.
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Ale]@:m—hﬁvLBﬁ:—xg—%ﬁ—l—yy. Dale
m:ﬁ+m:mg—daﬁg+d@+dyy,
odkud porovnanim
ag+by+c@:(x—dx)g+dyy+dﬁ,

tzn.

(a—z+dr)u+ (b—dy)v+ (c—d /ﬁ—o

7 linearni nezévislosti vektort u, v, E pak plyne

a—z(1—d)=0, o(1— ) = a
b—dy=0, = ’
ye="b,

c—d=0,

odkud dostéavame néasledujici vysledek:

(i) Je-li ¢ = 0, b = 0, pak bod M € p a tuloha ma nekonetné mnoho FeSent,
pricemz z = a, y je libovolné.

(i) Je-li ¢ =0, b # 0, pak piimka ¢ je rovnob&Zna s rovinou ur¢enou bodem M
a piimkou p a tloha nemé feSeni.

(iii) Je-li ¢ = 1, a = 0, pak bod M € ¢ a tloha méa nekoneéné mnoho fesent,
pricemz x je libovolné, y = b.

(iv) Je-li ¢ =1, a # 0, pak pfimka p je rovnobé&zna s rovinou uréenou bodem M
a piimkou ¢ a tloha nemé reSeni.

(v) Je-li ¢ # 0, 17 tj. ve vSech ostatnich pfipadech, mé uloha jediné feSeni,
plicemz x = * C,y— Q@

Poznamka 6.8. Pro dobré pochopeni iloh o mimobézkach je nutné umét si pred-
stavit, respektive znazornit nebo vymodelovat, jednotlivé mozné situace pro piipad
n = 3 v afinnim nazorném prostoru.

Déle poznamenejme, Ze pro feSeni konkrétnich tiloh o prickdch mimobézek neni
tfeba si nazpamét pamatovat hodnoty = a y ziskané diskuzi v Ptikladech 6.1 a 6.2.
Vyhodnéjsi je nalezeni bodi P, respektive (), béZnym zptsobem, tzn. vyuZzitim
konkrétnich podminek ze zadané tlohy. Z vypoctu pak jiz automaticky vyjde, zda

a kolik TeSeni tloha mé a rovnéz tvar feSeni. &

Uloha 6.1. Vysetiete vzdjemnou polohu podprostort B; = {By; L(u,,u,)} a By =
{B2; L(vy, V4, vs)} afinniho prostoru As, je-li By = [2;1;4;0;0], u; = (0; —1; —1;2; 1),
22 = (17 07 ]-a 1; 0)7 B2 = [Sa 0) 17 37 3]7 ‘_’1 - (]-7 ]-a 07 07 ]-)7 XQ - (1a 07 27 17 ]-)7 X?) =
(1;-1;0;3; 1).

Resent: Ze zadani plyne, ze dim B; = 2, dim By = 3.
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(i) Ovéreni rovnobéznosti By a By. Plati By || Ba, jestlize W) C W, (opacna
inkluze je zde vylou¢ena vzhledem k dimenzim B; a By), tzn. jestlize hodnost matice

vétsi nez 3, pak By, By rovnobézné nejsou.

(i) Ovéfeni protinani By a By. Podprostory By a By se protinaji (tj. BiNBy # (),
jestlize By1By € Wy + Wy (viz Véta 2.3), tMestliZe hodnost matice vySetfované
v (i) se pridanim Fadku soufadnic vektoru B B, nezméni. V opacném piipadé, tzn.
jestlize se hodnost zvétsi, je By N By = 0.

Z rozboru je vidét, ze obé ¢asti tlohy lze provést najednou. Je nutné pritom
pouze "hlidat" radek odpovidajici vektoru BBy, nejlépe tak, Zze tento fadek pri
upravach matice ponechavame stale jako posledni (pfipadné jej jesté muzeme graficky
oddélit ¢arou). Tedy zde ZTB; = (1;-1;—-3;3;3), odkud pak

1 1 001 1 1 0 0 1
1 0 -2 11 0O -1 -2 1 O
1 -1 0 31 o o0 1 1 1
0 -1 -1 2 1| ~ ~ 10 0 0 -3 —4
1 0 110 o o0 0 0 O
1 -1 =3 3 3 o o0 0 0 1

Z tvaru vysledné matice pak odvodime, Ze podprostory By, By jsou mimobézné a
jejich zaméteni maji jako prinik jednodimenzionalni podprostor (plyne z poctu
nulovych fadka nad carou). A

Uloha 6.2. V A4 vySetiete vzajemnou polohu rovin ¢ = {4;L(u;,u,)}, 0 =
{B; L(v,,V,)} v zavislosti na parametrech r, s, je-li A = [2; —1; —1;4], u; = (1;1;0;2),
u, = (1;2,-2;3), B=[2-1L7;9], vy = (21151, =3), ¥ = (=1;0;1;2s).

Reseni: Protoze se jedna o dvé roviny, muzeme pouzit Vétu 6.9, tzn. nalézt
hodnoty k, respektive [ tak, Ze nalezneme hodnost matice slozené po tadcich ze
soufadnic vektord u,,u,, v, V,, respektive jesté E Pti vypoctu je opét nutné
"hlidat" Fadek odpovidajici vektoru AB.

Tedy zde /@ = (0;0;7 + 1;5), odkud pak

11 0 2 11 0 2
12 -2 3 01 -2 1
21 1 3| ... _loo -1 -6

-10 1 2 00 0 25—17
00 r+1 5 00 0 —6r—1

Odtud dostavame:

(i) Je-li s = 177, r = —%, pak k = [ = 3 a roviny p,0 jsou ruznobd&né a maji
spole¢nou primku.



38 1. AFINNI PROSTOR

(ii) Je-li s = %, r # —%, pak k = 3, =4 a roviny p, 0 jsou mimobézné a maji
spolecny jeden smeér.

(i) Je-li s # 137, pak pro viechna r € R je k = [ = 4 aroviny o, 0 jsou riznobézné
a maji spoleény jeden bod. A

Uloha 6.3. V A, naleznéte pficku r mimob&Zzek p=X = A+tu, g= X = B+
prochéazejici bodem M, je-li A = [1;5;2;—1], u = (1;2;1;0), B = [0;—1;1
v =(310;1), M = [0;1; -5; —3].

Reseni: Oznaéme P (respektive Q) prisecik hledané pricky s pifmkou p (respek-
tive ). Potom je P = [14¢;5+42t;2+t;—1] a @Q = [3s; —1+s; 1; 1+ s]. Neznamymi,
které chceme vypocitat, jsou pak hodnoty ¢ a s (k vyfeSeni alohy tak, jak byla for-
mulovana, v8ak sta¢i nalézt jen jednu z hodnot t, s, nebot k urceni hledané pricky
r staci znat jeden z bodu P, Q).

Plati napiiklad (viz obréazek k Piikladu 6.2) ]\ﬁ = km, tzn.
(I1+64+2t7+t2) =k(3s; -2+ 5;6;4+ s),

H

odkud z rovnosti odpovidajicich si slozek dostavame soustavu linedrnich rovnic
o tfech neznamych ks, k, t.

3ks —t=1,
ks — 2k — 2t =4,
6k— t=717,
ks + 4k =2,
jehoz vyresemm napiiklad Gaussovou metodou dostavame ¢t = —3 (respektive k =
ks = , odkud pak s = —1). Dosazenim za t pak ziskdme vektor ]\ﬁ Vysledna
pricka je tedy r=X=M+tw, kde M = [0;1;—5; =3], w = _MP = (—2;—-2;4;2).

A

Uloha 6.4. V A; naleznéte pficku r mimobézek p = X = A+tu, g = X = B+ sv,
ktera je rovnobézna s vektorem w, je-li w = (8;7;1), A = [10; —7;0], u = (5;4; 1),
B =[-3;5;0], v = (2;1;1).

Reseni: Oznaéme P (respektive Q) prisecik hledané pricky s pifmkou p (respek-
tive q). Potom P = [10 + 5t; —7 + 4t; t] (respektive Q = [—3 + 2s;5 + s; s|) a opét
hledame hodnoty t,s. Plati P() = kw, neboli

(=134 2s —5t;12+ s —4t; s — t) = (8k; Tk; k),
tzn. dostavame soustavu linearnich rovnic o tfech neznamych k, s, ¢
8k —2s+ 5t = —13,
Tk — s+4t= 12,
k— s+ t= 0,
o niz v8ak vypoctem snadno zjistime, Ze nema Teseni, takze hledana pricka r neex-
istuje. A
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7 Svazek nadrovin, trs rovin

V tomto paragrafu zavedeme pojem svazku nadrovin a podrobné&ji si vSimneme
predevsim svazku pifimek v roviné a svazku rovin v Az. Zavedeme také pojem
trsu rovin v As. Svazky a trsy jsou uziteénym néstrojem pii feSeni celé fady geo-
metrickych tloh.

Definice 7.1. Necht B je (n—2)-dimenzionalni podprostor v 4,,, n > 2. Mnozina
nadrovin v A, které obsahuji podprostor B, se nazyva svazek nadrovin 1. druhu.

Mnozina navzajem rovnobéznych nadrovin v A, se nazyva svazek nadrovin 2.
druhu.

Pro n = 2 hovoiime o svazku primek 1. a 2. druhu a bod S, spoleény pro
vSechny primky svazku 1. druhu, se nazyva stied nebo vrchol svazku.

Pro n = 3 hovoifime o svazku rovin 1. a 2. druhu a pfimka o, spole¢na pro
vSechny roviny svazku 1. druhu, se nazyva osa svazku.

Véta 7.1. Libovolné dvé rizné nadroviny v A,, urcuji svazek nadrovin.

Diukaz. Dvé nadroviny v 4, mohou byt bud rovnobézné nebo riznobéiné a je-
jich prinikem je podprostor dimenze (n — 2) (viz Véta 6.5). V prvnim piipadé
urcuji svazek navzajem rovnobéznych nadrovin a ve druhém piipadé svazek nad-
rovin prvniho druhu. [
Umluva 7.1. Déle se budeme zabyvat soufadnicovym vyjadienim svazku nadrovin.
Abychom zkratili zapisy, budeme pouzivat nasledujici symbolické oznaceni: L(X) =
a1ry + - -+ + a,x, + a, tj. obecna rovnice nadroviny « je tvaru a = L(X)=0. ¢

Véta 7.2. Necht o = [1(X) = ayxy + -+ apx, +a = 0, ap = La(X) =
bix1+- -+ bz, +b =0 jsou dvé rizné nadroviny. Pak nadrovina o patii do svazku
nadrovin uréeného nadrovinami oy a awo praveé tehdy, kdyz existuji A1, Ao € R tak, Ze

a =ML (X)+ Mly(X)=0, (7.1)

n

a =" (Aa; + Aobi)z; + (Ara + Aob) =0, (7.2)

i=1

pricemz (A1, o) meni feSenim homogenni soustavy n linedrnich rovnic

a1, + bz =0,

(7.3)

anty + b9 =0.
Diikaz. "<" Z podminky (7.3) vyplyva, ze

o = )\1L1<X) —+ )\QLQ(X) =0
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je rovnice nadroviny. Musime ukéazat, Ze nadrovina « patii do svazku uréeného
nadrovinami a; a as. Situaci musime rozdélit na dva pfipady.

1. Necht a;Nay # 0, pak a; a as uréuji svazek nadrovin 1. druhu se spole¢nym
podprostorem B = a; N ay, dim B = n — 2. Predpokladejme, ze Y € B je libovolny
bod, tj. Y ey & L1(Y)=0aY € ay < Ly(Y) = 0. Potom A\ Ly (V) + A Lo(Y) =
0 &Y € a,atedy B C aa « patii do svazku nadrovin, ktery je uréen nadrovinami
a1 a Qs.

2. Necht ay || ag, pak podle Véty 6.3 existuje nenulové ¢islo k € R takové, ze
b = ka;, i = 1,...,n. Ze (7.2) potom dostavame A\ja; + \ob; = (A + kXo)a; a z
podminky (7.3) je (A1 + kX2) # 0. Je tedy nadrovina « rovnobé&zné s nadrovinou o,
a patii do svazku nadrovin 2. druhu uré¢eného nadrovinami oy a as.

"=" Necht patfi o do svazku nadrovin ur¢eného nadrovinami a; a as. Potom
nastavaji nasledujici moznosti:

a) a=a; < a=ML1(X)=0, \ #£0.

b)a=ay & a= X Ly(X)=0, Ay #0.

¢) & # a1 a a Z ay. Uvazujme libovolny bod P € a takovy, ze P ¢ oy a P ¢ o,
tj. L1(P) # 0 a Ly(P) # 0. Oznacme \; = Lo(P) a Ay = —Ly(P). Ukdzeme

sporem, Ze A1, A nejsou FeSenim soustavy (7.3). Predpokladejme tedy, zZe

pro vSechna i = 1,...,n. Z predpokladu L;(P) # 0 je
Ly(P)

bi:)\ai, A= ——=. 7.5

L(P) )

Nyni musime rozlisit dva pripady:

1. aq,ap uréuji svazek 1. druhu < a1 Jf as < (by;...;0,) # k(ag;...;a,), coZ
je ve sporu s (7.5).

2. aq,an urcéuji svazek 2. druhu < ag || as < (by;...5b,) = k(a;. .. an).
Potom ze (7.4) plyne b = ka, tj. Lo(X) = kL1(X) & a1 = ag, coz je ve sporu s
predpokladem, Ze aq, as jsou rizné nadroviny.

Dohromady tedy dostavame, ze A\; = Lo(P) a Ay = —L;(P) nejsou feSenim
soustavy (7.3), a odtud

ML (X) + AaLo(X) =0

je rovnici nadroviny, ktera podle prvni ¢asti diitkazu patii do svazku nadrovin uréeného
nadrovinami «q, as a prochézi bodem P. O

Poznamka 7.1. Rovnici
o= )\1L1(X) + )\QLQ(X) =0

nazyvame rovnici svazku nadrovin, ktery je uréen nadrovinami oy = L1(X) =0 a
ay = La(X) = 0. Cisla Aj, Ay se nazyvaji parametry (vzhledem k nadrovinam aq, az)
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nadroviny « ve svazku. Protoze je rovnice nadroviny ur¢ena az na nenulovy nasobek,
jsou pro nenulové k € R ¢isla kA1, KAy parametry téZze nadroviny, a nadrovina je tedy
ur¢ena pomeérem A : Ao. &

Poznamka 7.2. 7Z Véty 7.1 vyplyva, Ze neparametrické rovnice podprostoru B di-
menze (n — 2) jsou vlastné rovnice dvou nadrovin, které uréuji B jako podprostor
spolecny vSem nadrovindm svazku témito nadrovinami urceného. &

Poznamka 7.3. Necht a1, s uréuji svazek nadrovin druhého druhu, tj. a; || ag,
coz je ekvivalentni s (by;...;b,) = k(ay;...;a,), 0 # k € R. Potom pro nadrovinu «
ve svazku muZzeme zvolit parametry Aj, Ay tak, Ze A\ +kXy = 1 a ze (7.2) dostaneme

a=ar+ -+ a,x,+c=0,

kde ¢ = Aja + Ab. Toto vyjadieni nadroviny ve svazku 2. druhu je mnohem
uzitecnéjsi pii praktickych vypoctech. %

Véta 7.3. TFi rizné nadroviny oy = L1(X) = ey + -+ apep, +a = 0, ay =
Lo(X)=byz1+ -+ bz, +b=0, a3 = L3(X) = c1z1 + - - - + ¢z + ¢ = 0 patit do
téhoz svazku nadrovin pravé tehdy, kdyz

a --- an a
h by - by, b =2. (7.6)
C1 ¢, C

Dikaz. "=" Patfi-li napt. a3 do svazku nadrovin uré¢eného nadrovinami aq, as, je
L3(X) = MLi(X) 4+ AaLo(X), kde (A1, Ag) neni FeSenim soustavy (7.3). Potom je
treti fadek matice linedarni kombinaci prvnich dvou (s koeficienty A;, Ay) a z pred-
pokladu a; # ay dostavame tvrzeni.

"<"7Z h(A) = 2 araznosti rovin «; je napi. treti fadek matice linearni kombinaci
prvnich dvou, tj. ¢ = Aja; + \ob;, i = 1,...,n, ¢ = Aa + Agb. Potom L3(X) =
M Li(X)+ X Lo(X) a ag patii do svazku nadrovin uréeného nadrovinami oy, ap. [

Dausledek 7.1. TFi rizné piimky py = Li(X) = a1z +asy +a =0, ps = Ly(X) =
bix + by +b =0, ps = L3(X) = c1x + coy + ¢ = 0 patii do téhoZ svazku primek
prave tehdy, kdyz

a; az a
by by 0| =0. (7.7)
Ci Cy C

Dikaz. Tvrzeni je pfimym disledkem Véty 7.2. [

Na zavér tohoto paragrafu jesté zavedeme pojem trsu rovin v As. Podobné jako
u svazku nadrovin bychom mohli definovat i trs nadrovin pro libovolnou dimenzi
n > 3, ale prakticky se nesetkdme s jinym piipadem nez n = 3.
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Definice 7.2. Necht S je bod a p je pfimka v A3. Mnozina rovin v As, které
obsahuji bod S, se nazyva trs rovin 1. druhu. Bod S se nazyva vrchol nebo stred
trsu rovin.

Mnozina rovin v As, které jsou rovnobé&zné s primkou p, se nazyva trs rovin 2.

druhu.

Véta 7.4. Libovolné tii rizné roviny v As, které nepatii do jednoho svazku rovin,
urcuji trs rovin.

Dikaz. Tii roviny v As, které nepatii do jednoho svazku rovin, maji bud prave
jeden spole¢ny bod nebo nemaji zadny spoleény bod a jejich zaméreni maji prave
jeden spoleény smér. V prvnim pripadé urcuji trs rovin 1. druhu a ve druhém
pripadé trs rovin 2. druhu. ]

Véta 7.5. Necht p1 = L1(X) = a1x1 + agwy + agzs +a = 0, po = La(X) =
b1y + bowe + b3z3 +b =0, p3s = L3(X) = c1m1 + o2 + c3x3 + ¢ = 0 jsou tFi roviny,
které nepatri do jednoho svazku rovin. Pak nadrovina p patii do trsu rovin urceného
rovinami py, pa G p3 prave tehdy, kdyz existuji \i, Ao, A3 € R tak, Ze

pricemz (A1, Ao, A\3) neni Fesenim homogenni soustavy rovnic

a1z + by + c1r3 =0,
aox1 + bgl‘g + Col3 = 0, (79)

asxri + bgl’g + c3x3 = 0.

Dikaz. Diikaz se provede stejné jako ditkaz Véty 7.2 a ponechédme jej na ¢tenari. [J

Véta 7.6. étyr‘i rizné roviny p1 = L1(X) = a121 + asxs + azxz +a = 0, py =
Ly(X) = byzy + boxg + bgzs +b = 0, p3 = L3(X) = 121 + oo + c3x3 + ¢ = 0,
ps = Ly(X) = dyxy + dowo + dzzs + d = 0, 2 nichZ Zddné tFi nepatii do téhoz svazku
rovin, patii do téhoZ trsu rovin prdvé tehdy, kdyz

a; ag as a

by by b3 b
R N (7.10)

Ci C C3 C

dy dy d3 d
Dikaz. Podminka, Ze zadné tfi z rovin py,..., ps nepatii do téhoz svazku rovin,
je ekvivalentni tomu, ze matice A sestavena z koeficient rovnic ma hodnost > 3.
Stejné jako v ditkkazu Véty 7.3 se dokéze, Ze py, . . ., ps patii do téhoz trsu rovin praveé

tehdy, kdyz h(A) = 3, a odtud dostavame |A| = 0. Na druhé strané, je-li |A| =0,
je napt. posledni fadek matice A linearni kombinaci prvnich tii, coz je ekvivalentni
s tim, Zze p4 patii do trsu urceného rovinami py, pa, ps3. ]
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Uloha 7.1. Urcete rovnici pifmky 7 v roving, ktera prochézi prisecikem pifmek
pm=x+2y—5H=0ap, =3x—2y+ 1 =0 anavic

a) prochézi bodem P = [3; —1],

b) je rovnobézna s piimkou ¢ = 4z + 3y + 1 = 0.

Resend: a) Hledana piimka r patii do svazku pfimek 1. druhu, ktery je urcen
pfimkami p; a po, tj. 7 = M(x + 2y —5) + A2(3z — 2y + 1) = 0. Podminka P € r
déva rovnici —4A + 12X =0, odkud A\ : Ay =12:4=3: 1.

Vysledek: r = 6z + 4y — 14 = 0.

b) Hledané piimka r patii do svazku piimek 2. druhu uréeného piimkou ¢, tj.

r = 4x+3y+c = 0, a soucasné do svazku primek 1. druhu, ktery je urcen primkami
p1 & po. Z Disledku 7.1 je

1 2 -5
3 -2 1|=0 & c=-10
4 3 c
Vysledek: r = 4x + 3y — 10 = 0. A

Uloha 7.2. Bodem M = [2;3;1] ved te pficku mimobézek

r+y =0, r+3y -1 =0,
P = q

r—y+z+4 =0, y+z2—2 =0.

Resent: Hledana piicka r musi lezet v rovinach pi (M, p) a po(M,q). Rovina p;
patii do svazku s osou p, tj. p1 = M(z +y) + Az —y + 2 +4) = 0 a podminka
M € p; dava rovnici bA\; + 4y = 0, tj. Ay : Ay = —4 : 5, odkud dostavame
pr=z—9y+52+20=0.

Podobné rovina py patii do svazku s osou ¢, tj. ps = A (z+3y—1)+Xa(y+2—-2) =
0 a podminka M € py dava rovnici 10A\; + 2Xs = 0, tj. Ay : Ay = —1 : 5, odkud
dostavame p, = — 2y — 52+ 9 = 0.
r—9+524+20 =0,
r—2y—952+ 9 =0.

Vysledek: hledané pricka r = { A

8 Délici pomér, stred dvojice bodii

Definice 8.1. Necht A, B, C jsou tfi navzajem rizné body lezici na dané piimce
p. Realné ¢islo A spliwjici vztah

AC = ) BC (8.1)

nazyvame délicim pomeérem bodu C vzhledem k bodim A, B (v tomto poradi) a
oznac¢ujeme symbolem (C; A, B).
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Poznamka 8.1. Ptedchozi definice je formalné vyslovena pro pifimku, tj. pro jed-
norozmeérny afinni prostor, ale je ziejmé, ze pojem délictho poméru je stejnym zpu-
sobem definovan i pro tii navzajem rizné body jakéhokoliv jednorozmérného pod-
prostoru (tj. pfimky) v afinnim n-rozmérném prostoru A. Podstatné je tedy pouze
to, aby uvazované body A, B, C' lezely na jedné pfimce. &

Véta 8.1. Necht A = |ay;...;a,], B = [by;...;b,], C = [c1;... 5¢,] jsou tFi
navzdjem rizné body lezici na jedné piimce v afinnim prostoru A. Necht (C; A, B) =
A. Pak platt

ci—a;=MNc—b), i=1,...,n. (8.2)

Dikaz. Plati-li predpoklady véty, pak 1@ = (c1 —ay;...;6 — ap), B? = (¢ —
bi;...;¢, — by) a tvrzeni véty vyplyva piimo z Definice 8.1. O

Poznamka 8.2. Vztahy (8.2), coz je celkem n rovnosti mezi realnymi ¢isly, budeme
déle obvykle stru¢né zapisovat jedinou symbolickou rovnici

(C—A)=\C - B).

Bezprostredné lze ovérit (napiiklad rozepsanim pomoci transformaénich rovnic
pro soufadnice bodi), Ze hodnota délictho poméru A, ktera je vztahy (8.2) jednoz-
nac¢né urcena, nezavisi na volbé afinniho repéru.

Zéarovén pripomenme, ze hodnota A neni obecné jednozna¢né uréena kazdym ze
vztahi (8.2). Muze se totiz stat, ze a; = b; = ¢; pro jeden nebo vice indext ¢ (nikoliv
v8ak pro v8echny!) a pro takové ¢ je pak (8.2) tvaru 0 = A - 0. Je-li vSak prostor
A jednorozmérny a A = [a], B = [b], C' = [c], pak musi byt a, b, ¢ navzajem rtzna
realna cisla, a je
_c—a
Cce—b’

Kone¢né, z Definice 8.1 ihned plyne, Ze délici pomér A = (C; A, B) je reéalné
¢islo, razné od 0, respektive 1, nebot jinak by bylo A = C, respektive A = B, coz
je vyloucCeno. V nasledujici vété ukazeme, ze zobrazeni pfirazujici kazdému bodu C
(C # B, C # A) délici pomér (C; A, B) je bijekei mnoziny p — {A, B} na mnozinu
R — {0,1}. &
Véta 8.2. Necht A, B jsou dva rizné body na primce p, necht \ je redlné cislo

0 # X\ # 1. Pak existuje na piimce p jeding bod C, rizny od A, B, spliiujici vztah
(C;A,B) = .

(C; A, B)

Dikaz. Protoze pojem déliciho poméru nezavisi na volbé afinniho repéru, provedeme
ditkaz v soutradnicich vzhledem k vhodné zvolenému afinnimu repéru, s vyuzitim
Véty 8.1. Necht tedy (A; /@) je afinni repér na p. Vzhledem k nému je pak A = [0],
B = [1]. Budeme hledat vSechny body C = [z], které¢ splinji vztah (C; A, B) = A.
Podle Véty 8.1 jex —0 = A (z — 1), odkud x = ﬁ Vidime, Ze hodnota z je
urcena jednozna¢né a je x # 0, x # 1, a tedy bod C' s uvedenou vlastnosti je jediny
ajeruzny od Ai B. ]
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Z Definice 8.1, pfipadné z Véty 8.1 je zfejmé, Ze poradi, v jakém zapisujeme
body A, B, C' ve vyrazu pro délici pomér, je pevné dano a je podstatné. Nasledujici
véta ukaze, jak se zméni délici pomeér tii bod, zménime-li jejich poradi.

Véta 8.3. Necht A, B, C jsou tFi navzdjem rizné body na piimce a necht (C; A, B) =
A. Pak platt

1. (C;B,A) = —, 2. (B;AC)=1-X, 38 (B;C,A)=——

11—\’
-1 A

. (A; B = - (A:C.B) = —~——
4(’ 70) )\ J 5 ()C’) )\_1

Diikaz. 1. Podle predpokladu AC' = ABC, odkud BC' = LAC, a tedy (C; B, A) =
1

X.

2. AC = AB + BC = )\B?, tzn. AB = (A — I)B?, odkud dostavime AB =
(1-— )\)C@, atedy (B;A,C)=1—A\.

3., 4., 5. plynou bezprostiedné z 1. a 2. O

S|

Vé&ta 8.4. Necht N1, N, N3 jsou tii rizné rovnobéiné nadroviny v afinnim n-roz-
mérném prostoru A,, n > 2. Necht r,s jsou primky v A,, riznobéiné s témito
nadrovinami. Oznacme Ry =rNN;, S;=sNN;, 1 =1,2,3. Pak plati

(Rs; Ry, R2) = (53; S, 52) .

Dikaz. Pro nazornost si nejprve situaci popsanou ve Vété 8.4 ilustrujme obriazkem
pro nejjednodussi pripady, tj. n = 2,3 (viz Obr. 8.1).

Obr. 8.1
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Nyni k vlastnimu dikazu. Necht r = {A;L(u)}, s = {B; L(v)} a dale zvolme v A4,
afinni repér
#=(P;e,....e, 1,€,) (8.3)

)y Zn—17=n

a to tak, Ze vektory ey,..., e, ; jsou bazi zaméreni nadroviny N; (a tudiz i N a
N3) a viechny soufadnice vyjadfujeme nyni vzhledem k (8.3). Potom N; = z,, = ¢,
kde ¢;, i = 1,2,3, jsou navzdjem riuzna redlnd ¢isla. Necht R; = [ry;...;7rnl,
Si = [s155 -5 8ni), w = (uq;... ;u,), v = (v1;...;0,). Vzhledem k tomu, jak jsme
zvolili repér %, musi byt 7,1 = S,1 = €1, Tha = Sp2 = Ca, Thz = Sz = ¢z (nebot body
R;, S; lezi oba v nadroviné N;), respektive u,, # 0, v, # 0 (nebot pifmky r, s nejsou
rovnobézné s V1), a tedy také rp; —rp; # 0, Sy — Spj # 0 pro i # j. Odtud a z (8.2)
pak dostavame

(R3;R17R2> = Tn3 — Tl = on3 — Snl = (53;51752)-

Tn3 — T'n2 Sn3 — Sn2

]

Definice 8.2. Necht A, B jsou body afinniho prostoru A. Jeli A = B, pak
stredem dvojice bodu A, B nazyvame bod A. Je-li A # B, pak stredem dvojice
bodii A, B nazyvame bod S € A, pro ktery plati (S; A, B) = —1.

Poznamka 8.3. Uvédomme si, zZe v definici stfedu dvojice bodu nezélezi na poradi
bodi A, B (nebot podle Véty 8.3 je (S; A, B) = —1 pravé kdyz (S; B, A) = —1).
Vzhledem k Vété 8.2 je pak stfed dvojice bodu uréen jednoznacné. &

Véta 8.5. Necht A, B € A jsou libovolné body. Pak bod S je stiedem dvojice bodii
A, B prdve kdyz

S:A+%,@.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé, pokud A = B. Necht tedy A # B. Potom:
‘=t Necht S je stfedem dvojice bodu A, B. Pak (S;A,B) = —1, tj. B =
—ﬁ BA + B , odkud 2@ ﬁ Pak B = 11@ neboli S = A + 1@

“e Necht § = A+1ﬂ§ pak 248 — A+ A8 — A—éodkud/Té Sh1AD -

? —ﬁ Tedy (S; A, B) = —1 a S je stfedem dvojice bodu A, B. O

Disledek 8.1. Necht A = [ay;... ;a,], B = [b;... ;b,] jsou libovolné body v A,.
Pak bod S je stredem dvojice bodu A, B prdvé kdyz

1 1

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z predchozi véty, uvédomime-li si, ze plati ﬁ =
(by —ay;...;b, — ay). O]
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Poznamka 8.4. Vyjadreni soufadnic stfedu S dvojice bodu A, B z ptedchoziho
disledku mizeme zapsat stru¢né symbolickou rovnici

1 1 1
S:§(A+B):§A+§B.

Pritom je treba jesté jednou zdiraznit, Ze tento zapis je symbolicky a znamena,

ze bod S je afinni kombinaci bodi A, B (viz Definice 5.2) a symbolizuje tedy n
odpovidajicich rovnosti mezi souradnicemi.

Yvoev

pouze témito body. &
Véta 8.6. Necht A, B,C, D jsou c¢tyii body v A,. Potom plati
1
AB = 0_15@ (A+D) = ~(B+C).

Dikaz. Necht A = [ay;...;a,], B=[b1;...;b,],C =c1;... 565, D =dy;... ;dy).
Pak@:(bl—al;...;bn—an),@:(dl—cl;...;dn—cn)azfejméplatl’

1
_(bi+Ci), 2:1,,n O

1
a C; <= 2((1 + ) 5

]

Poznamka 8.5. Predchozi Véta 8.6 ukazuje souvislost v algebie zavedeného pojmu
vektoru (viz [Ho94|) se stfedo- skolskym pojmem vektoru. Véta 8.6 totiz rika, ze
dvojice bodi A, B a C, D urcuji stejny vektor pravé tehdy, maji-li dvojice bodu
A, D a B, C stejny stied (viz Obr. 8.2), coz je jeden z obvyklych zpisobt pouZivany
pri zavadéni vektort na stfedni skole.

Obr. 8.2
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Konkrétné, v nédzorné roviné (prostoru) je vdzany vektor definovan jako uspora-
dana dvojice bodu (A, B), kterou znac¢ime AB. Na mnoziné vazanych vektori se
definuje relace ekvipolence takto:

E:(JTS<:>%(A+D):%(B+C).

Tato relace je relaci ekvivalence na mnoziné vsech vazanych vektort a tridy rozkladu
prislusného této ekvivalenci se nazyvaji volné vektory (prvky ze zaméfeni prostoru).

o

Uloha 8.1. Na pifmce p jsou dany étyfi navzajem rizné body A, B, C, D. Dokazte,
Ze plati
(D; A, B) - (D; B,C) = (D; A, C).

Resent: Necht vzhledem k pevnému afinnimu repéru na piimce p je A = [al,
B = [b], C = [c|, D = [d]. Pak uzitim Véty 8.1 dostavame
d—a d—b d—a
D;A,B)-(D;B = . = =(D;A
( ) ) ) ( ) 70) d—b d—c d—C ( ) 70)’
coz dava dokazované tvrzeni. JAN

Uloha 8.2. Jsou dany body A = [1;—1;2;1], B = [2;1;1;0] v A;. Uréete bod
C € Ay, vite-li, Ze stfed dvojice bodi A, C lezi v nadrovinée N = z1+x9—24+4 =0
a stied dvojice bodi B, C lezi na piimce p = X = [2;0;1; 3] +¢(0;2; —1;1).
Resent: Necht C' = [c1; 25 ¢35 ¢4] je hledany bod. Potom:
a) Oznacime-li Sac stied dvojice bodu A, C, pak podle Dusledku 8.1 je v sourad-
nicich Sy = 1, =te; 2o, al Ale S,0 € N, tzn. po dosazeni soufadnic Sac

2 0T 2 12
do rovnice N a tpravé dostavame

ciL+c—cy+7=0. (84)

Vidime, ze body C's vlastnosti Sac € N vyplni nadrovinu (8.4), ktera je rovnobéznéa
s nadrovinou N

b) Oznac¢ime-li Spe stfed dvojice bodu B,C, pak v soutfadnicich je Spc =
[HTQ; HTCQ; HTCf‘; %4] Ale Sgc € p, tzn. po dosazeni souradnic Sgc do paramet-
rického vyjadieni pfimky p a tpravé dostavame

Ccl = 2,

=—1+4t
“ T, (8.5)
C3 = 1—2t,

Cqy = 6+2t
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Vidime tedy, Ze body C' s vlastnosti Sgc € p vyplni pifimku (8.5), ktera je
rovnobézna s primkou p.

Resenfm ulohy je pak mnozina bodua patficich do pruniku nadroviny (8.4) a
primky (8.5) (coz teoreticky muze byt bud prazdna mnozina nebo jeden bod nebo
piimka (8.5)). V nasem piipadé po dosazeni (8.5) do (8.4) dostavame

2 144t—6-2t+7=0 = t=—1,

odkud plyne, ze hledany bod C je jediny, a sice C' = [2; —5; 3; 4]. A

9 Usporadani na primce, poloprostor, tihel

V tomto paragrafu budeme nejprve na mnoziné vsech bodi na pfimce zavadét jistou
relaci usporadani. Pripomenme si z algebry (viz [Ho94|), ze relaci uspofadani na
dané mnoziné M (# () rozumime relaci na M, ktera je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Je-li tato relace navic jesté tplna, hovofime pak o tplném (nebo téz
linedrnim) usporadani.

Déle, je-li o relaci usporadéani na M a definujeme-li na M relaci ¢ predpisem

x oy praveé kdyz y ox, pro x,y € M,

pak je ihned vidét, Zze p je rovnéz relaci usporadani na M. Relaci ¢ pak nazyvame
opacné usporddadani k usporadani p.

Nejbéznéjsim piikladem tplného usporadéani na mnoziné realnych ¢isel R je relace
prirozeného uspordddni (nebo téz uspordddni podle velikosti), oznacovana symbolem
< a definovana:

r <y pravé kdyz (y — x) je nezaporné &islo, pro x,y € R.

Opacné usporadani k prirozenému usporadani na R jsme tradi¢né zvykli oznacovat
symbolem >.

Nyni tedy zavedeme relaci usporadani na afinni primce jistym jednoduchym zpu-
sobem (vyuzivajicim pfirozeného usporadani mnoziny R) a potom budeme sledovat
zékladni vlastnosti pojmii, z této relace odvozenych.

Definice 9.1. Necht p je pfimka (tzn. jednorozmérny afinni prostor) a
%= (P;u) (9.1)

je pevny afinni repér na p. Necht XY € p jsou dva body, pficemz X = [z],
Y = [y] vzhledem k repéru #. Pak na piimce p definujeme relaci w predpisem

XwY pravée kdyz x < y.
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Poznamka 9.1. Je ziejmé, Ze w je relaci uplného usporadani na p (plyne ihned
z toho, Ze < je relaci iplného uspofadani na R), ktera vSak obecné bude zaviset na
volbé afinniho repéru #. O

Definice 9.2. Usporadéani w piimky p se nazyva uspordddni urcené afinnim
repérem %. Jestlize pro body X,Y € p plati X wY, pak budeme fikat, ze X
je roven nebo je pred Y, respektive plati-i X wY a X # Y, pak budeme tikat, ze
X je pred Y.

Véta 9.1. Necht na primce p jsou dany afinni repéry

(1) % = (P;u),

(2) % =(Q;v),
pricemZ v = ku, k € R. Pak usporddani urcend afinnimi repéry %, a %> jsou rovnd
pravée kdyzZ k > 0 a jsou opacnd pravé kdyz k < 0.

Dikaz. Oznacme w; (respektive wo) usporadani p uréené %, (respektive uréené %s).
Necht X,Y € p jsou libovolné body a necht vzhledem k #; je X = [z], Y = [y],
@ = [q] (respektive vzhledem k %, je X = [2'], Y = [¢/]). Pak podle (3.10) je

r=ki'+q, y=*ky'+q,
=7 =7, Yy=7Yy—.

k k k k

(i) Necht k > 0, pak tpravou z (9.2) z < y pravé kdyz 2’ < ¢/, a tedy X w, Y
pravé kdyz X wy Y. Obé usporadéni w; a ws jsou tedy rovné.

(ii) Necht & < 0, pak z (9.2) plyne z < y pravé kdyz ¢/ < 2/, a tedy X w Y
praveé kdyz Y wo X a usporadani wy,ws jsou opacné.

Zbyvajici implikace z tvrzeni véty jsou jiz logickym dusledkem (i) a (ii). O
Véta 9.2. Na primce p existuji praveé dvé uspordddni urcend afinnimi repéry a tato
usporaddni jsou navzdjem opacnd.

Dikaz. Tvrzeni plyne primo z Véty 9.1, uvédomime-li si, Ze ¢islo &£ musi byt rtizné
od nuly, a tedy bud je £ > 0 nebo k < 0. ]

Definice 9.3. Necht w je uspofadéni primky p uréené pevnym afinnim repérem;
necht A, B, C' jsou tfi navzajem ruzné body na p. Rekneme, ze bod C' lezi mezi
body A, B, je-li

AwCwB nebo BwCw A .

Poznamka 9.2. Z ptredchozich vét vidime, Ze usporadani piimky p, urcené afinnim
repérem, zavisi na volbé tohoto repéru jenom zcCasti — presnéji feceno, musi byt
jednim ze dvou moznych usporadani. Mame-li tedy napriklad dva rizné body A, B €
p, pak pii jednom z obou moznych usporadéni je bod A pred bodem B a pfi druhém
je bod B pred bodem A. Je tedy zfejmé, ze vySe definovany pojem leZet mezi body
A, B nezalezi na poradi bodu A, B ani na zvoleném uspotradani piimky p. &
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Véta 9.3. Necht A,B,C € p; A # B. Pak bod C lezi mezi body A, B pravé kdyz
(C;A,B) <0.

Dikaz. V pevné zvoleném afinnim repéru necht je A = [a], B = [b], C' = [¢]. Podle
Poznamky 8.2 je (C; A, B) = <. Tedy (C; A, B) <04 (c—a>0,c—b < 0) nebo
(c—a<0,c—=b>0)< (a <c<b) nebo (b < ¢ < a) < bod C lez mezi body
A, B. O

P1i studiu pojmu "usporadéani urcené afinnim repérem" a "bod lezi mezi dvéma
body" jsme se zatim z prirozenych divodi omezovali na jednorozmérné afinni pros-
tory. Déle téchto pojmu vyuzijeme pro studium dalsich linearnich dtvari v n-
rozmérném afinnim prostoru A,,. PFipomenme, Ze libovolné dva rizné body A, B €
A, jednozna¢né urcuji primku {A; L(z@)}, kterou budeme v dalsim nékdy také
nazyvat "pfimka AB".

Definice 9.4. Necht A, B jsou body afinniho prostoru A. Mnozina bodu X € A
tvaru

X — A+ tAB, kde 0 <t <1,
se nazyva usecka s krajnimi body A, B nebo kratce usecka AB a oznacuje se sym-
bolem [A, BJ.
Mnozina bodu [A, B] — {A, B} se nazyva vnitiek isecky [A, B].

Poznamka 9.3. Uvédomme si, ze v definici tsecky nezélezi na poradi bodu A, B,
nebot bezprostfednim rozepsanim se ukaze, 7ze {X € A|X = A+ t@, 0<t<
1}={XeA|lX=B+ qﬂ, 0 < ¢ < 1}. Déle, definice zfejmé nevylucuje pripad
A = B, kdy pak dostaneme [A, B] = {A} a vnitfek takovéto tsecky je prazdna
mnozina. Nasledujici dvé véty blize popisuji strukturu tsecky. &

Véta 9.4. Necht A, B € A. Pak vnitrek isecky [A, B] je praveé mnoZina vSech bodi
afinniho prostoru A, které lezi mezi body A, B.

Dikaz. Je-li A = B, pak tvrzeni véty zfejmé plati. Necht tedy A # B. Ziejmé se
sta¢i omezit pouze na body pfimky AB. Na piimce AB zvolme afinni repér (A; AB).
Pak je A =[0], B = [1] a bod X = [z] je bodem vnitiku tsecky [A, B] pravé kdyz
X = A+ 2AB, 0 <z < 1, tj. pravé kdyz bod X lezi mezi body A, B. 0

Véta 9.5. Necht A = [ay;...;a,|, B = [b1;... by, X = [v1;...;2,] € A. Pak
bod X je bodem usecky [A, B] pravé kdyz

ri=ra;+sb; kder+s=1 r>0, s>0, prot=1,...,n. (9.3)
Ditkaz. X € [A,B] & X = A+ 1AB, 0<t <1 AX =1AB, 0<t <1

xl—az:t(bz—al),ogtgl, prozzl,,n<:>xl:(1—t)al+tbz,0§t§ 1, pro
t=1,...,n, coz dava tvrzeni, polozime-lir =1—t, s =1t. O
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Poznamka 9.4. Vztahy (9.3) miZeme opét zapsat symbolickou rovnici
X=rA+sB, r+s=1,r>0,s>0.

Déale budeme z divodi struc¢nosti témeér vzdy jiz bez vyslovného upozornéni pouzivat
tento symbolicky zapis. Pri jeho upravach je vSak nutno mit na paméti, ze se ve
skutecnosti jedna o n rovnosti mezi redlnymi ¢isly a rozmyslet si, Ze provadéné
upravy jsou korektni. &

Definice 9.5. Necht A je nadrovina afinniho prostoru A. Rekneme, 7ze body
A, B e A—N jsou oddéloviny nadrovinou N, jestlize N N[A, B] # 0. V opacném
piipadé fikame, Ze body A, B nejsou oddéloviny nadrovinou N

Véta 9.6. Necht N je nadrovina v A. Na mnoZiné bodii A — N definujeme relaci
~ takto: pro A,B € A— N poloZime

A ~ B prdve kdyz body A, B nejsou oddélovdany nadrovinou N

Potom relace ~ je relaci ekvivalence na mnoziné A — N a rozklad mnoZiny A — N
prislusny této relact ekvivalence ~ mad dvé tridy.

Dikaz. Nejprve si relaci ~ vyjadiime jinym zpusobem, z néhoz pak celkem lehce
vyplyne tvrzeni véty. Necht tedy P € N je pevny bod, u € Z(A) — Z(N') pevny
(nenulovy) vektor a uy, ..., u,_1 je pevna baze zaméfeni Z(N') (pokud existuje, tzn.
pro dim A > 2). Potom

(Piuuy,... u, ) (9-4)

y =n—1
je afinni repér v . A. Poznamenejme, Ze pii takto zvoleném afinnim repéru ziejmé bod
le7Zi (respektive nelezi) v N pravé kdyz jeho 1. soufadnice je rovna nule (respektive
je rizné od nuly).

Nyni, necht A, B € A — N, pficemz v souradnicich vzhledem k (9.4) je A =
la;aq;...;an 1], B=[b;b1;...;b, 1] . ZFejmé pak a # 0, b # 0 a plati [A, BijNN #
®<:>Ht010<t0<1,A+t01ﬁ€/\/’<:>3t010<t0<]_,CL—f-t()(b—a):O,
a# b« 0<% < 1. Piitom mohou nastat dvé moZnosti:

(i)a—b>0, pak [A,BINN #0<=a>0,b<0;

(i) a—b<0,pak [A,BINN #0 < a<0,b>0 .

Dohromady tedy [A, BN N # () pravé kdyZ a - b < 0, odkud [A, B]NN =0
prave kdyz a - b > 0 a relaci ~ pak mizeme vyjadrit takto:

A~ B pravé kdyza-b > 0. (9.5)

Z (9.5) je ihned vidét, Ze relace ~ je reflexivni a symetrickd. Zbyva ovérit
tranzitivitu. Necht A, B,C € A—N, A = [a;a1;...;a,_1], B = [b;b1;...; b, 1],
C = [¢;e15. .05 ¢p-1] vzhledem k repéru (9.4) a necht plati A ~ B, B ~ C. Potom
vsak a-b >0, b-c >0, odkud plyne, ze a - ¢ > 0, a tedy A ~ C.

Tedy ~ je relaci ekvivalence na mnoziné A — N a z (9.5) ihned plyne, Ze rozklad
mnoziny A — N piislusny ekvivalenci ~ ma pravé dvé tridy. ]
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Definice 9.6. Necht A je nadrovina v A. Tridy rozkladu mnoziny A — N piis-
lusného ekvivalenci ~ budeme oznacovat P; a Ph a nazyvat oteviené poloprostory
v A vyt até nadrovinou N'. Mnoziny P; = P; UN a Py, = P, UN budeme nazy-
vat poloprostory v A vyt até nadrovinou N a nadrovinu N jejich hranici. Body
z P! (respektive z N) budeme nazyvat vnitinimi body (respektive hraniénimi body)
poloprostoru P;, pro i = 1, 2.

Poloprostory na piimce (respektive v roving) budeme nazyvat polopiimkami
(respektive polorovinams).

Poznamka 9.5. 7Z predchoziho vyplyva, ze kazdy poloprostor je jednoznacné urcen
svou hranici A/ (tj. nadrovinou) a podminkou, aby dany bod (nelezici v N) lezel,
respektive nelezel, v tomto poloprostoru.

Poloprostor P dany hranici N a vnitinim bodem A budeme v dals$im oznacovat

symbolem P = (N A). %

Nésledujici véty nam pak udaji dalsi moznosti explicitniho vyjadfeni polo- pros-
toru v A.

Véta 9.7. Necht N je nadrovina prostoru A, necht u € Z(A) — Z(N) je pevny
vektor. Pak poloprostory P1, Py v A, vyt até nadrovinou N jsou tvaru

Pr={X+tu|XeN,t>0}, P={X+tu|X eN, t<0} (9.6)

Dikaz. Zvolime-li stejnym zptisobem jako v dukazu Véty 9.6 afinni repér (9.4), pak
libovolny bod T' € A lze jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru

T=P+tu+tu +-+t,u, ;= (P+tu +-+t,qu, ;) +tu.

Ozna¢ime-li nyni X = P+ tyu; + -+ + t,1u,_; € N, pak tvrzeni véty plyne ze
vztahu (9.5) v dikazu Véty 9.6. O

Véta 9.8. Necht N = a1z1+- - -+a,x,+a = 0 je nadrovina v A,,. Pak poloprostory
P, Py v A, vyt até nadrovinou N jsou tvaru

P =A{X =[z1;... ;2] |ayz1 + -+ apz, +a > 0} (9.7)
Py =A{X =[z1;... ;2] |11 + - - - + apz, < 0}.

Dikaz. Necht Y = [yi;... ;vn], Z = [21;. .. ; 2n) € Ay — N jsou dva riizné body.

1. JeliYZ € Z (N), pak piimka Y Z neprotina nadrovinu A (podle Véty 6.1).
Je tedy [V, Z] NN = 0 a body Y, Z lezi ve stejném poloprostoru v A, vytatém
nadrovinou N. Na druhé strané, z podminky ﬁ € Z(N) plyne (viz Véta 5.3), Ze
ai(z1 — 1)+ -+ + an(z, — yn) = 0, tzn. po tpravé

az1+ - tagz, Fa=ayr + - agy, +a,
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a tedy vyrazy (a1y1 + -+ any, +a) a (a121 + - - - + anz, + a) jsou oba kladné nebo
oba zaporné.

2. Je-li Y7 ¢ Z(N), pak pfimka Y Z protind nadrovinu A/ v jediném bodé
B =1[b;... ;b
Ale B#Y, B # Z, tzn. existuje A € R: BY = ABZ, A # 0, A # 1. Pfechodem

k soufadnicim dostéavame symbolickou rovnici Y — B = \- (Z — B), kterou upravime

1
B=1—(Y-)2), (9.8)

tzn. B=122Y 4+ 227 =V + 2 (Z —Y), coZ jinak zapséano je

B:Y+%ﬁ. (9.9)

Bod B je v8ak prisec¢ikem pifmky Y Z s nadrovinou NV, tzn. a by +---+a,b,+a =0,
odkud po dosazeni z (9.8) vypocitame A

- 1
=1

0= Za,yz —)\zn:azzz+ (1 —)\)CL,
i=1 i=1

ayr + -+ apyn +a
arz 4z, +a

A:

Body Y, Z lezi ve stejném poloprostoru v A vyt atém nadrovinou N' < body Y, Z

nejsou oddélovany nadrovinou N ég—;% ﬁ > 1 nebo ﬁ < 04 A > 1 nebo
0 <A< 1<e vyrazy (a1y1 + -+ apyn +a), (a121 + - - - + ap2z, + @) jsou oba kladné
nebo oba zaporné.

Pridame-li k vySetfovanym bodim i body lezici v nadroviné N, pak z 1. a 2.

plyne tvrzeni véty. ]

Poznamka 9.6. Vyjadieni (9.6) nazyvame téz parametrickym vyjdadienim polo-
prostori (vytatych v A nadrovinou N). Uvédomme si, Ze pro toto vyjadieni je
nutné umét kazdy bod afinniho prostoru A vyjadfit v jistém specidlnim tvaru (jako
soucet bodu z N a vektoru ze Z(A) — Z(N)), coz muze byt nekdy pro praktické
poc¢itani nevyhodné.

Vyjadreni (9.7) nazyvame téz neparametrickym vyjadienim poloprostori (vyt a-

N

tych v A nadrovinou N'). Dale budeme pro toto vyjadieni uzivat struénéjsiho zépisu

PlEa1x1+"'+anmn+a207
Po=ayx1+ -+ ax, +a<0. &
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Véta 9.9. Necht P = (N; A) je poloprostor v A, pricemz nadrovina N je urcena
n body Aq,..., A, v obecné poloze. Potom bod X € P prave kdyz

X=tA+ -+t A, +tA, kdet; +---+t,+t=1at>0.

Dukaz Z predpokladu plyne, ze A Ag,...,AlA,;,AlA je baze Z(A,), pricemz
A e Z(Aa) = Z(N). Ponévadz A = Ay + A, je podle Vity 9.7 X € P &
X = A+t A1Ag+ - - -+ 1, A1 A, +tALA, t > 0, odkud prechodem k soufadnicim a
oznaenim t; =1 —ty — --- — t,, — t, dostavame tvrzeni. O

Disledek 9.1. Necht A, B jsou dva rizné body afinni primky. Pak poloprimka
(A; B) urcéend hranici A a vnitinim bodem B md vyjadient

(A;B)={X =rA+sB|r+s=1, s>0}.

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z Véty 9.9 pro n = 1. O

Na zaveér paragrafu se budeme zabyvat specidlnim piipadem priniku dvou polo-
prostorti — a sice prinikem dvou polorovin (tj. poloprostorii ve dvourozmérném
afinnim prostoru) takovych, Ze jejich hrani¢ni pfimky jsou raznobézné.

Definice 9.7. Necht P = (p; A), Q@ = (q; A) jsou dvé poloroviny v afinni rov-
iné takové, zZe jejich hrani¢ni primky p,q jsou riznobézné. Pak mnozinu P N Q
nazyvame wuhlem. Poloptimky p N Q, ¢ NP nazyvame rameny tohoto thlu a bod
V' = pnNq jeho vrcholem.

u /////////// //

p
0 W
Ve .;o.w i "'...:.z

Poznamka 9.7. Bezprostfednim rozepsanim ve vhodné zvoleném afinnim repéru
lehce zjistime, Ze prinikem p N Q (respektive ¢ N P) jsou skuteéné polopiimky,
tzn. predchozi definice je korektni. éhly budeme obvykle oznac¢ovat malymi feckymi
pismeny, jak jsme zvykli ze stfedni skoly. Jednéa se tedy o jistou podmnozinu afinni
roviny, kterou budeme nyni blize charakterizovat. &
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Véta 9.10. Necht v afinni roviné je dan tihel o tak, Ze V' je jeho vrchol a polopFimky
(V;A), (V; B) jeho ramena. Potom je

a={rV+sA+tB|r+s+t=1, s >0, t>0}.

Dikaz. Oznac¢me P (respektive Q) polorovinu s hrani¢ni piimkou V' A (respektive
V' B), obsahujici bod B (respektive bod A). Potom je « = P N Q a tvrzeni véty
plyne piimo z Véty 9.9. [

Véta 9.11. Necht' v afinni roviné je ddn uhel o tak, Ze V' je jeho vrchol a poloprimky
(V;A), (V; B) jeho ramena. Potom je

X € a prive kdyz X =V nebo X #V a (V; X)N[A,B] #0.

X

Obr. 9.2

Dikaz. 1. Necht X € a a necht X # V. Potom podle Véty 9.10 je X = rV +
sA+tB,r+s+t=1,s>0,t>0as+t# 0. Jinak napsano je tedy X =

rV 4+ (s+1) (Z54+ 75 B). Omatme C = A+ L B. Podle Diisledku 9.1 je

X € (V;0), atudiz i C € (V; X). Dale podle Véty 9.9 je C € [A, B]. Pak oviem
Ce(V;X)N[A, B] atedy (V;X)N[A, B] # 0.

2. Je-li X =V, pak zifejmé X € a. Necht tedy X # V a (V; X)N[A, B] # 0.
Pak existuje bod Z € (V; X) N [A, B]. Pak ale také¢ X € (V; Z) a plati

X=pV+qZ, p+q=1,49=0,
Z=r1rA4+sB, r+s=1,r>0,5s>0,

(podle Disledku 9.1, respektive Poznamky 9.4). Dohromady dostavame
X =pV +qrA+qsB,
kde p+qr+qs=p+q(r+s), gr >0, ¢gs > 0, tzn. podle Véty 9.10 je X € . O

Poznamka 9.8. Predchozi dvé véty nam charakterizuji thel a jednak mnozinové a
jednak geometricky. Nazorné muzeme fici, Ze tithel « je sjednocenim vsech polopiimek
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majicich hrani¢ni bod ve vrcholu thlu « a protinajicich pevnou tsecku s koncovymi
body na obou ramenech thlu « (viz Obr. 9.2).

Studujeme-li vzajemnou polohu tthlu « a ptimky p, pak celkem jednoduse odvodime,
7e prunikem p N« je bud prazdnd mnozina nebo polopiimka nebo tsecka.

Podobné, mame-li dva thly «a, se spole¢nym vrcholem V', potom prunikem
aNf je bud jednobodova mnozina {V'} nebo spole¢né rameno thla «, § nebo thel
s vrcholem V| jehoz kazdé rameno je ramenem « nebo . &

10 Konvexni mnoziny

Definice 10.1. Podmnozina K afinniho prostoru A se nazyva konverni mnoZina
(v A), jestlize pro libovolné A, B € K plati, ze [A, B] C K.

Priiklad 10.1. Nejjednodussimi pfiklady konvexnich mnozin v A jsou préazdné
mnoZina, respektive usecka, respektive podprostor afinniho prostoru A (plyne piimo
z definice podprostoru). Tedy specialné bod a cely afinni prostor jsou konvexni
mnoziny. @

Nésledujici obrazek ukazuje mnoziny v roving, které jsou konvexni a), b), c),

respektive nejsou konvexni d), e), f) — v téchto pripadech je vyznacena tsecka, jejiz
krajni body do dané mnoziny patii, ale které neni cela ¢asti této mnoziny.

a) b) c) @

f)

@

Obr. 10.1

Vysetifujeme-li konvexni mnoziny v jednorozmérném afinnim prostoru (tzn. na
pfimce), pak celkem jednoduse ziskame jejich uplnou charakterizaci (volbou afinniho
repéru na piimce prevedeme vSechny tvahy na tvahy o realnych intervalech). Kon-
vexnimi mnozinami na pfimce jsou totiz pravé prazdné mnozina, cela primka, otevie-
né polopiimka, polopfimka, tisecka a tsecka bez jednoho nebo obou krajnich bodi.
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Nasledujici véty ukazuji piiklady konstrukei dalsich konvexnich mnozin v n-
rozmérném afinnim prostoru A4,

Véta 10.1. Poloprostor P afinniho prostoru A, je konvexni mnoZina.

Diikaz. Necht nadrovina N = ayx; + - -+ + a,x, + a = 0 je hranici poloprostoru P
anecht P =[p1;...;pn], @ = [q1;... ;¢ jsou libovolné body v P. Podle Véty 9.8
vyrazy > ., aip; +a, y . a;q; + a maji stejné znaménko.

1. Necht > api+a >0, > ag+a > 0. Necht Y = [y1;... ;9] je
libovolny bod tusecky [P, Q)], tzn. je

Y= P+tPO, 0<t<1.

Potom )1 aiyi+a =Y . a;-(pi+t(gi—pi))+a = (1—t)-D 0" api+t-d>j aigi+
a>(1—t)-(—a)+t-(—a)+a=0. Jetedy Y € P.

2. Je-li D0 Jagpi +a <0, > a;q; <0, pak analogicky dostaneme, Ze
VY €[P,Q] = Y P,
Dohromady dostavame, Ze P je konvexni mnozina. ]

Véta 10.2. Necht I je neprdzdnd indexovd mnozina a necht IC;, i € I, jsou konverni
mnoziny. Potom N;c1KC; je konvexni mnoZina.

Dikaz. Je-li Nic/KC; = 0, pak tvrzeni véty plati. Necht tedy NMic;K; # 0 a necht
A, B € Nie/K;. Pak A, B € K; pro viechna i € I, a tedy [A, B] C K;, pro kazdé
i € 1. Tedy [A, B] C Nie/K; a podle Definice 10.1 je N;eK; konvexni mnozina. [

Poznamka 10.1. Podle Véty 10.2 je mnozinovy prunik libovolného pocétu kon-
vexnich mnozin opét konvexni mnozina. Na druhé strané zfejmé mnozinové sjedno-
ceni konvexnich mnozin neni obecné konvexni mnozinou. K libovolné pod- mnoziné
M afinniho prostoru A vsak existuje nejmensi konvexni mnozina, ktera ji obsahuje,
jak ukazuje nésledujici véta. &

Véta 10.3. Necht M je libovolnd podmnozina afinniho prostoru A. Necht K(M)
znaci prinik viech konvexnich mnoZin, obsahujicich mnoZinu M. Pak K(M) je
nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) konvexni mnoZina obsahujici mnoZinu M.

Diikaz. Existuje alespon jedna konvexni mnoZzina obsahujici M, a sice A, a tedy
K (M) je definovano. Tvrzeni pak bezprostiedné plyne z predchozi véty a z vlastnosti
mnozinového pruniku. O

Definice 10.2. Necht M je libovolnd podmnozina afinniho prostoru A. Pak
mnozinu K (M) nazyvame konvexnim obalem mnoZiny M.

Poznamka 10.2. Piimo z definice konvexniho obalu plynou tyto jeho jednoduché
vlastnosti:
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1. M je konvexni mnozina < K(M) = M. Specialné je K(0) = 0, K(A) = A
a K({A}) = {A} pro libovolné A € A.

2. M; C My = K(M;) C K(M,), pficemz opacnéa implikace obecné ziejmé
neplati.

3. K{A,B})=[A,B],pro A, B € A. O

Véta 10.4. Necht M je libovolnd neprazdnd podmnoZina v A. Pak
(101) K(M) = {thl + - +t5Ms‘S € N,Ml € M,tz 2 O,Zleti = 1}

Dikaz. Ozna¢me mnozinu na pravé strané (10.1) symbolem W. Pak:
1. Ziejmé plati M C W.
2. Dokazeme, ze W je konvexni mnozina. Necht A, B € W libovolné. Pak (pfi
vhodném oznaceni) existuje pfirozené ¢islo r a body My, ..., M, € M tak, ze
A=pMi+-+pMypi 20, pr+--+p =1,

B=qgM +--+¢M;¢>0, g+ +¢g=1.
Pro libovolny bod X € [A, B] je

X=XMM+uB; \y >0, A\ +pu=1,
tzn. po dosazeni dostavame
X = ()‘pl + MQI)MI + -+ (Apr + MQT)Mra

piicemz Ap;+ug; > 0a (Apr+pq )+ -+Apr+ug) = AMpr+. .. pe) (g + - +q,) =
A+ pu=1 Tedy X € W, tzn. W je konvexni mnozina.

3. Necht K je konvexni mnozina, M C K. Dokazeme, ze pak je W C K. Uvazme
libovolny bod z W, ktery je tedy tvaru

t1M1++tsMs, kdeMZEM, tzz(), t1++t3:1, (102)

a dikaz inkluze W C K provedeme indukei vzhledem k s.

(i) Je-li s =1, pak 1 M; = M; € M C K.

(ii) Predpokladejme, ze body z W tvaru (10.2) patii do . Necht X € W,
= thl + e+ tsMs + t5+1M3+1, kde Mz S M, tz Z 07 t1 4+ -+ t$+1 = 1. Je-li
ts = 0 nebo tgy; = 0, pak podle indukéniho predpokladu je X € K; necht tedy
ts #0,ts1 #0. Oznatme t = t; +---+1ts (> 0), respektive Y = 1%Ml 4t %Ms.
k t? >0, %1 + o+ t? =1, a tedy Y € K podle indukéniho predpokladu. Nyni
X =tY +ts 1 Mgy, pticemz t > 0, tg,1 >0, t +ts11 = 1, a tedy podle Véty 9.5 je
X €Y, Mg 4]. Ale K je konvexni mnozina, Y € K, My, € K, a tedy X € K.

Dohromady z 1., 2. a 3. plyne, Ze W je nejmensi konvexni mnozina obsahujici

M, tzn. W = K(M). O

<
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Poznamka 10.3. Je nutné dobfe porozumét vyznamu vyjadieni (10.1). Index s
zde neni pevny a body M, ..., My, které v (10.1) vystupuji, probihaji vSechny
mozné konecné podmnoziny mnoziny M (tj. pro s = 1 jednoprvkové, pro s = 2
dvouprvkové, atd.). Pfitom mnoZzina M miize mit samoziejmé i nekoneéné mnoho
prvku.

Je-li specialné mnozina M kone¢na, napt. k-prvkova, tj. M = {My,..., My},
pak ziejmé

K(M):{thl‘}‘"'—FtkMk‘tiZO’ t1+"'+tk:1},

nebot (10.1) miZzeme formalné zapsat ve vySe uvedeném tvaru piipadnym pridanim
scitanct tvaru 0 M;. &

Definice 10.3. Konvexni obal koneéné mnoziny bodi z A se nazyva konvexni
mnohostén.

Jeatlize My, My, ..., M, € A jsou body v obecné poloze, pak konvexni obal
(k + 1)-prvkové mnoziny { My, My, ..., My} se nazyva k-rozmérny simplex a body
My, My, ..., My jeho vrcholy.

Poznamka 10.4. Je-li S k-rozmérnym simplexem v A, pak zfejmé musi byt 0 < k <
dim A. Z predchozi definice dale plyne, ze kazdy k-rozmérny simplex je konvexnim
mnohosténem. Napiiklad v afinni roviné (tj. pro dimA = 2) je O-rozmérnym
simplexem bod, jednorozmérnym simplexem tsecka a dvourozmérnym simplexem
trojihelnik. Konvexnimi mnohostény v roviné jsou navic jesté vSechny vypuklé
n-thelniky (n =4,5,6,...).

Vidime tedy, Ze obecné konvexni mnohostén neni simplexem. Jedinym afinnim
prostorem, v némz tyto pojmy splyvaji, je afinni pfimka. Lze totiz bezprostredné
ukazat, ze konvexni mnohostény na piimce jsou pravé body a tusecky (viz éloha 10.2).

&
Véta 10.5. Necht' S je k-rozmérny simplex s vrcholy My, My, ..., My. Pak

Dikaz. Tvrzeni véty plyne ihned z definice k-rozmérného simplexu a z Poznamky
10.3. [

Véta 10.6. Necht v n-rozmeérném afinnim prostoru A, je ddn n-rozmérny simplex
S s wrcholy My, My, ..., M,. Pak S lze vyjadrit jako prinik (n + 1) poloprostori.
Dikaz. Zvolme v A afinni repér

— —
(Mo; MMy, ..., MoM,) (10.3)
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a vyjadfujme vzhledem k nému vSechny souradnice. Uvazujme (n + 1) poloprostori

v A, tvaru
(

T Z Oa
X2 Z Oa
: (10.4)
Tn >0,
(71t T2t Ty -1 <0.
Necht X = [z1;...;2,]. DokiZzeme, 7ze X € S < X splije soustavu nerovnosti
(10.4).
“=" Necht X € &, pak podle predchézejici véty je
X = toMy +t, My + -+ t, M, |
kde t; > 0, to+t1+---+t, = 1, coz lze upravit do tvaru X = (1—t; —---—t,) Mo+

thl + - +tnMn = Mg +t1<M1 — M(]) + e +tn<Mn — M()), tzn.
— —
X = My + ti MoMy + - - - +t,MoM,, ,

odkud dostavame x1 =t; >0,...,2,=t, >0, 21+ -+ 2x, — 1 = —t;5 <0, a tedy
X spliwje (10.4).
. e

“<" Necht X = [z1;...;x,] spliuje (10.4). Ale X = My + x; MMy + -+ +
.TnM()Mn, odkud X = M() +CL’1(M1 — Mg) + - +xn(Mn - Mo) = (1 — Xy — " —
Tn) My + 21 My + -+ 4+ x,M,. Pfitom z (10.4) plyne, Ze vSechny koeficienty jsou
nezaporné a jejich soucet je ziejmé roven 1. Podle Véty 10.5 je pak X € S. O

Na zavér paragrafu se alesponn struéné zminime o dalsim dulezitém piikladu
konvexni mnoziny.

Definice 10.4. Necht A € A je bod a uy,...,u, € Z(A) jsou linearné nezavislé
vektory. Pak mnozinu bodu X € A tvaru

X=A+tu + -+, kde0<¢t; <1, prot=1,...,k,

nazyvame k-rozmérnym rovnobéinosténem v A a oznaCujeme

R(A;Eh s 7214) )
nebo struéné R,.
Poznamka 10.5. Je-li R(A;uy,...,1u;) k-rozmérnym rovnobéznosténem v A, pak
z pfedpokladu o linearni nezévislosti vektort u,,...,u, plyne, ze 1 < k < dim A.

Tedy na piimce (tj. pro dim. A = 1) existuji pouze l-rozmérné rovnobéznostény
(a sice usecky), v roviné (tj. pro dim.A = 2) existuji 1-, respektive 2-rozmérné
rovnobéznostény (a sice usecky, respektive rovnobézniky), atd.
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Je-li dan k-rozmérny rovnobéznostén Ry = R(A;uy,...,u;) v A,, pak vhod-
nou volbou afinniho repéru, a sice (A;uy,...,u, Wy ..., W), kde w,_;, ..., w,
jsou libovolné vektory ze Z(A,), které doplhuji vektory u,...,u, na bazi Z(A,),
dosdhneme toho, Ze rovnobéZznostén Ry lze charakterizovat jako mmnozinu bodu
X =[z1;... ;2] € A, pro néz

0<z; <1, proi=1,...,k, ax; =0, proj=k+1,...,n. &
Véta 10.7. Kazdy k-rozmérng rovnobéznostén v A je konvexni mnoZinou v A.

Dikaz. Z predchozi poznamky plyne, Ze libovolny k-rozmérny rovnobéznostén Ry
lze pfi vhodné volbé afinniho repéru vyjadrit jako prunik 2k poloprostori (tvaru
x; > 0, respektive ; —1 < 0,4 = 1,...,k) a (n — k) nadrovin (tvaru x; = 0,
j=k+1,...,n), coZ jsou viechno konvexni mnoziny. Podle Véty 10.2 je pak Ry
také konvexni mnozina. O]

k=2 k=3

Obr. 10.2

Poznamka 10.6. Podrobnéjsim rozborem lze ukézat, ze k-rozmérny rovnobézno-
stén R(A;uy,...,u;) je dokonce konvexnim mnohosténem — je totiz konvexnim
obalem 2% bodt tvaru A + tju, + -+ + tpu,, kde t; = 0 nebo 1, i = 1,... k.
Obr. 10.2 ilustruje tuto situaci pro k = 2 (body A, A+u;, A+u,, A+u, +u,) a
pro k=3 (body A,A+u;,A+u,,A+u, +u,, A+u;, A+u, +u;, A+u,+ u;,

A+u; +u,+uy). ¢
Uloha 10.1. M&me konvexni mnohostén K = K ({4, Ay, A3, A;}) v afinnf roving.
Zjistéte, zda bod B, respektive C, patii do K, je-li Ay = [—1;—1], Ay = [1;2],

Ay =1[2;-2], Ay =[3;1], B=[2;-1], C = [0;1].
Resent: Vzhledem k Poznémce 8.3 stac zjistit, zda existuji redlna cisla tq, o, t3,
t4, splnujici
B =t A + Ay +t3A3 + t4 Ay, (10.5)
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kde tl + tQ + t3 + t4 = 1, tl Z 0, tg 2 0, t3 Z 0, t4 Z O, respektive
C =t1A] +toAg +t3A3 + 1, A, (10.6)

kde ty +ty+ts+ts=1,1>0,t,>0, t3 >0, t, > 0.
Vidime, Ze po rozepsani do soutfadnic dostavame v obou pripadech tii linearni
rovnice a ¢tyfi nerovnice pro ty, to, t3,t4. Konkrétné:
(i) Pro bod B
—t1+ to+2t5+ 3ty = 2
—t1 + 2t =23+ ty=—-1)p —
i+ tot+ t3+ t4= 1
9—-8 3-10r ,  Tr—1
1m0t 1
Déle musi byt (vzhledem k (10.5)) r > 0,9—8r > 0,3—10r > 0, 7r—1 > 0, coz vSak
je splnéno pro libovolné realné r s vlastnosti % <r< %. Vidime tedy, zZe existuji
t1,t,t3,t4 (zFejmé dokonce nekoneéné mnoho) spliwjici (10.5), a tedy B € K.

= Iy =713 =

(ii) Pro bod C analogickym vypoc¢tem a dosazenim dostaneme (napiiklad) r» > 0,
—1 =8 >0,7—10r > 0, 54 7r > 0, coz vSak zfejmé neni splnéno pro zadné r,
tzn. neexistuji t1, to, t3, t4, splimjici (10.6), a tedy C ¢ K. A

Uloha 10.2. Dokaite, 7e konvexni mnohostény na pifmce jsou pravé body a tsecky.

Reseni: 1. Bod, respektive tsecka, jsou zfejmé konvexni mnohostény na pfimce.

2. Naopak uvazujme konvexni mnohostén K = K ({Mj, ..., My }) na piimce, kde
My, ..., M, jsou navzajem rizné body na této pfimce. Chceme nyni ukazat, ze K
je bud bod nebo tusecka.

Je-li k =1, pak K je zfejmé bod. Necht tedy k > 2 a necht vzhledem k pevnému

afinnimu repéru na dané piimce je My = [mq|, My = [my), ..., My = [my], pficemz
bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze m; < my < - -+ < my.
Proi=2,...,k — 1 ozna¢me ¢; = % Ziejmé je 0 < ¢; < 1 a plati
m; = gmy + (1 — q;)my, i=2,...k—1. (10.7)

Bezprostrednim rozepsanim pomoci souradnic s vyuzitim (10.7) se ukaze, ze plati
{tiMy+ -+t My |t; >0, ty+ -+t =1} ={rMy + sM |r,s >0, r+s=1}

neboli K ({Mjy;...; My}) = [My, My], coz znamena, ze K je tsecka. A
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Kapitola 2

EUKLIDOVSKY PROSTOR

V tomto textu jsme se v Kapitole 1 zabyvali polohoviymi geometrickymi problémy
(naptiklad rovnobéznosti, riznobéznosti a mimobéznosti podprostorii, vzajemnou
polohou bodt na piimce, atd.). Zéakladni metoda, kterou jsme pouzivali, spocivala
v tom, Ze jsme geometricky problém prevedli nejprve do algebraické podoby, zde
vlastnosti vektorovych prostori — linearni zéavislosti a nezavislosti vektori, baze,
dimenze apod.) a ziskané vysledky pak opét geometricky interpretovali. Nyni v
Kapitole 2 prichazeji na fadu metrické geometrické problémy (napiiklad urcovani
vzdélenosti bodu, respektive podprostori, kolmost, vypocet odchylek atd.). Proto
budeme muset na bodovém prostoru zavést navic také metriku, v nasSem pripadé
euklidovskou metriku, ktera je dana prostrednictvim skalarniho souc¢inu definovaném
na zaméteni.

11 Skaldrni souc¢in

S pojmem skalarniho souc¢inu jsme se setkali jiz diive v algebie (viz [Ho94|), a to
tehdy, kdyz jsme v redlnych vektorovych prostorech potiebovali merit, tzn. zjist ovat
délky vektorti, odchylky, tj. velikosti jejich thli, kolmost atd.

Tento paragraf bude rozsitenim odstavce o vektorovych prostorech se skalarnim
soucinem, probiraného v algebfe. 7 diivodu prehlednosti a névaznosti studované
latky nejprve struéné zopakujeme zakladni vlastnosti téchto prostort (a to formou
souvislého textu) a ve zbyvajici ¢asti paragrafu pak jiz obvyklym zpisobem uvedeme
nekteré jejich specialni vlastnosti.

Je-1i V vektorovy prostor nad télesem R realnych cisel a je-li kazdé dvojici vektort
u,v € V prifazeno realné ¢islo, oznacené (u,v) tak, ze pro libovolnad u,v, w € V|
r € R plati:

65



66 2. EUKLIDOVSKY PROSTOR

(i) (uyv)=(v,u);
(ii) (E + v, ﬂ) = (ua W) + (V7 W) )
(iii) (ru,v) =r(u,v);

(iv) (u,u) >0, pficemz (u,u) = 0 pravé kdyz u = o.

Pak fikéme, Ze ve V je definovan skaldrni soucin. Cislo (u,v) nazyvame skaldrnim
soucinem vektori u,v.

Vektorovy prostor V', v némz je definovan skalarni soucin, nazyvame vektorovym
prostorem se skaldrnim soucinem nebo euklidovskym wvektorovym prostorem nebo
stru¢né euklidovskym prostorem.

Vime, ze v kazdém vektorovém prostoru nad télesem R lze vzdy definovat skalarni
soucin, a to obecné vice riznymi zpusoby.

Podivame-li se jesté jednou, podrobnéji, na pravé zavedené pojmy, zjistime, Ze
by bylo mozné mit ur¢ité vyhrady vuci nékterym formulacim. Zcela presné feceno,
skalarni soucin je zobrazeni f : V x V — R spliwujici axiomy (i) — (iv) a odpovidajici
euklidovsky vektorovy prostor je pak uspotradana dvojice (V, f). V zajmu strucného
vyjadfovani se védomé dopouStime urcité nepiesnosti tim, Ze hovoirime o eukli-
dovském vektorovém prostoru V', misto o usporadané dvojici (V, f). Pfipomenme,
7e podobné jsme postupovali naptiklad pii zavadéni pojmu afinniho prostoru.

Mame-li tedy dan néjaky euklidovsky vektorovy prostor V', pak zfejmé axiomy
(i) — (iv) skalarniho sou¢inu jsou splnény i v libovolném (vektorovém) podprostoru
prostoru V. To znamena, ze kazdy (vektorovy) podprostor euklidovského prostoru
V' je sam euklidovskym prostorem. Budeme jej stru¢né nazyvat podprostorem euk-
lidovského prostoru V.

Piimo z definice skalarntho soucinu plyne, Ze:

(W,v+w) = (u,v)+(uw);

(u,7v) =r(u,v);

(o,u) = (u,0) =0;

<Zf:1 b, Z§:1 qJ'Xj> =i Z§:1 pig;(u;, v;) -

Skalarni sou¢in ndm umoznuje definovat délku vektoru a odchylku dvou nenulovych
vektort.

Definice 11.1. Pro libovolny vektor u € V' definujeme jeho délku (nebo téz wve-
likost) ||u|| vztahem

ull = +v/(u,v).

Pro délku vektoru jsme v algebie odvodili zakladni pocetni pravidla:
[ull >0, piicemz |[ul| = 0 pravé kdyz u = o;
lrull = [r[ - flull;
lu+v| <|lull+|l¥]] (trojihelnikovd nerovnost);

|(w,v)] < |l - [|v]l (Cauchyova nerovnost).
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Poznamenejme, Ze posledni nerovnost se téz nékdy nazyva Schwartzova nerovnost.

7 Cauchyovy nerovnosti bezprostiedné plyne, ze pro libovolné nenulové vektory
u, v plati

=l T

a tedy existuje pravé jedno redlné ¢islo ¢ splhujici vztahy

cosp = a 0<op<m, (11.1)

uv
[[af| - flv]

jak plyne z naSich znalosti funkce kosinus. Muzeme tedy vyslovit nasledujici definici.

Definice 11.2. Necht u,v jsou nenulové vektory z euklidovského vektorového
prostoru V. Pak reélné ¢islo ¢, spliujici vztahy (11.1), nazyvame odchylkou vektori
u,Vv.

Dva vektory u, v € V nazyvame ortogondlni nebo kolmé, je-li (u,v) = 0. PiSeme
pak u L v nebo v | u. Tento zptisob zapisu je korektni, jak plyne z komutativnosti
skaldrniho souc¢inu. Piimo z definice ortogonalnich vektoru plyne, Ze:

u L upravé kdyzu=o;

u L x pro kazdy vektor x € V pravé kdyz u = o;

ulw, proi=1,... kpravé kdyz u L (ryw, + -+ 4+ rpw,) pro ¥r; € R.

Kone¢nou posloupnost vektori u,,...,u, € V nazyvame ortogondlni posloup-
nosti, je-li

w Luj;proi#jg;i,j=1....k,
neékdy fikame téz strucné, ze vektory uy,...,u, jsou ortogondlni. Jednoduse lze
ukazat, ze kazda ortogonalni posloupnost vektori je linearné nezavisla.

Je-1i ortogonalni posloupnost vektort navic bazi prostoru V', pak ji nazyvame
ortogondlni bdzi prostoru V. Ortogonalni bazi, jejiz kazdy vektor je normovany
(tzn. ma velikost rovnu 1), nazyvame ortonormdlni bdzi prostoru V.

P1i préci s euklidovskymi vektorovymi prostory budeme pouzivat vyluéné ortonor-
malni baze, coz ma zasadni vyhody pro poé¢itani skalarniho sou¢inu (a tedy i vSech
pojmu z n&j odvozenych). Je-li totiz

B=1{e, - -,e,) (11.2)

ortonormalni bazi prostoru V' a x,y € V vektory, jejichz soufadnice v (11.2) jsou
X = (71;... ;2y), respektive y = (y1;... ;¥n), tzn. je

X=21€ + -+ 2x,€, 1eSp. Y =11€ + - +Un€,,
pak skalarni soucin (at je ve V' definovéan jakkoliv) vektoril x,y je tvaru

(X, y) =291+ + TpYn -
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Je jasné, ze pfi pouziti jiné baze nez ortonormalni, je vyjadieni skaldrniho soucinu
Konecné — lze dokazat, ze k libovolné konecné posloupnosti vektori u, ..., u;, €
V' existuje ortogonélni posloupnost e,...,e, € V tak, ze plati

L(uy,...,u,) = Liey,...,e;).

Specialné tedy v kazdém nenulovém euklidovském vektorovém prostoru V' existuji
ortogonalni i ortonormalni béze.

Ptripomenme, ze dikaz pravé uvedeného tvrzeni je konstruktivni a jeho algo-
ritmus (ktery je nutno znat!) se nazyva Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces.

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu nyni uvedeme nékteré dalsi vlastnosti orto-
gonalnich vektori.

Definice 11.3. Necht W je podprostor euklidovského vektorového prostoru V.
Mnozinu
W+ ={xecV|x Lw, pro kazdy vektor w € W}

nazyvame ortogondlnim doplikem podprostoru W ve V.
Je-li x € W+, pak fikdme téz, ze vektor x je kolmy k podprostoru W a piSeme
x 1L W.

Véta 11.1. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. Ortogondlni doplnék W+ je podprostorem ve V.

2. Prostor V je piimym souctem podprostori W a W+,
ten. V=W oW

Diikaz. 1. Ziejmé o € W+, a tedy W+ # 0. Dale, jsou-li x,y € Wh, r € R
libovolné, pak je ihned vidét, ze x +y € W+ arx € W+, tzn. W+ je podprostorem
ve V. B

2. Je-li W = {0}, respektive W =V, pak je W+ =V, respektive W+ = {0}, a
tvrzeni ziejmé plati. Necht tedy {o} # W # V, necht e,,...,e, je ortonorméalni
béaze prostoru V' a necht u,,...,u, (0 < k < n) je baze podprostoru W. Pfi tomto
oznaceni je x € W+ pravé kdyz (u;,x) =0, proi =1,...,k. Necht je

w, = a;e +--+ape, t=1,...,k,

X=T1€ + -+ Tp€,.
Potom je x € W+ pravé kdyz plati

ancy + -+ apr, =0,

a1 Ty + -+ agpx, =0,
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coZ je homogenni soustava k lineédrnich rovnic o n nezndmych x4, ..., x,, jejiz matice
mé hodnost k. Podprostorem feseni této soustavy je ziejmé pravé W+,

Plati (viz [Ho94|) dim W+ =n — k.

Daéle, soucet podprostorit W a W+ je piimy, nebot je-liu € WNW+, paku L u,
tzn. u = o, odkud dostavame, ze W N W+ = {o}. Kone¢né,

dim(WHW+) =dim W +dim W+ =k + (n— k) =n =dimV,
a tedy (viz [Ho94|) V =W @ W+. O

Ddsledek 11.1. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V', necht x € V
libovolné. Pak existuje jediné vyjadreni vektoru x ve tvaru

x=y+z kleyeW, ze W+. (11.3)

Dikaz. Tvrzeni je pifimym disledkem 2. ¢asti predchozi véty a definice primého
souctu podprostoru (viz [Ho94|). O

Definice 11.4. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V', necht vektor
x € V je vyjadien ve tvaru (11.3). Pak y se nazyva ortogondlni projekce vektoru
x na podprostor W a z se nazyva ortogondlni komponenta vektoru x vzhledem k
podprostoru W.

Veéta 11.2. Necht W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak plati:
L. WhHt=w;
2. W+8)t=witnst;
8. (WnS)t=wt+5+;
4. WCSeWtDst,

Ditkaz. 1. Inkluze W C (W+)+ je zfejma. Podle Véty 11.1 (¢ast 2.) plati W @
Wt =wte (Wht =V, odkud dimW = dimV — dim W+, Tedy dimW =
dim(W+)1 a podle [Ho94] je W = (W)L,

2. Inkluze (W +S5)t C WtnN St je ziejma. Naopak necht x € WL NS+ a necht
u e W + S libovolné. Potom jeu=w +s, kde w € W, s € S, a plati

(x,u) = (x,w +5) = (x,w) + (x,8) =0,

a tedy x € (W + S)*.

3. Uzitim 1. a 2. dostavame (W NS)* = [((WH)E N (S = [(WH+ SH)LE =
Wt + St

4. “="WCSeS=W+8 = St=W+St=wtnst = st cw
uzitim 2. ¢asti véty a definice souc¢tu podprostori.

“<" Plyne z pravé dokazané implikace uzitim 1. Casti véty. m
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Definice 11.5. Necht W,S jsou netrividlni podprostory euklidovského vek-
torového prostoru V. Je-li

W C St nebo W D S+,

pak podprostory W, S nazyvame kolmé (ve V') a oznacujeme W L S.
Je-li specialné W = S+, pak podprostory W, S nazyvame totdlné kolmé (ve V).

Poznamka 11.1. 7 Véty 11.2 (¢ast 4.) bezprostiedné plyne, Ze
WCSte SCWh resp. WDSte SOWE resp. W=5+a5=W

Vidime tedy, ze kolmost i totalni kolmost jsou symetrické relace na mnoziné vsech
netrivialnich podprostora V', a tedy pfedchozi definice, tak jak byla vyslovena, je
korektni.

Déle poznamenejme, Ze uzitim Véty 11.2 (¢ast 4.) a vlastnosti dimenze dostaneme
nasledujici implikace

{Wg St — dimW +dimS < dimV, (11.4)

W28+t = dimW+dimS >dimV,

pricemz ostra inkluze implikuje vzdy ostrou nerovnost. Je zfejmé, ze obecné neplati
obracené implikace! O

Véta 11.3. Necht W, S jsou netrividlni podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

W, S jsou totdlné kolmé < W, S jsou kolmé a dimW + dim S = dim V.

Diikaz. “=" Necht W, S jsou totalné kolmé; pak ziejmé W, S jsou kolmé a W = S+,
odkud dim V' = dim(S++S5) = dim S+ + dim S = dim W + dim S.

“&" Necht W, S jsou kolmé a plati dim W + dim S = dim V'; pak W C S+ nebo
W D St a z predchozi poznamky plyne, Ze ani jedna z inkluzi nemiize byt ostra. Je
tedy W = S+, tzn. W, S jsou totalné kolmé. ]

Véta 11.4. Necht W, S jsou netrividlni podprostory euklidovského prostoru' V' takové,
ze W, S jsou kolmé. Pak plati:

1. dimW+4dimS <dimV = WnS={o};

2. dimW +dimS >dimV = W+5=V.

Ditikaz. 1. Necht W L S adimW +dimS < dimV. Pak W C S+ nebo W D S+,
oviem vzhledem k (11.4) musi byt W C S+, odkud pak W NS C St NS = {o}, a
tedy W NS = {o}.

2. Necht W L S adimW 4 dim S > dim V. Pak opét uzitim (11.4) dostavame
W DSt odkud VOW4S DSt S =V. Obé posledni inkluze musi tedy byt
rovnostmi, coZ vSak znamené, ze V =W + S. ]
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Véta 11.5. Necht W, S jsou netrivialni podprostory euklidovského prostoru V. Po-
tom plati:

W 1LSveVaeadmW4+dimS <dmV &
< W, S jsou totdlné kolmé ve (W + 5).

Ditikaz. Necht index u symbolu + znaé&l vidy podprostor, v némZ konstruujeme
ortogonalni doplnék. Je zfejmé, Ze plati

Stwes — Shvi (W + 9). (11.5)

“=" 7 predpokladi a z Véty 11.4 dostavame, ze W N S = {o}, odkud dim W +
dim S = dim(W + 5), respektive W, S jsou netrivialni podprostory ve (W + S).
Dale z pfedpokladt (uzitim (11.4)) plyne, ze W C Stv. Trivialné je W C W + S,
a tedy z (11.5) pak dostavame W C S+w+s neboli W, S jsou kolmé ve (W + S).
Dohromady pak podle Véty 11.3 jsou W, S totalné kolmé ve (W + 5).

“&<" Necht W, S jsou totalné kolmé ve (W +.5). Pak podle Véty 11.3 je dim W +
dim S = dim(W + S) < dimV. Dale, z predpokladu totalni kolmosti a z (11.5)
dostavame W = S+w+s C S1v neboli W L S ve V. ]

Uloha 11.1. Naleznéte ortogonalni projekei vektoru x = (4; —1; —3;4) na podpos-
tor W= L(u,v,w), kde u = (1;1;1;1), v = (1;2;2; —1), w = (1;0;0; 3).

Resent: Bude vyhodné nejprve nalézt bazi podprostoru W (vektory u, v, w jsou
podle zadani pouze generatory W). Ale

111 1 11 1 1
122 —-1]~10 1 1 =2},
100 3 o -1 -1 2

odkud jiz vidime, ze bazi W tvoii napiiklad vektory u,v.
Nyni budeme hledat vyjadireni

XxX=y+z kdey e W, zeWt,

a tedy y = ru + sv, respektive z = x — y, odkud vidime, Ze tloha bude vyfesena
nalezenim koeficentu r, s. Ale plati

0=(z,u) = (x—y,u), resp. 0=(z,v) = (x—y,v),

odkud po dosazeni za y a rozepsani dostéavame
r(u,u) + s(v,u) = (x,u),
r(u,v) +s(v,v) = (x,v).

Po vy¢isleni vSech skalarnich soucinti a dosazeni fesime soustavu linearnich rovnic

— r=3, s=-2 = y=3u—2v=(1;-1,-1;5).

4r 4+ 4s =4
4r +10s = —8
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Poznamenejme, Ze jako vedlejsi produkt pfedchozich vypoéti dostdvame i orto-
gonalni komponentu z = x —y = (3;0; —2; —1).

Vysledek: ortogonalni projekci vektoru x na W je vektor y = (1;—1;—1;5)
a ortogonalni komponenta vektoru x vzhledem k podprostoru W je vektor z =

(3;0; —2; —1). A

Uloha 11.2. V euklidovském 4-rozmérném prostoru V jsou dany podprostory W =
L(u;, uy,u3) a5 = L(v), kde u; = (1;1;1;1), uy = (=2;6;0;8), uy = (=3;1;-2;2),
v =(1;a;3;b):
1. Naleznéte ortogonalni bazi W a tuto bazi dopliite na ortogonalni bazi
prostoru V.

2. Urcete hodnoty a, b tak, aby podprostory W, S byly kolmé.
Resent: 1. Na vektory u,, u,, uy aplikujeme Gramm-Schmidtuv ortogonaliza¢ni

proces:
e =u = (1;1;1;1);

e, = te; + 1y, kde t = —2285 — —3; tedy e, = (=5;3;—3;5);
ey = tie, + taey + 1y, kde t) = — (B8 — L — Mg — 1L tody

e; = (0;0;0;0).

Vidime, ze e; = 0 (coz je dusledkem toho, ze vektory u,,u,, u; jsou linedrné
zavislé), a tedy hledanou ortogonalni bazi W jsou (napf.) vektory e, e,.

Pro doplnéni vektori e, e, na ortogonalni bazi celého prostoru V' bude ziejmeé
stacit nalézt libovolnou ortogonélni bazi f,, f, podprostoru W+ (zdiivodnéte!). Ale
W+ je mnoZina fefeni homogenni soustavy linearnich rovnic, jejiz koeficienty jsou
pravé souradnice vektori e;, e, (zdivodnéte!). Vektory f,, f, pak dostaneme ortog-
onalizaci libovolné béze feSeni této homogenni soustavy:

11 1 11|20 1 111 0:>
-5 3 =35 |0 04150

Ty =T, xr3 = 4r — bs,
— —
Ty =S, r1 = 3r+4s,
a tedy bazi FeSeni tvoii napiiklad vektory w, = (3;1; —4;0), w, = (4;0; —5; 1). Pak:
£, =w, =(3;1;-4,0);

_ __ (wofy) 16 _ (4.=16. 1.
£, =t +wy, kde t = =725 = —q3; tedy £, = (5 =533 1) -

Vysledek: vektory e;, e, jsou ortogonaloni bazi W, respektive vektory e;,e,,
f,.f, jsou ortogonalni béazi prostoru V.

2. Vzhledem k tomu, Ze dimS = 1, dimW = 2 (a tedy dim S* = 3, dim W+
= 2), mohou byt podprostory W, S kolmé jediné v pifpads, ze W C St neboli
S C W+. Musime tedy urcit &isla a,b tak, aby v € L(w,,w,), kde w,, w, jsou



12. EUKLIDOVSKY PROSTOR, KARTEZSKE SOURADNICE 73

vektory baze W+, ziskané v 1. Ale

31 -4 0 3 1 —4 0
40 -5 1)~--~|0 —4 1 3
1 a 30 0 0 —51—-3a 3—9a—12b

Vidime tedy, 7ze v € L(w,,w,) pravé kdyz —51 —3a = 0 A3 — 9a — 12b = 0, tj.
pravé kdyz a = —17, b = 13.
Vysledek: podprostory W, S jsou kolmé prave kdyz a = —17, b = 13. A
Ptipomenme znovu, Ze v obou tlohéch jsme pfi vypoctech podstatné vyuzivali
umluvy o tom, Ze soufadnice vektoru jsou vyjadfovany vzhledem k pevné ortonor-
malni bazi prostoru V.

12 Euklidovsky prostor, kartézské souradnice

Definice 12.1. Afinni prostor, jehoz zamérenim je euklidovsky vektorovy prostor
(tj. vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem), nazyvame euklidovskym bodovym
prostorem nebo strucné euklidovskym prostorem a oznacujeme &.

Poznamka 12.1. Vidime, Ze euklidovsky (bodovy) prostor je specialnim piipadem
afinntho prostoru. Proto muzeme na euklidovsky prostor prenést vSechny pojmy
a vlastnosti afinntho prostoru. Je tedy zfejmy vyznam pojmu: bod euklidovského
prostoru €, zaméieni Z(E) euklidovského prostoru £, podprostor euklidovského pros-
toru € (pfipomenme z Paragrafu 1, ze podprostory v Z (&) jsou pravé jeho vektorové
podprostory), dimenze euklidovského prostoru £, dimenze podprostoru euklidovského
prostoru £, afinni repér a afinni souradnice v € atd. VSechny tyto pojmy nebudeme v
euklidovském prostoru znovu zavadét, ale budeme je automaticky prenaset z afinntho
prostoru. &

Ptipomenme jesté, ze struéné vyjadieni euklidovsky prostor muze sice jednou
znamenat euklidovsky bodovij prostor a podruhé euklidovskij vektorovy prostor, oviem
ze souvislosti bude vzdy jednozna¢né jasné, o ktery z obou pojmii se jedna.

Definice 12.2. Necht A, B jsou body euklidovského prostoru £. Pak realné ¢islo
HEH nazyvame vzddlenosti bodii A, B a oznacujeme AB. Je tedy

AB = || 4B].

Véta 12.1. Necht A, B,C € £. Pak plati:
1. AB>0;
2. AB =0 prdvé kdyz A = B ;
3. AB = BA;
4. AC < AB+ BC'.
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Dikaz. Tvrzeni plynou ihned z definice velikosti vektort a axiomi skalarniho soucinu,
respektive z trojihelnikové nerovnosti, uvedenych v Paragrafu 11. O

Poznamka 12.2. Mnoziny, v nichz ke kazdym dvéma bodtm X,Y je prifazeno
realné ¢islo XY tak, Ze jsou splnény vlastnosti 1. — 4. z piedchozi véty, se nazyvaji
metrické prostory a studuji se blize v matematické analize. Predchozi véta nam tedy
mimo jiné Tiké, ze euklidovsky prostor je piikladem metrického prostoru. &

Posledni c¢éast predchozi véty miizeme jesté jednoduSe rozsifit o charakterizaci
toho, kdy v uvedené nerovnosti nastane rovnost.

Véta 12.2. Necht A, B,C € £. Potom plati:
AC = AB + BC prdve kdyz B € [A,C].

Dikaz. Z definice vzdélenosti dvou bodi, z Véty 12.1 a z trojihelnikové nerovnosti
plyne, 7e AC — AB + BC prévé kdyz B — C nebo AB — tBC, kde t > 0.
Posledni podminka je vSak ekvivalentni podmince, Ze body A, C' lezi na opacnych
polopiimkéch s hrani¢nim bodem B neboli bod B je bodem tusecky [A, C], coz dava
tvrzeni véty. O]

Definice 12.3. Necht €& je euklidovsky prostor, dim& =n > 1, a necht
#=(P;e,...,e,) (12.1)

je afinni repér v &, takovy, ze (e,,...,e,) je ortonormalni baze zaméreni Z(&,).
Pak (12.1) se nazyva kartézsky repér nebo ortonormdlni repér nebo kartézsky
souradny systém v &,.

Soufadnice bodi v &, vzhledem k repéru (12.1) se nazyvaji kartézské souiadnice.

Umluva 12.1. Vsude dale v této kapitole, nebude-li vyslovné fe¢eno jinak, budeme
soutradnicemi bodu a vektort vzdy rozumét jejich souradnice vzhledem k pevnému
kartézskému repéru (12.1). O

Poznamka 12.3. Vidime, Ze kartézsky repér je specialnim pfipadem afinniho repéru
a plati pro néj tedy vSechny vztahy odvozené v Paragrafu 3, tj. vztahy pro sourad-
nice bodi, souradnice vektori, transformacni rovnice atd. Z toho, co bylo feceno v
predchozim paragrafu o ortonormalnich bézich, je zfejmé, ze hlavni vyhodou zave-
deni kartézskich souradnic bude jednoduché vyjadrovani skaldrniho sou¢inu a pojmu
z néj odvozenych. Pripomenme, Ze jsou-li u = (uy;... ;u,), v = (vi;... ;v,) vektory
ze zamé&feni Z(E,), pak pro jejich skalarni souc¢in (u,v) plati

(Ha X) = U1V1 + -+ UpUp - (122)

_ Maéme-li dva body A = [ay;... ;an], B = [bi;... ;b,] € &, pak jejich vzdalenost
AB vyjadiime pomoci souradnic uzitim (12.2) takto:

AB=+/(by —a1)2 + -+ (b, —an)2. < (12.3)
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Nasledujici véta ukaze, ze i stfed dvojice bodii mizeme charakterizovat pomoci
vzdalenosti.

Véta 12.3. Bod S € & je stredem dvojice bodi A, B € £ pravé kdyzZ je
- 11—
SA=SB= 3 AB. (12.4)

Dikaz. Je-li A = B, pak tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy A # B.

1. Necht S je stfedem dvojice bodiu A, B. Potom podle Disledku 8.1, plati
symbolickd rovnice S = A + 3B, z niz po rozepsani a uzitim (12.3) dostavame
SA =1AB =SB, tzn. platf (12.4).

2. Naopak, necht plati (12.4). Pak AS + SB = AB a podle Véty 12.2 je
S € [A, B, trn. AS = tAB, kde 0 < t < 1. Potom viak ||AS]| = |¢| - |[AB] neboli
SA =t AB, odkud plyne (podle (12.4)) vzhledem k tomu, ze AB # 0, t = % Podle
Véty 8.5 je pak bod S stfedem dvojice bodi A, B. m

Transformacni rovnice pro soufadnice bodi, respektive vektori, pii prechodu
od jednoho afinniho repéru k druhému, jak jsme odvodili v Paragrafu 3, budou
opét beze zmény platit i pro dva kartézské repéry. Ukazeme si vSak, ze v pripadé
kartézskich souradnic bude mit matice pfechodu A specialni tvar, ktery umozni
jednodussi manipulaci s transformac¢nimi rovnicemi.

Véta 12.4. Necht jsou ddany dveé ortonormdlni bize zaméreni Z(E,)

B=1{€e,...,e,), (12.5)

B'=(e},...,€e), (12.6)

» En

a necht A = (a;;) je matice piechodu od (12.5) k (12.6) a A’ je transponovand
matice k matici A. Pak plati:

1. AA=E,, kde E, znac7 jednotkovou matici fddu n ;
2. Al=A;
3. |Al==+1.
Dikaz. 1. Z definice matice prechodu plyne, Ze
€ =aye +- - +ape,, pro i=1,...,n.

Potom prvek stojici v i-tém Fadku a j-tém sloupci matice A’A je tvaru:

1, proi =y,
arar; + agiagj + - - + anian; = (€, €5) = o7
B 1= (eng) {0,131"0@%],

a tedy je A’/A = E,,.

2. 7Z 1. a z Cauchyovy véty plyne, Ze matice A je regularni, tzn. existuje pak
inverzni matice A~'. Vynasobime-li rovnost A’A = E,, zprava matici A~!, dostavame
A= AL

3. Z algebry vime, ze |A’'| = |A|; pak z 1. uzitim Cauchyovy véty dostavame
1 =|E,|=|4AA| =|4|-|4] = |A]?, odkud |A| = %1. O
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Poznamka 12.4. Predchozi véta méa bezprostifedni vyuziti pfi studiu transfor-
macnich rovnic pro soutradnice bodi, respektive vektort, v euklidovském prostoru.
Znéme-li totiz vyjadireni necdrkovangch souradnic pomoci cdarkovangch (tj. vztahy
(3.9), (3.12)), pak u kartézskich souradnic muzeme opa¢né transformacni rovnice (tj.
vyjadreni édrkovanych souradnic pomoci nedirkovanych) psat na zaklade 2. Casti
predchozi véty prakticky okamzité pomoci transponované matice A’.

13 Kolmost

Definice 13.1. Necht Bj, B jsou podprostory euklidovského (bodového) pros-
toru €. Rekneme, Ze podprostory By, By jsou kolmé, jsou-li kolma jejich zaméFent
Z(B1), Z(Bs). Piseme pak B; L Bs.

Podobné, podprostory By, By nazyvame totdlné kolmé, jsou-li totalné kolma je-
jich zaméteni Z(B,), Z(Bs).

Poznamka 13.1. Z definice je vidét, Zze kolmost i totalni kolmost podprostort eukli-
dovského prostoru zavisi pouze na zamérenich téchto podprostori. Vysetrovani kol-
mosti a totalni kolmosti bude tedy probihat ve vektorovych prostorech se skalarnim
sou¢inem, pri¢emz ziejmé podstatné vyuzijeme vysledkiu odvozenych v Paragrafu

11. &

Véta 13.1. Necht By, By, B, Bl jsou podprostory euklidovského prostoru € a necht
B;||B:, dim B; = dim B., pro i =1,2. Potom:

B L B, pravé kdyz By L B,.

Dikaz. Je-li B;||B; a dim B; = dim B, potom musi byt Z(B;) = Z(B}), pro i = 1, 2.
Tedy Z(B,) = Z(B}) a Z(By) = Z(B)), odkud ihned plyne tvrzeni. O

Véta 13.2. Necht B,C jsou podprostory euklidovského prostoru €. Potom.:

1. libovolnym bodem A € & prochdzi prdvé jeden podprostor, ktery je totdlné
kolmy k B.

2. Jsou-li podprostory B,C totdlné kolmé, pak jejich prinikem je bod.

Diikaz. 1. Podprostor {A; Z(B)*} je totalné kolmy k B, prochézi bodem A a zfejmé
je jediny s témito vlastnostmi.

2. Necht podprostory B,C jsou totalné kolmé; potom Z(B) = Z(C)*, odkud
plyne, ze dim Z(B) + dim Z(C) = dim Z(£), a tedy podle Véty 11.4 (¢ast 1.) je
Z(B)NZ(C) ={o}. Ale Z(B) + Z(C) = Z(&), tzn. podle Véty 2.3 se podprostory
B, C protinaji. Dohromady dostavame, ze prunikem B, C je 0-rozmérny podprostor,
tzn. bod. [
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Véta 13.3. Necht B je k-rozmeérny podprostor v € (0 < k <n = dim E); vyjidreny
neparametricky

anry +--+ apT, = by,
(13.1)
Ap—k1T1 + -+ Ap—knln = bn—k .
Oznacme a; = (a;1;...;ai), 1 =1,...,n—k, vektory ze Z(E,), jejichz souradnicemi
jsou koeficienty v jednotlivich rovnicich systému (13.1). Potom vektory a,...,a,
tvoti bazi ortogondlniho dopliku zaméieni Z(B), a tedy
Z(B)L :L(g177§nfk) (132)

Diikaz. Podle Véty 5.3 je zaméfeni Z(B) rovno podprostoru feseni zhomogenizo-
vaného systému k systému (13.1). Pro kazdy vektor x = (z1;... ;2,) € Z(B) tedy
plati a;;x; + -+ + apmz, =0, tj. (a;,,x) =0nebolia, L x, proi=1,...,n—k.
Tedya,,...,a, , € Z(B)*, pficem? podle predpokladu jsou vektory a,, ..., a,
linearné nezavislé. Ponévadz dim Z(B)* = n — k, jsou vektory a,,...,a, , bazi
podprostoru Z(B)*t. Zbytek tvrzeni je pak trivialni. O

Véta 13.4. Necht plati oznacent predchozi Veéty 13.3 a necht C je podprostor v &€,.
Potom:

B L C pravé kdyz Z(C) C L(ay,...,a,_;) nebo Z(C) O L(ay,...,a,_ ).
Dikaz. Tvrzeni véty plyne bezprostfedné z definice kolmosti a z Véty 13.3. O]

Poznamka 13.2. Pokud by rovnice (13.1) zadéavajici podprostor B byly linearné
zévislé (coz se nékdy v praxi stava), pak jisté neplati 1. ¢ast tvrzeni Véty 13.3,
ovSem zfejmé zustavaji v platnosti (13.2) a Véta 13.4 (nebot pak vektory a,, a,, ..
jsou generatory Z(B)1). o

Déle, je-li dana nadrovina N' = ayz; + - -+ + a,x, + a = 0, pak ziejmé vektor
n = (a;...;a,) je kolmy k Z(N). Zavedeme pro né&j nasledujici oznaceni.

Definice 13.2. Necht N/ = a;z; + --- + a,x, + a = 0 je nadrovina v &,. Pak
vektor n = (aq;... ;a,) budeme nazyvat normdlovym vektorem nadroviny N a
kazdou primku, jejimz smérovym vektorem je vektor n, budeme nazyvat normdlou
nadroviny N .

Nasledujici véty se zabyvaji specialnimi ptipady kolmosti podprostori v £, a sice
kolmosti pfimky a nadroviny, respektive kolmosti dvou nadrovin.

Véta 13.5. Necht p = X = A+ tu je primka a N = ayxy + -+ + apx, +a =0 je
nadrovina v &,. Potom p a N jsou totdlné kolmé prdve kdyZ existuje redlné ¢islo k
takové, Ze u = k(aq;. .. ;ay).
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Dikaz. Uvédomme si, Ze dimp + dimN = dim &, a tedy podle Véty 11.3 se v
piipadé kolmosti pfimky p a nadroviny N musi jednat o totalni kolmost. Zbytek
tvrzeni pak plyne piimo z Véty 13.4. O]

Véta 13.6. Necht Ny =ayo+-+ape,+a=0, No=byoy+-++ b2, +0=0
jsou nadroviny v E. Potom:

N1 L Ny prdave kdyz a,by + -+ - + apb, = 0.

Diikaz. Podle Véty 13.4 a podle Véty 5.3 je N1 L Ny & (a1;... 5a,) € Z(N?)
<:>a1b1—i—---+anbn:O. ]

Poznamka 13.3. Aplikujeme-li predchozi dvé véty na 2-rozmérny (respektive 3-
rozmérni) euklidovsky prostor, dostaneme véty o kolmosti pfimek a rovin znamé ze
stfedni skoly. Napiiklad, méme-li dany v roviné dvé primky

nm=Ey=kr+q, p=y=kr+q,
1
pak podle Véty 13.6 jsou p; a ps kolmé pravé kdyz (po tpravé) ky = % coz je
1
vysledek dokazovany na stiedni skole.

Poznamka 13.4. Jednou z nejcastéjsich praktickich tloh o kolmosti je tiloha nalézt
k danému k-rozmérnému podprostoru B totéalné kolmy podprostor C prochazejici
pevnym bodem Q. K vyfeSeni této tlohy staci zfejmé nalézt Z(C), pticemz Z(C) =
Z(B)*. V podstaté mohou nastat dvé situace:

a) Podprostor B je zadan parametricky, tzn. B = X = A+ tyu; + - -+ + tpuy,
kde u; = (u;1;...;um), i =1,..., k. Potom Z(B)* je mnozinou feseni homogenniho
systému linearnich rovnic

up Ty + -+ uppr, = 0,

Up1T1 + -+ UpnTy = 0

a hledany podprostor C bude vyhodné vyjadrovat neparametricky.
b) Podprostor B je zadan neparametricky, tzn.

anry + -+ apr, = b,
B =

Ap—k1T1 + -+ Ap—kn = bn—k .

Potom vektory fadkovich koeficientii tvoii bazi Z(B)* a hledany podprostor C bude
vyhodné vyjadiovat parametricky. &

Véta 13.7. Necht B je podprostor euklidovského prostoru € a R € £ je bod neleZici
v B. Pak existuje prdvé jedna primka p prochdzejici bodem R, kterd je kolmd k B a
protindg B.
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Ditkaz. Ozna¢me B+ = {R; Z(B)*}; zfejmé je dim B+ = dim € — dim B a libovolna
piimka, lezici v B+, musi byt kolma k B.

Déle ozna¢me C = B + {R}. Podle pfedpokladu R ¢ B, tzn. podle Véty 2.6 je
dimC = dim B + 1. Ziejmé je B+ +C = £.

Uvazujme nyni prinik (B+ N C). Ponévadz R € Bt NC, je B-NC # () a plati
dim(B+NC) = dim B+ +dim C—dim(B++C) = dim £ —dim B+dim B+1—dim & = 1.
Je tedy B+ N C piimka, kterou ozna¢ime p a ukiZeme, ze je hledanou piimkou.

Ztejmé R € pap L B, tzn. zbyva ukazat, ze p protina B. Necht B € B libovolny
bod. Pak lze psit BR =y +1z,v € Z(B), z € Z(B)*, odkud R = (B +y) + z,
piicemz B +y € B. Potom z € Z(C), odkud B

BRE=y+ze Z(B)+(Z(B)*nZ(C),

coz podle Véty 2.3 znamend, ze B a p se protinaji.

Jednoznac¢nost hledané primky plyne z provedené konstrukce: je-li totiz ¢ piimka,
R € q,q L B, ¢gNnB # 0, pak existuje bod Q € ¢N B a plati Z(q) = L(@) Ale
RO € Z(B)*, RO € Z(B+{R)) = Z(C), odkud RQ € Z(B)* N Z(C) = Z(p). Musi
tedy byt Z(q) = Z(p), odkud jiz plyne, ze ¢ = p. ]

Definice 13.3. Piimka p, ktera prochazi danym bodem R, protind dany pod-
prostor B a je k nému kolma, se nazyvé kolmice vedend bodem (kolmice spusténd
z bodu) R na podprostor B. Prusecik piimky p s podprostorem B se pak nazyva
pata kolmice vedené bodem R na podprostor B (nebo téz kolmy primét bodu R na
podprostor B).

Poznamka 13.5. Uvédomme si, ze predchozi definice nic nepfedpoklada o poloze
bodu R. Jestlize bod R nelezi v podprostoru B, pak podle Véty 13.7 kolmice vedené
bodem R na B, respektive kolmy priumét bodu R na B, jsou urCeny jednoznac¢né.
Jestlize vsak R € B, pak spliva bod R s kolmym primétem R na B, ovSem kolmice
vedenéd bodem R na podprostor B miize, ale nemusi byt uréena jednozna¢né. Napiik-
lad je-li B rovina (respektive pifimka) ve 3-rozmérném prostoru a R € B, pak existuje
jedna kolmice (respektive nekoneéné mnoho kolmic) vedena bodem R na B. &

Uloha 13.1. Naleznéte podprostor C v &, ktery prochazi bodem @ a je totalné
kolmy k roviné ¢ = {A4;L(u,v)}. Pritom Q = [—1;2;5;1;4], A = [3;2;1;1;2],
u=(721;13), v= (04 -2;1; -1).

Resent: Rovina o je zadana parametricky, a proto bude vyhodné hledat nepara-
metrické vyjadieni podprostoru C. Ale Z(C) je dan homogenni soustavou linear-
nich rovnic, kterou ziskdme pomoci souradnic vektort u, v, tj.

7[L‘1-|—2[L‘2+ I3+ZE4+3I’5:O,
4$2—2$3+I4— I5:O.
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Pravé strany neparametrického vyjadieni C dostaneme dosazenim soufadnic bodu
Q. Pakby = —-74+44+5+1+12=15;00=8—-10+1—-4 = —5.

Vysledek: hledany podprostor C ma neparametrické vyjadieni

C = 7£E1+2.2132+ 333+.CE4+3335 = 15,
- 4%2—21'34-.1'4— Ts =—-5. A

Uloha 13.2. Naleznéte podprostor C v &, ktery prochazi bodem Q a je totalné
kolmy k podprostoru B. Pfitom @ = [1;0;1;0; 1], respektive

B_ 1921 + 112y — 423+ 524 + 205 =3,
B 7.T1+ 2.732 + x4 =1

Resent: Ziejmé je dim B = 3, a tedy hledanym podprostorem C bude rovina (t;.
dim C = 2). Podle Véty 13.3 viak bazi Z(B)* = Z(C) tvori vektory, jejichz soufad-
nicemi jsou koeficienty u neznamich v neparametrickém vyjadieni podprostoru B.
Dostéavame tedy okamzité hledané FeSeni (v parametrickém tvaru).

Vysledek: podprostor C je urcen parametricky C = X = @ + ru + sv, kde
Q = [1;0;1;0; 1], u = (19;11; =4;5; 1), v = (7; 2;0; 1; 0). A

Uloha 13.3. Bodem Q € &; ved te v roviné p piimku ¢, ktera je kolma k pifmce
p=X=A+tu Pritom Q = [2;1;-3], 0 =3x—2y+2 =1, A = [45;3],
u = (—6:6:1).

Resent: Predevsim je vidét, ze Q € p, a tloha mé tedy smysl. Hledejme primku
g v parametrickém tvaru za pouziti daného bodu @), tzn. Ze

¢ =X = Q + yw, kde musime nalézt vektor w = (wq; wq; w3) .
Ale podle zadani je w € Z(p), respektive w L u, tzn. po rozepsani

3w1—2w2+w3:0,
—6w1—|—6w2—|—w3:0,

odkud po vyfeseni (napiiklad Gaussovou metodou) dostavame ws = 2k, wy = —3k,
wy = —%k, tzn. je napitklad w = (—8; —9;6).

Vysledek: pfimka ¢ ma parametrické vyjadieni

r = 2-28t,
z = —3+6t. A
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14 Vnéjsi a vektorovy soucin

V tomto paragrafu uvedeme nejprve dalsi vlastnosti euklidovskych vektorovych pros-
tort, respektive orientovanych euklidovskych vektorovych prostorii, a potom nékteré
jejich aplikace.

Umluva 14.1. Nebude-li vyslovné feceno jinak, pak vSude v tomto paragrafu
predpokladéame, ze ve studovaném n-rozmérném euklidovském vektorovém prostoru
V.. je pevné zadana ortonormélni baze

#= (e -,&), (14.1)
v niz vyjadrujeme vSechny soutfadnice. Je-li prostor V,, navic orientovany, pak ori-
entace je zvolena tak, ze baze (14.1) je kladna. O
Definice 14.1. Necht V,, je orientovany n-rozmérny euklidovsky vektorovy pros-
tor a necht u,,...,u, je konecna posloupnost n vektoru z V,,, pficemz je u, =
(w1i;Ugi; .. 5 Upg), pro i = 1,...,n. Pak realné ¢islo
uUip U2 ... Ulp
Upl Up2 ... Upn
nazyvame vnéjsim soucinem vektord u,, ..., u, a ozna¢ujeme [ui,...,u,].

Poznamka 14.1. Rozmyslime-li si diikkladnéji pfedchozi definici, vidime ihned, ze
vnéjsi soudin [uy, ..., u,] je definovan pomoci souradnic vektort uy, ..., u,, v pevné
kladné ortonorméalni bazi (14.1) a tudiz je na prvni pohled zavisly na volbé této baze
(coz by se tedy mélo né&jak projevit v slovnim vyjadfeni a v symbolice). Nasledujici
véta vSak ukéze, ze tomu tak neni, a tedy definice vnéjsiho soucinu je zformulovana

korektné. &

Véta 14.1. Vnejsi soucin vektori uy, ..., u, € V, nezdavisi na volbé kladné ortonor-
mdlni bdze prostoru V,.

Dikaz. Necht (14.1), respektive

/ / /
B'=(e],...,e,) (14.2)
jsou dvé kladné ortonormélni béaze prostoru V,,. Oznacme [uy,...,u,] 4, respektive
[uy,...,u,]5, vnéjsi soudin vektori u,,...,u, vyjadfeny pomoci soufadnic téchto

vektori v bazi (14.1), respektive (14.2). Necht A zna¢i matici pfechodu od béze
(14.1) k bazi (14.2). Podle Véty 12.3 (3. ¢ast) je |A| = £1 a protoze (14.1) a (14.2)
jsou souhlasné baze, je tedy |A| = 1.
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Necht nyni uw;, = (uy;ug;...;uUy) vyjadieno v béazi (14.1), respektive u, =
(w)y;ubss .. s ul,) vyjadieno v bazi (14.2), pro i = 1,...,n. Uzitim transformad¢nich
rovnic pro soufadnice vektort (viz (3.12)) dostavame proi =1,...,n

/ !/ !/
ulz ul'L ull e uln UH oo uln
=Al |, ten : | =A I
/ !/ /
Uni u,; Upl -« Unp uhy .. b,
odkud prechodem k determinantim uzitim Cauchyovy véty a toho, ze |A| = 1,
dostavame
!/ !/
u11 o e uln UH oo Uln
!/ /
Upl - v Unp Uy .. U,
neboli [u,,...,u,]g=[u,...,u,] % O

Véta 14.2. Necht u,,...,u, je konecnd posloupnost vektori z V,,, v € V, ar € R.
Pak:

1 [u,...,u+v,....ou]=[,. ..,u]+1,. . .,v,...,u]
pro vSechna i =1,....n.

2. uy,...,mu,,...,u,] =ruy,...,u,] provsechnai=1,...,n.

3. Je-li (ky;... ;ky) libovolné pofadi indexi 1,2,...,n a znaci-li t
celkovy pocet dvojic tvoricich inverzi v tomto poradi, pak

sy = (1) ay, ]

4. Vnéjsi soucin [uy, . ..,u,| =0 < vektory uy, ..., u, jsou
linedrné zauvislé.

5. Vnéjsi soucin [uy,...,u,] je kladny (respektive zdporny) < vektory
u,,...,u, twort kladnou (respektive zdapornou) bdzi prostoru V,,.

Dikaz. Vlastnosti 1. az 4. plynou ihned z vét o zakladnich vlastnostech determi-
nantl, uvadénych v algebre. Cast 5. pak plyne z 4. a z definice orientace prostoru
V., uvédomime-li si, Ze jsou-li vektory u,,...,u, linedrné nezavislé, pak (nebot
dimV,, = n) musi tvofit bazi V,, a vnéjsi soucin je vlastné determinantem matice
piechodu od béze (14.1) k béazi (u,,...,u,). Pfitom stale v ramci Umluvy 14.1
predpokladame, ze baze (14.1) je kladna. O

Poznamka 14.2. Vlastnosti 1. az 5. v predchozi vété jednozna¢né urcéuji vnéjsi
soucin vektori. Mohli bychom tedy definovat vnéjsi soucin jako zobrazeni

Vox--xV, >R,
~—_——

n—krat

které je
1. linearni v kazdé slozce (vlastnosti 1. a 2.),
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2. antisymetrické (vlastnost 3.),

3. splhuje vlastnosti 4. a 5.

Tato definice by byla evidentné nezavisla na zvolené bazi, ale odvodit z ni soutad-
nicové vyjadreni vnéjsiho soucinu vektort by bylo obtizné. Proto jsme z "technick-
ych" duvodu zvolili opa¢ny postup a definovali vnéjsi soucin p¥imo v souradnicich

a teprve odtud snadno odvodili vlastnosti 1. az 5. &
Definice 14.2. Necht u,,...,u; je konecna posloupnost k vektori z V,. Pak
determinant

(u,0y) (u,u,) ... (u,0)

(ug,1y)  (wy,u,) ... (uy, 1)

(wpuy) (wpuy) oo (W, uy)
se nazyva Grammiv determinant vektori uy,...,u, a oznacuje se symbolem
G(Hp s 7uk)‘

Véta 14.3. Necht u,,...,u, je konecnd posloupnost n vektori z V,. Pak plati
G(ﬁla ce aun) = [217 to 721@]2 :

Dikaz. Tvrzeni véty plyne bezprostifedné rozepsanim z definice vnéjsiho soucinu,
uzitim véty o determinantu transponované matice a vztahu (12.2) pro skalarni soucin
dvou vektort. O

Poznamka 14.3. Uvédomme si predevsim, Ze pojem Grammova determinantu je
definovan pro libovolny koneény pocet vektori. Je-li tento pocet specidlné roven
dimenzi prostoru V,,, pak (podle piedchozi véty a Véty 14.2 (2. ¢ast)) je Grammuv
determinant G(uy,...,u,) nezaporné realné &islo, které je rovno nule pravé kdyz
vektory u,,...,u, jsou linedrné zavislé. V dalsim ukdzeme, ze Grammuv determi-
nant ma stejnou vlastnost pro kazdou kone¢nou posloupnost vektorii. %

Véta 14.4. Necht u,,...,u, je libovolnd posloupnost vektori 2V ; respektive z,, . .. , z,
je ortogondlni posloupnost vektori z V takovd, Ze

z, =1y, z;=tpu + -+t 0, +U; G € R, i=2,... k.

Potom je
Gug, ..., u) = (21,21) - - (2, Zy) -

Dikaz. Necht 2 < i < k; pak dosazenim z pfedpokladu véty dostavame pro libo-
volné j =1,...,k
(Zmﬂj) = tﬂ(gl?uj) +oot t’i,ifl(ﬂi—lauj) + (Hzaﬂg) )

odkud plyne, Ze zaména vektoru u, vektorem z, v celém i-tém fadku (2 < ¢ <

k) Grammova determinantu G(u,,...,u;) je ekvivalentni pfi¢teni k tomuto fadku
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jisté linearni kombinace predchozich tadki, coz je tprava, ktera nezméni hodnotu
determinantu. Dale podle pfedpokladu je z, = u,, tzn. (u,,u;) = (z;,u,) pro
libovolné 7 = 1,...,n. Dohromady tedy

() ... (W) |[(z,0) ... (z,49)

(1) - ()| |(zpwy) o (21)
Podobné, necht 2 < 5 < k; pak pro libovolné ¢t = 1,....,k je
(Zi?gj) = tjl(Zi7ﬂl> +et tj,j—l(gmujfl) + @i?uj) ’

respektive z, = u,, tzn. stejnou uvahou jako vySe mizeme v posledné napsaném
determinantu ve vSech sloupcich misto u; psat z;. Dostavame

(Zpw) o (zpw)|  |(2,2) - (21,%
(Zp 1) - (g, uy) (2,21) - (Zh,24)
(21,24) 0 0
0 (29, 25) - 0
0 0 (2 2)
kde jsme vyuzili toho, Ze posloupnost z,, . ..,z je ortogondlni, tzn. (z;,2;) = 0, pro
i # j. Dohromady pak G(u,, ..., ;) = (21,2,) - -~ - (2, Z)- O

Dtsledek 14.1. Necht uy,...,u, je libovolnd posloupnost vektori z V,,. Pak plati:
1. Guy,...,u)>0.

2. G(uy,...,u;) =0< vektory uy,...,u, jsou linedrné zdvislé.
Dukaz. Necht z,...,z, je ortogonalni posloupnost vektori z V,,, ktera vznikne
z posloupnosti uy,...,u;, provedenim Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho pro-

cesu. Jak bylo ukdzano v algebie, takova posloupnost existuje a ma pravé vlastnosti
pozadované v predpokladech Véty 14.4. Podle ni je tedy

G(uh ce ?Ek) - (Zl?gl> T (ZkaZk)>

odkud jiz plyne 1., nebot (z;,z;) > 0, respektive 2., nebot (jak vime z algebry)

Sy Sy

vektory uy, ..., u, jsou linearné zavislé prave kdyz alespon jeden z vektori z,, . . .,z

je nulovy. ]
V Kapitole 1 jsme v afinnim prostoru zavedli pojem k-rozmérného rovnobéznos-

ténu Ry, = R(A;u,, ..., ;) daného bodem A a linearné nezéavislymi vektory u,, ..., u,

a dokézali jsme, ze Ry, je konvexni mnozinou. Nyni v euklidovském prostoru budeme
definovat objem rovnobéznosténu R a odvodime pomérné jednoduchy algoritmus
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pro jeho vypocet. Piipomenme, Ze na stfedni skole se pocitala plocha rovnobéznika,
respektive objem rovnobéznosténu (coz jsou v nasem pojeti 2-, respektive 3-rozmérné
rovnobéznostény) podle vzorce, ktery by se nepfesné, ale nazorné dal vyjadrit obratem
velikost zdakladny krdt vyska. Uvidime, Ze oba tyto vztahy vyjdou jako specialni pii-
pady nasich obecnych tvah.

Definice 14.3. Necht Ry = R(A;u,...,u,) je k-rozmérny rovnobéznostén v €.
Pak objem rovnobéznosténu Ry oznatujeme symbolem |Ry| a definujeme induk-
tivné takto:

Pro k=1 je [Ry| = [Ju,||.

Je-li definovan |R;_ 1| pro 2 < i < k, pak

Ril = |Riz1| - ||zl ,

kde z, = YHXZ-, pricemz X; = A+ u; a Y;_1 je kolmy pramét bodu X; na
podprostor B,y = {A4; L(u,,...,u; 1)}

Poznamka 14.4. Uvédomme si, ze Véta 13.2 zarucuje existenci a jednoznacnost
bodu Y;_;. Explicitné zapsano je

Yii=Bi1NCi_1,
kde C;_; = {Xi;L(le"aHifl)L}' %

Poznamka 14.5. Predchozi definice zavadi objem k-rozmérného rovnobéznosténu
pro libovolné k£ > 1. Je nutno si uvédomit, ze pro k = 1 je R4 tisecka a jeji objem je
totozny s délkou tusecky. Pro k = 2 budeme misto 2-rozmérného rovnobéznosténu
pouziva obvyklejsi nazev rovnobézZnik a misto pojmu objem rovnobéznika budeme
pouzivat nézev obsah rovnobéznika. %

Z predchozi definice tedy plyne, Ze objem rovnobéZnosténu Rj; muZeme (pro
k > 2) vyjadiit ve tvaru

Rl = llwy [ - lzoll - - - [zl (14.3)

kde vetory z,,...,z; jsou konstruovany postupné, zpisobem popsanym v definici.
Je ihned vidét, ze vztah (14.3) je nevhodny k praktickim vypoétam, pro které bude
vyhodnéjsi pouzivat nasledujici vétu.

Véta 14.5. Necht Ry = R(A;uy,...,u;) je k-rozmérny rovnobéZnostén v €. Pak
pro jeho objem plati
Rk = +v/G(uy,...,u;).

Dikaz. Je-li k =1, pak |Ry| = ||u,|| = /(u;,1,) = /G(u,) a tvrzeni plati. Necht

tedy je k > 2. Pak umocnénim vztahu (14.3) dostavame

Ril* = (0, 1) - (29,2y) -+ - (24, 24) (14.4)
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kde proi =2,..., k jez, = Yi,lii, pricemz X; = A + u,;, respektive Y;_; € B;_; =
{A; L(uy,...,u, )} a plati
z, Lu,...,u . (14.5)
Nyni nejprve dokazeme, ze posloupnost vektori

217227"'7Zk (146)

spliuje predpoklady Véty 14.4. Ale ziejmé (pro i = 2,...,k) plati

z;, = Vi Xi =Y, A+ AX, = tipug + -+t 0 +u,, (14.7)

odkud vzhledem k (14.5) plyne, ze z; L. u, az, L z, pro s =2,...,i — 1, a tedy
posloupnost (14.6) je ortogonalni.

Dostali jsme tedy posloupnost vektori (14.6), ktera spliuje predpoklady Véty
14.4 a podle této véty plati

G(glv""l—lk) = (1—11721) : (22’22) """ (Zkvgk)’

coz spolu s (14.4) dava |Ry|> = G(uy, . .., ), odkud odmocnénim dostavame doka-
zované tvrzeni. [

Disledek 14.2. Necht R, = R(A;uy,...,u,) je n-rozmérny rovnobézZnostén v
n-rozmerném euvklidovském prostoru &,. Pak objem rovnobéZnosténu R, je roven

absolutni hodnoté vnéjsiho soucinu vektori uy, ..., u,, tzn.
Rl = [y, ... u,]|.
Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z predchozi véty a z Véty 14.3. O]

Definice 14.4. Necht V,,, n > 2, je orientovany euklidovsky vektorovy prostor.
Necht u,,...,u, ; € V,, aw €V, je vektor takovy, ze pro kazdy vektor x € V,, je
(W, x) =[uy,...,u, ;,x]. (14.8)

)y =An—17" 2

Pak vektor w nazyvame vektorovim soucinem vektori u,,...,u,_; a oznacujeme
E:El X oo Xun_l.

Poznamka 14.6. Pripomenme, ze podle Umluvy 14.1 jsou viechny soufadnice vy-
jadFovany v pevné kladné ortonormalni bazi (14.1) prostoru V,,. Vyjadiime-li nyni
vztah (14.8) v soufadnicich, dostaneme

Up -+. Uip—-1 1

U2y ... U2p—1 T2

w11+t Wy = | : s (14.9)

Upr .. Upp-1 Tp
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kde w; = (uys;ugi; .. sup) proi=1,...,n— 1, x = (x1;...;2,), W= (wy;...;w,).

Vidime, Ze soufadnice vektoru w v (14.9) ziskdme rozvojem vyse uvedeného
determinantu podle posledniho sloupce Laplaceovou vétou (w; je tedy algebraickym
doplikkem prvku z;). Z toho je ziejmé, Ze vektorovy souéin vektoria w vzdy existuje,
je urCen jednoznacné a zavisi na poradi vektort u,,...,u,_ ;.

Vektor w je definovan pomoci svych soufadnic v bazi (14.1). P prechodu k
jiné kladné ortonormélni bézi budou jeho souradnice samoziejmé jiné. Zistava tedy
otazkou, zda se pak jedna opét o tentyz vektor, tzn. zda je predchozi definice
korektni. Ale pro kazdy vektor x € V,, jsou skalarni sou¢in (w,x) i vnéjsi soucin
vektora [u,...,u,_;,X| nezavislé na volbé kladné ortonormalni béaze prostoru V,,,

y =En—17r 2

a tedy i vektorovy soucin vektoru je na volbé kladné baze nezavisly. &

Véta 14.6. Necht u,y,...,u,, ; € V, a necht w znaci vektorovy soucin vektori
uy,...,u, ;. Potom

W = 0 <= vektory u,,...,u,_; jsou linedrné zdvislé.

Diikaz. Tvrzeni ihned plyne z toho, Ze (viz algebra) hodnost matice je rovna max-
imalnimu fadu nenulového minoru, respektive maximéalnimu poctu linearné nezavis-

lych sloupci. O]
Véta 14.7. Necht u,...,u, , jsou linedrné nezdvislé vektory ve V,,, n > 2, a necht
w je jejich vektorovy soucin. Oznacme W = L(uy,...,u,_4). Pak plati:

1. L(w) = Wt (to znamend, Ze podprostor generovany vektorovym soucinem

vektoriu,,...,u, , je roven ortogondlnimu dopliku podprostoru generovaného
vektory uy, ..., u, ).

2. |w| = |[uy,...,u, 1lw| (to znamend, Ze velikost vektorového soucinu w
vektori uy, ..., u,_; je rovna absolutni hodnote vnejsiho soucinu téchto vek-
tori ve W ).

3. uy,...,u, ;,wW (vtomto poradi) tvoii kladnou bazi prostoru V.

Dikaz. 1. Uzitim Véty 14.2 (4. ¢ast) a rovnice (14.8) dostavame okamzité rovnost
(w,u;) = [u,...,u, ;,u,] =0, tzn. w L u,; pro kazdé i = 1,...,n — 1. Potom
jew € W atedy L(w) C Wt. Podle piedpokladu véty je dim W = n — 1, tzn.
dim W+ = 1 = dim L(w), odkud jiZz dohromady dostavame, 7e L(w) = W=,
2. Necht
Vi, .,V (14.10)

y Yn—1

je libovolna kladna ortonormalni baze W. 7 1. ¢éasti plyne, Zze pro vhodné k € R

(k #0) je
Vi,V 1, kW (14.11)

y Ynm—1»

kladnou ortonormalni bézi celeho prostoru V. Necht w;, = (u1s;...;up-14), ¢ =
1,...,n—1, v bazi (14.10) podprostoru W. Pak v béazi (14.11) celého prostoru V,,
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je ziejmé

. . 1
w, = (ug;...;u,—1,4;0), proi=1,...,n—1, respektive w = (0;...;0; E)
Oznacime-li [uy,...,u, ;Jw vné&jsi soudin vektort u,,...,u, ; ve W, respektive
[uy,...,u,_ 4, Wy, vnéjsi soucin vektora u,,...,w ve V,,, pak je
Ui cee Ulp—1
[1—11’ 71—1n71]W =
Up-11 -+ Un—-1,n—1
U1 e Up,n—1 0
=k =k [Ela yWy_1, Wy,
Up—11 --- Up—1n—1 0
1
o ... o 1
1 1
=k-(ww)=Fk - —=—.
T K2k
v e x 1 _ |1 =
Ale ziejmé [lw|| = | 1], a tedy [w] = |3| =, ..., 1, ]wl.

3. Z predpokladu véty, uzitim (14.8) a Véty 14.6 dostavame, Ze
[, 0, W] =(w,w) >0,

a tedy podle Véty 14.2 (5. ¢ast) vektory uy,...,u,_;, w tvoii kladnou bazi prostoru
V. O

Disledek 14.3. Necht R,,—1 = R(A;u,,...,u,_;) je (n—1)-rozmeérny rovnobéznos-
ten v euklidovském prostoru &,, n > 2. Pak objem rovnobéznosténu R,_1 je roven

velikosti vektorového soucinu vektori uy, ..., u,_,, tzn.
Rl = lluy > --xa, ]
Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z 2. ¢asti predchozi véty a z Disledku 14.2. [

Poznamka 14.7. Podrobné&jsim rozborem bychom mohli ukizat, ze vektorovy soucin
w vektori u,,...,u,_; je jednoznacné charakterizovan ¢tyfmi vlastnostmi vysloveny-
mi v predchozich dvou vétach. Pro n = 3 se timto zplisobem vektorovy soucin
vétsinou dokonce definuje. V dalsim se budeme blize zabyvat pravé timto, tj. 3-
rozmérnym piipadem. Je tedy pro dva vektory u, v € V3 vektorovy soucin uxv € V3
jednoznac¢né urcen nésledujicimi vlastnostmi (podle Vét 14.6 a 14.7 a Dusledku 14.3):
(1) u x v = o pravé kdyz vektory u, v jsou linearné zavislé.

Jsou-li vektory u, v linearné nezavislé, je

uxyvlu,uxvly,

|lu x v|| je roven obsahu rovnobé&znika uréeného vektory u,v (viz Véta 14.7 (2.

(2)

(3) vektory u,v, u x v (v tomto poradi) tvori kladnou bazi Vi,

(4)

¢ast) a Dusledek 14.2). &
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Véta 14.8. Necht u = (uy;u9;uz), v = (v1;v9;v3) jsou vektory z Vi. Pak plati

( )

Dikaz. Prepisme vztah (14.10) pro n = 3 a vektory u,v. Dostéavame

Ug U3
U2 U3

U3 Uy
U3 U1

Uy Uz
U1 V2

I

I

Uy vV1 I
Ug V2 Uy V1 U U1
Ug Vo Tl = - =
us U3 us U3 Ug Vg
Uz V3 I3
Uz U3 Uz U Uy Uz
= x x T3,
Vg U3 V3 V1 U1 V2
a odtud pfimo plyne tvrzeni véty. O

Dalsi vlastnosti vektorového soucinu ve V3 popisuji nasledujici véty.

Véta 14.9. Necht u,v,w € V3, r € R libovolné. Pak plati:

1. vxu=—(uxyv).

2. (ru)xv=ux(rv)=r(uxyv).

g o ux(v+w)=uxyv)+@uxw)
v+w)xu=(vxu)+(wxu).

(
4. (uxv,w)=[uyv,w.
Ditkaz. Casti 1., 2. a 3. vty vyplivaji okamZits z Véty 14.2 a Definice 14.4.
Miizeme je dokazat snadno také tak, ze vektory u, v, w vyjadiime pomoci soutfad-
nic a pouzijeme Vétu 14.8, respektive bézna pravidla pro pocitani se souradnicemi
vektort.

Cast 4. je specialnim pifpadem (14.8), pro n = 3. O

Véta 14.10. Necht u,u’,v,v',w € V3. Pak plati:

1. (uxv)xw=(uw)v—(v,wu.

2. (uxyv,u' xv)=

Dikaz. Tvrzeni dokdZzeme rozepsanim tak, Ze vSechny vektory vyjadiime pomoci
soutradnic a pouzijeme Vétu 14.8, respektive bézné pravidla pro pocitani se sourad-
nicemi vektort. O
Disledek 14.4. Pro nenulové vektory u,v € Vs plati

lux v =[] - [[v]-sine, (14.12)

kde ¢ je odchylka vektori u,v.
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Dikaz. Pro nenulové linearné zavislé vektory je tvrzeni zfejmé.
Pro linearné nezévislé vektory u,v dostaneme z druhé ¢asti predchozi véty a
(1L piiv' =u, v =v

Obr. 14.1

Poznamka 14.8. Objasnéme si tvrzeni pfedchozi véty v nazorné roviné, kde je
obsah rovnobéznika R(A;u, v) dan jednak jako velikost vektorového soucinu ||jux v]|
(viz Poznamka 14.7), jednak jako sou¢in délky podstavy ||u|| krat vyska v (disledek
Poznamky 14.6). Ale z vlastnosti pravouhlich trojuhelnika je v = [|v]| - sin ¢, kde ¢
je odchylka vektorii u, v. Odtud dostaneme okamzité (14.12). &

Poznamka 14.9. Jak jiz bylo fec¢eno, pro u,v € V3 je u x v € V3. Vidime tedy, zZe
vektorovy soucin je mozno chépat jako operaci na mnoziné V3. Pfitom tato operace
neni komutativni (plyne z Véty 14.9) a neni ani asociativni, nebot naptiklad pro
vektory e;, e, dané kladné ortonormalni baze e, e,, e; je

(€1 x€)) xe,=0x%xe,=0,

e X (& X €) =€ Xe3=—€#0.

Na druhé strané je ale operace vektorového souc¢inu oboustranné distributivni
vzhledem k operaci s¢itani vektori (plyne z Véty 14.9).

Pripomenme, Ze vektorového souc¢inu miizeme s vyhodou pouzit v riznych situ-
acich pfi TeSeni tloh v 3-rozmérném euklidovském prostoru. Mame-li napiiklad
zadanu primku p neparametricky

_ ) mx+ agy + azz+a =0,
N bla:—i— b2y+632—|—b :O,
pak vektor u, urcujici pifimku p, vypocteme nejsnaze jako vektorovy soucin obou
normalovich vektoru (ay, as, az) a (b, be, bs), tzn.
[ |a2 a3
]-_1 - ( b2 b3 > . <>

a3 ay

bs by

ay a2

b1 o

9

I
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Uloha 14.1. Naleznéte viechny hodnoty parametru a, pro které jsou p¥imky p, ¢
kolmé. Pritom:

{4x—y+az—2 =0, {x+ y— z2—3 =0,
q =

ay— z+7 =0, 3r—ay—42z+1 =0.

Resent: K okamzitému vyTeSeni ulohy staci znat vektory urcujici dané primky.
Je-li totiz Z(p) = L(u), Z(q) = L(v), pak z definice kolmosti bezprostfedné plyne,
ze p L qpravé kdyz (u,v) = 0. Vektory u, v vSak nejrychleji zjistime jako vektorové
souciny normalovich vektoru rovin urcujicich obé zadané primky. Tedy je

u-( | 4"4 _1)—(1—612;4;4@),

-1 0|10 a
o= (2 2 Yh -

Potom (u,v) = (1 — a?)(—4 — a) + 4 + 4a(—a — 3) = a® — 13a. Je tedy (u,v) =0
pravé kdyz a® — 13a = a(a® — 13) = 0, tzn. a = 0 nebo a = v/13 nebo a = —/13.
Vysledek: pifmky p, g jsou kolmé pro t¥i hodnoty parametru a: a = 0, a = /13,

a=—/13. AN

—1 al
a —1|’

15 Vzdalenost

S pojmem vzdalenosti jsme se setkali jiz v Paragrafu 12, kdy jsme definovali vzdélenost
dvou bodii. Na stfedni skole se kromé toho vySetifuje vzdalenost bodu od piimky
(v roving), respektive vzdalenost bodu od roviny, a vzdalenost dvou rovnobéznych
rovin (v 3-rozmérném prostoru). My se v tomto paragrafu budeme zabyvat obecné
pojmem vzdalenosti dvou podprostort a nékterymi jeho specialnimi pripady.

Definice 15.1. Necht B,C jsou podprostory euklidovského (bodového) prostoru
E. Pak vzddlenosti podprostori B, C nazyvame nezaporné realné ¢islo v(B,C), defi-
nované

v(B,C) =min{XY|X € B, Y € C}.

Poznamka 15.1. Ve specialnich pripadech z definice plyne:

1. Jsou-li B = {B}, C = {C} body, tzn. 0-rozmérné podprostory v &, pak ziejmé
v({B},{C}) = BC. V tomto piipadé budeme misto v({B},{C}) psat struéngji
v(B,C). Podobné, je-li jeden z podprostorii O-rozmérny, naptiklad B = {B}, pak
budeme psat v(B,C) a hovofit o vzdalenosti bodu B od podprostoru C.

2. Jestlize se podprostory B,C protinaji, pak (volbou X =Y € BNC) je ziejmé
v(B,C) =0

Obecné vsak definice vzdalenosti podprostorii nezarucuje, zZe vySetfované mini-
mum vibec existuje. Kladnou odpovéd na tuto otédzku da néasledujici véta. &
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Véta 15.1. Necht B = {B;W}, C = {C; S} jsou libovolné podprostory v £. Pak
jejich vzddlenost je rovna velikosti komponenty vektoru B? vzhledem k souctu za-
meérent (W + 5).
Dtikaz. Necht

BC=y+z kdey e W+, z€(W+58)* (15.1)

Podle disledku Véty 11.3 toto vyjadreni existuje a je jednoznacné. Chceme nyni
dokazat, ze v(B,C) = ||z||.

a) Pro libovolné body X € B, Y € C ukdzeme, ze XY > ||z||. Ale XY =
)@H@Jrc_}}f = (ﬁ+c*_}>f+y)+g, priem? je ziejmé ()@JFC_}}er) eW+385,
a tudiz z | (ﬁ—l—C—X}ij). Potom XV~ = (W,W) = ((ﬁ—i—C'—?/—l—y)—i—z,
(XB+CY +y)+2) = |[XB+CY +y|> + 2] > |l2]]*. Tedy je XV > lz]|.

b) Nalezneme dva body Xy € B, Yj € C, pro néz uvazované minimum nastane,
tzn. pro néz XoYp = ||z||. Podle (15.1) je y € W + 5, tzn. existuji vektory w € W,
s € S tak, ze y = w +s. Potom B? =w+s+2z, neboli C = B+w+s+z, odkud

C—-s=(B+w)+z.

Oznacime-li B+w =Xy, C —s =Yy, pak Xoe B, Y€ Caz= Xgig. Je tedy
lz]| = || XoYo|l = XoYo. 0

Poznamka 15.2. Predchozi véta ndm umoznuje vypocet vzdalenosti jakichkoliv
dvou podprostort v £ (veetné protinajicich se podprostoru B,C, pro néz vzhledem
k Vété 2.3 musi vyjit z = o, a tedy v(B,C) = 0). Ponévadz vSak popsany vypocet
miize byt nékdy dosti pracnt, budeme se nyni zabyvat specialnimi typy podprostori
(body, pfimkami, nadrovinami), pro néz odvodime jednodussi vztahy k nalezeni
vzdalenosti. Nékteré z nich pak pro dim & = 2 (respektive dim & = 3) daji vzorce
pro vzdélenost, znamé ze stiedni Skoly. &

Véta 15.2. Necht R je bod a B je podprostor euklidovského prostoru €. Necht @)
je pata kolmice vedené bodem R na podprostor B. Pak pro vzddlenost bodu R od
podprostoru B plati o

v(R,B) = RQ.
Dikaz. Je-li R € B, pak tvrzeni zfejmé plati; necht tedy R ¢ B. Necht podprostor
B je zadan bodem B a zaméfenim W, tzn. B = {B;W}. Necht RB =y + z, kde
yeW,ze W+, Ozna¢me Q = R + z, tzn. g:@.

Podle Véty 15.1 (kde R uvazujeme jako O-rozmérny podprostor se zaméfenim
{o}) je (R, B) = 2] = | RG| = FQ.

Zbyvéa dokazat, ze zvoleny bod @ je pravé pata kolmice vedené bodem R na
podprostor B. K tomu ale stac¢i si uvédomit, Ze ze vztahu @ = k + z plyne
B—-y=R+z=Q € B adile, Ze piimka ¢ = {R; L(z)} je kolma k B (nebot
z € W), pficemz ¢ N B = Q. O
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Véta 15.3. Necht B,C jsou dva rovnobézné podprostory v £ takové, Ze dimB <
dimC. Pak plati

v(B,C) = v(By,C), kde By je libovolng bod z B.

Diikaz. Je-li B C C, pak tvrzeni zfejmé plati; necht tedy B ¢ C. Vzhledem k
piedpokladiim véty to vSak znamené, ze BNC = (). Necht @ je pata kolmice vedené
bodem By na podprostor C a necht X € B, Y € C JSOLI libovolné body Budeme

—
dokazovat, e XY > ByQ. Plati XY = XBy+ BoO + QY = (XBy + QY) + BoO,
p{f_e)mz Boaj 1 (XBL;I—Q ), ponévadz X_B)o €Z(B)C Z(C) a QLE Z(C). Potom
IXY )2 = (XBy+QY) + BoQ, (XBo+QY) + BoG) = | X By + QV|]* + || Bu@|* >
HBO(5H2 Odmocnénim dostavame XY > Bo@Q = v(By,C), odkud podle definice
vzdalenosti plyne tvrzeni véty. O

Disledek 15.1. Necht B,C jsou rovnobéiné podprostory v € takové, Ze dimB =
dimC. Pak jejich vzddlenost v(B,C) je rovna vzddlenosti libovolného bodu jednoho z
téchto podprostori od druhého podprostoru.

Dikaz. Tvrzeni je bezprostiednim dusledkem predchozi véty. O

Véta 15.4. Necht R = [ry;...;rn] je bod a N = ajxy + -+ + apx, +a = 0 jJe
nadrovina v euklidovském prostoru E,. Pak pro vzddlenost bodu R od nadroviny N
plati

layry + -+ apr, + al

v(RN) = 2 2
ay +---+ap

(15.2)

Diikaz. Z Véty 15.2 plyne, ze v(R,N) = RQ, kde Q je pata kolmice g vedené
bodem R na nadrovinu N.

Hledejme nejprve soutadnice bodu ). Ziejmé je ¢ = X = R + ta, kde a =
(ai;...;a,) je normalovi vektor nadroviny N. Pak existuje to € R takoveé, Ze
Q = R + toa, pricemz vak Q € N, tzn.

ay(ry + toay) + - + an(rp + toa,) +a =0,

airy + - +apr, t+a
ai+---+a?

odkud po upravé dostavame to = — . Je tedy

ary+ -+ apr, +a ary +---+apry, +a
A1y ... Ty —
ai+---+a? ai +---+a

Q| .

Q=|r—
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Potom
v(R,N) = RQ =
o (alh + -t apr, + CL)Q(I% n (G1T1 + e apr, + a)QagL B
B (a3 +---+a2)? (@ + - +a2)?

e+ agr, +a)?(af -+ a2)
- (af +--- +a)? -
_ayry -+ apry +al

ai+---+a?

O

Definice 15.2. Necht p, ¢ jsou dvé mimobézky v euklidovském prostoru &,, n > 3.
Pricka p, q, ktera je k obéma mimobézkam kolma, se nazyva osa mimobézZek p, q.

Poznamka 15.3. Jsou-li p = {A4;L(u)}, ¢ = {B;L(v)} dané mimobézky v &,,
n > 3, pak mnozina vSech vektori w € L(u,v, AB), které jsou ortogonalni k u i
v, je pravé podprostor L(u,v)* C L(u,v, AB), ktery je zfejmé jednodimenzionaln.
Jinak Teceno, existuje (az na nasobek nenulovym realnym ¢islem) jediny nenulovy
vektor w € L(u, v, zﬁ) takovy, Ze w 1 u, w L v. Ponévadz v8ak jisté w ¢ L(u,v),
pak podle vysledku Ptikladu 6.1 existuje pravé jedna osa mimobézek p, q. &

Nésledujici véta ukize, jak se vyuzije osy mimobézek pii vypoctu jejich vzdalenosti.

Véta 15.5. Necht p,q jsou mimobézky v E,, n > 3. Pak vzddlenost v(p, q) je rovna
vzddlenosti priseciki mimobéZek p,q s jejich osou.

Diikaz. Necht P (respektive @)) jsou pruse¢iky mimobézek p (respektive q) s jejich
0SO1L. Nec_h_t’_}X eEp, Y eq 'souﬁovolné body.B)okéZeme, ze XY > PQ).

Plati XY — XP + P —LC;)QY = (ﬁ + QYY) + P‘C>2, piicem7 ziejmé P‘é 1
(XP + QY). Potom vsak |[XY |2 = (XP + QY) + PO, (XP + QY) + PQ) —
H)?f’ + @}IP + ||@H2 = HP_C>2H2, odkud odmocnénim dostavame XY > PQ, coZ
podle definice vzdalenosti dvou podprostori dava tvrzeni véty. O

Metody popsané v predchozich vétach jsou nékdy pomérné pocetné pracné.
Pracnost je v podstatné mife ovlivnéna zptisobem zadani podprostori. Nasledujici
véta dava pro parametrické urceni podprostori velice jednoduchy a rychly zpiisob
vypoctu, ktery je pouzitelny v libovolném piipadé.

Véta 15.6. Necht B = {A;L(uy,...,u,)}, C = {B; L(vy,...,v,)} jsou dva pod-

prostory v &,. Pak
\/G(ﬂl, . ,Em,@)
v(B,C) =
VGWy, ..., w,,)

kde posloupnost vektori w, ..., w,. je bdzi prostoru L(uy,...,u,, vy, ..., V,).

)’ =8

, (15.3)
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Diikaz. Uvazujme dva rovnobézné podprostory Dy = {A; L(wy,...,w,,)} a Dy =
{B; L(wy,...,w,,)}. Ziejmé B C Dy a C C Dy. Z Véty 15.1 plyne, ze v(B,C) =
v(D1, Dy) (plyne z toho, 7e Z(B)+Z(C) = Z(D1)+Z(Dy) = L(wy, ..., w,,)). Zbytek
tvrzeni vypliva z Véty 14.5. V ¢itateli zlomku (15.3) je objem (m + 1)-rozmérného
rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory wy,...,w, , AB, a ve jmenovateli je objem
m-rozmérného rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory wy,...,w, . Podil téchto
objemt je tedy "vyska" rovnobéznosténu, ktera udava vzdalenost rovnobéznych pod-
prostort, ve kterych lezi odpovidajici "zakladny". V nasem pfipadé je to vzdalenost
podprostori D; a Ds. O

Disledek 15.2. Necht p = {A; L(u)} je pFimka a R je bod v E,, n > 2. Pak

G(u, AR)
v(p, R) = BT, (15.4)

Pro n = 3 je navic
_ Jux AR

[l

v(p, R) (15.5)

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je dusledkem Véty 15.6, protoze G(u) = ||ul|?.

Druh4 ¢ast tvrzeni vypliva z toho, Ze ¢islo 1/ G(u, E) udava obsah rovnobéznika
Ro =R(A;u, /ﬁ){), ale na zakladé Poznamky 14.7 (4) je tento obsah roven velikosti
vektorového soucinu u x AR. O

Disledek 15.3. Necht p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)} jsou mimobézky v &,, n > 3.
Pak

0.0) G(u,v, AB) (15.6)
v(p,q) = : .
o G(u,v)

Diikaz. Toto tvrzeni je disledkem Véty 15.6 (situace v &3 viz Obr. 15.1). O

Obr. 15.1
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Uloha 15.1. Jsou déany roviny o = {B;L(u,,u,)}, 0 = {C;L(v,,v,)}. Urcete
vzdélenost rovin o, (v zavislosti na parametru a), je-li B = [2;—1;0;—1; 2],
u, = (1;0;0;1;0), uy = (2;-1;0;0;1); ' = [0;2;1;1;3], vy = (1; ;1;1;0), vy =
(0;1;—1;4;a).

Resent: Nejprve zjistime, jak zavisi vzajemna poloha rovin p,o na hodnoté
parametru a. Pouzijeme Vé&tu 6.9, tzn. vySetiime hodnosti matic sestavenych z
vektori u,, u,, vy, Vo, resp. gl,g%yl,&,B?. Dostaneme

1 0 010 100 1 0
2 -1 00 1 011 0 0
1 1 11o0f_. .. _foo0o1 -2 1
0 1 -1 4 a 000 0 a+2]|’

-2 3 1 25 000 0 7

odkud plyne:

1. a # —2 = roviny p, ¢ jsou ruznobézné, a v(p, o) = 0.

2. a = —2 = roviny p, o jsou mimobhézné.

élohu tedy dale feSime jen pro a = —2.

a) Metoda urceni vzdalenosti podle Véty 15.1.

Ozna¢me W = L(u,,u,)+L(v,,v,). Vidime, Ze napiiklad vektory u = (1,0,0, 1, 0),
v = (0;1;1;0;0), w = (0;0; 1; —2: 1) tvoif bazi W. Hledame vyjadieni BC = y +z,
kdey e W,z € W, tzn. pak B

Z:B?—hg—bz—t?)ﬂ,

odkud po dosazeni a vynasobeni obou stran skalarné vektorem u, respektive v,
respektive w, dostaneme systém 3 linearnich rovnic o neznédmich t¢y,%,,t3, ktery
fesime:

0 — 0 - 2t1 + 2t3 y

0=14 — 2ty — t3, = 11 =0, t, =2, t3=0.

0=2+2t; — ty— 6t3,

Tedy z = BC — 2v = (~2;1;—1;2;5), odkud pak v(0, ) = |1zl| = v/35.
b) Metoda urceni vzdalenosti podle Véty 15.6.

20 -2 0
02 1 4
G(u,v,w, BC) = o1 g o=
04 2 43
2 0 —2
Gu,v,w) = g? é = 14. Odtudv(g,a):%:m,

Vysledek: pro a = —2 je v(p, o) = v/35; pro a # —2 je v(p,0) = 0. A
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Uloha 15.2. Na pifmce p v £, naleznéte bod @ majici stejnou vzdalenost od bodu
A, B. Pritom A = [—1;1;1;1], B = [3; —1; —2; 2], respektive

T+ To + T4 :7,
T —|—2£L‘3—|—I‘4 :7,
2x1—x2+3x3+x4 =9.

i~
Il

Reseni: Nalezneme parametrické vyjadreni primky

p:
1 10117 1 1017
1 021 |7)|~-~|0-120]0],
2 -1 31|09 0 031]5

odkud z3 =t, tj. x4 =5 — 3t, x9 = 2t, x1 = 2+t (zde si povS§imnéte toho, ze volba
r3 = t je mnohem prakti¢téjsi nez obvykla volba x4 = ¢, kterd by okamzité vedla k
pocitani se zlomky). Tedy

T =2+ t,

o Ty = 2t,
b= r3 = t,
Ty :5—3t,

a tedy Q = [2 + t;2t;¢;5 — 3t] pro pevné t € R, které urc¢ime tak, aby platilo
QA = QB, neboli (coz je zde totéz) @2 = Q_B2. Tedy (3 +t)% + (2t — 1)? + (t —
12+ (4-3t) = (=1+)*+ 2t +1)*+ (t + 2)* + (3 — 3t)%, odkud po tprave
dostavame: —12t = —12, tzn. t = 1.

Vysledek: @ = [3;2;1;2]. A

Poznamka 15.4. Je uzitecéné si rozmyslet, jak je to obecné s fesitelnosti predchozi
tlohy. Ziejmé tato tiloha nemusi mit vzdy jediné TeSeni tak, jak tomu bylo vyse.
Stadi si totiz uvédomit, Ze mnozina bodu v £, majici od danych dvou rtznych bodi
stejnou vzdalenost, je jistda nadrovina N (ukdZe se bezprostiednim rozepsanim).
Je-li pfimka p zadana tak, Zze p | AV, pak dand tloha nemé4 FeSeni, respektive ma
nekonetné mnoho Feseni (podle toho, zda p € N, respektive p C N). o

16 Odchylka

Jednou ze zakladnich metrickich tloh stfedoskolské geometrie v roviné a ve 3-
rozmérném prostoru bylo zjist ovani odchylky dvou pfimek, odchylky dvou rovin
a odchylky pfimky od roviny. V tomto paragrafu budeme provadét analogické tlohy
v n-rozmérném euklidovském bodovém prostoru &, presnéji fec¢eno, budeme urcovat
odchylky nékterych specialnich podprostori (pfimek a nadrovin) a popiSeme obecny
algoritmus nalezeni odchylky libovolnych dvou podprostoru v €. Pfipomenme si
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nasi drivéjsi tmluvu o tom, ze soutadnice bodi, respektive vektori, jsou vzdy vy-
jadfovany v pevném kartézském repéru.

V Paragrafu 11 jsme definovali (Definice 11.2) odchylku vektora v euklidovském
vektorovém prostoru. Nékdy (zejména v algebie) se misto terminu odchylka vek-
tord u, v pouziva téz terminu whel vektori u, v, ktery vsak z naseho hlediska neni
zcela adekvatni, nebot pojem thlu byl zaveden v Paragrafu 9 v jiné souvislosti. Je
vSak mozné pomoci odchylky zavést pojem miry thlu, jak ukdZeme na zavér tohoto
paragrafu.

Poznamka 16.1. Vztah (11.1) pro odchylku vektort budeme Casto pouzivat ve
tvaru
(u,v) = [luff - [l - cos ¢,

ktery se na stfedni skole pouziva k definovani skalarniho soucinu. &

Piimo z definice odchylky vektort plynou jeji jednoduché vlastnosti. Jsou-li
u,v € V nenulové vektory, ¢ jejich odchylka, pak zfejme:

1.gJ_y<:>g0:g.

2. lu—v|* = [ul® + [[¥/[* - 2v) = [[ull* + [|v]* =2 u] - [|v]| - cos ¢, (coz
Ize interpretovat jako kosinovou vétu pro trojuhelnik ABC, kde u = AB, v = AC,
atedy u—v=0CB).

3. |luxv| = [[ul - [[v] - sinp (viz Disledek 14.4).

u
T—@
®
‘>
<~ -
Obr. 16.1

Uvazme déle, Ze je-li ¢ odchylka nenulovych vektort u, v, pak pro realna ¢isla
r,s # 0 je odchylka vektori ru, sv rovna bud ¢ nebo (7 — ¢) (podle toho, zda
¢isla r, s maji stejné nebo opaéna znaménka, jak plyne z (11.1) a z vlastnosti funkce
kosinus, viz také Obr. 16.1). Proto je tfeba odchylku jednorozmérnych podprostort
ve V' definovat nésledovné.

Definice 16.1. Necht u,v € V jsou nenulové vektory. Pak odchylkou jed-
norozmérngch podprostori L(u), L(v) ve V rozumime realné ¢islo ¢ spliwjici vz-
tahy

(0, v)]

cosp = a 0<p< —.

NS

ull - [lv]

Omacujeme ¢ = (L(u), L(v)).
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Poznamka 16.2. Ponévadz kazdy jednorozmérny podprostor ve V lze napsat ve
tvaru L(u), pro vhodné o # u € V, jedna se skuteéné o definici odchylky jed-
norozmérnych podprostora ve V.

Aby byla ptfedchozi definice korektni, je tieba ukazat jeji nezavislost na volbé
vektort baze podprostoru L(u), L(v). Necht tedy L(u) = L(u'), L(v) = L(v/).
Pak existuji realna ¢isla r, s # 0 tak, Ze u’ = ru, v/ = sv a plati

(', V)| |(ru, sv)| rs| - |(u,v)| |(u,v)]

[ Al frall - flsvll el Tl Is - vl - vl

Dale budeme nyni pomoci odchylky jednorozmérnych podprostori ve V' definovat
odchylku libovolnych netrividlnich podprostori ve V. O

Definice 16.2. Necht W,S jsou netrividlni podprostory euklidovského vek-
torového prostoru V. Pak odchylku podprostori W,S oznaCujeme symbolem
(W, S) a definujeme takto:

(i) Je-li W NS = {0}, pak klademe
$(W,8) = min{ 4 (L(u), L(v))lu € W,v € S,u,v # o} .

(ii) Je-li W NS # {0}, oznacime P = WN(WNS)L Q =SN(WnNS)*t. Potom
plati PN Q = {o} a je-li P # {0} a Q # {0}, klademe

I(W,5) = 5(PQ).
Je-li P = {0} nebo @ = {0}, klademe <(W,S) = 0.

Poznamka 16.3. Existence minima potiebného v predchozi definici plyne z Wei-
erstrassovy véty (viz [DoDo]). Dukaz tohoto tvrzeni nepatii do ramce téchto skript.

&

Poznamka 16.4. Pripomenme, Ze netrivialnim podprostorem ve V' rozumime pod-
prostor rizny od {o} a od V.

Ovéime si vypoctem, Ze je skutetné P N @Q = {o}, jak se tvrdi v definici. Ale
PNQ=wWnWnsS)tnsSnWwWnsS)t=wnsS)n(Wns)t={o}.

Kone¢né, je nutné se presvédcit o tom, ze v pripadé jednorozmérnych podpros-
tortt W, S obé& predchozi definice splivaji. Ale, je-li v tomto pfipadé W NS = {o},
pak je to zfejmé, respektive je-li W NS # {0}, pak musi byt ziejmé W = S, odkud
(WnNS)t =Wt atedy P =S = {o}. Podle obou definic je shodné (W, S) = 0.

Vidime tedy, Ze pfedchozi definice je korektni a nynfi ji obvyklim zptisobem pouzi-
jeme k definovani odchylky netrividlnich podprostorta euklidovského bodového pros-
toru. &

Definice 16.3. Necht B,C jsou netrivialni podprostory euklidovského bodového
prostoru £. Pak odchylkou podprostori B,C rozumime odchylku jejich zaméreni
Z(B), Z(C) a oznacujeme ji symbolem < (B,C).
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Poznamka 16.5. Vidime, ze odchylka podprostort B, C zavisi pouze na jejich za-
mérenich a nikoliv na bodech urcujicich tyto podprostory. Jinak feceno, jsou-li
B',C’" podprostory v £ takové, ze B’ || B a dim B’ = dim B, respektive C’ || C a
dimC" = dimC, pak je <(B',C") = 4(B,C). Je ziejmé, ze piedpoklad o rovnostech
dimenzi byl v obou piipadech podstatny a nelze jej vynechat! &

Poznamka 16.6. Druhé ¢ast Definice 16.2 odchylky podprostoru je ponékud nenéa-
zorna. Jestlize se ale nad ni hloubéji zamyslime, zjistime, Ze se jedna o zobecnéni
definice odchylky dvou rovin v &. Pripomenme, Ze na stfedni Skole se odchylka
dvou riznobé&znych rovin o = {A; W} a f = {B; S} v & definovala tak, 7Ze se ses-
trojila rovina v kolma na anN B. Ale Z(y) = (WNS)*, a potom <(a, 8) = <(p,q),
kde p = anN~vyagq= BN~y V nafem pifpadé Z(p) = P = WnN(WnNSIt a
Z(q) = Q= SN(WnNS)*t atedy dostavame piesné druhou ¢ast Definice 16.2. <

Déle se budeme nejprve zabyvat otazkou nalezeni odchylky pro nékteré specialni
podprostory v £. Uvidime, Ze pro dim & = 2, respektive 3, budou ziskané vysledky
odpovidat vysledkiim odvozenym na stfedni skole.

Véta 16.1. Necht p=X = A+ tu, ¢ = X = B + tv jsou dvé piimky v € a necht
@ znaci jejich odchylku. Potom

cos p = —’(H’X” i
[l - [l
Dikaz. Tvrzeni ihned plyne z predchozich definic. ]

Véta 16.2. Necht B,C jsou dva rovnobéiné (netrividlni) podprostory v €. Potom
J(B,C) =0.

Dikaz. Necht B = {B;W}, C = {C;S}, B || C. Potom je W C S nebo S C W.
Necht W C S; potom {0} ZWNSa(WNS)t =W+ tzn. P=Wn(WnNI)t=
{0}, odkud podle definice je <(W,S) =0, neboli <(B,C) = 0.

V pripadé S C W analogickim zptsobem dostaneme stejny vysledek. ]

Véta 16.3. Necht p = {A; L(u)} je primka, B = {B; W} je (netrividlni) podprostor

v E. Potom
T

J(p,B) =12
> B {q@mxuwx je-liu ¢ W+,

kde v znaci ortogondlni projekci vektoru u na podprostor W .

je-line W+,

Diikaz. Podle Definice 16.3 je < (p,B) = <(L(u),W), tzn. budeme pocitat od-
chylku vektorovych podprostori L(u) a W.

1. Necht u € W+; potom L(u) N W = {o}, pficem? pro libovolny nenulovy
vektor w € W je w L u, tzn. pak 4(L(u),L(w)) = 7, a tedy dostdvame, ze

4(p,B) = 4(L(w), W) = 3.
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2. Necht u ¢ W+; necht u = y+z kdeyeW,ze€ W+ (tzn. y je ortogonélni
projekce vektoru u na podprostor W). Ziejmé je y # o a mohou nastat dva pripady:

a)u € W, pakaleu =y, atedy g(L(u), L(y)) = 0, respektive L(u) C W a tedy
J(L(u),W) =0, podle Véty 16.2. Dohromady pak v tomto pripadé dostavame, Ze
I(p, B) = 9(L(w), W) = 5(L(w), L(y))-

b) u ¢ W, pak ale je L(u) "W = {o}. Necht w je libovolny nenulovy vektor z
W. Potom uzitim Cauchyovy nerovnosti dostévame

(u,w)| =y +zw)|=|(y,w) + 0] <[y - [[w]] .

Oznacme < (L(u), L(y)) = ¢, respektive (L(u), L(w)) = 1. Potom je

RO 3 I < W
ol el = Tl el Tl Ty
lu-zy)l  Jwy)l
Tl Tyl Tl

odkud (vzhledem k tomu, Ze 0 < ¢, ¥» < 7) plyne, Ze ¢ < 1. Tedy dohromady

(L(u), L(y)) = min{ 4(L(u), L(w))|lw € W,w # o} = $(L(u), W) = <(p, Bé

Véta 16.4. Necht p= X = A+ tu, kde u = (uy;... ;u,) je primka, N = ayzy +
<o+ apx, +a =0 je nadrovina v E a necht ¢ znaci odchylku primky p a nadroviny
N. Pak plati

lajuy + -+ - + anuy)

. 16.1
V@ +- a2 Jud o+ (16-1)

sin ¢ =

Diikaz. Ozna¢me a = (ai;...;a,). Pak podle Véty 13.3 je Z(N)t = L(a), a
existuje tedy vyjadreni vektoru u ve tvaru

u=y+ka, kdey € Z(NV).

Potom v3ak (u,u) = (y + ka,y + ka) = (y,y) + (ka, ka). Nyni mohou nastat 3
pripady:

1. y =o0. Pak u = ka = (kai;...;ka,), tzn. u € Z(N)* a podle Véty 16.3 je
o = 5. Ale pak

layuy + -+ 4 anuy| _ \kai + - + ka2
Vai+-ta i+ +ul Vai+etal R+t kRa)

™
Sln2,

tzn. plati vztah (16.1).
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2. k=0. Paku=y € Z(N), tzn. L(u) C Z(N), atedy p || N. Pak podle Véty
16.2 je ¢ = 0. Zaroven je u L a, tzn. ajui + - - - + apu, = 0, odkud je jiZ ziejmé, Ze
plati (16.1).

3.y #0 a k # 0. Potom podle Véty 16.3 je ¢ = < (L(u), L(y)), a tedy je

ot WY rkay) ) _ (wuw - (kaka)
[ul2llyl? (wu)(y,y) (wu)yy) (u,u)
_ . (kaka)? (u—y, ka)*  __(wa)y
(u,u)(ka, ka) (u,u)(ka, ka) (u,u)(a,a)’
a tedy 0.0
(w u)(a.a) =1—cos”p=sin“p.

Protoze viak 0 < ¢ < 7, dostavame odtud (po odmocnéni a rozepsani skalarnich
soucini do soufadnic) dokazovany vztah (16.1). O

Véta 16.5. Necht N1, N jsou nadroviny v &,, n > 2, necht a, respektive b, je
normdlovi vektor nadroviny Ny, respektive No. Pak plati

J(N1,N2) = 4(L(a), L(b)).

Dikaz. Je-li V] || My, pak L(a) = L(b) a véta ziejmé plati. Necht tedy nadroviny
N1, Ns nejsou rovnobézné. Oznacme Z(N;) = W, Z(N;) = S. Pak dostaneme
dim(WNS)=dimW +dimS —dim(W+S)=n—14+n—1—-—n=n—2, a tedy
dim(W N S)- = 2.

1. Predpokladejme, ze dim & > 2. Potom WNS # {0} a oznaé¢me P = WnN(WN
S)t, Q = SN(WNS)*. Plati dim P = dim W4dim(WNS)*+ —dim(W+(WNS)+) =
n—14+2—n=1;apodobné dim @ = 1. Existuji tedy vektory u,v € Z(&€) takové,
ze P = L(u), Q@ = L(v) a podle definice je

FNLN2) = S(L(u), L(v)). (16.2)

Podle piedpokladii véty jea € W+ C (W N S)L; b e St C(WnS)L Dostavame
tedy, 7e a,b,u,v € (W N S)*, pficemZ jsou nenulové a plati a 1 u, b L v. Tedy

napiiklad vektory
1 1

—a, —u
E-X
tvoif ortonormélni béazi podprostoru (W N S)*. Je-li v této bazi b = (by; by), pak je
v = (—kbg; kby), pro vhodné k € R (ponévadz b L v) a dale zfejmé a = (]|al[,0),
u = (0,[[uf}). Oznac¢me nyni §(L(a), L(b)) = ¢, $(L(u), L(v)) = ¢. Pak plati

COSp = liall -5l = il respektive
lall - /02 + 03 02+ 03
kb b
costp = | [lul| - kb bl

lull - k207 + k263 /B2 4+ bE
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tzn. cosyp = cos®, piicemz 0 < ¢, < 7, odkud dostdvame ¢ = 7. Je tedy
J(L(u), L(v)) = <(L(a), L(b)), coz spolu s (16.2) dava dokazované tvrzeni.

2. Predpokladejme, Ze dim & = 2. Potom W N S = {0} a navic v tomto ptipadé

N1, Ny jsou primky, a tedy W = L(w), S = L(s) pro vhodné nenulové vektory
w,s € Z(€). Podle definice je < (W,S) = <(L(w), L(s)). Nyni se analogicky
jako v 1. dokaze, ze < (L(w),L(s)) = <(L(a), L(b)). Potom vsak je q(W,S) =
5(L(a), L(b)). -

Dtsledek 16.1. Necht N\ = a1z1+- - -+apz,+a =0, Ny = bjxy+- - -+byx,+b=0
jsou nadroviny v € a necht ¢ znact jejich odchylku. Potom

|a1b1+---+anbn|
Vi + a2\ o+ 02

Dikaz. Toto tvrzeni plyne bezprostiedné z predchozi Véty 16.5 vzhledem k tomu,
ze (ag;. .. ;ay), respektive (by;. .. ;by,), je normalovi vektor nadroviny N, respektive
Ns. O

V predchozich vétach jsme odvodili vztahy pro vypocet odchylky dvou podpros-
tortt v € pro nékteré specialni piipady (dvé pfimky, dva rovnobézné podprostory,
pfimka a podprostor, dvé nadroviny). Z Definic 16.2 a 16.3 je ihned vidét, ze k
vyTeseni obecného piipadu by nam stacilo umét urcit odchylku dvou podprostori v
&, jejichz zaméteni maji nulovy prunik. Pro tuto situaci skutecné existuje pomérné
jednoduchy algoritmus. Rozebereme nejdiive geometricky, jak bude tato situace vy-
padat, a z geometrického rozboru odvodime algoritmus vypoctu odchylky i v tomto
obecném piipadé.

Predpokladejme tedy, ze Wy, S; jsou dva podprostory ve V,, takové, ze W, NS, =
{o}. Podle Definice 16.2 je

cos p =

$(Wk, 51) = min{ 5 (L(w), L(v))[u € Wi, v € 5} .

Predpokladejme, Ze nenulové vektory u € Wy, v € S; jsou praveé ty vektory, které
urcuji odchylku ¢ = (W, ;). Potom

$(We, 81) = 4(L(w), 5) = 5(Wi, L(v)) = <(L(u), L(v)).
Podle Véty 16.3 je

ue S,

= <4(L(u),s5) = { I (u, '), £¢ Sit,

kde u’ je ortogonélni projekce vektoru u na podprostor S;. Podobné

T Wit
_ WL _ 29 Xe k >
7= 3 ) {4@&% v W
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kde v’ je ortogonalni projekce vektoru v na podprostor Wj. Dostavame tedy, Ze
vektory u € Wy a v € S; urcuji odchylku podprostora Wy, S; jen tehdy, kdyz
v/ € L(u) au € L(v). V piipads, ze Wy, L S), tj. Wit C S; nebo S+ C Wy,
jsou vektory u’ a v’ nulové a odchylka podprostorti je rovna 7. Uvazujme tedy dale
situaci, kdy Wy, S; nejsou kolmé, tj. u’ # o # v'.

Vzhledem k definici odchylky jednodimenzionalnich podprostort tak dostavame,
ze vektory urcujici odchylku Wy, S; musime hledat mezi takovymi vektory, ze orto-
gonalni projekce u”” vektoru u’ na podprostor Wy lezi v L(u) a podobné ortogonélni
projekce v” vektoru v’ na podprostor S; lezi v L(v), tj.

u’ = su, vi=rv. (16.3)

Obr. 16.2

Rozeberme situaci pro vektor u. Z Obr. 16.2 je zfejmé, 72e 0 < s < 1 a z
vlastnosti pravothlich trojuhelniki je cos = /s, kde ¢ = <(L(u), L(v)). Pro
vektory spliujici (16.3) je odchylka minimélni pro maximalni s.

Problém urceni odchylky podprostori Wy, S; se tedy redukuje na problém nalezeni
vektori u € Wy, nebo ekvivalentné v € S;, takovych, ze plati (16.3). Z téchto vek-
tord potom vybereme ten vektor, ktery odpovida maximalni hodnoté s, respektive
T.

Véta 16.6. Necht u,,...,u; je ortonormdlni bize Wy, a vy, ...,v; je ortonormdlni
bdze S;. Potom ortogondlni projekce vektoru

(16.4) u=uu, +---+u € Wy, resp. v=uvvy+---+uv, €5,
na podprostor Sy, respektive Wy, je vektor
(16.5) W =u\v,+---+uyv, €S, resp. v =vju, +---+vu, € Wy,

takovy, Ze

ul (u,v)) - (vy)\ fwm
| ) ) 7
u; (u,vy) - (V) Uk
respektive
/

vy (u;,vy) -+ (u,vy)\ [w

Uk, (ug,vy) - (0, vy) Uy
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Dikaz. Rozlozme vektor u € Wy na ortogonalni projekci a komponentu vzhledem
k podprostoru S, tj.
=u+y, ues, XGSlL'

=

Dosazenim z (16.4) a (16.5) dostaneme

/ /!
UIH1++Uka:U1¥1++UzXl+X

a skalarnim nasobenim vektory v,, 7 =1, ..., [, dostaneme ihned dokazované tvrzeni
ve tvaru
k
uj = Z(Ej72z‘)uj-
j=1
Pro vektor v € S; postupujeme obdobné. O
(w,vy) -+ (u,v)
Matice A = : : je tedy matici linedrntho zobrazeni z S; na
(w,vy) - (wy,vy)
W}, daného zuzenim (na podprostor S;) ortogonélni projekce na Wy a vyjadieného v
ortonormalnich béazich u,,...,u; a v,...,v,. Matice A’ je potom podobné matice

linedrniho zobrazeni W), na S; daného ziZenim (na podprostor Wj) ortogonalni
projekce na 5.

Jako dusledek dostavame, Ze slozenim ortogonalni projekce Wy na S; a orto-
gonélni projekce S; na Wy je linearni zobrazeni na W, s matici AA’. Potom ale
vektor u”, ktery je obrazem vektoru u € W, v tomto zobrazeni, je dan souradnicové

uy uy
= AA

uy up,

Podminka u” = su pak davé, ze hledany vektor u je vlastnim vektorem matice
AA’, tj. jeho soutadnice (uq;...;u) v bazi uy,...,u, musi splhovat homogenni
soustavu rovnic

(AA" = AE)(u) = (o),

kde A € R a Ej je jednotkova matice fadu k. Ale tato soustava mé nenulové feSeni
pravé tehdy, je-li
|AA"— \E,| =0. (16.6)

Z vlastnosti matic (dikazy téchto tvrzeni presahuji ramec téchto skript) jsou viechny
kotfeny Ai;... ;A\, predchozi rovnice redlné (nemusi byt navzajem riazné) a spliuji
0 < \; < 1. Z vySe uvedeného rozboru vypliva, ze

cosp = +/s,

kde s je nejvétsi z kofenia rovnice (16.6).
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I kdyz se uvedeny postup nalezeni odchylky ¢ zda byt celkem jednoduchy, uz pii
povrchnim rozboru se ukaze, ze mé svoje tskali (napiiklad nalezeni kofenti rovnice
(16.6)). To jsou v8ak uvahy, které jiz presahuji ramec tohoto textu.

Na zavér tohoto paragrafu se jesté alespon stru¢né zminime o tom, jak je mozno
merit thly, tzn. o zavedeni miry uhlu, o niz ukdzeme, zZe je aditivni. VSechny nasSe
uvahy budeme provadét v euklidovské roving, tzn. ve dvourozmérném euklidovském
prostoru.

Pripomenme, Ze tihel jsme definovali v Paragrafu 9 jakozto prinik dvou polorovin
v afinni roviné, jejichz hrani¢ni pfimky byly rtiznobézné. takovy thel byl pak jed-
nozna¢né urc¢en svym vrcholem V' a dvéma poloptimkami (V;A), (V; B), nazy-
vanymi ramena thlu. Dodejme k tomu, Ze pfimfm thlem s vrcholem V' budeme
rozumeét polorovinu P takovou, ze V' je bodem jeji hrani¢ni pfimky. Obé polopiimky
s poc¢atkem V', obsazené v hrani¢ni piimce, budeme pak nazyvat rameny tohoto
primého thlu.

Pod pojmem tihel budeme nyni rozumét bud thel definovany v Paragrafu 9 nebo
primf thel.

Jak jsme jiz Tekli, budeme chtit ukazat, Ze mira thlu je aditivni. Pro tento ucel
bude treba nejprve Tici, co to znamena, ze thel a se déli na dva jiné tuhly.

Definice 16.4. Necht je dan thel o s rameny (V; A), (V; B). Rekneme, ze tihel
a se déli na ihly o/ a o”, jestlize existuje bod C' € o, C ¢ (V; A), C ¢ (V; B) tak,
ze o/ je thel s rameny (V;A), (V;C) a o” je thel s rameny (V;C), (V;B) (viz
Obr. 16.3).

Poznamka 16.7. Necht

€1,€ (16.7)
je kladna ortonormalni baze zaméteni V' euklidovské roviny. Necht x € V' je nor-
movany vektor (tzn. |[|x|| = 1), pficemz x = (x1;22) v béazi (16.7). Plati tedy

X = 118, + T2€, . (16.8)

Jestlize p znaéi odchylku vektorii x, e,, pak po skalarnim vynéasobeni (16.8) vektorem
e, respektive e,, dostavame

. SiHQO, pI‘OfEQZO,
1 = (Xx;€,) = cos g, respektive xs = (X,€,) = ‘
—singp, prozs <0.

V zéavislosti na znaménku soutfadnice x5 tedy dostavame
x = (cos p, Esingp) . & (16.9)

Nyni uz je vSe pripraveno k tomu, abychom mohli definovat miru thlu a ukazat
o ni, ze je aditivni.



16. Odchylka 107

Deﬁnlce 16.5. Necht « je thel s rameny (V; A), (V; B). Pak odchylku vektort
VA VB nazyvame mirou thlu « a ozna¢ujeme symbolem m(«).

Véta 16.7. Necht « je uhel, ktery se déli na uhly o a . Potom plati
m(a) =m(d) +m(a”).

Dikaz. Necht o Je uhel srameny (V; A), (V; B); necht o je tthel s rameny (V; A),
(V; ), respektive o je thel s rameny (V;C), (V; B), kde C € aje bod, C ¢ (V; A),
C ¢ (V;B).

w
Obr. 16.3

Zvolme normalové vektory u, respektive v, resp. w, tak, aby tyto vektory byly
kladnymi nasobky vektora VC| respektive VA, respektive VB (viz Obr. 16.3), a
oznacme @, respektive ¢, respektive ¢, odchylku vektori v, w, respektive u,v,

respektive u,w. Potom je tedy m(a) = ¢, respektive m(a’) = ¢, respektive
m(a//) — 90”-
Déle zvolme kladnou ortonormalni bazi (16.7) tak, aby e; = u (vime, Ze to

lze jisté provést). Potom v8ak druhé souradnice vektori v a w musi mit opacna
znaménka a ze (16.9) plyne, ze

v = (cos ', £siny’), w = (cos¢”, £sinp"”).
V obou pripadech vSak dostavame
cos = (v,w) = cos ¢’ cosp” — sin ¢’ sin ¢" = cos(¢’ + ")

uzitim souctovich vzorci. Odtud pak vypliva, ze ¢ = ¢’ + ¢”, neboli m(a)
m(a’) + m(a”), coz jsme méli dokazat.

o

Uloha 16.1. Naleznéte odchylku ¢ pitmky p = {A;L(u)} a podprostoru B =
X = B+ t1vy + tavy + t3vy, je-li A = [2;1;2;3], u = (1;0;3;0); B = [1;1;1;1],
vy = (1;1;4;5), vo = (5:3;4;-3), vy = (2, —1;1;2).

Reseni: Predeviim si uvédomme, ze zadévani bodi A, B je pro feseni tlohy
naprosto nepodstatné, nebot odchylka ¢ zavisi pouze na zaméfenich obou podpros-
tort.
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Vektory v,,v,, v, jsou linedrné nezavislé, tzn. dim B = 3 a B je nadrovina v &4.
K vypoctu ¢ bude zfejmé mnohem vyhodnéjsi pouzit Vétu 16.4 nez obecnéjsi Vétu
16.3. Nalezneme tedy nejprve normélovi vektor n nadroviny B:

1 14 5 1145 T3 = —2I4,

5 34 3| ~---~]101 8 14 odkud: x5 = 224,

2 -1 1 2 001 2 T =124,
atedy n = (1;2;—2;1).

Podle Véty 16.4 pak je sinp = 5 T JAN

1
\/ﬁ-\/ﬁ_i’atedyw:({

Uloha 16.2. Naleznéte odchylku ¢ podprostort B,C, kde B = {B; W}, C = {C; S},
B=[21;0;1], W = L(uj,15), u; = (L 1;1;1), up = (1; = 1; 1, -1), € = [1;0; 1; 1],
S = L(vy,¥,), v = (2,2 1;0), v = (1, -2;2;0).

Resend: Vidime, ze B,C jsou dvé roviny (nikoliv rovnobé&zné) ve 4-rozmérném
euklidovském prostoru; nejedna se tedy o zadny ze specidlnich pripadid popsanych
ve Vétach 16.1 — 16.5. Pri vypoctu ¢ budeme pracovat opét pouze se zaméfenimi
W, S a budeme postupovat podle definice odchylky.

(i) Nalezeni praniku W N S.

kia, + kouy = kavy + kyvy = kiuy + kouy — k3v — kyv, = o, tzn.:

1 1 -2 -11]0 1 1 -2 —-11]0
1 -1 -2 210 0 -2 0 3|0
1 1 -1 =207 1o o 1 =10l
1 -1 0 010 0 0 0 010

tzn. ks = kg (napt. k3 = ky = %), a tedy W NS # {o}, pricemz napiiklad
w = 1v, + v, = (1;0;1;0) je bazi W N S.
(ii) Nalezeni podprostort P =W N(WNS)LH Q=SSN (WnS)*
Bezprostiedné z (i) plyne, ze (W N S)t ma naptiklad bazi z, = (1;0;—1;0),
z, = (0;1;0;0), z3 = (0;0;0;1). Potom kiz; + kozy + kszz = kuuy + ksu, =
k12 + Koz, + k3zg — kauy — ksu, = 0, tzn.

100 -1 =110 100 -1 —-11]0
0o10-1 1,0l  Jo1o -1 1]|o0
-1 00 -1 -1 0 001 -1 1 0]’
0 01 —1 1 0 0 00 1 1 0
tzn. ky = —ks (napt. ky = %, ks = —%), a tedy dim P = 1, pfi¢emz napiiklad

a= %E1 —su, = (0;1;0;1) je bazi P, tzn. P = L(a).
Déle k12, + kozy + kszg = kavy +ksVy = k12y + kozy + k3z3 — kyvy — ksvy = 0,
tzn.

100 -2 —-11]0 100 -2 —1]0
10 -2 2,0 010 -2 21,0
100 -1 =207 1loo1 o ol of"
001 0 010 000 1 11,0
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tzn. ky = —ks (napt. ky = 1, ks = —1), a tedy dim@ = 1, pfi¢emz napiiklad
b=yv, —v, = (1;4;-1;0) je bazi Q, tzn. Q = L(b).

(iii) vypocet odchylky .

Podle definice odchylky podprostori, respektive definice odchylky jednodimen-
zionalnich podprostort, dostavame:

(@b)] 4 2
lafl - [l v2vi8 3~

coS @ =

2
Vysledek: pro odchylku ¢ podprostori B a C plati cosp = 3’ neboli ¢ =

2
=. A
arccos g

Uloha 16.3. Naleznéte odchylku ¢ podprostort B,C takovych, Zze Z(B) = W
L(u;,u,), respektive Z(C) = S = L(v,,Vv,). Pfitomu, = (1;0;0;0); u, = (0;1;0;0
vy = (23, 1;6), vy = (3,2, -6, —1).

Resent: Ziejmé je dim W = 2, dimS = 2, tzn. B,C jdou dvé roviny (nikoliv
rovnobézné) ve 4-rozmérném euklidovském prostoru.

(i) Nalezeni praniku W N S.

klgl + k222 = kgzl + k422 — /ﬁgl + kQEQ — kSXl — k422 = 0, tzn.

0),

10 -2-3]0\ (10-2-3]0
01 -3 -2 0| [o1-3-2]0
00 -1 60| o0 -1 6o dtedyWns={o}
00 -6 10/ \oo 0 1|0

(ii) vypocet odchylky .

Vidime, Ze se jednd o obecny piipad odchylky dvou podprostori, k jejimuz
vypoctu uzijeme obecny algoritmus. Nejdifve ovéiime, zda W L S. Mame W+ =
L((0;0;1;0), (0;0;0; 1)), odkud ihned vidime, ze S € W+ a W+ ¢ S a W, S nejsou
kolmé. Déle u,,u, je pfimo ortonormalni baze W, respektive vektory v,,v, jsou
ortogonalni, tzn. staci je pouze normovat a pak

( 2 3 1 6 ) ( 3 2 -6 -1 )

w, = ; ; ; YWy = ; ; ;

TABV2 5v2 5v2 5v2) T 52T 5v2 5v2  5v2

je ortonormalni baze S. (Zde poznamenejme, Ze v obecném piipadé je nutné nejprve

najit ortogonélni bazi W, respektive S, pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza-
¢niho procesu.) Potom

AZ((ul,m) (ul,&)): 5\3/5 5\2/5

(uy, wy) (uy, wy)
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odkud vypocteme

AA =

a Fesime rovnici |[AA" — AEs| = 0, tj.

1
Do
50
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50

13

20
12

20

12
20
13
50

12

20
13

20
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Po rozepséani a tpravé dostavame 10022 — 52\ + 1 = 0, odkud pak

52 £ /2704 — 400 52 +48

A =

tzn. A\ =1 Ay = %. Nejveétsim z ¢isel Ay, Ao je tedy %, tzn. pak cosp =

29
. _
a dostavame ¢ = 7.

200

200

1
V2

e[

Vysledek: odchylka podprostori B,C je rovna % JAN



Kapitola 3

CVICENTI

Tato kapitola obsahuje soubor 415 cviceni, sdruzenych do 172 celki, a jejich vysledky.
Cviceni nebyla zamérné prifazovana k jednotlivym paragrafiim, ale tvori samostatny
celek, pricemz vsak jejich fazeni v podstaté odpovida sledu probirané latky. Pfritom
jsou zastoupeny piiklady algoritmického i testovaciho charakteru i cviceni ditkazova.
U kazdého algoritmického cviceni je uveden vysledek (pozor na to, Ze ¢asto je mozno
vysledek vyjadrit nekone¢né mnoha forméalné riznymi zptsoby, a je tedy uvedeno
jenom jedno z téchto vyjadieni). U testovich cviceni je uvadéna odpovéd pouze v
pripadé, kdyz je negativni, tzn. pozadovant pfiklad neexistuje.

U cviceni, v nichZ pracujeme se souradnicemi, jsou soufadnice vzdy vyjadieny v
patiiénych repérech tak, jak to vyzaduje typ tlohy a v souladu s timluvami prove-
denymi v textu. Dale, u cviceni, z jejichz zadani je patrny typ prostoru i jeho
dimenze, nebudou ¢asto tyto udaje vyslovné specifikovany. Z duvodu dspory mista
budou jednotlivé rovnice v soustavach linearnich rovnic obvykle zapisovany vedle
sebe a nikoliv pod sebou, jako tomu bylo v predchozim textu.

0.1. Je zaddna mnozina A (vzdy jako podmnozina mnoziny R™), vektorovy prostor
V (vzdy bude tvaru R”, piicem? R!' = R) a zobrazeni * : A x A — V, které
libovolnym dvéma bodim A = (ay;... ;an), B = (b1;... ;b,) € A piifazuje vektor
ABeV.

Rozhodnéte, zda A je afinnim prostorem, a pokud tomu tak neni, uved te, ktery
z axiomu afinniho prostoru neni splnén:

a) A RS V= R4 /@ (bl —al,bg a27b3—a3,b2—a2);
)A:R{V:W‘? (
) A=R*V =R? AD — (by — ay, (bz — ay)*), k pfirozené &islo;
(

) A=R%, V= W}ﬁ

o

by — ay, b5 — a%), k piirozené &islo;

o o
Il

a - by, as - b2)

111
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N {<a17a2) €R2HCL1’ <1, ‘CZQ‘ < 1}7 VZRQ)

= (b1 — a1, by — az);

(ar,az) ER*|ag = a2}, V=R, /@:al—bl;
(al,aQ) €R2|CL2:CL%}, V =R, @:ag—bg;

= {(a1,as) € R?|a? + a3 =1}, V:R,E:al—bl;

= {(a1,a2) € R?|a? — a3 =1,a; <0}, V:R,E:ag—b%
= {(ay,az) € R?|a} — a3 = 1,ay < 0}, V:R,zﬁ:al—bl;
= {(a1,a2) € R*|4a? — 9a3 =1}, V =R, f@:ag—b%
(al,ag) ER2|6L2 >O} V_R27
(10g527a1_b1__+ )

I
|/—Aﬂ,—fa,—'~a,—*ﬂ,—'a,—'a,—a

Resent: a) ne, neplati (1); b) pro k liché — ano, pro k sudé — ne,

neplati (1);
¢) pro k =1 — ano, pro k > 1 ne, a sice pro k liché neplati
(2), respektive pro k sudé neplati ani (1) ani (2); d) ne,
neplati (1) ani (2);
e) ne, neplati (1); f) ano; g) ne, neplati (1); h) ne, neplati
(1); i) ano; j) ne, neplati (1); k) ne, neplati (1); 1) ano.

0.2. Necht A je afinni prostor; A, B,C, D € A. Dokazte, ze plati:

) AB=CD o AC — E}’
ﬂ% CD < DB —=CA.

0.3. Necht A je afinni prostor; A, B € A; u,v € Z(A). Dokazte, Ze plati:
(Atu)—(B+v)=(A-B)+(u-v).

0.4. Necht A zna¢i 2-rozmérny kanonicky afinni prostor (viz Piiklad 1.2, pron = 2)
a necht A’, respektive A", zna¢i afinni prostor ze Cviceni 0.1 (b) (kde k je liché
piirozené &islo), respektive Cviceni 0.1 (1). Urcete ty podmnoZiny R?, které jsou
podprostory alespon dvou z uvedenych prostoru A, A’, A”.

Resent: Trividlnd vesent: viechny jednobodové podmnoZiny v R?
a cela mnozina R?, respektive je-li k = 1, pak kazdy pod-
prostor v A. Netrividlni feseni: {(a;as) € R?|ay = t,
pro pevné t}; pak pro ¢t > 0 jsou tyto mnoziny podpros-
tory A, A, A”, respektive pro t < 0 podprostory A, A’
Konecng, {(aj;as) € R*|a; = t, pro pevné t} jsou pod-
prostory A, A’.

0.5. V afinnim nazorném prostoru udejte priklad
a) dvou podprostortu B,C takovych, ze BN C neni podprostorem,
b) bodu Ay, Ay, As, Ag, které jsou v obecné poloze,

C) bodu Bo, Bl, B2 tak, aby dlm<B0, Bl, B2> =3.
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Redend: c) neexistuje.
0.6. V afinnim nézorném prostoru je dana piimka p a rovina p. Charakterizujte
moznou vzajemnou polohu piimky p a roviny o v piipadé, ze dim(p + o) = 3,
respektive dim(p + o) = 2.

Reseni: dim(p + 0) = 3 pravé kdyz p, ¢ jsou riznobé&iné nebo

rovnobézné ruzné; respektive dim(p + o) = 2 pravé kdyz
p C o.

0.7. Necht By = {By; W1}, By = {Ba; Wgt jsou podprostory v A. Potom By a Bs
jsou totozné pravée kdyz W, =Wy a B;B; € W;. Dokazte.
0.8. Necht o = {By; Wi}, 0 = {By;Ws} jsou dvé neprotinajici se roviny ve 4-
rozmérném afinnim prostoru A. Potom je dim(WW; + Ws) < 4. Dokazte.
0.9. Necht v A,, n > 2, je dana piimka p = {A; L(u)} a nadrovina N’ = {B; W}.
Jestlize se p a N neprotinaji, pak u € W. Dokazte.
0.10. Necht v A,, n > 2, jsou dany nadroviny N; = {By; W1}, Ny = {By; Ws}.
Jestlize se nadroviny Nl,./\/'g neprotinaji, pak W, = W5, Dokazte.
0.11. Necht B,C,D jsou podprostory afinniho prostoru A takové, ze kazdé dva z
nich se protinaji. Dokazte, Ze plati:

a) BN({C+D)D(BNC)+ (BND),

b) B+ (CND)C(B+C)n(B+ D)
a dale ukazte, ze obecné neplati opa¢né inkluze.

0.12. Necht B je k-rozmérny podprostor v A a necht Ag, Ay,..., Axyq € B. Pak
téchto k£ 4 2 bodl neni v obecné poloze. Dokazte.

0.13. V afinnim prostoru .4, jsou dany t¥i afinni repéry:
KAy = <P 61,62,83,_4> Hoy = <A;217927237H4>? K3 = <B;X17X27237X4>7
pricemz je dano u;, = (2;—1;-2;1), u, = (—1;2;2; —1), uy = (3;-2;-3;1), u, =
(L; 1,1, -1), vy = (=7;11;13; —=6), v, = (13; —15; —18; 7),
vy = (0;=7;-8;5), v, = (7; —10; —12; 5) vzhledem k afinnimu repéru %, respektive
B =10;0;0;1] a X = [1;2; —2; 1] vzhledem k afinnimu repéru %, respektive Y =
[—2; —1;1; 2] vzhledem k afinnimu repéru #5. Naleznéte:
a) souradnice bodu X vzhledem k afinnimu repéru %s;

b) soutradnice bodu Y vzhledem k afinnimu repéru %.

Reseni: a) X = [—8; —8; =5;6]; b) Y = [=5; —3;11; —10].

0.14. V afinnim prostoru Az jsou dany afinni repéry # = (P;e,,e,,€5), Z' =
(P'; €}, €, €4), piicemz je (v pevném afinnim repéru v As) P [2 2] P =[3;5;1],
e = (1;2;0), &, = (0;151), e5 = (1;0;1), € = (3;7;4), e, = (1;3;1), e5 =

(0; —4; —1). Napiste transformacni rovnice pro soufadnice bodi
a) pii prechodu od repéru # k repéru #’,
b) pfi pfechodu od repéru 2’ k repéru %.
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Resent: a)x=22"4+y — 2 +2, y=32"+y -2, z=a"— 2 —1;
1 / / / 1 / / /
b)z=3(—a'+y +2' +1),y= 302" -3y =2 -9),
z=1a" -y + 2 - 3).
0.15. Necht ey, e,, €5 je kladna baze orientovaného vektorového prostoru Vs. Rozhod-
néte, zda vektory u;, u,, usy tvori kladnou nebo zapornou bézi prostoru Vs, je-li:

a) u; = (1;2;3), u, = (2;3;1), ug = (3;1;2) v bézi e, e,, €s;
b) u, =(-1;1;0), u, = (1;-2;1), ug = (2;1;1) v bazi e, e,, es;
c) u =e +e,+e; uy=2e +e,+3e;, u; = 4e; + 3e, + Ses;

d) u; =2e +ey,u,=—e +e,+2e; u;="2e +e,— 3e;.

Reseni: a) zaporna; b) kladna; c) neni béze; d) zaporna.
0.16. Necht u;,u,,u;,u, je kladna baze orientovaného vektorového prostoru V.
Rozhodnéte, zda vektory:

a) u,,us, Uy, Uy,

b)  uy,uy,uy,us,

c) u;,uyusu,
tvoii kladnou nebo zapornou bazi prostoru V.

Resend: a) kladna; b) kladné; ¢) zaporna.

0.17. vektorovy prostor R* je orientovan prohlagenim béze u,, u,, u;, u, za kladnou,
kde u; = (1;2;3;4), uy, = (0; 1; —1;1), uy = (0;0;2; 1), u, = (1;2;1;0). Rozhodnéte,
zda vektory W, Wy, Wy, W, tvori kladnou nebo zapornou bazi R*:

a) = (1;2;-2;3), wy = (=2, =5; 1;0), w3 = (3; =3;2; —1),
W, — (—2:0; 4 1)

b) w,=(1111),w,=(1;,-1;1;1), wy = (1; 1; —1; 1),
w, = (1,1,1,—1)

&) wy = (1;0;0:0), wy = (0;1;0;0), ws = (0;0; 1;0), w, = (0;0;0; 1);
w, = (1;2;3;6), wy = (3;7; 1; 11), wy = (2;1;4;7), w, = (4;2;2;8).

Reseni: a) zaporna; b) kladné; ¢) zaporné; d) neni baze.

0.18. V orientovaném vektorovém prostoru R? jsou dany dvé posloupnosti vektort
u,,u,, u,, respektive v, vy, v,. Zjistéte, zda se jedna o baze prostoru R* a pokud
ano, zda jsou tyto baze souhlasné ¢i nesouhlasné.
a) u; = (0;0;1), u, = (1;0;0), ug = (0;1;0);
v, = (1,-211), v, = (=1, 1;0), v5 = (2 1;1).

b) u; = (1;0;0), uy, = (0;1;0), uz = (0;0; 1);
V; =Wy, Vo = U3, V3 = 1.

c) u = (11;-2), uy=(2;1;3), uy = (-2;1; -20);
v, =(2,1;0), vy = (—1;1;2), v3 = (2;1; -3).

d) w = (1;2;1), 1y, = (2;3;0), uy = (=1;0; 1);
v, =(21,-2), vy = (3;1; 1), vy = (1;0; 1)
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Resent: a) nesouhlasné; b) souhlasné; c¢) nesouhlasné;
d) v;,v,, v, neni baze.

0.19. V Aj3 napiste parametrické i neparametrické vyjadreni

a) roviny o = {A; L(u,v)}, kde A= [0;0;1], u = (1;0;1), v = (1; -1;0),
b) roviny p, kterd prochazi body A = [1;2;3], B = [2;3;4], C' = [2;2; 3],
c) prmky p ={A; L(u)}, kde A = [1;1;1], u = (1;1;1),

d) primky p, ktera prochéazi body A = [3;2;1], B = [1;1; 3],

e) prusecnice rovin p =2 —3y—32=9,0 =x —2y+ z = —3.

Resent: a) X = A+tu+rv, respektive x +y — 2+ 1 = 0;
b) X = A+t(1;1;1) +r(1;0;0), respektive y — z + 1 = 0;
c) X = A+ tu, respektive x —y =0, z — z = 0;
d) X = A+t(2;1; —2), respektive z+2—4 =0, 2y+2z—5 =
0;
e) X =1[0;0; =3] 4+ t(9;5; 1), respektive 22 — 3y — 3z =9,
r—2y+z=-3.

0.20. Napiste neparametrické vyjadireni podprostoru B v Ay, je-li:
a) B={A;L(u,v,w)} kde A=[1;-1;3;4], u = (1;0; -3;0),
v=(0;-L13), w=(0;1;1;—1);
b) B=X=1[1;-1;0;2] +¢(3;2;0;0) + r(1;0; 1; —1);
c) B=X=[1;1;1;1]+¢t(1;1;1;1).

Resent: a) 311 — 219 + x3 — 14 = 4
b) 2y — 3xy — 223 =5, x3 + x4 = 2;
c)xy —xe=0,27 —x3=0, 27 — x4 = 0.
0.21. Napiste parametrické vyjadieni podprostoru B v Ay, je-li:
a) B=x1+ax3+x4=2; 11 +2x3— 124 =0;
b) B=uxy+ 2wy — a3+ 214 =3; 1+ 29— 223+ 314 =1
c) B=uxy=1.
Resen: a) X =[1;0;0; 1] + ¢1(0; 1;0; 0) + t2(—1;0; 1;0);
b) X =[—1;2;0;0] 4+ t1(3; —1;1;0) + to(—4; 1;0; 1);
c) X =[0;1;0;0] +¢,(1;0;0;0) +¢2(0;0; 1;0) +¢3(0; 0; 0; 1).
0.22. V Aj je dan podprostor B. Je-li dan parametricky (respektive neparamet-
ricky), pak naleznéte jeho neparametrické (respektive parametrické) vyjadieni:
) B=X=[21;-3;3;1] +r(1; 1,2, 1;3) + (12, 1; 3; 1);
) B=X=[5-2-130+r(1;-32-3;2) +s(=21; 1,2, -1);
) B=ax1=1;, 29=2; 23=3; z5=>5;
) B =2x+4xs + 3x3 — x4 + 225 = 2;
3x1 + 319 + 3x3 — x4 + 225 = 1.

00 T &
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Resent: a) 31 —ro—1x3 =8, 11 —2w9+ 14 = 3, by —2w9— 5 = T;
b) z1+xe+x3 = =2, 3x1—4w9+514 = 26, T1+ 20 —25 = —1;
c) X =[1;2;3;0;5] 4+ t(0;0;0; 1;0);
d) X =[-1;0;0; —4;0] + t1(1;1;0;6;0) + t2(0;0; 1;3; 0)+
t3(0;0;0;2;1).
0.23. V Aj; urcete neparametrické vyjadreni roviny p, ktera
a) prochazi bodem M = [4;0; —1] a obsahuje ptimku p = {A; L(bbu)},
kde A = [2;1;2], u = (-2;1;3),
b) obsahuje piimky p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)}, kde A = [3; —1;2],
u=(524), B=[8L6], v=(3;1;-2),
c) obsahuje pfimky p=z—y+5=0;24+y—2—1=0
aq={A;L(u)}, kde A= [1;-2;0], u = (2;3;1).
Resent: a) nekonetné mnoho rovin tvaru z+4 (3t +2)y—tz—4—t =
0, pro libovolné ¢ € R; b) 8z — 22y + z = 48; ¢) neexistuje.
0.24. V afinnim repéru (P; e, e,) v Ay je dana rovnice piimky p =2x+3y—1=0
a déle bod P’ = [1; 3], respektive vektory €| = (1;1), e, = (—1;2).
Uréete rovnici pfimky p v afinnim repéru (P’; €], €}).
Resent: p =5z’ + 4y’ + 10 = 0.
0.25. V afinni roviné jsou dany afinni repéry # = (P;e;,e,), respektive 2’ =
(P';e),€,), piicemz P' = P +2e, —e,, € =€ — 3e,, €, = —e, +e,. Necht
dale je A = [—1;3], p = 3x + 5 = 0 vzhledem k repéru %, respektive B = |0; 3],
q = 22’ + 1y’ = 0 vzhledem k repéru #’. Potom:
a) urcete souradnice bodu A a rovnici piimky p vzhledem k repéru #’;

b) urcete soufadnice bodu B a rovnici ptimky ¢ vzhledem k repéru #.
Reseni: a) A =[—0,5:2,5], p= 3z’ — 3y + 11 = 0;
b) B=[-1;2],g=5zx+3y —7=0.
0.26. V A, zadejte neparametricky roviny o, o tak, ze
a) p,0 se neprotinaji,
b) prinikem p a ¢ je bod,
c) prunikem g a o je piimka.
0.27. Udejte priklad bodu ve 3-rozmérném afinnim prostoru A, které generuji rovinu
0 =1 + x3 = 0 a pritom nejsou v obecné poloze.
0.28. V 5-rozmérném afinnim prostoru .4 udejte piiklad

a) dvou rovin p, g, jejichz souc¢tem je A,

\?‘/v

bodiu Ay, Ay, A3, Ay, As, Ag, které jsou v obecné poloze,
bodu Ay, Ay, As, Ay, As, Ag, které nejsou v obecné poloze,

o
~—

d) dvou nadrovin N7, N3, které se neprotinaji,
e) primky p a roviny p tak, aby dim(p + o) = 4,
f) primky p a roviny p tak, aby dim(p + ¢) = 3.
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0.29. Dokazte, ze piimky p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)} se neprotinaji, a sestrojte
3-rozmérny podprostor obsahujici obé tyto prfimky. Pfitom A = [8;2;5;15; 3],
= (7, =4 11;13; =5); B = [-T;2;—=6; =53], v = (2;9; —10; —6; 4).

Resent: B=p+ q, tj. B={A; L(u,v, AB)}

0.30. Urcete prunik a soucet podprostori By, Bsy, je-li:

a) By ={By; L(u;, uy)}, By = {Bs; L(v,,¥,)}, kde
By = [4;0;1; 2], u; = (0;1; —1;2), up = (1; =2, —3;0);

By = [1;2;1;1], v, = (1:0; = 1;0), v, = (2 1;0; —1);

b) Bl_zt:1+x3+:r4—2 x1+x3—x4—0 By = {A; L(u)}, kde
A=11;0;1;0], u=(1;2; —1;0);

c) Bi=xi+za+axs+a,=0; 21— x4 =0;

By=uay+a3=4; xa+ 13+ 234 =2;
d) Bi=xi—wo+a3+224+1=0; Bo=X=A+tu+ sy, kde
A=[1;-51;-2, u=(7;1;4,-5), v = (2;3; =7;4).

Reseni: a) BiN By =10, By + By = A;
b) Bl N Bg @ 61 + Bg {A W} kde

W—L((O,l,0,0),( 1,0,1,0) ( —1; )),
¢) Bi N By = {[—2;4;0; —2]; L((0; 1’ 1;0))};
By + By = {[—2;4;0;—2]; L((1; —2;0; 1), (0; —1; 1; 0),

(1;0;0;0))};
d) Bi N By = By, By + By = By.

0.31. Naleznéte parametrické i neparametrické vyjadieni priniku a sou¢tu podpros-
tori Bl = {Bh L(HDHQ)}7 82 = {827 L(Xla!%!ﬁi)}a kde

By = [2;1;4;0:0), u; = (1;0;1;1;,0), uy = (03 —1; —1;2; 1);

By = [3;0:1;3;2), vy = (1;,1;0;0:1), vy = (1; =1;0;3;1), vy = (1;0; =25 1; 1).

Regeni: BiN By = X = [2:0;3;2;1] +t(1; —1;0;3;1)};
By + By = 311 — 629 + 13 — 474 + 375 = 4, odkud jiz lehce
obdrzime zbyvajici vyjadieni.
0.32. Ve 4-rozmérném afinnim prostoru udejte piiklad piimek p, g, které jsou
a) rovnobézné ruzné, b) ruznobézné, ¢) mimobé&zné.

0.33. V 5-rozmérném afinnim prostoru udejte piiklad piimky p a 3-rozmérného
podprostoru B tak, ze

a) pCBhB, b) p | B a B neobsahuje p,

c) p,B jsou ruznobézné, d) p,B jsou mimobé&zné.

0.34. V 5-rozmérném afinnim prostoru udejte piiklad rovin p, o, které jsou
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rovnobézné rizné,

o
~— —

riznobézné a protinaji se v piimce,

o
~—

riznobézné a protinaji se v bodé,

=

mimobézné a maji spolecny smér,

@
~

mimobézné a nemaji spolecny zadny smeér.

0.35. V afinnim prostoru A udejte priklad mimobéznych piimek p,q a bodu M,
respektive vektoru w, tak, ze

a) dimA=3aM¢p+q, b) dimA=4aM¢p+yq,
c) dimA=3aw¢ Z(p+q), d) dmA=4awé¢Z(p+q).

Resent: a) neexistuje; c¢) neexistuje.
0.36. Ve 3-rozmérném afinnim prostoru zadejte mimobézky p, q tak, ze

a) neexistuje jejich pricka rovnobézné s vektorem w = (0;0; 1),

b) neexistuje jejich pficka prochazejici bodem M = [0;0;0].

0.37. Udejte piiklad nadrovin NV, N2 v A (dim A = 5) tak, Ze
a) N1, N jsou mimobé&zné,
b) prinikem A7, N3 je rovina,

¢) prinikem Ni, N3 je 3-rozmérny podprostor v A.

Resent: a) neexistuje — viz Véta 6.5; b) neexistuje — viz Véta 6.5.
0.38. Existuji-li v A dvé nadroviny, jejichz prinikem je rovina, co pak plati o di-
menzi prostoru A7

Reseni: dim A = 3 nebo dim A = 4 — viz Véta 6.5.

0.39. Necht B, B; jsou podprostory v A. Udejte libovolnou
a) nutnou, ale nikoliv dostate¢nou podminku pro to, aby B; || B,

b) dostate¢nou, ale nikoliv nutnou podminku pro to, aby B; || Bs.

0.40. Necht p, ¢ jsou mimobézky v A; M € A bod. Udejte libovolnou
a) nutnou, ale nikoliv dostate¢nou podminku,
b) dostate¢nou, ale nikoliv nutnou podminku

pro to, aby neexistovala piicka mimobézek p, g prochazejici bodem M.

0.41. Dokazte, ze v libovolném 3-rozmérném afinnim prostoru A jsou piimka a
rovina bud rovnobézné nebo riznobézné.

0.42. Necht p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v) } jsou mimobé&zky ve 3-rozmérném afinnim
prostoru A a necht M € A je bod nelezici na zadné z nich. Dokazte:
—
a) existuje jediné pricka p, g prochazejici M < AM, BM ¢ L(u,v);
b) vynechame-li pFedpoklad, ze dim . A = 3, pak tvrzeni a) neplati.
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0.43. Necht B,C jsou podprostory v A takové, ze B || C a Z(B) C Z(C). Dokazte,
ze pak jsou nésledujici vitoky ekvivalentni:

(i)  B,C se neprotinajf;
(ii)  pro libovolné B € B a libovolné C' € C je BC ¢ Z(C);
(iii) existuji body B € B a C € C tak, ze @ ¢ Z(C).

0.44. Necht B,C jsou podprostory v A, které nejsou rovnobézné. Dokazte, Ze pak
nésledujici vitoky jsou ekvivalentni:

(i)  B,C jsou ruznobézné;
(ii)  pro libovolné B € B a C €C je BC € Z(B)+ Z(C);
(iii) existuji body B € B, C € C tak, 7 BC € Z(B) + Z(C).

0.45. Necht B, Bj, By jsou podprostory afinniho prostoru A takové, ze By || Ba,
BN B, #0, BNBy #0. Dokazte:

a) BNBy, BN By jsou rovnobézné podprostory v A;

b) vynechame-li predpoklad, ze B N By # (), pak tvrzeni a) neplati.

0.46. V A3 urcete vzajemnou polohu zadanych primek, respektive rovin:
a) p=X=[1;,-3;4]+(2;2;—-1); ¢ = X = [3;0; —1] + r(0; 1; 3);
b) p=X=[1;2;3]+¢1;-1;2);q=x—y—2+4=0,2+y—3=0;
c) p=z+2y—z=1,2—y=0;
g=3r—y—2=—-1,3x -4y + 2z =38;

d) p=X=[4;7;—-11] +t(1;-8;3);
0=X=1[0;1;—-1]4+7(2;1;2) + s5(1;2;5);

e) p=X=[1;4-3]4+t1;-3;4); 0=2x—y—2=0;

f) p=x+y+2=34v+32=3;0=2r+2y+22=1,

g) 0=X=16;1;0] +1(4;3;1) + to(—1;3;5);
o=X=[30;1] +71(1;2;2) +r2(3; 1; - 1);

h) 0o=X=[3;58+7r(2;0;1) +s(3;,—-1;0); 0 =2 +3y —22+ 1 =0;

i) o=2r+3y+42+45=0, co=x—y—2z+1=0.

Resend: a) mimob&zné; b) totozné; ¢) riznob&zné; d) riznob&zné;
e) p C p; f) rovnobézné ruzné; g) totozné; h) rovnobézné
ruzné;

i) ruznobézné.

0.47. V Aj vySetfete vzajemnou polohu zadanych primek, respektive rovin. Pokud
se protinaji, pak urcete jejich prunik:
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a) p=X=[L-23+H1-31):qg=X = [1;2,—1] + r(0; 1; 3);

b) p=X=[2;3;2]+t(1;22);¢=20+2y—32=1,y— 2 = 2;

c) p=2r—y=L2r—z2=2q=2r—y—22=1,y=1;

d) p=X=[-210]+#2;-1;2);
0=X =1[1;2;2] +r(1;0;0) + s(1; 3; —2);

e) p=X=[1;1;-2]+t(-1;3;0), 0=3z+y+52+7=0;

f) p=r—y—2=-24y—2=11;0=3x—y+22z=25;

g) 0=X=[10;=2] +t:(1;2; =2) + t2(2; 3; 1);
o=X=[0;-3;1] +r1(1;0;4) + r2(0; 1; —1);

h) o=X=[1;2,0] +7(2;-1;2) + s(3; 1; —1);
c=3r+3y—2+3=0;

) o=2x+y—2-3=0;, o=x—-2y—2+3=0.

Resent a) mimobé&zné; b) rovnobéZné rizné; c) ruznobéiné,

prusecik [1;1;0]; d) riznobéiné, prisecik [2;—1;4]; e)
rovnobézné ruzné; f) raznobézné, prusecik [2;3;1]; g)
riuznobé&zné, priseénice X = [1;—1;3] + ¢(1;1; 3) h)
ruznobézné, prisecnice X = [0;0;3] + ¢(23; —14;27); i)
riaznobé&zné, prisecnice X = [1;2;0] 4+ ¢(1;0; 1).
0.48. V A3 napiste parametrické vyjadieni podprostoru B, C zadanych jako afinni
obal bodiu, je-li B = (B, Bs, B3), C = (C1,C5,C3), a zjistéte jejich vzajemnou
polohu. Pfitom B; = [1;3;—1], By = [-1;5;—4], Bz = [3;1;2]; C; = [0;1;2],
Co = [1;1;1], C3 = [0 1; 1]
Reseni: B=X = By +1(2;=2:3); C = X = Cy +r(1;0;—1) +
s(0;0; 1), raznobézné, prusecik X = [3;1;2].
0.49. Necht o= —y+2=0,0=3r—y—2+42=0,7=4de—y—22+k=0
jsou roviny v afinnim prostoru As. Zjistéte, pro které k se tyto roviny protinaji v
jediné piimce a tuto primku urcete.
Reseni: k=3;p=X =[-1;—1;0] + t(1;2; 1).
0.50. Naleznéte pifimku p v Ajs, kterd je rovnobézna s rovinou g, riznobézna s
primkou ¢ = {A; L(u)} a prochéazi bodem M. Piitom:
a) Q:Z’+y—2+7—0, A= [anaOLH_ (171a3)7 M = [1a174]>
b) 0=18z -8y —192=0; A=[2;3;5], u=(1;-12;6), M = [1;1;1].
Regeni: a) p= X = [0;0;2] + £(1;1;2); b) neexistuje.
0.51. Je déna rovina o = X = [1;0;0;1] 4+ r(5;2; —=3;1) + s(4;1;—1;0) v Aj,.
Vysetiete vzajemnou polohu roviny o a pfimky p v Ay, je-li:
2) p:X =31 —4; 1]+ £(—1; 152 1);
b) p={A;L(w)}, kde A= [3;0;—4;1], u = (=1;1;2;1);
C) p:xl—x2+2—0,2x2+x3+120,x3+2x4—3:0.
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Resent: a) mimobé&zné; b) riznobézné, prusecik [2;1;—2;2]; ¢)
p <o

0.52. V afinnim prostoru A, vysetiete vzajemnou polohu:

a) piimek p = X = [5;7;4; —5] +t(2;3; 1; —2),
g=21 —29=0, 214+ 2x3=2>5,3x1 — 214 =5;

b) pimky p = X = [0;0;6;5] + ¢(1;2; —3;0)
aroviny o = X = [1;0;0;2] 4+ r(1; —1;0;0) + s(1;2;0; —1) ;

c) rovin p =X =[0;3;1;3] + t1(1;1; —2; —2) + ¢2(1; 5; —4; 0);
o=X=[-92;1,-5] +r1(5—1;0;2) +72(3;1;2;0) ;

d) rovin o =21 — w9 + x4 =2, 207 — 29 = 0;
oc=2rx3+9x, =35, 21 — x4 = —2;

e) piimky p=X =[3;2;0; 2] + k(1;1;—1;1)
anadroviny N = X = [2;1; ;1] +r(1;1; 1;1) + s(1; 1;1; = 1)+
t(1; 1 =1;=1);

f) piimky p = X = [0;0;0; 3] 4+ ¢(1;1; 1;0) a nadroviny N = x4 =0;

g) mnadrovin N1 =211+ 20— 23 =1, No =301 — 20+ 23 — 24 = 2.

Resent: a) protinaji se v bodé [1;1;2;—1]; b) mimobé&zné; c)
protinaji se v bodé [1 O7 1, 1]; d) protinaji se v piimce
X = [12:4:3] +4(2;4; —9;2); ¢) p C N ) p || NV g) proti-

) p
naji se vroviné X = [O O —1; =3]+7r(1;0;2;5)4s(0; 1; 1; 0).

0.53. Naleznéte piimku r, kterd protina pfimku p, rovinu g a prochéazi bodem M.
Pritom

p=X=[0;0;-6; =7 +£(1; 1;2; 1);

o=X=[2,1;11]+7r(1;2;-1;1) + s(—1;2;1;2); M = [7;—2; —1;0].

Reseni: = X = [1;1; —4; —6] + (7; —6; 5; 7).
0.54. Je dana piimka p = X = [0;1;0;1] 4+ ¢(1;0; —1;1) a rovina o = x; + z3 = 0;
1 + 29 + 23 + 24 = 1. Naleznéte:

a) rovinu o, ktera obsahuje p a je rovnobé&Zzna s g;

b) nadrovinu N, ktera obsahuje p a je rovnobézna s o.

Regend: a) neexistuje; b) N' = X = [0;1;0;1] + r(—1;0;1;0)
+5(0; —1;0;1) + ¢(1;0; —1; 1).

0.55. Ve 4-rozmérném afinnim prostoru Ay
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a) urCete parametry a, b tak, aby piimka p lezela v roviné p, kde
p=X=[1;21;2] +t(1;a;0;2);
0= X =[1;1;2;b] + r(1;2; 1;2) + s(1; 15 2; 2);

b) urcete hodnotu parametru a tak, aby roviny g, o byly mimobézné, kde
0= X =[3;—1;1; 3] + t1(2; 1; 1; =3) + £2(0; 0; 15 a);
o =X = [1;—1; = 14] +71(152;2; =3) +1r2(1;1; 0; 2);

c) uréete hodnoty parametri a,b tak, aby roviny o, o byly rovnobézné, kde
o0=T1+ a0 +axs+xs =1, 01+ 200+ 23 — T4 = 2;
o =x1+x3+axy =0; 201 + dxy + brs — 4y = 5;

d) urcete parametry a, b tak, aby ptimky p, ¢ byly riznobéiné a naleznéte
pak jejich prusedik, je-li p = X = [3;2;1;0] + ¢(0; a; 1;b),
q=X =[-2;4;4;—1] +r(5; —5; —6; 4).

Resent: a)a:3,b:2;b)a:—4;c) =3,b=2
d) a=1, b= —1, prusecik [3; —1; —2;3].

0.56. Vysetiete vzajemnou polohu pifmky p = X = [4;1;3;a] + ¢(2;2;—1;—1)
aroviny o = X = [3;—1;—1;6] + r(—2;1; =2;1) + s(4; —1; —1;0) v zavislosti na
parametru a.

Reseni: pro a 141 mimobézné, pro a = % riznobézné, prisecik
(31, 38,103 07]

2407 247 24 24

0.57. VySetiete vzajemnou polohu podprostora B,C v A, a uréete jejich prunik,
je-li:

a) B=X=[-2;10;—-1;2; —1] + #(2; —8;3; —5; 1),
C=X=[1;1;2;-1;3] ~|—7“(1;—1;();2;3) +5(0;2; —1;3;5);

b) B=X=[L11;1;1] + (283 5 —9),
C=X=[1;1;2 1,3 +r(1;—1;0;23) + 5(0;2; —1;3;5)

) B=X=[2-3150+r3-2101) +s(—1;5 —2,0:3),
C=X=[0;-1;0;4;1] + t(1;2;4;0; —2) + q(6; 3;4;0; 3) ;

d) B=X=[-2;-3;2;0;5] +r(1;—1;1;1;3) + s(—1;2;1;2; —2) ,
C=X=[-1;0;3;3;8] +#(1;1;—3; —3; 1) + q(0;1;2;3; 1) ;

e) B=X=12:0;2;0;1] +7(2;1;0;0;0) + s(0;0; 1;2; 3)
C=X =[1;0;0;1;0] +¢(1;0;0;0;0) + ¢(1; 1;0; 0; 0)
k(1;1;0;0;1);

f)y B=X=1[1;2;1;0;1] +r(1;1;0;0; —1) + s(0; 1;1; 1;0) ,
CE$1+$2+$4—3—0 $1+$2+$3—$C5—2—0,

g) B=x1+22—-1=0, C=x4+25—2=0.
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Resen: a) riuznobézné, prinikem je bod [0;2;2; —3;0];
b) rovnobé&zné ruzné;
¢) mimobézné, maji spole¢ny smér (5;1;0;0;5);
d) raznobézné, prinikem je piimka X = [—2; —1;6;6; 7]+
+t(0;1;2; 3; 1);
e) mimobé&zné, maji spole¢ny smér (0;0; —2; 1;0);
f) rtiznobézné, prinikem je bod [0;2;2;1;2];
g) riznobézné, prinikem je podprostor X = [1;0;0;2; 0]+
+r(—=1;1;0;0;0) + s(0;0;1;0;0) + £(0; 0;0; —1; 1).

123

0.58. V A jsou dany mimobézky p = {A;L(u)}, ¢ = {B;L(v)} a bod M. Urcete

pruseciky P, () obou mimobézek s jejich prickou prochézejici bodem M, je-li:

a) A=[3-14], u=(1-1;2);
B=[-1;2;-2], v=(2;0;1); M = [1;3; —2];
b) A=1[33;3], u=(%21); B=[L6:0], v=(1;1;1); M = [4;5; 3];
c) A=[318,u=(243)
B =[0;2;-5], v = (5 —1;2); M = [4;0; —1J;
d) A=[L1L11], u=(1;21;0);
B=1(223;1], v=(1;0;1;3); M = [4;5;2;7];
e) A=I[1;3;0;1], u=(0;21;2);
B =12;4;0;2], v = (1;1;1;2); M = [0;2; 1; 1];
f) A=][0;2;-5;-10], u = (1;1; -1; —1);
B =10;0;-1;0], v=(1;1;-1; =2); M = [8;9; —11; —15].
Reseni: a) P =[1;1;0], Q = [1;2; —1];
b) P =[5;5:4], @ = [0;5; —1];
c) P=[1;-35], Q= [51-3]
d) P=[2;3;2;1], Q = [1;2;2; —2]; e) neexistuji;
]

f) P =[12;14; -17; -22], Q = [4;4; —5; —8|.

0.59. V A jsou dany mimobézky p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)} a vektor w. Urcete
pruseciky P, () obou mimobézek s jejich prickou rovnobéznou s vektorem w, je-li:

a) A=[L;-2;5], u=(1;3-1);
B=[-1;1;-5], v = (1;1;2); w = (1;—=2;3);

b) A=[211],u=(1-1;2); B=[1;32], v=(0;1;1); w = (1;1;4);

c) A=[0;9-2], u=(1;0;0); B=[1;2 1], v = (1, =1; 1);
w = (1;2;0);

d) A=11;2;3;1],u=(0;1;0;2); B=1[2;2;2;1], v=(1;0;2; —1);
w=(L1L21)

e) A=1[2102, u=(-L0:12); B=[2;0;1;1], v = (1; 1;1; 1);
w = (0;2;1;4);

f) A=[11:25, u=(0;1;1;—-1); B=[5:22;4], v = (2;3;0; 1);
w = (1;1;1;1).
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Resent: a) P =12;1;2], Q@ = [1;3; —1]; b) neexistuji;
c) P=[3;9; -2}, @ = [0;3; —2]; d) neexistuji;
e) P=1[1;1;1;4], @ = [1; —1;0;0]; f) neexistuji.

0.60. V A3 naleznéte parametrické vyjadreni pricky mimobézek p, ¢, ktera je rovnobézna
s rovinami g, 0. Pritom p = X = [-5;2;2] +1(2;0;1); g=2—-2=0, 5z —8y+ 92+
100=0; 0= X =[3;0;0] +r(3;2;0) + s(1;0;2); o =x — 4y — 32+ 12=0

Regent: X = [-27;2;=9] + (1; 1; -1).

0.61. Stanovte ¢islo m tak, aby roviny oy =z —y+2=0, 00 =3xr—y—2+2=0
a az = 4r —y — 2z +m = 0 pattily do téhoz svazku rovin.

Reseni: m = 3.

0.62. Jakd podminka musi byt splnéna, aby tii roviny oy = x — ay + bz = 0,
ar=—br+y—az=0aa3=br—ay+z=0v A;z patrily do téhoz svazku rovin?
Jaka je podminka, aby byly navic tyto roviny rtzné?

Reseni: b = 1, a libovolné, nebo a +b = —1 nebo a = 1, b
libovolné;
roviny rizné < a+b=—1,a # £1,a # 0, a # —2.
0.63. Dokazte, ze tii roviny ay =20 +y —72—7 =0, 0o =x —22—4 =0 a
as =2 +y+ 92z 4+ 8 = 0 patii do téhoz trsu rovin 2. druhu. Urcete spoleény smeér
téchto rovin.

0.64. Ve svazku nadrovin v As uréeném nadrovinami NV} = x; + 229 — 424 +2 =0
a Ny = 19+ 323 — x5 — 4 = 0 naleznéte nadrovinu, ktera prochézi spoleénym bodem
nadrovin 1 + 20 —4 =0, 29 + 23— 1 =0, 23+ 24 +2 =0, 24 —25+3 =0 a
r1+x3+as+4=0.

Resent: N = 281, — 431y — T3x3 — 1122, + 4375 + 228 = 0.

0.65. V Aj urcete rovnici roviny, ktera obsahuje ptimku p = 22—z = 0, x+y—2+5 =
0a

a) prochézi bodem A = [1;2;1],

b) je rovnobé&zna s piimkou ¢ = X = [0;2; —1] + ¢(7; —1;4).

Regent: a)a=—-13r+y+62+5=0;
b) a = -3z —5y+ 42 —25=0.

0.66. V A3 urcete rovnici roviny, ktera obsahuje piimku p = 3x — 4y + 2z — 12 =
0,4 — Ty — 3z + 4 = 0 a je rovnob&zna s piimkou ¢ = X = [1;7; 5] + ¢(82;0;79).

Reseni: a = —79z + 147y + 82z — 184 = 0.

0.67. V Aj urcete rovnici roviny, ktera je urcena body A = [I;
5

2;3], B = [1;5;2]
spoleénym bodem rovin o = 2x—y+2—1 =0, f = 2x—3y+2+ =

0, v
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Reseni: p=6r—y—32+5=0.
0.68. V Aj jsou dany ¢tyfi roviny a =22 4+y—2—2=0, =z —-3y+z2+1=
0, v=x+y+2—-3=0, d =z +y+ 2z =0. Dokazte:

a) 7Ze zadné tii z téchto rovin nepatii do téhoz svazku rovin;

b) Zze v8echny roviny nepatii do téhoz trsu rovin.

0.69. Pro roviny ze Cviceni 0.68 urcete roviny, které jsou rovnobézné s jednou
rovinou a patii do trsu rovin, ktery je urc¢en zbyvajicimi tfemi rovinami.

Reseni: o/ =2x4+y—2—56=0,8 =z —3y+ 2+ 36 =0,
fy’zaﬂ—y—l—z—%:O, V=x+y+22—4=0.

0.70. V A3 urcéete rovnici roviny, ktera patii do svazku rovin uréeného rovinami
ap=2r—3y+2—3=0, s =2+ 3y + 22+ 1 = 0 a prochézi priasecikem rovin
L1=2x+y—2+43=0,0=3r—2=0af3=2y+22=0.

Reseni: p=20+1dy+72+7=0.

0.71. Nakreslete pifimku a na ni body A, B, C' tak, aby:

) (CGAB=5 b (ABO=5 o (BAC=

d) (A;C,B)=—1, e) (A;B,C)=-1; f) (B;C,A)=3.

0.72. Necht A, B, S jsou tii navzajem ruzné body na piimce. Pak bod S je stfedem
dvojice bodu A, B pravé kdyz (A; S, B) = % Dokazte.

0.73. V afinnim prostoru As jsou dany dvé mimobézky p, g a pevné realné cislo A,
0 # X #£ 1. Zjistéte, co vyplni vSechny body X € Ajz, pro néz plati: existuji body
P € p, Q € q tak, ze body P, Q, X lezi na pfimce a je (X; P,Q) = .

Resent: body vyplni rovinu.

0.74. V afinnim prostoru Az jsou dany tii navzijem mimobézné piimky p,q,r.
Dale je dano pevné redlné ¢islo A, 0 # A # 1. Urcete, kolik existuje trojic bodu
P.Q, R takovych, ze P € p, Q) € q, R € r, body P, Q, R lezi na jedné primce a plati
(B P,Q) = A

Reseni: praveé jedna.

0.75. V afinnim prostoru A (dim.A = n > 2) je dan bod A a nadrovina N tak, Ze
A ¢ N. Dale je dano pevné realné ¢&islo A\, 0 # X\ # 1. Zjistéte, co vyplni vSechny
body X € A, pro néz plati: existuje bod N € N tak, Ze body A, N, X lezi na pfimce
aje (X;A,N)= A\

Reseni: body vyplni nadrovinu rovnobéznou s N.

0.76. Necht A, B,C, X jsou ¢tyfi navzajem ruzné body lezici na pfimce. Dokazte,
ze pak plati: (X;A,B)-(X;B,C)-(X;C,A) =1.
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0.77. Urcete parametry x,y tak, aby A, B,C' € A, byly tfi navzajem rtzné body
lezici na jedné piimce a pak vypoctéte délici pomér A = (C; A, B). Pritom:

ba) A=[21;-2], B=[z;11;y], C=[1;0;-3];

b)  A=[z21], B= H%H,C—PZL%

c) A=[Lz2, B=[-1 102%&%

d) A:[2717x] B:[ ] C_[3§3;3];

e) A:[l,l,l,Q] :[1723 —1], C =[1;y;5;—4];

f) A:[ ) ] B:[x717_271]7 02[1;2%1;2];

g) AZBJQH B= [%Zﬂ70=%&2%k

h) A=[1;,-1;6y;0], B=[1;1;x;2], C =1;2;3;3].

Reseni: a)x =12,y =8, \ = Lib)nelze;c)z =2, y =2, A=2;
d) nekoneéné mnoho hodnot tvaru . = ¢, y = 4t—9; A = };3
e) x =1,y =3, A=2;{) nelze;
g) nekonecne mnoho hodnot tvaru x = t, y = —1; potom

A=
h) nekonecne mnoho hodnot tvaru x = 2t+2, y = ¢; potom
A=3.

0.78. Je dana piimka p = {4 ,L(g)}
naleznéte bod C' tak, aby (C;A, P) =
Pritom:

rovina ¢ = {B;L(v,w)}. Na piimce p
, kde P je prisecik piimky p a roviny po.

a) A=1[22;—-1;11], u=(2;1;0;1);

B:WmmﬂL = (1;0;0;—1), w = (0;0;1;0); A = %;
b) A=[2,-1;3;0], u=(—1;1;2;1);

B=11;0;1;0,, v=(1;1;-1;1), w = (2;0;1; 1), A = 3;
c) A=132;1,0], u=(-1;1;3;2);

B =14;0;2;1], v = (2;0;1; 1) =(0;1;0;—1); A = —1.
Reseni a) C' = [10;6; —1;15]; b) nelze, nebot A = P;

¢) nelze, nebot p, ¢ jsou mimobézné.

0.79. Naleznéte stied S dvojice bodu A, B, je-li:
a)
b)

Reseni: a) S =

A:
A:

[1;2:3;4;5], B = [5;0;9;4;7;
[2:1;0; 1;1], B =[2;1;0; 1;1].

3;1;6;4;6]; b) S=A=B=[2;1;0;1;1].

0.80. V afinni roviné udejte piiklad dvou riznych polorovin P, R tak, ze

a

~

o o

~—

o A

~—

P N'R je opét polorovina,
P N'R je podprostor,

P NR je thel,

PNR =10,

P NR # 0 aneni polorovina ani podprostor ani thel.
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0.81. V 5-rozmérném afinnim prostoru A udejte piiklad dvou riznych poloprostori
P, R takovych, ze

a) PNTR je poloprostor, b) P NR je nadrovina,

¢) PNR je piimka, d) PNR=0.

Resent: c) neexistuje.

0.82. Dokazte, Ze dva body R = [ry;...;1,], S = [s1;... ;s,] pat¥i do téhoZ polo-
prostoru v A, vyt atého nadrovinou N = a1z + - - - + a,z, + a = 0, praveé kdyz:

(arr1+ -+ aprn +a) - (a181 + -+ + apsy +a) > 0.

0.83. V afinnim prostoru A je dana pifmka p = {A; L(u)} a nadrovina N tak, Ze
se protinaji v bodé C'. Dokazte, Ze neexistuje bod B € p tak, aby body A, B lezely
v opacnych poloprostorech v .A, vyt atfch nadrovinou A a platilo (C; A, B) =z

0.84. Naleznéte prunik usecky [A, B] a roviny p, je-li
a) A=[-L11]; B=[31;-2];
0=X =[1;0;0] +r(1;1;0) 4+ s(0; 1; —1);

b) A=1[1;1;3]; B=1[4;0; 1]' =X =[3;1;4] +r(1;2;2) + 5(2;3; 1);
c) A=1[513]; B=[1;-3;4]; 0=22z —3y — 42+ 5 =0;
d) A=[-11;2; B=1[0;3;2]; 0=2—2y—2+6=0.

Resent: ) bod [2:1; ~2J: b) 0; ) tisetka [A, B d) bod [~2;3;2].

wl

0.85. Rozhodnéte, zda body A, B jsou, respektive nejsou, oddélovany nadrovinou
N, je-li:
a) A=[7,583 B=[3278];
N=X=[1;2;21+7r(2;,—1;1;0) + s(1;0;1;0) + t(0; 1; 15 1);
b) A=[3;-2-3;1]; B=[9%-23;-8];
¢) A=[2167; B=][L;-3;29]
N=X=[3;1;2,7+r(1;2;2;1) + s(0; 7; 1; 1) + t(—1;5; 3;4).

Resent: a) jsou; b) nejsou; ¢) nelze rozhodnout, nebot B € N.

0.86. Rozhodnéte o vzajemné poloze bodu A, B, C' v poloprostorech v A vyt atich
nadrovinou N, je-li
a) A=[2 111 B=[-1;6;3;0;1]; C = [0;1;0; 1, 0];
NE$1—$2+ZE4+$5+3:O;
b) A=[1;221;1]; B=[8;7,6;54]; C = [43;2;2;3];
N =X =1[5;5;5;5;5] + t1(1;1; 1;0; 1] 4+ t2(1; 1; 1;0; 0)+
t3(1;1;0;0;0) + t4(1;0;0;0;0).
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Resent: a) A, C patii do stejného poloprostoru, B do opa¢ného
jako A, C;
b) B € N; A, C patii do stejného poloprostoru.
0.87. Jsou dany ¢tyfi body A = [2;3;0;1], B = [-2;1;2;3], C = [1;2;1;-3],
D =[4;2;1; —18]. Urcete vzajemnou polohu:
a) usecky [A, B] a polopiimky (C; D);
b) secky [A, B] a polopiimky (D;C).

Regeni: a) disjunktni; b) protinaji se v bodé [0;2; 1;2].

0.88. V afinni roviné udejte piiklad tii polorovin tak, zZe:

a) jejich mnozinovym sjednocenim je konvexni mnozina;

\C_y‘/v

jejich mnozinovym sjednocenim neni konvexni mnozina;

@)
~—

jejich prunikem neni konvexni mnozina;

=

jejich prunikem je konvexni mnohostén;

jejich prunikem neni konvexni mnohostén.

@
~

Reseni: c) neexistuje.

0.89. Ve 3-rozmérném afinnim prostoru A udejte piiklad mnozin My, M tak, Ze:
a) Ml SZMQ aK(Ml) QK(MQ),
b) Ml SZMQ aK(M1) 2[((/\42)

Reseni: b) neexistuje.
0.90. Ve 4-rozmérném afinnim prostoru A udejte piiklad k-rozmérného rovnobé&znos-
ténu, pricemz:

a) k=1; b) k=3; c) k=05.
Reseni: c) neexistuje.

0.91. V afinni roviné naleznéte konvexni mnozinu K, pro niz plati:
a) existuji piimky p, q,r, s tak, ze p C K, ¢ N K je polopiimka,
r N K je oteviena polopiimka, s N K je tsecka;
b) plati podminky a) a navic existuje piimka ¢ # s tak, ze t N K je tsecka.

Reseni: a) K je oteviena polorovina sjednocena s tseckou, ktera
je ¢asti hrani¢ni pfimky uvaZované oteviené poloroviny; b)
neexistuje.

0.92. Necht [ je neprazdna indexova mnozina a necht KC; (i € I) jsou konvexni
mnoziny, které jsou vzhledem k inkluzi linearné usporadany (tzn. pro libovolna
i,j € 1jeK; € Kjnebo IC; C K;). Potom mnozinové sjednoceni UKC; (i € I) je také
konvexni mnozina. Dokazte.
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0.93. Necht K je podmnozina v A. Pak K je konvexni mnozinou préavé kdyz je
konvexni mnozinou prunik C N p, pro kazdou primku p z A. Dokazte.

0.94. Necht A € A je bod, M C A libovolna podmnozina v .A. Dokazte, Ze plati
K{A}JUM)={X € A| X € [A, B], kde B € K(M) libovolné}

a dale ukazte, ze pozadavek B € K (M) nelze zeslabit na B € M.

0.95. Necht v afinnim prostoru 4, je dano (n+2) konvexnich mnozin Ky, ..., K, 42
takovych, Ze kazdych (n+ 1) z téchto mnozin ma neprazdny prinik. Potom vSechny
mnoziny K, ..., K, 2 maji neprazdny prunik. Dokazte.

0.96. Zformulujte pfedchozi cviceni pro afinni rovinu (tj. pro n = 2) a pomoci
obrazku ukazte, Ze neni mozno vynechat predpoklad konvexnosti zadanych mnozin

Ki,... Ka.

0.97. Necht v afinnim prostoru A (dim.A = n) je dano s konvexnich mnozin Ky,

LKy, kde s > n + 2. Necht kazdych n + 1 mnozin z mnozin Ky,..., K, mé
neprazdny prunik. Potom vS8echny mnoziny Ky, ..., K, majl neprazdny prunik.
Dokazte.

0.98. V afinni roviné je dana mnozina M. Rozhodnéte, zda M je konvexni mnozi-
nou, je-li:

a) M= {[r;y][2*+2y* -3 >0}

b) M= {[z;y][32* —y < 0};

c) M={[zy]|2* —y*-3>0}

Reseni: a) neni konvexni; b) je konvexni; ¢) neni konvexni.

0.99. V afinnf roviné je dan bod A = [2;0] a piimka p = X = [0;0] + #(1;1).
Rozhodnéte, zda body X = [2;1], Y = [1;2], Z = [4;1] lezi v mnoziné K({A} Up).

Reseni: X lezi, Y nelezi, Z nelezi.
0.100. V afinni roviné jsou dany body A = [-2;3|, B = [-1;0] a pfimky p =
X = 41 +t7;2), ¢ = x+ Ty —10 = 0. Popiste mnozinu M = K({A} U

p) N K({B} Ugq) a rozhodnéte, zda M je konvexni mnohostén, respektive simplex,
respektive rovnobéznostén.

Reseni: M = K{[0;—37], [55 5] [-5: 7 [=5: 21)); M
je konvexni mnohostén, neni simplex, je 2-rozmérny

rovnob&mostén M = R([0; —1]; (7;2), (7; —1)).

0.101. Naleznéte systém linearnich nerovnosti ur¢ujicich konvexni mnohostén K ({A;, ...

jestlize A; = [0;0;0;0], Ay = [1;0;0;0], A3 = [0;1;0;0], Ay = [1;1;0;0], A5 =
[0;0;1;0], Ag = [0;0;0;1].
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Resent: 21 2>0, 21020, 2320, 2420, z1+x3+24—12>0,
$2+ZL’3+CL’4—1 SO
0.102. V Aj; je dana konvexni mnozina K systémem linearnich nerovnosti: = > 0;
y>0;220y—2<0;2—-3<0;24+2—-6<0; 2x+3y+ 32— 18 < 0. Ukazte, ze
KC je konvexni mnohostén a naleznéte kone¢nou mnozinu M bodu z A3 takovou, Ze

K= K(M).
Reseni: M = {[0;0;0], [0;2; 0], 6;2; 0], [6; 0; 0], [0; 2; 3], [; 2; 3],
[3:1;3], [3; 05 3], [0; 0; 3]}

0.103. Ve 4-rozmérném euklidovském vektorovém prostoru V' udejte priklad
podprostoru W takového, ze W+ = L((1;1;1;1));

vektoru x a podprostoru W tak, ze ortogonalni projekci x na W je o;

~

a

NS

podprostoru W, S, které nejsou kolmé;

R

podprostoru W, S, které jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé;

e) podprostori W, S, které jsou totalné kolmé.

0.104. Dokazte, ze v euklidovském vektorovém prostoru V' plati:
a) (u,x) = (v,x) pro libovolné x € V < u =v;
b) ulvs lu—v|®=|ul®+|v|*
c) |uf| =y @+y)lu-y).

0.105. Necht uy,...,u;,w jsou vektory z euklidovského vektorového prostoru V'
takové, ze w L u, proi=1,..., k. Pak je w L L(u,,...,u,). Dokazte.

0.106. Jestlize Gramm-Schmidttiv ortogonaliza¢ni proces aplikujeme na posloup-
nost uy,...,u; linedrné nezavislych vektor, pak vysledna ortogonalni posloupnost
€,...,€; neobsahuje zadny nulovy vektor. Dokazte.

0.107. O vektorech u, v ovéite, ze jsou ortogonalni a dopliite je na ortogonalni bézi
celého prostoru, je-li

a) u=(1;-2;2-3), v=(2-3;24);
b) u=(1;1;1;2), v = (1;2;3; -3).

Reseni: a) (2;2;1;0), (=5;2;6; 1); b) (1; =25 1;0), (25;4; —17; —6).

0.108. Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu naleznéte ortogonélni
béazi podprostoru W, generovaného vektory:

a) u=(1;2,2;-1),v=(1;1;-53), w = (3; 2,8 —7);
b) u= (L1 -1-2), v=(58-2-3), w = (3;93;8).

Resent: a) (1;2;2; —1),(2;3;—3;2),(2; —1; —1; —2);
b) (1;1; =15 -2),(2;5; 1; 3).
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0.109. Naleznéte ortonormalni béazi podprostoru W = L(u,v,w) obsahujici na-
sobek vektoru x, je-li:

a) u=(1;-1;2;4), v=(1;-2;2;3), w = (2; —2;5; 7),
5:( —5:9; 0)

b) u=(1;—- ) v =(1;-2;2;0), w = (—1;1;0;0),
x= (- 1, ;0).

Reseni: a) nelze, nebot x ¢ W,
b) $(—1;2; —2;0), (0;0;0; 1), 1(—2;1;2; 0).

0.110. Naleznéte bazi ortogonalniho doplitku W+ podprostoru W, je-li:

a) W = L(u), kde u = (1;2;3;0);
b) W = L(u,v), kde u= (1;0;1;0), v = (0;1;0; 1);
c) W=L(uv,w),kdeu=(1;1;1;1), v = (1;1;1;0), w = (1;1;0;0);
d) W=L(uv,w), kdeu=(1;2;-1;1), v = (1;1;2;3),
w = (1;3; —4; —1).

0:0;0;1), (—3;0; 1:0), (— 2,1,0 0)
0; —1;0), (0;1;0; —1); ¢) (1; —1;0;0);
5:2:0;1)

Resend: a) ( ;
1;0; -1
72707 7(_573717 )

b)(?
d) (=

0.111. Naleznéte ortogonalni projekci y a ortogonélni komponentu z vektoru x na
podprostor W = L(u, v, w), je-li:

a) x=(5:2-22;u=(21LL-1),v=(1130), w = (1;2;8;1);

b) x=(14;-3;-6;—7), u = (=3;0;7;6), v = (1;4;3;2),
wo=(2;2;-2;-2);
c) x=(2;-53;4),u=(1;3;3;5), v = (1;3; =5 —3),
w = (1;-5;3; =3).
Reseni: a) y = (3; —2),z=(2;1;—1;4);
b)y= (5 —8),z = (9;—5;3; 1);
c)y = (0 ) z=(2;-2;-2;2).

0.112. Naleznéte ortogonalni projekci vektoru x na podprostor W zadany systémem
homogennich linearnich rovnic, je-li:
a) x=(7;—4;,—-1;2); W =221+ 22 + 23 + 324 = 0,
311 + 220 + 223+ 24 =0, 21+ 229 + 223 + 924 = 0;
b) x=(-3;0;-5;9); W = 321 + 225 + 23 — 224 = 0,
51’1 + 41’2 + 31’3 + 2.T4 = 0, T+ 2(132 + 31’3 + 10.%‘4 = 0.
Regend: a) (0;—2;—32:0); b) (1;2; —5;1).

272
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0.113. Zjistéte, zda podprostory W, S jsou kolmé, respektive totalné kolmé, je-li:
a) W L((2,1,0,1,0) (1;3;—1;1;0));

((171717 ) ( 71717 ’ ))7

b) W:L(( 1;2;0;0; O),(O 1;2;0;1));
S =L((4;,-2;1;0;0), (2, —=1;0;0; 1), (—2;1; —=1;0; 1) );

c) =L((1;-1; 1, 1;1),(=1;2;0;1; 1), (0; —1; 2;2; 1));
S:L((l, 2;3;4;5),(—1;0;1;2;3), (1; 1,1,1))

Regeni: a) nejsou kolmé; b) kolmé, ale nikoliv totalng kolmé;
¢) totalné kolmé.

0.114. Dokazte, ze matice A je matici pfechodu mezi dvémi ortonormalnimi bazemi
2-rozmérného euklidovského prostoru pravé kdyz A je tvaru

A:< COS & Slna) nebo A — <C98& SlHOz>’ kde o € R

—sina  cosa sinaw —cos«a
Ndvod: pouzijte obrazku na obalce skript a Poznamky 16.7.

0.115. V &3 udejte priklad podprostoru B, C, které
jsou kolmé, nejsou totalné kolmé a protinaji se;

~

a

=

jsou kolmé, nejsou totalné kolmé a neprotinaji se;

o
~—

jsou totalné kolmé a protinaji se;

RS

jsou totalné kolmé a neprotinaji se.
Reseni: d) neexistuje.

0.116. V &, je dana rovina 9o = x1 =0, x4 — 1 = 0. Udejte priklad:
a) dvou riznych podprostort, které jsou totalné kolmé k p;
b) podprostoru, ktery je kolmy, ale neni totalné kolmy k p;

c) roviny o, ktera je kolmé k o, a prianikem o N o je primka.
Redeni: c) neexistuje.

0.117. V 5-rozmérném euklidovském prostoru £ udejte priklad bodu A a podpros-
toru B tak, Zze bodem A prochazi nekone¢né mnoho podprostort

a) kolmych k B; b) totalné kolmych k B.
Regeni: b) neexistuje.

0.118. Naleznéte primku p, ktera prochéazi bodem @), lezi v roviné o a je kolma k
pfimce ¢. Pfitom Q = [-1;1;—-1]; o =1+ 2o+ 23+ 1 =0, ¢ = 21 + 229 = 0,
T9 — T3 + 1=0.

Reseni: p= X = [—1;1; —1] + t(0;1; —1).
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0.119. V Aj urcete rovnici roviny, ktera obsahuje spole¢ny bod tif rovin o = 2z +
y—z2—2=0,0=2x-3y+2+1=0,y=xr+y+2—-3=0a

a) je rovnobé&zna s rovinou p =z +y + 2z = 0,

b) je kolméa na vektor (2; —1;3).

Resent: a)p=x+y+22—4=0;b)o=2r—y+32—4=0.

0.120. Naleznéte hodnoty parametru k, pro néz jsou piimka p a rovina o kolmé
a) p=X=[0;1;0] +(1;2;3); 0= (k +4)x1 + (2 — k)xo — 3kw3 = 5;
b) p=X=1[2:1;0]+t(-1;1;2); 0= (k+ D)ay + (k+2)xy — kzs = 1.

Reseni: a) k = —2; b) neexistuje.

0.121. Naleznéte pricku mimobézek p, g, ktera je kolma k p i q¢. Pritom
a) p=X=[858+1(1;2;-1); ¢ =X = [-4;3;4] + r(=7;2;3);
b) p=X=1[1;-20+t2;3;1);g=x+y—2=1, -3x+y+2=09.
Reseni: a) X = [3;1;1] +£(2;1;4); b) X = [—1;4; 2] + t(—5;3;1).

0.122. Naleznéte pricku mimobéZek p, g, ktera je kolma k nadroving V. Pfitom

p=X=[L0;11]+¢(-1;1;2;1); ¢ = X = [3;1;3;4] +r(2; —1;1;0);
N=x+a9—23+224—7=0.

Reseni: X = [0;1;3;2] +t(1;1; —1;2).
0.123. Urcete hodnotu parametru k tak, aby piimky p = {A; L(u)}, ¢ = {B; L(v)}

byly kolmé, pfipadné najdéte jejich prusecik. Pritom A = [3;6;5; 10],
u=(1;2;34+k;3), B=[21;1;5], v=(1; -1k 1).

Resent: piimky jsou kolmé pro k = —1, —2; pritom pro k = —1
jsou mimobézné a pro k = —2 riznobézné s prisecikem
[1;2;3;4].

0.124. Naleznéte rovinu, kterad je kolma k primkam p, q. Pritom
p=X=1[300-1]+420,-1-1); ¢= X = [2; =2 1; 7] +7r(0;4; =2, =3).

Reseni: nekoneénd mnoho rovin, majicich zaméreni
L((2;3;0;4), (1; 15 2; 0)).
0.125. Naleznéte parametrické vyjadieni primky p prochazejici bodem A, ktera lezi
v roviné p a je kolma k roviné o. Pfitom:
a) A=[L0;0;1]; 0= X = [L;1; 0] +r(0;1;1; 1) + 5(1;0; 1;1);
c=x1+x9—23+22,—1=0; z1 + 323+ x4 = 0;
b) A =[1;0;0;—1]; zadani o, o je stejné jako v a).

Resent: a) neexistuje, nebot A ¢ p;
b)p=X=[1;0;0; 1] + ¢(5;2;7; 7).
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0.126. Naleznéte parametrické i neparametrické vyjadieni roviny o, ktera prochéazi
bodem @) a je totalné kolma k roviné p. Pritom:

a) Q=1[01;0;1]; 0 =X = [1;2;3:4] +r(L; =L —1;1) + 5(2;2; 3; —1);
b) Q=[86;42;0=m+1=1, 21+ 2+ 24 =2.
Regeni: a) 0 = X = [0;1;0;1] + r(1;1; =2; —2) + s(1;5; —4;0),
respektive 0 = x1 — 29 — 23+ x4 = 0, 221 + 229 + 323 —
b) o =X =[8;6;4;2]+r(1;1;0;0)+s(1; 1;0; 1), respektive
c=x1—29—2=0, 23—4=0.
0.127. Udejte piiklad pfimek p,q a nadrovin N', N’ v &; takovych, Ze:
a) v(p,q) =3; b) v(p,N) =2
c) v(WN,N') =1, d) v(WN,N")=0.
0.128. Necht R je bod, B = {B; W} je podprostor v £ takovy, Ze u,, ..., u, je baze
zaméfeni W. Dokazte, Ze pro vzdélenost bodu R od podprostoru B plati

v(R,B) = \/G(ul,...,gk,ﬁ>

G(ula cee 7Qk)
0.129. Necht p = {A;L(u)}, ¢ = {B;L(v)} jsou dvé piimky v €. Dokazte, 7Ze
G(u, AB
pro jejich vzdalenost plati v(p,q) = %, je-li p || g, respektive v(p,q) =
u,u
G(u,v, AB) i p |
—=—=—" 2 neni-li .
Glay) I

0.130. Na pfimce p=x+y+22—1 =0, 3z+ 4y — 2 — 29 = 0 naleznéte bod majici
stejnou vzdélenost od bodu A = [3;4; 11|, B = [-5; —2; —13].
Resend: [2;5; —3).
0.131. Urcete vzdalenost piimky p = X = [1;6;—6;4] + t(1;—5;8;5) a roviny
0=X =1[6;3;—5;5] + r(1; —2;2;2) + s(2; —1; —2; 1).
Reseni: 3.
0.132. Urcete vzdalenost rovin p,0 v &, je-li:
a) 0=X =[453;2] +1:(1;2,2;2) +12(2; 0, 2; 1);
0 =X =[L=21;=3] +71(2; =215 2) + r2(1; =2; 0; —1);
b) o=z +x9+2x3—4=0,2x; + 329 + 424 — 9 = 0;
05&71—21132—21'4—{—25:0, $1—[L’3+£E4—15:0;
c) 0=X=1[50—-193]+#(1;1;0;—1; 1) +#5(1; —1;0; =15 1);
o=X=1[3;2,—-4;7;5] +r1(1;1;0; 1; 1) + 5(0; 3; 0; 1; —2);
d) 0=X=[4;2;2;2;0] +t1(1;2;2; —1; 1) + t2(2; 1; —2; 1; —1);
O'EQZl—I‘Q:O, $1—$3+I‘4—|—ZC5+1:0, $3+I4—$5—4IO.
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Resend: a) 3; b) 10; ¢) 5; d) 0.

0.133. Urcete vzdélenost piimek p,q v &, je-li
a) p=X=1[9-20+14=31); ¢ =X =[0; =T 2] +7r(-2;9;2);

b) p=X=1[6;3; -3 +1(-3;2;4); ¢ = X = [-1; -T;4] + r(—3;3;8);
c) p=X=1[2-21;7+t0;4;—2; -3);

¢=X=[30;0, 1] +r(=2;0;1; 1);
d) p=X=[7581]4+1(2;0;3;1);

q=x1 —4r3 = -7, x9 + 213 =05, x4 = 3.

Resend: a) 7; b) 13; ¢) 5; d) 6.
0.134. Naleznéte hodnotu parametru k tak, aby ptrimky p,q byly rovnobézné a
urcete pak jejich vzdélenost. Pritom:
p=X=[0;3k—7;2; —k — 1] + t(2;8 — 3k; 1; k);
g=X =2k +3;5;2k + 3; 1] + r(k; 2; k — 1;2).
Resent: k = 2; v(p,q) = 3.
0.135. Urcete vzdalenost bodu R od podprostoru B, je-li

a) R=1[2;1;4,-5]; B = [1;-1;1;0] + ¢(0; 1;2; —2);
b) R=1[-9;2;1; 5], =X =[1;2,0;0] +r(—1;1;1;3)+
s(0; —=2;1; —1);

¢) R=[42-51]; B=2r — 2wy + 13+ 214 = 9;
21’1 —4x2+2x3+3x4 = 12,
d) R=[2;1;—-1;0;; B=3x;+23—24+6=0.

Resent: a) V/3; b) 2¢/30; ¢) 5; d) V11.

0.136. Na piimce p = {A; L(u)} naleznéte bod B tak, aby v(A, B) = v/6 a body
A, B byly oddélovany nadrovinou N. Pfitom A = [0, 1;—1;10], u = (2;1;0;1),
NEZE1+4{L’2—3$3—{E4—|—4:0.

Reseni: B =[—2;0;—1;9).
0.137. V orientovaném 4-rozmérném euklidovském prostoru udejte priklad vektori
a) Uy, Uy, uy,u, takovych, ze [u;, uy, ug, uy = —1;
b) uy,u,,u; takovych, Ze G(uy, up, uy) = —1;
c) uy,u,,u; nenulovych tak, Ze jejich ortogonalnim doplitkem je o.
Regeni: b) neexistuji.
0.138. Jak se zméni hodnota Grammova determinantu G(u,,...,u,), jestlize
a) zaménime vektory u; a u;;
b) vektor u; vynasobime realnym ¢islem 7;

c¢) k vektoru u; pficteme r-nasobek vektoru u; (j # i).
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Resend: a) nezmdéni se; b) vynasobi se r?; ¢) nezméni se.
0.139. Spoctéte vnéjsi soucin [u,, u,, us, u,, je-li:
a) w = (3;-1;52); up, = (2,0;7;0), ug = (—3;1;2;0),
u, = (5;—4;1;2);
b) u1 (1;0;0; 1), up = (2;3;4;,7), u3 = (—3;4;5;,9),
= (—4; 5 6;1);
(1;2;150), uy = (3;5;2;1), ug = (2;1;2;3), uy = (0; —2;1;2).

o
~
| |

ée§em’: a) —106; b) 216; c) 0.

0.140. V orientovaném vektorovém prostoru R? jsou dany baze u, = (
u, = (0;1;1), uy = (1;0; 1), respektive v, = (1;1;1), v, = (0;1;0), v5 =
k # 1. Urcete parametr k tak, aby obé béze byly nesouhlasné.

k)

Resent: k> 1.

0.141. Ve V}, spoctéte vektorovy soucin u x v vektori u, v, je-li:
a) u=(1;34), v=(-1;20);

(L 2; _1)7 y= (3;4; 5);

(=12, -2), v = (2; —4;4).

=

u
c) u=
Resent: a) (—8;—4;5); b) (14; —8; —2); ¢) (0;0;0).
0.142. Ve V, vypoctéte vektorovy soucin vektort u,, u,, us, je-li:
a) u, = (1;1;1;1), u, = (1;1;1;0), uy = (1;1;0;0);
= (251 2)7 u, = (1;2;-3;1), uy = (1; -1;4;,-3);
c) w =(1;2;1;0), uy = (0;1;1; 1), ug = (2;0; 1;0).

=

Resent: a) (1;—1;0;0); b) (0;0;0;0); c) (—2;—1;4;3).

0.143. V euklidovské roviné spoctéte obsah rovnobéznika, ktery je urcen vektory
u=(23), v=(L-4).

]%esvem’: 11.

0.144. Ve 3-rozmérném euklidovském prostoru spoctéte objem rovnobéznosténu
urceného vektory u = (1; -3;1), v = (2; 1; =3), w = (1;2; 1).

éeéem’: 25.

0.145. Ve 4-rozmérném euklidovském prostoru spoctéte objem k-rozmérného rovnobéznos-
ténu Ry, = R(A;uy,...,u;), je-li:

a) k=21 =(1;1;2;2), u, = (2;1;-1;1);
b) k=3;u =(20;10), u —(1;2;1;0),23= (0;1;1; =1);
c) k=41, = (7;6;7;6), uy = (7;6; —7; —6), uy = (9;8;9;8),

24—(9,8, —9; 8).
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Resend: a) v/61; b) v/30 ¢) 16.

0.146. Necht u,v,w € V3. Dokazte, ze potom plati:

a) (uxv,w)=uvxw);

b) ux(vxw)+vx(wxu)+wx (uxy)=o;
¢) uxv,vxwwxu]=[uyv,w?

d) u+v+w=0=—= uxXv=vyxw=wXxu

0.147. V 5-rozmérném euklidovském prostoru udejte priklad
piimek p, ¢, které se protinaji, a je < (p,q) = 60°;

&
~— —

b) primek p, ¢, které se neprotinaji, a je <(p,q) = 60°;
¢) primky p a nadroviny N tak, ze <(p, N') = 90°;
d) nadrovin N, N; tak, ze < (N7, N2) = 30°.

0.148. Necht ¢, respektive ', zna¢i odchylku vektort u, v, respektive u’, v’. Je-li
u=ru v =sv a r-s>0,pakje p = ¢'. Dokazte.
0.149. Necht p je pfimka, B je netrividlni podprostor v £ a necht C je podprostor
v &, ktery je totdlné kolmy k B. Dokazte, ze pak je <(p,B)+ %(p,C) = 3.
0.150. Necht ¢ znaci odchylku vektora u, v, je-li:

a) ¢ ==60° |ul| =5, ||v|| = 8, pak naleznéte ||lu+ v| a |ju— v|;

b) =30 |lull = V3, [lv] =1, pak

naleznéte odchylku ¢ vektori u+ v, u — v;

¢) ¢ =2m ||ul| =2, ||v|]| =5, pak uréete parametr k tak,
aby vektory a = 3u — v; b = ku + 17v byly ortogonéalni.

Reseni: a) |[u+ v| = V129, |lu — v|| = 7; b) cosyp = /%; ¢)
k = 40.
0.151. Uréete koncovi bod B tusecky [A, B], je-li A = [3;2;7], AB = 15 a pro
odchylky primky AB a soufadnych os plati: sina :sin 8 :siny =3:4:5.
Regend: 4 fesent: [15;11;7); [<9; —=7;7]; [15; —7;7]; [—9;11; 7).
0.152. Naleznéte odchylku ¢ pfimky p = {A; L(u)} a podprostoru B, je-li:

a) u=(1;2;-2;1); B=X = [1;1;1;1] + ¢(2; —2; 1, —1);

b) g:( 3;15;1;=5); B= X =[0;0;0;0] + r(1; —5; —2; 10)+
s(1;8; —2; 16)

c) u=(1;3 :3); B=3wy +x3 —4xy =0, 201 — x5 — 324+ 1 =0;

d) g:(22,1,1), = (A, B,C), kde A =[0;0;0;0],
B =[3;4;—4;—1], C = [0;1;—1;2];

e) u=(3;1; \/_ —2); BEX: [1;2;1;1] +7(=1;1; =1;0)+
(12 ) 125 —1;2:1);

; t(2;
f) u=(202;-1); B

3x1 — 229+ 203+ 24 — 7 =0.
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3
7T'c) E;d) cosp = 'e)ﬂ

Z. b) Rl T
4 4 14

; £
3’ )

Reseni: a) 3

T
e
0.153. Naleznéte odchylku ¢ piimky p = {A; L(u)} a nadroviny N, je-li:
a) u=(20;0;2;1); N =1+ +a3+a5—7=0;
b) u=(0;1;-10;0); N =X = [2;1;1;2;2] +1(2;1;0; 1; = 1)+
t2(3;2;0;0; 1) + £3(0; 1,05 1; 0) + £4(1; 0; 05 15 3).
< T T
Resent: —:b) —.
eSent: a) o ) 1
0.154. Naleznéte odchylku ¢ rovin o = {A; L(uy,u,)}, 0 = {B; L(v;,v,)}, kde
a) w = (L1L11), u = (1-1;1;-1),
vy = (1;0;0;0), v, = (1;1;0;0);
b) u; = (1;2;0;0), u, = (0;1;0;0), v; = (L; 1 1;1), vy = (2, -2;5;2).

. 8
Resent: a) %; b) cosp = \/g

0.155. V &; jsou dany roviny ¢ = dx—2y+52z = 3, 0 = 20+y— 7z = —2. Naleznéte
rovinu 7 tak, aby < (7, 0) =< (7,0) a rovina 7 prochézela pruse¢nici rovin g, .

Resend: 2 feSent: 7 = Tx—y—2z = 1, resp. 7 = 3x—3y+12z = 5.

0.156. Urcete odchylku pfimky p = v +y + 32 = 0, x —y — z = 0 a roviny
o=2x+y+z+1=0.

« s
Reseni: —.
esent 3

0.157. Je déna piimka p =2xr —2y+2 =0, —3y — 2z =0 arovinao = X =

[1; —=1;5] + r(1; —2; 1) + s(—2;4;3). Piimkou p proloZte rovinu o tak, ze odchylka
J(0,0) = 60°.

Reseni: neexistuje.

0.158. V &3 urcete odchylku
a) rovin p=2r—y+z—1=0,0=x+y+22+3=0;
b) prisecnic roviny ¢ = x +y + 2z + 2 = 0 s rovinami
c=r—y—7=0ar7r=r—y+2z—1=0;
c) roviny 9 =2z +y — 22 4+ 1 = 0 a prusecnice rovin
c=3r—y+z=0,71=xr—-2y+32+4=0.

Resend: a) g; b) %; c) 0.
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0.159. V &5 naleznéte bod M

a) lezici na pfimce p=x +y + 2z =2, © + 2y — z = 1 stejné vzdalent
odrovinp=x+2y+z=—-laoc=x+2y+z2=3;

b) lezici na prisecnici rovin p =z +y+22=1,0 =3z +4y — 2 =29
a stejné vzdaleny od boda A = [3;4;11], B = [-5; —2; —13];

c) soumérné sdruzeny s bodem A = [—6;7; 10] podle roviny
o=x+2y+ 3z =—4;

d) soumérné sdruzeny s bodem A = [10;3; 4] podle piimky
p=X = [3;21] + (5 4;2);

e) lezici na pruse¢nici rovin p =2r+y+z2=-8, 0=x—4y—22=5
a majici od roviny 7 = 3z — 6y + 2z — 10 = 0 vzdalenost 5.

Regent: a) [3; —1;0]; b) [2;5; =3]; ¢) [~12; —5; —8]; d) [6;9; 2];

e) 2 feSeni: [—5; —T7;9], respektive [_§§ %; —6].

0.160. V &3 naleznéte primku p

a) prochéazejici bodem A = [4; —1; 3] kolmou k roviné
o=3x+2y—z2=21,

b) prochéazejici prisec¢ikem pifmky ¢ = X = [12;9;1] +(4; 3;1)
a roviny p = 3x + by — 2z = 2 kolmou k roviné o =x —y 4+ 62 =4,

c) prochazejici po¢atkem P kartézského repéru protinajici primku
qg=X = [4;3;1] + t(1;4; —3) tak, ze odchylka p, ¢ je 30°,

d) prochézejici bodem A = [1;7;9] kolmou k piimce
g=2r+y—z=-3, x—y+4z =0 tak, ze <(p,0) = 30°,
kde o = X = [2;1;2] +r(1;1; =2) + s(2; 2; —5).

Regeni: a) X = A+1(3;2;—1); b) X = [0;0; —2] + #(1; —1;6);
c) 2 feseni: X = P+t(5 7;—2), resp. X = P+1(2;—-5;7);
d) 2 feSeni: X = A+t(4;1;1), resp. X = A+t(101)

0.161. Ve svazku pfimek ur¢eném piimkamip; = x+y+4 =0ap; =3r—2y—2 =0
naleznéte primky, které sviraji odchylku 7 s piimkou p;.

Redeni: p=5x+6=0,p =5y +14=0.

0.162. V &3 naleznéte rovinu p
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a) prochézejici po¢atkem P kartézského repéru a kolmou k rovinam
c=2r—y+hz=-3, 7=x+3y—2=717,

b) obsahujici pfimku p = X = [2;3; —1] + ¢(5; 1;2) a kolmou k roviné
c=x+4y—32+7=0,

c) prochéazejici kolmicemi vedenymi bodem R = [—3;2; 5] na roviny
o =4x +y — 3z = 0, respektive
T=X=[0;2;1] +r(1;1;-3) + s(1;2; —1),

d) rovnobéznou s rovinou o = 3x — 6y — 2z + 14 = 0 a majici od ni
vzdalenost 3,

e) obsahujici pfimku p=5z+y+2=0,y — 2+ 4 =0, pficemz
J(0,0) =45°, kde 0 =4x —y + 82— 12 =0,

f)  prochéazejici bodem A = [3;0;0] a majici od pocatku P vzdélenost 2
a dale <(p0,0) =45°, kdeo =2 —2+1=0,

g) prochézejici pocatkem P a kolmou k roving
o =bx —2y+5z—10 =0, pficemz < (p,7) = 45°,
kde 7= X =[0;1;1] + r(4; —1;1) + s(4; 3; —1).

Reseni: a) 2z —y — z = 0; b) 11z — 17y — 192 = —10;
c) b + 19y + 132 = 88; d) 2 feSeni: 3z — 6y — 2z =7,
respektive 3z —6y—2z = —35; e) 2 feSeni: 20z+y+72z = 12,
respektive y — z = —4; f) 2 feSeni: 2z + 2y — 2z = 6;
g) 2 feSeni: x — z = 0, respektive x 4+ 20y + 7z = 0.

0.163. Jsou dany body A = [—4;1;2], B = [3;5; —1]. Urcete bod C, vite-li, Ze sted
dvojice bodu AC' lezi na piimce p = X = [1;0; 1] 4 #(1;1;0) a stfed dvojice bodu
BC lezi vroviné p=x1 — 29+ 723+ 1=0.

Reseni: nekonetns mnoho bodi lezicich na piimce p = X =
[6; —1;0] +¢(2;2;0).
0.164. Jsou dany body A = [2;—1;7], B = [4;5;—2]. Urcete délici pomér bodu
(C; B, A), kde C je prusecik piimky AB s piimkou p = X = [4; 1;4]+ +t(1;2; —3).
Resent: (C; B, A) =2, pficemz C = [0; —7; 16].

0.165. Zjistéte, zda M je konvexni mnozina v A (dim.A = 3), je-li:
a) M = {[r1;z9; 3] | 23 + 223 + 25 < 2},
b) M = {[x; 39 x3] | 23 + 223 — 22 < 2}

Resgeni: a) je konvexni; b) neni konvexni.

0.166. Zjistéte, zda body B, resp. C', resp. D patii do konvexnitho mnohosténu
K = K({AI,AQ,Ag,A4}), kde Al = [3, 1, —1], AQ = [—2,2, 0], Ag = [2,2, 1], A4 =
[1;0;4], B=[-1;2;1], C =[0;2; 1], D = [1;1;1]
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Resent: B nepatii do K; C, D patii do K.

0.167. V & (dim & = 3) zadejte piimku p a body A, B tak, aby tloha nalézt na
pfimce p bod R majici stejnou vzdalenost od bodi A, B méla jediné (respektive
nekoneéné mnoho, respektive zadné) feSeni.

0.168. Urcete, ktera zrovin o =2 —y—3=0,0 =2 +y — 2+ 1 = 0 mé vétsi
vzdalenost od pocatku P kartézského repéru.

Reseni: rovina p.

0.169. Vypoctéte vzdalenost danych rovnobéznych rovin p =z +y+ 2 —1 = 0,
c=x+y+z2=0

V3

Reseni: v(p,0) = ~—.

3

0.170. Naleznéte kolmici p vedenou bodem R = [4; —1; 3] narovinu ¢ = 3z+2y—z =
21 a urcete kolmy primét bodu R na p.

Reseni: p= X = [4; —1;3] + £(3;2; —1); kolmy pramRt [7;1;2].

0.171. Je-li normalovi vektor roviny o = a1z + asy + asz + a = 0 normovant, pak
pro vzdalenost bodu R = [ry;ry; 73] od roviny o plati

v(R, 0) = |ayry + asry + asrs + al .
Dokazte.

0.172. Najdéte pricku r mimobézek p = X = [4;1;4] +t(1;-1;0); g =+ 2 = 3,
5z —y = 0, kterd je kolma k roviné p = 2z + 2y + 2z = 0.

ées‘em’: r=X = [%3 %; %] + t(2; 2 1)_

—_



142

Baz
Ber
Bic
Bud
Byd
Cub

Cech
DoDo

Jef

Ho88
Ho94
JaSe

Kle
Kra
Mo79
MoSw
Pog
Sek

Pouzita literatura

Pouzita literatura

B. T. Bazwines, Choprux 3a0ay no zeomempuu, Mocksa 1980.

M. Berger, Géométrie 1-5, Paris 1977.

L. Bican, Linedrni algebra, SNTL, Praha 1979.

B. Budinsky, Analytickd a diferencidlni geometrie, SNTL, Praha 1983.
B. Bydzovsky, Uvod do analytické geometrie, Praha 1956.

O. H. lly6epbunnep, 3adauu U ynparscHEHUT no aHAAUMULECKOT 2€0MEMPUL,
Mocksa 1957.

E. Cech, Zdklady analytické geometrie, Praha 1951.

Z.Dosla, O. Dosly, Metrické prostory (Teorie a piiklady), skripta MU, Brno
1996.

H. B. E¢dumos, Epamkut xypc no anasumuyveckots eeomempuu, Mocksa 1975.
P. Horak, Geometrie I, skripta MU, Brno 1988.
P. Horak, Algebra a teoretickd aritmetika I, skripta MU, Brno 1994.

J. Janyska, A.Sekaninova, Analytickd teorie kuzZelosecek a kvadrik,
skripta MU, Brno 1996.

A. B. Knerenur, Cohopruk 3a0ay no anasumuseckot zecomempuu, Mocksa 1986.
E. Kraemer, Analytickd geometrie linedrnich wtvari, Praha 1956.

I1. C. Monenos, 3adavwu no zecomempuu, Mocksa 1979.

M. Moszynska, J. Swiecicka, Geometria z algebra liniova, Warszawa 1987.

A. B. Iloropenos, Anasumuueckas zeomempus, Mocksa 1978.

M. Sekanina a kol., Geometrie I, Praha 1986.



Rejstrik

tthel, 55

thel se déli na uhly, 106
tsecka, H1

tsecka s krajnimi body, 51

afinni kombinace bodu, 20

afinni obal mnoziny, 8

afinni pfimka, 1

afinni podprostor, 5

afinni podprostor generovany body, 8

afinni podprostor generovany mnozinou,
8

afinni prostor, 1

afinni repér, 11

afinni rovina, 1

afinni souradnice bodu vzhledem k repéru,
12

afinni soufadnicovy systém, 11

barycentrické souradnice, 20

bod X je pred bodem Y, 50

bod X je roven nebo je pred bodem Y,
50

bodovy repér, 20

body jsou oddélovany nadrovinou, 52

body nejsou oddélovany nadrovinou, 52

body v obecné poloze, 8

Cauchyova nerovnost, 66

délka vektoru, 66

délici pomér bodiu, 43

dimenze afinniho podprostoru, 5
dimenze afinntho prostoru, 1

euklidovsky bodovy prostor, 73
euklidovsky vektorovy prostor, 66

Gramm-Schmidttav ortogonaliza¢ni pro-
ces, 68
Grammuv determinant, 83

hrani¢ni bod poloprostoru, 53
hranice poloprostoru, 53

kanonicky afinni prostor, 2

kartézské souradnice, 74

kartézsky repér, 74

kartézsky souradny systém, 74

kladné baze, 17

kolmé bodové podprostory, 76

kolmé vektorové podprostory, 70

kolmé vektory, 67

kolmy priamét bodu na podprostor, 79

kolmice spusténa z bodu na podprostor,
79

kolmice vedené bodem na podprostor, 79

konvexni mnozina, 57

konvexni mnohostén, 60

konvexni obal mnoziny, 58

krajni body tusecky, 51

lezet mezi body, 50

mira thlu, 107

matice pfechodu, 15

matice pfechodu od baze % k béazi ', 11
metricka tloha, 65

metricky prostor, 74

mimobézné podprostory, 30

nazorna rovina, 2

nazorny prostor, 2

nadrovina, 6

neparametrické rovnice podprostoru, 22
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neparametrické vyjadieni poloprostoru, 54 poloprostor vyt aty nadrovinou, 53

neprotinajici se podprostory, 7
nesouhlasna béze, 16

normala nadroviny, 77
normalovi vektor nadroviny, 77
normovany vektor, 67

obecné rovnice podprostoru, 22

objem rovnobéznosténu, 85

obsah rovnobéznika, 85

odchylka bodovych podprostori, 99

odchylka jednorozmeérnych podprostori,
98

odchylka vektori, 67

odchylka vektorovych podprostori, 99

opacné usporadani, 49

orientace afinniho prostoru, 17

orientace vektorového prostoru, 17

orientovany afinni prostor, 17

ortogonalni béze, 67

ortogonélni dopliek podprostoru, 68

ortogonalni komponenta vektoru, 69

ortogonalni posloupnost, 67

ortogonalni projekce vektoru, 69

ortogonalni vektory, 67

ortonormalni baze, 67

ortonormalni repér, 74

osa afinnich soufadnic, 11

osa mimobézek, 94

osa svazku rovin, 39

otevieny poloprostor vyt aty nadrovinou,

23

pricka mimobézek, 34

pifimka, 6

prirozené usporadani, 49

parametrické vyjadieni podprostoru, 19
parametrické vyjadieni poloprostoru, 54
parametry bodu, 19

parametry nadroviny ve svazku, 40
pata kolmice, 79

pocatek afinniho repéru, 11

podprostor prochazejici bodem, 7
poloptimka, 53

polorovina, 53
protinajici se podprostory, 7

riznobézné podprostory, 30
rameno uhlu, 55

rovina, 6

rovnice svazku nadrovin, 40
rovnobézné podprostory, 29
rovnobéznik, 85

rovnobéznostén (k-rozmérny), 61

Schwartzova nerovnost, 67
simplex (k-rozmérny), 60
skalarni soucin vektori, 66
soucet podprostori, 9

soufadné osa afinntho repéru, 11
soufadnice bodu v afinnim repéru, 12
soutradnice vektoru, 12
souhlasné baze, 16

spojeni podprostori, 9

stfed dvojice bodu, 46

stied svazku primek, 39

stfed trsu rovin, 42

svazek nadrovin 1. druhu, 39
svazek nadrovin 2. druhu, 39
svazek primek 1. a 2. druhu, 39

totalné kolmé bodové podprostory, 76
totalné kolmé vektorové podprostory, 70
transformac¢ni rovnice pfechodu, 15
trojihelnikova nerovnost, 66

trs rovin 1. druhu, 42

trs rovin 2. druhu, 42

usporadani podle velikosti, 49
usporadani urcené afinnim repérem, 50

vektor kolmy k podprostoru, 68

vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem,
66

vektorovy soucin vektori, 86

velikost vektoru, 66

vnéjsi soucin vektort, 81

vnitrek usecky, 51
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vnitini bod poloprostoru, 53
vrchol thlu, 55

vrchol simplexu, 60

vrchol svazku piimek, 39
vrchol trsu rovin, 42
vzdalenost bodu, 73
vzdalenost podprostori, 91

zakladni vektory afinniho repéru, 11
zaporné béze, 17
zaméfeni afinniho prostoru, 1
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