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Modely datovych obalti (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivity
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).



Modely datovych obalti (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivity
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).

Historie:

1957: Farrell: model méfeni efektivity jednotek s jednim vstupem a vystupem
1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu
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Historie:
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1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu

Uvazujme homogenni produkéni jednotky, spotfebovavajici stejny typ zdroj
(materidl, podlahova plocha, pracovnici, atd.), budeme je oznaCovat vstupy, k
produkci ekvivalentnich efektl (trzby, zisk, poCet obslouzenych klientd, atp.),
dale jen vystupy. Pokud v ¢innosti jednotek dominuje pouze jeden vstup a
jeden vystup, Ize snadno vyjadfrit efektivitu pomoci pomérového ukazatele

efektivita = vystup/vstup
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produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).

Historie:

1957: Farrell: model méfeni efektivity jednotek s jednim vstupem a vystupem
1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu

Uvazujme homogenni produkéni jednotky, spotfebovavajici stejny typ zdroj
(materidl, podlahova plocha, pracovnici, atd.), budeme je oznaCovat vstupy, k
produkci ekvivalentnich efektl (trzby, zisk, poCet obslouzenych klientd, atp.),
dale jen vystupy. Pokud v ¢innosti jednotek dominuje pouze jeden vstup a
jeden vystup, Ize snadno vyjadfrit efektivitu pomoci pomérového ukazatele
efektivita = vystup/vstup

Pro vicenasobné vstupy a vystupy je mozné jejich agregovanim ukazatel
modifikovat:

efektivita = vazené vystupy/vazené vstupy



Model s jednim vstupem a vystupem

Uvazujme 8 pobocCek obchodni firmy, které charakterizujeme jednim vstupem
(poCet zaméstnancu) a jednim vystupem (pocet uzavienych smluv s klienty).
Efektivitu Ize vyjadfit pomoci ukazatele "pocet smluv na zaméstnance", Udaje
jsou zaznamenany v tabulce:

Pobocka A B C D E F G H

zameéstnanct | 2 3 3 4 5 5 6 8

smluv 1 3 2 3 4 2 3 5
efektivita 05 1 0667 075 08 04 05 0,625




Model s jednim vstupem a vystupem

Data reprezentujeme graficky, viz:
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Ukazatel efektivity dané pobocky udava sklon pfimky spojujici pfislusny bod s
pocatkem, pro poboCku B nabyva nejvyssi hodnoty - tuto pfimku budeme dale
nazyvat efektivni hranici.



Model s jednim vstupem a vystupem

Data reprezentujeme graficky, viz:

pocet smluv

< . 10
pocet zaméstnancu

Ukazatel efektivity dané pobocky udava sklon pfimky spojujici pfislusny bod s
pocatkem, pro poboCku B nabyva nejvyssi hodnoty - tuto pfimku budeme dale
nazyvat efektivni hranici. Nejlepsi pobockou je tedy pobocka B, efektivitu
ostatnich mGzeme pak vyjadrit také v relativni mite. Naptiklad

efektivita A / efektivita B =0,5 coz znamena, ze A dosahuje pouze 50%
efektivity B. Tato relativni mira nabyva i pro ostatni pobocky hodnot z intervalu
[0,1] a je nezavisla na jednotkach, ve kterych jsme vstup, resp. vystup méfili.



Model s jednim vstupem a vystupem

Jakym zplsobem muze jednotka A dosahnout stoprocentni hodnoty, tj.
efektivni hranice? MUlze snizit vstupy pfi zachovani vystupt (model
orientovany na vstupy, v grafickém znazornéni reprezentuje bod A;) nebo
zvysit vystup pfi zachovani vstupd (model orientovany na vystupy, v grafickém
znazornéni reprezentuje bod A,) nebo zménit oboji. Jednotky A, Az
nazyvame virtualni, neodpovidaji Zadné reainé poboéce. Usetka A Ao
reprezentuje vSechny dostupné body na efektivni hranici, pro jejichz dosazeni
A nemusi zvySovat poCet zaméstnancu nebo snizovat poCet uzavienych
smluv.

pocet smluv

10
pocet zaméstnancu



Model s jednim vstupem a vystupem

Oznacime-li soufadnice bodd A[x, y], A1[x1, y1], Az[X2, y2], vzhledem k tomu,
ze Ay, Az lezi na efektivni hranici, Ize ve vyjadreni relativni efektivity A pouzit
ve jmenovateli misto jednotky B libovolnou z téchto virtualnich jednotek.
Dostaneme pak

; —t—x/x1 nebot’ y = y;

nebo
X”—mﬂn%dx—@



Model s jednim vstupem a vystupem

Oznacime-li soufadnice bodd A[x, y], A1[x1, y1], Az[X2, y2], vzhledem k tomu,
ze Ay, Az lezi na efektivni hranici, Ize ve vyjadreni relativni efektivity A pouzit
ve jmenovateli misto jednotky B libovolnou z téchto virtualnich jednotek.
Dostaneme pak

; —t—x/x1 nebot’ y = y;

nebo
v/ = Yz/y nebot x = x.

V modelu orientovaném na vystupy muieme relativni efektivitu interpretovat
jako potfebné navyseni vystupu, £ v = 1 = 2, tedy efektivni hranice by A
dosahla zdvojnasobenim poc¢tu uzavienych smiuv.

Pro model orientovany na vstupy prevracena hodnota relativni efektivity
reprezentuje potfebnou redukci vstupd, 3t = % = 0,5, tedy efektivni hranice
by A dosahla s polovinou zaméstnancu.



Model s jednim vstupem a vystupem

V predchozich tvahach jsme pracovali s predpokladem konstantnich vynost
z rozsahu, kdy efektivni hranice byla tvofena polopfimkou, tj. pro kazdou
pobocku s kombinaci vstupu a vystupu [x, y| se pfedpoklada za dosazitelnou i
kombinace [ax, ay] pro lib. a > 0. Ukazatel relativni efektivity pak vychazi
shodné, at pouzijeme model orientovany na vstupy ¢i na vystupy.



Model s jednim vstupem a vystupem

V predchozich tvahach jsme pracovali s predpokladem konstantnich vynost
z rozsahu, kdy efektivni hranice byla tvofena polopfimkou, tj. pro kazdou
pobocku s kombinaci vstupu a vystupu [x, y| se pfedpoklada za dosazitelnou i
kombinace [ax, ay] pro lib. a > 0. Ukazatel relativni efektivity pak vychazi
shodné, at pouzijeme model orientovany na vstupy ¢i na vystupy.

Za predpokladu variabilnich vynosU z rozsahu je tfeba efektivni hranici
modifikovat.

pocet smluv

. . 10
poéet zaméstnancu

Nyni tvofi hranice obal dat, tak Ze efektivni se jevi téz jednotky E a H.



Model s jednim vstupem a vystupem

Ukazatel relativni efektivity se mize ménit podle pouzitého modelu. Naptiklad
pro jednotku F pfi orientaci na vstupy dostaneme hodnotu
efektivita F / efektivita F = 2/5 = 0,4, kdeZto pfi orientaci na vystupy

hodnotu efektivita F/efektivita E = 1/2= 0,5 .

pocet smluv

1
pocet zaméstnanc8



Dva vstupy a jeden vystup

UvaZujme priklad 9 supermarket( , kde jako vstupy bereme pocet
zaméstnancu (v desitkach) a podlahovou plochu (v 1000 m?), vystupem
rozumime ro¢ni trzby. Za predpokladu konstantnich vynost z rozsahu
muZzeme dale pracovat s hodnotami vstupul prepoctenymi na jednotku
vystupu. Normované hodnoty jsou uvedeny v tabulce.

Obchod A B C D E F G H |

zaméstnancu |4 7 8 4 2 5 6 55 6
plocha 3 3 1 2 4 2 4 25 25

trzby 1 1 1 1 1 1 1 1 1




Dva vstupy a jeden vystup

¢
zaméstnancul/trzby



Dva vstupy a jeden vystup

(o)

zaméstnancﬁ/trib}(

Obchod A je neefektivni, miru jeho efektivity mizeme méfit radialné jako
% = 0,8571 . Protoze virtualni jednotka P je kombinaci jednotek D,E,
nazyvame je referenénimi jednotkami pro A.



Dva vstupy a jeden vystup

I3

zaméstnancﬁ/triby‘
Obchod A je neefektivni, miru jeho efektivity mizeme méfit radialné jako
% = 0,8571 . Protoze virtualni jednotka P je kombinaci jednotek D,E,

nazyvame je referenénimi jednotkami pro A. Efektivni hranice Ize dosahnout
téZ jinak nez proporénim snizenim obou vstupl o 15%, sniZzeni pouze
jednoho vstupu pfi zachovani Urovné druhého demonstruji body A¢, D.



Jeden vstup a dva vystupy

Nyni naopak uvazujme pfipad, kdy u 7 obchodnich kancelafi sledujeme 1
vstup (pocet obchodnikl) a dva vystupy (pocet obslouzenych zakaznikd a
trzby. Hodnoty vystupl u jednotlivych pobocek prepoétené na 1 obchodnika
jsou uvedeny v tabulce.

Kancelar | A B
obchodnikd | 1 1
zékaznikd | 1 2
trzby 5 7

IR N e
w K=o
o & =|m
oo =T
N o= O




Jeden vstup a dva vystupy

MUzeme znazornit jednotkové vystupy jednotlivych kancelafi, efektivni
hranice bude obalovat data z opacné strany, protoZe body lezici bliz k poCatku
reprezentuji méné efektivni jednotky. (jde o jednotky A,C,D)

klientd na obchodnika

S trzby na obch&gnika




Jeden vstup a dva vystupy

MUzeme znazornit jednotkové vystupy jednotlivych kancelafi, efektivni
hranice bude obalovat data z opacné strany, protoZe body lezici bliz k poCatku
reprezentuji méné efektivni jednotky. (jde o jednotky A,C,D)

klientd na obchodnika

trzby na obchéanika

Miru neefektivity Ize opét méfit radialné, naptiklad pro jednotku D jako
|OD] _

0Pl = 0,75 . Pro bod A by analogicka mira vyjadfovala pouze tzv. technickou

neefektivitu, z bodu Q Ize jesté zvysit trzby bez ztraty klientl az na uroven
bodu B.



CCR model

Pro njednotek U, ..., U, u nichz sledujeme m vstupt a r vystupll zavedeme
oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yjq pro j-ty vstup g-té jednotky. Pro

Uq znacime Xq = (X1q; - - - s Xmq)'s Yq = (V1qs - - - » Vrq)'- Hodnoty Ize usporédat
do matic

i=1,..., i=1,...,
X= [Xiq]Iq:u.‘.T’ Y= [yfq]]q:1,...,rr-
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oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yjq pro j-ty vstup g-té jednotky. Pro
Uq znacime Xq = (X1q; - - - s Xmq)'s Yq = (V1qs - - - » Vrq)'- Hodnoty Ize usporédat
do matic

[qu]I 1. 7m Y = [y/q]l 1,....r
Pomoci vektoru nezapornych vah V=(Vq,...,Vp), U= Uy,...,Uu mlzeme pro
libovolnou jednotku Uy, definovat

virtualni vstup = Vi X1g + ... + VinXmg = VXq a

virtualni vystup = uyy1g + ... + Uryrg = UYq.

Miru efektivnosti dané jednotky pak vyjadfime jako podil jejiho virtualniho
vystupu a vstupu.
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Pro njednotek U, ..., U, u nichz sledujeme m vstupt a r vystupll zavedeme
oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yjq pro j-ty vstup g-té jednotky. Pro
Uq znacime Xq = (X1q; - - - s Xmq)'s Yq = (V1qs - - - » Vrq)'- Hodnoty Ize usporédat
do matic

[qu]I 1. 7m Y = [y/q]l 1,....r
Pomoci vektoru nezapornych vah V=(Vq,...,Vp), U= Uy,...,Uu mlzeme pro
libovolnou jednotku Uy, definovat

virtualni vstup = Vi X1g + ... + VinXmg = VXq a

virtualni vystup = uyy1g + ... + Uryrg = UYq.

Miru efektivnosti dané jednotky pak vyjadfime jako podil jejiho virtualniho
vystupu a vstupu.

CCR model optimalizuje vahy vstupl a vystupl tak, aby mira efektivnosti

A _ Wygt..4UYg _ UYq
dané jednotky Uy, z = e i byla maximalni za podminky, Ze

efektivnosti ostatnich jednotek jsou nejvyse jednotkové. Existuje-li kladné
feSeni s optimalni hodnotou ucelové funkce z* = 1, pak se jednotka U,
oznacuje jako CCR efektivni.



CCR model orientovany na vstupy

Cely model pro jednotku Uy Ize formulovat jako dlohu linearniho lomeného
programovani
_ UtYigt...+UrYrg
Z= V1X1q+~--+Vmeq — maxu’v
za omezeni

U1 Y1k=+...FUrYik —
Vi X1kt Vi Xmk <1 k=1...n,

u=>0,vi>0,i=1,...m j=1,...r.
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Cely model pro jednotku Uy Ize formulovat jako dlohu linearniho lomeného
programovani

_ UtYigt...+UrYrg
Z= V1X1q+~--+Vmeq — maxu’v

za omezeni

Uit AU Yk _
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Ulohu Ize snadno linearizovat pomoci Charnes-Cooperovy transformace:
Z=U1Y1g+ ...+ UYrg = Maxy,y

za omezeni

ViXig+ ...+ VmXmg = 1

UtYik + .+ UrYk < ViXik+ .o+ VinXok, K=1,...n,
u>0,v>0i=1,...m j=1,...r.



CCR model orientovany na vstupy

Cely model pro jednotku Uy Ize formulovat jako dlohu linearniho lomeného
programovani

_ UtYigt...+UrYrg
Z= V1X1q+~--+Vmeq — maxu’v

za omezeni

Ui Ykt AU Y _
ViXtk+-.-+VmXmk S.'l, k= 1,...'n,
u,‘ZO"020”:17"'mvj:13~..r.

Ulohu Ize snadno linearizovat pomoci Charnes-Cooperovy transformace:
Z=U1Y1g+ ...+ UYrg = Maxy,y

za omezeni

ViXig+ ...+ VmXmg = 1

UtYik + .+ UrYk < ViXik+ .o+ VinXok, K=1,...n,
u>0,v>0i=1,...m j=1,...r.

Tento model nazyvame CCR modelem orientovanym na vstupy. Mnozina
takovych indexud k € {1,... n} efektivnich jednotek, pro které jsou omezujici
podminky v Uloze pro U, aktivni, definuje tzv. referencni mnozinu pro U.



CCR model - priklad

UvaZujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka |A B C D E F
Xq 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 A1
y 1 1 1 1 1 1




CCR model - priklad

UvaZujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka |A B C D E F
Xq 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 A1
y 1 1 1 1 1 1

Linearizovana uloha pro jednotku A bude mit podobu:
Z = U — max
za omezeni
4vi +3wvo =1, u, vy, vo >0
Uu<4vi+3wn (A) u<7vi+3v (B)
u<8vi+w (C) u<dvi+2w (D)
u<2vi+4w (E) u<10vi+ v (F)



CCR model - priklad

UvaZujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka |A B C D E F
Xq 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 A1
y 1 1 1 1 1 1

Linearizovana uloha pro jednotku A bude mit podobu:
Z = U — max
za omezeni

4vi +3wvo =1, u, vy, vo >0

Uu<4vi+3wn (A) u<7vi+3v (B)

u<8vi+w (C) u<dvi+2w (D)

u<2vi+4wv (E) u<10vi + wvo (F)
Ulohu Ize vyFesit standartnimi postupy linearniho programovani, pro A
dostaneme feSeni z* = u* =6/7, v{ = v = 1/7 . Jednotka A neni efektivni,
protoze z* = 6/7 < 1, omezujici nerovnice pro jednotky D, E jsou aktivni, tedy
D,E jsou kandidaty na referenéni jednotky pro A.



CCR model - priklad

Ulohy pro ostatni jednotky budou podobné, lisit se budou pouze v omezujici
rovnosti, pro jednotku B to bude podminka 7v; + 3v», = 1, atd. V tabulce jsou
shrnuty vysledky uloh pro vSechny jednotky:

jednotka | x4 | X | ¥ | V§ vy | z* = u*" | referentni mnozina
A 4 | 3 |1 1/7 1/7 6/7 D,E
B 7 131119 | 419 | 12/19 CD
C 8 111|112 | 1/3 1 C
D 4 (2|1 1/6 | 1/6 1 D
E 2 |4 |1]|314 | 1/7 1 E
F 101 |1 0 1 1 C




CCR model - priklad

Ulohy pro ostatni jednotky budou podobné, lisit se budou pouze v omezujici
rovnosti, pro jednotku B to bude podminka 7v; + 3v», = 1, atd. V tabulce jsou
shrnuty vysledky uloh pro vSechny jednotky:

jednotka | x4 | X | ¥ | V§ vy | z* = u*" | referentni mnozina
A 4 | 3 |1 1/7 1/7 6/7 D,E
B 7 131119 | 419 | 12/19 CD
C 8 111|112 | 1/3 1 C
D 4 (2|1 1/6 | 1/6 1 D
E 2 |4 |1]|314 | 1/7 1 E
F 101 |1 0 1 1 C

Vidime, ze jednotky C,D,E jsou efektivni. Optimalni hodnota ucelové funkce
pro F je sice také rovna 1, ale referenéni jednotkou pro F je C, protoZze ma pfi
stejném vstupu v, nizsi vstup vy. V definici CCR efektivity je tedy tfeba
zdlraznit: jednotka je CCR efektivni, je-li jeji z* = 1 a existuje aspon jedno
feSeni, pro néz u* > 0, v* > 0. Pozadavek existence kladnych vah Ize
zapracovat pfimo do modelu, kdy v podminkach nezapornosti proménnych
zménime pravou stranu na néjaké > 0.



CCR model - dualni tuloha

ZapiSme CCR model pro jednotku U, maticové:
Z = Uyq — maxy,y

za omezeni

VXq = 1

uY < vX,

u, v>0.



CCR model - dualni tuloha

ZapiSme CCR model pro jednotku U, maticové:
Z = Uyq — maxy,y

za omezeni

VXq = 1

uY < vX,

u, v>0.

K Uloze formulujme jeji dualni problém, dualni proménné oznacime 6 a
A= (A, A

z=0— mllne’)\

za omezeni

OXq > XA,

Y\ > yq,

A>0

Pouziti dualniho modelu je vyhodné z vypocetniho i interpretacniho hlediska.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je

lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:
0Xq > X\, YA > yq



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

0Xq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka Uy leZi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota Gcelové
funkce modelu 6* (tzv. Farellova efektivita) vyjadfujici potfebnou radialni
redukci vstupU k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 68* = 1. P¥i splnéni
této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

0Xq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka Uy leZi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota Gcelové
funkce modelu 6* (tzv. Farellova efektivita) vyjadfujici potfebnou radialni
redukci vstupU k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 68* = 1. P¥i splnéni
této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.

K dosazeni CCR-efektivity vSak sou¢asné musi byt nulové vSechny pfidavné
proménné prevadéjici omezujici nerovnosti na rovnosti:

S”=0Xqg—X\=0,s"=Y\-yq=0.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

0Xq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka Uy leZi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota Gcelové
funkce modelu 6* (tzv. Farellova efektivita) vyjadfujici potfebnou radialni
redukci vstupU k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 68* = 1. P¥i splnéni
této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.

K dosazeni CCR-efektivity vSak sou¢asné musi byt nulové vSechny pfidavné
proménné prevadéjici omezujici nerovnosti na rovnosti:

S”=0Xqg—X\=0,s"=Y\-yq=0.

P¥i splnéni vSech téchto podminek vyhovuje hodnocend jednotka tzv.
Pareto-Koopmansové definici efektivity, tj. neni mozné zlepsit zadny z jejich
vstupl a vystupu, aniz by souCasné nedoslo ke zhorSeni jiného.



Dualni CCR model - alternativni formulace

Uvazujme primarni CCR model s pozadavkem nenulovostivahu, v>¢>0a

oznatme e = (1,...,1)". Dudlni tlohu Ize téz formulovat ve tvaru
z=0—-c-(e-st+e-87) = ming e+ s-

za omezeni

s~ = 0Xq — X)\,

st =Y\-yq,

A, s, 87 >0



Dualni CCR model - alternativni formulace

Uvazujme primarni CCR model s pozadavkem nenulovostivahu, v>¢>0a

oznatme e = (1,...,1)". Dudlni tlohu Ize téz formulovat ve tvaru
z=0—-c-(e-st+e-87) = ming e+ s-

za omezeni

s~ = 0Xq — X)\,

st =Y\ -vyq,

A, s, 87 >0

Optimalni hodnoty modelu dévaji jednotce U, ndvod pro zlepSeni vstupt a
vystupd na Xq, Yq pomoci tzv. CCR - projekce:

xé‘ _ e*xq _ s—*’ yql — yq +S+*,

nebo téz
Xq = X\, yq' = Y\*.
Pfitom ty indexy j € {1,..., n}, pro néz jsou hodnoty A* kladné, urcuji

referencni jednotky pro Uj.



CCR model orientovany na vystupy

Pro jednotku Uy mizeme také formulovat CCR model orientovany na vystupy,
zapiSme jej rovnou v upravené dualni podobé:
z=0+c-(e-st+e-s7)—= ming s+, s-

za omezeni
S~ = Xq — X\,

A, st 87 >0
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Pokud je ©* > 1, jednotka U, neni efektivni a hodnota ©* vyjadfuje
potfebnou miru proporcionalniho navyseni vstupd. Opét Ize analogicky
definovat CCR projekci na efektivni hranici jako

Xq = XA\, yq' = YA".



CCR model orientovany na vystupy

Pro jednotku Uy mizeme také formulovat CCR model orientovany na vystupy,
zapiSme jej rovnou v upravené dualni podobé:
z=0+c-(e-st+e-s7)—= ming s+, s-

za omezeni
S~ = Xq — X\,

A, st 87 >0

Pokud je ©* > 1, jednotka U, neni efektivni a hodnota ©* vyjadfuje
potfebnou miru proporcionalniho navyseni vstupd. Opét Ize analogicky
definovat CCR projekci na efektivni hranici jako

Xq = XA\, yq' = YA".

V CCR modelech plati, Ze miry efektivnosti jednotky U, pfi orientaci na vstupy
¢i vystupy (ij. optimalni hodnoty ucelovych funkci modell) jsou vzajemné
prevracenymi hodnotami 6* - ©* = 1



BCC model orientovany na vstupy

Jako modifikaci modelu CCR, ktery predpoklada konstantni vynosy z rozsahu
a definuje tak konicky obal dat, navrhli Banker, Charnes a Cooper model
vyuzivajici variabilni vynosy z rozsahu, tzv. BCC model. Pfi tomto pFistupu
jsou data obalovana konvexnim obalem, jako virtualni jednotky se neuvazuji
libovolné nezaporné kombinace X\, Y, ale pouze kombinace splfiujici
podminku e\ =1 . Diky této dodatecné podmince vychazi zpravidla jako
efektivni vétsi pocet hodnocenych jednotek.
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BCC model orientovany na vstupy

Jako modifikaci modelu CCR, ktery predpoklada konstantni vynosy z rozsahu
a definuje tak konicky obal dat, navrhli Banker, Charnes a Cooper model
vyuzivajici variabilni vynosy z rozsahu, tzv. BCC model. Pfi tomto pFistupu
jsou data obalovana konvexnim obalem, jako virtualni jednotky se neuvazuji
libovolné nezaporné kombinace X\, Y, ale pouze kombinace splfiujici
podminku e\ =1 . Diky této dodatecné podmince vychazi zpravidla jako
efektivni vétsi pocet hodnocenych jednotek.

Uved'me formulaci duéalniho BCC modelu orientovaného na vstupy:

z:9—€-(e-s++e-s_)—>m"n.9,,\,s+,s—

za omezeni

s™ = 0Xq — X,
st =Y\— Ya;
e\=1

A, s, 87 >0

Jako BCC efektivni jsou identifikovany ty jednotky, pro néz je
0*=1,8™* =0, *=0.



Dalsi DEA modely

Kromé zakladnich DEA modell byla navrzena fada jejich modifikaci, mimo
jiné:

@ aditivni, té2 SBM (Slack-Based Measure) model: nenuti uzivatele
rozliSovat mezi orientaci na vstupy nebo vystupy, méri efektivnost pfimo
pomoci pfidavnych proménnych s—, s*

@ DEA modely s nekontrolovatelnymi vystupy a vstupy

@ DEA modely s nezadoucimi vystupy a vstupy

@ Modely superefektivnosti

@ diskrétni modely, napt. FDH (Free Disposable Hull) model

@ pro hodnoceni zmén efektivnosti v ¢ase navrzeny Malmquistlv index

Metody jsou podrobnéji popsany v pouzité literature:

@ J. Jablonsky, M. Dlouhy: Modely hodnoceni produkénich jednotek,
Professional Publishing, Praha 2004

@ W. W. Cooper, L. M. Seiford, K. Tone: Data Envelopement Analysis,
Springer, New York 2007



Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich

podniku

Udaje z vyroéni zpravy Sdruzeni dopravnich podnikii za rok 2012
(http://www.sdp-cr.cz/o-nas/vyrocni-zpravy/) byly pouzity k hodnoceni
efektivnosti podnikd z 19 mést. V prvni tabulce jsou uvedeny Udaje v
nasledujicim poradi:

@ pocet prepravenych osob (tis. osob)
@ trzby (tis. KC)
@ vozové kilometry (tis.)
@ pocet zaméstnancu
@ z toho fidicd
Druha tabulka popisuje vozovy park.



meésto preprav. trzby  vozokm zamést.  FidiCu
1. Brno 352 052 994 040 38118 2727 1375
2. Ceské Budéjovice 38 091 129 059 5673 384 187
3. Décin 8938 42 731 3678 207 132
4. Hradec Kralové 35162 120 854 6 242 401 226
5. Chomutov-Jirkov 5223 50 367 1838 253 163
6. Jihlava 13 530 50 232 2 821 170 94
7. Karlovy Vary 13 436 65174 2624 260 148
8. Liberec 32 656 192 236 8 648 377 169
9. Marianské Lazné 3844 11 439 495 30 19
10. Most-Litvinov 27 418 110 059 4908 471 216
11. Olomouc 52 737 143 318 5902 432 255
12. Opava 10 750 50 476 3 046 180 115
13. Ostrava 96 389 519873 33773 2008 1026
14. Pardubice 27178 119 280 5721 406 189
15. Plzen 99 154 300097 15102 1 030 570
16. Praha 1383124 4508422 167760 10595 4207
17. Teplice 15039 94 159 5726 265 176
18. Usti nad Labem 47 091 203 278 7 347 501 253
19. Zlin-Otrokovice 32 335 119 506 4812 340 184




meésto autobusy tramvaje trolejousy metro | celkem
1. Brno 298 309 151 0 758
2. Ceské Budéjovice 83 0 58 0 141
3. Décin 55 0 0 0 55
4. Hradec Kralové 95 0 36 0 131
5. Chomutov-Jirkov 29 0 19 0 48
6. Jihlava 32 0 32 0 64
7. Karlovy Vary 67 0 0 0 67
8. Liberec 139 68 0 0 207
9. Marianské Lazné 4 0 9 0 30
10. Most-Litvinov 80 57 0 0 137
11. Olomouc 77 60 0 0 137
12. Opava 34 0 34 0 68
13. Ostrava 297 273 62 0 632
14. Pardubice 73 0 55 0 128
15. Plzen 113 122 88 0 323
16. Praha 1214 920 0 738 2872
17. Teplice 65 0 38 0 103
18. Usti n. Labem 73 0 68 0 141
19. Zlin-Otrokovice 37 0 57 0 94




Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich

podniku

Jako vstupy pro analyzu byly pouzity celkové polty zaméstnancl a celkovy
vozovy park, jako vystupy poCty prepravenych osob, trzby a ujeté vozové
kilometry. Byl zvolen model CCR orientovany na vstupy, vypocty byly
realizovany prostfednictvim doplfiku Solver pro MS Excel a aplikace pro DEA
(http://nb.vse.cz/ jablon/)



Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich

podniku

Jako vstupy pro analyzu byly pouzity celkové polty zaméstnancl a celkovy
vozovy park, jako vystupy poCty prepravenych osob, trzby a ujeté vozové
kilometry. Byl zvolen model CCR orientovany na vstupy, vypocty byly
realizovany prostfednictvim doplfiku Solver pro MS Excel a aplikace pro DEA
(http://nb.vse.cz/ jablon/)

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce, Cervené jsou vyznaceny
podniky, které vysly jako efektivni.



meésto efektivita | Cisla refer. jednot.
1. Brno 0,9889 16

2. Ceské Budéjovice 0,833 8 9 16
3. Dééin 1 3

4. Hradec Kralové 0,8546 8 16 17
5. Chomutov-dJirkov 0,6684 16

6. Jihlava 0,8493 8 16 17
7. Karlovy Vary 0,6592 3 16

8. Liberec 1 8

9. Marianské Lazné 1 9

10. Most-Litvinov 0,6092 3 16 17
11. Olomouc 0,9351 16

12. Opava 0,8209 8 16 17
13. Ostrava 0,8838 3 16 17
14. Pardubice 0,7743 3 16 17
15. Plzen 0,8426 8 16 17
16. Praha 1 16

17. Teplice 1 17

18. Usti n. Labem 0,9465 8 16

19. Zlin-Otrokovice 0,8695 3 16 17




