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Zakladni pojmy a znaéeni  Rozdéleni celkového pojistného naroku S Slozené Poissonovo rozlozeni  Aplikace  Reference

Zakladni pojmy

» Riziko- moznost ztraty, prevazné majetkové, ale i
poskozeni zdravi nebo ztraty zivota.

» Pojisténi- nastroj financni eliminace negativnich disledkd
takového rizika.

» Pojistna rizika- pojisténi se zabyva pouze jevy nahodného
charakteru, jejichz potencialnim disledkem je vznik néjaké
Skody.

» Pojistna udalost- vznika realizaci pojistného rizika.

» Pojistné plnéni- vyplaci pojistovna, dojde-li k pojistné
udalosti, na kterou ma klient sjednanou pojistnou smlouvu.
Jedna se vzdy o finan¢ni nahrady.

Celkovy pojistny narok SCI MUNI
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Zakladni pojmy

» Pojistitel- fyzicka nebo pravnicka osoba, ktera vykonava
pojistovaci Cinnost.

» Pojistnik- ten, kdo uzavira pojistnou smlouvu
s pojistitelem. Jeho povinosti je platit pojistné.

» Pojistény- ten, na jehoz rizika se pojisténi sjednava. Ma
pravo obdrzet od pojistovny pojistné plnéni v pfipade
vzniku pojistné udalosti.

Celkovy pojistny narok SCI MUNI
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Zakladni pojmy

» Na pojisténi Ize pohlizet jako na ochranu proti pojistnym
rizikim.

» Pojistény prenese sva rizika, jejichz potencialni Skodni
dasledky jsou z jeho individualniho hlediska nedinosné, na
pojistitele.

» Ten je pfi dostateCné velkém souboru rizik podobného
charakteru schopen celkové prevzata rizika s vyuzitim
inkasovaného pojistného nejen zvladat, ale pfipadné je
ucinit pfemétem vynosné komercni Cinnosti.
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Oznaceni

» N ... poCet pojistnych naroku, které vzniknou za
pozorované obdobi (1 rok),

» X ... velikost i-tého pojistného naroku,

» S ... velikost celkového pojistného naroku, ktery pojistovné
vznikne za pozorované obdobi (1 rok). Plati

S=Xi+ X5+ -+ Xn.

Celkovy pojistny narok SCI MUNI



Zakladni pojmy a znaéeni  Rozdéleni celkového pojistného naroku S Slozené Poissonovo rozlozeni  Aplikace  Reference

Predpoklady

» Pocet pojistnych narokd N je nahodna veliCina souvisejici
s frekvenci pojistnych naroka.

» Xj, Xo, ... jsou také ndhodné veliciny.

» Budeme uvaZovat dva zakladni pfedpoklady:

» Xi, Xo, ... jsou shodné rozdélené nahodné veliCiny,
» N, Xi, Xo,... jsou vzajemné nezavislé nahodné veliCiny.
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Momentova vytvorujici funkce

» Momentovou vytvorujici funkci mizeme definovat pomoci
vztahu
Mx(t) = E[e™],
kde X je nahodna veli¢ina.
» Jestlize je vyraz na pravé strané v okoli pocatku konecny

pro vSechna t, pak je rozdéleni nahodné veliciny X funkci
Mx(t) jednoznacné urceno.
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Momentova vytvorujici funkce

Mx(t) = E[ ] je momentovéa vytvofujici funkce pro X.
Mn(t) = E[e™] je momentova vytvofujici funkce pro N.
Ms(t) = E[e'®] je momentové vytvotujici funkce pro S.
Fs(s) oznacCime distribucni funkci S.

vV v v Yy
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Konvoluce

» Méjme ndhodnou veliinu S definovanou jako
S=X+Y,

kde X a Y jsou nezavislé nahodné veliCiny.

» Distribu¢ni funkci S pak mizeme psat pomoci konvoluce
jako
Fs(s) =Y Fx(s—y)fv(y)

y<s

pro diskrétni pfipad a jako

Fo(s) - | " Fx(s— Y)fy(y) dy

ve spojitém pripadé.
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Konvoluce

» Uvazujme nahodnou veli¢inu S definovanou jako
S=Xi+Xo+ ...+ Xp,

kde Xj jsou nezavislé proi=1,2,....n.
» Oznaéme F; distribuéni funkci X; a F(¥) distribuéni funkci
Xi+Xo + ...+ Xy
» Pak distribu¢ni funkci S mizeme zapsat pomoci iterace
jako
F@ = FxFY)=F«F
F® = F«F®

FM = Fpx F=1

Celkovy pojistny narok
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» Plati tedy

P(Xi+Xo+ ...+ Xy < X) = Fx Fx...x F(x) = FN(x),

kde

1 x>0
A - {0 x<0

» A pro pravdépodobnostni funkci
P(Xi+Xo+ ...+ Xg=X) = pxpx..xp(x)=p"(x),
1 x=0
) (x) = _
p(x) { 0 x40

kde
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Charakteristiky S
Definujme tedy celkovy pojistny narok S jako
S:X1 —i—Xg—‘r...—i—XN.

S vyuzitim uvedenych pfedpokladt o nezavislosti dostaneme:
» stfedni hodnotu S

E[S] = E[E[S|N]] = E[E[X]N] = E[X]E[N]
» rozpyl S

Var(S) = E[ Var(S|N)] + Var( E[S|N])
= E[N Var(X)] + Var( E[X]N)
= E[N] Var(X) + E[X]? Var(N)

Celkovy pojistny narok SCI MUNI



» Momentova vytvorujici funkce
Ms(t) = E[e®] = E[E[¢®|N]]
E[Mx ()] = E[eV°9Mx(]
= Mny[log Mx(t)].
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Distribucni funkce S

» K odvozeni distribu¢ni funkce S vyuzijeme celkovou

pravdépodobnost
Fs(x) = P(S<x)=> P(S<x|N=n)P(N=n)
n=0
= S PXg+Xe+ -+ Xa < X) P(N = n)
n=0

= > F(x)P(N = n).
n=0
» Podobné pro pravdépodobnostni funkci S

ps(x) = pP(x) P(N = n)
n=0
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Rozdéleni N

» Mezi nejCastéjsi rozdéleni N patfi
» Poissonovo rozdéleni
» binomické rozdéleni
» negativni binomické rozdéleni
» Je-li nutné rozhodnout v konkrétni situaci, jaké rozdéleni
pro modelovani poctu pojistnych narokd pouzit, muze byt
voditkem vztah mezi odhadnutou stfedni hodnotou a
odhadnutym rozptylem.
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Poissonovo rozdeéleni N

» Pro Poissonovo rozdéleni plati

A7 e

P(N = n) py

n=0,1,2, ..,

kde A > 0.

» Plati E[N] = Var(n) = \.

» Jestlize ma N Poissonovo rozloZeni, pak rozlozeni S
nazyvame slozené Poissonovo rozlozeni.
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Slozené Poissonovo rozlozeni  Aplikace
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Slozené Poissonovo rozlozeni

Ma-li S slozené Poissonovo rozlozeni, pak se da ukazat, ze

> E[S] = \E[X]

» Var[S] = )\ E[X?]
» Pouzijeme-li momentovou vytvorfujici funkci Poissonova

rozlozeni
Mp(t) = X1,

pak
Ms(t) = eMx(D=11,

Celkovy pojistny narok
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Vlastnosti slozeného Poissonova rozlozeni

Véta

Necht Sy, S,, ..., Sm jsou vzajemné nezavislé nahodné veliciny
takové, Ze S; ma sloZené Poissonovo rozloZeni s parametrem
A; a distribucni funkci Fi(x), kdei=1,2, ..., m. Pak

S=5i+ S+ ..+ S, maslozené Poissonovo rozlozeni s

parametrem
m
A=)\
i=1
a distribucni funkci
m )\
Fs(x) = > S Fi(x)
i=1

Celkovy pojistny narok SCI MUNI
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Vlastnosti slozeného Poissonova rozlozeni

Vysvétleni:

» Jestlize mame m pojistnych portfolii takovych, ze
celkovy pojistny narok kazdého z téchto portfélii ma
sloZzené Poissonovo rozlozeni a zaroven plati, Ze tato
portfélia jsou vzajemné nezavisla, pak cellkovy pojistny
narok, ktery vznikne ze vSech téchto portfélii bude mit také
slozené Poissonovo rozdéleni.

» Mizeme také uvazovat jedno pojistné portfélio
vytvorené na dobu m let. Pfedpokladejme, Ze celkové
pojistné naroky v jednotlivych letech jsou vzajemné
nezavislé a maji slozené Poissonovo rozlozeni. Pak
celkoveé pojistné naroky plynouci z tohoto portfolia za
celé obdobi m let maji také slozené Poissonovo rozlozeni.
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Vlastnosti slozeného Poissonova rozlozeni

Véta

Necht' S = x{N; + xoNo + ... + xmNm, kde x; je individualni vyse
pojistné skody a N; je pocet pripadd, kdy dojde k dosazeni této
Skody. Necht' S ma sloZené Poissonovo rozloZeni s
parametrem \ a pravdépodobnostni funkci mj = p(x;). Pak

a) Ny, No, ..., Ny, jsou vzajemné nezavislé.

b) N; ma Poissonovo rozloZeni s parametrem \; = \r;j, kde
i=1,2,...,m.
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Problém

Predpokladejme pfipad, kdy celkovy pojistny narok S ma
sloZené Poissonovo rozloZeni s parametrem A\ = 0.6.
Individualni vyse pojistnych narokd, které se pro dané pojisténi
vyskytuji, jsou 1, 2, 3 s pfislusnymi pravdépodobnostmi vyskytu
0.2, 0.4, 0.4. Na zakladé techto udaju, které pojisStovna ma,
potfebujeme odhadnout pravdépodobnostni funkci fs(x)
celkového pojistného naroku.
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Reseni pomoci vét o slozeném Poissonové
rozlozeni

Vyjdeme z toho, ze
S =xyN; + xoNo + x3N3 = 1Ny + 2N> + 3N3.

Hodnoty pravdépodobnostni funkce celkového pojistného

naroku
x | P(Ny =x) | P(2N2 =x) | P(3N3 = x) | P(Ny + 2N = x) | P(Ny + 2Nz + 3N3 = x) = fg(x)
0] 0.8869 0.7866 0.7866 0.6977 0.5488
1 0.1064 0 0 0.0837 0.0659
2| 0.0064 0.1888 0 0.1725 0.1375
3 0.0003 0 0.1888 0.0203 0.1477
4 0.0000 0.0227 0 0.0213 0.0326
5 0.0000 0 0 0.0025 0.0345
6 0.0000 0.0018 0.0227 0.0018 0.0210

Celkovy pojistny narok SCI MUNI



Vyuzivame vztahu

P =" p(y)p(x - y)
y

a déale pak pro pravdépodobnostni funkci

[e.9]

fs() = 3_ PPN = ).

n=0
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Hodnoty pravdépodobnostni funkce celkového pojistného

naroku

[x]POx) [ p(x) [ pPP(x) [ PP (x) [ PP (x) [ PP (x) [ PO (x) | f5(x) ]
0 1 0 0 0 0 0 0 0.5488
1 0 0.2 0 0 0 0 0 0.0659
2 o0 0.4 | 0.04 0 0 0 0 |0.1357
3 0 0.4 0.16 0.008 0 0 0 0.1477
4 0 0 0.32 0.048 | 0.0016 0 0 0.0326
5 0 0 0.32 0.144 | 0.0128 | 0.003 0 0.0345
6] 0 0 | 016 | 0.256 | 0.0512 | 0.0032 | 0.0001 | 0.0210
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Graf pravdépodobnostni funkce celkového pojistného naroku S
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