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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton0'){ocgs[i].state=false;}}


// arrays of specially-named sections of the model tree  
var PDObjsArray      = new Array();  
var PDPosArray       = new Array();  
var PDTransformArray = new Array();  
var PDCount = 0;  
var bbnodes = new Array(); // stores the billboard meshes 
var bbtrans = new Array(); // stores the billboard transforms 
var bbcount = 0;           // how many billboard meshes are there? 
  
var zero=new Vector3(0,0,0); 
 
var nodes=scene.nodes; 
var nodescount=nodes.count; 
for(var i=0; i < nodescount; i++) { 
  var node=nodes.getByIndex(i);  
  var name=node.name; 
  if ( name.indexOf("Billboard") > -1 ) {  
        var nodeMatrix = node.transform; 
        var c=nodeMatrix.translation; // position 
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),1.0/3.0); // scale 
        bbnodes.push(node); 
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c)); 
  } 
  if ( name.indexOf("LinePrettyDrawing") > -1 ) {  
    PDObjsArray[PDCount] = node;  
    PDPosArray[PDCount] = node.transform.translation.add(node.computeBoundingBox().center); 	// center position (vector3)  
    PDTransformArray[PDCount] = Matrix4x4(node.transform);  
    PDCount++;  
  }  
  
} 
bbcount=bbnodes.length; 
 
billboardHandler=new RenderEventHandler(); 
billboardHandler.onEvent=function(event) 
{ 
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);  
  var position=camera.position; 
  var direction=position.subtract(camera.targetPosition); 
  var up=camera.up.subtract(position); 
  var T=new Matrix4x4(); 
  T.setView(zero,direction,up); 
 
  for (var j = 0; j < bbcount; j++) { 
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j])); 
  } 
 
  // Loop through all PDs shifting them slighly towards the camera position.  
  for (j = 0; j < PDCount; j++) {  
    PDObjsArray[j].transform.set(PDTransformArray[j].translate(position.subtract(PDPosArray[j]).scale(0.0001)));  
  }  
  runtime.refresh();  
} 
  
runtime.addEventHandler(billboardHandler);  
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Uvod

Milé ¢tendrky, mily ¢tendfi,

dostdva se Vam do rukou (nebo snad spiSe na monitor) druhy dil trilogie sbirek s fe-
Senymi piiklady ze zdkladnich partii matematické analyzy. Zatimco v prvnim dile publi-
kovaném na Elportdlu MU jsme se vénovali diferencidlnimu a integralnimu poctu funkci
jedné proménné (viz http:/ /elportal.cz/publikace /matematicka-analyza), tentokrét jsme
se zaméfili na obycejné diferencidlni rovnice (153 piikladti), metrické prostory (18 pii-
kladti) a diferencidlni pocet funkci vice proménnych (185 ptikladt). Ackoli je sbirka pri-
marné koncipovéna jako doplnék pro studenty pfedmétu M2100: Matematicka analyza 11
vyucovaného na PiF MU, véfime, Ze miiZze stejné dobfe poslouzit i studentlim z jinych
fakult, vysokych skol nebo univerzit. Pro tplnost jesté dodejme, Ze vétsina uvedenych p¥i-
klad pochdzi pfedevsim ze cviceni, kterd byla vedena autory v minulych letech, pficemz
nékteré z téchto piikladt jsou pfejaty z [1-5,7-10].

Doufame, Ze Vam tato sbirka bude uZite¢cnym pomocnikem pfi studiu matematické
analyzy. Soucasné si vSak jsme védomi, Ze publikace tohoto typu mohou byt stile a stale
vylepSovany a dopliiovédny. Proto jakékoli ndméty, komentédte, pfipominky a nalezené
chyby/pfeklepy/nejasnosti jsou vitdny na emailové adrese kteréhokoli z autord.

R4di bychom na tomto misté také podékovali za podporu z Fondu rozvoje MU, s jejiz
pomoci tento dokument vznikl.

prosinec 2016 Autofi


http://elportal.cz/publikace/matematicka-analyza
http://is.muni.cz/predmet/sci/M2100
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Kapitola I.

Obycejné diferencialni
rovnice

Definice 1.1.

Bud’ F funkce, jejiz defini¢ni obor G je podmnoZinou trojrozmérného euklidovského
prostoru IR®. Rovnice

F(x,y,y') =0 (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice proniho fddu. Nebude-li s rovnici soucasné uve-
den obor G, budeme jim rozumét mnoZinu vSech bodti, pro néz je funkce F defino-
vana. Resenim (nékdy téZ integrdlem) této rovnice se rozumi funkce y(x), kterd je defi-
novana v néjakém intervalu | C R a spliiuje pro vSechna x € | tyto podminky

xy(x),y'(x)] € G, F(xy(x),y(x)) =0.

Neni-li interval | otevieny, pak v kazdém krajnim bodé ¢ € | znadi y'(x) jednostran-
nou derivaci. Graf feSeni se nazyva integrilni ki'ivka. Obecnyjm teSenim diferencialni rov-
nice (1.1) se rozumi kazdé jeji feSeni y(x, C), z néhoz 1ze vhodnou volbou konstanty
C obdrzet libovolné feseni této rovnice. Partikuldrni feseni je feSeni y(x) diferencidlni
rovnice (1.1), v némzZ integra¢ni konstanty maji konkrétni ¢iselnou hodnotu.

Definice 1.2.

Obyc¢ejna diferencidlni rovnice 1. fadu (1.1) se nazyvéa roziesend vzhledem k derivaci,
pokud ji 1ze upravit do tvaru

¥ = f(xy). (1.2)

V opaéném piipadé nazyvame rovnici (1.1) neroziesenou vzhledem k derivaci.

Véta 1.3.

Necht funkce f : (a,b) x (c,d) — R je spojitd, pfitemz —oco < a < b < o0 a soucasné
—o0 < ¢ < d < o0. Necht’ [xg,y0] € (a,b) x (c,d), pak pro pocédtecni problém

y' =f(xy), y(x) = Yo (1.3)

existuje feSeni y(x) s maximdlnim defini¢nim oborem («,w) C (a,b), kdea < ty < w.

21.
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Jestlize a < a, pak
lim y(t) =c¢ nebo lim y(t) =4,

t—at t—at

a pokud w < b, potom

lim y(t) =c nebo lim y(t) =d.

t—w™ t—w™

Jsou-li navic parcidlni derivace funkce f vzhledem k y, tj. %, spojité na (a,b) x (c,d),
pak md pocatecni problém (1.3) jediné feseni.
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I. 1. Diferencialni rovnice se separovanymi
proménnymi

Definice 1.1.1.

Diferencidlni rovnici ve tvaru

Yy =fx)-8),
kde f(x) a g(y) jsou spojité funkce na (né&jakych) otevienych intervalech, nazyvame
diferencidlni rovnice se separovanymi proménniyjmi.

Véta 1.1.2.

Necht' f : (a,b) — Rag : (c,d) — R jsou spojité funkce (pficemZ miiZe nastat
a4 = —00,¢ = —00,b=400,d = 4o0) takové, Ze g(y) # 0 na (c,d). Pak podatecni
problém

y' =f(x)gy), y(x) = o

kde xy € (a,b), yo € (¢,d), md pravé jedno FeSeni, které je uréeno implicitné vzorcem

/yoy(x) gc(i_;f) = /x:f(s) ds.

Véta 1.1.3.

Necht’ G je konvexni oblast v R?, f : G — R funkce, kterd m4 spojité parcidlni
derivace do druhého fddu vcetné a f(x,y) # 0. Diferencidlni rovnici

y = f(xy)

je mozné prevést na rovnici se separovanymi proménnymi praveé tehdy, kdyz

flxy) )

of 2f

D(x,y) := det
3 (0 Y) axay (0 Y)

=0 prokazdé[x,y] € G.

Pozndmka 1.1.4. Diferencidlni rovnici ve tvaru
y' = flax +by+c)

lze snadno pomoci substituce z = ax + by + c pfevést na rovnici se separovanymi promén-
nymi.

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



4 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Pfiklad 1.1.1.

Vyfteste diferencidlni rovnici

y*+1

x+1°

Urcete také fesenti splriujici pocdtecni podminku y(0) = 1.

y =

Reseni. Ze zadani je zfejmé, Ze se jednd o rovnici se separovanymi proménnymi. Proto ze

vztahuy' = % dostaneme

dy  dx
y2+1 x+1
z ¢ehoZ integrovanim ziskame
arctgy =In|x+1/+C, CeR. (1.1.1)

Proto zadand diferencidlni rovnice ma obecné feSeni
y(x) =tg(In|x+1]+C), CeR. (1.1.2)

Nyni z vyuZiti poc¢ate¢ni podminky dosazené do vztahu (1.1.1) dostaneme
T

y(0)=1: arctgl =In|1l|+C <= C= 1

Proto FeSenim pocatetniho problému je funkce y(x) = tg (In|x + 1| + F). Dodejme jests,
Ze konstantu C bylo také mozné vypocitat ze vztahu (1.1.2) ovSem s uvédoménim si, Ze
plati tg(arctg x + k) = x. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 5

Ptiklad 1.1.2.

Rozhodnéte, zda je mozZné zapsat funkci dvou proménnych

F(x,y) — x3 ex+2y

jako soucin funkci jedné proménné f(x) a g(y). Je-li to mozné, urcete tyto funkce.

Neni-li to mozné, zdtvodnéte.

Reseni. Nejprve vypocitdme parcidlni derivace

oF _ 2 x+2y oF _ 23 x+2y
ax(x,y) =x"e""Y(3+x), ay(x,y) =x"e*" Y2,

82—F(x y) = x*(34x)e" ¥ 2
dxoy '

Nyni uré¢ime determinant

fxy)  Fxy) X% ¥t 2x3 "+

U (x,y) aaj—efy(x,y) x2e¥W(3+x) 2x2(3+x)e Y

Tedy dle Véty 1.1.3 to mozZné je. Tyto funkce jsou ziejmeé

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének
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Ptiklad 1.1.3.

Rozhodnéte, zda je mozné zapsat funkci dvou proménnych
F(x,y) =sin(2x — y)

jako soucin funkci jedné proménné f(x) a g(y). Je-li to mozné, urcete tyto funkce.
Neni-li to mozné, zdtvodnéte.

Reseni. Nejprve vypocitdme parcidlni derivace

oF oF

g(x,y) =2cos(2x —y), @(x,y) = —cos(2x —y),
9’F
oxay

(x,y) = 2sin(2x — y).

Nyni uré¢ime determinant

(f(x,y) %(x,y) ) B ( sin(2x —y) —cos(2x — y)) B
g—ic(x,y) ;j—aj;(x,y) 2cos(2x —y) 2sin(2x —y)
= 2sin®(2x — y) +2cos?*(2x — y) = 2.

Determinant z Véty 1.1.3 je nenulovy, tedy moZné to neni. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020
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Piiklad 1.1.4.

Rozhodnéte, zda je mozZné zapsat funkci dvou proménnych
F(x,y) = sin(x +y) 4 sin(x — y)

jako soucin funkci jedné proménné f(x) a g(y). Je-li to mozné, urcete tyto funkce.
Neni-li to mozné, zdtvodnéte.

Reseni. Vypocitdme parcidlni derivace

oF oF
5y (0y) = cos(x+y) +cos(x—y), o

3y (x,y) = cos(x +y) —cos(x — y),

PF (1 y) = —sin(x+y) +sin(x — y)
9xdy Y)=-s y)Ts Y

a uréime determinant

f(x,y) %(x,y) _ sin(x +y) +sin(x —y) cos(x +y) —cos(x —v)
%(x,y) ;j—a];(x,y) cos(x +vy) +cos(x —y) —sin(x +y) +sin(x —y)
= —sin®(x +y) + sin?(x — y) — cos®(x + y) + cos?(x —y) = —

=-1+1=0.
Tedy dle Véty 1.1.3 to mozZné je. UZitim vzorce
2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)
snadno zjistime, Ze hledané funkce jsou
f(x) =2sinx, g(y) = cosy.
A

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének
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Ptiklad 1.1.5.

Reste nasledujici rovnici
y' —sinx = 5.

Reseni. Rovnici lze vyfeSit pfimou integraci

y:/(5+sinx)dx:5x—c0sx+C, CeR.

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 9

Ptiklad 1.1.6.

Reste nasledujici rovnici
) _ylny
4 x
Regeni. Rovnici si prepiseme jako
ﬂ _ ylny
dx  «x
a provedeme separaci proménnych
dy _ dx
ylny  x

kde pfedpokladdme, ze y # 1 (nenulovost plyne z defini¢nitho oboru zadani). Dosazenim
do rovnice ov8em vidime, Ze funkce y(x) = 1 je jejim feSenim, proto ho musime na zaveér
zohlednit.

Integrovanim a tipravami pak ziskdme

In|lny| =In|x|+C;, C; €R,
|h’1y’ = ]x] C, (C >0,
lny =xC3, C3e ]R\{O},

y =5,

Pfitom feSeni y(x) = 1 lze ziskat volbou C3 = 0. Proto zadand diferencidlni rovnice ma

obecné fesSeni
y(x) =e“*, CeR.

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



10 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.7.

Reste ndsledujici rovnici
y cotgx =2 —y.

Reseni. Rovnici si prepiSeme jako

dy _

dr ~ 2-y)tgx
a provedeme separaci proménnych

by =tgxdx,

2-y

kde piedpokladame, Ze y # 2. Dosazenim do rovnice oviem vidime, Ze funkce y(x) = 2
je jejim feSenim, proto ho musime na zavér zohlednit.

Integrovanim a dpravami pak ziskdme

—In|2—y| = —Injcosx|+C;, C;€R,
2 —y| = |cosx|Cy, Co >0,
2—y=Cscosx, CzecR\{0},

y=2—Czcosx.

Pfitom feSeni y(x) = 2 lze ziskat volbou C3 = 0. Proto zadana diferencidlni rovnice mé

obecné fesSeni
y(x) =2—Ccosx, CeR.
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 11

Ptiklad 1.1.8.

Reste nasledujici rovnici
Syy' +xyy -y —1=0,

Reseni. Rovnici si prepiSeme jako

dy 2 2
axy(x +1)=y"+1

a provedeme separaci proménnych

y - 1
y2+1 dy = x(x24+1) dx.

Pravou stranu rozloZime na parcidlni zlomky a integrovanim a dpravami pak ziskdme

In 4/ 2—|—1——ln—|x| +C;, CiER,
/ Vgl v

[ 4 |xl

y +1= x2—|—1C2, Cy, > 0.

Zadana diferencidlni rovnice mé tedy obecné feSeni

C
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12 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.9.

Reste nasledujici rovnici

7—Vy=uxy.

Reseni. Rovnici si prepiseme jako

dy
- —7_
dx vy
a provedeme separaci proménnych
dy dx

7=V T x’
kde pfedpokladame, ze y # 49. Dosazenim do rovnice ovSem vidime, ze funkce y(x) = 49
je jejim feSenim, proto ho musime na zavér zohlednit.

Integrovanim (na levé strané lze uZit substituci t = ,/y) ziskdme

2y —14In|,/5—7|=In|x| +C, CEeR.

Pfitom feSeni y(x) = 49 nelze ziskat volbou konstanty C. Proto ma zadand diferencidlni

rovnice feSeni

y=49, —2/y—14In|\/y—7=In|x|+C, CeR.
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 13

Ptiklad 1.1.10.

Reste ndsledujici rovnici

2y — %y = 0.
Regeni. Rovnici si prepi$eme jako
dy _ 2y
dx  «3
a provedeme separaci proménnych
d
4 _ % dx,
y x

kde ptedpokladame, Ze y # 0. Dosazenim do rovnice ovSem vidime, Ze funkce y(x) = 0
je jejim feSenim, proto ho musime na zavér zohlednit.

Integrovanim a dpravami pak ziskdme

1
11'1|y| = —;+C1, C eR,
_1
’]/| =e 2C, C >0,

y=e ¥ C;, C3eR\{0.

Pfitom feSeni y(x) = 0 lze ziskat volbou C3 = 0. Proto zadané diferencidlni rovnice ma
obecné feSeni
1
y(x)=Ce »*, CeR.
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14 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.11.

Reste ndsledujici rovnici
(x+1)dy + xydx = 0.

Reseni. Provedeme separaci proménnych

%: 7 dx,
y x+1

kde pfedpokladame, ze y # 0. Dosazenim do rovnice ovsem vidime, Ze funkce y(x) = 0
je jejim feSenim, proto ho musime na zavér zohlednit.
Integrovanim a tpravami pak ziskdme

Inlyj=—x+In|x+1/+C;, C eR,
y| = e ¥, c, >0,
Yl = e x+1/C,
y=e *(x+1)C3, Cz € R\{0}.

Pfitom fe$eni y(x) = 0 lze ziskat volbou C3 = 0. Proto zadand diferencidlni rovnice ma

obecné feSeni
y(x) =C(x+1)e ™, CeR
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi

Ptiklad 1.1.12.

15
Reste ndsledujici rovnici

y' cosx =ylny.

Reseni. Rovnici si prepiSeme jako

dy

cosx = yln
dx ymy
a provedeme separaci proménnych

dy dx

ylny  cosx’

kde pfedpoklddédme, Ze y # 0 a y # 1. Dosazenim do rovnice vidime, Ze funkce yo(x) = 0
ji nesplriuje, ale i1 (x) = 1 je jejim FeSenim, proto ji musime na zavér zohlednit.

Integrovanim (na levou stranu pouZijeme substituci = Iny, na pravou stranu substi-
tuci t = tg 5) a tipravami pak ziskdme

1+tg5
In|lny| = In 1_tg% +C;, Ci€eR,
_|1+tg3
|1n]/|—‘1_tg% C2/ C2>0/
1+tg3
= Cs € R\
Iny T tg§c3' 3 € R\{0},
1+tg%

_ l—tg£3
y=e 87 .

Pfitom feSeni y(x) = 1 lze ziskat volbou C3 = 0. Proto zadand diferencidlni rovnice ma
obecné feSeni

1+tg &
c%2

y(x) =e %2,

CceR

21. ¥fjna 2020
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16 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.13.

Reste ndsledujici rovnici
x—1
— e—x /
2y
Reseni. Rovnici si prepiseme jako
I ﬂ _X— 1
dx 2y

a provedeme separaci proménnych
2ydy = (x —1)e* dx.
Integrovanim pak ziskdme obecné feSeni

= (x—2)e*+C, CcER.
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 17

Ptiklad 1.1.14.

Reste nasledujici rovnici
y = 16x% + 8xy + 1>,

Regeni. Rovnici si prepi$eme jako
y' = (4x+y)’
a pouZijeme substituci u(x) = 4x + y(x), tedy u’ = 4+ v/, proto y’ = v’ — 4. Tim ziskdme
rovnici
U =u®+4.
Nyni provedeme separaci proménnych

du

L
u2 44 x

Integrovanim a vracenim substituce pak ziskdme obecné feSeni zadané rovnice

1
Earctg% =x+C, (CeR,

4
arctg x;_y:2x+C, CeR,

arctg (2x + %) = 2x + C.
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18 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.15.

Reste nasledujici rovnici

y—y*+xy =0
Regeni. Rovnici si prepieme jako
oy —y
dx
a provedeme separaci proménnych
dy %
yy-1  x’

kde pfedpokldaddme, ze y # 0 a y # 1. Dosazenim do rovnice vidime, Ze funkce yo(x) = 0
a y1(x) = 1jsou jejim feSenim, proto je musime na zavér zohlednit.

Integrovanim (levou stranu napf. rozloZime na parcidlni zlomky) a dpravami pak zis-
kdme

In

-1

yT‘:ln|x|—|—C1, C; €R,

y—1

_ :|x|C2, C, >0,

Yy

-1

yTZXC:;, C3€]R\{O},
y=(1-xC3) L.

Pfitom feSeni y1(x) = 1 lze ziskat volbou C3 = 0, ale yy(x) = 0 volbou C; ziskat nelze.

Proto méa zadané diferencidlni rovnice feSeni

y(x)=0, y(x)=(1-Cx)"!, CeR.
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 19

Ptiklad 1.1.16.

Reste ndsledujici rovnici

y' cos® x = (1+cos?x)y/1 — 2.

Reseni. Rovnici si prepiSeme jako

dy 2 2
- = (1 1 — 12
cos” x = (1+ cos” x) y

a provedeme separaci proménnych

d 2
y _ 1+ C(;s *ax,
1— y2 COS* X
kde pfedpoklddame, Ze y # +1. Dosazenim do rovnice vidime, Ze funkce yo(x) = —1 a

y1(x) = 1jsou jejim feSenim, proto je musime na zavér zohlednit.

Integrovanim (pravou stranu rozepiSeme na dva zlomky) a tpravami pak ziskdme

arcsiny =tgx+x+C, CcR,
y =sin(tgx +x +C).

Pfitom FeSeni yo(x) = —1 ani y1(x) = 1 nelze ziskat volbou konstanty C Proto ma zadana
diferencidlni rovnice feSeni

y(x) ==£1, y(x)=sin(tgx+x+C), CeR.
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20 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.17.

Reste nasledujici rovnici

Reseni. Rovnici si prepiSeme jako

ds s
=2 —eS—1
at ~ ©
a provedeme separaci proménnych
ds
= dt
e’ —1 ’

kde pfedpokladame, ze s # 0. Dosazenim do rovnice vidime, Ze funkce sy (t) = 0 je jejim
feSenim, proto ho musime na zavér zohlednit.

Integrovanim (levou stranu nap#. substituci u = €° —1, tj. du = (u + 1)ds a rozkladem
na parcidlni zlomky) a ipravami pak ziskdme

s_1

In|<— ‘:t+C1, Ci €R,
e
e’ —1
e ‘:etCZ, C >0,
s_1
ees —e'Cs, C3 e R\{0},

s=—In(1-e'C).

Pfitom feSeni sy (t) = 0 ziskame volbou konstanty C;3 = 0. Proto méa zadand diferencidlni

rovnice feSeni
s(t) = —In(1-Ce'), CeR.
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 21

Ptiklad 1.1.18.

Reste nasledujici rovnici
ytgx —y> =1-2y.

Reseni. Rovnici si prepiseme jako

dy 1 2

a provedeme separaci proménnych

dy  dx
(1-y)? tgx’

kde pfedpokladédme, Ze y # 1. Dosazenim do rovnice vidime, Ze funkce yo(x) = 1 je jejim

feSenim, proto ho musime na zavér zohlednit.
Integrovanim (levou stranu napf. substituci t = 1 — y a pravou substituci u = sinx) a
Upravami pak ziskame

1
—— =In|sinx|+C, CEeR,
lI-y
1
S [P S—
Y In|sinx| 4+ C

Pfitom FeSeni yo(x) = 1 nelze ziskat volbou konstanty C. Proto md zadand diferencidlni

rovnice reseni .

———, CeR
In|sinx| + C <

y(x) =1, y(x)=1
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22 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.19.

Reste ndsledujici rovnici
y =6x+2y+3.

Regeni. Oznat¢ime z = y'. Potom rovnici z = 6x + 2y + 3 derivujeme podle x a upravujeme

% :6+2%,

% =6+2z,
3sz =2dx, z#3,
3C41fz :/de'

In|3+z|=2x+C;, C €R,
3+z=eC,, (€ R\{0},
6x 42y + 6 = e** C;,
y=e¥C—3(x+1),

pfitemz z = 3 znamend y = —3(x + 1), coZ je feSenim zadané rovnice a 1ze ho ziskat

volbou C, = 0. Proto ma zadana diferencidlni rovnice feSeni

y(x) =Ce*™ -3(x+1), CeR.

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



L. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 23

Ptiklad 1.1.20.

Reste nasledujici pocdtecni problém

x+y =2, y(2)=5

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice separaci proménnych, tj.

dy _
5—2 X,
dy = (2 — x)dx,
/dy:/(Z—x)dx,
2
y:2x—7—}—C, CelR.

Dosazenim pocatec¢ni podminky do feSeni uré¢ime hodnotu konstanty C
y(2)=4-24+C=2+C=5 = C=3.

Redeni potate¢niho problému je tedy
2

y(x) :2x—%+3.
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24 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.21.

Reste nasledujici pocdtecni problém

/

(1 +ex)y?+ex =0, y(0)=1.

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice separaci proménnych, tj.

dy  —e*
ydx  1+e¥’
dy —e
vy l+e

Yy
/%: —e dx

y 1+ex
Inly]=—In|1+¢e*|+C;, C€R,

ly| =1+ 'e,

C
y_l—l——ex, CER\{O},

kde jsme integral vpravo ur¢ili napi. substituci t = e*.
Dosazenim pocétecni podminky do feSeni ur¢ime hodnotu konstanty C

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



L. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 25

Ptiklad 1.1.22.

Reste nasledujici pocdtecni problém

y'sinxsiny = cos x cosy,

y(§) =0.

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice separaci proménnych, tj.

dy Cos x
— 4 O/
cosydx sinx cosy #
d
y _cosxy.
cosy sinx
d
/ y _ /c9sxdx,
cos Y sin x
—Injcosy| =In|sinx|+C;, C; €R,
|cosy|_1 — |sinx| e,
C
cosy = 2 , G € R\{0},

sin x

kde jsme predpokladali cosy # 0, tedy y # (2k+ 1),k € Z. Tyto konstantni funkce
splnuji zadanou rovnici a 1ze je ziskat volbou C; = 0. Obecné feSeni rovnice je tedy

cosy =

CekR

. 7

smx

Dosazenim pocatecni podminky do feSeni ur¢ime hodnotu konstanty C

y(7)=0 =

Redeni potateéniho problému je tedy

cosy(x) =

cos(0 =

- C=2

ia T
SIn 7

V2
sinx’

21. ¥fjna 2020
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26 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.23.

Reste nasledujici pocdtecni problém

2(1+eyy =e*, y(0)=0.

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice separaci proménnych, tj.

dy e*
2y—L =
Yax " T+e
X
2ydy =
ydy 1 —i—exdx’

ex
J = [ s

y¥=In|l+e"|+C, CER,

kde jsme integral vpravo ur¢ili napf. substituci t = 1 + e*.
Dosazenim pocétecni podminky do feSeni ur¢ime hodnotu konstanty C

y(0)=0 = 0=In24C = C=-In2

Regeni pocate¢niho problému je tedy

¥ =In(1+e")—1In2, 4. y= j:\/ln(l +e¥) —In2.
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I. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 27

Ptiklad 1.1.24.

Reste nasledujici pocdtecni problém

sinycosxdy = cosysinxdx, y(0)=

NE

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice separaci proménnych, tj.

tgydy =tgxdx, cosy #0,

/tgydy = /tg xdx,
—In|cosy| = —In|cosx| +C;, Ci €R,
|cos y| = |cos x| e“,
cosy = cosxCy, C; € R\{0},

kde jsme piedpokladali cosy # 0, tedy y # (2k + 1),k € Z. Tyto konstantni funkce
splnuji zadanou rovnici a 1ze je ziskat volbou C; = 0. Obecné feSeni rovnice je tedy

cosy =Ccosx, CelR.

Dosazenim pocatec¢ni podminky do feSeni ur¢ime hodnotu konstanty C

T
=— = —=C
y(0) =5 5
Reseni potate¢niho problému je tedy
2
Cosy = —5-cosx = 2cosy = cos X.
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28 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.1.25.

Reste nasledujici pocdtecni problém

P+ -1) +xyy =0, y(1) =V2.

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice separaci proménnych, tj.

%dy:—szdx, y # 1,
Jpo=- e
%111 ¥ -1 :—x;—ln|x|+C1, C1 eR,
In|y?> —1| = —x* —Inx? +2Cy,
y2—1 — e x 220

P —1=ex2C;, C3eR\{0},

Y= i\/e—x2 x2C3+1,

kde jsme pfedpokladali y # =£1. Tyto konstantni funkce spliuji zadanou rovnici a lze je
ziskat volbou C3 = 0. Obecné feSeni rovnice je tedy

y=i\/e—x2x—2C—|—1, CeR.
Dosazenim pocate¢ni podminky do feSeni ur¢ime hodnotu konstanty C
y(1)=v2 = 2=Ce'41 = C=e.

Reseni pocate¢niho problému je tedy

y=Vel ¥ x24+1,
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L. 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi 29

Ptiklad 1.1.26.

Reste ndsledujici rovnici

y' = (x+y)*

Reseni. Oznatime z = x + v, tedy 2/ = 1 + /. Potom rovnici z/ = 1 + z2 vyfesime separaci
y y

proménnych.
dz 2
haniu |
dx +z7,
dz
T2 -
dz
1+22 / .
arctgz=x+C, CecR,
z=tg(x+C),
tedy

y(x) =tg(x+C)—x, CeR.
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30 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Piiklad 1.1.27.

Reste ndsledujici rovnici
)XY+ 1
Yy x—y
Reseni. Oznatime z = x — y, tedy z/ = 1 — y/’. Potom rovnici 2/ = 1 — 21 = —1 vyfesime
separaci proménnych.
zdz = —dx,
/ zdz = — / dx,
72
E = —Xx 4+ C, Ce ]R,
7224+ 2x = C,

tedy
(x—y)?+2x+C=0, CER.
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I. 2. Homogenni diferencialni rovnice 31

I. 2. Homogenni diferencialni rovnice

Pozndmka 1.2.1. Diferencidlni rovnici

/=1 (%)

X

nazyvame homogenni diferencidlni rovnici 1. #idu. Pomoci substituce u = ¥ ji pfevedeme na
rovnici se separovanymi promeénnymi ve tvaru

u' = 1(f(u) —u).

X

Definice 1.2.2.

Necht’ funkce dvou proménnych f(x,y) je definovéna na n&akém kuzelu K, . s kaz-
dym bodem [x,y] € K je také [tx,ty] € K pro kazdé t > 0. Tato funkce se nazyva
homogenni k-tého stupné, jestliZze pro kazdé t > 0 plati

fltx, ty) = tf(x,y).

Pozndmka 1.2.3. Diferencidlni rovnice ve tvaru

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0
bude homogenni diferencidlni rovnici prvniho fadu praveé tehdy, kdyz jsou funkce P(x, y)
a Q(x,y) homogenni téhoz stupné.

Pozndmka 1.2.4. Rovnici typu

;. ax +by+c
4 _f(Ax+By+C)

1ze feSit nasledujicim zptisobem:

i) pokud soustava
ax +by+c=0, Ax+By+C=0 (1.2.1)

maé jediné feSeni xo, 1o, pak ji pomoci substituce
U=x—x), U=Y—1Yo
prevedeme na homogenni rovnici 1. faddu
dv f <v> .
du ul’

ii) pokud soustava (1.2.1) nemd feSeni (tzn. ax + by = K(Ax + By) a ¢ # KC), pak ji
1ze prevést na rovnici se separovanymi proménnymi (napi. pomoci z = ax + by), viz
Ptiklad 1.1.27.
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32 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.2.1.

Vyfteste diferencidlni rovnici

(x* +y*)dx — 2xydy = 0.

Reseni. Protoze funkce y = 0 neni feSenim této diferencidlni rovnice (zkuste si dosadit do
zadéani), mtZeme tuto diferencidlni rovnici pfepsat do tvaru

24y’ 1+ (3
2xy 2% ’

y'(x) =

ze kterého po substituci u = ¢ dostaneme

1 2
u'x+u= tu
2u
Pokud vylou¢ime u = +£1, obdrzime
2u dx
du = —,
1T—2 "=

nebo-li po integraci obou stran a dil¢ich Gpravach

—ln‘l—u‘ In|x| +C, CeR,
—m‘1—u‘ C, CeR,

——— =K, K >0,

|x<1—u2>\ g

1
x(1—u?)

2

—%: ,  LeR\{o0},

y=+vx%— Lx, L € R\{0}.

Funkce z = %1 je ekvivalentni s y = *x, coZ je feSenim zadané diferencidlni rovnice, které
dostaneme volbou L = 0, je obecné feSeni ve tvaru

y=+vx2—Cx, CeR.

I
L

L € R\{0},

R |
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Piiklad 1.2.2.

Reste ndsledujici rovnici

xy' =/x*—y2+y.

Reseni. Rovnici upravime na

/52 — 12 2
y/:ujLZ:Jl_(Z) + 7
X X X b

Substituci u = £ (4. ux = y, u'x + u = y’) dostaneme rovnici
wx+u=+v1-u2+u,

kterou vyfe$ime separaci proménnych nésledovné

du _%
Vi—uz  x’

arcsinu = In|x| + Cy, C; e R,
arcsin% = In|Cx|, C € R\{0},

y = xsinln|Cx|,

kde jsme predpoklddali u # +1, tedy y # =£x. Tyto funkce spliuji zadanou rovnici a nelze
je ziskat volbou konstanty. Obecné feSeni rovnice je tedy

y # *£x, y=uxsinln|Cx|, C e R\{0}.
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Ptiklad 1.2.3.

Reste ndsledujici rovnici
(y* — x*)dx — 2xydy = 0.

Reseni. Protoze funkce y = 0 neni feSenim této diferencidlni rovnice, mtizeme tuto dife-

rencidlni rovnici pfepsat do tvaru
/

=2y

RiI<
<R

. P _ y . _ / _ / o .
Substituci u = 3 (. ux =y, u'x + u = y') dostaneme rovnici
1 /
u— e 2u'x + 2u.

kterou vyfe$ime separaci proménnych nésledovné

u dx
2= "oy
u dx
/uz—l—ldu__ 2x’
1 1
51n‘uz+1):—§1n|x|+cl, C, €R,
ln‘u2+1):—ln|C2x|, G >0,
1
2
1=+,
us + Cox

y,-¢
L+1==, CeR\0},
y=+vCx—2x2,

kde jsme integral vlevo vypoctitali napt. substituci t = u? + 1. A
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Ptiklad 1.2.4.

Reste nasledujici rovnici
xy' +ylnx = ylny.

Reseni. Rovnici upravime na
Yin?

r_
Y x  x

. s _ Yy . _ / _ / . .
Substituci u = 3 (§. ux =y, u'x + u = y') dostaneme rovnici
Wx+u=ulnu,

kterou vyfeSime separaci proménnych nédsledovné (integrél vlevo vypocitime napi. sub-
stituci t = Inu — 1)

du _%

u(lnu—-1) «x
/ du _ [dx

u(lnu—1)  J x’

ln\lnu— 1| = ln|x\ +Ci;, CeR,

\lnu—1|:|C2x\, C >0,

Inu—-1=Csx, Csze¢€ ]R\{O},
— ngX—i—l[

7

u
y=x eC3x+1,
kde jsme predpoklddali u # 0alnu # 1, tedy y # 0, coZ nevyhovuje rovnici, a y = e x coz
spliiuje zadanou rovnici, ale 1ze ziskat volbou konstanty C3 = 0. Obecné feSeni rovnice je
tedy

y=xe", CeR
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Priklad 1.2.5.
Reste ndsledujici rovnici
(xy' —y) cos% = x.

Reseni. Rovnici upravime na

(]/—y)coszzl.

X X

Substituci u = £ (tj. ux = y, u'x + u = y’) dostaneme rovnici
('x+u—u)cosu =1,

kterou vytesime separaci proménnych nasledovné

dx
cosudu = —,
X

/cos udu = %,
X

sinu=In|x|+C;, C;eR,
e — |Crx|, Cp >0,
esint — Cx, C e R\{0},

in?
e*Mx = Cx.
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Ptiklad 1.2.6.

Reste ndsledujici rovnici

(x+y)dx — (x —y)dy = 0.

Regeni. Rovnici upravime na
dy x+y 1+
dx x—y 1-—

RIQRI<

Substituci u = £ (tj. ux =y, u'x + u = y') dostaneme rovnici

1+ u
1—u’

wWx+u=

kterou vyfeSime separaci proménnych nasledovné (integrél vlevo vypocitame napft. roz-
délenim na dva zlomky)

u,x_1—|-u2
o 1—u’
1—u u_dx
14+u2 x’
1—u dx
S qu = [ 2
1+ u? " x’

1
arctgu — Eln(l +u?) =In|x|+C, CER,

arctgu = In (|x| V1+ u2) +C,

2
arctg% =In <|x| \/1—1—%) +C,

2 arctg% = In(x® +y?) + C.
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Ptiklad 1.2.7.

Reste nasledujici rovnici

xy’ =y cos (ln%> :

Reseni. Rovnici upravime na

i y
y = xcoslnx.

Substituci u = £ (4. ux = y, u'x + u = y’) dostaneme rovnici
wWx+u=ucoslnu,

kterou vyfesime separaci proménnych nédsledovné (integrél vlevo vypocitdme napt. po-
stupnym pouzitim substituci t = Inu a z = tg %)

du _ dx

ulcos(Inu) —1] ~ x’
du _ [dx
/u[cos(lnu) —1] ) x’

= ln|x| +Ci, CeR,

Inu ~
g5

Cotgln\/g =In|Cx|, C e R\{0}.
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Ptiklad 1.2.8.

Reste nasledujici rovnici
- x=3

Reseni. Soustava rovnic

x+2y—7=0, x—3=0
maé feSeni x = 3,y = 2. Zavedeme proto substituciu =x —3av=y -2, x =u+3,y =
v+ 2,y = v'. Redime tedy rovnici

,  u+2v
v =
u

v
=14+2—.
u
Substituci w = & (. wu = v, w'u + w = v') dostaneme rovnici
wu+w=1+2w,

kterou vyfe$ime separaci proménnych nésledovné

dw  du
1+w u’
dw  [du
1+w J u’

1n|1—|—w|=ln|u|—|—C1, C1€1R,
‘1—|—ZU| = |M|C2, C >0,

1+w=uC;, C;e€ IR\{O},
y—2
14——= —
—l—x_3 Cg(x 3),
y = Cs(x —3) —x +35,

kde jsme pfedpokladali w # 1, tedy y # x — 5, coZ spliiuje zadanou rovnici, ale 1ze ziskat
volbou konstanty C3 = 0. Obecné feSeni rovnice je tedy

y=C(x—-3)?—-x+5  CeR
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Ptiklad 1.2.9.

Reste ndsledujici rovnici
;  2x—y—>5
- x—-3y—5

Reseni. Soustava rovnic
2x—y—-5=0, x—3y—5=0

ma feSeni x = 2,y = —1. Zavedeme proto substituci u = x —2av = y+1, 4. x =
u+2,y=0v-1,y = v'. Re§ime tedy rovnici
, 2u—v  2-—

U = =
u—3v

E

3
Substituci w = & (§. wu = v, w'u + w = v') dostaneme rovnici

2—w

/ _
wu+w—1_3w,

kterou vytesime separaci proménnych nésledovné (integrél vlevo lze vytesit napf. substi-
tuci t = 2 — 2w + 3w?)

1—3w _ du
2 w43 T w’
1—3w dw — %
2 — 2w + 3w? u’

—%ln‘2—2w+3w2’:1n|u|+Cl, C1 €R,
‘2—2w+3w2’ =u2C, G >0,
2 —2w+3w? =u2C, CecR\{0},
2(x —2)> =2y +1)(x —2)+3(y +1)*=C,

Poznamenejme, Ze vyraz 2 — 2w + 3w?, kterym jsme délili, nemé realné kofeny. A
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Ptiklad 1.2.10.

Reste nasledujici rovnici
x4y-—5

~

Reseni. Soustava rovnic
x—y+3=0, x+y—5=0

ma feSeni x = 1,y = 4. Zavedeme proto substituciu = x —lav=y -4, . x =u+2,y =
v +4,y = v'. Resime tedy rovnici

v
,_u—v_ I~

S u+o 14Y

u

Substituci w = & (. wu = v, w'u + w = v') dostaneme rovnici

wu+w= 1-w
14w

kterou vyfeSime separaci proménnych nasledovné (integral vlevo lze vyfesit napt. substi-
tuci t = 1 — 2w — w?)

—1+w dw—%
1—2w—w?2 ~ u’

/ 14w _ [du
1—2w— w2 u’
—%1n‘1—2w—w’:1n|u|—|—C1, C; €R,
‘1—2w—w2’:u*2C2, C >0,
1—2w—w?>=u2C, CecR\{0},
(x=1) -2y -4)(x-1) - (y-4)?*=C

Poznamenejme zevyraz 1 — 2w — w?, kterym jsme délili, m4 redlné kofeny —1 + V2,
tedy dostdvame L= = —14+ /2, j.y = (—1£v/2)(x — 1) + 4, coz nevyhovuje zadéni. A

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



42 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.2.11.

Reste ndsledujici rovnici
_ by—5x—1
N WI I

Reseni. Soustava rovnic
5y —5x—-1=0, 2y—2x—1=0

nema feSeni. Zavedeme proto substituci z = y — x, tj. z/ = y/ — 1. Resime tedy rovnici

Z,_52—1_1_ 3z
C2z—1 221

kterou vytesime separaci proménnych nasledovné

3z
2Z_1dZ—dx

/———dz—/dx

gz——ln\z\ =x+C, CEeR,

In|z| =2z -3x+C,
5x —2y+Injy — x| =

Béhem vypoctu jsme predpokladali, Ze z # 0, tedy y # x. Dosazenim do rovnice zjis-
time, Ze jde o feSeni. Vysledek je tedy

y=x, C=5x—-2y+Injy—x[, CelR.
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Ptiklad 1.2.12.

Reste ndsledujici rovnici

T xty+3

Regeni. Soustava rovnic
x—y—1=0, x+y+3=0
ma feSeni x = —1,y = —2. Zavedeme proto substituci u = x+1av = y+2,t. x =

u—1,y=0v-2,y = v Re§ime tedy rovnici

v
, u—ov 1-2

ut+ov 14+

Substituci w = & (§. wu = v, w'u + w = v') dostaneme rovnici

wu+w = 1w
S 1+w’
kterou vyfesime separaci proménnych nasledovné (integral vlevo lze vyfesit napt. substi-
tuci t = 1 — 2w — w?)

—1+w dw—%
1—2w—w?2 ~ u’

/ 14w %
1—2w— w2 T
1
—zmﬁ—aw—w]:hww+cb G €R,
‘1 — 2w — wz‘ =u?C, G >0,
1-2w—w*=u">C, Ce&R\{0},
(x+1)2-2(x+1)(y+2) - (y+2)*=C.

Poznamenejme, Ze vyraz 1 — 2w — w?, kterym jsme délili, mé redlné kofeny —1 + V2,

tedy dostavame % = —1+v2,4.y = (~1++v2)(x +1) — 2, coz nevyhovuje zadani. A
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Ptiklad 1.2.13.

Reste ndsledujici rovnici
;  —x+2y—>5
 2x—y+4

~

Reseni. Soustava rovnic
—x+2y—-5=0, 2x —y+4=0

ma feSeni x = —1,y = 2. Zavedeme proto substituci u = x+1av =y —2,t. x =
u—1,y=0v+2,y = v Re§ime tedy rovnici

,  —u+2v  —1+4+24
2u—v 2%

Substituci w = & (§. wu = v, w'u + w = v') dostaneme rovnici

—1+2
w'u+w:¢,
2—w

kterou vytesime separaci proménnych nasledovné

2—w du
dw = —,

21 u
3 du

| N[—=

[

w1 u’
n1/;"+13 —Infu|+C;, Ci€R,
“ w+1 :|u|C2, C2>0,

+
w=1l _,c ¢ € R\{0},
w 1 o 3

Poznamenejme, Ze vyraz w? — 1, kterym jsme délili, ma redlné koteny +1, tedy dosta-

vame z—ﬁ = *£1, 4.y = £1(x + 1) + 2, coz vyhovuje zadéni. Pfitom FeSeni y; = x + 3 lze

ziskat volbou C3 = 0 a feSeni yp = 1 — x musime dodat. Celkem jsme tedy obdrZeli

y=1-x, ,/ —5=C Cek

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



I. 2. Homogenni diferencialni rovnice 45

Ptiklad 1.2.14.

Reste nasledujici rovnici
;o x+y+1
A P W

Reseni. Soustava rovnic
x+y+1=0, 2x+2y—1=0

nemd FeSeni. UkaZme si dal$i moznost volby substituce. Lze ji pfepsat jako
) _1.,3 1
YT vy -1
Zavedeme tedy substituci z = 2x + 2y — 1, §j. z/ = 2y’ + 2. Re§ime tedy rovnici

z’—2_1+3
2 2 2

1
Z/
kterou vyfe$ime separaci proménnych nésledovné
z
z+1
/1— 1 dz:/3dx,
z+1
z—In|z+1]=3x+C, CeR,
2x+2y—1—In|2x 4+ 2y| =3x + C.

dz = 3dx,

Béhem vypoctu jsme pfedpokladali, Ze z # —1, tedy y # —x. Dosazenim do rovnice
zjistime, Ze jde o feSeni. Vysledek je tedy

y=-x, 2x+2y—1-In|2x+2y|=3x+C, CeR
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I. 3. Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Definice 1.3.1.

Rovnice ve tvaru

v =)y +8x)
se nazyva linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu (pokud je g(x) = 0 hovoiime o homogenni
LDR, v opa¢ném piipadé ji nazyvame nehomogenni LDR).

Pozndmka 1.3.2. Obecné feseni homogenni LDR ziskdme pomoci metody separace promeén-
nych. Reseni rovnice y’ = f(x) y 1ze potom explicitné vyjadFit

y=CelfWd  CceR.

Pfi hledani obecného feSeni nehomogenni LDR je moZné postupovat dvéma zptisoby:
bud’ s pomoci metody integracniho faktoru (kdy nehomogenni rovnici vyndsobime ¢lenem
e~ [ /()dx) nebo s pomoci metody variace konstant (kdy integracni konstantu ziskanou pfi fe-
Seni pfidruzené homogenni rovnice povaZzujeme za funkci C(x) a jejim dosazenim dosaze-
nim do nehomogenni rovnice ziskdme jeji tvar). Regeni potate¢niho problému y(x) = yo
lze explicitné zapsat ve tvaru

x X t
y= el S (yo +/ g(t)e Jrg f(5) s dt) .
Xo
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Ptiklad 1.3.1.

Vyfteste diferencidlni rovnici
2y

/
A

= X.

Reseni. Je ztejmé, Ze se jednd o nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu. Proto si

ukdZeme obé metody feSeni. Zacneme s metodou integra¢niho faktoru. Vyndsobime obé
2dx

strany rovnice vyrazem e’ ¥-1 = e

—1
ln‘ iﬁ’ x_&
faktoru neni nutné uvaZovat integra¢ni konstantu C ani jeho znaménko — proto jsme od-

(vSimnéte si, Ze pro urceni integracniho

stranili absolutni hodnotu u posledniho vyrazu). Po tipravé dostaneme
x—1 2 x(x—1
il (x—-1)
x+1 (x+1) x+1

S vyuZitim pravidla pro derivovani sou¢inu si miZzeme vS§imnout, Ze vyraz na levé strané

lze napsat jako (yi—ﬁ) ', coz je hlavni myslenka metody integra¢niho faktoru. Pak integro-
vanim obou stran obdrzime

x—1 x(x—1) x?
= = — —2x+21 1|+ C, CelR
v / xr1 YT g 2 2hnfr+dlt €

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

1
XL mr+1]4C), CeR
Cox—1\2

Nyni vyfesime tutéz diferencidlni rovnici pomoci metody variace konstant. Proto se
nejdiive zaméfime na p¥idruzenou homogenni diferencidlni rovnici, tj. vy’ =

rovnice se separovanymi proménnymi, tedy za pfedpokladu y # 0 mame

dy = 2dx
y  x2-=1
Inly=—-In|x—-1|+Injx+1|+C, CeR,
In x_l‘: CER,
x+1
y(x—1)
‘ 'ZK, K >0,
x+1
y(x—1)
=1L, L € R\{0},
x+1 € R\{0}
L 1
y:—gcle), L € R\{0}.

Protoze funkce y = 0 vZdy vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici, je nutné
ji také zahrnout do obecného feSeni (pokud to je mozné — u tohoto typu diferencidlnich
rovnic to je moZné vzdy). Proto feSenim pfidruzené homogenni rovnice je funkce

~_ C(x+1)
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Nyni uvazujme tuto funkci ovéem konstantu C nahradime né&jakou nezndmou funkci C(x),
§. y(x) = % Nyni s vyuzitim pravidla pro derivovani sou¢inu mizeme spocitat

y'(x) a dosadit do ptivodniho zadéni, tj.

C'(x)(x+1)(x—1)+C(x) (x—1) = C(x) (x+1) N 2C(x) (x+1)
(x —1)2 (x—1)(x2-1)

= X.

Pokud jsme vSe spocitali spravné obdrzime diferencidlni rovnici pro funkci C(x), kde se
zadny vyraz obsahujici nederivované C(x) nevyskytuje. Dostdvame tedy

x(x—1)
C'(x) = ——4,
() ==77
coZ po integraci dava
2
C(x) = % —2x+2In|x +1| +C.

Dosazenim do feSeni pfidruzZené homogenni rovnice dostaneme obecné feSeni ptivodni

rovnice ve tvaru

_x—|—1
¥y=3 1

2
(%—2x+21n|x+1|—|—C>, CeR.

Poznamenejme na zavér, Ze ackoli se oba postupy lisi, je pfi nich potieba spocitat tytéz
primitivni funkce (tedy v tomto sméru neni mezi obéma metodami Zadny rozdil). A
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Ptiklad 1.3.2.

Reste nasledujici rovnici
y' = 6x —2y.

Regeni. Metodou integraéniho faktoru:

J2dx

Vynasobime obé strany rovnice vyrazem e = e?*. Dostaneme rovnici

y/ e2x +2]/ e2x — 6x e2x,
tedy
/
(y e2x> = 6xe*’.

Integrovanim obou stran obdrZime

3
ye? = /6xe2x dx = 3xe* —5 e* +C, CeR.

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y:3x—§—|—Ce_2x, CelRR

Metoda variace konstant:
Ptidruzena homogenni diferencidlni rovnici je ¥’ = —2y, coZ je rovnice se separovanymi
proménnymi, tedy za pfedpokladu y # 0 mame

dy = —2dx,
y

Inlyl]=-2x+C, CE€R,
’y| — e ¥ Co, C >0,
Yy = e ¥ Cs, Csz € R\{0}.

ProtoZe funkce y = 0 vzdy vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici, je nutné ji
také zahrnout do obecného feSeni. Proto feSenim pridruzené homogenni rovnice je funkce

y=e 2(, CeR.

Nyni uvaZzujme tuto funkci ovéem konstantu C nahradime né&jakou neznamou funkci C(x),
tj. y(x) = e 2* C(x). S vyuzitim pravidla pro derivovani sou¢inu mtizeme spocitat y’(x) a
dosadit do ptivodniho zadani, t.

—2e 2 C(x) +e FC'(x) = 6x —2e 2 C(x).

Pokud jsme vSe spotitali sprdvné obdrzime diferencidlni rovnici pro funkci C(x), kde se
zadny vyraz obsahujici nederivované C(x) nevyskytuje. Dostavame tedy

C'(x) = 6xe?,
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coZ po integraci dava

C(x) = 3xe* —g e? K.

Dosazenim do feSeni pfidruzené homogenni rovnice dostaneme obecné feSeni ptivodni
rovnice ve tvaru

y:3x—;+Ke_2x,K€]R.
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Ptiklad 1.3.3.

Reste nasledujici rovnici
Y = dxy + (2x +1)e? .

Reseni. Vynasobime obé strany rovnice vyrazem e/ ~4dx — e~2* Dostaneme rovnici
I —2x7 —2x% _
ye —4xye =2x+1,
tedy
2\ /
(ye_zx ) =2x+1.
Integrovdnim obou stran obdrZzime
ye2x2:/2x+1dx:x2—|—x+C, CeR

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y:(x2+x+C)e2x2, CeR.
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Ptiklad 1.3.4.

Reste nasledujici rovnici

y cosx = (y + 2 cos x) sin x.

Reseni. Rovnici lze prepsatjakoy’ = (y + 2 cos x) tg x. P¥idruZena homogenni diferencialni
rovnici je y' = ytgx, coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy za pfedpokladu

y # 0 médme
dy _ tg x dx,
y
Inly| = —In|cosx|+C;, Ci €R,
G
= R\{0}.
Y= cosx’ 2 € R\M0}

ProtoZe funkce y = 0 vzdy vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici, je nutné ji
také zahrnout do obecného feseni. Proto feSenim pfidruzené homogenni rovnice je funkce
C

= , CelR
Y= cosx <

Nyni uvazujme tuto funkci ovéem konstantu C nahradime né&jakou nezndmou funkci C(x),
_ C¥)

tj. y(x) = =55 S vyuzitim pravidla pro derivovani sou¢inu mtiZzeme spotitat i’ (x) a dosa-

dit do ptvodniho zadani, tj.

C'(x) . C(x)sinx _ (@ _|_2cosx> tg x.

CoS X cos? x Cos X

Pokud jsme v8e spocitali spravné obdrzime diferencidlni rovnici pro funkci C(x), kde se
zadny vyraz obsahujici nederivované C(x) nevyskytuje. Dostdvame tedy

C'(x) = 2sinxcosx,

coZ po integraci dava
C(x) = sin* +K.

Dosazenim do feSeni pfidruzené homogenni rovnice dostaneme obecné feseni ptivodni

rovnice ve tvaru
sinfx + K
CcoS X

, KelR.
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Ptiklad 1.3.5.

Reste ndsledujici rovnici
yYx+y=xInx.

< , . .. , ) o . ) 1
Reseni. Pracujeme s rovnici y’ + % = In x. Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem el ydx —
x. Dostaneme rovnici

yx+y=xlnx,

tedy
(yx)' = xInx.
Integrovanim obou stran obdrZime
2 2
yx:%lnx—szrC, CeR.

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

X x C
= - e R.
y 2lnx L Ce

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



54 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.3.6.
Reste ndsledujici rovnici

yx —y=x*Inx.

Regeni. Pracujeme s rovnici y’ — % = xInx. Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem

ef_%dx — __1
X
Dostaneme rovnici
vy y
-5 = Inx,
X X
tedy
!/
(Z) = Inx.
X
Integrovanim obou stran obdrZzime
z:xlnx—x—l—C, Cel.
X

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y=x*Inx — x>+ Cx, CeR
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Ptiklad 1.3.7.

Reste nasledujici rovnici
y = =3y +x.

Reseni. Pracujeme s rovnici y' + 3y = x. Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem ef3dx —
e3*. Dostaneme rovnici
y/ e3x +3]/ eSx — xe3x’

tedy
<y63x>/ — xeSx )

Integrovanim obou stran obdrZime

1
ye3x:§e3x—§e3x+C, CeR.

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

1
y:g—§+Ce_3x, CeR.

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



56 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.3.8.

Reste ndsledujici rovnici
y —ytgx —sinx = 0.

Regeni. Pracujeme s rovnici ' — ytgx = sinx. Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem

e/ —t8xdx — cog x. Dostaneme rovnici
y' cosx — ysinx = sin x cos x,

tedy
(ycos x)" = sinx cos x.

Integrovanim obou stran obdrZime (na pravou stranu pouZijeme napf. substituci t = sin x)

sin? x

C, CelR
2+ €

ycosx =

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

sinZ x C C CcOS X

= = — , C e
Y 2CO0SX COSX  COSX 2
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Ptiklad 1.3.9.

Reste ndsledujici rovnici
Y — Xy  arcsinx
1—x2 1-—x%2°

Reseni. Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem el 2t = V1 —x2, kde jsme vzali v
uvahu, Ze pfimo ze zadéni je x € (—1,1). Dostaneme rovnici

,m_ xy :arcsinx’
Y V1—x2 V1 —x2

tedy

(y m ) arlcsinxx

Integrovanim obou stran obdrZime (na pravou stranu pouZijeme napi. substituci t = sin x)

2

y\/l—x2:$+q, Ci e R

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

1

)
= ——— (arcsin“x + C), C e
y=3 r_xz( )

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



58 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.3.10.

Reste nasledujici rovnici

Yy +ytgx = cos® x.

1

st Dostaneme rovnici

Regeni. Vynéasobime obé strany rovnice vyrazem e/ tgrdy —

/

y o ytgx 2

= COS” X,
COSX  COSX

tedy
/
< / ) = cos’ x.
cos x
Integrovanim obou stran obdrzime
y x  sin2x
= -+ +C, CeR
cosx 2 4

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

in2
y:cosx<§-|—sulx+C), CelR
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Ptiklad 1.3.11.

Reste ndsledujici rovnici
y cosx+ysinx = 1.

1

Regeni. Pracujeme s rovnici y' + ytgx = .

Vynasobime obé strany rovnice vyrazem

el t8xdx — _1_ Dostaneme rovnici
COosS X

/

y o oytgx 1

cosx cosx cos?x’
(L) - =
Cos X cos? x’

=tgx+C, CeR

tedy

Integrovanim obou stran obdrZime

y

COos X

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y =sinx + Ccosx, CceR
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Piiklad 1.3.12.
Reste nasledujici rovnici
, . sin 2x
—ysinx = .
y -y 5
Reseni. Vynasobime obé strany rovnice vyrazem el —sinxdx — gcosx Dyostaneme rovnici
! ,COS X : Ccos x sin 2x COS X
y et —ysinxe™™" = ——e™,
tedy
cos x\/ sin 2x cos x
e = ——e™"",
(ye=?) = —

Integrovdnim obou stran obdrZime (vpravo pouZijeme vzorec sin2x = 2sin x cos x a sub-
stituci t = cos x)
y et = e“**(1 —cosx) + C, CeR.

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y=1—cosx+Ce %, CeR.
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Ptiklad 1.3.13.

Reste nasledujici rovnici
y —3x%y = (x+2)e" .

S o - f o y S 342 _3 .
Reseni. Vynasobime obé strany rovnice vyrazem e/ —3*'d% — ¢’ Dostaneme rovnici
3 3

ye ™ 3x%ye™ =x+2,
tedy
—3\/
(ye * > =x+2.

Integrovdnim obou stran obdrZzime

5 x?
ye :E+2x+C, CeR.

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

x2 3
y2(3+2x+C)ex, CeR
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Ptiklad 1.3.14.

Reste nasledujici rovnici
’ X2 2
y e +2xye = cosx.

S v 3 . s s/ _xz z 2 v . ~
Reseni. Pracujeme s rovnici y' 4+ 2xy = cos x e~ *". Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem

2 . .
e) 2xdx — o* Dostaneme rovnici

2 2
y'e* +2xye” = cosx,

tedy
(y exz)/ = Cos X.

Integrovanim obou stran obdrZzime
x? :
ye =sinx+C, CceR
Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y = (C+sinx) e, CeR
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Ptiklad 1.3.15.

Reste nasledujici pocdtecni problém

/

y = x2e¥ 47, y(l) =e.

X
Reseni. Nejprve najdeme feseni rovnice y/ — £ = x?e*. Vyndsobime obé strany rovnice
’ =1 .
vyrazem e/ ¥ 4 = 1. Dostaneme rovnici
/
V¥ e,
X X

tedy

() e

%:xex—ex—l—C, CeR.

Integrovanim obou stran obdrZime

Proto feSenim dané diferencialni rovnice je funkce

y:xzex —xe* +Cx, CeR.

Nyni uréime pomoci pocéte¢ni podminky y(1) = e hodnotu konstanty C. Dosazenim do
feSeni mame

y(l)=e—e+C =g,
tedy C = e a feSeni pocate¢niho problému je

y=1x’e" —xe"+ex =x(xe* —e'+e).
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Ptiklad 1.3.16.

Reste nasledujici pocdtecni problém

e 1

Y2y =xe ™, y0)=3

S ot Nad : Y : —x2 fadng y :

Reseni. Nejprve najdeme Fe$eni rovnice y' + 2xy = x e~ . Vyndsobime obé strany rovnice
) 2 .

vyrazem e/ 2*4¥ = ¥, Dostaneme rovnici

Y e +2xye’ = x,

(y ex2>/ = x.

2
yexzz%JrC, CeR.

tedy

Integrovadnim obou stran obdrzime

Proto feSenim dané diferencidlni rovnice je funkce

2
y = (c+%) e,  CeR

Nyni uréime pomoci pocateéni podminky y(0) = % hodnotu konstanty C. Dosazenim do
feSeni mame

y(O):(C+O)-1:%,

tedy C = 3 a feeni potate¢niho problému je

x4
- o2ex?
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Ptiklad 1.3.17.

Reste nasledujici pocdtecni problém

Yy —4y =cosx, y(0)=1.

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice y' — 4y = cos x. Vyndsobime obé strany rovnice
vyrazem e/ ~4dx — ¢~4* Dostaneme rovnici

ye ™ dye™ = e cosy,

tedy
/
(y e_4x> = e Hcosx.
Integrovanim obou stran obdrZime (pravou stranu integrujeme per partes)

—4
yef4x — ﬁ ef4

4

1
xcosx+1—7e*xsinx+C, CelR.

Proto feSenim dané diferencidlni rovnice je funkce

1
yzﬁcosx-i—ﬁsinx—i—Ce‘lx, CeR

Nyni uréime pomoci poéate¢ni podminky y(0) = 1 hodnotu konstanty C. Dosazenim do

feSeni mame 4
0)=—+C=1,
y(0) = =+

021 Lo s TR . .
tedy C = 17 a feSeni pocéatecniho problému je
4x

——sinx—icosx-i—z—le
Y=17 17 17
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Ptiklad 1.3.18.

Reste nasledujici pocdtecni problém

Yy +ysinx =sinx, y (g) =2.

Reseni. Nejprve najdeme feSeni rovnice iy’ + y sin x = sin x. Vynasobime obé strany rovnice

vyrazem e/ sinxdx — o= cos¥ Dogtaneme rovnici

— COs X COs X COs X

ye +ye” “¥sinxy = e~ “®*siny,
tedy
_ / — .
(ye Cosx) — e OSXgin x.
Integrovanim obou stran (pravou stranu integrujeme napf. substituci ¢ = — cos x) obdr-
Zime

ye—COSX — e—COSX +C’ C c R

Proto feSenim dané diferencialni rovnice je funkce
y =1+ Ce“®, CeR.

Nyni uréime pomoci po¢ate¢ni podminky y (%) = 2 hodnotu konstanty C. Dosazenim do

reSeni mame
y (g) —1+C=2,

tedy C = 1 a feSeni pocatecniho problému je

y — eCOSJC +1
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Ptiklad 1.3.19.

V 13 hodin 28 minut byla v hotelovém pokoji, vytopeném na 18, 3 °C nalezena mrtvola,
jejiz teplota byla 26,6 °C. O tfi hodiny pozdéji je jeji teplota 21,1 °C. Urcete ¢as umrti
za predpokladu teploty Zivého téla 37 °C.

Regeni. Oznatime-li teplotu téla v &ase t jako y(t), teplotu okoli jako T a konstantu umér-
nosti jako k > 0, mizeme ze zadani sestavit rovnici a podminky

y'(t) = —kly(t)—T); T=18,3; y(0)=26,6; y(3)=211.

Rovnici vyfeSsime napf. metodou integra¢niho faktoru, tedy vynasobime obé strany
rovnice y' + ky = kT vyrazem el kdt — ekt Dostaneme rovnici

y/ ekt +ky ekt — kT ekt’
tedy

(y ekt)/ = kTel.

Integrovanim obou stran obdrZime (k a T jsou konstanty)
yef =Te +C, CeR

Proto feSenim dané diferencidlni rovnice je funkce
y=T+Ce ™, CeR

Nyni potfebujeme ur¢it hodnoty konstant C a k. Dosadime-li do feSeni T = 18,3 a y(0) =
26, 6, ziskame rovnici
26,6 =18,3+ Ce *?,

tedy C = 8,3. Vyuzijeme-li této znalosti a navic do feseni dosadime T = 18,3 a y(3) =
21,1, dostaneme
21,1=18,3+8,3e %,

tedy e 3k = % = 0,33735. Logaritmovéanim snadno zjistime, Ze k = 0, 36221.
Nyni potiebujeme odhadnout ¢as amrti. Ze zaddni predpokldddme y(t) = 37 a na-
jdeme pfislusny cas ¢, t.
18,3 +8,3e 202 = 37,
tedy ihned t = —2,24254. Dle dostupnych informaci smrt nastala pfiblizné pfed dvéma a
¢tvrt hodinou, tj. cca v 11:13. A
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Ptiklad 1.3.20.

V nadrZi vody je jisté pocdtecni mnoZstvi necistot. Do nddrZe zacneme napoustét Cis-
tou vodu, kterd se smisi s vodou znecisténou a poté vyslednd smés odtékd stejnou
rychlosti, jakou pfitékd cistd voda. Sestavte diferencidlni rovnici popisujici ¢asovy vy-
voj mnoZstvi necistot v nddrZi. Poté vysledny model modifikujte pfedpokladem, Ze

v pritékajici vodé je pfitomno konstantni mnoZstvi necistot.

Reseni. Nejprve ozna¢ime veli¢iny, se které jsou k dispozici a které budeme studovat, tedy

y=y(t) ... mnozstvinedistot v nadrziv Case t
VeR ... objemvodyvnéadrzi
r€R ... rychlost pfitoku a odtoku vody,

tj. mnozstvi vody vyménéné v nadrzi za jednotku casu.

Ihned vidime, Ze pfi tomto znaceni je zména mnoZstvi znelistot v ¢ase rovna derivaci
funkce y podle ¢asu, tedy ' (t) je mnoZstvi necistot, které je vyplaveno za jednotku ¢asu.
Toto mnozstvi ale Ize vypocitat také jako rychlost toku r krat koncentrace necistot ve smeési,
kterd odtéka z nadrze, tedy y(t)/V. Vzhledem k tomu, Ze jde o odtok neistot, je samo-

zifejmé rychlost zmény zdporna a vyslednd rovnice ma proto tvar

vt =~ y(b).

Uvazujeme-li nenulové mnoZstvi necistot na piitoku, je nutné toto mnozstvi ke zméné

eV,

necistot pficist, rovnice se tedy zméni na

kde P € IR je mnoZstvi necistot, které pfiteCe do nddrZe za jednotku casu. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



I. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu 69

Ptiklad 1.3.21.

Do téla pacienta je konstantni rychlosti doddvan lIék pomoci infuze. Télo pacienta od-
bourdva Iék rychlosti, kterd je imérnd koncentraci l1éku v krvi. Sestavte diferencidlni
rovnici popisujici koncentraci Iéku v krvi pacienta.

Regent. Jedn4 se o podobnou situaci jako v pfikladu 1.3.20. Ozna&ime

y=y(t) ... koncentraceléku v téle v Case t

VeR ... celkovy objem krve pacienta

PeR ... rychlost dodavéni 1éku v infuzi

ke R ... konstanta tmérnosti specificka pro dany 1ék
L=L(t) ... mnozstvilékuv télev Case t

Koncentrace 1éku v téle je tedy y(t) = L(t)/V, odtud L(t) = Vy(t). Zména koncentrace je
proto
L'(t) = V' (¢). (1.3.1)

o4

Nyni se znovu zamé&fime se na zménu mnoZstvi léku v Case, tedy na L' a provedeme stej-
nou tvahu jako v pfikladu 1.3.20, kde rychlost doddvani 1éku v infuzi odpovida necistoté
v pfitékajici vodé. Zjistime, Ze

L'(t) = P —ky(t). (1.3.2)
Dame-li dohromady obdrZené rovnice (1.3.1) a (1.3.2) obdrzime jednoduchou tpravou vy-
slednou rovnici

Vy'(t) = P —ky(t),
v () =+~ Ty(0).
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I. 4. Bernoulliova diferencialni rovnice
Definice 1.4.1.

Rovnice ve tvaru

V+fxy=gx)y", n#0,n#1, nek

se nazyva Bernoulliova rovnice.

Pozndmka 1.4.2. Pfi feSeni Bernoulliovy rovnice ji nejdfive vydélime ¢lenem y" (pro n>0 je
také y = 0 jejim fesenim). Zavedenim substituce z = y' =" obdr#ime LDR 1. ¥4du

2= (1-n)[g(x) - f(x)z],

kterou jiz vyfesime dfive uvedenym postupem.
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Ptiklad 1.4.1.

Vyfteste diferencidlni rovnici

Regeni. Jednd se o Bernoulliovu rovnici s n = 3. Rovnici nejdifve upravime tak, aby na
pravé strané rovnice nebylo zadné v, tj. za pfedpokladu y # 0 podélime vyrazem y°. Pak

dostdvame
y 2 1
) 27 43
y- Yy x
; . . 2y’ y y .  £Tom s
Nyni zavedeme substituci z = yl—z Potom z' = —y%, z ¢ehoZ dostaneme diferencidlni rov-
nici
, 4z 2
z=—-=
X oox
Toto je jiz linearni diferencidlni rovnice, jejiz feSenim (ur¢enym pomoci nékteré z metod

z Kapitoly I. 3) je funkce

1
Z=CX4+@, CelR

Zpétnym dosazenim obdrZzime obecné feSeni ptivodni diferencidlni rovnice

3x2
2
= sem CeR,
T
coz jesté mhiZeme upravit do tvaru
3
- CeR.

-4
4 V9Cx6 +3

Béhem vypoctu jsme také vyloudili funkci y = 0, kterd je feSenim zadané diferencialni rov-
nice (jak se l1ze snadno pfesvédcit pifimym dosazenim). OvSem toto feSeni neni zahrnuto v
obecném feseni (nelze jej ziskat Zddnou volbou konstanty C), proto vSechna feSeni zadané
diferencidlni rovnice jsou

3x

=0 a =4t —, C e
4 4 VI9Cx6 +3
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Ptiklad 1.4.2.

Reste nasledujici rovnici

Y +y =2y

Regeni. Rovnici vyndsobime y_% (za pfedpokladu y # 0) a dostaneme
P S |
yy *+y 2=x
Vidime, Ze funkce y(x) = 0 je feSenim rovnice, proto ho musime na zavér zohlednit. Déle

pouZzijeme substituci
1

z=ylTi=y, 2= zy’%y’-
Odtud
27 +z=x.
Integraéni faktor je p(x) = e/ 1dx — o3, proto
1 X X
/ A
4+ z== /-e2
+2 2 /
7 e +lze% — L3
2 2
x\/ X x
Zef) = —e2
(z8) =3
x X x u=% =1
zezz/—e2dx: LA 2| =
2 vV =e2 v=2e2
—xeZ— [e? dx=xe? —2e? ¢

Tedy feSenim rovnice je

y=0, Jy=x-2+Ce 2, CER.
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Ptiklad 1.4.3.

Reste nasledujici rovnici
2y 4 ox 3

/ [
y+x— xte .

Reseni. Rovnici vydélime vy za pfedpokladu nenulovosti. Aviak y = 0 je feSenim rovnice,
proto jej musime na zavér zohlednit. Na upravenou rovnici

! 2
y- Yy

aplikujeme Bernoulliovu substituci

i y—Z’Z/ — _2]/—3]//.

Dostaneme tak linedrni diferencidlni rovnici prvniho fddu

1, 2 ]
—zz'+;z:—x et /-(-2)

4
7 — 2z =2x%e",
X

4
v xr ‘s v - — o) 3dx — s—4In|x| — 1
kterou vyfesime pomoci integra¢niho faktoru u(x) = e Jrde —e I+l = ]2

z/ z

_ x
AT
z\' X
(F) =2e
Z x X
FzZ/e dx =2e 4+

z = x*(2e" +0).
Tedy feSenim rovnice jsou funkce

y=0, x*2e"+C)y*=1, CcR
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74 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.4.4.

Reste ndsledujici rovnici
y —2xy = 2x%2.

Reseni. Rovnici upravime (pro y # 0, coZ je feSeni, které na zavér zohlednime)

/
2x
y—z — = =28
vy
a substituci z = y~!,z' = —y 2y ptevedeme na
/ _ 3
Z +2xz = —2x°.
Integraénim faktorem ju(x) = e/ ¥4 = ¢** yyfesime
2 2 2
Z'e¥ +2xze" = —2x°e"

2\/ 2
<z er ) = —2x3¢"
t = x2

dt = 2xdx

u=t u =1
t

v=e¢e

=—tel+el+c=(1 —xz)ex2 +c

)
z=1-x*+ce ™.
Tedy feSnim rovnice jsou funkce

y=0, y= (1—x2+Ce_"2>_1, CeR.
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1. 4. Bernoulliova diferencidlni rovnice 75

Ptiklad 1.4.5.

Reste nasledujici rovnici
xy' +y=y*Inx.

Regeni. Upravime za piedpokladu y # 0 (co? je FeSeni, které na zavér zohlednime)

/
%—i—lzlnx.
Y

/
Substituci z = i,z' = —5—2 dostaneme

—Zx+z=Inx /:(—x)

,  Z Inx
z——=——.
X X
Integra¢ni faktor je p(x) = ef —xdx = g=Inlx| = x~1, proto
In x
Zx -zt = ——r
X
<Zx 1)’ _Inx
= -
Inx u=Inx u =1
Zx_l__/_zd r_ 1 b=
Inx 1 Inx 1
:——/—2d = —+-+c
X X X

z=14+Inx+ cx.

Regenim jsou funkce
y=0, y(I+Inx+Cx)=1, CeR
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76 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.4.6.

Reste nasledujici rovnici

/ Xy
y+1_x2—x\/]_/.

Reseni. Pro y # 0 (coz je feSeni, které na zadvér zohlednime) lze psat

1
1, —% Xy _
Yy *ri—a=*

Lo 1 1
a substituci z = y2,z’ = Jy =2y’ dostaneme

xz
-2 °
Xz«
-+ 2

27 +

z +

. 1= —lin|1—x2 1
Integraénim faktorem u(x) = 2/ T dy = e~il1—4 = (1 — x?)~1 pfevedeme na rov-

nici
Z1—x) iy T Fq )
-yt =T
/
(z(1—x2)—%) :%(1—x2)—%
t=1—x2
Z(l—xz)‘ll:/ 1 X = X =
2v1 —x2 dt = —2xdx
_ 111
[—— — = —_—— ?:
1) 13
1 3
= __(1—x%)1
La-) e

Tedy feSenim jsou funkce

y=0, y:<C\4/1—x2—%>2, CeR
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1. 4. Bernoulliova diferencidlni rovnice 77

Ptiklad 1.4.7.

Reste ndsledujici rovnici

Regeni. Rovnici vyndsobime y a dostaneme
2
o _x
AT Y

kterou substituci z = y?,z' = 2yy’ pfevedeme na rovnici

z/ Xz x
R S )
2 a1 2 /
P
x2 —1
. . —[*-d IR
s integra¢nim faktorem u(x) = e J 754 _ g=fmnfx?-1] :ﬁ
z/ B Xz B x
-1 (x2-1)32 (/x2 7
( z >’_ x
x2—1 x2—1
z _/ X geo t=x2-1]
VaZ—1 ) VaZ—1 7 |dt =2xdx
L[ 1 2
e LY. [ -
2/ 27T e

=vVx2—1+c
z=x*—1+4cVx2—1.

Regenim je funkce
Y¥=x*-1+CVx2-1, CeR
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78 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.4.8.

Reste nasledujici rovnici
2
—X

y—xy=—ye

Regeni. Za predpokladu nenulovosti rovnici vydélime > (pfi¢emZ y = 0 je feend, které na
zaveér zohlednime)

VX _ e
3 2
vy
a substituci z = y 2,2’ = —2y 3y’ pfevedeme na rovnici

7 4 2zx =2 %,
kterou Fesime pomoci integra¢niho faktoru p(x) = e/ 2¥dx — ¥’
7 e +2xze" =2

x2 !
(ze ) =2
ze¥ = /2dx:2x—|—c
z=(2x+c) e ¥

Resenim jsou funkce
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1. 4. Bernoulliova diferencidlni rovnice 79

Ptiklad 1.4.9.

Reste nasledujici rovnici
3x%y +xy =y 2

Regeni. Vynasobenim y? a vydélenim 3x? dostaneme

1o W
YV T3 T e

Substituce z = 3,2’ = 3y*y’ vede na rovnici

TR
Z+ - = .
xz
. ‘o . 1 ) y .
Pfislusny integrac¢ni faktor je p(x) = el xdx = enlrl = |x| = +x. Odtud mame dvé rovnice
Z’x+z=1a—z/x —z=—1 které splynou v rovnici
1
/
zx) = —
(2) =

1

zx:/;dx:ln|x|+c

In|x|+c¢
z=—",

x
Redenim je funkce
3 Infx|+C
y ="

CeR.
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80 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.4.10.

Reste nasledujici rovnici

4
y' = VTV

Reseni. Za piedpokladu nenulovosti rovnici vydélime /¥ (ptitemz y = 0 je feSeni, které
na zavér zohlednime)

y 4

W - ;\/y = X.

Substituce z = | /y,z’ = ﬁgy’ vede na rovnici

4
27 — 2z = 12
2 z=x /
Z,_2 X

xT 2

. .. _r2 _ _
s integratnim faktorem p(x) = e Jedx — g—2Inx| — 5—2

Zx72 —2x 3z = —

(ex?) =

2x
1 1
72— _ _= —
zXx _/Zxdx 21n]x]—|—c

z= xz(ln\/m+c).

ReSenim jsou funkce

2
y=0, y=x4<ln\/|x|+C) , CeR.

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



1. 4. Bernoulliova diferencidlni rovnice 81

Ptiklad 1.4.11.

Reste ndsledujici rovnici

2
ay b
ydy:(?—l—;)dx, €l7é0
Reseni. Rovnici upravime
2
, ay= b
Wt e
a zavedeme substituci z = y?,z’ = 2yy/’
zZ az b
2 22 /2
, 2az 2b
7 —— ==
x2  x?

: < - — [ & dx 20
s integraénim faktorem p(x) =e /27" =e¥x

, 2 20z 2 2b

zZex —Fex = ;ex

2\ 2b
(Zex) = —ex

xz
a 1 a t:z—a
ze2x:2b/—e2xdx: 5‘ =
x?2 dt = -2 dx
2b b 2
:——/et dt = —— X +c
2a a
2
z=——+4ce .
a

ReSenim je funkce
2a

yz-l—Z:Ce_x, CeR
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82 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.4.12.

Reste ndsledujici rovnici
xy' +2y+ et =0.

Regeni. Za ptedpokladu nenulovosti rovnici vydélime xy® (pficemZ y = 0 je feSeni, které

na zavér zohlednime)

/
2
y - x4 e¥
U
Substituce z = y~2,z' = —2y 3y’ vede na rovnici

7 =-2 —x4ex—2—z
X

4
7 =2x*e* +—Z
X

. . 4 _ _
s integraénim faktorem p(x) = e Jxdx — g=4Injx| _ y—4

Zx ™ —4x 0z = 2"

/
(zx"l) =2¢"
zxt =2e" +c
z=x*(2e* +c).
Resenim jsou funkce
1

y=0, y2:x4(2ex—|—c), CeR

© Petr Hasil & Petr Zemanek

21. ¥fjna 2020



1. 4. Bernoulliova diferencidlni rovnice 83

Ptiklad 1.4.13.

Reste ndsledujici rovnici

/_z: 2 o
y - Ty snx

Regent. Za ptedpokladu nenulovosti rovnici vydélime y? (pfi¢emZ y = 0 je feent, které na

zaveér zohlednime)
/

y—z — — =sinx.
y- Xy
Substituce z = y~1,z’ = —y 2y’ vede na rovnici
/ Z .
zZ = — (- +sinx
X
r, “ .
Z +— = —sInx
X

. v s 1
s integraénim faktorem p(x) = of xdx — olnlx[ — 4

Zx4+z=—xsinx
/ .
(zx)" = —xsinx

ZX = xCcosx —sinx +c¢

sinx ¢
Z = COSX — -
X
ReSenim jsou funkce
1 C sin x
y=0, —=—+cosx— , CeLR.
y o x X
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84 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

diferencialnich rovnic

Pozndmka 1.5.1. U diferencidlnich rovnic 1. ¥4du, v nichZ se proménna x vyskytuje pouze
v prvni mocniné a hledana funkce y se vyskytuje v argumentu elementdrnich funkci, je
mozné uzit tzv. metodu zdmény proménnijch. Pak hledame feSeni ve tvaru x(y) a rovnici

P AVARA

prevedeme na nékterou z téch, jejiZ feSeni umime explicitné urcit.
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I. 5. Metoda zdmény proménnych pii feSeni diferencidlnich rovnic 85

Ptiklad 1.5.1.

Vytesme diferencidlni rovnici

ydy — (x + y*siny) dx = 0.

Reseni. Jednoduchou tipravou dostaneme diferencidlni rovnici

/ Yy

I = x + y?siny’

ktera ovSem neodpovida Zadnému z pfedchozich typli. Zdménou proménnych dostaneme
diferencialni rovnici
dx x .
d_y = ? + ysiny,
coz je linedrni diferencidlni rovnice. S pouZzitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3 dostaneme
reSeni
x = —ycosy+ Cy, CeRR

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



86 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.5.2.

Reste nasledujici rovnici

s

Reseni. Zaménou proménnych dostaneme diferencidlni rovnici

1 1 )
x! :2x—y2' . ¥ =2x —y?,

kterou vyfe$ime pouZitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3. Dostaneme feSeni

2

_y .y, 1 2y
x—2+2+4+Ce, CeR.
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I. 5. Metoda zdmény proménnych pii feSeni diferencidlnich rovnic 87

Ptiklad 1.5.3.

Reste nasledujici rovnici
r_ Yy
C 2ylny+y—x

y

Reseni. Zaménou proménnych dostaneme diferencidlni rovnici
x
X' =2lny+1-75,
Yy
kterou vyfesime pouzitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3. Dostaneme fesSeni

x:ylny—!—%, CelRk
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88 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.5.4.

Reste ndsledujici rovnici
. -1
Y =(eY—x) .

Reseni. Zdménou proménnych dostaneme diferencidlni rovnici
x =e ¥ —x,
kterou vyfesime pouZzitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3. Dostaneme feSeni

x=(C+y)e, CeR.
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I. 5. Metoda zdmény proménnych pii feSeni diferencidlnich rovnic 89

Ptiklad 1.5.5.

Reste ndsledujici rovnici

(x+y)dy =ydx +ylnydy.

Reseni. Jednoduchou tpravou dostaneme diferencidlni rovnici

(x+y—ylny)dy = ydx,

tedy
G| —Iny=x
y 7

kterou vyfeSime pouzitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3. Dostaneme feSeni

2
x:ylny—ylnTy—l—Cy, CelR
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90 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.5.6.

Reste nasledujici rovnici

Reseni. Jednoduchou tpravou dostaneme diferencidlni rovnici

VIS
y X
tedy
2
xx' — = =},
y

kterou vyfesime pouZitim substituce z = x2. Dostaneme fe$eni

P +yPy?—-C) =0, CeR
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I. 5. Metoda zdmény proménnych pii feSeni diferencidlnich rovnic 91

Ptiklad 1.5.7.

Reste nasledujici rovnici
2ydx + xdy = 2°dy.

Reseni. Jednoduchou tipravou dostaneme diferencidlni rovnici

3 _
x,:2y x,
2y
tedy
ry X 2
x+2y vy,

kterou vyfesime pouZitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3. Dostaneme feSeni

2, C
x=>y+—, CeR

v
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92 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

I. 6. Exaktni diferencialni rovnice
Definice 1.6.1.

Diferencidlni rovnice
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

se nazyva exaktni diferencidlni rovnice, jestlize plati

OM(x,y)  ON(x,y)
dy ox

Pozndmka 1.6.2. Re$enim exakini diferencialni rovnice je ve tvaru
F(x,y) =C,

kde F je tzv. kmenovd funkce splitujici nasledujici identity

oF(x,y) oF(x,y)
ax _M(x/y) a ay _N(x/y)’

z ¢ehoZ lze postupnou integraci ziskat feSeni. Pro exaktni rovnici s poc¢dte¢ni hodnotou

y(x0) = yo lze psét

X

F(x,y) — / M(t,y)dt + [ N(xo, t)dt.

X0 Yo

Pozndmka 1.6.3. V n&kterych pfipadech je nutné rovnici M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 vy-
ndasobit tzv. integracnim faktorem, aby byla exaktni. Integratni faktor mtize byt tvaru m(x)
nebo n(y), pfi¢emz plati

Nx - My

M, — N
lnm(x):/%dx a Inn(y) = Tdy.
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1. 6. Exakini diferencidlni rovnice 93

Ptiklad 1.6.1.

Vytesme diferencidlni rovnici

y(1+xy)dx—xdy =0

Regeni. Tuto diferencidlni rovnici budeme fesit jako exaktni. PoloZme proto M(x,y) =
y(1+xy) a N(x,y) = —x. Snadno se piesvéd¢ime, Ze My(x,y) # Nx(x,y), coZ zna-
mend, Ze musime najit vhodny integra¢ni faktor, ktery nam diferencidlni rovnici pfevede

na exaktni. Proto uréime

-

y(1+xy)
tj. hledany integralni faktor je funkce n(y) = % Vynédsobenim rovnice timto vyrazem
dostaneme 1
+xydx—£2dy20,
Yy Yy
které jiz je exaktni s M(x,y) = ]l/ +xaN(x,y) = —y%. Pfi hledani integratniho faktoru

jsme také mohli druhy vyuzit vy$e uvedeny vzorec pro funkci m(x), ale ndmi zvoleny
integra¢ni faktor je jednodussi. Urc¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

F(x,y) = —/%dy = g—i—C(x).

Yy
Zbyva uréit funkci C(x). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu % = M(x,y) obdr-
Zime
2
C'(x) = x, tj. C(x) = 5 +C, CeR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice 1ze tedy vyjadtit ve tvaru

§+x—:c, CeR
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94 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.6.2.

Reste nasledujici rovnici

(y* — 1)dx + (2xy + 3y)dy = 0.

Reseni. Méme M(x,y) = y*> —1a N(x,y) = 2xy + 3y. Protoze My(x,y) = Ni(x,y), jde o
exaktni rovnici. Uré¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

F(x,y) = /y2 —1dx = xy> —x + C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %’;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

. 3
C'ly) =38y, 4 Cly)=5v"+C, CER
Reseni zadané diferencialni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

xyz—x—l—%yzzc, CeR.
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1. 6. Exakini diferencidlni rovnice 95

Ptiklad 1.6.3.

Reste nasledujici rovnici
2xdx + 2ydy = 0.

Reseni. Mdme M(x,y) = 2x a N(x,y) = 2y. Protoze My(x,y) = Ny(x,y), jde o exaktni
rovnici. Uréime tedy kmenovou funkci, tj.

F(x,y) = /Zxdx = x>+ C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %ﬁ;’y) = N(x,y) obdr-
Zime
C'ly)=2y, 4 Cly)=y"+C, CeR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadtit ve tvaru

P +yr=C, CeR
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96 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Piiklad 1.6.4.

Reste nasledujici rovnici
2e%

3V/x

dx +2Vx2e¥ dy = 0.

Reseni. Mame M(x,y) = % a N(x,y) = 2v/x2e%. Protoze My(x,y) = Ny(x,y), jde o

3
exaktni rovnici. Uré¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

2e%

F(x,y) = 375

dx = e¥ Va2 4+ C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %’;’y) =

Zime
C'(y) =0, . C(y) =C, CeR.

Reseni zadané diferencialni rovnice 1ze tedy vyjadfit ve tvaru

eV/x2=C, CER.

N(x,y) obdr-

© Petr Hasil & Petr Zemanek
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1. 6. Exakini diferencidlni rovnice 97

Ptiklad 1.6.5.

Reste ndsledujici rovnici

(xcos2y + 1)dx — x*sin2y dy = 0.

Reseni. Mame M(x,y) = xcos2y + 1 a N(x,y) = —x?sin2y. Protoze My (x,y) = Nx(x,y),
jde o exaktni rovnici. Uré¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

2
F(x,y) = / —x%sin2ydy = x? cos2y + C(x).
Zbyva uréit funkci C(x). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu % = M(x,y) obdr-
Zime
C'(x)=1, . C(x)=x+C, CeR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

1 2C — 2x

== , CeR.
y = 5 arccos — €
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98 I. Obycejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.6.6.

Reste nasledujici rovnici

(e +ye* +3x?)dx = (2 — xe¥ —e¥)dy.

Reseni. Méme M(x,y) = e’ +ye* +3x% a N(x,y) = —(2 — xe¥ —e¥). Protoze M, (x,y) =
Ni(x,y), jde o exaktni rovnici. Ur¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

F(x,y) = /ey +ye” +3x%dx = xe¥ +ye* +2° 4+ C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %’;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

C'(y)=—-2, . Cly)=-2y+C, CEeR

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

C=xe’+ye’ +x° -2y, CeR.
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1. 6. Exakini diferencidlni rovnice 99

Ptiklad 1.6.7.

Reste ndsledujici rovnici

sinydx + [(x 4+ 1) cosy — ysiny] dy = 0.

Reseni. Mame M(x,y) = siny a N(x,y) = (x + 1)cosy — ysiny. Protoze My(x,y) =
Ny (x,y), jde o exaktni rovnici. Ur¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

F(x,y) = /sinydx = xsiny + C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

C'(y) =cosy —ysiny, 4. C(y) =ycosy+C, CeR

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

C = xsinx + ycosy, CeR.
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100 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.6.8.

Reste ndsledujici rovnici
1 y 1 2xy -
(y2+1 xz)dH (x (y2+1)2) =0

Regeni. Mame M(x,y) = yzlﬁ —%aN(xy) = 1 (yzz%)z Protoze My (x,y) = Nx(x,y),

jde o exaktni rovnici. Ur¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

_ 1 Y4 X y
F(x,y)_/yz—i-l 2=ty T

Zbyva urtit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

C'(y)=0, t.Cy)=C, CeR

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

X y
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Ptiklad 1.6.9.

Reste ndsledujici rovnici

)dx+ Y dy=0.

1
(arctgy + 211 1+ yz

Regeni. Mame M(x,y) = arctgy + le_H aN(x,y) = # Protoze My(x,y) = Nx(x,y), jde

o exaktni rovnici. Ur¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

1
F(x,y) = /arctgy—l—xz—_i_ldx:xarctgy-l-arctgx—l—C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

C'(y)=0, t.Cly)=C, CEeR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadtit ve tvaru

C = xarctgy + arctg x, CeR.
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Ptiklad 1.6.10.

Reste nasledujici rovnici

(2x cos? y)dx + (2y — x*sin2y)dy = 0.

Reseni. Mame M(x,y) = 2xcos®y a N(x,y) = 2y — x*sin2y. Protoze My(x,y) = Nx(x,y),
jde o exaktni rovnici. Uréime tedy kmenovou funkdi, tj.

F(x,y) = /Zxcoszydx = x?cos’y + C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %’;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

C'(y) =2y, t. Cy) =y* +C, CeR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

y? + x?cos’y = C, CeR
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Ptiklad 1.6.11.

Pomoci integrac¢niho faktoru feste ndsledujici rovnici

x? — 3y%)dx + 2xydy = 0.
Y yay

Reseni. Méame M(x,y) = x> —3y?> a N(x,y) = 2xy. Protoze My(x,y) # Ny(x,y), nejde o
exaktni rovnici, coZ znamena, Ze musime najit vhodny integrac¢ni faktor, ktery nam dife-

rencidlni rovnici pfevede na exaktni. Proto urc¢ime

Inm(x) = /—6y——2ydx = —4In x|,

2xy
tj. hledany integra¢ni faktor je funkce m(x) = % Vynasobenim rovnice timto vyrazem
dostaneme L3y 2
(;—F> dx+de:0,
kterd jiz je exaktni s M(x,y) = é - 3x—]{12 aN(xy) = i—z, tj. My(x,y) = Nx(x,y). Uréime

tedy kmenovou funkci

Zbyva uréit funkci C(x). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu % = M(x,y) obdr-

Zime 1 1
!/ . —
C(x):p, t. C(x)——;-i—C, C eR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice 1ze tedy vyjadtit ve tvaru

y? = Cx° + &%, CeR.
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Ptiklad 1.6.12.

Pomoci integrac¢niho faktoru feste ndsledujici rovnici

2xyInydx + (x2+y2 y2+1> dy = 0.

Reseni. Méme M(x,y) = 2xyInya N(x,y) = x> +y2\/y? + 1. Protoze My (x,y) # Nx(x,y),
nejde o exaktni rovnici, coZ znamend, Ze musime najit vhodny integrac¢ni faktor, ktery ndm
diferencidlni rovnici pfevede na exaktni. Proto uré¢ime

2x —2x1Iny — 2x
Inn(y) = / 2xy lnyy dy =In

1

7

tj. hledany integra¢ni faktor je funkce n(y) = % Vynésobenim rovnice timto vyrazem do-
staneme

2
2xInydx + (x? +y yz—i—l) dy =0,

L oeen - , 2 .
kterd jiz je exaktni s M(x,y) = 2xIlny a N(x,y) = v yvVy*+ 1, 4. My(x,y) = Nx(x,y).
Urc¢ime tedy kmenovou funkci

F(x,y) = /lenydx = x*Iny + C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu —aFgfc’y ) =N (x,y) obdr-
Zime .
C'y) =yyv*+1, 4. C(y):§(y2+1)%+C, CeR.

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

1 3/2
C=xmy+5(+1), CeR
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Ptiklad 1.6.13.

Pomoci integrac¢niho faktoru feste ndsledujici rovnici

<6?y - 6]/2) dx + (3 —4xy)dy = 0.

Reseni. Mame M(x,y) = % —6y2 a N(x,y) = 3 — 4xy. Protoze My(x,y) # Nx(x,y),
nejde o exaktni rovnici, coZ znamend, Ze musime najit vhodny integrac¢ni faktor, ktery ndm
diferencidlni rovnici pfevede na exaktni. Proto uré¢ime

S 12y +4
]nm(x) :/363_—]19;;]/(1)6:2111|x’,

tj. hledany integra¢ni faktor je funkce m(x) = x2. Vyndsobenim rovnice timto vyrazem

dostaneme
<6xy — 6x2y2) dx + <3x2 — 4x3y> dy =0,

kterd jiz je exaktni s M(x,y) = 6xy — 6x%y* a N(x,y) = 3x* — 4x%y, tj. My(x,y) = Nu(x,y).
Uré¢ime tedy kmenovou funkci

F(x,y) = /6xy — 6x2y? dx = 3x%y — 2x°y* 4 C(y).

Zbyva urdit funkci C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu %;’y) = N(x,y) obdr-
Zime

C'(y)=0, t.C(y)=C, CeR

Reseni zadané diferencidlni rovnice 1ze tedy vyjadfit ve tvaru

C = 3x%y — 223y, CeR
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Ptiklad 1.6.14.

Pomoci integrac¢niho faktoru feste ndsledujici rovnici

ydx + <2xy — e_2y> dy = 0.

Reseni. Méme M(x,y) = y a N(x,y) = 2xy — e~ . Protoze My(x,y) # Ny(x,y), nejde o
exaktni rovnici, coZ znamend, Ze musime najit vhodny integrac¢ni faktor, ktery ndm dife-
rencialni rovnici pfevede na exaktni. Proto ur¢ime

— 2y
Inn(y) = /Mdyzln =,
Yy
tj. hledany integra¢ni faktor je funkce n(y) = % Vyndsobenim rovnice timto vyrazem

dostaneme
e dx + (Zx e —%) dy =0,

kterd jiZ je exaktni s M(x,y) = e% a N(x,y) = 2xe% —%, tji. My(x,y) = Nx(x,y). Uréime
tedy kmenovou funkci
F(x,y) = /ezy dx = xe? +C(y).
Zbyva urdit funkei C(y). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu W = N(x,y) obdr-
Zime
C'ly)=--, 4. Cly)=—-Inly|+C, CeR

Reseni zadané diferencidlni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru

C=xe?—Inly|, CelR.
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I. 7. Clairautova diferencialni rovnice
Definice 1.7.1.

Diferencidlni rovnice ve tvaru
y=xy' +g(y)

se nazyva Clairautova diferencidlni rovnice.

Pozndmka 1.7.2. Pti feSeni nejdfive zavedeme substituci y’ = p. Derivovani podle x zis-

_ dg\ dp

kédme

Pokud % =0,pakp = C, C € R, tedy obecné feSeni je tvaru
y = Cx+g(C).
Pokud x + g—i = 0, obdrzime parametrické feseni

x=-¢(p) & y=-pg(p)+gp).
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Ptiklad 1.7.1.

Vytesme diferencidlni rovnici

y=xy +2+ (')

Reseni. Ze zaddani je snadno vidét, Ze se jednd o Clairautovu diferencidlni rovnici. Zave-
deme proto substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme

p=xp' +p+3p7p
coZ po upraveé dava

dp

Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:

* bud % =0, pak p = C pro C € R a mdme obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru

y:Cx+2+C3, CeR,

* nebo x + 3p? = 0, coz d4va dalsi feseni, které je vyjadfené parametricky jako
x=-3p% y=xp+2+p°.

Pokud se pokusime vyloucit parametr (u Clairautovych diferencidlnich rovnic to je
obvykle relativné snadné) dostaneme toto feSeni explicitné

2
y=2+ §x\/ —3x.
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Ptiklad 1.7.2.

Reste ndsledujici rovnici

y=xy' + ()"

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme

p=p+xp +2pp

coZ po upraveé dava
0= (x+2p) dp
dx’

Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:

* bud % = 0, pak p = C pro C € R a mame obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru
y=Cx+C?, CcR,

e nebo x + 2y = 0, coZ dava dalsi feSeni, které je vyjadfené parametricky jako
p Jevy] p Y]

x=-2p, y=-p~

Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni explicitné
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Ptiklad 1.7.3.

Reste nasledujici rovnici
y = xy +siny’.

Regeni. Zavedeme substituci ' = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme
p=p+ap +pcosp
coZ po upraveé dava 4
0= (x+cosp) d—Z
Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:
* bud % = 0, pak p = C pro C € R a mame obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru

y = Cx +sinC, CeR,

PEA

* nebo x + cos p = 0, coz dava dalsi feSeni, které je vyjadfené parametricky jako
X = —cosp, Y= —pcosp+sinp.
Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni explicitné

y = (m—arccosx)x + /1 — x2,
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Ptiklad 1.7.4.

Reste ndsledujici rovnici

xy —y=Iny.

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme

/

p=p+xp +L
p
coZ po upraveé dava
_ 1) dp
0= (x-3) &

Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:

* bud % =0, pak p = C pro C € R a mdme obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru

y=Cx—-InC,

1_

. nebox—p

xX=-,

y=1-

Cc>0,

0, coz dava dalsi feSenti, které je vyjadiené parametricky jako

Inp.

Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni explicitné

y=1+Inx.
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Ptiklad 1.7.5.

Reste nasledujici rovnici

I

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme

/

_ p
Al v

coZ po uprave dava

Mohou tedy nastat dvé moznosti:

* bud % =0, pak p = C pro C € R a mdme obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru

1
y—Cx—i_E/ CE:[RI

e nebo x — 51, = 0, coz déva dalsi fedent, které je vyjadiené parametricky jako
2p

1ot
_2p2, y_p

Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni jako

y? = 2x.
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Ptiklad 1.7.6.

Reste nasledujici rovnici
/
y=xy'+y +e.

Regeni. Zavedeme substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme
p=p+ap'+p+pe

coZ po upraveé dava
dp
0= 1+ef) —=.
(x+1+eP) e

Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:

* bud % = 0, pak p = C pro C € R a mame obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru

y=Cx+C+e“, CER,

* nebo x +1+ef = 0, coz dava dalsi feSeni, které je vyjadfené parametricky jako
x=—-1—¢ef, y=ef(1-p).
Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni jako

y=x+1)In(-1—x) —x—1.
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Ptiklad 1.7.7.

Reste nasledujici rovnici

y=xy —a\/1+y2, acR".

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme

p=p+xp' - a%(l +p7) " 22pp

coZ po upraveé dava

Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:

* bud % = 0, pak p = C pro C € R a mame obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru

y=Cx+aV1+C? CeR,

P __ =0, coz dava dalsi fesent, které je vyjadfené parametricky jako

* nebo x —
V1+p?

2
ap ap /
X=——, y=——=—ay/1+p>
NS N e P
Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni jako

y=—Va>—x2
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Ptiklad 1.7.8.
Reste nasledujici rovnici

y — xy/ _ 3]//3

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme

p=p+xp —9p°p
coZ po upraveé dava

0= (x—9p2> %

Mohou tedy nastat dvé mozZnosti:

* bud % = 0, pak p = C pro C € R a mame obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru
y=Cx—3C%, CEcR,

A

* nebo x — 9p? = 0, coz dava dalsi feSeni, které je vyjadfené parametricky jako

2

x=9p%, y=9p°—3p°.

Pokud vylou¢ime parametr dostaneme toto feSeni jako

\OIN
[NTIe

y = £5x2.
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I. 8. Lagrangeova diferencialni rovnice

Definice 1.8.1.

Lagrangeova diferencidlni rovnice (nebo téZ d’Alembertova diferencidlni rovnice, p¥ipadné
Lagrangeova—d’Alembertova diferencidlni rovnice) je diferencidlni rovnice ve tvaru

y=fy)x+gW).

Pozndmka 1.8.2. P¥i feSeni nejdfive zavedeme substituci y’ = p. Derivovani podle x zis-

kédme

p=Fp)+ D) SO 6 p—f) = [ () + 5 ()]

Pokud x # f(p), pak

dx _ _filp) ., &)
dp p=flp) p—flp)
je LDR 1. fadu. ReSeni Lagrangeovy rovnice je potom popsano parametricky rovnicemi

x=¢(p), y=fpelp)+gp).

Pokud pro né&jaké hodnoty pg plati po = f(po), je funkce y = xf(po) + g(po) také FeSenim
Lagrangeovy rovnice.
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Priklad 1.8.1.
Vytesme diferencidlni rovnici

y=2xy' —(y)

Regeni. Jedna se o Lagrangeovu diferencialni rovnici, proto zavedeme substituci ¥’ = p a
derivovanim obou stran rovnice dostaneme
dx

dp

dx
=2p+2 3p* .
p=2p+2x p dp
Kterou za pfedpokladu p # 0 mizZeme pfepsat jako linedrni diferencidlni rovnici

dv  ov
dp p

3;93,

jejimz feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linedrni rovnice je funkce

x—é 2+£
_4p p2'

CeR
Pokud toto vyjaddieni dosadime do vztahu y = 2xp — p®, dostaneme obecné feseni zadané
diferencidlni rovnice vyjadfené parametricky

3 C > 2C

x:—pz—i——2 & yzp——l——, CeR.

& 2.7
Volba p = 0 odpovidd y = C, coZ po dosazeni do zaddni dav4, Ze nutné C = 0. Mame
tedy jesté partikuldrni feSeni y = 0, které neni zahrnuto do obecného feSeni. Pozname-
nejme jesté, Ze tentokrat jiz neni tak snadné vyloucit parametr p. Nicméné to mozné je
(ale potfebnd metoda znacné prekracuje ramec tohoto textu) a obecné feSeni lze vyjadfit
v implicitni podobé

(27y* — 16x%)y? + 16x(9y* — 4x>)C — 128x*C* — 64C> = 0.
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Ptiklad 1.8.2.

Reste nasledujici rovnici

y=x(y)+ ).

Regeni. Zavedeme substituci 4’ = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme
2 / 2./
p=p-+2ppx+3p7p,

tedy
_dx

) = 2
p(1=p) =3, (2px+3p").
Za predpokladu p # 0, p Z 1 mtZeme rovnici pfepsat jako

dx  2x _ 3p
dp 1-p 1-p’

jejimz feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linedrni rovnice je funkce

3 _ 3
5 —p +C
X = %, CeRR
(1-p)
Pokud toto vyjadfeni dosadime do vztahu y = xp? + p®, dostaneme obecné fegeni zadané
diferencidlni rovnice vyjadfené parametricky

3 _ .3 2 2
7 P +C p ( p )
x=—=————&y="———|(C+p—7%), CcCelRk

(1-p)? (1-p)? 2
Volba p = 0 odpovidd y = C, coz po dosazeni do zaddni dav4, Ze nutné C = 0. Mdme
tedy jesté partikuldrni feSeni y = 0, které neni zahrnuto do obecného feSeni. Volba p =1
odpovidad y = x 4 C, coZ po dosazeni do zadani dava C = 1. Mame tedy jesté partikularni
feSeni y = x + 1, které také neni zahrnuto do obecného feseni. Celkem
3 _

3 2 2
_ _ 5 —p+C . p p
=0 y=edem Sty =gl (o) cer
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Ptiklad 1.8.3.

Reste ndsledujici rovnici

y=x(1+y)+y)>

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme

p=1+p+p'x+2pp,

tedy
dx
—x—2p=—.
x—2p dp
Rovnici mtizeme piepsat jako
% +x=-2
dp -

jejimZ feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linearni rovnice je funkce
x=-2p+2+Ce’?, CelR.

Pokud toto vyjadfeni dosadime do vztahu y = x(1 + p) + p?, dostaneme obecné fegeni

zadané diferencidlni rovnice vyjadiené parametricky

x=-2p+2+Ce P &y=Ce ’(1+p)+2—-p>, CER
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Ptiklad 1.8.4.

Reste ndsledujici rovnici
y=2xy +Iny.

Reseni. Zavedeme substituci ' = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme

/

p=2p+2px+ 7,
p
tedy
—P% =2x+ —
dp p

Protoze p # 0, mlizeme rovnici pfepsat jako

dx 2x 1

dp - p P
jejimZ feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linedrni rovnice je funkce

1 C
x=—=+

p P

Pokud toto vyjadfeni dosadime do vztahu y = 2xp + In p, dostaneme obecné feSeni za-

CelR.

dané diferencidlni rovnice vyjadiené parametricky

1 C 2C
X= -+ ~&y=-2+"41lnp, CER.
p p P
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Ptiklad 1.8.5.

Reste ndsledujici rovnici

y— () (x+1)=0.

Regeni. Zavedeme substituci 4’ = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme
p=2pp'x+p*+2pp,

tedy
%

p(1=p) =3, (2px+2p).
Za predpokladu p # 0, p Z 1 mtZeme rovnici pfepsat jako

dx 2x 2

dp 1-p 1-p

7

jejimz feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linedrni rovnice je funkce

C
12 "

Pokud toto vyjadfeni dosadime do vztahu y = p?(x + 1), dostaneme obecné feseni zadané

X = Cel.

diferencidlni rovnice vyjadfené parametricky

(p—1) SRR
Volba p = 0 odpovidd y = C, coZ po dosazeni do zaddni dav4, Ze nutné C = 0. Mdme
tedy jesté partikularni feSeni y = 0, které neni zahrnuto do obecného feSeni. Volba p =1
odpovidd y = x + C, coz po dosazeni do zaddni dava C = 1. Mame tedy jesté partikuldrni
feSeni y = x + 1, které je zahrnuto do obecného feSeni pro C = 0. Celkem
C Cp?

=0, x=—-"1&Yy="——F3,
! SRRCEE

— CcR.
(p—1)>
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Ptiklad 1.8.6.

Reste nasledujici rovnici

Reseni. Zavedeme substituci ' = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme

p=2p+2px— 1,
p
tedy
dp P>
Protoze p = 0 nevyhovuje rovnici, mtiZzeme rovnici pfepsat jako
de 2 1
dp - p P

jejimz feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linedrni rovnice je funkce

1 C

X = %, CeRR.
p

Pokud toto vyjaddieni dosadime do vztahu yp = 2xp? + 1, dostaneme obecné fegeni zadané

diferencidlni rovnice vyjadfené parametricky

x:w&yzzw_'_l, CeR.

p p P
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Ptiklad 1.8.7.

Reste nasledujici rovnici
2y(y +2) = xy™.

Reseni. Zavedeme substituci ¥’ = p a derivovanim obou stran rovnice a tpravou dosta-

neme
dx p+2

dp  «x ’

jejimZ fegenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této rovnice je funkce
x=(p+2)C, CeR.

Pokud toto vyjadfeni dosadime do vztahu 2y(p +2) = xp?, dostaneme obecné fegeni

zadané diferencidlni rovnice vyjadiené parametricky

x:(p+2)C&y:CTp2, CelR.
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Ptiklad 1.8.8.

Reste nasledujici rovnici

y+xy®+/1+y2=0.

Reseni. Zavedeme substituci y’ = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme

_1
p=—-p -3p°px—p'p(1+p*) 2,
tedy
dx  —3xp 1
dp " 1492 (11p2)f

ReSenim této linedrni rovnice je funkce

x=_CF , CelR.
(14+p?)

NI

Pokud toto vyjadieni dosadime do vztahu y + xp® + /1 + p2, dostaneme obecné Fegen{
zadané diferencialni rovnice vyjaddfené parametricky

_ C-p _ (p=0)p° / 2
X = &y =-~r—5 — /14 p?, Cel
(1+P2)% y (1+P2)% P
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Ptiklad 1.8.9.

Reste ndsledujici rovnici

y — zxy/ - y/Z.

Regeni. Zavedeme substituci 4’ = p a derivovanim obou stran rovnice dostaneme
p=2p+2p'x=2p'p,

tedy prop # 0
dx  2p—2x
dp P

ReSenim této linedrni rovnice je funkce

x:%p—l—%, CeR.

=

Pokud toto vyjadfeni dosadime do vztahu y = 2xp — p?, dostaneme obecné fegeni zadané

diferencidlni rovnice vyjadfené parametricky

@QIN

2
x=3ptp&y=25+45 CeR

Volba p = 0 odpovida y = C, coZ po dosazeni do zadani dav4, Ze nutné C = 0. Madme tedy
jesté partikularni feSeni y = 0, které neni zahrnuto do obecného feseni. A
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I. 9. Linearni diferencialni rovnice 7n-tého radu
s konstantnimi koeficienty

Definice 1.9.1.

Linedrni diferencidlni rovnice n-tého ¥ddu ma tvar
y(n) _|_ [11 y(n_l) _|_ az y(l’l—Z) _|_ e + an—ly/ —|— ﬂn]/ — f(x)

Pokud f(x) = 0 je rovnice homogenni, v opainém p¥ipadé je rovnice nehomogenni.

Pozndmka 1.9.2. Nejdfive musime ucit feSeni homogenni ¢asti. K tomu potfebujeme spoci-
tat koteny charakteristického polynomu

Mg A" P A2 g, A +a, =0.

KaZzdému k-ndsobnému redlnému kofenu odpovidd k partikuldrnich feSeni ve tvaru

M x| xfleM

Kazdé k-nasobné dvojici komplexnich kofenti A = « + i odpovida k dvojic partikularnich
reSeni ve tvaru

xk—l ¥

e** cos Bx, xe** cosBx, ..., cos fx,

e**sin Bx, xe**sin Bx, ..., k=1 et

sin fBx.
Regeni homogenni rovnice je potom souétem jednotlivych partikuldrnich feent, 4.
yu(x) = Cy1(x) + Coya(x) + - - - + Cayn (%),

kde Cy, ..., C; € Rjsou libovolné konstanty. Regeni nehomogenni rovnice mtiZzeme ziskat
pomoci metody variace konstant. Toto feSeni je potom tvaru

y(x) = Cr(x)y1(x) + Ca(x)ya(x) + -+ Cu(x)yn(x),

kde Cy(x), ..., Cy(x) jsou FeSeni systému

Ci(x)y1(x) 4+ -+ -+ C(x)yn(x) =0,
Ci(x)y1(x) 4 - - - + C(x)y,(x) =0,
CL 2 () + -+ Ly P (x) =0,

CLy V() 4+ Chyy (x) = flx).

Pokud je pravé strana ve tvaru tzv. kvazipolynomu lze pouZit i jednodussi postup. V tako-

vém pf‘ipadé je feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru
y=Cy+Cya+ -+ Calyn +Yp,

kde y, ziskdme v zévislosti na tvaru f(x).
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1. 9. Linearni diferencidlni rovnice n-tého fddu s konst. koef. 127

i) Pro nehomogenni ¢ast
f(x) = Qu(x) ™,
kde Qu(x) je polynom m-tého stupné, plati

Yp = xkém(x) eax’

kde k je nasobnost &isla & coby kofene charakteristického polynomu a Q,,(x) je poly-
nom nejvyse stupneé m.

ii) Pro nehomogenni ¢ast
f(x) = e (Py(x) cos Bx + Qy(x) sin Bx),
kde Py, (x) je polynom stupné m a Q,(x) je polynom stupné n, plati
yp = x* e (ﬁ(x) cos Bx + Q,(x) sin ﬁx) ,

kde k je nasobnost &isla a 4 i coby kotene charakteristického polynomu a P;(x),
Q. (x) jsou polynomy nejvyse stupné r, kde r = max{m, n}.
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Ptiklad 1.9.1.

Vyfteste diferencidlni rovnici
X

X241

v =2ty =

Regent. Charakteristicky polynom A2 —2A + 1 md dvojndsobny redlny kofen A1 , = 1. Proto
feSeni pfidruZené homogenni diferencidlni rovnice je funkce

yu(x) = Cie* +Coxe*.

Protoze prava strana neni ve tvaru kvazipolynomu, je nutné pouzit metodu variace kon-

stant. Tim dostaneme soustavu

Cre" +Chxe™ =0,

I oX x e’
Cie* +G(x+xe") = 211
Z této rovnice musime vyjadfit neznamé C a Cj. K tomu je mozné pouZzit znamé Crame-
rovo pravidlo, proto ur¢ime nésledujici determinanty (pismeno W napovid4, Ze se jedna
o tzv. Wronskiédn)

X X e’ 2x
e xe 5 xe
W= x x x| = 2x, Wl_ X xx+1x:_2 4
e’ e*+xe e’ e +xe xc+1
W e’ xe® e2¥
2= et | T 2 :
0 x24+1 x=+1

Pak dostdvame

W X 1
Cl(X):/Wldx:—/x'z—_i_ldx:—iln(xz-i-l)-f'Cl, ClEIR
W,

dx
Co(x) = de:/x2+1 = arctg x + Cy, C e R.

Dosazenim téchto vyrazti do yp(x) nalezneme obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice

1
y(x) = Cre* +Coxe* ) e*In(x* +1) + xe* arctg, Cr, & eR
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1. 9. Linearni diferencidlni rovnice n-tého fddu s konst. koef. 129

Ptiklad 1.9.2.

Vytesme diferencidlni rovnici

y/// + y/I + 9}/ +9y = e* +10cos 3x.

Regeni. Charakteristicky polynom je v tomto pifpadé A3 + A? + 9A + 9, jehoZ kotfeny jsou
¢isla Ay = —1, Ap3 = £3i. Proto feSeni pfidruZzené homogenni rovnice je

yy(x) = Cre ¥ +C; cos 3x + Cs sin 3x.

Nehomogenni ¢ast je souctem dvou kvazipolynomt, proto miZeme najit pfislusnd dvé

partikuldrni feSeni pomoci metody neurdcitych koeficient(i. Nejdfive pro funkci e¥, jiz od-
z 2z 7 . z z M 4 z _ x v

povidajici partikularni fe$eni bude y,, (x) = A e*. Protoze

/ /! "
Ym (x) = Ym (x) = Y (x) = Y (x) = Ae”
dostaneme po dosazeni do zadané rovnice s pravou stranou pouze s funkci e* vztah

1

20Ae* = e, coZzznameni A = 20"

Nyni uvazujme pravou stranu pouze ve tvaru 10 cos 3x. ProtoZe ¢islo 3i je kofenem cha-
rakteristického polynomu, bude pfislusné partikuldrni feSeni mit tvar

Yp,(x) = x(Bcos3x + Csin3x).

Po spotitani jednotlivych derivaci y, (x), ¥y, (x), ¥, (x) a jejich dosazeni do zadané rovnice

s pravou stranou rovnou pouze 10 cos 3x dostaneme rovnici
—18B cos 3x — 18Csin3x — 6B sin 3x + 6C cos 3x = 10 cos 3x.
Porovnanim jednotlivych koeficientti u vyrazi cos 3x a sin 3x dostaneme soustavu
—18B+6C =10, —18C—-6B =0,

aC = %. Celkem tedy dostdvame, Ze feSenim zadané

N—

jejimz feSenim je dvojice B = —

diferencidlni rovnice je funkce

1 1 1
x) =Cie *+Cpcos3x + C3sin3x + —e* —=xcos3x + —xsin3x, Cy,C,C3 € R.
Y 20° "2 6
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Ptiklad 1.9.3.

Reste nasledujici rovnici

Regeni. Rovnici si mtizeme pro jednoducjost prepsat jako
y® —16y =0,
feSime tedy homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A —16=0
(A2 —4)(A>+4)=0
Ao = 42, A3 = +2i.

Obecné fesenti je proto

y=Cre* +Cre > +C3cos2x + Cysin2x, C1,Cp, C3,C4 € R.
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Ptiklad 1.9.4.

Reste nasledujici rovnici
v +y —2y=0.

Regeni. Resime homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu
AM4+A-2=0
(A=1)(A+2)=0
M=1A=-2

Obecné fesenti je proto
y=0C e* +Cy e_zx, C1,G e R
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Ptiklad 1.9.5.

Reste ndsledujici rovnici
y' +4y +4y =0.

Reseni. Resime homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A2 440 +4=0
(A+2)*=0
A1,2:_2'

Obecné fesenti je proto

y=0C e ¥ +Cox e_zx, C1,G e R
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Ptiklad 1.9.6.

Reste nasledujici rovnici
y' — 4y +29y = 0.

Reseni. Resime homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A2 4N +29=0
Mg = 24+5i.

Obecné fesenti je proto

y=0C e?* cosbx + Cp ¥ sinbx, C1,Cp € R.
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Ptiklad 1.9.7.

Reste ndsledujici rovnici
v’ — 3y +2y = x%

Reseni. Nejprve feSime homogenni rovnici.
1 /
y =3y +2y=0.

Hleddme koteny charakteristického polynomu

A2_304+2=0
A-1(A=2)=0
M=11 =2

Reseni homogenni rovnice je tedy
yg =C ¥ +Cye".
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
Yp = Ax*+Bx+C, A,BCEeR,

tedy

y; =2Ax+ B,

y, = 2A.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah

2A —3(2Ax+ B) +2(Ax* + Bx + C) = 1%,

odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskdme soustavu rovnic

2A =1,
—6A+2B =0,
2A—-3B+2C =0,

jejimz feSenim je

Partikularni feSeni je tedy

Obecné feSenti je proto

y= C1e** +Cye* +x72+%x+£, C1,C e R.
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Ptiklad 1.9.8.

Reste ndsledujici rovnici

y//_y — x3.

Reseni. Nejprve feSime homogenni rovnici.

y'—y=0.
Hledame kotreny charakteristického polynomu
A—1=0
A-1)(A+1)=0
AM =11 =-1L

Reseni homogenni rovnice je tedy
yg =Cie*+Cre ".
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
Yp = AxX®+Bx*+Cx+D, AB,C,DER,

tedy

Y, = 3Ax* +2Bx +C,

Yy, = 6Ax +2B.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah

6Ax +2B — (Ax® + Bx> + Cx + D) = «%,

odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskdme soustavu rovnic

~A=1,

~B=0,
6A—C =0,
2B-D =0,

jejimz feSenim je
A=-1, B=0, C=-6, D=0.

Partikuldrni feSeni je tedy

Obecné fesenti je proto

y=C e +Ce " —x*—6x, C,C €R.
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Ptiklad 1.9.9.

Reste ndsledujici rovnici
¥’ +9y = 18x* — 3x — 5.

Resent. Nejprve feSime homogenni rovnici.
¥’ +9y = 0.
Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A*+9=0
A =3i, Ay = —3i.

Reseni homogenni rovnice je tedy

yH = Cq cos 3x + C; sin 3x.

Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru

Yp = Ax*+Bx+C, AB,CER,
tedy

y, = 2Ax + B,
y, = 2A.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah
2A +9(Ax* 4+ Bx + C) = 18x* — 3x — 5,

odkud porovnanim jednotlivych koeficientt ziskdme soustavu rovnic

9A =18,
9B = -3,
2A+9C = -5,
jejimz feSenim je
1
A=2, B=-—-, C=-1
3

Partikularni feSeni je tedy

yp:sz—g—l.

Obecné fesenti je proto

y=0C cos 3x + Cp sin3x + 2x% — % -1, C,G eR
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Ptiklad 1.9.10.

Reste ndsledujici rovnici

y" — 8y +16y = P(x),

kdeP(x) = a)32, b)12x—3, ¢) —x?>+2x+5.

Reseni. Nejprve feSime homogenni rovnici.

y" =8y +16y = 0.

Hleddme kotreny charakteristického polynomu

A2 —8A+16=0
Ao =4

Reseni homogenni rovnice je tedy

a)

Y = C e4x +Cox e4x .

Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve

tvaru
yp=A4A, AE€R,

tedy
Yp=0=1p.

Dosazenim do rovnice obrZime vztah
16A = 32 = A=2.

Partikuldrni feSeni je tedy
yp - 2.

Obecné fesenti je proto

Yy = C et +Cox et +2, C;,C e R

Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve

tvaru
Yp = Ax+ B, A,Bcel,
tedy
Yp =4,
y;’ =0.
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Dosazenim do rovnice obrzime vztah
—8A+16(Ax+ B) =12x — 3,

odkud porovnanim jednotlivych koeficientt ziskdme soustavu rovnic

16A =12,
—8A +16B = -3,
jejimz feSenim je
3 3
Partikularni feSenti je tedy
_3 3
Yp = 31Xt g

Obecné feseni je proto
y= C et +Cox et —i—%x + %, C1,CG e R

c) Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve

tvaru
yp=Ax*+Bx+C, ABCEcR,
tedy
y, =2Ax +B,
y, = 2A.

Dosazenim do rovnice obrzime vztah
2A —8(2Ax + B) + 16(Ax* 4+ Bx + C) = —x> +2x + 5,
odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskdme soustavu rovnic

16A = —1,
—16A +16B = 2,
2A+ -8B +16C =5,

jejimz feSenim je

1 1 45
A= B=— = —.
16’ 16 ¢ 128
Partikuladrni feSenti je tedy
_ _x2 X 45
Yp = ~16 T 6 T 128°

Obecné feseni je proto

y= C et +C2X€4x—% + %—l— %, C1,G e R
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Ptiklad 1.9.11.

Reste nasledujici rovnici
y"" —5y" — 8y + 48y = 0.

Reseni. Resime homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A3 —5)2 81 +48 =0
(A —4)%(A+3) =0
)L1,2 = 4, )\3 = 3.

Obecné fesenti je proto

y=0C et +Cox et +Cs e_3x, C1,C,C3 € R
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Ptiklad 1.9.12.

Reste ndsledujici rovnici
yW 42y +y =0

Reseni. Resime homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu

M 120 4+1=0
(A2+1)2=0
Mo =i, Azy = —i.

Obecné fesenti je proto

y = Cycosx + Cysinx + C3xcosx + Cyxsinx, Cq1,C,C3,C4 € R
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Ptiklad 1.9.13.

Reste nasledujici rovnici
y/// o Zy// - y/ +2y — 0'

Reseni. Resime homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A —2A2 A +2=0
(A2=1)(A=2)=0
Ao =+1,A3=2.

Obecné fesenti je proto

y=0C " +Cre * +C5 ezx, C1,G,C3 e R

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



142 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.9.14.

Reste nasledujici rovnici

y© 42y 4 4y® 44y 459" + 2y + 2y = 0.

Regeni. Resfme homogenni rovnici. Hleddme kofeny charakteristického polynomu
A 4205 44Nt +4A3 + 502 420 42 =0
AS 4200 420 424 403 +4A2 4 A2 420 +2 =0
AHA2 20 +2) +2A%(A2 4240 +2) + (A2 +20+2) =0
(A2+1)2 (A2 +20+2) =0
Mp =1, Agg = —i, Asg = —1£1.

Obecné fesenti je proto

y=(C1+Csx+Cse ¥)cosx+ (Co +Cqx +Coe ¥)sinx, C,€eR,i=1,...,6.
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Ptiklad 1.9.15.

Reste ndsledujici rovnici

¥’ 43y +2y = (20x +29) e>*.

Reseni. Nejprve fesime homogenni rovnici.
/! /
y +3y +2y=0.
Hleddme kofeny charakteristického polynomu

A2 431 4+2=0
M=—11 =2

Regeni homogenni rovnice je tedy
yy = Cie 2 +Coe ™.
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
yp = (Ax+B)e*, A,BER,
tedy

Yy, = Ae™ +3(Ax + B)e¥,
Yy, =3Ae> +3Ae> +9(Ax + B) .

Dosazenim do rovnice obrzime vztah
6Ae¥ +9(Ax + B) e* +3A e +9(Ax + B) e +2(Ax + B) ¥ = (20x +29) e**,

odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskame soustavu rovnic

9A +20B = 29,
20A = 20,

jejimz feSenim je
A=1 B=1

Partikuldrni feSeni je tedy
yp = (x+1)e¥.

Obecné fesenti je proto

y=0C e ¥ +Cre™* —|—(x + 1) egx, C1,G e R
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Ptiklad 1.9.16.

Reste ndsledujici rovnici
y' —2y 45y = 5e* sinx.

Regeni. Nejprve fegime homogenni rovnici.
y' =2y + 5y =0.
Hledame kofeny charakteristického polynomu
A2 20 +5=0
AM=1+2i, Ay =1-2i.
Regeni homogenni rovnice je tedy
yg = Cye* cos2x + Cy e’ sin2x.
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
Yp = ezx(A sinx 4+ Bcosx), A,BER,
tedy
Yy = 2e*(Asinx + Bcosx) + e**(Acos x — Bsinx),
Y, = 4e*(Asinx + Bcosx) +2e**(Acosx — Bsinx)
+2e**(Acosx — Bsinx) +e*(—Asinx — Bcos x).
Dosazenim do rovnice obrzime vztah
3e*(Asinx + Bcosx) 4+ 4e?*(Acosx — Bsinx) — 4e*(Asinx + Bcos x)
—2e*(Acosx — Bsinx) +5e**(Asinx + Bcosx) = 5e* sinx,

odkud porovnanim jednotlivych koeficientt ziskdme soustavu rovnic

4A — 2B =5,
2A+4B =0,
jejimz feSenim je
1
A=1 B=—-.
! 2

Partikuldrni feSeni je
, 1
yp = e** (smx —5cosx ).
Obecné fesenti je proto

1
y=Cie*cos2x + Cre” sin2x + (sinx — Ecosx) , C;,C e R
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Ptiklad 1.9.17.

Reste ndsledujici rovnici

y(S) _ 3}/(4) + zy(S) = 8x — 12.

Regeni. Nejprve fegime homogenn{ rovnici.
Hleddme koteny charakteristického polynomu

A% =37 4213 =0
A(A2—314+2)=0
A1,2,3 = 0, )&4 = 1, )\5 = 2.

Resgeni homogenni rovnice je tedy
yp = Cp + Cox + C3x® + Cpe* +Cse”.
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
Yp = x>(Ax+B), ABER,
tedy

Y, = 4Ax> +3Bx?,
Yy = 12Ax* + 6Bx,
y, =24Ax+6B,

y$Y =244,
y;S) =0.

Dosazenim do rovnice obrzime vztah
0—-3-24A+2(24Ax +6B) =8x — 12
odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskdme soustavu rovnic

48A =8,
—72A +12B = 12,

jejimz feSenim je

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



146 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Partikularni feSeni je

4
=g
Obecné fesenti je proto
2 2 x*
y= C1 + Cox + Cax® + Cpe”* +Cxe” +Z’ C1,Cy,C5,C4,C5 € R.
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Ptiklad 1.9.18.

Reste ndsledujici rovnici

5
V' +y + SV = 25 cos 2x.

Regeni. Nejprve fesime homogenn{ rovnici.
5
y'+y' + 3y =0

Hleddme kotreny charakteristického polynomu

M+A+;:0

1 3
=+
)\1/2 > 21

Reseni homogenni rovnice je tedy

Yy = e~ 2% (C1 cos gx + Cy sin ;x) .
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
Yp = Acos2x + Bsin2x, A,BER,
tedy
Yy, = —2Asin2x + 2B cos 2x,
y, = —4Acos2x — 4B sin 2x.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah

—4A cos2x —4Bsin2x — 2A sin2x + 2B cos 2x + g(A cos 2x + Bsin2x) = 25 cos 2x

odkud porovnanim jednotlivych koeficientt ziskdme soustavu rovnic

—4A + 2B + ;A =25,

—4B—2A—|—§B:0.
jejimz feSenim je
Partikularni feSeni je

Yp = 8sin2x — 6 cos 2x.

Obecné fesenti je proto

3 3
y= e*%x <C1 cos Ex + Gy sin Ex) 4+ 8sin2x —6¢cos2x, Ci,Cr € R.
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Ptiklad 1.9.19.

Reste ndsledujici rovnici
Yty =tgix

Regeni. Nejprve fesime homogenni rovnici.
y' +y=0.
Hleddme kofeny charakteristického polynomu

AM24+1=0
Ao = =i

Regeni homogenni rovnice je tedy
yg = Cycosx + Cysinx.
Nyni pouZijeme metodu variace konstant, tj. feSeni hleddme ve tvaru
y = Ci(x) cos x + C(x) sin x.
Resime soustavu rovnic

Ci(x) cosx + Cy(x) sinx = 0,

—C}(x) sinx 4 Cj(x) cos x = tg” x

pro nezndmé funkce Cj(x), Cj(x). Vyndsobenim prvni rovnice sin x, druhé cos x a jejich
sectenim dostdvame

2
sin” x
C} =
2(%) COos X
a nasledné 3
sin” x
Ci(x) = — .
1(%) cos? x
Integraci tedy
—1 1 1 i
Ci(x) = — cos x + Ki, Cz(x):—ln‘ﬂ —sinx + Kp.
COS X 2 1 —sinx
Obecné fesenti je proto
1+ i
y=Kjcosx+ Kpysinx —2 +sinxIn ‘ﬂ , Ki,Ky e R
1 —sinx
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Ptiklad 1.9.20.

Reste ndsledujici rovnici

/!
4y = .
vy sin 2x
Reseni. Nejprve fesime homogenni rovnici.
vy +4y =0.

Hleddme koteny charakteristického polynomu

A 4+4=0
Aip = £2i.

Reseni homogenni rovnice je tedy
yH = Cq cos2x + Cp sin 2x.
Nyni pouZijeme metodu variace konstant, tj. feSeni hledame ve tvaru
y = Cq(x) cos 2x + Cy(x) sin 2x.
Resime soustavu rovnic

C1(x) cos2x + Ch(x) sin2x = 0,
1
sin 2x

—2C1(x) sin2x + 2C)(x) cos 2x =

pro neznamé funkce C (x), C5(x). Vyndsobenim prvni rovnice 2 sin 2x, druhé cos 2x a jejich
sectenim dostdvdme

Ccos 2x
C} =

2(Y) = 5 inax

a nasledné ,

C; = ——.

1(x) 5

Integraci tedy
1 1
Ci(x) = _§x+K1’ Co(x) = A—Lln|sin2x|+1<2.

Obecné feseni je proto

1 1
y = Kj cos2x + K; sin2x — Excost + Zsianln |sin2x|, Ki,K; € R.
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Ptiklad 1.9.21.

Reste nasledujici rovnici

X

" et _ <
y -2y ty=—.

Reseni. Nejprve fesime homogenni rovnici.

y' =2y +y=0.
Hleddme kotfeny charakteristického polynomu
A —204+1=0

)L1,2 =1.

Reseni homogenni rovnice je tedy

yg = Cie* +Coxe*.
Nyni pouZijeme metodu variace konstant, tj. feSeni hledame ve tvaru
y=Ci(x)e* +Ca(x)xe*.
Resime soustavu rovnic
Ci(x)e* +Ch(x)xe* =0,
x

Cl(x) e +Ch(x)(1+ xe¥) =

pro nezndmé funkce Cj(x), C5(x). Jejich se¢tenim dostdvame

1
! — —
C(x) = P
a nasledné
Ci(x) = —1.
Integraci tedy
Cl(x) —x + Ky, Cz(x) :1n|x|+K2.

Obecné fesenti je proto

y=Kje*+Kyxe*+xe* (In|x| —1), Ky, Ky eR.
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Ptiklad 1.9.22.

Reste nasledujici rovnici
Yy +y =x*—x+6e”.

Regent. Nejprve feSime homogenni rovnici.
y// + y/ — O
Hleddme kotreny charakteristického polynomu

A +A=0
M =01 =-1

Reseni homogenni rovnice je tedy
yg = Cp +Cre .

Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikularni feSeni hledat ve jako

2

soucet dvou funkci y,, a yp,. Nejprve najdéme y,,. Zajimé nds prava strana x“ — x, takze

funkci hleddme ve tvaru
yp, = x(Ax* +Bx+C), ABCER,
tedy

Y, = 3Ax* +2Bx +C,
Yy, = 6Ax +2B.

Dosazenim do rovnice obrzime vztah
6Ax +2B+3Ax* +2Bx+C = x> — x,
odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskame soustavu rovnic

2B+C =0,
6A +2B = —1,
3A =1,

jejimz feSenim je

Funkce yy, je tedy
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Nyni najdéme y,,. Zajimé nds pravd strana 6 e?*, takze funkci hleddme ve tvaru

yp, =De”, DER,
tedy
Yy, =2De*,
Yy, = 4De*.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah
4D e* +2D ™ = 6e™,
odkud porovnanim jednotlivych koeficienti ziskame
D =1.

Funkce y,, je tedy

ypz — e2x

a partikuldrni feSeni zadané rovnice je

1 3
Yp = x> — ~x* +3x +e*.

3 2

Obecné feSenti je proto

1
y=C+Ce™ +§x3 — ;xz + 3x + e,

C1,C e R
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Ptiklad 1.9.23.

Reste nasledujici rovnici
y"'+2y +2y =3e *cosx.

Regeni. Nejprve fe§ime homogenni rovnici.
vy +2y +2y =0.
Hledame koteny charakteristického polynomu

A2 420 4+2=0
AMp=—1+i.

Reseni homogenni rovnice je tedy
yg =e€ *(Cycosx+ Cysinx).
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
yp =xe *(Acosx+ Bsinx), A,BeR,
tedy

y;, = —xe “(Acosx+ Bsinx) +e *(Acosx+ Bsinx) + xe *(—Asinx + Bcosx),
y, = xe *(Acosx + Bsinx) —e *(Acosx + Bsinx) —xe “(—Asinx + Bcosx)
—e Y(Acosx + Bsinx) +e *(—Asinx + Bcosx)
+e *(—Asinx+ Bcosx) —xe *(—Asinx + Bcosx)

+xe *(—Acosx — Bsinx).
Dosazenim do rovnice obrzime vztah
—2e *(Asinx — Bcosx) =3e *cosx,

odkud porovnanim jednotlivych koeficientt ziskdme

3
A=0, B=_.
2
Partikularni feSenti je tedy
3
Yp = 5% e *sinx

Obecné fesenti je proto

3
=e *(Cicosx+Cysinx) + —xe *sinx, C;,C; € R.
Y 2
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Ptiklad 1.9.24.

Reste ndsledujici rovnici
y" +2y" +y = x* +sinx.

Regeni. Nejprve fesime homogenni rovnici.
v +2y" +y =0.
Hledame kofeny charakteristického polynomu
A 42A2+A1=0
AM=0,A3=—1
Regeni homogenni rovnice je tedy
yg=C1+Cre " +Csxe *.

Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikularni feSeni hledat ve jako
soucet dvou funkei yp, a yp,. Nejprve najdéme y,, . Zajimé nds prava strana x?, takze funkci
hledame ve tvaru

Yp, = x(Ax2 +Bx+C), ABCER,

tedy

Y, = 3Ax* +2Bx +C,
ygl = 6Ax + 2B,
Yy, = 6A.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah
6A +2(6Ax +2B) +3Ax* +2Bx + C = 12,

odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskdme soustavu rovnic

3A =1,
12A+2B =0,
6A+4B+C =0,

jejimz feSenim je

Funkce y,, je tedy
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Nyni najdéme vy,,. Zajima nés prava strana sin x, takZe funkci hledame ve tvaru

Yp, = Dcosx+ Esinx, D,E€R,

tedy

Yp, = —Dsinx + Ecosx,
Yp, = —Dcosx — Esinx,

Yy, = Dsinx — Ecos x.

Dosazenim do rovnice obrzime vztah

Dsinx — Ecosx +2(—Dcosx — Esinx) — Dsinx + E cos x = sinx,

odkud porovnanim jednotlivych koeficient(i ziskame

Funkce yy, je tedy

a partikuldrni feSeni zadané rovnice je

3 1
Yp = %—2x2+6x—§sinx.

Obecné fesenti je proto

3 1
y=Ci+Cre *+Csxe ¥ —I—% —2x% 4 6x — 5 sin x,

Ci1,Cy, Cs € R
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Ptiklad 1.9.25.

Reste nasledujici rovnici

y® —2y" 4y =8(e* +e*) + 4(sinx + cos x).

Regeni. Nejprve fe§ime homogenni rovnici.
yW -2y +y=o.
Hledame kofeny charakteristického polynomu

AM_20241=0
(A2—1)2=0
AI,Z = 1, )\3/4 = —1.

Regeni homogenni rovnice je tedy
v = (C1+ Cox)e* +(C3+ Cyx) e .
Vzhledem k tvaru pravé strany zadané rovnice budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru
Yp = Ax?e* +Bx?e *+Ccosx + Dsinx, A,B,C,D € R,
tedy
y, = 2Axe* +Ax*e* +2Bxe ¥ —Bx’e ¥ —Csinx + D cos,
y, =2Ae" +4Axe” +Ax?e* +2Be * —4Bxe ¥ +Bx’e * —Ccosx — Dsinx,
y, = 6Ae* +6Axe* +Ax*e* —6Be ¥ +6Bxe ¥ —Bx’e ¥ +Csinx — D cos,
y](f) = 12Ae* +8Axe" +Ax?e* +12Be ¥ —8Bxe ¥ +Bx?e ¥ +Ccosx + Dsin x.
Dosazenim do rovnice obrzime vztah
8Ae* +8Be ¥ +4Ccosx +4Dsinx = 8(e* +e ) + 4(sinx + cos x)
odkud porovnanim jednotlivych koeficientt ziskdme
A=1 B=1 C=1, D=4
Partikuldrni feSeni je
yp = x*(e"+e ¥) + cosx +sinx.
Obecné fesenti je proto
y = (C1 + Cox) e* +(C3 + Cyx) e +x%(e* +e ) + cosx +sinx, Cy,Cp,C3,Cq € R.

A
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Ptiklad 1.9.26.

Reste nasledujici rovnici
y' +4y +4y =e Fnx.

Regeni. Nejprve fegime homogenn{ rovnici.
7 / o
y' +4y +4y =0.
Hledame kofeny charakteristického polynomu

A2 +4)+4=0
)\1,2 = -2
Regeni homogenni rovnice je tedy

2x

YH = Cy e ¥ +Coxe™

Nyni pouZijeme metodu variace konstant, ve ktere vyuZijeme Cramerovo pravidlo pro
feSeni soustav linedrnich rovnic. Oznac¢ime-li Wronskian

W e—2x X e—2x
(e—Zx)/ (xe—Zx)/
a determinanty
0 xe e 2 0
Wi=| 2y W2 = 2 2
e Flnx (xe ) (e™*¥) e Inx
potom feSeni bude ve tvaru
W
y=e 2C(x) +xe T Co(x / —Ldx +xe” "/Wzdx.
Pfimym vypoctem ziskdme obecné feSeni
-2 Lo ¥ oy 3 2 2
y=Kie “*+Kpxe —I—Te lnx—Zx e ¥, Ki,KyelR

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



158 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

Ptiklad 1.9.27.

Téleso o hmotnosti 100 g natdhne pruZinu o 5cm. Toto téleso je vypusténo rychlosti

s~z

10cm/s z rovnovdzného bodu. Pokud zanedbame odpor vzduch, jakd je jeho poloha
v Case t? Za jakou dobu se vrati do rovnovdzného bodu?

Pozndmka. ProdlouZzeni L pruZiny z rovnovazné polohy je zptisobené tthovou silou danou
vztahem Fg = mg (hmotnost kréat tthové zrychleni). Sila pruziny je F, = —kL (Hooketv
zékon), tj.
kL = mg,
kde k je tuhost pruziny (konstanta pruznosti).
Harmonické kmitdni je popsdno rovnici

my" + vy +ky = F(t),

kde y(t) je vzdalenost od rovnovazné polohy, m je hmotnost, k > 0 je konstanta pruznosti
a v > 0je koeficient tlumeni. Pokud je F(t) = 0, jedna se o vlastni kmitani, jinak o kmiténi
vynucené. Je-li v = 0, jde o netlumené kmitdni, jinak o kmitani tlumené.

Vysledné harmonické kmitani pruzinového oscilatoru je charakterizovano thlovou fre-

w=X,  To2m /™
m k

Amplitudu C a fazovy thel ¢ lze ziskat z koeficienti feSeni jako

C:\/C%—i—CZ, (p:arctg%,
1

kde C; je koeficient u sinu a C; u kosinu. Polohu lze pak popsat jako

kvenci w a dobou kmitu T

y(t) = Csin(wt + ¢).
Reseni. Mame

m=0.1kg, =0, g=10m/52=1000cm/52, L=5cm

~ mg _ 0.1-1000

L 5
Tedy dostavame pocatecni dlohu

=20 [kg/s%).

0.1y” +20y =0, y(0)=0, v'(0)=10.
Regenim homogenni rovnice
0.1y" +20y =0
je
y(t) = Cy sin(10tv/2) 4 Co cos(10£v/2).
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PouZitim pocéatecnich podminek dostavame

Poloha v ¢ase t je tedy popsédna funkci

y(t) = \/75 sin(10£v/2)

a rovnovaznym bodem téleso prochézi, kdy# je sin(10tv/2) = 0, tj. do rovnovazného bodu

se téleso vrati v Case
T

by = — |
°7 10v2

21. ¥fjna 2020
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Ptiklad 1.9.28.

vzduchu. Urcete polohu télesa v Case t.

Regeni. Pro poznamku o pouZité rovnici viz P¥iklad 1.9.27.
Mame
m=05kg, v=0 g= 10m/s?* = 10000m/52, L=>5cm

_mg _05-1000 2
k = L =5 =100 [kg/s7].
Tedy dostavame pocatecni tlohu
0.5y +100y =0, y(0)=2, ¥ (0)=60.

Regenim homogenni rovnice
0.5y" +100y =0

je
] y(t) = Cysin(10tv/2) + C; cos(10t/2).
Pouzitim pocéatec¢nich podminek dostdvame
C1=3v2, G=2
Poloha v ¢ase t je tedy popsdna funkci

y(t) = 3v2sin(10tv/2) + 2 cos(10tv/2).

Amplituda a fazovy thel jsou

2
C=1/(3v2)2+22 =+/22, — arctg ——— ~ 0.44,
v (3v2) @ 83 7

Tedy polohu mtZeme popsat jako

y(t) = V22sin(10£v/2 + 0.44).

Téleso o hmotnosti 1/2kg natdhne pruZinu o 5cm. Téleso je stlaceno nahoru o 2cm
nad rovnovadzny bod a vypusténo rychlosti 60cm/s, pricemZ zanedbdvdme odpor
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Ptiklad 1.9.29.

Téleso o hmotnosti 2 kg natdhne pruZinu o 0.5m. Pro stlaceni o 0.7 m je potiebnd sila
25.6 N. Na téleso ptisobi odpor v = 40. Urcete pozici télesa v Case t, je-li vypusténo z
rovnovadzného bodu s poc¢dte¢nim impulsem 0.6 m/s.

Regeni. Pro poznamku o pouZité rovnici viz P¥iklad 1.9.27.

Mame
m=2kg, =40, L=02m, F,=-256N
az Fy = —kL méme
F 25.6
k= . =02 128 [kg/s7].

Tedy dostavame pocatecni dlohu
2y" +40y' +128y =0, y(0) =0, ¥ (0)=0.6.

ReSenim homogenni rovnice
2y" + 40y’ +128y =0
je
y(t) = Cre  +Cre 19,

Pouzitim pocate¢nich podminek dostavame
C; =0.05 C = —0.05.

Poloha v case t je tedy popsana funkci
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Ptiklad 1.9.30.

Téleso o hmotnosti 3 kg natdhne pruzinu o 400 mm, pfi¢emZ zanedbdvdme tlumeni.
Na systém ptisobi sila F(t) = 10 cos wot (systém rezonuje). Téleso je na pocdtku stla-
¢eno o 20 cm a je mu ddna pocatecni rychlost 10 cm/s. Urcete jeho pozici v case t.

Regeni. Pro poznamku o pouZité rovnici viz P¥iklad 1.9.27.
Mame
m=3kg, v=0, L=04m, g= 10m/s?

_mg _3-10 _ 2
k= L= oa = 75 [kg/s”].
Tedy dostavame pocatecni tlohu
3y” +75y = 10cos5t, y(0) = —0.2, y'(0) =0.1.
Resenfm rovnice
3y” + 75y = 10 cos 5t
je
t
y(t) = Cy sin5t + C; cos 5t + 3 sin 5¢.

Pouzitim pocate¢nich podminek dostavame
Cil== GC=—

Poloha v case t je tedy popsdna funkci

1 . 1 t .
y(t) = =0 sin 5t — 5 cos 5t + 3 sin 5¢.
Amplituda a fazovy thel jsou
—1/5
C =~ 0.200998, = arctg ——— ~ —1.47112,
0.200998 [ arcgl/50
pficemz ve IV. kvadrantu 27t — 1.47112 = 4.812065. Tedy polohu mtiZeme popsat jako

1
y(t) = 0200998 sin (5¢ + 4.812065) + ¢ sin5t.
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Piiklad 1.9.31.
Téleso o hmotnosti 3 kg natdhne pruZinu o 400 mm. UvaZujme odpor 45N pii rych-

losti 50 cm/s. Na systém pusobi sila F(t) = 10 cos wyt (systém rezonuje). Téleso je na
pocatku stlaceno o 20 cm a je mu ddna pocatecni rychlost 10 cm/s. Urcete jeho pozici

v ¢aset.

Regeni. Pro pozndmku o pouZité rovnici viz P¥iklad 1.9.27.
Nejpve ze vztahu |F| = v/, tedy 45 = 0.5, ur¢ime v = 90. Ddle sestavime pocatetni

ulohu
3y” + 90y’ + 75y = 10cos5t, y(0) = —0.2, y’(O) =0.1,

jejiz feSenim je

y(t) = —0.20645 e(~15+10V2)F 4 006458 e~ 15-10V2)t +% sin 5¢.
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Ptiklad 1.9.32.

Téleso o hmotnosti 3.2 kg natdhne pruZinu o 2 m. Tfeci sila je rovna ¢tyindsobku rych-
losti. Na systém ptisobi sila F(t) = 10 cos 3t. Téleso je na pocdtku vytaZeno o 2m nad
rovnovdzny bod a bez pocdtecniho impulsu je vypusténo. Urcete jeho pozici v Case t.

Regeni. Pro poznamku o pouZité rovnici viz P¥iklad 1.9.27.
Mame
m=232kg, v=4, L=2m
2
k=18 _ 3? = 16 [kg/5?].
Tedy dostdvame pocatecni tlohu

3.2y" + 4y +16y = 10cos3t, y(0) =2, y'(0) =0.

Poloha v ¢ase t je tedy popsdna funkci

316 136 70 120
y(t) = 193 e 2 cos(2tV/3) + 19573 e 2 sin(2t/3) + 103 cos(3t) + 103 sin(3t).
Amplituda a fazovy thel jsou
316/193

~ 1.3273.

C ~ 1.6871, =arctg ——— ~ 1.
4 & 136/193/3

Tedy polohu mtZeme popsat jako

70 120
—2t . 1
y(t) = 1.6871e ' sin (2\/§t + 1.3273) + 139 <08 3t + 193 sin 3t
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Ptiklad 1.9.33.

Téleso o hmotnosti 3.6 kg natdhne pruZinu o 53020 cm. NeuvaZujeme Zddny odpor. Na

systém ptisobi sila F(t) = 3.6 sin 8t. Téleso je na pocdtku vytaZeno o 193 cm nad rovno-
vdzny bod a bez pocdtecniho impulsu je vypusténo. Urcete jeho pozici v ¢ase t. Urcete

také prvni ¢tyii hodnoty t, kdy mé téleso nulovou rychlost.

Regeni. Pro pozndmku o pouZité rovnici viz P¥iklad 1.9.27.

Mame
36

=5/3 = 230.4 [kg/s?).

Tedy dostavame pocatecni tlohu
3.6y" 42304y = 3.6sin8t, y(0) =1/128, ¥'(0) =0.

Poloha v ¢ase t je tedy popsdna funkci

1
y(t) = 158 —— (sin 8t + cos 8t — 8t cos 8t).

Rychlost je
1
y'(t) = 8 ——(8cos 8t — 8sin 8t — 8 cos 8t + 64t sin 8t).

Resime rovnici y'(t) = 0, 4.

64t sin8t — 8sin8t =0
sin8t(8t — 1) = 0.

Nulovou rychlost mé téleso v ¢asech
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I. 10. Geometrické aplikace diferencialnich rovnic
prvniho fadu

Definice 1.10.1.

Necht' je dana soustava rovinnych car
F(x,y,C)=0 (1.10.1)

z&visld na jednom parametru C. Protina-li néjakd jind rovinnd ¢dra vSechny ¢ary uva-
Zované soustavy podle urcitého zadkona, nazyva se trajektorie soustavy. Zvlasté dtlezité
jsou trajektorie izogondlni, které protinaji kaZzdou ¢aru pod tymz tthlem 0 < ¢ < 7. Je-li

tento thel pravy, nazyvaji se ortogondlni trajektorie

Pozndmka 1.10.2. Z rovnice (1.10.1) vyjaddiime parametr C, ¢imzZ ziskdme rovnici
G(x,y) =C.

Po vypoctu pfisludnych parcidlnich derivaci a dosazenim do rovnice

a_G+a_Gt ’—a_Gt _a_G
oy ax of y_ayg(P 0x

ziskdme diferencidlni rovnici, jejimz feSenim je soustava izogondlnich kiivek. Pro ¢ = 7
je diferencidlni rovnice ortogondlnich trajektorii ve tvaru

3G G,
ay ax? =
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Ptiklad 1.10.1.

Urceme trajektorie, které protinaji svazek kiivek danych predpisem y = InCx s od-
chylkou ¢ = 7.

S v . s Az . Y . s X -
Reseni. Vyjadfenim parametru C dostaneme funkci G(x,y) = <. Dosazenim piislusnych
parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

(g_\/gey)y, V3el Y

X x2 X x?’
coz po upravach ddvé jednoduchou diferencialni rovnici

_ V3x 41
x—+/3

Piimym integrovanim dostaneme, Ze hledané izogonalni trajektorie jsou tvaru y = v/3x +
41n )x —/3 ‘ + C pro C € R. Zadany svazek kfivek i izogonalni trajektorie jsou zobrazeny
na obrazku niZe.

gy

iy
i iy
N

iy

Hiy

rrrrr

—y=IlnCx __yz\/?x+4ln(|x—\/?|)+C;|
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Ptiklad 1.10.2.

Urdete trajektorie, které protinaji svazek kruznic x* + y* = 2Cx s odchylkou ¢ = F.

x 24,2
Regeni. Vyjadtenim parametru C dostaneme funkci G(x,y) = = ;;y . Dosazenim pfislus-
nych parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici
2_ .2 2_ .2
U Sl GO WS NN st
X 2x2 X 2x%

coz po upravach davé diferencidlni rovnici

Rovnici vyfe§ime pomoci substituce z = £ a dostaneme, Ze hledané izogon4lni trajektorie
jsou tvaru C(y? + x2) —y + x = 0 pro C € R. Zadany svazek kfivek i izogonaln{ trajektorie
jsou zobrazeny na obrazku niZe.

x2+y2=2Cx; __C(x2+y2)=y—x;|
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Ptiklad 1.10.3.

Urcete izogondln{ trajektorie pro soustavu kiiveky = Cx a ¢ = J.

Reseni. Vyjédfenim parametru C dostaneme funkci G(x,y) = £. Dosazenim piislusnych

parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

1_y 1 Y
(x x2 1)y_x 1+x2'

coz po upravach davé diferencidlni rovnici

Rovnici vyfe$ime pomoci substituce z = £ a dostaneme, Ze hledané izogonalni trajektorie
. v . o .. e b .
jsou tvaru x? + y?> = Ce?¥8x pro C > 0. Zadany svazek kfivek i izogondlni trajektorie

jsou zobrazeny na obrazku niZe.
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I. Obycejné diferencidlni rovnice
Priklad 1.10.4.

Urcete izogondlni trajektorie pro soustavu kfiveky = Cx?> a ¢ =

7T
Z.
Reseni. Vyjadfenim parametru C dostaneme funkci G(x,y) = % Dosazenim pfislusnych
parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici
1 2 1 2
(7_%'1)}/_ 2'1+—Zr
XX X x
coz po upravach davé diferencidlni rovnici
y = 1424
=—.
1—-23

Rovnici vyfesime pomoci substituce z = £ a dostaneme, Ze hledané izogonalni trajektorie
J

sou tvaru —In\/x? + xy + 2y% + % arctg %743 = C pro C € R. Zadany svazek kiivek i
izogonalni trajektorie jsou zobrazeny na obrazku niZe.

N \
\\
N \
4 N \ \\
\ \
\ \
\ \ |
_____ N \ |
T \ |
~ SINV/IA \I II
—————— ~
- ~ Vo /
//// P \ \ | / //
AN
e - ‘l\ \ f // // /
r T 'z T 1
6 /4 // 2of ! Q\\:_,,a/ /% 6
/ /S N\ -~
I/ Il \ \\ S -
| | \ \o | ~
| \ \ X S~—
i \ -
1 \ \
\ \ \
\ N N
\\ \ -
\
\
_y:sz; ——fln‘/)<2+xy+2 +%\/7arctan %W]:C‘
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Ptiklad 1.10.5.

Urcete izogondlni trajektorie pro soustavu hyperbol xy = Ca ¢ = F.

Reseni. Vyjadfenim parametru C dostaneme funkci G(x,y) = xy. Dosazenim p¥islusnych
parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

(x+y-1)y =x-1—y,

coz po upravach dava diferencidlni rovnici

Rovnici vyfe§ime pomoci substituce z = £ a dostaneme, Ze hledané izogon4ln{ trajektorie
jsou tvaru x> — 2xy — y* = C pro C € R. Zadany svazek kfivek i izogonaln{ trajektorie
jsou zobrazeny na obrazku niZe.
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Ptiklad 1.10.6.

Urgete izogondlni trajektorie pro soustavu kfivek x> + y*> = C* a ¢ = %.

Reseni. Vyjad¥enim parametru C? dostaneme funkci G(x,y) = x* + y2. Dosazenim pfislus-
nych parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

(2y+2x-1)y =2y-1-—2x,

coz po upravach davé diferencidlni rovnici

Rovnici vyfesime pomoci substituce z = £ a dostaneme, Ze hledané izogon4lni trajektorie
jsou tvaru In |C(x? + y?)| + 2arctg £ pro C € R \ {0}. Zadany svazek kfivek i izogonaln{
trajektorie jsou zobrazeny na obrazku niZe.

2+ 2=

2arctany _

——1n|C (x2+y2)|+ 0;
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Ptiklad 1.10.7.

Urcete ortogonalni trajektorie pro soustavu parabol y = Cx?.

Reseni. Mame ¢ = 7. Vyjaddfenim parametru C? dostaneme funkci G(x,y) = % Dosaze-
nim pfislusnych parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

1 . LY
/
—+2%y =0
2 a3y ’
coz po upravach davé diferencidlni rovnici
p x

y Z—@-

Rovnici vyfe$ime separaci proménnych a dostaneme, Ze hledané ortogondlni trajektorie
b 2 rd v . , ’ . . .
jsou tvaru y* + % = C pro C € R. Zadany svazek kiivek i ortogondlni trajektorie jsou
zobrazeny na obrazku niZze.
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Ptiklad 1.10.8.

Urcete ortogonalni trajektorie pro soustavu kiivek x* + y? = 2Cx.

v 2 2
Reseni. Mame ¢ = 7. Vyjadfenim parametru C? dostaneme funkci G(x,y) = = ;;y . Dosa-

zenim pfislusnych parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

2 2
y x=y ,
e V=0

coz po upravach davé diferencidlni rovnici

Rovnici vyfesime pomoci substituce z = £ a dostaneme, Ze hledané ortogonalni trajektorie
jsou tvaru C(x?> 4+ y?) —y = 0 pro C € R. Zadany svazek kiivek i ortogonalni trajektorie

jsou zobrazeny na obrazku niZe.
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Ptiklad 1.10.9.

Urcete ortogondlni trajektorie pro soustavu kiivek x* + 4y = Cx.

v 2
Reseni. Mame ¢ = %. Vyjadfenim parametru C? dostaneme funkci G(x,y) = = ;4% Dosa-

zenim pfislusnych parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

4

4 x?—4y ,
I S Sy
x 2 Y

coz po upravach davé diferencidlni rovnici

PR ¢
X2 —4y
1 4x
¥ x2— 4y
2
x' ==y

Rovnici vyfesime pomoci substituce z = x? a dostaneme, Ze hledané ortogonalni trajek-
torie jsou tvaru C = (x* — 4y — 8) e 2 pro C € R. Zadany svazek kfivek i ortogondlni

trajektorie jsou zobrazeny na obrazku niZe.
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Kapitola II.
Metrické prostory

Definice 2.1.

Metrickym prostorem nazyvame dvojici (P, p), kde P je libovolnd neprdzdnd mnozina a
zobrazeni p : P x P — R spliiuje pro kazdé x,y,z € P nasledujici tfi axiomy:

i) p(x,y) = 0 pravé kdyz x = y (tzv. axiom totoznosti);
ii) p(x,y) = p(y, x) (tzv. axiom symetrie);
iii) p(x,y) +p(y,z) > p(x,z) (tzv. trojahelnikova nerovnost).

Zobrazeni p nazyvame metrikou na P, prvky mnoZiny P obvykle nazyvame body pro-

storu (P, p) &islo p(x, y) nazyvame vzddlenosti bodt x,y v prostoru (P, p).

Pozndmka 2.2. Pro x = [x1, ..., Xu], y = [y1, - - -, Yn] € R" definujeme metriky:
)= Z |xx — yk|, souctovd metrika,

Poo(X,y) := [max |xx — yx|, maximdlni metrika,

n
02(x,y) =/ Z x; — yx)2,  euklidovskd metrika.

Na mnoziné v8ech redlnych funkci spojitych na intervalu [a, b] (zna¢ime Cla, b]) definujeme
pro f,g € C[a, b] nésledujici metriky:

oc(f,g) == m[a>;] |f(x) —g(x)|, metrika stejnomérné konvergence,
xe|a

e1(f,8) :=/ |f(x x)| dx, integrdlni metrika.
Definice 2.3.

Necht (P1,p1) a (P2, p2) jsou metrické prostory. Zobrazeni f : P; — P, se nazyva
izometrické, jestlize pro kazdé x,y € P; plati

o2 (f(x), f(y) = p1(x,y).
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Definice 2.4.

Mé&jme metricky prostor (P,p) a necht A C P. MnoZina A := {x € P: p(x,A) =0}
se nazyvé uzdodr mnoZziny A. MnoZina A se nazyva uzaviend, pokud A = A. MnoZina
A se nazyva oteviend, jestliZe jeji komplement P\ A je uzaviena mnozZina.

Definice 2.5.

Necht {x,}®_; je posloupnost bodfi v metrickém prostoru (P,p). Rekneme, Ze po-
sloupnost {x, }$_; konverguje k bodu xy € P (je konvergentni, md limitu x¢) a piSeme
Xp — X, jestlize

p(xn,x0) >0 pron — oo,

tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € IN takové, Ze pro kazdé n > ng je p(xy, x9) < €.
Rekneme, Ze posloupnost {x,}%_, je cauchyovskd, jestlize

0(Xm, xy) — 0  pro min{m,n} — oo,

tj. ke kazdému & > 0 existuje ny € IN takové, ze pro kazdé m,n > ngje p(xp, x,) < €.

Definice 2.6.

Metricky prostor (P, p) se nazyva tiplny, jestlize v ném kazdéd cauchyovské posloup-
nost md limitu (tedy je konvergentni).

Definice 2.7.

Necht' (P, p) je metricky prostor a F je zobrazeni prostoru P do sebe, tj. F : P — P.Bod
xog € P se nazyva pevnym bodem zobrazeni F, jestliZe

P(xo) = Xp-

Definice 2.8.

Necht (P,p) a (Q, o) jsou metrické prostory a necht F : P — Q. Rekneme, %e zobra-
zen{ F je lipschitzouské, jestlize existuje konstanta L € RY. (tzv. Lipschitzova konstanta)
takova, Ze

o (F(x),F(y)) < Lp(x,y) prokazdéx,y € P.

Jestlize L < 1, pak se zobrazeni F nazyva kontrakce (s konstantou L).

Véta 2.9.

Necht’ (P, p) je upIny metricky prostor a necht’' F : P — P je kontrakce. Pak existuje
prdvé jeden pevny bod zobrazeni F(x).
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Véta 2.10.

Necht’ funkce g zobrazuje interval [a, b] do sebe a necht’ md na tomto intervalu deri-
vaci. JestliZe existuje ¢islow € [0,1) tak, Ze

‘g'(x)‘ <a Vx€labl],

pak v intervalu [a, b] existuje pevny bod ¢ funkce g(-) a posloupnost postupnych apro-

ximaci k nému konverguje pro libovolnou pocdteéni aproximaci xq € [a, b].

Pozndmka 2.11. Pevny bod je mozné ziskat pomoci tzv. metody postupnych aproximaci. Necht
jsou splnény predpoklady Véty 2.9 a necht’ x; € P je libovolné. Definujme ¢leny posloup-
nosti {x,}5_; jakoZzto

xp =F(x1), x3=F(x2), ..., xp=F(x,_1),

Diky pfedpokladtim véty se d4 ukdzat, Ze takto definovand posloupnost konverguje k pev-
nému bodu zobrazeni F(x).
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Ptiklad 2.1.
Urcete vzdélenost bodi A = [0,1], B = [1,2] v souctové, euklidovské a maximalni
metrice.

Resent.

p1(A,B)=10—-1]+[1-2] =2,

pa(4,B) = /0 - 12+ (1-2)2 =2,
Po(A,B) =max{|0—1|,|1—-2|} =1.
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Ptiklad 2.2.

Popiste jednotkovou kruznici v IR? a jednotkovou kouli v IR® v metrikéch p1, 02, Pco-

Regeni. Jednotkové kruznice v IR? jsou na obrazku niZe.

Jako jednotkovou kouli v IR® v p, dostaneme ,,standardni” kouli, v p« jde o povrch krychle
s vrcholy (£1,41,+1), v p; se jedna o povrch pravidelného osmisténu s vrcholy

(1,0,0),(—1,0,0), (0,1,0), (0, —1,0), (0,0,1), (0,0,1).
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Ptiklad 2.3.

Urcete vzdélenost funkci f(x) = x, g(x) = /x, x € [0,1] v metrice stejnomérné
konvergence a v integrdlni metrice.

Reseni.

1
oc(f.8) = max x =Vl =,

pz(f,g)zfllx—\/ilz/l\/i—x:%_
0 0
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Ptiklad 2.4.

Najdéte funkci tvaru f(x) = ax, kterd ma v prostoru C[0, 1] nejmensi vzdélenost od
funkce g(x) = x?

v metrice stejnomérné konvergence.

Reseni. Musime najit minimum pro

F(a) = pc(ax, x?) = max |x* — ax]|, a € R.
x€[0,1]

Polozme G(x,a) = x|x —al.

(i) Necht' a > 1, potom G(x,a) = x(a —x) a Gx(x,a) =a—2x =0prox = a/2. G(x,a)
muze mit maximumv 0,a/2,1.

G(0,a) =0, G(a/2,a) = a*/4, G(l,a) =a—-1.
Tedy

Fa) - {a2/4, ac1,2),

a—1, ac€[2,,),

nebot a2/4 =a—1 proa = 2.
(i) Necht a € [0, 1], potom
Clx,a) {x(a —x), x€][0,4],

x(x—a), xé€al].

G(x,a) maze mit maximum v 0,a/2,a,1.
G(0,a) =0, G(a/2,a) = a*/4, G(a,a) =0, G(l,a)=1-—a.

Tedy

F(a) =
a’/2, ac€2v/2-2,1),

nebot a?/4 =1—aproa =22 —2.

{1a, ac0,2v2-2],

(iii) Necht a < 0, potom G(x,4) = x(x — a) a muze mit maximum v 0,a/2,1.
G(0,a) =0, G(a/2,a) =a*/4, G(La)=1-a
Tedy F(a) =1—a,a € (—o0,0].
Celkem mame
1—a, a€(—,2v2-2),
F(a) = ¢a?/4, ac[2vV2-2,2),
a—1, ae€[2,0,).

Tato funkce je spojita. Je klesajici pro a € (—o9,2+/2 — 2) a rostouci pro a € (2v/2 — 2,)
minimum je tedy pro a = 2+/2 — 2 s hodnotou F(Z\/E —2)=3-— 2/2. A
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Ptiklad 2.5.

Pro x € [0,1] urcete hodnotu a tak, aby funkce f(x) = ax méla nejmensi vzdédlenost

od funkce g(x) = x>

i) v integrdlni metrice,

ii) v metrice

p(f.g) = (/ﬁb (f(x) — g(x))? dx)l/z,

Reseni. i) Hleddme minimum funkce F(a) = pr(ax, x?). Proa > 1 mame

1
a 1
(a) /ax x*dx 573
0
Proa € [0,1] mame
1 a 1
2 2 » B a1
F(‘Z):/le—x|dx:/ax—xdx+/x —axdx = — — = + —.
3 2 3
0 0 a
Proa < 0 mame 1
1 a
P = 2— d:——_.
(a) / axdx )
0

Funkce je F(a) je klesajici pro a € (—o0,0) a rostouci pro a € (1,00). Minimum
tedy lezi v intervalu [0,1]. Mame F'(a) = a2 — ], uvaZujeme tedy body 0, \%, la
porovnanim funkénich hodnot zjistime, Ze minimum nastava pro a = \% s hodno-

tou F(a) = Z*Tﬁ.

ii) Hledame minimum funkce

1/2

1
2 1 2 1
F(a) = /(xz—ax) dx = 5—g+%:%\/180—450a+300a2.
0
Protoze 600 450
F'(a) -

/180 — 4504 + 30042

dostavame staciondrni bod x = 3/4. Vlevo od néj je funkce klesajici, vpravo rostouci,

jde tedy o minimum s hodnotou F(3/4) = ‘2/—03.

A
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Ptiklad 2.6.

Necht' P = R. Rozhodnéte, zda funkce p(x,y) = In(1 + |x — y|) zaddvd metriku na
PxP — R.

Regeni. (i) p(x,y) =0 & x=y: In(1+|x—y|)=0& |[x—y|=0x=y.
(i) p(x,y) = p(y,x) : (1 +|x —y[) = In(1+[y — x|).
(iii) p(x,y) +p(y,2) = p(x,2) :

In(1+|x—y]) +In(1+ |y —z|) = In[(1+ |x —y|) (1 + |y — z|)]
=In(1+[x—y|+|y—z[+|x—y| |ly—2z])
>In(1+|x—z|+[x —y| |y —z|) > In(1+[x—z|).

Tedy skutecné se jednd o metriku. A
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Ptiklad 2.7.

Necht' P = C. Rozhodnéte, zda funkce

min {|x| + ly|, [x — 1|+ |y — 1]}, pokudx #y,

plxy) = { 0, =y

zaddvd metrikuna P x P — IR.

Regeni. (i) p(x,y) =0 & x=y: x=0=ynebox=1=y.
(i) p(x,y) = p(y, x) : plyne p¥imo z definice.
(iii) o(x,y) +p(y,z) > p(x,z) : zajima nés
min{|x[ + |y|, |x =1 + [y = 1[} + min{[y| + [2[, [y = 1] + |z = 1]}
a mohou nastat tfi rizné pripady (¢tvrtd moZnost je jen pfeznacenim druhé).
Lofx+lyl < lx =1+ ly =1 aly| + [z < [y =1 + ]z — 1], pak
p(x,2) = min{[x| + |z, [x = 1| + [z = 1[} < [x] + [2]
< |x[+ [yl + 1yl + |zl = p(xy) +p(y, 2).

2 |xl +lyl < fx =1+ [y =1 aly| + |z = [y = 1] + |z = 1|, pak

o, y) +oly,z) = x|+ 1yl +ly =1+ |z—1| = [x| + |y| + |1 —y| + |z — 1]
> x|+ [yl + 1z —y| > x| + |z| > p(x, z).

3. |x[+ [yl = lx =1+ |y =1 aly[ + [z[ = [y — 1] + |z — 1], pak

p(x,z) =<|x =1+ [z=1 < [x =1+ |y =1+ |y — 1] + |z - 1|
= po(x,y) +po(v, 2).

Tedy skutecné se jednd o metriku (tzv. metrika na Zeleznici se dvéma uzly). A
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Ptiklad 2.8.

Necht' P = R. Rozhodnéte, zda funkce p(x,y) = |x*> — y?| zaddvd metrikuna P x P —
R.

Reseni. Protoze p(—1,1) = |1 — 1| = 0 a pfitom —1 # 1, nejedna se o metriku.
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Ptiklad 2.9.

Urcete konstantu k tak, aby zobrazeni F definované piedpisem F(f(x)) = k f(x®) bylo
izometrické zobrazeni prostoru C[—1, 1] s metrikou

o(f.9)= [ 21f() ~5(x)] dx

(muiZete ovéfit, Ze je to skute¢né metrika) na prostor (C[—1,1], pj).

Regent.
2 k) ks dx = I [ 2]5() 5]

X
=B 2 - g e

tedy |k| = 3. Hledané hodnoty jsou k = £3. A
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Ptiklad 2.10.

Udejte piiklad, kdy sjednoceni nekonecného poctu uzavienych mnoZin neni uzaviend

mnoZina.

Reseni. Naptiklad
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Ptiklad 2.11.

Necht pro ¢ € R je

az

P:{(O ‘g):apazElR}; P(A/B):\/(01—171)24—(512_192)2, A B € P;

Typ: P— IR?, Ty(A) = [a1 cos @ + apsin ¢, —ay sin @ + a5 cos ¢)].

UkaZte, Ze T, je izometrické (zachovévajici vzdalenost).

Reseni. P¥imym vypoctem ukazeme, Ze

p(Tp(A), Tp(B)) = p(A, B).

p(Tp(A), Tp(B))

= \/(al o8 p+ap sin 9 —bq cos ¢— Dby sin @)+ (—ay sin ¢+ay cos ¢p+by sin p—b, cos ¢)?

= \/(al — b1)2(cos? ¢ + sin? @) + (a2 — by)2(sin? ¢ + cos? ¢)
= /(a1 —b1)2 + (02— 12)2 = p(A, B).

A
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Ptiklad 2.12.

Je Q tplny prostor?

Re$eni. Neni, napt.

lim (1—1—%) =e Q.

n—o0

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



192 II. Metrické prostory

Ptiklad 2.13.

Uvazujme metricky prostor (M, p), kde M = R? a pro A = [ay,a,], B = [by, bo] je

A B V(a1 — b1)?2 + (ay — by)2, lezi-li body na stejné polopiimce z pocdtku;
p( ’ ) - 2 ) 2 2 ..
ay +as + /by + b3, jinak.

Je tento prostor (tzv. pampeliskovy prostor) tplny?

Reseni. Je tuplny, nebot’ Cauchyovské posloupnost mtiZe byt pouze na stejné poloptimce,

nebo do pocatku. A
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Ptiklad 2.14.

Uvazujme metricky prostor (M, p), kde M = R a

1, x—y| el
p(x,y) =41/2, |x—y| € Q\{0};
0, X =1y.

Je tento prostor tpiny?

Reseni. Je uplny, nebot’ Cauchyovskd posloupnost musi byt skorostaciondrni = je kon-
vergentni. A
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Ptiklad 2.15.

Metricky prostor (M, p) je kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti {x,} C M Ize
vybrat konvergentni podposloupnost {xy, }. (Tzv. sekvencidlni kompaktnost.) Necht’

Mzézz{x:{xk}f_lglR: Zx%<oo},

k=1

o(x,y) = \/ Z X —ykl?, x,y € M.
k=1

Je tento prostor kompaktni? Pokud ano, dokaZte. Pokud ne, udejte jako protipriklad
ohrani¢enou a uzavfenou posloupnost.

Reseni. Posloupnost {(1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,...),...} je ohrani¢end a uzaviens, ale
nekonverguje a nelze z ni vybrat konvergentni podposloupnost v £, (vzdalenost vzdy v/2).
A
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Ptiklad 2.16.

x2—1

3

Urcete interval, kde jsou pro funkci f(x)

Regent.
2x
=[5 <1
2
= 1
Sl <
x| < 5
tedy x € (—3,3).
Pevny bod budeme hledat pomoci
x2 -1
Xn = ’
3
tj. pro xo = % mame
1 . 5 - 77
xl_ 4/ 2 = 16/ 3 256//
(skutecné feSenti je %ﬁ ~ —0.302775637).

splnény predpoklady Banachovy

véty o pevném bodu, a metodou postupnych aproximaci najdéte tento bod.

x10 = —0.3027756649, . ..

21. ¥fjna 2020
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Piiklad 2.17.
Pomoci Banachovy véty o pevném bodu a metodou postupnych aproximaci najdéte
feSeni rovnice
et —2x—1=0.
Regeni. Nejprve vyjadiime x jako
x =In(2x +1).

Pevny bod budeme hledat pomoci
Xy =1In(2x,_1 + 1),
tj. pro xp = 1 mame
x1 =1In3, xp =1.162283114, x3 =1.201339208,..., xj0=1.255323263,...

(skutecné feseni je ¢ ~ 1.256431209).
Poznamenejme, Ze vzhledem k

2
2x +1

o=

<1

2 < |2x +1]
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Priklad 2.18.
S pomoci Banachovy véty o pevném bodu vyreste Cauchyovu tilohu
1
I — — =
vy =5y y0)=1
Reseni. Protoze f(y) = 3y, f'(y) = 1 < 1, miiZeme ihned pokracovat
1 X
y = 5 /0 dt
1 X
y(x) —y(0) = 5 [ vt
0
1 X
y(x) =143 [yt
1 X
yalx) =145 [ ya-a(p)dt.
0
Tedy pro yp = 1 mame
142 14 il
Y1 = ;Y2 = > 3 ’
a feSeni je
x x)2 x)3 .
y(x):1+%+ (é‘) + %‘) +--=e2
A
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Kapitola III.

Diferencialni pocet funkci
vice proménnych

II1I. 1. Definic¢ni obor a vrstevnice

Definice 3.1.1 (Funkce vice proménnyjch).

Necht n € Na M C R", M # @. Pfedpis (zobrazeni) f : M — R, ktery kazdému
X = [x1,...,X,] € M pfifadi pravé jedno y € R, se nazyva (redlnd) funkce n (redlnyjch)
proménnyjch. Mnozina M se nazyva definicni obor funkce f a zna¢i se D(f). Oborem
hodnot funkce f rozumime mnozinu

H(f) :={y € R| 3x € D(f) takové, ze f(x) = y}.

JestliZe neni spole¢né s pfedpisem f zaddna mnoZina M (v takovém piipadé piSeme
f : R" - R), pak defini¢nim oborem D(f) funkce f rozumime nejvétsi podmnozinu
(vzhledem k inkluzi) v R", pro kterou ma vyraz f(x) smysl, .

D(f) := {x e R" | 3y € R s vlastnosti f(x) = y}.

Takovd mnozina D(f) se nazyva pfirozenym definic¢nim oborem.

Pron = 2 se proménné obvykle znacijako x, y, tj. piSeme f(x,y). Pron = 3 se proménné
obvykle znatijako x, y, z, tj. piSeme f(x,y,z). Pron > 4 se proménné obvykle zna&i pomoci
indextijako x1, ..., x,. Nékdy (viz napt. pfedchozi definice) budeme misto [x1, ..., x,| psat
pouze x (na rozdil od x € R).

Definice 3.1.2 (Graf funkce).

Grafem funkce f : R” — R rozumime mnoZzinu

G(f) == {[xl,...,xn,f(xl,...,xn)] ER™ | [xy, ..., %] € D(f)} C R™!

(tedy hodnotu f(x1,...,x,) chdpeme jako n + 1 soufadnici).

Pro n = 2 silze graf funkce f : R?> — R pfedstavit jako rovinu nebo jeji ¢dst zakiivenou
v IR3. Ov&em pro n > 3jiZ tuto moZnost ndzorné predstavy ztracime, a proto graf funkce
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200 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

ztraci na vyznamu jakoZto prostfedek k ziskani pfedstavy o chovani funkce n promén-
nych. Jediny graf funkce tfi proménnych, ktery jesté dokdZeme ,zndzornit”, je graf funkce
f(x,y,z) = 0 (vite, co je jejim grafem?).

Dal$im uZite¢nym ndstrojem pfi studiu funkci dvou nebo t¥i proménnych jsou jejich

vrstevnice.
Definice 3.1.3 (Vrstevnice funkce).

Necht n € N a f : R" — R. Pro c € R rozumime vrstevnici funkce f na iirovni c
mnozinu

fer={x€D(f) | f(x) =c}.

Pfedchozi definice samoziejmé pfipousti také pfipady f. = R" nebo f. = @, pficemzZ
druhd moZnost nastane praveé tehdy, kdyz c ¢ H(f). Jesté poznamenejme, Ze mezi defini¢-
nim oborem D( f) a vrstevnicemi funkce f je velmi tzky vztah. Z definice funkce vyplyv4,
ze kazdym bodem mnoziny D(f) prochazi pravé jedna vrstevnice, takZe defini¢ni obor je
totoZny se sjednocenim vSech vrstevnic.

K vysetfovani defini¢nich oborti a vrstevnic (pfipadné grafickému znazornovani dal-
sich vlastnosti) funkci vice je velmi uZite¢né si pamatovat analyticka vyjadfeni nékterych
diilezitych kiivek v IR? (tzv. kuZelose¢ky) a ploch v R? (tzv. kvadriky). Proto si je nyni p¥i-
pomeneme s rovnicemi v tzv. normdlnim tvaru (pro konstanty platia, b,c,d,r > 0, p,q # 0)

i s jejich grafickym zndzornénim.

— xZ +y2 =9

KruZnice x% 4 y% = r2.

Hyperbola ;‘—5 — Z—z = +1. Parabola x> + 2py = 0 nebo y? + 2px = 0.
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Yy
X X
—x2-1=0
o z ~ o v v 2 2 11 4 Z, X _
DVO]ICG realnych raznobéZzek Z_ — ;Z— =0. DVO]ICE realnych rovnobézek x2 — C2 =0.

— x2=0

Dvojndsobna pifmka x> = 0.

Kulova plocha x? + y? + 22 = 2
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Ptiklad 3.1.1.

Urcete defini¢ni obor funkce

flx,y) = ?

z Mz

Regent. JelikoZ ve jmenovateli nesmi byt nulové &islo, musf platit y # 0. Defini¢ni oborem
je proto rovina IR? bez osy x (viz Obrazek 3.1.1), tj.

D(f) = {lxy] € R* |y £ 0}.

Obrézek 3.1.1: Defini¢ni obor z Pfikladu 3.1.1.
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Ptiklad 3.1.2.

Urcete defini¢ni obor funkce

X

fxy) =In(5+3y —1).

Regeni. Musime ur¢it body [x, y] € IR?, pro které ma vyraz f(x,y) smysl. JelikoZ (p¥irozeny)
logaritmus je definovan pouze pro kladné hodnoty, dostdvame

X

D(f) = {[x,y] € R? ’ S +3y—1 >0},

tj. defini¢ni obor je oteviend (nebot’ nerovnost je ostrd) polorovina s hrani¢ni pfimkou
5 +3y —1 = 0. A kterou z polorovin vybrat? Staci si zvolit néjaky bod mimo hrani¢ni
pfimku a ovéfit, zda je poZadovana nerovnost splnéna. Nerovnost jisté plati napf. pro bod
[1,1], z Eehoz plyne grafické zndzornéni mnoziny D( f) na Obrazku 3.1.2.

-2 -

Obrédzek 3.1.2: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.2.
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Ptiklad 3.1.3.

Urcete defini¢ni obor funkce

f(x,y) = \/2—x2+2x—4y2.

Regeni. Z definice odmocniny dostdvame podminku 2 — x2 + 2x — 4y? > 0, tj. po doplnéni
na ¢tverec (x — 1)% + 4y? < 3. Proto defini¢nim oborem je mnoZina

D(f) = {lxyl € R | (x—1)* + 42 <3}.

Jedna se o uzavienou (nebot’ nerovnost je neostrd) mnozinu, jejiz hranici je elipsa o rovnici

2 2
(x —1)? + 4y? = 3 neboli (%) + (ﬁ) = 1. Stied této elipsy lezi v bodé [1, 0], délka
hlavni poloosy (ve sméru osy x) je a = /3 a délka vedlejsi poloosy (ve sméru osy y)
je b = /3/2. Jelikoz stted elipsy [1,0] vyhovuje pozadované nerovnosti, je D(f) tvoten

elipsou a jejim vnittkem (viz Obréazek 3.1.3).

15 ]

15 4

Obréazek 3.1.3: Defini¢ni obor z Pfikladu 3.1.3.
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Ptiklad 3.1.4.

Urcete defini¢ni obor funkce

flxy) =In(¥* —y*+2x+y+1).

Regeni. Z definice logaritmu dostaneme ihned podminku x? — y?> +2x +y +1 > 0, tj. po
doplnéni na ¢tverec (x +1)2 — (y — 1/2)2 + 1/4 > 0, takZe mame

D(f) = {[x,y] ER?| (x+1)%— (y—1/2)2+1/4 > o}.

To znamend, Ze D(f) je oteviend (nebot’ nerovnost je ostrd) mnoZina jejiz hranici tvofi

X1\ (y=1/2\
() - (5) =

Hyperboly jsou orientované ve sméru osy y, stied je v bodé [—1,1/2] a vzdélenost vrcholti

dvojice hyperbol o rovnici

hyperbol od stfedu je rovna 1/2. A kterou ¢ast roviny vybrat? Nerovnost je jisté splnéna
pro bod [0, 0], z ¢ehoz plyne grafické znazornéni mnoziny D( f) na Obréazku 3.1.4.
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Obréazek 3.1.4: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.4.
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Ptiklad 3.1.5.

Urcete defini¢ni obor funkce

f(x,y) =In[xyln(2y — x +3)].

Resent. JelikoZ se jedna o sloZenou funkci, budeme postupovat ,zevniti“. Vnitini funkce je
2y — x + 3, kterd je definovana na celém IR?. Dal$i na fadé je xy In(2y — x + 3), z ¢ehoZ plyne
pozadavek 2y — x + 3 > 0. AvSak vnéjsi funkce je opét logaritmus, takZe musi navic platit
(xy) In(2y — x + 3) > 0. To znamen4, Ze oba Cinitelé musi mit stejné znaménko, p¥itemz
nula je vyloucena. Odtud dostdvame

(xy >0 AIn2y—x+3)>0) V (xy<0 A In(2Qy—x+3) <0)
neboli (protoze logaritmus m4 kladné znaménko pro argument vétsi nez 1)
(xy>0A2y—x+3>1) V (xy<0ANO0<2y—x+3<1).

Tim méame zjistény vSechny podminky pro defini¢ni obor dané funkce. ProtoZe tyto pod-
minky musi byt splnény soucasné (aby se nepokazila Zadna slozka funkce), musime uvazit
jejich pranik. ProtoZe omezeni z vnitfniho logaritmu jsme uvazovali a zapracovali pfimo

pfi feSeni logaritmu vnéjsiho, je defini¢nim oborem mnoZina
D(f) = {[x,y] ER* | (xy >0 A2y—x+2>0) V (xy <O A 0<2y—x+3< 1)}.

Nyni mtZeme defini¢ni obor graficky zndzornit. Defini¢ni obor obdrZzime sloZenim
dvou ¢&asti. Prvni obsahuje vSechny body s kladnou hodnotou soucinu xy (prvni a tieti
kvadrant bez os x a y), které spltiuji nerovnici 2y — x > —2neboliy > (x — 2)/2. Jde tedy
o vechny body v prvnim a tfetim kvadrantu a nad ptimkou y = (x — 2) /2. Do druhé &asti
patfi vSechny body roviny se soufadnicemi s opa¢nymi znaménky (druhd a ¢tvrty kvad-
rant bez os x a y) a spliiujici sou¢asné dvojici nerovnic 2y —x +3 > 0a 2y — x < —2neboli
y> (x—3)/2ay < (x —2)/2. Tomu odpovidaji body, které jsou ve druhém a ¢tvrtém
kvadrantu, pod pfimkou y = (x —2)/2 a nad pfimkou y = (x — 3) /2 (viz Obrézek 3.1.5).
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Obrédzek 3.1.5: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.5.

vz ¥

Z obrazku vidime, Ze se defini¢ni obor ve skute¢nosti skladé ze tif ¢asti a miZzeme jej
popsat nasledujicim zptisobem

D(f) ={[xy) €R?|x <0 Ay<0A2y—x+2>0}]
U{[x,y]e]Rz}x>0/\y<O A2y—x+2<0 A2y—x+3>0}U

U{[x,y]E]R2|x>O/\y>0/\2y—x+2>0}
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Ptiklad 3.1.6.

Urcete defini¢ni obor funkce

- )

2x+y—1

Regeni. ProtoZe argumentem je raciondlni lomena funkce, musi platit 2x +y — 1 # 0, tj.
y # 1 — 2x. Déle z definice funkce arkus kosinus plyne podminka

Ly-xF2 g (3.1.1)
2x+y—1

ProtoZe vynasobeni obou stran nerovnosti zdpornym ¢islem zméni znaménko nerovnosti,

—1

musime rozliSit dva pfipady. Nejdfive uvazme 2x +y — 1 > 0. Potom podminka (3.1.1)
déavéa dvojici nerovnosti
2x—y+1<2y—x+2<2x+y—1 neboli 3y>-—-x—-1 A y<3x-3
V pripadé 2x +y — 1 < 0 ddvd podminka (3.1.1) dvojici nerovnosti
—2x—y+1>2y—x+2>2x+y—1 neboli 3y <-—-x—-1 A y>3x—3.
Defini¢ni obor je proto tvofen body [x,y] € R?, které spltiuji (alespoti) jednu z uvedenych
podminek. Tyto body jsou vymezeny trojici pfimek o rovnicich3y = —x —1,y = 3x -3
ay = 1— 2x. Tyto pifmky se protnou v bodé [4/5, —3/5] a rozdéli rovinu R? na 6 &asti,
takZe zbyvd rozhodnout, které z téchto ¢asti tvoii D(f). Nejjednodussi je zvolit v kazdé
¢asti n&jaky bod a ovéfit, zda jsou poZadované nerovnosti splnény, viz Obréazek 3.1.6.

[—3y=—x1=—y-3x3—y-12%

Obrédzek 3.1.6: Defini¢ni obor z Pfikladu 3.1.6.
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Chceme-li popsat defini¢ni obor explicitné, mtiZeme to ucinit pomoci sjednoceni dvou
mnozin, tj.

D(f):{[x,y] €R*| x> 4/5, 3y2—x—1,y§3x—3}U
U{[x,y] €R*|x <4/5, 3y§—x—1,y23x—3}.

Eventualné to mGZeme ucinit pomoci konjunkce A (,,a souc¢asné”) znamenajici pro mno-

zinu bodt prinik a také pomoci disjunkce V (,,nebo”) znamenajici sjednocent, t;.

D(f):{[x,y]G]RZH(x>4/5 ABy>-x—1Ay<3x—3)V

V(x<4/5N3y<—x—1 /\y23x—3)]}.
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Ptiklad 3.1.7.

Urcete defini¢ni obor funkce

flxy) = \/(x2+y2—2x+2y—1)(4—x2—y2—2x+2y).

Regeni. Z definice odmocniny plyne, Ze vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny, tj.
(x*+y?> —2x+2y —1) (4 — x> —y?> — 2x + 2y) > 0. Tedy bud’ maji oba ¢initelé nezdporné
znaménko, tj.

P yP—2x 42y —1>0 A 4—x? -2 —2x+2y >0

neboli
(x—12+@y+12>3 A (x+1)2+(y—1)2<e6.

NN AL

Prvni nerovnost uréuje ,vn&j$i” ¢ast kruznice se sttedem v bodé [1, —1] a polomérem /3,
zatimco druhé nerovnosti vyhovuji body z kruhu (v¢etné jeho obvodu) se sttedem v [—1, 1]
a polomérem +/6. Druhou moZnosti je zdporné znaménko obou &initelt, tj.

P yP—2x 42y —1<0 A 4—x2 -2 —2x+2y <0
neboli
(x—1)2+{y+12<3 A (x+1)2+(y—1)2>6.

V tomto piipadé urcuje prvni nerovnost kruh (véetné jeho obvodu) se stfedem v bodé
[1,—1] a polomérem /3 a druhé nerovnosti vyhovuji body z ,vné&jsi” ¢asti vymezené
kruZnici se sttedem v [—1, 1] a polomérem /6. Sjednocenim téchto dvou mnoZin ziskdme
defini¢ni obor, ktery je vlastné symetrickym rozdilem obou vySe popsanych kruhti (viz
Obrazek 3.1.7), 1.

D(f) = {lxyl e R [ (x =12+ (y+1)2 23 A (x+1)2+(y—1)* <6}

U{wy € R | (x=1+ (y+1)2 <3 A (x+1)2+ (y—1)* > 6}.
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[— (x-1)"2+(y+1)72 = 3 — (x+1)"2+(y-1)"2 = 2|

Obrazek 3.1.7: Defini¢ni obor z Ptikladu 3.1.7.
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Ptiklad 3.1.8.

Urcete defini¢ni obor funkce

Fly) = /(1632 4 2 = 9)(3 — 2x — x2 — y2).

Regeni. Z definice odmocniny plyne podminka (16x% +y? —9)(3 — 2x — x2 — y?) > 0. Tedy
bud’ plati

2 2
162 +12—9>0A3—2x—22—y2 >0, . (x ) +(%) >1A (x+1)2+y% <4

3/4
nebo
2 2 2 2 . x \? A% 2 2
_ 2y —xt—yr < . — Z) < > 4.
16x°4+y*—9<0AN3-2x—x"—y~ <0, ¢ (3/4) +(3) <1A(x+1)4+y >4

V obou piipadech se jedna o neprdzdné mnozZiny, které jsou vymezeny jednak elipsou
se stfedem v [0,0] a délkami poloos 3/4 a 3 a soulasné kruznici se stfedem v [—1,0] a
polomérem 2. TakZe defini¢ni oborem je mnoZzina (viz Obrazek 3.1.8)

D(f) :{[x,y] eR?| (ﬁ)ﬁ (%)2 >1A (x+1)2+ 92 §4}U

U{[W] € R | (3_3/64)2+ (%)2 <TA (x+1)72 4y 24}.

[=—=16"xA2+yA2-9 = 0 == —xA2-yA2-2"x+3 = Q|

Obrézek 3.1.8: Defini¢ni obor z Pt¥ikladu 3.1.8.
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Ptiklad 3.1.9.

Urcete defini¢ni obor funkce

x2 + 4x + 42
e [

x2+2x +y?’

2 2 2 2
x“+4x+4y > . X +4x+dy
X242x+y? = 0 neboli x24+2x+12
gemz x> + 2x + y? # 0. To znamen4, Ze Citatel a jmenovatel musi mit rizné znaménko (a

Reseni. Z definice odmocniny plyne podminka — < 0, pti-

jmenovatel nemtize byt nulovy). Nejdfive tedy uvazme, Ze ¢itatel je nezdporny a jmeno-
vatel kladny, tj.
P 4dx 447 >0 A P 4+2x+17 <0

neboli

4 o\2 y 2
+ 2 S 2
( > ) +2>1A (x+1) +(1/2) <1

Prvni nerovnost vymezuje ,vnéj$i” ¢ast elipsy se sttedem v bodé [—2,0] a délkou hlavni
poloosy a = 2 (ve sméru osy x) a vedlejsi poloosy b = 1 (ve sméru osy y) véetné hrani¢ni
elipsy. Druhd nerovnost nerovnost uréuje vnitini &ast elipsy se stfedem v bodé [—1,0] a
délkami poloos a = 1 (ve sméru osy x) a b = 1/2 (ve sméru osy y), pfi¢emZ samotna
elipsa do této mnoziny nepatfi. Obéma témto nerovnost tedy vyhovuje pranik téchto dvou
mnozin, ktery je ovSem prazdny. Nyni uvazme opacné nerovnosti,, tj.

X dx+4P<0NA X +2x+y2 >0

neboli

x+2\° 21 A (x+1)2 4 (2 o1
2 = 1/2 '

Tentokrat prvni nerovnost vymezuje vnitek elipsy se sttedem v bodé [—2,0], zatimco
druhd nerovnost urcuje , vnéjsi” ¢ast elipsy se stfedem v bodé [—1, 0]. Prinik téchto mno-
Zin je neprazdny, ¢imZ dostdvame defini¢ni obor (viz Obrazek 3.1.9)

2+2)", 21 A (412 (L o1
2 y = 1/2 '

D(f) = {[x,y] e R’
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1.5-_

-1.5 4
[==1/4"(x+2)A2+y"2 = 1 = (x+1)"2+4*y 2 = 1]

Obrédzek 3.1.9: Defini¢ni obor z Pfikladu 3.1.9.
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Ptiklad 3.1.10.

Urcete defini¢ni obor funkce

f(x,y) = \/4— (2 —y? —2x+2y+1)2

Regent. JelikoZ odmocnina je definovdna pouze pro nezdporna &isla, musi body v defini¢-
nim oboru vyhovovat nerovnosti
4— (> —y*—2x+2y+1)2>0 neboli (x> —y*>—2x+2y+1)2<4.
Po odmocnéni dostaneme
X2 —y? —2x+2y+1/ <2 neboli —2<(x—1)2—(y—12+1<2,
z ¢ehoz ziskame dvojici nerovnosti
(x—12=(y-12> -3 A (x-12-(y-17<L.

Prvni nerovnost vymezuje mnoZinu, jejiz hranici jsou vétve hyperboly orientované ve
sméru osy y se sttedem v bodé [1,1] a délkou poloosy v/3. Jedna se o tu &ast roviny RR?,
ktera obsahuje stfed hyperboly, nebot’ ten dané nerovnosti vyhovuje. Druha nerovnost vy-
mezuje mnoZzinu, jejiz hranici jsou vétve hyperboly orientované ve sméru osy x se sttedem
v bodé [1,1] a délkou poloosy 1. Opét se jedna o tu ¢ast, kterd obsahuje stfed hyperboly.

Defini¢ni obor je tvofen prinikem téchto dvou mnozin (viz Obrézek 3.1.10), tj

D(f) = {[wy] €R?| (x=1)* = (y=1)*> -3 A (x—1)*-(y—-1)*<1}.

[— O=1r2-(y-1)22 = 1 — (x=1)A2-(y-1)72 = -3

Obréazek 3.1.10: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.10.
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Ptiklad 3.1.11.

Urcete defini¢ni obor funkce

B 4xy —3x2 —x+y+2
f(x’y)_\/l Sxt5y+2

Regeni. Z daného funkéniho pfedpisu ihned vyplyva podminka 5x + 5y + 2 # 0 a z definice
odmocniny také

1 0.

4wy -3 —x4y+2 >0 neboli 3x% —dxy +6x +4y
5x +5y+2 - S5x+5y+2 -

Posledni podminka je splnéna, jestlize
3x —4xy +6x+4y>0 A 5x+5y+2>0

nebo
3x2 —dxy +6x +4y <0 A S5x+5y+2<0,

takZe defini¢énim oborem je mnoZina
D(f) ={[x,y] € R* |3x* —dxy + 6x +4y >0 A 5x +5y +2 > 0}
U {lxy] € R*|3x* —4dxy+6x+4y <0 A 5x+5y+2 < 0}.

Jedna se o sjednoceni dvou mnoZin, které jsou vymezeny piimkou 5x +5y +2 = 0 a
kiivkou o rovnici
3x% — 4xy + 6x +4y = 0. (3.1.2)

Abychom mohli popsat defini¢ni obor blize, musime si podrobnéji analyzovat posledné
jmenovanou kfivku. , Eliminaci” smiSeného ¢lenu dostaneme

3(x —2y/3)* —4y*/3+6x +4y =0,

coZ po substituci z = x — 2y /3 dava

2 2 _ : y—3 2 z+ 1\ B
3z —4y°/3+6(z+2y/3) +4y =0 neboli (3\/5/2) — < 7 ) =1.
Odtud vidime, Ze v roviné (y,z) se jednd o hyperbolu s vétvemi otevienymi ve sméru
kladné a zaporné ¢asti osy y, stiedem v bodé [y, zg] = [3, —1] a délkami poloos a = 3/3/2
a b = /3. Asymptotami této hyperboly jsou p¥imky 3z = 2y — 9 a 3z = —2y + 3 (coZ zis-
kdme z rovnic z — zg = +b(y — yo)/a). Kdybychom do této roviny zakreslili (za pouZziti
téze substituce, tj. x = z + 2y/3) také ptimku 5x + 5y + 2 = 0, mohli bychom ziskat né-
které dalsi informace ohledné mnoziny D(f). JenZe ty by ndm pro nadértnuti defini¢niho
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oboru v roviné (x,y) p¥ilis nepomohly. Proto se timto smérem nevyddme a misto toho zt-
staneme v roviné (x,y), kde se jedna o oto¢enou hyperbolu. Abychom ji mohli na¢rtnout,
potfebujeme urcit alespor soufadnice jejtho stfedu, osu a rovnice asymptot. K tomu vy-

uZijeme transformaci uréenou vlastnimi vektory matice kvadratické ¢asti (formy) na levé
strané rovnosti (3.1.2). Tuto matici ziskdme z koeficientt u ¢lenti x2, y? a jedné poloviny

e-(37)

Matice Q md vlastni ¢isla 4 a —1 s vlastnimi vektory

koeficientu u xy, tj.

(—2,1)7 ~ <—2/¢§, 1/\/5)T —w,,
(1,2)7 ~ (1/\/5, 2/\/§>T =: wy.

Potom volbou

—2x + X+ 2
u:(x,y)wvlzTy a v=(xy) wy= \/gy,

ti.x = (v—2u)/\/5ay = (u+2v)/+/5, rovnost (3.1.2) ptejde do tvaru (jelikoZ jsme pouzili
vlastni vektory w; a w; s jednotkovou velikosti, jsou koeficienty u druhych mocnin rovny

pravé vlastnim ¢islim)

u—1/¢5>2+(v—73/¢5)2:1.

4u% — v* — 8u/v/5+14v/v/5 =0 neboli —( 372

V roviné (u,v) se jednd o hyperbolu s vétvemi otevienymi ve sméru kladné a zdporné
Casti osy v, sttedem v bodé [ug, vg] = [1/\/5,7/ \/5], délkami poloosa = 3/2ab =3 a
asymptotami v = 2u + /5 a v = —2u + 9/+/5. Asymptotami této hyperboly jsou piimky
3z =2y —9a3z = —2y + 3 (coz ziskdme z rovnic v — vy = +b(u — up) /a). Zpétnym dosa-
zenim odtud plyne, Ze v roviné (x,y) mame hyperbolu se sttedem v bodé [1, 3], s vétvemi
otevienymi ve sméru pfimky y = 2x + 1 (ta odpovida pfimce u = 0 posunuté do stiedu
hyperboly), délkami poloos a = 3/2 a b = 3 a asymptotami x = 1 a 4y = 3x + 9 (vétve
hyperboly jsou na Obrdzku 3.1.11 vyznaceny ¢ervenou barvou, osa hnédou a asymptoty
zelenou barvou). Jesté musime urcit prise¢iky hyperboly s pfimkou 5x + 5y + 2 = 0 (ta je
na Obrazku 3.1.11 vyznac¢ena modrou barvou), j. vyfesit soustavu

3x* —dxy+6x+4y=0 A 5x+5y+2=0.

Z druhé rovnice mdme y = —x — 2/5, coZ po dosazeni do prvni rovnosti dava kvadra-
tickou rovnici 7x% + 18x/5 — 8/5 = 0 s feSenimi x; = 2/7 a xo = —4/5. Priiseciky jsou
proto body [2/7,—24/35] a [-4/5,2/5], které lezi na ,spodni” vétvi hyperboly. Defini¢ni
obor je nac¢rtnut na Obrdzku 3.1.11. Jedna se o mnoZinu mezi obéma vétvemi hyperboly
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a soucasné ,nad” piimkou 5x 4 5y + 2 = 0 sjednocenou s ¢asti ,,vnititku spodni” vétve

,pod” ptimkou 5x 4 5y 42 = 0.

12

10

-6 -

|—3*x/\2—4*x*y+6*x+4*y =0 ==x=1=—4%y = 3*x+9 ==5*x+5*y+2 = 0 =y = 2*x+1|

Obrédzek 3.1.11: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.11.
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Ptiklad 3.1.12.

Urcete defini¢ni obor funkce

Vx—2y2+3

f(x,y) = 1n(4—2x2 _yZ)

Z Yz

Reseni. ProtoZe odmocnina je definovana pro nezdporna ¢isla, logaritmus pro kladné ¢isla
a jmenovatel musi byt nenulovy, dostdvdme postupné nésledujici podminky

x—22+3>0, 4-2x*—y*>0, In(4—2x*—y?) #0.

240 X 2

Prvni podminka uréuje ,vnitni” ¢ast mnoziny, jejiz hranici tvoif parabola o rovnici y? —
(x +3)/2 = 0 s vrcholem v bodé [—3,0] a oteviend ve sméru kladné osy x. Druhd pod-

2 2
minka urcuje vnitfek elipsy (%) + <%> = 1 (bez jejiho obvodu) se stfedem v bodé [0, 0]

a délkou hlavni poloosy a = 2 ve sméru osy y a vedlejii poloosy b = /2 ve sméru osy x.
Tfeti podminku mitZeme ekvivalentné zapsat jako
' X \2 2
4—-2x> —y> #1 neboli <\/3—%> + (%) #1
Tato podminka je porusena pouze v bodech, které lezi na elipse se sttedem v bodé [0, 0] a
délkou hlavni poloosy 2 = /3 ve sméru osy v a vedlejsi poloosy b = /3/2 ve sméru osy
x. Defini¢ni obor je zndzornén na Obrazku 3.1.12.

[=— -2y 2 4x+3 = 0 =——2*xA2+yA2 = 4 =—=2*xA2+yA2 = 3|

Obrédzek 3.1.12: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.12.
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Pro jeho pfesny analyticky popis potfebujeme urcit soufadnice prisecikti paraboly
(y? = (x +3)/2) aelipsy (y* = 4 — 2x?), tj. musime vytesit kvadratickou rovnici

x+3
4-2x% = .
T
Protoze jeji feSeni jsou x; = —5/4 a xp = 1, mizeme hledany defini¢ni obor zapsat jako

D(f) = (AUBUC)\D,
kde mnoziny A, B,C, D jsou
A={lxy €R?|xe[~V2-5/4], y +2:> <4,
B={[xyl €R?|xe[-5/41], x-27+3>0},
C={ly eR?|xe [1,v2], Y +2:7 <4},

D= {[x,y] ER? | y2+2x2:3}.
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Ptiklad 3.1.13.

Urcete defini¢ni obor funkce

x2+2x> 1

f(x,y) = arcsin (yz—Zy — FESIESTESIE

Regeni. Z prvni &asti funkce f je zfejmé, Ze musi platit y> —2y # 0, tj. y # Oay # 2.
Protoze funkce arkus sinus je definovana pouze pro argument v intervalu [—1,1], musi
byt také splnéno
2
e BTy
y 2y
Odtud v zé&vislosti na znaménku vyrazu y?> — 2y dostaneme dvé ¢asti defini¢niho oboru.
(i) Je-li y?> — 2y > O neboli y € R\ (0,2), pak obdrzime dvojici nerovnosti
—P 42y < x®+2x <yF -2y

neboli

—(y—1P2+1< (x+1)2 =1 A (x+1)2< (y—1)3

coz miiZeme prepsat do tvaru
(x+1)2+@y-12>2 A ly—1| > |x+1].

Prvni nerovnosti vyhovuji body vné kruznice (v€etné hrani¢ni kruZnice) se sttedem
v bodé [~1,1] a polomérem +/2. Druha nerovnost uréuje body ze dvou ,trojahelnik”
vymezenych pfimkami o rovnicichy = x +2 ay = —x (jednd se o ¢asti obsahujici osu
y s body |y| > 2). Do defini¢niho oboru patii prinik téchto dvou mnozin.

(i) Je-li y* — 2y < O neboli y € (0,2), pak obdrZime dvojici nerovnosti
—y2 42y > X% +2x > yF — 2y

neboli
(=12 +1>(x+1)2=1 A (x+1)2>(y—1)%

coz miiZeme pirepsat do tvaru
(x+1°+(y-1*<2 A y-1 < |x+1].

Prvni nerovnosti vyhovuji body uvniti kruZznice (v¢etné hrani¢ni kruznice) se sttedem
v bodé [—1,1] a polomérem /2. Druh4 nerovnost uréuje body ze dvou ,trojihelnika”
vymezenych opét pfimkami y = x +2 a y = —x (tentokrét se jednd o ¢ast obsahujici
osu y s body y € (0,2) a neobsahujici osu y). Do defini¢niho oboru patii prinik téchto
dvou mnoZin.
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Defini¢ni obor je proto tvofen sjednocenim obou pravé popsanych ¢asti, ze kterych je ale
potieba jesté vyjmout body, ve kterych neni definovana druha ¢ést funkce f, tj. body spliiu-
jici |x + 1| + 3|y — 1| = 0. Posledni rovnost je splnéna pouze v bodé [—1, 1], proto defini¢ni
obor funkce f je (viz Obrazek 3.1.13)

D(f) = {lxy €R? |yl >2 A (x+12+ (=12 22 A ly =1 = |x+1] }U

U{[x,y] eR\{[-1,1]} [y € (0,2) A (x+1)>+(y—1)><2 A |y—1] < |x+1|}.

-2 -

[— O 12+ (y-1)/2 = 2 —y = x2 —y = x|

Obrédzek 3.1.13: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.13.
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Ptiklad 3.1.14.

Urcete defini¢ni obor funkce

>+ y?—2y—20
f(x,y):arccosx +Y 10 Y +\/IX|+|y—1I—4-

Reseni. ProtoZe argument funkce arkus kosinus musi byt v intervalu [—1, 1] a pro odmoc-
ninu musi byt nezaporny, musi byt splnény nasledujici podminky
—10< x> +y>—2y—20<10 a |x|+|y—1]—4>0.
Prvni ¢ast je ekvivalentni s
11<x®+(y—-1)%*<31,

coz urtuje mezikruzi, jehoz hrani¢ni kruznice maji stted v [0, 1] a poloméry v/11 a v/31. Pro
snazsi pochopeni druhé podminky si ji rozdélime na ¢tyf¥i ¢asti podle toho, jaké znaménko
maji vyrazy uvnitf absolutnich hodnot, tj.

x>0ANy—1>0= x+y>5

x<0ANy—-1>20 = —x+y>5,

x>0ANy—1<0 = x—-y=>3,

x<0ANy—-1<0= —x—-y=>3.
Tyto podminky vymezuji vnéjsi ¢ast (oto¢eného) ¢tverce s vrcholy [4,1], [—4,1], [0,5] a
[0, —3] (a hrani¢nimi pfimkami o rovnicichy =5—x,y =5+x,y=x—-3ay = -3 —x).
Kombinaci obou podminek ziskdme mnozinu vykreslenou na Obrazku 3.1.14.

-6 -
|—y =5-X=—y=5+Xx——y=Xx-3—y= 737x|

Obrédzek 3.1.14: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.14.
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Analyticky mtizeme defini¢ni obor vyjadfit jako prinik dvou mnoZzin
D(f)=ANB,
kde mnoZina A je mezikruzi
A= {[x,y] ER?[11<®+(y—1)2 < 31}
a mnozina B je vnéjsi ¢ast ¢tverce
B::{[x,y] €1R2|x20,y21,y25—x}u
U{[x,y] 6R2|x§0,y21,y25—|—x}u
U{[x,y] E]R2|x20,y§1,y§x—3}u
U{lxy e R [x>0,y<1,y<—x-3}.
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Ptiklad 3.1.15.

Urcete defini¢ni obor funkce

42

7T
f(x/]/)—ln(z_ x+2y+2

Reseni. Z funkéniho piedpisu ihned plyne poZadavek x + 2y + 2 # 0 (na Obrazku 3.1.15
se jedna o ¢ervenou piimku). Z definice logaritmu dale dostaneme podminku

4x —y? + 4y
—F+1 .
arctg(x+2y+2 + )‘>0

4

Tato podminka je ekvivalentni s dvojici nerovnosti

4x—y2+4y+1) <
4/

T
—— t
4<arcg( ¥ 2y +2

z nichZ s pomoci definice funkce arkus tangens obdrzime

dx —y? + 4 dx —y? + 4
_1<w+1<1 neboli _2<w

<0.
X+2y+2 x+2y+2

Nyni v zdvislosti na znaménku vyrazu x + 2y + 2 mohou nastat dvé mozZnosti. Jestlize
X+ 2y +2 > 0, potom mame

—2(x+2y+2) <4x—y*+4y <0

neboli
6(x+10/3) — (y—4)>>0 A (y—2)2—4(x+1)>0.

Prvni nerovnost vymezuje ,vnitfni” ¢ast paraboly o rovnici 6(x +10/3) — (y —4)> = 0,
kterd je orientovana ve sméru kladné &asti osy x a md vrchol v bodé [—10/3,4|. Druha
nerovnost vymezuje ,vn&j$i” ¢ast paraboly o rovnici (y — 2)? — 4(x + 1) = 0, které je také
orientovédna ve sméru kladné ¢asti osy x a ma vrchol v bodé [—1,2]. Je§té musime urdit
jednak priiseciky parabol mezi sebou, jednak prisec¢iky parabol s piimkou.

(i) Prtseciky parabol dostaneme vyfeSenim dvojice rovnic
6(x+10/3) —(y—4)2=0 a (y—2)>—4(x+1)=0.
Ze druhé rovnosti mame x = y?/4 — y, coZ po dosazeni do prvni rovnice déva
y?/2+2y +4=0.

Tato rovnice nemd feSeni v IR, takZe se paraboly neprotnou (ani nedotknou).
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(ii) Prasecik parabol s pfimkou x + 2y + 2 = 0 nalezneme s pomoci dosazeni x = —2y — 2
do rovnic parabol, tj.

6(—2y+4/3)—(y—4)>%*=0 a (y—2)>+42y+1)=0.

Ani jedna z téchto rovnic nemd feSeni v IR, takZe pfimka nemd s parabolami Zadny

spole¢ny bod.

ProtoZe s vyuZitim ¢asti (ii) snadno zjistime, Ze obé paraboly leZi zcela v poloprostoru
vymezeném nerovnosti x 4+ 2y +2 > 0, patii diky ¢asti (i) do defini¢ni oboru mnoZzina
mezi obéma parabolami, viz Obrazek 3.1.15.

V pripadé x 4 2y + 2 < 0 ziskdme stejnym postupem (jenom musime otocit obé nerov-
nosti, nebot’” tentokrat nasobime zapornym cislem) dvojici podminek

6(x+10/3) — (y—4)> <0 A (y—2)>—4(x+1) <0.

Nyni prvni podminka uréuje ,vné&j§i” &ast paraboly o rovnici 6(x + 10/3) — (y — 4)? = 0,
kterd je orientovana ve sméru kladné &asti osy x a mé vrchol v bodé [—10/3,4|. Druha
nerovnost vymezuje ,vnitini” ¢ast paraboly o rovnici (y — 2)% — 4(x + 1) = 0, které je
orientovana ve sméru kladné ¢asti osy x a ma vrchol v bodé [—1,2]. Pranik téchto dvou

mnozin je prazdny. Proto defini¢ni obor funkce f je (viz Obrazek 3.1.15)

D(f) = {[x,y] ER?|6(x+10/3) — (y—4)2 >0 A (y—2)> —4(x+1) >o}.
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[= - x+2+y+2 = 0 =—E*x+20-(y-4}'2 = 0 == (y-2)"2-4*x—4 = 0|

Obrézek 3.1.15: Defini¢ni obor z Pfikladu 3.1.15.
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Ptiklad 3.1.16.

Urcete defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos (y2;4y —2) + \/—ln(l-i—x—y).

Reseni. Defini¢ni obor D(f) bude tvofen prinikem dvou mnozin. Prvni mnozinu ziskdme
z podminky, Ze arkus kosinus je definovan pouze pro argument v intervalu [—1, 1], §j.

2 _
_1§~1/T4y_2§1

pficemZz x # 0. Odtud plyne
x>0 AN —x< 2_4 —2x<x)V (x<0A—x> 2_4 —2x > x),
y Y y Y

z ¢ehoZ dostaneme dvé mnoZziny vymezené parabolou otevienou ve sméru kladné ¢asti
osy x s vrcholem v bodé [—4,2] o rovnici (y — 2)?> — x — 4 = 0 a druhou parabolou otevfe-

nou také ve sméru kladné ¢4sti osy x s vrcholem v [—4/3,2] o rovnici (y —2)? —3x —4 = 0.
Tyto paraboly se protnou v bodé s x-ovou soufadnici, ktera je feSenim rovnice

x+4:3x+4,

tj. x = 0. Dosazenim zpét do rovnic parabol uréime soutadnice prisecika, tj. [0,0] a [0,4].
V obou p¥ipadech vyhovuiji ¢asti roviny IR? ohrani¢ené z obou stran parabolami, p¥i¢em?
pruseciky parabol do této mnoziny nepatii.

Logaritmus je nekladny pro argument z intervalu (0, 1], takze druhou mnozinu dosta-

neme z podminky
0<1l+x—y<1 neboli y<1l4+x A y>nx

Posledni dvé podminky vymezuji pds s hrani¢nimi pfimkami o rovnicich y = 1+ x a
y = x, pficemZ body na hrani¢i pfimce y = x nepatii do definicniho oboru. Hledany
defini¢ni obor je zobrazen na Obrazku 3.1.16.

Pro piesny popis D(f) potiebujeme jesté urcit pruseciky parabol s pfimkami, tj. vytesit
ptislugné kvadratické rovnice. Préise¢iky paraboly (y —2)2 — x — 4 = 0 s p¥imkou y =
x + 1jsou v bodech [3/2 +/21/2,5/2 + /21/2] a s piimkou y = x v bodech [0,0] a [5, 5],
zatimco priise¢iky paraboly (y —2)> —3x —4 = 0 s pfimkou y = x + 1 jsou v bodech
[5/2++/37/2,7/241/37/2] as pfimkou y = x v bodech [0, 0] a [7,7]. Proto defini¢ni obor
muZe vyjadrit jako sjednoceni péti ¢ésti, tj.

D(f)=AUBUCUDUE,
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kde jednotlivé mnoZiny jsou dany jako (viz Obrazek 3.1.17)
A= {[x,y] eR*|x€[3/2—v21/2,5/2—37/2] A (y—22—x—4<0
A y<1+x},
B:= {[x,y] eR?|x e [5/2—V37/2,0) Ay e (0,7/2—V37/2] A
Ay—22—x—4<0A (y—2)2—3x—420},
Ci={[xy] € R?| x € [3/2+ V21/2,5] Ay € [5/2+V21/2,6] A
Ay<l+x A (y—2)2—x—420},
D:= {[x,y] eR?|x€[55/2+V37/2] Ay>x A y<1—|—x},
E =

{ly) eR? |x e [5/2+37/2,7) Ay>x A (y—27°—4-3r <0},

/ _2_

|=—yA2-x-4*y = 0 =—yr2+3*x-4*y = 0=y = 14X =y = X

Obrédzek 3.1.16: Defini¢ni obor z P¥ikladu 3.1.16.
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&
/k
/

//
/ _2_ Py

[3/2-1/2%21M(1/2),5/2-1/2*21A(1/2)] [5/2-1/2*37A(1/2), 7/2-1/2*37A(1/2)]
[3/2+1/2#%214(1/2),5/2+1/2*21A(1/2)] ® [5, 5]
® [5/2+1/2%37A(1/2),7/2+1/2*37/(1/2)] [7, 7]
——yA2—x—4*y = 0 ——yr24+3*%X-4*y =0
=y =1+Xx —y =X

Obrazek 3.1.17: Podrobnéjsi zakresleni defini¢nitho oboru z P¥ikladu 3.1.16.
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Ptiklad 3.1.17.

Urcete defini¢ni obor funkce

Reseni. Z definice odmocniny dostdvame podminku
2y —x* —4x42y+2 -
y>—4 N

pfi¢em? y # 42. Tuto podminku déle upravime v zavislosti na znaménku vyrazu y> — 4.

1 0.

Necht nejdfive y> —4 > 0, tj. y € R\[-2,2], potom mdme nerovnost
v —4— (2xy —x* —4x+2y+2) >0 neboli (x—y)>+4x—-2y—6>0. (3.1.3)

JelikoZ na pravé strané neni Gplny ctverec (tj. 4x — 2y neni ndsobkem x — y), jedna se
o mnozinu, jejiz hranici tvofi oto¢end parabola (tj. neni orientovand ve sméru soufad-
nych os). Abychom mohli tuto parabolu naértnout, potiebujeme urcit alespor jeji vrchol a
osu. K tomu vyuZijeme transformaci uré¢enou vlastnimi vektory matice kvadratické ¢4sti
(formy) na levé strané (3.1.3). Tuto matici ziskdme z koeficient(i u ¢lenti x%, % a jedné po-

(1)

Matice Q mé vlastni &islo 0 s vlastnim vektorem (1, —1)T ~ (1/ V2,—1/ \/E)T a vlastni
¢islo 2 s vlastnim vektorem (1,1)" ~ (1/+/2,1/+/2)T. Potom volbou u = (x —y)/+v/2 a
v=(x+y)/V2,t.x=(u+v)/vV2ay = (v—u)/\2 rovnost (x —y)>+4x —2y —6 =0
pfejde do tvaru
2u® +3v2u+v2v =6 neboli <u+ﬂ>2+£(v— ﬁ) =0
4 2 42

V roviné (u,v) se tedy jedna o parabolu s vrcholem v bodé u = —3+v/2/4av = 33/(4v/2)
asosouu+3v2/4=0, tj. v roviné (x,y) mdme parabolu s vrcholem v bodé x = 27/8

loviny koeficientu u xy, tj.

ay = 39/8aosoux—y+3/2 = 0 (parabola je na Obrazku 3.1.18 vyznacend ¢ervenou
barvou, jeji osa hnédou barvou a vrchol zelenou).
V pifpadé y> — 4 < 0, 4. y € (—2,2), dostaneme nerovnost

y?—4— (2xy —x*> —4x+2y+2) <0 neboli (x—y)*>+4x—2y—6<0,

coZ je opét mnoZina vymezena vyse popsanou parabolou. Defini¢ni obor je tedy sjednoce-
nim dvou mnoZin, tj.

D(f) = {[xy] € R |y e R\[-2,2] A (x =y +4x—2y—6 >0}

U{[x/y] eR* |y e (-22) A (x—y)2+4x—2y—6§0}.
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Prvni mnoZina je vnéjsi ¢ast paraboly mimo pds vymezeny pfimkami y = +2 a druha

Mo 2 M2

mnoZina je vnitfni ¢4st paraboly v pdsu vymezeném piimkami y = 32.

_10 .
[—yr2-4 = 0 —(x—y)"214*x-2*y = 6 —x—y+3/2 = 0|

Obrazek 3.1.18: Podrobnéjsi zakresleni defini¢nitho oboru z P¥ikladu 3.1.17.

Yo,

Pro co nejpfesnéjsi popis mnoziny D(f) potfebujeme urcit praseciky paraboly s pfim-
kami y = £2. Tyto body nalezneme vyifeSenim kvadratickych rovnic, které obdrzime po
dosazeni y = £2 do rovnice

(x—y)>+4x -2y —6=0 (3.1.4)

Tyto body jsou [~v/6,2], [v/6,2] a [—4 — /14, —2], [-4 + /14, —2]. Jesté ale potfebujeme
urcit také maximalni hodnotu x-ové soufadnice bod{i na parabole. Ten mtiZeme najit na-
pfiklad tak, Ze z rovnice (3.1.4) vyjadiime x, tj.

x=fily) =y—2+/10-2y a x=fo(y)=y—2—+/10-2y

proy € (—oo,5]. Tim jsme vlastné z paraboly udélali sjednoceni grafi dvou funkei pro-
ménné y. Nyni potfebujeme urcit maximdlni funkéni hodnoty téchto funkci. Jejich derivo-
vanim dostaneme

1 , 1

Rovnice f](y) = 0 m4 fe$eni y* = 9/2. Protoze f]'(y) = —1/(10 — 2y)3/2 < 0 pro viechna
y < 5a f(5) = 3, je tento staciondrni bod soutasné bodem globédlniho maxima funkce
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f1(y) s hodnotou f1(9/2) = 7/2. Rovnice f}(y) = 0 feSeni nem4, takze funkce f>(y) nema
staciondrni bod. To ale znamen4, Ze f,(y) nabyva své nejvétsi hodnoty bud’ pro y = 5 nebo
pro y — —oo (v tomto pfipadé bychom méli pouze supremum). Jenze snadno vidime, Ze

f25)=3 a lm y—2—+/10—2y=—

Y——00

takze funkce f,(y) ma maximum v bodé x = 5 s hodnotou f»(5) = 3. Porovnanim maxim
funkdci f1(y) a f2(y) zjistime, ze maximélni hodnota x-ové soufadnice bodti na parabole je
x = 7/2 (stejného vysledku lze dosdhnout také s pomoci tzv. implicitné zadané funkce,
viz Podkapitola 3.7). Defini¢ni obor proto miizeme vyjadfit jako sjednoceni 9 mnozin, tj.

D(f)= AUBUCUDUEUFUGUHUI

(viz Obrazek 3.1.19), kde pii oznaceni F(x,y) := (x — y)? + 4x — 2y — 6 jsou jednotlivé
mnoziny dany jako

A:{[xy]elR2|x< \/_/\y>2}

B:= {[x y] €R? | x € [-v6,7/2] Ay>2 A F(x,y) zo},
C:{[xy]elR2|x>7/2/\y>2}

D= {[x y] €R? | x € [—4— V14, —V6] Ay € (=2,2) A Fx,y) §0},
E:= {[x y € R? | x € [-V6,—4+V14] Ay € (—2,2)},
Pz{[xy]ele|xe 4+\/ﬁ,\/6]Aye(—z,z)AP(x,y)go},
Gi={[xy € R?|x < —4— V14 Ay < -2 A Fx,y) >0},
H:{[xy]EIR2|x< 4+ V14 Ny < ZAP(xy)Z}
I:{[xy]EIR2|x> —4+V14 ANy < 2}
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8 —
61 B
C
I T 1
4 6
_8 -
_10 J
—yh2-4 =0 = (x-y)2+4*x-2*y =6 X =-6M1/2)
X =6M1/2) X = —4-14A(1/2) — X =-4+14A(1/2)
—x=7/2

Obrazek 3.1.19: Podrobnéjsi zakresleni defini¢nitho oboru z P¥ikladu 3.1.17.

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



II1. 1. Defini¢ni obor a vrstevnice 237

Ptiklad 3.1.18.

Urcete defini¢ni obor funkce

f(x,y) = \/sin [7(x2 44y —x+ 8y +1)].

Regeni. Z definice odmocniny dostdvdme podminku
sin [7r(x* +4y* —4x + 8y + 1)] > 0.

ProtoZe funkce sinus je nezdporna v intervalech
eo.,|—4m,-3n|, [-2r,—mn], [0, 7], [27, 37, [47,57), ..., 4. [2km, (2k+1)m], k€ Z,
musi body z defini¢niho oboru spliiovat

2k < (x4 4y —4x +8y+1) < 2k + 1)1, k€ Z.
Tuto podminku mitiZeme ekvivalentné zapsat jako

2k < (x—2)2—4+4(y+1)2-4+1<2k+1, keZ,
coz jesté upravime do tvaru

2k +7< (x—2)%+4(y+1)><2k+8, kecZ.

Pro k < —5 nema4 tato dvojice feSeni, takZe defini¢ni obor je
D(f) = Ukez {[x,y] €R?[2k+7 < (x —2)2+4(y+1) < 2k+8}.
k>—4

Jedna se o mnozinu tvofenou bodem [2, —1] (odpovidad k = —4) a sjednocenim mnozin
vymezenych dvéma elipsami se stfedem v bodé [2, —1] (odpovidaji hodnotdm k > —3).
Prvni (vnitini) z téchto elips mé poloosy s délkou v/2k + 7 (ve sméru osy x) a v/2k +7/2
(ve sméru osy y), zatimco druha (vn&jsi) elipsa md poloosy s délkou v/2k + 8 (ve sméru
osy X) a V2k +8/2 (ve sméru osy V), viz Obrézek 3.1.20.

\

o,

= S

Obrézek 3.1.20: Defini¢ni obor z Pf¥ikladu 3.1.18.
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Ptiklad 3.1.19.

Urcete vrstevnice funkce By 42
X
f (x’ y ) = 5 y *

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x, y] € R? spliiujici

3x +2
x—5k Y = ¢ neboli y = (5c—3x)/2.
Vrstevnici na trovni ¢ = 0 je pfimka o rovnici y = —3x/2 prochézejici po¢dtkem a pro

¢ # 0je jedna o rovnobézku s touto pfimkou posunutou o vzdalenost 5¢/2 ve sméru osy
y (viz Obrazek 3.1.21).

Obrézek 3.1.21: Vrstevnice z Prikladu 3.1.19.
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Ptiklad 3.1.20.

Urcete vrstevnice funkce

flay) = /4 lx+1]-2]yl.

Regent. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnozina bodt [x,y] € R? splitujici

Va-ler1 -2y = (3.1.5)

Pro ¢ < 0jsou vrstevnice prdzdné mnoziny. Pro ¢ > 0 mtizeme rovnost (3.1.5) pfepsat do
tvaru

4—|x+1] =2yl =2 § 4-cA=|x+1]+2]y|, (3.1.6)

z ¢ehoZ vidime, Ze také pro ¢ > 2 jsou vrstevnice prazdné mnoziny. Pro ¢ = 2 vyhovuje
pouze bod [—1,0]. Pro 0 < ¢ < 2 si rozdélime rovinu IR? na &ty¥i ¢asti dle znamének vyrazi
uvnitf absolutnich hodnot, tj.

X+1>0Ay>0 = 4-C=x+14+2y, ty=0B-x—c*)/2, xc[-1,3-c%,
X+1>0Ay<0 = 4-c=x+1-2y, 4. y=(x—3+c?)/2 xec[-1,3—¢%,
x+1<0AYy>0 = 4—c*=-—x—-1+2y t.y=(x+5-c?)/2, xc[*—-5—1],
x+1<0Ay<0 = 4-c=-x-1-2y tj y=(*—x-5)/2, x€[c*—5,-1],

pficemz intervaly pro x plynou z vyjadfeni pro y a pozadavkii na znaménko pro x + 1
a y. Vrstevnice jsou tedy kosodélniky, jejichZ strany jsou urc¢eny jednotlivymi tiseckami
popsanymi vyse (viz Obrézek 3.1.22).

S 4

Obrézek 3.1.22: Vrstevnice z P¥ikladu 3.1.20.
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Ptiklad 3.1.21.

Urcete vrstevnice funkce

f(x,y) = min(2x,y).

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x,y] € R? spliiujici
min(2x,y) = c.

Tvar vrstevnic je ur¢en pfimkou y = 2x (na Obrazku 3.1.23 zndzornéna cervenou barvou).
Pro y > 2x je vrstevnice tvofena polopfimkou x = ¢, zatimco pro y < 2x jde o polopfimku
y = c (viz Obrazek 3.1.23).

1)

——y = 2%y

Obrédzek 3.1.23: Vrstevnice z Pfikladu 3.1.21.
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Ptiklad 3.1.22.

Urcete vrstevnice funkce

x% 4 2xy +y* + 2

f(x/y) = 2x2—i—4x]/—|—2]/2—1

Regeni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x,y] € R? splitujici

X% 4 2xy +y* +2 :
2x2—|—4x§—|—gy2—1 =c neboli (x+y)?+2=cP(x+y)*-1],

coz miiZeme prepsat do tvaru
(1—-20)(x+y)> = —c—2. (3.1.7)

Pro ¢ = 1/2 je vrstevnice prazdnd mnoZina, nebot’ v takovém piipadé se rovnost (3.1.7)
redukujena 0 = —5/2. Pro ¢ # 1/2je (3.1.7) ekvivalentni s rovnosti

B c+2
1—2¢

(x +y)* =
Pro ¢ € (—2,1/2) je vyraz na pravé strané zdporny, takze i pro tyto hodnoty jsou vrs-

tevnice prazdné mnoZiny. Pro ¢ = —2 tvofi vrstevnici dvojndsobnd pfimka y = —x (na
Obrazku 3.1.24 zndzornéna hnédou barvou). Pro ¢ € R\[—-2,1/2] jsou vrstevnice dvojice

=—x+ _ct2 a =—x— _cr2
¥y= V 1= 2¢ ¥y= V 120

které pro ¢ > 1/2 (na Obrazku 3.1.24 vykresleny modrou barvou) lezi vné pasu vymeze-

pfimek o rovnicich

ného dvojici pfimek o rovnicichy = —x +1/ v/2 (na Obrazku 3.1.24 vykresleny ¢ervenou
barvou) a pro ¢ < —2 (na Obrédzku 3.1.24 vykresleny zelenou barvou) leZi uvnitt tohoto
péasu. Pro c —+ —co a c — oo se vrstevnice bliZ{ k této dvojici pfimek. Nicméné neexistuje
zadna hodnota c € IR, pro které by tato dvojice byla vrstevnici funkce f. Pro¢? Jak vypada
defini¢ni obor funkce f? Jesté pro tplnost dodejme, Ze pro c — —2 (pouze zleva) se vrstev-
nice pribliZuji k dvojnasobné pfimce y = —x, zatimco pro ¢ — 1/2 (pouze zprava) ,utikaji
do nekonec¢na”.
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Obrazek 3.1.24: Vrstevnice z Pfikladu 3.1.22.
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Ptiklad 3.1.23.

Urcete vrstevnice funkce

f(x,y) = In(x* +y* +4x — 2y + 3).

Regent. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x,y] € R? splitujici
In(x*+y? +4x -2y +3) =c. (3.1.8)
Odlogaritmovanim obou stran a doplnénim na ¢tverec ziskame
(x+2)24 (y—1)2 =€ +2. (3.1.9)

Protoze oborem hodnot exponencialni funkce je interval (0, o), jsou vrstevnice funkce f
kruZnice se stfedem v bodé [—2,1] a polomérem +/e¢ +2 pro libovolné ¢ € R (viz Obra-
zek 3.1.25). VSimnéte si, Ze pro ¢ — —oo konverguji vrstevnice ke kruznici s polomérem
V2 (ta je na Obrézku 3.1.25 zvyraznénd &ervenou barvou), tj. kruznice se sttedem v [—2, 1]
a polomérem r < /2 nepatif mezi vrstevnice funkce f. Pro¢? Jak vypada D(f)?

4 N

Obrazek 3.1.25: Vrstevnice z Pfikladu 3.1.23.
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Ptiklad 3.1.24.

Urcete vrstevnice funkce

f(x,y) = \/2x2—2x+y2/2—y—|—2.

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodti [x,y] € R? spltiujicich

V22 -2+ y2/2—y+2=c. (3.1.10)

Protoze odmocnina nabyva pouze nezapornych hodnot, ma smysl uvazovat jenom hod-
noty ¢ > 0 (vrstevnice na trovni ¢ < 0 jsou prazdné mnoziny). Potom muiZeme rov-
nost (3.1.10) pfepsat do tvaru

2(x—1/2)*+ (y—1)?/2=¢c*>—1. (3.1.11)

Odtud plyne, Ze také pro 0 < ¢ < 1 jsou vrstevnice prazdné mnoZiny (nebot’ v takovém
ptipadé c> — 1 < 0). Pro ¢ = 1 vyhovuje rovnosti (3.1.11) pouze bod [1/2,1]. JelikoZ (3.1.11)
je pro ¢ > 1 ekvivalentni s rovnosti

vidime, Ze pro tyto hodnoty ¢ se jednd o elipsy se sttedem v bodé [1/2,1] a délkou hlavni

poloosy /2(c? — 1) ve sméru osy y a vedlejsi poloosy 4/ (c? — 1)/2 ve sméru osy x (viz
Obrazek 3.1.26).
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Obrazek 3.1.26: Vrstevnice z Piikladu 3.1.24.
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Ptiklad 3.1.25.

Urcete vrstevnice funkce

flx,y) = 4x* — dxy + 7y* — dx + 14y + 4.

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x, y] € R? spliiujici
4x? —dxy +7y* —4dx+ 14y +4 =c. (3.1.12)

K pouhému urceni typu jednotlivych vrstevnic sta¢i upravit levou stranu rovnice (3.1.12)
napf. jako (abychom eliminovali vyraz xy)

4x? —dxy +7y* —Ax+ 14y +4 = 2x —y)? + 6y* —dx + 14y +4 =
—(2x—y)?—22x —y) + 617+ 12y +4=(2x —y)> —22x —y) + 6(y + 1) -2 =
=[2x—y)—124+6(y+1)>-3=(z—1)24+6(y+1)>-3 (3.1.13)

kde z := 2x — y. TakZe rovnost (3.1.12) je ekvivalentni s
(z—1)2+6(y+1)*>=c+3.

Odtud vidime, Ze rovnice (3.1.12) nema feSeni pro ¢ < —3. Pro ¢ = —3 vyhovuje pouze
bodz=1ay = —1,t.x = 0ay = —1. Pro hodnoty ¢ > —3 se jedna o elipsy, které maji
v soufadnicich (z, y) rovnice

2 2
z—1 y+1
— | =] =1 3.1.14
(x/c+3) < (c+3)/6> ( )
Zpétnym dosazenim z = 2x — y do (3.1.14) obdrZime rovnice vrstevnic v roviné (x,y).

Budeme-li je vSak chtit nacrtnout (budou totiZ otoc¢ené), je vyhodnéjsi vyuzit matici kva-
dratické &asti (formy) funkce f. Tuto matici ziskdme z koeficientti u ¢lent x?, ¥ a jedné

(47

Vlastni ¢isla matice Q jsou 3 a 8, kterym piislusi vlastni vektory (2,1)T ~ (2/v/5,1/4/5)T

a (-1,2)T ~ (=1/+/5,2/v/5)T. Pak volbou u = (2x+y)/v/5av = (—x +2y)//5, 4.
x = (2u—1v)/v/5ay = (u+2v)/+/5, dostaneme na levé stran& (3.1.12) vyraz (jelikoz jsme
pouili vlastni vektory s jednotkovou velikosti, jsou koeficienty u druhych mocnin rovny

poloviny koeficientu u xy, tj.

pravé vlastnim ¢islim)

2
3u2+802+6—\/u§+37;+4=3(u-|—1/\/5)2—|—8(v+2/\/§)2—3.

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020




II1. 1. Defini¢ni obor a vrstevnice 247

Vrstevnice maji proto v soufadnicich (u,v) tvar
3(u+1/v5)*+8(v+2/V5)?2=c+3,

ze kterého snadno ziskdme tentyz zavér jako v pfedchozi ¢asti: pro ¢ < —3jsou vrstevnice
prdzdné mnoziny; vrstevnice na trovni ¢ = —3 je jednobodova mnoZina obsahujici bod
u=-1/v5av=-2/v51t.x=0ay = —1;aproc > —3sejedna o elipsy

(c+3)/3 (c+3)/8 ' o

Vyhodou tohoto vyjadfeni ovsem je, Ze z (3.1.15) snadno urc¢ime poloosy a jejich délky.
V roviné (u,v) jsou poloosami pfimky o rovnicich u = 0 a v = 0, coz davd v ptvodnich
soufadnicich pfimky 2x +y = 0 a —x + 2y = 0. Tyto pfimky ale jeSté musime posunout do
sttedu elips, ktery odpovida bodu [u, v] = [ —1/4/5,-2/ \/5] , 4. [x,y] = [0, —1]. Proto po-
loosy téchto elips jsou pfimky y = —2x —1ay = x/2 — 1 a délky poloos jsou +/(c +3)/3
a \/(c + 3)/8 (viz Obrazek 3.1.27).

—
T~
)

\

1
2 3

~
\

Obrazek 3.1.27: Vrstevnice z P¥ikladu 3.1.25.
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Ptiklad 3.1.26.

Urcete vrstevnice funkce

flx,y) = X7 =22 +2x+4y—5

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni ¢ je mnoZina bodt [x,y] € R? spliiujici

e T2 25 (3.1.16)

Protoze obor hodnot exponencialni funkce je interval (0, c0), jsou vrstevnice funkce f na
arovni ¢ < 0 prdzdné mnoZiny. Pro ¢ > 0 dostaneme zlogaritmovanim obou stran rov-
nosti (3.1.16) a doplnénim na ¢tverec ekvivalentni podminku

(x+1)2-2(y—1)>—4=Inc. (3.1.17)

Vrstevnici funkce f na tGrovni c = e~* tvofi dvojice riiznobézek y = j:% + 1 protinajicich
se v bodé [—1,1] (na Obrazku 3.1.28 vyznacené ervenou barvou). Je-lic > 0ac # e *,
muZeme (3.1.17) upravit do tvaru

G121
Inc+4 (Inc+4)/2

Odtud vidime, Ze pro 0 < ¢ < e~* se jednd o hyperboly orientované ve sméru osy v (na
Obréazku 3.1.28 vyznacené modrou barvou), nebot’ v takovém piipadé je Inc +4 < 0. Pro
¢ > e *jelnc+4 > 0, takZe vrstevnice jsou hyperboly orientované ve sméru osy x (na
Obrazku 3.1.28 vyznacené zelenou barvou).

v

|— O<c<exp(—4) — crexp(-4)—c = 0|

Obrézek 3.1.28: Vrstevnice z Prikladu 3.1.26.
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Ptiklad 3.1.27.

Urcete vrstevnice funkce
f(x,y) = (5x+ 1)3V—2.

Regent. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x,y] € R? splitujici
(Gx+1)¥ 2 =c. (3.1.18)

Funkce f je definovdna pouze pro x > —1/5 a jejim oborem hodnot je interval (0, o), takze
sta¢i uvazit pouze ¢ > 0 (pro ¢ < 0 jsou vrstevnice prdzdné mnoZziny). Z (3.1.18) snadno
vidime, Ze vrstevnice na trovni ¢ = 1 jsou pfimky o rovnicich 5x +1 = 1 (. x = 0) a
3y — 2 = 0 (na Obrazku 3.1.29 vyznacené cervenou barvou). Pro uréeni dalSich vrstevnic
zlogaritmujeme obé strany rovnosti (3.1.18), ¢imZ dostaneme

Inc 2

=+ —. 1.1
3n(5x +1) | 3 (31.19)

By —2)In(5x+1) =Inc neboli y = g.(x):
Pro ¢ > 1 dostaneme graf ptevrdcené hodnoty funkce In(5x + 1) s funkénimi hodnotami
vynasobenymi &islem (Inc)/3 a posunuty o 2/3 ve sméru kladné &asti osy y. Funkce g.(x)
ma asymptotu bez smérnice v bodé x = 0, takZe jeji graf bude mit dvé vétve. Ke konstrukci
tohoto grafu vyuZijeme znalost zdkladnich vlastnosti funkce In x. UvaZzme nejdfive pro
jednoduchost ¢ = e. ProtoZe pro 0 < x < (e —1)/5jsou hodnoty [In(5x + 1)] 7! vétsinez 1,
bude v tomto piipadé graf funkce ge(x) lezet nad ptimkou y = 1, pfitemZ ge(x) — oo pro
x — 0" age((e—1)/5)) = 1.Prox > (e —1)/5 graf funkce ge(x) lezet v pasu2/3 <y < 1,
pficemz g.(x) — 2/3 pro x — oo (ptimka y = 2/3 je asymptotou se smérnici v o0). Snadno
se také muzeme pfesveéddit, Ze funkce go(x) je klesajici a konvexni pro x > 0, nebot’

5 "

) = — 50 + 251In(5x + 1)
S = TGy + 12 (5x +1)" e

() = SmEr 1P Gr 17 (31.20)

Podobné situace nastane také v pifpadé —1/5 < x < 0, tj. pro —1/5 < x < (e"!—1)/5
budou hodnoty ge(x) v pasu1/3 <y < 2/3apro (e ! —1)/5 < x < 0 bude ge(x) < 1/3,
pficemz plati ge(x) — 2/3 prox — (—1/5)" a ge(x) — —o0 pro x — 0~. Funkce je opét
klesajici pro —1/5 < x < 0, konvexni pro —1/5 < x < —1/5+1/(5€?) a konkavni pro
~1/5+1/(5€?) < x < 0, tj. bod —1/5 + 1/(5€?) je tedy inflexnim bodem funkce ge(x),
viz (3.1.20).

Pro jiné hodnoty ¢ > 1 dostaneme vrstevnice ode¢tenim 2 /3, vyndsobenim ¢islem Inc a
pfi¢tenim 2/3 zpét (na Obrazku 3.1.29 vyznagené modrou barvou). ProtoZe Inc = —In 2,
ziskame vétve vrstevnic pro 0 < ¢ < 1 ze symetrie vzhledem k pfimce y = 2/3 (na
Obrazku 3.1.29 vyznacené zelenou barvou).
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-0.5

—1l<«c —Cc=8 —0<¢c<]l =—c=1 =——x=-1/5
1/5%exp(l)-1/5 — 1/5*exp(-1)-1/5 —vy=1 —vy=1/3

Obrazek 3.1.29: Vrstevnice z Piikladu 3.1.27.
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Ptiklad 3.1.28.

Urcete vrstevnice funkce

f(x,y) = sin(xy).

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x, y] € R? spliujici
sin(xy) = c. (3.1.21)

JelikoZ obor hodnot funkce sinus je interval [—1, 1], jsou vrstevnice na trovni ¢ < —1 a
¢ > 1 prazdné mnoziny. Pro ¢ = 1 musi platit
/24 2k

W:i%+%m . (Zevne x £0) y=—"——", keZ

Tedy vrstevnice obsahuji vSechny (rovnoosé) hyperboly odpovidajici volbdm k € Z (na
Obrézku 3.1.30 jsou vykresleny ¢ervenou barvou pro ¢ = 1 a riZovou barvou pro ¢ = —1).
Pro ¢ = 0 dostaneme podminku

xy =kmn, keZ.

V takovém piipadé vrstevnice obsahuji osy x a y (j. pfimky ¥ = 0 a x = 0, coz odpovida
volbé k = 0) a v8echny (rovnoosé) hyperboly odpovidajici volbam k € Z\{0} (na Ob-
razku 3.1.30 jsou vykresleny Zlutou barvou). Pro zbyvajici hodnoty ¢ € (—1,0) U (0,1) si
sta¢i uvédomit, Ze podminka (3.1.21) je ekvivalentni s poZzadavkem

xy = arcsin(c) + 2kmr  nebo xy = m — arcsin(c) + 2k, k € Z.

Protoze c # 0, je opét x # 0 a vidime, Ze vrstevnice tvofi (rovnoosé) hyperboly o rovnicich

_arcsin(c) + 2k 7T — arcsin(c) + 2kt

Y+ = X a y-= P

odpovidajici riznym volbdm k € Z. Na Obrazku 3.1.30 je modrou a svétle modrou zné-
zornéna vrstevnice pro ¢ = 1/2 (modré hyperboly jsou pro v, a svétle modré proy_) a
podobné pro ¢ = —1/2 se zelenou a svétle zelenou barvu.

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



252 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

c=0 —vy+ proc=1/2
V_proc=1/2 —vy+ proc=-1/2 y_proc=-1/2

Obrazek 3.1.30: Vrstevnice z P¥ikladu 3.1.28.
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Ptiklad 3.1.29.

Urcete vrstevnice funkce

y—3x

flry) = 2024 y24+2x —y+1

v

Reseni. Vrstevnice funkce f na trovni c je mnoZina bodt [x,y] € R? spliiujici
y—3x
2024+ y2+2x —y+1

=, (3.1.22)
pfi¢emz mdme D(f) = R, nebot plati
22+ +2x—y+1=2*+ 1)+ (> —y) +1=2(x+1/2)* + (y — 1/2)* + 1/2.

Vrstevnici na trovni ¢ = 0 je pfimka o rovnici y = 3x (na Obrdzku 3.1.31 zndzornéna
¢ervenou barvou). Pro ¢ # 0 musime rovnost (3.1.22) jesté ddle upravit do vhodnéjsiho
tvaru, tj.

3
%—%_u +R 42—y +1,

fre (o) e
o2 b Qo - 2) s ()
o (2 () - e

Jelikoz na levé strané bude vZdy soucet dvou nezapornych ¢isel, potfebujeme jesté urdit

K |

znaménko kvadratického polynomu p(c) := 2c? — 16¢c — 11 v ¢itateli zlomku na pravé
strané. Kofeny polynomu p(c) jsou 4 £ /43 /2, takze dostavame

p(c) >0 pro cE(—oo,4—\/M>U(4+\/4T/2,oo>,
p(c) <0 pro ce(4—@,4+@).

Proto pro ¢ ¢ [4 —/43/2,4+ \/43/2] jsou vrstevnice prazdné mnoZiny, nebot’ v tako-

z Mz

vém pifipadé je na pravé strané zaporne ¢islo. Pro ¢ = 4 £ /43 /2 tvofi vrstevnice jediny
bod o soufadnicich [ — 5= 4—6, I+ C] (na Obrazku 3.1.31 jsou body zndzornény modrou
a zelenou barvou). Kone¢né pro

e (4= vB3/2,0)J 0,4+ V23/2)

jsou vrstevnice elipsy se stfedem v bodé [ —5— @, Z + 5 C} a délkami poloos

\/ 2c2 —16c — 11 \/ 2c2 —16c — 11
162 a 82

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének




254 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

(viz Obrézek 3.1.31, kde modra barva odpovida vrstevnicim pro ¢ > 0 a zelena barva
vrstevnicim pro ¢ < 0).

| c=4+sqrt(43/2) c=4- sqrt{43/2) — c<0 —c>0 —c = 0|

Obrazek 3.1.31: Vrstevnice z Pfikladu 3.1.29.
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Ptiklad 3.1.30.

Urcete defini¢ni obor funkce
X
flx,y,z) = \/;+ Inz.

Reseni. Z prvni &asti funkce f plyne podminka y # 0 a soucasné

£ > 0,4

(x>0Ay>0)V (x<0Ay<D0).

Z druhé &asti funkce f dostavdme podminku z > 0. Celkem tedy mame defini¢ni obor
(jednd se o dva orthanty vcetné osy x a bez os y a z, viz Obrédzek 3.1.32)

D(f)={[xy,z e R®| [(x >0Ay >0)V(x<0Ay <0)]Az>0}.

Obrazek 3.1.32: Vrstevnice z P¥ikladu 3.1.30. A
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256 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Piiklad 3.1.31.

Urcete defini¢ni obor funkce

X

f(x,y,z)= arcsing —In

2 ¥ 2z

Reseni. Z prvni &asti funkce f plyne poZadavek
~1<2<1 neboli —2<z<2.
Z druhé &asti funkce f nejdfive dostaneme podminku
y>+2z2>0 neboli [y,z] #[0,0].

Jelikoz v takovém piipadé /y% +z2 > 0, plyne z definice logaritmu podminka x > 0.
Celkem tedy mdme defini¢ni obor

D(f)={[xy,zl e R®| x>0 A z€[-22] A [y,2] #[0,0]}.

Prvni podminka uréuje ,poloprostor” v R? s hrani¢ni rovinou x = 0 (a bez této roviny),
druhd podminka vymezuje ,pas” s hrani¢nimi rovinami z = —2 a z = 2 a posledni pod-
minka vylucuje osu x (viz Obrazek 3.1.33).

Obrazek 3.1.33: Vrstevnice z P¥ikladu 3.1.31. A
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II1. 1. Defini¢ni obor a vrstevnice 257

Ptiklad 3.1.32.

Pomoci vrstevnic a fezti souradnymi rovinami nacrtnéte graf funkce

x — 2 2
g = E2 L WD

Regeni. Nejdiive u¢ime vrstevnice funkce f, tj. body [x,y] € R? splitujici

(x=2? (y+1)?
%5 4

Vrstevnice na tirovni ¢ < —1 jsou prazdné mnoziny, pro c = —1 to je jednobodovd mnoZzina

=c+1.

s prvkem [2,—1] a pro ¢ > —1 se jedna o elipsy se sttedem v [2, —1] a délkami poloos

5vc+1a2+vc+1 (viz Obrazek 3.1.34).

iﬁ\
==

Obrazek 3.1.34: Vrstevnice z Piikladu 3.1.32.

Rezem rovinou xy (tj. pro z = 0) dostaneme (x;52 r + (yzl)Z =1, coZ je elipsa se stfedem

v [2, —1] a délkami poloos 5 a 2 (viz Obrazek 3.1.35). V roviné xz (tj. pro y = 0) dostaneme

parabolu z = (x;52)2 —3/4 s vrcholem v [—2, —3/4] (viz Obrézek 3.1.36) a v roviné yz (4.

pro x = 0) dostaneme parabolu z = (y%ﬁ —21/25 s vrcholem v bodé [—21/25, —1] (viz

Obrazek 3.1.37).

Obrazek 3.1.35: Rez rovi- : ’ : ‘

nou xy z Pfikladu 3.1.32. e e
Obréazek 3.1.36: Rez rovi- Obrazek 3.1.37: Rez rovi-
nou xz z P¥ikladu 3.1.32. nou yz z P¥ikladu 3.1.32.
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258 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Celkovy graf funkce f je vykreslen na Obrazku 3.1.38 (jednd se o posunuty elipticky
paraboloid).

Obrézek 3.1.38: Graf funkce z P¥ikladu 3.1.32. A
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II. 2. Limity funkci vice proménnych 259

III. 2. Limity funkci vice proménnych

Definice 3.2.1 (Okoli).

Necht' € > 0. Pak e-ové okolibodua = [ay,...,a,] € R" rozumime mnoZinu
Oc(a) := {x =[x1,..., %] € R" | p(x,a) < e},

kde p(-, -) zna&i néjakou metriku (a index ¢ budeme obvykle vynechavat). Ryzim okolim
bodu a rozumime mnozinu O*(a) := O(a)\{a}.

Obvykle se p(+, -) voli jako euklidovska metrika p, (-, -). Potom O¢(a) je vlastné oteviena
n-dimenziondlni koule se sttedem v a a polomérem e. Podobné jako pro n = 1 budeme
symbolem (IR*)" znacit mnozinu R" rozsifenou o nevlastni body;, .

(R*)" :=R* x --- x R*, kde R* := RU {+oo}.

n-kréat
Pro definici okoli nevlastnich bodt je vSak vhodnéj$i vyuzit maximdlni metriku peo(-, -).
Potom v ptipadé n = 2 rozumime okolim bodu [+o0, +-o0] libovolnou mnozinu typu
(a,400) x (b,4+o0) pro a,b € R. Analogicky definujeme okoli dalsich nevlastnich bodu
v R?, tj. [—00,+00], [+00, —00] @ [—00, —00]. Podobné& definujeme okoli nevlastnich bodi
pro libovolné n.

Pro nésledujici definici limity jesté potfebujeme, aby uvazovana funkce f byla defino-
véna alespon v jednom bodé libovolné malého ryziho okoli daného bodu z defini¢niho
oboru. To znamend, Ze budeme uvazZovat pouze hromadné body defini¢niho oboru (. body,
jejichz kazdé ryzi okoli obsahuje alespori jeden bod z této mnoZziny — v takovém pifipadé
jich obsahuje dokonce nekone¢né mnoho). Hromadny bod mtiZe (ale nemusi) byt prvkem
dané mnoziny (je to bud’ vnitfni nebo hraniéni bod).

Definice 3.2.2 (Limita funkce).

Necht n € N a x* je hromadnym bodem D(f). Rekneme, ?e funkce f : R" — R
md v bodé x* € (R*)" limitu L, kde L € R*, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L
existuje ryzi okoli O*(x*) bodu x* takové, ze pro kazdy bod x € O*(x*) N D(f) plati
f(x) € O(L).V takovém piipadé piseme

lim f(x) = L.

xX—x*

Pozndmka 3.2.3. V piipadé vlastni limity ve vlastnim bodé mtZeme zformulovati tzv. e — ¢
definici: fekneme, Ze funkce f : R” — R md v bodé x* € D(f) limitu rovnu &islu L €
R, jestlize k libovolnému & > 0 existuje &6 > 0 takové, Ze pro kazdé x € D(f) splitujici
p(x,x*) < dplati |f(x) — L| < e.
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260 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Pro vypocet limit v nevlastnich bodech se obvykle vyuZziva substituce pomoci prevra-
cenych hodnot 1/u, 1/v, napt.

(x,y)%l%Too,—&—oo) f(x, ]/) - u>1%)g1>0 f(l/u, 1/0).
(1,0)—(0,0)
Pro vypocet limit plati analogicka pravidla jako pro funkce jedné proménné. Zejména,
kazda funkce f : R" — R ma v libovolném bodé x* nejvyse jednu limitu.
Véta 3.2.4.

Necht funkce f, g : R" — R splriuji

lim f(x)=L; a lim g(x)= Ly,

x—x* x—x*

kde L1, L, € R. Potom pro libovolné c,c1, ¢ € R plati

(a) xh_{?* cf (x) = cLy,

(b) lim [le(X) + Clg(X)] = C1L1 + C2L2,

x—x*

(c) lim [f(x) g(x)] = L1 Ly.

xX—x*

Je-li navic L, # 0, potom

@ Gm i _h

xoxsg(x) Ly

Véta 3.2.5.

Necht' jsou ddny funkce f,gR" — R ax* € R". JestlizZe limy_,x+ f(x) = 0 a funkce g
je ohranicend na néjakém ryzim okoli bodu x* (tj. existuje K > 0 takové, Ze na tomto
ryzim okoli plati |g(x)| < K). Potom

lim f(x)g(x)=0.

x—x*

Véta 3.2.6 (O limité sevfené funkce).

Necht pro funkce f,g,h : R" — R plati h(x) < f(x) < g(x) v néjakém ryzim okoli
bodu x* € R" a soucasné
xll{?* h(x) = xligcl*g(x) = L.
Potom také
lim f(x) = L.

xX—x*

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 2. Limity funkci vice proménnych 261

Pozndmka 3.2.7. Zasadni rozdil mezi limitami v IR a v R" pron > 2 spo¢iva v dimenzi okoli
limitniho bodu. U funkce jedné proménné jsme se do limitntho bodu mohli bliZit pouze po
pfimce (zprava nebo zleva, pokud se rovnaji, ma funkce limitu), zatimco u funkce dvou
a vice proménnych se do limitntho bodu mtizeme dostat v nekone¢né mnoha smeérech
— po piimkach, parabolédch, kubickych kfivkdch,... (viz Obrazky 3.2.39 a 3.2.40). Ovsem
existence limity musi byt nezavisld na cesté, po které se do limitnitho bodu bliZime. Pokud
se ndm tedy podafi najit dvé rtizné kiivky takové, Ze pfi ptiblizovani do limitniho bodu po
téchto kiivkach dostaneme rtizné (¢astecné) limity (ty bude obvykle mnohem jednodussi
urdit), tak samotnd limita nemtiZe existovat.

X0

\

Obrézek 3.2.39: limita v R

Obrazek 3.2.40: limita v IR?

Obvykle se za tyto k¥ivky voli ptimky y = yo + a(x — xo (typicky y = ax). S jejich pomoci
1ze ukazat neexistenci limity (pokud vyraz zdvisi na hodnoté a). OvSem to, Ze vysledna
limita nezdvisi na hodnoté a pro libovolnou pfimku, jesté neznamend, Ze dand limita exis-
tuje (museli bychom vysetfit vSechny mozné kiivky).

Pozndmka 3.2.8. Necht f : R> — R je funkce dvou proménnych. Pak limita ve smyslu
Definice 3.2.2 se nazyva dvojnd. Limitni proces také mtiZeme aplikovat postupné: limity

Ly = lim (lim f(x,y)) & Lyc= lim ( lim f(x,y))

Y—=Yo " X—Xo X—X0 " Y—Yo

se nazyvaji dvojndsobné (t6Z postupné). Potom pro Lyy, Lyx a L 1= limy ) (x,y0) f (%, ¥)
plati:

(a) existuji-li limity Ly, a Lyx takové, Ze Lyy = Ly, pak limita L nemusi existovat;
(b) existuje-li limita L (i nevlastni), pak Ly, a Ly, nemusi existovat;

(c) existuje-li L a n€ktera z limit Ly, nebo Ly, pak se obé rovnaji;
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262 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

(d) existuji-li limity Lyy, Lyx a L, pak Ly, = Lyx = L;

e) existuji-li limity Ly, a L, takové, ze Ly Ly, pak limita L neexistuje (tj. rovnost
J Y Lay @ Ly y yx, P J
postupnych limit je nutnou podminkou existence dvojné limity).

Vypocet limity L pomoci postupnych limit Ly, Lyx je vyhodné zejména tehdy, je-li predem
zndma existence L. Na druhou stranu ¢ést (e) udava dalsi nutnou podminku pro existenci
limity L (pro neexistenci limity L staci ukdzat Ly, # Lyx).

Vypocet konkrétni limity v R” v8ak miiZe byt zna¢né obtizné (zejména kdyZ nemame
k dispozici ani I'Hospitalovo pravidlo). Velmi G¢innym ndstrojem v IR? je tzv. transformace
do poldrnich soutadnic

X = Xo +pCos @, y=1Yyo+psing,

kde [xo, yo] je limitni bod, p € [0,00) popisuje vzdéalenost bodu [x,y]| od pevného bodu
[x0,y0] @ @ € [0,271) je thel, ktery svird pfimka prochdazejici body [xo, yo] a [, y] s kladnou
¢asti osy x (viz Obrézek 3.2.41).

\

Obrézek 3.2.41: Transformace do poldrnich soufadnic.

Pokud je hodnota limity zavisld na hodnoté tthlu ¢, tak limita funkce neexistuje. O pod-
minkach pravdivosti opa¢ného tvrzeni vypovida nasledujici véta.
Véta 3.2.9.

Je-li L € R a existuje-li nezdpornd funkce g(p) takovd, Ze

lim ¢(p) =0 & |f(xo+pcose,yo+psing)—L| <g(p)

p—0+

pro kazdé p z néjakého ryziho okoli 0 a kazdé ¢ € [0,27), pak plati

lim x,y) = L.
(x/y)%(xo/yo)f( v
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Pomoci transformace do polarnich soufadnic pfevedeme vypocet limity funkce dvou
proménnych na vypocet limity lim, o+ g(p), k ¢emu? jiz mtiZeme vyuZit i 'Hospitalovo
pravidlo.

Pozndmka 3.2.10. Zejména pokud po transformaci do poldrnich soufadnic plati

lim x,y) = lim h ,
(x,yH(xO,yO)f( y) Jirn, (@) g(p)

kde lim,_,o+ g(p) = 0 a funkce h(¢) je ohrani¢end pro ¢ € [0,27), pak

lim  f(x,y) =0.
(xy)—(xo0.y0)
Podobné miizeme pfi vypoctu limity funkce téf proménnych v bodé [xo, yo, zo] vyuzit
transformaci do sférickich soutadnic, tj.

X =x9+pcos@sint, y=yo+psingsin®, z=2zp+pcosd,

kde p > 0je vzdalenost bodu [xo, Yo, zo] a [x,y, z] (tzv. sféricky polomeér), ¢ € [0,277) je thel,
ktery svira primét pravodice (spojnice bod{t) do podstavné roviny xy s kladnym smérem
osy x (tzv. azimutdlni iihel), a © € [0, 7] je thel, ktery svird privodi¢ s kladnym smérem osy
z (tzv. sféricky 1ihel). Pokud je hodnota limity z4avisld na hodnoté thlu ¢ nebo ¢, tak limita
funkce neexistuje. O podminkéach pravdivosti opa¢ného tvrzeni vypovidd nasledujici véta.
Véta 3.2.11.

Je-li L € R a existuje-li nezdpornd funkce g takovd, Ze

111101+g(p) =0 a |[f(xg+pcosgsind,yy+psingsind,zy+costd) —L| < g(p)
o—
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € [0,27), ® € [0, 7],
pak plati

lim f(x,y) = L.

(%,y,2)—(x0,Y0,20)

Definice 3.2.12.

Rekneme, Ze funkce f : R" — R je spojitd v bodé x* € R", jestliZe plati jedno z nésle-
dujicich tvrzeni

(a) bod x* je hromadnym bodem defini¢niho oboru D(f), existuje v tomto bodé
vlastni limita a plati

lim f(x) = f(x");

xX—x*

(b) bod x* je izolovanym bodem defini¢niho oboru D(f).

Funkce f je spojitd na mnoZiné M C R", jestliZe je spojitd v kazdém bodé x € M.
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264 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

* Zcasti(a) vyplyva, Ze f musibyt definovana v bodé x*, musi mit v tomto bodé limitu
a tato ¢isla si musi byt rovna.

e Cast (b) zahrnuje body, v nichZ nelze limitu po¢itat, viz Definici 3.2.2.

Véta 3.2.13 (O limité sloZeného zobrazeni I).

Necht pro funkci g : R" — R plati limy_,x- ¢(x) = L a necht funkce f : R — R je
spojitd v bodé L. Potom

lim_f(g(x)) = f(L).

x—x*

Véta 3.2.14 (O limité sloZeného zobrazeni II).

Necht’ funkce g : R" — R je definovdna v néjakém ryzim okoli bodu x*, pfi¢emz
limy ,x+g(x) = L a g(x) # L pro x z néakého ryziho okoli O*(x*). JestliZe funkce
f : R = R je definovdna v néjakém ryzim okoli bodu L a plati lim,_,; f(x) = M,
potom

lim f(g(x)) = M.

x—x*
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Ptiklad 3.2.1.

Piimo z definice ukaZte, Ze

lim &y = 0.

(xy)—(0,0)

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = &/xy, takZe
uvedend limita ma smysl. Musime ukazat, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze
jsou splnény pozadavky Definice 3.2.2. Necht' tedy ¢ > 0 je libovolné. Potom musi platit

V-0l <e 4 {flwyl<e

JelikoZ z nerovnosti x? + 2xy + y*> > 0 plyne |xy| < (x% + y?)/2, dostdvame /Xy <
271/53/x2 ¥ 2. Zvolime-li § = /25, potom pro libovolné [x,y] spliujici x2 + 12 < 62
plati

v/xy < 21/5y/2¢5 — g,

coz ukazuje Ze podminky Definice 3.2.2 jsou splnény. A
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Piiklad 3.2.2.
Piimo z definice ukaZte, Ze
2 2
lim ——— XY 5 =
(xy)—(00) X° + Y

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢ntho oboru funkce f(x,y) = xzzx—f;z, takZze
uvedend limita m4 smysl. Musime ukdzat, Ze pro libovolné e > 0 existuje § > 0 takové, Ze
jsou splnény poZadavky Definice 3.2.2. Necht tedy € > 0 je libovolné. Potom musi platit

2

—o’ <e . 2x2~1/+y2 x| <e. (3:2.1)

2xy?
x2 4+ yZ

Nyni najdeme 6 > 0 takové, Ze pro vSechny [x,y] spltiujici \/x? 4+ y?> < ¢ plati (3.2.1).
2
Vsimnéme si, Ze plati x2y—+y2 <1la|x| < /x?+ y2. Potom volbou § = ¢/2 dostdvame

2
Yy _
2x2+y2 X[ <2-1-y/x2+y? <20 =e.

Podminky Definice 3.2.2 jsou tedy splnény. A
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Ptiklad 3.2.3.

Piimo z definice ukaZte, Ze
2

, y
1 - J
(x4)(00) X2 + 242

neexistuje.

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = takze

]/2
x24+242
uvedena limita ma smysl. Nejdfive si vSimnéme, Ze libovolné ryzi okoli bodu [0, 0] obsa-
huje body tvaru [0,y] s ¥ # 0 a souasné body [x,0] s x # 0, pticemZ pro tyto body plati

f(0,y) = 3 a f(x,0) = 0. Pfipust'me, Ze limita m4 hodnotu L. Potom

(i) je-li L # 0, pak pro libovolné € € (0, |L|] nebude podminka |f(x,y) — L| < € splnéna
na zadném ryzim okoli bodu [0, 0] (nebot’ v bodech [x, 0] dostaneme spor),

(i) je-li L = 0, pak pro libovolné e € (0,1/2] nebude podminka |f(x,y) — L| < e splnéna
na zadném ryzim okoli bodu [0, 0] (nebot’ v bodech [0, y] dostaneme spor).
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Piiklad 3.2.4 (viz [6, cviceni na str. 36]).

Piimo z definice ukaZte, Ze

lim €% =1.
(x,y)—(0,0)

Regeni. Bod [0, 0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = e¥, takZe uve-
dend limita md smysl. Musime ukdzat, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje & > 0 takové, ze
jsou splnény poZadavky Definice 3.2.2. Necht’ tedy ¢ > 0 je libovolné. Musime najit 6 > 0
takové, ze pro viechny [x,y] € R? spltiujici \/x2 + y2 < J plati

e -1 <e, . 1—e<e¥<l+e (3.2.2)

Nejdiive uvazme ¢ € (0,1). Protoze logaritmus je rostouci funkce, dostavéme z (3.2.2)
nerovnost
In(1—¢) <xy <In(l+e), (3.2.3)

. xy € (In(1 —¢),In(1 + ¢)), pfitemz leva mez ma zdporné znaménko a pravd mez ma

kladné znaménko. Nyni z (x —y)?2 > 0a (x +y)> > 0 vyplyvd x> —2xy +y*> > O a

x% 4 2xy + y? > 0, coz dohromady dava

R s
2

xZ +y2 52
5 < —=.

—(P+y?) <2y <Py 5

<xy <

Z posledni nerovnosti a nerovnosti (3.2.3) vidime, Ze sta¢i najit hodnoty ¢, pro které

2 2
Y C(—¢) a % —In(1+e),

coz po vyfeSeni davd hodnoty

oW =+ /—2In(1—¢) a o0& =+,/2In(1+e).

Protoze pozadujeme 6 > 0, vyhovuji pouze feSeni (521 a 55], pficemz 0 < 5E] < 52], nebot’
e > 0. Zvolime-li tedy 6 = 5!3], potom

((5E])2 52 x2+y2 x2+y2 52 ((531)2
)=t T <yy< 7 L 7
In(1—¢) ;<5 < s SWS —H< 5 5

=1In(1+e¢),

tj. podminka (3.2.3) je spInéna. V pfipadé ¢ > 1 je nerovnost 1 — e < e*¥ v (3.2.2) splnéna

trivialné, nebot” exponencidlni funkce nabyva pouze kladnych hodnot. Zvolime-li tedy § =

(SE], bude splnéna také druhd nerovnost e* < 1 + . A
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Ptiklad 3.2.5.

Piimo z definice ukaZte, Ze

Iim In(xy+e)=1.
(xy)—(0,1) (xy )

Regeni. Bod [0,1] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = In(xy + e),
takZe uvedend limita ma smysl. Musime ukézat, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze jsou splnény pozadavky Definice 3.2.2. Necht' tedy ¢ > 0 je libovolné. Musime
najit § > 0 takové, Ze pro vSechny [x,y] € D(f) spltiujici /x% + (y — 1)? < J plati

In(xy+e)—1|<e t. 1—e<In(xy+e)<l+e (3.2.4)
Jelikoz exponencidlni funkce je rostouci, dostdvame ekvivalentni poZzadavek

1 e, (3.2.5)

el —e<ay <elt—

tj. xy € (!¢ —e,e!t¢ —e), ptitemZ levd mez m4 zdporné znaménko a pravd mez kladné
znaménko. Z nerovnosti [x &= (y — 1)]?> > 0 dale plyne
P2y -1+ y-12>0, § 2x(y—1)|<¥*+(y—1)72<8,

a proto s vyuzitim —¢ < x < é mame

52 2 52 52
—7<x(y—1)<3, tj. —7—5<xy<7+5.
Z posledni nerovnosti a nerovnosti (3.2.5) vidime, Ze sta¢i najit hodnoty J, pro které
52 52
—i—ézel%—e, a §+(5:e1+€—e.

Jedna se o kvadratické rovnice, jejichZ feSeni jsou

W= 12y/1-26—e) a 62 =12 /1426+ o).

ProtoZe poZadujeme ¢ > 0, vyhovuji pouze feSeni (5&1 a 55], pficemz 0 < (52] < 5E], nebot’

e > 0. Zvolime-li tedy 6 = 5&3], potom

[1]y2 2 2
1-e __(‘5+) om0 o” —
e e = 5 0, = 5 (5<xy<2—|—5—
1 2
(o Lol < (02 ol et
2 2 ’
tj. podminka (3.2.5) je splnéna. A
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Ptiklad 3.2.6.

Vypoctéte

lim —x2 — 2.
(xy)—(0,0)

Reseni. Funkce f(x,y) = \/—x% — y2 je definovana pouze v bodé [0,0], tj. D(f) = {[0,0]}.
To ale znamena, Ze libovolné ryzi okoli bodu [0, 0] neobsahuje Zddny bod z D(f), . [0, 0]
je izolovanym bodem mnoziny D(f), takze uvedend limita nema smysl. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 2. Limity funkci vice proménnych 271

Ptiklad 3.2.7.

Vypoctéte
lim > —z 7
(vy)—(=41) X

Regeni. Bod [—4,1] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = %, takze
uvedend limita ma smysl. Funkce f je spojitd ve viech bodech [x,y] € R? s x # 0 (nebot je
to raciondlni lomend funkce), dostaneme pfimym dosazenim

lim x+y _—4+1 3
ey (-41) ¥ (=42 16
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Piiklad 3.2.8.
Vypoctéte
. 2 1
lim  xy“cos —.
(xy)—(0,0) Y

Reseni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢ntho oboru funkce f(x,y) = xy?cos xl—y,
takZe uvedena limita md smysl. Ovsem [0,0] € D(f). Uvédomime-li si, Ze funkce cos xl—y je
ohrani¢end na libovolném ryzim okoli bodu [0,0] a sou¢asné limy ), 0,0) xy? = 0, plyne
z Véty 3.2.5, Ze

2

lim xy“cos — = 0.
(xy)—(0,0) Xy
Vyzkousejte si, Ze stejného zdvéru lze docilit také pomoci Véty 3.2.6. A
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Ptiklad 3.2.9.

Vypoctéte
. xy —1
1 — .
(1) 1= 222

xy—1

T2y takze

Reseni. Bod [1,1] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) =

uvedend limita m4 smysl. OvSem [0,0] ¢ D(f) a dosazenim dostaneme neurcity vyraz J.
Snadno si ale mtiZeme vSimnout, Ze 1ze Citatele i jmenovatele pokratit, tj.
xy —1 . xy —1 -1

Iim ——— = Iim = lim =
xy)—0) 1 =222 xy—01n) (T—xy)(1+xy)  (xy)—01) 1+ xy

1
>
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Ptiklad 3.2.10.

Vypoctéte
2 _
T € )ty
(xy)—=(-1,-1) x+y+2

Reseni. Bod [—1, —1] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = %,

takZe uvedend limita méd smysl. Ovéem [—1, —1] ¢ D(f) a dosazenim dostaneme neurcity
vyraz 8. Snadno si ale miZeme vimnout, Ze Ize Citatele i jmenovatele pokratit, tj.

2 _
i xty-4 0 Ay =)ty +2)
(xy)—(-1,-1) x+y+2 (xy)—(—1,-1) xX+y+2
= lim x+y—2)=—4.
(x,y)ﬁ(—l,—l)( y=2)
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Piiklad 3.2.11.
Vypoctéte
2 _ .2
lim Y .
(xy)—(22) ¥2 — 3y + 3x — xy
Reseni. Bod [2,2] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = oy

x2—3y+3x—xy’
takZze uvedena limita ma smysl. Ovem [2,2] ¢ D(f) a dosazenim dostaneme neurcity

vyraz J. Snadno si ale mtizeme viimnout, Ze lze Citatele i jmenovatele pokritit, t;.

x*—y? (x+y)(x—y)
li = —
() (22) =By +3x— 2y (xy)=(22) X(x —y) +3(x —y)
) (x+y)(x—y) ) x+y 4
— — ] —_
()22 (x+3) (X —y) (w2 x+3 5
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Ptiklad 3.2.12.

Vypoctéte .
lim Y
(xy)—=(00) X

sin xy
x

= 1. Potom s vyuzitim Véty 3.2.13

, takze

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) =

sint

uvedend limita ma smysl. Pfipomenime, Ze lim; o =5~

a pravidla (c) z Véty 3.2.4 dostdvame

im SO gy SO -
(xy)—(00) X (xy)=(00) XY <~ '
mg(w)
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Ptiklad 3.2.13.

Vypoctéte
etV —1
lim .
(xy)—(02) X

Xy _q
X

uvedend limita ma smysl. Pfipomenme, Ze lim;_. ¢ 1 _ 1, Potom s vyuzitim Véty 3.2.13
y P f y y

, takze

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = ©

a pravidla (c) z Véty 3.2.4 dostdvame

im &l oy, 2l —1.2=2
(xy)—(02) X (xy)—(02) XY \y/"
S—~—"g(xy)
f(xy)
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Ptiklad 3.2.14.

Vypoctéte

_ 2 42
im BV —4)2 -y
(xy)—(40) x21/(x —4)2 — 42

C L _ ) ey _ tg/(x—42—y?
Reseni. Bod [4,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = /v
takZe uvedena limita m4 smysl. JelikoZ plati

lim Bt _ lim 2 t1_ 1,

t—0 f t=0 t cost

dostaneme s vyuZitim Véty 3.2.13 a pravidla (c) z Véty 3.2.4 vysledek

tg\/(x —4)2—y2 _ tg/(x—4)22—-y2 1 1
_ — =

lim lim — =

(w40 2/ (x—HZT =2 -60 Jx—Z—y2 2216

-~

Flxy) g(xy)
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Ptiklad 3.2.15.
Vypoctéte
1—
1705
(xy)—=(3,0) Yy
Reseni. Bod [0, 0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = 1_(;%”, takze
uvedena limita md smysl. Je zfejmé, Ze
1—cosxy 1-—cosxy ,
floy) = = X"
Zaméiime se proto nejdfive na limitu
. 1—cost . 1-—costsin’t . 1—cost sin’t
lim ——— = lim = lim =
t=0 12 t-0 sin?t 12 t—01—cos?t 2
I 1 —cost sint . 1 (Sint>2 1
= lim = lm =5
t—0 (1 —cost)(1+cost) t2 t—01+cost \ t 2

Proto s vyuzitim Véty 3.2.13 a pravidla (c) z Véty 3.2.4 dostavame

lim —1—Cc2)sxy = lim —1—§o§xy X2 :2.
(xy)—=(30) Y (xy)—=(30) XY= >~ 2
—— 8(xy)
f(xy)
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280
Ptiklad 3.2.16.
Vypoctéte
2 4 2
lim Yty .
(xy)—=(00) \/x2+y2+1-1
o x2+]/2

Reseni. Bod [0, 0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = A
takZe uvedena limita ma smysl. OvSem [0,0] ¢ D(f) a dosazenim dostaneme neurcity
vyraz . P¥i tipravé pouZijeme podobny trik jako v pifpadé funkce jedné proménné,
lim CHY Py AL
()00 V2 + P2 +1-1  @n)=00) /2 +y2+1-1/2+y2+1+1
(x* +y?) \/x2+y+ +1) (x* +y?) \/x2+y+ +1)

= li li

(x,y)lil}0,0) +y2+1-1 ( ,y)lir}c),o) x% + y?
= lim 4/x24+y2+1+1=2.

(x,y)—(0,0) Y
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Ptiklad 3.2.17.

Vypoctéte
2.4 .2
lim 3(x" +y)

(xy)—+00) /x2+y2 +4 -2

3(x%+y?)
V2 yr a2’

takZe uvedend limita md smysl. OvSem [0,0] ¢ D(f) a dosazenim dostaneme neurdity

Reseni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) =

vyraz . P¥i tipravé pouzijeme podobny trik jako v pifpadé funkce jedné proménné, .
3(x? +y) 1 3 +y) VARt +4+2
00 VAP FE—2  (wp)~00) /PP Fh—2 /PP T h+2

: 3(x* +y2) (V22 + 12 +4+2) : [ 2 L 214
1 2 24442)=12.
(xy)—(0,0) X2 +y*+4—4 <,y>13?o,o>( FEyat)

hm

= lim
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Ptiklad 3.2.18.

Vypoctéte

. VaZ+y2—2x+2-1
(x)—(10) /2 +y2—2x +2—1

Regeni. ProtoZe defini¢ni obor funkce f(x,y) = ¥ Oy 22l je R?\[1,0]], je limitni bod
V/x2+y2—2x+2-1

[1,0] jeho hromadnym bodem, a tudiZ uvedend limita ma smysl. OvSem [1,0] ¢ D(f) a
dosazenim dostaneme neurcity vyraz 8. Pti upravé pouZzijeme podobny trik jako v piipadé
funkce jedné proménné, tj.

. Vi —2x4+2-1
(xy)—=(10) ¢/x2+y> —2x+2—1

i Va2+y2—2x+2-1 VX2 +y2—2x+2+1 y
(xy)—(10) /x2+y2 —2x+2—1 /(x2+y> —2x+2)2 + I/x2+y2 —2x+ 2+ 1

V(2 +y?—2x+2)2+ 2+ y>—2x+2+1

X
V2 +y2—2x+2+1

—  lim P4y —24+2-1 /(242 —2x+2)2+ Y22+ 2 —2x+2+1

(xy) =10 X2 +y2 —2x +2 -1 VX2+y2—2x+2+1
— tm V22 20+ 224 /2 +yP -2x+241 3
(x)—(1,0) VZ+y2—2x+2+1 2
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Ptiklad 3.2.19.

Ukazte, Ze limita , )
(xy)—(0,0) X* + Y

neexistuje.

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = ﬁ—;}ﬁ, takze
uvedena limita ma smysl. Podivejme se, jak se bude funkce f chovat, pokud se do bodu
[0, 0] budeme blizit po pfimkéch. Rovnice pfimky je y = ax + b. ProtoZze pozadujeme, aby
pfimka prochazela limitnim bodem [0, 0], maji vSechny vhodné p¥imky rovnici y = ax,
kde a € R\{0}. Potom

_ x% —y? . x%2— (ax)? . 1—a®> 1-a?

im ——> = lim >——% = lim = :

(xy)—(00) X2 +y?  y=ax x2 4 (ax)> y=ax1+442 1+ 42
x—0 x—0

ProtoZe tato hodnota zavisi na ¢isle a (tj. na sméru, ve kterém se blizime do limitniho bodu
[0,0]), limita neexistuje. A
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Ptiklad 3.2.20.

Ukazte, Ze limita
2

: Xy
1 -7
(x4)(00) X + 12

neexistuje.

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = x%z/ takze
uvedend limita ma smysl. Podivejme se, jak se bude funkce f chovat, pokud se do bodu
[0, 0] budeme blizit po pfimkéch. Rovnice pfimky je y = ax + b. ProtoZze pozadujeme, aby
pfimka prochazela limitnim bodem [0, 0], maji vSechny vhodné p¥imky rovnici y = ax,
kde a € R\{0}. Potom

2 3

. . ax . ax
hm ﬁ: hmm: hmﬁ: y
x,y)—(0,0) X =ax x acx =ax x a
y + y=ax + y=ax —+
x—0 x—0

tj. budeme-li se bliZit do limitnitho bodu ve sméru libovolné pfimky, bude hodnota funkce
f blizit k 0. Znamend to, Ze zadana limita existuje? VyzkouSejme, jak se bude hodnota
funkce f chovat, pokud se do limitntho bodu budeme pfibliZovat po parabolach, tj. y =
ax? + bx + c. ProtoZe parabola musi také prochazet limitnim bodem [0, 0], musi byt ¢ = 0.
Zvolme napt. y = ax?, a € R\{0}. Potom

2 4
. x . ax . a a
].lm 4—]/2 == ].lm m = ]_lm 5 e 57
(xy)—=(00) X* + Y= y=a2 X* +a°x*  y—p2l+a 1+a
x—0 x—0
JelikoZ vysledek zavisi na hodnoté a, zadana limita neexistuje. A
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Piiklad 3.2.21.
Ukazte, Ze limita , )
lim > Y
(xy)—=(00) X —Y
neexistuje.
Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = x2+y2, takze

Xy
uvedena limita ma smysl. Podivejme se, jak se bude funkce f chovat, pokud se do bodu

[0, 0] budeme blizit po pfimkéch. Rovnice pfimky je y = ax + b. ProtoZze pozadujeme, aby
pfimka prochazela limitnim bodem [0, 0], maji vSechny vhodné p¥imky rovnici y = ax,
kde a € R\{0}. Potom

lim CHy = lim M = lim x + xa” =0
(xy)—(00) X—Yy  y=4r x—ax y=ix 1—aqg ’
x—0 x—0

tj. budeme-li se bliZit do limitniho bodu ve sméru libovolné pfimky, bude hodnota funkce
f blizit k 0. Znamend to, Ze zadana limita existuje? VyzkouSejme, jak se bude hodnota
funkce f chovat, pokud se do limitntho bodu budeme p¥ibliZovat po parabolach, tj. y =
ax? + bx + c. ProtoZe parabola musi také prochazet limitnim bodem [0, 0], musi byt ¢ = 0.
Zvolme napt. y = ax?, a € R\{0}. Potom

2 2 2 232 2.3
. X+ . x4+ (ax . x+ax
lim ¥ _ lim —( 2) = lim ——— =0,
(xy)=(00) X —Y  y=ax> X —aX y=ax2 1 —ax
x—0 x—0

tady také v tomto pifpadé dostdvame hodnotu 0. Zvolme nyn{ zcela obecné y = ax? + bx,
kde a,b € R\{0}. Potom

lim 2+yr lim X2+ (ax? +bx)* lim x?(1+ a*x? + 2abx + b*)
(xy)—=(00) X—Y  y=ax’+bx X —ax? —bx y—ax4bx x(1—ax—Db)
x—0 x—0

b=l i 2(1+a*x®+2ax+1) i (14 a%x2 +2ax +1)
B y:axz—x X(l —ax — 1) o yzaxz—x _axz o

x—0 x—0

— lim (1+a%x®+2ax+1) 27&0

y=ax’>—x —a a ’

x—0

coZ je jina hodnota nez v pfipadé pfibliZovani po pfimkach. Proto zadana limita neexistuje.
A
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Ptiklad 3.2.22.

Vypoctéte
(x,y)—(0,0) X + Yy

Regeni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = xe—_gyZ' takze

uvedend limita ma smysl. Transformaci do polarnich soufadnic dostaneme

2 .
_ xy _ P~ cos @ sin @ _ : .
| —7— =1 =1 = .
(x/y)m}O,O) 2R, im (o ptsinp) s im_ cos ¢ sin ¢ = cos ¢ sin ¢

Protoze vysledek zavisi na hodnoté ¢, zadana limita neexistuje. A
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Piiklad 3.2.23.
Vypoctéte
. 3x
lim T
(xy)=(0,0) X"+ Y
Reseni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = x?iy, takze
uvedend limita md smysl. Transformaci do polarnich soufadnic dostaneme
lim 33x _ lim i 3p3cos @ ‘ ~ lim 33(:03 @ . _ 3c9s ¢
(xy)—(00) X3 +y  p=0+ p(p?cos® @ +sing)  p—0+ p?cos® ¢ + sin @ sin ¢
Protoze vysledek zavisi na hodnoté ¢, zadana limita neexistuje. A
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Ptiklad 3.2.24.

Vypoctéte
x2

lim ﬁ.
(x,y,2)—(0,0,0) X+ Y=+ 2

Reseni. Bod [0,0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,vy,z) =

x2
X2 y?+z27
takZe uvedend limita mé smysl. S pomoci transformace do sférickych soufadnic dostaneme

x2

. ~ lim 0% cos? @ sin? ¢ B
(xy,2)—000) X2 +y2 + 22 p-0+ p2cos? gsin® & + p2sin? g sin? @ + p2 cos? &

cos? @ sin? ¢

= lim — —— = lim (cos” gsin®§) = cos® ¢ sin® 9.
p—0t sin“ ¢ +sin“ ¢ p—0*

Vidime tedy, Ze hodnota limity zavisi na thlech ¢ a ¢. Proto dand limita neexistuje. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



II. 2. Limity funkci vice proménnych 289

Ptiklad 3.2.25.

Vypoctéte
2 +yly—1)?
(xy)—(01) X2+ (y—1)2

Phy(y-1)?
x2+(y—1)2 7
takZe uvedend limita ma smysl. S pomoci transformace do poldrnich soufadnic x = p cos ¢

Reseni. Bod [0,1] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) =

ay =1+ psin ¢ dostaneme

4yly—1)2 | p*cos’@+ (1+psing)p®sinfe

1
cy)olon) 24y =12 50t plcost g+ plsin ¢
2 2 s 2 3 cin3
~ lim PSSO AN Q) EPTSITG (g pind g) = 1.
p—0% Y o—0F

Uvedeny vysledek plati, nebot’ nebot’ z pfedchoziho vypoctu plyne, Ze jsou splnény pod-
minky Véty 3.2.9, tj.

|f(pcos@,1+psing) — 1| = ‘psin%o‘ <p a lim p=0.

p—0+
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Ptiklad 3.2.26.

Vypoctéte
34,3
lim %
(xy)—=(00) X* + Y

3(x%+y?)

V22427

takZe uvedend limita ma smysl. OvSem [0,0] ¢ D(f) a dosazenim dostaneme neurcity

Reseni. Bod [0,0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) =

vyraz 8. Transformaci do polédrnich soufadnic dostaneme

3, .3 3 3 . 3
im x2 i yz = lim © (cos’g + s%nz ?) _ lim p(cos® ¢ + sin® ) = 0.
(xy)—(0,0) X* + Y p—0t p2(cos? ¢ +sin” @)  p—0*

Pro potvrzeni platnosti vysledku si sta¢i uvédomit, Ze jsou splnény podminky uvedené
v Poznamce 3.2.10, kde g(p) = p a h(¢p) = cos® ¢ +sin® . A
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Ptiklad 3.2.27.
Vypoctéte
) ) x2y2
li x°+ .
(x,y)lin(ofo) ( / )

. 2.2
Reseni. Bod [0,0] je hromadnym bodem definiéntho oboru funkce f(x,y) = (x2 +y?)* ¥,
takZe uvedend limita ma smysl. S vyuZitim spojitosti exponencidlni funkce mtizeme limitu

pfepsat do tvaru
x2y? 2 20210 (x2 a2
L — im <x2 + yz) _ lim ex v In(x%+y ) hm(x )—(00) ¥y In(x*+y°)] .
(xy)—(0,0) (xy)—(0,0)

Nyni proto potfebujeme vypocitat limitu v exponentu. Po transformaci do polédrnich sou-

fadnic ziskdme

[y In(x® +y?)] = lim+ p* cos® psin? ¢ In(p? cos? ¢ + p? sin” )

lim
(xy)—(0,0)
= lim p*cos? ¢sin? ¢ In p? = 2cos? psin® ¢ 11m ptlnp =
p—>0+
Inp |jo0 :
. 0 .
= 2cos® gsin® ¢p1i>%l+ H ” = 2 cos® @sin® gopgrg+m_
o' 1
= 2 cos? ¢ sin’ q)plg&rm:—icos ¢ sin’ (pplg&p =0.

Poznamenejme, Ze posledni rovnost plati, nebot’ jsou splnény pozadavky uvedené v Po-
zndmce 3.2.10 s funkcemi g(p) = p*Inp a h(g) = 2 cos? ¢ sin® p. Proto

L=¢e%=1.
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Ptiklad 3.2.28.
Vypoctéte
2
1\
lim (1 + —) .
x
2

(xy)—=(c01)

(1+1)™,

Reseni. Bod [o0, 1] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y)
t
1) = e. Také plati % =

t

takZe uvedend limita ma smysl. Pfipomerime, Ze lim; e <1 +
. Proto s vyuZitim pravidla (c) z Véty 3.2.4 dostavame
X

x + %
1\ 5 1\* 1\ 7
lim (1 + —> = lim (1 + —) (1 + —) =
(x,y)—(00,1) X (x,y)—(c0,1) X X
X —yz X —yz
—  lim <1+1> (1+1>”"= lim (1+1) (1+1>”"=e
(ey)=(on) \ X x yoon N x) T x)
f(:;y) g(:cfy)
A
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Ptiklad 3.2.29.

Vypoctéte
2 2
lim rry
(x,y)—(00,—00) X4 + Y4

Reseni. Ponévad defini¢ni obor funkce f(x,y) = izig i je D(f) = R?\{[0,0]}, vidime, Ze
bod [co, —o0] je hromadnym bodem D(f), a tudiZ uvedend limita mé4 smysl. Transformaci

1 _ 1 _~ N
x = ; ay = ; pfevedeme limitu do tvaru

L= lim —xz + yz = lim % i 1’1_2 = lim u’ UZ(uZ + Uz)
(cy) oo —c0) X+ Y4 (wo)=(00) L+ L wo)o00)  ut+ot
u>0, v<0 u>0, v<0

Vzhledem k tomu, Ze se v limité objevuji pouze sudé mocniny u a v, musime ziskat stejny
vysledek i pro dalsi kombinace znamének u a v (tj. budeme-li se do limitnitho bodu p¥ibli-
Zovat i ve smérech z dal$ich kvadrantti). Proto se mtiZeme zaméfit na vypocet téze limity
bez pozadavku na znaménko u a v, k ¢emuZ vyuZijeme transformaci do polarnich soutad-

nig, tj.

u? v*(u? + v?) lim 0° cos? @ sin? @(cos? ¢ + sin? @)

L= lim ) ) = -4
(u,0)—(00)  U*+0 p—0+ p#(cos* ¢ + sin* @)
u>0, v<0

2 a2
— fim PR

p—0" 4(cost ¢ + sin* @)

Pro potvrzeni platnosti vysledku zbyva ovéfit splnéni podminek Véty 3.2.9, coz je ale
W (1 +v?) o

snadné, nebot’ z pfedchozich vypocti plyne pro funkci g(u,v) = — o s 2e

02 sin?(2¢)
4(cost ¢ + sin )

<p® a i 2-0.
=P pir(l;l‘*p

|g(pcos ¢, psing) — 0| =
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Ptiklad 3.2.30.

Vypoctéte

lim (2> +1y?) e HY),
(x,y)—(c0,00)

Reseni. Defini¢ni obor funkce f(x,y) = (x* + y?) e~ ¥ je D(f) = R?, tudiz bod [0, ]
je hromadnym bodem D(f) a uvedena limita m4 smysl. JelikoZ pro [x,y] € R (. x > 0a
y > 0, coz je vlastné okoli bodu [0, o0]) plati

2 2 2 2

2 2o (xty) % Yy A
0< (x*+y*)e e<x+y>+e<w> < =5

a soucasné z pravidel pro Skdly mocnin pro funkce jedné proménné a z ¢asti (a) Véty 3.2.4

2 2
lim (x +y—) —0.

(x,y)—(00,00) er | eY

dostaneme

Proto z Véty 3.2.6, kde h(x,y) =0a g(x,y) = g—i + Z—;, plyne

lim (x> +1y?) e ) =

(xy) = (c0,00)
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Ptiklad 3.2.31.

Vypoctéte

x2

. Xy
] )
uyﬁgkﬁo(x2+y2)

X . on  , xz . v .

Reseni. Defini¢ni obor funkce (ﬂx—fﬁ) je D(f) = R2\{[0,0]}, tudiz bod [c0, o] je hromad-
nym bodem D(f) a uvedend limita m4 smysl. JelikoZ pro [x,y] € RZ, (§.x >0ay >0,
coz je vlastné okoli bodu [oo, o0]) plati

X
xy
<
0_(ﬂ+%>

2442
a soucasné z nerovnosti x> + > > 2xy dostaneme > ;]7 > 2,1

2

Proto plati

2

X
Vzhledem k tomu, Ze lim; ), (c0,00) (%) = 0, plyne z Véty 3.2.6 s volbou h(x,y) =0 a

g(x,y) = (%)x2 vysledek

X
: xy )__
lim — =
(wwmw(ﬂ+f

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



296 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.2.32.

Vypoctéte dvojndsobné limity

. . x> 4y? . . xP 4P
@ tm (i) o (im0,

Existuje limita dvojnd?

Reseni. S vyuzitim pravidel pro pocitani limit funkce jedné proménné dostdvdme postupné

2 2 2
() Ly = lim <lim u) i oL

x—0 \ y—0 2x2 x—0 2x2 2’
2
24 .2 14+ 2L
(b) Ly =lim (lim > ") = lim ( lim ——2 ) = oo,
y—0 \ x50 2x2 y—0 \ x—0 2
protoZe ve druhém pifpadé povaZzujeme y? ve vnitfni limité za konstantu (nenulovou).
Bod [0, 0] je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y) = XZZ—;}/Z, takze dvojna

limita ) )
L = lim X +2y
(xy)—(00) 2x

mé smysl. Ovéem L, # Ly, takZe z ¢asti (e) Poznamky 3.2.8 plyne, Ze dvojna limita L
neexistuje. A
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Ptiklad 3.2.33.

Vypoctéte obé dvojndsobné limity i dvojnou limitu v bodé [0, 0] pro funkci

nyZ
R (=)

f(x,y)

Reseni. Vypotteme nejd¥ive obé dvojndsobné limity, 4.

Lyx = lim | lim x2y i lim 0 _
x50 \y—0 222 + (x —y)2 =00+ x2

Ly = lim ( lim Y Clim—2_ —0
Yoy 0¥y + (x—y)2)  y—00+y2

0,

tj. Lyx = Lyy. Nyni vypoc¢teme dvojnou limitu. Bod [0, 0] je hromadnym bodem defini¢niho
oboru funkce f(x,y), takze dvojnd limita ma smysl. Oviem budeme-li se do limitniho bodu
pfibliZovat po pfimce y = x dostaneme
2,2 4
A — 2= x_4
(xy)—(00) X*y2 + (x —y)?  x=0x

zatimco pro y = —x dostaneme

nyZ
() 100) P2 (x =92~ a0 X 4a? T 250 27 4

0.

To znamens, Ze dvojna limita neexistuje (viz ¢ast (a) Poznamky 3.2.8). A
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Ptiklad 3.2.34.

Vypoctéte obé dvojndsobné limity i dvojnou limitu v bodé [0, 0] pro funkci

_x—y
f&ﬂ)—x+y-

Regeni. Vypocteme nejdfive ob& dvojnasobné limity, 4.

Lyx=1im<limx_y> — lim = =1,

x=0 \y=0x+Yy x—0 X
Ly = lim (limx_y) = lim —Z = —1.
y—=0 \x=0x+Vy y—=0 Y

Ponévadz Ly # Lyy, plyne z &asti (e) Poznamky 3.2.8, Ze dvojna limita neexistuje (bod
[0, 0] je jisté hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f(x,y), takze tato dvojna limita
ma smysl). UvaZme napf. pfibliZovani do limitniho bodu po pfimce y = ax, a € R. Potom

_ xX—y . X —ax . l—a 1-a
lim = lim = lim = ,
(xy)=00) X+Y  (xy)—=(00) X +ax  (xy)—00)1+a 1+a
y=ax y=ax
a tudiz dvojna limita skute¢né neexistuje. A
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Ptiklad 3.2.35.

Vypoctéte obé dvojndsobné limity i dvojnou limitu v bodé [0, 0] pro funkci

1 1
f(x,y) = (x+vy) sm;smg.

Reseni. Vypotteme nejd¥ive ob& dvojndsobné limity, .

1 1
Lo tim (1 1 1
yx xg%( im(x +y) smxsmy>,

y—0

. . 1 1
Ly = 513(1) (chlgé(x +y) sin _sin }7)
Protoze vnitini limity neexistuji (proc?), neexistuje ani jedna z limit Lyx a Ly,. Bod [0,0]
je hromadnym bodem defini¢ntho oboru funkce f(x,y), takZze dvojnd limita ma smysl.
Jelikoz —1 < sin % sin % < 1 na libovolném ryzim okoli bodu [0, 0], plyne z Véty 3.2.5, Ze

1 1

lim (x+4y)sin—sin— =0.
(xy)—(0,0) x oy
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Ptiklad 3.2.36.

Urcete body nespojitosti funkce

X+y

flx,y) = m

Reseni. Funkce f je racionalni lomenou funkci v proménnych x, y, takZe jedinymi body ne-
spojitosti jsou ty, ve kterych nabyva jmenovatel nulovych hodnot. Proto body nespojitosti
jsou takové, Ze x> = —, 4. {[x,y] € R? | x = —y}. A
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Ptiklad 3.2.37.

Urcete body nespojitosti funkce

x2
flx,y) = oy

x2 =3y’

Regeni. Jedinymi body nespojitosti funkce f jsou ty, ve kterych jmenovatel nabyvé nulo-

vych hodnot. V tomto ptipadé se jednd o body leZici na parabole o rovnici y = x2/3, .

{[x,y] € R* |y = x?/3}.

A
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Ptiklad 3.2.38.

Urcete body nespojitosti funkce

1
sinxsiny’

flxy) =

Reseni. Jedinymi body nespojitosti funkce f jsou ty, ve kterych jmenovatel nabyvé nulo-
vych hodnot, 4. {[x,y] € R? | x = kzt nebo y = k7t pro n&jaké k € Z}. A
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Ptiklad 3.2.39.

Urcete body nespojitosti funkce

f(x,y) :lnll—xz—yz‘.

Reseni. Funkce Inz je spojitd na intervalu (0, ). Proto body nespojitosti jsou takové, Ze
x? 4+ y? = 1, 1. lezi na jednotkové kruZnice se sttedem v pocatku. A

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



304 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.2.40.

Urcete body nespojitosti funkce

flx,y) = xl :

ey —1

Reseni. Jednd se kompozici dvou funkci. Vnitini funkce x/y neni spojitd v bodech tvaru

Vv s

[x,0], zatimco vnéjsi funkce ﬁ mé bod nespojitosti pro z = 0. Proto body nespojitosti
funkee f jsou {[x,y] € R? | x = Oneboy = 0}. A
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Ptiklad 3.2.41.

Rozhodnéte o spojitosti funkce

2 [y # 10,0,
floy) =4
0, [x,y] = [0,0].

Reseni. Funkce f je definovana na celém IR?. Je také ziejmé, Ze funkce je spojita ve vsech
bodech R?\{[0,0]}, takZe sta&i uréit limitu v [0,0]. Transformaci do polarnich soufadnic

dostaneme
i 2y i ptcos? psinp i cos> psing  cos? gsin® ¢
(xy)—00) X+ ¥t p=0+ pt(cost @ +sint @) p—0* cost @ +sintgp  cost g +sint ¢’

coz znamend, Ze tato limita neexistuje. Funkce f tudiz neni spojitd v bodé [0, 0]. A
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Ptiklad 3.2.42.

Rozhodnéte o spojitosti funkce

a2 oyl # 10,0,
floy) =45
0, [x,y] = [0,0].

Reseni. Funkce f je definovadna na celém IR?. Je také ziejmé, Ze funkce je spojita ve viech
bodech R?\{[0,0]}, takZe sta&i uréit limitu v [0,0]. Transformaci do polarnich soufadnic
dostaneme

xy? _ 02 cos @ sin? ¢

lim —— = lim = lim pcos @sin® @ = 0.
(xy)—(00) X2+ Y2 p=0+ p2(cos? @ +sin® @)  p—0* peose ¢

ProtoZe f(0,0) = 0, je funkce f spojitd v bodé [0,0], a tudiZ je spojitd na celém R?. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 3. Derivovani funkci vice proménnych 307

III. 3. Derivovani funkci vice proménnych

Definice 3.3.1 (Parcidlni derivace).

Necht funkce f : R> — R je definovana v bodé [xo, 1] a n&jakém jeho okoli. PoloZme

¢(x) := f(x,y0). Mé-li funkce ¢(x) derivaci v bodé x, nazyvame ji parcidlni derivact
funkce f podle proménné x v bodé [xg, o] a oznacujeme ji jako fy(xo, yo) nebo f1(xo, yo)
nebo %(xo, Y0), -

fx(xo,yo) = lim M — lim f(xlyO) _f(xO/]/O)

X— X0 X — xO X— X X — xO

Podobné, ma-li funkce ¥(y) := f(xo,y) derivaci v bodé€ yo, nazyvame ji parcidlni
derivact funkce f podle proménné y v bodé [xo,yo] a oznalujeme ji jako f,(xo,yo) nebo
f];(X(),yo) nebo %(X(),yo).

Parcidlni derivace pro funkce f : R" — R jsou definovany zcela analogicky, tj. pro
vhodny bod x* = [x], ..., x| klademe

i(x*) — lim f(xikl' . '/x;'k_lzxi/x;':_l/' . -,X;) —f(XT,. . .,x:;)
A Xj— Xj

, ie{l,...,n}

Véta 3.3.2 (Pravidla pro pocitdni parcidlnich derivaci).

Necht’ funkce f,g : R" — R maji na oteviené mnoziné M (vlastni) parcidlni derivace
podle proménné x;, kdei € {1,...,n}. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a podil (pokud
g(x) # 0) md na M také parcidlni derivaci podle x;, pfic¢emz pro vSechna x € M plati

) £0)) = L) B ),
A 0 5] = (2 00)g() + £ (2) 55 (x),

Véta 3.3.3 (O derivovdni sloZené funkce).

Necht’ funkce u(x,y) av(x,y) maji parcidlni derivace prvniho fddu v bodé [x, yo|. Po-
lozme ug = u(xg,v0), vo = v(x0,Yo). Necht” funkce f(u,v) je diferencovatelnd v bodé
[uo, vo]. Pak sloZend funkce F(x,y) = f (u(x,y),v(x,y)) md parcidlni derivace prvniho
fadu v [xg, yo] a plati tzv. fetézové pravidlo

oF 0 ou 0 0v
a(xolyo) = %(uo, Uo)a(xofyo) + %(uofvo)g(xo,yo),
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oF d ou d Jdv
5 (00) = 55 i0,00) 55 (ko) + 5 0, 20) 7 030,

neboli zkrdcené
Fx:fuux+fvvx a Fy:fuuy+fvvy.

Definice 3.3.4 (Parcidlni derivace 2. #ddu).

Necht je ddna funkce f : R> — R a bod [xo,yo] € D(f). Existuje-li parcidlni derivace

funkce fy(x,y) podle proménné x v bodé [xy, yo|, nazyvame ji parcidlni derivaci druhého
2

Fadu podle proménné x funkce f v bodé [xo, yo| a znatime jako frx(xo, yo) nebo %(xo, Yo)-

Existuje-li parcidlni derivace funkce fy(x,y) podle proménné y v bodé [xo, yo|, nazy-

vame ji smiSenou parcidlni derivact druhého ¥ddu funkce f v bodé [xg,yo] a znacime jako

2
fxy(xo, o) nebo %(xo, Yo)-

Zcela analogicky jsou definovény zbyvajici parcidlni derivace druhého fadu fx(xo, vo)

a fyy(xo0,y0)-
Véta 3.3.5 (SchwarzovalYoungova).

Necht’ pro funkci f : R? — R existuji v né&jakém okoli O(x,yo) bodu [xo,yo] € D(f)
smiSené parcidlni derivace druhého fddu f,(x,y) a fyx(x,y), které jsou spojité v bodé
[x0, yo]- Pak plati

fry(x0,¥0) = fyx(x0,y0)

(tedy smisené parcidlni derivace druhého fddu jsou zaménitelné).

Véta 3.3.6.

Necht’ v néjakém okoli O(x,yo) bodu [xq, yo] € D(f) pro funkci f : R> — R plati
* existuji parcidlni derivace prvniho fadu fy(x,y) a f,(x,y),
* existuje smiSend parcidlni derivace druhého fadu fy,(x,y) (s pfipadnou vyjim-
kou samotného bodu [x, yo|),

* existuje
lim )fxy(x,y) =K.

(x,y)— (x0.y0

Pak obé smiSené parcidlni derivace druhého fddu fr,(xo,Y0) a fyx(xo,y0) existuji a
plati
fxy(x0,y0) = K = fyx(x0, 0)-

Pozndmka 3.3.7. Podobné tvrzeni i pro smiSené parcialni derivace vyssich radi:
Necht’ funkce f : R?> — R md na oteviené mnoZiné M spojité vSechny parcidlni derivace az
do 7ddu m, kde m € IN a m > 2. Pak hodnoty vSech smiSenijch parcidlnich derivaci funkce
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f az do 7ddu m nezdvisi na potadi derivovdni, ale pouze na tom, kolikrdt se derivovalo podle
promeénné x a kolikrdt podle proménné y.

Definice 3.3.8 (Smérovd derivace).

Necht' f: R" — R, x* je vnitini bod D(f) a i € V"\{0}. Polozme ¢(t) := f(x* + tif).
Maé-li funkce ¢(t) derivaci pro t = 0, nazyvame ji smérovou derivact funkce f v bodé x*
(nebo derivaci funkce f ve sméru vektoru i) a znac¢ime jako f;(x*) nebo g—é(x*), tj.

t—0 t t—0 t

Pozndmka 3.3.9. Vzhledem k tomu, Ze i smérova derivace je vlastné definovana jako oby-
¢ejna derivace funkce ¢(t), plati pro jeji pocitani nasledujici pravidla. Necht' pro x* € R”"
existuje fz(x*) a gz(x*), pak

e pro kazdé ¢ € R existuje f.z(x*) a plati f.z(x*) = ¢ fz(x*),

* (fEgalx") = fulx") £ ga(x"),
* (fQalx") = fulx™) g(x7) + f(x7) ga(x"),

. (i)ﬁ(x*) _ fﬁ(x*)g(xzza{)(x*)ga(x*)

,je-li g(x*) # 0.
¢ je-li g(x*)

Ovsem aditivita smérovych derivaci vzhledem ke smériim derivace jiz platit nemusi. Po-
kud existuji fz(x*) a fz(x*), nemusi existovat fz,5(x*). A i kdyz existuje f;,z(x*) muze
byt fiiz(x*) # fz(x*) + fz(x*). Na druhou stranu, jestlize f;(x*) je spojitd v néjakém okoli
O(x*) bodu x* a existuje fz(x*), potom plati f;,5(x*) = fz(x*) + fz(x*).

Pozndmka 3.3.10. Jestlize pro funkci f : R" — R v bodé x* existuji parcidlni derivace
prvniho fddu podle vSech proménnych xy, ..., x, v bodé x*, potom (sloupcovy!) vektor

I (x7)

8x1

f (o
grad f(x*) = ox; Fx )

S (x*)

nazyvame gradientem funkce f v bodé x*. Ma-li funkce f spojité parcialni derivace prvniho

fadu v x*, potom pro smérovou derivaci ve sméru vektoru i v bodé x* plati

fu(x") = (grad f(x"), u),
kde (-, -) znadi standardni skaldrni soucin. Tento vztah plati dokonce v pfipadg, Ze funkce
f je pouze diferencovatelnd (viz nésledujici kapitola).
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Ptiklad 3.3.1.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y) = x> + 2x%y + 3xy? + 4x — 5y + 100.

Regeni. Funkce f(x,y) je vlastné polynom v proménnych x, y. Proto ze zdkladnich pravidel
pro derivovani dostaneme ihned

fr(x,y) = 3x + dxy + 3y* + 4, fy(x,y) = 2x* + 6xy — 5.
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Ptiklad 3.3.2.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y) = xsin(x + 2y).

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme ihned

fx(x,y) = sin(x + 2y) + x cos(x + 2y), fy(x,y) = 2x cos(x + 2y).
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Ptiklad 3.3.3.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu v bodé [2, 5] pro funkci

fly) =y +yV1i+22

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme

s 10
fx(x/y)_m fx(2,5)—\/§—2\/§,

fy(xy) =2y + V1422~ £,(2,5) =10 + V5.
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Ptiklad 3.3.4.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu v bodé [3,2] pro funkci

f(x,y) =1/2x3 —313.

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme

27 9
2 (.3 3\-1/2 _ - 2
fx(x,y) = 3x7 (2x° — 3y°) 1x(3,2) %~ 10 30,

R S N _ 18 3
fy(xy) = ==~ (2 = 3y°) fi(3,2) = === = ~5V30,
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Ptiklad 3.3.5.

Vypoctéte gradient funkce

flry) = x2+y°

Reseni. Ze zakladnich pravidel pro derivovani vypocteme parcidlni derivace prvniho fadu,

coz dava
x
2 3
grad f(x,y) = [ V7%,

2/ %2413
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Ptiklad 3.3.6.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y) = sin 5 cos %

Regeni. Ze zdkladnich pravidel pro derivovani dostaneme ihned

y_ ¥ Yy

fr(x )—1cosxcos + < sin X sin
W Y)= y x x2 y  x

X X y 1. x .y
fy(x,y) = B cos;cos; - ;smgsm;.
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Ptiklad 3.3.7.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

X—y
14+ xy

f(x,y) = arctg

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovéani dostaneme

flny) =L (Atw)—(x—yy _ 1+y° _
’ —y\2 2 2 —_1/)2
1+ (1) (1+xy) (1+xy)? +(x —y)
_ 1+y? B 1+ B 1+y? 1
I+l 1+ (14y?) T+ (T+a?) T+a
1 —(1+axy) — (x —y)x —1—x?
fr(xy) = = = =
’ 1+ (527 () (1+xy)? + (x —y)?
1+ x? 1+ x? 1+x? 1

R A e (o B (IR o R R

A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 3. Derivovani funkci vice proménnych 317

Ptiklad 3.3.8.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

<R

flxy)=ev.

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme ihned

=R

1 _=x X
fx(x/y)z—yfe v, fy(x,y)zy—ze
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Ptiklad 3.3.9.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

floy) =yt

Regeni. Ze zakladnich pravidel pro derivovani a s vyuZitim stejné ipravy jako pro funkci
jedné proménné 8 = e8I/, . y3+y = e(3¥+¥)Iny Jostaneme

fx(x/]/) _ e(3x+y) lny31ny _ 3y3x+y lny,

3
fy(x,y) = eBriviiny (hw + xTW) =y (yIny +3x +y).
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Ptiklad 3.3.10.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y) =sin™ x.

Regeni. Ze zakladnich pravidel pro derivovani a s vyuZitim stejné ipravy jako pro funkci
jedné proménné 8 = e8I/, j. sin®¥ x = e¥!"siN* dostaneme
cos x

fe(x,y) = (y Insinx + xy i x) e™siNY — (y1nsin x + xy cotg x) sin* x,

Xy sin x

fy(x,y) = xInsinxe = x(Insin x) (sin™¥ x).
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Ptiklad 3.3.11.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

X

flxy)=y".

Regeni. Ze zakladnich pravidel pro derivovani a s vyuZitim stejné ipravy jako pro funkci
: 2 “ 2 . 2 1
jedné proménné 8 = e8!nf j. y¥" = eV ¥ = ¢ "'InY dostaneme

fx(x/y) _ ee“nylnylnyexlnylny _ yyx+x lnz Y,

fulx,y) = e (e iy + ety }1,) =y (xlny + 1),
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Ptiklad 3.3.12.

Vypoctéte gradient funkce

flx,y,2) = ¥’y + xz + v’z

Reseni. Funkce f(x,y,z) je vlastné polynom v proménnych x, y, z, a tak ze zdkladnich pra-
videl pro derivovéni vypocteme parcidlni derivace prvniho fadu, coz dava

2xy +z
grad f(x,y,z) = | x*> +3y%z
x+y°
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Ptiklad 3.3.13.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y,z) = xyzsin(xy) cos z.

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme

frx(x,y,2) = yzcosz [sin(xy) + xy cos(xy)],
fy(x,y,2z) = xzcosz [sin(xy) + xy cos(xy)],

fz(x,y,2z) = xysin(xy)(cosz — zsin z).
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Ptiklad 3.3.14.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y,Z) _ exz(l—y—?)z).

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme ihned

fx(x’y’ Z) = 2x(1 -y 32) eXZ(l_y_?’Z)/ fy(x/y/ Z) = _x2 exz(l—y—Bz)/

fz(x,y,2) = _3x2 e (1-y=32)
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Ptiklad 3.3.15.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

f(x,y,z) = (3x +2z)¥~

Regeni. Ze zakladnich pravidel pro derivovani a s vyuZitim stejné ipravy jako pro funkci
jedné proménné 8 = e8'nf, 4. (3x + 2z)¥* = e¥?In(3x+22) dostaneme

fa(x,y,2) = 3yz(3x +22)"* 7,
x,y,z) = /#0352 2 1n(3x 4 22) = 2(3x + 22)* In(3x + 22),
y\Ly

2yz
— yz In(3x+2z) Y —
fz(x,y,z) =e (y In(3x 4+ 2z) + 3t Zz)

2z
= yz
y(3x +2z) (ln(3x +2z) + T 22) .
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Ptiklad 3.3.16.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

flx,y,z)= X,

Regeni. Ze zakladnich pravidel pro derivovani a s vyuZitim stejné ipravy jako pro funkci
: £ ~ 2 . 1
jedné proménné f8 = e8I/, tj. x¥" = V" In¥ = e*"VInx Jostaneme

fe(x,y,z) =yl

zIny z zZ
e Yy eV Z — 2V A lny,

fy(x,yz) =

fz(x,y,2) = e " Inx gzlny InxIny = 2 1 InxIny.
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Ptiklad 3.3.17.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu pro funkci
x

f(x,]/) = yz'

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovadni dostaneme

1 2x
fx(x,y) = 72 fy(xy) = —
fex(oy) =0, fry(xy) = fe(x,y) = —%, foy(x,y) = Z—Z-
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Ptiklad 3.3.18.

Vypoctéte parcidlni derivace fx, fy, fxx, fxy, fyxs fyys fxxys fyxx @ fxyx pro funkci

flx,y) = x° + 12x3y - y7.

Regeni. Funkce f(x,y) je vlastné polynom v proménnych x, y. Proto ze zdkladnich pravidel

pro derivovani dostaneme ihned

fr(x,y) = 5x* + 36x%y, fy(x,y) =12 = 7y°,
fex(x,y) =200° +72xy,  fay () = fya(x,y) = 3627,
Syx(X,9) = fray (X, ¥) = frya(2,y) = 72x.
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Ptiklad 3.3.19.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu pro funkci

f(x,y) =In(x +y?).

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovani dostaneme

floy) = s Sl = oo
1 2 2(x — y?
fex(x,y) = EERTILL fry(x,y) = fyx(x,y) = —(x+—yyz)2/ foy(x,y) = %
A
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Ptiklad 3.3.20.

Vypoctéte vsechny parcidlni derivace druhého fadu v bodé |2, %, 0] pro funkci

f(x,y,z) = arcsiny + (x® +y* + z) €*.

Reseni. Ze zékladnich pravidel pro derivovéani dostaneme

fx(x,y,2) = 3x2e?, +2ye*, f:xy,z)= (x3 + yz +z+1)¢€7,

1
Wevs = =g
fxx(X,]/,Z) = 6xe” ~ 12, fxy(x,y,z) = fyx(x/]/,z) =0~ 0,
frz(%,,2) = fax(x,y,2) = 3x%e* ~ 12,

Funlo,2) = — (1= ) >/2(-2y) + 26 = y(1 — ) ¥ 4 26 ~ —4;@ +2,
41
frz(x,y,2) = foy(x,y,2) =2y~ 1, f(xyz) = (x3+]/2+2+2) %~ —.

4
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Ptiklad 3.3.21.

Urcete smérovou derivaci funkce
flx,y) = x? +3xy+y2

v bodé x* = [1,1] ve sméru vektoru il = (1,2) .

Reseni. Ze zaddni méme x* + tii = (1) 4+t (1), tedy dosazenfimx = 1+tay =1+ 2t do
funkce f(x,y) ziskame funkci

() = 1+ 52 +2(1 +£)(1+2t) + (1 +2£)% = 11£2 4+ 15¢ + 5.
Proto podle definice dostdvame

fa(x*) = ¢/(0) = [15+ 11t],_, = 15.

2x+3y

Tentyz vysledek dostaneme také s pouzitim grad f(x,y) = <2y L3

> ~ (2), nebot’ (spoji-
tost parcidlnich derivaci v okoli bodu x* je zfejmad)

fa(x®) = <(5,5)T, (1,2)T> = 15.
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Ptiklad 3.3.22.

Urcete smérovou derivaci funkce

f(x,y) = arctg(x* + )

v bodé x* = [1, —1] ve sméru vektoru u = (1,2).

Reseni. Ze zadani mame x* +tii = (_1) +t(}), tedy dosazenimx = 1+tay = —1+2¢
do funkce f(x,y) ziskdme funkci

@(t) = arctg[(1 + t)2 4 (=1 + 2t)?] = arctg(5t> — 2t + 2).
Proto podle definice dostdvame

*\ o 1
fu(x*) = ¢'(0) = {1—}—(51‘2—215-{—2)2

- (10¢ —2)} — —2/5.
t=0

Tentyz vysledek dostaneme také s pouzitim
2x
T (222 2/5
grad f(x,y) = (”%;“ ) ~ ( ; /5),
T+ (x2412)2 -

nebot’ (spojitost parcidlnich derivaci v okoli bodu x* je zfejm4)

falx') = ((2/5,~2/5)7, (1,2)T) = —2/5.
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Ptiklad 3.3.23.

Urcete smérovou derivaci funkce

f(x,y) =xylny

v bodé x* = [1,e] ve sméru vektoruu = (2, —1).

Reseni. Ze zadani mame x* + tii = (1) +t( _2), tedy dosazenimx = 1+2tay =e—tdo
funkce f(x,vy) ziskame funkci

p(t) = (1+2t)(e—t)In(e—t) = (e —t+2et —2t*) In(e —t).
Proto podle definice dostdvame

o N, YV
Falx®) = ¢/(0) = [( —1+2e—4t)Ine—t) — & t+e2_ett 2t ] —2e-2.
t=0

TentyZ vysledek dostaneme také s pouZitim

B ylny e
s~ (10 ) (9)

nebot’ (spojitost parcidlnich derivaci v okoli bodu x* je zfejma4)

fax) = {(e2)7, (2,-1)7) =2e-2.
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Ptiklad 3.3.24.

Pro funkci

flxy) =x—e¥
urcete smérové derivace f;(x*), fz(y*) a f3(y*), jestlize mdme x* = [0,0], y* = [2,1],
ii=Y2(1,1)Tag=(0,-1)".

Reseni. K feSeni pouZijeme pouze vypocet zaloZeny na gradientu funkce f(x,y). JelikoZ

1— Zexy2
gradf(x,y)z( / )

—2xy e’

plati (spojitost parcidlnich derivaci v okoli bodu x* je zfejm4d)
T
i) = (@07, (R2) ) =%,
T
i(y) = <(1 —e?,—4e?)T, (R, ) > = L2(1-5¢2),

fly") = (1= —4e)T, (0,-1)

4|
~~———"
I
W
o)
N
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Ptiklad 3.3.25.

Vypoctéte %, kde z(u,v) = "3 au(x) = sinx, v(x) = x°.

Reseni. Podle fetézového pravidla dostdvame

d:_odu oz do_
dx oJudx oJvdx
—2 eZ sin x+3x2

2 e2u+3v 2u+3v 2y

cosx +3e

: 2 : 2
COS X -+ 6x e251nx+3x — 2e25mx+3x (

cos x + 3x).

Téhoz vysledku dosdhneme také ptimym derivovanim funkce z(x) = e?$in 327 Yterou
ziskdme po dosazeni u(x) a v(x) do z(u, v). A
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Ptiklad 3.3.26.

Vypoctste 32, pokud z(u,v) = u® au(x,y) = 3x> +y2, v(x,y) = 3x + 2y.

Reseni. Podle fetézového pravidla dostavame

dz dzdu dzdv 4 v
$_£$+%£—vu 6x +3u’lnu

= (322 + 2> ¥ 6x(3x + 2y) + 3(3x* + ) In(3x* + )]
= (3x% + )P 11842 + 12xy + 3(3x% + 1?) In(3x% + ).

Tého? vysledku dosdhneme také piimym derivovanim funkce z(x,y) = (3x? + y?)3*+%,

kterou ziskdme po dosazeni u(x,y) a v(x,y) do z(u, v). A
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Ptiklad 3.3.27.

Vypoctste 2, pokud z(u,v) = u® au = 3x2 + 2, v = 3x + 2.
ypoctéte 5, p y y

Regeni. Podle fetézového pravidla dostdvame
o= _ozou 220
dy oJudy Jvdy
=2(3x% +y*) ¥ (Bx + 2y)y + (3% +y7) In(3x” + )]
=203 + 727 4 Bxy + (327 + y?) In(3x + 7).

ou’ 12y + 2u¥Inu

Téhoz vysledku dosdhneme také pfimym derivovanim funkce z(x,y) = (3x? 4 y?)3**+%,

kterou ziskame po dosazeni u(x,y) a v(x,y) do z(u, v). A
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Ptiklad 3.3.28.

S vyuZitim substituce u = x av = /x? + y? najdéte vSechny funkce z(x,y) spliujici
rovnost

Yyzy —xzy = 0.

Reseni. Protoze uy =1, uy, =0, vy = = = dostaneme s pouZitim fetézo-

X
—=—=auvy =
X242 Yy 24y
vého pravidla

neboli

yzy = 0.
Jelikoz y je proménnd, zajimé nds pouze situace, kdy z,, = 0 (to je také dtivod, proc jsme
v pfedchozim kroku nevyjadfili y pomoci u a v). Odtud plyne, Ze funkce z(u, v) musi byt
tvaru

z(u,v) = C+ f(v),

kde C € R je libovolnd konstanta a f je libovolna diferencovatelna funkce. Proto zadané
rovnosti vyhovuji vSechny funkce tvaru

z(x,y) :C—i—f(\/x7-+y2>.
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Ptiklad 3.3.29.

viys . . .y C 1w v v e
S vyuZitim substituce u = x a v = 3 najdéte vsechny funkce z(x,y) spltiujici rovnost

xzy+yzy =0.
Reseni. ProtoZe u, = 1, uy = 0,00 = _xy_z av, = % dostaneme s pouzitim fetézového
pravidla

z z

x(zu-l—yzv> +y(zu-0+—v) =0

X y

neboli
xz, =0.

Jelikoz y je proménnd, zajiméd nds pouze situace, kdy z, = 0 (to je také dtivod, proc jsme
v predchozim kroku nevyjadtili y pomoci u a v). Odtud plyne, Ze funkce z(u, v) musi byt
tvaru

z(u,v) = C+ f(v),

kde C € R je libovolnd konstanta a f je libovolna diferencovatelna funkce. Proto zadané

o)

rovnosti vyhovuji vSechny funkce tvaru

<

z(x,y) :C—I-f(
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Ptiklad 3.3.30.

Diferencidlni rovnici

Xy +xy —4y = xInx

transformujte do nové proménné t = In x.

Regeni. Jelikoz x = e a % = % = e !, dostaneme z fetézového pravidla (derivaci podle

proménné t oznacime teckou)
yl — % . ﬂ — y'eft
dt dx ’

p_dye™) dyet) dt o v o o
VT T @ o Ve e e mye e

Proto dostavdame novou (transformovanou) diferencidlni rovnici

e (e —ye ™) e (ye ') —dy =te' neboli j—dy=te'.
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Ptiklad 3.3.31.

Diferencidlni rovnici
(x+y)zx—(x =)z =0
transformujte do novych proménnych u = In \/x? + y? av = arctg £.

5 X g . v _ X _ y _ Yy _ X Z. 2z PR % 2
Resenti. Jelikoz u, = g Wy T e AV = T Uy = dostavame z fetézového

pravidla

X Zu Y20 Zy = Zy Uy + 20 Y Zu X 2o
x2+y2 x2+y2 y u=y ory 2 +y2 x2+y2

Zy = Zy Uy + Zy Uy =

Pak po dosazeni do ptivodni rovnice a tpraveé dostaneme novou diferencidlni rovnici

O0=(+y)z—(x—y)zy =

i xz]/l . yzv . . yZu va _
_(x+y)(x2+y2 x2+y2> (x y)(x2+y2+x2+y2>
x2+y2 x2+y2
= 52y — 5 5

ZU — Zu _Z'U'
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Ptiklad 3.3.32.

Diferencidlni rovnici
1
xx = YZyy — 52y =0

transformujte do novych proménnychu = x — 2,/y av = x + 2,/y a vyfesteji.

v

N oy _ _ 1 _
Reseni. Jelikoz uy =1, u, = —palxy = 1,0y f’ dostdvame z fetézového pravidla

Zy 2o
Zxy=zy1+zp-1=2zy+2, a zy=—-——=+

N

Odtud déle plyne
0z, 0zZy
Zyx = W + g = Zyuy Ux + Zyp Ox + Zoy Ux + Zop Ox = Zyy + 220 + Zoo,

Zy
Zou Uy + Zop Vy) — =

2V

z :—L(z Uy + Zuo Uy) + (
vy Jy ety 2o Oy \/— NG

Zy — Zop

1
Zyy — Zuyv) — —\Zou — Zwo +—-
(=) = o = 2+ 2

<

Po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme

— i(zvu - ZUU) — ZU) 2u Zv =0.

2

Proto z ptivodni rovnice (za feSeni diferencidlni rovnice budeme brat dvakrét spojité di-

1
Zuu + 22Zyo + Zoo — Y (}7 (Zuu - Zuv)

ferencovatelné funkce, takze bez tijmy na obecnosti mtiZeme piedpokladat, Ze z,, = zyy)
obdrzime
4z, =0 neboli z,, =0.

Potom plati, Ze
zu = f(u) +C,

kde C € R je libovolnd konstanta a f je libovolna diferencovatelna (a tudiz i integrova-
telnd) funkce. Dal$im integrovanim vzhledem k u ziskame

z(u,v) = F(u) + g(v) + Cu + K,

kde K € R je libovolna konstanta, F je primitivni funkce pro f a g je libovolna funkce.
Regenim ptivodni diferencidlni rovnice tedy méizeme vyjadfit jako

z(x,y) = F(x —2/y) + g(x +2/y) + Cx —2C\/y + K.
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Ptiklad 3.3.33.

Diferencidlni rovnici
XZyx+YzZxy +2x =0

transformujte do novych proménnychu = x +yav = %

Resent. Jelikoz uy = 1, uy = laoy = —W, vy = W, dostavame z fetézového
pravidla (sta¢i ndm pouze urcit zy)
Zx :Zuux+Zva :Zu 1+ZU<_ L).
(x +y)?
Odtud déle plyne
Zyx = Zyy Uy + Zyp Ux + Zy Uxx + Uy (Zvu Uy + Zyo Ux) =
y 2y y Y
=zl —zZyp—5+20 ——5 — Zoy ———= + Zop ———,
" Tty Tty Ty T (v y)
Zxy = Zuu Uy + Zup Uy + Zo Uxy + Ux (Zow Uy + Zop Uy) =
X y—x y Xy
=zyyu 14z ————s+20 ——m — Zoy ———= — Zop —————.
" Tlay)? Tty T a2 T ()t

Po dosazeni do ptivodni rovnice a tipravé dostaneme (za feSeni diferencidlni rovnice bu-
deme brat dvakrat spojité diferencovatelné funkce, takZe bez ijmy na obecnosti miZzeme
predpoklddat, Ze z,, = zyy) novou diferencidlni rovnici

xy +y?

0= Xzyy +Y2zZxy +2x = (x+y)zuu—m

ZUM +Zu — uZuu _vau +Zu.
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343
Ptiklad 3.3.34.
Diferencidlni rovnici
dxyzyy —2yzy =0
i 5 SNNY — — [x
transformujte do novych proménnychu = /xy av = \/; .
Resent. Jelikoz uy = %, Uy = % AV, = 2\}@, vy = —% %, dostavame z fetézového
pravidla
_ _ G JY % _ _Zu JX_Zo X
Zy = Zy Uy + Zy Uy 2\/;+2\/x—y a zy=2zZylUy+ 2y Uy 2\/; 2 ]/3.
Odtud déle plyne

Zyy = Ux(Zuu Uy + Zup Uy) + Zy Uy + vx(zvu Uy + Zop Vy) + 2o Uxy =

NG s s ) o

Po dosazeni do ptivodni rovnice a ipravé dostaneme (za feSeni diferencidlni rovnice bu-
deme brat dvakrat spojité diferencovatelné funkce, takZe bez Gjmy na obecnosti miizeme
predpoklddat, Ze z,, = zyy) novou diferencidlni rovnici

X X X
0=4xyzyy — 2y zy = XY Zyy — X Zyv +/XY Zu + X Zyw —];zvv — yzv —/XY zZy +\/;zv =

_ X .2 2
—xyzuu_yzvv—u Zyy — U Zyp-

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



344 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.3.35.

jestlizez = x"f ().

Reseni. Z tetézového pravidla dostdvame

s () e

z ¢ehoZ plyne

oy = ()= (2) 52 (2) ()

Necht funkce f : R — R je diferencovatelnd. Ovérte platnost ndsledujici rovnosti

© Petr Hasil & Petr Zemanek
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Ptiklad 3.3.36.

Necht funkce f, g : R — R jsou dvakrdt diferencovatelné. Ovérte platnost ndsledujici

rovnosti
o Pu_ou Pu
dx 0xdy dy ox2’

kdeu = f(x+5()).

Reseni. Z fetézového pravidla dostavame

ue = f'(x+g), uy=f(x+g¥) &),
uee = f(x+8(y), uw=f"(x+8¥) &),

z ¢ehoZz plyne

uxty = f(x+8W) [f" (x+8W) &' W] = [f (x+8W) & W)] f"(x +8(y)) = uy thxx.

A

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



346 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

II1. 4. Diferencial a Taylorova véta pro funkce vice
proménnych
Nasledujici vysledky jsou formulovany pouze pro funkci dvou proménnych. Nicméné
jejich rozsifeni pro funkce n proménnych je (téméf) ziejmé.
Definice 3.4.1.

Necht’ funkce f : R? — R je definovéna v n&akém okoli bodu O(xg, yo). Existuji-li
takové kone¢na &isla A, B € R, Ze pro funkci w(h, k) definovanou jako

ZU(h, k) = f(.X() + ]’l, Yo + k) — f(xo, yo) — Ah — Bk
plati

, w(h, k)
lim ———==0, 34.1
(hk)—(0,0) v/ h? + k? G4

pak fikdme, Ze funkce f je diferencovatelnd v [xo,yo|. Linedrni funkci dfiy, 0\ (1 k) =
Ah + Bk v proménnych h a k nazyvame (totdlnim) diferencidlem funkce f v bodé [xo, yo].

Véta 3.4.2.

Necht’ funkce f : R*> — R je diferencovatelnd v bodé [xo,yo]. Pak jsou ¢isla A, B
ve vztahu (3.4.1) uréena jednoznacné, existuji parcidlni derivace fx(xo, yo), fy(xo0,yo) a
plati

A = fx(xo,y0), B = fy(xo,%0)-
Tedy pro diferencidl funkce f v bodé [xg, yo| dostdvame

df(xoy0) (B k) = fr(x0,y0) b+ fy(x0,y0) k.

Navic funkce f je spojitd v bodé [xy, yo].

Véta 3.4.3.

M4-li funkce f : R? — R spojité parcidlni derivace prvniho fddu v bodé [xo, yo|, pak
je v tomto bodé diferencovatelnd.

Definice 3.4.4.

Rovina T : z = Ax + By + C se nazyva tecnou rovinou funkce f : R> — R v bodé
My = [x0, Y0, f(x0,¥0)], jestlize

¢ rovina T prochdzi bodem M),

o plati  Lim JeW ZAY-By-C
(xy)=(x0y0) v/ (x = x0)? + (Y — Yo)?

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 4. Diferenciél a Taylorova véta 347

Vsimnéte si, Ze z prvni podminky pfedchozi definice plyne f(xo, o) = Axo+ Byo + C,
tedy C = f(xo,y0) — Axo — By, coz po dosazeni ddva

T: z=A(x = x0) + B(y — yo) + f (%0, yo)-
Véta 3.4.5.

Te¢nd rovina T ke grafu funkce f : R — R v bodé [xo,yo, f(x0,Y0)] existuje pravé
tehdy, kdyZ je funkce f diferencovatelnd v bodé [x, yo|. Jeji rovnice je potom

T: z = fx(xo0,¥0) (x — x0) + fy(x0,%0) (v — yo) + f(x0,¥0)-

Pozndmka 3.4.6. JestliZe T je te¢nou rovinu ke grafu funkce f : R> — R v bodé dotyku M =
[x0,v0, f(x0,¥0)], pak p¥imka prochézejici bodem M a kolma k roviné 7 je tzv. normdlou ke
grafu funkce f(x,y) v bodé M. Jeji parametrické vyjadfeni je

x = xo+t fx(x0,Y0),
n: qy=yo+tfy(xo,vo) tER
z=2z9—1t,

V ptipadé fy(xo,10) # 0a fy(xo0,y0) # 0 lze dokonce parametr t vyloucit, tj.

_ X=X _ Y—Wo
fx(x0,y0)  fy(x0,90)

n: f(xo,yo0) —z

Pozndmka 3.4.7. Diferencidl funkce lze pouzit k pfibliZnému vypoctu funkénich hodnot.
Plati

f(x,y) = f(x0,¥0) + df(xyye) (X — X0,y — Y0) =
= f(x0,40) + fx(x0,y0) (x — x0) + fy(x0,¥0) (¥ — Yo)- (3.4.2)

V ,praktickych” tdlohach na urceni pfiblizné funkéni hodnoty pomoci vzorce (3.4.2) je
obvykle potieba si vhodné zvolit funkei f(x,y) a bod [xo, yo]. P¥i této aplikaci bychom
se samoziejmé méli obejit bez kalkulacky, takZe bod [x, yo| je potieba volit tak, abychom
dokézali snadno vy¢islit hodnoty f(xo, yo), fx(xo0,¥0) a fy(xo, Yo)-

Véta 3.4.8 (Taylorova).

Necht’ funkce f : R> — R md v bodé [xg,1o] a ndjakém jeho okoli spojité parcidlni
derivace az do fddu n + 1 vcetné. Pak pro kazdy bod [x,y| z tohoto okoli plati

fx,y) = Tu(x,y) + Ru(x,y),
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pri¢emz Taylortiv polynom T, (x,vy) je dan jako

Ta(x,y) =
= 0,90 + 5 (x0.0) (x = 30) + 3 (30, 90) (0 — )+
2 2
g1 |G o) (=20 +2 52 (50, 90) = 30) (0 = )+

82
#5090 =P |+

1 n n a”f n_]' ]
et () g ) o )

a zbytek po n-tém ¢lenu R, (x,y) miiZzeme vyjadfit ve tvaru

Ru(x,y) =
1 n+1 n+1 an+1
RCER ( j ) Bx”H{ayf (x0 +8(x = o), yo + 8y — y0)) %
]:

x (x = x0)"" I (y = o)/,

kde 9 € (0,1).
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Ptiklad 3.4.1.

Urcete diferencial funkce
f(x,y) = arcsin

X

v bodé [1,/3].

Regeni. Nejd¥ive vypotteme parcidlni derivace funkce f, tj.
/212 X
1 TV T

felay) = \/1_7% x2 412 T2ty
x2+y?

L 1 _ xy __sgn(y)x
fylxy) = 1 2 (2 2y
x+y

Odtud je vidét, ze funkce f je diferencovatelnd, nebot’ obé parcidlni derivace jsou jisté
spojité v (n&akém) okoli bodu [1, v/3]. Vy&islenim téchto parcidlnich derivaci v bodé [1, /3]
dostaneme fx(1,v/3) = v/3/4a f,(1,/3) = —1/4, z tehoZ plyne

V3, 1
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Ptiklad 3.4.2.

Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce

flx,y) =x>+y* —2xy

vbodé (1,2, f(x,y)]

Regeni. Potfebujeme uréit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [1,2], ;.
f(1,2) =13a

fe(x,y) = 3x% — 2y ~ —1, fy(x,y) = 4y° — 2x ~ 30.

Proto te¢na rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [1,2])
T:z=13—(x—1)+30(y —2)

neboli
T: z= —x+ 30y — 46.
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Ptiklad 3.4.3.

Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce
f(x,y) = 2% +3xy* —xy + x

v bodé [1,0, f(x,y)]-

Regeni. Potfebujeme uréit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [1, 0], ;.
f(1,0) =2a

fx(x,y) :3x2+3y2—y+1«»4, fy(x,y) = 6xy —x ~ —1.

Proto te¢nd rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [1,0])
T:z=2+4(x—-1)—1(y—0)

neboli
T:z=4x—y—2

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



352 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.4.4.

Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce

f(x,y) = In(x +2y)

vbodé 2,1, f(x,y)]

Regeni. Potfebujeme uréit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [2, 1], t;.

f(2,1) =In4a
1 1 2 1

fx(x,y) = X+2y ~r ZL/ fy(x/y) = x+2y ~ 2"

Proto te¢nd rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [2,1])
T:z=Ind+;(x—2)+3(y—1)
neboli
T:4z=x+2y+4(In4-1).
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Ptiklad 3.4.5.

Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce

1

flx,y) = m

v bodé[—1,2, f(x,v)].

Reseni. Potfebujeme uréit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [1,1], .
f(=1,2) =1/25a

4 4 _ Y 8
SEn) =~ Yy M= e T

Proto te¢nd rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [1,1])
Tiz=p+m(x+1)—Ss(y—2)
neboli
T: 125z = 4x — 8y + 25.
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Ptiklad 3.4.6.

Urcete rovnici te¢né nadroviny ke grafu funkce

X1X2
f(x1,x2,x3) = arctg ;—3

v bodé [\/g, 2, 6,f(X1, X2, X3)].

Reseni. Potfebujeme urcit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [\/5, 2,6],
4. f(v/3,2,6) = arctg > = /6 a

fxl(x1/x2/x3) = QD> ZL/

fo(x1,%2,%3) = ———5 - =~

1
fx3(x1’x2’ x3) = 5 . (_ xl-;cz) ~> _EI
14+ (ﬂ) x3 24

X3

Proto te¢nd rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci

v bodé [/3,2,6])
Tioxg=Z 4L —vVB) + L —2) — L(x3— 6)

neboli
T: 24x4 = 6Xq +3\/§x2 — \/§x3 + 471 — 6V/3.

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 4. Diferenciél a Taylorova véta 355

Ptiklad 3.4.7.

Urcete rovnici te¢né roviny i normdly ke grafu funkce

flxy) =2 +y?

v bodé [1,2,5].

Reseni. Bod [1,2,5] lezi na grafu funkce f(x,y). Potfebujeme proto uréit jesté hodnoty par-
cidlnich derivaci v bodé [1, 2], §j.

fr(xy) =2x~2,  fy(x,y) =2y~ 4

Proto te¢na rovina 7 je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [1,2])

T:z=5+2(x—1)+4(y—2) neboli 7:2z=2x+4y—>5.
Normala n k te¢né roviné je ddna parametricky
n:x=1+42t, y=2+4, z=5-t tek,
coz lze po vylouceni parametru t zapsat jako
-1 _y—2 =5—z.

n: 5 = 1
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Piiklad 3.4.8.
Urcete rovnici tecné roviny i normdly ke grafu funkce
f(x,y) = sin(3x — 2y)

v bodé [0,0, f(x,y)]-

Regeni. Potfebujeme uréit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [0, 0], ;.
f(0,0) =0a

fx(x,y) = 3cos(3x —2y) ~ 3, fy(x,y) = —2cos(3x —2y) ~ —2.

Proto te¢na rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [0, 0])
T:2z=0+3(x—-0)—2(y—0)

neboli
T: z=23x—2x.

Normédla n k te¢né roviné je ddna parametricky
n: x=0+4+3t=3t, y=0-2t=-2t, z=0—-t, tek,
coz lze po vylouceni parametru ¢ zapsat jako

n:x/3=-y/2= -z
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Ptiklad 3.4.9.

Urcete rovnici te¢né roviny i normdly ke grafu funkce

flxy) = arctg

vbodé [1,1,%].

Reseni. Bod [1,1, %] lezi na grafu funkce f(x,y). Potfebujeme proto ur¢it jesté hodnoty
parcialnich derivaci v bodé [1, 1], 4.

1 1
Fo) = g (0 )~ 12 ) = g () 172

Proto te¢nd rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [1,1])

T:z=Z—- x-1)4+3(y—1) neboli T:z=-x/24y/2+n/4
Normédla n k te¢né roviné je ddna parametricky
n:x=1-t/2, y=1+t/2, z=mn/4—-t, teR,
coz lze po vylouceni parametru ¢ zapsat jako

n:2-2x=2y—-2=7%—z
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Ptiklad 3.4.10.

Urcete rovnici tecné roviny i normdly ke grafu funkce

flxy) = /¥ +xy+1

v bodé 0,4, f(x,v)]

Reseni. Pottebujeme uréit funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [0,4], .
f(0,4)=1a

fuley) = 2, f(5y) = e
St 2¢/x2+xy+1 ' yy 2¢/x2+xy+1

Proto te¢na rovina T je ddna rovnici (existence je zarucena spojitosti parcidlnich derivaci
v bodé [0, 4])

~ 0.

T:z=1+2(x—0)+0(y—4)

neboli
T: z=1+42x.

Normédla n k te¢né roviné je ddna parametricky

n: x=0+2t=2t, y=4+0=4, z=1-t, telk.
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Ptiklad 3.4.11.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu

3_
e0,05 0,02 )

Regeni. Nejd¥ive potiebujeme uréit funkci f a bod [xo,yo] tak, aby f byla v tomto bodé&
diferencovatelnd, a tudiZ bylo mozné aplikovat vzorec z Poznamky 3.4.7. Nejpfirozenéjsi
je volba f(x,y) = e~ ¥ a [x0, 0] = [0,0]. Vypotteme a vy&islime parcidln{ derivace, 4.

w(x,y) = 3x? V0 a X, ) = —eF Y 1.
Yy y(X Y

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé [0, 0]. Proto funkce f je
diferencovatelnd v bodé [0, 0] s diferencidlem

x=0,05
y=0,02

df00(x =0,y —0) = fx(0,0)x+ f,(0,0)y=0x—y "~~~ 0-0,02=-0,02,
TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad
005°—0,02 o0 +df(0,0)(0,05—0;0,02 —0) =1-0,02 = 0,98.

Pro tplnost dodejme, Ze pfesna hodnota je 0,9803212058. .. A
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Ptiklad 3.4.12.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu

1,04%92,

Regeni. Nejd¥ive potiebujeme uréit funkci f a bod [xo,yo] tak, aby f byla v tomto bodé&
diferencovatelnd, a tudiZ bylo mozné aplikovat vzorec z Poznamky 3.4.7. Nejpfirozenéjsi
je volba f(x,y) = x¥ a [xo,yo] = [1,2]. Vypotteme a vycislime parcidlni derivace, tj.

fe(xy) =y 1~2 a f(x,y)=x'Inx~0.

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé [1,2]. Proto funkce f je
diferencovatelnd v bodé [1,2] s diferencidlem

dfap(x =1Ly -2) = fx(1L,2)(x =1) + f,(1,2)(y = 2) =

x=1,04
y=2,02

=2(x—1)+0(y—2) ™~ 2-0,04+0=0,08.
TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad
1,04*% ~ 12 + df(1 /(1,04 — 1;2,02 — 2) =1+ 0,08 = 1,08.

Pro tplnost dodejme, Ze pfesnd hodnota je 1,082448755. .. A
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Ptiklad 3.4.13.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu

v2,08-1,99.

Regeni. Nejd¥ive potiebujeme uréit funkci f a bod [xo,yo] tak, aby f byla v tomto bodé&
diferencovatelnd, a tudiZ bylo mozné aplikovat vzorec z Pozndmky 3.4.7. Nejpfirozengjsi
je volba f(x,y) = \/xy a [x0, Yo] = [2,2]. Vypocteme a vy¢&islime parcidlni derivace, .

1 1
\/>/\f>§ a fyxy \/;’\/')5

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé [2,2]. Proto funkce f je
diferencovatelnd v bodé [2,2] s diferencidlem

dfion)(x =2,y —2) = f2(2,2)(x —2) + f(2,2)(y — 2) =

=
x—2 y—=2 ¥77 0,08 0,01
= — = — = 0,035.
2 * 2 2 2

TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad
V2,08-1,99 ~ V4 + df(22)(2,08 —2;1,99 — 2) =2+0,035 = 2,035.

Pro tplnost dodejme, Ze pfesnd hodnota je 2,034502396 . . . A
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Ptiklad 3.4.14.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu

Regeni. Nejd¥ive potiebujeme uréit funkci f a bod [xo,yo] tak, aby f byla v tomto bodé
diferencovatelnd, a tudiZ bylo mozné aplikovat vzorec z Poznamky 3.4.7. Nejpfirozenéjsi

je volba f(x,y) = In7a [x0, 0] = [3,3]. Vypolteme a vy¢&islime parcidlni derivace, tj.
1 1 1 1
fx(xy) = 73 @ fy(xy) = Ty ~ T3

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé [3,3]. Proto funkce f je
diferencovatelnd v bodé [3, 3] s diferencidlem

df(sz)(x =3,y —3) = fx(3,3)(x =3) + f,(3,3)(y = 3) =
x=3,01
_x=3 y-3 ¥ 001 01 _ 11

3 3 3 3 300

TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad

3,01 _ 11 L
In 29 ~ 0+df33)(3,01-329-3) = 300 = 0,36667.
Pro dplnost dodejme, Ze pfesnd hodnota je 0,03722934130. .. A
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Ptiklad 3.4.15.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu

V(1,02)3 4+ (1,97)°.

Regeni. Nejd¥ive potiebujeme uréit funkci f a bod [xo,yo] tak, aby f byla v tomto bodé
diferencovatelnd, a tudiZ bylo mozné aplikovat vzorec z Pozndmky 3.4.7. Nejpfirozengjsi
jevolba f(x,y) = v/x3+ 3 a [xo,yo] = [1,2]. Vypocteme a vy¢&islime parcidlni derivace, .

3x2 3y?

1
fx(x’y)zz\/TTyBME a fy(x'y)zz\/TTy?’

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé [1,2]. Proto funkce f je

~ 2.

diferencovatelnd v bodé [1,2] s diferencidlem

dfaa)(x =1Ly —2) = fx(L,2)(x = 1) + f(1,2)(y - 2) =
"
= x;l Loy —2) ~> 0’202 —2.0,03 = —0,05.

TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad

V(1,023 + (1,97) & VT8 +df15)(1,02—1;1,97 — 2) =3 0,05 = 2,95.

Pro tplnost dodejme, Ze pfesna hodnota je 2,950691614 . . . A
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Ptiklad 3.4.16.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu

1,02
0,95

arctg

Regeni. Nejd¥ive potiebujeme uréit funkci f a bod [xo,yo] tak, aby f byla v tomto bodé
diferencovatelnd, a tudiZ bylo mozné aplikovat vzorec z Poznamky 3.4.7. Nejpfirozenéjsi

je volba f(x,y) = arctg % a [x0,yo] = [1,1]. Vypocteme a vycislime parcidlni derivace, 4.
1 1 X 1
fx(xry):y_i_x?z’\”i a fy(x/y):_m«a—i.

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé [1,1]. Proto funkce f je
diferencovatelnd v bodé [1, 1] s diferencidlem

dfay(x=Ly-1)=fO0DE-D)+ AN -1) =

x:(l)lgé
x—1 y—-1 ¥=% 0,02 0,05
— _ ~S _
= 5 5 + > 0,035.

TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad

arctg

1,02
0’85 ~ arctg1 +df(1’1)(1,02 —1,0,95—-1) = 7/4+ 0,035 = 0,8204.

Pro Gplnost dodejme, Ze pfesnad hodnota je 0,8209162153. .. A
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Ptiklad 3.4.17.

Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu
log, [(1,96)* +4,02],

pokud vime, ZeIn2 = 0, 693.

Reseni. Nejdiive potfebujeme urcit funkci f a bod [xg,yo] tak, aby f byla v tomto bodé
diferencovatelnd, a tudiZ bylo moZné aplikovat vzorec z Poznamky 3.4.7. Nejpfirozenéjsi
je volba f(x,y) = log, (x* +y) a [xo, yo] = [2,4]. Vypolteme a vy&islime parcidlni derivace,

t).
2x 1 1 1

W) = ez Y ame @ MY T ez Y sne

Odtud je vidét, ze parcidlni derivace funkce f jsou spojité v bodé (2, 4]. Proto funkce f je
diferencovatelnd v bodé [2, 4] s diferencidlem

dfoa(x =2,y —4) = f(2,4)(x —2) + fy(2,4)(y — 4) =
i
x—2 y—4 V7% 0,04 0,02 .
— | ’\/} — —_—
21n2+81n2 21n2+81n2 0,025.

TakZe s vyuzitim vzorce (3.4.2) dostaneme odhad

log, [(1, %) +4, 02] ~ 10g, (2% +4) + df(p4)(1,96 — 2;4,02 — 4)
= log, 2% — 0,025 = 3 — 0,025 = 2,975.

Pro tplnost dodejme, Ze piesnad hodnota je 2,974822961 . .. A
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Ptiklad 3.4.18.

Urcete Taylortiv polynom tiettho rddu se stfedem v poc¢dtku pro funkci

f(x,y) =e*siny.

Regeni. Pro uréeni T3(x,y) potfebujeme uréit a vy&islit v pocatku funkci f a jeji parcialni
derivace prvniho, druhého a tfeti fadu, tj.

f(0,0) =0, fi(x,y)=e"siny~0, fy(x,y)=e"cosy~1,
frx(x,y) =e'siny~ 0, fr(x,y) =e*cosy~1, fu(x,y)=—e'siny~0,
frxx(x,y) = €' siny~ 0, fryy(x,y) =e*cosy~1,
fyyx(x,y) = —e*siny~ 0, fiy(x,y) = —e*cosy ~ —1.

Proto dostavame (spojitost parcidlnich derivaci v poc¢dtku a néjakém jeho je zfejma)

2 3
T3(x,vy) :y+xy+7y—%.
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Ptiklad 3.4.19.

Urcete Taylortiv polynom tiettho rddu se stfedem v pocdtku pro funkci

f(x,y) =e"In(1+y).

Regeni. Pro uréeni T3(x,y) potiebujeme uréit a vyeislit v potatku funkci f a jeji parcislni
derivace prvniho, druhého a tfeti fadu, tj.

X

e
f(0,0)=0, fx(x,y)=e"In(1+y)~0, fy(xy)= Ty~ L
X X
fex(x,y) =" In(1+y) ~0, fulxry) = 1ty ~ 1, fylxy) = T1+y)? ~ —1,
fxxx(x/]/) = exln(l +y) ~ 0, fxxy(x/]/) = 13_]/ ~ L
e 2e"

fyyx(x,y) = _W ~ —1, fyyy(x,y) = 5 +y)3 ~ 2.

Proto dostdvame (spojitost parcidlnich derivaci v poc¢dtku a néjakém jeho je zfejma)

]/2 x2 y— xyZ

3
Ty(x,y) = y+xy — 5+ —— +%.
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Ptiklad 3.4.20.

Urcete Tayloruv polynom tfetiho fddu se stfedem v bodé [1, 1| pro funkci

flx,y) =2,

Regent. Pro uréeni Ts(x,y) potfebujeme uréit a vy&islit v bodé [1,1] funkci f a jeji parcialni
derivace prvniho, druhého a tfeti fadu, tj.

AN =1, Ay =y '~1, flxy) =2'Inx~0,
fax(x,y) =y(y—1) X%~ 0, fy(x,y) = 2/ 1In® x ~ 0,
fxy(x/]/) = x¥~1 —i—yxy_l Inx~1,
fox(0,y) =y (y—1) (y —2)x¥ > ~0,
wy(,y)=(y—1 X2y V2 4 — 1DV 2Inx ~ 1,

y\X, Y y y y\y
) =y T In? x4+ 23 lnx ~ 0, x,y) = x¥In® x ~ 0.
yyx\X, YY) =Y yyy\ X, Y

Proto dostdvame (spojitost parcidlnich derivaci v [1,1] a n&akém jeho je zFejma4)

Txy) =1+ -1 +(x-1)y-1)+ (x_l);(y_l).
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Ptiklad 3.4.21.

Urcete Tayloruv polynom druhého fddu se stiedem v bodé [—2, —3] pro funkci
1
=In{—).
fxy) =In (xy)

Regent. Pro uréeni T»(x,y) potfebujeme uréit a vy&islit v bodé [—2, —3] funkci f a jeji par-

cidlni derivace prvniho i druhého fadu, tj.

1 1 1 1 1

f(=2,-3) =Inz=—In6, fx(x,y) =3 fy(xy) =y
1 1 1 1
frx(x,y) = 27w fxy(xry) =0~0, fyy(x/y) = ? ~9

Proto dostavame (spojitost parcidlnich derivaci v [—2, —3] a né&jakém jeho okoli je ziejma4)

2 3 1 2)2 3)2
Tz(x,y)z—ln6+x;r y+ §<x+ +0+%>:
- _ _3/ x_ 1/_
= ln6—|—3+x+3 3 18
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Ptiklad 3.4.22.

Pomoci Taylorova polynomu druhého rddu se stitedem ve vhodném bodé urcete pfi-
bliZzné hodnotu funkce

f(x,y) =In (x2 +y2 + 1)
vbodé[1,1;1,2].

Regeni. Nejd¥ive si musime stanovit stfed Taylorovy fady. Ze stejnych davodu jako v pii-
padé vypoctu diferencidlu funkce je nejpiirozenéjsi volba [xo, yo] = [1, 1], pticemz hodnotu
f(1,1) = In3 miiZzeme v tuto chvili povazovat za ,tabulkovou”. Nyni pro uréeni T,(x, y)
potfebujeme urdit a vy¢islit v bodeé [1, 1] funkdi f (to jsme vlastné jiz udélali) a jeji parcialni
derivace prvniho i druhého fadu, tj.

2x 2 2 2
FAN =3 filey) = oy y AN = o ey
C2(—x*4yr+1) 2 B —4xy 4
fxx(x,]/) — (x2+]/2+1)2 M§/ fxy(x/y) - (xz_i_yz_i_l)zM _§/
C2(x*—yP+1) 2
fwl®y) = e Y

Proto dostavame (spojitost parcidlnich derivaci v [1, 1] a néjakém jeho okoli je ziejma)

2(y—=1) 1 (Z(X —1)? 8(x-D(y-1)  2(y-— 1)2)

2(x—1)+ L1 B N
3 3 2 9 9 9

=In3+ & (8x + 8y + x* —4xy +y* — 14),

T(x,y) =In3 +

coz s vyuzitim In3 = 1,0986 dava f(1,1;1,2) ~ 1,295267. Pro tplnost dodejme, Ze pfesna
hodnota je 1,294727168.. ... A
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Ptiklad 3.4.23.

Pomoci Taylorova polynomu druhého fddu se stfedem ve vhodném bodé urcete pfi-

blizné hodnotu funkce
cos 44°

cos31°’

Regeni. Nejdfive si musime stanovit vhodnou funkci f a stted Taylorovy fady. Ze stejnych

cosx
cosy

a [xo,y0] = [rt/4,7/6], pfi¢emZ hodnoty v/2 a v/3 mtiZeme v tuto chvili povaZovat za
,tabulkové”. Nyni pro stanoveni T,(x,y) potfebujeme ur¢it a vy¢islit v bodé [1,1] funkci

dtvodu jako v pfipadé vypoctu diferencidlu funkce je nejpfirozenéjsi volba f(x,y) =

f ajeji parcidlni derivace prvniho i druhého fadu, tj.

Flr/4,1/6) = V2/2 \/> folxy) _sinx - \/> £, cosxsmy/v) \/TE/

V3/2  cosy cos? y
_ _cosx _sinxsiny _ﬁ
frly) = cosy 3’ fry(x:9) Tcosly 3/

cos x cos? y + 2 cos x sin? y_ 5v6
cos?y ‘

fyy(x,y) =

Proto dostavame (spojitost parcidlnich derivaci v bodé [7t/4, 7t/6] a n&jakém jeho okoli je

ziejma)

T(x,y) = %_\/E(x\/—gﬂ/él)Jr\/i(y;n/@jL
1 \/E(x—n/4)2 2\/§(x—7r/4)(y—7r/6) 5\/6(y—7r/6)2
+§<_ V3 N 3 + 5 )

coz s vyuzitim rovnosti 44° = /4 — 7t/180, 31° = 7/6 + /180 a aproximaci V2 =
1,4142, /3 = 1,7321, m = 3,1416 dava odhad 4 ~ 0,8392168. Pro tplnost dodejme,

cos 31°

Ze presnd hodnota je 0,8392058351 . .. A
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Ptiklad 3.4.24.

Pomoci Taylorova polynomu druhého fddu pro funkci tff proménnych se stfedem ve
vhodném bodé urcete priblizné hodnotu

1,140,140,01
1,1-0,1+40,01

arctg

Regeni. Nejd¥ive si musime stanovit vhodnou funkci f a stted Taylorovy fady. Ze stejnych
dtvodu jako v pfipadé vypoctu diferencidlu funkce je nejpfirozenéjsi volba f(x,y,z) =
X+y+z
x—;—&—z
¢islit v bodé [1,0,0] funkci f a jeji parcidlni derivace prvniho i druhého fadu, tj.

arctg

a [xo0,Y0,20] = [1,0,0]. Nyni pro stanoveni T»(x,y,z) potfebujeme urit a vy-

T 2y
1,0,0 == t 1:_, 'Y, - - /\/)OI
A J=arctgl =7, filxy.2) (x—y+2z)2+(x+y+2z2)?
B X4z -~ y
R ey R LIS L A g reprv e

__ 2y(x+z) __(tyt+zr)(x—y+z)
farlry,2) = (x +2xz 4+ y2 + 22)2 O fulxyz)= (x +2xz +y2 + 22)? "
B 2y (x +z) L 2y (x +z)
fa(x,9,2) = (x 4 2xz + y2 + 22)2 0 fwlryz) = (x 4+ 2xz + y? + 22)? 0
__(tyt+z)x—y+z) _ 2y (x +2)
fyz(x,y,2) = (x +2xz + 12 + 22)2 L falvyz) = (x 4 2xz 4 y? + 22)? 0

Proto dostdvame (spojitost parcidlnich derivaci v [1,0, 0] a n&akém jeho okoli je zfejma)
T
To(x,y,2) = 5 +0-+(y—0) +0+

+%@—2u—1ﬂy—m+0+0—2@—0ﬂz—m+0]:

T2y —yx -z,

4

coZ s vyuzitim aproximace 7w = 3,1416 dava odhad f(11/10,1/10,1/100) ~ 0, 8744. Pro
uplnost dodejme, Ze pfesnd hodnota je 0,8752457031 . ... A
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III. 5. Lokalni a globalni extrémy funkci vice
proménnych

Definice 3.5.1.

Rekneme, e funkce f : R" — R nabyva v bodé x* € R" lokdlniho maxima (minima),
jestlize existuje okoli O(x*) bodu x* takové, Ze pro kazdé x € O(x*) plati f(x) <
Fx') (F(x) = F(x)).

Jsou-li nerovnosti ostré pro x # x*, mluvime o ostrych lokalnich maximech a mini-
mech. Pro (ostrd) lokdlni maxima a minima se uziva jednotné oznaceni (ostry) lokdlni
extrém.

Definice 3.5.2.

Necht f : R" — R. Rekneme, Ze bod x* € R" je staciondrnim bodem funkce f, jestlize
v bodé x* existuji vSechny parcidlni derivace prvniho fadu a plati

of

*: .:1... .
E)xi(x> 0 proi=1,...,n

Véta 3.5.3.

Necht’ funkce f : R" — R md v bodé x* lokdIni extrém a necht’ v tomto bodé existuji
vsechny parcidlni derivace prvniho fddu funkce f. Pak bod x* je staciondrnim bodem
funkce f.

Pozndmka 3.5.4. Je zfejmé, Ze funkce f : R” — IR mlize mit lokaIni extrém pouze ve stacio-
narnim bodé nebo v bodé, kde alespori jedna parcialni derivace prvniho fddu neexistuje.

Véta 3.5.5.

Necht’ bod [xo, o] € R? je staciondrnim bodem funkce f : R? — R a necht’ m4 funkce
f v bodé [xg,yo| a néjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého fddu. JestliZze
plati

Do, 0) = fos (30, 90)f (k0 0) = [fy (0, 0)] =l (?iiﬁii;’:iﬁi f{jgﬁf%) 7

pak md funkce f v bodé [x, yo] ostry lokalni extrém. Je-li frx(xo, o) > 0, jednd se o mi-
nimum, je-1i frxx(xo,Y0) < 0, jednd se o maximum. V piipadé D(xy, o) < 0 md funkce
f v bodé [xg,yo| sedlovy bod, zatimco v pfipadé D(xg, o) = 0 nelze rozhodnout.

Pozndmka 3.5.6. Zobecnéni postacujici podminky z Véty 3.5.5 pro funkce n-proménnych je
zprosttfedkovano tzv. definitnosti Hessovy matice:
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(i) Necht' existuji vSechny parcidlni derivace funkce f : R" — IR, potom se ¢tvercova
matice 2 2 2
a—x%(x) oo (%) e (%)
02 f 02 f 02 f
V2w | Fm ) 5@ i (0
P*f P*f P*f
9%, 0x1 (x) 90X (x) - @(")
nazyva Hessovou matici. Pokud md funkce f v bodé x € R" spojité smiSené parcidlni
derivace, pak podle Véty 3.3.5 (ve formulaci pro funkce n proménnych) plyne, Ze
matice V2 f(x) je v tomto bodé symetricka.
(ii) Mame-li matici A € R"*", potom determinanty n-tice submatic
a1 a2 413 aip ... @p
a1 a2 A= . .
a1 ), , axy ax a3 |, -, =
a1 422
a31 a32 a33 an]_ o . ann
se nazyvaji vedouci hlavni minory.
Symetrickd matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz jsou vSechna vlastni ¢isla
kladné (< vSechny vedouci hlavni minory jsou kladné). Symetrickd matice je nega-
tivné definitni pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni ¢isla jsou zdporna (< vedouci hlavni
minory stfidaji znaménka poc¢inaje zapornym).

(iif) Necht' bod x* je staciondrnim bode funkce f : R" — R a necht’ funkce f ma v bodé
x* anéjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého fadu. Je-li Hessova matice
V2f(x*) funkce f v bodé x* pozitivné (negativné) definitni, pak funkce f ma v bodé
x* ostré lokalni minimum (maximum).

Definice 3.5.7.

Necht funkce f : R” — R a mnozina M C D(f) jsou dany. Rekneme, Ze bod x* € M
je bodem absolutniho maxima (nebo minima) funkce f na M, jestlize f(x) < f(x*) (nebo
f(x) > f(x*)) prokazdé x € M.

Véta 3.5.8 (Weierstrassova véta).

Necht funkce f : R" — R je spojitd na kompaktni mnoZiné M C RR". Pak funkce f
je na mnoZiné M ohranic¢end a nabyvd zde své nejvétsi i nejmensi hodnoty (tj. existuji
Cisla x., x* € M takovd, Ze f(x.) < f(x) < f(x*) pro kazdé x € M).

Jak ale prakticky postupovat pti hledani globélnich extrémiui?
Véta 3.5.9.

Necht' M C R" je kompaktni mnoZina a funkce f : R" — R je spojitd na M. Pak
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f nabyvd svych globdlnich extrémii bud’ v bodech lokdIniho extrému uvniti M nebo
v nékterém hrani¢énim bodé.
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Ptiklad 3.5.1.

Urcete Hessovu matici v bodé [e, 2| pro funkci

flxy) =2,

Reseni. Pro feSeni tilohy musime urcit parcidlni derivace druhého fadu pro funkci f, tj.

feloy) =y, f(x,y) =¥ Inx,
fex(x,y) =y (y—1) V22, fxy(X,]/) = x¥ 1 —i—yxy_l Inx ~ 3e,

Fy(x,y) = ¥ In* x ~ €.

JelikoZ spojitost parcidlni derivace fy,(x,y) v bodé [e,2] a né&akém jeho okoli je ziejma,

V2f(e,2) = (2 3;) .

3e e

dostdvdme Hessovu matici
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377

Ptiklad 3.5.2.

Urcete lokaIni extrémy funkce

f(x,y) :x2+y2—xy—2x+y.

Reseni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

frlx,y) =2x-y—-2=0 & fy(x,y)=2y—x+1=0.

Tato soustava ma jediné feSeni [1,0]. JelikoZ parcidlni derivace fy(x,v) a f,(x,y) existuji

pro viechny body [x,y] € R? je nalezeny bod jedinym kandiddtem na lokalni extrém.

Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v tomto bodé skute¢né nastava lokalni

extrém (a pfipadné uré¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého fadu jsou

frx(x,y) =2, fxy(x/y) = -1, fyy(xzy) =2,

)

takze Hessova matice je konstantni a plati

V2 f(x,y)

ProtoZe tato matice je pozitivné definitni (oba vedouci hlavni minory jsou kladné), je bod

[1,0] bodem lokélniho minima funkce f s hodnotou f(1,0) = —1.

A
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Ptiklad 3.5.3.

Urcete lokalni extrémy funkce

f(x,y) =Inxy —4x — 9y.

Reseni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fx(x,y):%—z}:o & fy(x,y):$—9:0.

Odtud okamzité dostdvame stacionarni bod [1/4,1/9]. Protoze parcidlni derivace fx(x,y)
a fy(x,y) existuji pro véechny body [x,y] € D(f) = {[x,y] € R? | xy > 0}, je nalezeny bod
jedinym kandidatem na lokalni extrém. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda
v tomto bodé skute¢né nastava lokalni extrém (a pfipadné uréime jeho druh). Parcidlni
derivace druhého fadu jsou

fex(x,y) = ~1/x%, fxy(xrl/) =0, fyy(xrl/) = _1/3/2/

takZze v bodé [1/4,1/9] dostavdme Hessovu matici

) (=16 0
V2f(1/4,1/9) = ( ) _81>.

Tato matice je negativné definitni, takZe v bodé [1/4,1/9] nastava lokdlni maximum s hod-
notou f(1/4,1/9) = —2 —In 36. A
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Ptiklad 3.5.4.

Urcete lokaIni extrémy funkce

flxy) =xy(4—x—y).

Reseni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

frry)=y(d—-2x—y)=0 & fy(x,y)=x(4—x—-2y)=0.

Tato soustava ma ¢tyti feseni [0,0], [0,4], [4,0] a [4/3,4/3], které postupné ziskdme podle
toho zda x = Onebo 4 — 2x — y a soucasné x = 0 nebo 4 — x — 2y = 0. ProtoZe parcidlni de-
rivace fx(x,y) a fy(x,y) existuji pro viechny body [x,y] € R?, jsou nalezené body jedinymi
kandidaty na lokalni extrém. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém
z nich nastdva lokalni extrém (a pfipadné uré¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého
fadu jsou

fax(x,y) = =2y, fuylvy) =4-2x-2y, fy(x,y)=—2x

V bodé [0, 0] mame Hessovu matici

0 4
V2£(0,0) = <4 0)’

kterd je indefinitni, takze v tomto bodé extrém nenastava.

V bodé [0,4] mame Hessovu matici

—-8 —4
sz(0,4):<_4 o)’

kterd je také indefinitni, takZe ani v tomto bodé extrém nenastava.

V bodé [4,0] mame Hessovu matici

0 —4
V2£(4,0) = (_4 _8>,

ktera je opét indefinitni, takZe ani v tomto bodé extrém nenastava.

Konené v bodeé [4/3,4/3] médme Hessovu matici

V2F(4/3,4/3) = (—8/3 —4/3>,

—4/3 -8/3

ktera je negativné definitni, takze v tomto bodé nastdva lokadlni maximum s hodnotou
f(4/3,4/3) = 64/27. A
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Ptiklad 3.5.5.

Urcete lokalni extrémy funkce

flx,y) =V (x* + 7).

Regeni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu
felry) =V +24+y?) =0 & fy(xy) = (P +2y+y%) =0.

Jelikoz exponencialni funkce nabyva pouze kladnych hodnot je pfedchozi soustava ekvi-
valentni s
2 2 _ 2 2 _
x*+2x+y =0 & x*+2y+y =0

Odectenim obou rovnic dostaneme x = y, z ¢ehoZ zpétnym dosazenim ziskdme dva sta-
ciondrni body [0,0] a [~1, —1]. ProtoZe parcidlni derivace f,(x,v) a f,(x,y) existuji pro
vSechny body [x, y] € R?, jsou nalezené body jedinymi kandid4ty na lokalni extrém. Nyni
pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém z nich nastdvé lokalni extrém (a

pfipadné urc¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého faddu jsou

fex(t,y) = V(P +4x+ 2 +2),  fo(xy) =V (P +2x 42y +17),
foy(x,y) = (x* + 4y +y* +2).

V bodé [0,0] mame Hessovu matici

V2£(0,0) = (2 0) ,

0 2

které je pozitivné definitni, takZe v bodé [0, 0] je lokdIni minimum s hodnotou f(0,0) = 0.

V bodé [—1, —1] mdme Hessovu matici

V2f(~1,-1) = ( ’ ‘2‘*_2),

—2e2 0

kterd je indefinitni, takZe v tomto bodé extrém nenastava. A

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 5. Lok&lni a globalni extrémy funkci vice proménnych 381

Ptiklad 3.5.6.

Urcete lokaIni extrémy funkce

Reseni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

floy)=4- 5 =0 & fxy) =145 =0
Prvni rovnost je splnéna v pfipadé, Ze x = £1/2, zatimco druhd rovnost plati proy = +1.
Odtud dostdvame Ctyfi staciondrnibody [1/2,1], [1/2,—1],[—1/2,1] a [-1/2, —1]. Protoze
parcialni derivace fx(x,y) a fy(x,y) existuji pro véechny body [x,y] € D(f) = {[x,y] €
R? | x # 0ay # 0}, jsou nalezené body jedinymi kandidaty na lokdlni extrém. Nyni
pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém z nich nastdva lokalni extrém (a
pfipadné urc¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého fadu jsou

fa(xy) =2/, fuy(xy) =0, fiu(x,y)=—-2/y
V bodeé [1/2,1] mame Hessovu matici
16 0
2f(1/2,1) =

kteréd je indefinitni, takZe v tomto bodé extrém nenastava.

V bodé [1/2, —1] méme Hessovu matici
16 0
V2f(1/2,-1) = ,
()

kterd je pozitivné definitni, takze v tomto bodé nastdva lokdlni minimum s hodnotou
f(1/2,—-1) =e.
V bodé [—1/2,1] mame Hessovu matici
-16 0
V2f(=1/2,1) = ,
joaan=(7 9

kterd je negativné definitni, takZe v tomto bodé ma funkce f lokdlni maximum s hodnotou
f(=1/2,1) = —6.

Konetné v bodé [—1/2, —1] mame Hessovu matici

-16 0
vzf(—1/2,—1):< 0 2),

ktera je indefinitni, takZe v tomto bodé extrém nenastava. A
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Ptiklad 3.5.7.

Urcete lokdIni extrémy funkce

flx,y) = (2x2 + 3y2) e_xz_yz .

Regeni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu
fely) = —2xe XV (22437 —2) =0 & fy(x,y) = —2ye ¥ ¥ (2> +3y> —3) = 0.
ProtoZe exponencialni funkce je vZdy kladnd, mdme pouze ¢tyfi moznosti:
(i) x =0ay =0, fj. mdme staciondrni bod [0, 0};
(i) x = 0a2x?>+3y> -2 = 0, coz po dosazeni x = 0 do druhé rovnice ihned dava
staciondrni body [0, —1] a [0, 1];
(iii) 2x?> +3y?> —3 = 0ay = 0, coZ po dosazeni y = 0 do prvni rovnice d4véa stacionarni
body [—1,0] a [1,0];
(iv) a koneeéné 2x? 4 3y? — 3 = 0 a 2x? + 3y*> — 2 = 0, coZ po odeéteni rovnic dava 1 = 0,
tj. v tomto pripadé Zddny novy staciondrni bod nedostaneme.
Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém z téchto bod nastava lokalni
extrém (a pfipadné uré¢ime jeho druh). Parcialni derivace druhého fadu jsou
frx(x,y) = 2e Y (4x* — 6x%y% — 10x% — 3y +2),
fay(x,y) = dxye ¥ (227 4 3y - 5),
foy(x,y) = 2e Y (4x%y* + 6y* — 2x% — 159> + 3).

V bodé [0,0] mame Hessovu matici
4 0
V2£(0,0) = ,
o)

kterd je pozitivné definitni, takZe v tomto bodé nastdvd lokdlni minimum s hodnotou
£(0,0) =0.
V bodech [—1,0] a [1,0] mame tutéZ Hessovu matici
—-8/e 0
V2f(=1,0) = V*£(1,0) = ’
F(-1,0) f<>(02/e>
kterd je indefinitni, takze v téchto bodech lokalni extrém nenastéava.
V bodech [0, —1] a [0, 1] mame také tutéz Hessovu matici
—2/e 0
V2(0,—1) = V?£(0,1) = :
£(0,-1) = V3£(0,1) ( g _me)

ktera je negativné definitni, takZe v téchto bodech nastava lokdlni maximum s hodnotou
£f(0,—1) = £(0,1) =3e~ 1. A
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Ptiklad 3.5.8.

Urcete lokaIni extrémy funkce

2 2
_ Ly 2
f(x,y,2) —x+4x+ y +Z,

pficemZ se omezime pouze na x,Yy,z > 0.

Reseni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

2 2
_1_ Y _ _Yy _ = _ _2z_ 2 _
fx(x,y,z) =1 ol 0 & fylx,y,z)= T 0 & fixyz)= y = 0.

Tato soustava je ekvivalentni s

4 -2 =0 & P-2z2=0 & 222-2y=0.

JelikoZ uvazujeme pouze x,y,z > 0, dostdvdme z posledni rovnosti y = z°

, c0Z po dosa-
zeni do prvni rovnice déva 2x = z°. Potom ze druhé rovnice mame z° — 2% = z°(z* — 1) =
0, z ¢ehoZ plyne z = 1. Takze médme stacionarni bod [1/2,1,1]. Protoze parcidlni derivace
fx(%,y,2), fy(x,y,2) a f2(x,y,2) existuji pro v8echny body [x,v,z] € D(f) = {[x,y,z] €
R3 | x > 0,y > 0az > 0}, je nalezeny bod jedinym kandid4tem na lokalni extrém na uva-
zované mnoziné. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v tomto bodé nastava

lokdlni extrém (a pfipadné uré¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého fadu jsou

2
fxx(xlylz) = iy?/ fxy(x/]/,Z) = —Z:V?, fxz(xlylz) = 0,
1 272 2z 4
fyy(x'ylz)zﬂ—i_?’ fyz(x/}/zz) :_?’ fZZ(xly;Z):§+Z_3.

TakZe v bodé [1/2,1, 1] mdme Hessovu matici

4 =2 0
Vif(1/2,1,1)=| -2 3 =2
0 -2 6

Jelikoz vSechny vedouci hlavni minory jsou kladné, je tato matice pozitivné definitni. Proto
ma funkce f v bodé [1/2,1,1] lokadlni minimum s hodnotou f(1/2,1,1) = 4. A
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Ptiklad 3.5.9.

Urcete lokalni extrémy funkce

f(x,y,2) = x> +y* + 22 + 12xy + 2z.

Regeni. Nejdifve vypotteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu
felx,y,2) =3 +12y =0 & fy(x,yz)=2y+12x=0 & fi(x,y,2)=2z+2=0.

Z posledni rovnice dostdvdme z = —1, zatimco odectenim Sestindsobku druhé rovnice
od prvni rovnice obdrzime x> — 24x = x(x — 24) = 0. TakZe mdme dva stacionarni body
[0,0, —1] a [24, —144, —1]. ProtoZe parcidlni derivace f.(x,y,z), f,(x,y,2z) a fz(x,y,z) exis-
tuji pro vechny body [x,y,z] € R3, jsou nalezené body jedinymi kandidaty na lokalni ex-
trémy. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém z nich nastavéa lokalni
extrém (a pfipadné uré¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého fadu jsou

fax(x,y,2) =6x,  fu(x,y,2) =12, fr(x,y,2) =0,
fow(xy,2) =2, fr(x,y,2) =0, fau(xyz)=2.

V bodé [0,0, —1] mame tedy Hessovu matici

0 12 0
V2£(0,0,-1)= |12 2 0],
0 0 2

kterd je indefinitni (vyzkousejte nap¥. vektory (1,1,0)" a (1,—1,0)"), tj. v bodé [0,0, —1]
nenastava extrém.
V bodé [24, —144, —1] mame Hessovu matici

144 12 0
V2f(0,0,-1)=| 12 2 o],
0 0 2

kterd je pozitivné definitni. TakZe funkce f mé v bodé [24, —144, —1] lokdlni minimum
s hodnotou f(24, —144, —1) = —6913. A
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Ptiklad 3.5.10.

Proa, x,y,z > 0 urcete lokdIni extrémy funkce

f(x,y,z) =xyz(4a —x —y — z).

Reseni. Nejdiive vypocteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

fx(x,y,2) =yz(4a —2x—y—2z) =0 & fy(x,y,z)=xz(4a—x—-2y—2z) =0
& f:(x,y,z)=xy(4a—x—y—2z)=0.

Vzhledem k predpokladu x,y,z > 0 se pfedchozi soustava redukuje na systém
4a—-2x—y—2z=0 & 4a—-—x—-2y—z=0 & 4a—-x—-y—2z=0,

jehoz jedinym feSenim je bod [4,4,a]. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda
v tomto bodé lokalni extrém (a pfipadné urc¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého
fadu jsou

fax(%,y,2) = —2yz,  fay(x,y,2) = z(4a —2x — 2y — z),
frz(x,y,2) =y (4a —2x —y —2z2), fyy(x,y,2z) = —2xz,
fyz(x,y,2) = x (4a — x — 2y — 22),  fr(x,y,2) = —2xy.

V bodé [a, a,a] mdme tedy Hessovu matici

202 —g2 g2
V%f(a,a,a) = | —a® —2a> —a? |,
—a?  —a? 242

ktera je negativné definitni. TakZe funkce f ma v bodé [a, a, a] lokdlni maximum s hodnotou
f(a,a,a) = a*. A
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Ptiklad 3.5.11.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
flx,y) =x*—3y*> —x+18y + 4

na mnoZiné na mnoZiné M, kterd je ur¢ena nerovnostmi 0 < x <y < 4.

Reseni. Protoze mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoziné spojitd, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fx(x,y) =2x—-1=0 & fy(x,y) =—6y+18=0.

Regenim je bod [1/2,3] s funkéni hodnotou f(1/2,3) = 123/4. Protoze [1/2,3] € M, je
tento bod jednim z kandidat(i na hledany globalni extrém (nicméné neni potfeba urcovat
jeho lokdlni charakter).

Obrazek 3.5.42: Mnozina M z P¥ikladu 3.5.11.

o

Nyni se zaméfime na hranici mnoziny M (viz Obrazek 3.5.42), kterou tvofii tfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfit jako x = 0 pro 0 < y < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(y) = —3y? + 18y + 4. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(y) = —6y + 18 = 0. Odtud mame y = 3, coZ vyhovuje omezeni pro y. Proto [0, 3]
je dalsim kandiddtem na globalni extrém s hodnotou f(0,3) = 31. Dal$imi kandidaty
jsou také krajni body této tsecky, takZe jesté vypocteme pfislusné funkeni hodnoty,

. f(A) = £(0,0) = 4a f(B) = £(0,4) = 28,

(ii) Usetku spojujici body B a C Ize vyjadfit jakoy = 4 pro 0 < x < 4, takZe z funkce

2

f(x,y) dostaneme funkci h(x) = x= — x + 28. Uréime stacionarni body funkce 4, tj.

W (x) = 2x —1 = 0. Odtud mdme x = 1/2, coz vyhovuje omezeni pro x. Proto
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[1/2,4] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou f(1/2,4) = 111/4.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme prislusné
funkéni hodnoty, §j. f(B) = f(0,4) =28a f(C) = f(4,4) = 40.

(ii) Usetku spojujici body C a A lze vyjadfit jako y = x pro 0 < x < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci m(x) = —2x? + 17x + 4. Ur¢ime stacionarni body funkce
m, §. m'(x) = —4x 4+ 17 = 0. Odtud mame x = 17/4, coZ nevyhovuje omezeni pro
x, . [17/4,17/4] ¢ M. Takze v tomto ptipadé jsou kandidaty pouze krajni body
této tsecky, v nichZ vypocteme piislusné funkéni hodnoty, tj. f(C) = f(4,4) =40 a

f(A) = £(0,0) = 4.

Celkem jsme nalezli 6 kandidatt na globalni extrém, ze kterych sta¢i vybrat ten s nejmensi
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdvé v bodé
[0,0] s hodnotou finin = 4 a globalni maximum v bodé [4,4] s hodnotou fmax = 40. A
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Ptiklad 3.5.12.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

f(x,y) = x* 4+ 2xy + 2y* — 3x — 5y

na mnoZiné M, kterou je trojiihelnik vymezeny body A = [0,2], B = [3,0],C = [0, —1].

Reseni. ProtoZze mnoZzina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZziné spojita, hledané
body existuji. Nejdfive uréime staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

fx(x,y) =2x+2y—-3=0 & fy(x,y) =2x+4y—5=0.

Resenim je pouze bod [1/2,1] s funkéni hodnotou f(1/2,1) = —13/4. Protoze [1/2,1] €
M, je tento bod jednim z kandidatt na hledany globdlni extrém (nicméné neni potteba
urcovat jeho lokdIni charakter).

Obrédzek 3.5.43: MnoZina M z P¥ikladu 3.5.12.

Nyni se zaméfime na hranici mnoziny M (viz Obrazek 3.5.43), kterou tvoii tfi tisecky:

(i) Pfimku spojujici body A a C mtZeme popsatjakox = 0a —1 < y < 2, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(y) = 2y?> — 5y. Uréime staciondrni body funkce g, t.
¢ (y) = 4y —5 = 0. Odtud méme y = 5/4, coz vyhovuje omezeni pro y. Proto
[0,5/4] je dalsim kandiddtem na globélni extrém s hodnotou f(0,5/4) = —25/8.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body tsecky AC, takZe jesté vypocteme piislusné
funkéni hodnoty, tj. f(A) = f(0,2) = —2a f(C) = f(0,—-1) =7.

(ii) Pf¥imku spojujici body A a B mtiZeme popsat jako y = —2x/3 + 2 (rovnice pfimky je
y = ax + b a koeficienty a, b ziskdme dosazenim soufadnic bodtt Aa B)a(0 < x < 3,
takZe z funkce f(x,y) dostaneme funkci (x) = 5x%/9 — x — 2. Uréime stacionarni
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(iii)

body funkce h, tj. h'(x) = 10x/9 —1 = 0. Mame x = 9/10, coz vyhovuje ome-
zeni pro x. Proto [9/10,7/5] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou
£(9/10,7/5) = —49/20. Jesté musime spocitat funkéni hodnoty v krajnich bodech
usetky AB, 4. f(A) = f(0,2) = —2a f(B) = f(3,0) = 0.

Pfimku spojujici body B a C mtiZeme popsatjako y = x/3 — 1 (rovnice ptimky je y =
ax + b a koeficienty a4, b ziskdme dosazenim soufadnicbodtt Ba C) a0 < x < 3, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci m(x) = 17x2/9 — 8x + 7. Uréime stacionarni body
funkce m, tj. m’(x) = 34x/9 — 8 = 0. Mdme x = 36/17, coz vyhovuje omezeni pro x.
Proto [36/17, —5/17] je dalsim kandiddtem na globélni extrém s funkéni hodnotou
f(36/17,—5/17) = —25/17. Jesté zbyva spocitat funkéni hodnoty v krajnich bodech
usecky BC, tj. f(B) = f(3,0) =0a f(C) = f(0,—-1) =7.

Celkem jsme nalezli 7 kandidatt na globalni extrém, ze kterych sta¢i vybrat ten s nejmensi

funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globdlni minimum nastdva v bodé
[1/2,1] s hodnotou fmin = —13/4 a globalni maximum v bodé C = [0, —1] s hodnotou
f max — 7. A
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Ptiklad 3.5.13.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) = (x—y)*+2

na ¢tverci s vrcholy A = [2,0], B=10,2],C=[-2,0]aD = [0, —2].

Reseni. Protoze mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoziné spojitd, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

fr(xy) =4x -2y =0 & fy(x,y) = —2x+2y=0.

Resenim je pouze bod [0,0] s funkéni hodnotou £(0,0) = 0. ProtoZe [0,0] € M, je tento
bod jednim z kandidatti na hledany globdlni extrém (nicméné neni potteba urcovat jeho
lokalni charakter).

Obrédzek 3.5.44: MnoZina M z P¥ikladu 3.5.13.

Nyni se zaméfime na hranici mnoziny M (viz Obrazek 3.5.44), kterou tvori ¢tyfi tsecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfitjakoy =2 — x pro 0 < x < 2, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(x) = (2x — 2)? + x2. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 10x — 8 = 0. Odtud mame x = 4/5, coz vyhovuje omezeni pro x. Proto
[4/5,6/5] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou f(4/5,6/5) = 4/5.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme piislusné
funkeni hodnoty, tj. f(A) = f(2,0) =8a f(B) = f(0,2) = 4.

(ii) Usetku spojujici body B a C lze vyjadfit jako y = x +2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci /(x) = 4 + x%. Ur¢ime stacionarni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 2x = 0. Odtud médme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0,2] je

© Petr Hasil & Petr Zemanek 21. fijna 2020



III. 5. Lok&lni a globalni extrémy funkci vice proménnych 391

(iii)

(iv)

dalsim kandiddtem na globalni extrém, ktery je ale totoZny s bodem B, jehoz funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti. Jesté zbyva urcit funkéni hodnotu ve dru-
hém krajnim bodé tsetky, tj. f(C) = f(—2,0) = 8.

Usecku spojujici body C a D lze vyjadiit jako y = —x —2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci m(x) = (2x + 2)? + x2. Uréime stacionarni body
funkce m, . m'(x) = 10x + 8 = 0. Odtud mame x = —4/5, coZ vyhovuje ome-
zeni pro x. Proto [—4/5, —6/5] je dal$im kandiddtem na globélni extrém s hodnotou
f(—4/5,—-6/5) = 4/5. Jesté vypocteme funkéni hodnotu ve druhém krajnim bodé
usecky, tj. f(D) = (0, —2) = 4.

Usec¢ku spojujici body D a A lze vyjadtit jako y = x —2 pro 0 < x < 2, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci 7(x) = 4 + x%. Uréime stacionarni body funkce 7,
tj. n’(x) = 2x = 0. Odtud méme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0, —2] je
dalsim kandiddtem na globdlni extrém, ktery je ale totozny s bodem D, jehoZ funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti stejné jako funkéni hodnotu ve druhém
krajnim bodé tsecky.

Celkem jsme nalezli 7 kandidat(i na globalni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi funk-

¢ni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdva v bodé [0, 0]

s hodnotou fiin = 0 a globalni maximum v bodech [2,0] a [—2,0] s hodnotou fmax = 8. A
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Ptiklad 3.5.14.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) =4y

na mnoziné M := {[x,y] € R* | x* + y*> < 1}.

Regeni. ProtoZe mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané

body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fr(x,y)=0=0 & fy,(x,y)=4=0.

Tato soustava ale nemé feSeni, takZe funkce nema stacionarni body, a tudiZ nemtize mit

ani lokalni extrémy:.

A
y=v1-x2
B A
y=-V1-x2

Obrédzek 3.5.45: MnoZina M z P¥ikladu 3.5.14.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZiny M (viz Obrazek 3.5.45), kterou tvofi dva oblouky

kruznice:

(i)

(i)

Horni oblouk kruZnice miizeme vyjadfit jako y = v/1 —x2 pro —1 < x < 1, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci g(x) = 4v/1 — x2. Ur¢ime stacionarni body funkce
g, 4. ¢'(x) = —4x/+/1—x2 = 0. Odtud mame x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x.
Proto [0, 1] je prvnim kandiddtem na globélni extrém s hodnotou f(0,1) = 4. Dal$imi
kandidaty jsou také krajni body oblouku, takze jesté vypocteme pfislusné funkéni

hodnoty, tj. f(A) = f(1,0) =0a f(B) = f(—1,0) = 0.

Dolni oblouk kruZnice mtizeme vyjadfit jako y = —v1—22 pro —1 < x < 1,
takZe z funkce f(x,) dostaneme funkci i1(x) = —4+/1 — x2. Uréime stacionarni body
funkce 11, 4j. ¢’ (x) = 4x/+/1 — x2 = 0. Odtud mame x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro
x. Proto [0, —1] je dal$im kandiddtem na globalni extrém s hodnotou f(0, —1) = —4.
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Dal8imi kandidaty jsou také krajni body oblouku, které jsou ale stejné jako v pied-
chozi ¢asti, takZe médme piislusné funkéni hodnoty jiz vypoctené.

Celkem jsme nalezli 4 kandidaty na globalni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkeni hodnotou, tj. globdlni minimum nastdva v bodé
[0, —1] s hodnotou finin = —4 a globédlni maximum v bodé [0, 1] s hodnotou fmax =4. A
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Ptiklad 3.5.15.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy)=—x*—y*+2y

na mnoziné M := {[x,y] € R* | x> + y* < 16}.

Regeni. ProtoZe mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

felxy)=-2x=0 & fy(x,y)=-2y+2=0.

Regenim je pouze bod [0,1] s funkéni hodnotou £(0,1) = 1. ProtoZe [0,1] € M, je tento
bod jednim z kandidatt na hledany globdlni extrém (nicméné neni potieba urcovat jeho
lokalni charakter).

A

¥y =16 —x2
B
y=—v16—x2

Obrazek 3.5.46: Mnozina M z Pfikladu 3.5.15.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.46), kterou tvofi dva oblouky
kruZnice:

(i) Horni oblouk kruznice mtizeme vyjadiit jako y = v/16 — x2 pro —4 < x < 4, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci g(x) = 2v/16 — x2 — 16. Uréime stacionarni body
funkce g, . ¢'(x) = —2x/+/16 — x2 = 0. Odtud mame x = 0, coz vyhovuje omezen{
pro x. Proto [0, 4] je dal$im kandiddtem na globdlni extrém s hodnotou f(0,4) = —8.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body oblouku, takZe jesté vypocteme prislusné
funk¢ni hodnoty, tj. f(A) = f(4,0) = —16a f(B) = f(—4,0) = —16.

(ii) Dolni oblouk kruznice mtiZzeme vyjadfit jako y = —v/16 — x2 pro —4 < x < 4, takze
z funkcee f(x,y) dostaneme funkci h(x) = —2v/16 — x? — 16. Ur&ime staciondrni body
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funkee &, 4. ¢'(x) = 2x/v/16 — x2 = 0. Odtud méme x = 0, coZ vyhovuje omezeni
pro x. Proto [0, —4] je dal$im kandiddtem na globélni extrém s hodnotou f(0, —4) =
—24. Dal$imi kandidaty jsou také krajni body oblouku, které jsou ale stejné jako v
predchozi ¢asti, takZe mame piislusné funkéni hodnoty jiz vypoctené.

Celkem jsme nalezli 5 kandidath na globdlni extrém. Nyni staci vybrat ten s nejmensi
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdva v bodé
[0, —4] s hodnotou fmin = —24 a globalni maximum v bodé [0, 1] s hodnotou fmax =1. A
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Ptiklad 3.5.16.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flx,y) = (2x2 _|_3y2) e_xz_yz

na mnoziné M := {[x,y] € R? | x* + y* < 4}.
Reseni. ProtoZe mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané
body existuji. Staciondrni body jsme jiz vypo¢itali v P¥ikladu 3.5.7. Nalezli jsme body [0, 0],
[—1,0], [1,0], [0,1] a [0, —1] s hodnotami f(0,0) = 0a f(0,—1) = £(0,1) = 3e~!, pticemz
body [—1,0] a [1,0] miiZeme z nasich dalsich tvah vyloucit, nebot’ v nich lokélni (a tudiz
nutné ani globalni) extrém nenastal.

Obrézek 3.5.47: Mnozina M z P¥ikladu 3.5.16.

VN 2

Nyni se zaméfime na hranici mnoZiny M (viz Obrazek 3.5.47), kterou tvoii dva oblouky
kruZnice:

(i) Horni oblouk kruZnice mtizeme vyjadfit jako y = v/4 — x2 pro —2 < x < 2, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci g(x) = (12 — x?) e~%. Uréime stacionarni body
funkce g, tj. ¢'(x) = —2xe™* = 0. Odtud mdme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro
x. Proto [0,2] je dal$im kandiddtem na globalni extrém s hodnotou f(0,2) = 12e*.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body oblouku, takZe jesté vypocteme piislusné
funkéni hodnoty, tj. f(A) = f(2,0) =8e *a f(B) = f(—2,0) =8e*.

(ii) Dolni oblouk kruZnice mtizeme vyjadfit jako y = —v/4 — x2 pro —2 < x < 2, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci h(x) = (12 — x?) e™*. Uréime stacionarni body
funkce h, tj. h'(x) = —2xe~* = 0. Odtud mame x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x.
Proto [0, —2] je dalsim kandidatem na globélni extrém s hodnotou f(0, —2) = 12e~*.
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Dal8imi kandidaty jsou také krajni body oblouku, které jsou ale stejné jako v pied-
chozi ¢asti, takze mame piislusné funkcni hodnoty jiz vypoctené. (Poznamenejme,
Ze v tomto specidlnim pifipadé jsme si mohli zjednodusit praci pfimo dosazenim
y?> = 4 — x? do funkce f, protoZe proménnd y se ve objevuje pouze v sudych mocni-

ndach.)

Celkem jsme nalezli 7 kandidati na globalni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastava v bodé
[0,0] s hodnotou fmin = 0 a globalni maximum v bodech [0,1] a [0, —1] s hodnotou fmax =
3e ! (tj. v bodech lokdlnich extrém). A
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Ptiklad 3.5.17.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
f(x,y) = 9x* — 36x + 16y* — 64y

na mnoziné M := {[x,y] € R? | 9x> + 16y < 144}.

Reseni. ProtoZe mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané
body existuji. Nejdiive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fx(x,y) =18x—36=0 & f,(x,y) =32y —64=0.

Regenim je pouze bod [2,2] s funkéni hodnotou f(2,2) = —100. ProtoZe [2,2] € M, je tento
bod jednim z kandidath na hledany globélni extrém (nicméné neni potieba urcovat jeho
lokalni charakter).

Obrazek 3.5.48: Mnozina M z Piikladu 3.5.17.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZiny M (viz Obrazek 3.5.48), kterou tvoii dva oblouky
elipsy:

(i) Horni oblouk elipsy mtizeme vyjadiit jako y = 1/9 — £zx2 pro —4 < x < 4, takze
z funkce f(x,y) dostaneme funkci g(x) = —48v/16 — x2 — 36x 4 144. Uréime stacio-
narnf body funkce g, tj. ¢’(x) = 48x/+/16 — x2 — 36 = 0. Umocnénim obou stran na
druhou ziskdme rovnost x> = 144/25, tj. x = £12/5. Obé hodnoty vyhovuji omezen{
pro x. Proto [12/5,12/5] a [—12/5,12/5] jsou dal$imi kandidaty na globalni extrém
s hodnotami f(12/5,12/5) = —96 a f(—12/5,12/5) = 384/5. Dalsimi kandidaty
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jsou také krajni body oblouku, takZe jesté vypocteme piislusné funkéni hodnoty, tj.

F(A) = £(4,0) = 0a f(B) = f(—4,0) = 288,

(ii) Dolni oblouk elipsy mtZeme vyjadfit jako y = —/9 — 19—6x2 pro —4 < x < 4, takze
z funkce f(x,y) dostaneme funkci 1(x) = 48v/16 — x2 — 36x + 144. Uréime stacio-
narni body funkce 4, tj. ¢'(x) = —48x/+/16 — x2 — 36 = 0. Umocnénim obou stran
na druhou ziskdme rovnost x? = 144 /25, tj. x = +12/5. Ob& hodnoty vyhovuji ome-
zeni pro x. Proto [12/5,—12/5] a [—-12/5, —12/5] jsou dal$imi kandidaty na globalni
extrém s hodnotami f(12/5,—12/5) = 1056/5 a f(—12/5,—12/5) = 384. Dal$imi

kandidaty jsou také krajni body oblouku, které jsou ale stejné jako v pfedchozi ¢asti,
takZe mdme piislusné funkéni hodnoty jiZ vypoctené.

Celkem jsme nalezli 7 kandidatt na globdlni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globdlni minimum nastdva v bodé
[2,2] s hodnotou fmin = —100 a globalni maximum v bodé [-12/5, —12/5] s hodnotou
fmax = 384. A
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Ptiklad 3.5.18.

Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) =x"+y* —xy -2

na mnoZiné M := {[x,y] € R? | xz—i—yz <1, y>lx|— 1}.

Reseni. ProtoZze mnoZzina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZziné spojita, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fr(x,y) =2x—y=0 & f,(x,y)=2y—x=0.

Resenim je pouze bod [0,0] s funkéni hodnotou £(0,0) = —2. ProtoZe [0,0] € M, je tento
bod jednim z kandidatt na hledany globdlni extrém (nicméné neni potteba urcovat jeho
lokalni charakter).

Obrézek 3.5.49: Mnozina M z Pfikladu 3.5.18.
Nyni se zaméfime na hranici mnoziny M (viz Obrazek 3.5.49), kterou tvofi dvé tsecky
a palkruZnice:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfit jako y = —x — 1 pro —1 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci g(x) = 3x% + 3x — 1. Uréime stacionarni body
funkce g, . ¢'(x) = 6x+3 = 0. Odtud mame x = —1/2, coZ vyhovuje ome-
zeni pro x. Proto [—1/2,-1/2] je dalsim kandidatem na globdlni extrém s hodno-
tou f(—1/2,—1/2) = —7/4. Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tsetky,
takZe jesté vypocteme pfislusné funkéni hodnoty, tj. f(A) = f(—1,0) = —1a f(B) =
£(0,-1) = —1.

(ii) Usetku spojujici body B a C Ize vyjadfitjakoy = x — 1 pro 0 < x < 1, takZe z funkce

2

f(x,y) dostaneme funkci h(x) = x= — x — 1. Urdime staciondrni body funkce #, .
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(iii)

W(x) = 2x —1 = 0. Odtud méme x = 1/2, coz vyhovuje omezeni pro x. Proto
[1/2,—1/2] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou f(1/2,—-1/2) =
—5/4. Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme
pfislugné funkéni hodnoty, tj. f(B) = f(0,—1) = —1a f(C) = f(1,0) = —1.

Oblouk ptilkruznice spojujici body A a B mliZeme popsat jako y = /1 — x2 pro
—1 < x <1, takZe z funkce f(x,y) dostaneme funkci m(x) = —xv/1 — x2 — 1. Ur¢ime
stacionarni body funkce m, tj.

2
X 1
W)= ——=—V1-22=0 +—= x*=1-2* — *=_.
W= = 2
Odtud dostdvame x = +1/+/2, coz v obou ptipadech vyhovuje omezeni pro x.

Proto [1/ Vv2,1/ \/E] a -1/ V2,1/ \/E] jsou dalsimi kandidédty na globdlni extrém
s hodnotami f(l/\/i, 1/\/5) = —-3/2a f(—1/\/§, 1/\/§) = —1/2. Jesté musime
spotitat funkéni hodnoty v krajnich bodech oblouku, tj. f(A) = f(—1,0) = —1a

£(C) = £(1,0) = —1.

Celkem jsme nalezli 8 kandidath na globdlni extrém. Nyni stac¢i vybrat ten s nejmensi

funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdva v bodé
[0,0] s hodnotou fmin = —2 a globalni maximum v bodé [~1/+/2,1/+/2] s hodnotou
fmax = —1/2. A
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III. 6. Vazané extrémy

Definice 3.6.1.

Necht f : D(f) C R* - Ra M C D(f). Bod x* € M nazveme bodem lokdlniho
minima funkce f na (vzhledem k) mnoziné M (neboli vdzanym minimem), jestlize existuje
okoli O(x*) bodu x* takové, ze f(x*) < f(x) pro v8echna x € O(x*) N M. Podobné
bod £ € M nazveme bodem lokdlniho maxima funkce f na (vzhledem k) mnoZiné M (ne-
boli vdzangm maximem), jestlize existuje okoli O(%) bodu £ takové, ze f(%) > f(x)
pro v8echna x € O(%) N M. Jsou-li pfedchozi nerovnosti ostré, hovofime o ostryjch
vazanych extrémech.

Véta 3.6.2.

Necht’ funkce n proménnych f, g1, . .., gm maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu
na oteviené mnoziné U C R", kde1 < m < n. UvaZme mnoZinu M danou systémem

rovnosti jako

M:={xeR"|g1(x)=0}N...N"{x eR" | gu(x) =0} =

piicemz vektory grad ¢1(x), ..., grad gm(x) jsou linedrné nez4vislé pro vsechny body
x € M, tj. Jacobiho matice

0 °)

o (1) aa- (%)
DG(x) = : . :

a m a m

Bn(x) o Bo(x)

md plnou hodnost (tj. m). Je-li bod x* € M lokdlnim extrémem funkce funkce f na
mnoZziné M, pak existuji ¢isla Ay, ..., Ay € R (tzv. Lagrangeovy multiplikitory) takova,
Ze x* je staciondrnim bodem Lagrangeovy funkce
m
L(x,A) = f(x) + }_ Aigi(x),

i=1

tj. grad, L(x*,A) = 0 neboli

Pfedchozi tvrzeni uddva nutnou podminku pro vdzané extrémy. K tomu, aby bod x*
byl vdzanym extrémem funkce f, neni nutné, aby x* byl také (klasickym) lokdlnim extré-
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mem Lagrangeovy funkce vzhledem k x, tedy zejména aby matice V2L (x*, A) byla pozi-
tivné/negativné definitni (toto je sice postacujici, ale velmi silny poZadavek). Nésledujici
véta obsahuje postacujici podminku pro ostry vdzany extrémem.

Véta 3.6.3.

Necht’ funkce n proménnych f, g1, . . ., §m maji spojité parcidlni derivace druhého rddu
na oteviené mnoziné U C R", kde1 < m < n. UvaZme mnoZinu M danou systémem
rovnosti jako

M= {x € R" | g1(x) =0} N...N{x € R" | gu(x) = 0} =

= (JixeR" | gix) =0} C U,
i=1

piitemzZ vektory grad g1(x), ..., grad g (x) jsou linedrné nezdvislé pro vSechna x €
M. Jestlize pro bod x* € M existuji Ay,..., Ay € R takovd, Ze plati ndsledujici pod-
minky

(i) Lagrangeova funkce
L(x,A) = f(x) + ) i gi(x)
i=1

md v bodé x* staciondrni bod, tj. grad, L(x*,A) =0,

(ii) Hessova matice V2L(x*, A) je pozitivné (negativné) definitni na podprostoru
Ker DG(x*) = Lin{grad g1 (x*), ..., grad g, (x*)}+ =
m
= ﬂ 1{x eR" | xLlgradg;(x*)} = {x € R" | DG(x*) x =0},
i=

ti. h ' V2L(x*, A\)h > (<)0 pro vsechny vektory h € Ker DG(x*)\{0},

pak ma funkce f v bodé x* ostré lokdIni minimum (maximum) na mnoZiné M.

Jestlize matice V2L(x*,A) je indefinitni na Ker DG(x*), pak extrém v bodé x* nena-
stava, zatimco v p¥ipadé pouhé semidefinitnosti matice V2L(x*, A) nem{iZeme s pomoci
uvedenych tvrzeni rozhodnout.
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Ptiklad 3.6.1.
Urcete vdzané extrémy funkce
flx,y) = V3x—y+2

na mnoziné M = {[x,y] € R? | x> + 2x + y*> = 0}.

Regeni. Nejdifve ovétime, zda jsou splnény poZzadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vézané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkce g(x,y) = x? + 2x +
y? je zfejmd a soucasné Jacobiho matice DG(x,y) = Dg(x,y) = (2x +2,2y) m4 plnou
hodnost na mnoziné M, nebot’ tento pozadavek je porusen pouze v bodé [—1,0] € M
(v tomto bodé je DG(—1,0) = (0,0)). To znamenad, Ze vdazané extrémy staci hledat pouze
mezi staciondrnimi body Lagrangeovy funkce

L(x,y,A) = V3x —y + 24+ A(x* +2x + ).

Dostavame tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZiny M, ackoli totéZ zis-
kdme derivovanim podle A)

Le(x,y,A) = V3+2Ax +20 =0, Ly(x,y,A) = —-1+2Ay=0, x>+2x+y>=0.

Z prvni i druhé rovnice je zfejmé, Ze nutné plati A # 0. Potom z prvni rovnice mdme
x = —/3/(2A) — 1 a ze druhé rovnice y = 1/(2A), coZ po dosazeni do tieti rovnice déva

<_£_1>2+2(_£_1)+( 1)2:0 = i:1 — A==l

27 2\ 22 A2

Nalezli jsme tedy dva stacionarni body [—(v/3 +2)/2,1/2]s A =1a [(v/3—2)/2,—1/2]
s A = —1. Nyni se pomoci podminek druhého faddu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout,
zda v nékterém z téchto stacionarnich bod@i nastdva vazany extrém. Parcidlni derivace
druhého fadu Lagrangeovy funkce jsou

Lyx(x,y,A) =24, ny(x,y,)\) =0, Lyy(x, y,A) =2A,

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y je rovna

’ (22 0
V(x,y)L(x,y,/\)—<0 N

Pro bod [—(v/3+2)/2,1/2] s A = 1 dostdvame matici

2 0
Vi L(=(V3+2)/2,1/2,1) = (o 2) .
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ProtoZe tato matice je pozitivné definitni (pro viechny vektory 1 € R?, takZe nutné i pro
vektory i € Ker DG(—(v/3 +2)/2,1/2)), je tento bod véazanym minimem s hodnotou
f(~(V3+2)/2,1/2) = —3.

Pro bod [(v/3 —2)/2,—1/2] s A = —1 dostavdme matici

-2 0
Vi L(V3-2)/2,-1/2,-1) = <o _2>.

ProtoZe tato matice je negativné definitni (pro viechny vektory i € R?, takZe nutné i pro
vektory i € Ker DG((v/3 —2)/2,—1/2)), je tento bod véazanym maximem s hodnotou
f((V3-2)/2,-1/2) =4— /3.

Vsimnéte si také, Ze mnozina M je kompakini (kruznice) a funkce f je spojitd na M,
takZe na této mnoziné existuji globdlni extrémy funkce f, kterymi jsou pravé vypoctené
vazané extrémy. A
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Ptiklad 3.6.2.
Urcete vdzané extrémy funkce
floy) =x+y
na mnoziné M = {[x,y] € R? | % + yl—z = 1}.

Regeni. Nejdiive ovéfime, zda jsou splnény pozadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vadzané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkce g(x,y) = 1/x* +
1/y*> — 1 na mnoziné {[x,y] € R* | x # 0ay # 0} D M je zfejm4 a soucasné Jacobiho
matice DG(x,y) = Dg(x,y) = ( —2/x%,—2/y*) ma plnou hodnost na mnozin& M, nebot
DG(x,y) # (0,0) pro vSechna [x,y] € M. To znamend, Ze vazané extrémy staci hledat
pouze mezi stacionarnimi body Lagrangeovy funkce

1 1
L(x,y,A) :x—i—y—f—/\(P-i—}?—l).

Dostdvdme tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoziny M, ackoli totéZ zis-
kdme derivovanim podle A)

Ly(x,y,A) =1— i—?: =0, Ly(x,y,A)=1- Zy_g\ =0, l + lz =1.
Odectenim prvni a druhé rovnice ziskdme 21 /x> = 21 /3. JelikoZ z prvni i druhé rovnice
je zfejmé, Ze nutné plati A # 0, plyne odtud x = y, coZ po dosazeni do tfeti rovnice
dava 2/x%2 = 1, neboli x = ++/2. Nalezli jsme tedy stacionarni bod [\/E, \/E] sA=+2a
[—v/2,—v/2] s A = —/2. Nyni se pomoci podminek druhého fadu z Véty 3.6.3 pokusime
rozhodnout, zda v nékterém z téchto stacionarnich bod® nastava vazany extrém. Parcidlni
derivace druhého fadu Lagrangeovy funkce jsou

6A 6
Lx(x,y,A) = Py Lyy(x,y,A) =0, Lyy(x,y,A) = y_4,

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, i je rovna

6A/x* 0 )

2 _
V(x,wL(W'A)—( 0 6A/y

Pro bod [\/E, \/i] s A = /2 dostdvame matici

3v2/2 0
v%x,y)L(ﬁ,ﬁ,ﬁ)z( K ﬁm).

ProtoZe tato matice je pozitivné definitni (pro viechny vektory h € R?, takZe nutné i pro
vektory h € Ker DG(\/E, \/E)), méme vazané minimum s hodnotou f (\/E, \/E) = 2/2.
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Pro bod [— V2, —\/E] s A = —/2 dostavame matici

—3v2/2 0
V%x,y)L(—\/ﬁ,—\/E,—\/E):< RE @2)-

ProtoZe tato matice je negativné definitni (pro viechny vektory i € R?, takZe nutné i pro
vektory h € Ker DG(—\/Z —\/i)), nastava v tomto bodé vazané maximum s hodnotou
f(=v2,-v2) = -2v2.

Vsimnéte si, Ze mnoZzina M neni kompaktni, takZe neni zarucena existence globédlnich
extrémdt funkce f na M. Snadno se miizeme pfesvédcit, Ze nalezené vazané extrémy jsou
pouze lokdlni charakter a nemohou byt globalnimi extrémy (vzdyt funkéni hodnota ve
vazaném minimu je vétsi nez funkéni hodnota ve vdzaném maximu). A
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Ptiklad 3.6.3.

Urcete vdzané extrémy funkce
f(x,y) = cos?® x + cos®y

namnoziné M = {[x,y] e R* | x —y = F}.

Reseni. Nejd¥ive ovéiime, zda jsou splnény poZadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vazané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkce g(x,y) =x —y— /4
je zfejm4 a soucasné Jacobiho matice DG(x,y) = Dg(x,y) = (1, —1) ma vzdy plnou hod-
nost. To znamend, Ze vdzané extrémy staci hledat mezi staciondrnimi body Lagrangeovy

funkce
L(x,y,A) = cos? x +cos’y + A(x —y — 71/4).

Dostdvame tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZiny M, ackoli totéZ zis-
kame derivovanim podle A)

Ly(x,y,A) = —2cosxsinx + A = —sin2x + A =0,
Ly(x,y,A) = —2cosysiny —A = —sin2y — A =0,

. 7
Sec¢tenim prvni a druhé rovnice dostaneme sin2x = —sin2y, z ¢ehoZ plyne x = —y +km

pro libovolné k € Z. Odtud po dosazeni do tfeti podminky ziskdme staciondrni body
(/8 +km/2,—m/8+kr/2] prok € ZasA=1/v/2prosudékaA = —1/+/2 pro liché k.
Nyni se pomoci podminek druhého ¥ddu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v téchto
bodech nastava vdzany extrém. Parcidlni derivace druhého fadu Lagrangeovy funkce jsou

Lyx(x,y,A) = —2cos2x, Lyy(x,y,A) =0, Lyy(x,y,A) = —2cos2y,
takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y je rovna

—2cos2x 0
0 —2cos2y )’

v%x,y) L(x/ Y A) (

Pak vbodech [7r/8+krm/2, —m/8+km/2] prosudék € Z,tj. k = 2n pron € Z,dostdvame

matici
_ \/E 0
0 —v2/

ProtoZe tato matice je negativné definitni (pro viechny vektory i € R?, takZe nutné i pro

Vi Lt/8 +nm, =1 /8 + nm,1/V2) = (

vektory h € Ker DG(7/8 + nm, —7t/8 + nrm)), jsou tyto body vazanymi maximy s hodno-
tou f(rt/8 +nm,—m/8+nmw) =1+1/v2.
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V bodech /8 + kr/2,—m/8 + krt/2] pro liché k € Z,t. k = 2n+1pron € Z,
dostdvame matici

\/i 0
2 —
Vi L(57T/8 + nmt, =57/8 + nm,1/v2) = ( 0 V3l

ProtoZe tato matice je pozitivné definitni (pro vSechny vektory h € R?, takZe nutné i pro
vektory h € Ker DG(57t/8 + nmt, —571/8 + nr)), jsou tyto body vazanymi minimy s hod-
notou f(57/8 +nm, —57/8 +nm) =1—1//2. A
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Ptiklad 3.6.4.

Urcete vdzané extrémy funkce
flx,y,z) =2 +y*+2°

namnoziné M = {[x,y,z] ER® |x+y—3z+7=0ax—y+z—3=0}.

Reseni. Nejdtive ovéiime, zda jsou splnény poZadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vézané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkci ¢1(x,y,2) = x +y —
3z+7ag(x,y,z) =x—y+z—3jezfejmd a soucasné Jacobiho matice

_A(sxyz)) (1 1 -3
DG(x,y,z) =D (gz(x,y,2)> = <1 4 1)

mé vzdy plnou hodnost. To znamen4, Ze vazané extrémy staci hledat mezi staciondrnimi

body Lagrangeovy funkce
L(x,y,z,A,A0) = 22+ 2+ 22 + A (x+y —32+7) + Aa(x —y +2z—3)

Dostdvame tedy soustavu (posledni dvé podminky jsou spiSe z definice mnoZiny M, ackoli
totéZz ziskdme derivovanim podle A; a A;)

Lx(x,y,z,)\l,)\z) =2x+ A1+ A =0, Ly(x,y,z,/\l,AQ) = 2y+/\1 — A =0,
L.(x,y,2,A1,A2) =22 —3A1 + A, =0, x4+y—3z+7=0, x—y+z—-3=0.

Mame linearni soustavu péti rovnic o péti nezndmych, takze si pfi jejim feSeni mtZeme

pomoci maticovym zapisem, tj.

2 0 0 1 1| 0 2 00 1 0 |
o 2 0 1 -1 0 020 -1 0
o o 2 -3 1] Of~--~J002 =3 1 0
1 1 -3 0 0|7 000 —11/2 3/2 -7
1 -1 1 0 0] 3] 000 0 -12/11 12/11
Odtud dostdvame jediny staciondrni bod [0, —1,2] s Ay = 1 a A, = —1. Nyni se pomoci

podminek druhého fadu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v tomto bodé nastava
vazany extrém. Parcidlni derivace druhého fddu Lagrangeovy funkce jsou

Lxx(x/y/Z/ Al/AZ) = 2/ ny(x/ Y, Z, /\1//\2) = O/ sz(x/ylzi Al/AZ) = O/
Lyy(x/]// z, )\1/)\2) - 2/ Lyz(x/ y/ Z, Al//\2> - 0/ Lzz(x/]/, z, )\11)\2) - 2/

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y, z je rovna

2 00
V"(Zx,ylz) L(x,y,z,A,A2) |0 2 0
00 2
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Vzhledem ke nezévislosti této matice na vSech proménnych je totozna s Hessovou matic{

V%x y Z)L(O, —1,2,1,—1). Soulasné je tato matice pozitivné definitni (pro vSechny vektory

h € R?, takZe nutné i pro vektory h € Ker DG(0, —1, 2)), je tento bod vdzanym minimem
s hodnotou f(0,—1,2) = 5. A
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Piiklad 3.6.5.
Urcete vdzané extrémy funkce
floy) = 22" + 4y

namnozind M = {[x,y] € R? | x> +y> =9}.

Regeni. Nejdiive ovétime, zda jsou splnény poZadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vazané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkce g(x,y) = x> +y> — 9je
zFejma a soucasné Jacobiho matice DG(x,y) = Dg(x,y) = (2x,2y) m4 plnou hodnost na
mnoziné M, nebot’ tento pozadavek je porusen pouze v bodé [0,0] ¢ M (v tomto bodé je
DG(0,0) = (0,0)). To znamend, Ze vazané extrémy sta¢i hledat pouze mezi staciondrnimi
body Lagrangeovy funkce

L(x,y,A) = 2x* + 4> + A (x> +y* —9).

Dostdvdme tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZziny M, ackoli totéZ zis-
kame derivovdnim podle A)

Ly(x,y,A) =2x(2—A) =0, Ly(x,y,/\) =2y(4—A) =0, x2 —{—yz =9,

LPAVARA

pro jejiz feSeni musime uvazit tfi moznosti:
(i) volba x = 0 = y je v rozporu se tfeti podminkou;

(ii) p¥i volbé x = 0 = 4 — A dostaneme ze tfeti podminky y?> = 9, tak?e mame dva
staciondrni body [0, £3] s A = 4;

(iii) pfi volbé 2 — A = 0 = y dostaneme ze tfeti podminky x*> = 9, tak’e mame dva
stacionarni body [£3,0] s A = 2.

Nyni se pomoci podminek druhého fadu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v nékte-

rém z téchto staciondrnich bodti nastava vdzany extrém. Parcidlni derivace druhého fadu

Lagrangeovy funkce jsou
Lxx(x,y,/\) :4_2A, ny(x,y,A) - O, Lyy(x,y,A) - 8_2A,

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, i je rovna

4 —-2A 0
2 L A) = .
v(x,y) (x,y,A) ( 0 8 2)&)

Pro body [0, £3] s A = 4 dostavame matici

) (-4 0
V(x’y)L(O,i3,4)_< . 0)'
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JelikoZ tato je matice pouze negativné semidefinitni, potfebujeme urcit Ker DG(0, +3) =
Ker(0, 46). Pokud vektor i € R? patii do Ker DG(0,+3) = Ker(0, £6), pak nutné plati
h=(t0)" =t(1,0) prolibovolné t € R. Potom pro tyto vektory mame

—4 0
T 2 2 T 42
h' Vi) L(0,£3,4)h = t°(1,0) ( 0 0) (1,0)T = —4f?,

z &ehoZ plyne h' V%x y)L(O, +3,4)h < 0 pro v8echna t # 0, tj. pro libovolny vektor h €
Ker DG(0, £3)\{0}. TakZe body [0, £3] jsou vdzand maxima s hodnotou f (0, £3) = 36.
Pro body [+3,0] s A = 2 dostavame matici

00
2 —
Vi, L(£3,0,2) = (0 4).

JelikoZ tato je matice pouze pozitivné semidefinitni, potiebujeme ur¢it Ker DG(£3,0) =
Ker(+6,0). Pokud vektor i € R? patfi do Ker DG(+3,0) = Ker(%6,0), pak nutné plati
h=(0,t)" =t(0,1)" prolibovolné t € R. Potom pro tyto vektory mame

W' Vi, L(£3,0,2)h = 12(0,1) (8 Z) (0,1)" = 4f?,
z &eho? plyne h'' V%x,y)L(j:& 0,2)h > 0 pro v8echna t # 0, tj. pro libovolny vektor h €
Ker DG(+3,0)\{0}. TakZe body [+3, 0] jsou vdzand minima s hodnotou f(+£3,0) = 18.

Vsimnéte si, Ze mnoZina M je kompaktni (kruZnice) a funkce f je spojita na M, takze
na této mnoziné existuji globalni extrémy funkce f. Témi jsou pravé vypoctené vazané
extrémy, nebot’ funkéni hodnota ve vdzanych minimech (maximech) je stejna. Tato fe-
Seni mtiZeme ziskat i s pomoci grafického zndzoréni dané tlohy, viz Obrédzek 3.6.50. Na
obrdzku je zndzornéna mnozina M (Cernd elipsa) a vrstevnice funkce f (modré elipsy).
Globalni minimum potom odpovida vrstevnici na nejmensi mozné drovni, kterd ma ne-
prazdny prunik s mnozZinou M (¢ervend elipsa), zatimco globalni maximum odpovida
vrstevnici na nejvyssi mozné trovni, kterd ma neprdzdny prinik s mnozinou M (zelena
elipsa).

Musime tedy vytesit soustavu 2x2 + 4y> = ca x> + y?> = 9, kde ¢ € R. Toto je sice sou-
stava pouhych dvou rovnic pro tfi neznamé, ale z Obrazku 3.6.50 vidime, Ze nas zajimajf
pouze hodnoty ¢ > 0 (zaporné hodnoty nema viibec smysl uvazovat vzhledem k prvni
rovnici) takové, Ze soustava ma pravé dvé feSeni. Odectenim dvojndsobku druhé rovnice
od prvni, dostaneme y? = ¢/2 — 9, tj. y = 4+/c/2 — 9. TakZe feSenim této soustavy jsou
(obecné) ¢tyti body [++/18 — ¢/2,++/c/2 — 9] v z4vislosti na hodnoté ¢ € [18,36]. Avsak
praveé pro ¢ = 18 a ¢ = 36 bude jedna ze soufadnic nulov4, tudiZ zména znaménka nedava

novy bod. Odtud proto dostdvdme globadlni minimum v bodech [£+3,0] s hodnotou ¢ = 18
a globalni maximum v bodech [0, +-3|s hodnotou ¢ = 36.
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Obréazek 3.6.50: Grafické zndzornéni feSeni Piikladu 3.6.5.
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Ptiklad 3.6.6.

Urcete vdzané extrémy funkce

flxy) =27(x+y—1)

namnoziné M = {[x,y] € R* | 9(x* +y?) = 2x%y*}.

o s

Regeni. Nejdiive ovétime, zda jsou splnény poZzadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vazané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkce ¢(x,y) = 9(x? +y?) —
2x%y? je zfejmd a soucasné Jacobiho matice DG(x,y) = Dg(x,y) = (18x — 4xy? 18y —
4x?y) ma plnou hodnost na mnoziné M vyjma bodu [0,0] € M, pfitemz tento pozada-
vek je poruden také v bodech [+3/+/2,3//2], [£3/+/2,—3//2] & M (v téchto bodech je
DG(-,-) = (0,0)). To znamend, ze bod [0, 0] je moZznym kandiddtem na vdzany extrém a
dalsi vdzané extrémy staci hledat mezi staciondrnimi body Lagrangeovy funkce

L(x,y,A) = 27(x +y — 1) + A(9x% 4+ 9y* — 2x°y?).

Dostdvame tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZziny M, ackoli totéZ zis-
kdme derivovanim podle A)

Le(x,y,A) =27 + A(18x —4xy?) =0, L,(x,y,A) =27+ A(18y — 4x%y) = 0,
9x% + 9y — 2x°y* = 0.

Z prvni i druhé rovnosti plyne A # 0, takZe odettenim téchto rovnic dostaneme po vydé-
lenim A rovnost

18x —dxy? = 18y —4x*y = (18 +4xy)(x —y) = 0.

Pro ziskani feSeni tedy musime uvazit dvé moznosti:

(i) volba x = y ddvé po dosazeni do tfeti rovnice 2x?(9 — x?) = 0, z ¢ehoZ mame [0,0] ¢
M a staciondrni body [£3, £3] s A = £1/2;

(ii) volba 4xy = —18 davé (nutné y # 0) x = —9/(2y), z &ehoz po dosazeni do tieti
rovnice, vynasobeni y? a substituci z = y? dostaneme kvadratickou rovnici 36z% —
162z + 729 = 0, kterd nema redlné feSeni.

Nyni se pomoci podminek druhého fadu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v nékte-
rém z téchto staciondrnich bodti nastava vdzany extrém. Parcidlni derivace druhého fadu
Lagrangeovy funkce jsou

Lyx(x,y,A) = 187 — 4)Ly2, Lyy(x,y,A) = =8Axy, Lyy(x,y,A) =181 — 4)x?,
takze Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y je rovna

18\ — 4 2 —8Ax
V%x,y)L(x,y,/\) = ( Y Y )

—8Axy  18A —4Ax?
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Pro body [£3,+3] s A = +1/2 dostdvame matice

F9 F36

Vi L(E3,£3,£1/2) = ,
(xy) ( /2) (:F36 :F9>

které jsou indefinitni (determinant je v obou pfipadech zdporny). Potfebujeme proto nyni

ur¢it Ker DG(£3,+£3) = Ker(F54, F54) = Ker(1,1). Pokud vektor h € R? patii do

Ker DG(#3,43) = Ker(1,1), pak nutné plati h = (t,—t)" = t(1,—1)" pro libovolné

t € R. Potom pro tyto vektory mame

F9 F36

W' V2 L(43,43,+1/2)h = (1, -1
(e L( /2) ( ) 36 9

> (1,-1)" = £54¢2,

z &ehoz plyne h' V%x’y)L(?), 3,1/2)h > 0 pro vSechna t # 0, tj. pro libovolny vektor
h € Ker DG(3,3)\{0}. Takze bod [3,3] je vazanym minimem s hodnotou f(3,3) = 135.
Podobné plati 1" v%x,y)L(_?)’ —3,-1/2)h < 0 pro libovolné h € Ker DG(—3,—3)\{0},
takze bod [—3, —3| je vdzanym maximem s hodnotou f(—3,—3) = —189. V bodé [0, 0]
vazany extrém nenastdva, nebot’ s kazdym bodem [x, y] € M mame soucasné také [x, —y],
[—x,y], [-x,—y] € M, takze v libovolném okoli bodu [0, 0] 1ze najit body z mnoZiny M
s funkénimi hodnotami vét$imi i mensimi nez f(0,0) = —27. A
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Ptiklad 3.6.7.

Urcete vdzané extrémy funkce

f(x,y) =In(x*+y?)

namnozind M = {[x,y] € R* |y = x + 3}.

Regeni. Nejdtive ovéfime, zda jsou splnény poZadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podmin-
kami pro vazané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f na oteviené mnoziné
R2\{[0,0]} D M i funkce g(x,y) = x + 3 — y je zfejmd a soucasné Jacobiho matice da-
ného omezeni, tj. DG(x,y) = Dg(x,y) = (1,—1), mé vidy plnou hodnost. To znamen4,
Ze vazané extrémy staci hledat mezi staciondrnimi body Lagrangeovy funkce

L(x,y,A) = In(x* + ) + A(x +3 — y).

Dostavame tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZiny M, ackoli totéZ z{is-
kame derivovdnim podle A)

2x 2y
Lx(x’y’/\):m—'—/\zol Ly(x/y,/\):m—/\zo, x—|—3—y:0
Z prvni a druhé rovnosti plyne x = —y, coZ po dosazeni do tfeti rovnice ddvéa staciondrni

bod [-3/2,3/2] s multiplikdtorem A = 2/3. Nyni se pomoci podminek druhého fidu

z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v nékterém z téchto staciondrnich bodt nastava

vazany extrém. Parcidlni derivace druhého fadu Lagrangeovy funkce jsou

_2(x2_y2)’ 4xy . L (x’y’/\) _ 2(x2_y2)l
(x2 + 2)2 (x2 + y2)2 vy (x2 + y2)2

takze Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y je rovna

1 —2(x? —y?)  —dxy
2 L 7 /)L — 7 5 o\ .
Vi Moy ) = oy ( —dxy - 2(xF =y

Lxx(x;y; )\) - ny(x;yz /\) == -

Vbodeé [-3/2,3/2] s A = 2/3 dostdvame matici

> (0 4/9
Vi L(=3/2,3/2,2/3) = <4/9 . )

kterd je indefinitni. Potfebujeme proto nyni ur¢it Ker DG(—3/2,3/2) = Ker(1, —1). Pokud
vektor I € R? patii do Ker DG(—3/2,3/2) = Ker(1, —1), pak nutné plati h = (¢, HT =
t (1,1)7 pro libovolné t € R. Potom pro tyto vektory mame

T o2 _ _ 2 0 4/9 T_%
' VE,L(=3/2,3/2,2/3) h = £ (1,1) <4/9 ] anT ="

z &ehoz plyne h' V2 1(—3/2,3/2,2/3)h > 0 pro viechna t # 0, tj. pro libovolny vektor

(xy)

h € Ker DG(—3/2,3/2)\{0}. Takze bod [—3/2,3/2] je vazanym minimem s hodnotou
£(=3/2,3/2) =In9/2. A
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Ptiklad 3.6.8.

Urcete vdzané extrémy funkce

f(x,y) =In(x +y)

na mnozinéd M = {[x,y] € R? | xy = 1}.

o s

Regeni. Nejdifve ovétime, zda jsou splnény poZadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vazané extrémy. VSimnéme si, Ze mnozina M je vétsi nez defini¢ni obor funkce f,
kterym je otevienad mnoZina {[x,y] € R? | x +y > 0}. Soucasné vime, Ze mnoZinu M
tvori dvé vétve (rovnoosé) hyperboly, viz Obrazek 3.6.51 niZe. Bylo by proto potieba do-
plnit mnoZinu M podminkou x > 0, jenZe ,nase” teorie nedovoluje omezeni ve tvaru
nerovnosti. Nicméné bez Gjmy na obecnosti mtiZeme body lezici ve tfetim kvadrantu za-
nedbat, nebot’ vétve hyperboly jsou oddélené a oteviené mnoZiny (takZe platnost pod-
minek pro lokdlni extrém neni ovlivnéna zahrnutim druhé vétve). Spojitost parcidlnich
derivaci funkce f na uvazované &asti mnoziny M i funkce g(x,y) = xy — 1 je zfejmd a
soutasné Jacobiho matice DG(x,y) = Dg(x,y) = (y,x) ma plnou hodnost na celé mno-
ziné M, nebot’ tento pozadavek je porusen pouze v bodé [0,0] ¢ M (v tomto bodé je
DG(0,0) = (0,0)). To znamend, Ze vazané extrémy staci hledat mezi staciondrnimi body
Lagrangeovy funkce
L(x,y,A) =In(x+y) + A(xy —1).

Dostdvdme tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZziny M, ackoli totéZ zis-
kame derivovdnim podle A)

Ly(x,y,A) =

cry V=0 Ly d =

+Ax =0, xy—1=0.

Z prvniidruhé rovnice plyne A # 0, takZe ode¢tenim téchto rovnic obdrzime x = y. Potom
dosazenim do tfeti rovnice ziskdme body [1,1] a [—1, —1]. Staciondrnim bode je oviem
pouze [1,1] s A = —1/2, nebot’ [—1, —1] & D(f). Nyni se pomoci podminek druhého fadu
z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v tomto bodé nastava vazany extrém. Parcidlni

derivace druhého fadu Lagrangeovy funkce jsou
1 1 1
xx(x/y/ ) (x+y)2/ xy(x/]// ) (x +y)2 + 7 yy(x/y/ ) (x+y)2/

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y je rovna

1 1
T (x+y)2 T (x+y)2 +A
V%x,y)L(xryr )\) ( (1+y) ( -H/)l ) .

Tt e
Pak v bodé [1,1] s A = —1/2 dostdvame matici
—-1/4 -3/4
V2 L(1,1,1/2) = ,
(L1 1,1/2) (—3/4 —1/4)
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kterd je indefinitni. Potfebujeme proto nyni ur¢it Ker DG(1,1) = Ker(1,1). Pokud vektor
h € R? patfi do Ker DG(1,1) = Ker(1,1), pak nutné plati h = (t,—t)" =t (1,-1)" pro
libovolné t € R. Potom pro tyto vektory mame

W'V L(L1L,1/2) k= (1,-1) (:;;i :i’;i) (1,-1)T = £,
z &ehoz plyne h" V%x’y)L(l, 1,1/2)h > 0 pro vSechna t # 0, tj. pro libovolny vektor i €
Ker DG(1,1)\{0}. TakZe bod [1,1] je vdzanym minimem s hodnotou f(1,1) = In2.
UvaZovana ¢ast mnoZiny M neni kompaktni (neni ohrani¢end), takZe nemame zaru-
¢enu existenci globalnich extrémt. Vzhledem k vysledku je ale jasné, Ze funkce bude mit
nejvyse jeden globalni extrém. S pomoci nacrtku vrstevnic a piipustné mnoziny ukdzeme,
Ze nalezené vdzané minimum je soucasné globalnim minimem. Vrstevnice funkce f jsou
dany jako In(x +y) = c pro ¢ € R, coZ jsou vlastné pfimky y = e —x, viz Obrazek 3.6.51.
Globélni minimum potom odpovidd vrstevnici na nejmensi mozné trovni, kterd mé ne-

prazdny prinik s mnoZzinou M (¢ervend pfimka).

Obrédzek 3.6.51: Grafické zndzornéni fesSeni P¥ikladu 3.6.8.

Musime tedy vyfteSit soustavu y = e“ —x a xy = 1, kde ¢ € R. Toto je sice soustava
pouhych dvou rovnic pro tfi nezndmé, ale z Obrazku 3.6.51 vidime, Ze nds zajima pouze
hodnota ¢ takova, Ze soustava ma pravé jedno fesSeni. Zkombinovanim prvnim a druhé
rovnice dostaneme rovnici y = e° —1/y neboli y* — e y + 1 = 0. Tato kvadraticka rovnice
bude mit jedno feseni pravé tehdy, kdyZ je jeji diskriminant nulovy, tj. €2 —4 = 0. Toto je
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splnéno pro ¢ = In2, coZ nasledné déva y = e /2 = 1a x = 1. Tedy v bodé [1, 1] skuteiné
nastava globalni minimum s hodnotou In 2. A
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Ptiklad 3.6.9.

Urcete vdzané extrémy funkce

x2 2 2

_x. Yy
fryz)="p+g+5

namnoziné M = {[x,y,z] € R® | x2 + y> 4+ 22 = 1}.

Regeni. Nejdiive ovéfime, zda jsou splnény poZzadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vazané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce f i funkce g(x,y,z) = x* +y> +
z> — 1 je zfejmd a soucasné Jacobiho matice DG(x,y,z) = Dg(x,y,z) = (2x,2y,2z) ma
plnou hodnost na mnoziné M, nebot’ tento pozadavek je porusen pouze v bodé [0,0,0] ¢
M (v tomto bodeé je DG(0,0,0) = (0,0,0)). To znamend, Ze vazané extrémy staci hledat
mezi staciondrnimi body Lagrangeovy funkce

2 .20 L2

_ Xy = 24,22
L(x,y,A) = 177 +25+A(x +y +z7—-1).

Dostavame tedy soustavu (¢tvrtd podminka je spiSe z definice mnoziny M, ackoli totéz
ziskdme derivovanim podle A)
Li(x,y,2,A) =x(1/2+2A) =0, Ly(x,y,zA) =y(2/9+2A) =0,
L.(x,y,z,A) =2z(2/254+2)A) =0, x? —i—yz +22=1.

Prvni tfi rovnice budou soucasné splnény pouze v piipadé, Ze dvé proménné polozime
rovny nule a A zvolime tak, aby byla splnéna zbyvajici rovnost, nebot’ volba x = y =

z = 0 nevyhovuje ¢tvrté rovnici. Zbyvajici proménnou pak snadno dopocteme z posledni
rovnice. Takto dostaneme 6 staciondrnich bodt

Py [£1,0,0], Ap=-1/4,
P2:|: : [0/ :i:llo]/ )L2:|: - _1/9/
P3i : [O, 0, :i:l], )\Si = —1/25

Nyni se pomoci podminek druhého faddu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v tomto
bodé nastdvd vazany extrém. Parcidlni derivace druhého fddu Lagrangeovy funkce jsou

Lyx(x,y,2,A) =1/24+2A, Ly(x,y,2,A) =0, Lyx(xyzA) =0,
Lyy(x,v,2,A) =2/9+2A, Ly:(x,y,2,A) =0, Lx(xy,zA)=2/25+2A,

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, v, z je rovna

1/2422 0 0
iy Ly, 2,4) = 0 2/9+42A 0
0 0 2/25+42A
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Pak v bodech P;4 dostdvame matici

0 0 0
ViyoLPie) =10 —5/18 0
0 0 —11/30

ktera je pouze negativné semidefinitni. Potfebujeme proto nyni uré¢it Ker DG(+1,0,0) =
Ker(42,0,0). Pokud vektor 1 € R® patii do Ker DG(#1,0,0) = Ker(+2,0,0), pak nutn&
plati h = (0,u,v) " pro libovolné u,v € R, coz mtZeme vyjadiit jako

0 0 0 00

u

h=|ul=|1lu+]|0]lo=1]1 0 (0>
v 0 1 01

Potom pro tyto vektory mdme

010 0 0 0 00 y
BTV L(Pr) B = (u,0) (o ) 1) 0 —5/18 0 10 (v> =
0 0 —11/30 01
B <u v) —5/18 0 u
-\ 0 -11/30) \v /"
ProtoZe matice (‘5[{ B 0 /30> je negativné definitni, plati 1" V%xyZ)L(PHE) h < 0 pro

vSechna u,v € R spltjici u? + v? # 0, tj. pro libovolny vektor h € Ker DG(=+1,0,0)\{0}.
Tudiz body [£1, 0, 0] jsou ostrymi vazanymi maximy s hodnotou f(+1,0,0) = 1/4.

V bodech P, mame matici

5/18 0 0
VigoLPx)=1 0 0 0
0 0 —32/225

kterd je indefinitni. Potfebujeme proto nyni urcit Ker DG(0, +1,0) = Ker(0, +2,0). Pokud
vektor h € R3 patii do Ker DG(0, £1,0) = Ker(0, £2,0), pak nutné plati # = (1,0, o)’ pro
libovolné u,v € R, coz mliZzeme vyjadrfit jako

u 1 0 1 0
u
h=10]l=1|0lu+]|0]lo=10 0 (v)
v 0 1 01

Potom pro tyto vektory mdme

Lo o\ (57180 0 1o\
BTV L(Pa) b= (u,0) (0 . 1) 0 0 0 00 (U) -
0 0 —32/225) \0 1

= (u0) (5/018 _32(;225) <Z>
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5/18 0
0 —32/225

Konecné v bodech P34 dostavdame matici

Protoze matice ( ) je indefinitni, v bodech [0, +1, 0] extrém nenastava.

21/50 0 0
ViyoL(Pse)=| 0 32/225 0
0 0 0

kterd je pouze pozitivné semidefinitni. Potfebujeme proto nyni urcit Ker DG(0,0,£1) =
Ker(0,0, £2). Pokud vektor i € RR3 pat¥i do Ker DG(0,0,41) = Ker(0,0, +2), pak nutné

plati h = (u, v, 0)" pro libovolné u, v € R, coz mtizeme vyjadfit jako
1 10
u
h:v:Ou+1v:01<>
v
0 0 0 00

Potom pro tyto vektory mdme

10 0 21/50 0 0 1 0 y
hTV%x’y’Z)L(PSi)h: (u,v> (0 1 0) 0 32/225 0 01 <U> =
0 0 0 00

- <”’v) (21(/)50 32/0225> (Z)

Protoze matice <21650 - /0225> je pozitivné definitni, plati i1 " V%x’y,z)L(Pgi) h > 0 pro libo-
volnd u,v € R spltiujici u? + v # 0, tj. pro libovolny vektor 1 € Ker DG(0,0,41)\{0}.
TudiZ body [0,0, £1] jsou ostrymi vdzanymi minimy s hodnotou f(0,0, +1) = 1/25.
Vsimnéte si, Ze mnoZzina M je kompaktni (kulova plocha) a funkce f je spojitd na M,
takZe na této mnoziné existuji globalni extrémy funkce f. Témi jsou pravé vypoctené va-

zané extrémy. A
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Ptiklad 3.6.10.

Urcete vdzané extrémy funkce

f(xy,2) = xyz

na mnoziné M = {[x,y,z] € R® | x> +y?> +2z* = lax+y +z = 0}. DokdZete tuto
ulohu také interpretovat ,geometricky “?

o s

Regeni. Nejdiive ovétime, zda jsou splnény poZzadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami
pro vazané extrémy. Spojitost parcialnich derivaci funkce f i funkce g1 (x,y,z) = x> + > +
722 —1lag(x,y,z) = x +y + z je zfejmd a soucasné Jacobiho matice

Do) - b (S _ (26 20 22
82(x,y,2) 1 1 1

mé plnou hodnost na mnoziné M, nebot’ tento poZadavek je porusen pouze v bodech tvaru
[t,t,t], z nichZ Zddny nepatfi do mnoZziny M. To znamend, Ze vdzané extrémy stali hledat
mezi staciondrnimi body Lagrangeovy funkce

L(x,y,z,A,A2) = xyz +)L1(x2 +y2 +22— 1)+ A (x+y+2z).

Dostdvame tedy soustavu (posledni dvé podminky jsou spiSe z definice mnoZiny M, ackoli
totéZz ziskdme derivovanim podle A; a A;)

Ly(x,y,2,A1,A2) = yz +2xA + Ay =0,

Ly(x,y,2,AM,A2) = x2+2yA + A, =0,

L(x,y,2z,A1, M) = xy +2zA1 + Ay =0,
24y +22-1=0, x+y+z=0.

Z prvnich tii rovnic vylou¢ime A; jejich vzajemnych odectenim, ¢imz dostaneme soustavu
(y—x)(z=2M) =0, (z—y)(x—2M) =0,
4y 4z2=1, x+y+z=0.

Prvni rovnice je splnéna pouze v pfipadé y = x nebo z = 2], zatimco druha rovnice
plati pouze pro y = z nebo x = 2A;. Zkombinovanim téchto moZnosti a dosazenim do
poslednich dvou rovnic dostaneme stacionarni body a odpovidajici multiplikatory

1 1 2 1 1

Py +t—tt—,F—|, AM==Ft——, A=,
1+ _ \/5 \/6 :F\/g_ 1 2\/5 2 6
2 1 1 1 1

Poy: |F—=t—t—|, M==t—r A=2,
S Y/ K W/ M
1 2 1 1 1

Ps. o F—\t—,F—=|, M=Ft——, Ap=-.
Ve Ve Vel YT T P e
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Nyni se pomoci podminek druhého fadu z Véty 3.6.3 pokusime rozhodnout, zda v tomto
bodé nastava vazany extrém. Parcidlni derivace druhého fadu Lagrangeovy funkce jsou

Lxx(xz]//zz )\1/)\2) - ZAl/ ny(xl y/ Z, Al/ AZ) =z, sz(x/ y/ Z, Al//\Z) - y/
L]/y(xl Y,z )\1/ /\2) - 2A1/ Lyz(x/]/, z, A1/ AZ) =X, LZZ(x/y/ z, A1/)L2) = 2)\1/

takZze Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y, z je rovna

2\ z oy
V%x,y,@ L(x,y,z,A1,A) = z 201 «x
y X 2)\1

Pak v bodé P, dostdvame matici

1/vV6 —2/v6 1/v6
v%x,y,z)L(Pl-l—) = _2/\/6 1/\/6 1/\/6
1/vV6  1/V6 1/V6

ktera je ovSem indefinitni. Potfebujeme proto nyni urcit

2/v6 2/V6 —4/%)
) .

Ker DG(1/v/6,1/V6,—2//6) = Ker ( 1 1

Jestlize vektor h € R3 patii do Ker DG(1/ V6,1/6,-2/ \/8), pak nutné plati
h=(t—t0)" =t(1,-1,0)"

pro libovolné t € R. Potom pro tyto vektory médme

1/vV6 —2/v6 1/v6
BTV, L(PL) k=2 (1,-1,0) | ~2/v6 1/v6 1/v6| (1,-1,0)" = V6r
1/vVée 1/vV6 1/V6
To znamend, ze h' V2

(xyZ)L(P1+) h > 0 pro vsechna t # 0, tj. pro libovolny vektor h &

Ker DG(1/v6,1/+/6,—2/+/6)\{0}. Tudiz [1/+/6,1/+/6,—2/+/6] je vazanym minimem
s hodnotou f(1/ V6,1/6,-2/ \/6) = —ﬁg. V bodech P>, a P;; dostaneme tentyz vy-
sledek (s velmi podobnymi mezivysledky).

V bodé P;_ dostavame matici

-1/v6 2/v6 —1//6
Viol(Pio)=| 2/V6 —1/v6 -1/V6
~1/v6 —1/v/6 —1//6

ktera je opét indefinitni. Potfebujeme proto nyni urcit

—2/V6 —2//6 4/%)
1 .

Ker DG(—1/v6,—1/v6,2/V6) = Ker ( 1 1
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Jestlize vektor h € R3 pati do Ker DG(—1/v/6, —1/v/6,2//6), pak nutné plati
p P p
h=(t—t0)" =t(1,-1,0)"

pro libovolné t € R. Potom pro tyto vektory mame

~1/V6 2/V6 —1/46

W'V, oL(P)h=1(1,-1,0) [ 2/v6 —1/v6 —1/v6]| (1,-1,0)" = —V61.
~1/v6 —1/v/6 —1/+/6

To znamend, e h ' V%

x,y,z)L(P1+) h < 0 pro vSechna t # 0, tj. pro libovolny vektor h &
Ker DG(—1/+/6,—1/+/6,2/+/6)\{0}. Tudiz [~1/+/6,—1//6,2//6] je ostrym vézanym
maximem s hodnotou f(—1/ V6,-1/6,2//6) = ﬁé' V bodech P,_ a P;_ dostaneme
tentyZ vysledek (s velmi podobnymi mezivysledky).

Prvni podminka urcuje kulovou plochu a druhd podminka rovinu, takZe mnoZina M
je kruZnice. Odtud plyne, Ze nalezené extrémy jsou soucasné globalnimi extrémy. Z ge-
ometrického pohledu lze tlohu interpretovat tak, Ze hleddme kvadr s maximalnim obje-
mem, stfedem v pocatku a jednim vrcholem v mnoZziné M (ostatni vrcholy jsou poté ur-
¢eny ze symetrie podle souradnych os), protoze objem takového kvadru lze vyjadfit jako
V =8|xyz| = 8|f(x,y,2)|, viz Obrazek 3.6.52.

Obrazek 3.6.52: Geometrickd interpretace zadani P¥ikladu 3.6.10.
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Ptiklad 3.6.11.

Na parabole y* = 4x naleznéte bod, ktery je nejbliZe ptimce x — y +4 = 0.

Regeni. Vzdalenost bodu [x, o] od p¥imky dané rovnici ax + by + ¢ = 0 lze uréit pomoci

vzorce
B laxo + byo + ¢

Va? +b?
(dokazete odvodit tento vzorec?). Dany problém lze tedy formulovat tak, Ze chceme mi-
nimalizovat funkci f(x,y) = *~2* na mnozine M = {lx,y] € R* | y* = 4x}. Ab-

V2
sence absolutni hodnoty ve funkci f je zptisobena tim, Ze hodnota citatele je kladna pro

d(x0,Y0)

vSechny body [x,y] € M, viz také Obrazek 3.6.53. K feSeni této tlohy vyuzijeme va-
zané extrémy. Za¢neme proto tim, Ze ovéfime, zda jsou pro tento problém splnény po-
zadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podminkami pro vdzané extrémy. Spojitost parcidlnich de-
rivaci funkce d i funkce g(x,y) = y? — 4x je zfejmd a soutasné Jacobiho matice DG(x,y) =
Dg(x,y) = (—4,2y) ma vzdy plnou hodnost. To znamenad, Ze vazané extrémy sta¢i hledat
mezi staciondrnimi body Lagrangeovy funkce

x—y+4
L(x,y,}\):%

Dostdvame tedy soustavu (tfeti podminka je spiSe z definice mnoZziny M, ackoli totéZ zis-

+ A(y? — 4x).

kame derivovdnim podle A)

Ly(x,y,A) = % —4A =0, Ly(x,yA)= —\%ery: 0, y*—4x=0.

Z prvni rovnice ihned plyne A = ﬁ, coz po dosazeni do druhé rovnice ddva y = 2. Ze

tfeti rovnice potom plyne x = 1.

/

Obréazek 3.6.53: Grafické zndzornéni zadani a feSeni Piikladu 3.6.11.
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Z Obrazku 3.6.53 je patrné, Ze nalezeny bod musi byt hledanym minimem. Nicméné
jesté pomoci podminek druhého fddu z Véty 3.6.3 potvrdime, Ze se jedna o ostré vdzané
minimum. Parcidlni derivace druhého fddu Lagrangeovy funkce jsou

Lyx(x,y,A) =0, Lyy(x,y,A) =0, Lyy(x,y,A) =24,

takZe Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x, y je rovna

) 0 0
V(xly)L(x,y,/\) <O 2/\) .

Pak v bodé [1,2] s A = 1/(41/2) dostdvame matici

kterd je pouze pozitivné semidefinitni. Potfebujeme proto urcit Ker DG(1,2) = Ker(—4,4).

Pokud vektor i € R? patii do Ker DG(1,2) = Ker(—4,4), pak nutné plati h = (t,t)" =
t(1,1)T pro libovolné t € R. Potom pro tyto vektory mame

2
W'V L(L,2,1/(4V2) h = (1,1) (8 1/(2\@) (1,1)" = ztﬁ
z &ehoZ plyne h' V%x,y)L(l,Z, 1/(4v2))h > 0 pro viechna t # 0, tj. pro libovolny vektor
h € Ker DG(1,2)\{0}. TakZe bod [1, 2] je skutetné ostrym vdazanym minimem s hodnotou
£(1,2) = 3/+/2. Zbyva tedy jesté urtit soutadnice odpovidajiciho body na dané pifmce.
Tento bod musf spltiovat (viz opét Obrazek 3.6.53) rovnosti v/(x — 1)2+ (y — 2)2 = 3/+/2
ay = x + 4. Dosazenim druhé podminky do prvni rovnice dostaneme kvadratickou rov-

nici 2x? + 2x + 5 = 9/2, kterd ma dvojnasobné feseni x = —1/2. Proto soutadnice hleda-
ného bodu jsou [-1/2,7/2]. A
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Piiklad 3.6.12.

. . . L. . . 2 2 2 .
Mezi vsemi kvddry vepsanymi do elipsoidu ;‘—2 + g—z + ‘z—z =1, kdea,b,c > 0, urcete
rozméry toho, ktery mad nejvétsi objem.

Regeni. Nejd¥ive si rozeberme nékolik zdkladnich faktii. K dosaZeni maximalniho objemu
je nutné, aby
(i) hrany kvadru byly rovnobéZzné se soufadnymi osami,
(i) stfed kvadru byl umistén ve stfedu elipsoidu (vzhledem k symetrii elipsoidu),
(iif) vSechny vrcholy kvadru leZely na elipsoidu (protoZe v opacném piipadé by diky
symetrii elipsoidu bylo moZné ,rozsifit” kvadr, ¢imz bychom zvétsili jeho objem)

Proto bude-li mit jeden vrchol hledaného kvadru soufadnice [x,y, z], pak ostatni musi byt
[=xy2) o=y 2l [=x -y 2 a vy, 2, [=xy, 2, [ —y, 2], [-x, —y, —2], pFitemz
objem takového kvadru je V(x,y,z) = 8xyz (bez Gjmy na obecnosti totizZ miuzeme vzit
x,Y,z > 0), viz Obrazek 3.6.54.

Obréazek 3.6.54: Grafické zndzornéni zadani P¥ikladu 3.6.12.

Zadand uloha je tedy ekvivalentnim s nalezenim maximdlni hodnoty funkce V(x, v, z)
na mnoziné M, kterou je elipsoid. OvSem toto naSe omezeni je potfeba jesté doplnit po-
zadavkem x,y,z > 0. Kazdopadné funkce funkce V je spojitd na mnoZiné M s dodatec-
nym poZadavkem nezdpornosti, takZe feSeni urcité existuje. JelikoZ ale vyloZend teorie
nedovoluje omezeni ve tvaru nerovnosti, neméli bychom zapomenout na situaci, kdy x, y
nebo z nabyva nejvétsi nebo nejmensi moznou hodnotu. JenZe ve vSech téchto piipadech
(x =0,aneboy = 0,bnebo z = 0,c) je objem V(x,y,z) = 0, takZe pro tyto volby jisté ma-
ximum nenastdvd. TudiZ ndm stac¢i najit vdzané maximum funkce V(x,y, z) za podminky
Z—;—FZ—; i—; =1, 4. namnozind M = {[x,y,z] € R3 | ;‘—;Jrg—i i—i =1}
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Zatneme proto s tim, Ze ovéfime, zda jsou splnény poZadavky Véty 3.6.2 s nutnymi
podminkami pro vdzané extrémy. Spojitost parcialnich derivaci funkce V' i funkce urcu-
jici omezeni g(x,y,z) = x2/a® + y?/b* + z2/c® — 1 je ziejma a soucasné Jacobiho matice
DG(x,y,z) = Dg(x,y,z) = (2x/a2y/b? 2z/c*) mé plnou hodnost na mnoZiné M, ne-
bot’ tento pozadavek je porusen pouze v bodé [0,0,0] ¢ M (v tomto bodé je DG(0,0,0) =
(0,0,0)). To znamena, Ze vdzané extrémy stali hledat mezi staciondrnimi body Lagrange-
ovy funkce

L(x,y,2z,A) = 8xyz + A(x*/a® + y*/b* + 22/ > — 1).

Dostdvame tedy soustavu (¢tvrtd podminka je spiSe z definice mnoziny M, ackoli totéz
ziskdme derivovanim podle 1)

Lyx(x,y,2z,A) = 8yz +2Ax/a*> =0, Ly(x,y,2z,A) = 8xz —i—ZAy/bz =0,
L.(x,y,z,A) = 8xy—|—2)\z/c2 =0, x%/a? —|—y2/b2 +72/c2—1=0.

JelikoZ maximum musi spliiovat x,y,z > 0, mlZeme prvni rovnici vyndsobit x, dru-
hou y a tfetf z, coZ po secteni dava 24xyz + 2A(x?/a® + y?/b? + z2/c?). Odtud s vyuZi-
tim posledni rovnice ziskdme A = —12xyz. Potom po dosazeni do prvni rovnice mame
8yz(1 —3x2/a*) = 0, coz dava x = a/+/3. Podobné ze druhé a tieti rovnice dostaneme
y = b/\/3 az = c/+/3. Nalezli jsme proto fegeni, kterym je kvadr s délkami hran 2a/+/3,
2b/v/3a2c/V3a vyslednym objemem V = 8abc/ (3\/5)

Alternativni postup. Tuto tilohu lze vyfesit i velmi elegantné bez derivovéni. K tomu je

potieba vyuZit tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem

X1+ +x
Yx1xy .. Xy < % (3.6.1)
pro xi,...,x; > 0, pfiCemz rovnost nastavad pravé tehdy, kdyz x; = --- = x,. Necht’

x,y,t > 0 ma stejny vyznam jako v prvni &asti a zvolme x; = x%/a%, xo = y?/b*> a x3 =
z2/c?, potom z nerovnosti (3.6.1) plyne

x2y222 3(2/4124—y2/192+22/c2 3 1 5 64 a2 b? ¢2
a?b%c? — ( 3 ) 27 ves 27

Neboli pfi libovolné délce hran (a dodrZeni poZadavku, aby vrcholy leZely na elipsoidu)

8abc
3V3
hodnota) nastane pravé tehdy, kdyZz x; = x, = x3. ProtoZe ale x1 + x» + x3 = 1, plyne

bude objem kvédru spliiovat nerovnost V' <

, pficemz rovnost (tj. maximalni moZna

odtud x; = xp = x3 = 1/3, takze

a b c
x=— & y=—7% & z=—7,
VR V3
coZ je pfesné ve shodé s vysledkem ziskanym v pfedchozi ¢asti. A
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Ptiklad 3.6.13.

Mezi vsemi kvadry vepsanymi do rotacniho kuZele s délkou strany plasté £ > 0 svira-
jici s podstavou tihel « € (0, t/2) urcete rozméry toho, ktery md nejvétsi povrch.

Regeni. Nejdfive si rozeberme nékolik zdkladnich faktti. Je jasné, Ze maximalniho povrch
dosdhneme tak, Ze ,horni” vrcholy kvddru budou leZet na plasti kuzele (v opa¢ném pfi-
padé by bylo mozZzné ,rozsifit” kvadr, ¢imz bychom zvétsili jeho povrch). Soucasné ale
,spodni” vrcholy musi leZet uvnitt zdkladny nikoli na kruznici vymezujici podstavu ku-
Zele (v opacném piipadé by kvadr mél nulovou vysku). Jesté si také uvédomme, Ze kvadr
musi byt umistén ve stfedu kuZele (jinak bychom jej mohli posunout a poté i zvétsit).
Oznac¢ime-li tedy délku hran zakladny kvadru jako 4, b a jeho vysku jako c, pak soufadnice
vrcholtt musi byt [a/2,b/2,0], [—a/2,b/2,0],[a/2,—b/2,0],[—a/2,—b/2,0]a[a/2,b/2,c],
[—a/2,b/2,c],[a/2,—b/2,c], [—a/2,—b/2,c] a povrch tohoto kvéadru je uréen vzorcem

S(a,b,c) = 2(ab+ bc + ac).

Zadand uloha je proto ekvivalentnim s nalezenim maximdlni hodnoty funkce S(a, b, c) na
mnoZziné M, kterou je plast’ kuZele. Pro vyuZiti teorie vdzanych extrému jesté potiebu-
jeme mnoZinu M popsat analyticky. Na Obrazku 3.6.55 je komplexni pohled zndzornujici
vzdjemnou polohu kuZele a kvadru.

Obréazek 3.6.55: Grafické zndzornéni zadani Prikladu 3.6.13.
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Na Obrazku 3.6.56 je pohled zepiedu (narys) a také shora (ptidorys), pficemz zde jsou
zaznaceny nékteré zndmé i nezndmé veliciny.
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Obréazek 3.6.56: Grafické zndzornéni zadani Piikladu 3.6.13.

Protoze situaci, kdy a%2 + b2 = 0 mtZeme z nasich tvah vylou¢it (v takovém piipadé
by totiZ a = b = 0 a povrch by byl nulovy), dostdvame dvojici podminek

. h+c tor o — h
sina = 7 a goc—\/m,
2

viz Obréazek 3.6.56(i). Odtud plyne
20sina —2c = \Va?+ b? tga,

coz je podminka urcujici mnozinu M. OvSem toto naSe omezeni je potfeba jesté doplnit
pfirozenym poZadavkem a,b,c > 0. JelikoZ ale vyloZena teorie nedovoluje omezeni ve
tvaru nerovnosti, budeme se muset jesté v zavéru podivat na situaci, kdy a, b nebo c nabyva
nejvétsi nebo nejmensi moznou hodnotu.

Zacneme tim, Ze ovéfime, zda jsou splnény pozadavky Véty 3.6.2 s nutnymi podmin-
kami pro vdzané extrémy. Spojitost parcidlnich derivaci funkce S i funkce g(a,b,c) =
VaZ + b2 tga + 2c — 20sina je ziejma v pifpadé a® + b> # 0 a soutasné Jacobiho ma-
tice DG(a,b,c) = Dg(a,b,c) = (atga/va*>+b% btga/va?+ b%,2) mé vzdy plnou hod-
nost. Vazané extrémy proto budeme nejdiive hledat mezi staciondrnimi body Lagrange-
ovy funkce

L(a,b,c,A) = 2(ab + bc + ac) +/\<\/a2 +b% tga + 2c —2€sin(x>.
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Dostdvame tedy soustavu (¢tvrtd podminka je spiSe z definice mnoziny M, ackoli totéz
ziskdme derivovanim podle A)

artga bAtga _ 0
Va2 112 Va2 +p2
Le(a,b,c,A) =2(a+b)+2A =0, 2lsina—2c=+/a>+b? tga.

Ly(a,b,c,A) =2(b+c) + =0, Ly(a,b,c,A)=2(a+c)+

Odectenim prvnich dvou rovnic dostaneme

tga
2b—a)+Aa—-b)—=== =0 3.6.2
Tato rovnost bude ur¢ité splnéna pro a = b, coz po dosazeni do tfeti rovnice ddva A = —2a.

Potom z prvni a ¢tvrté rovnice mame soustavu
2atgw

V2

Odtud po seéteni obou rovnic a vynasobeni v/2/2 obdrzime

2(a+c) — =0 & 2lsina—2c=+2atgu.

V2a++V20sina —atgn = atga,
z &ehoz pro tga # \/2/2 ziskdme

0 V2 lsina _ Usina b _&
2tga — 2  V2tga—1 2

Z vazebné podminky jesté (po chvili upravovéani) vypocteme
c— tga — \/i
2tga — \/E
Soutasné si viak vimnéme, Ze pro tga € (v2/2,v/2]jec < 0a protga € (0,v/2/2)
takéia = b < 0. Proto vypocteny stacionarni bod ma smysl pouze pro tga > /2, 4.

a > arctg /2 &~ 0,95531.
Nyni se vratme k rovnosti (3.6.2) a uvazme tentokrat, ze a # b. Potom A = 2+

fsin «.

tga 7
coz po dosazeni do rovnosti L,(a,b,¢c,A) = 0davéd a + b+ ¢ = 0. JenZe v takovém piipadé
S(a,b,c) = 2[a(b+c) +bc] = —2(b+c)?>+bc = —b*> —c® —bc < 0, takZe tento bod

miiZeme zanedbat.

Nalezli jsme jediny stacionarni bod (a to jesté jenom pro & > arctg v/2) s hodnotou
_ 2/%sin’acosa

V2sina —cosa

Ted’ se jesté musime podivat na hrani¢ni hodnoty a, b, c. V situaci, kdy jeden z parametra

S(a*,b*,c*)

a, b nebo c nabyvéa nejvétsi mozné hodnoty (tj. a nebo b je rovno priameéru kruznice urcujici
zékladnu kuZele nebo c je rovno vysce kuZzele), ur¢ité maximum nenastava, nebot’ v tako-
vém piipadé jsou nutné ostatni dvé proménné nulové, a tudiz S(a,b,c) = 0. Totéz plati
i o situaci, kdy je pouze jedno z ¢isel a, b, ¢ nenulové (napf. a = b = 0). Zbyva tedy pfipad,
kdy praveé jedna z hodnot 4, b a ¢ je nulova (tj. z kvadru se stane obdélnik).
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(i) Je-lia =0, pak b =2(¢sina — c)/ tga a dostdvame funkci
f(c) =5(0,b,c) =2c (¢sina —c)/ tga,
pficemz ¢ € [0,H|, kde H = ¢ sina je vyska kuzele. Potom derivovanim ziskame
f'(c) =2(¢sina—2c)/ tgaa f'(c) = —4/ tga, z EehoZ snadno vypocteme, Ze funkce
f nabyva své nejvétsi hodnoty ve stacionarnim bodé ¢, = 1 £sina s funkéni hodno-
tou f(c.) = 5 £?sina cos a.

(i) Je-lib =0, paka = 2({sina — ¢)/ tga a dostavame funkci

S(a,0,¢) =2c({sina —c)/tga = f(c),

2 ¥ 7z

takZe mame zcela totozny vysledek jako v predchozi ¢asti.

(iii) Kone¢né pro ¢ = 0je va2 + b2 = 2{cosa neboli a = v/4 (2 cos? a — b2. Proto dosta-
vame funkci

g(b) = S(a,b,0) = b\/4 (2 cos?a — b2,
pfi¢emz b € [0,2 ¢ cos «]. Derivovanim obdrzime
4% cos?a — 217
VA2 cos?a — b2’

g'(b)

takZe funkce ¢ méa na uvaZovaném intervalu jediny stacionarni bod b, = v/2 £ cosa.
Z tvaru g'(b) je patrné (viz znaménko g’(b) napravo a nalevo od b,), Ze funkce g
nabyva v tomto bodé své nejvétsi hodnoty g(b.) = 2 £? cos? a.
JelikoZ funkce S(a,b,c) je spojitd a mnozina M s pozadavkem a,b,c > 0 je kompakitni,
stali porovnat ziskané funkéni hodnoty. Jaky je vztah mezi f(cx) a f(b«)? Rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz tga = 4, j. « = arctg4 ~ 1,3258. Pro a € (0,arctg4) je f(cx) < g(bs),
takZe v bodé b, nastdvd maximum pro & < arctg v/2. Nyni jesté zbyva stanovit fedeni pro
a > arctg \/E

(a) Vzhledem k tomu, Ze na intervalu (arctg\/2,arctg4) plati f(c,) < g(bs), musime
pro a € (arctg+/2,arctg4] uréit vztah mezi hodnotami S(a*,b*,c*) a g(b.). Funkce
S(a*,b*,c*) — g(bs) v proménné a nemd na intervalu (arctg v/2, arctg 4] ani nulovy
bod (¢ = 71/2) ani bod nespojitosti (x = arctg(1/2/2)), coZ znamend, Ze se jeji zna-
ménko na uvaZovaném intervalu neméni. Proto s pomoci libovolné hodnoty a €
(arctg /2, arctg 4] zjistime, ze S(a*,b*,c*) > g(bs), tj. pro a € (arctg /2, arctg 4] na-
stdvd maximum v bodé [a*, b*, c*].

(b) Vzhledem k tomu, Ze na intervalu (arctg(4), t/2) tentokrat plati f(c.) > g(b«), mu-
sime pro a € [arctg4, 71/2) urdit vztah mezi hodnotami S(a*, b*,¢*) a f(c4). Funkce
S(a*,b*,c*) — f(cs) v proménné a nema na intervalu [arctg4, 7t/2) ani nulovy bod
(x = 0,7m/2, —arctg(2/7 + \/5/14)) ani bod nespojitosti (v = arctg(\/§/2)). Proto
s pomoci libovolné hodnoty a € [arctg4, 71/2) zjistime, Ze S(a*,b*,c*) > f(c4), .
pro « € (arctg v/2, arctg 4] nastavd maximum opét v bodé [a*, b*, c*].
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Celkem jsme tedy v zavislosti na hodnoté a nalezli nasledujici feSeni dané talohy:

a € (0,arctg V2] | a € (arctg V2, 7/2)
a V20 cosw _ fsina
\/Etgtx—l
bl Vatcosa _ fsinx
\/Etgzx—l
¢ 0 tga—v2 /sina
2tga — /2
2 qin2
S 22 cos? a 2 (7 sin“ a cos «
\/Esinoc—cosrx
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III. 7. Implicitné zadané funkce

Definice 3.7.1 (Impicitné zadand funkce).

Necht F : R""! — R, [x*,y*] € D(F) a necht plati F(x*,y*) = 0. Oznaéme graf
funkce F jako Gr = {[x,y] € D(F) | F(x,y) = 0}. JestliZe existuje oteviend mnoZina
U obsahujici bod x* a okoli bodu y*, §j. O(y*) = (y* —¢,y* + €) pro n&aké ¢ > 0,
tak, Ze mnozina Gr N <L[ X O(y*)) je totoZznéa s grafem funkce y = f(x) pro x € U,
fekneme, Ze funkce f je v okoli bodu [x*, y*]| definovdna implicitné rovnici F(x,y) = 0.
Jinymi slovy, rovnice F(x,y) = 0 je splnéna v U x O(y*) prave tehdy, kdyzy = f(x)
pro x € U neboli

{[yl €U x Oy") | Flx,y) =0} = {[x, f(x)] | x € U}.

Véta 3.7.2 (O existenci implicitni funkce).

Necht’ funkce F : R"*! — R, [x*,y*] € D(F) a necht’ plati F(x*,y*) = 0. JestliZe
funkce F je spojitd na oteviené mnoziné obsahujici bod [x*,y*], parcidlni derivace
Fy(x,y) je spojitou funkci v bodé [x*,y*] a soucasné plati F,(x*,y*) # 0, pak Ize rov-
nici F(x,y) = 0 lokdIné vyresit pomoci funkce y = f(x), tj. existuje oteviend mnozina
U obsahujci x* a okoli bodu y* tak, Ze rovnice F(x,y) = 0jeprox € U ay € O(y*)
splnéna pravé tehdy, kdyZy = f(x) prox € U, tj. rovnici F(x,y) = 0 je v okoli bodu
[x*,y*] implicitné zaddna funkcey = f(x).
oF

Ma-li navic funkce F v bodé [x*,y*] spojité parcidlni derivace §-(x,y), md impli-

citni funkce f v bodéx* = [x1, ..., x| parcidlni derivace a plati

i(x* — _—g_’l‘:i S

ox; & (")

: (3.7.1)

Pozndmka 3.7.3.

(i) V pfipadén = 1 dostaneme v Definici 3.7.1 a ve Vété 3.7.2 implicitné zadanou funkci
jedné proménné y = f(x) a misto parcidlnich derivaci v (3.7.1) dostaneme vzorec pro
vypocet obycejné derivace f'(x).

(ii) K urceni derivaci vyssich ¥ada (pro implicitné zadanou funkci jedné nebo vice pro-
ménnych) 1ze také sestavit vzorec podobné jako v (3.7.1). OvSem druhy (a vhodnéjsi)
zpusob je ten, Ze zderivujeme identitu F(x,y) = 0 podle jednotlivych proménnych
X1, ..., Xp s tim, Ze €len y = f(xq,...,x,) samoziejmé nelze derivovat ,explicitné”.
Z takto zderivované rovnosti poté vyjadfime hledanou parcidlni/obyc¢ejnou derivaci.
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Pozndmka 3.7.4. Atkoli v pfipadé implicitné zadané funkce y = f(x) obvykle neni mozné
ziskat explicitni pfedpis pro funkci f, mGZeme diky vztahu (3.7.1) vySetfit nékteré za-
kladni vlastnosti funkce f v bodé x*. Napt. te¢nd (nad)rovina ke grafu funkce f v bodé
[x*,y*] = [x*, f(x*)] je uréena rovnici

br B (x%,y7) (0 —xq0) + o+ B, (27, y7) (% —23) + By (7 y") (y —y7) = 0. (37.2)
Normalu k této te¢né (nad)roviné lze vyjadrit parametricky

Xp =x+ Fxl('x*’y*) t,

Xn =X, + Fr,(x%,y) ¢,

(v =y +REL YL
prot € R.V pfipadé Fy, (x*,y*) # 0,...,Fx,(x*,y*) # 0 je dokonce mozné parametr

vyloucit a normdla je uréena rovnostmi

X1 — X] Xn — X, y—y
= Bt 7 (3.7.3)
Fy, (x*,y*) Fy, (x*,y*)  Fy(x*,y*)
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Ptiklad 3.7.1.

Urcete body [x,y] € R? vyhovujici rovnici
X2+ 2xy —y* —8 =10,

v jejichZ okoli nenfi touto rovnici implicitné zaddna funkce y = f(x).

Regent. Polozime-li F(x,y) = x? + 2xy — y? — 8, pak hledané body musi splitovat F(x,y) =
0aF/(x,y) = 2x —2y = 0. Ze druhé podminky plyne x = y, coZ po dosazeni do prvi
rovnosti ddvé kvadratickou rovnici 2x? — 8 = 0, jejimZ fe$enim jsou x = 4-2. Proto v okoli
bodi [2,2] a [-2, —2] neni rovnici F(x,y) = 0 implicitné zadéna funkce y = f(x). A
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Ptiklad 3.7.2.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici

x—y*=Iny

implicitné zaddna funkce y = f(x), a v téchto bodech vypoctéte f'(x).

Resent. Jelikoz pro F(x,y) = x —y* — Iny je F,(x,y) = —2y — 1/y, je rovnici F(x,y) = 0
implicité definované funkce y = f(x) v libovolném bodé [x,y] € R? spliiujicim y > 0 a
F(x,y) = 0. Potom zderivovanim rovnosti F(x, f(x)) = x — f(x)? —In f(x) = 0 dostaneme

1—-2f(x) f'(x) — j}’((;c)) =0 neboli f'(x)= Zfzf(i%

Tentyz vysledek také mtiZeme ziskat pomoci vzorce (3.7.1). A
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Ptiklad 3.7.3.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici

2%y 1 3x—|—y =4

implicitné zaddna funkcey = f(x), a v téchto bodech vypoctste f'(x).

Regeni. Polozime-li F(x,y) = 2% + 3*¥ — 4, pak rovnici F(x,y) = 0 je implicitné defino-
vand funkce y = f(x) v okoli bodi [x,y] € R? takovych, Ze plati F(x,y) = 0a F,(x,y) =
x2%1n2 4 3*Y In3 # 0. Potom zderivovanim rovnosti F(x, f(x)) = 2*f(¥) 4 3x+f(x) _4 —
0 dostaneme

X FO I 2[f (%) + x f/(x)] + 35 In3[1 + f/(x)] = 0

neboli
) = f(0)2*/®n2 43 In3
 x2/0 2437/ W) n3
TentyZ vysledek také mtizeme ziskat pomoci vzorce (3.7.1). A
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Ptiklad 3.7.4.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici

sin?(xy) = 0

implicitné zaddna funkce y = f(x), a v téchto bodech vypoctste f'(x) i f"(x).

Resent. JelikoZ pro F(x,y) = sin®(xy) je F,(x,y) = 2xsin(xy) cos(xy), je rovnici F(x,y) = 0
implicité definovand funkce y = f(x) v libovolném bodé [x, y] € R? splitujicim F(x,y) = 0
axy # m/2+km/2 pro libovolné k € Z. Potom zderivovanim rovnosti F(x, f(x)) =
sin?[x f(x)] = 0 dostaneme

f(x)

2sin[x f(x)] cos[x f(x)] [f(x) +x f'(x)] =0 mneboli f'(x)= -

7

pfitemz tentyz vysledek mtizeme ziskat i pomoci vzorce (3.7.1). Odtud tedy mame f(x) +

x f'(x) = 0, coz po zderivovani déva (pozor na derivovani soudintl)

F(x)+ f(x)+xf'(x) =0 neboli f'(x)= _2f'(x) _ 2f(x)

X x2
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Ptiklad 3.7.5.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici

¥ —2xy+x*=0

implicitné zaddna funkce y = f(x), a v téchto bodech vypoctste f'(x) i f"(x).

Resent. Jelikoz pro F(x,y) = y® — 2xy + x? je Fy(x,y) = 3y* — 2x, je rovnici F(x,y) = 0 im-
plicité definovand funkce y = f(x) v libovolném bodé [x,y] € R? spliiujicim F(x,y) = 0
a x # 3y?/2. Potom zderivovanim rovnosti F(x, f(x)) = f3(x) — 2x f(x) + x> = 0 dosta-
neme

3f%(x) f'(x) = 2f(x) = 2x f'(x) +2x =0 neboli f'(x) = 321{;((32—)_—223;

pficemz tentyZ vysledek mtiZeme ziskat i pomoci vzorce (3.7.1). Dal3i derivovani pfed-

chozi rovnosti davé (pozor na ifileerivovani sou¢int)

6f (x) [f'(x)]* +3f2(x) f"(x) — 2f'(x) — 2f'(x) = 2x f"(x) +2 =0

neboli

oy Af(x) —6f(x) [f(x)]F -2
'(x) = 3P0 - 2 ,
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Ptiklad 3.7.6.

V bodé [1,1] urcete rovnici tecné roviny i normdly k plose

4 y° —2xy = 0.

Regeni. Nejdiive ovéfime, zda v okoli bodu [1,1] je rovnici F(x,y) = 0 zadéna implicitn&
funkce y = f(x) pro F(x,y) = x> + y® — 2xy. Odpovéd’ je kladn4, nebot’ plati F(1,1) =0a

[11]
Fy(x,y) =3y*—2x ~> 1#£0.

Nyni vypoéteme hodnotu derivace funkce f’(x) v daném bodé, tj. derivovanim rovnosti
F(x, f(x)) = 2> + f3(x) — 2x f(x) = 0 dostaneme

32 1 32(x) F1(x) - 2f(x) - 2% f'(x) =0 neboli f(x) = ZE =3 5
B - 3f2(x) —2x '
Proto ze zndmych vzorca pro te¢nu ke grafu funkce v bodé [x*, f(x*)] a jeji normalu, tj.
try—f(x*)=f(x*)(x—x*)an: y— f(x*) = —(x—x*)/f'(x*), obdrZime
t:y—1=—(x—1) a n:y—1=(x—1)
neboli
t:y+x—-2=0 a n: y—x=0.
Tentyz vysledek miiZeme ziskat pomoci vzorcti uvedenych v Pozndmce 3.7 4. JelikoZ z rov-
nosti Fy(x,y) = 3x% — 2y plyne Fx(1,1) = 1, plati dle zminénych vzorct
t: (x—1)+(y—-1)=0 a n:x—1=y—1

neboli (opét)
t:y+x—2=0 a n: y—x=0.
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Ptiklad 3.7.7.

V bodé [3,1] urcete rovnici tecné roviny i normdly k plose

x+y
x—y

2.

Regeni. Nejdifve ovéfime, zda v okoli bodu [3,1] je rovnici F(x,y) = 0 zadéna implicitn&
funkce y = f(x) pro F(x,y) = % — 2. Odpoveéd’ je kladnd, nebot’ plati F(3,1) =0a

o B3
Fy(x,y) = =) ~r 5 #0

Nyni vypoéteme hodnotu derivace funkce f’(x) v daném bodg, tj. derivovanim rovnosti

F(x, f(x)) = % — 2 = 0 dostaneme

[+ £ — £~ [+ I = F(0)] w8
[x—f(x)]2 =0 neboli f(x)_ ” ~S>

Proto ze znamych vzorct pro tetnu ke grafu funkce v bodé [x*, f(x*)] a jeji normélu, tj.
try—f(x*)=f(x")(x—x")an: y— f(x*) = —(x—x*)/f'(x*), obdrzime
t:y—1=(x—-3)/3 a n: y—1=-3(x—23)
neboli
t:3y—x=0 a n: y+3x—-10=0.

TentyZ vysledek mtizeme ziskat pomoci vzorcti uvedenych v Pozndmce 3.7 4. JelikoZ z rov-
nosti Fx(x,y) = —(xi# plyne F;(3,1) = —1/2, plati dle zminénych vzorct

t: —(x—3)/2+43(y—1)/2=0 a n: —2(x—3)=2(y—1)/3

neboli (opét)
t:3y—x=0 a n: y+3x—-10=0.
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Ptiklad 3.7.8.

Najdéte body, ve kterych je te¢na kiivky
4?4+ > —8x+6y—12=0

rovnobéznd s osou x.

Reseni. K uréeni rovnice te¢ny potiebujeme znat soutadnice bodu dotyku [x*, y*]. Pfedpo-
klddejme, Ze tento bod je takovy, ze v jeho okoli je rovnici F(x,y) = 0 implicitné zadana
funkce y = f(x) pro F(x,y) = 4x? + y*> — 8x + 6y — 12. Jestlize m4 byt te¢na rovnob&zn4
s osou x, musi byt jeji smérnice nulova neboli f'(x*) = 0. Jelikoz derivace funkce f je
v bodeé [x*, f(x*)] rovna .
% 4x* —4
f(x) = TF) 13

dostdvame odtud x* = 1. Soucasné bod [x*,y*| musi lezet na dané k¥ivce, tj. musi platit
F(x*, f(x*)) = 0. Proto dosazenim x* = 1 dostaneme kvadratickou rovnici

f2(x) +6f(x) —16 =0,

jejimiz feSenimi jsou hodnoty f(x*) = 2 a f(x*) = —8, tj. soutadnice hledanych bodu
dotyku jsou [1,2] a [1, —8]. Jelikoz F,(x,y) = 2y + 6, v obou nalezenych bodech plati F;, #
0, takZe nas vychozi predpoklad ohledné implicitné dané funkce y = f(x) je splnén a
nalezené fegeni je korektni. Regent je také ilustrovano na Obréazku 3.7.57.

A

/N

v

Obréazek 3.7.57: ReSeni P¥ikladu 3.7.8.
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Ptiklad 3.7.9.

Urcete rovnici te¢ny prochdzejici poc¢dtkem ke kuZelosecce

3x% + 7xy + 5y* +4x + 5y +1 = 0.

Regeni. K uréeni rovnice te¢ny potiebujeme znét soutadnice bodu dotyku [x*, y*]. Pfedpo-
kladejme, ze tento bod je takovy, Ze v jeho okoli je rovnici F(x,y) = 0 implicitné zaddna
funkce y = f(x) pro F(x,y) = 3x> + 7xy + 5y* + 4x + 5y + 1, §j. F,(x,y) # 0. Jelikoz
v takovém pFipadé je derivace funkce f v bodé [x*, f(x*)] rovna
6x* +7f(x*)+4
IOk
f ) = = 0f ) + 5

ma rovnice pfislusna te¢na tvar

) B

(3.7.4)

ProtoZze hleddme te¢nu prochdzejici poc¢dtkem, musi byt pfedchozi rovnost splnéna pro

[x,y] = [0,0], §. 6x* + 7f (x*) +4
_f(x*) — _7x* n 10f(X*) +5(—x*).

Vynésobenim obou stran rovnice vyrazem 7x* 4+ 10f(x*) + 5 dostaneme

—f(x")[7x* +10f(x*) +5] = —[6x" + 7f (x*) + 4] (—x7),
coZ po roznasobeni a secteni/odectent stejnych ¢lentt ddva
2[3(x*)? + +7x* f(x*) + 5F2(x*)] +5f(x*) + 4x* = 0.

Soulasné bod [x#,y*| musi lezet na kuZeloselce, tj. musi platit F(x*, f(x*)) = 0, diky &e-

muz mtzeme predchozi rovnost upravit do tvaru

2[ —4x* —5f(x*) = 1] +5f(x*) +4x* =0 neboli x* = if(x*)

4
Dosazenim posledni rovnosti do podminky F(x*, f(x*)) = 0 obdrzime po drobné tupravé
kvadratickou rovnici e i}
15£°() | fx) 1
16 4 4 ’
jejimiz feSenimi jsou hodnoty f(x*) = 2/5a f(x*) = —2/3. Dopoctenim odpovidaji-

cich hodnot x* nalezneme soufadnice dvou bodt dotyku [—1,2/5] a [1/3, —2/3]. Jelikoz
Fy(x,y) = 7x + 10y + 5, v obou nalezenych bodech plati F, # 0, takZe na$ vychozi pfed-
poklad ohledné implicitné dané funkce y = f(x) je splnén. Proto dosazenim nalezenych
soufadnic do rovnice (3.7.4) ziskdme rovnice hledanych tecen

t1: dy+2x=0 a f:y+2x=0.
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Nalezené feSeni je ilustrovano na Obréazku 3.7.58.
t2 A
t
Obrézek 3.7.58: Reeni P¥ikladu 3.7 4.
A
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Ptiklad 3.7.10.

Na elipse o rovnici
X2 3> —2x+6y =38

najdéte body, v nichZ je normdla rovnobéznd s osou V.
Y

Regent. K uréeni rovnice normaly potfebujeme znét soutadnice bodu dotyku [x*, y*]. Pfed-
poklddejme, Ze tento bod je takovy, Ze v jeho okoli je rovnici F(x, y) = 0 implicitné zaddna
funkce y = f(x) pro F(x,y) = x*> + 3y* — 2x + 6y — 8, tj. F,(x,y) # 0. Potom podle Po-
znamky 3.7.4 je norméla v bodé [x*, y*| je ddna parametricky

x =x"+tF(x*,y") =x"+t(2x" - 2),
y=y Ry =y 6y +6),

JelikoZ rovnobéZznost s osou y je totéz jako kolmost na osu x, musi byt skaldrni soucin
vektord (2x* —2,6y* + 6)T a (1,0) T nulovy, 4.

(5 0)

coz dédva 2x* —2 = 0 neboli x* = 1. Protoze bod [x*,y*| musi leZet na elipse, vyfeSeni
rovnice F(1,y*) = 0 urtime také y*. Tim ziskdme hledané body [1,1] a [1, —3].

»

A n
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Ptiklad 3.7.11.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici

ln\/xz—i—yz—arctg% =0

implicitné zadédna funkce y = f(x), a urcete, ve kterych téchto bodech nastdva lokalni
extrém.

Resent. Jelikoz pro F(x,y) = In \/x% + 12 — arctg £ je

_ 1 2y 1 1 y-—x
V22 1+ /P Pty

Fy(x,y)

je rovnici F(x,y) = 0 implicité definovana funkce y = f(x) v libovolném bodé [x,y] € R?
splitujicim F(x,y) = 0ay # x # 0 (a v takovém pt¥ipadé nutné x*> + y> > 0). ProtoZe
derivace funkce f je v téchto bodech rovna
x+ f(x)
fio) = L,
je nutna podminka pro lokalni extrém f’(x) = 0 splnéna v bodech x + f(x) = 0. Soucasné
tyto body musi vyhovovat rovnici F(x, f(x)) = 0, coZ po dosazeni ddva podminku

In V2x2 —arctg(—1) =0 neboli In(v2|x|) = —7/4,

temuz vyhovuje x* = +e /4 /1/2 s odpovidajicimi hodnotami f(x*) = Fe /4 /1/2.
Samoziejmé tyto body splruji podminky pro implicitné definované funkce. Nyni musime
rozhodnout, zda v nékterém z téchto bodi nastava lokalni extrém. JelikoZ rozhodnuti po-
moci znaménka f'(x) v okoli bodu x* by bylo velmi komplikované, vyuzijeme k feseni
hodnotu druhé derivace. Derivovanim rovnosti f'(x) [x — f(x)] = x + f(x) dostaneme

_ 1+ ()P
x—f(x)

Potom v bodé [e™ /4 /1/2, —e /4 /\/2] je f""(x*) > 0, takZe v tomto bodé nastava os-
tré lokalni minimum. Podobné pro [—e /4 /1/2,e 7™/ /1/2] mame f"(x*) < 0, takZe
v tomto bodé je ostré lokalni maximum. A

f'x) [x = f()] + f(x) 1= f(x)] =1+ f(x) neboli f"(x)

21. fijna 2020 © Petr Hasil & Petr Zemének



450 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.7.12.

Rozhodnéte, zda je v okoli bodu [1, 3] rovnici
ng—Bxy2+y3—; =0

implicitné zadand funkce y = f(x). V pfipadné kladné odpovédi urcete, zda graf této
funkce leZi v okoli bodu [1, 3] nad nebo pod te¢nou.

Resent. Jelikoz pro F(x,y) := 3x% —3xy* +y> — 3 plati F(1,3) = 0a F,(1,3) = 9 # 0, je
v okoli bodu [1, 3] rovnici F(x,y) = 0 implicitné zadand funkce y = f(x). K zodpovézeni
druhé otdzky potiebuje uréit znaménko druhé derivace funkce y = f(x) v bodé [1,3].
Derivovanim rovnosti F(x, f(x)) = 0 dostaneme

9x — 3f2(x)
IR e )

Dosazenim x = 1a f(1) = 3 ziskdme f(1) = 2. Zderivujeme-li prvni rovnost jesté jednou,

9x —3f2(x) — 6x f(x) f/(x) +3f%(x) f'(x) =0 neboli f'(x) =

obdrZzime

9 —12f(x) f'(x) — 6x(f'(x))* — 6xf (x) f"(x) + 6f (x) (f'(x))* +3f*(x) f'(x) = 0.

Dosazenim x = 1, f(1) = 3 a f/(1) = 2 dostaneme /(1) = 15/9 > 0. To znamena, Ze
implicitné zadana funkce z = f(x,y) je ostfe konvexni v okoli bodu x = 1, takZe jeji graf
lezi nad te¢nou. A
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Ptiklad 3.7.13.

Pro dané a € R rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici
XCOSY +1YyCcosz—+zCosx =a

implicitné zaddna funkce z = f(x,y), a v téchto bodech vypoctéte parcidlni derivace

fx(x,y) afy(x,y).

Regent. JelikoZ pro F(x,y,z) = xcosy + ycosz +zcosx —a je F.(x,y,z) = —ysinz +
cos x, je rovnici F(x,y,z) = 0 implicité definovand funkce z = f(x,y) v libovolném bodé
[x,y,2z] € R? splitujicim F(x,y,z) = 0 a cosx # —ysinz. Potom zderivovanim rovnosti
F(x,y,f(x,y)) = xcosy +ycos f(x,y) + f(x,y) cosx — a = 0 vzhledem k x dostaneme

cosy —ysin f(x,y) fx(x,y) + fx(x,y) cosx — f(x,y)sinx =0

neboli

o f(x,y) sinx — cosy
fx( ;y) Cosx—}/Sinf(x’y).

Podobné derivovanim vzhledem k y obdrZzime

—xsiny + cos f(x,y) —ysin f(x,y) f,(x,y) + fy(x,y) cosx =0

neboli ) )
_ xsiny —cos f(x,y
folxry) = cosx —ysin f(x,y)
Tytéz vysledky je samoziejmé mozné ziskat také pomoci vzorce (3.7.1). A
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Ptiklad 3.7.14.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici

xX+2y+z _
y+z

implicitné zadana funkce z = f(x,y), a v téchto bodech vypoctéte parcidlni derivace

fx(x,y) a fy(x,y).

Regent. Jelikoz pro F(x,y,z) = (x +2y+z)/(y +z) — x je F.(x,y,2z) = —(yx%y)z, je rov-
nici F(x,y,z) = 0 implicité definovana funkce z = f(x,y) v libovolném bodé [x,y,z] €
R? spliivjicim y +z # 0, F(x,y,z) = 0 a x+y # 0. Potom zderivovdnim rovnosti
F(x,y, f(x,y)) = %&x)y) — x = 0 vzhledem k x dostaneme
L+ flo]ly+fOoy)] =+ 2y + foy)] v y)
> =
v+ f(xy)]
neber 1y FEeylly+ £ )
— Yy X, + X,
Felx,y) = y Yy Yl

X+y

Podobné derivovanim vzhledem k y obdrzime

2+ Sy o]y + fxy)] = [+ 2y + fFOoy)] [T+ fy (%, y)]

=0
v+ fxy))?
neboli o)
_ flxy)—x
fy(xy) = T xty
Tytéz vysledky je samoziejmé mozné ziskat také pomoci vzorce (3.7.1). A
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Ptiklad 3.7.15.

Rozhodnéte, v okoli kterych bodti je rovnici
arctg(x +y) +arctg(y +z) =x+y+z

implicitné zaddna funkce z = f(x,y), a v téchto bodech vypoctéte parcidlni derivace

fx(xy) a fy(x,y).

Reseni. JelikoZ pro F(x,y,z) = arctg(x +y) + arctg(y +2z) — x —y — z plati F;(x,y,z) =

1+(y+z)2 —-1= —&;—f;)z, je rovnici F(x,y,z) = 0 implicité definovand funkce z = f(x,y)

v libovolném bodé [x,y,z] € R® splitujicim F(x,y,z) = 0 ay +2z # 0. Nyni s pomoci
vzorce (3.7.1) vypocteme parcialni derivace fr(x,y) a fy(x,y), k ¢emuz potfebujeme urcit
Fe(x,y,z) a Fy(x,y,2), 4.

2
Fe(x,y,z) = 1+(x1—+y)2 11— _%,
o) = 15 (xl+ 2t (y1+ S

Odtud proto plyne

_ () X ,

7 o e ol 1 e

T+ ly+/ ()P

a

1
E(xy f(xy) —% i

Lt [y+f(oy) 2
B v el Ve 2 N W R 6 I C R

y+ fxy))? v+ feoP 1+ (x+y)?]

1 1
fy) = - S D) | TG + T ewP
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Ptiklad 3.7.16.

Urcete rovnici te¢né roviny i normdly v bodé [1,1,5/6] k plose dané rovnici

gxz —3xy? +y° — 3z =0.

Regeni. Nejdiive zjistime, zda v okoli bodu [1,1,5/6] je rovnici F(x,y,z) = 0 zad4na im-
plicitné funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = 9x?/2 — 3xy? + y> — 3z. Odpovéd’ je kladn4,
nebot plati F(1,1,5/6) =0a

(1,1,5/6]
FE(x,y,z)=-3 "~ —=3#0.

Nyni ur¢ime jesté zbyvajici parcidlni derivace funkce F(x, y,z), 4.

[1,1,5/6]
Fe(x,y,z) =9x —3y> ™~ 6,

(1,1,5/6]
F/(x,y,z) = —6xy +3y> ~>  —3.

Proto podle vzorce (3.7.2) dostdvdme rovnici tecny
t:6(x—1)—3(y—1)—3(z—5/6) =0 neboli t: 12x —6y — 6z —1 = 0.

Protoze jednotlivé parcidlni derivace jsou nenulové, miZzeme pouZzit vzorec (3.7.3) pro ur-
¢eni normaly
n:x—1=21-y)=2(5/6—-z2),

coz lze také vyjadrit parametricky

x =1+ 6t,
n: qy=1-3t,
z=>5/6—3t
prot € R. A
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Ptiklad 3.7.17.

Urcete rovnici te¢né roviny i normdly v bodé [2,4/3, —1] k plose dané rovnici

2

%—3y—|—222:0.

Resent. Nejdfive zjistime, zda v okoli bodu [2,4/3, —1] je rovnici F(x,y,z) = 0 zaddna
implicitné funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = x*/2 — 3y + 2z2. Odpovéd’ je kladnd, nebot
plati F(2,4/3,—1) =0a

2,4/3,~1]
E(x,y,z) =4z "~ —4 #0.

Nyni uréime jesté zbyvajici parcidlni derivace funkce F(x,y, z), .

[2,4/3,~1]
Fe(x,y,z) = x % 2,
2,4/3,~1]
Fy(x,y,z) = =3 "= - 3.

Proto podle vzorce (3.7.2) dostdvame rovnici te¢ny
t:2(x—2)—3(y—4/3)—4(z+1)=0 neboli t:2x—3y—4z—4=0.
ProtoZe jednotlivé parcidlni derivace jsou nenulové, miiZeme pouZzit vzorec (3.7.3) pro ur-

¢eni normaly

x=2 y—4/3  z+1 . _ 4 16
n:—o— = 3 = 1 neboli n: 2x —4 = §y+?— z—1,

coz lze také vyjadrit parametricky

x=2+2t,
n: qy=4/3-3t,
z=—1—4t
prot € R. A
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Ptiklad 3.7.18.

Urcete rovnici te¢né roviny i normdly v bodé [—1,3,2| k plose dané rovnici

In(xy 4 z%) = 0.

Resent. Nejdfive zjistime, zda v okoli bodu [—1, 3, 2] je rovnici F(x,y,z) = 0 zaddna im-
plicitné funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = In(xy + z?). Odpovéd je kladna, nebot’ plati
F(-1,3,2) =0a

25 [—1,3,2]

Fz(x/ylz) = xy-l—22 s 4 7& O

Nyni uréime jesté zbyvajici parcidlni derivace funkce F(x, y, z), .

y [—1,3,2]
Fx(x/ylz) = xy_|_22 ~ 3
x [—1,3,2]
Floyz)=oosm ™~ L

Proto podle vzorce (3.7.2) dostdvdme rovnici te¢ny
t:3(x+1)—1(y—3)+4(z—2)=0 neboli t:3x—y+4z—2=0.

ProtoZe jednotlivé parcidlni derivace jsou nenulové, miizeme pouZzit vzorec (3.7.3) pro ur-
¢eni normaly
g X +1 3 z—2
P =3y =

coz lze také vyjadrit parametricky

x = —1+4 3¢,
n y=3-—1t,
z =2+4t
prot € R. A
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Ptiklad 3.7.19.

Urcete rovnici te¢né roviny i normdly v bodé [1,1, 1] k plose dané rovnici

x
z:y—HnE.

Regeni. Nejdiive ovéfime, zda v okoli bodu [1,1,1] je rovnici F(x,y,z) = 0 zadadna im-
plicitné funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = y +In% — z. Odpovéd’ je kladna, nebot’ plati
F(1,1,1) =0a

. X [1,11]
F.(x,y,z) = o (— Z—z) -1 ™~ —2#0.

Nyni uréime jesté zbyvajici parcidlni derivace funkce F(x,y,z), tj.

z1 1 M
x(x/ y/Z) Xz X 7
[1,1,1]
Fy(x,y,z) =1 1.

Proto podle vzorce (3.7.2) dostdvdme rovnici te¢ny
t:1(x—1)+1(y—1)—2(z—1) =0 neboli t: x+y—2z=0.

ProtoZe jednotlivé parcidlni derivace jsou nenulové, miizeme pouZit vzorec 3.7.3 pro ur-

¢eni normdly

1—-2z
x—1=y—-1= ,
n:x y 5
coz lze také vyjadrit parametricky
x=1+41¢,
n: qy=1+t,
z=1-2t
prot € R. A
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Ptiklad 3.7.20.

K elipsoidu
x? 2y 4322 =21

urcete rovnici te¢né roviny rovnobézné s rovinou « : x +4y + 6z = 0.

Regeni. K nalezeni rovnice hledané te¢né roviny potfebujeme znét soutadnice bodu dotyku
[x*,y*,z*|. Pfedpoklddejme, Ze tento bod je takovy, Ze v jeho okoli je rovnici F(x,y,z) = 0
implicitné zadana funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = x>+ 2y? + 322 — 21, §j. F(x*,y*,z*) =
6z* # 0. Potom z parcidlnich derivaci

Fe(x,y,z) =2x ~ 2x*, Fy(x,y,z) =4y ~ 4y"
dostdvame s pomoci vzorce (3.7.2) rovnici te¢né roviny
b 2x" (x—x")+4y* (y—y*)+ 62" (z—z) =0,

jejimz normalovym vektorem je (2x*,4y*,6z*) . JelikoZ roviny t a & maji byt rovnobé&zné,
musi byt jejich normalové vektory linedrné zévislé, tj. (29{*,4}[*,62:*)T = 61(1,4,6)T pro
néjaké a € R\{0}, z ¢ehoz plyne

Tedy plati [x*, y*,z*] = [a/2,a,a]. Soutasné tento bod musi leZet na elipsoidu, takze musi
spltiovat rovnici F(x*,y*,z*) = 0, .

ﬂz 2 2 21 2

Nalezli jsme tedy dokonce dva vhodné body dotyku +£[1, 2, 2], které zjevné spltiuji nés vy-
chozi pfedpoklad ohledné implicitné dané funkce. Hledané te¢ny maji (po tipravé) rovnice

f1: x+4y+6z =21, tr: x+4y+ 6z = —21.
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Ptiklad 3.7.21.

Najdéte staciondrni body funkce z = f(x,y) zadané implicitné rovnici

(x—1)*+(y—3)2+2z2=16

a zjistéte, zda v nich nastdvd extrém.

Reseni. Ze zadéni snadno pozname, %e grafem funkce z = f(x,y) je koule se stfedem
v bodeé [1,3,0] a polomérem 4. TakZe funkce z = f(x,y) zadand implicitné pomoci rovnice
F(x,y,z) = 0pro F(x,y,z) = (x —1)®+ (y — 3)? + z2 nabyva ostrého lokélniho (a sou¢asné
globalniho) minima v bodé [1, 3, —4] a ostrého lokélniho (a soucasné globdlniho) maxima
v bodeé [1, 3,4]. Nyni se o tomtéZ pfesvéd¢ime pomoci teorie pro implicitni funkce.

Je-li [x*, y*, z*| staciondrnim bodem funkce z = f(x,y), pak obé parcidlni derivace musi
spliiovat

[, y") = —F(x", y", 27) /B (27, Y7, 27)
i y) = —F(x g 2 Ry )

tj. Fx(x*,y*,z") = F,(x*,y*,z") = 0 a soucasné F,(x*,y*,z*) # 0. Proto
Fe(x*,y",z") =2(x" =1) =0 ~ x*=1 a F/(x%y"z")=2(y"—3)=0 ~ y" =3.

0, (3.7.5)
0, (3.7.6)

Odtud mame prvni dvé soufadnice staciondrniho bodu a z podminky F(x*,y*,z*) = 0
dopotteme z*, tj. (z*)? = 16, temuZ vyhovuje z; = 4 a z; = —4. Nalezli jsme tedy dva
stacionarni body [1,3,4] a [1,3, —4], které jisté spliuji pozadavek F,(x*,y*,z*) = 2z* # 0.
Nyni s pomoci parcidlnich derivaci druhého ¥ddu ovéfime, zda v téchto bodech nastdva
extrém. Z rovnosti f(x,y) fx(x,y) =1 —xa f(x,y) f,(x,y) = 3 —y, které plynou z (3.7.5)
a (3.7.6), dalsim derivovanim obdrzime

fa%(x,y) + f(x,y) frx(x,y) = -1, fy(x/]/)fx(x,y) +f(x,y)fxy(x,y) —0,
f;(X,y) +f(xy) fyy(xy) = —1.

V bodé [x],v7,2z7] = [1,3,4] proto s vyuzitim faktu fi(x7,v7) = f,(xj,y7) = 0 plati
fax(x1,y7) = —1/4 = fiy(x1,97) a fay(x],y7) = 0. TakZe Hessova matice funkce z =

f(x,y) vbodé [1,3,4], §.
sz(xlr%) = ( 0 _1/4> ,

je negativné definitni, a tudiz v bodé [1, 3, 4] nastava ostré lokalni maximum.
V bodé [x3,y5,25] = [1,3, —4] dostaneme analogickym postupem fy(x3,y5) = 1/4 =
fuy(%3,Y3) a fry(x3,y5) = 0. TakZe Hessova matice funkce z = f(x,y) v bodé [1,3,4], .

Vf(xzry)_<0 1/4),

je pozitivné definitni, a tudiz v bodé [1, 3, —4] nastava ostré lokdIni minimum. A
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Ptiklad 3.7.22.

Najdéte staciondrni body funkce z = f(x,y) zadané implicitné rovnici

Xy 22 -2+ 2y —4z =10

a zjistéte, zda v nich nastdvd extrém.

Regent. Je-li [x*,y*,z*] staciondrnim bodem funkce z = f(x,y) zadané implicitné rovnici
F(x,y,z) = 0 pro F(x,y,z) = x* + y? + z% — 2x + 2y — 4z — 10, pak obé parcidlni derivace
musi spliiovat
f(xy7) = =Ry, 2 /B (Y7, 27)
fy(y7) = =R (L y", 2 /T E(, Y, 27

0, (3.7.7)
0, (3.7.8)

tj. Fx(x*,y*,z") = F,(x*,y*,z") = 0 a soucasné F,(x*,y*,z*) # 0. Proto

E(x*y"z") =2x"-2=0 ~ x*=1 a F/(x"y"z")=2y"+2=0 ~ y" = -1
Odtud mame prvni dvé soufadnice staciondrniho bodu a z podminky F (x*,y*,z*) = 0do-
pocteme z*, tj. (z*)? — 4z* — 12 = 0, éemuZ vyhovuje z; = 6 a z; = —2. Nalezli jsme tedy
dva stacionarni body [1, —1,6] a [1, —1, —2], které jisté spliiuji pozadavek F,(x*,y*,z*) =
2z* —4 # 0. Nyni s pomoci parcidlnich derivaci druhého fadu ovétime, zda v téchto bo-

dech nastévé extrém. Zrovnosti [f(x,y) — 2] fx(x,y) =1—xa2— f(x,y)] fy(x,y) =y +1,
které plynou z (3.7.7) a (3.7.8), dalsim derivovdnim obdrZime

Feoy)+foy) =2 fulxy) = =1, fylxy) felxy) + [f (2 y) = 2] fy(x,y) =0,
~fyCey) + 2= Fy)] fy(xy) = 1.

V bodé [x],y7,z7] = [1,—1,6] proto s vyuzitim faktu fy(x*,y*) = fy(x*,y*) = 0 plati
fo(X5,97) = —1/4 = fyy(x1,y7) a fry(x7,y]) = 0. TakZe Hessova matice funkce z =

f(x,y) vbodé [1,—1,6], 4.
.. ~1/4 0
V(i 7) = ( 0 _1/4> /

je negativné definitni, a tudiz v bodé [1, —1, 6] nastava ostré lokalni maximum.
V bodé [x3,v3,25] = [1,—1, —2] dostaneme zcela analogickym postupem fyy(x3,y5) =
1/4 = fyy(x3,y35) a fay(x3,y5) = 0. TakZe Hessova matice funkce z = f(x,y) v bodé

[1,—-1,-2], §.
1/4 0
sz(X§,y§)=<é 1 /4),

je pozitivné definitni, a tudiz v bodé [1, —1, —2] nastdva ostré lokdlni minimum. A
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Ptiklad 3.7.23.

Rozhodnéte, zda mé funkce z = f(x,y) implicitné zadand rovnici
224+ In(x+y+z)=xy

lokélni extrém v bodé [1,1, —1]. V piipadé kladné odpovédi urcete také typ extrému.

Reseni. Nejdiive ovéfime, zda v okoli bodu [1,1, —1] je rovnici F(x,y,z) = 0 zad4na im-
plicitné funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = z2 — xy + In(x + v + z). Odpovéd’ je kladn4,
nebot plati F(1,1,—1) =0a

1 [1,1,-1]
= L
F.(x,y,2) 22+x—|—y—|—z 1#0.
Nyni uréime jesté zbyvajici parcidlni derivace funkce F(x,y, z), t.
1 [1,1,-1]
Fx 7Y, - — — % 0,
(507 =¥+
1 [1,1,-1]
F 1Y - - - _ e O
y(x,y,2) i
Odtud plyne
Y TG ylrtytfey)-1 BN
fx(x,y) = — = ~> 0, (3.79)
2f(x,y)+m 2f(x,y) [x+y+ flxy)] +1
—x4+—1 B 1,1,-1]
fu(xy) = — T Xty floy)] 1 0, (3.7.10)

2f(x,9) + myrrey Wy f )]+

tj. obé parcidlni derivace prvniho fddu funkce z = f(x,y) jsou nulové v bodé [1,1, —1],
takZe tento bod je staciondrnim bodem implicitné zadané funkce f. Nyni s pomoci parcial-
nich derivaci druhého fadu ovéfime, zda-li zde nastava extrém. Z rovnosti (3.7.9) a (3.7.10)
po tpravé dostaneme

{2f(xy) [x+y+ fxy)] +1} (v y) =y x+y+ f(xy)] -1,
{2f(xy) [x+y+ )] +1} fy(xy) =x[x+y+ f(xy)] -1,
z ¢ehoz po dals$im derivovani plyne
{2fx(xy) [x +y + f(x,y)] +2f(x,y) [L+ fx(x,y)]} fx(x,y)+
+{2f(xy) [x+y+ f(uy)] +1} fux(xy) =y 1+ fa(x,y)],
{2fy(xy) [x +y + foy)] +2f (0 y) [L+ fy(x v} fx(xy)+
+{2f(xy) [x+y+ f(uy)] + 1} (e y) =x+y+ foy) Ty 1+ fy(xy)]
{2fy(xy) [x +y+ foy)] +2f (o y) [T+ fy(xy)l} fy(xy)+
+{2f(xy) [x +y+ f(xy)] + 1} fry(xy) = x[1+ fy(x, )]
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462 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Odtud plyne fix(1,1) = =1 = f,,(1,1) a fry(1,1) = -2, takZe Hessova matice implicitné
zadané funkce z = f(x,y) ve stacionarnim bodé [1,1, —1], §j.

~1 -2
VA (1,1) = (_2 _1) ,

je indefinitni. Proto v bodé [1,1, —1] extrém nenastava (je to sedlovy bod funkce f). A
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Ptiklad 3.7.24.

Rozhodnéte, zda plocha
x+yP+22+z=4

leZi v okoli bodu [1,1, 1] nad nebo pod te¢nou.

Regeni. Nejdiive ovétime, zda v okoli bodu [1,1,1] je rovnici F(x,vy,z) = 0 zaddna impli-
citné funkce z = f(x,y) pro F(x,y,z) = x +y?> + 2> + z — 4. Odpovéd’ je kladna, nebot

plati F(1,1,1) =0a
[1,1,1]
E(x,y,z) =322 +1 ~> 4#0.

Nyni uréime jesté zbyvajici parcidlni derivace funkce F(x,y, z), tj.

[1,1,1] [1,1,1]
F(x,y,z) =1 ™~ 1, F(xy,z)=2y ™7 2

Odtud plyne
fx(x,y) = T3y £ 1 ~ 7 (3.7.11)
2y [1,1,1] 1
- - ~> _ _
fy(x,y) 3] +1 > (3.7.12)

Pro zodpovézeni dané otazky potfebujeme jeSté urcit parcidlni derivace druhého fadu pro
funkci z = f(x,y). Z rovnosti (3.7.11) a (3.7.12) po tpravé dostaneme

BfA(xy) +1] fx(x,y) = =1, [Bf(x,y)+1] fy(x,y) = =2y,

z ¢ehoZ po dalsim derivovani plyne

6f(x,y) fr(x,y) + Bf*(x,y) +1] fux(x,y) =0,
6f(x,y) fy(x,y) fx(x,y) + B (x,y) + 1] fry(x,y) =0,
6f(x,y) fy(x,y) + Bf2(x,y) + 1] fyy(x,y) = 2.

Odtud dosazenim hodnot f(1,1) = 1, fx(1,1) = —1/4a f,(1,1) = —1/2 obdrzime
frx(1,1) = =3/32, fry(1,1) = =3/16 a f,y(1,1) = —7/8. TakZe Hessova matice impli-
citné zadané funkce z = f(x,y) v bodé [1,1,1], 4.

V2F(1,1) = (—3/32 —3/16) ’

-3/16 -7/8

je negativné definitni. Proto graf implicitné zadané funkce z = f(x,y) lezi v okoli bodu
[1,1,1] pod te¢nou (funkce f je totiz v tomto okoli dokonce ostfe konkavni — ale to je jiz za
ramcem nasi sbirky). A
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