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TOP 10

DONGARRA, J. and SULLIVAN, E.: The top ten algorithms. Computing in Science and Engi-
neering, 2000:

e Algoritmus Metropolis pro Monte Carlo.
e Simplexovd metoda pro linedrni programovani.
e Iterace Krylovovych podprostoru.

e Dekompenzacni pfistup k maticovym vypoctim — Choleského metoda, () R-rozklad, LU -
-rozklad s pivotem, spektrdlni rozklad, Schuritv rozklad, singuldrni rozklad.

e Optimalizacni kompilator Fortranu.

o ()R-algoritmus pro vypocet vlastnich hodnot.
e Quick sort.

e FFT —rychlé Fourierova transformace.

e [nteger relation detection.

o FMM — rychld multipdlovd metoda.



2. Motivace

Reseni rovnic pomoci Gaussovy eliminace se da zapsat jako rozklad na soucin dvou matic LU,
kde L je dolni trojuhlenikova matice a U je ve schodovitém tvaru, tzn. nulové fadky jsou az na
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konci a kazdy nenulovy fadek zacind vétsim poctem nul neZ ten piredchozi, napf. h > -
0
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spec. pro regularni matice je U horni trojihelnikova, pficemz L lze chdpat jako soucin (fddko-
vych) elementarnich matic 7 7) — coZ popisuje pravé kroky v Gaussové eliminaci.
Podminénost soustavy (matice):

c(A) = A]-[lA7Y].

Rekneme, Ze matice A je dobi‘e podminénd, pokud c¢(A) ~ 1, a Ze je §patné podminénd, pokud

c(A) > 1.
Ovsem pii Gaussove eliminaci plati pro podminénost ¢(A) < ¢(L)c(U), takZe se celkova pod-
min&nost jesté zhorsi (vyjimku tvoii pozitivné definitni matice, kde ||A |l = [|L||% a c2(A) =

c2(L)). Tomuto se miizeme vyhnout, pokud matici A rozloZime na soucin ortogondlni a horn{
trojuhelnikové matice, tedy na tzv. QR-rozklad.

Potom pfi feSeni soustavy rovnic Az = QRx = b = Rz = QTb = » = R7'Q”b. Nebot
ortogondlni transformace zachovava velikost euklidovské normy, bude | Qlls = 1 a 2(Q) = 1,
takze ||[All2 = ||R|2 a ca(A) = c»(R). Tedy nezhoruje se podminénost dvou prechodnych
soustav Rz = y a Qy = b ani nedochazi k ristu prvka.



3. () R-rozklad

Definice 1. Dvojici matic Q a R nazveme () R-rozkladem matice A, pokud plati, Ze

A = QR,

pficemz Q je ortogondlni matice a R je horni trojihelnikova matice.

Véta 1. O existenci () R-rozkladu. K libovolné redlné matici A € R™*", kde m > n, existuje
ortogondlni matice Q € R™*™ a horni trojiihelnikovd matice R € R™*" tak, Ze plati A = QR.

Véta 2. O jednoznacnosti () R-rozkladu. Jsou-li sloupce matice A € R™*"™, m > n, linedrné
nezavislé, potom v () R-rozkladu jsou matice R a prvnich n sloupcii matice Q urceny aZ na
znaménko jednoznacné.

Duikaz: () R-rozklad existuje vzdy, a jak pozdéji uvidime, lze jej ziskat riznymi algoritmy. To
ovSem nic neméni na tom, Ze pokud ma matice A linedrné nezdvislé sloupce, pak aZ na zna-
ménka existuje pravé jeden () R-rozklad.

M¢éjme dva takové () R-rozklady matice A, tj. necht’

A= Q1R1 = Qsz-

Nebot’ plati
Q1R;1 = Q2Ro,

dostaneme
RiR;'=Q;'Q: = Q/ Q..
Dile také plati, Ze
(RiR;)™ = (QiQ) ' =@ (Q) ' =Q; Q= (Q{Q2)" = (RiR; )",
tedy matice R;R,, " je ortogondlni a diagondlni. Takova je viak pouze matice |E|. TakZe

RiR, | = |EJ,

coz znamend, Ze |R;| = |Ry|, tedy i |Q;| = | Q2. |



4. Konstrukce () R-rozkladu

4..1 () R-rozklad pomoci Gram-Schmidtova algoritmu

Véta 3. Gram-Schmidtuv () R-rozKklad. K libovolné redlné matici A € R™ ", kde m > n,
existuje ortogondlni matice Q € R™ ™ a horni trojiithelnikovd matice R € R™*" s nezdpor-
nymi prvky na diagondle tak, Ze plati A = QR. V pripadé linedrné nezdvislych sloupcii matice
A jsou prvky na diagondle kladné.

Zéakladni myslenka dikazu: Mame-li matici A € R™*", pak aplikaci zobecnéného Gram-
-Schmidtova ortogonalizacniho procesu na sloupce matice A (ty mohou byt linedrné zavislé
i nezdvislé) a doplnénim téchto vektorti na bazi v R™ ziskdme sloupce matice Q.

Uvazujme matici A = (aq] . .. |a,) sloZenou ze sloupcovych vektort. Pak
Uy
Uy = ay, €= 35—
e
. Uz
Uy = Ay — PrOj,, A, €9 = ——
2 2 el 29 2 HUQH )
. . us
Uz = a3 — PIOj,, a3 — Proje, as, €3 = —r,
]l

Uk

k-1
Ukzak—prOje.ak, e = T
2P Tl

kde proj,, v = =2*Zu. Po tpravé obdrZime vzorce pro vektory a;
ar = e fual],
ay = Proj, as + ey |lugll,
ag = Proj ., a3 + proj,, as + es ||us||,
k-1
ap = Zproj o; @+ e [[u.
i=1
Ozna¢me Q = (e1|...|e,). Nyni mdme
<ep,, ap > <e, a> <e, a3 > -0 < e, Gy >
0 < €9, g > < €9, a3 > -+ < €9, Ay >
R:QTA: 0 0 <es, a3 > --- < e€3, U > ,
0 0 0 o <eyn, Qp >

nebot QQ" =Ea<e;, a; >=||u,|, <e;, ar >=0proj > k.
jr Qg j J p
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12 =51 4

Priklad 1. Proved’'me () R-rozklad matice A = | 6 167 —68 |.Gram-Schmidtovym pro-
—4 24 —41
cesem dostaneme
12 —69 —58
U:<U1|UQ|U3): 6 158 6
—4 30 —165

Matici QQ potom ziskame jako

6/7 —69/175 —58/175
(Hulﬂ‘ [[uz]| HU3H)

3/7 158/175  6/175
—-2/7  6/35  —33/35

Pak A = QQTA = QR, takze

14 21 —-14
=Q'A=10 175 =70
0 0 35
Algoritmus?
M¢éjme matici A. PoloZme
a
=], @ = —1>
11
pro k =2, ..., n spocitejme:
rik=<g¢q;, a> proj=1 ..., k—1,

k—1
2k = G — E Tikqj,
j=1

T]%n:<2’k, Zn >

2k
4k = —-
T'kk

Metodu lze také upravit tak, Ze zaménime potadi opraci. Tedy poloZme

A=A,
Pak pro k =2, ..., nspoctéme
(k=1)
(k—1) Ay,
Tk = || ) qr = )
o =
Thi = q,:fagk*l) prot=k+1, ..., n,

AR = A1) _ qkrg.

Z formdlniho hlediska jde o zménu poradi operaci, ovS§em z numerického hlediska obdrzime
kvalitativné rizné vysledky.



4..2 Householderova matice zrcadleni

Definice 2. Matice tvaru

2uu’ 2uu’
Hu):=E—- ——=E —
uu |2

se nazyva Householderova matice (nékdy téz elementdrni zrcadleni (odraz), Householderova
transformace).

Vlastnosti:

e oznaleni matice zrcadleni se pouziva proto, Ze aplikujeme-li matici H(u) pro néjaké u na
vektor z € R", pak je vektor H(u)z soumérny s vektorem x podle nadroviny ortogonaln{
k vektoru v;

/i—:*-
~J

-
-
-
-

|

|

|

| —2u(u’x)

! uTy

|

|

|

! H. — (I—2vuT)z  z—2u(u” )
I z uTu - uTu

Obrézek 1: Householderova transformace — geometricky vyznam.

e matice E byva povazovéna za specidlni pifipad Householderovy transformace — pro v = 0
je H(0) = E;

o |Hzl||y = ||z||2 pro kazdé x € R™, tj. zrcadleni tedy nemén{ délku vektoru;

e Hy =yprokazdéy € P = {v € R" | vlu = 0}.

e H m4 jednoduchou vlastni hodnotu -1 a (n — 1)-ndsobnou vlastni hodnotu 1;

Diikaz: Nebot y € P = {v € R" | vTu = 0} md n — 1 linedrn& nezdvislych vektori

Y, ooy Yn—1 aHy; =y;proi =1, 2, ..., n— 1. TakZe | je (n — 1)-ndsobna vlastn{
hodnota. H také zrcadli v na —u, tj. Hu = —u. Takze -1 je vlastni hodnota matice H,
kterd musi byt jednoduchd, nebot’” H ma pouze n vlastnich hodnot. |



e 7 véty o spektralnim rozkladu plyne
det(H) = (—=1)1---1=—1;
e Matice H je ortogondlni a symetricka;

Diikaz: Symetrie plyne z

Nebot’ plati

H2(u) = g 2wl (g 2wl g et jueluul
ulu [Jull? [Jull

je matice H(u) ortogondlni. [

Historicka poznamka 1. Posledni tvrzeni, které ma velmi Siroky vyznam piedev§im v aplikacich, dokazal v ¢lanku
Unitary Triangularization of a Nonsymmetric Matrix z roku 1958 Alston S. Householder (1904-1993), americky ma-
tematik, ktery se zabyval numerickou analyzou.

Véta 4. Pro kaZdé dva vektory y, z € R" takové, Ze y # z a |ly|l2 = ||z

9, plati

y=H(y — 2)z.

Jinymi slovy, kaZdé dva riizné vektory o stejné normé Ize prevést jeden na druhy Householdero-
vou transformact.

Diikaz: Plati

2(y — AT T, 2
H(y—Z)ZI<E— (y Z)(y22> >Z:Z—2yz ||Zy2(y_z):
HZ/_Z||2 ||?J_ZH2
lyll5 + 12113 — 2y" 2 ly — =I5
=z 4+ (y—2)=z24+4—5@Wy—2)=y.
ly — 2lI3 ly — 2|13

Dusledek 1. Jsou-li y, z dva vektory o stejné normé, potom existuje ortogondlni matice Q
takovd, Ze y = Qz.

Diikaz: Proy # z stati vzit Q = H(y — z), jinak Q = E. [ |
Véta 5. Pro kaZdé x € R" je
o [ s lhe) proa # [
E pro z1 = ||x|2

ortogondlni matice s vlastnosti
Hz = ||z|2 e .

Neboli, aplikujeme-li vhodnou matici H na vektor x, dostaneme vektor, ktery md vSechny slozky
az na prvni nulové.



Diikaz: Je-li z; = ||z||2, potom z 22 = 2% + --- + 22 plyne, Ze 9 = -+ = x,, = 0. Tedy
r=1x10 == ||z]|?¢; = Exz = Hz.

Je-li 21 # ||z||2, potom x + sgn(xy)||z|]2e1 # 0, takZe vektory y = sgn(xy)||z|2e1 a2 = @
jsou riizné a plati pro n& ||y||> = ||z||2 = ||z]|2. a odsud podle Véty [je

y = sgn(z1)||zllzer = H(y — 2)z = H(—2 — sgn(z1)[|x[|l2 e1)2.
|

Poznamka 1. Pro vektor uréujici Householderovu matici 1ze volit bud’ + ||z || e; nebo —||z||2 €.
Z divodu minimalizace numerickych chyb volime stejné znaménko jako u prvni slozky vektoru
x.

Véta 6. Pro kaZdé x takové, Ze ||x||2 = 1, je

H— H(z +sgn(z1)er) prox # e,
E prox = ey

ortogondlni matice, jejimZ prvnim sloupcem je vektor x.

Diikaz: Pro x = e je zfejmy.
Necht’ tedy = # ;. Protoze ||z|s = 1 = ||e1 ]|z, je podle Véty [3]

T = H(x + Sgn(ﬂh) 61) = He; = H,y,
coZ je tvrzenim véty. [

Diky témto vétdm tedy umime najit vektor u tak, Ze dany nenulovy vektor x se transformuje na
vektor, ktery m4 nenulovou pouze prvni slozku.

Priklad 2. Lze
r=(-1, -2, )T 2 (a, 0, 0)T?

ProtoZe || ||y = 3v/6, polozime u = 2 — ||z|ye; = (=1—3v6, =2, 7)7 a||ull, = 6(18+/6).
Dale

—1-3V6 554+ 6v6 2+4+6V6 —7—21V6
uul = —2 (=1 -3V6, =2, )= 2+6V6 4 —14 :
7 —7-21/6 —14 49

. —1-3v6 —-2-6v6 7+21/6
Hu) =—— | —2-6V6 50+3V6 14
318+ V6) \ 7,916 14 5+ 36

Snadno lze ovérit, Ze
H(u)z = (3v/6, 0, 0)7.



4..3 () R-rozklad pomoci Householderovy matice

Véta 7. Householderuv Q) R-rozklad. KaZdou matici A € R™*" Ize pomoci s = min{n, m —
1} Householderovych matic rozloZit na soucin QR, a to tak, Ze plati

(%) m>n
H, - -H;H,A=Q"A={(Ry, 0) m<n,
R m=n.
M¢jme redlnou matici A
ail A1n
A Q21 -+ A2p
Am1 °° Qmn

Krok 1.: Zkonstruujme Householderovu matici H; tak, aby H; A méla v prvnim sloupci pouze
samé 0 s vyjimkou pozice (1, 1), tj. aby

H
0
HlA = .
0
K tomu staci ziskat vektor w,, (dle predchoziho) tak, Ze pro
T
Uy U
H=E-2—"
! ulu,
plati
a1 H
ool e I
Am1 0

Ozna¢me AW : = H, A. Ta je tvaru
ai
AL — 0
0
Krok 2.: Zkonstruujme Householderovu matici H, tak, Ze H,A® m4 ve druhém sloupci 0
,pod pozici (2, 2)“ pfi zachovani pozadavku prvniho kroku, tj.

B O
0 H

AQ. CH,AD |0 0
0 0

10



Matici H, ziskdme takto: Nejdiive zkonstruujeme Householderovu matici o rozméru (m — 1) x
x(n—1)

+ un—1“£—1

IIQZ:iEnfl—-Q—?#————

Up—1Un—1

takovou, ze

a definujme

Tim ziskdme matici A® = H,AW,
Analogicky pokracujeme dale.

Pro k < s.
Krok k-ty: Obecné vytvaiime Householderovu matici

T
Un—k+1Up_g11

T
Uy g1 Un—k+1

Hy: =E, 4 —2

orozméru (m — k + 1) x (n — k + 1) takovou, Ze

H

[ 0
H, : =

Amk 6

Definujeme
Er,1 O
H L= A~
g ( 0 Hk> ’
¢ili mizeme spoéitat A%) = H, A*-1),

Timto zplsobem po s krocich obdrZime matici A (), ktera bude v hornim trojiihelnikovém tvaru
a bude pravé matici R.

Protoze
AR =HAFD =2 ... s,
mame
R=A®=HACY=HH, A*?=...=HH, |- -HHA.
Polozme

Q" =HH, , - -HH,.

11



Maiéme nasi hledanou ortogonalni matici (nebot’ kazda z H; je ortogondlni). Celkem

R =Q’A,
6.

A =QR.
(Uvédomme si, 7 Q = HTHY - .- HT = H,H,--- H,.)

Priklad 3. Uvazme matici

I
[ )
— N =
— W =

Krok 1.: Konstrukce H; .

Potom tedy dle Piikladu 2] spocteme

0 1 V2
us= 1] +v2(o|l=( 1],
1 0 1
takze
1 1
T PR W R W
H, =E; -2 010|-1% 35 35|=|"u
ufuy 00 1 | 1
V2 2 2 V2
Urceme
—V2 22 2\
1 _ _ - _
AV=—HA=| 0 -2 2=~
0 C14HV2 242
2 2

Krok 2.: Zkonstruujeme

- —0,2071\ _ (B
H, = (—1 2071) B (o)

0,2071 —1,4318
2 ( 1 2071) ! 2247( ) - (—1,2071)’

m>

0,1691 —0,9856
< 0, 9856 0, 1691)
tzn.

0 0
H, = O —0,1691 —0,9856 | ,
0 —0,9856  0,1691

12
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a spocitame

—1,4142 —2,1213 —2,8284
A® =H,AY = H,H,A = 0 1,2247  1,6330 | =R
0 0 —0,5774
Pro Q nyni plati
0 0,8165  0,5774
Q=HH, = | -0,7071  0,4082 —0,5774
—0,7071 —0,4082  0,5774
Celkem tedy
011
A=|1 2 3| =
1 11
0 0,8165  0,5774 —1,4142 —2,1213 —2,8284
= | -0,7071  0,4082 —0,5774 0 1,2247  1,6330 | =
—0,7071 —0,4082  0,5774 0 0 —0,5774
Priklad 4. Uvazme nyni obdélnikovou matici
1 1
A = 10,0001 0
0 0,0001
Plati s = min{2, 2}.
Krok 1.: Konstrukce H;.
1 1 2
us = | 0,0001 | ++/14+0,00012 {0 ] = {0,0001 |,
0 0 0
worT -1 —0,0001 0
H =E; —2—2 = | —0,0001 10
2 U2 0 0 1
-1 -1
AV =H,A=| 0 —0,0001
0 0,0001
Krok 2.: Zkonstruujeme ﬁg.
1 —2,4141

_ (-0,0001\  — : 5
u1—< 070001> v/(=0,0001)2 40,0001 (

f. _ (—0,7071 0,7071
27\ 0,7071 0,7071

13
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1 0 0
H,= (0 —0,7071 0,7071 |,
0 0,707l 0,7071

-1 -1
AP =H,A® =1 0 0,0001
0 0
—1 0,0001 —0,0001
Q=H,H, = | —0,0001 —0,7071  0,7071
0 0,7071  0,7071
a
-1 -1
Rl_( 0 0,0001)'
Celkem tedy
1 1 —1 0,0001 —0,0001\ /-1 -1
A=1[0,0000 0 = | —0,0001 —0,7071  0,7071 0 0,000l | =QR.
00,0001 0 0,7071  0,7071 0 0

Poznamka 2. Pokud matice A nemd zarucenu plnou hodnost, je vhodné upravit vypocet tak,
abychom piipadné nulové (resp. ,,malé*) diagondlni prvky 7 dostali aZz na zavér vypoctu.
Mizeme modifikovat () R-rozklad vybérem nejvétsiho sloupce v normé — tzv. () R-rozklad s pi-
votem.

Znamena to, ze ()R-rozklad matice AP = QR, kde P = P,P,--- P, a P} je permutacni
matice vymény k-tého a jp-tého sloupce v £-tém kroku metody (v piipadé, Ze feSime soustavu
rovnic, je tieba ucinit prislusné permutace i slozek vektoru feseni). V této modifikaci bude pro
matici R platit

J
lekZZ|T’ij|2, j=k+1, ..., n,
i=k

tedy také |ry1| > -+ > |r,|- Nulové, resp. ,,téméf linedarné zavislé* sloupce se takto presunou
na ,.konec* matice a snadno se budou moci v ptipadé¢ potieby oddélit. Pozdéji uvidime vyhody
této modifikace. Stejné vysledky obdrzime i v modifikovaném Gram-Schmidtové postupu s vy-
bérem pivota, pokud jesté pied k-tym krokem najdeme index i tak, Ze ||a;, ||2 = max Hagk_l) |2
a vyménime 7-ty a k-ty sloupec matice A*~1,

14



4.4 Givensova matice rovinné rotace

Definice 3. Matice tvaru

1 0 0 - 0

0 c s 0
G(Z7 j? C, 3): = =

0 —5 c - 0

0O - 0 -+ 0 --- 1

=E+ (c—1)(e;e] +e; eJT) + s(e;ef —ejel),

J

kde ¢* + s*> = 1, se nazyva Givensova matice.

Historicka poznamka 2. Matice nese jméno amerického matematika Wallace Givense (1910-1993), ktery se zaby-
val pfedevs§im numerickou analyzou.

Mizeme volit ¢ = cos© a s = sin© pro néjaké ©. Pak zna¢ime Givensovu matici jako
G(i, 7, ©).

Geometricky miZeme matici G(i, j, ©) chdpat jako rotaci (otoceni) R™ kolem pocatku o tihel
© v roviné (e;, e;). To je také diivod, pro¢ se matice nazyva i Givensova matice rotace nebo
Givensova matice rovinné rotace v (e;, €;) roviné.

e
A

_[cos(a—0O)\ [ cos© sin®
v sinfa—0) ) \ —sin® cosO Y

>

Obrazek 2: Givensova transformace — geometricky vyznam.
Givensova matice je ortogondlni, nebot’ z ¢* + s> = 1 plyne
G'(i, j, ©)G(i, j, ©) = G(i, j, ©)G" (4, j, ©) = E.
Vzhledem k tvaru matice G plati, Ze pokud ji vyndsobime néjaky vektor

X1



tak se zméni pouze ¢-td a j-t4 komponenta vektoru x, ostatni se nezméni.
Pokud mdme vektor = (71 ), pak Ize snadno ovéfit, Ze pii volbé

c= — 2L § = 2 (1)

Vi ad xi + 23
(pak totiZ plati —z sin © + x5 cos © = () bude pro

G(1, 2, ©) = ( ¢ S)

—S C

co.s0 () ()

tedy ,,vynulujeme‘ druhou slozku vektoru .
Chceme-li ,,vynulovat* prvni slozku vektoru z, poloZime

platit

M) x
C= —(—— S =

, S————
Va2 + a3 N

(1)

Polozme (dle vztahu ) c= % as= %. Transformaci Givensovou matici dostaneme
4
o 4 0

Pfi nasobeni vektoru 27 zprava obdrzime

"G(1, 2,0) = (1 0).

as— % dostaneme

G(1, 2, O)z = <_01)

e'G"(1,2,0)=(0 -1).

Priklad 5. Necht

G(1, 2, ©)z = (

GO W

4

Pii volbé ¢ = —=

Nulovani na specifickych pozicich

Givensova rotace je zvlasté uzitecnd, pokud chceme ,,vytvorit* nulu na urcité pozici ve vektoru.

Necht’
X1
X2

Z;
xr =

Lk

16



a pozadujme pouze nulu na pozici ;. MiZeme sestrojit rotaci G(i, k, ©) (i < k) tak, ze
G(i, k, ©) - 2 bude mit nulu na k-té pozici.

Konstrukce: Nejdfive sestavime 2 x 2 Givensovu matici G(i, k, ©) = ( _$ ?), tak aby

(2 6)=6)

Tvar matice G(i, k, ©) ziskdme tak, Ze na pozice (i, i) a (k, k) vloZime ,,c*, na pozici (i, k)
vlozime ,,s a na pozici (k, 7) vlozime ,,—s*, zbytek doplnime na identickou matici.

Priklad 6. Bud’
1

z=| -1

3

Sestavme Givensovu matici tak, aby ,,vytvorila“ nulu na tieti pozici, tj. k = 3.
Zvolme 7 = 3.

Krok 1.:
c S -1\ [B8
—s ¢ 3/ \0)’
_ 1 _ 3
kdeC——\/—l—O,S—\/—l—O.
Krok 2.:
1 0 0
1 3
G(2, 3, 0)= (0 IR/CERT
0 7% —7m
Pak
1 0 0 1 1
G2 3,0z=(0 —o% | |-1]=(vI0
AN RN

Nulovani vSech prvku ve vektoru pod pozici (1, 1)

M¢jme n-vektor z. Jestlize poZadujeme nulu na vSech pozicich v z s vyjimkou prvni, musime
sestrojit

G(1, 2, ©),
M = G(1, 2, O),
2 =G(1, 3, ©)zW,
¥ = G(1, 4, ©)z?,

Pak pro matici
P:=G(1, n, ©)---G(1, 3, 0)G(1, 2, ©)

17



plati, Ze Pz je ndsobek vektoru e;. Protoze kazda rotace je orotgondlni, je ortogondlni i matice
P.

Priklad 7. Bud’

Nyni
1 1
o
G1,2,0)=(5 5 0.
0 0 1
V2
M =G1,2 0z=| 0 |,
2
2 2
s V 7
G(1,3,0)=] 0 1 0
2 2
% 0
Dale
V6
G(1, 3, ©)zM = 0
0
Tedy
1 1 2
V6 VB Ve
L L 0
P=G(1,3 0)G(1,2 0)=| % ¥
_\/5 \/5 2
6 6 6
a

V6
Pz = 0
0

Vytvareni nul v maticich

Myslenku nulovéni urcitého prvku ve vektoru Ize trividlné pfevést na vytvareni nul na specific-
kych pozicich matice.

Pokud chceme vytvofit nulu na pozici (j, ¢), j > i, miZeme to udélat tak, Ze zkonstruujeme
Givensovu matici G(7, j, ©) pusobici pouze na i-ty a j-ty fadek tak, ze G(i, j, ©)A bude mit
nulu na pozici (j, 7).

Priklad 8. V matici



vytvofme nulu na pozici (2, 1) s pomoci matice G(1, 2, ©).
Krok 1.: Najdeme c a s tak, aby platilo

(606 -6)

Takze

Krok 2.: Sestaveni G(1, 2, ©). Je

L3 9
\/310 \qo

G(1,20)=-75 7w 9|

0 0 1

pak

10 A1 15
10 310 @0

4 5 6

4..5 ()R-rozklad pomoci Givensovy matice

Opét chceme setrojit matice Q1, Qo, . . ., Q, tentokrat vSak pomoci Givensovych matic tak, aby
A® = Q; A méla nuly pod prvkem (1, 1) v prvnim sloupci, matice A®) = Q,A™) méla nuly
pod (2, 2) ve druhém sloupci, atd. Kazdou z matic Q; lze sestrojit jako soucin Givensovych
matic — ten je mozné sestrojit takto:

Q.: =G(1, m, ©)G(l, m—1, ©)---G(1, 3, ©)G(1, 2, ©)
Q.: =G(2, m, ©)G(2, m—1, O)---G(2, 3, ©)

Bud’ s = min{m — 1, n}. Pak
R—-A® — QSA(S*U = =QQ. ;- Q2Q1A = QTA.
Nyni mdme A = QR, kde QT = Q, - - - Q2Q;. To lze zformulovat do nasledujici véty.

Véta 8. Givensuv () R-rozklad. Bud’ A matice m x n a necht’ s = min{m — 1, n}. Existuje
s ortogondlnich matic Qq, . .., Qs definovanych jako

Qi:=G(i, m, ©)G(i, m—1, ©)---G(i, i + 1, ©),

ze pro
Q=QiQ; - Q;
plati
A = QR,

kde R je matice m x n s nulami pod hlavni diagondlou.
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Znazornéme si schématicky Givensovu metodu redukce matice A € R**3 na horni trojihel-
nikovy tvar (symbol e znaci prvky, které se transformaci nezménily, a + znaci prvky, které se
zménily):

Priklad 9. Necht

011
A=11 2 3
1 11

Krok 1.: Najdéme c a s tak, aby

(o)) -(5)

Nebot a;; =0aag; =1, musibytc =0as =1, tedy

010
G(1,2,0)=[-1 00
0 01
Pak dostneme
B 010 011 1 2 3
A=G(1,2,©)A=[—-1 0 0 1 2 =10 -1 -1
0 01 1 11 1 1 1
Nyni najdéme c a s tak, aby
c S 611 _ &
—S C 631 - 0
Nebot’ a1y = 1aas; = 1, bude ¢ = % as= \%, tedy
1 1
vz 07
G(1, 3, ©) = 0 1 0
1 1
V2 V2
Celkem
1 1 3
~ % 0 5\ /1 2 3 v2 5 2v2
AV =G(1,3, A= 0 1 0o|f0o -1 -1|=[0 -1 -1
1 1 1
-7 0 7 1 1 1 0 v S 2
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Krok 2.: Ureme c a s tak, aby

Nebot’ aglz) =—1 aaglz) = —\/Lﬁ, bude ¢ = —\/gas = —%, tedy

10 0 VZoE 22 V2 5 2v2
G, 3 0AY =0 =/ -%|lo -1 -1 |=]o0 \/g 2,/2 | =R
1 2 0o —-L -2 1

Coz je tentyz vysledek jako v Piikladé 3]

4..6 Srovnani algoritmu

Pii vypoctu ) R-rozkladu pomoci Householderovy matice je pocet provedenych operaci roven
Cislu

9 n
3— o).
(3 2)
K explicitnimu vyjidfeni matice QQ je navic potfeba
2 2 L 3
2(m*n —mn® + 3" )
operaci, tedy celkem
2 2, 13
2m n — mn” + gn .

Zatimco pro () R-rozklad pomoci Givensovy matice je tento pocet dvojnasobny, tj.

n
n?(3 — =).
(3 3)

Ovsem pokud v metodé s Givensovou matici nahradime matici rotace (_$ ) a matice odrazu

(¢ _%) maticemi ( ! ‘f) a (‘f _Cll) s ortogondlnimi sloupci, pak se ndm podaii sniZit pocet ope-
raci na drovent metody vyuZivajici Householderovy matice — jednd se o tzv. matice rychlé Gi-
vensovy transformace.

Householderova matice ma vSak tu nevyhodu, Ze v matici, kterou ji ndsobime, ndm zméni
vSechny prvky (zatimco Givensova matice jen i-ty a k-ty fadek), takZe nam napiiklad miize
z fidké matice vytvorit matici plnou.

V modifikované metodé s Gram-Schmidtovym algoritmem je pocet operaci

mn2 .
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5. Aplikace () R-rozkladu

5..1 ResSeni systému rovnic pomoci () R-rozkladu

Pii feSeni soustavy Ax = b pomoci Gaussovy eliminace (tj. pomoci LU-rozkladu) je nutné
2 3 v v we v
provést 7~ — % operaci. Tedy méné neZ pfi () R-rozkladu. OvSem na rozdil od LU-rozkladu

N 74

existuje () R-rozklad vZdy, je jednoznacny, numericky stabilnéjsi a nezvySuje podminénost sou-
stavy.
M¢jme tedy soustavu

Ax=b

s regularni n X n matici A a jeji rozklad, tj. necht’ A = QR. Pak miZeme soustavu prepsat
QR = b,

tedy
R:=Q"b=10,

kde R je horni trojihelnikova matice, a jeji feSeni 1ze nalézt pomoci zpé€tné substituce.

Priklad 10. Necht’
01 1 2
A=[123], b=16
1 1 1 3
7 Prikladu 3] vime, Ze
14142 —2,1213 —2,8284

R — 0 1,2247 11,6330 |,
0 0 —0,5770
0 —%5 —\/% 0 —0,7071 —0,7071
Hi=|-7% 3 —3|=[-0707 05 =05
-% -l 1 —0,7071  —0,5 0,5
a
1 0 0

H,= |0 —0,1691 —0,9856
0 —0,9856 0,1691

Vypoéitejme b . Dostdvame

2
p=b=16]|,
3
—6, 3640
Yo = H1?J1 = O, 0858 s
—2,9145
a tedy
—6, 3640
b =y =Hoys = | 2,8577
—0,5774
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Vektor b lze spoéitat bez explicitniho vyjddfeni matice Q — proto je vyhodné&jsi pouZiti QR-
-rozkladu pomoci Householderovych matic.

VyfeSme
Rxr=10.
—1,4142 —2,1213 —2,8284 —6, 3640
0 1,2247 1,6330 | = 2,8577 |,
0 0 —0,5770 —0,5774
coz dava resSeni
1
r= 1|1
1

5..2 () R-rozklad a Moore-Penroseova zobecnéna inverse

Definice 4. Matici AT € R"*™ nazveme pseudoinversni matici k matici A € R™*", jestlize
pro ni plati

o ATAAT = AT,

o AATA = A,

o (ATA)T = ATA,
o (AANT = AAT,

Pfi¢em? lze dokdzat, Ze matice AT je uréena jednoznacné.

Véta 9. Md-li matice A linedrné nezdvislé sloupce, je matice AT A reguldrni a plati
AT = (ATA)TAT,
Diikaz: 1. Predpoklddejme, ze AT A neni reguldrni. Pak existuje nenulovy vektor y tak, Ze
AT Ay = = 0. Potom vsak
0=y"ATAy =< Ay, Ay >,

tedy Ay = 0, coZ je spor s tim, Ze sloupce matice A jsou linedrné nezavislé.
I1. Sta&f ovéfit, ze matice (AT A)~tAT spliiuje podminky definice pseudoinversni matice. W

Pro matici s linedrné nezdvislymi sloupci lze pouzit () R-rozklad i na vypocet pseudoinversni
matice.

Véta 10. Necht’ matice A md linedrné nezdvislé sloupce a necht’ A = QR je jeji Q) R-rozklad.
Potom pro pseudoinversni matici AT plati

AT =R!QT.
Diikaz: Necht A = QR. Podle predchozi véty plati, 7e AT = (ATA)'AT, takze
AT — (RTQTQR)flRTQT — Rfl(RT)flRTQT — RleTi
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5..3 () R-rozklad a vlastni ¢isla matice A — () R-algoritmus
Zakladni Q) R-algoritmus: Méjme matici A. Sestrojme jeji () R-rozklad, tj.
A = Ao = QoRo,

uréeme
Ay = RoQo.

Nyni sestrojme () R-rozklad matice A4, tj.
Al = Qle

a spoCtéme
A, =R1Q;.

Takto pokracujme analogicky déle.
Jisté plati

A = RQr = QLA Qr = QL R-1 Qi1 Qi =
= QrQi_ 1A 1Qr Q=" =(QoQ1--- Qr)"A(QQ: - Qu).

Tedy matice Ay, A1, ... jsou kongruenmni (. A = B <= A = PTBP). Navic diky
ortogonalnosti matic Qg, Qy, ... jsou matice Ay, Ay, ... také podobné (tj. A ~ B (t€Z A =~
B) < A = P 'BP). Tyto matice maji diky podobnosti stejnd vlastni &isla jako matice
A. Posloupnost téchto matic konverguje za urcitych predpokladi k horni trojihelnikové (resp.
horni blokové trojuhelnikové) matici, kterd ma vlastni ¢isla na diagondle (resp. diagonalni bloky
maji vlastni ¢isla se stejnou absolutni hodnotou) sefazena podle velikosti po¢inaje nejvétSim
vlastnim ¢isel. ,,Poddiagondlni prvky “ (resp. ,,poddiagondlni bloky*“) konverguji k nule. OvSem
dikazy konvergence existuji jen pro ne€které specialni typy matic. Napfiklad ma-li matice A
kladnd vlastni ¢isla, pak Qj konverguje k jednotkové matici a posloupnost matic A k horni
trojuhelnikové matici, pficemz diagondlni prvky této matice jsou vlastni ¢isla matice A.

Priklad 11. Urleme vlastni ¢isla matice

2 ;1
A=l
9 3
Lze snadno ovéfit, Ze vlastni ¢isla matice A jsou A\; = 1, A\ = —2 a A3 = 3. Vysledky ziskané
() R-algoritmem:
koo ajy asy
1 2,0 -1,6666667 | 1,6666667
5 | 3,1781374 | -2,2260322 | 1,0478949
10 | 2,9486278 | -1,9471270 | 0,9984996
15 | 3,0003596 | -2,0064061 | 1,0000468
20 | 2,9991547 | -1,9991527 | 0,9999984
25 | 3,0001104 | -2,0001098 | 0,9999999
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Ke zrychleni konvergence lze vyuZit tzv. posunuti a pocitat nikoli rozklad matice A, = QrRy,
nybrZ matice o
Ay — oE = QrRy.

Plvodni spektrum matice A se timto posune o oy (je vyhodné volit jej jako néjakou aproxi-
maci vlastniho ¢isla; matice Ay, — 0, E md vlastni ¢isla \; — oy, jsou-1i A; vlastni ¢isla matice
A}). Zaznamenavame-li velikosti posunuti o, snadno ze znalosti spektra matice A najdeme
spektrum matice A. ProtoZe jesté (v metod€ bez posunuti)

Ap=(QoQ1 - Q1) "A(QoQ1 - Qi-1),
je
A= (QoQ: - Qr 1) Ak(QoQi-- Qiv).

Vlastni vektory y matice A dostaneme z vlastnich vektorti matice A, podle vzorce

y=QoQ: Q12

TyZ vzorec (s maticemi Q ;) zUstdva v platnosti i pro metodu s posunutimi, protoZe pfi posunuti
se vlastni vektory neméni.

Voli-li se posunuti specidln¢, dostdvame v né€kterych dilezitych piipadech i kubickou konver-
genci (tzn. zhruba feceno, pocet platnych mist se v kazdém kroku pfiblizné ztrojnasobi).

Poznamka 3. Nejvyhodnéjsi se jevi upravit nejdfive matici A do tzv. Hessenbergova tvaru
(. a;; = Oproj <i—1,4,5 = 1, ..., n) pomoci Gaussovy eliminace a pak na tuto

upravenou matici pouzit () R-rozklad. Konvergence je potom rychlejsi (obzvlasté pouZijeme-

i . . o el H Sy )
-li metodu posunu, kde za o}, volime tzv. Rayleighiiv podil % e:’“, kde H je pravé matice A
k
v Hessenbergové tvaru). Navic plati, Ze je-li matice A v Hessenbergové tvaru, pak kazd4 z matic

H,, je také v Hessenbergové tvaru, a to i pfi metod¢ posunuti.
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