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Uré¢eme nyni maximum funkce F : RN — R, pfi¢emZ poZzadujeme, aby promé&nné x € RN
vyhovovala M rovnicim

g1(x) =by gi(x) =0
gi: RN =R
bi,...,bm €R

gm(x) =bm gmx) =0

neboli

Souhrnné lze psat tato omezeni ve tvaru vektorové funkce
G(x) =b neboli é(x) =0,
kde G: RN — RM, b € RM je dany vektor (pro G je b =0), pficem

g1(x) b,
G(x) = : b=| :
gm(x) bm
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MnoZina vektort x € RN spliujicich omezeni G(x) = 0 se zna&{ jako € (constrained
set). Lokalni maximum funkce F s omezujicimi podminkami G(x) = 0 (tzv. vdzané lokalni
maximum) je bod x* € € s vlastnosti, Zze existuje okoli A bodu x* takové, ze

F(x) < F(x*) pro kazdé x € ANC.

Bod x* je globalni maximum s omezujicimi podminkami G(x) = 0 (tzv. vdzané globalni

maximum), pokud

F(x) < F(x*) pro kazdé x € € (tj. lze zvolit A = RM).

Jaky je vztah mezi poctem proménngch a poc¢tem omezujicich rovnic? Ma smysl uva-
Zovat zejména N > (>)M.
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Véta7.5(i
) Necht funkce F;,G € C' a necht bod x* € € je lokdlnim extrémem

s omezujicimi podminkami G(x) = 0. Predpokladejme déle, Ze M x N
matice DG(x*) ma plnou hodnost. Potom existuje vektor multiplikatort
A € RM takovy), Ze bod x* je stacionarnim bodem funkce (tzv. Lagrange-
ova funkce)

L(x,A) == F(x)+ (A, G(x)) = F(x) +ATG(x), tj. DF(x*) +ATDG(x*) = 0.

Vektor A € RM se nazgvé vektor Lagrangeov(ch multiplikdtord (v eko-

nomii se A odpovidajici extrému nazgvd stinovou cenou, viz pozdéji).
A

Pokud A = o |, kde Ay e R proi=1,...,M, pak je podminka na
Am
stacionarni bod ve tvaru

grad F(x +Z?\ grad G, (x*) = 0.

m=1

Podminka na hodnost h(DG(x*)) = M znamena, Ze je splnén poZadavek
tzv. kvalifikovaného omezeni (constraint qualification). Tato podminka
udava, ze omezeni v bodé x* jsou nezavisla (presnéji — linearizace téchto
omezeni jsou linedrné nezavislé) ~ grad g7 (x*), ..., grad gm(x*).
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» M v .pe 7 , Ve . .
Priklad Pozadavek kvalifikovaného omezeni nelze vyloucit (tj. nelze vypustit ne-
zavislost linearnich kombinact gradienti omezent)! Pro N =2 a omezu-
jict mnozinu
_ 2 _ _
ef{[X»U}GR \91(%9)*0) QZ(X,U)*O}
najdéte maximum linedrnt funkce F(x,y).
» v . . . . v 7
Priklad Uvazte jednoduchou maximalizaci uzitkové funkce

Flx,y) = xy

s omezenim x + 4y = 16.
Video: i © O https://mpevpam.page.link/2xbH
Zapisnik: ' @ [A https://mpevpam.page.link/4UZW
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Pl max F(x,y) = x*y v omezujici mnoZiné € = {[x,y] € R? | 2x* +y? = 3}.
Video: == © [J https://mpevpam.page.link/bGSr
Zapisnik: &= © https://mpevpam.page.link/5fHW

Priklad max F(x,Y,z) = xyz s omezenimi x> +y2 =lax+z=1.
Video: = © [J https://mpevpam.page.link/eomQ
Zapisnik: = © https://mpevpam.page.link/vsjk

Fildbe max F(x,y,z) = x* + 4y? + 922 na mnoziné x> + y> +2z* = 1.

Video: == © O https://mpevpam.page.link/nNG5
Zapisnik: &= © https://mpevpam.page.link/WbCG
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Pro rozhodnuti o tom, zda je ¢t neni v daném bodé vadzany extrém mame
podminky 2. fadu. Nutna podminka pro maximum:
DZL(x*,A) = D*F(x*) + AT D?G(x*) <0 na KerDG(x").
TxM
RN XN RIXM pMxNxN

RN XN

RN XN

A postacujict podminka?
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Véta 7.9(i) , . . . L
Necht F,g1,...,gm € C? jsou funkce definované na RN. UvaZzujme pro-
blém

max F(x)
na omezujict mnoziné
C={xeR"[gi(x) =0,...,gm(x) =0}
Uvazujme Lagrangeovu funkci L(x,A) z Véty 7.5(i) a necht
o x* €C, tj
gi(x)=0 & g(x)=0 & --- & gm(x")=0
o existuji Aj,..., A}, takova, ze

oL oL
— (xA)=0,..., — (x*,A") =0
0x1 oxXN
e Hessova matice D2L(x*,A*) € RN*N je negativné definitni na mno-
7ing {v € RN | DG(x*)v = 0}, tj.
vE KerDG(x*), v#0 = v (DifL(x*,A*))v <0.

Potom bod x* je ostré lokdlni vazané maximum funkce F na mnoziné C.
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P, 3 . v 7 ; v .
Poznamka Kdy je splnéna druhd podminka z Véty 7.9(i)?

Jak ovéfit tretl podminku z Véty 7.9(1)? Specialné pro N = 2. A je-li
funkce L(x,A*) konkavni?

Poznamka Hledan( véazaného lokalntho minima?
Dy Ve v o 7
I ”klavd max F(x,y,z) = x? + 4y? + 9z na mnoZing& x> + y2 + z> = 1 (rGizné
(pokrac.) postupy).
Dy I’ 1
Priklad F(x,y) = (x —3)% + (y — 3)2 — extr. p¥i omezeni x? +y2 = 2.
Priklad

Spotrebitel uzivad dva statky a jeho uzitkova funkce je tvaru u(x,y) =
(ekonomie) 100xy + x + 2y, pricemz statek A stoji 2 K¢ a statek B stoji 4 K¢ Spo-
tiebitel ma k dispozici 1000 K¢, které chce vSechny utratit za oba tyto
statky tak, aby maximalizoval sviij uzitek.
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Dy ; ; . .
Priklad Nakladova funkce firmy je tvaru
(ekonomie)

0,05Q% 40,01 QA Qp +0,03Q3% +10Qa + 15Qp + 12000,

kde QA a Qp je mnozstvi virobkd firmy, které jsou vyrdbény ve firemnich
oddélenich A a B. Jestlize ma firma smlouvu na produkci 2000 v{robk,
jak ma rozdélit svoji vjrobu, aby minimalizovala naklady?

Priklad 0,3,,0,2

Roént produként funkce firmy je tvaru 20 u w5, kde u,v a w jsou
mnozstvi vstupl U, V a W za jeden rok, které firma spotiebuje k produkci
vystupu. Ceny za jednotu vstupd U,V a W jsou po radé P, = 1000 K¢,
Py, = 2500K¢ a P,, = 4000K¢. Je-li ro¢ni rozpocet 1 milion K¢, jaké
mnozstvi vstuptd mé firma nakoupit, aby maximalizovala svoji produkci?

(ekonomie)

» M4 v Ve 7 , o e e
Priklad Uvazte tii cenné papiry s hodnotami rizika 07 = 1,2, 0, =0,8, 03 =1, 1
(ekonomie) a hodnotami v(gnosnosti 17 = 0,8, 11 = 0,3 a T3 = 0,6. Kovariance
jsou 01, = —0,1, 073 = —0,5 a 023 = 0,3. Urlete skladbu portfolia
) ) 5 ) 5 )

obsahujictho pouze tyto cenné papiry tak, aby riziko bylo minimalnt
s vgnosem 35 %.
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Uvazujme tlohu

F(x) — max

za podminek x € RN a

g1(x)—0,...,gM(x)_0} G(x)=0, G:RN - RM
<0

(1)

hi(x) €0,...,hg(x) H(x) <0, H:RN = R¥

(pticemz je povoleno M = 0 i/nebo K = 0; smysl dava predevsim N > M + K). Opét
oznactme mnozinu ,pripustngch” vektor( jako

C={x e RV |G(x) =0 & H(x) <0}

Rekneme, Ze v bodé x* je splnéna podminka kvalifikovaného omezeni, pokud jsou gra-
dienty téch omezeni, pro které plati rovnost (tzv. aktivni omezeni), linearné nezavislé,
tj. vektory

grad g7 (x*),...,grad gm(x*), grad hy (x*), k €{1,...,K} takovd, Ze hy(x*) =0,
jsou linedrné nezavislé.
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5 ,
Priklad max F(x,y) = x? + xy — y? za podminek x +y =2, x —y < 4.
Py 7 - N s o .o . . .
Priklad Jednim z nejzakladnéjSich problémd v ekonomit je maximalizace
(ekonomie) uzitku. Necht x; reprezentuje mnozstvi komodity i a F(xq,...,xn) =
U(xq,...,xn) uréuje miru individudlniho uZitku z konzumace x; jedno-
tek prvntho zbozi, x, jednotek druhého zbozi atd. Necht py,...,pn znact
ceny jednotlivgch komodit a necht I je dostupny piijem. Potom vlastné
pozadujeme
maxU(x7,...,xn) & pixi+--+paxn I & % 20,...,xn 20
(méli bychom spise psat —x; < 0,...,—xn < 0).
Py ’ . . . v V7 v . v o v
Priklad Nynit maximalizujme uzitek v pripadé, ze si uzivatel mize rozhodnout
(ekonomie) o tom, jak rozloZzi sviij ¢as na praci a volny cas. Pouzijeme stejné znacent

jako v predchozim prikladé a navic w znadi tarifni mzdu, I’ netarifni
slozku mzdy, £y pocet hodin prace a {; pocet hodin volna. Zakaznik ma
tedy obnos I’ + wl, na utracent a poZaduje

maxUWU(x7,...,xn) & pixi 4+ +pnxn < U +wly & L+ =24
& X]ZO,...,XNZO,Z()ZO,&}O.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolLA 7 24. ZARi 2020 14/ 36


mailto:zemanekp@math.muni.cz

Priklad

(ekonomie)
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Maximalizace zisku firmy v konkurenénim prostredi: uvazujme firmu

v konkurenc¢nim priimyslovém odvétvi, ktera pouziva N vstupt k vjrobé
svého produktu. Necht y znact mnozstvi v(stupli a xi,...,Xn Mnoz-
stvi jednotlivych slozek. Necht y = F(x1,...,xn) znact produként funkei
firmy urcujict maximalni mnozstvi vyrobkd, které |ze ziskat z koSe vstupl
(X1y...,%xn). Necht p je jednotkovéd cena v(stupu a w; jednotkové ceny

vstupd. Cilem firmy je proto najit hodnoty x4, ...,xN tak, aby
N
maxTT(xq,...,XN) = max [pF(x1,...,xN) — E wixi}
i=1
za podminek

N
PF(x1,y ...y xN) *Zwixi >0

i=1

gl(x)<b1)-~-)gk(x) < by & X1 20)---)XN 203

kde druhé omezent( urcuje dostupnost jednotlivgch komponent.
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Oznacme jako K* mnoZzinu indexd aktivnich omezent z nerovnosti, tj.
K ={ke{l,...,K} | p(x*) = 0}.

Véta7.16(i)

KT Necht funkce F: RN — R, G : RN — RM, H: RN — RX jsou ti¥{dy C'

necht je bod x* € RN lokalnim extrémem UGlohy
F(x) = extr. & G(x)=0 & H(x)<0
a plati podminka kvalifikovaného omezeni v bodé x*, tj. gradienty

grad g; (x*),...,grad gm(x*), grad hy (x*), k € K*

a

jsou linedrn& nezavislé. Pak existuji multiplikdtory A € RM a p € RX

(pricemz p < 0 pro maximum a p > 0 pro minimum) takové, ze

e bod x* je stacionarnim bodem Lagrangeovy funkce, tj.
DF(x*) + ATDG(x*) + u" DH(x*) = 0,
e a plati podminka komplementarity
mhe(x*) =0 pro kazdé k € {1,...,K},
(zejména tedy px =0 pro k & K*).
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A i

Pro A = : ap= : mame p; < 0,...,ux < 0 pro maximum
A M

ap =0,...,ux = 0 pro minimum, pricemz w, = 0 pro kazdé k ¢ K*

(tj- tk = O pro indexy téch omezeni, které se v bodé x* realizuji jako

skute¢né nerovnosti, tzv. neaktivni omezent), a rovnice (16) je pak tvaru

M K
grad F(x*) + Z Am grad g, (x*) + Z e grad hy (x*) =0
m=1 k=1
neboli

M K

Fxn (X*) + Z }‘m (gm)xn (X*) + Z M (hk)xn (X*) =0

m=1 k=1

pro kazdé n = 1,...,N. Tedy (16) znamen4, Ze bod [x*, A, p] je stacio-
narnim bodem Lagrangeovy funkce

Lx, A i) == F(x) +ATG(x) + u"H(x), L:RN xRM xR¥ = R,

pricemz z (16) je vidét, ze do Lagrangeovy funkce vstupuji ve skutecnosti
pouze ta omezent, kterd se nakonec realizujt jako rovnosti.
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Poznamka Podminky na znaménko multiplikatord p < O pro maximum a p > 0
pro minimum si lze snadno zapamatovat: je to stejné jako podminka na
znaménko pro druhou derivaci (< pro maximum a > pro minimum) —
toto ovSem plati, pokud je Lagrangeova funkce ve tvaru vise, tj. s @&
u ¢lenti s omezenimi

F(x) ®ATG(x) ® " H(x) = 0.

Priklad F(x,y) = (x — 3)% + (y — 3)2 — min pfi omezeni x> +y2 < 2.
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D, A . n roo7 v v 7 , v ”, 7
Poznamka V aplikacich byva c¢asto uvazovano omezent proménngch na znaménka,

tj. napi. x, = 0 pro néjaké n =1,...,N. Uvazme tedy tlohu
F(x) »>extr. G(x)=0 & H(x)<0 & x>0~ —x<0,

Je-li bod x* € RN Fedenim a plati-li pozadavek kvalifikovaného omezent,
pak podle Véty 7.16(i) existuji multiplikadtory A € RM, p € R¥, v € RV,
pricemz p < 0,v < 0 pro maximum a p > 0, v > 0 pro minimum, tak, ze

DF(x*) + ATDG(x*) + n" DH(x*) + v D(—x) =0

tedy
DF(x*) + ATDG(x*) + n DH(x*) —v' =0,

kde py = 0 pro omezeni hy(x*) < 0,k € {1,...,K}, a v;, = 0 pro omezent
(x*)n >0, ne{1,...,N}. Celkem tedy mdme podminku prvniho ¥adu

DF(x*) + ATDG(x*) + 1 DH(x*) < 0 pro maximum,
DF(x*) + ATDG(x*) + u ' DH(x*) > 0 pro minimum

a rovnost plati pro ty souradnice, kde je (x*),, > 0.
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Poznamka Podminky 2. radu jsou analogické jako na str. 8 a ve Vété 7.9(i), ale musi
byt splnéna tzv. ostrd podminka komplementarity, tj. p > 0 pro k € X*.
Pak staci uvazovat tecny prostoru ke vSem omezenim ve tvaru rovnosti,
tj. k omezenim G(x*) = 0 (tj. gm(x*) = 0 pro kazdé m =1,...,M), a
soucasné k omezenim hy (x*) = 0 pro k € X*. (Bez ostré podminky kom-
plementarity bude uvazovany prostor mnohem komplikovanéjsi!) Pokud
mame v Uloze také omezeni na znaménko, tak je nemusime zahrnovat
mezi nerovnostni omezent (tj. zvétSovat rozmér tlohy), jestlize jsou v uva-
zovaném stacionarnim bodé tyto nerovnosti ostré (tj. tato omezent jsou
neaktivni).
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P = v Voo . 7 .. . e 7
Poznamka Zde pak vysettujeme negativni definitnost (pro maximum) nebo pozitivni
definitnost (pro minimum) pro D2ZL(x*,A*, u*). Napt. pomoci rozsirené
Hessovy matice Hapygox+n (X, A%, 1)

991 991

0 0 0 0 9x1 OXn
dgm 99m

0 0 0 0 0x1q OXn

dhy dhy

0 0 0 0 s 1
X1 Oxn

dhy dhy,

0 0 0 0 0x1 OxXn
994 dgm 9hk, Ohy, 2L 2L
ox1 %1 9% oxq ox7 Oxnxq
29, dgm Mg Ohie | _o2L 221
OXn @reim OXn OxXn 0X1Xn ox2

Pak pro maximum musi N — (|JX*| + M) VHM stiidat znaménko

det Hpt jscxon (x5, A%, 1*) musi mit stejné znaménko jako (—1)N.
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V pripadé M = 0 (tj. zaddné omezenti ve tvaru rovnosti) lze Vétu 7.16(i)
preformulovat (variace na zékladni vétu konvexntho programovant).

Véta 7.22(i) Necht jsou funkce hy € Clk=1,.. ., K kvazikonvexni a funkce F € C!

je konkavni (kvazikonkavni). Jestlize bod x* € RN spliiuje KKT podminky
DF(x*) + u'DH(x*) =0 & p<0 & pmhe(x*)=0

pro kazdé k = 1,...,K a jestlize je splnén pozadavek kvalifikovaného

omezeni, tj. vektory gradhi(x*) pro k € K* jsou linedrné nezavislé,

(a navic grad F(x*) # 0), potom bod x* je globalnim maximem funkce F.

D = 7 ’ . ’ 7 z .7 ’

Poznamka e Omezeni hy(x) < 0 pomoci kvazikonvexnich funkci udévaji konvexni
mnozinu €, do které patii body x € RN,

e Predchozi tvrzent je mozné upravit i pro pripad, ze omezent ve tvaru
rovnosti jsou zaddna pomoci funkci gi(x) = aix + b; pro a; € RN a
b; € R.

Jesté jeden vysledek podtrhujict vgznam konvexnosti mnoziny € a ostré
kvazikonkavnosti funkce F.

Véta7.22(ii) P¥edpokladejme, Ze pro problém (1) je mnoZina € konvexni a funkce F
je (ostre) kvazikonkdvni. Potom mnoZina reseni (globalnich maxim) je
konvexnt (nejvyse jednoprvkova).
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KKT v dife- Uvazme Ulohu
rencialnim F(x) = max, x € X, )
tVaI.LI V7 7 Ve . 3 7 7 7
kde pripustnd mnoZina X je zaddna systémem rovnosti a nerovnosti

X:={xePlgi(x) =0, hj(x) <O, i=1,...,M, j=1,...,K}, (3)

pficemz mnoZina P C RN je konvexni, funkce gi,...,gm afinni na P,
funkce F konkavni a funkce hy, ..., hx konvexni na P a diferencovatelné
na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) P. Necht navic platt (alespon)
jedna z nasledujicich podminek (regularity):

(i) (LNZ) mnoZina P je oteviena, vektory grad gi(x), grad h;(x) pro
i=1,...,Maj € X*(x) jsou linedrné nezévislé pro kazdé x € X;

(i) (Slaterova) M = 0 a existuje bod X € P takovy, Ze h;(x) < 0 pro
ji=1,...,K

(itt) (lineadrni) mnozina P je polyedr (“prinik poloprostort”) a funkce
hi,...,hg jsou afinni.

Pak x* je fesenim Ulohy (2) & (3) pravé tehdy, kdyz existuji multiplika-
tory A € RM a u € RX spliujict
(grad, L(x*,A, ), x —x*) > 0 pro vSechna x € P
ujhj(x*):o, ]:],,K
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e F(x,y) = (x —3)? + (y — 3)*> = min pfi omezeni x> +y? < 2.
(pokrac.)
Priklad Uvazte tlohu
F(x,y) = x> + 2xy + 2y — 10x — 12y — extr.
x+3y<8 & x*+y?+2x—2y<3.

Ovérte, zda plati v bodé& [1,2] kvalifikovanost omezeni. UkaZte, Ze bod
[x*,y*] = [1, 2] spliiuje KKT podminky 1. Fddu a rozhodnéte podle testu
druhych derivaci, zda se jedna o vazané lokalni minimum.

Priklad UZitek z konzumace x jednotek vgrobku A a y jednotek vgrobku B je

(ekonomie) dan funkct

U(x,y) =Inx+Iny.

Cena za jednotku vgrobku A je 10,- a vgyrobku B je 5-. Mame nejvgse
350,- k dtraté. Soucasné plati, ze konzumace 1 jednotky vjrobku A za-
bere 0,1hod. a 0,2hod. pro vjrobek B. Mate maximalné 8 hodin. Jak
maximalizovat uzitek?
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Py NS P v . 7 . ’
Priklad Cena ve Spickach: uvazme producenta elektrické energie, kterg pou-

(ekonomie) #ivd uhli nebo zemni plyn. Poptavka po elekt¥iné kolisad mezi $pickami,
béhem nichz je vyuzita veskerd produként kapacita, a mimospickovymi
obdobimi, kdy je k dispozici volna vyrobni kapacita. Méjme néjaky ca-
sovy interval (napf. 1 rok), kter( rozdélime na N stejné dlouhych ob-
dobi. Predpokladejme, Ze mnozstvi prodané elektrické energie v téchto
N obdobich je x1,...,xn. Necht také existuje regulator, kter( stanovi
ceny v jednotlivich obdobich na pq,...,pn. Celkové provozni naklady
v prabéhu vsech N obdobi jsou dany funkci C(xq,...,xn) a k je cel-
kové vyrobni kapacita. Necht déle D(k) znaci cenu udrzeni produkce
na urovni k. Celkovy zisk producenta je potom

N
TT(x1y..0y%XN) = E pixi — C(x) — D(k).
i=1
Protoze nelze prekrocit kapacitu k v zadném okamziku, plati omezent
x1 <k,...,xn < k. (4)
Uvazme problém nalezent x; > 0,...,xn = 0,k > 0 tak, ze maximalizu-

jeme zisk za omezent (4).
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Uréete F(x,y) = 2x*+2xy+y2—20x—14y — extr. za omezeni x+3y < 5
a2x—y<4

Video: = © [J https://mpevpam.page.link/VE8U

Zapisnik: & © [A https://mpevpam.page.link/AhQK

Uréete F(x,y) = x?/2 —xy +y? — 2x +y — min za omezeni x +y < 3,
2x—y<4,x=20ay=0.

Video: 1= © OJ https://mpevpam.page.link/tuHo

Zapisnik: &= © https://mpevpam.page.link/zL9s

Uréete F(x,y) = xy — max za omezenix+y > 6, x >0,y > 0.
Napiste Kuhnovy-Tuckerovy podminky 1. fadu pro dlohu F(x,y,z) =
—x3 +y> — 2xz> — min za omezen{ 2x +y? +z =5, 5x* —yZ —z > 2,

x > 0 a z > 0. Ukazte také, ze bod [1,0,3] je bodem lokalntho minima.

Uréete F(x,y) =y? +x+ 1 — min za omezeni x> —y> <1 ax>0.
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44 . T NMer . o v o , ,
Priklad Firma vyrdbéjicl letadla je mlze provozovat ve dvou rézn(ch zemich.

(ekonomie) Naklady na provoz x > 0 kus(i letadel v zemi A jsou Ca(x) = In(1 +
3x/100). Naklady na provoz y > 0 kusl letadel v zemi B jsou Cg(y) =
2In(1 +y/100). Firma chce rozdélit svoji produkci mezi x a y tak, aby
minimalizovala své celkové naklady na provoz pri vgrobé nejméné q kust
letadel, kde g > 0.

(i) Ukazte, ze optimalni volba x a y must byt resent jistého optimali-
zac¢ntho problému s ,omezenim na znaménko*.

(i) Ukazte, Ze v zavislosti na hodnoté q existuje jeden, dva nebo tii
kandidati na resent tohoto problému.

(iii) Ukazte, ze v optimdlnim pripadé ma firma dodavat letadla pouze do
zemé A, je-li q pro jistou kritickou hodnotou g*, a pouze do zemé B,
je-li g > g*.

(iv) Urcete minimdlni naklady v zévislosti na q a ukaZzte, ze tato funkce
nent diferencovatelna v bodé q*.
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Nyni budeme hledat maximum funkce na mnoZziné uréené pomoci omezeni ve tvaru rov-
nosti, pricemz tcelova funkce i funkce zadavajict omezent bude zaviset na ,néjakgch”
parametrech, tj.

F(x;p) - max, F:RN xRS =R

91(x;p) =0
G(x;p)=0, G:RN xRS RM (5)
P=(p1,...,ps) € RS...parametry

gm(x;p) =0

Je-li x* = x*(p) feSent Glohy (5) (to také zavisi na hodnoté parametru p), pak dosaze-
nim tohoto feseni x*(p) do Gcelové funkce F dostaneme jeji optimalni (max.) hodnotu

F(x*(p); p) na dané pripustné mnoziné. Tato optimalni hodnota opét zavisi na para-
metrech p a naz(gva se funkci optimalni hodnoty (value function)

v(p) = F(x"(p)ip) (téZv(p) ~ F*(p))

Otdzka: jak se zméni hodnota v(p) pri zméné parametrd p? Jingmi slovy, jaka je
zavislost funkce v(p) na parametru p? A pro¢ by nds to vlastné mélo zajimat?
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Nejdiive uvazme llohu bez omezeni, tj. pouze
F(x; p) — max.

Pokud pro jednoduchost pripustime, Ze vSechny niZe potfebné derivace
existuji, pak s pomoci pravidla pro derivovan( slozené funkce dostaneme

Dpv(p) = F(x*(p)ip) Dpx*(p) +DpF(x*(p);p).
—_———
=0 pro max. (i min.)
Dostdvame tedy

0 0
ain(pJ ope
coz je specialnt pripad tzv. ,Véty o obalce”: zména funkce optimalni hod-
noty vzhledem k parametru p je tudiz déana pouze primou zménou funkce
F v parametru p (vyhodnocenou v optimalnim reseni) a jiz ne zménou
funkce F v proménné x. Zejména tak v pfipadé jednoho parametru p € R
plati, ze

Dyv(p) = DpF(x*(p)ip)y - F(x*(p)ip),

v(p +Ap) ~v(p) + %F(X*(p); p) Ap.

Obecné pro p € R® mdme priblizng odhad

) )
v(p+A4p) = v(p) + ——F(x*(p)ip) Apr + - + ——F(x"(p); p) Aps.
op; 0ps
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» M . Voo v ’ v . . o«
Priklad Firma uréuje mnozstvl zbozl x na vstupu tak, aby maximalizovala svj
(ekonomie) zisk dang funkct
ph(x) —wx,

kde h je vgrobni funkce (uréuje poclet v(robkii/zbozi na vystupu pri
vstupu x), p je prodejni cena za jeden vyrobek a w jsou naklady na
vyrobu jednoho vyrobku. Chceme tedy

max F(x; p) == ph(x) —wx

bez dalSich omezent. Je-li x*(p) optimalni FeSent (tj. maximum), pak ma
funkce optimalni hodnoty funkce tvar

v(p) = F(x*(p); p) = ph(x"(p)) — wx*(p).

V tomto pripadé lze maximum najit standardnim zptsobem z podminek
prvntho a druhého fadu, tj.

0=D,F(x;p) =ph/(x) —w = h/(x)=

w
p )

coz by po vyreseni dalo hledané x* = x*(p).
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P Ve v 7. v 7 . 7 v r ’
I “klf‘d P¥i znateni "= L pak v souladu s predchozimi vgpoéty dostévéme
(ekonomie; P

pokrac.) d

v(p) = E{P h(x*(p)) —wx*(p)] = h(x"(p)).
Je-li tedy x*(p) optimdlni pocet vgrobkd na vstupu maximalizujici zisk
pii cené p za vygrobek na vystupu, pak se aktudlni maximalni zisk mént
presné stejné jako pocet vgrobkl h(x*(p)), kterg se ma z téchto x*(p)
vyrobkd vyrobit.
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Priklad Jakg bude mit vliv zvgSeni hodnoty p na hodnotu maxima funkce
F(x;p) = —x* + 2px + 4p??

Dy M V7 ,
Priklad Uvazte F(x;p) = —p3x* + 15x3 — eP x? + 17 — max bez dal$ich omezeni
a pro p v okolt 1.
» N .
Priklad Hotellingovo lemma.
(ekonomie)
» N v 7o L . Ve ’ ’ Ve ’ v .
Priklad Brnénskd firma vyrdbi mikroc¢ipy. Nékladova funkce pfi virobé y mik-
(ekonomie) ro¢ipt je c(y), pficemz ¢’(y) > 0 a c¢”’(y) > 0. Cast produkce v poméru

daném 1—a (0 < & < 1) z vyrobengch mikrocipt je vadna a nelze ji pro-
dat. Zbytek je prodadn za pevnou cenu p, nebot trzni prostrednt je velmi
konkurencnt. Jak se projevi zvgsent kvality produkce na zisku firmy?

D A v v 7 . 7.
Poznamka Pro¢ ,Véta o obélce” (geometricka interpretace)?
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Veéta7.34(() Necht v(p) je funkce optimalni hodnoty pro problém (5). Predpokla-
dejme, Ze funkce v : RS — R je diferencovatelnd v néjaké hodnoté pa-
rametru po € RS a Ze A € RM je Lagrangetiv multiplikdtor p¥islu$ny
optimalnimu feseni x*(po) pro hodnotu parametru p = po, tj.

D F(x*(po)i Po) + AT DxG(x*(po); po) = 0.

Potom plati rovnost

Dyv(Po) = DpF(x*(Po)iPo) +ATDpG(x" (Po);i Po), (6)
tj. »
0 F 0gm , .
3oy P0) = gy (€ (Pe)iP) + 3 An R (¢ (po)io)

pro kazdé i=1,...,S.
Poznamka Vztah (6) vlastné znamena, ze
DpV(Po) = DpL(X*(Po);Po)»

kde L(x;p) = F(x;p) + ATG(x;p) je Lagrangeova funkce, tj. derivujeme
ji vzhledem k proménné p (soucasné proménnou x povazujeme za kon-
stantni) a pak dosadime za x = x*(po) a p = po.
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(ekonomie)

Priklad

(ekonomie)
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Ekonomicka interpretace Lagrangeovich multiplikator(i ~» stinova cena.

UvaZzte maximalizaci uZitkové funkce
u(x) — max

s omezenim (p, x) = m, kde x € RY je vektor zboz{/komodit, p je vektor
cen a m je prijem/bohatstvi zakaznika.

Uvazte firmu uzivajict K jednotek kapitalu a L jednotek prace k produkci
F(K,L) jednotek zboZi. Cena kapitélu je r a cena prace je w. Uvazujme
problém minimalizace nakladu

min C = rK + wL

za podminky F(K,L) = Q, kde chceme najit hodnoty K a L, které mi-
nimalizuji ndklady na produkci Q jednotek. Necht C* = C(r,w; Q) je

. 7 ’ 3 v RS & &S
funkce optimalni hodnoty pro tento problém. Uréeme 25~ 2€~ 5 9C°
or ow 9Q
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