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Funkce vice
promén-
ngch

Defini¢ni

obor

Kuzelosecky
a kvadriky

ZAKLADNI POIMY

Pomoci funkce jedné proménné mizeme mit funkci poptavky q = f(p),
kde velikost poptavky zavist pouze na cené — to ale nent prilis realné.

Lépe q = f(p1,P2,y), napt. funkce poptévky s konstantni pruznosti je

dana jako q = f(p1,p2,Y) = ki1 p] ' p3'2y®", tj. pomoct

f:R*"—R
Pozndmka ke znacent proménngch n =2, n =3 an > 3).

Funkce f je jednozna¢né uréena udanim defini¢ntho oboru D(f) a pred-
pisem, ktery kaZzdému bodu x = [x1,...,x,] € D(f) prifadi hodnotu
f(x1,...,xn). Pokud je predpis dan vzorcem a neni udan defini¢ni obor
D(f), pak jej chdpeme jako mnoZinu v8ech bodli x € R™, pro nez ma
tento vzorec smysl.

K vysetrovant defini¢nich obort (pripadné grafickému znadzornovant dal-
Sich vlastnosti) funkct vice proménnych si pripomernme analytickéd vyja-
dfen{ (v tzv. normalnim tvaru) nékterych diileZitgch obrazcti z R? (kuZe-
losecky) a R3 (kvadriky).
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Kuzelosecky
Kruznice

@

¥ +y? =12 kruznice

2 2
XZ +2 =1 elipsa
az b2
X2 2
primie i 1 hyperbola
x* +2py =0 parabola
Y2+ 2px =0 parabola
X2 y?
Pyl 0 dvojice redlnych rtiznobhézek
x2—c2=0 dvojice redlngch rovnobézek

x* =0 dvojndsobna primka

kde pro konstanty platt a,b,c,7 > 0, p # 0. Obrazky jsou prevzaty
z http://goo.gl/qb5YKo.
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ZAKLADNI POIMY

Kvadriky (i) Pro vdechny nize vystupuijici konstanty plati a,b,c,d,r > 0, p,q # 0.
Obrazky jsou prevzaty z http://goo.gl/6rrX5p.

\

Kulova plocha: X +yt+22 =1

S ( M\ X Y z¢
Elipsoid: K\i ) = + = + == 1

X
Jednodilng hyperboloid: 2 P = Z
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Hyperbolicky paraboloid:

Rotacni valec:

Elipticky valec:
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ZAKLADNI POIMY

Kvadriky
(iv)
2 2
& ot i x Y
Hyperbolicky valec: I 1
Parabolicky valec: y? = 2px nebo x? = 2qy
X2 oyt 22 o )
I e ey =0 dvojnasobny bod
a b c
Xy o
— +=5=0 dvojnasobna primka
a?  b?
x*y? L .
—= =0 dvojice rtiznobéznych rovin
az b?
x*—d*=0 dvojice rovnobéznych rovin
x* = dvojndsobna rovina
PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolA 4
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ZAKLADNI POIMY

Priklad Urcete a nacrtnéte definiént obory funkct

_x+y
x—y’

(c) f(x,y) = arcsin(x* +y? —2),

(@) flx,y)

—u2
() fx,y) = s

o -2 — )’

(d) flx,y) = \/(X2 4 @ —1)(x% + y2 — 6x).

Graf funkce Grafem funkce f rozumime mnozinu

— n+1

G(f) = {[x1,...,xn,f(x1,...,xn)] eER ’ [X1y.-eyXnl € D(f)}

(tedy hodnotu f(xq,...,%,) chdpeme jako n + 1 soutadnici).

P A . M . . .
Poznamka Pro n = 2 si lze graf funkce f : R? — R predstavit jako rovinu neho
jejt €ast zakfivenou v R3. Ov8em pro n > 2 iz tuto moZnost nazorné
predstavy ztracime, a proto graf funkce ztract na vjznamu jako prostre-
dek k ziskant predstavy o chovani funkce n proménnych. Jeding graf

funkce trt proménnych, ktery jesté dokazeme ,zndzornit" je graf funkce
f(x,y,2) =0 (co je jejim grafem?).
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Necht funkce f: R? — R je ddna predpisem f(x,y) =1+ /1 —x2 —y2.
Nacrtnéte jeji graf.

Pro n = 2,3 mlizeme ziskat docela dobrou predstavu o grafu funkce jiz
pomoci vrstevnic.

Nacrtnéte vrstevnice pro funkce

(@) flx,y) = x? —yz, (b) flx,y) = o2x/(x?+y?)
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ZAKLADNI POIMY

Dy ’ . v o . .
Priklad e Pomoci vrstevnic a fezli rovinami py., py. zobrazte graf funkce

f(X)UJ =V x? +y2'
e Zobrazte v R3 graf funkce f(x,y) = z—i + g—;, kde a,b > 0.

e Zobrazte v R? graf funkce f(x,y) = /4 —x2 —y2.

Funkce mohou mit it mnohem komplikovanéjsi chovant, ackoli jsou zadany
jednoduchym predpisem.
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/8(sin(x?) 4 cos(y?))

)

+y?

(2
z=e
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sin(x) + 2sin(y)

z =
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24y e~ (x?+y?)

z = (4x
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LIMITA A sPoliToST

Hromadny Pro nasledujict definici limity potrebujeme, aby uvazovana funkce byla
bod definovéna alespon v jednom bodé libovolné malého ryziho okoli da-
ného bodu z defini¢ntho oboru. To znamena, ze budeme uvazovat pouze
hromadné body defini¢ntho oboru (=bod, jehoz kazdé ryzi okoli obsahuje
alespon jeden bod z této mnoziny — v takovém pripadé jich obsahuje do-
konce nekonec¢né mnoho). Hromadny bod maze (ale nemust) byt prvkem
dané mnoziny (je to bud vnitini nebo hrani¢ni bod).

Definice 4.17(0)  Necht x* je hromadngm bodem D(f). Rekneme, Ze funkce f : R™ — R m4
v bodé x* € (R*)™ limitu L € R* = R U{zo00}, jestlize ke kaZzdému okoli
O(L) bodu L existuje ryzi okoli O*(x*) bodu x* takové, Ze pro kazd(§ bod
x € 0*(x*) N D(f) plati f(x) € O(L). V takovém, pripadé pisSeme

lim f(x)=L.

xX—x*

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolA 4 23. ZARi 2020 17 / 68


mailto:zemanekp@math.muni.cz

LIMITA A sPoliToST

Limita funkce vice proménngch méa podobné vlastnosti jako v R. Pro
jednoduchost jsou tvrzeni zformulovana v R? (analogickd tvrzen{ plati
ale i ve vyssich dimenzich).

Véta 4.18(i) Necht f, g : R? — R jsou funkce dvou proménnych.

e Funkce f méd v bodé [x*,y*] nejv(se jednu limitu.

e Necht platt
lim f(X)U) =L & lim Q(X»y) =L,
(xyy)—=(x*,y*) (xy) = (x*,y*)
kde Ly,L, € R. Pak pro kazdé cq,c, € R plati
lim )[cﬁ(x,y)—b—czg(x,y)] =c1L; + el

(x,y) = (x*,y*

lim [f(x,y) g(x,y)] = L;L,.
(y) = (x*,y*)

Je-li L, # 0, pak také
li f(xay) _ L
m = —.
)=y g(x,y) L

Priklad Vypoctéte limity

(a) lim xty+l

72 2
— D im Y
l |
(x,y) (],O)X—i—y_i_s’ ( ) |

(u)=0,0) /X2 +yZ+1—1
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LIMITA A sPoliToST

AU Necht f, g,h : R? — R jsou funkce dvou promé&nn(ch.

o Necht lim y)— x*,y=) f(X,y) = 0 a funkce g je ohranic¢ena v néjakém
ryzim okoli bodu [x*,y*] (tj. existuje konstanta K > 0 takova, Ze plati
lg(x,y)| < K v tomto okoli N D(f)). Potom

lim — f(x,y)g(x,y) =0.
(x,y) = (x*,y*)
e Necht h(x,y) < f(x,y) < g(x,y) v néjakém ryzim okoli bodu [x*,y*]
a soucasné platt
lim h(x,y) = lim g(x,y) =L.
(x,y)—=(x*,y*) (xy) = (x*,y*)
Pak také
lim f(x,y) =L.
(xy)—=(x*,y*)
e Ma-li funkce f v bodé [x*,y*] € (R*)?2 N D(f) vlastni limitu, pak
existuje ryzi okoli bodu [x*,y*], v némz je funkce f ohraniéena.

Priklad Vypoctéte limity
@  lim  (x+u)sinssins, (B} in ]
a m X Sin — sin — D m sSin —.
V) Slo,e) TSNS SN ()3 0,002 " x
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LIMITA A sPoliToST

Zasadnt rozdil mezi limitami v R a v R™ pro n > 2 spociva v dimenzi okoli limitniho
bodu. U funkce jedné proménné jsme se do limitntho bodu mohli bliZit pouze po pfimce
(zprava nebo zleva, pokud se rovnaji, mad funkce limitu), zatimco u funkce dvou a
vice proménnych se do limitntho bodu mizeme dostat v nekone¢né mnoha smérech
— po primkach, parabolach, kubickgch k¥ivkéach, ... OvSem existence limity musi byt
nezavisla na cesté, po které se do limitntho bodu blizime.

Pokud se nam tedy podafi najit dvé riizné kiivky takové, ze pii priblizovant do limitniho
bodu po téchto kiivkach dostaneme rlizné (¢astecné) limity (ty bude obvykle mnohem

vy Ve

jednodussi urdit), tak samotna limita nemtZze existovat.
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LIMITA A sPoliToST

Obvykle se za tyto kiivky voli primky y = k(x—x*)+y* (typicky y = kx).
S jejich pomocti lze ukdzat neexistenci limity (pokud vraz zavisi na k).

Py v v 7 PV T . .
Priklad Ukazte, ze nasledujict limita neexistuje
x2y?
Im ﬁ.
(x,y)—=(0,0) X* +Y

Ovsem to, Ze v(sledna limita nezavisi na k pro libovolnou pfimku, jesté
neznamend, ze dana limita existuje (museli bychom vysetfit vSechny
mozné kiivky).

Py v v 7 VN T . .
Priklad Ukazte, ze nasledujict limita neexistuje

3x2
im Y
(x,y)—(0,0) x* + y?
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LIMITA A sPoliToST

Necht f : R? — R je funkce dvou promé&nnych. Pak limita ve smyslu
Definice 4.17(i) se nazgvé dvojnd. Limitni proces také mizeme aplikovat
postupné.

Dvojnasobna  Necht f: R? — R je funkce dvou prom&nngch. Pak limity

limita
Ly = Iim*( Iim* f(x,y)) & Ly= Iim*( Iim* f(x,y))
X=X y—y y—y X—X
se nazyvaji dvojnasobné (téz postupné).
Jaky je vztah mezi Ly, Lyx a L= lim(y ) (x=,y*) T(x,Y)?
Véta 4.22(i) (i) Necht existuji limity Ly, a Lyx takové, Ze Ly, = Lyx. Pak limita L
nemust existovat.
(ii) Necht existuje limita L. Pak L,y a L,x nemust existovat.
(iit) Existuji-li limity Lyy, Lyx @ L, pak Lyy =Lyx =L
(iv) Necht existuji limity Ly, a Ly takové, Ze L.y # Lyx. Pak limita L
neexistuje.
Poznamka Posledni ¢ast predchozi véty nam dava nutnou podminku pro existenci
limity L.
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Vypoctéte limity

5x* —3y? xsin 1 +y

a im —_—, b im
) (x,y)—(0,0) X% + 2y? ) (xy)—(0,00 xX+Yy
. o1 1 .
c) lim (xsm — +ysin —), d) lim %
(x,y)=(0,0) Y X (x,y)—(0,0) X% + 2y



mailto:zemanekp@math.muni.cz

Ovsem vypocet konkrétni limity v R™ miZe byt zna¢né obtizné (zejména
kdyZ? nemdme ani ['Hospitalovo pravidlo). Velmi Gi¢inngm néstrojem v R?
je tzv. transformace do polérnich soufadnic

x=x"+pcose Y=y +psine,
kde [x*,y*] je limitni bod, p € [0,00) popisuje vzdalenost bodu [x,y]
od pevného bodu [x*,y*] a ¢ € [0,27) je thel, kterg svird polopiimka
z bodu [x*,y*] prochazejici bodem [x,y] s kladnou &asti osy x.
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LimMITA A sPojITOST
D, 24 . , . 3 ’ v . ,
Poznamka Zejména pokud po transformaci do polarnich souradnic platt

lim_ . fooy)=lim hie)g(p),

()= (x*,y*)
kde lim,_0+ g(p) =0 a funkce h(@) je ohranicena pro ¢ € [0,2m), pak

lim f(x,y) =0.
(xy)—=(x*,y*)
Pomocti transformace do polarnich soufadnic prevedeme v(pocet limity
funkce dvou proménngch na vypocet limity lim,_,o+ g(p), k cemuz jiz
mdézeme vyuzit i l'Hospitalovo pravidlo.

Priklad Vypoctéte limity
3 3 2
0 X . X
(a) lim %, (b) lim ziyz'
(xy)=(0,0) X2 +y (x%y)=(0,0) X* +y
2 2
x"+y—1 .
(©) m AUZUY g g e
y)—=(0,1) X2+ (y—1T1) (x,y)—(0,0)

D, = v - N
Poznamka Podobné lze postupovat i v R3, kde se vyuZivd transformace do

sférickych souradnic

x=x"+pcos@sind y=y*+psin@sind, z=2z"+ pcosd.
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Spojitost v
bodé

Poznamka

Priklad

Poznamka

LIMITA A sPoliToST

Rekneme, %e funkce f: R™ — R je spojitd v bodé x* € R™, jestlize plati
jedno z nasledujicich tvrzent
(@) bod x* je hromadngm bodem defini¢niho oboru D(f), existuje v tomto
bodé vlastnt limita a platt
lim f(x) = f(x*);

X—=x*

(b) bod x* je izolovangm bodem defini¢ntho oboru D(f).

e Z Casti (a) vyplgva, ze f musi byt definovédna v bodé x*, musi mit
v tomto bodé limitu a tato cisla si musi byt rovna.

e Cast (b) zahrnuje body, v nichz nelze limitu poditat.

Urcéete body nespojitosti funkct

@) oy = ot () o) =

sin(x?y + xy?)

cos(x—y)
Necht funkce f:R™ — R je spojitd v hromadném bodé x* € D(f) C R™.
Pak existuje okoli O(x*), ve kterém je funkce f ohranicend (tj. existuje
&slo K > 0 takové, Ze pro vdechna x € O(x*) N D(f) plati [f(x)| < K).
Je-li navic f(x*) # 0, pak existuje okoli O(x*), ve kterém funkce f neméni
znaménko.
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Priklad
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LIMITA A sPoliToST

Je-li funkce f:R? — R spojitd v bodé [x*,y*], pak jsou spojité i funkce
jedné proménné g(x) = f(x,y*) a h(y) = f(x*,y). Tedy spojitd funkce
dvou proménnqch je zaroven spojitou funkct v proménné x pri konstant-
nim y a také spojitou funkci v proménné y pri konstantnim x (analogické
tvrzenti platt i pro funkce vice proménnych). Opacné tvrzent ale neplati.

Rozhodnéte o spojitosti funkce

0 xy#0
f(X>U) = ’
1 xy=0.

V4

™~ 1
~

0
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Rozhodnéte o spojitosti funkci

A pro byl £ 00,01,

f(x,y) =
(a) f(x,y) {0 pro [x,y] = [0, 0];

(b) f(x,y) = X_jz%y; pro [x,yl # [0,0],
’ 0 pro [x,y] = [0,0].
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Nynt se podivdme blize na nékteré vlastnosti spojitych funkci dvou pro-
ménnych (analogickd tvrzeni plati i pro funkce vice proménnych).

Limitnt vztah z predchozi definice chdpeme takto: ke kazdému & > 0
existuje & > 0 takové, Ze pro kazdé (x,y) € Os(Ix*,y*]) N M plati
f(x,y) € Oc(f(x",y*)).
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LIMITA A sPoliToST

Z teorie funkct jedné proménné zndme (Weierstrassova véta):

Je-li funkce f : R — R spojitd na uzavieném intervalu (jednostranna
spojitost v krajnich bodech intervalu), pak funkce f je na tomto intervalu
ohrani¢end a nabyva zde své nejvétsi i nejmensi hodnoty.

MitasS (i) Necht funkce f : R> — R je spojitd na uzaviené a ohrani¢ené mnoziné
M C R?. Pak funkce f je na mnoziné M ohrani¢end a nab(va zde své
nejvetsi i nejmenst hodnoty (tj. existuji ¢isla m, M € R takova, ze m < M
am< f(x,y) < M pro kazdé [x,y] € M).
Pfiklad Rozhodnéte, zda funkce

leiyz pro [X)y] 7é [Oa O]a
0 pro [x,yl = [0, 0],

nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na mnoziné M : x* + y2 < 1.

f(X»U) =
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LIMITA A sPoliToST

Z teorie funkct jedné proménné zndme (Bolzanova véta):

Je-li funkce f spojitéa na uzavieném intervalu [a, b] (jednostrannd spoji-
tost v krajnich bodech intervalu), pak funkce f nabgva vsech hodnot mezi
svoji nejvétsi a nejmensi hodnotou (tj. pro libovolné body x1,x, € [a,b] a
Cislo ¢ leZicl mezi f(x1) a f(x;) existuje x3 € [a, b] takové, Ze f(x3) =c).

Otevi‘end mnozina A se nazyva souvisld, pokud libovolné dva body z A
lze spojit lomenou carou, kterd lezi cela v A.

Veta 4.31(1) Necht funkce f: R? — R je spojitd na oteviené souvislé mnoziné M C

R2. Necht pro body A,B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kazdému &islu
¢ lezicimu mezi hodnotami f(A) a f(B) existuje bod C € M takovy, ze
f(C) =c.

Zejména pro f(A) f(B) < 0 existuje C takové, Ze f(C) = 0.
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Jak
derivovat
v R??

Vice pro-
ménnych

DEerivovani v R™

FROR  F) = lim 1))

X—x* X — X*
Necht funkce f : R? — R je definovdna v bodé [x*,y*] a né&jakém jeho
okoli. PoloZzme @(x) = f(x,y*). Ma-li funkce @(x) derivact v bodé x*,

nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé [x*, y*]

a oznacujeme ji jako fy(x*,y*) nebo f’ (x*,y*) nebo %(x*,y*). Tedy

fx(x*)y*) — ||m ||m f(X»U )_f(x »Y )

x—x* X — XxX* xX—x* X — XxX*

P odobné, ma-li funkce = f(x* derivaci v bodé *, nazgvame ji
)

parcidlni derivaci funkce f podle proménné v bodé [x*,y*] a oznacu-

I I I )

jeme ji jako fy(x*,y*) nebo f{J (x*,y*) nebo g—;(x*,y*).

Pro nas budou dilezité predevsim vlastni derivace, proto budeme slovem
Jderivace” vzdy mit na mysli ,vlastni derivaci”.

Parciélnt derivace pro funkce n proménngch se definuji zcela analogicky.
Pro f(x1,...,%n) a vhodnyg bod [xj,...,x}] definujeme

n

* * * * *
af( . e i Xy e Xy Xy Xy e ey X0 ) — F(XT, -0, X3
(X7, x0) = lim . ,
0x; X=X} g =%

1
kde i e{1,...,n}
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DEerivovani v R™

Véta 4.34(i) Necht funkce f,g : R™ — R maji parcidlni derivace podle prom&nné
xi, kde i € {1,...,m}, na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil,
soucin a podil (pokud g(x) # 0) md na M také parcidlni derivaci podle
xi, pricemz pro vSechna x € M platt

d _of dg
3 (M) £ 0] = 5 -(x) & 52

9 It g(x)] = ( of (x))g(x) () 22 (x),

0x; (0 00Xy

(x),

2 <f(x)) (EE0) 9t — 00 22 ()

i \ g(x) g% (x)

» 44 v, v . y . ,
Piklad Vypoctéte parcialni derivace funkct

(a) f(X)U) = arctg %v (b) f(XaU] = XU) x> O)

(€ flx,y)=(x*4+1y2)32 vbodé [1,1], (d) f(x,y)=xIn(x*—1y?),

2 2
(e) f(X1 pooo )Xn) = Mex1 toetxn
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DEerivovani v R™

GEOMETRICKY VYZNAM PARCIALNI DERIVACE

3

My

z=f(x,y)

Y=Y

1" Obrazek prevzat z: J. Kuben, 5. Mayerové, P. Ratkova a P. Sarmanova, Diferen-

cidlni pocet funkci vice proménnijch, dostupné z http://goo.gl/ss160K. T

— Obrazek prevzat z: Z. Dosl4, R. Plch a P. Sojka, Diferencidlni pocet funkci vice

(xo0, Y0)

proménnych, dostupné z http://goo.gl/x9eRgT. —

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNnO)

ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ

Priinikem roviny 7w : y = y* a plochy
dané jako graf funkce f(x,y) je
kiivka vy, kterd je grafem funkce @(x).
Pak parcidlni derivace fy(x*,y*)
udava smérnici te¢ny t; k této kiivce
v bodé M* = [x*,y*, f(x*,y")], t.
tg o=, (x*y*).

Analogicky parcialni derivace
fy(x*,y*) urcuje smérnici tecny
t, vedené bodem M* ke kfivce,
ktera vznikne prlnikem  roviny
x = y* a grafem funkce f(x,y), tj.
th:fy(X*)y*)~ 2

z=f(x.y) '
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DEerivovani v R™

Z teorie funkct jedné proménné zndme:

Ma-li funkce f: R — R v bodé x* vlastni derivaci, pak je v tomto bodé
spojitd. Opacné tvrzent jiz neplati (napf. f(x) = [x|). PoZadavek exis-
tence ,vlastni” derivace je dilezity, nebot pfi existenci pouze nevlastni
derivace tvrzeni nemusi platit (napt. f(x) = /x vs. f(x) = sgn(x) pro
x* =0).

D 25 v .z ’ . ’ v ’ 7 ’
Poznamka Ovsem pro parcidlni derivace funkce vice proménnych podobné tvrzent
jiz neplati. Napr. funkce

0 xy#0,

f(x =
(xy) 1 =0

neni spojita v bodé [0, 0]. Ovsem plati f,(0,0) =0 a fy(0,0) = 0.

Toto je ale zcela prirozené, nebot parcidlni derivace nam davaijt infor-

mace pouze o chovant dané funkce ve smérech rovnobéznych se sourad-

nymi osami, pricemz v jinych smérech maze byt chovani i ,velmi divoké*.
Véta 4.36(() Ma-li funkce f : R? — R ohrani¢ené parcidlni derivace na oteviené
mno%iné K C R?, je funkce f na mno%iné K spojita.
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Z teorie funkct jedné proménné zndme:

Necht funkce f,g : R — R majl vlastni derivace v kazdém bodé otevie-
ného intervalu (a,b). Jestlize pro vdechna x € (a,b) plati f'(x) = g’(x),
pak se funkce f, g lis{ o konstantu, tj. existuje Cislo ¢ € R takové, ze
f(x) = g(x) + c. Zejména jestlize f(x) = 0 na (a,b), je f na (a,b) kon-
stantnt.
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DEerivovani v R™

Podobné jako pro funkce jedné proménné miazeme uvazovat i ,derivace
derivact” (nynt ovSem mame riizné permutace).

Pokud existuje fy ve viech bodech néjaké mnoziny M, pak dostavame
na M novou funkct fy(x,y), jejiz defini¢ni obor je D(fy), pfi¢emZ obecné
platt D(f) # D(fy) (napt. f(x) = v/x +sinxy). Pro tuto funkci mizeme
také uvazovat parcialni derivace.

Parcialni Necht f : R? — R a [x*,y*] € D(f). Existuje-li parcidlni derivace
derivace funkce fy(x,y) podle proménné x v bodé [x*,y*], nazgvame ji parcialni

druhého derivact druhého ¥adu podle proménné x funkce f v bodé [x*,y*]
radu o . o o o o Al .
< znadime jako fyy (x*,y*) nebo 2 ax2 £ (x*,y*). Existuje-li parcidlni derivace
funkce fy (x podle proménné y v bodé [x*,y*], nazgvame ji smiSenou
x bl ) —_—
parcidlni derivaci druhého adu funkce f v bodé [x*,y*] a zna&ime jako
* * * *
fy (x*,17) nebo 2L (x*,y*).
P A s ’ . 7 vz . o
Poznamka e Parcidlni derivace druhého fadu fy,(x*,y*) a fyy(x*,y*) jsou defi-

novany zcela analogicky.

Parcialnt derivace m-tého radu (m > 3) definujeme jako parcialnt
derivace derivaci (m — 1)-ho fadu. Kolik ma funkce f : R™ — R
derivact m-tého radu?
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DEerivovani v R™

» M Vv .z ’ . 7 v 7
Priklad Vypoctéte parcidlni derivace druhého fadu pro funkce

(@) f(x,y) = arctg %, (b) f(x,y) =xY, x>0.

P v ~ v .
Al UkaZte, Ze funkce u(x,y,z) = ———— spliiuje rovnost Uy + Uyy +
Vx2+y2+z2
u,, =0.
Zalezi u smiSenych parcidlnich derivact na poradi derivovani?
Dy Vv v 7 .z , . 7 vz v
Priklad Vypoctéte smisené parcidlni derivace druhého Fadu v bodé [0,0] pro
funkci .,
B
Yo [xyl#0,0]
f(X»H) = %
0 [x,yl = [0,0
Youngova Ma-li funkce f : R™ — R spojité parcialni derivace druhého adu na ote-
veta viené mnoziné v R™, pak na této mnoziné pro libovolnou dvojici indext
i,j platt
0% f 9% f

aXin anxi
(tedy smiSené parcidlni derivace druhého rfadu jsou zaménitelné).
Pro n = 2 je véta znama spiSe jako Schwarzova. Tvrzent lze indukci

rozsirit i na derivace vyssich rada.
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DEerivovani v R™

S'“é"o"é Necht f: R™ — R, x* € D(f), @ € R™ a @(t) = f(x* + tii). Potom (p’(O)
derivace se nazyva smérovd derivace funkce f v bodé x* ve sméru vektoru T, tj.
t) — (0 f(x* + ti) — f(x*
) = 0/(0) — fim @ =@(O) _ " 40) — 1)
t—0 t t—0 t

Véta 4.40(() Vzhledem k tomu, Ze i smérova derivace je vlastné definovana jako ohy-
cejnd derivace funkce @(t), plati pro jeji pocitani nasledujici pravidla.
Necht pro x* € R™ existuje fg(x*) a ga(x*), pak

e pro kazdé c € R existuje f.q(x*) a plati feq(x*) = ¢ fz(x*),

o (f£g)alx’) = falx) & galx"),
o (fg)alx") = falx") g(x*") + f(x") gu(x"),
. (j) ) = Tl 90 —F) gale') oy g

9/a g% (x*)
Spojitost fgy(x*) a fyg(x*) zarucuje jejich rovnost (,Youngova véta“).

Poznamka Vedle téchto identit jiz vSak nemust platit aditivita smérovych derivact
vzhledem k vektordm uréujicim smér derivace. Jestlize existuji fz(x*) a
f3(x*), nemusi existovat faiv(x*). A L kdyz existuje fgig(x*) maze byt

fapv(x*) # fa(x*) + fy(x*). Ovsem plati:

Necht f;(x*) je spojitd v néjakém okoli O(x*) bodu x* a necht existuje
f5(x*). Potom plati fg,5(x*) = fa(x*) + fy(x*).
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Geometricky vjznam smérové derivace: tg o = fz(x").

R
N

R

N
N

N
TR
R
NN
R

Parcialni Parcidlni derivace 1. fadu odpovidaji smérovgm derivacim ve sméru vek-
derivace tor(l i = e;.

NS \ipE VPAM: Karrous ¢ P ——
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DEerivovani v R™

Priklad Vypocdtéte smérovou derivaci f;(x*,y*), je-li déno:

(a) f(XaU) :Xz —3Xl_,j _21:]2) [X*JJ*] = [_])”a U= (2)_1)T>

(b) f(X»U) = arctg(xz +Uz)> [X*)U*] = Ha_”a U= (])2)T>

Xz _yz * ok = T
(C) f(X,y) = m) [x Y 1= “)”’ u= (2)]) )
(@ 0oy =xyn o, byl =123], d=(1,-2)7,
S [yl #00,0]

) flx,y) =4 v O "k yt=10,00, 1= 3,1)7.

(e) f(xy) {0 b, y] = [0, 0, 'Y 0l (3,1)
Priklad Necht

xy (x+y)
fx,y) = e [x, yl # 10,01,
0 (x,y] = [0,0]

x*y*] = [0,0], @ = (1,0)T a ¥ = (0,1)7. Ukazte, Ze existuji fz(0,0),
5(0,0), far3(0,0), avdak fg5(0,0) # fz(0,0) + £5(0,0).
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DEerivovani v R™

D 24 v v . v .z 7 . ’ 7 v 7

Poznamka JiZ vime, Ze z existence vSech parcidlnich derivaci prvniho radu funkce
f v bodé x* neplyne spojitost funkce f v bodé x*. OvS8em ani existence
smérové derivace fz(x*) v libovolném sméru neimplikuje spojitost funkce
f v bodé x*. Toto mGze byt na prvni pohled prekvapujici, protoze nynt
jiz zahrnujeme vSechny sméry priblizeni. OvSem vSechny tyto sméry re-
prezentuji priblizené po primkach, pricemz definice limity (s jejiz pomoci
je definovana spojitost) zahrnuje vSechny zptsoby pfiblizent do bodu x*
(paraboly, kubické krivky, ...).

s v
Priklad Ukazte, Ze funkce

X4y2

XS4 [X) y] 7é [O) OL
— DA
f(x,y) 5 b, y] = [0, 0,

mé v bodé [0,0] smérovou derivaci f3(0,0) pro libovolny vektor @ €
R2\{0}, ovem neni v tomto bodé spojita.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolA 4 23. ZARi 2020 43/ 68


mailto:zemanekp@math.muni.cz



mailto:zemanekp@math.muni.cz

DEerivovani v R™

Poznamka Jsou-li splnény podminky Véty 4.44(i), pak ze vzorce pro odchylku dvou
vektor(i cos ¢ = ng"v kde ||| = /(1 ), a z pFedchozi rovnosti (1)
plyne

fa(x") = (grad f(x"), @) = [lgrad f(x")| [[&[| cos @, (2)

kde ¢ € [0, 7] je odchylka vektort grad f(x*) a 1.

Smérova derivace (podobné jako obycejnd a parcidlni derivace) udava
miru zmény funkce f ve sméru vektoru . Uvazme nynt v8echny vektory
U s konstantni délkou, pak hodnota fz(x*) bude podle (2) maximalni,
jestlize @ = 0 (skalarni soucin {(grad f(x*), @) nab{va pro vektory
nejvéts{ hodnoty, jestlize jsou vektory grad f(x*) a i linedrné zavislé).
Proto grad f(x*) udavd smér, ve kterém funkce f v bodé x* roste nej-
rychleji. Podobné —grad f(x*) je smér nejrychlejsiho poklesu funkce f
v bodé x*. Je-li i L grad f(x*), pak fz(x*) = 0, tedy v tomto sméru se
hodnota funkce f v bodé x* neméni. Nebo-li plati nasledujici véta.

Mitasida (i) Necht f : R? — R mé v bodé [x*,y*] spojité véechny parcidlni deri-
vace prvniho fadu, pricemz gradf(x*,y*) # 0. Pak smérovad derivace
fz(x*,y*) ve sméru jednotkového vektoru U nabgva nejvétsi hodnoty

% a nejmensi hodnoty pro @ = —%.

Maximalni hodnota potom je fgz(x*,y*) = ||grad f(x*,y*)|| a minimalni

fa(x*,y*) = —||grad f(x*,y*)||.

pro i =
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. DeovovnivR™
Ilustrace v(znamu grad f pro f(x,y) = x?/2+y?/2 v bod& [1,1].

Obtas se uzivé znacent Vf(x) == (grad f(x))T, tj. V zna&i tzv. Hamilton(iv nabla ope-
rator V= (397> - aew )-

4 \I\[ 1
1 -V, 1 1
f ( )l smér nulové
zmény funkce f
smér nejvétsmo
X poklesu funkce f

Vf =11
smér nejvétSiho
ristu funkce f
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Gradient vlastné udavé smér nejvétsiho sklonu/spadu. Také plati, Ze vektor grad f(x*)
je normalou (tj. kolmy k te¢né) pro vrstevnici funkce f, kterd prochdzi bodem x*.

0.8

=

0.6

0.4

0
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Najdéte jednotkovy vektor i, pro kter] je smérova derivace funkce
f(x,y) = /x2 +yZ +4 v bodé [2,1] nejvétsi, a uréeme jeji hodnotu.
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TAYLOROVA VETA

Taylorova Necht funkce f: R? — R md v bodé [x*,y*] a néjakém jeho okoli spojité

parcidlni derivace az do Fadu n + 1 véetné pro n € N U {0}. Pak pro
kazd( bod [x,y] z tohoto okoli plati

véta

f(x,y) = Tu (%, y) + Ra(x,y),

kde pro h=x—x* k=y—y* ad € (0,1) klademe (Taylortv polynom
& zbytek)

* * ] af * * af * *
Toleyy) = 10,7) + 37 (5106 T+ 52 0,570k )+

1/0% ., .., . 0 A
37 (e 00+ 25y ek Sy )+

bt Iy (M2 ey
n! S\ o j oy’ L ’

1 1y ot .
Rn(x,y) = I < j >m(x + Oh, y* + dk)h™ I,
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TAYLOROVA VETA

ne{l,2} V piipadé n = 1 dava Taylorova véta priblizné vyjadrent (prava strana
vlastné popisuje tec¢nou rovinu)
of of
1) = 10¢,5°) + 5 (67 0 x) + 06,5y —y):
Pro n = 2 dostaneme
* * af * * * af * * *
i, y) = f(x*,y") + ax(x Y (x —x7) + oy x5y )y —y )+
1 azf * * *\2 azf * * * *
+2w(x y Y ) (x —x*) +m(x y Y (x —x")(y —y* )+
1 azf * * *12
+§E)1;72(X YUy —y*)”.
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Vypocdtéte Jacobiho matici pro funkci

X2 +y?
F(x,y) = ( Xy .
cos(x —y)
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'VEKTOROVE FUNKCE

Rozdéleni Uvazujme F: R™k — R™ x € R™ a y € R, potom

do blokt
D(f £ ) (fl)m (fl)xn
DyF(x,y) = ﬁ = : : € R™ ™
5 © 05 Kl
(fm)m (fTﬂ-)Xn
(fl)y (fl )y
D.F _ D(fh---afm) _ o 1 . 5 - Rmxk
y (X)y) = D(y]‘ 79}() = ° .. . € s
nocag
(fm)y1 (fm]yk
([l ooo  (Fiden  (Fdyy oo (Tl
DF(x,y) = : - : | o, : =
(fm)x1 (fm)xn (fm)l_“ (fl )yk
= (Dyf Dyf) € R™*(HH),
Priklad

Vypoctéte Jacobiho matice DyF(x,y) a DyF(x,y) pro funkci

Y1 Ssinxy + Yz cosxy
F(x1,%2,X3,Y1,Y2) = | Y1 cosxq +yzsinx;
Y1 COSX2 + Yz Sinxy
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Vypoctéte Hessovu matici pro funkci

f(x,y) = sin(xy?).
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y=g(x) u=f(y)

u=(fog)(x)="~(g(x))

g(x) = 2x?, f(y) = cosy, u'(x) =7
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Vypoctéte Jacobiho matici D(f(g(x))), je-li

xX3x2

9(x) = glx1,x2) = (2x1 +3Xz) ,  fly) =1fy1,92,y3) = (y% +yz> .

2
X1%3 Yz +Ys
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Pro f,g: R — R plati

(gh)'(x) = g’(x) h(x) + g(x) h'(x)

Vypocdtéte Jacobiho matici soucinu D(g(x) h(x)), je-li

g(x,y) =x*+y, h(x,y) =sin(xy).
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Vypoctéte Jacobiho matici soucinu D((g(x), h(x)}), je-li

. .
) = (;; jy‘-;) . hxy) = (zg;((g))) .
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VEKTOROVE FUNKCE

Jacobiho Je-li jedna z funkci skalarni a x € R, pak misto Dx(x) budeme psat
matice pro pouze o'(x) (a je jedno, z které strany timto islem nasobime), potom
souci pro funkci f: R — R™ definovanou predpisem
vektorové a m
skalarni f(x) = a(x) g(x), kde a:R—R & g:R—>R™,
funkce plat
Df(x) = o’(x) g(x) +a(x) Dg(x)
M~ ——
R Rpmx1 R Rgmx]1
RM X1

Soucin Je-li f(x) == h(x)g(x), pficemz x € R™, h : R™ — R je skalarni funkce

vektorové a a g:R™ — R™ je vektorova funkce, pak f: R™ — R™ a plati
skalarni
funkce pro Df(x) = h(x) Dg(x)+ g(x) Dh(x)
vice pro- ? “ =
I R RMXn RmMX1 RIXn
ménnych e
Piklad Vypoctéte Jacobiho matici soucinu D(h(x,y) g(x,y)), je-li
x*y
hxuy) =x*+1% gloy)=| xy’
x* +y2
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DERIVOVANi MATICOVYCH FUNKCI

Nynt se podivame na derivovant nékterych funkci, které lze vyjadrit pomoci vhodngch
operaci na maticich a vektorech. OvSem v tomto kontextu nebudeme pocitat (parci-
alni) derivace vzhledem k jednotlivgm proménngm, ale vzhledem k celému vektoru
proménnych. Jingmi slovy, pro m-vektorovou funkci F budeme zapisem

dF
dx
rozumét mxn Jacobiho matici pro funkci F vzhledem ke slozkam n-rozmérného vektoru

x (priéemz je mozné i m =1 nebo n = 1), tj. budeme derivovat ,skalarni/vektorovou
funkct vzhledem k vektoru/skalaru®. (Transponovani?)

Derivovani ,maticové funkce vzhledem ke skalaru” probihd po slozkach matice, za-
timco derivovanim ,skalarni funkce vzhledem k matici” rozumime matici stejného roz-
méru, jejiz slozky odpovidaji parcidlnim derivacim dané funkce vzhledem k odpovidajict
komponenté matice proménnych, tj.
of of
df [ Par1 Paiz
dA :

Derivovani ,vektorové funkce vzhledem k matici” (a naopak)? ~» ,Vektorizace” &
,rematicovant”!
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DERIVOVANi MATICOVYCH FUNKCI

Linearnt Pro funkce F, G : R™ — R™ uréené predpisy F(x) = Ax a G(z) = z"A,
funkce kde A € R™*™ je ddna matice, plati

dF dG
—=A & —=A".
dx dz
Kvadratické Pro funkci F: R™ — R uréenou predpisem F(x) = z" Ax, kde A € Rm*"
s je dana matice a z € R™ je dany vektor, plati

dF

— =z'A.

dx
Podobné pro funkci F : R™ — R uréenou predpisem F(z) = z" Ax, kde
A € R™*™ je dana matice a x € R™ je dany vektor, platt

dF

dz
Kone&né pro funkci F: R™ — R uréenou predpisem F(z) = x" Ax, kde
A € R™™™" je ddna matice, plati

dF d2F
a:xT(A+AT) a —=A+A".

dxz ~
Je-li matice A navic symetricka, pak
dF d’F
— =2"A — =2A.
dx ¢ i
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DERIVOVANi MATICOVYCH FUNKCI

Stopa Necht je dana matice A € R™*™. Potom
dtrA I
dA 7

Necht jsou dany matice A € R™*™ a X € R™*™. Potom

dtr(AX)  dtr(XA) AT & dtr(ATXT)  dtr(XTAT)
X dx X dX

Necht jsou dany matice A € R™*™, X € R™*™ a B € R™*™. Potom

dtr(AXB)
dX

Necht jsou dany matice A € R™*™, X € R"*49, B € R9*" a Z ¢ R™™.
Potom

— AT

=ATB.

dtr(AXBZ) ¢ 1 r dtr(AXBZ)
o =AZB & =

Necht jsou ddny matice A € R™*™, X € R™*™ a B € R™ ™. Potom

=B'XTAT.

dtr(AXTBX)

=B'XAT + BXA.
dX +

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolA 4 23. ZARi 2020 65/ 68


mailto:zemanekp@math.muni.cz

DERIVOVANi MATICOVYCH FUNKCI

'”"e".Z"[ Jestlize F : R — R™ ™ je maticova funkce spliujici detF(x) # 0 na
matice otevieném intervalu I C R, pak
dF! dF
(x) = —F '(x) —(x)F'(x) pro véechna x € L.
dx dx

Determinant Necht je ddna matice A € R™™. Potom

ddetA
dA

Jsou-li dény takové matice A € R™*", X € R™*™ a B € R™*™, ze
det X # 0, pak

= A(= (detA)AT ).

d det(AXB)
dX

Jsou-li ddny matice A € R™*™ a X € R™*™, pak

= det(AXB) X" .

2[det(XTAX)I X!, m=n & detX #0 & det A # 0,
2AX (XTAX)2d
=< (=2[det(XTAX)]AX (XTAX)™ 1), A=AT,
AX(XTAX)2d + ATX (XTATX)2di =
(= det(XTAX) [AX (XTAX) T+ ATX (XTATX)~T]).

ddet(XTAX)
dX
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Kdyby to nestacilo, tak (s velkou obezietnosti) viz

K. B. Petersen, M. S. Pedersen, The Matrix Cookbook, 2012. Do-
stupné z https://mpevpam.page.link/gZ44, [vid. 23. zati 2018].
Nebo

stranku https://mpevpam.page.link/Kc7E na Wikipedii.
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Konec.
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