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Predpisy

f: x> +y*=1, g: x=y°

popisuji kiivky v roviné, ale nejsou funkce proménné x, nebot k jedné
hodnoté x jsou pfifazeny dvé hodnoty y, konkrétné (viz obrazek)

f: y==+v1-x2 g: y==+vx

KfFivka v roviné je grafem néjaké funkce pravé tehdy, kdyz neexistuje
zadna primka rovnobhézna s osou y, kterd by protinala tuto kfivku vice
nez jednou.




FUNKCE

Sk Rekneme, Ze funkce f je sudd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati také

(B —x € D(f) a f(—x) = f(x) (graf je soumérny vzhledem k ose y).
Rekneme, Ze funkce f je lichd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati také
—x € D(f) a f(—x) = —f(x) (graf je soumérn( vzhledem k pocatku).
Ohranicena Funkce f se nazyva ohranicena, jestlize existuje ¢islo K > 0 takove, ze
funkce If(x)] < K pro kazdé x € D(f).
Prosta Funkce f se nazgva prostd, pravé kdyz pro vSechna x;,x, € D(f) plati:

funkce je-li x1 # x3, pak f(x1) # f(x2).

Inverzni Inverzni funkci k prosté funkci f je funkce f~!, pro kterou plati, ze

funkce D(f~ ") = H(f) a ke kazdému y € D(f ') je ptifazeno pravé jedno
x € D(f) takové, ze f(x) =y.

Poznamenejme, ze inverzni funkci lze definovat pouze pro prosté funkce.
Grafy funkcl y = f(x) ay = f~'(x) jsou symetrické podle pfimky y = x.
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FuNkce
Dari H : 7 7 . . s . . v y
Periodicka Funkce f se nazyva periodicka s periodou p € R, p > 0, jestlize plati,

funkce Ze pro kazdé x € D(f) je také x£p € D(f) a f(x+p) = f(x —p) = f(x).
Nejmensi perioda funkce je nejmenst prvek mnoziny vSech period této

funkce.
Monoténni Necht je dana funkce f : D(f) — R a interval I C D(f). Pak funkci f
funkce nazveme rostoucl na intervalu I, jestlize pro kazda dvé x;, x, € I takova,

ze x1 < x3, je f(x1) < f(xz2).

Funkct f nazveme klesajicl na intervalu I, jestlize pro kazdé x;, x; € 1
takova, ze x1 < x2, je f(xq) > f(x2).

Funkce, ktera je pouze rostouct nebo pouze klesajici, se souhrnné nazgva
ryze monotonnt.

SloZena Necht u: A — B a f: B — R jsou funkce. Pak funkce F: A — R dana
funkce predpisem y = f(u(x)) se nazgva slozena funkce. Funkce u se nazyva
vnitini slozkou, funkce f vnéjSi slozkou slozené funkce F.
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@ Funkce

2 PoLynNOM

@ RACIONALNI FUNKCE

@ LIMITA FUNKCE

® DERIVACE

® MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE
@ PRUBEH FUNKCE

® TAYLOROVA VETA

Cislo « € C se nazyvé kofen polynomu P, jestlize P(x) = 0.

Cislo « je k-ndsobnm ko¥enem polynomu P, existuje-li polynom Q ta-
kovy, ze

P(x) = (x — 0)*Q(x),

a o neni kofenem polynomu Q, tj. Q(x) # 0. (Pro k = 1 pouzivame
nazev jednoduchy koren.) Cislo k € N se pak nazgva nasobnost koi'ene
« polynomu P.




PoLynom

Vlastnosti Necht P(x) = anx™ + an_1x™ " +--- 4+ ao, kde ap,as,...,a, € R je

polynomi polynom stupné n > 0.

i) Je zfrejmé, Ze definicnim oborem polynomu je celé R.

it) Je-lt P(x) = ap # O (konstantni funkce), jde o polynom nulového
stupné. (Polynom P(x) = ap =0 ,nemd stupei”))

iit) Mezi polynomy definujeme operace scitani a ndsobent tak, ze pro
kazdé x € R plati (P£Q)(x) =P(x)+Q(x) a (P-Q)(x) = P(x)-Q(x),
tj. pri scitant s¢itame koeficienty u stejngch mocnin proménné x a pri
nasobent jde o obycejné ndsobeni mnohocdlen(i. Soucet (resp. rozdil)
a soucin dvou polynoma je opét polynom.

iv) Dva polynomy P, Q stupné n jsou si rovny, jestlize jsou si rovny
koeficienty u sobé odpovidajicich mocnin.

v) Zakladni véta algebry: Polynom P mad nad komplexnim oborem C
pravé n korend, pocitame-li kazdy koren tolikrat, kolik je jeho na-
sobnost.

vi) Je-li komplexnt &islo & k-nasobngm korfenem realného polynomu P,
je Cislo komplexné sdruzené o« rovnéz k-nasobnym korenem poly-
nomu P.

vii) Necht a,, = 1. Je-li celé Cislo o« kofenem polynomu P s celociselngmi
koeficienty, pak o« must byt délitelem cisla ay.
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PoLynom
Rozklad Necht P(x) = anx™ + an_1x™ ' +--- + ao, kde ap,as,...,a, € R je
polynomu polynom stupné n > 0.
v oboru

realnych : v P v ) ,
athy Jsou-lt oq,..., . vSechny realné koreny polynomu P s nasobnostmi

Kiy..., ke a (cg £1idy),...,(cs £1ds) vS8echny navzajem riizné dvojice
komplexné sdruzen(ch korent s nasobnostmi rq,...,1s, pak plati

Cisel

P(x) = an(x—01)*1 -+ (x—o ) ¥ [(x—c1)?4+d7]"" - - [(x—c, )2 +d2]"s.

AT Ulohou urcdent znaménka polynomu rozumime nalezent intervall, kde

je polynom kladny a kde zadpornyg. Tato dloha je ddlezitd pii vyset-
fovant pribéhu funkce. K uréent znaménka hodnot polynomu pouzi-
jeme rozklad polynomu a nasledujict fakt. Jsou-li x; < x; < --+ < X1
vsechny jeho navzajem rGzné realné koreny, pak v kazdém z intervaldi
(—o0,%1), (X1,%2)y -+« (Xm,00) je polynom stale kladny nebo stale za-
porny. (A pro obecnéjst funkce?)

polynomu

D v ; & A i
Priklad Uréete znaménko polynomu P(x) = (x? — x)(x — 2)? a nadrtnéte jeho

graf.
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PoLynom

Hornerovo Mé&jme polynom P(x) = anx™ + an_1x™ ' +--- + ao. Jeho hodnotu pro

Cislo ¢ urcime pomoct nasledujict tabulky, kterou nazgvame Hornerovo
schéma:

schéma

an 1

an_—2

ai

a0

C-an +anp_1

c-C1+an_2

€1

€2

c-Cn_—2 t+aj

c-cpn—1 tap

Cn—1

cn

Posledni ziskanad hodnota c,, je hodnota polynomu P v bodé c. Upozor-
néme, ze v zahlavi tabulky jsou vSechny koeficienty, tj. i pfipadné nuly
zastupujict mocniny, které v polynomu chybt.

Je-li cn =0, tj. P(c) =0, pak cislo c je kofenem. V tomto pripadé jsou
Cisla an, ¢1y...,cn_1 koeficienty polynomu Q(x) stupné n—1, pro ktery
plati P(x) = (x—c)Q(x). Tedy pro hledani dalSich kofenti miizeme pouzit
,jednodussi” polynom Q.

Ptilklad Uréete kofeny polynomu P(x) = 3x3 — 2x? +x — 18.
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RACIONALNI FUNKCE

3 RACIONALNI FUNKCE
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RACIONALNI FUNKCE

Racionalni Necht P, Q jsou nenulové polynomy. Funkce
lomené
funkce R(x) P(x)

" QM)

se nazyva racionalni lomena funkce (téZ pouze raciondlni funkce). Tuto
funkci nazveme ryze lomenou, plati-li stP <stQ, a neryze lomenou,
plati-li stP > st Q.

Prikladem ryze lomené racionalni funkce jsou funkce

x? 41

)
x>

1
X

Prikladem neryze lomené racionalni funkce jsou funkce

x? +1 x?+2
x 2x2—1°
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RACIONALN{ FUNKCE
Vlastnosti : 0 0% 5 T P : v
€ i) Defini¢nim oborem racionalni funkce R(x) = Q((’;)) je mnozina tvaru

RLF
D(R) = (_OO) OO)\{OQ Yooy am})

kde a1,...,amn jsou vSechny realné koreny polynomu Q.

.o . P(X) ~ /4 _ . /4 7 v 7 o
i) Je-li oG Neryze lomena racionalnt funkce, pak délenim polynomt
P a Q obdrzime soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce.

Napriklad
x3 4 2x 5x + 2

- 7 = X—Z4+ 57— —.
x% +2x + 1 x% +2x + 1
iit) Znaménko racionalni lomené funkce urcéime podobné jako u poly-
nomu.
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RACIONALNI FUNKCE

Rozklad

’ P . 7 . 7 ’ \
Necht R(x) = Q((’;) je ryze lomend racionalnt funkce. Kazdou takovou

funkci lze rozlozit na soucet nasledujicich parcidlnich zlomk dle korend
polynomu Q:

—

ryze

lomené RF

na parcialni

zlomky (i) e Je-li Cislo « redlny jednoduchy koren polynomu Q, pak rozklad funkce
R obsahuje parcialni zlomek tvaru

A
(x — o)’

o Je-li ¢islo & realny k-nasobny koren polynomu Q, pak rozklad obsa-
huje soucet k parcialnich zlomkd

A B M
x—o)  —w? T x—agr
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RACIONALNI FUNKCE

Rozklad e Jsou-li Cisla a«£1if3 komplexné sdruzené jednoduché koreny polynomu
ryze Q, pak rozklad obsahuje parcialnt zlomek tvaru
lomené RF
na parcialni Ax + B
zlomky (ii) ax? +bx+c’

kde ax? + bx + ¢ ma kofeny o %+ ip.

e Jsou-li ¢isla x+1if3 dvojnasobné komplexné sdruzené koreny polynomu
Q, pak R obsahuje soucet dvou parcidlnich zlomk

Ax + B i Cx+D
ax2+bx+c  (ax2+bx+c)?’

Podobné trojnasobné dvojici komplexnich korenli odpovida soucet tit
parcidlnich zlomkt atd.

Rozklad racionalni lomené funkce R je souctem vsech parcidlnich zlomkd
vyse uvedenych tvart, které prislusi vSem korentim polynomu Q.
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RACIONALNI FUNKCE

Rozklad Konstanty v parcialnich zlomcich jsou urceny jednoznacné a lze je na-
== lézt metodou neurcitch koeficientd, tj. napiSeme formalni tvar rozkladu
lomené RF a celou rovnost vynasobime polynomem Q.

na parcialni
Dostaneme tak rovnost dvou polynomd pro vsechna x kromé korend

jmenovatele. Tyto polynomy jsou identické, tj. majt stejné koeficienty,
které uré¢ime pomoct dvou moznych zplsobu:

zlomky (iii)

e porovnanim koeficient(l u odpovidajicich si mocnin,

e dosazenim konkrétnich hodnot x (vhodné jsou zvlasté koreny jme-
novatele Q).

Ziskame soustavu n linearnich rovnic pro n nezndmych, kterou vyresime.

3\1’ L4 7 L4 7
Priklad Napiste obecny rozklad na parcidlni zlomky pro RLF

24 7x+1

R(x) X°+ /x4
X) = o
x(x —1)3(x2 +x+1)2
3\£I v L4 7
Priklad Urcete rozklad na parcialni zlomky pro RLF:
(a) R(X) — x+1 (b) R(X) — 2x2 45x3 —xZ242x—1
x3+5x2+8x—4"' x6+2x% fx2 )
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LIMITA FUNKCE

LIMITA FUNKCE

LN
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Hratky s
nekonecné
malgmi a
velkgmi
velicinami

LIMITA FUNKCE

oo ~ R*

Funkce y = f(x) ma v bodé x* limitu L, jestlize se s hodnotami funkce f
muGzeme libovolné priblizit ¢islu L tak, ze vezmeme hodnoty x dostatecné
blizké hodnoté x*, ale rizné od x*. Zapisujeme

lim f(x) =L.

x—x*

Rikédme, Ze funkce ma ve vlastnim bodé vlastni limitu.

Funkce y = f(x) ma v bodé x* limitu rovnu oo, jestlize hodnoty funkce f
mGzeme udélat libovolné velké tak, ze vezmeme hodnoty x dostatecné
blizké hodnoté x*, ale riizné od x*. Zapisujeme

lim f(x) = oo.
Xx—x*

Rikdame, ze funkce ma ve vlastnim bodé nevlastnt limitu. Podobné mua-
zeme tuto limitu popsat pro —oo.

Funkce y = f(x) ma v bodé oo limitu L, jestlize se s hodnotami funkce f
mGzeme libovolné priblizit ¢islu L tak, ze vezmeme hodnoty x dostatecné
velké. Zapisujeme .

Pt lim f(x) = L.

X—> 00
Rikame, ze funkce ma v nevlastnim bodé vlastni limitu. Podobné mdzeme

tuto limitu popsat pro —oo.
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Okoli bodu

Limita
funkce
(univerzalni
definice)

Jednostranné
limity

LIMITA FUNKCE

Necht x*, 8 € R, 8 > 0. Pak interval O(x*) = (x* — §,x* + ) nazveme
okolim bodu x*.

Necht a € R. Pak interval O(c0) = (a,o0) nazveme okolim bodu oo
a interval O(—o0) = (—o0, a) okolim bodu —oco.

Necht x*, L € R U {oo, —o0}. Rekneme, Ze funkce f méa v bodé& x* limitu
rovnu Cislu L a piseme limy_,+ f(x) = L, jestlize ke kazdému okolt O(L)
bodu L existuje okoli O(x*) bodu x* tak, Ze pro x € O(x*)\{x*} plati

f(x) € O(L).

Rekneme, ze funkce f ma v bodé x* limitu zleva rovnu L, piSeme

lim f(x) =1,

x—x*

jestlize se s hodnotami funkce f miizeme libovolné priblizit ¢islu L tak,
ze vezmeme hodnoty x menst nez x* a dostatecné blizké hodnoté x*.

Podobné mizeme popsat limitu zprava i prislusné nevlastnt limity.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNoO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariToLA 1 23. ZARI 2020 20 / 54




LIMITA FUNKCE

Vlastnosti 1) Funkce f ma v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.
limity (i .. L e v . oy
y (1) i) Ma-Lli funkce vlastni limitu v bodé x*, potom je funkce f ohrani¢ena

na néjakém ryzim okoli bodu x*.

i) Platt limy_ = f(x) = L pravé tehdy, kdyz

lim f(x)= Ilim f(x)=L.

X—x*— x—x*+

iv) Necht existujt obé vlastni limity

lim f(x)=1L; a Ilim g(x)=L,.

x—x* X—x*

Pak plati:

a) Iimx—)x* (f(x) + Q(X)) =L =L,
b) limy_x« (f(x) - g(x)) =L - Ly,
: f(x L
c) Je-li Ly #£ 0, pak limy = g = —1,
_ _ g(x) Lz
d) ||mx—>x* |f(X)| = | ||mx—>x* f(X)|
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LIMITA FUNKCE
Vlastnosti i) Je-li g(x) < f(x) < h(x) na néjakém ryzim okoli bodu x* a je-li
limity (ii) _ _
lim g(x) =L= lim h(x),
X—x* x—x*
potom existuje také limita funkce f v bodé x* a plati
lim f(x) =L.
xX—x*
i) Necht lim,_,,+ f(x) = 0 a existuje ryzi okoli bodu x* takové, Ze

funkce g(x) je v ném ohrani¢end, potom lim,_,,~ f(x) g(x) = 0.

Pro vgpocet limity podilu
. f(x)
lim —
x—x* g(x)
kde limy_x+ f(x) =1 a limy_x= g(x) = +00 nebo lim,_,,+ g(x) =0, plati
vztahy vyjadirené symbolicky

1 1
— =0, — = — = —00. 1
+00 " +0 oo, —0 > )
Je-li limy_xx f(x) = ¢ a limy_x+ g(x) = 0, pak je vztahy v (1) tfeba
modifikovat podle znaménka cisla c.

)

V pripadech limit typu vyjadrengch symbolicky
f+oo O
:|:OO’ 6) )
je situace ,nejednoznacna” (jde o tzv. neurcité vyrazy).

oo —oo, 0-o00,
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Priklad

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNO)

LIMITA FUNKCE

Vypoctéte limity:

(@) lim G (b) fim 5558,
(@) fim =5 @ Jim 5=
(e) i@oxsin%, () J;mw%
@ Jim (TR ]
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Spojitost
funkce

Vlastnosti
spojitych
funkci
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LIMITA FUNKCE

Necht x* € R. Rekneme, Ze funkce f je v bod& x* spojitd, jestlize je
limita funkce v tomto bodé rovna funkéni hodnoté v tomto bodé, t;.
limy _x+ f(x) = f(x*). (Podobné definujeme i jednostranné spojitosti po-
moct jednostrannych limit.)

Necht f je funkce a I € D(f) je interval. Rekneme, Ze funkce f je spoijitd
na intervalu I, jestlize je spojita v kazdém vnitfnim bodé tohoto intervalu.
Patri-li navic levg (pravy) koncovy bod do I, pozadujeme, aby v ném
funkce f byla spojitd zprava (zleva).

Je-li I = [a,b], Casto se fakt, Ze je funkce na tomto intervalu spojita,
zapisuje f € C[a, b] (nebo jen f € Q).

i) Weierstrassova véta: Necht f je spojita na intervalu I = [a, b]. Pak je
na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva zde své nejvétsi i nejmensi
hodnoty. (Protipriklady?)

ii) Bolzanova véta: Necht f je spojitd na intervalu I = [a,b]. Pak na
tomto intervalu nabgva vSech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi
hodnotou.

iii) Je-li funkce f spojita na intervalu I = [a,b] a f(a)f(b) < O, pak
existuje bod c € (a,b) takovy, Ze f(c) =0.
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LIMITA FUNKCE

Elementarni ° mnohoéleng,
funkce ap 1
exponencidlnt a logaritmické funkce,
e goniometrické, cyklometrické a hyperbolické funkce,
e mocninna funkce (napt. v/x, obecné funkce x%, kde a € R a x > 0)

a vSechny funkce, které z nich vzniknou kone¢ngm poctem aritmetickych
operact sc¢itani, odcitani, ndsobeni a délent, skladdanim a tvorenim funkct
inverznich.

Tyto funkce jsou spojité ve vsech bodech defini¢ntho oboru. Tudiz limita
téchto funkcl v daném bodé je rovna funkéni hodnoté.
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DERIVACE

5 DERIVACE
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DDERIVACE

Definice Necht je dana funkce f a bod x* € D(f). Existuje-li vlastnt limita
derivace
- f(x) —f(x7)
lim ——
X—x* X —Xx*

nazgvame tuto limitu derivact funkce f v bodé x* a znacdime f'(x*) nebo
df () x 0
4 (x*) nebo (f(x))X

:X* :

KK tomu, aby funkce f mohla mit derivaci v bodé x*, must byt definovana
v néjakém okolil bodu x* (v€etné bodu x*).

Podobné definujeme derivace zprava a derivace zleva:

/ * . f(X) _ f(X*) / * . f(X _ f(X*)
fi(x")= lim ———, fo.(x*) = lim
x—>x* 1 X — x* X—3x* X — X*
Vlastnosti Bezprostredné z definice plynou tyto ddlezité vlastnosti:
derivace : ) ; 2 o e s o
i) Funkce ma v daném bodé nejvyse jednu derivaci.
i) Polozime-li h =x —x*, lze derivaci zapsat ve tvaru
e O R — f(x)
f'(x*) = lim .
h—0 h
iit) Funkce f ma v x* derivaci pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé derivaci
zprava i zleva a jsou si rovny.
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DERIVACE
Z geometrického vjznamu derivace plyne, ze funkce f ma v bodé x* de-
rivaci pravé tehdy, kdyz jeji graf ma v bodé (x*, f(x*)) te¢nu se smérnict
f’(x*). Rovnice této te¢ny v bodé T = (x*, f(x*)) je
y = f(x*) + ' (x*)(x — x*).
(Toto ndm vlastné dava pékny vztah pro linedrnt aproximaci funkce.)
A jiné interpretace?
DK . y o Y
Priklad Rozhodnéte, zda maji funkce y = x? a y = |x| derivaci v bodé x* = 0.
Prikdad 7 definice deri vodte derivaci funkce y = x? v libovolném x* € R
definice derivace odvodte derivaci funkce y = x* v libovolném x* € R.
Derivace Protoze lze derivaci funkce f chapat jako funkci, mizeme definovat de-
vyssich rivaci funkce f’ v néjakém bodé x*; tu pak nazgvame druhou derivact
Fada funkce f v bodé x* a znacime f”(x*). Rovnéz vlastni druhou derivaci
funkce f lze chapat jako funkci f” na mnoziné D(f”) C D(f’). Ta mGze
mit opét derivaci v nékterém bodé atd. Obecné definujeme:
Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’)’ a pro libovolné
n > 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého radu) funkce f vztahem
f(n) — (f(nfﬂ)/_
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DERIVACE
Vzorce pro Pro derivace elementarnich funkci plati:
derivovani
’ / / —1
elementar- ¢ =0, (x™) =nx""",
nich funkci : / / .
(sinx)’ = cosx, (cosx)’ = —sinx,
1 1
/ /
(th) = 2 ) (COth) = . 2 »
cos® x sin” x
(arcsinx)/ = —— (arccosx)/ =
arcsinx)’ = ——, arccosx)’ = —————,
V1 —x? V1 —x?
(arctgx) = (arccotg )’ = —
arctgx)' = —— arccotgx)' = ————
X241’ x2+ 1’
(e*) =e*, (a¥) = a*-Ina,
nx) = — 0g.X) =
x’ “ xIna’
kde c,m e R, a > 0.
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DERIVACE
3— H Y L4 . . Ve v ’
Pravidla Necht maijt funkce f, g derivaci na mnoziné M. Pak platt:
pro v{gpocet I ,
: a) (f(x) £ g(x)) =F(x) £ g'(x),
derivace )
b) (cf(x)) = cf’(x),
I er /
o) (f(x)-g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),
/
L f(x) f'(x)g(x) —f(x)g’(x)
d) je-li g(x) # 0, pak (— = J > g
g(x) g%(x)
Derivace Necht funkce u = g(x) ma derivaci g’(x), funkce y = f(u) ma derivaci
slozené f’(u) a necht plati D(f) © H(g). Pak sloZzena funkce y = F(x) = f[g(x)]
funkce ma derivaci a platt:
/ / /
Fi(x) = flg(x)] - g"(x).
:)!, Vi Vv . J L4 7 7
Priklad Vypoctéte derivace nasledujicich funkct:
@) y=4x3—2x*+3x—1, (b) y=3¥Xx,
(c) =x2Inx (d) — cosx—1
e Y= J ¢ Y= Tanx ¢
(e) 1y = arctgx?, (f) y=vex+x.
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DERIVACE
APLIKACE DERIVACI VE SLOVNICH ULOHACH
3‘(" 7 7 J 7 V. 4 . -V 7 7
Priklad Jak rychle klesa voda ve valcové nadrzi o poloméru r, jestlize vytéka
rychlostt 3000 l/min.
D\ﬁ’ v 4 ’ ’ o 7
Priklad Horkovzdusny baléon stoupa kolmo vzhuru. Je zachycen radarem, ktery
je 500 m od mista vzletu a ktery v té chvili udava elevacnt thel 7t/4, pri-
¢emz Uhel roste rychlostt 0,14 rad/min. Jak rychle stoupa baléon v tomto
okamziku?
Dy . . . + Vo Veerv 17 ’ 7 VeV
Priklad Policejnt auto sleduje auto lupicd. Prijizdl k pravouhlé krizovatce ze
severu, pricemz auto lupicu jiz ujizdi o krizovatky na vichod. Kdyz je
policejnt auto 0,6 km od kfizovatky a auto lupict 0,8 km od krizovatky,
udava radar v policejnim auté, ze se auto lupich vzdaluje od jejich auta
rychlostt 40 km/h. Policejni auto jede v té chvili rychlostt 120 km/h. Ur-
Cete rychlost auta lupicd v tomto okamziku.
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Ma-Lli funkce f vlastni derivaci v bodé x*, pak je funkce f spojitd v bodé
x*. (Opacné tvrzen(?)

Ozna¢me body roviny A = (a,f(a)), B = (b, f(b)). Lagrangeova véta
rika, ze existuje alespon jeden vnitini bod ¢ z intervalu (a, b) takovy, ze
tec¢na v bodé (c,f(c)) je rovhobézna s useckou AB.




Neurdité
vyrazy (i)

DDERIVACE

Neurcitgmi vgrazy rozumime limitu souctu, soucinu, rozdilu a podilu
funkci, v nichz limity jednotlivych funkct existuji, ale prislusné operace
s nimi nejsou definovany. Jde o tyto pripady:

0 o

—, —, oo—o0, 0-00, 0° o° 1%,

0" o0
Prvni dva pripady limit lze FeSit pomoci 'Hospitalova pravidla, dalsi
pripady je mozné prevést na prvni dva nasledovné:

a) Limita typu ,00 —o0“, tj. lim f(x) =00 = lim g(x). Pak
xX—x* x—x*
1 1 =
lim (f(x) —g(x)) = lim | < — —— | = lim TONRION
X—X X—X TX) _g(x) X—X —f(x)g(x)

"

coz je typ ,,% :

b) Limita typu ,0- 00" tj. lim f(x) =0, lim |g(x)| = co. Pak

x—x* xX—x*

: . f(x)

lim f(x)g(x) = lim ——

X—X X—X —

g(x)
Voo 0 "
coz je typ , 5 -
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DERIVACE

Neurdité
vyrazy (ii)

Priklad

c) Limity typu ,0°, 00, 1% Redime lpravou na exponencidlni funkci:

lim £(x)9%) = lim e9M)INF(x) — gl 90 INTE).
x—x* X —>x*

V poslednt upravé jsme pouzili vétu o limité slozené funkce, nebot
funkce e* je spojitd. Pritom limita v exponentu je jiz typu ,0 - co”.

Vypoctéte limity:

o) fim e B) Jim, e
. ‘I ] .

(e) lim x*, f) lim —=2—.
x—0+ x—00 1/x2+41
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@ RACIONALNI FUNKCE

@ LIMITA FUNKCE

® DERIVACE

6 MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE
@ PRUBEH FUNKCE

® TAYLOROVA VETA

/ geometrického vjznamu derivace a vlastnosti funkce tangens plyne:

_ . _ 7 c \£ J . _ c , o VWV c c —
Je-li funkce f rostouci na otevifeném intervalu I, mize nastat f/(x* 0
pro néjaké x*? S vyuzitim Lagrangeovy véty se da ukdzat nasleduijict
tvrzent.




MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE
Lokalnt Rekneme, 7e funkce f ma v bodé x*:
extremy S, . . .. , « ¥ v 2 *
a) lokalni maximum, existuje-li okoli O(x*) tak, Ze pro kazdé x € O(x*)
je f(x) < f(x*),
b) lokalni minimum, existuje-li okoli O(x*) tak, ze pro kazdé x € O(x*)
je f(x) = f(x"),
c) ostré lokdlni maximum, jestlize existuje okoli O(x*) tak, Ze pro kazdé
x € O(x*)\{x*} je f(x) < f(x*),
d) ostré lokdlni minimum, jestlize existuje okolt O(x*) tak, Ze pro kazdé
x € O(x*)\{x*} je f(x) > f(x*).
Lokalnl maxima a minima nazgvame souhrnné lokalnt extrémy.
Stacionarni Necht ma funkce f v bodé x* lokaln{ extrém a necht existuje derivace
bod f’(x*). Pak
f'(x*) = 0.
V 7 \LI Vv * 7 7 . 7 . ’
takovém pripadé se bod x* nazyva staciondrni bod funkce f.
Lokalnt extrém tedy mlze nastat pouze ve stacionarnim bodé nebo
v bodé, ve kterém neexistuje vlastni derivace f'(x).
Opacné véta neplati: Ve staciondrnim bodé funkce nemusi nastat extrém!
Naprtiklad funkce f(x) = x> md v x* = 0 derivaci f'(0) = 0, ale nemd
v tomto bodé extrém.
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MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE
Existence Méni-li derivace funkce pri prechodu pres stacionarni bod znaménko, ma
lokalniho zde funkce lokalnt extrém (lokdlnli maximum v pripadé & ~~ & a lokalnt
extrému (i) minimum v pripadé © ~» @).
Existence Necht f/(x*) =0, tj. x* je stacionarni bod, a necht existuje ' (x*).
lokalntho : . o . o,
. .. a) Je-li f”(x*) > 0, pak ma funkce f v bodé x* ostré lokalni minimum.
extrému (ii)
b) Je-li f”(x*) <0, pak ma f v bodé x* ostré lokalni maximum.
3!’ . v ’ 7’ J
Priklad Najdéte lokalnt extrémy funkce
(@) f(x)=x>—12x—6, (b) f(x)=x—1— /|l
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MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE

Globalni Necht funkce f je definovand na mnoziné M. Jestlize x* € M a plati
extrémy

f(x) < f(x7)

pro vSechna x € M, ftkame, ze funkce f ma na M globalni (absolutni)
maximum v bodé x*. Podobné definujeme globalni minimum.

Jednoznacnost globalnich extrému?

Postacujict podminka pro existenci globalnich extrémi? Viz Weierstras-
sovu vétu. Pokud nejsou nékteré z téchto predpoklad(i splnény, nemust
globalni extrémy existovat.

Jak najit Pokud mame zajisténo, ze na néjakém intervalu existuji globalnt extrémy
globalni funkce f, pouzivame pro jejich nalezeni nasledujicl postup:
extrémy?

e Najdeme v daném intervalu stacionarni body a body, ve kterych
neexistuje prvni derivace.

e Vypocteme funkcnt hodnoty v téchto bodech.

e Vypocteme funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu (pokud patrt

do D(f)).

e /e vsech takto ziskangch funkcnich hodnot vybereme nejvétsi
a nejmensi. To bude globalni maximum a mintmum.
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MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE

APLIKACE DERIVACI PRI OPTIMALIZACNICH ULOHACH (1)

D\ﬁ' v 4 v Ve 4 v 7 . 7 Vv
Priklad Ze Ctverce paplru o strané 54 cm vystiihnéte v kazdém rohu stejng c¢tve-
rec tak, aby krabice slozena ze zbytku papiru méla maximalni objem.

3!’ v v . 14 ’ 14 4 v
Priklad Urcete rozméry litrové plechovky valcového rozméru tak, aby spotreba
materialu na jeji vgrobu byla minimalnt.

D! y y y . ols ) . .
Priklad Celkové naklady na vgrobu Q jednotek jisté komodity jsou

C(Q)=aQ?+bQ +¢, Q>0

kde a, b, c jsou dané kladné konstanty. Urdete minimum funkce primér-
nych nakladd, tj.

A(Q)=C(Q)/Q=aQ +b+c/Q.
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MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE

APLIKACE DERIVACI PRI OPTIMALIZACNICH ULOHACH (11)

3\{" v v o 7 4 v o v . Ve VM. 4
Priklad Uvazte, Ze 1 hektar plidy ma vinos Y(N) busell psenice pfi pouziti N kg
hnojiva. Je-li P [v K¢| trzni cena 1 busSelu pSenice a q je cena 1 kg hnojiva,
potom zisk je
IT(N) =PY(N)—gN, N >0.
Predpokladejte, ze existuje N* takové, ze TI'(N) > 0 pro N < N*
all’(N) <0proN > N*
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MONOTONIE A EXTREMY FUNKCE
APLIKACE DERIVACI PRI OPTIMALIZACNICH ULOHACH (i11)
Priklad (Dluznik ¢t véritel?) Jeden z vasich (imaginarnich) kolegd ma aktualnt

prijem y; a ocekava budoucl prijem y,. Soucasné nyni planuje Gtratu
c1 a v budoucnu Utratu c; tak, aby maximalizoval uzitkovou funkci

U:Inc1 +

]+6|nc2, c1,C2 >0,

kde & > 0 je jeho ,inflace” spotifeby v budoucnu ve srovnani se soucas-
nostt.

Pokud si nyni vypujci tak, aby ¢; > y;, pak budouct ttrata pro zaplacent
dluhu ¢y —y; s trokem ve vysi r bude

c2 =Yz — (T +7)(c1 —y1).
Naopak, pokud nynt uspofi, tj. ¢; <y, pak budouct utrata bude
c2 =y2+ (1 +7)(yr —c1),

kde T je nynt urok jeho uspor. Urcete optimalnt plan (dluh/sporent).
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Nyni se zaméiime na to, jak derivace souvisi s tvarem grafu funkce, tj.
s tim, jak je graf vydut( (zaktiveny). Pro popis této vlastnosti zavedeme
pojmy konvexni a konkavni funkce.

V nasledujicim predpoklddejme, Zze ma funkce f derivaci na intervalu L.




Pomoct limit mGzeme také ,analyzovat” chovant funkce v bodech, kde
nent definovana, pripadné i jeji chovani v nekonecnu. Dostavame se tak

k asymptotdm funkce neboli pfimkam, ke ktergm se graf funkce ,bliz{".
Asymptoty mohou byt dvojtho typu:

i) V bodech, kde nent funkce definovana a limita zprava nebo zleva je
v téchto bodech nevlastni.

i) Pro x — co a/nebo x — —oo se graf funkce blizt k néjaké primce.




PRUBEH FUNKCE

Jak naijit Primka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x — 400, jestlize
asymptoty
¥ . i . fx ,
se smérnici? a= i ( )) b= lim (f(x) — ax)
x—+oo X X——+00

(obé tyto limity jsou vlastni). Analogické tvrzent platl pro x — —oo0.
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PRUBEH FUNKCE

Vysetiovani a) Stanovime defini¢ni obor D(f). Ur¢ime nulové body a intervaly, kde
prabéhu je funkce kladna a kde zdporna. Pripadné zda je funkce f suda, licha
funkce nebo periodicka.

b) Vypocitame f’ a podle jejtho znaménka urcime:
e intervaly, kde je f rostouct (z podminky f’ > 0),
e intervaly, kde je f klesajict (z podminky f’ < 0),
e lokalni extrémy (podle zmény znaménka f’).

c) Vypocitame f” a podle jejiho znaménka urcime:
e intervaly, kde je f konvexnt (z podminky f” > 0),
e intervaly, kde je f konkavnt (z podminky f” < 0),
e inflexni body (podle zmény znaménka f”).

d) Urcime asymptoty funkce f.

e) Vypoclitame funkéni hodnoty ve vgznamnych bodech (lokalni ex-

trémy, inflexnt body atd.).

f) Nakreslime graf funkce.

» N v v o W
Priklad Vysetrete pribéh funkce

XZ

X1
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f(x) =
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Je-lt x* = 0, mluvime o tzv. Maclaurinové vzorci.

Urcete Maclaurinovy vzorce stupné n pro funkce
(@) f(x) =eX, (b) f(x) =sinx.

Podobné lze odvodit napft.

2 A X2
cosx:1—2—!+ﬂ—~-—|—(—1) )] + Ron41(x),
x? X3 n+1 x"
|n(x—|—1)—X—7+?— +(_1) +Rn(x)

Konec.




