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Le plus court chemin entre deux vérités dans le domaine réel passe par le
domaine complexe.

(Nejkratsi cesta mezi dvéma fakty z redlného oboru vede pres obor imagindrnt.)

Toto je zkracend verze ptvodntho vgroku

It has been written that the shortest and best way between two truths of the
real domain often passes through the imaginary one.

od Jacquese Hadamarda z An Essay on the Psychology of Invention on the Mathematical Field
(Princeton University Press, 1945). Souslovi ,It has been written” odkazuje na knihu Paula Pa-
inlevéa Analyse des travaux scientifiques (Gauthier—Villars, 1900), kde je v Gvodu napsano

The natural development of this work soon led the geoeters in their studies to
embrace imaginary as well as real values of the variable. The theory of Taylor
series, that of elliptic functions, the vast field of Cauchy analysis, caused a
burst of productivity derived from the generalization. It came to appear that,
between two truths of the real domain, the easiest and shortest path quite
oftes passes through the complex domain.

A my se vas o pravdivosti téchto slov pokusime presvédcit v nasledujicim textu.
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0. Historicky exkurz imaginarni krajinou

Zkouseli jste nékdy vypocitat /c0?

There was a young fellow from Trinity
Who took 4/c0

But the number of digits

Gave him the fidgets

He dropped Math and took up Divinity

Mladik, jehoz sldva bude vécna,
spatfil odmocninu z nekonecna,
rozechvél se z poctu Cislic,

ale nabyl cisté mysli:

pocitant odlozi,

lépe byti Syn Bozi.

Bol raz mladg muz zo Strec¢na

Ktor( sa pustil do /o0

Ale z toho pocitania

Dostal sa do podrazdenia

Zanechal Matematiku a pustil sa do Pobozna

(slovenska verze je od M. Polacha a ceska od J. Frydka — mockrat diky!!). Naplni tohoto textu
nastéstl neni reSent této snad az absurdni dlohy, ale misto toho se budeme vénovat oblasti
matematiky spojené s jingmi odmocninami, které po mnoho staleti byly zcela nepfipustné, poté
vzbuzovaly velk( odpor a rozepre, aby se z nich (a disledkl jejich existence) staly velmi tcinné
a uZite¢né nastroje pro Fedeni mnoha praktick(ch tloh. Re¢ je totiZ o odmocninach ze zapornych
Cisel. V této dvodni kapitole se pokusime zodpovédét nasledujict otdzky:

(i) Co je komplexnt ¢islo?

(it) Co je i? Jakg byl diivod pro jeho ,zavedent”?

Komplexnt analza je oblast matematiky vénovana studiu funkci, jejichz argumentem a/nebo
funkéni hodnotou jsou komplexni ¢isla, tj. ¢isla ve tvaru z = a +1ib pro a,be R a i = y/—1. Avdak
aby tato teorie mohla b(t Gspésné rozvijena, bylo zapotiebi se nejdiive ,vyporadat” s (tj. prijmout)
komplexnt cisla.

V roce 1878 dvojice bratr( (v blizké dobé stanouce se nechvalné zndmgmi zlodéji) Ahmed a
Mohammed Abd er-Rassulové ndhodou narazili na starovéké egyptské pohiebisté v Udoli krald
v Deir el-Bahri. Velmi rychle se tak dostali k tspésnému obchodu s prodejem kradengch relikvit,
jednou z nichz byl také matematicky papyrus. Jeden z bratrd jej v roce 1893 prodal ruskému
egyptologovi Vladimiru Semyonovichi Golenishchevovi, kterg jej nasledné v roce 1912 vénoval
Muzeu vytvarngch umént (téz Puskinovo muzeum) v Moskvé. Zde zistal zahalen tajemstvim az do
Uplného prelozeniv roce 1930, kdy se védecky svét dozvédél o matematické vyspélosti starovékého
Egypta. Jedna se o soubor 25 FeSenych matematickych uloh na svitku dlouhém asi 5,5 metru a
Sirokém 3, 8-7, 6 centimetr( pochazejict pravdépodobné z doby kolem roku 1850 pf.n.l. Napfr. ve 14.
problému Moskevského matematického papyru (jak se dnes nazyvad) je konkrétni pocetni priklad
na vypocet objemu V sefiznuté pyramidy se ctvercovou zakladnou (tj. jednd se vlastné o komoly
jehlan). Tento problém silné podnécuje pocit, ze egyptané znali vzorec

V =1h(a’+ ab +b?),
kde a,b jsou délky hran horntho a dolntho ctverce a h je vyska. Néktefi to oznacujt za ,dech
berouct” a ,mistrovské dilo egyptské geometrie”. Pro nékoho, kdo ovlada zaklady integralniho
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poctu, je odvozent tohoto vzorce ,snadné” cvicent, ale je jiz mnohem méné jasné, jak tento vzorec
objevili Egyptané (bez znalosti integralt).

Ackoli je tento vzorec spravné, ma jednu drobnou vadu na krase. Hodnoty a, b bychom mohli
oznacit za ,ocividné”, tj. snadno je zmérime prilozenim metru. Hodnota h jiz tak snadno zméritelna
nent, tedy urcité ne pro stojict pyramidu. Pochopitelné ji mGzeme snadno dopocitat pomoci znalosti
z geometrie a trigonometrie, ale mnohem lepsi by bylo vyjadrit objem nikoli pomoct h, ale pomoct
¢ — délky boc¢ni hrany jehlanu, ktera je opét primo méritelnd. Zda se, ze to se poprvé povedlo
Herénovi Alexandrijskému (obvykle je povaZzovan za Reka, ale je to Egyptan) v 1. stol.n.L. v knize
Stereometrie vénované piikladiim z R® pro v(pocet povrchii a objem(, kde odvodil

a—by\2
hoyfe—2(250)"
2
S pomoci tohoto vzorce urcil objem pro jehlan s a = 10, b = 2 a ¢ = 9. Pak se pustil do téhoz
problému s a =28, b=4ac=15. Jenze misto

hz\/152—2(287_4)2= 81— 144

vzal

h =+/144 — 81 = V63 = 317,

tj. misto 34/—14/7 vzal pouze 3+/7, a uréil hledany objem. Ignorovani zaporného znaménka pod
odmocninou je zplisobeno faktem, Ze zaporné veli¢iny nebyly predstavitelné v recké (helénistické)
matematice (antickd matematika zavrhovala zdporna cisla jako bezvjznamna, nebot nevidéli zad-
nou moznost, jak fyzikalné interpretovat cislo ,menst nez nic”). Timto Herén vlastné propasl jedi-
ne¢nou prilezitost stat se prvnim ucencem, kter( odvodil/pouZil odmocninu ze zdporného cisla v
matematickém tesent fyzikalntho problému. To by bylo vice nez 1000 let pied tim, nez matematici
vliibec zacali pripoustét takovou moznost, a o dalsich 500 let diive, nez to zacali brat alespon
trochu vazné. Misto toho zcela ignoroval skutecnost, ze takovy komoly jehlan nemdze existovat.
Na druhou stranu, kdyby Herén néjak mlzil o svém v{poctu, draze by za to zaplatil ztratou své
slavy.

Zatimco Herdn se celkem jisté bal vgskytu odmocnin ze zaporného cisla ve zminéné uloze,
jeho alexandrijsky nasledovnik o 2 stoleti pozdéji, Diofantos, zcela védomé podobnou prilezitost
odmitl. Diofantos je prvnim matematikem, ktery reSil ryze algebraické rovnice a zalozil pro né
systém znacek. Byva povazovan za ,algebraického Eukl(e)ida“ kviili jeho nejslavnéjsimu dilu Arit-
metika sestavajictho ze 13 knih (dodnes je zachovana pouze polovina), srovnej s Eukl(e)idovgmi
Zdklady (oba shromazdili vysledky dnes jiz zapomenutych matematik(i a zverejnilt je v ucelené
podobé; Eukl(e)idova prace je ale asi preci jen ,lepst”, nebot se jednad o teorii rovinné geometrie
vybudované na logicky usporadanych argumentech, zatimco v Diofantové pripadé jde o soubor
reSenych uloh bez vybudovant hlubsiho teoretického aparatu — nicméné i tak se jednd o dilo s
velmi podnétngmi ulohami pro studenty i v dnesni dobé). V Sesté knize najdeme nasledujici ulohu
(22. problém): Je ddn pravouhly trojihelnik s obsahem 7 jednotek? a obvodem 12 jednotek. Urcete
jeho strany. V tesent odvodil Diofantos kvadratickou rovnici

172x = 336%* + 24,
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kde Py :== 1/x a P, == 14x jsou hledané délky stran. Diofantos zapsal kvadratickou rovnici pravé
v této podobé, aby vsechny koeficienty byly kladné — coz souvisi s odmitanim zapornych cisel
zminénym u Heréna (Diofantos v 5. problému ve druhé knize piSe, ze rovnice 4x + 20 = 4 je
absurdni, nebot by vedla k nemoznému reseni x = 4). V souladu s timto postojem, Diofantos
pocitd odmocniny pouze z kladnych cisel pri uréovani kvadrdt(, a tudiz odmocniny zdporngch
¢isel by byly jednoduse ,za ¢arou”. Kvadraticka rovnice z Diofantovy ulohy vede na hodnoty

172+ 4/(—172)2 —4-336-24 43 +/—167
2-336 B 168

X1,2 =

Jenze toto neni Diofantovo fesent — on pouze napsal, ze reseni neni mozné, ¢imz mél na mysli, ze
rovnice nema racionalni feseni, nebot ,polovina koeficientu u x vynasobenad sama sebou minus
soudin koeficientu u x* a jedni¢ky“ musi b(t ¢tverce, aby existovalo raciondlni fesenti, zatimco

(E)z 33624 — —668
2
jisté nent ¢tvercem. O odmocniné z tohoto zaporného cisla Diofantos viibec nic nerika.

O 600 let pozdéji (cca 850 n.l.) hinduisticky matematik Mahaviracharya se také vénuje této
problematice, jenze vlastné dochazi k tomu, co Herén a Diofantos praktikovali jiz o nékolik let
diive: Ctverec kladné stejné jako zdporné veliciny je kladnij a odmocnina téchto &tvercti je spravné
kladnou i zdpornou velicinou. Jenze zdpornd velicina neni ve své podstaté Ctverce néjaké veliciny,
takZe nemuze mit odmocninu. Uplynula fada stoletl nez se tento nazor podarilo zménit.

Nynil se presuneme na zacadtek 16. stoleti. Ale pro lepst pochopent souvislosti se nejdiive
posuiime na konec 15. stoleti. Frantiskansky mnich Luca Pacioli (cca 1445-1514) ve své knize
Suma de Arithmetica, Proportioni et Proportionalita z roku 1494 shrnuje dosavadni poznatky z
aritmetiky, algebry (v¢etné kvadratickgch rovnic) a trigonometrie a odvazné prohlasuje o fesent
kubickych rovnic, ze ,je za soucasného stavu védeckého poznani stejné jako kvadratura kruhu®.
Kvadratura kruhu je problém znamy jiz od dob rfeckého matematika Hippokrata z doby kolem
roku 440 pr.n.l. Jde o ulohu, jejimz cilem je pouze pomocti pravitka (nekonecné délky a bez znacek
pro mérent) a kruzitka (s jehoz pomoci lze udélat kruznici o libovolném poloméru), tj. pomoct tzv.
Eukl(e)idovské konstrukce, sestrojit ¢tverec a kruznici se stejnym obsahem. V Pacioliho dobé se
jednalo o nevyreseny (otevieny) problém a nejspisSe to ve svém textu myslel jako méritko obtiznosti
problému kubickgch rovnic. Jenze kvadratura kruhu je problém nejvétsi obtiznosti, nebot v roce
1882 Ferdinand von Linemann dokazal, Ze Cislo e* je transcendentn( pro libovolné nenulové alge-
braické cislo (tj. Cislo, které je kofenem nenulového polynomu s racionalnimi koeficienty), z ¢ehoz
plyne, zZe také cislo 7t je transcendentnt. Toto tvrzent je zndmo jako Lindemannova—Weierstrassova
véta, nebot druhy jmenovany tento vysledek v roce 1885 zobecnil (nékdy se hovoii i o Hermitové—
Lindemannové—Weierstrassové vété, nebot Charles Hermit v roce 1873 dokéazal specidlni pripad
této véty). Pacioli se ovsem (jak my jiz dnes samoziejmé velmi dobfe vime) spletl a ukdzalo se to o
pouhych deset let pozdéji. Italskg matematik Scipione del Ferro (1465-1526) z boloiské univerzity
totiz objevil, jak vyresit tzv. redukovanou kubickou rovnici, tj. specidlnt piipad kubické rovnice, ve
které nevystupuje kvadraticky clen. Z dnesntho pohledu to byl prvni a velmi vgznamny krok na
cesté k pochopeni v/—1. Del Ferro tedy fesil rovnici

X +px=q
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s tim, ze stejné jako Diofantos o 1500 let dfive se vyhgba zdporngm koeficienttim. Diky tomu a s
pouzitim jednoho ,kouzla“/triku/genialni myslenky nalezl jeding realny koren jakoZzto

S RN G S I G
X_\/2+ 4+27+\/z 427

i___
N O N

Mame-li jeden realny koren, pak (po trose namahg ) dokdzeme vgjadrtt polynom ve tvaru

pripadné

(x —x1) (x* + ax + b)

a s vyuzitim vzorce pro koreny kvadratického polynomu vypocitat zbyvajicl dva komplexni koreny.
To samoziejmé del Ferro ani jeho nasledovnici neudélali — je zajimalo pouze hledant jednoho
realného a kladného kofene, a to jim del FerrQiv vzorec daval, takze vSe bylo v poradku. Ale
co tfeba rovnice x> — 6x = 20, tj. p = —6 < 0? Del Ferro by samoziejmé& takovou rovnici nikdy
nenapsal. Misto toho by vzal x*> = 6x+20. Tim vlastné ze svého pohledu dostal zcela nov(j problém

S=px+q

pro p,q > 0. Jenze to by bylo zbytecné, nebot del Ferrlv vzorec funguje i pro p < 0 a dava realny
kofen v pipadé q?/4 + p3/27 = 0. Je$té se jednou pozastavme nad problémem se zdporngymi
¢isly. Napf. anglickg matematik John Wallis (1616-1703, autor symbolu oo, znacent pro mocniny,
pojmu fetézovy zlomek), se kterym se jeSté pozdéji setkame, ve své knize Arithmetica Infinitorum
z roku 1665 (kniha ovlivnila také Isaaca Newtona) uvad( toto: ,Protoze a: 0 pro a > 0 je kladné
nekonecno a protoze a: b pro b < 0 je zdporné cislo, pak musi bt zaporné &islo vétsi nez kladné
nekonecno, protoze délitel ve druhém podilu je menst nez délitel v prvnim podilu (b < 0).” To
vedlo Wallise k udivujicimu zavéru, Ze zdporné cislo je soucasné mensi nez 0 a vétsli nez +o0. A
pak ho obvinujte z ostrazitosti pred zaporngmti cisly. A to v tom pochopitelné nebyl sam. | takovy
velkym matematik Leonhard Euler ve své knize Algebra z roku 1770 uvadi pochybné vysvétlent
toho, pro¢ ,minus krat minus je plus”.

Del Ferro udrzoval sviij vzorec v tajnosti, coz v té dobé bylo zcela bézné. Dnes védci své
vysledky samoziejmé zverejiuji, nebot by jim (zejména ty matematické) nebyly pfrilis k uzitku a
takeé potrebuji ziskat ,¢arky”, ,body” a shirat ,akademické bobriky®“. Jenze v té dobé byl del Ferro
a jeho kolegové spise nezavislymi obchodniky. Vydélavali si na zivobytt ve vzadjemn(ch verejngch
soubojich v FeSent problémt, kde vitéz bere vSe — snad penize, jisté sldvu a, ma-li stésti, také
podporu obdivujictho a bohatého mecendse. A jednou z moznosti, jak takovy souboj vyhrat, byla
pravé znalost reseni problému, kterou ostatni neméli.

Del Ferro si témér znalost FeSent redukované kubické rovnice vzal do hrobu. Zminil se o
tom pouze hrstce nejblizsich pratel. Jednim z nich byl i jeho zet Hannibal Nave, kterg by takeé
matematikem, zaujal jeho misté na univerzité a zdédil jeho poznamky (viz dale). Od néj se to
dozvédél i del Ferriiv student Antonio Maria Fior. Ackoli Fior nebyl prilis dobrgm matematikem,
takova znalost se pro néj stala velmi Gcinnou zbrani, takze se v roce 1535 pustil do souboje s
mnohem znaméjsim a nekonecnékrat schopnéjsim matematikem Niccolou Fontanem (1499/1500-
1577). Fontana se dostal do Fiorovi pozornosti, nebot neddvno oznamil, Ze umt vyresit kubickou
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rovnici ve tvaru x> + px* = ¢. Fior se domnival, Ze Fontana pouze blafuje a Ze ve skute¢nosti
takoveé feSeni nema. TakZze ho povazoval za idealni obét zralou na oSkubani pri verejné soutézi.

Fontana, ktery je dnes znam pod prezdivkou ,Tartaglia“ (= koktavec, coz byla narazka na jeho
vadu feci zptisobenou hroznou ranou mecem do celisti, kterou utrzil pfi napadent francouzskgm
vojdkem ve 12 letech), tusil, ze Fior zna tajemstvi FeSent redukované kubické rovnice od del Ferra.
V obavé, ze by soucasti souboje mohly byt pravé takové rovnice a on by je nebyl schopen vyresit,
pustil se s obrovskym odhodlanim do Fedeni redukované kubické rovnice. Redeni se mu podafilo
ziskat pouhy jeden den pred konanim souboje (a stacilo pouze bt motivovan tim, Ze to jiz nékdo
dokazal...jako ve sportu...). Tartagliciv objev spole¢né s jeho znalosti Fedent rovnice x* +px? = q
(on skutecné neblafoval) vedly k naprosté poradzce Fiora: kazd( dal soupefi 30 tloh a zatimco Fior
nevyresil zaddnou z Tartagliovych, Tartaglia vyresil vSechny Fiorovy.

Tak jako del Ferro i Tartaglia drzel své vzorce v tajnosti, a to ze stejného divodu. Chystal se
je zverejnit v knize, o které si myslel, Ze ji jednoho dne napiSe (jenze nenapsal). Zprava o jeho
drtivém vitézstvi nad Fiorem se Sifila a brzy se také dostala k usim GirolamaCardana (1501-
1576). Cardan (na rozdil od Fiora) disponoval mimoradngm intelektem a (mimo jiné) byl vgborngm
matematikem. Tartagliova znalost Feseni redukované kubické rovnice v Cardanovi vzbudila velky
zadjem a naléhal na Tartagliu, aby mu tajemstvi prozradil. Po podatecnim odmitnuti, Tartaglia
podlehl a dal Cardanovi vzorec pro resent, ale nikoli jeho odvozent — ovSem pouze pod prislibem
drzeni v tajnosti.

Cardan nebyl svaty, ale také to nebyl mizera. Témér jisté mél v imyslu ctit slib mléent, jenze pak
se zacal dovidat o tom, ze Tartaglia nebyl prvni, komu se podafilo vyresit redukovanou kubickou
rovnici. A jakmile spatril dochované poznamky od del Ferra, Carda se jiz dale necitil byt vazan
slibem mlcéeni. Cardan pro sebe (znovu) odvodil Tartagliovo feSent a zverejnil jej ve své knize Ars
Magna (Velké dilo) vydané v roce 1545. V této knize je uvedeno konkrétni uznant Tartagliovi a del
Ferrovi, jenze Tartaglia citil kiivdu a spustil boufi prohlasent obvinujicich Cardana z plagiatorstvi
¢i néc¢eho horsiho. Tartagliovi obavy ze ztraty slavy se nastésti nenaplnily. Samoziejmé on i del
Ferro majt skutec¢né prvenstvi v rfesent redukované kubické rovnice, jenze vzorce jsou od doby
Ars Magna znamy jako cardanovy (ale to uz se tak nékdy stava, vid l'Hospitale...). Na druhou
stranu ukazal, jak je rozsifit na obecnou kubickou rovnici. Jednoduchou substituct prevedl rovnici
na redukovanou, kterou pak vyresil pomoct del Ferrova vzorce. Jenze zde je (jak jiz bylo zminéno)
hacek — co kdy? q%/4 —p3/27 < 0? Cardan se ovdem imagindrnich &sel nebal. To je vidét v jedné
ze slavnych dloh v Ars Magna: rozdélit ¢islo 10 na dvé cdsti tak, aby soucin byl 40. Cardan nazyva
takové problémy ,ocividné nemozné”, nebot to veden na rovnici

x> = 10x — 40,

kde x a 10 — x jsou ony dvé casti. To je ale rovnice s komplexnimi koreny. Ty Cardan nazgva
sofistické, nebot u néj nevidél zadny fyzikdlni vjznam. Jedna se o 5 + v/—15. Soucet je jisté 10,
ale soucin? Cardan sméle napsal ,nicméné upravovanim...” a formalné pocita

(5++/=15)(5 —v/=15) = 52 = 54/=15 + 54/—15 — v/—=154/—15 = 25 + 15 = 40.

Jak dale piSe ,zanedbanim obsazeného mentalntho utrpeni” v Upravach, tj. pocitant s v/—15 jako
s kazdgm jingm cislem, vSe funguje, jak ma.

Nicméné, ackoli se jiz takovych cisel nebdl, je z jeho dalSich slov jasné, ze se na né dival s
vice nez malgm podezienim: ,Takto delikatné s pocetné dostaneme ke konci, ktery (jak se rika) je

—6/124-



Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
0. Historicky exkurz imaginarni krajinou (aktualizovano 16. dubna 2025)

stejné rafinovany jako neuzite¢ny.” To, co ale skute¢né neslo Cardanovi na rozum, je situace, kdy
se v Cardanové vzorci objevuji odmocniny ze zapornych cisel, ackoli rovnice ma ocividné realny
kofen. Co tim mdme na mysli? Uvazme napf. x> = 15x+4. Pak jeden kofen je x; = 4 a dalsi kofeny
(po tro$e ndmahy) jsou x,3 = —2 ++/3, tj. vdechny t¥i kofeny jsou redlné, jenze v Cardanové vzorci
mdme p = 15 a q = 4, takZe q*/4 =4 a p3/27 = 125, a tudiz

x—¢z+m—\/ 24121 = ¢z+m+¢z V=121 (0.1)

Z dnesntho pohledu vime (nebo pozdéji snad jiz védét budeme), Ze jde o soucet dvou komplexné
sdruzenych cisel, tj. skute¢né takto dostaneme redlny koren. Jenze Cardan toto nevédél a frustro-
van touto situact nazgval takové polynomy jako ireducibilni. D& se ukazat, ze takova situace
nastane pravé tehdy, kdyz polynom x3 = px + q md pravé 3 redlné koteny. Zde vstupuje na
scénu italsky architekt-inzengr Rafael Bombelli (1526-1572), kter( ve své AlJebFe z roku 1572

objastiuje, pro¢ (0.1) dava redlny koten jakkoli divoce zapsan(: /2 ++/—121 = 2 + v/—1 a
/2 —+/—121 = 2 — 4/—1, &mz je snad definitivné vyreSena posledni zdhada kolem kubickgch
rovnic — nicméné jesté zbyva fyzikalni vjznam v/—1. Samoziejmé se také nabizi otédzka pro¢ nemit
vzorec pro ireducibilni pripad, s jehoz pomoct bychom urcili vSechny 3 realné koreny primo. Takovy
vzorec skute¢né mame a jeho autorem Francoise Viete (1540-1603), kterg nebyl profesionalnim
matematikem, ngbrz pravnikem ve sluzbach statu (francouzského) za vlady kralli Jindricha Il a
IV. Tento vzorec nent pfiliS zndmy a je zaloZzen na funkcich kosinus a arkuskosinus (vzorec byl
publikovan posmrtné v roce 1615)

=2 P cos (1 arccos (334
X—Z\/gcos<3 awcos(zpﬁ) ,

v v . 343 .
coz vyzaduje —1 < Wﬂ < 1 neboli 4—2‘1—
ireducibilni pripad). Mozna by se véci hnuly dopiedu vice, kdyby Viete mohl zvefejnit svij vzorec

o 100 let drive...

1, coZ je ekvivalentni s q*/4 — p3/27 < 0 (neboli

=

Jesté zde dodejme, Ze i tak velky matematik, jakgm byl Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
mél potize s porozuménim/interpretact (0.1). V dopise (z 1673-1675) Christianu Huygensovi Leibniz
zminuje svij slavny (nerkuli vrcholny) visledek

\/1+\§+\/1—\f=\f6,

o kterém piSe ,Nepamatuji si, ze bych si v celé analjze vSiml vice vijimecného a paradoxntho
vysledku; myslim, Ze jsem prvni, kdo prevedl iracionalni korfeny v imaginarnim tvaru do realnygch
hodnot... " (samoziejmé nebyl prvnim, tim byl o 100 let diive Bombelli). Také piSe ,Nerozumim
jak veli¢ina mize bgt redlnd, kdyz je vyjadiena pomoct imaginadrnich ¢i nemoznych cisel.” Matouct

pro néj také byla rovnost
V=11 = (V=1)2 = -1,

co? je zcela nekonzistentni se zndmgm faktem y/a+v/b = +v/ab. Leibniz také diskutoval nap¥. s
Johannem Bernoullim (1667-1748). Leibniz tvrdil, ze logaritmy zépornych cisel neexistuji, nebot:
,JelikoZ logaritmy cisel z intervalu [1,00) vylerpavaji nezdporna ¢isla a logaritmy ¢isel z intervalu
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(0,1) vycerpavaji vsechna zapornd (isla, na logaritmy zapornych ¢isel proto jiz Zadné hodnoty
nezbgvaji.” Na to Bernoulli oponoval takto

(—x)*=x* = 2In(—x)=2ln(x) = In(—x) = In(x),

napt. In(—=1) = InT = 0. Ani druh( tvirce diferencidlniho poctu (Isaac Newton [1642-1727])
komplexnim cisliim nepfrikladal velky vgznam.
A nakonec jesté dvé pozndmky ke kvadratickgm a kubickgm polynomdim:

(1) komplexnt kofeny se daji najit i s pomoci pravitka, kruzitka a grafu téchto polynoma;

(ii) néktef{ z nds se moZna na stiedn{ $kole udili, Ze imaginarni jednotka i = v/—1 je Fe$enim
kvadratické rovnice x? +1 = 0 a Ze absence pravé takového fedeni vedla ke vzniku komplex-
nich cisel. To zn{ velmi srozumitelng, jenze jsme si pravé ukazali, ze to nent pravda — byly to
totiZ kubické rovnice, ktergmi to vechno zacalo. Rovnice typy x* + 1 = 0 matematiky prili3
netrdpily a jednoduse je nazgvali ,nemozné”.

Matematici 16. stoleti velmi ctili feckou tradici v geometrii a byly pro né nepfijemné pojmy, pro
které neméli geometrick( vjznam. Snad neprekvapi, ze 200 let po Bombelliho visledku najdeme
v Eulerové Algebre z roku 1770:

véechny vyrazy typu /—1, v/—2 atd. jsou nemozna nebo imaginarni &sla, nebot
predstavujt kotfeny zaporngch veli¢in — o takovych cislech mizeme skutecné
tvrdit, Ze nejsou ani nic, ani vétst nez nic, ani menst nez nic, coz z nich nutné
déla imagindrni nebo nemozna.

Jenze Euler jde ,dal" nebot pokracuje

Ale navzdory tomu tato cisla se objevuji v mysli — existuji v nasich predstavach
a madme o nich dostatednou predstavu, protoze vime, 7e v/—4 znamend &islo,
které vynasobenou samo sebou déva —4. Z tohoto dtvodu ndm nic nebrani v
pouzivant téchto imaginarnich ¢isel ve vgpoctech.

~

Zadné takové pochybnosti odmocniny kladnych cisel nevzbuzovaly, nebot bylo (alespoit ¢as-
tecné) znadmo, jak je konstruovat. Konstrukce usecek délky rovné odmocniné prirozeného cisla
pochdzi od Platonova ucitele matematiky, Theodory z Kyrény, pro ¢isla od 3 do 17 (tzv. Theo-
dorova spirdla), coz rozsifil Theaitétos z Atén na libovolné prirozené cislo (vSechna jeho prace je
ztracena, ale vime o tom z Platonova dila). Jinou tlohou je konstrukce tsecky, jejiz délka je rovna
odmocniné délky dané tsecky. Toto pochazi od Reného Descartese (1596-1650) z jeho knihy La
Geometrie z roku 1637, ackoli to explicitné neuvadi. VSak také v zavéru pise: ,Doufam, ze pristi
generace mé budou soudit vlidné, a to nejen pokud jde o véci, které jsem vysvétlil, ale také pokud
jde o ty, které jsem zamérné vynechal tak, abychom ponechal druhgm potéseni z objevu.” Muz
vskutku se smyslem pro ironii... Desacartesova konstrukce pochopitelné pracuje s odmocninami z
kladnych délek. Jenze co by geometricky mohla znamenat odmocnina ze zaporné hodnoty? Podle
Descartese byla takova geometrickd konstrukce naprosto nemozna. Descartes ve své knize také
ukazuje, jak geometricky nalézt FeSeni kvadratickych rovnic, napt. z2 = az + b? nebo z* = az — b?
nebo z? + az = b?, ale variantu z* + az + b?> = 0 neuvaZuje, nebot to dévd pouze komplexni
kofeny. Samozrejmé takto ziskavé pouze redlné koreny (dokonce i dvojndsobny koren ,ignoruje”).
Descartes také pise:
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. skutecné (= redlné) koreny stejné jako faleSné koreny nejsou vzdy realné,
ale obclas pouze imagindrni, tj. mGzeme si je predstavit, jak jsem fekl v kazdé
rovnici, ale obcas neexistuje zadna velicina, ktera odpovidad tomu, co si pred-
stavujeme. Tak jak si umime predstavit t¥i kofeny v rovnici x* +13x = 6x* + 10,
existuje pouze jeden, ktergm je 2, a pro zbyvajict dva, trebaze jsou zvétSovany,
zmensovany, nasobeny ve smyslu, ktery jsme pravé objasnil, nemohou bt vy-
liceny jinak nez pomyslné (imagindrné).

A tak se takovgm korenl(im zacalo (bohuZzel trochu nestastné) rikat imagindrni. Skutecné nelze
najit néjaky geometricky vgznam pro komplexni ¢isla? Jiz jsme se zminilt o Johnu Wallisovi, Jesté
v roce 1675 mél ziejmé nejasnosti ohledné propojent ,algebraického imaginarna” a geometrie.
Avdak v roce 1685 se mu podatilo uéinit velk(j pokrok. Slo o geometrické Fedeni tlohy ohlednd
geometrické praméru, tj. pro dana cisla nalézt x takové, ze

b x

X C

Samoziejmé, ze vysledkem je x = /b - c. ReSent lze ziskat z obrazku

/”7 E\A ~ %@ B i ( &\&gg\

Obrézek 1

Wallis soucasné rozliSoval pri mérent délky znaménko, tj. vzdadlenost A a B je kladna pro A
nalevo od B a zapornd pro A napravo od B. V situact na Obrazku 1 umistil Wallis pocatek do
bodu A, takze obé vzdalenosti byly kladné. Nyni své tvahy posunul do situace, ve které jedna ze
vzdalenostt bude zaporna, tj. bude ,odmocriovat zdporné cislo”

Obrazek 2
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A pak
B'P = /(AB’)(B’C).
Tedy prvni ,geometricky“ obraz odmocniny ze zdporného ¢isla. Samoziejmé toto se zda byt celkem
pritazené za vlasy — ,diimyslné, ale sotva presvédcivé”. Wallis z toho také nebyl zrovna nadseny
a byla to takova rozcvicka — nyni se podivame na zcela jinou tlohu, kterd vse jiz zacina posouvat

spravngm smérem k odhaleni geometrického tajemstvi v/—1. Jedna se o klasickou ulohu: sestrojit

trojuhelnik, jsou-li dédny dvé strany a thel, kterg ovsem neni mezi témito stranami. Resen( vypada
takto

R)
/"@\ J
P
wlialy il
X 'v’ \ i
o . o v
. \¢é { s Seliin
it "‘g'/‘ C ﬂf_z D
Obrazek 3

pro dané strany PB a PA a tihel « = ZPAD. Uloha je nejednozna¢na a v(sledkem jsou dva
trojuhelniky PAB a PAB’. V algebraickém pohledu na ulohu hraje dilezitou roli vztah mezi PC a
PB. Jestlize totiz PC > PB, pak zde zac¢nou vystupovat odmocniny ze zdporného ¢isla, coz podle
Descartese mélo znamenat, ze geometrickd konstrukce hledaného trojihelniku je nemozna. Je
tomu skutecné tak? Wallistiv pohled na dlohu Fikal, ze tomu tak neni. Podivejme se na to zadani
jesté jednou — nent zde receno, ze dany thel ma byt jednim z 4hlda visledného trojuhelniku (jenom
to Fedeni ma byt uréeno obéma stranami a timto Gihlem). Re3eni vypada takto

D

Obrazek 4

Tedy vrcholy B a B’ nynt nelezi na AD.

Wallis se tedy zastavil v okamziku, kdy (v jistém smyslu) geometrickym zndzornénim ima-
ginarnich cisel je vertikalnl pohyb v roviné. Wallis pochopitelné toto nikde nenapsal a z nasi
strany jde vlastné o zpétnou interpretaci toho, co bylo uc¢inéno, se znalostmi o vice nez 3 stolett
dale. Nicméné ac chybél pouze kousek, stale nebyla odpovéd tplna, a tak Wallis je dnes znam
ze zcela jinych ddvodl nez kvili state¢nému ale chybnému boji s geometrit komplexnich ¢isel
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(vyjma historik(i a nds). Spravnou odpovéd dal az o 100 let pozdéji norsko—dansky (v dobé jeho
narozeni bylo Norsko soucasti Danska) kartograf Caspar Wessel (1745-1818). V té dobé se jiz
leccos védélo o algebraickych vlastnostech cisel ve tvaru a + bi (viz pozdéji), ale bez geomet-
rické interpretace a geometrick(ch pravidel pro scitant a nasobeni. Wessel nebyl profesionalnim
matematikem a ant v jeho rodiné zadad matematickd tradice nebyla. Ale k reSenil problémd mu
pravé pomohla jeho profese, kdy se kazd( den setkdval s praktickgmi problémy souvisejicimi s
tvorbou map, tj. s namérengmi daty zadadvanymi v podobé roviny nebo sférického mnohotihelniku
(mnohouhelnik na kouli). Dne 10. bifezna 1797 prednesl pred Danskou akademii prednasku On
the Analytic Representation of Direction: An Attempt. Souvisejict ¢lanek byl prijat k publikaci a
vysel v roce 1799 v akademickém casopise. Pro dokreslent kvalit a vjznamu jesté poznamenejme,
Ze se jednalo o prvntho ne-clena Akademie, kterému se to povedlo. Jenze ¢lanek byl napsédn v
danstiné a jesté k tomu v Casopise, kterg mimo Dansko nebyl prilis ¢teny. Proto Wesseltv skvély
¢lanek byl odsouzen k nevgznamnosti. A to az do roku 1895, kdy byl znovuobjeven. Jeho clanek
ukazuje, jak pracovat s komplexnimi ¢isly v polarnim (goniometrickém) tvaru = vektory, tj. jak je
sCitat a hlavné ndsobit (coz nent zrovna ziejmé). Tim se dostavame také k tomu, co je geometricky
v/—1 = vektor délky 1 pod thlem 7t/2, tedy imagindrni osa je kolmé na redlnou osu. MoZna ani
Wessel nebyl tplné prvni s touto myslenkou. Augustin-Lious Cauchy se ve své knize z roku 1847
zminuje o jistém Henrim Dominiqueu Truelovi a stejné myslence jiz z roku 1786. Jenze o Truelovi
neni dnes viibec nic zndmo a zda se, ze sviij vysledek snad ani nikdy nepublikoval. Stejné tak
existuji nékteré indicie, které naznacuji, ze také Gauss mél tutéz ideu jiz v roce 1796 — ale v té
dobé nic takového nenapsal. Tedy prvenstvi v tomto ohledu patii Wesselovi, ackoli dnes hovoiime
o Gaussové roviné komplexnich ¢isel (viz dale). Wessel se také dopracoval k reprezentaci vektort
(= komplexnich disel) pomoci trigonometrickych funkci, tj. komplexnt ¢islo délky 1 s thlem o je

1/¢@ = cos @ +1isin @,

coZ umoziiuje mnohem snadnéjsi praci s nasobenim (ndsobeni 4/—1 znamena otocent o thel 7/2
proti sméru hodinovych rucicek; proto je v/—1 téz operator rotace) a pro m € Z dostava rovnost

e \™ = m
{1411—1} = {cos((p/m) + v -1 sm((p/m)} =1Z¢
neboli pro m-tou odmocninu

(cos @ + isin (p)]/m = cos(@/m) ++/—1 sin(@/m).

Toto nent pavodnt Wesselllv vysledek (ale ziskal jej mnohem elegantnéji), nebot se jedna o tzv. Mo-
ivreeovu vétu pojmenovanou pro francouzském matematikovi Abrahamu de Moivreovi (1667-1754).
Ve svém clanku z roku 1698 se dokonce zmifuje o tom, Ze jisté analogické vyjadieni Moivreovy
véty bylo jiz v roce 1676 zndmo Newtonovi a pouzival jej pro vjpocet tretich odmocnin v Carda-
novych vzorcich. De Moivre se to tedy ziejmé naucil od néj a pouzival to ve svém zivobyti jakozto
Jfesitele matematick(ch problém(“. Jednalo se o velmi talentovaného muze perfektné znalého v
teorii pravdépodobnosti a jejim aplikovani( v hazardu. V roce 1718 objevil kfivku, kterd dnes nese
Gaussovo jméno. Tradi¢né se také vypravi, ze Newton casto odpovidal na matematické otdzky
vétou: ,Zeptejte se pana de Moivrea, kter( o tom vi vic nez ja.“ Nicméné zbyvad podotknout, ze
ani de Moivre nikde vyse uvedeny vysledek explicitné nenapsal — to ucinil az v roce 1748 Euler
ve zcela jiném kontextu.
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Moiverova véta umoznila Wesselovi pocitat celociselné odmocniny z libovolného komplexntho

¢isla, napt. piSe
AAV3 + 4y =1 =2210°

(ackoli neuvadi zadné presné zdlivodnéni). Wessel si ale také byl védom skutecnosti, ze stejné
jako existuji dvé druhé odmocniny ¢isla, must bt m ¢isel pro m-tou odmocninu. Navic ale také
védél, ze se must liSit o tentyz uvhel, tj. v uvedeném prikladé jde o 2210°, 2£130° a 2/250°. S
vyuzitim Moivreovy véty mizeme snadno ovérit platnost rovnosti, se ktergmi se potgkal Cardan
a Leibniz, tj. redlné cislo vyjadrené pomoct komplexnich ¢isel. D& se také snadno odvodit rozvoj
¢isla 7t pomoci nekone¢ného soucinu

5 G2 V22420 2+V2+42

— = cos(7t/4)-cos(m/8)-cos(m/16)-cos(mt/32) - - - = Hcos(ﬂ/zk) = —
s ool 2 2 2

kter( pochazt jiz od Vieta z roku 1593!

Kazdopadné Wessel zavedenim komplexni roviny dramaticky rozsifil koncept cisel. Pred tim
vsechna ¢isla byla redlna vztazena na jednodimenzionalni x-ovou osu (= realnou osu = primka).
Nyni se obor vSech moznych ¢isel rozsifil do 2-dimenzionalnt roviny, kterd je nekonecna ve vsech
smérech nikoli pouze vlevo a vpravo. Objev komplexnich ¢isel zavrsil dlouhy proces rozvoje cisel,
ktery zacal prirozengmi Cisly (pocitdni na prstech) rozsifrengmi o kladna raciondlnt a iracionalni
Cisla, pak o zdpornd az k ¢islim komplexnim. Obor komplexnich cisel je uzavieny vzhledem ke
véem standardnim aritmetickm operacim. Af s nimi délate cokoli, zlistanete zde (zatimco v/—1
neni realné cislo).

Vzhledem k osudu Wesselova ¢lanku snad nent prilis prekvapivé, ze se stale hledala odpovéd
pro geometrickou interpretaci v/—1. To, co véak prekvapivé je, Ze v roce 1806 se objevuji 2 takové
prace, které snad jiz definitivné tuto otdzku uzaviraji. Obé prace vznikly nezdvisle na sobé a
také na Wesselové c¢lanku (alespon to tak vypadd). Prvni z nich je od Jeana—Roberta Arganda
(1768-1822, Svijcar), kter( stejné jako Wessel nebyl profesiondlnim matematikem (v roce 1806
byl tcetnim v Pafizi). Argandtv ¢lanek by snad postihl jeSté horsi osud nez ve Wesselové piipadé,
ale shodou rady stastnych okolnosti se tomu tak nestalo. Argad sv(ij text vydal vlastnim ndkladem
a ani jej nepodepsal! Nazev byl Essay on the Geometricak Interpretation of Imaginay Quantities,
dal jej svgm prateliim a zaslal nékolika dopisovatellim (ktefi samoziejmé védéli, o koho jde i bez
podpisu). V této praci se také poprvé objevuje modul (modulus) pro absolutnt hodnotu (= velikost)
komplexntho cisla.

Druhou pract je 65strankové pojednani od Abbého Adriena-Quentina Buée (1748-1826; Fran-
couz). Na rozdil od prace Wessela a Arganda je Buéeovo pojedna ,mystické” a méné jasné (nékteit
dokonce pochybuji o diivodech pfijett jeho ¢lanku, kterg vysel u Kralovské spolec¢nosti v Londgné
/Akademie pro podporu véd/).

V roce 1828 vysla v Cambridge kniha A Treatise on the Geometrical Representation of the
Square Roots of Negative Quantities od Johna Warrena (1796-1852). Kniha by mozné zapadla
mezi fadou dalsich, kdyby Warrenlv geometricky vgklad nevzbudil nesouhlas u irského matema-
tika Williama Rowana Hamiltona (1805-1865). Hamilton inspirovan touto knihou byl presvédcen,
ze to mlze udinit lépe. Hamilton je zndm predevsim jak matematicky fyzik. V 5 letech umél la-
tinsky, fecky a hebrejsky a v 9 letech pridal jesté perstinu, arabstinu a sanskrt (jak ET. Bell
piSe: ,Dobry Boze! K ¢emu?!”). V roce 1824 se jiz stala matematika jeho vasni. V roce 1829 na
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n&j naléhal pfitel, aby si precetl Warrenovu knihu. U¢inil tak a citil, Ze algebra spojend s v/—1
byla oddélend a odli¥nd od geometrie. Spide mél pocit, Ze v/—1 by mélo mit ¢&isté algebraickou
interpretaci. Jak pise o mnoho pozdéji v roce 1853: ,...citil jsem se nespokojeny s kazdym pohle-
dem, kterg nedava imagindrniim od pocatku jasnou interpretaci a smysl, a pral jsem si, aby to
bylo ucinéno pro odmocniny ze zapornych cisel bez zavadént Gvah tak v(slovné geometrickych
jako téch, které zahrnujt pojem uUhlu.” Hamilton se domnival, Ze stejné jako geometrie je védou
prostoru a tato véda nasla své matematické vyjadrenti v Eukl(e)idovych Zakladech, tak algebra by
také méla byt védou néceho v nast hmotné existenci. Rozhodl se, Ze timto nécim bude cas, coz je
myslenka pochycena z Kantovy filosofie, a prohlasoval, ze ¢as musi byt to, o cem vSem je algebra
spojend s v/—1. S touto myslenkou nebyl Hamilton prvni — ta se vyskytuje jiz v Buéeové praci,
kterou Hamilton cetl (Hamilton samoziejmé nevédél o jinych geometriich /neeukl(e)idovskych/ a
ani o jinych algebrach /Booleanovské etc./). Kazdopadné v ¢ervnu 1835 prednesl pred Irskou aka-
demit prednasku Theory of Conjugate Functions or Algebraic Couples: with a Preliminary Essay
on Algebra as a Science of Pure Time, kde (mimo jiné, zejména metafyzice algebry jakozto védy
¢asu) zavedl komplexnti ¢isla jako usporddané dvojice redlnch cisel. Definoval scitani a ndsobent
pro tyto dvojice presné tak, jak si brzy ukdzeme. Hamilton tyto operace definuje, takze zde nent
zadny prostor por debatu (on samoziejmé védél, ze komplexnt ¢isla takto funguiji). Kazdopadné
jeho matematicky zcela ,cista a abstraktni” dvojice (a,b) neni nic jiného nez jing zpasob zapisu
a+1ib. Jenze Hamilton povazoval tento pristup za mnohem lepsi, nebot se vyhgba onomu absurd-
nimu objektu v/—1. Je$té posledni pozndmka k Hamiltonovi. On samoziejmé védél, e ndsobeni
v/—1 nebo pro n&j dvojici (0,1) znamend otoceni o 7/2 i v jeho algebfe. Snad moZna s trochou
ironie vzhledem k jeho odmitani geometrického pohledu na komplexni ¢isla, tato geometricka
vlastnost jej privedla k dalSimu matematickému hledanti, které ho uchvatilo po zbytek Zivota. Tak
jako +/—T otd&i vektory v roving, co otaci vektory v prostoru? To ho privedlo ke kvaternionim nebo
hyperkomplexnim ¢isliim (matice (_OI (I,) hraje roli v/—1 v teorii 2n x 2n matic — takové matice jsou
ukryty v srdci kvantové teorie).

V dobé, kdy Hamilton publikoval své vysledky ohledné ,dvojic”, geometricka interpretace kom-
plexnich cisel jiz obdrzela razitko ,schvaleno” od intelektudlniho giganta Carla Friedricha Gausse
(1777-1855). V roce 1831 (¢tyri roky pred Hamiltonem) prezentoval své vlastni geometrické ideje
ohledné komplexnich ¢isel v memoarech Kralovské spolecnosti v Gottingenu. Jak jsme jiz zminili,
Gauss se k tomuto dostal jiz v roce 1796. Jenze (stejné jako u jinych jeho praci) odkladal zve-
rejnéni, dokud vSe nebude ,tak akorat” (v roce 1812 v dopise Pierru Laplaceovi napsal: Mdm ve
svych poznédmkdch mnoho véci, u kterych bych mozné mohl ztratit prvenstvi v jejich publikovdni,
ale Ty vis, Ze uprednostriuji nechat véci dozrdt.). A pro komplexnt ¢isla nastal tento cas v roce
1831 — pojem komplexni vlastné pochazi pravé od néj. Gaussovo porozuméni komplexnim ¢isliim
se ale také vyvijelo v priibéhu let. Napi’. ve své disertacni praci véfil, ze komplexnt ¢isla nemust
byt uplnd (uzavrena). Tato ,vice komplexnt” ¢isla nazgval vera umbrea umbra (opravdové stiny
stind). Pozdéji si samoziejmé uvédomil, ze tomu tak neni. Na jeho pocest se tedy rovina kom-
plexnich cisel nékdy nazgyva Gaussovou rovinou (snad s vyjimkou Francie s Argandovou rovinou).
IKKomplexnt ¢isla tvaru a +1ib pro a,b € Z se také nazyvajit Gaussova celd cisla. Az diky Gaussovi
byla v/—1 pfijata za legitimni symbol. P¥i pfileZitosti 50letého v(ro&i od jeho doktordtu (1849)
mu v blahoprejném projevu bylo feceno Ucinil jste nemozné moznym (You have made possible
the impossible). Anglickgy matematik G.H. Hardy na Gaussovu adresu poznamenal, ze to byl prvnt
matematik, ktery pouzil komplexnt ¢isla ,skutecné presvédcivgm a védeckgm zplisobem®, ackoli
fada matematikd s nimi zcela rutinné pracovala jesté pred Gaussovgm dilem z roku 1831.
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Nicméné vse nebylo tak rtizové. Hamilton(iv pritel Augustus de Morgan v roce 1831 pise: Ukd-
zali jsme, Ze symbol /—1 nemd Zddny vijzznam nebo spise je v rozporu sém se sebou a absurdni. De
Morgan(iv skepticismus pokracoval i v roce 1849: Pokud by student chtél ddle prozkoumat tvrzeni
ostatnich autord, kteri prohlasuji to, cemu kaZdy z nich rika Vysvétlen( v/—1, udéld dobre pokud
pouzije malé ,v”“. Nicméné nebyl to ignorant, takze zvldda sviij odpor a ukazuje studentiim vjpocty
souvisejict s mocninami komplexnich cisel. Jak se pise Na pocdtku svého pribéhu byla komplexni
&isla a+b+/—1 povaZovdna za ,nemoznd ¢isla” tolerovand pouze v nékterych oblastech, nebot se
zdéla byt uzitecnd pri reseni kubickych rovnic. Ovsem jejich vyznam se ukdzal byt geometricky
a konecné vedl ke sjednoceni algebraickych funkci s konformnimi zobrazenimi, teorii potencidlu
a jiné ,nemozné” oblasti neeukl(e)idovské geometrie. Toto geometrické rozieseni paradoxu /—1
bylo tak mocné, necekané a nddherné, ze pouze slovo ,zdzrak” se zdé byt adekvdatnim pro jeho
popis.

Ale stale byli néktefi velmi odolni: anglickg matematik a kralovsk( astronom (v obdobt 1835—
1881) George Airy (1801-1892) prohlasil Nemdm sebemensi diivéru v jakygkoli vysledek, ktery je v
podstaté ziskan pomoci imagindrnich symbold. Pét let po Gaussové v(roci nazval anglicky logik
George Boole (1815-1864) vyraz v/—1 za ,neinterpretovateln symbol” ve svém vrcholném dile z
roku 1854. Jesté v 80. letech 19. stoleti byla situace tak daleko, Ze o nékolik desitek let pozdéji
jeden ze studentdl matematiky a Anglii napsal ... byla to doba, kdy pouZiti /=1 bylo podezrelé
dokonce i v trigonometrické formuli... imagindrni i bylo spiSe povaZovédno za nediivéryhodného
vetrelce... Zmény se hold prosazuji tézko dokonce i v matematice.

JelikoZ jsme nasi prochazku smérovali geometrickgm smérem, minuli jsme (nejméné) 2 velikany,
ktefl zdsadné ovlivnili teorii komplexnich funkci, coz je to, co nds primarné zajima. Ackoli se dnes
za pocatek moderni teorie komplexnich &isel povaZzuje Wesselliv ¢ldnek, mnoho vlastnosti +/—1
bylo znéamo dlouho pred nim (jak psal Euler — imaginarnost nebrant v pouzivani). Prvnim z nich
je Svgcarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783). Syn vesnického pastora, ktery studoval v
Basileji na pastora. Soucasné ale navstévoval sobotni odpoledni prednasky Johanna Bernoulliho
(1667-1748), ktery byl v té dobé povazovan za nejvétsiho evropského matematika a ziejmé mél ten
nejdulezitéjst vliv na mladého Eulera, jehoz otec se s rodinou Bernoullliti znal. Johann Bernoulli
takeé presvédcoval Eulerova otce, Ze Leonhard je predurcen k tomu, aby byl skvélgm matematikem,
Ackoli zlistal zbozngm muzem, neni Zadn(ch pochyb o tom, ze byl predevsim matematikem. A to
takovgm, Ze jej od matematiky neodradila ani slepota v 70 letech (mél totiz iZasnou pamét). Jeho
reputace byla takovd, ze byl zndm jako ,ztélesnén analgzy”“. Euler byl od roku 1727 na Ruské
akademii véd v Petrohradé, kam jej od roku 1725 lakali synové Johanna Bernoulliho (Nicolas, ktery
roku 1726 zemrel, a Daniel), se ktergmi se seznamil béhem studil (byli ale stars{). A tak v roce
1727 vstoupil do Ruska (v roce 1726 dokoncil disertaci), kde se v roce 1731 (bylo mu 24 let) stal
profesorem. Jenze pouhych par dni pred prijezdem do Ruska zemfela carevna Katefina I. Alexejevna
(manzelka Petra I. Velikého, ktery tuto akademii v roce 1724 zalozil i na radu Leibnize). Na triin
nastoupil 12let vnuk Petr II. a situace se v Rusku i v disledku sporti o triin zhorsila a akademie
ztracela sympatie. A tak, kdyz Eulera pozval prusky kral Fridrich II. Velikg na Akademii v Berling,
aby tam prijal podobné misto, s radosti prijal a ztstal v Berliné od 1741 do 1766. Berlin opustil
a vratil se do Ruska, nebot se intelektudlni prostredi vgrazné zlepsilo diky Kateriné Il. Veliké,
kterd v roce 1762 nastoupila na triin. To samozrejmé naopak zhorsilo Eulerovy osobni vztahy
s Fridrichem Il. Velikgm. Euler zemiel ndhle v 76 letech na mozkovou mrtvici. Jen pro srovnant
dvou matematick(ch velikan(: v roce 1735 reSil Euler jist] astronomicky problém z Francouzské
akademie véd, ktery jiz nékolik mésicti zajimal nékolik vynikajicich matematik( Euler nasel fesent
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béhem 3 dnd vylepsenim své vlastni metody. Jenze jeho Usili jej uvrhlo do horedek, coz postupné
vedlo az témér ke slepoté na pravé okov roce 1738. Tento stejny problém se Gaussovi podarilo
vyresit pomoct jesté lepst metody béhem 1 hodiny!

Euler si v letech 1727-1746 dopisoval s Johannem Bernoullim a 17. Fijna 1740 mu napsal, ze
reSent diferencialni rovnice

y'+y=0 & y(0)=2 & y'(0)=0
muze byt zapsano ve dvou tvarech
y(t) =2cost & y(t)=eVT4e VT,
Odtud Euler usoudil, ze ackoli jsou obé funkce tak odliSné, musi si byt rovny, tj.

2cost = etV e tVT,

Z téhoz dopisu je také ziejmé, ze védél o rovnosti

Qisint = etV — e tVT,

V roce 1748 Euler v knize Introductio in Analysis Infinitorum uvadi

et = cost +isint

(pomoci nekonecnych tfad). Nicméné se slusi v této souvislosti upozornit také na anglického ma-
tematika Rogera Cotese (1682-1716, zemrel ndhle a kratce pred 34. narozeninami; ve 26 letech
se stal profesorem na Cambridge), o kterém Newton prohlasil Kdyby byl byval Zil, mohli jsme
se néco dozvédeét. Ale Newton se trochu pletl — v roce 1714 zverejnil visledek, ktery rika svétu
néco extrémné dilezitého a kterg mu mohl prinést vécnou slavu, kdyby to napsal jenom trochu
jasnéji. Tento vysledek byl asi jeSté o néco znam de Moivreovi. Dnes jsme mohli hovoril o Cotesové
identité, misto toho vétsina ze student Cotesovo jméno ani nepotka...Cotes odvodil vzorec pro
povrch télesa vzniklého rotaci 1/4 elipsy (té, co lezi v prvnim kvadrantu) kolem osy y. Pfi tom se
dopracoval k rovnosti

—/=1¢ = In(cos @ — isin @),

od ¢ehoz uz je jenom kricek k eV=1¢ — cosp —ising — jenze ten Cotes neudélal. A tak tato
rovnost se zdd byt ukryt] v az neuvéritelné tajemném jazyce jeho jediného ¢lanku Logometria
napsaného béhem jeho Zivota v roce 1714. Zde Cotes také spravné vycisluje Cislo e a 1/e na
12 desetinnch mist pomoct nekonecnych rad — to je o desitky let diive nez Euler, kterg dal 32
desetinn(ch mist v roce 1748. Nepomohlo ani posmrtné vydant Logometrie spole¢né s jingmi dily
v knize z roku 1722. Jeji skvély obsah z(stal nepovsimnut (nebo alespon vipocet pro povrch). Po
zavére&ném komentd¥i ohledn& ndsobeni v/—1, co? jisté mohlo bt matouci pro nékteré ctendre
v roce 1714, Cotes zakoncil své vjpocty zvlastnimi slovy: toto ale ponechdvam k podrobnéjsimu
prozkoumdni tém, kterym to za to stoji. Po témér 2 stoleti si nikdo nemyslel, Ze to méd smuysl,
nebot to zlstalo nepovSimnuto az do roku 1899 (o 185 let pozdéji), kdy se to objevuje v knize
ruského matematika o historii funkci. Nent asi Gplné zirejmé, pro¢ tomu tak bylo — ale Cotes byl
velmi dobfe znamy tim, Ze daval odpovédi témér bez jakéhokoli objasnént pro ¢tenare o tom, kde
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se berou. Prosté mu asi ¢tenafi v té dobé jednoduse nerozuméli v tom, co Cotes mysli — poucent
pro nas pro vsechny ohledné hodnoty jasného vysvétleni (= samotné reSeni nent prilis zajimavé).

v .\ ¥ , ; V=1 . , . P
Zpét k Eulerovi. Vénoval se také otdzce 4/—1" . Sice nebyl prvni, ale jako prvni zjistil, ze

V=1 . Y, T . v v , vy , s
Vol je realné cislo a Ze jich je nekone¢né mnoho. Euler také s vyuzitim komplexnich cisel
nékdy mezi 1776 a svojl smrti v 1783 odvodil

(integralsinus — vyssi transcendentni funkce), coz je velmi dllezitd visledek pro teorii elektro-
nického prenosu informaci. Od Eulera (z roku 1777) pochézi také symbol i pouZit] misto /T,
kterg nasledné prevzal Gauss, a proto jej pouzivdme dodnes (v elektroinzenyrstvi /nebo celkové
ve fyzice/ se uziva spise j, nebot i znacl proud). Navzdory tak skvélgm vysledkiim by ovsem bylo
chybou se domnivat, Ze pro Eulera (stejné jako pro vétsinu v poloviné 18. stoleti) byla manipulace
s komplexnimi ¢isly ,prirozend” a vSe mu bylo jasné. Jeho pochybnosti z Algebry (1770) jsme jiz
zminili. Zde také popisuje pravidla pro pocitdni s ryze imagindrnimi ¢&isly. Soucin /=3 -+/=3 je

—3,v/—4 = 4 -+/=1 a déle:

Navic, jelikoZ \/a vyndsobend /b je v/ab, méli bychom mit \/6 pro /=2 vy-
ndsobenou /=3 a /4 neboli 2 pro hodnotu soucinu /=1 a /—4. TudiZ vidime,
Ze dvé (ryze) imagindrni ¢isla vyndsobend mezi sebou ddvaji redlné nebo sku-
tecné cislo. ..

Jenze
VI3V 2= V3T VT V2 = VeIV T = V.

Euler ukdzal, ze lze s pomoct komplexnich cisel dosdhnout fady zajimavych visledkd. A proto
jisté neprekvapti, ze dalSim zcela prirozenym krokem v rozvoji teorie komplexnich cisel je studium
funkct, jejichz proménné nejsou jenom redlna cisla ngbrz komplexnt ¢isla — coZ je presné obsahem
naseho kurzu. Pocatky této teorie jsou spojeny predevsim s baronem Augustinem-Liousem Cau-
chym (1789-1857) a jeho vysledky tykajict se integrace v komplexnim oboru, které prezentoval
22. srpna 1814 (jeden den po 25. narozeninach) pred Francouzskou akademil véd v pojednant o
urcitych integralech (Memoir on Definite Integrals). My fadu z téchto vysledkt potkdme v pri-
béhu naseho vykladu, nicméné zdlraznime, ze Cauchy systematicky rozdéloval vSechny rovnice v
komplexnim oboru na dvé. V Gvodu ke své knize z roku 1821 pise, ze vSechny takové rovnice by
mély byt interpretovany jako dvojice rovnic (dnes asi celkem prirozené). A snad i v nich spatiime
krasu celé komplexnt analyzy jako napft. ve vysledku

* cosx Tt
J 152 dx = =
—00

Cauchy se narodil doprostied Francouzské revoluce. Jeho otec byl vysokgm vladnim tredntkem
a v roce 1793 ze strachu z Jakobinské hrdzovlddy uprchl i s rodinou na jejich venkovské sidlo v
Arcneil. Prvntho vzdélani se mladému Cauchymu dostalo od otce. Po konci hriizovlady (1794) se
vratilt zpét do Parize, kde Cauchyho otec ziskal nové urednické misto a po nastupu Napoleona
Bonaparteho se z néj stal generdlnt sekretdr Senatu, kde pracoval prfimo pod Pierrem Simonem
Laplacem (ktery je dnes zndm spiSe jako matematicky fyzik nez politik — Napoleon z néj udélal
ministra vnitra) a senatorem Josephem-Louisem Lagrangem (1736-1813, ukazal skutecnou silu
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Taylorovy véty, nebot své lGvahy zaklddal na rozvinutelnosti v mocninné tady; ovsem po jeho
smrti tento pristup zacina skomirat...). Ti také poznali Cauchyho matematicky talent a Lagrange
udajné tekl: Nenechte toto dité pred sedmndctgm rokem Zivota dotknout se Zddné matematické
knihy. KdyzZ si nepospisite, abyste mu zajistil zdkladni literdrni vzdéldni, tak bude jeho naddni
promarnéno. Stane se velkym matematikem, ale umi sotva psdt svoji rodnou reci.

Otec Lagrange nastésti poslechl. Coby vynikajict student vyhrdl Cauchy mnoho cen za latinu
a humanitni védy. Rozhodl se bt inZengrem a v roce 1805 nastoupil na Ecole Polytechnique
jako druhy z 293 uchazecli v pfijimacim fizeni. Po dokoncent studil nastoupil v roce 1810 jako
inzenyr na stavbé pristavu, ze kterého chtél Napoleon zautocit na Anglit. V roce 1812 ovSem
onemocnél (prepracovani a asi i nasledky podvyzivy z détstvi, kdy zili mimo Pafiz). Jiz béhem
prace v pristavu se vénoval i matematice a pokracoval v tom i na nasledné 3leté neplacené
,nhemocenské”. V Cauchyho zivoté hrala politika velkou roli, nebot po cel( zivot byl fanatickgm
stoupencem rodiny Bourbont. Kdyz byl v roce 1815 Napoleon porazen u Waterloo, nastoupil na
tran Ludvik XVIII pravé z této rodiny. A tak kdyz byli z politickgch ddvodd vylouceni z Akademie
véd Lazar Carnot a Gaspard Monge, Cauchy s radostt prijal krdlovo jmenovant (tj. bez ,vgbérového
Fizent") na Mongeho misto (tim si samoziejmé Cauchy udélal hodné nepratel ve védeckych kruzich).
V roce 1830 byla ve Francii dalst revoluce, a kdyz na trin nastoupil kral Ludvik Filip nepatiict
do rodiny Bourbond, rozhodl se pro exil (na 4 roky bez rodiny, ¢ast té doby travil i v Praze).
Toto obdobt je jistou prestavkou v Cauchyho matematické praci. Do Francie se vratil v roce 1838,
jenze odmitl slozit slib novému krali, a tudiz nemohl zastavat post profesora. Nastésti v roce
1839 ziskal misto v instituci (Bureau des Longitudes), jejiz ndplnt bylo zlepSent ndmornt navigace,
standardizace mérent ¢asu, geodézie a astronomicka pozorovant (zalozeno 1795 a mezi plivodnimi
¢leny byli i Laplace a Lagrange). Jenze vzhledem k absenci slibu krali nebyla jeho pozice uznana
a na nasledujict 4 roky byl v absurdnt situaci, kdy byl zvolen, ale nebyl uznan, takze pracoval
bez mzdy. Jenze to tehdy bylo jeho nejvice tvirét obdobi — od 1839 do 1848 vydal vice nez 300
odbornych ¢lankd (tj. primérné asi 1 tgdné, nebot v roce 1844 nezkoumal). Profesuru ziskal zpét v
roce 1849 po Unorové revoluci z roku 1848. Jenze ta byla pro jeho rodinu tézkou ranou. Nastoupil
Napoleon Ill, kterému také neslozil slib (historie se opakuje), ale tentokrat dostal vyjimku (cekal,
ze nastoupt Jindrich, kterého ucil). V roce 1850 se zajimal o misto na Collége de France. Jenze si
vybrali Liouvillea. S tim se Cauchy nechtél smifit (prvnt hlasovani bylo 11:10 pro Cauchyho a 2
se zdrzeli), ¢ctmz mezi nimi zacal spor. Ten brzy pokracoval i na védeckém poli, kde Cauchy vyhral
(Liouvielleovo tvrzent se dalo snadno dokazat pomoci Cauchyho véty). Cauchy zemrel v roce 1857.
Jeho jméno je jednim z 72 jmen védcl napsanych na Eiffelové vézi jako Eiffelovo uznant védé (je
tam i Lagrange, Laplace, Legendre, Sturm, Poisson, Monge, Fourier, Navier, Carnot,...).

Cauchyho politické presvédcent (roajalismus) a ndbozenské nadSent mu v celém Zivoté udélalo
mnoho nepratel. Norsk( matematik Niels Henrik Abel jej nazval bigotnim katolikem a napsal o
ném, ze je sileny (pomateny) a nedd se s tim nic délat. Ovsem v soucasnosti je jediny, kdo vi, jak
by se méla délat matematika. Presné tak — pamatujeme si Cauchyho jméno kviili jeho vselijakgm
sportim nebo jeho novgm vysledkiim, které jsou opravdu skvélé (véetné definice limity /ne pres
e — 9, ackoli to v dikazech jiz pouzival/)?

Existuje také primy dikaz z Gaussovych vlastnich dopist pred 1814, Ze védél rfadu z toho
(ne-li vice), co Cauchy vydal v memodrech v roce 1814. Jenze v souladu s Gaussovskgm stylem
— sedéli si na tom, dokud to nebude ,tak akoradt”, takze veskerd sldva je po pravu pridélena
Cauchymu. Leopold Kronecker o fadu let pozdéji po smrti obou napsal, ze je velky rozdil mezi

"

nékgm, kdo zverejiiuje matematicky dikaz a ndznaky o jeho ,zdbéru”, a jingym, kdo toto ,jen tak”

=17/124-



Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

mimochodem diskutuje soukromé s pritelem... Samoziejmé Cauchy neudélal vSe, co je znamo
v komplexnt analjze a stavél jiz na polozenych zdkladech, ale jeho prinos je velmi podstatny.
Mezi dalsi dllezité matematiky v tomto sméru patii Bernhard Riemann (1826-1866, geometricky
pristup s casto fyzikalné motivovanou intuici), Pierre Alphonse Laurent (1813-1854, Laurentova
fada z roku 1843 — ta byla ve své dobé zndma pouze proto, ze o tom psal Cauchy ve Francouzské
akademii véd a pobizel ho k publikovani — k tomu doslo az v roce 1863 po smrti obou), Karl
Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897, autor znamé ¢ — & definice limity, jeho pristup vychazel
z poznatk( o mocninn(ch radach — do jisté miry tak navazal na Lagrange, misto modulu hovofil o
absolutni hodnoté) a rada, rfada, rada dalsich...

1. Komplexni cisla

V souladu s Hamiltonovgm pristupem rozumime komplexnim ¢{slem usporddanou dvojici (x,y)
dvou realnych cisel x,y € R. Prvni slozka x se nazyva redlnéd cést, druha slozka y se nazgva ima-
gindrni ¢ast. Polozime-li z = (x,y), pak piSeme Rez = x a Imz := y. MnoZinu vSech komplexnich
cisel znacime C. Na této mnoziné pak zavadime algebraické operace scitant (+) a nasobent ()
jako

(6y) + (Wv) = (x+uy+v) a (hy)-(wv) = (xu—yv,xv+yu)

Tyto dvé rovnosti také mizeme pro z; = (x1,y1) € C a z; = (x2,Y2) € C zapsat pomoci jednotlivych
slozek

Re(z; +z;) = Rez; + Rez; a Im(z; +2z) = Imz; + Imz,,
Re(zy-2;) =Rez;-Rez; —Imzy-Imz; a Im(z;-z;) =Rezy-Imz; + Imz; - Re z,.

Pak ziejmé plati

(X)y> + (an) = (X>y>) (X»y> ) (O>O) = (Oa O) ) (Xay) = (Oa 0))
(Xay) ) (])O) = (1>O) ’ (X>y) = (X,y)>

pricemz komplexni ¢islo (0,0) nazgvame nulovgm prvkem (nulou) a ¢islo (1,0) jednotkovgm prv-
kem (jednotkoul/jednickou). Opacnym prvkem k ¢&islu (x,y) rozumime &islo —(x,y) = (—x,—y).
Inverznim prvkem k &islu (x,y) # (0,0) pak rozumime &islo (x,y)™" = (x/(x* + y?), —y/(x* + y?)).
Primgm vgpoctem se da také snadno ukazat, ze operace + a - jsou asociativni a komutativni
a plati pro né distributivni zdkon. Navic pro kazdé (x,y) je opacny prvek jedingm reSenim
rovnice (x,y) + (u,v) = (0,0) a pro (x,y) # (0,0) je inverzni prvek jedingm FeSenim rovnice
(x,y) - (u,v) = (1,0). Proto mnozina C spolu s operacemi + a - tvofi netrividlni komutativni téleso
¢i (pole).
Imagindrni jednotkou rozumime komplexni &slo i = (0,1). Pak plati i* = (—1,0). ProtoZe

<X> O) + (u> O) = (X +u, O) a (X) 0) ) (u> O) = (Xu’ O)

je mnozina R = {Z e C|z= («0)pro néjaké e R} s operacemi + a - podtélesem télesa
(C,+, ). Tato mnoZina je navic isomorfni s télesem (R, +, ), takze zobrazeni x e R — («,0) € C je
vnorenim télesa (R, +, ) do télesa (C, +, ). MnoZiny R a R proto budeme ztotoZiovat, tj. polozime
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

o = (a,0) pro kazdé o« € R. Zejména tedy
1=(1,0) & 0=(0,0) & (-Na=—-«
(X>y) = (X)O) + (O,U) = (X>O) + (y,O) ) (O>]) =x+1iy.

Komplexni ¢islo (x,y) = x + iy se nazgvd imagindrni, pokud y # 0 (pro y = 0 mame redlné
komplexnt ¢islo). Je-li navic x = 0, tj. mdme-li imaginarnt ¢islo (0,y) = iy, nazgvame jej ryze
imagindrnt.

Odcitani pak prirozené definujeme jako pricitant opacného prvku, tj. pro z; = (x1,y7) € C a
z; = (x2,42) € C klademe

Z1 — 2y = Z1 + (_Zz) = (X] - Xz’y] _UZ))

a déleni jako nadsobent inverznim prvkem, tj. pro z; = (x1,y1) € C a z; = (x2,yz2) € C\{(0,0)}
klademe

zZr 1 (X1 X2+ Y1-Yz2 Y1 X2 — X1 Y2
—=z1-(n) = 2 .2 2 .2 .

z X2 +Y; X2 +Y;

Ovsem téleso (C,+,-) neni usporddané! To znamend, Ze nelze na C definovat binarni relaci <
linedrntho usporaddanti, pro kterou by platila dvojice implikact

z1<z; = z1+z<2zy+2z prolibovolnézeC,
<z & z2>0 = z1-z<2z-Z

Vskutku, kdyby to bylo mozné, pak by bud'i > 0 nebo i < 0. JenZe v prvnim pripadé by v souladu s
druhou vlastnosti (hdsobenim obou stran téchto nerovnostt pravé ¢islem i nebo —1i) odtud plynulo
—1 =1i%? > 0 a ve druhém pripadé 1 = —i? < 0. Vztah proto z; < z; tedy neni definovén pro 24dna
dvé komplexnt ¢isla zy, z; takova, ze alespori jedno z nich nent realné (tj. je imagindrni). PiSeme-Li
tedy z; < z; pro komplexnt ¢isla, mame vzdy na mysli pouze piipad z;,z; € R.

Cislo komplexné sdruZené ke komplexnimu &islu z = x + iy definujeme jako z = x — iy. Pak
plati

@)=z & zitn=-z21+7z; & Z1 z,=21'%; & <7-_1>:_

pricemz v poslednt rovnosti pozadujeme z; # 0. Proto z — Z je automorfismus C na C.

Také platt B B
zrz & y=Imz= Z_,Z
2 2i

Ke kazdému &islu z = x +1iy € C lze vzdjemné jednoznac¢né pfifadit bod [x,y] € R% Vzhledem k
této bijekci nazgvame pfi této interpretaci R?, C otevienou komplexni (Gaussovou) rovinou a &isla
z € C jsou body komplexni roviny. Pfi této interpretaci potom |z| vlastné znamena euklidovskou
vzdalenost od 0 (pocatku), tj. normu.

Lze tedy na C zavést metriku

Xx = Rez =

d(z1,22) = |z1 — 22

’

¢imz z C udéldme Uplny metricky prostor. Vzhledem k tomu, ze redlngm cCislim z = x e R (Imz = 0)

odpovidaji v uvedené bijekci body x-ové osy, nazgvdme ji realnou osou. Analogicky, ryze imagi-

narnim cisliim z = iy (Re z = 0) odpovidaji body y-ové osy, nazgvame ji imagindrnt osou.
Geometrickd interpretace komplexni roviny a operact +,-:
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru

. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)
Imz
A
| Z
Y \
2,7
|
|
—X . .
H X: Re z
! |
! |
1 :
! \
| J—
iZ,,,,,,,,y4 ,,,,,,,,, ‘z
Imz
A
z+w
w .7
[ z
- »Rez
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Komplexni ¢isla

Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
Imz

(aktualizovano 16. dubna 2025)

~Rez

hodnoty, tj

Je zfejmé, Ze |z| = 0 < z = 0. Zobrazent || : C — R, méa také dalsi obvyklé vlastnosti absolutni

z z
iz -z = 2| - |2a] & ‘_‘ _ =l
Z
(%)
‘|z1| - |zz|‘ < |z1 £ 25
n

, 22#0
|2
’sz -w,‘

=1
Dikaz. (1.1) Zrejmé

(1.1)
/A-nerovnost
<zl 4z
2 Cauchgho -Schwarzova
nerovnost

Z|‘Zﬁ|2'Z|Wj|2

(1.2)

(1.2) A-nerovnost (Michal Vesely, MA, str.296)

(1.3)
Nech z; = x; + Y1, z2 = x2 + 1y,. Potom jisté plati

(x1y2 — x2y1)* = 0

§

< (x1y2)* + (xayr)?
0
2x1X2Y1Y2 + X1X3 + YTy3

2x1%2y1Y2

(7 + Y1) (x5 +y3)
I}
(x1%2 + y1yz)

(43 + 1) (x5 +u3)
)

(odmocnina - vse je kladné)

i +yal < /0 +y) 04+ ud)

(1.4)

=21/124-



Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

(samoziejmé idea této nerovnosti je zalozena na opacném postupu)
A-nerovnost vlastné znamena

V0 +x2)? + (un +Uz)2<\/x$+9%+ X3+ Y3

Jelikoz je vSechno kladné, je toto ekvivalentni s

(1 x2)” + (y1 + 2 <8yt + 20/ 0 +uD0d +ud) + 53+ 3

neboli

2xi + 2912 < 20/ (4 + yD (3 + )

X + Y1y < /(0 + yD (3 + y3)

kterd ale jisté plati diky predchozi nerovnosti (1.4).

(1.2) Ukazme, ze plati aj (x) tj. nerovnost ‘]zﬂ — |zz]) < |zi] + |22

/A\-nerovnost

2|l =lz1+(z2—2z1)] < N|al+tla-—zl=lal-|lalz-laz-zl=-|lz -2

Soucasné platt

/A-nerovnost

1] = [(z1 — z2) + 23| < 11 — 22| + |z2] = |z1| — |z2| < |21 — 23]

Zkombinovanim téchto dvou nerovnosti dostavame

—|z1 — 22| < |z| — |z2] < |z1 — 22|, coZ jsou nerovnosti v R

definice abs. hodnoty v R

J

21l = |22l | <21 - 2

Jelikoz z; € C je libovolné a |—z;| = |z;|, dostavame pro z; ~» —z, pozadovanou nerovnost
2] = |z2l| < =] + |2

(1.3) Na zavér ukazme, ze plati Cauchyho-Schwarzova nerovnost

n 2 n n
’ZZ)' 'Wj) < Il
=1 =1 =1

Pro libovolné o € C plati

n

0< )|z — oowy|” = Y (25 — oowy) (55 — W)

—_

=1

—

n
— 2 - —_ —
= > (25 + o wiw; — Tz — owyz;)

—_

n 2 no —
- (1 Zj? ’ZJ_’ - an:1 ZJV;)] <1> — VAV
=25 Wiz 2 [wy o

—
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

Odtud plyne, Ze pro libovolné v = (vi,v;)T € C* s v; #0 je

VAV = 0 (1.5)

’ v] ] . v 7 V7 Ve v \ 7 ’ _—
(nebot (v ) =V - (vl) tj. predchozi pripad s o« = f}—f pricemz nasobime zleva Vi a zprava vy,
2 I

tj. |v1|2). Je-li vi = 0, pak také plati (1.5), nebot v takovém pripadé mame
n
2 2
VAV = |v,| Z W[ =0
j=1

To znamenad, Zze matice A je pozitivhé semidefinitni. Tato skutec¢nost je ekvivalentni s nezapornosti
prvkl na diagonale (trivialné pravdivé) a determinantu celé matice, tj.

n n n n
0 < detA =) [z ) wif* = > 5w ) Wiz
j=1

j=1 j=1 j=1

neboli
n n n n
Zwy - Y s < )l Y, il
iWi LWy S 2415 j
j=1 j=1 j=1 j=1
. ~- >
2
‘Z}la Zjwj
coz pro zZj == z; ddva pozadovanou nerovnost
n 2 n n
D25 w| < DB
j=1 j=1 j=1
a dikaz je hotowv. n

Dale také jisté
|Rez| <|z| a |Imz| < |z

Komplexni ¢isla z € C\{0} lze také vyjadfrit v tzv. goniometrickém (poldrnim, kanonickém) tvaru,
t].

z=z|-(cos@ +1i-sin@),
kde @ je takové Cislo, pro které platt

Re z i Imz
cos @ = W & sing = W

2 2
(takové &islo jisté existuje, nebot cos? @ + sin® @ = (R“> + <"“Z> =1)

E Tel
Cislo ¢ se nazgva argument komplexntho ¢isla z. OvSem @ nent uréeno jednoznac¢né, nebot ¢ +
2kt je pro libovolné k € Z také argumentem cisla z. Symbolem Argz budeme znacit mnozinu vSech
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

argumentt ¢isla z (chdpano jako funkce proménné z to je tzv. mnohoznacna funkce, tj. zobrazent
f: C — 2%). Naproti tomu symbol argz bude znacit tzv. zdkladni hlavni argument, pro kterg plati
argz € [—m, ). Nékdy (zejména v souladu s terminologii, kterou zavedeme pozdéji) se hovofi také
o hlavni vétvi argz mnohoznacné funkce Argz. (Nékdy se to zavadi i naopak!)
Misto intervalu [—7t, 7t) mGzeme uvazovat libovolny polooteviteny interval délky 27, zejména napf.
(—mt, | nebo [0, 27) atd.

Pak pro z € C\{0} plati

arctan 2, x>0
X

arctang+n, x<0&y>0
X

argz = arg(x + iy) = < arctan%—ﬂ, x<0&y<oO
s

z, X=O&g>0
k—; x=0&y<0

Mnozina C je linedrni prostor nad C i R. V prvnim piipadé se jednd o jednoznacny prostor
(komplexnt vektorovy prostor) a v druhém pripadé o dvourozmérny prostor. Chapeme-li C jako
R-linearni prostor, lze v ném zavést skalarni soucin prvkl ('vektor(") z;,z, jako

(z1,22) = Re(z12) ® Re(z1z;) ") Re z1Rez; + ImzyImz;

(*) ... Re(z1zz) = Re(z1z2) = Re(z1z3)
(**) ee Z1Z) = (X] — iy1)(X2 + iyz) = X1X2 + iXﬂJz — inlJ] + Y1y =X1X2 + Y1y + i(Xﬂ:}z — X2y1)

= Re(z12;) = xix2 + Y1y2 = Rez; Rez; + Imz; Im z; A

Chapeme-li C jako C-linedrnt prostor, pak mame skalarnt soucin

<Z1 y Zz> = Z1 Z_z

Pro ¢ také zavedeme symbol (tj. zatim pouze formalnt prirazent)
ip . ..
e’ =Ccos@ +1sinQ@
takze mizeme psat
z = |z| e’

pro libovolné @ € Argz. Jestlize z; = |z1|e'?" # 0 & z; = |z] €'?2 # 0 (je-li z; = 0 nebo z; = 0, je
nasledujict rovnost trivialni) pro libovolnd @, € Argz; a ¢, € Argz,, pak pro soucin komplexnich
Cisel z1z; dostaneme

2123 = |z1] € |z3] €92 = |z1] - |22 (cos @1 + isin @1)(cos @, + isin @;)
= |z1] - |z2| [(cos @1 cos @2 — sin @7 sin @;) + i(sin @7 cos @, + cos @1 sin @3)]
21| - |22| [cos (@1 + @2) +isin (@1 + @2)]

zl -z OO
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

S vyuzitim matematické indukce pak mizeme dokazat, Ze pro libovolné n € Z plati tzv. Moivreova véta

" = |z]" [cos (n@) + isin (n@)]| = |z|" e™? ()
S pouzitim goniometrického tvaru a rovnosti (x) mGzeme také geometricky znazornit (zkonstruovat)
nasobent & délent (za pomoci (x = %)) komplexnich cisel.

n > 0...indukce
n=0...zfejmé

n <0...Nechtn=—m pro meN, pak
" = L L
z™  |z[™[cos (m@) + isin (m)]
e 1 cos (mg) —isin (me)
B cos (m@) +isin(me) cos(me) —isin(me)

v

cos2 (m@)+sin? (me)—1i cos(me) sin(me)+isin(me) cos(me)
- [cos(me) — isin(me)]
= |z|™™ - [cos(—m@) + isin(—me)]

= |z

z|™" elme.

—ime _ | e

=z e "

Na rovnost (#+) se mGzeme podivat i z jiného Uhlu pohledu. Plati
(cos @ +1isin @)™ = cosne + isinne,

takze s vyuzitim Binomické véty na levé strané dostaneme vyjddienl cosne a sinng jakozto
polynom( v proménnych sin @ a cos @, napr.
3 .2

cos 3@ = cos’ @ — 3 cos @ sin“ @

sin3¢@ = 3cos® @sing —sin’ @
A pravé toto mGzeme brat jako takovou prvotni ilustraci onoho viroku od Painlevéa/Hadamarda
o nejkratsi cesté.
Geometricky nacrt ndsobent a délent

JelikoZ kromé (=) a (x=) plati pro z; = |z;|e'®" # 0 a z; = |z;| €2 # 0 (pro z; = 0 je nasledujict

rovnost trividlni, pro z; = 0 nemd smysl) s libovolngmi @ € Argz; a @, € Argz, také

2 1] el(01-02) (5 # )
V) ’Zz’

&
Vz =]z e pro ke {0,1,...,n—1}

kde R/|z| je chdpano jako funkce realné proménné, dostdvdme pro pripustnd komplexni Cisla
(zejména z,z1,z; € C\{0}) a pro n € N néasledujici identity (coz mnohdy mtze byt uzite¢né miti
na paméti).

i) Absolutni hodnota (pridavek k vlastnostem (1.1) - (1.3)):

2" =|z|" & |¥z] = ¥/]z| — (funkce v R).
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

i) Argument:
a) Mnozinové (A+B = {c,Jac A& beB:c =a+b})

Arg(z1z2) = Argzy + Argz,
Arg (Z—1> = Argz; — Argz;
Z

Pozor!
NEPLATI:

Argz + Argz = 2Argz
Argz —Argz =0, prip. {0}

OVSEM SPRAVNE MAME:

Argz + Argz = Argz? = {2¢ + 2km, k € Z}
Argz — Argz = Argl = {2km, k € Z}

% 1
Argz ® Arg—- = —Argz
z
Argz" = Argz+ -+ Argz = {ne + 2km, k € Z}

~
n-krat

b) Ciselné
arg(zi1z;) = argz; + argz; (mod 2m)
Z1
arg <z_> =argz; —argz; (mod 2m)
2

Kongruence (tj. mod27) se vyskytuje proto, Ze jinak se mohu dostat mimo [—7t, 71) obecné
bude vgsledek v [—2m, 27).

Bez kongruence plati primo

arg(z-z;) = argz; + argz, + 2m- Ny

arg (Z—1> =argz; —argz; + 2m- N_

Z3
-1 argzixargz; > m
pro Ni=410 —m<argzitargz; <m
1 argz; fargz; < —T

Chceme-li argz vyjadrit pomoct Argz, potom plati

1T A
argz = Argz + 27‘[[—5 — ;3[2]
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

pro vétev argz € [, )
kde [] znacl hornt celou ¢&ast, tj.[x| € Z takové, Zze x < [x] < x + 1

1
argz = arg , = —argz pro argze (=, 1)
je-ltargz = —m (tj. Imz =0 & Rez < 0) potom argz = arg:—L =argz=—T7

totéz by platilo pro argz = 0, jenZe to v predchozi rovnosti nedéla problémy.

argz" =n-argz (mod 2m)

resp. bez kongruence...argz" = n-argz + 2nN,, kde

T n
Ny = [—i—galgz}

iii) "Exponencidla” pro t,t;,t; e R

e =1
arge =t (mod 2m)
Arge' = {t + 2km, ke Z}

ei(t1+tz) — eit1 . eltz

ity
iti—ty) _ €
€ = —
e'l.tz
e_.‘t = l = E

Nynt si popiseme nékteré zdkladni geometrické objekty v C.

i) Pitimka prochazejici bodem z, € C a majict smér e*®, tj. piimku prochézejici z, a svirajici s
0 0
kladnou poloosou Re z thel ¢, mizeme vyjadrit parametricky jako

z=1zy+te", teR je parametr
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

Imz
A

Z0

Rez
i) Primku danou dvéma body zy,z, € C mGzeme parametrizovat
z=121+ (z—z1)t, teR je parametr.
Imz
A
Z1
Z2
*Rez

i) Usecku s krajnimi body z;,z; € C lze vyjadrit jako

z=2z1+ (za—z1)t, te]0,1].
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru

1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

iv) Primka prochazejici bodem z, € C a kolmou k vektoru v € C\{0}, tj. pfimku s normalovgm
vektorem v, mGzeme zapsat jako

Re[V(z—20)] =0

(Z definice skaldrntho soucinu.)
Nebo lépe

vz+vz+ =0, xelR

l
o = —Vvzg — vzg = —2 Re (Vzy)
/ rovnosti Rez = z sz z
l
V(z—29) +Vv(Z—20)
=0
2
Imz
Zo
7

Rez

v) Kruznici se stfredem v zp € C a polomérem r > 0 lze popsat rovnict

z=1zy+1e", te[0,2n]
nebo
|z — zo| = 7.
Posledni rovnice je ekvivalentni s (z — zq) (z — Z5) = 12, tj.

2Z —Zoz— 202+ z0Zg —1° =0
N~—— ——

2
|z |Zo\2

—29/124-



Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

Tedy kazdou kruznici lze zapsat jako

2Z+Bz+BzZz+y=0, kdeBeC,yeR& [B]'>7y

7 v . 7 v v 2 . 2 7 .
(tdto kruznice ma stfed v -B a polomér r = 4/|B|” — v, tj. pro |B|" =y médme jen bod B).

Imz
'

~Rez

vi) Zobecnénou kruznict rozumime mnozinu bodd vyhovujicich rovnici

xzZ+Bz+BzZ+y=0, kdeBeC, a,yeR, [B)!—ay>0

Je-li x = 0 = B # 0 a mame primku s normalovgm vektorem urc¢engm B.

Je-li @ # 0, pak mGzeme psat
B B
ZZ+ —z2+ —Z+ Y _o
o [od [od

coz je kruznice se stredem v zy = —g a s polomérem

Zobecnénou kruznicl tedy rozumime primku (kterou lze chédpat jako limitnt polohu kruznice)
nebo kruznici.

Mnohdy je (a bude) mozné rozsirit mnozinu C o jeden nevlastni bod o (zdmérné bez zna-
ménka) podobné jako R rozsifujeme o +o0. (Zatimco R™ takeé "obvykle" rozsifujeme o oo, nebo ne?)
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

Definujeme

z+w:=0w0m, zeC

z-0:=0wm, ze€C\{0} — pozor (1) -0 =—(0) =00
o0 - 00 = o0
£:=O, zeC
0
gzzoo, 2eC\{0} & — =
E::oo, zeC
z

o"=0"=0, neN

o m=0"=0, neNO=o0"=1

ol|o

Soucasné nedefinujeme vgrazy: oo + oo, 0 - oo,
"hermafrodit".
Je o realné nebo komplexnt ¢islo? Je uzitecné z néj udélat realné cislo, tj.

a % Skutec¢né ant @, nebot ted se z oo stal

Rew =0, Imow=0, [0f=0 a 0=x

a x < o pro ¥x € R. Pozor, toto je jiné nekonecno nez to, na které jsme zvykli z MAT, tj. v R* - je
holt potieba rozliSovat kontext (my jsme nevnofili R do C nebo C u {0}!!)

Mnozinu Cu {0} se zavedenmi algebraickymi operacemi znacime C (n&kdy se uziva také S, C,
Cy) a nazgvame ji rozsirenou mnozinou komplexnich cisel (téz rozsifenou (uzavi‘enou) Gaussovou
rovinou).

Metriku v C lze zkonstruovat pomoci tzv. stereografické projekce. Uvazme kulovou plochu v R?
danou rovnict

52.62_1_ 2+ C_l 2_1
& T 2) " @

kterd se nazgvéd Riemannovou sférou (kulovou plochou s polomérem % se stfedem [O, 0, %]) Kazdy
bod z = x + iy € C ztotoZznime s bodem [x,y,0] € R3. Nyn{ uvazme pfimku prochazejici bodem z
a "severnim pdlem" [0,0, 1] Riemannovy sféry. Ozna¢me jako f(z) = [&,m, (] prisecik této primky
se sférou S%. Ten je jist& rGizn( od [0,0, 1]. Zobrazent

z— [Eﬂl» C]

se naz(va stereografickou projekci. ProtoZe rovnici S? lze také zapsat jako &2 +n? +* - (=0a
primku prochézejict body [0,0,1] a [x,y,0] lze parametrizovat jako

& =xt

n=yt
(=1—-t, teR

dostaneme dosazenim do rovnice sféry

Xy + (1—t) = (1—1)=0.

=31/124-



Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexnt cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

Odtud plyne
(F+y)t+tP -2t +1-1+t=0,

neboli
t[(x*+y*+1)t—1]=0.

Posledni rovnice ma dva koreny:

t; =0 odpovida severnimu pdlu [0,0,1]

t 1 Ipovida bod z g 1

= ——— odpovida bodu —

T T4 y? Povice T+x2+y?’ 1+x2+y? 1T+x2+y?]’
kde 1 — — 1, = 4’

T+x2+y2 T+x2+y2° )
(Dosazenim do parametrického vyjadient piimky.)

Tedy soufadnice bodu F(z) jsou:

_ Rez . Imz 2|
1+ 2

£ = - .
1+ 2% 14z
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru

1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)
_
Naopak ze vztahu ¢ = TR plyne
122 = (1 + |z|2> (o
(1-0z =¢=
|Z|2 _ C -
1-¢
1
14z = —.
.

ProtoZe soucasné z = (& +in) (1 + |z|2> plati

&+ 1n
-

Stereografickd projekce F je tudiZ spojité bijektivni zobrazeni mnoziny C na S\ {[0,0,1]}. Jeli-
koz inverzni zobrazent je také spojité, je F homeomorfismus (bijekce+spojitost+spojitost inverze).
Zobrazeni F miizeme snadno rozsiit na C volbou F(e0) == [0,0,1].

Diky stereografické projekci lze na C definovat metriku (tzv. "chordal metric', chord~tétiva)
vztahem

p(z1,22) = p3(F(z1),F(22)),
kde p3 je euklidovskd metrika v R® a F je stereografickd projekce rozsifend na C (Pozor! vzdalenost
tedy mérime klasicky mezi obrazy na kouli, nikoli pomoct oblouku!). Prostor <(C, p) je pak metricky
prostor izometricky (pz (f(x),f(y)) = p1 (x,y) — zachovava vzdalenosti) s metrickm prostorem
(Sz, pg). Prostor <(C, p) je opét Uplny.
Na druhou stranu prostor (C,p) neni Gplng, napf. cauchyovskd postupnost {n} neni v (C,p)
konvergentni (<« toto se definuje v dalsi kapitole - ale intuitivné: obrazy {n} se bliZi k severnimu
polu = je to cauchyovské, ale pro C nemame severnt pol=Llimitnt bod).
Metricky prostor (C, d) je homeomorfni s (C, p) a metriky d (z;,2;) (abs. hodnota) a p (z1,2;) jsou
v C ekvivalentnt (tj. zachovavaji konvergenci/otevienou mnozinu).

V nasledujicim lemmatu ddvame explicitni vyjadrent metriky p, z ¢ehoz se také mizeme snadno
presvédit, Ze se skute¢né jednd o metriku. (Pro (C, p) to plyne z definice nebot p* je metrika.)

Lemma 1.1
Plati
( —_
|Z1 ZZ| ) Z1,Z3 € C
1+ 1zl A/1+ [zl
f— ]
p(z1,22) <—, 21eC&zy=

\/] + |Z1|2

ko) Z1 = 00 =2

Diikaz. Je-li z; = 0 = z; je tvrzeni ziejmé. Zbyvaji tedy 2 moZznosti.
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1. Komplexni ¢isla

Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
(aktualizovano 16. dubna 2025)

1) Necht z; # o0 a z; # c0. Potom
0’ (z1,22) = 03 (F(z1), F (22))

2
Re z; Re z; Im z;
- 2 7] * 2
T+ z:]° 1+ |z 1+ |z1]

2 2 2
z” |z
T+ |z 14|z

Il +
Y RS

Z1 Z

2
|ITIZZ
2
1+ |Zz|

2 2
Z Z Z Z2
Re - + | Im -
(1 +lz)F 1+ |22]2>> < (1 +lz)F 1+ |zzyz>>

2 2 2
2 - 2 [\z|2=xz+y2:(l?ez)2+(lm z)z]

T+ 1+ |z

[|z1 —22|2:(Re(21 —22))2+(|m(21 —zz))Z:Rez zq +ReZ zZ-Hm2

z1 +Im

2 5 5 2
|21 |22
+ 2 2
1+ |Z]| 1+ |Zz|

2 z)—2Rezq-Rezy—2Imzq-Im 22:‘21 |2+‘ZZ‘2_2 Re(ﬁzz)]

2Re (zi22)

_ =k |
<1 + |zz|2)2 (1 + \Z1|2> (1 + |Zz|2>

2|z |z

- (1+ 7)1+ |22

’ (1 + ]z2\2> {I(ZH]'—ZVF}

— 22
Iz PAs 2 (Re (z1z2) + |z |22 )

Trlal Telzl (1) (1+ ]2 F)

2 (14 2) + |2l (1+ [21]*) - 2Re (zi22) + 2|1 |2’

(1+12F) (1+zF)

_ |z + |z — Re (zi22)

(1+1a1) (1+121)

_ |z — zaf*

NEERIEE,)
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
1. Komplexni cisla (aktualizovano 16. dubna 2025)

Z ¢ehoz plyne pozadovana rovnost.

2) Necht z; # 0 a z; = c. Potom

o* (z1,0) = 03 (F (1), (0,0,1)")

2 2 5 2
Re z; Im z; |z1] L1l
=\ Yl i ! et
1+ |z 1+ |z 1+ |z4]

— |z

(Re 21)2 (Im 21)2 1

<1 + \11\2>2 (1 + 121]2)2

T+ ]z 1

(1 + |z1|2)2 R

¢imz je dukaz kompletnt.

Poznamka: p je skutecné metrika

) p(z1,22) 204/ & pl(z1yz2) =0 < z1 =254/ ... zlejmé

i) p(z1,22) = p(22,21)4/ ... zfejmé (definice pro z; € C & z; = w je jiz symetricky déna)
i) p(z1,22) + 0 (22,23) = p (21,23)

a) 21 =2zp =23 = 04/

b) z1 =2, & 236 C — 0+

1 > 1
N ¢1+|Z3|N

) 21eC&zy =23 =00 —1 40>

JmeCln=n=0 > FIF+0>mneY
d) z1=23=0 &2z, C 1 1 >0
)21 =2 26C ~ Tt e 2

e) Nynt uvazme z;,z,,z3 € C (princip od Shizna Kakutantho).
Nejdrive poznamenejme, ze pro a,b,c € C plati

(a—b)(T+¢cc)=(a—c)(1+cb)+(c—Db)(1+ca),
z ¢ehoz plyne

la—b|- h*kw la—c|-[1+cb|+]c—b||1

<m—cy(-wq) (-+m)
)

=l (141?)" - (1+]al

N|=

=
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili disledek Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti (pro
Z1 = Wq =1 aZZZOC,WZZB)

1+ apf < (1 + \oqz) : (1 + ymz) .

Volbou a = z;,b = z3 a ¢ = z; dostaneme z (*) nerovnost

2~ 25l [1 4 2] < |2 A 14 P A1+ [z [z — 2l AT+ [l 1+ [

coz po vydélent obou stran kladngm virazem

14 2l 1+ fesP /1 + i

dévé
ZT — Z Z1 — Z Zy — Z
21 — 23] - 21 — 73 N |22 — z3] (+4),
1+ P AT+l 1+ 2P T+l 1+ 1zl )1+ [P
neboli

p(ZhZS) < p (ZHZZ) +p (ZZ>Z3) .

2. Nekonecné fady v C

Mame-li metrickg prostor, mizeme zavést v C (nebo C) fadu dalSich topologickych pojmdi.
Oteviengm kruhem K (zg,1) pro zo € C a 0 < r < o0 rozumime mnozinu

K(zoy7) ={2z€eC: |z—2z| <71}.

Imz
A

~Rez

Pak e-ovym okolim bodu zy € C rozumime K (zo, ¢€).
Je-li zy = o, pak

K (00,7) = {ze C: |z > 1/r} — C\K(0,1/7),
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Imz

[
N

a tedy e-ovym okolim oo (¢ > 0), rozumime K (0, ¢).

Jestlize z;,2,,- - - € C, pak limitou posloupnosti komplexnich &isel {z, }nen je bod z* € C, jestlize
pro kazdé e-okoli K (z*, €) existuje n. € N takové, Zze pro vSechna n € {n,,n. + 1,n. +2,...} plati
z, € K (2% ¢), coZ piseme jako

lim z, = z* nebo 1z, — z* pron — .

n—o
Ekvivalentné:
3z* takové, Ze jeho libovolné okol (tj. v libovolném K (z*, ¢) leZi skoro vSechny ¢leny {z,}) obsahuje
skoro vSechna z, (tj. vyjma konecného poctu).
V takovém pripadé fekneme, Ze {z,} konverguje k z*.
Nekonverguje-li = diverguje. V pripadé, ze posloupnost {z,} konverguje k z* € C, je definice limity
ekvivalentni s tim, Ze posloupnost absolutnich hodnot {|z, — z*|}nen konverguje k nule, tj

lim |z, —z*| = 0.
n—oo

istoricka poznamka: Presné kodifikovant pojmu limity/konvergel cinilo matematik(im znacné
Historickd pozndmka: Presné kodifikovani pojmu limity/konvergence ¢inilo matematikiim znacéné
potize az do druhé poloviny 19. stoleti. Pocatek takovych tivah ma koreny v antické "exhaustacni
metodé" (vycerpavani).

Leibniz, Euler, Newton a celéd fada dalSich pracovala s nekonec¢nymi radami, posloupnostmi a
limitami spiSe intuitivné a s pomoci pojmt "nekonecné (libovolné) malé", "nekonecné blizko" apod.
Toto se objevuje jesté i v Cauchyho Cours d’Analyse z roku 1821. Napr. Euler jesté nemél potize
hsét (motivovén rovnosti 3 x™ = (1 —x) )

psat (motivovan rovnosti » ~_ x™ = X

1—1+1—1+~-:1 1?
2
Ony nepochybné vystihujici a dostacujict fraze byly poprvé precizovany Weierstrassem kolem
roku 1860 v jeho berlinskych prednaskach pomoci e-8 terminologie. Diky této aritmetizaci ana-
lyzy zapocalo obdobt presnosti. Pro zajimavost dodejme, ze Weierstrassovy myslenky byly nejdrive
znamy pouze jeho studentiim skrze prepisy a kopie Weierstrassovych prednasek. Az jeho nasle-
dovnici toto zverejnili ve svych knihach - jednim z prvnich byl Otto Scholz ve "Vorlesungen tber
Allgemeine Arithmetik. Nach dem neueren Ansichten" z roku 1885.
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

To vyplgva ze skutecnosti, ze v takovém pripadé mame z,, € C pro skoro vSechna n € N a

prostory (C,d) a <C, p) jsou homeomorfni, takze p (z,,z*) — 0 prévé tehdy, kdyz d (z,,z*) — 0.
Odtud je dale vidét, ze

zn — 2" < Re(z,) —» Re (z") & Im(z,) — Im(2¥)

Dikaz. "=
Rez, = = (zn + Zn)

Imz, = = (zn — Zy)

N =N —

Rez, — a
Imz, — b

|
z, — a+1ib

a také
z, > 2" <z, > z¥ a {z,} je ohrani¢end posloupnost
(Plyne z |z, — z| = |z — 2]).
Je-li z* = oo, pak tedy p(z,,z*) — 0 neboli &, — 0 & Ny — 0 & ¢, — 1. Toto v piipadé, Ze
Zn = Xn + 1yn € C pro nekone¢né mnoho index(, znamena, ze

Xn

B Xptyn 1
=
X2 +y2 + 1

XY+l 14+

X3 +Yi

O) Mn = y—n 0) Cn =

¢ —
" X2 +y2 +1

— 1,

co? je splnéno pravé tehdy, kdy? x% + y% — o, tj. |za| — o0, neboli

limz, =00 < lim|z4] =0 < lim — =0
n—oo n—oo n— |ZTL|

(Pozor! V R plati pouze "=" opa¢nd implikace v R neplati ~ oscilace {(—1)" - n}!)
V R plati ekvivalence pouze pro z, — 0 < |z,| — 0).
Tim jsme mimo jiné ukazali, ze posloupnost {z,}*_; pro z, € C spliuje

z, = 0 < F(z,) - [0,0,1].

Geometrick] vgznam této charakterizace je takovy, Ze se ¢leny posloupnosti {z,} vzdaluji od
pocatku - at uz po primce, spirale nebo i jinak.

Vzhledem k uplnosti prostoru C plati: z, — z* € C < je splnéna Cauchyho-Bolzanova podminka
(tj. posloupnost je cauchyovska), tj.

Ve > 0 In, € N takové, ze Vm,n = n, plati |z, — z| < e.

(To plyne ihned z faktu, ze posloupnost konverguje < konverguje redlnd a imaginarnt cast & R
je uplny.)
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Diikaz. "'=" Pro dané ¢ > 0 In. : |z, — z*| < 5 ¥n > n,. Pak
Zn = zm| < |20 = 2% + |z — 2" <& VMM =M,

"'<" Plati
IRe (z,) — Re (zn)| < |zn — zm|, [IMm (zn) — Im (z)] < |20 — Zm]

pro libovolné m,n € N, z ¢ehoZ plyne cauchyovskost posloupnosti {Re(z,)} a {Im(z,)}. Tvrzent
pak je dasledkem uplnosti R, nebot Rez, - a & Imz, - b = z, — a+1ib. [ ]

~

Rozsitime-li pojem konvergence také na pripad z, — o, pak také prostor (C, p) je Gplny.

Je-lt {z,}_; dana posloupnost ¢isel z, € C pro n € N, pak posloupnost {s,}*_; se ¢leny s, =
Z?:] zj nazyvame posloupnost castecnych souctl a zaroven fada se cleny z,. Nekonecnou Fadu
se ¢leny z, rozumime limitu {s,}%_; (tj. >, z,). Pokud tdto posloupnost konverguje v (C,d),
nazveme nekonecnou tadu konvergentni a klademe Zi;% = limy_ o Sn. V opacném pripadé
fekneme, Ze nekone¢nd fada >, °_, z, diverguje.

Jiz vime, Ze vyraz o + o nent definovan. Proto je ¢astecny soucet s, definovan pro Yyne N <
zn, = % pro nejvyse jedno n € N. Navic, je-li z,, = o pro pravé jeden index ny € N, pak s, = ©
pro Yn > ny, a tedy lim,_,,, s, = o0, coz je trivialni piipad, ktery mGzeme z nasich tvah vyloucit.
Tedy pro kazdou fadu )z, budeme predpokladat, Ze z,, € C pro vSechna n € N. ~~ (o)

Pro posloupnosti v C dale plati

) {zn} — z, {wn} > W, pak

{zndwn} — zEw, ma-li pravd strana smysl

) {20} = 2, fwa) > w

Zn z . s
— ¢ — —, ma-li prava i leva strana smysl
w

Wn

i) {zn} =2z = |z| = [,
v) {zn} — z, pak také {z,, } — z pro libovolnou podposloupnost.
Ddkaz. (iii) plyne z nerovnosti ||z,| — |z|| < |zn — 2] . m

Polozime-li a{z,} + b{wy} = {az, + bw, & {z,}{wn} = {zawy} pro libovolné a,b € C, pak (i)
vlastné dava:

MnoZina vSech konvergentnich posloupnosti tvort (komutativni)
C-algebru A (presnéji, C-podalgebru C-algebry v8ech posloup-
nosti) s nulovgm prvkem {0} a jednotkovgm {1}. Zobrazeni lim :
A — C {z,} — limz, je homeomorfizmus C-algebry.
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Co je co? C-algebra A je C-vektorov( prostor, pro jehoz prvky mdme ndsobeni A x A — A :
(a,a’) — aa’ spliujict 2 distributivni zdkony (Aa + ub)a’ = A(aa’) + pu(ba’) a a’(Aa + pb) =
A(a’a) + n(a’b). Homomorfismus C-vektorového prostoru f : A — B mezi C-algebrami A, B se
nazyvé C-algebrov homomorfizmus je-li multiplikativni, tj. f(aa’) = f(a) - f(a’) Va,a’ € A.

(e) ~~ Potom v takovém piipadé plati (podobné jako u nekonec¢n(ch fad v R), Ze konvergence
nebo divergence se nezméni, jestlize vynechame nebo naopak pridéame ¢i zménime konec¢ny pocet
lend. Tedy je-li >, z, konvergentni a l € Z, pak plati

[es}
Z Zn = Z Zn4l-1p-

n=1 n=ly

Proto budeme uvaZovat predevsim nekonecné fady s 1 € {0, 1}.
Jelikoz z,, = s, — sn—1, must kazda konvergentni fada spliiovat (nutnou podminku konvergence)

lim z, =0

n—aoo

Pravidla pro pocitant s limitami konvergentnich posloupnosti dévaji nasledujicl (vice-méné) ziejma
tvrzent.

Véta 2.1

T, 0 0

Jsou-li Fady Y| zn, >, Wy konvergentni a jsou-li «, 3 € C libovolné, pak

o 0 o
Z(oczn+[5wn)=oc22n+[32wn
n=1 n=1 n=1
e} e}
z;:: zz:zn
n=1 n=1

Duisledek 2.2

;v o0 . v oy v gy o0
Konlé)lexm fada Y., zn konverguje prdvé tehdy, kdy konverguji obé redlné rady ). _, Rez,
a Y. _Imz,. V takovém pripadé plati

0 o0 o0
Zzn:ZReszriZImz,n
n=1 n=1

n=1

Dusledek 2.2 tedy dava velmi jednoduchy nastroj pro vysetieni konvergence »z,: stadl uvazit
realné fady > Rez, a > Imz, a s vyuZitim kritérit znam{ch z R rozhodnout o jejich konvergenci.
Zejména pro Fady tvaru >, (—1)"z, mdme k dispozici Leibnizovo kritérium, tj. pokud pro viechna
n e N (pripadné po vynechant konec¢ného poctu clentl) platt

0 < Rezn.1 <Rez, (kladnd & nerostouci {Re z,})
<

0<Imzyy <Imz, (kladnd & nerostouct {Imz,})
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

a soucasné
lim Rez, =0 = lim Imz, (@ lim z, = O) ,

n— n—o n—oo
pak rada
e ¢]
Z(—])nzn konverguje.
n=1

Priklad:

i) Zjistéte, zda fada > = " konverguje.
S vyuzitim pl’edChOZlhO disledku vime, ze stact vySetrit konvergenci realnych rad

0 n 00) ‘n
1 1
Z — Z Im —.
n n
n=1 n=1
JelikoZ? ale
in (= )k _ n 0, n=2k
Rel — ) g n=2k AL 1
m 0, n=2k+1 n K1 n=2k+1

plyne konvergence obou fad z Leibnizova kritéria (nerostouct posloupnost kladnych c¢isel— 0
pro (—1)"a,). A tedy dana komplexni fada konverguje.

A
. i v iy THi(=1)n—1.
ii) Najdéte soucet Fady >.°_, %
Opét s pomoct predchoziho disledku staci vysettit redlné rady
-1
1 (="
PIErLID Pt
n n
S vyuzitim mocninnych rad zjistime, ze
1
Z—:— aZ _mg
n2
a tedy
© 1 n—1 ‘n 2
Z = —+1ln2
n=1
A

Pochopitelné i pro komplexnt fady mame Cauchyho-Bolzanovo kritérium.
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Véta 2.3 (Cauchy-Bolzano pro konvergentni rady)

Rada >, zn konverguje pravé tehdy, kdyz

n

j=m+1

a cauchyovskosti posloupnosti {s,}>_, ]

Zacneme-li prehazovat ¢leny konvergentnt posloupnosti, mohou nastat velmi zvlastnt situace.
Abychom takovému chovant zabranili, potfebujeme absolutni konvergenci.

Definice 2.4

B 0 ro7 v 7 . oV 7 7 v o0
Rada > _,z, se nazgvd absolutné konvergentni (AK), jestlize (redlnd) fada . _; |zn| kon-

verguje. Rada > 1 zn se nazyva neabsolutné (relativng) konvergentni (NAK), jestlize fada
>, zn konverguje a (redlnd) fada >, |z,| diverguje.

Historicka poznamka: V roce 1833 si Cauchy vsiml, Ze konvergentni fada s realngmi ¢leny, jejiz
ne vSechny ¢leny jsou kladné, mize mit divergentni "podrady" (fady s vybrangmi cleny). Dirichlet
ve své slavné praci "Proof that every unbounded arithmetic progression whose first term and
common difference are integers without common divisors contains infinitely many primes" z roku
1837 prezentoval dvé (neabsolutné) konvergentni rady

T 1 1 T 1 1 1 1

l—5+3—7+ & Tag-sHodo—o+

vzniklé zménou usporadant a majict riizné soucty, konkrétné log2 a % log 2. V téZe praci Dirichlet
dokazal vétu o zdméné usporddant pro fady s redlngmi ¢leny. Riemann ve své habilitacni praci z
roku 1854 (v niz mimo jiné zavedl "svij" integral) napsal, ze Dirichlet jiz kolem roku 1829 védél,
Ze "'nekonecné tady lze rozdélit do dvou zdsadné odlisnych trid podle toho, zda zlstavajl konver-
gentni ¢i nikoli poté, co jsou vSechny jejich ¢leny ucinény kladngmi. V fadach prvntho typu mohou
byt cleny libovolné permutovany, zatimco hodnota souctu fad druhého typu zalezi na usporadant
jejich ¢lend." Objev tohoto zdanlivého paradoxu v(razné prispél k opétovnému zkoumdnt teorie
nekonecnych fad a jejimu postaveni na pevné zaklady (posloupnosti ¢astecnych souctd). 15. lis-
topadu 1855 si Riemann poznadil, ze "rozpoznant toho, Ze nekonecné fady mdzeme rozdélit do
dvou trid (podle zavislosti jeji limity na usporadant jejich ¢lent ¢i nikoli) predstavuje zlomovy bod
v chdpant nekonecna v matematice".

Nasledujict tvrzent popisuje zdkladni vztah mezi absolutni konvergenct a konvergenci, coz velmi
dobre zndme jiz z realného oboru.

&Veta 2.5

KazZdé absolutné konvergentn( fada je konvergentni a plati

0 0
DIENEDNAE
|n=1 | n=1
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Diikaz. Necht >.*_, |z,| konverguje a ¢ > 0 je libovolné. Pak existuje n, € N takové, Ze pron > n,
a m e N libovolné, je (viz V.2.3)
|an+]| + -+ |an+m| < E.

, A—nerovnost o 0
Tedy také |ani1 + -+ + [@nim]] < |ani1|+- 4 ]anym| < €promn =ng atudiziada ), zn

konverguje dle Véty 2.3. Je-li {s,} posloupnost ¢aste¢nych soultti Fady >~ z, a {t,} posloupnost
taste¢nych souctd fady Y7, |za|, pak [sn] < t, Vn € N, ¢ehoZ plyne

lim [sn| < lim t,,
n—o0 n—0o0

a tedy, nebof lims,, =s = lim|sy| = |s| = [lims,], plati
0 0
Diza| <D |z
n=1 n=1

Pozn:
Véta 2.5 nam spolecné s Disledkem 2.2 davajt jednoduchy navod, jak postupovat pri vysetiovant
konvergence nekonec¢nych fad v komplexnim oboru.

i) zjisténi konvergence realné fady |z,
| nekonverguje-Lli

it) zjisténi konvergence dvou redlnych fad > .Rez, a > Imz,
Tedy z kritérit znamych v readlném oboru dostaneme pro ¢ast (i) napft. toto:

a) (Srovndvaci kritérium)
Je-li >3, an konvergentni redlnd ¥ada s nezdporngmi ¢leny a plati-li ¥n € N nerovnost

|zn| < an nebo ‘Z“—“

< 2 pak fada ]z, konverguje absolutné. Zejména, je-li limy o |a“| =
n

q < +oo pak fada >z, I<onve|guje absolutné.
Je-li 0 < b, < |z,] & Db, diverguje nebo lim
diverguje.

|Zn|

q > 0 & > b, diverguje = > |z,

Za pomoci srovnavactho kritéria se da Véta 2.5 odvodit i beze Cauchyho-Bolzanova kritéria kon-
vergence ...

Dikaz V.2.5 bez C-B. Konvergence Y |z,| je ekvivalentni s konvergenci > +/(Rez)? + (Imz)?,
coz implikuje konvergenci ) |Re z| a > |Im zi| podle srovnavactho kritéria pro fady s nezdporngmi
¢leny (nebot [Re zi| < 4/(Rezi)? + (Imzy)? a totéZ pro |Im zy|). Sta&i tedy ukdzat, Ze konvergence
téchto fad implikuje konvergenci Y} Re zy a > Imz, z ¢ehoZ vyplyne konvergence » z, (viz Dasle-
dek 2.2). JenzZe toto jsou fady s realngmi ¢leny, takZe staci ukazat, ze konvergence > |ay|, ax € R
implikuje konvergenci > ay. (To ale vime z R))

Jelikoz 0 < ay + |ax| < 2|ax| Vk e N, plati

éZ(ak—&-\ak\ ZZ\ak\ EZ\ak\ Vn e N.
k=1
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru

2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)
JelikoZ Fada napravo je konvergentni, je s, == >,_;(ax+|ax|) ohrani¢enou monoténni posloupnosti
v s v v, o ve N ) S P v o

¢asteénych souctl a tedy > .~ ,(ax + |ax|) must byt konvergentni. Ponévadz ale > ay = > (ax +
lax|) — D |ak| je rozdilem konvergentnich posloupnosti, je sama nutné konvergentnt. [

b) (Odmocninové kritérium)

Je-lt ¥/|zn| < q < 1 pro nekone¢né mnoho n € N nebo limy .o ¥/|zn] = q <1 = >z,
konverguje absolutné.

Je-lt {/|zn| = 1 pro nekoneéné mnoho n € N nebo lim {/|z,| > 1 = Fada ), |z,| diverguje.

c) (Podilové kritérium)

Je-li % < q < 1 pro nekone¢né mnoho n € N nebo l'lmn_,oo% =q<1 = >z,
mn mn
konverguje absolutné.
Je-li lznr] > 1 pro nekone¢né mnoho n € N nebo lim,_,4 lzniil 5 1 2 ¥ada diverguje.
EY [zn]
mn mn

d) (Integrdlni kritérium)
Existuje-li nezdpornd, nerostouci a spojitd funkce na [1,00) takova, ze f(n) = |z,| Vn € N,
pak

© +00
Z |zn| konverguje < J f(x)dx konverguije.
n=1 1

Navic z dvojice nerovnosti
max {|Re z,|, [Imz,|} < |z| < |Rezy| + [Imzy,]

plyne nasledujict ekvivalence, kterd dava dalsi zptisob, jak rozhodnout o AK komplexnich fad.
Véta 2.6
0 .

Komplexni Fad ), _, zn je absolutné konvergentni prdvé tehdy, kdyz jsou absolutné konver-
gentni redlné fady >.” Rez, a > . Im
9 Y Zin=1 N€Zn n=1'MZn.

Nynt jesté zbgvaji dvé poslednt tvrzeni, kterd ukazuji, ze AK Fady v komplexnim oboru se pri
prerovnavant a vzajemném nasobeni chovaji hezky (stejné jako v R).

Véta 2.7 (o prerovnani AK rad v C = komutativni zdkon pro AK rady)

v 7 v 7 v e} . N PPy v 7o . 7 s
Jestlize komplexni nekonecnd rFada ) _, z, je AK, pak kazdé jeji "prerovndni” je také AK a md
tentyz soucet, tj.

0 0
Z Zt(n) = Z Zn
n=1 n=1

pro libovolnou bijekci T: N — N (tj. permutaci mnoZiny N).

Dikaz. Nejdfive ukdzeme druhou ¢ast, tj. konvergenci )} z.(n) @ rovnost souctd.

Polozme s == Y7 ,z,. Ve > 0 zvolme n, € N takové, ze D)7 |za| < § (existuje diky AK:
S -5 "0 = 37l - 0)
=375

Ozna¢me F, == t'({1,...,n:}) a N, == maxF.. Pak plati {1,2,...,n} 2 F. pro n = N, a tedy
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2. Nekonecné fady v C

Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
(aktualizovano 16. dubna 2025)

T({1,2,...,n}) 2 1(F) = {1,...,n}.

Pro tato n pak mame

N

<

Z Zej) =S+ Z Z(j)

jeFe je{l,...,n}\Fe

Zlk—3+ Z Zx

ket(Fe) ket({1,....,n})\t(Fe)

Ne
sz — 5|+ Z |z |
k=1

Ket({T,mn ]\ {1, )

0
2 Z |zi| < e.

k=ng+1

v 7 Vv ee} . ’ 7 .. i Ay v o7 v .
Nekonec¢nd fada ), _; z:m) je tedy konvergentni (ukdzali jsme, Ze n-t(j ¢astecny soucet konverguje

k s) a jeji soucet je roven s.

X 0 . y ;. v ;s v 0 Ly ~ ’
Rada >, ’zT(n)’ je také AK, nebot je prerovnanim AK fady > ", |zn| (to je fada v R a tvrzeni

plyne odtud)~,

Je-li € > 0 libovolné, pak z AK Fady >’ |z,| plyne existence n. € N takového, ze

Z)Tfnm zj| < e® vn = n,ameN. (V.2.3) Jeliko? {t(n)}*_, je permutace N, existuje p € N

takové, Ze {1,2,...,n.} < t({1,2,...,p}). Necht jsou nyni n > p a m € N libovolna.

Ozna&ime-li t := max{t(n+1),...,T(n+m)}, pak madme |zeni1)| + -+ |Zetnim)| < [Znesr| +
(o)

<+ |z¢| < € dle (%), a tedy Fada ] |z,| je konvergentni dle C-B kritéria pro rady (V.2.3.)
(¢) » t(Mm+1),...,T(Mm+ m) = n. + 1, nebot n > p, tj. pfidali jsme nékteré ¢leny (mame

vSe od n. + 1 po t).

Pozor! Riemannova véta o prerovnant jiz v C neplatt beze zmény. Jestlize L znact mnozinu cisel

y v . . .. rv ’ o0 . M. v, o

c € C takovych, Ze existuje bijekce T: N — N, pro niz plati },/_; zxn) = ¢ (tj. L = mnoZina souctd
indukovanych pferovnanim fady >’ z,), pak lze ukazat, ze mize nastat pravé jedna z moZnosti:

i) L = J (= divergence)

it) L = {c} (« absolutni konvergence) ddkaz

n n+1)

iit) L je pfimka v C (napF. L=R+1) pro X7, [(_])n + n(;])

iv) L = C (napt. >z, takovad, Ze zy € R, zx41 € iR Yk € N a fady >,z & D) zai1 jsou

neabsolutné konvergentni).
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

toto plyne z faktu, Ze v pripadé NAK Fady >z, musi byt alespon
jedna z fad Y Rezg a Y Imz, také NAK. Lze ji proto prerovnat k
libovolnému souctu, ovsem soucasné nevime nic o druhé tfadé, tj.

i) D)Rezy & > lmz, = D+D

i) Y Rezy & > Imz, = AK+AK
iit) Y Rezy & > Imz, = AK+NAK nebo NAK+AK
v) Y Rezy & Y Imz, = NAK+NAK

Diikaz [ +].

Implikace "<" je obsahem Véty 2.7.
Diikaz implikace "=" je mnohem slozitéjsi - de facto je disledkem tzv. Dvoretzkeho-Rogersovy
véty z roku 1950:

Kazdd nepodminéné konvergentni fada v Banachové prostoru X je
absolutné konvergentni < prostor X ma konec¢nou dimenzi.

Necht X...topologicky vektorovy prostor, x; € X proiel,
potom fada )., x; je nepodminéné konvergentni, jestlize

i) Ip = {iel,x; # 0} je spocetnd

it) pro kazdou permutaci mnoziny I, plati > x; = x & C ma konec¢nou dimenzi

lv opacném pripadé napft.

X =1%2... posloupnosti Y x* < o

v £
a uvazme posloupnost (x*)iey € XN xx = (0,...,0,

n-ty
clen

M 0 . R v 7y .
Pak ¥ada Y~ , x konverguje k x = (1, %, ceey %, ...) € X pro kazdé prerovnani, ale nekonverguje
absolutné

0 . 0 -I
D= Y =
k=1 k=1

Toto zobecnént Riemannovy véty bylo poprvé zminéno Lévym v roce 1905. Jeho tplny dikaz podal
mezi lety 1913/14 Steinz, ktery ve skutecnosti ukazal, ze pro posloupnost {v,}, kde v, € R™, je
mnozina souctt ziskan(ch prerovnanim rady > v, bud prazdna nebo to je afinni podprostor R™.

Véta 2.8 (o soucinu AK rad)

0
n=1

[
Necht 3"z, a >, wy jsou AK. Pak kaZdy jejich soucin Y,

. A o0
- Vn (tj. kaZdd rfada ), vn, ve
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
2. Nekonecné fady v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

které cleny v, probihaji vSechny mozné souciny zyw,, pravé jednou) je AK a plati

0 0 0
2 [ 2w ) =2 v
n=1 n=1 n=1

Ddkaz. Ke kazdému N € N existuje M € N takové, ze

N

viyo.o S {zwnpro 1< <M & T <n <M},

Potom platt

N M M 0 0
Dival <1zl Y wal < 1zl Y Iwal < 0.
n=1

j=1 n=1 j=1 n=1

4 o0 . 7 . .« v 7 v v 7 v v ’ v v o0
Rada Y, _;|vn| je tedy AK (md ohrani¢ené caste¢né soucty). K uréeni souétu v fady > ~_,vn
mizeme pouzit libovolné usporadant clent zyw, (diky Vété 2.7), které dostaneme vynasobenim
vgrazl (z; + -+ + z)(Wy - - - + wy) Clen po Clenu, tj. je-li s, ¢astecny soulet > z,, t, pro X, w, a
Xn Pro Y, vy, pak

X1 = st
Xy = (Z] + Zz) (W] + Wz) = st
X3 = (Z] + 2z + Zg) (W] +w;, + W3) = s3t3

Xk = Sktk.
Odtud plyne
[ee} [oe} o0
Evnzl'mek:limsktkzs-t: Zzn an
k—00 k—o0
n=1 n=1 n=1

Pozn:

DY v o v v . . ) _ ’ V. v 0¢] 0

Pri splnéni pozadavku Ve‘gg 2.8 je zejména konvergentni Cauchyho soucin fad >, ;zn a >, Wy,
B 0 n—

tj. >y Vn, kde vy, = ijo Z14{Whn_j.

Po diagonalach prip. po Ctvercich=Dirichletlv soucin

Historickd pozndmka: Toto tvrzent pochazi od Cauchyho z roku 1821 (Cours d'analyse). Sou-

v v . v v v . PV v v oe -n"
¢asné poznamenejme, ze pozadavek AK obou fad je zcela kli¢ovy. Napft. pro NAK fadu >, (\/%

je jejt soucin se sebou divergentnt. Vskutku, jelikoz

0< (x—y)* =x*—2xy +y?
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Utrzky z analzy v komplexnim oboru
3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

pro libovolné x,y € R,
mame

2¢/jvn <j +n.

Proto pro k = n +j mame

1 2

Nz =—— > =

1) 2 NORRV/ I 3

a tedy
} : 2 2 2
(_1)k\’k: (—])ijZkZ E -—= (k=1 ==2- = =1

R =k ¢ kolika zptisoby . k‘/z
k=

dostanu k jako n+j?

pro vdechna k € N. TakZe urcité limy_, vk # 0, a tedy fada > vx nemiize byt konvergentnt.

3. Zaklady kalkulu v C

Stfedobodem naseho zajmu v celé matematické analyze jsou predevsim funkce a my si nynt
tento koncept rozsifime i do komplexniho oboru. Vybudujeme si zéklady infinitesimalntho poctu a
podivame se podrobnéji na ty partie, které budou hrat klicovou roli v dalSim rozvoji nasi analyzy
v C. Upozornime samoziejmé na odliSnost oproti R - prvni z nich je, Ze celé budovant nasi teorie
probtha velmi odlisné oproti realnému oboru.

Funkct v komplexnim oboru rozumime zobrazent f : X — Y, kde X,Y < C (zejména C nebo R).
Jestlize f(x) € R ¥x € X, pak hovoiime o redlné funkci, pro f(x) € C mame komplexnt funkci a
pro f(x) € C dostaneme konecnou funkci (tuto terminologii ale prilis pouzivat nebudeme). Jestlize
X € R, je f funkcl redlné proménné a v opacném piipadé (tj. X < C & X ¢ R) mame funkci

komplexni proménné. Zejména, f: C — C je komplexnt funkct komplexni proménné.

Pojem e-okoli jsme si zavedli jiZz na zacatku minulé kapitoly, tj. O:(zo) == K(zo€) pro zo € C a
O, (0) = K(w0, €) = C\K(0, 1). Nékdy budeme (s trochou nedbalosti) psét pouze O(z;) pro zo € C.
Ryzim okolim O*(zy) pak rozumime O(zy)\{zo}.
Je-li ddna funkce f: X = C — C a hromadng bod zy € X (tj. Ve > 0 obsahuje O*(zo) nekone&ng
mnoho bod mnoziny X).
Potom fekneme, ze funkce f ma v bodé zy limitu wy € C vzhledem k mno%iné X, a piSeme

Zlipzwo f(z) = wo,
zeX

jestlize pro kazdé okoli O, (wy) bodu wy existuje ryzi okoli O*(zy) bodu z, takové, ze ¥z € O*(z5)nX
plati f(z) € O¢(wy).

Zejména je-li funkce f definovana v néjakém ryzi okolt O*(zy) bodu z, pak definujeme po-
jem limity funkce f v bodé z; obvyklgm zptisobem (tj. ...Vz € O(zy)...). Tuto limitu znacime jako
lim,_,, (). Existuje-li tato limita, pak nutné plati

lim = lim
z—zof(z Z—Z0
—zf(z) z2e0*(zp)

Pro limity a limity vzhledem k mnoziné plati analogicka pravidla jako v R, t;j.
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru

3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)
) lim [f(z)] = |lim f(z)],
Z—Zp Z—Zp

i) lim [f(z) £g(z)] = lim f(z) + lim g(2),

z—20 z—zo z—20
lim f(z) _ l‘tmz_,ZOf(z),
=20 g(z)  lime,, g(2)

maji-li pravé strany uvedenych rovnostt smysl.

Dikaz.

i) Necht limf(z) =AeC &f: X Y.
ProtoZe ||f(z)| — |A]| < |f(z) — A|, pak z definice limity

Ve > 0 305 (z0) (nX) tak, ze Vz € O5 (z0) (nX) platl |f(z) —A| <€

a tudiz ||[f(z)| — |A|| < |[f(z) — A] < € takze lim [f(z)| = A.
Je-li limf(z) = oo, pak definice rika

1
Ve > 0 305 (z0) (nX) tak, ze Yz € Of (z0) (nX) plati |f(z)| > o

Apmhﬁe‘“&ﬂ‘=|ﬂ@

, je tato podminka i pro |f(z)

, tudiz lim [f(z)| = oo.

it) Jsou-li obé limity kone¢né, je diikaz stejny jako v R. Uvazme + a limf(z) = o0 a limg(z) =
B € C. Protoze oo + B = o0 musime ukazat, ze

1
Ve > 0 305 (z0) (nX) tak, ze Yz € Of (z0) plati |f(z) + g(z)] > =
Jelikoz B € C, existuje Of(z,) takové, ze Yz € Of(zy) plati |g(z)| @ Bl + 1.
(%)... vezmu |g(z) — B| < 1 a protoZe
9(2)] - [B] < [g(z) = B[ <1
= [9(z)] < [B[ +1

Pak pro dané € > 0 mizu vzit Of(zo) = Of(z0) takové, ze |f(z)| > 1+ B + 1 (diky definici
limity). JenZe v takovém okolt pak platt

f(Z)ig(Z)!>If(Z)I—lg(Z)I>%+\B\+1—(IB|+1)=%>

a diikaz je tedy hotov.
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Utrzky z analzy v komplexnim oboru
3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Méjme funkci f a polozme u(z) := Re f(z) a v(z) = Im f(z). Pak u, v jsou redlné funkce komplexni
proménné a platt
f(z) =u(z) +1iv(z).

Funkce u(z) a v(z) se nazgvaji redlna a imagindrni ¢ast funkce f. Navic pro z = x + iy je u(z) =
u(x,y) a v(z) = v(x,y), tj. u,v jsou redlné funkce dvou redlngch proménngch a (vzhledem k
izomorfismu mezi C a R? = z=x+1iy = (x,y)

f(z) =f(x+1iy) =f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y)

(Odtud také snadno nahlédneme, ze existence konecné limity v z, implikuje existenci okoll bodu
zy, na kterém je funkce f ohranicena.)
Napt. pro f(z) = z* + 1 mdme
flz)=224+1 =>f(xy) = (x +iy)’ + 1 =x + 2ixy —y* + 1
U
Ref=u(xy)=2"—y* +1
Imf =v(x,y) = 2xy,

nebo f(z) = 1 dava

1 x —1y .y
f =
(2) X + 1y x2+y 1x2+92
|
X
RefZU(X,y):m
Y
Imf = V(X,y) = —m

Pak podobné jako pro komplexnt ¢isla z = x + iy mame
O< X[ <lzl, O<yl<lz| & O0<|z|<x[+y|.
Plati také pro funkce f = u + iv nerovnosti

u(xy) < ulxy)l <Ifxy)l, vy <Pyl <I[f(xy)
a If (x,y)] < [u(x,y)| + v(x,y)|.

Pak zi'ejmé plati

i) limf(z) =wy < limRe(z) =Rewy & lim Im (z) = Imwy,

z—2zp z—20 z—2z0

i) limf(z) =wy < limf(z) =wy,

Z—Zp Z—Zp

f(z) = Ref(z) — Imf(z)je funkce komplexné sdruzena.
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Také platt

lim f(z) =wy < l'u1(1)f(;) = Wy, (%)
fi f@1 = =l o5 =0,
lim f(z) =0 < ii%f(% =0,

pricem? je uzitetné mit na paméti, ze zobrazent z — ! zobrazi K(0, €)\ {0} na K(0, ¢) = C\K(0, 1).

Funkct f: X — C nazveme spojitou v bodé z, € X vzhledem k X, jestlize

Zlipgo f(z) = f(z0).-

zeX

Funkce f je spojita na X, jestlize je spojitd v kazdém bodé z; € X vzhledem k X. Je-li X = D(f) a
zo vnitfnim bodem mnoziny X, pak mluvime o spojitosti funkce f v bodé zy. Spojitost lze definovat
také pomoci posloupnosti (Heine), tj. pro kazdou posloupnost {z,}¥_;, z, — zo (a z, € X), plati
f(zn) — f(zo). Diky ekvivalenci (x) vgse je spojitost funkce f v zg = o0 ekvivalentni se spojitosti

1
z
Vz € C spliujicim |z| > R pro néjaké R = 0).
Ztejmé také plati

funkce f(2) v 0 (coz pochopitelné vyzaduje, aby f byla definovand v néjakém ryzim okoli oo, tj.

i) funkce f je spojitd v bodé zy < funkce Ref a Imf jsou spojité v z,

i) funkce f je spojitd v zy < funkce f je spojitd v z.

Historicka poznamka: Za dob Leibnize a Eulera byly studovany prevazné realné funkce realné
proménné. Odtud se matematici zacali pomalu vydavat smérem ke komplexnim funkcim komplexni
promé&nné. Proto slavny Eulerdv vzorec e* = cosz + isinz z roku 1748 byl plivodné odvozen
pouze pro z € R. Prvnim, kdo st uvédomil, ze mnoho vlastnostt klasick(ch funkci méze byt zcela
pochopeno teprve ve chvili, kdy povolime komplexni proménné, byl Gauss (jak je patrné z jeho
dopisu Besselovi).

Slovo "funkce" se objevuje u Leibnize v roce 1692 jako pojmenovant jistych velikosti (jako x-ova
souradnice, polomér krivosti atd.) v bodé, kterg se méni pri pohybu po kfivce. Uz v roce 1698
hovoit Johan Bernoulli v dopise Leibnizovi o 'libovolné funkci ordinadtd" (y-ové souradnici) a v roce
1718 oznacuje funkct libovolnou "velikost, kterd vyrista spolec¢né z proménné a libovolnych kon-
stant". Euler v "Introductio in Analysin Infinitoru" z roku 1748 nazyval funkct libovolné analytické
vyjadrent obsahujict proménnou a konstanty.

Rozsifent konceptu funkce se stalo nevyhnutné kvdli praci d’Alemberta, Eulera, Daniela Ber-
noulliho a Lagrange na problému vibrujict struny. Proto Euler opustil myslenku zaloZzenou na
analytickém rozvoji (a priornt predpoklad jeho existence nent spravny?!) a zavedl tzv. 'libovolné
funkce". Nicméné dnesnt definice funkce jakozto jednoznacné prifazent hodnot nebo zobrazent je
predevsim Dirichletovou zdsluhou. Ve svém ¢lanku z roku 1829 zavedl funkci @(x), kterd je "rovna
jisté konstanté d, jestlize hodnota proménné x je iracionaln{’. A v ¢lanku z roku 1837 napsal k
rozsifeni konceptu funkce: "Jisté neni nutné, aby pravidlo zavislosti f(x) na x bylo stejné na celém
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intervalu. Ve skutecnosti, dokonce ani nepotfebujeme uvazovat danou zavislost jakozto vyjadienou
explicitnimi matematickgmi operacemti.’

Leibniz a Euler (intuitivné) pracovali s velmi silngm pojetim spojitosti, které v podstaté splgva s
analyti¢nostt nebo s generovanim analytickgmi funkcemi. Nase aktudlni pojeti (a jeho presna arit-

v

meticka formulace) pochdzi z 19. stoleti a vychdzi z pract Bolzana, Cauchyho a Weierstrasse. Jesté
v roce 1837 Dirichlet zavedl definici, kde Fika, ze "f(x) se méni pozvolna, pokud se x také mént
pozvolna". Idea spojitosti zobrazeni mezi obecngmi topologickgmi prostory vychazi z Hausdorffovy

knihy z roku 1914.
Véta 3.0

Funkce arg z je spojitd v kazdém bodé z € C\{0} s vyjimkou zdporné redlné osy.

Ddkaz. Pripomenme, ze

.
arctan 2, x>0
X

arctan%-ﬁ-ﬂ, x<0&y=>0

argz = argx + iy = < arctanl;—i—ﬂ, x<0&y<0

§> Xx=0&y>0
\—; x=0&y<0

Jelikoz argz € R Vz € C (tj. Reargz = argz & Imargz = 0), je spojitost argz ekvivalentni
se spojitostt v realném oboru. Je zrejmé, Ze argz je spojitda uvniti' jednotlivgch kvadrantd (diky
spojitosti arctanw). Pro x = 0 & y > 0 mame hodnotu 7 a limitnim prechodem dostaneme totéz,

: 2

nebot

Imz
A

—+00
lim argz = lim arctan ¥y _T
x—0+F x—0+F X 2
y>0 y>0
——00
Rez lim argz = lim | arctan L
x—0" x—0" X
y>0 y>0
s N s
= —_—— ’7'[ = —,
2 2
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Podobné pro x = 0 a y < 0 mame hodnotu —7 a

——0
. . Yy Tt
lim argz = lim arctan = = ——,
x—0+ x—0+ X 2
y<0 y<0
—+00
. . Yy Tt
lim argz = lim [arctan = —m| =—=.
x—0-" x—0" X 2
y<0 y<0

Spojitost na kladné casti realné osy je také ziejma, zatimco na zaporné ¢asti redlné osy mame

hodnotu —7t (z predpisu pro x < 0 & y > 0... totéz jako limita proy — 0~ a x > 0), za-

Imz
A

—0
X "Rez lim argz = lim | arctan Y in) = T,
y—0+ y—0t X

x<0 x<0

timco
tedy argz ma na zdporné ¢asti redlné osy neodstranitelnou nespojitost I. druhu se skokem délky

2m, coz dokazuje spojitost argz na C\({ze C, Rez < 0} u {0}). ]

Pozndmka:

i) Stejného vysledku dosdhneme i s pomoci alternativnitho vyjadrent, tj.

(arctan E, x>0
X
Z[—arctanz, x<0&y>0
argz = arg(x + iy) = < . UX
—= —arctan—, x<0&y<0
Y
—TT, x<0&y=0.

\

Nicméné v obou pripadech jsme museli rozdélit argz podle jednotlivgch kvadrantd v C. To
je zplisobeno tim, Ze argz € [, ), zatimco arctanw nabyvé pouze hodnot mezi —% a 7.
Tuto nevyhodu lze obejit pomocl polovi¢nitho argumentu....

dokondit?

it) Analogicky jako ve Vété 3.0 miizeme uvdzit i jinou vétev funkce Argz. Potom plati:

Funkce arg, z je spojitd v kazdém bodé C\{0} s vgjimkou bodii na
poloprimce vychazejicl z pocatku s body o argumentu .

PFicemZ arg,, z znact vétev Argz, pro kterou plati

arg,z € [@ — 2m, ).

Pak zjevné argz = arg,, z.
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Limita - klicovy ndstroj kazdého diferencidlntho poctu a jeho spravné pochopent (a presné
vymezeni) je v tomto sméru zcela klicové. S jeho pomoci totiz ziskdme zakladni stavebni kamen
celého kalkulu - derivaci. A¢koli je nutné podotknout, Ze jeji vgyznam se znacné otrasa ve svétle
Weierstrassova (a mnoha jinych) objevu funkce (sice jsou redlné, ale to neubird na vjznamu), ktera
je spojitd na celém defini¢nim oboru, ale v zddném jeho bodé nema derivaci.

Jelikoz plati
f—f

2’
lze fadu v(sledkd pro komplexni funkce redlné proménné dostat primo ze znalostt vysledkd pro
redlné funkce redlné proménné, tj pro f,g: R — C (nebo @) mame

=l

f+

LL(X,y)Z & V(X>y):

N ‘

(f+g) =1 +4g/,

(f-g) =f'g+fg’,

(f) / _ flg — fg/ v bodech, na jejichz
B 92 ) néjakém okoli je g # 0

g
(fog) =(f'og) g

Je-li f = u+1iv definovand na [a, b], pak f € C'[a, b] znamend, Ze funkce u,v maiji spojité derivace
na [a,b], pficemz v krajnich bodech mame na mysli pfislusné jednostranné derivace. Existuje-Li
f'(zo) pro R — C naz(va se funkce f diferencovatelnd v bodé z,. A pro f: C — C?

Beﬁnice 3.1

Necht D < C je oteviend mnozina a f : D — C je dana funkce. Rekneme, Ze funkce f je
komplexné diferencovatelnd v bodé zy € D, jestlize existuje konecna limita

lim f(zo + h) — f(zo) _ 2@2 f(zo) — f(z).
}TLL:(C(‘) h zeDO zZ— 2o

Tato limita se nazgva derivaci funkce f v bodé zy a znadi se f’(zy) nebo Sl—i(zo).

Priklad: UkaZzte, ze funkce f(z) = f(x +iy) = 2y + ix = iz + 3Imz nent diferencovatelnd v C.
ResSent: Vzhledem ke tvaru funkce f je potfeba uvazit limitu z Definice 3.1. Nebot

Pf(x+h1+i(y+hy))
f(z+h)—1f(z) 2y+2h+i(x+hy)—2y—ix 2h; +ihy

h +ihy  hy+ih ]
h=hy +ih,
mame
. f(z+h)—1(z) _ 2h, + ihy . 2khy +ihy 2k +1i
lim = lim _— = lim - = —
h—0 h (h1,h2)—(0,0) hy + ihy zvolme  h;—0 hy + ikhy 1+ik
heC napr.hy =khy

Jelikoz tato limita zavisi na hodnoté k, plyne odtud jeji neexistence, a tudiz nediferencovatelnost
f pro libovolné z € C.
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A

Formalné je Definice 3.1 stejna jako v R s vijimkou toho, ze v komplexnim oboru nedefinujeme
nevlastnt limitu a derivaci v c0. V dalst ¢asti st ukdzeme, "co je na této definici zajimavého'.
Na prvni pohled: ackoli C je spide jako R?, je derivace definovand jako v R - toto ale urtité nejde
udélat v R? kvali "déleni vektorem'.!!
Dale, v predchozim prikladé jsme vidéli, ze do zy se mizeme blizit riizngmi sméry na rozdil od R,
kde bylo mozné pouze x — xJ nebo x — x;. To ale p¥ipomind spiSe situaci z pocitani limit v R? -
vSak také nezapomerime, ze h = (h;, h;) - jenZe tady byla derivace definovana zcela jinak! Zacina
to byt hezky propletené...

Derivace vy&sich Fadi jsou definovdny podobné jako v R, tj f™(z) == (f™~1(z))".

Nynt trocha terminologie...
Afinni zobrazent

z—az+bz+c, a,b,ceC
pro |a| # |b| je bijektivni a inverzni zobrazent
a b —ac + bc
ool TP o Jaf — Jof

>

je opét afinni. Afinni zobrazent prevadi primky na prfimky (a zachovava rovnobéznost), kuzelosecky
na kuzelosecky (zachovava elipsy, hyperboly i paraboly).

Specialni pripady:

R-linearni zobrazent (centroafinni zobrazent)

z— az+ bz, a,beC.

Je-li |a| # |b

, pak inverze je opét R-linedrnt. Je to linedrni pri ndsobent redlngm skaldrem, tj.

f(z1 +2z2) =f(z1) + f(z2), Vz1,2,€C
f(Az) =Af(z), VAeR, zeC. (%)

Naopak, splituje-li zobrazeni f: C — C podminky (x) = je R-linearni, nebot

—_iz=2)
= 2

fz)=f(x+iy) =x-f(1)+y -f(i) = f(1)+ (1)

(£(1) —if(i))z+%(f(1) +if (i) 2.

N =

C-linearnt zobrazent

z—az, aeC

Je-li a # 0 = zachovava kruznice a inverze je také C-linedrni. Je to linearnt, tj.

f(zi1+2z2) =f(z1) +f(z2), Vz1,2,€C
f(cz) =cf(z), Vc,zeC. (x)
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Naopak, plati-li (x) = je to C-linedrni, nebot f(z) = z- f(1).
Pozor! Nevystacime si pouze s C-linedrnim zobrazenim, napt. f(z) = z nent C-linearni, ale R-
linearnt.

Pak plati, zcela analogicky jako v R, Ze funkce f : D — C je komplexné diferencovatelnd v
zo € D prévé tehdy, kdyz existuje C-linedrni zobrazeni{ T(z) = az takové, ze

lim f(zo + h) — f(zo) — T(h)

h—0 h
heC

~0. (3.1)

V takovém pripadé se vyraz T(h) = ah naz(va diferencidlem funkce f v bodé z, a znaci se df(zo)
nebo df(zy)(h). Navic je zfejmé, ze a = f'(zy).

Podminka (3.1) je také ekvivalentni s existenci K(0,5) < C pro libovolné ¢ > 0 takového, Ze

Vh € K(0,5) je
T(h)

flzo+h) —f(zo) — ah |<elnl. (%

Soucasné je limita z Definice 3.1 a podminka (3.1) ekvivalentni s tzv. Carathéodoryho podminkou:

Carathéodoryho podminka
Existuje funkce v,

i) definovand na néjakém okoli bodu z,,
i) spojita v z,

iit) a plati f(z) — f(zo) = v, (2)(z — 20).

Pak plati f'(zg) = a = v,,(z0)

Diikaz. Plati-li Definice 3.1 = (3.1), nebot stadi poloZit h :== z — z5, a = f'(2) a

J— — —_— ! : - —
2720 P ) ¥ ) (o) g (TDFD) ) gy
zfzojé) Z—Z FEo 2= %
Z—Zp€

Podminka (x) je ekvivalentni s (3.1) dle definice limity. Z Definice 3.1 dale plyne, Ze spojitost v,,

v zo dava

f(z)—f(z
Vy, (20) = lim vy (2) = lim flz) = f(zo) _ ' (z) .
Z—2Z0 Z—2Z0 z — Zo
Z Definice 3.1 také plyne, ze v, lze volit jako v, (z) = %ZS‘O) a spojité dodefinovat
Vzo(20) = 1'(20). =

Poznamka: Je-li funkce f komplexné diferencovatelnd v bodé zy = z; + 1y, pak zejména

' (z0) = lim f(zo + 1) — f(2) = lim f(zo + lh) — f(z0)
h—0 h hed 7
heR 20
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Imz
A

zo+1ih

— 'z?)i zo+h

~Rez

v . . ’ ’ 7 f h _f LA . . ’
Tedy pro komplexné diferencovatelnou funkci musi mit podil M tutéz limitn{ hodnotu

zejména pri priblizovant do zy ve sméru rovnobézném s osou Rez i osou Imz. Tento viceméné
zirejmy geometricky fakt ma ovsem také velmi jednoduché analytické (a snadno zapamatovatelné)
vyjadrent.

Jelikoz h € R, dostadvame odtud pii znacent u(z) = Re f(z) a v(z) == Imf(z), Ze
h — h _
' (z0) = lim 1 (xo + Py yo) — 1 (x0, Yo) Cilim Y (xo + h,yo) — v (X0, Yo)
heR heR
—um u (xo, Yo + h) —u(X0,Yo) Filim Y (X0, Yo + h) — u(X0>Uo>'
h—0 ith h—0 ith
heR heR

Odtud ale vyplgva velmi Gizk( vztah mezi derivaci f'(zo) komplexni funkce komplexni proménné v
bodé z, a parcidlnimi derivacemti jeji realné a imaginadrnt ¢asti, které chdpeme jako realné funkce
dvou proménnych, tj. fx(xo,Yo) = Hy(x0,Yo) = —ify(x0,Yo), tedy ekvivalentns,

je-li f(z) = u(x,y) + iv(x,y), pak

'(z0) = Ux(X0,Yo) + vy (x0,Yo) = —iuty(x0, Yo) + vy(X0, Yo)- (32)

Nutnou podminkou pro komplexnt diferencovatelnost v bodé z; je tedy splnént tzv. Cauchyho-
Riemannovych rovnic

Uy (X0, Yo) = Vy(X0,Yo) a Uy(xXo,Yo) = —Vx(X0,Yo).

Historicka poznamka: Cauchy ziskal tyto rovnice v Memoarech z roku 1814 pfi studiu zamény
integrace ve dvojrozmérném realném integralu. Zddraznil, ze tyto diferencidlnt rovnice obsahuijt
celou teorii pfechodu z redlného do komplexntho oboru. Nicméné Cauchy z nich neucinil zaklad
jeho teorie funkcl komplexni proménné. To ucinil Riemann hned na zacatku své teorie a zcela
konzistentné na nich stavél. Spatioval v nich samotnou esenci definice komplexni funkce komplexnt
proménné (patrné jiz a podzim 1847, kdy mu bylo 21 let). Avsak ani Cauchy, ani Riemann nejsou
prvnimi objeviteli téchto rovnic. Ty lze naijit jiz v d’Alembertové praci z roku 1752 a také Eulera ¢t
Lagrange.
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Protoze mame k dispozici aritmetické operace +,- s komplexnimi cisly, mizeme uvazovat li-
neadrni kombinace mocnin z¥, k € Ny, z € C, tj. polynomy, tj.

1

P(z)=anz"+an 12"+ -+ aqz+ay, zeC,

Qo, - - -,y jsou koeficienty. Pro a,, # 0 madme polynom n-tého stupné. Jsou-li ay =--- =a, =0 je
P =0, tj P nema stupen (téz stupen —), zatimco kazda nenulovd konstantnt funkce je polynom
stupné 0. Jestlize pro polynom P a cisla we C,p € N, platt

P(z) = (z—2)" P1(2),

kde P; je polynom, pro kter] Pi(zy) # 0, budeme zy nazgvat p-nasobngm korenem polynomu P.
Jednim z naSich cilii bude dokazat tzv. zakladni vétu algebry, ktera rika, ze kazdg polynom stupné
alesponi 1 ma alespon 1 koren (v C). Jejim dlsledkem, je pak skute¢nost, ze polynom n-tého stupné
ma pro n > 1 prdvé n koren(i pocitdno véetné nasobnosti. Polynomy jsou jisté spojité funkce.
Je-li R(z) = Plz) podilem dvou polynom, pricemz Q =0, nazgvame funkci R

Q(z)
racionalni lomenou funkci. Jejim defini¢nim oborem je C\{w € C: Q(w) = 0} a R je na ném spojita.
Specidlng z7¢ = Z]—k, k € N, jsou funkce definované v C\{0}. Lze ji vzdy rozlozit na soucet polynomu

v 7 b4 -7 ’ o ’ ’ ’ Vv v k'
a konecny pocet parcidlnich zlomkd (diky zdkladni vété algebry) W kde kj € C, a5 € N.
~Zj

Pozdéji si zavedeme komplexni analogie (rozsifent) dalSich funkcl zndmych z R.
Priklad

i) Dokazte, e (z")' =n-z"'VneNazeC.
Reseni: Pro libovolné zy € C mame

—1 n—2 n—2 n—1
A2\ o (z=z)(2V g2+ 2y 2+ 2 _
lim =—=2 = lim ( I 0 0 ):n-zgL 1
z—z0 Z — Zp z—20 Z— 2
A
i) Funkce f(z) :== z nent komplexné diferencovatelna pro zadné ze C
ReSent: Pomoci C-R podminek mame
fz)=f(x+iy) =x—-1y = u(x,y) =x&v(x,y) =y
é \/
A

Tedy mame velmi jednoduchy priklad spojité funkce na celém C, ktera ale v zadném bodé C nent
komplexné diferencovatelnd (v R je to mnohem slozitéjsi - viz Weierstrassova funkce a jiné).
Téhoz vysledku samoziejmé dosdhneme také pomoct Definice 3.1, nebot

f(zo+h)—f(z)
h

=y
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a

. h . h
S T
heR heiR

Podobné miizeme ukézat, Ze ani funkce f(z) == Rez nebo f(z) = Imz nebo f(z) = |z| nejsou
komplexné diferencovatelné vz € C.

Zcela analogicky tvrzenim zndm(gm z redlného oboru plati nasleduijict.
Véta 3.2

Je-li funkce f komplexné diferencovatelnd v bodé z, € C, pak je v tomto bodé také spojitd.

Diikaz. Jako v R.
Necht f je komplexné diferencovatelna v zy. Potom

f(z)—f
' (z0) = lim M.
z—20 Z—2Zp

Jenze soucasné

lim f(z) = lim (f (z) — f(20) + f (20)) = lim f(z) —f(z0)
7R zZ— 2

konecné
¢islo

(z—zp) + limf (z0)

—_— —0
) = 10) 70 b lim £ (20) = £ (20)

-/

= lim
Z— 2

—

—0

Véta 3.3

(i) Jsou-li funkce f, g komplexné diferencovatelné v bodé z,, pak jsou v tomto bodé komplexné
diferencovatelné také funkce f + g, f-g a f/g (je-li g(zo) # 0) a plati

(f+9)'(20) = '(20) £ g'(20),
(f-9)"(z0) = f'(20) 9(20) + f(20) 9'(20),

(i) (20) - f’<Zo>9<Z<;>2(—Z :)(zwg'(z()).

(ii) Je-li f komplexné diferencovatelnd v bodé z, a funkce g komplexné diferencovatelnd v
bodé f(zy), pak funkce g o f, je komplexné diferencovatelnd v zy a plati

(g o) (20) = 9'(f(20)) f'(20)-

(iii) Necht funkce f je prostd v okoli zy € C a komplexné diferencovatelnd v bodé z,. Pak
inverzni funkce f~' je komplexné diferencovatelnd v bodé wy = f(zy) a plati
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Dikaz. Jako v R.

i) Plyne zcela analogickgm postupem jako v R (diky Definici 3.1).

it) Protoze f, g jsou komplexné diferencovatelné v bodé z, a wy = f(zy), existuji podle Carathé-
odoryho podminky funkce vi,v, definované na néjakém okolt bodu zy a bodu wy takové,
Ze

f(z) — f(z0) = vi(2)(z — 20), z€ O(z),
g(w) — g(wo) = va(w)(w —wy), z€ O(wy),

pricemz funkce vy je spojitd v zo a v2 v wy a plati vi(zo) = f'(z0), va(wo) = g’ (o). Jelikoz
funkce f je spojitd v zo (dle Véty 3.2), plati (po pripadném zmenseni O(zy),) inkluze f(O(zy)) <
O(wy) a Vz € O(zy) mame

9(f(2)) — 9(f(20)) = valf(2))(f(2) — f(20)) = va(f(2)) - V1(2) - (2 — 20).

Avsak podle véty o spojitosti slozené funkce je také funkce v;of spojitd, takze soucin (v,of)-w
je spojitou funkcl v bodé zy a platt

—>W0

—N
lim va( f(z) ) vi(z) = g'(wo)f'(z0) = g'(f(20))f'(20).
ZoZ0 —0 N

—va2(wo)  —f'(20)

=g'(wo)
Tedy podle Carathéodoryho podminky je funkce g o f diferencovatelnd v bodé z, a plati
pozadovana rovnost.

iit) Dokoncit?

v

Ackoli ovérent platnosti C—R podminek je celkem snadné a v R nebo R™ zadné takoveé kritérium
nemame, jedna se pouze o nutné podminky, tj. jejich splnént nemust nutné znamenat komplexnt
diferncovatelnost. Proto se nyni pojdme podivat, kdy se tomu tak stane. Pripomeime, Ze v teorii
funkct vice proménnych jsme se setkali s tzv. totalnim diferencidlem (nebo silnou derivaci), tj. redlna
funkce g : R™ — R™ se naz(va diferencovatelnd, jestlize existuje linedrni zobrazent J : R* — R™

takové, ze
o1l 1) — g0x0) = Sl
R0 |[h|rn

V takovém pripadé se zobrazeni J(h) naz{va totalni diferencidl funkce g v bodé x,. Z jeho existence
pak plyne také existence vsech parcialnich derivacl prvntho réddu funkce g v bodé xy a platt

J(h) = Jh,

kde ] na pravé strané znaci Jakobiho matici funkce g v bodé x.
Jesté pro Uplnost dodejme, Ze (jak jisté vite) pro diferencovatelnost funkce g : R™ — R naopak
pouha existence parcialnich derivact prvntho fadu nestaci,

—60/124-



Utrzky z analzy v komplexnim oboru
3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

f:R2 >R

df existuje = f je spojitd,

df existuje = f, a f existuji,

fx a fy existuji = df nemusi existovat,

f je spojitd & f,, f, existuji = df nemusi existovat,
fx & fy jsou spojité = df existuje,

df existuje = fy a fy nemusi byt spojité.

Beﬁnice 3.4

Necht D < C je oteviena mnozina a f : D — C. Rekneme, ze funkce f je redlné diferencovatelnd
v bodé z, € D, jestlize existuje R-linedrni zobrazeni T(z) = az+ bz pro néjakd a,b € C takova,
Ze plati

lim f(zo + h) — f(zo) — T(h) _o.
h—0 h
heC

Viraz T(h) = ah + bh se naz(vd totdlnim diferencidlem funkce f v bodé& zy a znadi se df(zo)
nebo df(zy)(h).

Je zfejmé, ze kazdd komplexné diferencovatelna funkce je soucasné redlné diferencovatelna
(stadi vzit b = 0). Opacné tvrzeni ale jiz neplati. Vskutku, uvazme napt. f(z) = z. Pak volbou
T(h) = df(zo)(h) = h pro libovolné z, € C dostaneme

=0
fzo+h)—f(z)-Th) . (zm+h) -Z-h 0
o R = R S T
heC heC heC

coz ukazuje, ze tato funkce je redlné diferencovatelna. OvSem soucasné jiz také vime, ze tato
funkce nent komplexné diferencovatelna.

Véta 3.5
Necht D < C je oteviend mnoZzina a f : D — C. Funkce f je redlné diferencovatelnd v bodé
zo = Xo + iy pravé tehdy, kdyz redlné funkce u(x,y) = Ref(z) a v(x,y) == Imf(z) jsou

diferencovatelné v bodé [xy,yo|. Pritom plati
a = 3[u(x0, Yo) + vy (X0, Yo) | + 3[ — 1y (X0, Yo) + v(x0, o),
b = 3 [ux(x0,Yo) = vy(x0,Yo) | + 3[uy(X0, Yo) + Vx (X0, Yo)]

a také
df(zo)(h) = du(xo,yo)(hy, hy) + idv(xo,Yo)(h1, ha),

kde h; = Reh a h; == Imh.

Diikaz. P¥{mo - vyuZije se rozpis na redlné a imagindrni ¢asti a pak se aplikuji vysledky z R?.
Necht o; := Rea, &; :=Ima, ;.= Reb, $;:=Imb, hy := Reh, h; :=Imh, xo := Re zy, yo := Im z,.

Podminka . W g T
o T2 H W) = Fz) =T _
h—0 h
heC
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kde T = ah + bh, je ekvivalentni s dvojict podminek

[u(xo + i, Yo + ha) — u(xo,yo) — Re(ah + bh)|

lim =
(h1,h2)—(0,0)
’ ’ jsme vR2 a
beru sou¢tovou metriku
~[hi|+[ha|

i V(%o + h1y Yo + ha) — v(x0,Yo) — Im(ah + bh)|

(h1,h2)—(0,0)
’ ~[hy |4 |ha|

pficem? Ay = Re(ah 4+ bh) = (o + B1)h; + (—o + B2)h; a

Dy = (0 + B2)hy + (o1 — Br)ha.

To ale znamend, ze f je redlné diferencovatelnd v zy < u(x,y) = Ref(z) a v(x,y) = Imf(z) jsou
diferencovatelné v bodé [x¢,yo]. V takovém pripadé pak plati

du(xo,yo)(hi,hz2) = A1 &  dv(xo,Yo)(hu, ha) = A,
a soucasné

Wy (X0, Yo) = o1 + Py Vi (X0, Yo) = o2 + B2
Uy(x0,Yo) = =02 + B2 Vvy(x0,Yo) = o1 — B.

Jeliko? a = o1 +ixy, b = B7 + i, mdme

a= % (W (X0, Yo) + Vy (X0, Yo)) + % (—uy (x0, Yo) + (X0, o))
b= % (W (%0, Yo) — Vy (%0, Yo)) + % (Uy(x0yYo) + Vx(x0yYo)) »

a také

df(Zo)(h) = ah + bh = (OC] + B])h] + (—062 + f.))z)hz + i[(O(z + Bz)h] + (O(] — B])hz]
= uhy + uyhy + i(vihy 4+ vyhy) = du(xo, yo) (hu, ha) + idv(xo, yo)(hi, ha).

[
Priklad: Uvazme opét f(z) = z. Potom u(x,y) = x a v(x,y) = —y, takze
ﬁ;jv;f_(ﬂ aa=0&b=1 <
df(Xo,yo)(h1,h2) = (] . h] + O . hz) + 1(0 . h] — ] . hz) = h] — lhz = h,
coz je zcela v souladu s vysledkem, ktery jsme dostali pomoci Definice 3.4.
A

A nyni si ukazme, jak tyto pojmy spolu souvisi a jaka je zde role C—R podminek.
Véta 3.6
Necht D < C je otevifend mnozina a f: D — C. Pak ndsledujici tvrzen( jsou ekvivalentn(.
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(i) Funkce f je komplexné diferencovatelnd v bodé z, € D.
(ii) Funkce f je redlné diferencovatelnd v zy a totdlni diferencidl df(zy) : C — C je C-linedrni.

(iii) Funkce f je redlné diferencovatelnd v zy a jsou splnény Cauchyho—Riemannovy podminky.

Dikaz. Ekvivalence (i)<(it) plyne z (3.1) a Definice 3.4. Plati-li (i), pak f je realné diferencovatelna
a must platit Cauchyho—Riemannovy podminky, tj. (iit). Naopak, plati-li (iii), pak z Véty 3.5 plyne,
ze T(h) je C-linedrnt (nebot Cauchyho—Riemannovy podminky znamenaji u, = vy a uy = —vy
pravé tehdy, kdyz b = 0 dle Véty 3.5), tj. platt (ii). [

Piiklad: Funkce f(z) = f(x + iy) = x*y? + ix*y> je podle V&ty 3.5 redlné diferencovatelnd v C
(u, v jsou polynomy v R?). C-R podminky jsou

3x*y? = 3%y’ & 2%y = —2xy°,

v

co? plati pravé tehdy, kdyz xy(x* +y?) = 0. Dand funkce je tedy komplexné diferencovatelnd pravé
v bodech na soutadnych osach.

Poznédmka: Je-li funkce f = u + iv komplexné diferencovatelna v D, pak

]f’|2 — () (U + ivy) (1 — ivy) =

2, 2CR_ 2 2 CR
W+ Ve = Uy V= Wy — iy (%)

Soucasné v diikazu Véty 3.5 madme

du(x,y)(hi, ha) = uchy + uyhy = vyhy —vihy

dv(x,y)(hi, hy) = vihy +vhy R —uyhy + uchy,

z ¢ehoz plyne

(Soemommns) = (o, ) (o) = G ) )= o) ()
—_— —_— ——

clet=u,2<+ué det=v2 +v§ det=1,vy —uyvx

u(’%U))
v(x,y)

a diferencidl takové funkce z R? do R?> mdme popsdn jako linedrni zobrazen{ z R? do R? (tj. C-
linedrni zobrazeni nds vede k linedrnimu zobrazeni R? — R?). Navic determinant Jakobiho matice
je vzdy nezaporny diky rovnosti () a je kladn( pro kazdé z takové, ze f'(z) # 0.

V poslednim v{razu na pravé strané mame vlastné Jakobiho matici zobrazeni (x,y) — (

Zkombinovanim Vét 3.5 a 3.6 a postacujict podminky pro diferencovatelnost funkce v R™ do-
staneme nasledujict disledek.
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Duasledek 3.7

Jsou-li funkce u,v:D < R* - R tiidy C' (tj. spojité diferencovatelné neboli jsou diferenco-
vatelné se spojitymi obéma parcidlnimi derivacemi v D) v oteviené mnozind D a Jsou-li zde
splnény Cauchyho—Riemannovy podminky, pak funkce f : D — C je komplexné diferencova-
telnd v kazdém bodé mnoziny D (coz je C-verze mnoZiny D ).

Dikaz. Kombinace Vét 3.5 a 3.6 a diferencovatelnost v RZ. [

Soucasné si uvédomme, ze existence prislusnych parcidlnich derivact prvntho fadu spolu s
platnosti C—R podminek je pouze nutnou podminkou, kterd jesté nezarucuje existenci derivace
komplexnt funkce (tj. komplexnt diferencovatelnost) - proto je v Disledku 3.7 pozadovano vice.
Priklad: Pro z=x+1iy uvazme

Xy
——~— zeC\{0 .

f(z) = f(x +iy) = { ¥ +Y? oo
0 z=0

Funkce f md v = 0 a redlnd slozka se anuluje na obou osach, tj. na mnoZiné {x + iy,xy = 0}.
V bodé z = 0 jsou splnény C-R podminky avsak derivace neexistuje, protoZze funkce u(x,y) nent
v 0 dokonce ani spojitd (V. 3.5 & 3.6= f musi byt redlné diferencovatelna = u musi byt
diferencovatelnd, a tedy nutné spojita).

Vskutku,
_ ; o u(h0)—u(0,00 . 0-0
Cx2+y? proxy =0 uX(O’O)_rllﬂ) h _}lllﬂ) =0
O —u0,0)  0-0
LLU(O, 0) = IEL—T) - _ #—n)?) —0

v=0 = v,(0,0) = 0 =v,(0,0)

= C-R podminky jsou splnény. Jenze redlnd funkce u(x,y) neni diferencovatelna v [0, 0], nebot

I i kx? ' tui

m —— = UM = = uum —= = neexistuje

=00 X2 + Y2 x>0 X2 + k¥x2 x>0 1+ k2 J
y=kx y=kx

Tedy u(x,y) nent spojitd v [0,0], a tudiz ani nem(ze byt diferencovatelna v [0,0] (nebot diferen-
covatelnost = spojitost!).

A
| o1 (22 _ =z — oz
(x) neboli T T W ( ) Volbou x = 5= & y = 5* dostaneme
Z4Z | zZ 2z
) — _ 2 % _ 4
flx+ 1) =flz) = (L 2 + (z—z 2 242347 4 2=22247°
2 2 4 —4

2-72 2 =2

_ 4i _ lZ Z
Zz4z MNozz
2
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Priklad: Pro funkci e* := e* cosy + ie* siny mame
u(x,y) = e*cosy
v(x,y) = e*siny.
Nent tézké ovérit spojitost parcidlnich derivact a platnost C-R podminek Vz € C, t;j.

u, = e*cosy vy = e*siny
_ X 1 _ X
uy = —e*siny v, = e*cosy
Takze takto definovana funkce e* je v C komplexné diferencovatelnd a plati

Uy +1vx

(e*)" = e*cosy + ie*siny = €.

Také platt (dle poznamky pred Duasledkem 3.7)

(e*)]" = u2 +up = e”cos’y + & *sinfy = e = e2Rez,

Priklad: Uvazme funkci
1
f(z) = 5 In(x* + y*) + iarctan %
Ta je definovand pro x* +y?> # 0 a x # 0, tj. D :== C\{z € C, Rez = 0}. Potom

:
u(x,y) = 3 In(x* +y?)

Y
v(x,y) = arctan <

a platt
1 1 X 1 Yy
BRIl )
.y v 1 l_ X
uy_x2+y2 9_1+XL§ x  x2+y?

Vidime, ze parcidlni derivace existuji, jsou spojité na D a spliuji zde C—R podminky, takze funkce
f je komplexné diferencovatelnd na D a plati

X .Y x—1y z z
f/ Z) = 1 = = — -
=) X +y? x4yt X4y |z 22 oz

f je komplexnt logaritmus?
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OvSem ne vsechny redlné (spojité) diferencovatelné funkce dvou proménngch mohou figurovat
jako readlné nebo komplexnt ¢asti komplexné diferencovateln(ch funkci. C-R podminky totiz pred-
stavuji znac¢né omezeni. Predpoklddejme, ze f = u +1iv je v D < C komplexné diferencovatelnad a
ze funkce u,v maji spojité parcidlni derivace 2. fadu v D. Pak z C-R podminek dostaneme

—

*)
Uy + Uyy = (Vy)x + (—Vx)y = Vyx — Vuy = 0.
° (%)
Vix +Vyy = (—Uy)x + (Ux)y = —Uyx + Uy = 0

[(+)-spojitost 2. derivaci — Youngova véta]
Tedy u,v jsou fesenim tzv. Laplaceovy rovnice

0*’g g

. o2
W#—W:O, kde g: R* — R.

Funkce, které na mnoziné D spliiuji Laplaceovu rovnici, se nazyvaji harmonické. Tedy redlna a
imaginadrnt ¢ast komplexné diferencovatelnych funkct musi byt harmonické, pricemz predpoklad
spojitosti parcidlnich derivact 2. fadu je nadbytecny, nebot pozdéji (Disledek 7.7) uvidime, ze
komplexné diferencovatelné funkce v D maji v D derivace vSech radu, coz implikuje spojitost par-

cidlnich derivact vSech rada funkci u a v (a tedy i harmonickych funkci, tj harmonickeé funkce € C*).

Toto také dava velmi jednoduchy nédvod, jak najit harmonické funkce. Funkce fi(z) = 2%, f2(z) = 23,

f3(z) = €* (jak definovdno diive) a f4(z) = 1 In(x* + y?) + tarctan ¥ jsou komplexné& diferencova-
telné na C,C,C a D, tak?e mdme napt. harmonické funkce Ref;(z) = 2xy, Re f,(z) = x> — 3xy?,
Imf3(z) = e*siny a Re fs(z) = I In(x* + y?) na R?, R R? a R*\{[x,y] € R% x = 0}.

2 , Y 2 y ;o Vi
Naopak, funkce x* +y? = |z|” neni harmonickd (a% + ;y—z =242 =4 # 0, takze nent redlnou ¢astt
zadné komplexné diferencovatelné funkce:

f(z) = |z* = x* +y?:
ux,y) =x +y*  v(xyy) =0

u, = 2x

v, =0
wy = 2y vy =0

= C-R plati pouze v bodé z = 0 ~» zde je komplexné diferencovatelnd nebot

f(O+h)—f(0)

lim

a v takovém pripadé je u = 0, tj, soucast nulové funkce ~ trividlni.
. . . 2 . s
A opravdu neexistuje v=0, pro kterou by f = u + iv = |z|” byla diferencovatelnd?
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Plati

u =2x & uy =2y
J-cR
vw=2x & v,=-2y

U—v je nutné tvaru

= JZxdy +e(x) = v=2xy+ o)

A
ox

—2y =y =2y + ¢'(x)

e

@'(x) = —4y 4
Nebot @(-) must byt funkce zavislad pouze na x! (toto je dlsledek "neharmoni¢nosti’ funkce u)

Je-li u(x,y) "harmonicky polynom' v R?, pak funkce f(z) == du(3z, »z) — u(0,0) je komplexnt
polynom (tj. komplexné diferencovatelnd funkce) s redlnou ¢asti u(x,y). (tzv. Milneho—Thomsonova
metoda).

JeSté zminme, Ze harmonické funkce hrajt v klasické matematice vjznamnou roli.

Ale co obracena otdzka: Je kazda harmonické funkce redlnou/imaginarni ¢asti néjaké kom-
plexné diferencovatelné funkce? Samoziejmé predchozi patologicky priklad ndm naznacuje, ze
bychom se méli vénovat pouze situaci, kdy spojent mezi harmonickgmti a komplexné diferencova-
telngmi funkcemi "funguje" na néjaké netrivialni mnoziné (tj. ne jednobodové apod.). To nas privadi
k jednomu z nejdilezitéjSich pojm( v komplexnt analgze. Ale nejdrive jesté mald odbocka.

Je-li funkce f realné diferencovatelna v bodé zy € C, pak definujeme také parcidlni derivace
vzhledem k x,y,z a z jako

fi(20) = Wx(X0, Yo) + tvi(x0, Yo) = f'(20),
fy(2z0) = uy(x0,Yo) + ivy(x0,Yo) = —1f'(z0),
f.(z0) = %[fX(%) — ify(20)],

f2(zo) = 3[fx(2z0) + ify(z0)]-

Definice f, a f jsou zcela pfirozené, nebot f = u + iv.
Jelikoz funkce je redlné diferencovatelnd, existuje T(h) = ah + bh takové, ze

i f(zo + h) — f(z0) — T(h)
hlﬂ?) h

=0.

Z volby h =1 tj. R? ~ <(1)) ah=1itj. R~ <?) dostaneme

fy=T(1)=a+D,
f, = T(1) = ai — ib,
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a naopak
a==[T(1)—1iT(1)], <T1)=iT(@)=a+b—i(ai—bi)=at+a+b—b=2a

b=<[T(1)+iT(i)]. <T()+iT(i)=a+b+i(ai-bi)=a—a+b+b=2b

N =N =

Také f, a fz jsou definovdny naprosto prirozené, nebot

f(z) =f(x +iy) = f(x,y) = f (%(Z—I—Z), 2%(2—2)) ,

a bereme-li z a Z jako nezavislé proménné, dostaneme z pravidla pro derivovant slozené funkce

1

1% i S E=5=13
fZ(Zo) = fX(Zo) . z + fy (Zo) . (—§> y
145 T
fz(Zo) = fX<Zo) . z + fy (Zo) . z

Navic platt (z definice s "trochou" ndmahy) "inverznt vzorce" pro parcialni derivace

fi(zo) = fu(z0),  Ty(z0) = fy(zo),

ux(ZO) = 1 [fx(ZO) + f_x(ZO)] ) ug(ZO) = z [fy (ZO) + fy (ZO)] )

Vi (z0) = 1 [fX(ZO) - f_X(ZO)] y  Wy(zo) = i [fy(ZO) - E(ZO)] )
fu(2z0) = fa(z0) + fz(20), fy(z0) = 1[f2(z0) — fz(20)] .-

Potom C-R podminky lze psat jako

—_r

i) fz(zo) = 0 (tj. C-R plati, pokud f "nezavisi" na z!!) nebo
i) f.(z0) = fx(2z0) nebo
i) ify(zo) = fy(zo).
Dikaz.
i) fz(zo) =0

1 porovnanim reélné a

. i ) 1 i .
z (LLX + IVX) + z (uy + 1Vy) = z (ux - Vy) + E (vx + luy) =0e imagindrni &sti plati C-R

lL) fZ(Zo) = fx(Zo)

%(fx —ify) =f, < —% (fx +ify) =0 & —fz(z0) =0 < C-Rdle (i)

i) iy (z0) = f, (o)
< ify(z0) — fy(zo0) = 0 < i(fi(z0) +ify(z0)) =0 < 2ifz(z0) =0 < C-R dle (i).

Zejména tedy plati nasledujict tvrzent (dle prfedchozi rovnosti a Véty 3.6)
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Véta 3.8

Necht D < C je oteviend mnoZzina. Pak redlné diferencovatelnd funkce f : D — C je komplexné
diferencovatelnd v bodé zy € D prdvé tehdy, kdyz

fZ(Zo> = 0.

V takovém pripadé plati f'(zy) = f,(zo). Podobné& f je komplexné diferencovatelnd pravé tehdy,
kdyZ f,(zy) = 0, a v takovém pripadé plati '(zy) = f.(zo).

Dikaz. Cauchyho-Riemannovy podminky jsou pravé f;(zy) = 0. n

Poznamenejme jesté, ze

avsak plati

Diikaz. Podle definice

Nyni se jiz dostavame k jednomu ze zakladnich stavebnich kament v teorii komplexnich funkct.
Definice 3.9

Rekneme, Ze funkce f je holomorfni v bodé z, € C, jestlize existuje okoli bodu zy, v jehoz kazdém
bodé je funkce f komplexné diferencovatelnd. Rekneme, ze f je holomorfni na mnoZziné M < C,
je-lt holomorfnt v kazdém bodé z e M.

Historicka poznamka: Pocatky studia samotnych holomorfnich funkct jdou ke Cauchyho praci
z roku 1814 vénované integralnimu poctu v C. Do té doby byla vénovana pozornost bohatému
dédictvi po Eulerové ére s mnoha specialnimi funkcemi. Nicméné Cauchy rozhodné neplanoval
polozent zaklad( obecné teorie komplexné diferencovateln(ch funkci. Slovo "holomorfni" bylo za-
vedeno Briotem & Bouquetem ve druhém vydant jejich knihy v roce 1875. V prvnim vydani bylo
pouzito oznacdent "synektickad", coz pochazi od Cauchyho. Ve starsi literature lze také najit oznacent
jako monogenni, monodromicka, analyticka, reqgularnt ¢i (v jistém specialnim smyslu také) inte-
grovatelnd. Tato a jind dalst oznacent popisuiji jisté vlastnosti napr. nulovy integral pro kazdou
uzavienou krivku nebo lokalni existenci rozvoje do mocninné rfady nebo platnost C—R podminek
apod., a tedy plvodné nebyly povazovany za synonyma. Avsak kdyz rozvoj teorie komplexné di-
ferencovateln(ch funkct dosahl jisté trovné, ukazalo se, ze tyto oznacent jsou ekvivalentnt (a my
se o tom také presvédcime). Proto vétSina téchto pojmt upadla postupné v zapomnént - nicméné
pojem "analyticka" se jesté stale v tomto kontextu pouziva. Jesté v roku 1851 nemél Cauchy pres-
nou definici tridy funkci, pro kterou jim budovana teorie plati: "Teorie funkct imaginarnt proménné
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nastoluji delikdtnt otazky, které bylo nutné vyresit..."- takto zacind jeho zprava Comptes Rendus
z 10. dnora 1851.

Vanict jde zimni poutnik,
vlocky snéhu stopy kradou,
kdyz je funkce holomorfni,
jde vyjadrit fadou.

(Basen od J. Frgdka)

Pro rozifent Definice 3.9 na C (nicméné komplexni diferencovatelnost definujeme pouze na
C) pouzijeme obvykly trik:
funkce f je holomorfni v bodé zyp = o < funkce f(1) je holomorfni v bodé z, = 0.
Zatimco komplexni derivace a diferencovatelnost v R? jsou "bodové pojmy", funkce je vzdy ho-
lomorfni na oteviené mnoziné. Z Véty 3.3 s pravidly pro komplexni derivace thned dostaneme
nasledujict tvrzenil s ocekdvanymi vlastnostmi holomorfnich funkct.

Véta 3.10

Necht funkce f, g jsou holomorfni v bodé z,. Pak také funkce f + g, f-g a f/g (je-li g(zo) # 0)
Jsou holomorfni v z,.

Dikaz. Zrejmé. [
Pro dalst vyklad budeme potiebovat si ujasnit/pfipomenout par pojm.

(%)
« T ..
Oblast Q:= oteviena souvisla mnozina.

(%) : Souvisld mnoZina v metrickém prostoru = nent sjednocenim zadnych dvou neprazdnych disjunktnich otevienych
podmnoZin v metrickém prostoru (pro nds C vs. R?)< libovolné dva body v souvislé mnoZiné lze spojit lomenou ¢rou
leZici v této mnoziné
C, C,C\{0} jsou souvislé = jedingmi mnozinami oteviengmi a uzaviengmi soucasné jsou C a (.
Priklady oblasti: C, &5, C, C\{0}, jednobodové mnoziny, interval (i nekone¢ny), kruhova a prsten-
cova (ryzi) okoli, mezikruzi,...
Uzaviena souvisléa mnozina =: kontinuum

Stupen souvislosti: oblast Q < C je

e jednoduse souvisld < C\Q je souvisla

e n-nasobné souvisld (n € N\ {1} « mnozina C\Q ma pravé n souvislgch komponent

e nekonecnéndsobné souvisld < mnozina C\Q ma nekonecéné mnoho souvislych komponent

Oblast, ktera nent jednoduse souvisld = nékolikandsobné nebo vicenasobné souvisld oblast.

Priklad:

a) {zeC, |z— 1|+ |z + 2i] < 4} (vnitfek elipsy s ohnisky v 1 a -2i) je 1-souvisla oblast

—70/124-



Utrzky z analzy v komplexnim oboru
3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

b) {ze C, 1 < |z < 3}|...2-souvisléa oblast (mezikruzi)

c) {zeC, 1 < |z| <10, |z—4| > 1, |z+ 5] > 2, |z— 31| > 1} 5-souvislad oblast (madme 5 "dér")
d) C, C 1-souvisld, C\{zy} je 2-souvisld, C\{zy} je 1-souvisla oblast

e) Q={zeC, a <Rez< B}, a <0< je 1-souvisld oblast

f) Qr ={zeC, a <Rez< pBlu{zeC, |z] > v}, a <0 < B, max{|a],|B|]} <V < @ je
3-souvisla oblast

g) Q = Qv {w} je 2-souvisléd oblast

- ] M 7 Ve
h) C\ Uen K(k,T) pro r < 3...00-souvisld mnozina

Véta 3.11

Necht G < C je oblast. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentn.
(i) Funkce f je konstantn{ na G.

(ii) Funkce f je holomorfni a plati f'(z) = 0 pro vsechna z € G.

Tvrzent lze uvést jesté v obecnéjst podobé, kdy uvazovanad mnoZzina nent souvisla, tj. pouze na ote-
viené mnoziné D. V takovém pripadé vSak nent funkce f konstantni, ale pouze lokalné konstantnt,
tj. Vzo € D existuje okoli O(zy) takové, Ze Vz € O(z) plati f(z) = ¢ pro néjaké c € C.

Predpoklad oblasti pro mnoZinu G umoZiuje dokazat implikaci (il) = (i) pomoci Véty o stfedni
hodnoté pro funkce v R?.

Véta (o stredni hodnoté)
Nech f: R™ — R je diferencovatelna funkce v kazdém bodé tsecky AB, pak na této tGsecce existuje
bod C (mezi A, B) takovy, ze

f(B) — f(A) = gradf(c)(B — A).
Dusledek: Je-li U oblast a gradf(x) = 0 Vx € U, pak f je konstantni na L.

Dukaz obecnéjstho tvrzent nent prilis slozity, ale my si jej nyni neukazeme, nebot pro vybudo-
vani zakladt teorie kfivkového integralu v C budeme mit dostate¢né nastroje k tomu, abychom si
pravdivost tohoto tvrzeni ukdzali velmi elegantnim a jednoduchgm zptsobem, viz V.6.17A. A nyni
jiz slibovany ddkaz.

Dikaz. Implikace (i)=(ii) je trividlnt: f je konstantni ~» pro kazdé z € G existuje okoli, kde je
funkce f konstantni ~» na tomto okoll existuje derivace a je rovna 0 ~» f je holomorfni a f'(z) =0
na G.

(it)=>(i): Necht f je holomorfni a f’(z) = 0 pro vSechna z € G. Pak z rovnosti 3.2 plyne u, =
U, = Vx = vy = 0 pro vdechna z € G. Pak z Véty o stfedni hodnoté vyplgvd, ze u(x,y) a v(x,y)
jsou konstantni funkce, tj. f(z) = u(x,y) + iv(x,y) = Ky + 1Ky, tj. f je konstantni na G. ]

Véta 3.11 je pro holomorfni funkce velmi dullezitd, nebot z né plyne nasledujict dasledek.

—71/124-



Utrzky z analzy v komplexnim oboru
3. Zaklady kalkulu v C (aktualizovano 16. dubna 2025)

Duasledek 3.12

Necht funkce f je holomorfni na oblasti G = C. Pak funkce f je konstantni v G prévé tehdy,
kdyz plati nékterd z podminek

(i) f je holomorfni na G,
(ii) Ref je holomorfni na G,
(iii) Imf je holomorfni na G,
(iv) f'(z) =0 na G,

(v) |f| je konstantni na G.

Dikaz. Stacl ukdzat, ze podminky (i), (ii),. .. (v) jsou ekvivalentnt. Pak totiz tvrzent plyne z véty 3.11,
kde jsme ukazali ekvivalenci holomorfnosti f s (iv). Necht f je holomorfni. Je-li f holomorfni, pak Re f
je také holomorfni (nebot Re f = (f+f)/2), a tedy také Im f je holomorfni (nebot Im f = (f —Re f)/i).
Je-lt Im f holomorfni, pak Imf =u+1ivsv =0, z ¢ehoz diky Cauchyho—Riemannovgym podminkam
dostaneme u, = vy = 0 a uy = —v, = 0, takze (Imf)’ =0, a tudiz (Ref)’ = 0, tj. f' = 0. Plati-li
(iv), pak podle Véty 3.11 je f konstantni, a tedy také |f| je konstantni na G. Konecéné plati-li (v),
pak v p¥padé [f| = 0 davd f = 0 a soucasné f = f, takze f je holomorfn{. Je-li |f| = K > 0, pak
f(z) # 0 pro véechna z € G, a tedy = |f|* /f je holomorini. [

Pozndmka:

. . + vy , o~ @ ,

i) Jsou-li f a f soucasné holomorfni v oblasti G = f je konstantni
(tj., je-li f holomorfni & nekonstantni = f nent holomorfni, tj. komplexnt sdruzenost "rozbije"
holomorfnost).

it) Podminka (ii)/(iii) vlastné Fika, ze kazda holomorfni funkce v oblasti G nabyvajicl zde pouze
redlngch/ryze imagindrnich hodnot je v G konstantnt.
Také odtud plyne, Ze je-li f holomorfni v oblasti G a Ref nebo Imf je konstantni = f je
konstantnt.

i) Jedinad holomorfnt funkce f v oblasti G s konstantni velikosti (modulem) je konstantni dle (v).
Totéz plati i v pripadé funkce s argf(z) = ¢(z) = konst.
w f(z) = |f(z)] - €@ = |f(2)|- €', f je konstantn{ ndsobek |f(z)| a f(z) = |f(z)| je konstantni
= f je konstantnl.

Jesté jeden velmi dilezity disledek plyne z Véty 3.11.
Dasledek 3.13

(i) Necht f, g jsou holomorfni na oblasti G. Je-li f' = g’ na G, pak existuje k € C takové, Ze
g(z) = f(z) + k pro vsechna z € G.
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(ii) K tomu, aby holomorfni funkce f byla polynomem stupné mensiho nezn na oblasti G, je
nutné a stact, aby f™(z) = 0 na G.

Dikaz. Cést (i) plyne ihned z Véty 3.11 aplikované na rozdil f — g. Tvrzeni (ii) dokdZzeme indukci.
Je-lin =1, pak tvrzent plyne z Véty 3.11. Necht plati pro néjaké n € N. Je-li f polynomem stupné
mensiho nez n + 1, pak ziejmé f™1)(z) = 0 pro véechna z € G. Naopak, necht f™1)(z) = 0
pro véechna z € G, tj. (f)™(z) = 0 pro vdechna z € G. Podle indukéniho predpokladu je f'(z) =

—1 )4 —1 / v
sy azk provdechnaze G a ag, ..., a,_1 € C. Potom '(z) = (Y1_, :22"")" pro v3echna z € G.

k=0 k+1
D v 7 . . . _ n—1 a k+1 _ & 7 v 7 v .
Podle cas.tl (Q) je f(z) = D -0 5277 + g pro n&jaké q € C, coz znamend, Ze f je polynomem
stupné nejvyse n (tj. menstho nez n + 1). [

Z Véty 3.2 thned vyplyva, ze holomorfni funkce na mnoziné G je spojitéa na mnoziné G, tj. mame

konst. f-ce na G holomorfni na G spojité na G

c OG) < C(G)

A naopak? Je spojitd funkce holomorfni? Obecné samoziejmé ne (viz priklad s f(z) = z... nedife-
rencovatelna & spojitd). Ovsem plati napf-

Tvrzeni:
Spojitd funkce f: D — C je holomorfni na oteviené mnoziné D < C jestlize Vz, € G existuji
dvé riazné primky p, q prochazejici z; takové, ze limity

lim —f(z) — f(z0) lim —f(z) — f(z0)
Z;GIZ)O Z— 2 Z;eéo Z— 2

existujt a jsou si rovny.

Tato véta je zndma jako Menchoffova (rok 1935). Specidlné mézeme p, q volit jako piimky rovno-
bézné s osami x a y, ¢imz dostaneme Loomanovu-Menchoffovu vétu:

Spojitd funkce f : D — C je holomorfni na oteviené mnoziné D < C, jestlize parcidlni
derivace Uy, Wy, Vx, vy existuji a spliuji C-R podminky na D.

Predchozi véta nevyzaduje diferencovatelnost funkct u,v nebo spojitost téchto funkcl ¢i jejich
derivacl. Nicméné z Véty 3.6(iii) a Véty 3.5 thned vyplyva nasledujict popis holomorfnich funkct.

Véta 3.14

Funkce f : D — C je holomorfni na otevi‘ené mnoziné D < C prdvé tehdy, kdyz obé redlné
funkce u(x,y) av(x,y) jsou diferencovatelné na D a spliiuji Cauchyho—Riemannovy podminky.

Ddkaz.
'=" Holomorfnt na D = 3 okoll Vzy € D tak, ze je komplexné diferencovatelnd v okolt = D je

oteviend = f je komplexné diferencovatelnd Vz e D = V.3.6(iii) & V.3.5: u,v jsou diferencovatelné
a plati C-R.

'<" V.35 a V.3.6(iii): f je komplexné diferencovatelnd Vzy € D = D je oteviena: Vzy € D existuje
okoli lezici v D = f je komplexné diferencovatelnd v tomto okoli = f je holomorfnt. n
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Véta 3.14 jingmi slovy fika: je-li dana diferencovatelna funkce u = u(x,y) na otevifené mnoziné
D < C, pak k tomu, aby existovala funkce f holomorfni na D s Re f = u, je nutné a staci, aby na
D existovala diferencovatelna funkce v spliiujict C-R podminky na D. Analogicky také je-li dana
funkce v = Imf.

Jenze toto tvrzeni nefikd nic o tom, zda k dané funkci u bude skute¢né mozné pozadovanou
funkci v najit (pfip. pro v najit u). Soucasné pripomenme, ze takové funkce must byt harmonické
(must platit C-R), ¢imz se dostavame zpét k otdzce propojeni mezi harmonickgmi a komplexné
diferencovatelngmi funkcemi, kterou jsme resili mezi Désledkem 3.7 a Vétou 3.8, tj. je kazdd har-
monickd funkce v oteviené mnoZiné D < R? redlnou nebo imagindrni &dsti néjaké holomorfni
funkce vD?

Jesté nez odpovime, mame-li dvé harmonické funkce u,v na D < R?, pak

v se nazyvad harmonicky sdruzend s u, jestlize komplexnt funkce u + iv je holomorfni na D. Vztah
je antisymetricky, nebot (—1i)f = v +1i(—u) je také holomorfni, tj. v je harmonicky sdruzend s u <
—u je harmonicky sdruzena s v.

Tedy nase otdzka vlastné patrad po existenci harmonicky sdruzené funkce na oteviené mnoziné
D. Jenze odpovéd je zaporna. Napt. funkce

:
u(x,y) = 3 In(x* +y?)

je harmonickd na R*\{[0,0]} a je realnou ¢&asti funkce f(z) = logz = u(x,y) +iargz (viz kapitolu
5), ktera je holomorfni napf. v K = {z e C, |z—1| < 1}. Jenze kruh K nelze zvétsit, a proto funkci
f nelze holomorfné rozsirit na C\{0}. A neexistuje jinad funkce?

Pripustme, Ze ano, tj. existuje v takovd, ze f = u + iv a f je holomorfni na C\{0}. Pak dle C-R
podminek mame

1 1 X
e Ty T Ty W )
1 1 y
= —Vy ——2 = 5 = —Vx ko
Uy = =5 g Y Ve ()

x24+1y?

(%) V=Jﬁdy+@(X)=%J1+]Wdy+@(X)

1
— “xarctan 2 4 ¢+ @(x) = arctan ey (%)
X X X
= 1 Y Y
ox /
= ————5 ° —_ _|_ - ——
- 14 (%)2 ( xl) ¢ x? +y?
- Y
( ) Vx = X2+y2

= /() =0 (=D

= v = arctan Yy +C
X

Jenze ma-li bgt f holomorfni na C\{0} (stejné jako oblast, kde je u harmonickou), musi bgt v dife-
rencovatelnd na C\{0} = spojitd na C\{0}. Pak by ale v musela b(t spojitou také na jednotkové
stéfe se stfedem v zo = 0, tj. |z| = 1. P¥i pohybu z (1,0) do (0,1) proti sméru hodinovych rucic¢ek
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je ¥ — oo, takze ze spojitosti plyne v(0,1) = 7 + C. Soucasné pfi pohybu z (—1,0) do (0,1) po
sméru hodinovych rucicek je ¥ — —oo, takze ze spojitosti plyne v(0,1) = =3 + C, coz je spor. 4

Tento priklad tedy ukazuje, Ze k dané funkci u harmonické na oblasti G < R? obecné nemusi
na G existovat harmonicky sdruzena funkce (uvedeny priklad je asi tim nejcastéji uvadéngm v
této souvislosti). Nicméné situace nastésti nent tak tragicka. Nasledujict véta ukazuje, Ze kazda
harmonicka funkce v oteviené mnoziné je lokdlné realnou (imaginarni) ¢asti néjaké holomorfnt
funkce, tj. pro kazd( bod existuje okoli, na kterém pro ni existuje harmonicky sdruzena funkce
(okolt = jednoduse souvislad oblast).
Diikaz véty sice neddva presny navod, jak takovou funkci zkonstruovat, ale to jsme jiz vlastné ucinili
v predchozim piikladu a zndme to z feSeni exaktnich diferencialnich rovnic — jde o kmenovou funkci
k totdlnimu diferencidlu —uy(x,y) dx + u.(x,y) dy.

Véta 3.15
Necht G < C je jednoduse souvisld oblast a funkce u je harmonické na G. Pak na G existuje

harmonicky sdruzend funkce v (tj. f = w+1iv je holomorfni na G), pricemz tato funkce je uréena
jednoznacné aZ na aditivni konstantu.

Vsimnéte si, ze mnozina C\{0} v predchozim prikladé neni 1-souvisld, takze ndm tato véta
nemUiZze zarucit uspéch (a my jsme ukazali, Ze to ani nelze) — a soucasné je v souladu s prfedchozim
prikladem, tj. pro %ln(x2 +1y?) médme harmonicky sdruzenou funkci v horn{ a dolni poloving C.

Ukazali jsme, Ze pro funkci

1
f= 3 In(x* +y?) + i(arctan % +¢)

by byl problém s osou Imz, tj. x = 0. Funkce v ani neni na této ose definovana. Pak tedy pro body
na této ose neexistuje harmonicky sdruzend funkce? Ale Véta 3.15 Fikd, ze to must jit!
"Problém" je totiz ukryt v nasem postupu. My jsme vypocetli v(x,y) pomoci

Jux dy + ().
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Lze ale samoziejmé vyuzit i druhou moznost, tj.

vixy) = [ () dx e bly) = [ ¥ der ) -

:_AJ;
oK
1

S
<

<

|
|
+
— —
bad
~—

N
/T
u:‘Nl =
N~

<=

=
I
x

N
+ | ®
<

N

]
_|_
=
<

e
Py =0 = Wy =c

X
—arctan— +c¢
Yy

Funkce v pak ma "problém" pfi prechodu pres osu y = 0, tj. Re z. Nicméné pro okoli bod(i na Imz
(vyjma pocatku) to funguje perfektné, tj. celkové mame

U

Imz
A

/v = —arctan 3 +c

>Rez
Mimo osy si mGzeme vybrat T

(staci-li ndm okoli nezasa- v=arctani +c
hujicl do zaddné z os, pak je
vybér zcela libovolny).

V pocatku nem(izu vybrat
nic, nebot libovolné okoli
obsahuje body z obou os,
takZe vzdy budeme mit né-
jaké "problematické" body.

Pozndmka: Toto také ukazuje dalsi moznou komplikaci ve vipoctu v pomoci postupu
vy = fux dy + ¢(x)

v, = —fuy dy +U(y)
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= porovnanim ziskdme @(x) nebo P (y) v naSem pripadé mame
; Y . Y
arctan = + @(x) = — arctan = + P (y)
X X

(plati arctanu + arctan 1 = 2. sgn(n)), tj. ¢(x) — P(y) =konst. = ¢ = ¢ & P = ¢, jenze budeme
toto védét vzdy?
2. problém: vypocet jednoho z integralii ({u, nebo §w,) miZe byt velmi komplikovany.

Dikaz. Nejdrive ukazeme jednoznacnost. Necht v a ¥ jsou obé harmonicky sdruzené s u na G.
Pak platt
ff=u, +1ivy a f =u +1iv,.

Jenze z Cauchyho-Riemannovych podminek plyne ' = u, — iu, = u, —iu, = f', tj. f'(z) = f'(2)
pro vSechna z € G. Pak z Dusledku 3.13(i) vyplgva f = f + k pro néjaké k e C. Odtud ale mame

u+iv=u+iv+k neboli i(v—-7) =k,

takze k must byt ryze imaginarnt ¢islo, a tedy harmonicky sdruzena funkce je nutné jedina az na
aditivnt konstantu.
A nynt tuto funkci zkonstruujeme. Polozme

g = U, — luy.

Potom g je spojitd funkce a Re g a Im g spliuji Cauchyho—Riemannovy podminky

(Reg)y = Uy = —uyy = (Img)y a (Reg)y = Uy = Uy = —(Img)x.

To ale znamend, ze g je holomorfni (viz Véta 3.14). Jelikoz g je holomorfni na G a G je jednoduse
souvisla mnozina, plyne z Disledku 7.2 (dikaz kruhem?!) existence primitivni funkce h na G. Necht
h =1 + iV. Potom

g="h' =1, + iV = U, — ity.
Jenze soudasné Reg = u,, takze u, = 1,. Proto u(x,y) = t(x,y) + c(y) pro néjakou funkci c
zévislou pouze na y. Soucasné Img = —u, takze u, = -1, a tedy u(x,y) = (x,y) + c(x) pro
néjakou funkci ¢ zavislou pouze na x. To ale znamena, ze

u(x,y) + c(y) = 1(x,y) + c(x) neboli c(y) = c(x),

tj. c(x) = c(y) = ¢ musi byt konstantni funkce. Potom u(x,y) = 1(x,y) + c. JenZe v takovém
pripadé je funkce f = h + ¢ holomorfni s realnou ¢asti rovnou funkct . |

Pozndmka: Funkce g pouzitd v dikazu Véty 3.15 je vlastné derivace funkce f (coz asi nent
Uplné prekvapivé), nebot musi platit

/ . CR .
=u + v, = vy — .

Soucasné to ukazuje, ze je-li u harmonickd v G, pak uy je redlnou castt funkce holomorfni v G, a
to at uz G je 1-souvisla nebo nikoli.
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4. Funkéni a mocninné fady v C

5. Elementarnt funkce

Nyni, kdyz jsi véci znalg,
netvar’ se, ze spolklas chrousta,
komplexni exponenciala

prece nent funkce prosta.

(Basen od J. Frgdka)

6. Integral, kfivkovy integral a primitivni funkce

Beﬁnice 6.1

Krivkou v C rozumime spojité zobrazeni vy : [«, 3] — C, kde [«, 3] < R je netrividlni kompaktni
interval. V takovém pripadé je kiivka parametrizovdna vzhledem k [e, 3] a nezavislou promén-
nou v zobrazeniy nazgvdme parametrem. Mnozina [y| = y(|«, B]) se nazgva graf (geometricky
obraz) k¥ivky v. Body y(«) a y(B) jsou krajni body kivky v, pficemz y(x) je poédtecni bod a
bod y(B) je koncovy bod. Je-li y(x) = y(f3), hovotime o uzavi‘ené krivce.

Definice 6.2

Derivaci kiivky v : [, ] — C rozumime vy'(t) pro t € (o, p) a v, (), Y. (B) v krajnich
bodech (tj. prislusné jednostranné derivace). Kfivka vy se pak naz(gva hladkd, ma-li spojitou
od nuly rGznou derivaci na [, B], tj. v' € C'[a, B] @ ¥'(t) # 0 na [«, B]. K¥ivka v se nazgvd
po Castech hladkd, existuje-li déleni D :ax =ty < t; <--- <t, = B intervalu [«, 3] takové, ze
krivka vy = y}[tk—1ytk] je hladka pro k = 1,...,n. Je-li derivace kiivky y pouze spojitd, hovoiime

o reguldrni kfivce. Existuje-li déleni D : ¢ = top < t; < --- < t,, = 3 takové, Ze kiivka vy je
reguldrni, rekneme, ze vy je po Cdstech requldrni neboli cesta.

Definice 6.3

KFivka vy : [, B] — C se nazyva jednoduchd, jestlize pro kazda dvé Cisla ty, t; € [«, B] spliiujici
0 < |ty —ta] <P — « plati y(t1) # y(t2). Je-li navic y(x) # y(p), hovofime o oblouku, zatimco
pro y(a) = y(f) mame Jordanovu kfivku.

Je-li v : [&, ] — C Jordanovou k¥ivkou, potom ji nazveme kladné orientovanou, jestlize pri
spojité zméné parametru t od « k hodnoté 3 probiha y(t) graf [y] proti sméru hodinov(ch rucicek,
tj. tak, ze “vnitrek” Yy mame po levé ruce. V opacném pripadé je kiivka y orientovdna zdporné.

Beﬁnice 6.4

Opacné orientovanou (opacnou) kfivkou ke kfivee vy : [, ] — C =~y : [-B, —«] — C defino-
vanou vztahem =—y(t) == y(—t) pro t € [, —«].
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Beﬁnice 6.5

Souctem ktivek vy : [, 1] = C a v2 : [z, B2] — C, které spliuji v1(B1) = v2(xz2), rozumime
krivku vy 4+ v : [otr, B1 + B2 — 2] — C danou vztahem

| _ [, te [, B,
(1 +v2)(1) : {Yz(t + 0 —B1), te[Br,Br+B2— x.

Véta 6.6 (Jordanova)

Necht y : [«,B] — C je Jordanova kfivka. Potom C\[y] = G; U G,, kde Gy a G, jsou dvé
disjunktni jednoduse souvislé oblasti, jejiZ spole¢nou hranici je [y].

Necht je déna funkce g : R — C. Jsou-li redlné funkce Re g(t) a Img(t) integrovatelné na

[, B], potom

g(t)dt:= | Reg(t)dt+1i]| Img(t)dt.
[swa= I

x 09 [0

Véta 6.7

Necht g[x, 3] — C je spojitd. Potom pro funkci G(t) = S:O g(s)ds, kde t,ty € [, B], plati
G'(t) = g(t). Naopak, jestlize pro funkce G : [«, 3] — C plati G'(t) = g(t) pro kazdé t € [«, B],
pak SIO g(s)ds = G(t) — G(to) pro libovolné t,t, € [, B].

Dikaz. Viz integralni pocet v R. n

Funkce G je primitivn( k funkcti g.

Véta 6.8 (substitucni pravidlo)

Je-li funkce v : [, B] — [a, b] spojité diferencovatelnd, pak pro spojitou funkci g : [, 3] — C
plati
Y (B)

B
J g(y(t)y'(t)dt = J g(s)ds.

o Y(o)

Dikaz. Primg vgpocet jako v R. n

Véta 6.9 (metoda per-partes)

Pro spojité diferencovatelné funkce g,h: [&, 3] — C plati

B B
f g(t)h'(t)dt = [g(t)h(t)]5 — J g'(t)h(t)dt.

X x

Dikaz. Primg vgpocet jako v R. n
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Véta 6.10
Necht g : [, 3] — C je spojitd funkce. Potom

Ddkaz. Primg vgpocet jako v R.

JB g(t)dt| < JB lg(t)| dt. -

L= [ vrae= [ [onm)? e o

kde v1(t) = Rey(t) a y2(t) == Imy(t). Potom z Véty 6.10 (ne¢ekané) plyne

JB v'(t)dt

X

Délka L(y) cesty v : [, ] — C je

Liy) = =y(B) —v(x)|.

Definice 6.11

Necht v : [, ] — C je cesta a f : [y] — C je spojita funkce. Kfivkovy integrdl Sy f(z)dz
funkce f po cesté y definujeme vztahem

B
J f(z)dz — J Fly(1))y'(£) dt.

o4

Vzhledem k propojeni C a R? se nabizi zcela pFirozend otdzka: souvist Sy f(t)dz néjak s kriv-
kovgm integrdlem v R??
Definice 6.12
Necht v : [, ] — C je dand kfivka a w : [xo, Bo] — [, B] je spojité diferencovatelné

a surjektivni zobrazeni takové, ze w’(T) > 0 pro v8echna T € [xg, o] Pak kfivka y o w :
[0, Bo] — C se nazgva reparametrizaci kfivky .

Véta 6.13 (o nezavislosti na parametrizaci)

Nechty je dand cesta, vy jeji reparametrizace a funkce f: [y] — C spojitd. Potom

Lf(z) dz = L1 f(z)dz.

Diikaz. Necht y; : [xo, Bo] — C je reparametrizace cesty v : [&, 3] — C, tj. Y1 = v o w. Potom
plati

Po veta 33 [P0
f f(z) dz = f 1 (1) v (1) dt V2 f Fly(w(E) ¥ (w(t)) w’(t) dt =
veta 6.5 (B ,
J,,. Y ©ds = | (z)ae
nebot o = w(o) a B = w(fPo). ]
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Definice 6.14

Dvé kiivky v : [, ] = C a ¥ : [&, ] — C se naz{vaji ekvivalentni, jestlize existuje spojité
diferencovatelné a surjektivni zobrazent w : [&, 3] — [«, B] takové, ze w'(T) > 0 pro vSechna

T€e & B] a¥ =7y ow. Ekvivalentni cesty se znadi y ~ ¥.

Eta 6.15

Necht v,v1,7v2 jsou cesty v C takové, Ze koncovy bod y, je pocdtecnim bodem ;.

(i) Jsou-li f,g:[y] — C spojité a c € C libovolné, pak plati

L [t2) + g(z)]dz = |

ch(z) dz=c¢ L f(z) dz, y Ly f(z)dz = — L f(z)dz.

(ii) Je-li f: [y1 +v2] — C spojitd, potom

L]Jm f(z)dz = L] f(z)dz + LZ f(z) dz.

f(z)dz + f g(z)dz,

v

Dikaz. Ne. =

J f(z)dz

[fly = max{[f(v(t))] [ t € [, B]}.

Necht f : D — C je spojitd funkce na oteviené mnoziné D < C. Pak tfekneme, Ze Sy f(z)dz
nezavisi v D na integracni cesté, pokud

f f(z)clz=f f(z)dz

pro kazdé dvé cesty y1,v2 lezict v D a majicl stejn( pocatecnt i koncovy bod.
Véta 6.16

Je-li D < C otevifend mnozina a funkce f: D — C spojitd, pak jsou ndsledujici tvrzeni o funkci
F:D — C ekvivalentni.

Plati odhad
< sup[f(z)| L(v) = |f], L(v), (6.1)

zely]

kde

(i) Funkce F je holomorfni v D a plati F'(z) = f(z) pro kaZdé z € D.

(ii) Pro kaZdou dvoji z,w € D a kaZdou cestu v D s pocdtecnim bodem w a koncovgm bodem
z plati

f f({)dC = F(z) — F(w),
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‘ tj. integrdl nezdvisi v D na integracni cesté.

Dikaz. (i)=(ii): Necht F je holomorfni v D a plati zde F/(z) = f(z). Necht déle v : [«, 3] — C je
libovolnd cesta v D s pocate¢nim bodem w a koncovgm bodem z. Potom

B

B
j £(0)dg = j Fy(0) v (1)t = f F(y(0)y/(t)dt =

P d Véta 6.7

= f T [Fr(e)]de "= F(v(B)) — F(y(«)) = F(z) — F(w).

(i)=>(i): Necht je kfivkovy integral Sy () d¢ nezavisly na integrac¢ni cesté. Ukdzeme, ze v kazdém
bodé z € D existuje derivace F'(z) a je rovna f(z), coZ vzhledem k otevienosti D zarucuje platnost

(i). Necht tedy z, € D je libovolné a r > 0 takové, ze K(zp,7) = D. Potom dle predpokladané
platnosti (ii) mame

F(z) = F(zo) + J f(C)d¢ pro kazdé z € K(zy, 1), (*)

vz
kde v.(t) == zo + (z — zo)t, t € [0,1], je Gsecka s pocatecnim bodem z, a koncovgm bodem z.
Polozme

1

f(¢)dg, ze K(zog,7)\{z
F](Z) — )z S 2 (Q C) ( 0y ) { 0})
f(zo), z = zy.

Potom podle (x) mame
F(z) = F(zo) + (z — z0) F1(z) pro kazdé z € K(zo, 7).

Jestlize Fi(z) je spojitd, potom

F(z) — F(z z—2zo)Fi(z
F'(z9) = lim F(z) = Fzo) = lim z-z)h(z) = lim Fy(z) = Fi(z0) = f(20)
z—2Zo Zz— Zy z—Z0 Z— 2 Z—Zp
a ddkaz je hotov. Proto se nyni podivame na spojitost funkce F; v bodé z;. Pro z € K(z,7)\{z0}

plati
1

J f(zo)dC = f(zo)J d¢ = f(Zo)J 1(z — zo)dt = Fy(20) (z — 20), ()

0
a tedy mame

() 1

Fi(z) = Fi(z0) = f f(0)d¢ —

Z— 2

J f(zo)dC =

Yz

f [£(C) — f(z0)] dC.

Z— 2 Z—2Z Yz

Yz

Odtud ale s vyuZitim nerovnosti (6.1) dostaneme pro kazdé z € K(zy, r) odhad

(6.1)
[F1(z) — Fi(z0)] <

2=z X f(C) = f(2)] - [z — 20| = max f(C) = f(z)] .
OvSem funkce f je spojitd na D, a tedy jisté i v bodé z, tj. pro libovolné € > 0 existuje > 0 takové,
ze |f(Q) — f(zo)| < € pro vSechna ¢ € Os(zp). Potom ale jisté pro libovolnou tsec¢ku s pocatecnim
bodem zy a koncovgm bodem z € Os(z0)\{zo} plati maxeepy,;|f(C) — f(z)] < e. Odtud diky (*)
vyplyva, Ze jsme nalezli okoli zy takové, Ze pro kazdé z # z; z tohoto okoli bude |Fy(z) — Fi(z0)| < &,
coz znamena, ze lim,_,,, F(z) = F(z), tj. funkce F je spojitd v bodé z, a diikaz je hotov. n
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Definice 6.17

Necht D < C je oteviena mnozina. Funkci F : D — C spliujici ¢ast (i) Véty 6.16 nazgvame
primitivni funkct k dané spojité funkci f: D — C.

Véta 6.17A

Necht f je holomorfni na oteviené mnoziné D < C a plati zde f' = 0. Pak f je lokdlné konstantn(
na D (t. pro kazdé zy € D existuje okoli O(zy) takové, Ze f(z) = c pro kazdé z € O(zy) a néjaké
c € C). Je-li D oblast, pak dokonce f(z) = ¢ pro kazdé z € D a néjaké c € C.

Ddkaz. Z Definice 6.17 a predpokladd vyplgva, ze f je primitivni funkcl k nulové funkct na D.
Protoze v kazdém okoli O(zy) mizeme libovolny bod z € O(zy) spojit Useckou y s pocatecnim
bodem ve stredu okoli zy a koncovgm bodem z, plyne z Véty 6.106, ze

0— J 0dz = £(z) — £(2)o), (6.2)

tj. f(z) = f(z0) pro kazdé z € O(zy), a tedy f je lokadlné konstantni na D. Konstantnost v oblasti
D plyne z predchozi ¢asti a souvislosti mnoziny D (propojent lomenou ¢arou v D=cestou ~~ pro

pocatec¢ni a koncovy bod opét plati (6.2) ~» konstanty musi byt totozné). |
Véta 6.18
Necht f : D — C je spojitd funkce na oteviené mnoziné D < C . Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentn.

(i) Funkce f mé v D primitivni funkci.

(ii) Pro kaZdou uzavienou cestu v D plati Sy f(z)dz = 0.

(iii) Integral Sy f(z)dz nezdvisi v D na integracni cesté.

Dikaz. Implikace (i)=(it) a (i)=(iii) plynou ithned z prvni ¢asti Véty 6.16. Implikace (it)=(iii) je
zirejma. Staci proto ukazat (ii)=(i). Necht tedy plati (ii). Protoze cesta v D musi lezet v jedné
souvislé komponenté mnoziny D, miizeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, ze D je dokonce
oblast. Necht vy je libovolnd cesta v D s pocate¢nim bodem w € D a koncovgm bodem z € D.
Zvolme bod z; € D libovolné pevné a oznacme 7y, a v, libovolné cesty lezict v D pocatecnim
bodem z; a koncovgm bodem z a w. Definujme funkci

F(z) = J f()dl pro kadzé z € D.
Yz
Protoze v,, + v = v, je uzaviena cesta v D, plati

o J ~f(Q)de - J f(¢)d¢ +J f(Q)d¢— | (g)dg = F(w) +J f()d¢ + F(2).

w Y Yz Y
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Odtud dostavame

J f(¢)dC = F(z) — F(w)

a tvrzent (i) plyne z druhé casti Véty 6.16. [

Funkci se sen odebral,
chtéla znat svij integral
pres uzavienou krivku,
coz zplodilo vytku,

ze ten vysel nenulovy,
narek nelze popsat slovy,
vliibec nikdo neovlivni,

ze nema funkci primitivni
na prislusné oblasti,
odchdzi v dal bez slasti.

(Basen od J. Frgdka)

7.

Cauchyho teorie a nékteré dalsi vlastnosti holomorfnich funkci

Nezlobte se, mill hosi,

muj idol je pouze Cauchy,
kazdy dopis skonct v kosi,
pokud by jej nepsal Cauchy.

(Basen od J. Frgdka)

vé

ta 7.1 (Cauchy)

Necht O < C je jednoduse souvisld oblast a funkce f je holomorfni v Q). Pak pro kazdou
uzavi‘enou cestuy v Q (t. [y] < Q) plati

J f(z)dz = 0.

Duasledek 7.2

K holomortfni funkci v jednoduse souvislé oblasti () < C existuje primitivni funkce.

Le

mma 7.3 (Goursat)

Necht f : D — C je spojitd funkce v oteviené mnoziné D < C a nechty je cesta v D. Pak ke
kazdému € > 0 existuje takovd lomend &ara y s vrcholy na [y], Ze [Y] < D a

Jf(z)dz—ﬁf(z)dz

Je-li navic cesta y uzaviend, lze i o lomené &dre y predpoklddat, Ze je uzaviend.

< E.
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Dikaz Lemma 7.3. Ne. |

Dikaz Véty 7.1. Dikaz je rozdélen do nékolika krokd.

(1)

(iid)

Necht vy : [, 3] — Q je uzaviend cesta v Q) a ¢ > 0 je libovolné. Podle Lemma 7.3 existuje

lomend &ara y takovd, Ze ‘Sy f(z)dz — § f(2) clz‘ < ¢, pfi¢emz vrcholy lomené ¢ary ¥ lezi na
[v]- Je-li 87 f(z)dz = 0, pak ‘Sy f(z)dz| < ¢, coz je vzhledem k libovolnosti € > 0 mozné jediné

tak, ze Sy f(z)dz = 0. Proto staci dokézat tvrzeni véty pouze pro lomenou ¢aru v Q.

Je-li v uzavrena lomena cara, pak vhodnou volbou Usecdek lze dosahnout toho, ze vy = vy +
-+ vn, kde y; pro j € {1,...,n} jsou linedrni funkce a [y;] N [yx] = & nebo [y;] N [v«] je
spole¢ny krajni bod uUsecek [y;j], [vk] nebo [yj] = [y«] pro libovolné j,k € {1,...,n}. Protoze
kazd( integral je aditivni vzhledem k integrac¢ni cesté a protoze Syj f(z)dz = — Syk f(z)dz, je-li
usecka yy ekvivalentni s —vj, existuje konec¢né mnoho uzaviengch lomenych car wy, ..., wmn,
které jsou Jordanovgmi cestami tvorengmi néktergmi z Usecek yy,...,vn, takovych, Zze platt

J f(z)dz = L f(z)dz+ -+ L f(z)dz.

Je-li y uzavren lomena cara, ktera je Jordanovou kfivkou, je grafem y hranice mnohothelniku.
Pritom lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze zadné dvé sousedni strany tohoto mnoho-
Uhelniku nelezi na stejné primce. Ponévadz v kazdém n-thelniku pro n > 4 existuje alespon
jedna vnitini Uhlopricka, lze mnoholhelnik rozdélit na trojuhelniky a integraci prevést na
integral pres hranice jednotlivgch trojuhelntk(. Pritom integrace po vnitinich thloprickach se
provadi dvakrat: pokazdé v jiném sméru, takze soucet odpovidajicich integralli je pak roven
0. Stact se tedy omezit pouze na lomenou caru, ktera je Jordanovou krivkou a jejiz graf je
hranicl trojihelntku.

(. Technicka zalezitost”) Necht tedy vy je uzaviena lomena cara v Q, jejimz grafem je hranice
trojuhelniku T < Q. Pro urditost jesté predpokladejme, ze v je orientovana kladné (to ma
vliv jen na znaménko). Ozna¢me

J f(z)dz

Y

Nasim cilem je tedy dokazat, ze I = 0. Polozme Ty = T a rozdélme T, pomoci spojnic stiedd
stran (stfednich pti¢ek) na 4 mensi trojihelniky, které oznacime T', T2, T3 a T, pficemz
hranicemi téchto trojuhelnik(i jsou grafy kladné orientovangch lomenych car oznacenych
jako v, v%,v? a v Jisté plati

Lf(z)clz = ]Z::Lj f(z)dz Sé

tudiz alespon pro jedno j € {1,...,4} musi byt

f]- f(z)dz

[:=

[ =

)

J f(z)dz

> 1/4.
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Oznadme odpovidajict trojuhelnik jako Ty a lomenou caru s grafem tvoricim jeho hranici jako

Y1, tj.
J f(z)dz
Y1

Nynt opét rozdélime trojuhelnik T; spojnicemi stredd stran na 4 menst trojuhelntky, jejichz
hranice tvoii grafy lomenych car. Mezi nimi jisté existuje alespori jedna (oznacime ji jako v,
a odpovidajict trojuhelnik jako T,), pro kterou plati

Lz f(z)dz

Uplnou indukci takto ziskéme posloupnost lomenych ¢ar {vy;};Z,, jejichZ grafy jsou hranicemi
trojuhelntk Ty, Ty, ..., pricemz platt

> 1/4.

> 1/4%.

TohL,oTho...,

diam(T,,) — 0 pro n — oo (,pramér”) a také

J f(z)dz

Soucasné se snadno presvédcime (trojuhelniky vznikaji palenim stran), ze platt

L(yn) = % (7.2)

> 1/4™, (7.1)

Protoze C je Uplng metricky prostor, trojuhelniky T, jsou do sebe vnorené kompaktnt podmno-
ziny C a diam(T,,) — 0, musi bt ﬂneNu{O} T, # & (tzv. Cantorova véta o praniku kompaktu),
tj. existuje zy € T, pro véechna n € N u {0}. Protoze T,, < Q pro kazdé n € N u {0}, jisté
zy € Q a vzhledem k holomorfnosti funkce f existuje f'(zy). Necht nyni ¢ > 0 je libovolné.
Pak existuje & > 0 takové, ze K(zp,8) = Q a pro z € K(zo,0)\{zo} plati

T e <
a tedy pro vsechna z € K(zy, 8) mame
1f(z) — f(zo) — f'(20) (z — 20)| < €]z — 2] . (7.3)
Protoze k linearni funkct g(z) = f(zo) + f'(z0) (z — z0) existuje primitivni funkce, plyne z

uzavienosti krivek y1,v2,... a Véty 6.18, ze
f [f(z0) + f'(2z0) (z— 20)]dz =0 pro vSechnan e N.
Yn
Odtud pak dostavame

J f(z)dz = J [f(z) — f(z0) — f'(20) (z — 20)] dz. (7.4)
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Soucasné z lim,_ diam(T,,) = 0 a zy € T, pro vdechna n € N u {0} vyplgva existence
indexu ny € N U {0} takového, ze T, < K(zp,8) pro vdechna n = ny. Navic pro z € [y,] je
|z — zo| < L(vn). Jestlize tedy n € {ng,no + 1,...} je libovolné, potom

Ln f(z)dz

< aL(yn)J dz=el¥(y,) = e (%)2 - ¢ L24(2/>

(7.4

(7.1)
[/a" <

J [£(2) — f(z0) — F'(20) (z — 20)] dz| <

< sJ 1z — zo| dz
Yn

neboli 5

L)
gn

Ovsem vzhledem k libovolnosti ¢ > 0 plyne z poslednt nerovnosti pozadovana rovnosti I = 0.

[/4™ < ¢ . I<el’(y).

[
Véta 7.3A (Cauchy-Goursat)

Necht vy je Jordanova cesta v C a f je holomorfni funkce v Inty a spojitd na Inty = Inty u [y].
Potom plati

f f(z)dz = 0.

Diikaz. Ne. n

Uvazme Jordanovu kfivku y v C a pro dané n € N také n-tici Jordanovych krivek vyi,...,vn
takovych, ze graf libovolné z nich lezi ve vnéjsku kazdé ze zbyvajicich kfivek, tj. [yx] = Exty; pro
vSechna k,j € {1,...,n}, k # j, a ve vnittku kfivky v, tj. [v;] < Inty pro kazdé j € {1,...,n}. Potom
(n + 1)-nasobné souvisla oblast

G=Inty nExty;n---nExty,

ma kladné orientovanou hranici, jestlize kiivky v, ~v1,..., =yn jsou kladné orientované.

Véta 7.3B (Cauchyho pro vicendsobné souvislou oblast)

Necht G je (n + 1)-ndsobné souvislou oblasti s kladné orientovanou hranici tvorenou Jor-
danovgmi cestami. Je-li £ holomorfni na oblasti G a spojitd na jejim uzdvéru, tj. na mnoziné
G=Gulylulvi]lu- - ulyal pak plati

Lf(z) dz = i Lyk f(z)dz neboli Lf(z) dz + ; Lk f(z)dz = 0.

k=1

Diikaz. Pro n = 1 mame integral ptes 2-ndsobné souvislou oblast. Jelikoz [y;] < Inty lze spojit
[vi] a [y] dvéma rizngmi neprotinajicimi se oblouky @7 a @,. Tim se nam pdvodni mnoZina
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,2rozpadla“ na 2 disjunktnt oblasti G; a G;, které maji spole¢nou ¢ast hranice tvorenou @; a @,.

Na téchto oblastech jsou splnény predpoklady Véty 7.3A, takze plati

f f(z)dz =0 a soucasné f f(z)dz = 0.
v o2ty o Y21 +v =02

Vzhledem k aditivité krivkového integralu odtud dostdvame

<L] " L) flz)dz = — L f(z)dz — L f(z)dz

1

(L1 + LZ) f(z)dz = LZ f(z)dz + Lz f(z) dz,

1

a soucasné

z ¢ehoz snadno ziskdme rovnost

<L1 + LZ) f(z)dz = — L} + L) f(z)dz,

r

f f(z)dz=— | f(z)dz.

Y1

a tudiz (opét diky aditivité)

Dcikaz pro obecné n € N se pak provede pomoci indukce, nebot (n + 1)-nasobné souvislou oblast
s kladné orientovanou hranict analogickym postupem rozdélime na n-ndsobné souvislou oblast a

jednoduSe souvislou oblast. |
Véta 7.4 (Cauchyho vzorec pro Jordanovu cestu)
Necht vy je kladné orientovand Jordanova cesta v C a Q == Inty jeji vnitfek. Necht f: Q — C

je holomorfni v Q a spojitd na Q. Pak plati

1 J f(z) clzz{f(%)’ 20 € Q,

R Z— 2 O) Zo¢Q.

Ddkaz. Necht z5 € O a € > 0 jsou libovolna cisla (komplexnt a redlné). Vzhledem ke spojitosti

funkce f existuje > 0 takové, Ze pro kazdé z € Q spliujict |z — zo| < 6 plati

f(z) — f(zo)| < €/(2m).

Zvolme nyni r € (0,8) tak, ze K(zo,T) = Q a polozme w(t) = zy + re', t € [0,27], tj. w je kruznice

v ) se stfedem v z; a polomérem 1. Potom podle Véty 7.3B (pro n = 1) plati

fz) ~f(zo)

f(z) f(z) f(z) — f(z0) 1
L—Z_ZZO clz:L —Z—Zzo dZ:L—ZZ—zoZO clz+f(zo)L—Z_Zo ch=L ——

z ¢ehoz dale plyne

(6.1)
< sup
ze[w]

f(z) — f(z0)

L(w) <
2 | <MW

dz

J fz) dz — 2mif(zg)| =

Z—2p

f f(z) — f(z0)

Z—2p

£
27

X

T

dz + 2mif(z),

X 2mr = g,
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nebot L(w) = 2ntr a pro z € [w] je |z — zo| = 1. Protoze ale € bylo zvoleno libovolné, musi platit

f f2) dz = 2mif(zo).

Z— 2y

Pro zo ¢ Q plyne tvrzeni piimo z Véty 7.3A. [

Disledek 7.5 (Véta o priiméru)

Nechty je kruZnice se stfedem v zy € C a polomérem v > 0, tj. y(t) = zo + 1€, t € [0, 27]. Je-li
f holomorfni v Intvy, spojitd na uzavéru Inty = Inty u [y], pak plati

1 27T )
f(zo) = ﬁfo f(zo + re')dt.

Jingmi slovy, hodnota holomorfni funkce v bodé je ,priumérem” hodnot (stredni hodnotou) na
kazdé libovolné malé kruznici se stfedem v uvaZovaném bodé.

Diikaz. Ne. =

Véta 7.6 (Cauchyho vzorec pro n-tou derivaci)

Necht QO < C je jednoduse souvisld oblast a necht y je kladné orientovand Jordanova cesta
spliiujici [y] < Q. Jestlize f je holomorfni funkce v Q, pak pro kaZdé z, € Inty a libovolné
ne Nu {0} existuje derivace ™ (zy) a plati

£ (z0) = L’f (Lclz

2mi J, (z — zo)™t!

Dikaz. Tvrzent dokézeme pomoci matematické indukce. Pro n = 0 tvrzeni plati diky Vété 7.4.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n =k — 1€ N u {0}. Ukdzeme jeho platnost také pro
n = k. Necht zy € Inty je libovolné a w(t) =z, + re', t € [0,2n], pficemz v > 0 je tak, malé, Ze
[w] < Inty. Podle indukéniho predpokladu a Véty 7.3B s n =1 (tj. pro dvojici) plati

f(k—l)(zo) — (k—1)! f f(z) dz = (e .]>! f fz) dz. (7.5)

2mi (z—zp)k 2mi (z—zp)k

Necht dale h € C je takové, ze |h| < r/2. Potom zo + h e Intw a
3r/2>|z—2zy—h|=71/2 pro libovolné z € [w]

a soucasné

N&U@o+h):(i;;ﬂf @_Ziihydz (7.6)

Z rovnostt (7.5) a (7.6) plyne

f&D(zg + h) — f6(z0) (k= 1)! 1 1
: h == 2mtih L fz) ((z —zo—h)*  (z— zo)k) dz.
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Jelikoz pro libovolné «, B € C\{0} plati (ovérte samil!)

11 oc—(5<n+(oc—f3)2}‘=1ir3“oc“j)

n n n+1 n
pr o 5

volbou & =z —2zp, B =z—2y—h an =k obdrzime

D (2o + ) — FE1(z)

h
k—1)! h 3z — 20 — )T (z — zo)™
Sy b M e
2nih |, (z — z)k*! (z—2z9—h)k
_ K fz) dz+
C2mi |, (z — zo)RH!
k . ._1 i
—1)! 1)(z—zo—h)7"(z —z))"
+ (k ,U‘ J f(z) x h x Z]*]J( 0 )= o) dz.
2 ), (2 — z)KH! (z—2zp —h)k
Odtud s vyuZitim rovnosti L(w) = 27r ziskdme
f(k—U(ZO + h) — f(k_])<ZO) k! f(Z) dz| —
h 2mi ), (z—zo)t |
k . ._] s
— 1! 1)(z=2zo—h)7"(z —z))"
_(k 1).J f(z) hXZJ,u( o —h) 7 (z — 20) il <
2 o (2 — zo)kH] (z—2z9— )k
61) (k —1)! Z;‘ﬂ j(3r/2y =Tk
< 5 X [h| x 27tr x Qg% 1f(z)] x T (1 /2)F = AR,
kde A je vhodné nezdporné cislo. Tudiz
f=1) h) — &) k! f
£9 (z9) = lim (z0 +h) (z0) _ K f (2) dz,
h—0 h 21 ), (z — zo)*H!
z ¢ehoz diky Vété 7.3B8 s n = 1 opét plyne pozadovana rovnost (tj. integral podél y). |

Duasledek 7.7

(i) Necht f je holomorfni funkce na oteviené mnoziné D < C. Pak f md v D derivace vsech
rédua, které jsou holomorfnimi funkcemi v D.

(ii) (Cauchyho nerovnost) Je-li f holomorfni v kruhu K(zo, 1) a spojité na K(zy, ), pak pro

ne Nu {0} plati
n!
]f(“)(zo)‘ < — max |[f(z)].
T |z—z0|=7
(iii) (jind varianta Cauchyho nerovnosti) Je-li f holomorfni funkce v kruhu K(zo, 1) a existuje-li
M = 0 takové, Ze |f(z)| < M pro vsechna z € K(zo, 1), pak pro libovolné n € N u {0} plati

n!

[fMV(zo)| < —M
! -
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Diikaz. Cast (i) plyne ihned z Véty 7.6. Ostatni ne. [
Véta 7.7A (Morera)

Necht funkce f je spojitd na oteviené mnoziné D < C a necht Xy f(z)dz = 0 pro kaZdou
uzavienou cestu y v D. Pak funkce f je holomorfni v D.

Diikaz. Jelikoz Sv f(z)dz = 0 pro uzavienou cestu y v D, existuje podle Véty 6.18 primitivni funkce
Fv Q, tj. F(z) = f(z) pro vSechna z € Q. Pak ale funkce F je holomorfni na Q, a tedy podle
Diisledku 7.7(i) existuje F™(z) pro vdechna z € Q a n € N. Zejména existuje f'(z) = F”(z) pro
vsechna z € (), a tedy funkce f je holomorfni na Q. [

Véta 7.8 (o rozvinutelnosti)

Necht funkce f je holomorfni v otevieném kruhu K(zo,7), kde zo € C a 0 < r < o. Pak pro
z € K(zo, 1) plati (pricemz konvergence je na tomto kruhu skoro stejnomérnd)

() = 3 ) gy

=on

3

neboli
CfW(z) T f(&)
n 2mi ), (& —zo)n!

d§

a vy je kladné orientovand kruznice se stiedem v zy a polomérem 0 < p <.

Véta 7.8A (o zaméné)

Nechty je cesta v C a {f,}_; je posloupnost spojitych funkci f,, : [y] — C takovych, Ze f,, = f
na |y], pricemz f : [y] — C. Potom plati

n—aoo n—oo
Y

lim J fn(z)dz = f lim f,(z)dz = J f(z)dz.

Ddikaz. Ne. ]
Duisledek 7.8B

Necht y je cesta v C a f, : [y] = C pro n € N jsou spojité funkce takové, Ze Fada >, f.(z)
konverguje stejnomérné na [y] k funkci f : [y] — C. Potom

i J fn(z)dz = L (i fn(2)>d2 = Lf(z) dz.

n=1vY n=1

Ddikaz. Ne. m
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Diikaz VEty 7.8. Necht z € K(zp, 1) je pevné ddno. Zvolme &islo p > 0 takové, Ze |z—zo| <p <T a
polozme y(t) = zo + re®t, t € [0,27]. Potom podle Véty 7.4 platt

Zm C—z

Z—Zo

C—20

_ lz=z0l

JelikoZ pro libovolné ¢ € [y] mame 5

< 1, dostaneme pro tato ¢ pomoci geometrické
fady rozvoj

z ¢ehoz plyne

0
Z n+1 Z_ ZO)ﬂ'

n:O
ze spojitosti funkce f na kompaktni mnoZziné [y] plyne existence ¢isla k > 0 takového, ze |f({)| < k
pro vsechna C € [y]. Pro tato { tedy mame
n
n < E(’Z_ZO|) )
p Y

f(C)
e

’ (C _ Zo)n+1
je konvergentni (protoze === 5= < 1), plyne z Weiestrassova kritéria pro stejnomérnou konvergenci
funkcnich rad (Véta 4.3) stejnomérna konvergence také pro rfadu

(z—2o)

Jelikoz ¢iselna fada

na [y]. Tedy plati

Zm C—z ﬁﬁ(i%(%%)”)cmz

n=0
Désledek 7.8B 1 J f(Q) > Veta 76 o T (zo) N
e — | ——Z—dl)(z—z)" "= (z — zp)
nz:;) (27{1 L (G —zo)H! nZ;f) n! ’
z ¢ehoz plyne také druha ¢ast tvrzent. [

Véta 7.9 (o jednoznacnosti)

Necht f, g jsou holomorfni funkce v oblasti O < C. Pak ndsledujici tvrzen( jsou ekvivalentni

(i) f(z) = g(z) pro vsechna z € Q,

(ii) mnoZina {z € Q | f(z) = g(z)} md alespori jeden hromadnyg bod v Q,

-92/124-



Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
7. Cauchyho teorie a nékteré dalsi vlastnosti holomorfnich funkci (aktualizovano 16. dubna 2025)

(iii) existuje c € Q takové, Ze f™(c) = g™ (c) pro vdechnan e N U {0}.

Ddkaz. Ne. ]
Duasledek 7.10

(i) Necht f je holomorfni funkce v oblasti O < C, kterd zde neni identicky nulovd. Pak
mnozina nulovych bodd funkce f v O nemd v QO hromadny bod, tj. kazdy nulovy bod f v
Q je izolovany.

(ii) Holomortni funkce f(z) # 0 muZe mit nejvyse spocetné mnoho nulovich bodi v oblasti Q.

Ddkaz. Ne. m
Véta 7.10.0 (Rouché)

Necht v je Jordanova cesta v C a funkce f,g holomorfni v Inty. Jestlize |f(z)| > |g(z)| pro
vSechna z € [y], pak funkce f + g a f maji v Inty stejny pocet nulovych bodii.

Dikaz. Dostatecné nastroje budeme mit az na konci ... [

Véta 7.10.00 (Hurwitz)

Jsou-li funkce f, holomorfni v oblasti (3 < C, pricemz tyto funkce nemaji v Q) nulové body a
soucasné konverguji skoro stejnomérné k funkci f, pak f bud nemd nulové body v 3, nebo f =0
na Q.

Ddkaz. Ne. ]
Véta 7.10A (Weiestrass)

Necht D < C je oteviend mnoZina a necht funkce f, : D — C jsou pro n € N holomorfni na
D. Jestlize fada >._, fn(z) konverguje na D skoro stejnomérné k souctu f: D — C, pak f je
holomorfni na D a pro kazdé k € N také Fada >, £ (z) konverguje skoro stejnomérné na D
k souctu £ (z).

Ddkaz. Ne. m

Disledek 7.10B (Weiestrass pro posloupnosti)

Necht D < C je otevi‘end mnoZina a necht funkce f, : D — C jsou pro n € N holomorfni na D.
Jestlize posloupnost {f,(z)}nen konverguje na D skoro stejnomérné k funkci f: D — C, pak f
je také holomorfni na D a pro kazdé k € N plati, Ze také posloupnost {fT(lk) (2)}nen konverguje
skoro stejnomérné k funkci f¥(z) na D.

Ddkaz. Ne. =
Definice 7.10C

I . . . , . v veve, ol
Necht Q < C je oblast a funkce f: 3 — C je holomorfni. Funkci f nazveme holomorfné rozsiritelnou
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(nebo prodlouZitelnou) k hrani¢nimu bodu zy € Q, jestlize existuje O(zy) a holomorfni funkce
g : O(z9) — C tak, ze f(z) = g(z) pro vSechna z € O(zy) n Q, pficemz zy € d(O(z9) N Q). V
opacném pripadé nazveme bod zy € Q singuldrnim, tj. neexistuje O(zy) = K(zo, 1) a holomorfni
funkce g: O(z9) — C tak, Ze f(z) = g(z) pro vSechna z € O(zy) n Q.

Dikaz. Ne. -

Véta 7.10D (o existenci singuldrnich bodti)

KaZdd mocninnd fada f(z) = Y, ax(z — z0)* s polomérem konvergence 0 < R < oo md na
hranici konvergencniho kruhu 0K(zy, R) vZdy alespori jeden singuldrni bod.

Ddikaz. Ne. =
Véta 7.10E (Vivanti-Pringsheim)

’ . VA o0 z v v v
Necht mocninnd fada f(z) = Y, , axz* md polomérem konvergence 0 < R < w0 a soucusné
ax = 0 pro skoro vSechna k € NuU{0} (tj. aZ na kone¢ny pocet). Potom bod z = R je singuldrnim
bodem funkce f (tj. f nelze holomorfné rozsirit v okoli R).

Ddikaz. Ne. ]

Véta 7.10F (princip maxima [modulu/)

(i) Necht f je holomorfni na ohrani¢ené oblasti Q < C a spojitd na Q. Jestlize |f(z)] < M
pro vsechna z € 0Q a néjaké M > 0, potom |f(z)| < M pro vsechna z € Q, pficemz
1f(z)] = M nastane pro z € Q pouze v pripadé, Ze f je konstantni na Q.

(ii) Maximum funkce |f(z)| je dosazeno na hranici jakékoli ohranicené oblasti Q < C, kde f
je holomorfni. Navic to nastane pouze na této hranici s vyjimkou konstantni funkce f.

(iii) Necht f je holomorfni na oblasti (i neohrani¢ené) QO < C. Potom |f(z)| nemiZe nabyt
ostrého lokdlniho maxima (|f(zo)| > |f(z)| pro vsechna z € O(zo)\{zo}) v Q a miZe mit
lokélni maximum (jakékoli) v QO pouze v pripadé, Ze f je konstantni na Q.

Diikaz. Ne. n
Dusledek 7.10G

(i) Nechtf:Q — C je holomorfni v oblasti O = C a necht existuje z, € Q, ve kterém nabyvd
1f(z)| svého lokdlniho minima, tj. |f(zo)| = minco() |f(2)| pro néjaké okoli 1(zy) < O bodu
zo. Potom bud f(zy) = 0 nebo f je konstantni na Q.

(ii) Necht f: Q — C je holomorfni na ohrani¢ené oblasti QO < C a spojitd na Q. Pak bud f
md nulové body v Q nebo |f| nabgvd svého minima pres Q na 0Q, t. |f(z)| = mingeaq [f(s)]
pro vsechna z € Q.
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Diikaz. Ne. =
Definice 7.11

Funkce f: C — C se nazgva celd, jestlize je holomorfni na celém C. Celé funkce, které nejsou
polynomy, se nazyvajl transcendentni.

mma 7.12

Nechtne N a f: C — C. Pak funkce f je polynomem stupné mensiho nez n prdveé tehdy, kdyz

je celd a plati

lim @ = 0. (7.7)

z—o0 zZNh

Ddkaz. ,=" ztejmé (rovnost jisté platt pro polynomy stupné menstho nez n, coz jsou celé funkce).

<" Necht plati (7.7) a necht z5 € C je libovolné. Zvolme r > 0 tak, aby v > 2|zy| a polozme

v(t) = re', t € [0,27]. Pak 7y je kruZnice, z € Inty a podle Véty 7.6 plati

n!

Cn

ol = | [ _ Mg,

2_7Ti (Z — Zo)nJr]

J fz) X 1 X 1 dz|.
Y

0 (1 —zy/2) z— 2z

Protoze L(y) = 2rr a [1 —zo/z| = 1 — |20/2| = 1/2 a |z — z¢| = /2, dostavame

n! 1 1
X —— X max

n f(z)
2 2 v

ZTL

f(z)

fm <
" (z0) =

x L(y) = nl2™! x |‘11|ax
z|=1

Odtud ale s vyuzitim (7.7) plyne pro r — o, Ze

[t (z0)] <0,

a tedy

f*(zo) =0 pro vSechna z € C (nebot zy bylo zvoleno libovolné).

Pozadované tvrzent pak vyplgyva z Dasledku 3.13(ii). [
Véta 7.13 (Liouville)

Ohranicend celd funkce je konstantni.

Dikaz. Je-li f ohrani¢end celd funkce, existuje k > 0 takové, ze |f(z)| < k pro vSechna z € C. Pak

plati
f(z k
Q <——0 proz—
z z
Podle Lemma 7.12 je tedy f polynom stupné menstho nez 1, a tedy konstantnt. [ |

V jedné z velkych chvil
objevil pan Liouville,

Ze funkce celd omezenad
nic jiného neznamena,

nez ze je vSude konstanta.
Byl komplexni pantata.

(Basen od J. Frydka)
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
8. Laurentova rada (aktualizovano 16. dubna 2025)

Véta 7.14 (mald Picardova)

Kazdd nekonstantni celd funkce nabyvd vsech hodnot z C s vijimkou nejvyse jedné.

Dikaz. Ani ndhodou... n

Véta 7.15 (zdkladni véta algebry)

Kazdy nekonstantni komplexni polynom mé v C alespori jeden nulovy bod.

Diikaz. Necht p(z) = anz™ + -+ + ao je polynom s komplexnimi koeficienty, pficemz a,, # 0 a
n = 1. Je-li ap = 0, pak z = 0 je ocCividné koren, a tedy tvrzent plati. Necht proto dale ay # 0. Pak
pro z # 0 plati

o n an—1 ap
p(z) =z (an+ " +---+Z—n>,

z ¢ehoz plyne lim,, p(z) = o, a tedy lim,_,,, 1/p(z) = 0. Existuji tedy konstanty K,r > 0 takové,
ze ]

p(2)
Pripustme, Ze p nema v C kofen. Pak je funkce 1/p holomorfni pro vSechna z € C, tj. je to cela
funkce. Funkce 1/p je tedy také spojita na C, a proto existuje L > 0 takové, Ze

< K pro vdechna |z| > 7 (tj. v okoli o). (7.8)

<L provsechna |z| <. (7.9)

Nerovnosti (7.8) a (7.9) ukazuji, ze 1/p je ohrani¢end cela funkce, takZe podle Véty 7.13 plati

5@ = ¢ pro vsechna z € C a néjaké c € C, tj. p je konstantni, coz je spor . [

8. Laurentova rada

Lemma 8.1

Necht jsou dédna ¢isla zye C a a_,, € C pron e N a necht

= limsup |a_n|"™.

n—o

Pak funkéni Fada ]
— 0
n ( 8.1
DI N 6

konverguje absolutné a skoro stejnomérné na mnoziné P(zy,r,0) = {z€ C | |[z—2zo| > 1} @
diverguje na kruhu K(zo, 7).

Beﬁnice 8.2

Necht zy € C a a,, € C pro n € Z. Soucet dvou komplexnich funkcnich rad

Z (z —z) +2anz—zo)“

n=0 n=1
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
8. Laurentova rada (aktualizovano 16. dubna 2025)

nazgvame Laurentovou rfadou se stfedem z, a koeficienty a,. Znacime ji

o0

D1 anlz—z)™ (8.2)

n=—0o

Radu )7, an(z — zo)™ nazgvame reguldrni &isti tady (8.2) a Fadu X, a_n(z — z9) ™™ jeji

hlavni casti. Rekneme, ze Laurentova rada (8.2) konverguje v bodé z € C, jestlize v tomto bodé
konverguje jeji regularni i hlavnt ¢ast. Jestlize alespoii jedna z téchto ¢asti diverguje, pak také
Laurentova rada (8.2) diverguje.

&Veta 8.3

Pro kaZdou Laurentovu Fadu Y,"_  an(z — zo)" s netrividlnim oborem konvergence existuji
dvé cisla 0 < v < R < o takovd, Ze tato rada konverguje absolutné a skoro stejnomérné na
P(zo,17,R) a diverguje na C\P(zy,1,R).

Véta 8.4

Necht 37" an(z—2zo)" je Laurentova Fada s mezikruZ{m konvergence P(zo,1,R) pro 0 < 1 <
R < 0. Pak soucet f této fady je funkce holomorfni v P(zy,7,R). Navic plati

0

f'(z) = > M+ 1) an(z—2z0)",

n=-—aoo

pricemZ fada na pravé strané ma opét mezikruzi konvergence P(zy, 1, R).

Véta 8.5 (Laurent)

Necht jsou ddna ¢isla zo € C a 0 < v < R < w0 a necht f je funkce holomorfni v P(zy,1,R).

Pak existuje jedind Laurentova Fada > an(z — zo)™ konvergentni v P(zo,1,R) se souctem
f. Koeficienty této rady spliiuji

an = LJ _ @ 4, nez (8.3)
2mi J,

kde y(t) = zo + p €', t € [0,27], pficemZ &islo p € (1,R) je libovolné.

Véta 8.6 (Cauchyho vzorec pro mezikruzi)

Nechtzy € C, 0 < r < R < w0 a necht déle funkce f je holomorfni v P(zy, 7, R). Je-li & € P(zp, 7, R)
ar<p<|{—2z| <0 <R, pak pro kruznice

'Y(t) =Zotp eit) (p(t) =Zo+ 0 eﬁ» te [Ov 27-[]»

L fm 1 f2)
f(&) = = L p— aclz 5 L p— E’clz.

plati rovnost
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
8. Laurentova rada (aktualizovano 16. dubna 2025)

Diikaz Véty 8.6. Necht je déno & € P(zy,7,R) a Cisla p, o spliujict nerovnosti v < p < |& — 2| <
o < R. Pak jisté existuje ¢ > 0 takové, ze K(&,¢) < P(zo,1,R). Oznaéme proto jesté kruznici
8(t) = & + e e't, t € [0,2n]. Potom funkce F(z) : % je holomorfni na P(zy, p, 0)\K(E, €) a spojitd
na uzavéru této mnoziny. Tedy podle Véty 7.3B mame

1 f(z) 1 f(z) 1 J f(z)
— lz = — lz + — . 8.4
27'ciLz—£CZ 27TiLZ—E,CZ+ZTEi 5z—£cz (84)
OvSem podle Véty 7.4 plati
1 f(z)
— | —=dz="F
szz—acz (&),
coz po dosazeni do (8.4) dava pozadovanou rovnost. [

Dikaz Véty 8.5. Dikaz rozdélime na 3 casti. Nejdiive dokazeme platnost (8.3).

(i) Necht p € (1,R) je libovolné a y(t) = zy + p e, t € [0,2n]. Pfipustme, Ze funkci f mazeme
v P(zp,7,R) vyjadrit pomoci Laurentovy Fady, tj.

0
f(z) = Z an(z—2z9)" pro vdechna z € P(zy,1,R). (8.5)

n=—oo

Tato fada konverguje v P(zy, T, R) skoro stejnomérné, a tudiz na grafu [y]| konverguje hlavni
it reqgularnt ¢ast rady (8.5) stejnomérné. Nyni vynasobime obé strany rovnosti (8.5) vgrazem
(z — zo)~®*D pro libovolné k € Z. Jestlize z € [y], zGstane stejnomérnd konvergence Lau-
rentovy fady na [y] zachovéna i v p¥ipadé, Ze s vgrazem (z — zo)~**1) pljdeme za znameni
sumace, tj. p¥ nasobeni &len po ¢lenu, nebot (z — zo)~®*" je ohrani¢enou a spojitou funkci
na [y]. Pak tedy mame

f o0
) T = Z a,(z—z)" " proviechna z e [y]. (8.6)

(z—zo) =

Integrujeme-li nynt obé strany (8.6) podél vy, pak mizeme diky stejnomérné konvergenci
zaménit porad( integrace a sumace, viz Dlsledek 7.88, ¢imz dostaneme

1 f(z) 1 = 1
— | —E _dz— — Wz =z ) dz = 2.
2mi ), (z — zg)*" “Z=5n , (nZ an (z — zo) dz = Z sz o)k (7 _ Zk+i-n 0%

=—0
Jenze Sy (Z_Zoc)lﬁ = 0 kdykoli k+1—n # 1, tj. pro kazdé n € Z\{k}. Zb(jva tedy pouze ¢len
pro n =k, kteryg je roven ay, nebot

1 fz) dz = ay x 1 xJ dz =a
i ), (z—z) T T T 2w )z

Tato rovnost plati pro libovolné k € Z. Proto v pfipadé, Ze existuje Laurentova fada pro funkci
f, jsou jejl koeficienty dany vztahem (8.3).
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
8. Laurentova rada (aktualizovano 16. dubna 2025)

(i) Nyni ukézeme jednoznacnost vyjadrent a,, pomoct (8.3). Spolecné s y uvazme také kruznici
i . ’ fi . ’
o(t) =z, 0e", te|0,2n], pro libovolné o € (1,R) a 0 # p. Pak funkce % je holomorfni

na P(zo, min{o, p}, max{co, p}) a na jeho uzavéru je jisté spojitd. Pak ale podle Véty 7.3B plati

f
f e f(ZZ))nH dz = f %dz pro vSechna n € Z. (8.7)
o (Z— 20 y & &0

Proto koeficienty a,, n € Z, dané vztahem (8.3) nezavisi na volbé poloméru p € (1, R), tj. jsou
skute¢né dany jednoznacné. Tedy existuje nejvyse jedna Laurentova rada spliujict (8.5).

(itY) Existenci alespon jedné takové fady ukdzeme nyni v zavérecné casti. Dikaz je zalozen na
Vété (8.6) a rozvoji vyrazu zl_a do geometrické fady s mocninami (z—zy)™. Necht & € P(z, 1, R)
je libovolné. Pak jisté existuji Cisla pg, 0 takova, ze v < pg < |z — 20| < 0¢ < R, a tedy podle
Véty 8.6 plati rovnost

f(E) = — f@ 4, ! f f@ 4, (8.8)

"),z e ),z ¢

prove(t) =z, ps et a @ (t) = z,0; e't, t € [0, 27]. Pro kazdé z € C spliiujici |z — zo| > |& — 2o
plyne pomoci souctu geometrické fady

f(z) f(z) f(z) y 1 _ f(z) i(g_%)n:

z—§& (z—z0)—(&—2z0) z— 20 1—2:—222_2—1011:0 zZ— 2z
= 1
=f(z E—zo)™ x ,
( ) n=0( O) (Z - Zo)n+]

pricemz fada na pravé strané konverguje stejnomérné. Tato rovnost je splnéna zejména pro
kazdé z € [@¢], nebot v takovém piipadé méme |z —zy| = 0 > |§ — z9]. OvSem na [@¢]
je funkce f(z) ohrani¢end a spojitd, takze stejnomérnd konvergence zlstane zachovéna i ve
chvili, kdy rozndsobime sumu ¢len po ¢lenu, tj. vstoupime s f(z) za znameni sumace, coz dava

z— (z —zo)™1"

D) Gy 2
E—HZ:;)(E 0)

Potom integrovanim obou stran podél ¢; dostaneme

1 f(z) 1 o . f(2)
ﬁj(paz_adzz 2_7'[1 o (Z(E_ZO> X m)dz:

n f —
(& —zo) L}a —(Z EpST dz =

S PR et 8.9)

kde ndm stejnomérna konvergence umoznila v predposlednim kroku aplikovat Dusledek 7.83,
tj. integrovat ¢len po ¢lenu, zatimco poslednt krok plyne ze druhé ¢asti diikazu a rovnosti (8.7).
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
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Podobné pro kazdé z € C spliujict |z — zo| < |& — zo| plati

f(z) f(z)  f(z) y 1 - f(z) i (Z—Zo)“:

z—§& (z—2z0)— (&—z0) E—zop 12X & — 29

- 1
z—2zo)" X ———————
Z:: o) (& — zg)™H1

pricemz fada na pravé strané konverguje stejnomérné. Tato rovnost je splnéna zejména pro
kazdé z € [ye], nebot v takovém pripadé méme |z —zo| = pg < |& — zo|]. OvSem na [y] je
opét funkce f(z) ohrani¢end a spojitd, takze mizeme nésobit ¢len po ¢lenu se zachovanim
stejnomérné konvergence. Poté integrovanim obou stran podél y; dostaneme

HL)&' H @(Z‘Z‘”“ ) g

_ _L‘Z (5_%” LI (8.10)

B

Zkombinovanim rovnostt (8.8), (8.9) a (8.10) ziskame

1 f(z) 1 f(z)
f(§) = — lz — — lz =
O =), 2" mm), ze*
1 & J f(z) 1 & . f(z)
= — —29) A gdz— o (E—zo)’f ———dz =
27 Z:: ve (z—zo)™ ! 27 j;oo ve (2 =z
o0
Z - Z0 )
kde a,, = =& %dz. Koeficienty a, v tuto chvili jesté formalné zaviseji na zvoleném
2mi Jyg (z—2z0) y J ]

&, jenze podle rovnosti (8.0) ve druhé casti dikazu platt

f(z) _ f(z)
La —(Z o) dz = L —(Z EpSSTYS dz

pro vdechna n € Z a pro y(t) = zy + pe', t € [0,27], s libovolngm p € (,R). Jelikoz
& € P(zp,1,R) bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze existuje (alespoii jedna) Laurentova
fada spliujict (8.5), pricemz ro jeji koeficienty plati (8.3).

Definice 8.7

Necht funkce f je holomorfni v P(zy,7,R) pro néjaké zy € C a 0 < r < R < oo. Laurentovu
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
9. Teorie rezidui (aktualizovano 16. dubna 2025)

fadu z Véty 8.5 nazgvame Laurentovgm rozvojem funkce f v P(zy, 7, R). Koeficienty a, uréené
rovnosti (8.3) nazgvame Laurentovymi koeficienty funkce f v P(zy, 1, R).

Definice 8.8

Necht a, € C pro n € Z. Laurentovou radou se stfedem v « a koeficienty a, rozumime radu

0 no 0 n g . I s v v 0 e ;v L
D e nz™ Radu Y, anz™ nazgvame jeji requldrni ¢astiatadu Y, a_n,z ™ jeji hlavni &dsti.

Véta 8.9 (Cauchyho nerovnost pro koeficienty Laurentova rozvoje)

Necht funkce f mé Laurentiv rozvoj y,”_  an(z—zo)" v mezikruZ{ P(zo,7,R) pro0 < 1 < R < .
Pak plati

lan| < p ™" x max [f(2)]
lz—zo|=p
pro libovolné n e Z a p € (1, R).
Ddkaz. Ne. [
9. Teorie rezidui
P(z0,0,R), je-li zo € C,

P(zo,R) ==
(20, R) (zeC|lzl > 1/R}, je-li zo = 0.

Definice 9.1

Bod zy € D < C se naz(va izolovanou singularitou funkce f: D — C, jestlize f nent holomorfni
Vv zy a soucasné existuje 0 < R < oo takové, ze f je holomorfni pro kazdé z € P(zy,R) < D.

Definice 9.2

Izolovana singularita zy € D funkce f: D — C se nazyva:

(i) odstranitelnou singularitou, jestlize vsechny koeficienty hlavni ¢asti Laurentova rozvoje
funkce f holomorfni v P(zy, R) < D jsou nulové, tj. a_, = 0 pro vSechna n € N.

(it) pélem rédu k, kde k € N, jestlize a_y # 0 a a_, = 0 pro vS8echna n € N spliujict n > k,
tj. od indexu —k — 1 jsou vSechny koeficienty v hlavni ¢asti Laurentova rozvoje nulové. V
pripadé k = 1 hoviime o jednoduchém pélu.

(iil) podstatnou singularitou, jestlize a_,, # 0 pro nekone¢né mnoho n € N.

Poly a podstatné singularity souhrnné oznacuje jako neodstranitelné singularity.

Véta 9.3 (,Riemann”)

Necht zy € D < C je izolovanou singularitou funkce f : D — C. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentnt.

(i) Bod z, je odstranitelnd singularita.
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(ii) Lze definovat funkéni hodnotu f(zy) tak, Ze funkce f je holomorfni v okoli bodu z,.
(iii) Existuje vlastni limita lim,_,,, f(z).

(iv) Existuje r > 0 takové, Ze funkce f je ohranicend v P(zy, 1) < D.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze z, € C, nebot pripad zy = o prevedeme
transformaci z ~ 1/z na pripad zy = 0.

(i) = (ii): Je-li a_, = 0 pro vdechna n € N, pak f(z) = > °  a,(z — zo)" pro vSechna z €
P(zo,R) < D. Polozime-li f(zy) == ao, pak rovnost f(z) = 3.~ , an (z — zo)™ bude platit pro viechna
z € K(zo, R). Tedy podle Véty 4.9 je funkce f holomorfni v K(zy, R) < D.

(iy) = (iii): Zrejmé.

(itt) = (iv): Zrejmé.

(iv) = (i): Je-li [f(z)| < K pro v8echna z € P(zy,7) a n&jaké K > 0, pak pro y(t) = zo + p e',
te[0,2m] a 0 < p <, je podle Véty 8.9 splnéna nerovnost

an] <o max () < Ko
z—zo|=p

JelikoZ tato nerovnost ma platit pro libovolné p € (0,1), musi byt a_, = 0 pro vSechna n € N,
nebot a, - Oprop —-0an<0. [

Dusledek 9.4

(i) Nechtzye D < C a funkce f: D — C je holomorfni v n&jakém P(zo,R) € D. Md-li funkce
f v bodé z, odstranitelnou singularitu, pak funkce

~ lim,_,,, f(z), z=1z
f(Z) — { 0 ( )» 0y
f(z), z € P(zo, R),

je holomorfni v K(zy, R), tj. prdvé timto predefinovanim f(z) dostaneme funkci holomorfni
V Zp.

(ii) Necht funkce f : D — C je spojitd a konecnd v bodé zy € D < C. Jestlize existuje
prstencové okoli P(zy,R) < D takové, Ze f je holomorfni v P(zy,R), pak f je holomorfni i v
Z0.-

Dikaz. (i) Podle Véty 9.3(ii) lze predefinovat f(zy) tak, aby f byla holomorfni v K(zp, R). Ovsem
holomorfnost implikuje spojitost, proto jedinou moznosti je volba f(zg) == lim,,,, f(z), coz je
diky Vété 9.3(iii) zcela korektnt.

(it) Pripustme, ze funkce f neni v zo holomorfni. Pak z; je izolovanou singularitou. Soucasné ze
spojitosti a konecnosti v zy plyne existence vlastni limity v zy a rovnost f(zy) = lim,_,,, f(z).
Tedy podle Véty 9.3(iii) je zo odstranitelnou singularitou a z prévé dokazané ¢asti (i) vyplgva
holomorfnost také v z,, coz je spor 5.

u
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Véta 9.5 (Liouville #2)

Je-li f: C — C celd funkce, kterd je holomorfni v oo nebo zde mad odstranitelnou singularitu,
pak f je konstantni funkci na C (v prvnim pripadé dokonce na C a ve druhém pripadé ji lze
diky Disledku 9.4(i) predefinovat tak, aby byla konstantni na C).

Diikaz. Z Véty 9.3(iv) plyne, Ze existuje v > 0 takové, ze f je ohrani¢end na prstencovém okoli
P(z9, 7). Ponévadz C\P(c0, 1) je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (C, d) a f je zde spojita,
must zde byt f také ohrani¢end. Tudiz nutné je funkce ohrani¢end na celém C (nebot r mohu
libovolné zvétSovat) a podle Véty 7.13 je funkce f konstantni na C, coz vzhledem ke spojitosti
(je-lt holomorfni v o) implikuje konstantnost na C, zatimco v pripadé odstranitelné singularity
muze byt hodnota v  jind — tomu ale lze snadno zabranit vhodngm predefinovanim v souladu s
Disledkem 9.4(i). n

Véta 9.6 (I’'Hospital v komplexnim oboru)

Necht zy € C a funkce f, g jsou holomorfni v prstencovém okoli P(zy,R) pro néjaké R > 0.
Jestlize
lim f(z) = 0 = lim g(2)

Z—Zp Z—Zp

a g # 0 na P(zy, R), pak existuje )vlastni/nevlastni) limita

a plati

f(z) . f'(z)

lim —% = lim .
=0 9(z) =0 9'(2)

Diikaz. Necht nejdfive zo € C a f # 0 na P(zy, R) (jinak je tvrzen{ trividlni). Funkce f,g maji v
bodé zy (viz Véta 9.3), takze bez jmy na obecnosti (viz Dlisledek 9.4) mizeme predpoklddat jejich
holomorfnost v zy a f(zg) = 0 = g(zo). Pak z Taylorovych rozvojt téchto funkci v bodé z, (resp. na
néjakém jejich okoli, viz Véta 7.8) plyne existence funkci hy, h,, které jsou holomorfni v z,, spliujt
hy(zo) # 0, ha(z) # 0 a

f(z) = (z—20)"(z) & g(z) = (z - 2)" ha(2)

pro néjaké m,n € N (proc?). Potom plati

0, m > n,
lim @ = lim (z - Zo)nh] () = { o0, m<n,
Z—2Z0 Q(Z) z—2Zo (Z — ZQ) hz(Z) h(zo)

gzo)) MM
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Soucasné také mame

_f(z) o om(z—z0)" Thy(2) + (2 — 20)™hi(2)
lim = lim ] -
-2 §'(z)  z-z20 M(z—z0)" hy(z) + (z — zo)"hj(2)
] 0, m > n,
i [(z—zo)m_ y mh1(z)+(z—zo)h{(z)] _ e
>z | (z—2zo)™ ' nha(z) + (z — z0) hi(2) h(Z)o) ’
9z M=

coz dokazuje platnost tvrzent.
Je-li zy = o0, dostaneme z predchozi ¢asti pros = 1/za sy = 1/zy = 0 a pravidla pro (komplexni)
derivovant slozené funkce (viz Vétu 3.3) rovnost

f(z) f(1/s) s2f'(1/s)

lim —<% = lim — lim ——>) _ |im

0 g(z)  s—09g(1/s)  s=0—s2g(1/s) =0 g(1/s) =z g'(z)’

¢imz je dukaz hotov. ]

Bod zy je n-ndsobngm nulovgm bodem funkce f, ktera je holomorfni v z; a nent identicky nulova

na n&jakém okoll zo, jestlize f(zo) = f'(z0) = - -+ = f"V(z5) = 0 a f™(z9) # 0. Tato podminka je
ekvivalentni s tim, Ze v néjakém okoli z; je mozné funkci f vyjadrit jako f(z) = (z — z9)"g(z) pro
néjakou holomorfn{ funkci g spliujict g(zo) # 0 (pro¢? vivat Taylor!).

Bod zy = 0 je n-ndsobngm nulovym bodem funkce f, ktera je holomorfni v co a nent identicky
nulova v néjakém jeho okoli, pokud sy = 0 je n-ndsobngm nulovgm bodem funkce f(1/s).

Véta 9.7

Nechtn e N azye D < C je izolovanou singularitou funkce f: D — C. Pak ndsledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni.

(i) bod zy je pdlem rddu n,

(ii) a) v néjaké prstencovém okoli P(zy, 1) < D bodu z, € C plati

f(Z) = (Z 9_(22')())“)

kde g je holomorfni funkce v K(zy,7) a g(zo) # O,

b) v pripadé zy = co mame

kde g je holomorfni a nenulovd v o,

(iii) existuje K(zo,7) < D a funkce h holomorfni v K(zo, ) takovd, Ze h(z) # 0 pro vsechna
z € P(z, T), bod z je jejim n-ndsobngm nulovgm bodem a f = 1/h pro vsechna z € P(zo, 7).

Diikaz. Uvdzime pouze zy € C, nebot pfipad zy = oo se substituci s = 1/z prevede na situaci
Zy = 0.
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()= (il) Necht z; je pélem Fadu n funkce f. Potom v jistém prstencovém okoli P(zy, 1) plati

f(z) = i ax (z — zo)",
k=—n
pricemz a_,, # 0. Odtud také plyne
f(z) = 1 i a (z — zo)* Z Q. (z — o)X,
(z—zo)™ & (z—2o)
takze plati
z
O

kde g(z) = >~ ax—n(z — 20)* je holomorfn{ funkce v K(zo,7) a g(z0) = a_, # 0 (vivat
Taylor!).

(it) = (iit) Protoze g(zo) # 0 a g je holomorfni v K(zy,T), existuje K(zy, ) < D, takové, Ze ¥ € (0, 1]
(z—zo)™

a g(z) # 0 v K(zo,7), a tedy 1/g je holomorfni v K(zy, ). Potom funkce h(z) == )

je holomorfni v K(zo, ¥) (jakoZto soucin dvou holomorfnich funkci), h(z) # 0 pro vSechna
z € P(z,¥), bod zy je n-nasobngm nulovym bodem a f = 1/h pro vSechna z € P(zo, 7).

(iii)=> (i) Necht f = 1/h, kde h m& n-nasobn( nulov( bod v zy. Protoze h nenti identicky nulova
v K(z9,¥) a je zde holomorfni, existuje funkce g holomorfni v néjakém K(zoy,7), ¥ € (0, 7],
takovad, Ze h(z) = (z — z9)" g(z) v tomto okoli a g(zy) # 0. Pak tedy

1 1
f(z) = Z—z)" X 32 pro vdechna z e P(z(, 7). (9.1)

Ovsem funkce 1/g je také holomorfni na néjakém K(zo,r), v € (0,F], a proto podle
Véty 7.8 plati 1/g(z) = Y, ax(z—z0)* pro vSechna z € K(zo, T), pficemz ap = 1/g(zo) #
0. Pak ale z (9.1) dostavame

o0 0 ¢]

o0
f(z)z Z— 2 x Y a(z — o) Z (2=20)" = ), @n(z—20)"

k=0 k=0 k=—n

pro vsechna z € P(z,, 1), takze bod z, je pélem Fadu n.

Véta 9.7A

Je-li £ holomorfni v D\{zy} a f' mad pdl rddu n v z,, pak n € N\{1} a f md pdl radun —1 v z,.

Véta 9.8 (Casorati-Weierstrass)

Necht f: D € C — C md v bodé zy, € D izolovanou singularitu. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentnt.

(i) bod zy je podstatnou singularitou funkce f,
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(ii) obraz ,libovolné malého“ prstencového okoli P(zy,1) € D je hustd mnoZina v C, tj.

f(P(zo,1)) = C, (9.2)

(iii) existuje posloupnost {z,}}_; takovd, Ze z, € D\{zo} prom € N, z, — zy pron — © a

posloupnost {f(zy)}>_, nemd limitu v C.

Dikaz. Implikace (it) = (iil) = (i) jsou zi'ejmé (viz také konec dikazu) a staci tedy pouze ukazat (i)
= (ii). Jelikoz opét zy = o0 miZeme prevést pomoci substituce s = 1/z na bod zy = 0, miiZeme se
bez Gjmy na obecnosti omezit pouze na pripad z, € C. Pfipustme, Ze existuje P(zy,7) < D takové,
e f(P(zo,1)) neni hustd mnozina v C, tj. neplati (9.2). Pak C\f(P(zo, 1)) je neprazdna oteviend
mnoZ¥ina, takZe existuje wy € C (nelze C\f(P(zy,7)) = {0}?) a € > 0 tak, e

K(wo, €) < @\f(P(zo,r)) c @\f(P(zo,r)),

tj. K(wo, €) n f(P(z0,1)) = . Pak [f(z) —wo| = € > 0 pro vSechna z € P(z,1). Proto funkce
g(z) = f(z)+wo je holomorfni v P(zo, 1) a plati zde |g(z)| < 1/e, tj. je ohrani¢end v P(zy, 7). Tudiz
bod z; je odstranitelnou singularitou funkce g podle Véty 9.3(iv), a tedy plati

e}
g(z) = 2 an(z —zp)" pro vSechna z € P(zy, 7).

n=0

Polozime-li g(z) := ao,pak funkce g je holomorfni v K(zp, ) (viz Disledek 9.4). Nyni mohou nastat
dvé moznosti:

(i) Je-li ap # 0, pak g(zo) # 0, a tedy funkce 1/g je holomorfni v néjakém K(zo, ) pro ¥ € (0, r].
Z definice funkce g plyne, ze v takovém pripadé ma ale také funkce f v bodé z, odstranitelnou
singularitu, nebot

f(z) = wy + 9_ pro vsechna z € K(z, ¥), (9-3)

CoZ je spor 4.
(ii) Je-lt ap = 0 a n € N nejmensi cislo, pro které a,, # 0, pak plati

g(z) = (z—z0)" Z ai(z = 20) " = (z - zo)" 2 Qi (2 — 20)* = (2 — 20)" h(2),

kde h(z) = Y _, Gxin (z — 20)* je funkce holomorfni v n&jakém K(zo, ) (vivat Taylor!) a soucasné
h(zp) = a, # 0. Pak tedy z; je n-ndsobnym nulovgm bodem funkce g, takze podle Véty 9.7(iit) ma
funkce 1/g v bodé zy pél fadu n. Jenze v takovém pripadé ma také funkce f v bodé zy pél radu n,
nebot opét plati (9.3), a to je spor 4. Tim je diikaz hotov.

(Implikace (it) = (iii) plyne z definice limity: Os(z9) ~~ O,(L), tedy obraz okoli je opét néjaké okolji,
a to jisté nent hustd mnozina v C)) [

Véta 9.9 (velkd Picardova)

Necht zy € D < C je podstatnd singularita funkce f : D — C. Pak na kaZdém prstencovém
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okoli bodu zy nabyvé nekonecnékrdt vsech hodnot z C s vyjimkou nejvyse jedné. |

Ddkaz. Ne. m

Liouville byl lidumil,

zato Picard pritvrdil,

jeho véty pochvalme,

it kdyz zndme z anal(zy realné
1/x sin(1/x),

on dokazal mnohem vic,

byl komplexnt stryc.

(Basen od J. Frydka)
Toto je obrovské zesilenl Véty 7.14 i Véty 9.8(ii), nebot:

Je-li zy € C podstatnou singularitou, pak existujir > 0 a w € C takovd, Ze pro
vsechna prstencovd okoli P(zy, 7), ¥ € (0,7), je

f(P(ZO) f)) = C\{w}>

pricemz jednobodovd mnoZina {w} nezdvisi na volbé +.
Definice 9.10

Necht funkce f je holomorfni{ v prstencovém okoli P(zy, R) pro zp € C a R > 0. Koeficient a_;
v Laurentové rozvoji funkce f v P(zy, R), tj.

0

f(Z) = Z an (Z_ ZO)n>

n=—oo

nazgvame reziduem funkce f v bodé z, a znac¢ime res,, f.
Je-li funkce f holomorfni v néjakém prstencovém okoli P(o0, R), kde R > 0, pak reziduum funkc

U

v o je definovéno jako
resy, f = —ay,

kde a; je koeficient v Laurentové rozvoji funkce f v P(c0, R), tj.

f(z) = i anz .

n=-—aoo

Véta 9.1

Necht f, g jsou holomorfni v ndjakém prstencovém okoli bodu zy € C. Pak pro libovolné «, € C
plati

res,, (af + Bg) = ares,, f+ P res, g.

Ddkaz. Primo z definice. n
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Véta 9.12

Necht funkce f: D = C — C md v bodé& zy € D pol radu n. Pak plati

. n—1
;1), lim—z, [(z — zo)“f(z)]( ), zp € C,

. (n
res,, f = 1
— +1)' lim,_o [2" f(1/z)]( i ), Zy = 0.

Diikaz. Necht zy € C je pol fadu n. Potom v jistém prstencovém okoli bodu zy mdme Laurenttv

rozvoj
0

f(z) = Z a (z — zo)*.

k=—m
Potom .
(z—zo)"f(z) = Z a (z — zo)T" = Zak nlz —zo)®
k=—m

Na pravé strané nyni mame Taylorlv rozvoj néjaké funkce g, kterd je holomorfni v jistém okolt
bodu zy (viz Véta 9.7). Pak ale mizeme tuto funkci libovolnékrat derivovat, coz zejména dava

(n N (n—1) 0 (n—2)
[(Z_ZO) lzak n Z_ZO ] = leak_n(Z—Zo)k_1 =

k=1

o9 (n—3)
=[Zk k—])akn(z—zo)kz] ==
=2
0
= kK(k—=1)--(k=n+2)ag_n(z—2z) " =
k=n-1
ee]
=Y ktn-Tk+n=2)-2 Tar (z—z)" (9.4)
k=0
Z rovnosti [(z — zo)“f(z)](n_1) = g™V (z) a holomorfnosti (stadila by spojitost) funkce g1

v K(zo, 1) vyplgva

lim [(z — zo)“f(z)](n_” = lim g™ V(@) =g (ze) D n—1)(n=2)---Ta_; = (n— 1)l res,, f,

Z—Zp Z—Zo

z ¢ehoz plyne tvrzent.

Je-li zy = o, potom v néjakém prstencovém okoli co plati

0
= 2, @z

k=—nm

takze v jistém prstencovém okolt bodu 0 mame

f(1/z) = Z .z~

k=—m
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Odtud plyne

[o0]
f(1/z) = Z a z¢t Z Qy_n Z~.
k=0

k=—m

Na pravé strané mame TaylorGv rozvoj funkce holomorfni v K(0, ) (opét podle Véty 9.7). Proto
] e @]
[z f(1/2)] (n+1) _ Z K(k=1) (k=) q_n 2.
k=n+1

Pak ze stejnych dlvodt jako v predchozi ¢asti mame
l'tn?) [z“f(]/z)](nH) =m+T)n---1-a1 =M+ 1) (—res, ),
>

z ¢ehoz vyplyva pozadované tvrzent. [

Zejména v pripadé jednoduchého pélu dostdvame formuli pro vgpocet rezidua

{limHZO[(z —20)f(2)], zo€C,
res,, f =

- ., (9.5)
—5 limo[zf(1/2)]", zy = oo.

Disledek 9.13

(i) Necht funkce h, g jsou definované v okoli zy € C, pricemz funkce h je holomorfni v z; a
funkce g mé v bodé z, jednoduchy pdl. Potom

res,,(hg) = h(zo) res,, g.

(ii) Jsou-li funkce h,g definované v okoli zy € C a holomorfni v tomto bodé, pricemz h(zy) =
0 # h'(z). Potom
g g(z0)
resz, ¢ = resg m

Dikaz.

(i) Je-lt h(zo) = 0, pak bod z; je odstranitelnou singularitou funkce hg, a tedy uvedeny vzorec
jisté plati (nebot potom res,, hg = 0). Necht h(zy) # 0. Pak z, je jednoduchy pél funkce hg,
takze podle (9.5) plati

res, (hg) = lim [(z — zo)h(2) g(2)] = h(zo) lim [(z — z0) g(2)] "=’ h(z0) res., g.

Z—Zp Z—Zp

(it) Je-li g(zo) = O, je bod z, odstranitelnou singularitou funkce g/h, a tedy uvedeny vzorec jisté
plati. Je-lt g(z) # 0, pak zy je jednoduchgm pélem funkce g/h a podle (9.5) mame

g9(z) . Z— Zo 1 9(zo)
2 g/h = li —z) | = lim ————— = N :
resz g/h = lim l("‘ 20) (z)] 9(z0) lim h(z) — h(zo) 9(zo )umHO = h(z)
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Véta 9.14 (reziduova véta pro Jordanovu cestu)

Necht O < C je jednoduse souvisla oblast a 'y je kladné orientovand Jordanova cesta leZicl
v Q. Necht déle f je funkce holomorfni na mnozind Q\{zy,...,zn}, kde {z1,...,zn} S Inty a
m e N. Potom plati

f f(z)dz = 2mi 2 res,, f.
Y

k=1

Diikaz. Ozna¢me M = {z;,...,zn,}. Pro libovolné k € {1,...,m} je funkce f v néjakém prstenco-
vém okoli P(zy, Ry), kde tudiz existuje Laurentdv rozvoj funkce f (vivat Laurent!, viz Véta 8.5)

f(z) = Z al(z -z, ze Pz, Re).
n=—w

Ozna¢me hy a 1y hlavni a regularni ¢asti tohoto rozvoje. Jelikoz hlavni ¢ast je konvergentni pro
. K _ , S
|z —zi| > 0, je funkce hy(z) = D1, al (z — z)™™ holomorfni na C\{z} (viz Vétu 8.4). Funkce

—-n
f —hy je tedy jisté holomorfni na Q\M a navic i v bodé zy, nebot v P(z, Ri) je ddna konvergentni
mocninnou fadou (=reguldrni ¢ast rozvoje=Taylorova rada)

0
f(z) — hy(z) = 1e(2) = Z all(z =z, ze Pz, Ry).
Odtud plyne, ze funkce

9(z) = f(z) = ) h(z)

je holomorfni na Q (f —hy —--- — hy, = f — hy je holomorfni v z, & hj jsou holomorfni v z; pro
je{1,...,m}\{k}). Podle Véty 7.1 (vivat Cauchy!) proto plati Sy g(z)dz = 0, neboli

f f(z)dz = i f hy(z) dz. (9.6)

Ovsem soucasné plati také

J hy(z)dz = J i al (z — z) "dz.

Y n=1

Vzhledem ke stejnomérné konvergenci ,mocninné” Fady na pravé strané na mnoziné [y| (viz
Véta 8.3) mGizeme zaménit poradi sumace a integrace (viz Disledek 7.8B), t;.

0
J hy(z)dz = Z a f (z—2z) "dz.
Y n=1 Y
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Protoze pro n = 2,3,... existuje na oblasti Q\M primitivni funkce k funkci (z — z)™™, plati
vzhledem k Vété 6.18, Ze I
dz
f hy(z)dz = a[ﬂ J — = 27tia[ﬂ,
Y y % %k

neboli
f hy(z)dz = 2mi res,, f,
N

a tudiz z rovnosti (9.6) plyne

J f(z)dz = 2mti Z res,, f.
Y

k=1

Duasledek 9.15

Necht f je holomorfni funkce na C\M, kde M = C je konecnd mnoZina. Pak plati

Z res,, f =0.

zeMu{oo}

Diikaz. Je ztejmé, Ze miizeme vzit Mu{oo} = M*U{w} pro M* < C. Necht tedy M* = {z;,...,zn,}
pro n&jaké m € N. Polozme R* = max{|zy| | k = 1,...,m}. Je-li p € (R*;0) a y(t) = p e,
t € [0,27], potom {zi,...,zn} < Inty a podle Véty 9.14 plati

1
Z res, f=-—— | f(z)dz. (9.7)
= 27 ),
Také vime, ze ]
resqy f = S yf(z) dz,

coz dohromady s (9.7) dava

Z res,, f = ﬁ(ﬁf(z)dz—fyf(z)dz) =0.

zeM*u{oo}

Piiklad 9.1. Pomoci reziduil ukazte, ze

(V) Sy z(zdeI)z = 2mi, kde v je kladné orientovand kruznice se stfedem v pocatku a polomérem
1/2;

.. ez o . . . v . ; v v

(it) Xymdz = —msinl +im(2 — cos 1), kde vy je kladné orientovana kruznice se stfedem
v —1 —1 a polomérem 2;

(i) Xy i, dz = 27isinh 1, kde 7y je kladné orientovana kruznice se stfedem v —i a polomérem
3;
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. iz . v . ’ v v . v
(iv) §, —==zdz =0, kde v je kladné& orientovana kruznice se stfedem v —i a polomérem 1;
y (z%241)

—Zz . . v . 7 v . v v 7 WV
(v) Sy 33—f1dz = 1071, kde vy je kladné orientovanad kruznice se stredem v poc¢atku a polomérem

’

(vi) Sy Zf% = —mi/+v/2, kde 7y je kladné orientované kruZnice se stfedem v 1 a polomérem 1;
(vii) § ——=2E—> = —27i, kde v je kladné& orientovana kruZnice se stfedem v 2 a polomé&rem 1/2;
y (z=1) (z-2)
(viii) §, =% = —mi/121, kde v je kladné& orientovand kruZnice se stfedem v pocatku a polo-
y (2=3)(22-1)
mérem 2;
. dz _ . . v . ’ . . . ’ _
(ix) Svm = 3mi/64, kde vy je kladné orientovand asteroida s parametrizaci y(t) =

2 cost + 2isin’t pro t e [0,2];

Iz

d . . v Y . “ _
(x) Sy TN @ kde vy je kladné orientovana kruznice se stredem v 1+ 1 a polomérem 2;

A

Nynt si ukazeme nékteré aplikace reziduové véty pri vipoctu nevlastnich integralt pres neo-
hraniceny interval. Pfipomeinime a rozsirme, ze tim mame na mysli integral definovany jako

JOO f(x)dx = lim f f(x)dx (9.8)

a §—®© a

pro integrovatelnou (¢i dokonce spojitou) funkci f : [a, 0) — C, kde a € R. Existuje-li vlastni limita
na pravé strané (9.8), pak nevlastnt integral konverguje. V opa¢ném pripadé diverguje. Analogicky
definujeme nevlastni integral Sioo f(x)dx. Pro pocitani s témito integraly plati stejna pravidla jako
v pripadé redlné funkce. Nevlastni integral pres interval (—o0,0) definujeme jako

foo f(x)dx = Ja f(x)dx + JOO f(x)dx (9.9)

—00 —0o0 a

pro libovolné a € R. Tento integral je konvergentni, jestlize konvergujt oba integraly na pravé
strané. V piipadé konvergence miizeme brat také

T——00 §—00

JOO f(x)dx = lim lim fs f(x)dx. (9.10)

Ovsem v pripadé divergentntho integralu uz mize byt chovant odliSné, napf.

0 a 0 27a 27
X X
f xdx = J xdx + J xdx = [—] + {—] = —00 + o0,
—Q0 —Q0 a 2 —00 2 a

coz je neurcity vyraz, zatimco
o T (st P
lim lim | xdx= lim lim|—=| = lim lim | = — =] = o0.
r—>—00 s> | r—>—0s—0 | 2 . Tom0som 2 2
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Toto (a mozné problémy s dvojndsobngmi limitami) nas privadi k otézce konvergence nevlastniho
integralu pres (—oo,00) pomoci limit

t 1/t
lim f f(x)dx nebo lim J f(x)dx. (9.11)
—t

t—o0 t—0+ —]/t

V priipadé existence vlastni limity v (9.11) hovofime o konvergenci ve smyslu hlavni hodnoty
a znac¢ime pomoci zkratky ,(v.p.)“. Potom jestlize nevlastnt integral konverguje v obvyklém smyslu,
pak konverguje také ve smyslu hlavnt hodnoty. Opacné tvrzent ovsem neplati, jak napf. ukazuje
(v.p.) §° xdx =0, zatimco §*_xdx diverguje.

Pro¢ o konvergenci ve smyslu hlavni hodnoty hovorime? Je to proto, ze pfi aplikaci reziduové
véty mnohdy ziskdme pravé hodnotu nevlastntho integralu ve smyslu hlavnt hodnoty, coz jesté ale
nemus( nic znamenat pro nevlastnt integral (9.9).

Byl to pravé vgpocet rizngch (vlastnich i nevlastnich) integrdlti v redlném oboru, ktery byl
hlavni motivaclt pro Cauchyho zdjem o teorii funkct komplexni proménné. Pocatky lze najit jiz
v jeho memoarech z roku 1814, kde je uvazovana napf. integral

0 Xa—]
fo H—dex.
Nékteri{ tomu vSak nepriklddali moc velk( vgznam jako napf. Poisson, kterg k tomuto poznamenal,
ze si ,nevsiml zadného integralu, kterg by jiz nebyl znam*“. Nicméné timto zacala cesta k dnesnt
podobé teorie rezidui, jejiz skute¢né zaklady lze najit u Cauchyho v roce 1826. Zde se takeé
objevuje slovo reziduum, ale tehdejst definice je trochu komplikovana. JeSté poznamenejme, ze

Cauchy pracoval predevsim s funkcemi, které maijt pri nejhorsim pély (k podstatngm singularitam
se dostava az v roce 1829).

Aplikact reziduové véty pri vgpoctu (nevlastnich) integral(i lze najit celou fadu a nent v nasich
sildch zminit vSe. Nicméné zdkladnt princip téchto aplikact je zalozen na nasledujicich 5 krocich:

(1) zaruceni/existence zkoumaného integralu — casto totiz dostaneme jen integral ve smyslu
’ 7 v 7 v . s 0 . .
hlavni hodnoty. K tomu lze vyuZit napf. tvrzeni, Ze integrdl { f(x)dx existuje, pokud f :
[a,0) — R je spojitd a x*f(x) ohrani¢end na [a,o0) nebo lim,_ ., x*f(x) < o pro néjaké
k> 1.

(it) volba vhodné komplexnt funkce, kterou budeme integrovat.

(iit) volba vhodné krivky vy, podél které budeme integrovat, pricemz y must zahrnovat také pu-
vodnt redlny integracni interval a komplexnt funkce must byt holomorfni na Inty s vygjimkou
izolovanych singularit.

(iv) odhady néktergch integrald.
(v) vypocet potiebnych rezidut.

Toto si ilustrujeme na nasledujicim prikladé.
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Priklad 9.2. Vypoctéme integral

JOO Xm—1
dx
o 1+xm
pro libovolné m,n e N splitujici m < n.
Reseni. Tento integral existuje, nebot pro k = 2 mame

2, m—1 m+1 m+l-n =
X°X X X I, m+1l=n
lim x*f(x) = lim 5—— = lim = lim ——=<" ’
X—>00 x—>0o 14+ xm x>0 1 4+xT xo0ox "+ 1 0, m+1<n.
Funkce f(z) == ?:11 ma v bodech spliujicich z" = —1 pély radu 1, tj. v bodech
.. /n —7 + 2k7t .. (—m+ 2km
zi = [ cos(—m) + i sin(—m)] """ = cos (—) +1isin (T)

prok=0,1,...,n—1, a tedy zejména pro k = 1 madme
im/n

T . . T
Z1 =C0S— +1isin— =e
n n

Podle Disledku 9.13(ii) plati

m—1 m—1 im(m—1)/n
res im/n z = [Z ]Z=ei’n/n = € ( )/ = l etn(m—]—n+1)/n —
e 1420 [nzn—1]l=eiﬂ/n n etmt(m=1)/n n
_ l imm/n —im _l imm/n _l m
=—e e Z;
n n n

Pro vyuziti Véty 9.14 jesté potirebujeme najit vhodnou jednoduse souvislou oblast () a v ni Jorda-
novu cestu y. Zvolime napf. kruhovou v(sec obsahujici z; a zadn( jing bod spliujict z" = —1, viz
Obrézek 5.

Obrazek 5: Oblast Q, kiivka vy a body zy, z; atd.

Cesta vy se pak skldda ze trt ¢asti y = vy + v2 + v3, kde vy je tsecka z 0 do T na realné ose
pro r > 1, v, je oblouk kruznice se stfedem v pocatku, polomérem r > 1 a thlem od 0 po 27t/n
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(nebot koncov( bod je zir, pro kter( plati arg(zir) = arg(z}) = 27t/n), v; je p¥imka z bodu zr do
pocatku.

Za oblast () mGzeme vzit ,cokolit” obsahujict tuto vysec¢ a neobsahujict zadné nulové body
jmenovatele. Potom funkce f je holomorfni na Q\{z;} a z; € Inty, takze podle Véty 9.14 plati

zm! 1 N 2w
LH—chIz=27n<—Ez]>= o (9.12)

OvSem soucasné mame

J f(z)dz = f f(z)dz + f f(z)dz + f f(z)dz, (9.13)

Y3

pricemz

f f(z)dz = for f(t)dt.

Déle mame, Ze ~y; je ddna parametrizact tz? pro t € [0, ], takZe vzhledem ke skute¢nosti zi™ = 1

je
T Zzt m—1 u tm—l T
J f(z)dz = —J (]—)mzf dt = —z%mj —dt = —zfmf f(t)dt.
s o 1 +1thzg o T+t 0
Protoze 5
r
J f(z)dz| < sup [f(z)| L(y2) = sup |f(z)] —
2 ze[y] ze[ya] n
m m—1 . ,
a limy_.o sup,y, [f(z)| = 0, protoZe polomér v, je vétsi nez 1 davd || < ||‘z||n_]. Zkombinovanim
téchto vypoctt obdrzime pro r — oo rovnost
27 * * 2mi
—z" = (1 —z%m)f f(t)dt neboli J f(t)dt = —5———z"
n 0 0 n(zim —1)
Jelikoz plati
z" 1 . . -1 ) amy —1
Zm‘ =—"D-= (emm/“—e’mm/“> = (21 sin —> ,
zZim =1 zZ'—z n

takze

foo xm! I T

—dx = ——.
n s TIm

o T+x nsin =F

Zejména pro me (0,1) an =1 madme

JOO Xm—] | 7T
ax = ———.

H TTm

o 1+x sin &1

Tento vysledek byl zndm (samoziejmé pri pouziti jiného postupu) jiz v roce 1743, na coz narazel
zminény Poissontv komentar. A

Ta pétice ditve zminén(ch krokd je to jediné, co mame v obecném pripadé k dispozici. Neexistuje
zadny univerzalni navod, jakou volit funkci (ackoli je to vétsinou ziejmé) anti jakou zvolit kiivku
Y. Rizné integraly vyzadujt rtizné volby a vSe do znacné miry zavisi na nasi pocetnt zkuSenosti
a invenci. Nicméné existuji nékteré tridy integrald, pro které [ze univerzalni vzorec odvodit. Ty si
uvedeme v dalsi casti.
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&éta 9.16

Necht funkce f je holomorfnivC, = {z€ C | Imz > 0} a spojitd proze C, = {ze C|Imz > 0}
s vgjimkou konecného poctu izolovanych singularit neleZicich na redlné ose. Jestlize

lim zf(z) = 0 (9.14)
zeCy

a integrdl {* ., f(x) dx existuje, potom plati

J f(x)dx = 2mi 2 res,, f.

WE(C+

Diikaz. Uvazme Jordanovu cestu y ==y + vz, kde vi(t) = t, t € [-R,R], a ya(t) =R e't, t e [0, 7).
Protoze funkce f mad pouze konecny pocet singularit, existuje R takové, ze tyto singularity lezi
uvniti K(0, ﬁ) Pak pro R > R>0 jsou splnény pozadavky Véty 9.14 (resp. jeji slabsi formulace)
a plati tedy

J f(z)dz + J f(z)dz = J f(z)dz = 2mti Z resg f. (9.15)

(UGC+
welnty

Pak
R wp) [©
J f(z)dz = J f(t)dt =5 J f(t)dt proR — o
Y1 —R —00

a soucasné

< sup [f(z)] L(y2) =t x Rx sup [f(z)] =0 pro R — o

J f(z)dz

ze[v2] |z|=R

ZE(C+
dle predpokladu (9.14). [
Poznamka. Podminky Véty 9.16 jsou splnény napt. pro racionalni lomenou funkci f(z) = %, kde

stupen polynomu ve jmenovateli je alespoit o 2 vysst nez stupeni polynomu v citateli a soucasné
7 7 7 y . v 7 . 0
f nemd poly na redlné ose (tj. kofeny polynomu q(z) nelezi v R). Existence {” f(x)dx v tomto
pripadé plyne ze skutecnosti
1, lisi-li se stupné polynomu praveé o 2
lim x> f(x) = { ’ phe POty ! ’

X—00 0, je-li stupen ve jmenovateli vyssi alespoii o 3.

Priklad 9.3. Uréeme

|+
dx.
o T4+ x4

[e urcit napt. pomoci substituce x = t* (podle ndvodu
2
T+t87

2
T4+x4

pro binomické integraly), coz vede na racionalnt lomenou funkci

Reseni. Primitivni funkci pro f(x) =

coz ale nent nic prijemného...
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2
~Z+ ma v C, dva pély z; = el™*

My vyuZijeme VE&tu 9.16. Funkce f(z) = %

radu 1. Podle Ddsledku 9.13(ii) platt

2], 1 1

reSZ]f:W:E a res,f=-.=——.

Z=Z1

a z; = iz, které jsou

Jelikoz predpoklady Véty 9.16 jsou splnény (viz predchozi poznamku), plati
© X2 211 T, . i
Ix = —— <_ _) _ D amim/A s i 1— PRE 77
J_OO1+X4CX 1 Z1+Zz 2(e ie ) 2( i)e
i V2 N2y w2
=—(1-1) < —i—= ) =
2 2 2 2 2

(1-1)% = \%

A

vy ’ v 00 ym—1 o v v v o 7 y 7

Priklad 9.4. Visledek prikladu s X dx mzeme v pripadé lichého m a n = 2q ziskat také
0 T1+x

pomoci Véty 9.16. Potom totiz platt

©oxm
dx.
o |1 —i—x“ 2 1 + X"
D N . _ Zm71 . v v v Y% Y 7 . 7 7
PoloZime-li f(z) = $+ jsou splnény pleclpoklaclg Véty 9.16, pricemz f ma v CT:F jednoduché pdly
v bodech z, = 23" pro k e {0,1,. — 1}, kde %y :== ™. Plati res,, f = —2& Jelikoz
q—1 m
Sap =gy Zka b (—1) -1 =2
k T ~0 '*Zm - s—m s—m
azyt —zy™ = 2isin &%, dostdvame
0 Xm—] 1 0 Xm—] ) -
] nclx:z ] nclx:rnz reswf:— Z
0 +X _ep X weCs — C nsin T
A
Priklad 9.5. Ukazte, ze
JOO dx 27
6 -3
o X0+ 1 3
A

Priklad 9.6. Ukazte, ze

pro a € R. A

Priklad 9.7. Ukazte, ze

JOC X clx——i
o (A 132 27

Tentokrat v nasledujicim tvrzeni odvodime vzorec pro jeden vlastni integral.
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Véta 9.17

Necht R(x,y) je komplexni raciondlni lomend funkce pro (x,y) € R?, tj. R(x,y) = % pro

komplexni polynomy P(x,y) a Q(x,y) vR% Necht ddle plati Q(x,y) # 0 pro vSechna (x,y) € R?
takové, Ze x* + y* = 1. Potom plati

27
f R(cosx,sinx)dx = 27 2 res,, f,

0 lw|<1

kde f(z) = 1R(3(z + 1/2), 5 (z — 1/2)).

z

Diikaz. Funkce R(cosx,sinx) je spojitd na R. takze uvedeny) integrdl jisté existuje. Polozme y(t) =
e, t € [0,27]. Potom cost = (z+z7')/2 asint = (z—z7")/(21), takze

J ’ R(cos x,sinx)dx = f ;—ZR((Z +27/2,(z—27")/(21)) dz = l J f(z)dz =

0 h% 1
6ta 9. 1 .
Veta 910 H x 27l Z res, f =27 Z rese f,
|w|<1 |w|<1
kde f(z) == 1R((z+27")/2,(z—z7")/(21)). m

V souvislosti s predchozi vétou bgva obvykle uvadén nasledujicl priklad.

Priklad 9.8. Uré¢eme

JZ“ dx
o 1—2p cosx + p?
pro p € R\{£1}.

Reseni. V tomto pripadé mame

1

R(X)y) = ] _sz+p2)

takze
f(z) 1 1 1 1
z) = — = == .
z1-2p3(z+1)+p* z-pZ-p+p’z (z-p)(1-pz)
Funkce f ma tedy jednoduché pdly v z; = p a z; = 1/p. Je-li |[p| < 1, pak z; € Inty a z; € Exty,
zatimco pro |p| > 1 je z; € Exty a z; € Inty. Soucasné podle Dusledku 9.13(it) médme

1 1 1
" z f: = =
res;, []_ZPZ"‘pz]Z:Z] 1—2pp+p2 ]_pp
1 1 1
res,, f = ,

_ 2 —1_ 2T 2
1 =2pz+p?],_  1-2+p° p—1
tj. rezidua se list pouze znaménkem a totéz platt i pro hledany integral, nebot

JZ“ dx _ s el<,
o 1—2p cosx+ p? I pl>1

p2=1
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neboli
r" dx 2n san(1 — pl)
= n(1 —|p)).
o 1—2pcosx+p? 1—p? J P

A

Priklad 9.9. Vypoctéte
27
1
——d
L (p + cosx)? o
prop > 1. A
Priklad 9.10. Ukazte, ze
f 2 cos(2x) dr — 2ma?
o a2+b2-2abcosx ~  b2(b2—a?)
prob>a> 0. A
Priklad 9.11. Ukazte, ze
JZ” dx 27
o 1+acosx +/1—a?
pro |a| < 1. A
Priklad 9.12. Ukazte, Ze
fzn cos 3x dx = T
o 5—4cosx =~ 12
A

Na zavér uvedeme jesté tii dalsi vzorce pro vypocet nevlastnich integrald.
Véta 9.17A

Necht funkce f: C — C je holomorfni v C s vyjimkou konecného poctu izolovanych singularit,
pricemZ na redlné ose pripoustime pouze jednoduché pély. Necht ddle m > 0 a lim,_,, f(z) = 0.
Jestlize f nabyvd na redlné ose pouze redlnych hodnot a jestlize integrdl SO_OOO f(x) cos(mx)dx
existuje, pak

JOO f(x) cos(mx)dx = Re {27Ti Z reso[f(z) €™ + mi Z res[f(2) eim]}.

- Imw>0 Imw=0

v 77 7 7 7 7 . 7 ©¢] .
Podobné pokud f nabgvd na redlné ose pouze redlngch hodnot a integrdl §~ o, f(x) sin(mx) dx
existuje, pak

JOO f(x) sin(mx)dx = Im {Zﬂi Z rese[f(z) e™™] + i Z resy[f(z) eimz]}.

—®© Imw>0 Im w=0

Spliiuje-Li funkce f uvedené predpoklady a jsou-li pdly na realné ose tvaru (2m+1)k7t/2 (resp.
m/k) pro m € Z, pak uvedené integrély existuiji.
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Diikaz. Ne. =

Priklad 9.13. Vypoctéte

“ cosx “ sinx
I. = 5 dx a I;= 5 dx.
o XA+ 1 w Xt +4

Regeni. Mame : :

B =2 @ Me=ag

Prvni funkce mé jednoduché pély v 1 a druha funkce £2i. Obé funkce spliuji podminku lim,_,, f.(z) =
0 = lim, fs(z), takZe oba uvedené integraly existuji. V horni poloroviné lezi pouze pély i a 2is
hodnotami rezidut

res,—; f(z) = lim(z — 1) e e a res,—yf(z) = lim(z — 2i) e’ _e
T z-1)(z+1) 2o ° TTE T (z—-20)(z+2i) 4i
Proto dle Véty 9.17A plati
-1 —4
I. = Re {Znie—,} =me!' a I =Im {Zﬂie—,} = 0.
2i 4
Podobné lze ukazat, ze obecné plati
foo cos(kx) dx = Tokn 4 JOO sin(kx) dx — 0
oo ME 4 X2 n oo N+ X2
pro libovolné k,n > 0. A
Priklad 9.14. Ukazte, Ze
JOO sinx Tt
dx = <.
0 X 2
A

Priklad 9.15. Vypoctéte

© xsinx “ X cosx
—————dx a - dx.
o X+ x+1 o X+ x+1

Reseni. Vyuzijeme Vétu 9.17A, kde zvolime m =1 a

z
f(z) = 57—
zZ2+z+1
Pak lim,_,, f(z) = 0 a funkce f(z) mé pouze jednoduché pély —% + i?, takZe uvedené integraly

existujt. Jelikoz

— 14 i¥3) eV32 (cos —1isin
es. 1 sflz) et (Z2HHT) (cos(1/2) — isin(1/2))

Z:*z+17 i\/g
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9. Teorie rezidui

plati

a

[ R
-0
A

Priklad 9.16. Ukazte, ze

a

- .
foo %dx = g e 3 (3 cos 1 + sin 1)

@ X COS X T .
fme|X=§e 3(COS1 —35l|'11).

Priklad 9.17. Ukazte, ze

Véta 9.178B
Necht funkce f: C — C je holomorfni v C s vygjimkou konecného poctu izolovanych singularit

E(16 e’s—i—e’m).

JOC cos 5x dx —
w (X2 +1)2(x2+4) 18

neleZicich v intervalu (0,0). Necht a € R\Z je takové, Ze

lim |z|* f(z) = 0 = lim |z]® f(z).
Z—0 z—0

JestliZe integrdl SSO x4~ f(x) dx existuje, potom

foox“_]f(x)dx= T Z rese[(—2)*"" f(2)],

sin7ta
0 weC\[0,00)

kde (-)*~' znaéi jednoznacnou vétev mocniny (-)*~" = ele=DInl+tard0)] - Zaiména, je-li Q raci-
ondlni lomend funkce, kterd nemd pdly na intervalu [0,0) a stuperi polynomu ve jmenovateli

je vyssi neZ stuperi polynomu v Citateli, pak pro a € (0,1) pfislusnyg nevlastni integrdl existuje

a plati pro néj
0 T B
| > resul(-2*' Q)

X TQ(x)dx = —
0 sina. S

Ddikaz. Ne.
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Priklad 9.18. Vypoctéme
o0 a
X
J, e
pro jaj <1ab>0.

Reseni. Upravou daného integralu do tvaru

vidime, ze miizeme vyuzit Vétu 9.17B s funkcl

z
22 + b2’

Qz) =
kterd ma pouze jednoduché pdly v bodech +i. Proto dany integral existuje a z rovnosti

a—1 a—1
(—2)% 'z — lim (z—ib) (—2)*" 'z _ 1 (a=1)(Inb+im/2)

et T e L 2Z+b2 2 ’
) (—2)* 'z : (=22 (a=T)(Inb—in/2)
res,—_ip W = zgnqib(z + lb) W = z e im
plyne, ze
JOO x* dx — Joc N DL N (e(aq)(lnbﬂnm n e(a71)(lnbfi7t/2)> _ T .
o X2+ b? 0 x? + b? 2sinmta 2 cos(mta/2)
A
Integral
0
f f(e*) e dx
—00
pro a € (0,1) se pomoci substituce u = e* prevede na integral
0
J f(u)u*" du,
0
kterg byl popsan ve Vété 9.17.
Priklad 9.19. UkaZte, Ze pro a € (0,1) je
o 9] eClX
X = ——.
J_OO Ttre sin(ma)
A
Priklad 9.20. Ukazte, Ze pro a € (0,1) je
0 ax T
J ——dx = /77—,
o T+ e 2sin(ma/2)
A
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Véta 9.17C

Necht funkce f: C — C je holomorfni v C s vygjimkou konecného poctu izolovanych singularit
neleZicich v intervalu (0, ). Necht ddle f nabyvd na redlné ose pouze redlngch hodnot a necht

Zl'il)?o [z In? |z| f(z)] =0 = iir(; [z In? |z| f(z)].

Jestlize existuje Sgo In(x)f(x)dx, potom

Joo In(x) f(x)dx = —% Re Z res,[f(z) log; z].

0 weC\[0,00)

Podobné pokud existuje §; f(x)dx, pak

JOO f(x)dx = _ZL Im Z resy[f(z) logé z.

7T
0 weC\ [0,00)

zejména, je-li Q raciondlni lomend funkce, kterd nemd pdly na intervalu [0, ), na redlné ose
nabyva pouze redlnych hodnot a stuperi polynomu ve jmenovateli je alespori o 2 vyssi nez
stuperi polynomu v Citateli, pak oba prislusné integrdly existuji a plati pro né

foo In(x) Q(x)dx = —% Re Z res,[Q(z) log; z]

weC\ [0,00)

a

Jooc Q(x)dx = —%t Im Z res,[Q(z) [09(2) z].

weC\ [0,00)

Diikaz. Ne. =

Priklad 9.21. Vypoctéte

f“’ nx dx
0 (Xz + 1)2 )
Resent. Jeliko? Q(z) = @217)2 spliuje vS8echny uvedené podminky Véty 9.17C a ma pouze pély
druhého Fadu pro +i, plyne z rovnosti
! (z+1)2 . 2
|eszziﬂzlim (2—1)2% zlimz E logoz—Z'(erl) loQOZ:—T—tJrﬂ—zi
(Z2+1)2 =i (Z2+1)? zi (z+ 1) 4 16
a
logiz  3m  9n?,
res,. i —5——5 = — — —1,
(ZZ+1)2 4 16
& * 1 2 3 9m?
lnx T T U s
——dx=—=R (—— —i ———'>:— 4.
JO e Rl gttt T ) =
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Utrzky z analgzy v komplexnim oboru
9. Teorie rezidui (aktualizovano 16. dubna 2025)

Priklad 9.22. Ukazte, ze

JOO dx  m
o X441 22
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