Mp5170: MATEMATICKE PROGRAMOVANI

PETR ZEMANEK (MASARYKOVA UNIVERZITA, BRNO)

Kapitola 3: Numerické metody resent tloh matematického
programovanti |
(verze: 20. prosince 2024)



https://goo.gl/hRoFZJ

OBECNY (voD
Nynt se jiz konecné dostavame k tloham
f(x) = min, xeX. (3.1)
Kapitola 4: teoreticky pohled ~~ nutné a postacujict podminky pro resent (3.1).

Kapitola 3: numerické metody (=pocatek MP)

Zé&kladni rozdélent ulohy (3.1):

() X =la,b], tj. jednorozmérnd minimalizace,

(i) X=R", tj. nepodminéna n-rozmérna optimalizace,

(i) X g R™, tj. podminéna n-rozmérna optimalizace.

Cil: vybudovani nékterqch (3) zadkladnich metod pro kategorii (ii) ~ Pro¢ skupina (i)?
A skupina (iit)?

Klasické metody pro (i) a (iii) jsou (obvykle) zalozeny na nasledujicim principu:

pri daném bodé xo, € X (poc. aproximace) chceme zkonstruovat
takovou posloupnost {x; }%°_, Ze

lim f(xi) = f* = inf f(x)

k—o00 xeX

Takovou posloupnost {x;}3>, budeme naz{vat minimalizujici (ne nutné musi byt ne-
konecnd) ~~ algoritmy (zobrazeni x € X — podmnozina X) jsou iterativni procesy.
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Zé&kladni otédzkou je potom globalni/lokdlnl konvergence, tj. zavislost konvergence
MinPsl na volbé pocatecni aproximace xo.

Dalsi dileZitou charakteristikou iteranich procest je rychlost jejich konvergence k li-
mitn{ hodnoté. Mame-li minimalizujici posloupnost {xy )}, splitujici xx € R™ a sou-
casné xx — x*, pak se rychlost konvergence méri vzhledem k posloupnosti odchylek
(chyb) {ex %>y, pro kterou ey € [0,00) a ex — 0.

Obvykle se voli

e =[xk —x*|l, kde x* je limitou {xy}, coz nemusi byt feSenim (3.1),
er = [f(xx) — f(x*)|, kde x* je opét limitou {x;},

ex =, kde {y je délka tzv. intervalu lokalizace minima, viz pozdéji.

Posloupnost {ex} je pak srovndvdna s geometrickou posloupnosti {hy} se ¢leny
hy = qﬁk)
kde g >0a p € (0,1), a pripadné také s posloupnosti {hy} se ¢leny
k
hi = qpP,

kde g >0, 3 € (0,1) a p > 1. Pro¢ prévé tyto posloupnosti?
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Definice 3.1 Necht jsou dany dvé posloupnosti {ex}3>, a {hi 3, takové, ze
ey € [0,00), ex — 0 & hy € [0,00), hy — 0.
Rekneme, Ze posloupnost {e;} konverguje rychleji (pomaleji) nez {h;},
pokud existuje index k € Ng = NU{0} takovy, ze
ex < hy pro vdechna k € [k, 00) N Ny
Definice 3.2

Necht je dana posloupnost {ex}, spliujici ex € [0,00) a ex — O.

Rekneme, Ze posloupnost {ex} konverguje

() alespori linedrné s rychlosti B € (0, 1), pokud konverguje rychleji nez
geometricka posloupnost se ¢leny tvaru qB*, kde q > 0a B € (B,1);

(i) nejvyse linearné s rychlosti B € (0,1), pokud konverguje pomalejt
ne? geometrickd posloupnost se ¢leny qB%, kde g >0a B € (0, B);

(iit) linearné s rychlosti 3 € (0, 1), pokud konverguje nejvse a soucasné
alespon linearné s rychlosti {3;

(iv) superlinearné (sublinearné), pokud konverguje rychleji (pomaleji)
ne? libovolnd geometrickd posloupnost se ¢leny tvaru qp¥, kde
q>0ape(01).

B > 1?7 Linedrni vs. geometrickd konvergence. Rychlost vs. 37
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Priklady (i) Posloupnosti konverguijict linearné s rychlosti (3:
qu) q(B+]/k)ka q(f’_]/k)k) qu+]/ka
kde g>0a B € (0,1).
(i) Necht 0 < B7 < B2 < 1 a uvazme posloupnost {ex}%>, se ¢leny
e Bg Bg» k =2,
=
BEFTRE, k=20+1.

Pak tato posloupnost konverguje alespon linearné s rychlosti 3, a
nejvyse linedrné s rychlosti 3;. Dokonce se da ukazat, ze konverguje

linearné s rychlosti v/B1B2.
(iit) Posloupnost {ex}¥, se €leny ve tvaru

1/24 k =20,
_Lﬂﬂ+ﬂ,k—M+L

konverguje linedrn& s rychlosti 1/+/2.
(iv) Posloupnost {1/k} konverguje sublinedrné a kazda posloupnost se

cleny tvaru qﬁpk konverguje superlinearné pro libovolné q > 0,
B € (0,1) ap > 1. Také napt. ex = 1/k* konverguje superlinearn&.
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Uvidime, ze vétSina algoritm( bude konvergovat linedrné a nékteré dokonce superli-
nearné. Neni-li B prilis blizko 1, lze povazovat linearni konvergenci za dostateénou.
Algoritmy se sublinedrni rychlosti konvergence nejsou obvykle uvazovany (a tak to
ucinime i my), nebot nejsou z praktického hlediska prilis efektivni — konverguiji prilis
pomalu, napt. ex = 1/(In(Ink)). Na druhou stranu je uZite¢né superlinedrni konver-
genci klasifikovat podrobnéiji.
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Definice 3.4 Necht dana posloupnost {ex}%°_, spliiuje ex € [0,00) a ex — 0, pricemz
konvergence je superlinearni. Potom {ey} konverguje

(i) alespori superlinedrné s radem p > 1, pokud konverguje rychleji nez

véechny posloupnosti se ¢leny tvaru qBpP", kde q >0, B € (0,1) a
pel,p)

(i) nejvyse superlinedrné s radem p > 1, pokud konverguje pomaleji nez

=

vSechny posloupnosti se ¢leny tvaru qﬁﬁk, kde g >0, p € (0,1) a
p e (P)OO);

superlinearné s radem p > 1, pokud konverguje nejvyse a soucasné
alesponi superlinearné s radem p;

(iii

=

(iv

—

superlinearné s radem p =1, pokud konverguje pomaleji nez

vSechny posloupnosti se ¢leny tvaru fo’k, kde g > 0, B € (0,1)
ape(l,o00).
N Srovnani raznych hodnot p.

Slavko superlinedrni se obvykle vynechéva a hovofl se pouze o Fddu
konvergence. Zejména kvadratické konvergence = superlinedrni kon-
vergence s radem p = 2.
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Navod pro uéeni rychlosti/fadu konvergence: vypocteme

€141

v = limsup
k—00 (2%

o je-liy € (0,1) ~» linearni konvergence ~» rychlost
e je-li y =1 ~» sublinearni konvergence
e je-li Y = 0 ~> superlinearni konvergence ~» rad

Je-li ex > 0 pro vSechna k € Ny, pak fad konvergence mlizeme ziskat jako
= i q
p= sup{q >1|limsupeyxyi/el < oo}.
k—o0

Je-li limsupy_, ex+1/€) = 0 pro n&jaké g > 1, pak existuje prdvé jeden exponent p
takovy, ze

0, g<mp,
. €1
lim sup e x, q=7p,
k—o00 k

0, q>7p,

pri¢emz hodnoty « € {0, oo} nejsou vylouceny.
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Jingmi slovy, najdeme-li p > 1 spliujici

. €141
0 <limsup —5~ = a < o0,
k—oo  ©p

pak p je rdd superlinearni konvergence. Obzvlasté v pripadé existence samotné limity
platt

€xr1 =~ (XQE,

. 2 3 v v 7 <7
tj. epr1 = e, e = Pt lel, ep3 = aPPHIHel” pro dostatecné velké {. Cislo
« je tzv. asymptoticka odchylka. Navic v takovém pripadé

Iney

. +1

p=lim ——
k—oo Iney

(%)
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OBECNY (voD

s s , . 1/pk .y s Ly
Analogické Gvahy lze provést také pro ek/p . Zejména existuje-li p > 1 takové, ze

0, q<vp,
k
lim el/q =49% 9=,
k—o0
I, q9>p,

pak p je rad superlinedrni konvergence, pficemz hodnoty « € {0, 1} jsou povoleny.
Jingmt slovy,
p=sup{q>=1] lim eL/qk <1}
k—o00
Pak
ex & o pro dostate¢né velka k.

Splyvaji tyto pristupy? Obecné nikoli. UvaZte napt. posloupnost {e\} se ¢leny

(a/Z)pk, k sudé,
(@9/P)P* k liché,

ru

kde 0 <a<1al<q< p. Potom ,odmocninovy” pristup dava rad konvergence
p, zatimco ,podilovy” pristup davd, ze rad je nejvyse roven q. Nicméné v pripadé
existence 0 < limy_,o ex11/€f < oo pro n&jaké p > 1 se obé& hodnoty musi shodovat,
a to nam staci. Podobné k () v takovém pripadé plati

p=lim Y|neyl.
k—o00
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Priklad

Priklady
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UvaZme napt. posloupnost {ey} se ¢leny
ex = (]/k)k

Pak platt
— lim In(1/(k+1))k*T _ 1
P T mame T

Je to skutec¢né Fad? Ano, nebot

0, p<l,
. €k+1
k||4>mOo eE = ... = 0, p:])
oo, p>1.

Posloupnost tedy konverguje superlinearné s radem p = 1.

UvaZte sami posloupnost {ex} se ¢leny
ex = (1k
pro0<a<l(wp=1)a

k
(9% =AadP

pro0<a<TaA >0 (~ Fad p a asymptotickd odchylka A'=P).
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Algoritmy lze kategorizovat nékolika zptsoby:

(i) dle radu konvergence minimalizujict posloupnosti, kterou timto zplGisobem ziskame
(nebo posloupnosti funkénich hodnot {f(xy)}). Nicméné neméli bychom precenit
vjznam fadu konvergence a odpovidajictho porovnavani jednotlivijch metod. Tento
tradi¢ént pristup totiz dévéd pouze jak(si névod k orientaci mezi metodami — nic
vic. Navic se zda, ze ani neexistuje zadn( cisté teoretick( zptsob k podrobné kla-
sifikaci jednotlivgch metod — vSe zavisi na konkrétnich okolnostech a empirickgch
zkuSenostech. V praxi hraje velmi dilezitou roli také napf. zaokrouhlovdni, ale
i nékteré dalsi aspekty, které mohou ovlivnit uzitecnost metody (zejména pocet
potiebnych pocetnich operaci a jejich ndroc¢nost, napf. potreba v{poctu inverzni
matice).

(i) dle pozadavkd na funkci f, tj.
e metoda nultého fadu = f
e metoda prvniho fadu = f & f/
e metoda druhé fadu = f & 1/ &

Metody druhého Fadu maji obvykle nejrychlejsi konvergenci, ovsem nejsou vhodné
napft. ve chvili, kdy vgpocet " je slozit§ nebo zatizen§ numerickou chybou. V pii-
padé experimentalniho urcovani funkcénich hodnot je asi nejvghodnéjsi pouziti me-
tod nultého radu.

(i) dle volby bodl x4,x%5,..., tj.
e zavisi-li volba xy1 na xo,...,xx = aktivnt algoritmus
e nezavisi-li volba xy11 na xo,...,Xxx = pasivni algoritmus
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Dalsim dalezitgm aspektem téchto algoritmu je jejich zastaveni. V tomto ohledu ma-
Zzeme najit (a vymyslet) Sirokou skalu pravidel, zejména

e —xcll <&y, [fxepr) —f(xadl <e,  llgrad f(x )l < e

(nebo jejich kombinace) apod. (v¢. relativnich zmén — viz pozdéji).
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' MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pdlent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho tadu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MEeTopy v R

V této ¢asti budeme fesit Glohu
f(x) = min, x € 1:=[a,bl. (3.1.1)

Teoreticky sice vime, Ze stadi najit rfeseni tlohy f'(x) = 0 a odpovida-
jict funkéni hodnotu porovnat s f(a) a f(b), jenze FeSeni takové rovnice
nemus{ b(t zrovna snadné, napt. f(x) = (x — 1)2 +e*~! vede na rovnici
26— +e 1 =0...

My se omezime pouze na jistou tiidu funkci, ¢imz zaruéime ,hezké cho-

vani” funkce f, a tudiz jednoznacnou resitelnost llohy (3.1.1) (pFip. pro
hledant hodnoty f*).

Definice 3.1.1 Necht je dan interval I C R a funkce f: I — R. Rekneme, ¥e f je unimo-

dalni na I, jestlize existuje x* € I takové, ze

f(x1) > f(x2) pro libovolnd x7,x, € I spliiujict x* > x, > x1,

f(x1) < f(x2) pro libovolnd xq,x; € I splitujict x* < x; < x;.

Jingmi slowy...

Unimodalita vs. konvexnost/spojitost/diferencovatelnost.
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Definice 3.1.1 dokonce davé primy navod pro lokalizaci bodu x*.

Neohranic¢eny interval?

Nynt si ukazeme nékolik numerickych metod, s jejichz pomoci se bu-
deme snazit najit priblizné resent ulohy (3.1.1) pomoci N hodnot (=
povoleny pocet vycisleni funkce f). Pfesnost téchto metod je dana hod-
notou |x — x*|, kde x* je (presné) feseni tlohy (3.1.1) a X je jeho nalezend
aproximace.


mailto:zemanekp@math.muni.cz

’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MeTopy vIR = METODA PROSTEHO DELENi INTERVALU (MPD)

Tato metoda rozhodné neni prilis intelektualné naro¢nd (hruba sila) a vlastné ant
efektivni (ale idedlni pro zadatek nasich dvah). V zavislosti na parité N uréime délict
body intervalu I. Je-li N liché, pak

b—a. .
Xi::a—.—NiHl) 1:],,N:2k—1
Je-li N sudé, pak
b—
XZi::a"'ﬁ(]li & X2i—1 I:Xz‘l—é, 1:1,,k:N/2,

kde & je vhodné malé kladné ¢islo. ®.Co znamend ,vhodné"?

Vydislime f(x1),...,f(xn) (v pfipadé N =2k & & € {0, (b—a)/(k+ 1)} madme de facto
jenom k vycisleni). Necht v x; nastdva nejmensi funkéni hodnota, tj.
f(x;) = min f(xi).
( )) 1<1I<N (x1)
Polozme x¢ == a a xn41 == b. ®uPotom z Lemma 3.1.2 plyne, Ze x* € [Xj_1 ,Xj+1]. Tento

interval nazveme intervalem lokalizace minima (ILM) a za aproximaci x* vezmeme
stfed ILM, tj. X = (%j—1 + Xj41)/2.
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MeTopy vIR = METODA PROSTEHO DELENi INTERVALU (MPD)

Pak pro délku ILM plati

2b=a N=2k—-1
In = max (X1 —xiq) =3¢ 4 ’
1<iKN t t (Nb/ﬁ + 5, N = Zk,

coz mlizeme vyjadrit jako “Nbgi‘;/z] + 0 (pficemz pro liché N bereme & = 0). Polovina
tohoto cisla udéva presnost MPD. Jaky je Fad/rychlost konvergence MPD? Vezmeme-

li posloupnost délek ILM pro jednotlivé pocty vycislent, pak pro liché dostaneme

lim N2 1,

N—o0 fN

tj. mame sublinearni konvergenci, tj. chovéa se jako 1/N. Tento algoritmus je pasivni,
nebot volba bodt x1,...,xNn zavisi pouze na poctu vycisleni (a na 3).

0 Pocet vydisleni vs. délka ILM.

Q) Priklad.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapiToLa 3 20. PROSINCE 2024 19 / 99


mailto:zemanekp@math.muni.cz

’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pdlent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MeTopy vIR  METODA PULENI INTERVALU (MPI)

Necht nyni N = 2k. %\ Polozme x; =2(a+b)—8axi=72(a+b)+35 kde >0
je dostate¢n& malé &islo (co to znamend?). Porovname funként hodnoty f(x7) a f(x7)

o Jestlize f(x7) < f(x7), pak podle Lemma 3.1.2 je ILM [a,x]], nebot x; < x{.
(Neboli: pokud funkéni hodnoty rostou = mizeme ignorovat body za x7.)
o Jestlize f(x7) > f(x]), pak podle Lemma 3.1.2 je ILM [x7, b], nebot x; < x{.

(Neboli: pokud funkéni hodnoty klesaji = mizeme ignorovat body pred x7.)
N Dodatek.

Tento nové ziskany interval opét rozdélime na polovinu a ve vzdalenosti & od stiedu

nalezneme body x; a x3. Nasledngm porovnanim obou funkénich hodnot nalezneme
novy ILM. Tento postup opakujeme celkem k-krat.
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MeTopy vIR  METODA PULENI INTERVALU (MPI)
Algoritmicky popis MPI

Zaddni: Funkce f, interval [a, b], pfesnost ¢ > 0 nebo ¢islo N > 2. Stanoveni ¢isel
N/2 a b.

Krok 1: (Inicializace). PoloZime ag :== a, by =b, k =1 a vypocteme

ap + by + ap + bo

1= -9, X 5 + 4.

Krok 2: Vyéislime f(xi) a f(xif). Jestlize f(xi) = f(x{), pokratujeme Krokem 3.V
opacném pripadé nasleduje Krok 4.

Krok 3: Polozime ay = x;_, by == bi_1 a pokracujeme Krokem 5.

Krok 4: Polozime ay := ayx_1, by == x; a pokratujeme Krokem 5.

Krok 5: Je-li k = N/2 pokracujeme Krokem 6. Je-li k < N/2, vypocteme

_ ax + by ay + by
Xiq1 ::T—é a X, :ZT—HS'

Polozime k := k + 1 a pokrac¢ujeme Krokem 2.

Krok 6: Stanovime posledni ILM jako [ax, bi] a vypocteme X := %32k KONEC.
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V prvnim kroku je délka ILM

G=b—xj =xf —a=22+5.

Ve druhém kroku je délka ILM

b—a 30
b= +8) 5= 0+ 3

ve tretim

b— 75
G=l(ge )45y

..., vi-tém kroku

b— 28—1)8
R ((LERIURE BRE P

Tedy pro N = 2k vycislenich budeme mit ILM délky

b—a (2—1)8
b= 7Kk k-1
Pro k — oo potom dostavame

e = 5 (b—a) + (2 — 5)8 =% 25.
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MeTopy vIR  METODA PULENI INTERVALU (MPI)

Jaky je rad/rychlost konvergence MPI? Plati (uvaZuji posloupnost {¢, — 28} — proc?)

O =25 Lo/2%HT — 52K
lim 220 i 2 02

Koo b — 28 koo Lo/2K — §/2K—1 =1/2,

tj. konvergence je linedrni s rychlosti 1/2 (délka ILM klesa exponencialné s exponen-
tem 1/2, tj. jako (1/2)% = (1/v/2)N).

Jako aproximaci x bodu x* bereme stied k-tého ILM.

Presnost této metody je tedy nejméné %fk ~» ¢lm menst J, tim lepst — vskutku?

Algoritmus je aktivni, nebot rozloZeni bodt x; a x;" zavisi na predchozich bodech a
odpovidajicich funkénich hodnotach.

®\ Volba §?

Q) Priklad.

Skutec¢né pulent intervalu? A lichg pocet vycisleni?
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’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MeToby vR  METODA zLATEHO REZU (MZR)

,CESTA" K MZR

V MPI vyjadiuje &islo & absolutni vzdalenost bodii x{ od st¥edu ILM. Ovdem & by
mohlo také vyjadiovat relativni vzdalenost bod( bodi xit od stfedu intervalu I;_; =
l[ai—1,bi1l, 4.

(i1 +bir) =8(biy —aig) =aiy +(1/2=8) (bi—y — ai1),

X, =

_ N =

xi = s(ai—1 +bi—1) + 5 (bio1 —ai—1)

1

ai—1+(1/24+8) (bi1 —ai—1).

N

Pak z intervalu I;_; délky ¢;_; dostaneme interval délky
G=(1/2+8) b1,

takze z v{choziho intervalu I = [a, b] budeme mit po k krocich (tj. N = 2k vycisleni)
ILM délky
be=(1/2+8)"(b—a).

Mohli bychom tuto myslenku jesté vylepsit? Ano, snizenim potfebného poctu vycislent
nebo lépe: pri stejném poctu vycislent ziskat vice ILM.

Jdealnt” pripad: v kazdém kroku (vyjma prvniho) budeme potrebovat pouze jedno nové
vycislent. To je zakladni myslenka nasledujicich dvou metod.
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MeToby vR  METODA zLATEHO REZU (MZR)

,CESTA" K MZR (POKRAL.)

ZILM Li_; = [ai_1,bi_1] chceme pomoci bodd A (= x{) a pi(=x{") (a Lemmatu 3.1.2)
ziskat novy ILM I; = [ai, bil, tj. (obecng)
Ai = @iz ok, Hi = ai—1 + B L,

kde €;_7 :=bi_1—a;_1 je délka intervalu I;_1, &, p € (0,1) a & < B. Potom unimodalita
funkce f (a Lemma 3.1.2) opét déva

(1) f(A) < (i) = x* € [ai 1, Wil = [ai, bil,

(ll) f(}\L) > f(ul) = x" € [)\i,bifﬂ = [(li,bi].
Jak ale najit vhodnd «, 3?7 My jesté pozadujeme, aby A;; nebo pi;; odpovidalo né-
kterému z predchozich boddt, konkrétné (Slo by i jinak?): v pripadé (i) pit1 = A; a (i)
Ait1 = Wy, tj. v pripadé (i) mame

R =ai1+PB* 61 & Ai=aiit+abli; = a=p?

a v pripadé (ii) dostaneme

Mot =aig+Qa—a?) by & pi=ai1+pBlg = B=2a—o.
Odtud ziskdme rovnici 2% — % = B neboli B (B — 1) (B2 + B — 1) = 0, kterd méa
v intervalu (0, 1) jeding kofen

\6_]:lmQQS = a:ﬁ:176:l:3_¢§
2 T T2 2
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,CESTA" K MZR (POKRAL.)

Cislo T je tzv. zlaté &islo. Plati

©?—1—1=0.
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Prab&h MZR s vijchozim intervalem I = [ag, bo] s délkou €&y == by — ao.

vzdalenost od a; 1 (bi_1)
|

v e e e
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MeToby vR  METODA zLATEHO REZU (MZR)
Algoritmick( popis MZR

Zaddni: Funkce f, interval [a, b], pfesnost ¢ > 0 nebo ¢islo N > 2.

Krok 1: (Inicializace) Polozime ap == a, bp :=b a k= 1. Vypoclteme

}\] = ao+(bo—a0)/T2 a W = ao+(bo—a0)/’f.

Krok 2: Je-li k =N, pokracujeme Krokem 7. Jinak nasleduje Krok 3.

Krok 3: Vydislime f(Ax) a f(uy). Jestlize f(Ax) > f(uk), pokracujeme Krokem 4.
V opacném pripadé nasleduje Krok 5.

Krok 4: Polozime ay := Ay, by :==by_1, A1 = Lk @
fArr) = flu), M1 = ax + (b — ax)/T

a pokracujeme Krokem 6.

Krok 5: Polozime ay := ax_1, by = Wy, Hre1 = Ak @
fler1) = f(A)y,  Awpr = ax + (b — ai)/T

a pokracujeme Krokem 6.

2

Krok 6: Polozime k :=k + 1 a pokracujeme Krokem 2.

, , . " - +b
Krok 7: Stanovime posledni ILM jako [ay_1,byx_1] a vypolteme X := =121

KONEC.
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MeToby vR  METODA zLATEHO REZU (MZR)

Vlastnosti Rychlost konvergence:
MZR
o
lim bt = lim Tie“ = lim 1:1
i—o00 i i—o0 = i—soc0 T T
T

tj. linedrni konvergence s rychlosti 1/t ~ 0,618 ~» pomalejsi nez MPI??
Geometricky popis MZR (,nasazeni” A;).

Priklad Metodou zlatého fezu s N = 5 najdéme priblizné bod, ve kterém nastava
minimum funkce f(x) = 5x? — 4x + 2 na intervalu I = [0, 1].
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’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MeTtopy vR  FiBoNAcciHO METODA (FM)

,CESTA" K FM

Nynt pripustme, ze v kazdém kroku je mozné mit jiné & urcujici ,relativni zkrdcent”

ILM. OvSem misto 1/2 — §; uvazme «; € (0,1/2) (&islo B; zavddét nebudeme). Potom
v i-té iteract (tj. pro vypocet I;) mame

ai—1 }\i Hi bi—1
e @ e @ @
\ &4 ei’,] (] —20(1;) 2171 / Xq Eifl
~
(1 — o) by

z ¢ehoz podle toho, zda f(A;) < f(ui) nebo f(A;) > f(u;) dostaneme v dalsim kroku
(stejnou tvahou jako pro MZR)

ai = Qi1 Aig Hit1 = A bi =W
o————— 00— o— @ — 0
e —
Y
}\i+1 = Ui Hiv1 bi = bi—]
o—0——&o— @ — 0

S —

Y

ai:?\i
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MeTtopy vR  FiBoNAcciHO METODA (FM)

,CESTA" K FM (POKRAC.)

Takze v obou ptipadech must platit
Y =(1—-20)8 4 & Y=ol = (1T—o) i,

z ¢ehoz plyne

X4
g1 =1———
1— 243

(%)

(kdyby o bylo op&t konstantni, dostaneme rovnici «?> —3x+1 = 0 s kofenem o« = 1/72,
viz MZR). Budeme-Lli takto postupovat déle, bude po M krocich (tj. M + 1 vycislent)

délky ILM
=0 —-0a) (1 =) - (1—am)lo.

Vztah (%) vlastné ukazuje, jako volit o7, &, ..., aby cel(j algoritmus probihal dle nasich
) bl

predstav, tj. zvolime o; € (0,1/2) a v tu chvili jsou jiz hodnoty o, az,... jasné dany.

V takovém pripadé bude apriorni odhad chyby roven fy/2. Doplnime-li pFirozeny

pozadavek, aby tato chyba byla nejmensi moznéd dostaneme Glohu

(1—0o) (1T =)+ (1 — apq) — min,
o4 .
_ﬁ’ 1:1,2,...,M—l,

0< o <1/2, i=1,...,M,

o1 =1

Povolujeme i ,extrémni” hodnoty o € {0,1/2}, co kdyby néhodou... (ale je jasné, Ze

oy €{0,1/2} k FeSeni nepovede).
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MeTopy vIR  FiBoNAcciHO METODA (FM)

,CESTA" K FM (POKRAC.)

Resent této Ulohy lizce souvist s tzv. Fibonacciho ¢isly Fy, kde
Fio=Fu+F, F=1, k=1

tj. mame posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,34,.... Tato Cisla lze také vyjadrit pomoci
zlatého disla T, konkrétné

)]
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MeTopy vIR  FiBoNAcciHO METODA (FM)
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Resenim nast minimaliza¢ni tlohy jsou disla

Fm—1 ~ Fmo2 « Fvm—i 1
b s ) 1 ..

X1

= ) 2 = = )
Fmi1 Fm Fm-it2

a délka intervalu Im (po M + 1 vycislenich) je
Fmyr

v

Ovsem pro i =N —1 (tj. po vycerpani N — 1 vycisleni) je

1
ANo1=an—2 + EeN—Z = UN-1,

takze v poslednim kroku nedostaneme zadny novy bod. To je vlastné
dari za to, ze jsme povolilt o; € {0,1/2}, jenze v opacném pripadé by
minimaliza¢ni Glohy neméla reSent.
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MeTtopy vR  FiBoNAcciHO METODA (FM)

PosLepNi krROK FM

Co s tim?? Jedno wycisleni nevyuZzijeme? Zvolime-li ¢islo 0 < 18] < £o/Fn, potom
v zavislosti na & € (0,4y/Fn) nebo & € (—£y/Fn,0) dostaneme

200/Fn
A
r N\
an-2 AN—1 UN—1 bn_2
[ L 4 @ @
S ——
>
200/FN
A
r N\
an-2 AN_1 UN-—1 bn2
[ 2 @ @ ]
ﬁ—/

3]

Opét vycislime a porovndme hodnoty f(An—1) a f(un—1), ¢imZ ziskdme posledni ILM
In_1 s délkou €y /Fn nebo £o/Fn + 10
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Prabéh FM s vgchozim intervalem I = [ao, bo] s délkou £y == by — ao.

i vzdalenost od a;_; (bi_1)

(i+ 1 vyéisleni) délka ILM
Ai (i) wi (M)
1 B | B Bt b
i PNl g i g TNty
1 2 2
N-2 b Lo = b

N—-1&585>0 %eo FLeo(t)é ﬁﬂoneboﬁeo—l—é
N—-1&6<0 o lo(h)d Lo i Lo nebo - Lo + 18
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MeTtopy vR  FiBoNAcciHO METODA (FM)
Algoritmicky popis FM
Zaddni: Funkce f, interval [a,b], pfesnost ¢ > 0 nebo ¢islo N > 2. Stanoveni &
splitujictho 0 < [8] < £o/Fn-
Krok 1: (Inicializace) Polozime ao == a, by :=b a k := 1. Vypocteme

FN—Z FN—]

A= agp + (bo —ap) a pi:=ag+ (bo — ao).

N N

Krok 2: Je-li k = N — 1, pokracujeme Krokem 7. Jinak nasleduje Krok 3.

Krok 3: Vydislime f(Ay) a f(uy). Jestlize f(Ax) > f(ux), pokracujeme Krokem 4.
V opacném pripadé nasleduje Krok 5.

Krok 4: Polozime ay = Ay, by :==br_1, A1 =k @

FN—k—1 (

A1) = fli), M1 = ax + ; by — ax)
N—k
a pokrac¢ujeme Krokem 6.
Krok 5: Polozime ay := ax_1, b = Wy, Hre1 = Ak @
Fnoke
1) = F(Ak), A1 = ax + % (b — ay)
N—k

a pokracujeme Krokem 6.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapitoLa 3 20. PROSINCE 2024 40 / 99


mailto:zemanekp@math.muni.cz

MeTtopy vR  FiBoNAcciHO METODA (FM)

Algoritmicky popis FM (pokr.)

Krok 6: Polozime k :=k + 1 a pokracujeme Krokem 2.

Krok 7: Polozime o = (by 4+ ax)/2 + 6. Vycislime f((bk + ak]/Z) a f(o).
(@) Je-li 0 < (bx + ax)/2 a f(o) < f((bk + ak)/Z), pak an_71 = an-_2
abn.g = (bk + ak)/Z.
(b) Je-li o < (bx + ax)/2 a f(o) > f((bk + ak)/Z), pak an_1 =0 a
bno1 =bno2.
(c) Je-li (bx +ax)/2< o0 a f((bk + ak)/Z) < f(0), pak an—1 = an_2
a bN_] = 0.
(d) Je-li 0 < (bx +ax)/2 a f((bk + ak)/Z) > f(0), pak an—1 = (bx +
ax)/2 a by_1 =bn_2.
Poslednim ILM je [ax_1,bx_1] a vypolteme X :=
KONEC.

ak—1+bx1
> .
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Vlastnosti
FM

Priklad

MeTtopy vR  FiBoNAcciHO METODA (FM)

Rychlost konvergence:

¢
. Ingr(—0) . FN1 : Fn
lim ————— = lim —; = lim = -
N—o00 gN(—é) N—o0 Fio N—oo Fryyq T
N

tj. linedrni konvergence s rychlosti 1/t ~ 0,618 ~ stejné jako MZR.
A v jingch ohledech??

Geometricky popis FM (,nasazent” Aq).

Fibonaccitho metodou najdéme priblizné bod, ve kterém nastava mini-
mum funkce f(x) = 7x*—6x+2 na intervalu I = [0, 1] s pFesnosti nejméné
e=0,14.
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’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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Metopy vR  MeToDY vy33iHo RADU

DALSI NUMERICKE METODY

Pro diferencovatelné funkce mizeme také pouzit metody zndmé z kurzu numerickych
metod pro hledan( korentl funkce f(x), tj. FeSent rovnice f(x) =0, napft.

e metoda pllent intervalu,

e Newtonova metoda,

e metoda secen.

M

OvSem vse aplikujeme pro hledani stacionarni bodu funkce f(x), tj. FeSeni rovnice

f'(x) =0.
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' MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda ptlent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzenych gradientl (MSG)
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MeTopy v R™

Nyni se budeme vénovat néktergm numerickym metoddm pro fesent tlohy
f(x) — min, x € R™, (3.2.1)

kde f : R™ — R je (jednou/dvakrat/trikrat) spojité diferencovatelnd funkce. Ukdzeme
st dvé metody 1. fadu

e metoda nejvétsiho spadu (MNS),

e metoda sdruzen(ch gradientli (MSQG),
a metodu 2. Fadu

o Newtonova metoda (NM).
Tyto metody jsou zalozeny (prenesené i NM) na konstrukci tzv. minimalizujici po-
sloupnosti {x*}, kde

X Z K oy,

pricemz o € R se nazyvé délka k-tého kroku a vektor hy € R™ je smér k-tého kroku.

Jednotlivé metody se zdsadné lisi volbou vektor(i hy.

Volba délky kroku oy mize byt stejnd — jen je nutné zarucit, aby kroky nebyly
prilis dlouhé ani prilis kratké. My se budeme drzet tzv. pfesné minimalizace, tj. oy
urcime jako Ftesent jisté jednorozmérné minimalizac¢ni tlohy (tedy pomoci derivovani).
Toto samozi‘ejmé nent z praktického pohledu prilis efektivni, nebot nalezent presného
resent miize vyzadovat nemalé Usili (a v praxi to maze bgt i nemozné). Proto se misto
presné minimalizace pouZzivaji jiné nastroje: (i) konstantni volba, (ii) klesajict volba,
(iii) podminéna minimalizace, (iv) FeSeni pomoci jednorozmérnych numerickgch metod,
(v) zpétnd minimalizace (drobent kroku).
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MeTopy v R™

VoLBA hy A METODY NULTEHO RADU

Navzdory rdzngm pristupiim k volbé hy majt vSechny metody jednu spolecnou vlast-
nost: jednd se o spddové metody. To znamend, ze volbou hy a i dostaneme mini-
malizujict posloupnost {x[k]}, ktera generuje klesajici posloupnost funkénich hodnot

{F(M)).

Nejdrive miizeme naznacit dvé metody 0. radu.

e Metoda ndhodného hleddni: na zakladé jistého vbérového kritéria vybereme kan-
didaty pro vycislent a za ¢lena minimalizujici posloupnosti vezmeme bod s nejmenst
funkéni hodnotou (?? ru¢ni vgpocet ??).

e Metoda souradnicového spddu: minimalizace funkce podél souradnych os, tj. ve
sméru vektor(i ey,...,e,, pficemz v kazdém kroku feSime n jednorozmérnych mi-
nimaliza¢nich uloh. Z vijchoziho bodu x[0] wyrazime” ve sméru ey a hleddme bod
s nejmenst funkénil hodnotou. Z tohoto bodu vyrazime ve sméru ey, atd. az po ey,
&mz ziskdme bod x!' a cely postup opakuje s timto vijchozim bodem (?? nalezeni
feSent 77).
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’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MeTopy v R™ METoDA NEIVETSiHO sPADU (MNS)

Volba hy a Nejprirozenéjst volba sméru je
o
hy = —grad f(x¥)

(poprvé pouzito asi Cauchym v roce 1847). Jedna se tedy o tzv. gradientn{
metodu, pricemz MNS se od ostatnich liS{ pravé tim, ze délku kroku
volime jako presné tresent tlohy
F(xM ) = f(x™M — oy grad £(x1)) = m>ig f(x™ — o grad f(x¥)). (%)
>

Diky této volbé je MNS spadovou metodou, tj. v p¥ipadé grad f(x*!) £ 0
plati f(xk+1) < f(x[K).

Konec

s Z predpisu pro vipodet oy je jasné, Ze v okamziku grad f(x™) = 0 se
MN

minimalizujici posloupnost stane konstantni (vlastné nalezneme staci-
onarnt bod). Toto ale v praxi neni Gplné vhodné ukoncovact kritérium,
obvykle se voli kritéria typu (absolutnt vs. relativnt)

lgrad F(x) < &, [P = Fx¥) <6, I —xM ) < e,
[P — )] et — i
ECR) SR T
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MeTopy v R™ METoDA NEIVETSiHO sPADu (MNS)

ORTOGONALITA V MNS

Vektor grad f(x[]) je normalovym vektorem vrstevnice funkce f na trovni f(x*!). Navic
diky presné minimalizaci v (x) dostéavame, Ze pro & = ay # 0 musi platit

0= %f(x“‘] — o grad f(x¥)) = %f(x“‘*”(oc)) =
= =y
= grad " f(x () d x 1 (o) =
X=0) d(X X=X

= —grad' f(x**1) grad f(x™),

tedy sméry nejvétsiho spadu funkce f v bodech x¥! a xk+1]

grad f(x** 1)) jsou ortogonalni. Proto plati

(tj. vektory grad f(x¥) a

<x[k+2] — x 1]y Tt 1] —x[k]> = o o1 (grad f(x®*M), grad f[x“‘])> =0,

k+1] k+2] [k

tedy vektory uréené body x*+1, x[k g xk+2) xk+11isoy také ortogonalni. To nds pii-
vadi k typickému obrézku ilustrujicim MNS a jejimu jednoduchému popisu: ,vyjdeme”
z bodu x!! ve sméru vektoru —grad f(x!) a hleddme nejblizsi vrstevnici, pro kterou
bude tato poloprimka tec¢nou.
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MEeToDA NEIVETSiHO sPAbu (MNS)

MNS pro f(x1,%2) = 3xZ — 7x1%2 + 5% s xI0 = [-1, 1]
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Avsak v néktergch pripadech mize byt ,pohyb” uréeny MNS velmi zdlouhavy a
vede ke ,klikatént” (tzv. cik-cak efekt). — napf. pro Rosenbrockovu funkci (téz Ro-
senbrockovo tdoli, Rosenbrockova bandnova funkce) f(x1,%2) = (a—x7)? +b(x2 —x?)?
s globalnim minimem v bodé [a, a?]. Jednd se o nekonvexni funkci pouZivanou k tes-

tovani optimalizac¢nich algoritml (jedna z tzv. testovacich funkci). NejCastéji se voli
a=1ab=100, viz obrazek.
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Vrstevnice Rosenbrockovy funkce f(x1,x2) = (1 —x%1)% + 100(x2 —xl .

N/
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MNS pro Rosenbrockovu funkci f(x1,%2) = (1 —x1)% + 100(x; — x3)? s x[% = [0,0] a
x* =[1,1].

=0.1
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MNS pro funkci f(x1,%2) = 10(x2 — sinx1)? +x3/10 s x[°! = [1,1]
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MNS pro f(x1,x2) = (x5 +x3)3/2 s xl0 = [

MEeToDA NEIVETSiHO sPAbu (MNS)

1/V2,1/V2]

-0.5

0.5
! T
-0.5 05

_/

Ms170: KapiToLA 3


mailto:zemanekp@math.muni.cz

MeTopy v R™ METoDA NEIVETSiHO sPADu (MNS)

MNS PRO KVADRATICKE FUNKCE

Nyni se podivame blize na MNS pro kvadratické funkce
1
f(x) = 5 (Qx, x) =x"b, (3-2.2)

kde QT = Q > 0 je n x n matice a b € R™. Pak funkce f je ostfe (a sou¢asné i silng)
konvexni. Vlastni hodnoty matice Q jsou kladné a mizeme je usporadat jako

O0<A <A < <A
V tomto piipadé mizeme vyresit Glohu (3.2.1) ,pfimo” — FeSenim je bod x* splitujict
Qx*=b, t x*=Q7'b

s hodnotou f(x*) = f%bTQ*]b (ale i v tomto ,jednoduchém” piipadé miize byt Fesent
soustavy nebo vjpocet matice Q' pocetné& velmi nérocné).
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MeTopy v R™ METoDA NEIVETSiHO sPADu (MNS)

MNS PRO KVADRATICKE FUNKCE (POKR.)

Gradient funkce f(x) je
g(x) =gradf(x) = Qx—b,

takze jednotlivé iteraéni body jsou tvaru (gy := Qx*! —b)

[k+1] [k]

x =xM — o g = x™ — o, (Qx™¥ — b),

pricemz o mGzeme explicitné urcit jako

9u 9k
Xy = ——=— S (XkE[]/}\n 1/)\]}
“ 7 97 Qg ’
Tudiz .
k+1] _ (k] 9k 9k
X =X — == gk.
9. Qg "

V tomto piipadé jsou vrstevnice n-dimenzionalni elipsoidy s osami ve sméru vlastnich
vektor(, které jsou vzajemné ortogonalni. Délka poloosy odpovidajici i-tému vlastnimu
vektoru je ndsobkem &isla 1/4/A; (viz prvni obrdzek pro MNS; ale pro b # 0 bude stied
posunuty mimo pocatek).
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Nyni se podivame na konvergenci MNS. OvSem misto funkce f(x) se

Vv

zamérime na funkci

E(x) = - (x —x*) T Q(x —x*) = f(x) — f(x*).

1
2

Odtud vidime, e E(x**") = 0 neboli f(x**") = f(x*) pravé tehdy,
kdyz plati

1= (gzgk)z ()

(9 Qgx) (9 Q"gx)”
JelikoZ f(x) je ost¥e konvexni funkce, plati v takovém piipadé xx+1 = x*,
a MNS dava presné reseni po k + 1 krocich.

?7? Kdy nastane (k%) ??

Pokud pro Zadné k € N nenastane rovnost (xx), tak MNS je nekone¢-
nékrokovgm itera¢nim procesem.
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MNS pro f(x1,%2) =% —x1%x2 +x3 s x[ = [1,1]

05
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MeTopy v R™ METoDA NEIVETSiHO sPADU (MNS)

Lemma 3.2.2 (Kantorovi¢ova nerovnost) Necht A = AT > 0 je n x n matice. Pak pro

kazd( vektor x € R™\{0} plati

(XTX)Z 4}\min )\max
(XTAX)(XTA"T%) ~ (Amin + Amax)?’

kde Amin je nejmenst vlastni ¢islo matice A a Amax je nejvétsi vlastni
Cislo matice A.

Kombinact Lemma 3.2.1 a 3.2.2 dostaneme hlavni visledek o konvergenci
MNS.

Vi 228 Necht plati (3.2.2). Pak pro libovolné x°! € R™ posloupnost {x[*} gene-

rovanda MNS konverguje k jedinému reSent x* ulohy (3.2.1). Navic pro
funkei E(x) platt

A — A1\
E(x [+ < n 1 E(xX).
<3 3 ) B

Tedy E(x™) < CB¥, kde k € N, € = f(x) — f(x") a p = (323! )2.
To znamenad, ze konvergence je alespon linedrni s rychlosti nejméné f3.
Nicméné toto je pouze horni odhad a skutecna rychlost konvergence
zévist na volhé x[©.
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MeTopy v R™ METoDA NEIVETSiHO sPADu (MNS)

V pripadé Ay = Ay, (tj. Ay = --- = A,,) bude konvergence dokonce alespoi
superlinedrni. Ovsem jiz v pripadé Ay = Ay = -+ = A1 # Ay mGze bt

konvergence velmi pomaléd. D4 se také ukazat, ze pro ,témér vsechny”
v(jchozi body {x°"} bude konvergence linedrni s rychlosti velmi blizkou
Cislu B.

Hodnota  zavist na rozdilu A,, — Ay, coz Uzce souvisi s tzv. excentrici-
tou elipsoidl, které jsou vrstevnicemi funkce f (jde o ,miru zplostént”
elipsoidu, vétsi excentricita znamena vétsi hodnotu {3, viz vrstevnice pro
Rosenbrockovu funkct).

Cislo B miZeme také vyjadrit jako

2
B kK—1
S \k+1)°
kde k :== A /A; vyjadiuje tzv. podminénost matice Q (,citlivost”; hodnota
1/ vyjadiuje ,vzdalenost” od nejblizsi singuldrni matice). Cim vétsi je

hodnota «, tim hor3i je podminénost matice Q. UvaZzte napt. f(x1,x;) =
x?+axisa=2aa=1/100 (potom k =2 a k = 100).

s ) . . ) NI
Piklad Pomoci MNS uréeme prvni iteraci x"! pro fedeni tlohy

2 2 .
f(x1,%2) = X7 + 2x1%2 + 2x5 — min
pFi pocatecni aproximaci x© = [1,1].
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Vlastnosti MNS pro nekvadratické funkce?
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Tedy i v pripadé nekvadratické funkce hraje velkou roli podminénost
matice V2f(x*). Napt. pro Rosenbrockovu funkci je A/a = 2504.
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Pozor v pripadé nekvadratick(ch funkct:

e samotnad spojitd diferencovatelnost funkce f ale nestadi pro konver-
genci MNS, uvaZzte napt. f(x1,x2) = x3/3 +%x3/2 s vichozim bodem
X splisujicim x> 1;

e a aniv pripadé konvergence MNS nemusi platit, Ze v limitnim bodé
nastava globalni/lokalni minimum, uvazte stejny priklad s volbou

0<x§°] <1

Pti vhodném oslabent pozadavk(l predchozi véty mize zachovat alesporn
lokalni konvergenci MNS.
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Problémy s rychlosti konvergence lze ¢aste¢né vyresit napf. pomoci me-
tody paralelnich tecen:

pro dané x© uréime x!" a x2! pomoci MNS, ale xB! ziskdme
pomoci hy = x12! —x[°" a odpovidajiciho ot;. Body x* a x®) opét
pomoci MNS ...

Toto v pripadé kvadratické funkce vede k tzv. metodé sdruZenych gradi-
entd, kterou st ukdzeme pozdéji.
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’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzen(ch gradientd (MSQG)
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MeTopy v R™ NEwToNoVA METODA (NM)

ZAKLADNI PorPis NM

Jednd se o metodu druhého Fadu, tj. poZadujeme f € C2 na R™,

Hlavni myslenka: v (k + 1)-nim kroku (k € NU{0}) funkct f aproximujeme Taylorovgm
polynomem druhého Fadu se stiedem v bodé x™ a za x™*+" zvolime bod, ve kterém
nabyvé tento polynom nabygva svého minima.

To znamend, ze misto funkce f uvazujeme

Tie(x) == f(x™) + grad " f(x! )(X—X“‘])+](X XN TV2F(x) (x = %) (= (x))

2

JelikoZ hledame fesent Ulohy Ty (x) — min, zderivovanim Ty (x) dostaneme
grad T (x) = grad f(x™™) + V2 f(x™) (x —x),
co? v pHpadé reguldrni matice V2f(x¥)) vede diky nutnosti grad T, (x) = 0 k bodu

x[kH1l = [k [sz(xm)r1 grad f(x). (3.2.3)

Prvni pozorovdnti: v pripadé, kdy funkce f je dokonce kvadratickd, je aproximace Tay-
lorovgm polynomem presnd, tj. f(x) = Ti(x). V takovém piipadé nalezneme feSeni
tlohy (3.2.1) pomoct (3.2.3) pravé v JEDNOM kroku (,konvergence je superlinearnt
s radem oo”).
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MeTopy v R™ NEwToNoVA METODA (NM)

Absence regularnosti matice V2f(x¥!) celou situaci velmi zkomplikuje,
takZe tento pozadavek nevypustime. Bez dalSich pozadavkd ziskame tvr-
zeni o lokalnt konvergenci NM.

e B0 Necht f € C3 v okoli bodu x* € R™, ktery je nedegenerovangm minimem,

tj. grad f(x*) = 0 a V2f(x*) > 0. Potom pro x[°) € R™ dostate¢né blizko
x* konverguje posloupnost {x!} generovand NM k bodu x* superline-
arné s radem (alespori) p = 2 (tj. alespori kvadraticky).

Pozor: Véta 3.2.5 plati dokonce v pripadé det f(x*) # 0, takze je-li napf.
x* lokalnt maximum, pak pfi dostate¢né blizké pocate¢ni aproximaci
x[% € R™, bude posloupnost {x[¥} generovana NM konvergovat k tomuto
maximu x*.

Co znamend dostatecné blizko ve Vété 3.2.5? Z praktického pohledu
vlastné nemdme viibec zadnou informaci, jak zvolit x/°) — ani z dtikazu
tuto informaci neziskdme, nebot bychom museli znat x*. Nicméné pri
zesilen{ pozadavku na funkci f dostaneme nasledujict tvrzeni zpiesiujict
,oblast lokalni konvergence”. (VSimnéte si, Ze za uvedenych predpokladii
bude bod x**+! dokonce globalnim minimem T, (x).)
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MeTopy v R™ NEwToNoVA METODA (NM)

Vile Sl Necht f € C? je silné konvexn{ s konstantou silné konvexnosti ® > 0 a

funkce V2f(x) lipschitzovsky spojitd na R™ s konstantou M, tj.
[V2f(x) — V2f(y) || < Mllx —yl| pro vdechna x,y € R™.

Je-li podatedni aproximace x!© takova, Ze

892
[grad f(X[O]) [ < M

pak posloupnost {x™*} generovand NM konverguje k x* (coZ je jediné
minimum funkce f na R™, tj. FeSent (3.2.1)) superlinearné s (alespon)
radem p = 2, tj.

4 M||grad f(x ]
Meﬁzk, kde f = llgrad f(x) |

[k] *
[l — x| < 392

€ (0,1).

Dy
Priklad Pomoci NM uréeme prvni iteraci x!"! pro ¥egenti tlohy

f(x1,%2) = (x] +x3)*% = min

pFi podatedni aproximaci x© = [1/v/2,1/v/2].
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. MewoovvR™ | Newronova merooa (NM)
NM pro f(x1,%2) = (x} +x3)3/2 s xI = [1/3/2,1/V/2] (viz také MNS)
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NM pro f(x1,%2) = 3xZ — 7x1x3 +5%3 s X[ = [-1, 1]

-1 -0.5

-02

-0.4

~06 |

-0.8
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S MeroovR™ | Newronova merooa (NM)

NM pro Rosenbrockovu funkei f(x1,%2) = (1 —x1)? 4+ 100(x2 — x2)? s x[°! = [0, 0]

=

0.5

Z

_0_5 .

=
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S MeroovR™ | Newronova merooa (NM)

NM pro funkci f(x1,%2) = 10(x2 —sinx1)? +x3/10 s x[°1 = [1,1]
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MeTopy v R™ NEwToNoVA METODA (NM)

Souhrn e velmi rychléd konvergence;

o NM S5 Il v . et el
e nutnost dostatecné blizké pocatecni aproximace (existuji silné kon-

vexni funkce, pro které je pfi nevhodné zvoleném x© posloupnost

{f(x)} neklesajici, napt. f(x1,%2) = —1/(x? +x3 + 1) s polateni
aproximaci x°! = [a, 0] pro a > 0 dostate¢né velké nebo viz piiklad
nize);

e velmi vysokd pocetni naro¢nost pro vipocet [V2f(x)]~" pii vel-
kych hodnotach n (fadové jde o n® aritmetick(ch operaci) a zatiZent
tohoto vgpoctu numerickgmi chybami.

Posledni dva nedostatky odstranuji (alespori ¢aste¢né) riizné modifikace
NM.

. ) . L . Yy
Priklad Pomoci NM uréeme prvni iteraci x!"! pro fegenti tlohy

f(x1,%2) = 4/1 + %% +x3 — min

pri podateéni aproximaci x[° = [1/2,1/2]. A co pti volbé x[° = [1,1]?
Kdy se ,pokazi” konvergence?
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MeTopy v R™ NEwToNoVA METODA (NM)

MobirFikace NM

NM miizeme také chapat jako iteraéni proces podobn MNS, tj. x+1 = x4 o hy,
kde tentokrat :
he = —[V2(xM)] 7 grad f(x™) a o =1

Prvni prirozenou modifikaci této metody pak je zména volby ay jako
o = argmi {F(x™ — o hy )}
k = argmingsotix X Ny ) g,

¢imz dostaneme tzv. spadovou NM. Samoziejmé mdzeme oy volit i jingm vhodngm
zplGsobem napf. popsanym na zacatku.

Jenze pii téchto modifikacich NM mizeme prijit o tu neret Lv jhodu NM — o kvad-
ratickou konvergenci. Navic stdle jeté musime poéitat [V2f(x!¥)]~

Posledni zminén( nedostatek odstranuji tzv. kvazinewtonovské metody, kdy matice
[VZf(x )]~ je nahrazena jistou matici Ay, tj.

[k+1] [k]

X =x" — ot Ax gk,

kde Ay € R™™, ock > 0 a gx = gradf(x!). Volbou A, = I dostaneme MNS a
volba Ay = [VZf(xM)]~T dava NM. Toto nds privadi k nasledujici metodg, kterou lze
povazovat za rozumny kompromis mezi MNS a NM.
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’ MeTopy v R

3.1.1 Metoda prostého délent intervalu (MPD)
3.1.2 Metoda pulent intervalu (MPI)

3.1.3 Metoda zlatého Fezu (MZR)

3.1.4 Fibonacciho metoda (FM)

3.1.5 Metody vyssiho radu

‘ MEeTopy v R™

3.2.1 Metoda nejvétsiho spadu (MNS)
3.2.2 Newtonova metoda (NM)
3.2.3 Metoda sdruzenych gradientt (MSG)
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

CesTtA K MSG

Vratme se opét k situaci, kdy v tloze (3.2.1) mdme pouze funkci
1
f(x) = EXTQX —b'x, (A)

pficem? Q =QT e R™™, Q>0abeR™

Potom nalezeni feSenti tlohy (3.2.1) & (A) je ekvivalentn{ s FeSenim soustavy

Qx=b. ()

Ulohu (%) umime te$it napt. Gaussovou eliminaci. Ovéem v roce 1952 publikovali
Hestenes a Stiefel presnou metodu pro feSeni nehomogenni soustavy rovnic s po-
zitivné definitni maticl jakozto alternativu ke znamé Gaussové eliminaci. Tato metoda
nalezne feSeni n x n soustavy v nejvyse n krocich. Tuto metodu pojmenovali the
conjugate gradient method. Nicméné tato metoda zlistala delSi dobu nepovSimnuta,
nebot vyzadovala 2n3 +0(n?) aritmetick(ch operaci, zatimco Gaussova metoda pouze
n3/3 + O(n?) operaci pro n — co. Tuto metodu lze pouZit i v pfipadé pozitivn& se-
midefinitni matice, ovSem nemusi nas privést k v(sledku (pozn.: v roce 1945 trval
na ,automatickém pocitaci” vipocet inverze matice 10 x 10 pfiblizné 15 ¢lovéko-dni,
v roce 1949 to udajné bylo /z dnesniho pohledu stale nekoneén(ch/ 8 hodin).
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

Ackoli se jedna o primou metodu (feSeni po n krocich), lze ji chapat také
jako iterativni proces s velmi rychlou konvergenci v pripadé pozitivné
definitni matice. Toho si v3imli o0 15 let pozdéji a MSG jakoZto metodu
pro fesent velkgch nelinedrnich optimalizacnich problému publikovali
Fletcher a Reeves. Pozdéji byla tato metoda revidovana a upravena pro
Ulohu (3.2.1) & (A), coz si nyni predstavime.

Klicovgm pojmem celé metody je tzv. Q-sdruzenost vektort.

Ltttk Necht Q = QT € R™ ™ je pozitivné definitni. Vektory hy,h, € R™\{0}
Sl se nazyvaji Q-sdruzené (téz Q-ortogonalni), jestlize
(Qhy, hy) =h{Qh, =0.
Systém vektort {ho,...,hm_1} v R™\{0} pro m € {2,...,n} se nazgva
Q-sdruzeny, jestlize
<th, h]> =0 pro l#).
Véta 3.2.8

Necht systém vektort {hg,...,hm—1} v R*"\{0} s m € {2,...,n} je Q-
sdruzeny. Potom jsou tyto vektory linedrné nezavislé.
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Nasledujict tvrzent ukazuje, jak je uzitecné (= dulezité) miti systém Q-
sdruZzenych vektor.
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

Vzhledem k volbé funkce f lze snadno odvodit explicitni predpis pro délku k-tého
kroku. Chceme totiz
1

k T k Ty lk :
E[X[ I+ achy) Q(x[ I+ ahy) = b (x™ + othy ) — min,
coz po zderivovani vzhledem k o déva

T k
Chy grad f(x¥)

T
h, Qhy

Metoda popsana ve Vété 3.2.9 se nazgva MSG a pro jeji pouziti zbgva vhodné zvolit
vektory hg,...,hn_1. Z LAaG zndme Gramiv-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces, coz

je vlastné uréent Q-sdruzenych vektor( pro Q = I. Tento postup mGzeme zobecnit na
libovolné Q > 0: pro systém LNZ vektor(i up,...,u,_1 polozime

X =

(3.2.9)

i1
ho =W & hi ::ui+ZBijhja
j=0
pri¢emz hy konstruujeme tak, aby byl Q-sdruzen( s ho; h, tak, aby byl Q-sdruzeny
s hp a hy atd. Jingmi slovy, v i-tém kroku vezmeme u; a odecteme ty ,slozky”, které
nejsou Q-sdruzené k hg,...,hi_1. To nas privadt k volbé
u{ Qhy
hfQh;’
Nevyhodou tohoto procesu je fakt, ze si musime ,pamatovat” vsechny predchozi vek-
tory pro konstrukci dalsiho a celkové potFebujeme O(n?) aritmetick(ch operaci.

Bij =

i>].
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My zvolime vektory wy = —grad f(x*!) pro k € {0,...,n — 1}, &im?
dostaneme

ho == —grad f(x/), hy == —grad f(x™) + Br_1 hye_1, (3.2.10)
_grad' f(x'¥) Qhy_4

Br1: h{_1 Qhys )

(3.2.11)

pFicemz body x™ jsou pocitany dle (3.2.8). Vlastné volime Bij = Br,x—1
coz zaruluje, ze vektory hy_; a hy jsou Q-sdruzené. Je to skutecné
dobra volba?
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

Navic misto (3.2.9), (3.2.10) a (3.2.11) mGzeme pro gy = grad f(x¥) =
Qx™ —b brat
o — K9 B, — It
h Qhy’ 9e 19k’ (3.2.12)

ho = —go, he = —gi + Br—1hi1.

OvSem pozor: v MNS je mozné pfi resent prikladi ,zkracovat” vek-
tory hy, abychom si zjednodusili vipocty (to se pouze projevi zménou
o). Toto je mozné také pro MSG, ale pouze pfi pouZitl vzorct (3.2.9)
a (3.2.10). Pri pouziti (3.2.12) to jiz fungovat nebude! Nicméné pomoci
obou p¥{stupti musi vyjit tytéz hodnoty xM, x2],

P ’ v 7. . Vv V7. v v ’
ALk Pomoci MSG uréeme prvni iteraci x"! a smér h; dalsi iterace pro feéent

tlohy
f(x1,%2) = xf + x1%2 —I—x%

pri podatecni aproximaci x/° = [0, 1].
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

Numerické Z teoretického pohledu musi MSG pro dlohu (3.2.1) & (A) naijit FeSeni
vlastnosti v nejvyse n krocich (dle Véty 3.2.9). V praxi (p¥i numerickém v{poctu)
MSG (i) vSak dochazi k zaokrouhlovacim chybdm a m(ze se stat, ze toto re-

Sent nenalezneme. Nalezneme pouze néjakou jeho aproximaci, pricemz
Jkvalita“ této aproximace zavist pravé na zaokrouhlovacich chybach, a
tedy zejména na podminénosti matice Q vyjadiené podilem Amax/Amin-

V praktickgch implementacich MSG se tato metoda pouZzivd v cyklech
délky m, tj. po n krocich se cely proces restartuje a za v{chozi bod
nového cyklu se bere x™, .

kah k%n>2n)3n)--'v

Bit = 0, k=mn,2n,...,

(n ~ Fletcher & Reeves). Je také mozné zvolit néjaké ukoncovaci pra-
vidlo, zejména napt. gy gx = [lgrad f(x™) | < e.
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

Numerické Hlavni vghodou MSG je jeji snadnd implementace (podobné jako pro
vlastnosti MNS). Pocetnt narocnost jednoho kroku je
MSG (i)

O(n) + [pocet aritmetickgch operaci pro ndsobeni h ~~ Qhl.

To znamend, Ze pro fidkou matici Q (tj. poet nenulovych prvki N < n?)
bude pocet operaci maly (pro hustou matici je pocet aritmetick(ch ope-
ract pfi ndsobeni matice-vektor roven (2n — 1)n, coZ v pfipadé Fidké
matice bude mensi nez 2N <« (2n — 1)n). V praxi se mnohdy jedna
o systémy, které maji velmi fidké matice (pocCet nenulov(gch prvki je
asi 0,01 %-1%) nebo jsou soucinem dvou fidkgch matic (coz je pocetné
stejné narocné jako kdybychom méli jednu fidkou matici). Je-li rad ma-
tice opravdu velky (desitky tisic, napt. v tomografii se jednd o 10° aZ
10°) a neni zde 74dnd ,Fdkost”, tak v podstaté neni zpiisob, jak sou-
stavu Qx = b vyresit (v ridkém pripadé lze pouzit Gaussovu eliminaci
s vhodnou modifikact pro zachovani fidkosti). V takovém pripadé tedy
nelze pouzit primé metody linearnt algebry a nezbgva nam nic jiného
nez skutecné pouzit néjaky iterani proces, jako napt. MNS nebo MSGC.
Nicméné stale je aritmetickd narocnost relativné mala (zavislost je poly-
nomialni) — totéz plati i pro MNS, ale MSG mé v jistém smyslu nejlepsi
rad konvergence mezi vSemi iteraénimi procesy zalozengmi na matico-
vém nasobent. Nevijhodou je citlivost na podminénost matice Q.
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Pocet kroku
MSG

Véta 3.2.11
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Ma-li matice Q pouze r rtiznych vlastnich hodnot, potom MSG nalezne
resent v nejvyse r krocich. Navic platt

Ak —A 2
[k+1] x* n—k 1 [0] %12
X P O— X —X .

Toto muZeme vyuzit pro predpovéd chovani MSG: uvazme matici
Q s m velkgmi vlastnimi hodnotami a zbgvajicimi n — m mensimi
,nahromadénymi” kolem 1, potom dostaneme

[m+1]

2
”X ” E”X _X*H y &€= An—m _?\1)
Q™ Q

tedy pro velmi malé e, mizeme Fici, ze xIm+1

krocich MSG je velmi dobrou aproximact x*.

ziskané po pouhych m+1

MSG lze aplikovat také v pripadé Q > 0

Necht matice Q > 0 s hodnosti v := rank Q < n. Pak MSG bud zajisti
nalezeni minima funkce f dané jako v (A) v nejvgse r krocich (v ta-
kovém piipadé pro néjaké k € {0,...,7} nastane gradf(x*) = 0 a
ho,...,hx—1 # 0) nebo signalizuje, Ze toto |mmmum neextstUJe (v ta-
kovém pripadé h) Qhy = 0, pFicemz grad f(x[?), ..., grad f(x*=1) # 0
pro néjaké k € {0,...,1}).
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MeTopy v R™ METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)
MSG PRO NEKVADRATICKE FUNKCE

MSQG lze aplikovat také pro nekvadratické funkce. Algoritmus funguje stejné jako pro
kvadratické funkce pouze se lisi volbou By, pficemz obvykle dochézi k restartu MSG
po n krocich. Existuje n&kolik pFistup(i, zejména (Fletcher—Reeves) BER; stejné jako

v (3.2.12) pro gy == grad f(x[¥) nebo (Polak-Ribiére)

[31}251 — (gx —Tgk—ﬂTgk
Jr—19k-1
nebo (Hestenes—Stiefel)
msg1 (9 —g1) g ns#2 (G —gr—1) g
k1 =T - v P =T

h 1 (gx — gk1) g 1(gx —gr1)’

Dokonce lze najit strategii
FR PR FR
Pk Bk < _Bk )
FR—PR _ J aPR PR FR
E)k - Bk ) ‘Bk ‘g k
FR PR FR
Koo Bt > B
Obecné plati: razné volby By jsou vghodné v rGizn(ch situacich. Napf. je znamo, ze
volba BPR dava mnohem lepsi vysledky ne? BIR v nékter(ch pripadech — ale jiz ne
v jingch. Existuji dokonce piipady, kdy gy jsou odraZeny od nuly v p¥{padech volby BFR
~ v tomto ¢lanku je na zakladé analyzy globalni konvergence MSG uptednostiiovéna
volba BER. Autor tého? ¢lanku ale také navrhuje volbu By = max{0, BFR}.
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Nasledujici dvé tvrzeni davaji informace o ,oblasti” lokalni konvergence
a o fadu konvergence posloupnosti vysledkd MSG s cykly délky n
(ov8em nikoli o konvergenci samotné MSQG).
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A jak je to s rychlosti konvergence?

i S Necht f € C3 na R™, x[% € R™ a x* je nedegenerované loklni minimum,

tj. grad f(x*) = 0 a V2f(x*) > 0. Necht x!/ je vijsledek MSG s cyklem
délky n a vichozim bode x*=" a necht x* — x* pro k — co. Potom
posloupnost {x[®} konverguje k x* superlinedrné s fadem alespoii p = 2
(tj. kvadraticky), tj.

I — x| < Cl — x|
pro néjaké C < oo a vdechna k € NU{0}.

Nast ptvodni motivaci bylo nalezeni metody, kterd je lepsi nez MNS
ale méné narocnad nez NM. Muazeme ftici, Ze MSG toto spliiuje, nebot
predchozi véta ukazuje, ze visledek jednoho cyklu délky n MSG ,udéla
stejny pokrok” jako 1 krok NM.

MSG Uzce souvist s tzv. metodami Krylovoviych podprostort, které byly
zarazena mezi 10 algoritm(, které nejvice ovlivnili rozvoj a uziti védy
a inzenyrstvi ve 20. stoleti.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapitoLa 3 20. PROSINCE 2024 89 / 99


mailto:zemanekp@math.muni.cz

S Meonn VBT Merooa soRuzenich GRADIEnTs (MSG)

MSG pro funkci f(x1,%2) = x5 —x1x2 +x3 s x[% = [1,1]

0.5

Ms170: KapiToLA 3


mailto:zemanekp@math.muni.cz

S Meonn VBT Merooa soRuzenich GRADIEnTs (MSG)

MSG pro funkci f(x1,%2) = 3x3 — 7x1%2 + 5%3 s x% = [-2,1]

Ms170: KapiToLA 3
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MSG pro funkci f(x1,%2) = (x3 +x3)%/2 s x% = [1/v/2,1//2]

-0.5

0.5
T T
-0.5 0.5

|/

Ms170: KapiToLA 3
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MSG pro Rosenbrockovu funkei f(x1,%2) = (1 —%7)2 4+ 100(x2 —x2)? s x% = [0,0] a

bez resetu 3
0.5
0.4
03

0.2

0.1
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MSG pro Rosenbrockovu funkei f(x1,%2) = (1 —x7)? 4+ 100(x2 —x2)? s x% = [0,0] a

resetem 3
05
0.4
0.3
*2
0.2
0.1
- : .
—0.2 D_
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MSG pro funkci f(x1,%2) = 10(x2 —sinx;)? +x%/10 s x[®) = [1,1] a bez resetu
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S Meonn VBT Merooa soRuzenich GRADIEnTs (MSG)

MSG pro funkci f(x1,%2) = 10(x2 —sinx;)? +x3/10 s x% = [1,1] a resetem

R T =T e ———— Nigi7e: Ko s T
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METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

MSG pro funkci f(x1,%2) = 10(x2 —sinx;)? +x2/10 s x[® = [1,—10] a bez resetu

R T =T e ———— Nigi7e: Ko s T ———
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METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (MSG)

MSG pro funkci f(x1,%2) = 10(x2 —sinx7)? +x2/10 s x1® = [1,—10] a resetem {3

=

R T =T e ———— Vg7 Ko s T
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Konec.
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