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PETR ZEMANEK (MASARYKOVA UNIVERZITA, BRNO)

Kapitola 1: Uvod
(verze: 20. prosince 2024)

Uvop

Cum enim Mundi universi fabrica sit perfectissima
atque a Creatore sapientissimo absoluta, nihil
omnino in mundo contingit, in quo non maximi mi-
nimive ratio quaepiam eluceat.

/lelikoZ usporadani vesmiru je na nejvyse dokonalé
a ve skutecnosti dilem nejmoudrejsitho Stvoritele,
neexistuje ve vesmiru zhola nic, z ¢eho by nevyza-
rfoval néjaky princip maxima nebo minima./

Leonhard Euler (1707-1783)

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro-
prietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimet-
rici lattissimo sensu accepti (1744; viz Additamentum 1

[str. 245/ dostupné na adrese goo.gl/9u4An2)

Obrazek prevzat z goo.gl/TBdxET
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ZAKLADNI VYMEZENI

Obecnou optimalizaéni ulohou mizeme rozumét problém nalezent takového bodu
v dané (pripustné) mnoziné, ze v ném dané ,ucelové zobrazent” prirazujict prvkim
pripustné mnoziny hodnoty z R nabgva v jistém smyslu optima (max./min.), tj. tlohu

F(X) — opt, Xe¢& X.
Redenim této tlohy rozumime prvek x* € X takovy, Ze
X* € argopt,cx F(X) :=={x € X | F(x) > F(y) pro vSechna y € X}.

V nékterych pripadech ovSem nent nutné (nebo mozné) takovy bod X* najit a misto
toho se spokojime pouze s nalezenim optimalni hodnoty ucelového zobrazent, tj. ¢islo

F* = optyxF(X).
Takto formulované optimalizacni ulohy mGzeme podle charakteru neznamych velicin
rozdélit do dvou skupin:
e funkéni optimalizace (~ variacni pocet)

e parametrické optimalizace (~» matematické programovant)
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FUNKCNI OPTIMALIZACE

Pripustnd mnozina = prostor funkct (skalarnich nebo vektorovich) n-rozmérné pro-
ménné definovanych na jisté mnoziné QO C R™, s jistgymi vlastnostmi (spojitost, di-
ferencovatelnost apod.) a spliujicimi dalsSi (tzv. vedlejsi) podminky dané soustavou
néjakych algebraickych, transcendentnich, diferencidlnich nebo integralnich rovnic ¢i
nerovnic

Ucelové zobrazent = funkcional (tj. zobrazent pfirazujict kazdé funkci z pripustné mno-
ziny prvek z R)

V takovém pripadé tedy hledame funkci z piipustné mnoziny, pro kterou dan( funk-
cional nabgva nejvétsi/nejmenst hodnotu mezi vdemi funkcemi z pripustné mnoZziny.

Napt. mezi viemi funkcemi t¥idy C'[a, b] najit tu, jejiz graf je nejkratsi spojnict bodd
A = [x1,y1] @ B = [x2,y2], 1.

Jlf] = JXZ V14 [f(x)]? dx — min.

_ M51 . S = 2024 : / 31

VARIACNI POCET (M68oo; 1aR0 2018 + 2k, k € N U {0})

Johan Bernoulli, Acta Eruditorum (1696), viz goo.gl/26F gvj
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ZAKLADNI VYMEZENI

Jda, Johann Bernoulli, oslovuji nejbystrejsi matematiky na
svété. Neni nic pritazlivéjsiho pro inteligentn( lidi néz cestny a
ndrocny problém, jehoZ mozZné fesen( prinese sldvu a ziistane
trvalym pamdtnikem. Ndsledujice rady prikladd Pascala, Fer-
mata atd. doufdm, Ze ziskdm vdécnost celé védecké komunity
tim, Ze pred nejlepsi matematiky nasi doby postavim problém,
ktery otestuje jejich metody a silu jejich intelektu. Jestlize mi
kdokoli sdéli reseni navrhovaného problému, verejné prohld-
sim, Ze je hoden uzndnt.

JOHANNES BERNOULLLMATH:PRO

Obrazek prevzat z goo.gl/UqiNUc

Problema Novum, ad cujus Solutionem Mathematici invitantur.

Datis in plano verticali duobus punctis A et B assignare mobili M viam AMB, per
qguam gravitate sua descendens et moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore
perveniat ad alterum punctum B.

/Nova uloha, k jejimuz fesenl se vyzyvaji matematikové: Necht jsou dany dva body
A a B ve svislé roviné. Urcete kfivku vyznacenou hmotngm bodem, ktery startuje
v bodé A a pouhgm plsobenim gravitace dosahne bodu B v nejkratSim mozném case
(=brachistochrona)./
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ZAKLADNI VYMEZENI

ULOHA O BRACHISTOCHRONE — VOLBA BODU

Vy$ka=0.6 m, Vzddlenost=1.2 m, Gravita¢n( zrychlen(=9.8 m/s"2
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Vyska=0.6 m, Vzdalenost=1.2 m, Gravitac¢ni zrychleni=9.8 m/s/2
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ZAKLADNI VYMEZENI

NA 71vo:“ 02021A, UMS, PRF MU
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ZAKLADNI VYMEZENi

v

1 Obrazek prevzat z goo.gl/rV9esA

BVV — Pavilon A —
Obrazek prevzat z goo.gl/hCHQcb

S
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ZAKLADNI VYMEZENI

1T BVV LPIPaV'llOH A o - 1 Casa Mila (Barcelona © Antonio Gaudi)

Obrazek prevzat z goo.gl/EmGpzh Obréazek prevzat z goo.gl/CAfYRe
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ZAKLADNI VYMEZENi

Gateway Arch (St. Louis)
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ZAKLADNI VYMEZENI

Video prevzato z goo.gl/RSeshr
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ZAKLADNI VYMEZENI

[PARAMETRICKA OPTIMALIZACE

Pripustna mnozina = mnozina X C R™ vymezena jistymi podminkami dangmi sousta-
vou néjakych algebraickych nebo transcendentnich rovnic ¢t nerovnic

ucelové zobrazent = realnd funkce f definovana (alespon) na pripustné mnoziné.
V tomto kontextu byva (v zavislosti na oblasti) funkce f oznacovana jako ucelova,
cilova, ztratova, nakladova, nepfima uzitkova, uzitkova, energeticka atd.

V takovém pripadé tedy hleddme bod x* € X, ve kterém dana realna funkce f nabygva
své nejmensi hodnoty mezi vsemi body x € X, tj. mame resit dlohu

f(x) = min, x € X, (1.1)
pricemz mnozinu X mGzeme vyjadrit jako
X={xeR"|g1(x) <0,...,91(x) <0& hy(x) =0,...,hg(x) =0}
pro K,L € NU{0} a dané funkce g1,...,9r,hq,...,hy, tj. hleddme

X" € arg mi)r(l f(x) ={x € X | f(x) < f(y) pro vSechna y € X}.
xXe
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ZAKLADNI VYMEZENI

Ulohu (1.1) pak cteme jako: Najdi bod x*, v némz redlna funkce f do-
sahuje nejmensi hodnoty (tj. minima) mezi vSemi body x € D(f) C R",
které vyhovuijt soustavé L nerovnosti

g1(x) <0 & g(x)<0 & -+ & gr(x)<0
a soustavé K rovnosti
hi(x) =0 & hy(x)=0 & -+ & hyi(x)=0.
Pripadné mizeme misto (1.1) resit ,pouze” ulohu
£ = inf f(x) (1.2)

10U e (2] Reéent Glohy (1.1) pak neni nic jiného nez nalezeni vrstevnice funkce f

na urovni f*.

_ PalSl Ulohu (1.1) navic mGzeme rozdélit do dvou subkategorit
klasifikace , o, , , , .
e Ulohy bez omezujicich podminek (tzv. volné extrémy), tj. X = R™,
napt. x> + 1 — min
e Ulohy s omezujicimi podminkamt (tzv. vazané extrémy), tj. X ; R™,
napf. x cosy — min, [x,y] € [-5,5] x R.
Co jiz zname?
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»OPAKOVANI“

1.2, OPAKOVANI"
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Definice 1.1

Véta 1.2
(Fermat)

»OPAKOVANI

Bod x* € X nazveme bodem globalntho minima funkce f na X, pricemz
X C D(f), tj. reSenim tlohy (1.1), pokud f(x*) < f(x) pro vSechny x € X.
Bod x* € X nazveme bodem lokalntho minima funkce f na X, neboli lo-
kalnim reSenim ulohy (1.1), jestlize existuje takové e-okoli bodu x*, tj.

O (x") ={xeR"||[[x—x"|< e}, &>0,

ze f(x*) < f(x) pro kazdé x € XN O, (x*).

V pripadé ostrgych nerovnosti hovoiime o ostrgch globalnich/lokalnich
minimech. Analogicky definujeme globalni/lokalnt (ostra) maxima.

Jak je najit?

Necht pro funkci f: R™ — R existuji vSechny parcialni derivace 1. radu
v bodé x*, ve kterém ma funkce f lokalni extrém na R™. Potom x* je
stacionarnim bodem funkce f, tj.

grad f(x*) = . =0.

\ Frn (x) /
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Véta 1.2a

Véta 1.3
(Weierstrass)

Véta 1.4

»OPAKOVANI“

Ma-li funkce f: R™ — R v bodé x* € R™ a néjakém jeho okoli spojité
parcialni derivace 2. fadu, grad f(x*) = 0 a symetrickd n x n (Hessova)

matice 5
0-f
V2(x') = ( 5—a— (x*)
0 0X; i,j=1,...,n

je pozitivné definitn{, pak bod x* je bodem ostrého lokdlntho minima
funkce f na R™.

Jak se pozna pozitivni definitnost?

Platt také opacnad implikace? Jak se pozna pozitivni semidefinitnost?

Existence globalnich extréma?

Necht X C R™ je kompaktni mnozina a f: X — R je spojita funkce na X.
Pak funkce f nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na X (tj. globalnich
extréma).

Dokdzeme extrémy ,lokalizovat™?

Necht X C R"™ je kompaktni mnozina a funkce f : X — R je diferen-
covatelnd na X. Pak f nabgva svého maxima a minima na X bud ve
stacionarnim bodé lezicim uvnitf X nebo v nékterém hrani¢nim bodé
mnoziny X.

Praktické?

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Msg170: KaPiToLA 1 20. PROSINCE 2024 22/ 31




Co je mnozina M? Mnozina
xeR™[g1(x) =0}

obvykle predstavuje nadplochu, tj. ,utvar” dimenze n — 1. Pfidénim dals{ nadplochy
dostaneme
{xeR™ | g1(x) =0}N{x € R™ [ g2(x) = 0},
coz bude mit dimenzi n — 2 atd. Tedy M bude (n — m)-dimenzionalnt plocha v R™.
Napf.
91(x,y,z)=x—|—y—|—z—2, gZ(X)y)Z):X2+yz_1




Co znamena, ze x* je stacionarnim bodem funkce L(x,A*)?

K tomu, aby bod x* byl lokdlnim vazangm extrémem nent nutné (ale po-
stacujici), aby byl soucasné lokdlnim extrémem funkce L(x,A*). Avsak je-
li x* vdzangm lokdlnim minimem, nutné V2L(x*,A) > 0 na Ker(DG(x*)).

' ZAKLADNI VYMEZENI

,OPAKOVANI“

‘ NEOPTIMALIZOVA(TEL)NY HISTORICKY EXKURZ




| NeopTMALZOVA(TEUNY WisToRicKY EXKURZ
Leonid Vitaliyevich KANTOROVICH (1912-1986)

George Bernard DANTZIG (1914-2005)
William KARUSH (1917-1997)

Harold William KUHN (1925-2014)
Albert William TUCKER (1905-1995)
Fritz JOHN (1910-1994)

Moritz Werner FENCHEL (1905-1988)

R. Tyrrell ROCKAFELLAR (%1935, viz goo.gl/kvDL8y)

V této oblasti (na rozdil od nékterych jingych) neni klicové rozlisovat mezi
linedrni a nelinedarnt ulohou, ale mezi konvexni a nekonvexni ulohou.

é

KONVEXNI ANALYZA
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NEOPTIMALIZOVA(TEL)NY HISTORICKY EXKURZ

V piipadé X & R™ predstavuje bod x* v tloze (1.1) optimdlni FeSeni (strategii, téz
navrhovy vektor aj.) tzv. matematického programu (IT?!)

|

Matematické programovani (M5170)

o~ "y

Linearni programovant Kvadratické programovant Celociselné programovant

(MAT7/0) (MB150)

A\ 4
V

Optimalizace (M0160; kazdy jarni semestr)
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