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10. Analýza citlivosti ................................................................................................. 58

–1/65–



1.
”
Opakováńı“ a úvod

Pro kontrolu výpočt̊u m̊užete využ́ıt Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

1.1) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, yq “
?

3x´ y ` 2 na množině M “
 

rx, ys P R2
| x2

` 2x` y2
“ 0

(

.

řešeńı: Pmax “ r´1`
?

3{2,´1{2s a Pmin “ r´1´
?

3{2, 1{2s

1.2) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, yq “ 2x´ 3y na množině M “
 

rx, ys P R2
| x2

` y2
“ 25

(

.

řešeńı: Pmax “ r10{
?

13,´15{
?

13s a Pmin “ r´10{
?

13, 15{
?

13s

1.3) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, yq “ x2
` 2xy ` y2 na množině M “

 

rx, ys P R2
| 3x2

` y2
“ 9

(

.

řešeńı: Pmax “ r˘
?

3{2,˘3
?

3{2s a Pmin “ r˘3{2,¯3{2s

1.4) Pro a, b ą 0 určete lokálńı extrémy funkce

fpx, yq “
ax2

2
`
by2

2
na množině M “

 

rx, ys P R2
| x3

` y3
“ 1

(

.

řešeńı: Pmax “ ra{
3
?
a3 ` b3, b{ 3

?
a3 ` b3s a Pmin “ r0, 1s, Pmin “ r1, 0s,

1.5) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, yq “ lnp1` x2
q ´ y na množině M “

 

rx, ys P R2
| p1` x2

q
2
` y2

“ 4
(

.

řešeńı: Pmax “

«

˘

c

´1`
b

p
?

17´ 1q{2, p1´
?

17q{2

ff

a Pmin “ r0,˘
?

3s

1.6) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, y, zq “ px` yq2 ` py ` zq2 na množině M “
 

rx, y, zs P R3
| x` 2y ` 3z “ 1

(

.
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řešeńı: Pmin “ r1{2,´1{2, 1{2s

1.7) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, y, zq “ xyz na množině M “
 

rx, y, zs P R3
| xy ` yz ` xz “ 3

(

.

Dokážete výsledek geometricky interpretovat?

řešeńı: Pmax “ r1, 1, 1s a Pmin “ r´1,´1,´1s

1.8) Pro a, b, c ą 0 určete lokálńı extrémy funkce

fpx, y, zq “ xyz na množině M “

"

rx, y, zs P R3
ˇ

ˇ

ˇ

x

a
`
y

b
`
z

c
“ 1

*

.

řešeńı: Pmax “ ra{3, b{3, c{3s

1.9) Určete minimium funkce

fpx, y, zq “ z ´ xy2 na množině M “
 

rx, y, zs P R3
| x2

` y2
` z2

“ 1
(

.

řešeńı: Pmin “ r0, 0,´1s

1.10) Určete minimium funkce

fpx, y, zq “ ´x2y2z2 na množině M “
 

rx, y, zs P R3
| x2

` y2
` z2

“ 3
(

.

řešeńı: Pmin v bodech r˘1,˘1,˘1s s libovolnou kombinaćı znamének

1.11) Určete minimium funkce

fpx, y, zq “ ´xy2z3 na množině M “
 

rx, y, zs P R3
| x` 2y ` 3z “ 12

(

.

řešeńı: Pmin “ r2, 2, 2s

1.12) Pro a ą b ą c ą 0 určete lokálńı extrémy funkce

fpx, y, zq “ x2
` y2

` z2 na množině M “

"

rx, y, zs P R3
ˇ

ˇ

ˇ

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

*

.

Dokážete výsledek geometricky interpretovat?

řešeńı: Pmax “ r˘a, 0, 0s a Pmin “ r0, 0˘ cs
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1.13) Metodou Lagrangeových multiplikátor̊u řešte následuj́ıćı úlohu: Do elipsoidu

x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

umı́stěte hranol s maximálńım objemem. Tento maximálńı objem určete.
řešeńı: Vmax “ 8abc{p9

?
3q s jedńım vrcholem v bodě P “ ra{

?
3, b{

?
3, c{

?
3s

1.14) Pomoćı Lagrangeovy funkce odvod’te vzorec pro výpočet vzdálenosti bodu x˚ “ rx˚1 , . . . , x
˚
ns P Rn

od nadroviny a1x1 ` . . . anxn “ b neboli xa, xy “ b.
řešeńı: d “ |b´ xa, x˚y|{}a}

1.15) Necht’ A P Rmˆn. Pomoćı Lagrangeovy funkce ukažte, že pro tzv. spektrálńı maticovou normu

}A}σ :“ max
}x}“1

}Ax},

která je indukovaná Euklidovskou vektorovou normou }x} :“
a

x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n, plat́ı

}A}σ “
a

λmax,

kde λmax znač́ı největš́ı vlastńı č́ıslo matice AJA.

1.16) Určete lokálńı extrémy funkce

fpx, y, zq “
1

2
px2

` y2
` z2

q na množině M “
 

rx, y, zs P R3
| x´ y “ 0 & x` y ` z “ 1

(

.

řešeńı: Pmin “ r1{3, 1{3, 1{3s

1.17) Určete lokálńı extrémy funkce fpx1, x2, x3, x4, x5q “ px1´ 1q2` px2´ x3q
2` px4´ x5q

5 na množině

M “

!

x “ rx1, . . . , x5s P R5
ˇ

ˇ x1 ` x2 ` x3 ` x4 ` x5 “ 5, x3 ´ 2px4 ` x5q ` 3 “ 0
)

.

řešeńı: Pmin “ r1, 1, 1, 1, 1s

1.18) Pomoćı vrstevnic funkce, jej́ıž extrémy hledáme, určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce:

a) fpx, yq “ ´x´2y na množině M vymezené nerovnostmi x´4y ď 4, ´2x`y ď 2, ´3x`4y ď 12,
2x` y ď 8, x ě 0 a y ě 0;

řešeńı: Pmax “ r0, 0s a Pmin “ r20{11, 48{11s

b) fpx, yq “ ´x´2y na množině M vymezené nerovnostmi x´4y ď 4, ´2x`y ď 2, ´3x`4y ď 12
x ě 0 a y ě 0;

řešeńı: Pmax “ r0, 0s
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c) fpx, yq “ x` y na množině M vymezené nerovnostmi x` 2y ď 4, 4x` 2y ď 12, ´2x` y ď 1,
x ě 0 a y ě 0;

řešeńı: Pmax “ r8{3, 2{3s a Pmin “ r0, 0s

d) fpx, yq “ x ´ y na množině M vymezené nerovnostmi x ` y ď 6, 3x ` y ď 15, ´x ` y ď 3,
x ě 0 a y ě 0;

řešeńı: Pmax “ r5, 0s a minimum na úsečce y “ 3` x pro x P r0, 3{2s

e) fpx, yq “ x2´ 2x` y2´ 2y` 3 na množině M vymezené nerovnostmi x ě 0, y ě 0 a x` y ď 1;

řešeńı: Pmax “ r0, 0s a Pmin “ r1{2, 1{2s

f) fpx, yq “ xy na množině M “
 

rx, ys P R2 | x2 ` y2 ď 1
(

;

řešeńı: Pmax “ r˘
?

2{2,˘
?

2{2s a Pmin “ r˘
?

2{2,¯
?

2{2s

g) fpx, yq “ x2

4
` y2 na množině M “

 

rx, ys P R2 | x2 ` y2 ď 1
(

;

řešeńı: Pmax “ r0,˘1s a Pmin “ r0, 0s

h) fpx, yq “ x2

4
` y2 na množině M “

 

rx, ys P R2 | x2 ` y2 “ 1
(

;

řešeńı: Pmax “ r0,˘1s a Pmin “ r˘1, 0s

i) fpx, yq “ x2 ´ 2x` y2 ` 4y ` 1 na množině M “
 

rx, ys P R2 | px´ 2q2 ` py ´ 1q2 “ 1
(

;

řešeńı: Pmax “ r2`
?

10{10, 1` 3
?

10{10s, Pmin “ r2´
?

10{10, 1´ 3
?

10{10s

j) fpx, yq “ 5x2 ` y2 ´ 4y ´ 10x na množině M “
 

rx, ys P R2 | 5x2 ` y2 “ 25
(

;

řešeńı: Pmax “ r´5{3,´10{3s, Pmin “ r5{3, 10{3s

k) fpx, yq “ 5x2 ` y2 ´ 4y ´ 10x na množině M “
 

rx, ys P R2 | 3x2 ` y2 “ 25
(

,
nápověda: polynom 12x4 ´ 60x3 ` 11x2 ` 500x´ 625 má pouze dva reálné kořeny x1 « 1, 47 a
x2 « ´2, 74;

řešeńı: Pmax « r´2, 74; 1, 57s, Pmin « r1, 47; 4, 28s

l) fpx, yq “ 2x2 ´ 6xy ` 5y2 ´ 16x ` 40y na množině M vymezené nerovnostmi x ` y ě 3,
2x´ y ě 2, x ě 0 a y ě 0;

řešeńı: Pmin “ r4, 0s

m) fpx, yq “ x2 ` 3xy ´ y2 na množině M “
 

rx, ys P R2 | x` y “ 3
(

;
řešeńı: Pmax “ r5{2, 1{2s

n) fpx, y, zq “ x´ 2y ` 2z na množině M “
 

rx, y, zs P R3 | x2 ` y2 ` z2 “ 1
(

.

řešeńı: Pmax “ r1{3,´2{3, 2{3s, Pmin “ r´1{3, 2{3,´2{3s
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2. Konvexńı množiny

2.1) Ukažte, že množina

X “

"

x P Rn
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

x2
i

a2
i

ď 1

*

, a1, . . . , an P RKt0u,

je konvexńı.

2.2) Dokažte: Množina X Ď Rn je konvexńı právě tehdy, když jej́ı pr̊unik s libovolnou př́ımkou je
konvexńı množina.

2.3) Rozhodněte, která z následuj́ıćıch množin X je konvexńı (a polytop nebo polyedr):

a) Fošna/traverza X “ tx P Rn | α ď xp, xy ď βu.

b) Obdélńık (pro n ą 2 též hyperobdélńık) X “ tx P Rn | αi ď xi ď βi, i “ 1, . . . , nu.

c) Kĺın X “ tx P Rn | xp1, xy ď β1, xp2, xy ď β2u.

d) Množina bod̊u, které jsou bĺıže k danému x0 než množina Y Ď Rn, tj.

X “ tx P Rn
| }x´ x0}2 ď }x´ y}2 pro všechna y P Y u.

e) Množina bod̊u, které jsou bĺıže k množině Y Ď Rn než k množině Z Ď Rn, tj.

X “
 

x P Rn
| ρpx, Y q ď ρpx, Zq

(

,

kde ρpx, Y q – inft}x´ y}2, y P Y u.

f) Množina X “ tx P Rn | x`X1 Ď X2u, kde X1, X2 Ď Rn a X2 je konvexńı.

g) Množina bod̊u, jejichž vzdálenost k a nepřekroč́ı pevně daný násobek vzdálenosti k b, tj.

X “
 

x P Rn
| }x´ a}2 ď θ}x´ b}2

(

,

přičemž se můžeme omezit na situaci a ‰ b a 0 ď θ ď 1.

h) Množina X “
 

x P Rn | x ě 0, xx, yy ď 1 pro všechna y taková, že }y}2 “ 1
(

.

i) Množina X “
 

x P Rn | x ě 0, xx, yy ď 1 pro všechna y taková, že
řn
i“1 |yi| “ 1

(

.

2.4) Dokažte: Množina X Ď Rn je konvexńı právě tehdy, když pro každé λ, µ ě 0 plat́ı

λX ` µX “ pλ` µqX,

kde množinové sč́ıtáńı a násobeńı skalárem je definováno obvyklým zp̊usobem, tj.

X ` Y “ tx` y, x P X, y P Y u, λX “ tλx | x P Xu.
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2.5) S využit́ım předchoźıho př́ıkladu dokažte: Jsou-li X, Y Ď Rn konvexńı množiny a α, β ě 0, pak je
konvexńı také množina

A “
ď

α,βě0

`

αX ` βY
˘

.

2.6) Dokažte následuj́ıćı vlastnosti kužele:

a) Je-li Xi Ď Rn kužel pro každé i P I, pak
Ş

iPI Xi je také kužel.

b) Kartézský součin kužel̊u X1, X2 Ď Rn, tj. X1 ˆX2, je kužel.

c) Jsou-li X1, X2 Ď Rn kužely, pak množina X1 `X2 je kužel.

d) Je-li X Ď Rn kužel, pak X je kužel.

e) Je-li X Ď Rn kužel a A P Rmˆn, pak množina AX “ tz P Rm | z “ Ax, x P Xu je kužel.

2.7) Dokažte:

a) Pro libovolnou množinu vektor̊u tai P Rn, i P Iu je množina X “ tx P Rn | aJi x ď 0, i P Iu
uzavřený konvexńı kužel.

b) Kužel X Ď Rn je konvexńı právě tehdy, když X `X Ď X.

c) Pro libovolné dva konvexńı kužely X1, X2 Ď Rn plat́ı

X1 `X2 “ convpX1 YX2q, X1 XX2 “
ď

λPr0,1s

“

λX1 X p1´ λqX2

‰

.

2.8) Dokažte: Je-li X Ď Rn konvexńı kužel, λ1 ě 0,. . . , λm ě 0, x1, . . . , xm P X, pak nezáporná
kombinace

λ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmxm P X.

2.9) Pro dvě množiny X, Y Ď Rn definujeme X ´ Y “ tz P Rn | z “ x ´ y, x P X, y P Y u. Určete
X ´X, je-li X konvexńı kužel X “ trx1, x2s P R2 | x ě 0, y ě xu.

2.10) Jaký je vztah mezi konvexńımi a afinńımi množinami?

2.11) Dokažte: Pro X Ď Rn plat́ı

coneX “

" m
ÿ

i“1

λixi

ˇ

ˇ

ˇ
λ1, . . . , λm ě 0, xi P X

*

.
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2.12) Dokažte: Je-li X Ď Rn konvexńı množina, potom plat́ı

coneX “
ď

xPX

 

γx, γ ě 0
(

.

2.13) Dokažte: Pro X Ď Rn plat́ı

aff X “

" m
ÿ

i“1

λixi

ˇ

ˇ

ˇ
λ1, . . . , λm P R,

m
ÿ

i“1

λi “ 1, xi P X

*

.

2.14) Ilustrujte platnost Lemma 2.1.8: Určete kónický obal množiny X “ tr1, 2s, r5, 1su a ukažte, že jeho
libovolný bod lze vyjádřit pomoćı dvou bod̊u z X.

2.15) Necht’ Xi Ď Rn jsou konvexńı množiny pro i P I, kde I je libovolná indexová množina. Potom

conv

˜

ď

iPI

Xi

¸

“

Ť

ĨĎI
Ĩ je konečná

#

ÿ

iPĨ

λiXi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λi ě 0 pro všechna i P Ĩ ,
ÿ

iPĨ

λi “ 1

+

,

tj. konvexńı obal sjednoceńı Xi je roven množině všech konvexńıch kombinaćı prvk̊u z Xi.

2.16) Dokažte: Je-li X Ď Rn, potom

a) aff X “ affpconvXq,

b) coneX “ conepconvXq,

c) affpconvXq Ď affpconeXq a najděte př́ıklad takové množiny X, že nastane ostrá inkluze,

d) je-li 0 P convX, potom affpconvXq “ affpconeXq.

2.17) Dokažte: Je-li X Ď Rn otevřená množina, potom množina convX je také otevřená. Plat́ı i opačné
tvrzeńı (tj. je-li X Ď Rn uzavřená množina, potom množina convX je uzavřená)?

2.18) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina. Potom množina X je také konvexńı.

2.19) Dokažte: Pro X, Y Ď Rn plat́ı convX ` conv Y “ convpX ` Y q.

2.20) Necht’

A “
 

rx, ys P R2
| y ě 1` x2

(

Y
 

r0, 0s
(

.

Určete convA a coneA.
řešeńı: coneA “ trx, ys P R2 | y ě 2|x|u a

convA “ trx, ys P R2 | y ě 2|x|,´1 ď x ď 1u Y trx, ys P R2 | y ě 1` x2, |x| ą 1u
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2.21) Načrtněte kónický a konvexńı obal (tj. coneA a convA) množiny

A “
 

rx1, x2s P R2
| x2 ě 2` x2

1

(

Y
 

r0, 1s
(

.

Množinu convA také popǐste analyticky. Je bod r1, 3s vnitřńım, hraničńım nebo vněǰśım bodem
množiny convA?

řešeńı:
convA “ trx1, x2s P R2 | x2 ě 2x1 ` 1, x1 P r0, 1su Y trx1, x2s P R2 | x2 ě ´2x1 ` 1, x1 P r´1, 0suY

Ytrx1, x2s P R2 | x2 ě 2` x2
1, x1 P RKr´1, 1su, bod r1, 3s je hraničńım bodem

2.22) Necht’

A “
 

rx1, x2s P R2
| x1 ě 0, x2 ě ex1

(

Y
 

r0, 0s
(

.

Určete convA a coneA. Výsledné množiny také načrtněte.

řešeńı: coneA “ trx1, x2s P R2 | x1 ě 0, x2 ě ex1u,
convA “ trx1, x2s P R2 | 0 ď x1 ď 1, x2 ě ex1u Y trx1, x2s P R2 | x1 ě 1, x2 ě ex1u

2.23) Necht’ množina X je vymezena grafem funkce

fpxq “ xpx´ 2qpx´ 3q “ x3
´ 5x2

` 6x

pro x P r1, 3s a osou x (viz obrázek ńıže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj.
coneX) a konvexńı obal množiny X (tj. convX).

x

y

řešeńı: coneX “ trx, ys P R2 | ´x{4 ď y ď 6xu a

convX “ trx, ys P R2 | x P r0, 1s, ´x{4 ď y ď fpxquY

Ytrx, ys P R2 | x P r1, 5{2s, ´x{4 ď y ď ´x` 3u Y trx, ys P R2 | x P r5{2, 3s, fpxq ď y ď ´x` 3u

2.24) Necht’ množina X je vymezena grafem funkce fpxq “ sinx pro x P r0, 2πs a osou x (viz obrázek
ńıže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. coneX) a konvexńı obal množiny
X (tj. convX).
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x

y

2.25) Necht’ množina X je vymezena grafem funkce fpxq “ sinx pro x P r´π, πs a osou x (viz obrázek
ńıže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. coneX) a konvexńı obal množiny
X (tj. convX).

x

y

2.26) Necht’ množina A je vymezena grafem funkce

fpxq “

#

´2 px´ 1qx, x P r0, 1s,

px´ 1q px´ 2q, x P r1, 2s,

a osou x (viz obrázek ńıže). Určete coneA a convA.

x

y

řešeńı: coneA “ trx, ys P R2 | p2
?

2´ 3qx ď y ď 2x, x ě 0u a

convA “
´

trx, ys P R2 | y ě p2
?

2´ 3qx, x P r0,
?

2su Y trx, ys P R2 | y ě px´ 1qpx´ 2q, x P

r
?

2, 2su
¯

Ş

Ş

´

trx, ys P R2 | y ď ´2px´ 1qx, x P r0, 2´
?

2suY

Ytrx, ys P R2 | y ď p4
?

2´ 6qx` 12´ 8
?

2, x P r2´
?

2, 2su
¯
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2.27) Necht’ množina X je vymezena grafem funkce

fpxq “ 1
3
x3
px´ 1qpx´ 3q “ 1

3
px5

´ 4x4
` 3x3

q

pro x P r0, 3s a osou x (viz obrázek ńıže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj.
coneX) a konvexńı obal množiny X (tj. convX).

x

y

2.28) Necht’

A “
 

rx, ys P R2
| y ď ´x2

(

Y
 

r0, 1s
(

.

Určete convA a coneA.
řešeńı: coneA “ R2 a convA “ trx, ys P R2 | y ` 2x ď 1, x P r0, 1suY

Ytrx, ys P R2 | y ´ 2x ď 1, x P r´1, 0suY

Ytrx, ys P R2 | y ď ´x2, x P p8,´1suY

Ytrx, ys P R2 | y ď ´x2, x P r1,8qu

2.29) Mějme množinu (viz obrázek ńıže)

X “
 

rx1, x2s P R2
| ´ ex1 `x1 ě x2, x1 ě 0

(

Y
 

r0, e2
s
(

.

Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. coneX) a konvexńı obal množiny X (tj.
convX). Jak se změńı řešeńı při vypuštěńı podmı́nky x1 ě 0?

e2

x1

x2

x2“´ ex1 `x1
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řešeńı: coneX “ trx1, x2s P R2 | x1 ě 0u a
convX “ X Y trx1, x2s P R2 | x2 ď x1p1´ e2q ` e2, x1 P r0, 2su;

po vypuštěńı x1 ě 0 dostaneme coneX “ R2 a
convX “ XYtrx1, x2s P R2 | x2 ď x1p1´e2q`e2, x1 P r0, 2suYtrx1, x2s P R2 | x2 ď x1`e2, x1 ď 0u

2.30) Necht’

A “
 

rx, ys P R2
| px´ 2q2 ` y2

ď 1
(

Y
 

r0, 0s, r2, 2s
(

.

Určete convA a coneA.

řešeńı: coneA “ trx, ys P R2 | y ď x, x ě 0, y ě 0u Y trx, ys P R2 | 3y `
?

3x ě 0, x ě 0, y ď 0u a

convA “ trx, ys P R2 | y ď x, y ě 0, x P r0, 2suY

Ytrx, ys P R2 | y `
?

3x´ 2´ 2
?

3 ď 0, y ě 0, x P r2,
?

3{2` 2suY

Ytrx, ys P R2 | px´ 2q2 ` y2 ď 1, y ě 0, x P r
?

3{2` 2, 3suY

Ytrx, ys P R2 | 3y `
?

3x ě 0, y ď 0, x P r0, 3{2suY

Ytrx, ys P R2 | px´ 2q2 ` y2 ď 1, y ď 0, x P r3{2, 3suY

2.31) Necht’ množina X je vymezena grafem funkce

fpxq “ x2
px` 1qpx´ 2q “ px4

´ x3
´ 2q

pro x P r´1, 2s a osou x (viz obrázek ńıže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X
(tj. coneX) a konvexńı obal množiny X (tj. convX).

x

y

2.32) Necht’ p ą 1 a

A “

"

rx, ys P R2
ˇ

ˇ

ˇ
y ě 1`

|x|p

p

*

Y
 

r0, 0s
(

.

Určete convA a coneA.
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řešeńı: pro q :“ p{pp´ 1q je coneA “ trx, ys P R2 | y ě q1{q|x|u a

convA “ trx, ys P R2 | y ě q1{q|x|,´q1{q ď x ď q1{qu Y trx, ys P R2 | y ě 1` |x|p{p, |x| ą q1{qu

2.33) Dokažte: Pro X Ď Rn plat́ı aff X “ aff X.

2.34) Dokažte: Pro X Ď Rn a A P Rmˆn plat́ı

a) A ripXq “ ripAXq, kde AX “ ty P Rm | y “ Ax, x P Xu,

b) AX Ď AX. Je-li nav́ıc množina X ohraničená, potom AX “ AX. Uved’te př́ıklad, kdy
skutečně nastává ostrá inkluze.

2.35) Dokažte: Pro konvexńı množiny X, Y Ď Rn plat́ı

a) X X Y Ď X X Y a riX X riY Ď ripX X Y q. Je-li nav́ıc riX X riY ‰ H, pak X X Y “ X X Y
a riX X riY “ ripX X Y q. Uved’te př́ıklad, kdy nastávaj́ı ostré inkluze.

b) ripX`Y q “ riX`riY a X`Y Ď X ` Y . Je-li alespoň jedna z množin X nebo Y ohraničená,
pak X ` Y “ X ` Y . Uved’te př́ıklad, kdy nastává ostrá inkluze.

2.36) Dokažte: Je-li X Ď Rn konvexńı množina a V zaměřeńı afinńıho obalu aff X, potom

riX “ intpX ` VKq XX.

2.37) Dokažte: Necht’ X, Y Ď Rn jsou konvexńı množiny takové, že X Ď Y .

a) Množina riX nemuśı být podmnožinou riY (udejte př́ıklad).

b) Pokud aff X “ aff Y , pak riX Ď riY .

c) Pokud riX X riY ‰ H, riX Ď riY .

d) Pokud X X riY ‰ H, riX X riY ‰ H.

2.38) Dokažte rozš́ıřeńı Věty 2.1.12(iii): Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina. Potom x P riX právě
tehdy, když pro každé x̄ P aff X existuje γ ą 1 takové, že x` pγ ´ 1qpx´ x̄q P X.

2.39) Dokažte:

a) Je-li X Ď Rn konvexńı množina a 0 P riX, pak coneX “ aff X.

b) Necht’ X Ď Rn a 0 P ripconvXq, pak coneX “ aff X.

2.40) Dokažte: Necht’ X Ď Rn.
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a) Je-li intX ‰ H, pak rBX “ BX. Je-li nav́ıc X konvexńı množina, pak rBX “ BX právě
tehdy, když intX ‰ H.

b) Plat́ı rBX “ H právě tehdy, když X je afinńı množina,

c) Je-li X konvexńı množina, potom rBX “ rBX “ rBpriXq.

d) Je-li X konvexńı a ohraničená množina, pak libovolná polopř́ımka vycházej́ıćı z bodu x P riX
a lež́ıćı v aff X prot́ıná rBX právě v jednom bodě.

2.41) Dokažte: Necht’ X Ď Rn.

a) Je-liX konvexńı a kompaktńı a 0 R rBX, pak coneX je uzavřená množina. Ukažte na př́ıkladu,
že toto tvrzeńı neplat́ı, pokud X je neohraničená nebo 0 P rBX.

b) Je-li X kompaktńı a 0 R rBpconvXq, pak coneX je uzavřená množina.

2.42) Dokažte:

a) Necht’ X Ď Rn je konvexńı kužel. Pak riX je také konvexńı kužel s možnou výjimkou počátku,
tj. conepriXq “ riX Y t0u.

b) Necht’ X “ coneptx1, . . . , xmuq Ď Rn. Pak

riX “

!

y P Rn
ˇ

ˇ y “
m
ÿ

i“1

λixi, λi ą 0, i “ 1, . . . ,m
)

.

2.43) Dokažte: Necht’ Xi Ď Rn jsou neprázdné množiny pro i “ 1, . . . ,m a uvažme jejich kartézský součin
X “ X1 ˆX2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXm. Potom

a) convX “ convX1 ˆ . . . convXm, X “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXm a aff X “ aff X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ aff Xm,

b) pokud 0 P X1 X ¨ ¨ ¨ X Xm, tj. všechny množiny obsahuj́ı počátek, pak coneX “ coneX1 ˆ

¨ ¨ ¨ ˆ coneXm,

c) jsou-li X1, . . . , Xm konvexńı množiny, pak riX “ riX1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ riXm.

2.44) Určete rovnici odděluj́ıćı nadroviny pro množiny

X “
 

rx, ys P R2
| y ě x2

` 1
(

, Y “
 

rx, ys P R2
| x ě αy2

(

,

kde α P R. Pro které hodnoty parametru α P R jsou množiny vlastně/silně oddělitelné?

řešeńı: silně oddělitelné pro α ą 3
?

3{16, pro α “ 3
?

3{16 jsou vlastně oddělitelné a pro
α ă 3

?
3{16q nejsou oddělitelné, odděluj́ıćı nadrovina je př́ımka y “ x{p 3

?
2αq ` 2´5{3α´2{3
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2.45) Určete rovnici odděluj́ıćı nadroviny pro množiny

X “
 

rx1, . . . , xn`1s P Rn`1
| x2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x
2
n ď 1

(

,

Y “
 

rx1, . . . , xn`1s P Rn`1
| x2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x
2
n ` x

2
n`1 ` 3 ď 4xn

(

.

řešeńı: nadrovina Hp,β s vektorem p “ p0, . . . , 0, 1, 0qJ a β “ 1

2.46) Dokažte: Necht’ H ‰ X1 Ď Rn je konvexńı množina a H ‰ X2 Ď Rn je konvexńı kužel.

a) Jsou-li množiny X1, X2 vlastně oddělitelné, pak jsou vlastně oddělitelné i pomoćı nadroviny
procházej́ıćı počátkem.

b) Jsou-li množinyX1, X2 silně oddělitelné, pak existuje taková nadrovina procházej́ıćı počátkem,
že jeden z přidružených poloprostor̊u obsahuje kužel X2 a má prázdný pr̊unik s X1.

2.47) Dokažte: Necht’ X1, X2 Ď Rn jsou konvexńı množiny takové, že intX1 ‰ H a X2 X intX1 “ H.
Pak existuje nadrovina H Ď Rn taková, že X1 a X2 lež́ı v opačných uzavřených poloprostorech
určených nadrovinou H, tj. existuje p P RnKt0u a β P R tak, že

xp, x1y ď β ď xp, x2y pro všechna x1 P X1 a x2 P X2.

2.48) Určete rovnici opěrné nadroviny k množině

X “
 

rx, ys P R2
| y ě ex

(

v bodě a “ r0, 1s.

řešeńı: nadrovina Hp,β s vektorem p “ p´1, 1qJ a β “ 1

2.49) Určete rovnici opěrné nadroviny k množině

X “
 

rx, y, zs P R3
| z ě 1` x2

` y2
(

v bodě a “ r1, 1, 3s.

řešeńı: nadrovina Hp,β s vektorem p “ p´2,´2, 1qJ a β “ ´1

2.50) Rozhodněte, zda rovina z “ px` yq{2 je opěrnou nadrovinou nadgrafu funkce

fpx, yq “
a

2x2 ` xy ` y2

v bodě rx˚, y˚s “ r0, 0s.

řešeńı: ano
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2.51) Rozhodněte, zda rovina z “ x` y{
?

2 je opěrnou nadrovinou nadgrafu funkce

fpx, yq “
a

3x2 ` 2xy ` y2

v bodě rx˚, y˚s “ r0, 0s.

řešeńı: ano

2.52) Vyjádřete (je-li to možné) množinu

X “
 

rx, ys P R2
| xy ě 1, x ą 0

(

jako pr̊unik uzavřených poloprostor̊u.

řešeńı: X “
Ş

x0Pp0,8q

 

rx, ys P R2 | y ` x{x2
0 ě 2{x0

(

2.53) Dokažte: Je-li X Ď Rn uzavřená množina taková, že intX ‰ H a v každém bodě BX má opěrnou
nadrovinu, pak X je konvexńı.
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3. Konvexńı funkce

3.1) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkćı

fpxq “
1

a´ x
, x P p´8, aq,

gpxq “
x2

a´ x
, x P p´8, aq,

hpxq “
xpx´ 1q

2
, x P R.

3.2) Pomoćı definice dokažte, že funkce fpxq “ ex je konvexńı na R.

3.3) V závislosti na hodnotě p P R rozhodněte pomoćı definice o konvexnosti funkce

fpxq “ xp, x P p0,8q.

řešeńı: konvexńı pro p ě 1 a p ď 0, konkávńı pro p P r0, 1s

3.4) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkce

fpxq “ x lnx, x P p0,8q.

řešeńı: je konvexńı

3.5) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkce

fpxq “ xJAx “ xAx, xy,

kde x P Rn a A P Rnˆn je symetrická matice. Je ostře/silně konvexńı?

řešeńı: konvexńı pro A ě 0, ostře i silně konvexńı pro A ą 0 s konstantou ϑ “ λmin

3.6) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkce

fpxq “ }x}

kde x P Rn a }¨} je libovolná norma na Rn. Je ostře/silně konvexńı?

řešeńı: je konvexńı, ale neńı ostře ani silně konvexńı
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3.7) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkce

fpxq “ }x}p,

kde x P Rn, p ą 1 a }¨} je libovolná norma na Rn.
řešeńı: je konvexńı

3.8) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkce

fpβq “ }Xβ ´ y}2 “ pXβ ´ yqJpXβ ´ yq,

kde X P Rnˆm, β P Rm a y P Rn (pro m “ 2 viz metodu nejmenš́ıch čtverc̊u).

3.9) Pomoćı definice rozhodněte o konvexnosti funkce

fpx1, x2q “ ex1`x2

na R2. Je zde také ostře a/nebo silně konvexńı? V př́ıpadě silné konvexnosti určete největš́ı kon-
stantu silné konvexnosti ϑ.

řešeńı: je pouze konvexńı

3.10) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina a f : X Ñ R konvexńı funkce. Potom kdykoli plat́ı
λx` p1´ λqy P X pro nějaké x, y P X a λ P RKr0, 1s, pak

f
`

λx` p1´ λqy
˘

ě λfpxq ` p1´ λqfpyq.

3.11) Dokažte: Funkce f : Rn Ñ R je konvexńı i konkávńı na Rn současně právě tehdy, když f je afinńı
funkce.

3.12) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina, funkce f : X Ñ R konvexńı a funkce g : X Ñ R
silně konvexńı s konstantou silné konvexnosti ϑ. Potom funkce f`g : X Ñ R je opět silně konvexńı
s konstantou ϑ.

3.13) Dokažte: Necht’ α ě 0, X Ď Rn je konvexńı množina a funkce f : X Ñ R silně konvexńı s konstan-
tou silné konvexnosti ϑ. Potom funkce αf : X Ñ R je silně konvexńı s konstantou αϑ.

3.14) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina a f : X Ñ R. Pak funkce f je silně konvexńı
s konstantou silné konvexnosti ϑ právě tehdy, když funkce gpxq – fpxq´ϑ}x}2 je konvexńı na X.

3.15) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina, I je libovolná indexová množina, funkce fi : X Ñ R
jsou konvexńı pro všechna i P I a pro každé x P X je množina tfipxq | i P Iu shora ohraničená, tj.
existuje funkce M : X Ñ R taková, že pro každé i P I plat́ı fpxq ďMpxq pro každé x P X. Potom
funkce

fpxq – sup
iPI
tfipxqu

je konvexńı na X.

–18/65–



3. Konvexńı funkce
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3.16) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina, funkce g1, . . . , gm : X Ñ R jsou konvexńı a funkce
f : Rm Ñ R je konvexńı a neklesaj́ıćı (v tom smyslu, že jsou-li x “ px1, . . . , xmq

J a y “ py1, . . . , ymq
J

taková, že xi ď yi pro všechna i “ 1, . . . ,m, potom fpxq ď fpyq). Potom složená funkce

F pxq – fpg1pxq, . . . , gmpxqq

je také konvexńı na X.

3.17) Necht’ X je konvexńı množina. Pak funkce f : X Ñ R`` “ tx P R | x ą 0u se nazývá logaritmicky
konvexńı (též superkonvexńı) na X, jestliže funkce ln fpxq je konvexńı na X.

Dokažte: Každá logaritmicky konvexńı funkce je konvexńı.

3.18) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina a funkce f : X Ñ R spojitá na X. Jestliže pro každé
x, y P X, x ‰ y, existuje λ P p0, 1q takové, že

fpλx` p1´ λqyq ď λfpxq ` p1´ λqfpyq,

pak funkce f je konvexńı na X.

3.19) Rozhodněte o konvexnosti množiny

X “ trx, ys P R2
| px3

` eyq lnpx3
` eyq ď 49, x ě 2, y P Ru.

řešeńı: je konvexńı

3.20) Dokažte: Necht’ f : X Ñ R je konvexńı funkce na konvexńı množině X Ď Rn a necht’ existuj́ı
spojité praciálńı derivace až do druhého řádu včetně na nějaké otevřené množině U Ě X. Pak
funkce f je konvexńı na X právě tehdy, když x∇2fpxqh, hy ě 0 pro všechny x P X a h P LinX.

3.21) Dokažte: Necht’ p P Rn a q P R. Afinńı funkce fpxq “ pJx ` q nabývá svého minima/maxima na
konvexńı množině X Ď Rn v bodě x˚ P riX právě tehdy, když f je konstantńı funkce (tj. p “ 0).

3.22) Dokažte: Necht’ f : X Ñ R je konvexńı funkce na konvexńı množině X Ď Rn. Označme jako X˚

množinu bod̊u z X, ve kterých nabývá funkce f maxima na množině X, tj.

X˚
“ tx˚ P X | fpx˚q “ sup

xPX
fpxqu.

Pokud X˚ obsahuje bod z riX, pak f je nutně konstantńı na X, tj. X˚ “ X.

3.23) Necht’ X “ convtx1, . . . , xmu Ď Rn je polytop a f : X Ñ R je konvexńı funkce.

a) Dokažte Základńı větu konvexńıho programováńı: maximum funkce f na množině X je dosa-
ženo v jednom z bod̊u x1, . . . , xm. (Obecněji plat́ı: Maximum konvexńı funkce na kompaktńı
a konvexńı množině je dosaženo v tzv. extrémńım bodě, tj. v bodě, který nelze vyjádřit jako
netriviálńı konvexńı kombinaci bod̊u z dané množiny).
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(aktualizováno 22. prosince 2019)

b) S využit́ım předchoźı části dokažte tzv. Základńı větu lineárńıho programováńı: minimum
lineárńı funkce na množině X je dosaženo v některém z bod̊u x1, . . . , xm.

3.24) Necht’ funkce g : ra, bs Ñ R je integrovatelná a funkce f : R Ñ R je konvexńı. Dokažte Jensenovu
nerovnost v integrálńım tvaru

f

ˆ

∫ ba gptq dt
b´ a

˙

ď
1

b´ a

ż b

a

fpgptqq dt.

3.25) Dokažte: Pro λ1, . . . , λn ě 0 splňuj́ıćı
řn
i“1 λi “ 1 a x1, . . . , xn ą 0 plat́ı

1 ď

ˆ n
ÿ

i“1

λixi

˙ˆ n
ÿ

i“1

λi
xi

˙

.

3.26) Dokažte: Pro λ1, . . . , λn ě 0 splňuj́ıćı
řn
i“1 λi “ 1 a x1, . . . , xn P R plat́ı

n
ÿ

i“1

λixi ď ln

ˆ n
ÿ

i“1

λi e
xi

˙

.

3.27) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte nerovnost mezi pr̊uměry r̊uzných řád̊u

ˆ

xp1 ` ¨ ¨ ¨ ` x
p
m

m

˙1{p

ě

ˆ

xq1 ` ¨ ¨ ¨ ` x
q
m

m

˙1{q

,

kde x1, . . . , xm ą 0 a p ą q.

3.28) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte Hölderovu nerovnost

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď
´

n
ÿ

i“1

|xi|
p
¯1{p ´ n

ÿ

i“1

|yi|
q
¯1{q

kde p, q ą 1 jsou konjugovaná č́ısla, tj. 1
p
` 1

q
“ 1.

3.29) Dokažte Minkowského nerovnost

ˆ n
ÿ

i“1

|ai ` bi|
p

˙1{p

ď

ˆ n
ÿ

i“1

|ai|
p

˙1{p

`

ˆ n
ÿ

i“1

|bi|
p

˙1{p

,

kde p ě 1 a a1, . . . , an, b1, . . . , bn P R.

3.30) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

`

1` 5
?
a
˘5
`
`

1`
5
?
b
˘5
ď 26,

kde a, b ě 0 a a` b “ 2.
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3.31) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

aa bb cc ě
´a` b` c

3

¯a`b`c

,

kde a, b, c ą 0.

3.32) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

n
a

sinx1 ¨ ¨ ¨ sinxn ď sin
x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
,

kde n P N a x1, . . . , xn P r0, π{2s.

3.33) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

1
n

řn
i“1 xi

sin
`

1
n

řn
i“1 xi

˘ ď n

c

x1 ¨ ¨ ¨ xn
sinx1 ¨ ¨ ¨ sinxn

,

kde x1, . . . , xn P p0, π{2q.

3.34) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

a

a` 3b` 3c
`

b

3a` b` 3c
`

c

3a` 3b` c
ě

3

7
,

kde a, b, c ą 0.

3.35) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

n
ÿ

i“1

1

1` ai
ě

n

1` n
?
a1 ¨ ¨ ¨ an

,

kde a1, . . . , an ě 1.

3.36) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

x1
?

1´ x1

`
x2

?
1´ x2

` ¨ ¨ ¨ `
xn

?
1´ xn

ě

c

n

n´ 1
,

kde x1, . . . , xn ą 0 a
řn
i“1 xi “ 1.

3.37) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte

?
12 ` 1`

?
22 ` 1`

?
32 ` 1` ¨ ¨ ¨ `

?
n2 ` 1 ě

n

2

?
n2 ` 2n` 5.
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3.38) Pomoćı Jensenovy nerovnosti dokažte, že pro úhly α, β, γ v trojúhelńıku plat́ı

sinα ` sin β ` sin γ ď
3
?

3

2
,

?
sinα `

a

sin β `
a

sin γ ď 3
4

c

3

4
,

sinα sin β sin γ ď
3
?

3

8
,

cosα cos β cos γ ď
1

8
.

3.39) Pomoćı AG-nerovnosti dokažte

b` c
?
a
`
c` a
?
b
`
a` b
?
c
ě
?
a`

?
b`

?
c` 3,

kde abc “ 1 a a, b, c ą 0.

3.40) Pomoćı drátu bychom chtěli
”
vymodelovat“ kvádr (tj. jeho 12 hran) tak, aby model měl objem V

a spotřeba drátu byla minimálńı. Určete rozměry optimálńıho modelu.

3.41) Pomoćı Hessovy matice rozhodněte o (ostré, silné) konvexnosti funkce fpxq “ }x}4 na X Ď Rn.
řešeńı: vždy konvexńı, ostře konvexńı pokud 0 R X, silně konvexńı pokud 0 R X̄

3.42) Pomoćı Hessovy matice rozhodněte o (ostré, silné) konvexnosti funkce fpxq “ }x} na X Ď Rn.
řešeńı: konvexńı vždy, neńı ostře ani silně konvexńı

3.43) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2q “ 2x2
1 ` x

2
2 ´ x1x2 ` x1 ´ x2 ` 4

je konvexńı na R2. Je zde i ostře nebo silně konvexńı? V př́ıpadě kladné odpovědi určete také
největš́ı konstantu silné konvexnosti.

řešeńı: je silně konvexńı s konstantou ϑ “ p3´
?

2q{2

3.44) Pomoćı Hessovy matice rozhodněte o (ostré, silné) konvexnosti funkce fpxq “
a

1` }x}2 na X Ď

Rn, kde X “ Rn a X “ tx P Rn | }x} ď 1u.
řešeńı: je vždy ostře konvexńı, neńı silně konvexńı na Rn, v př́ıpadě }x} ď 1 je silně konvexńı

3.45) Rozhodněte, pro která rx, ys P R2 je funkce

fpx, yq “ 1´ e´x
2´y2

(ostře) konvexńı.
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řešeńı: konvexńı na kruhu x2 ` y2 ď 1{2, ostře konvexńı uvnitř tohoto kruhu

3.46) Rozhodněte, pro která rx, ys P R2 je funkce

fpx, yq “ ´
1

1` x2 ` y2

(ostře) konvexńı.

řešeńı: konvexńı na kruhu se středem v počátku a poloměrem 1{
?

3, ostře konvexńı uvnitř kruhu

3.47) Rozhodněte, pro která rx, ys P R2 je funkce

fpx, yq “ lnp1` x2
` y2

q.

(ostře) konvexńı.

řešeńı: konvexńı na kruhu se středem v počátku a poloměrem 1, ostře konvexńı uvnitř kruhu

3.48) Rozhodněte, zda funkce

fpx, yq “
x2

y

je konvexńı na množině
 

rx, ys P R2 | y ą 0
(

.

řešeńı: je konvexńı

3.49) Rozhodněte, zda funkce

fpx, yq “
1

xy

je konvexńı na množině R2
`` “

 

rx, ys P R2 | x ą 0, y ą 0
(

. Je zde silně konvexńı?

řešeńı: je pouze ostře konvexńı na R2
``

3.50) Necht’

fpx, yq “
a

1` x2 ` y2.

Rozhodněte, zda je

a) konvexńı na R2;

b) silně konvexńı na R2;

c) silně konvexńı na množině X “
 

rx, ys P R2 | x2 ` y2 ď 1
(

.

řešeńı: a) ano; b) ne; c) ano
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3.51) Rozhodněte, pro které body rx1, x2s P R2 je funkce

fpx1, x2q “ 2x1 lnx1 ´ x1 lnx2 ´ x
2
1

konvexńı. Výslednou množinu také načrtněte.

řešeńı: x1 P p0, 1{2s & x2 ą 0

3.52) Rozhodněte, pro které body rx1, x2s P R2 je funkce

fpx1, x2q “
x2

1

x2

` ln
`

ex1 ` ex2
˘

konvexńı. Výslednou množinu také načrtněte a rozhodněte, zda bod r1, 0s je vnitřńım, hraničńım
nebo vněǰśım bodem této množiny.

řešeńı: konvexńı na množině trx1, x2 P R2 | x1 P R, x2 ą 0su, bod r1, 0s je hraničńım bodem

3.53) Určete maximálńı množinu (vzhledem k množinové inkluzi) v R2, na které je splněna postačuj́ıćı
podmı́nka 2. řádu pro ostrou konvexnost funkce

fpx1, x2q “ ´ lnp2x1 ´ x
2
2 ´ 2q ´

x2
2

2
.

řešeńı: trx1, x2s P R2 | 2x1 ´ x
2
2 ´ 1 ą 0 & 2x1 ´ x

2
2 ´ 4 ă 0u

3.54) Rozhodněte, zda je funkce
fpx, y, zq “ 2x2

` 2y2
` z2

` 2xy.

(ostře, silně) konvexńı na R3. V př́ıpadě silné konvexnosti určete (největš́ı) konstantu silné kon-
vexnosti ϑ.

řešeńı: je silně konvexńı s ϑ “ 1

3.55) Rozhodněte, zda je funkce

fpx, y, zq “ x2
` 3y2

` z2
` xy ´ yz.

(ostře, silně) konvexńı na R3. V př́ıpadě silné konvexnosti určete (největš́ı) konstantu silné kon-
vexnosti ϑ.

řešeńı: je silně konvexńı s ϑ “ 2´
?

6{2

3.56) Rozhodněte, zda je funkce

fpx, y, zq “ 2x2
` y2

` 3z2
` 2
?

2xz.

(ostře, silně) konvexńı na R3. V př́ıpadě silné konvexnosti určete (největš́ı) konstantu silné kon-
vexnosti ϑ.
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řešeńı: je silně konvexńı s ϑ “ 1

3.57) Rozhodněte, zda je funkce

fpx1, x2, x3q “ 2x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ` 2x1x2 ` 2x1x3 ´ 8x1 ´ 6x2 ´ 4x3 ` 9.

(ostře, silně) konvexńı na R3. V př́ıpadě silné konvexnosti určete (největš́ı) konstantu silné kon-
vexnosti ϑ.

řešeńı: je konvexńı, neńı ostře ani silně konvexńı

3.58) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ 3x2
1 ` x

2
2 ` 4x2

3 ` 2
?

2x1x2 ´ 4x1x3 ´ 7x1 ` 8x2 ´ x3 ` 6

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı?
řešeńı: je konvexńı, neńı ostře ani silně konvexńı

3.59) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ x2
1 ` 3x2

2 ` x
2
3 ` 2x1x2 ´ 2x1x3 ´ 2x2x3 ` 11x1 ` 2x2 ´ x3 ` 6

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı?
řešeńı: je konvexńı, neńı ostře ani silně konvexńı

3.60) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ 2x2
1 ` 4x2

2 ` 3x2
3 ` 4x1x3 ´ 4x2x3 ` 6x1 ´ 3x2 ` x3 ` 7

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı?
řešeńı: je konvexńı, neńı ostře ani silně konvexńı

3.61) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ 4x2
1 ` 3x2

2 ` 2x2
3 ` 4x1x2 ´ 4x2x3 ` x1 ` 4x2 ´ 2x3 ` 9

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı? V př́ıpadě silné konvexnosti také určete
největš́ı konstantu silné konvexnosti ϑ.

řešeńı: je konvexńı, neńı ostře ani silně konvexńı

3.62) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ 5x2
1 ` 3x2

2 ` x
2
3 ´ 2x1x2 ` 2x2x3 ` 6x1 ´ 7x2 ` 7

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı? V př́ıpadě silné konvexnosti také určete
největš́ı konstantu silné konvexnosti ϑ.
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řešeńı: je silně konvexńı s ϑ “ 3´
?

6

3.63) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ 2x2
1 ` 4x2

2 ` x
2
3 ` 2x1x2 ` 4x2x3 ` x1 ´ 6x2 ` 2x3 ` 4

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı? V př́ıpadě silné konvexnosti také určete
největš́ı konstantu silné konvexnosti ϑ.

řešeńı: funkce neńı konvexńı

3.64) Rozhodněte, zda funkce

fpx1, x2, x3q “ x2
1 ` 2x2

2 ` x
2
3 ´ 2x1x2 ` 8x1x3 ` 2x2x3 ` 6x1 ´ 11x2 ` 4

je konvexńı na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexńı? V př́ıpadě silné konvexnosti také určete
největš́ı konstantu silné konvexnosti ϑ.

řešeńı: funkce neńı konvexńı

3.65) Rozhodněte, zda funkce n proměnných

fpxq “
1

xa, xy
, a P Rn

``,

je konvexńı pro x P Rn
`` – tx “ px1, . . . , xnq

J P Rn : x1 ą 0, . . . , xn ą 0u.
řešeńı: je konvexńı

3.66) Rozhodněte, zda funkce n proměnných

fpxq “ ln

ˆ n
ÿ

i“1

exi
˙

,

je konvexńı na Rn.
řešeńı: je konvexńı

3.67) Rozhodněte, zda funkce n proměnných

fpxq “ eaxAx,xy

je konvexńı na Rn, kde a P R je kladné č́ıslo a A P Rnˆn je symetrická a pozitivně semidefinitńı
matice.

řešeńı: je konvexńı

3.68) Necht’ A Ď Rn je konvexńı a uzavřená množina. Dokažte, že funkce určuj́ıćı vzdálenost bodu x od
množiny A, tj. fpxq “ ρpx,Aq – infaPA }x´ a}, je konvexńı.

3.69) Necht’ X Ď Rn je omezená konvexńı množina, pro ńıž 0 P intX. Rozhodněte, zda funkce definovaná
předpisem

fpxq – inf
 

α ą 0 : x P αX
(

je konvexńı.
řešeńı: je konvexńı
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4. Subdiferenciál

4.1) Dokažte: Necht’ f : X Ñ R je konvexńı funkce na konvexńı množině X Ď Rn. Pak pro každé
x˚ P riX plat́ı

a) f 1λhpx
˚q “ λf 1hpx

˚q pro každé λ ě 0 a h P LinX;

b) funkce f 1¨ px
˚q je konvexńı na LinX.

4.2) Dokažte: Necht’ X Ď Rn a f : X Ñ R. Pak pro x˚ P X plat́ı

fpx˚q “ min
xPX

fpxq

právě tehdy, když 0 P Bfpx˚q.

4.3) Dokažte: Pro konvexńı funkci f : RÑ R plat́ı

Bfpxq “ rf 1´pxq, f
1
`pxqs.

4.4) Dokažte: Necht’ X Ď Rn je konvexńı množina, intX ‰ H a f : X Ñ R.

a) Je-li f konvexńı a x˚ P intX, pak Bfpx˚q je neprázdná, uzavřená, ohraničená a konvexńı
množina.

b) Je-li Bfpxq neprázdná pro každé x P X, pak f je konvexńı na X.

4.5) Dokažte: Necht’ fi : Rn Ñ R jsou konvexńı funkce pro i “ 1, . . . ,m. Pak pro každé x P Rn plat́ı

Bfpxq “ Bf1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` Bfmpxq.

4.6) Dokažte: Necht’ f : Rm Ñ R je konvexńı funkce a A P Rmˆn. Položme F pxq – fpAxq. Potom plat́ı

BF pxq “ AJBfpAxq “ tz P Rn
| z “ AJa, a P BfpAxqu.

4.7) Pro funkci fpxq “ max
 

0, x
2´1
2

(

, určete Bfpxq pro všechna x P R.
řešeńı: Bfpxq “ x pro |x| ą 1, Bfp1q “ r0, 1s, Bfp´1q “ r´1, 0s a Bfpxq “ 0 pro x P p´1, 1q

4.8) Ukažte, že funkce f definovaná na intervalu r0,8q předpisem

fpxq “

#

1, x “ 0,

0, x ą 0,

neńı subdiferencovatelná v bodě x˚ “ 0. Jak vypadá opěrná nadrovina v bodě r0, 1s pro množinu
epi f?

–27/65–



4. Subdiferenciál
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4.9) Ukažte, že funkce f “ ´
?
x definovaná na intervalu r0,8q neńı subdiferencovatelná v bodě x˚ “ 0.

Jak vypadá opěrná nadrovina v bodě r0, 0s pro množinu epi f?

4.10) Necht’

fpx, yq “
a

x2 ` 2y2.

Určete subdiferenciál Bfp0, 0q a tuto množinu znázorněte v rovině.

řešeńı: Bfp0, 0q “
 

pa, bqJ P R2 | a2 ` b2{2 ď 1
(

4.11) Necht’

fpx, yq “
a

x2 ` 2xy ` 2y2.

Určete subdiferenciál Bfp0, 0q a tuto množinu znázorněte v rovině.

řešeńı: Bfp0, 0q “
 

pa, bqJ P R2 | 2a2 ´ 2ab` b2 ď 1
(

4.12) Necht’

fpx, yq “
a

2x2 ` 2xy ` 3y2.

Určete subdiferenciál Bfp0, 0q, tuto množinu znázorněte v rovině a rozhodněte, zda bod r1, 1s je
vnitřńım, hraničńım nebo vněǰśım bodem množiny Bfp0, 0q.

řešeńı: Bfp0, 0q “
 

pa, bqJ P R2 | 3a2 ´ 2ab` 2b2 ď 5
(

4.13) Necht’

fpx1, x2q “

b

x2
1 ´ 2x1x2 ` x2

2.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě r0, 0s. Rozhodněte, zda z “ 2 px1`x2q je opěrnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodě r0, 0s.

řešeńı: Bfp0, 0q “ trα, βs P R2 | α P r´1, 1s, α “ ´βu & neńı opěrnou nadrovinou

4.14) Necht’

fpx1, x2q “

b

3x2
1 ´ 2x1x2 ` 3x2

2.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě r0, 0s. Rozhodněte, zda z “ x1 ` x2 je opěrnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodě r0, 0s.

řešeńı: Bfp0, 0q “ trα, βs P R2 | 3α2 ` 3β2 ` 2αβ ď 8u & je opěrnou nadrovinou

4.15) Necht’

fpx1, x2q “

b

x2
1 ´ 2x1x2 ` 2x2

2.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě r0, 0s. Rozhodněte, zda z “ x1 ´ x2 je opěrnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodě r0, 0s.

řešeńı: Bfp0, 0q “ trα, βs P R2 | 2α2 ` β2 ` 2αβ ď 1u & je opěrnou nadrovinou
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4.16) Necht’

fpx1, x2q “

b

3x2
1 ` 2x1x2 ` x2

2 ` 1.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě r0, 0s. Rozhodněte, zda z “ x1 ` x2 je opěrnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodě r0, 0s.

4.17) Necht’

fpx1, x2q “

b

3x2
1 ` 2x1x2 ` x2

2 ` x1.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě r0, 0s. Rozhodněte, zda z “ x1 ` x2 je opěrnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodě r0, 0s.

4.18) Necht’ fpxq “ }x} “
a

xx, xy, x P Rn. Určete subdiferenciál Bfp0q.

řešeńı: Bfp0q “
 

a P Rn | }a} ď 1
(

4.19) Určete subdiferenciál Bfp0, 0q pro funkci fpx, yq “ |x| ` |y|.

řešeńı: Bfp0, 0q “
 

pa, bqJ P R2 | maxt|a|, |b|u ď 1
(

4.20) Určete subdiferenciály Bfp0, 0q, Bfp0, 1q Bfp1, 1q pro funkci fpx, yq “ maxt|x| , |y|u.

řešeńı: Bfp0, 0q “
 

pa, bqJ P R2 | |a| ` |b| ď 1
(

, Bfp0, 1q “ tp0, 1qJu a

Bfp1, 1q “
 

pa, bqJ P R2 | a` b “ 1, a ě 0, b ě 0
(

4.21) Necht’ A “
 

rx, ys P R2 | y ď ´ |x|
(

a uvažme funkci fpx, yq “ ρprx, ys, Aq. Určete subdiferenciál
Bfpx, yq pro rx, ys P R2.

řešeńı: Bfpx, yq “ gradfpx, yq pro rx, ys ‰ r0, 0s a
Bfp0, 0q “

 

pa, 1{
?

2qJ P R2 | a P r´1{
?

2, 1{
?

2s
(
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5. Fenchelova transformace

5.1) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ |x|, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ 0 pro y P r´1, 1s, f˚pyq “ 8 pro |y| ą 1

5.2) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ cx2

2
, x P R, c ą 0, a ověřte platnost Fenchelovy

rovnosti f˚˚ “ f .
řešeńı: f˚pyq “ y2{p2cq

5.3) Určete konjugovanou funkci pro

fpxq “

#

3x3, x ě 0,

x2, x ď 0.

Ověřte také platnost Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .
řešeńı: f˚pyq “ 2y3{2{9 pro y ě 0 a f˚pyq “ y2{4 pro y ď 0

5.4) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ e|x|, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ |y| ln |y| ´ |y| pro |y| ą 1, f˚pyq “ ´1 pro y P r´1, 1s

5.5) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ xplnx ´ 1q, x ą 0, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ ey

5.6) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ ´ lnpcosxq, x P p´π{2, π{2q, a ověřte platnost
Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y arctg y ´ 1
2

lnp1` y2q

5.7) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “
?

1` x2, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ ´
a

1´ y2 pro y P r´1, 1s, f˚pyq “ 8 pro |y| ą 1

5.8) Necht’ f˚pyq je konjugovaná funkce k funkci fpxq. Najděte konjugovanou funkci k fpx´aq. Pomoćı
tohoto výsledku a předchoźıho př́ıkladu určete konjugovanou funkci k funkci fpxq “

?
x2 ´ 2x` 2.

řešeńı: f˚pyq “ ´
a

1´ y2 ` y pro y P r´1, 1s, f˚pyq “ 8 pro |y| ą 1

5.9) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ ´
?

1´ x2, x P r´1, 1s a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y ln y{py ` 1q pro y ą 0, f˚pyq “ 0 pro y “ 0 a f˚pyq “ 8 pro y ă 0
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5.10) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “
?

1` ex, x P R a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y lnp2y2 ` 2y
a

y2 ` 1q ´
b

1` 2y2 ` 2y
a

y2 ` 1 pro y ą 0, f˚pyq “ ´1 pro y “ 0

a f˚pyq “ 8 pro y ă 0

5.11) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ lnp1 ` exq, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y lnpy{p1´ yqq ` lnp1´ yq pro y P p0, 1q, f˚p0q “ 0, f˚pyq “ 8 pro y P RKr0, 1q

5.12) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ ´ lnp1 ´ exq, x ă 0, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y lnpy{py ` 1qq ´ lnpy ` 1q pro y ą 0, f˚p0q “ 0, f˚pyq “ 8 pro y ă 0

5.13) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ x` lnp1` exq, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ py ´ 1q lnpy ´ 1q ` p2´ yq lnp2´ yq pro y P p1, 2q,
f˚pyq “ 0 pro y P t1, 2u, f˚pyq “ 8 pro y P RKr1, 2s

5.14) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ sinx, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚p0q “ 1, f˚pyq “ 8 pro RKt0u, f˚˚pxq ” ´1

5.15) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ sinx, x P r´π, 0s, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

5.16) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ ´ lnx, x ą 0, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ ´1´ lnp´yq pro y ă 0, f˚pyq “ 8 pro y ě 0

5.17) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ lnp´xq, x ă 0, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ 8

5.18) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ px2 ´ 1q2, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

5.19) Určete konjugovanou funkci pro funkci

fpxq “

#

1, x ě 0,

´1, x ă 0,

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .
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řešeńı: f˚p0q “ 1, f˚pyq “ 8 pro RKt0u

5.20) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ maxt0, 1´ xu, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy
rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y pro y P r´1, 0s, f˚pyq “ 8 pro y P RKr´1, 0s

5.21) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ x3´5x, x P R, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

5.22) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “
?

1´ x, x ď 1, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

5.23) Určete konjugovanou funkci pro funkci

fpxq “

#

1` x2, x ‰ 0,

0, x “ 0,

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .
řešeńı: f˚pyq “ 0 pro y P r´2, 2s, f˚pyq “ y2{4´ 1 pro |y| ě 2, f˚˚ “ 2 |x| pro |x| ď 1 a

f˚˚ “ 1` x2 pro |x| ě 1

5.24) Určete konjugovanou funkci pro funkci

fpxq “

#

x2 ´ 1, |x| ě 1,

0, |x| ă 1,

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .
řešeńı: f˚pyq “ |y| pro y P r´2, 2s, f˚pyq “ y2{4` 1 pro |y| ě 2

5.25) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ maxt2x, 3xu, x P r´1, 1s, a ověřte platnost Fenche-
lovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ y ´ 3 pro y ą 3, f˚pyq “ 0 pro y P r2, 3s, f˚pyq “ ´y ` 2 pro y ă 2

5.26) Určete konjugovanou funkci pro funkci

fpxq “

#

px2 ´ 1q2, |x| ě 1,

0, |x| ă 1,

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

5.27) Určete konjugovanou funkci pro funkci

fpxq “

#

x2, x ě 0,

x2{2, x ă 0,

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .
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řešeńı: f˚pyq “ y2{4 pro y ě 0, f˚pyq “ y2{2 pro y ă 0

5.28) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ xa, xy ` β, x P Rn, a P Rn, β P R, a ověřte platnost
Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚paq “ ´b, f˚pyq “ 8 pro y ‰ a

5.29) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpx, yq “ 1` 2x2 ` 2xy ` y2, rx, ys P R2, a ověřte platnost
Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pa1, a2q “ ppa1 ´ a2q
2 ` a2

2 ´ 4q{4

5.30) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpx, yq “ ´
?
x ´

?
y, rx, ys P R2

`, a ověřte platnost Fen-
chelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pa1, a2q “ ´1{p4a1q ´ 1{p4a2q pro a1, a2 ă 0, f˚pa1, a2q “ 8 ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech

5.31) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ 1
α

řn
i“1 |xi|

α, x P Rn, α ą 1, a ověřte platnost
Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ 1
β

řn
i“1 |yi|

β pro β – α{pα ´ 1q

5.32) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ 1
2
}x}2, x P Rn, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti

f˚˚ “ f . Ukažte také, že f ” f˚ právě tehdy, když fpxq “ 1
2
}x}2.

řešeńı: f˚pyq “ 1
2
}y}2

5.33) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ }x}, x P Rn, a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti
f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ 0 pro }y}˚ ď 1 a f˚pyq “ 8 pro }y}˚ ą 1, kde }y}˚ – sup}x}ď1 x
Jy

5.34) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ 1
α

řn
i“1 xi lnpxiq, x P Rn

``, α ą 0, a ověřte platnost
Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ 1
α

řn
i“1 eαyi´1

5.35) Určete konjugovanou funkci pro funkci fpxq “ ´
řn
i“1 lnpxiq, x P Rn

``, α ą 0, a ověřte platnost
Fenchelovy rovnosti f˚˚ “ f .

řešeńı: f˚pyq “ ´n´
řn
i“1 lnp´yiq pro y P Rn

´´, f˚pyq “ 8 v ostatńıch př́ıpadech

5.36) Určete co fpxq pro funkci
fpx, yq “ x` sinx cosx` 1, x P R.

5.37) Určete co fpxq pro funkci

fpx, yq “ x` sin3 x cosx` 1, x P R.
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5.38) Určete co fpx, yq pro funkci

fpx, yq “

#

1` x2 ` y2, rx, ys ‰ r0, 0s,

0, rx, ys “ r0, 0s.

řešeńı: co fpx, yq “ 2
a

x2 ` y2 pro x2 ` y2 ď 1 a co fpx, yq “ 1` x2 ` y2 v ostatńıch př́ıpadech

5.39) Určete co fpx, yq pro funkci

fpx, yq “

#

1` x2

a2
`

y2

b2
, rx, ys ‰ r0, 0s,

0, rx, ys “ r0, 0s,

kde a, b P RKt0u.
řešeńı: co fpx, yq “ 2

a

x2{a2 ` y2{b2 pro x2{a2 ` y2{b2 ď 1 a

co fpx, yq “ 1` x2{a2 ` y2{b2 v ostatńıch př́ıpadech

5.40) Dokažte: Necht’ g : RÑ R je sudá funkce. Definujeme-li fpxq – gp}x}q, pak plat́ı

f˚pyq “ g˚p}y}˚q,

kde }y}˚ – suptxx, yy, x P Rn, }x} “ 1u.
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6. Numerické metody nepodmı́něné optimalizace v R

Pro kontrolu výpočt̊u m̊užete využ́ıt Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

6.1) S využit́ım metody p̊uleńı intervalu určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ ex
2´5 lnpx`1q

Ñ min

na intervalu I “ r0, 2s s chybou nejvýše ε “ 0, 25 a pro δ “ 0, 1.
řešeńı: x̄ “ 1, 1125

6.2) S využit́ım metody p̊uleńı intervalu určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ e4x2´3x`2
Ñ min

na intervalu I “ r0, 2s s chybou nejvýše ε “ 1{5 a pro δ “ 1{10.
řešeńı: x̄ “ 0, 38125

6.3) S využit́ım metody p̊uleńı intervalu určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ sqrtex´5 lnx` 1 Ñ min

na intervalu I “ r1{2, 2s s chybou nejvýše ε “ 1{5 a pro δ “ 1{10.
řešeńı: x̄ “ 1, 33125

6.4) S využit́ım metody zlatého řezu s N “ 5 určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ 9x2
´ 10x` 16 Ñ min, x P r0, 1s.

Při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ
“ 2

1`
?

5
“ 0, 618. Bez znalosti přesného řešeńı také odhadněte

maximálńı chybu, které se při této aproximaci dopust́ıte (odhad vyjádřete pomoćı č́ısla 1{τ).
řešeńı: x̄ “ 0, 545 s maximálńı chybou 0, 0729

6.5) S využit́ım metody zlatého řezu s N “ 5 určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ 7x2
´ 11x` 2 Ñ min, x P r0, 1s.

Při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ
“ 2

1`
?

5
“ 0, 618. Bez znalosti přesného řešeńı také odhadněte

maximálńı chybu, které se při této aproximaci dopust́ıte (odhad vyjádřete pomoćı č́ısla 1{τ).
řešeńı: x̄ “ 0, 781 s maximálńı chybou 1

2τ4

6.6) S využit́ım metody zlatého řezu určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ x sinp2x´ 1q Ñ min, x P r0, 1s,

s chybou nejvýše ε “ 1{10. Při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ
“ 2

1`
?

5
“ 0, 618.
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řešeńı: x̄ “ 0, 218

6.7) S využit́ım metody zlatého řezu určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ sinp
?
x` lnx` 1q, x P r3, 6s,

s chybou nejvýše ε “ 1{4. Při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ
“ 2

1`
?

5
“ 0, 618.

řešeńı: x̄ “ 4, 6352

6.8) S využit́ım metody zlatého řezu určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ tgpx2
´ 3x` 1q, x P r1, 3s,

s chybou nejvýše ε “ 1{4. Při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ
“ 2

1`
?

5
“ 0, 618.

řešeńı: x̄ “ 1, 5277

6.9) S využit́ım Fibonacciho metody určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ 9x2
´ 10x´ 16 Ñ min

na intervalu I “ r0, 1s s chybou nejvýše ε “ 1{10 a pro δ “ 1{40.
řešeńı: x̄ “ 9{16

6.10) S využit́ım Fibonacciho metody určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ 7x2
´ 11x` 2 Ñ min

na intervalu I “ r0, 1s s chybou nejvýše ε “ 3{20 a pro δ “ 1{10.
řešeńı: x̄ “ 3{4

6.11) S využit́ım Fibonacciho metody určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ ´ lnp5 sinx´ x2
` 1q Ñ min

na intervalu I “ r0, 2s s chybou nejvýše ε “ 1{5 a pro δ “ 1{10.
řešeńı: x̄ “ 9{8

6.12) S využit́ım Fibonacciho metody určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ sinp2x2
´ 6x` 1q Ñ min

na intervalu I “ r0, 1s s chybou nejvýše ε “ 7{100 a pro δ “ 1{20.
řešeńı: x̄ “ 273{520
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6.13) S využit́ım Fibonacciho metody určete přibližné řešeńı úlohy

fpxq “ ex
2´sinx

Ñ min

na intervalu I “ r´1, 1s s chybou nejvýše ε “ 1{5 a pro δ “ 1{20.
řešeńı: x̄ “ 2{5

6.14) Pomoćı r̊uzných numerických metod zejména pro N “ 3, 4, 5, 6 (s vhodným δ, např. δ “ ˘1{50,
˘1{20, ˘1{10) nalezněte přibližené minumum funkce fpxq na intervalu I, kde (hodnota x˚ udává
přesné řešeńı)

a) fpxq “ 5x2 ´ 7x` 6, I “ r0, 1s, (x˚ “ 7
10

),

b) fpxq “ 3x2 ´ 4x` 2, I “ r0, 1s, (x˚ “ 2
3
),

c) fpxq “ x2 ´ 4x` 1, I “ r1, 4s, (x˚ “ 2),

d) fpxq “ x5 ´ 5x3 ´ 20x` 5, I “ r0, 3s, (x˚ “ 2),

e) fpxq “ 2x3 ´ 21x2 ` 60x` 50, I “ r2, 6s, (x˚ “ 5),

f) fpxq “ x2 ` 1
x
, I “ r0, 1s, (x˚ “ 1

3?2
),

g) fpxq “ x2 `
?
x´ 15, I “ r0, 4s, (x˚ “ 0),

h) fpxq “ ex` e´x, I “ r´1, 1s, (x˚ “ 0),

i) fpxq “ 1´ x e´x
2
, I “ r0, 1s, (x˚ “ 1?

2
),

j) fpxq “ x
lnx

, I “ r2, 3s, (x˚ “ e),

k) fpxq “ ´4 sinx p1` cosxq, I “ r0, π{2s, (x˚ “ π{3),

l) fpxq “ x3´54
x

, I “ r´4,´2s, (x˚ “ ´3),

m) fpxq “ arccos
`

2x
1`x2

˘

, I “ r0, 2s, (x˚ “ 1),

n) fpxq “ x´ 2 sinx, I “ r0, 2πs, (x˚ “ π
3
),

o) fpxq “ |2´ x| ` |5´ 4x| ` |8´ 9 ˚ x|, I “ r0, 3s, (x˚ “ 8
9
),

p) fpxq “ e´x´1´ 1
1`x

, I “ r0, 10s, (x˚ « 2, 51286),

q) fpxq “ x2

lnpx`1q
, I “ r´1, 0s, (x˚ « ´0, 71533),

r) fpxq “ ´ sin6 x tgp1´ xq e30x, I “ r0, 1s, (x˚ « 0, 97066),
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s) fpxq “ 13
60
p3´ x arctg 3

x
q ´ 27

36`4x2
, I “ r1, 2s, (x˚ « 1, 44259),

t)

fpxq “

#

´x{2, x ď 2,

x´ 3, x ą 2,
I “ r0, 3s, px˚ “ 2q,

u)

fpxq “

#

´x{3, x ď 2,

x´ 4, x ą 2,
I “ r0, 3s, px˚ “ 2q,

v)

fpxq “

#

x2, x ď ´2,

x4 ´ 3, x ą ´2,
I “ r´1, 2s, px˚ “ 0q.

Určete také maximálńı chybu, které se touto aproximaćı dopust́ıte.

6.15) Pomoćı r̊uzných metod aproximujte minimum funkce f na intervalu I s nejvýše ε “ 7% chybou
vzhledem k délce intervalu I, přičemž funkce f a interval I jsou dány v Př́ıkladu 6.14. Uvažte také
jiné hodnoty ε.

6.16) Pomoćı r̊uzných metod aproximujte minimum funkce f na intervalu I s chybou nejvýše ε “ 1{15,
přičemž funkce f a interval I jsou dány v Př́ıkladu 6.14. Uvažte také jiné hodnoty ε.
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7. Numerické metody nepodmı́něné optimalizace v Rn

Pro kontrolu výpočt̊u využijte Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

7.1) Při dané počátečńı aproximaci xr0s vypočtěte alespoň dva následuj́ıćı členy v minimalizuj́ıćı po-
sloupnosti

 

xrks
(

, tj. xr1s a xr2s, źıskané metodou největš́ıho spádu při řešeńı úlohy

fpxq Ñ min, x P Rn,

jestliže

a) xr0s “ r0, 3s &fpxq “ fpx1, x2q “ 2x2
1 ` 4x2

2 ´ 2x1 ´ 8x2; (x˚ “ r1{2, 1s)

b) xr0s “ r2, 3s & fpxq “ fpx1, x2q “ 4x2
1 ´ 4x1x2 ` 2x2

2; (x˚ “ r0, 0s)

c) xr0s “ r1, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ 2x2
1 ´ x1x2 ` x

2
2; (x˚ “ r1, 0s)

d) xr0s “ r1,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ x2
1 ` 2x1x2 ` 2x2

2 ` 2x1; (x˚ “ r´2, 1s)

e) xr0s “ r1,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ 4x2
1 ` 4x1x2 ` 2x2

2 ´ 3x1; (x˚ “ r3{4,´3{4s)

f) xr0s “ r0, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ x1 ´ x2 ` 2x2
1 ` 2x1x2 ` x

2
2; (x˚ “ r´1, 3{2s)

g) xr0s “ r0,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ p2x1 ´ x2 ´ 2q2 ` x1x2 ` 3x1; (x˚ “ r´2{7,´17{7s)

h) xr0s “ r0, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ p2x1 ´ x2 ` 1q2 ` x1x2; (x˚ “ r´2{7, 4{7s)

i) xr0s “ r0, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ p3x1 ´ x2 ` 2q2 ` 2x1x2; (x˚ “ r´2{5, 6{5s)

j) xr0s “ r2, 1s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ x2 ´ 1q2 ` x1x2 ´ x1; (x˚ “ r4{3,´1{3s)

k) xr0s “ r1, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ 2x2 ´ 1q2 ` x1x2 ` 2x2; (x˚ “ r´2{7,´6{7s)

l) xr0s “ r4, 3s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ x2 ´ 2q2 ` x1x2 ` x1; (x˚ “ r2{3,´5{3s)

m) xr0s “ r1,´2s& fpxq “ fpx1, x2q “ x2
1`6x1x2`9x2

2; (nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 “ ´3x2)

n) xr0s “ r0, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ x2
1 ` 6x1x2 ` 9x2

2 ` 2x1 ´ x2; (úloha nemá řešeńı)

o) xr0s “ r1,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ x2q
2 ´ x1 ` x2; (nekonečně mnoho řešeńı tvaru

x1 “ x2 ` 1{2)

p) xr0s “ r1,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ x2q
2 ` x1 ` x2; (úloha nemá řešeńı)

q) xr0s “ r1,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ p2x1´x2`1q2´4x1`2x2; (nekonečně mnoho řešeńı tvaru
x2 “ 2x1)

–39/65–

https://m5170.page.link/y6N7


7. Numerické metody v Rn
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r) xr0s “ r1,´1s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ 3x2 ` 1q2 ` 2x1 ´ x2; (úloha nemá řešeńı)

s) xr0s “ r1,´1, 0s & fpxq “ fpx1, x2, x3q “ x2
1 ` 2x1x2 ` 2x2

2 ` x
2
3; (x˚ “ r0, 0, 0s)

t) xr0s “ r0,´1, 1s & fpxq “ fpx1, x2, x3q “ p2x1 ´ x2 ´ 1q2 ` px3 ´ x2 ´ 2q2 ` 3x2x3; (x˚ “
r´3{2,´4, 4s)

u) xr0s “ r0, 0, 0s& fpxq “ fpx1, x2, x3q “ px1`x2`1q2{2`p1´x3q
2`px1´x3´1q2; (x˚ “ r2,´3, 1s)

v) xr0s “ r0, 0, 0s & fpxq “ fpx1, x2, x3q “ px3 ´ 2x2 ` 2q2{2 ` p1 ´ x3q
2 ` px2 ´ 3x1q

2{4; (x˚ “
r1{2, 3{2, 1s)

w) xr0s “ r1, 0, 0s & fpxq “ fpx1, x2, x3q “ px1 ` x3 ` 1q2 ` px1 ´ x2 ´ 1q2 ` x2x3; (úloha nemá
řešeńı)

7.2) S využit́ım dané výchoźı počátečńı aproximace xr0s nalezněte pomoćı metody sdružených gradient̊u
přesné řešeńı úloh z Př́ıkladu 7.1 (Pozor: v některých př́ıkladech mohou vycházet “komplikovaněǰśı”
zlomky, např. 7.1c).

7.3) S využit́ım dané výchoźı počátečńı aproximace xr0s nalezněte pomoćı Newtonovy metody přesné
řešeńı úloh z Př́ıkladu 7.1c+o+s+w.

7.4) Při dané počátečńı aproximaci xr0s vypočtěte alespoň alespoň dva následuj́ıćı členy v minimalizuj́ıćı
posloupnosti

 

xrks
(

, tj. xr1s a xr2s, źıskané Newtonovou metodou při řešeńı úlohy

fpxq Ñ min, x P Rn,

jestliže

a) xr0s “ r4, 2,´1s & fpxq “ fpx1, x2, x3q “ px1 ´ 4q4 ` x2
2 `

px3`5q2

4
´ 3; (x˚ “ r4, 0,´5s)

b) xr0s “ r0, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ 10px2 ´ x
2
1q

2 ` p1´ x1q
2; (x˚ “ r1, 1s)

c) xr0s “ r1, 1s & fpxq “ fpx1, x2q “ ex
2
1`x

2
2 ; (x˚ “ r0, 0s)

d) xr0s “ r1{2, 0s a xr0s “ r1{2, 1{4s & fpxq “ fpx1, x2q “ lnp1` x2
1 ` x

2
2q; (x˚ “ r0, 0s)

e) xr0s “ r1, 1s & fpxq “ fpx1, x2q “ e1`x21x
2
2 ; (x˚ “ r0, 0s)

f) xr0s “ r1{4, 1{4s & fpxq “ fpx1, x2q “ ´ lnp1 ´ x1 ´ x2q ´ lnx1 ´ lnx2; (lokálńı řešeńı x˚ “
r1{3, 1{3s)

g) xr0s “ r1, 1s & fpxq “ fpx1, x2q “ ´ e2´x21´x
2
2`x1 x2 ; (x˚ “ r0, 0s)

h) xr0s “ r0, 0s & fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ x2 ´ 1q4 ` lnpx2
1 ` 2x2

2 ` 1q; (lokálńı řešeńı x˚ «
r0, 32125,´0, 160625s)

–40/65–



7. Numerické metody v Rn
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i) xr0s “ r0, 1s & fpxq “ fpx1, x2q “ p3x1 ´ x1x2 ` x2q
4 ` e

2x21
x22`1 (x˚ “ r0, 0s)

7.5) S využit́ım dané výchoźı počátečńı aproximace xr0s vypočtěte alespoň alespoň dva následuj́ıćı členy
v minimalizuj́ıćı posloupnosti

 

xrks
(

, tj. xr1s a xr2s, źıskané metodou největš́ıho spádu při řešeńı
úloh z Př́ıkladu 7.4.

7.6) S využit́ım dané výchoźı počátečńı aproximace xr0s vypočtěte alespoň alespoň dva následuj́ıćı členy
v minimalizuj́ıćı posloupnosti

 

xrks
(

, tj. xr1s a xr2s, źıskané metodou sdružených gradient̊u při řešeńı
úloh z Př́ıkladu 7.4.

7.7) Zvolte si (libovolně – zkusit můžete i r̊uzné volby) počátečńı aproximaci xr0s a určete alespoň dva
následuj́ıćı členy v minimalizuj́ıćı posloupnosti

 

xrks
(

, tj. xr1s a xr2s, źıskané metodou největš́ıho
spádu a metodou sdružených gradient̊u při řešeńı úlohy

fpxq Ñ min, x P Rn,

jestliže (x˚ znač́ı přesné řešeńı)

a) libovolná funkce ze zadáńı Př́ıkladu 7.1

b) Matyasova funkce fpxq “ fpx1, x2q “
13
50
px2

1 ` x
2
2q ´

12
25
x1x2, (x˚ “ r0, 0s),

c) fpxq “ fpx1, x2q “ 1000x2
1 ` 40x1x2 ` x

2
2, (x˚ “ r0, 0s),

d) fpxq “ fpx1, x2q “ x2
1 ` 2x2

2 ´ 2x1 ´ 8x2, (x˚ “ r1{2, 1s),

e) fpxq “ fpx1, x2q “ 6x2
1 ` 4x1x2 ` 10x2

2 ´ 11x1 ´ 13x2, (x˚ “ r3{4, 1{2s),

f) Boothova funkce fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ` 7x2 ´ 7q2 ` p2x1 ` x2 ´ 5q2, (x˚ “ r1, 3s),

g) fpxq “ fpx1, x2, x3q “ 2x2
1´ 2x1x2` x

2
2` x2x3` x

2
3` 2x1` 3x2´ 4x3, (x˚ “ r´13{2,´12, 8s),

h) fpxq “ fpx1, x2, x3q “ x2
1`x1x3`3x2

2`x2x3`2x1x2`2x2
3`x1´3x2´x3, (x˚ “ r´13{2,´12, 8s),

i) Powellova funkce fpxq “ fpx1, x2, x3, x4q “ px1`10x2q
2`5px3´x4q

2`px2´2x3q
2`10px1´x4q

2,
(x˚ “ r0, 0, 0, 0s),

j) fpxq “ fpx1, x2, x3, x4q “ 3x2
1`x1x2` 4x2

2`x2x3` 3x2x4` 10x2
3` 3x2

4` 6x1´ 3x2´x3´ 5x4,
(x˚ “ r28{39,´27{26, 3{13, 1{26s),

7.8) Zvolte si (libovolně – zkusit můžete i r̊uzné volby) počátečńı aproximaci xr0s a spočtěte alespoň dva
následuj́ıćı členy v minimalizuj́ıćı posloupnosti

 

xrks
(

, tj. xr1s a xr2s, źıskané metodou největš́ıho
spádu nebo metodou sdružených gradient̊u nebo Newtonovou metodou při řešeńı úlohy

fpxq Ñ min, x P Rn,

jestliže (x˚ znač́ı přesné řešeńı)
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a) fpxq “ fpx1, x2q “ px
2
1 ` x

2
2q

3{2
, (x˚ “ r0, 0s),

b) fpxq “ fpx1, x2q “ 100x4
1 `

x42
100

, (x˚ “ r0, 0s),

c) fpxq “ fpx1, x2q “
x41
4
`

x22
2
´ x1x2 ` x1 ´ x2, (x˚ “ r´1, 0s a x˚ “ r1, 2s),

d) fpxq “ fpx1, x2q “
a

x2
1 ` 1`

a

x2
2 ` 1, (x˚ “ r0, 0s),

e) fpxq “ fpx1, x2q “ ´ lnp1´ x1 ´ x2q ´ lnx1 ´ lnx2, (x˚ “ r1{3, 1{3s),

f) fpxq “ fpx1, x2q “ px1 ´ 2q4 ` px1 ´ 2q2x2
2 ` px2 ` 1q2, (x˚ “ r1, 0s),

g) Rosenbrockova funkce fpxq “ fpx1, x2q “ 100px2 ´ x
2
1q

2 ` p1´ x1q
2, (x˚ “ r1, 1s),

h) Baelova funkce (x˚ “ r3, 1{2s)

fpxq “ fpx1, x2q “

ˆ

3

2
´ x1 ` x1x2

˙2

`

ˆ

9

4
´ x1 ` x1x

2
2

˙2

`

ˆ

453

200
´ x1 ` x1x

3
2

˙2

,

i) Goldsteinova–Priceho funkce (x˚ “ r0,´1s)

fpxq “ fpx1, x2q “

ˆ

1`
`

x1 ` x2 ` 1
˘2`

19´ 14x1 ` 3x2
1 ´ 14x2 ` 6x1x2 ` 3x2

2

˘

˙

ˆ

ˆ

ˆ

30`
`

2x1 ´ 3x2

˘2`
18´ 32x1 ` 12x2

1 ` 48x2 ´ 36x1x2 ` 27x2
2

˘

˙

,

j)
”
trojhrbá funkce“ fpxq “ fpx1, x2q “ 2x2

1 ´
21x41
20
`

x61
6
` x1x2 ` x

2
2, (x˚ “ r0, 0s),

k) Easomova funkce fpx1, x2q “ ´ cosx1 cosx2 exp
“

´ px1 ´ πq
2 ´ px2 ´ πq

2
‰

, (x˚ “ rπ, πs),

l) nelineárńı funkce

fpxq “ fpx1, x2, x3q “
1

1` px1 ´ x2q
2
` sinpπ x2x3{2q ` exp

”

´

´x1 ` x3

x2

´ 2
¯2 ı

,

(x˚ “ r1, 1, 1s), kde exprzs “ ez,

m) fpxq “ fpx1, x2q “ 10px2 ´ sinx1q
2 `

x21
10

, (x˚ “ r0, 0s),

n) fpxq “ fpx1, x2q “ 10px2 ´ cosx1q
2 `

x21
10

, (x˚ “ r0, 1s),

o) McCormickova funkce fpxq “ fpx1, x2q “ sinpx1 ` x2q ` px1 ´ x2q
2 ´ 3x1

2
`

5y
2
` 1, (x˚ «

r´0.547198,´1.5472s),

p) Levyho funkce (x˚ “ r1, 1s)

fpxq “ fpx1, x2q “ sin2
p3π x1q ` px1 ´ 1q2 r1` sin2

p3π x2qs ` px2 ´ 1q2 r1` sin2
p2π x2qs,
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q) Rosenbrockova funkce#2 (x˚ “ r1, 1, 1s)

fpxq “ fpx1, x2, x3q “ 100px2 ´ x
2
1q

2
` p1´ x1q

2
` 100px3 ´ x

2
2q

2
` p1´ x2q

2,

r) Fletcherova/Powellova funkce

fpxq “ fpx1, x2, x3q “ 100

#

rx3 ´ 10ϕpx1, x2qs
2
`

ˆ

b

x2
1 ` x

2
2 ´ 1

˙2
+

` x2
3,

(x˚ “ r1, 0, 0s), kde

2π ϕpx1, x2q “

#

arctg x2
x1
, x1 ą 0,

π ` arctg x2
x1
, x1 ă 0,

s) Rosenbrockova funkce#3 (x˚ “ r1, 1, 1, 1s a v bodě r´1, 1, 1, 1s je lokálńı minimum)

fpxq “ fpx1, x2, x3, x4q “

3
ÿ

i“1

100pxi`1 ´ x
2
i q

2
` p1´ xiq

2.

V př́ıpadě, že neńı možné explicitně určit přesné řešeńı jednorozměrných minimalizačńıch úloh
pro stanoveńı délky kroku α, aproximujte hodnotu α pomoćı některé z metod jednorozměrné
minimalizace.

Pojmenované funkce se r̊uzně použ́ıvaj́ı jako tzv. testovaćı funkce pro optimalizačńı algoritmy, viz
např. https://m5170.page.link/jQrT nebo https://m5170.page.link/cWUb.
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8. Řešeńı úloh matematického programováńı

‚ Pro kontrolu výpočt̊u m̊užete využ́ıt Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

‚ Pro zadáńı lze také využ́ıt libovolnou úlohu z Kapitoly 9 nebo z Kapitoly 10 s konkrétńı volbou
hodnoty parametru b.

8.-1) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

(a) fpxq “
?

1` x2 Ñ min, x ď 1.

(b) fpxq “
?

1` x2 Ñ min, x` 1 ď 0.
řešeńı: 0, ´1

8.0) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

(a) fpxq “ |x| Ñ min, x ď 1.

(b) fpxq “ |x| Ñ min, x` 1 ď 0.
řešeńı: 0, ´1

8.1) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` x

2
2 ´ 14x1 ´ 6x2 Ñ min, x1 ` x2 ď 2, x1 ` 2x2 ď 3.

řešeńı: r3,´1s

8.2) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 2x2
1 ` 2x1x2 ` x

2
2 ´ 20x1 ´ 14x2 Ñ min, x1 ` 3x2 ď 5, 2x1 ´ x2 ď 4.

řešeńı: r17{7, 6{7s

8.3) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` x2 Ñ min, x2

1 ` x
2
2 ď 9, x1 ` x2 ď 1.

řešeńı: r0,´3s

8.4) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu

fpx1, x2q “ x2
1 ` 2x2

2 ´ 4x1 ` 1 Ñ min, x1 ` x2 ď 1, x2
1 ` x

2
2 ď 4.
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řešeńı: r4{3,´1{3s

8.5) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 9x2
1 ` 12x2

2 ` 18x1x2 ` 3x1 ´ 3x2 ` 1 Ñ min,

x1 ` x2 “ 3, x1 ´ x2 ě 1, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r2, 1s

8.6) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 3x2
1 ´ x1x2 ` x

2
2 ` x1 ` x2 ` 2 Ñ min,

2x1 ` x2 “ 1, x1 ´ 3x2 ě ´1, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r1{3, 1{3s

8.7) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ´ x1x2 ` 3x2

2 ´ 3x1 ` x2 ` 2 Ñ min,

x1 ` 2x2 “ 1, 2x1 ´ x2 ě 1, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r1, 0s

8.8) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1{2´ x1x2 ` x

2
2 ´ 2x1 ` x2 Ñ min,

x1 ` x2 ď 3, 2x1 ´ x2 ď 4, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r7{3, 2{3s

8.9) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu lineárńıho programováńı

fpxq “ xc, xy Ñ min

na množině
X “

 

x P Rn
| Bx ď b, x ě 0

(

,

je-li c “ p2, 2qJ, B “
´

´3 2
´3 ´1

1 0

¯

a b “ p6,´3, 3qJ.

řešeńı: r1, 0s
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8.10) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` x2 Ñ min, x2

1 ` x
2
2 ď 9, x1 ` x2 ď 1, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r0, 0s

8.11) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` 2x2

2 ´ 4x1 ` 1 Ñ min, x1 ` x2 ď 1, x2
1 ` x

2
2 ď 4, x1 ě 0.

řešeńı: r4{3,´1{3s

8.12) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 2x2
1 ` x1x2 ` x

2
2 ´ 4x1 ´ 2x2, x2

1 ` x2 ď 1, x1 ` x2 ď 1, x1 ě 0.

(Nápověda: polynom 4z3 ´ 3z2 ` 4z ´ 3 má jediný reálný kořen z “ 3{4.)
řešeńı: r3{4, 1{4s

8.13) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 2x2
1 ´ 2x1x2 ` 2x2

2 ´ 9x2 Ñ min,

4x2
1 ´ x2 ď 2, 4x1 ` 3x2 ď 10, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r28{37, 86{37s

8.14) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 Ñ min, x1 ` x2 ` x3 “ 3, 2x1 ´ x2 ` x3 ď 5.

řešeńı: r1, 1, 1s

8.15) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ 4x2
1 ` 4x1x2 ` 3x2

2 ´ 4x2x3 ` 2x2
3 ` x1 ` 4x2 ´ 2x3 Ñ min,

x1 ´ x2 ` 2 “ 0, x1 ` 2x2 ´ x3 ď 1, x1 ě 0.

řešeńı: r0, 2, 3s
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8.16) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ 2x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 ` 2x1x2 ` 2x1x3 ´ 8x1 ´ 6x2 ´ 4x3 ` 9,

x1 ` x2 ` x3 “ 4, x1 ´ 2x2 ´ 2x3 ě 1, x3 ě 0.

řešeńı: r3, 1, 0s

8.17) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ 3x2
1 ` x1x2 ` x

2
2 ´ 2x2x3 ` 2x2

3 Ñ min,

x1 ` 2x3 “ 1, x1 ´ 2x2 ´ x3 ď 2, x2 ě 0, x3 ě 0.

řešeńı: r0, 1{2, 1{2s

8.18) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ 3x2
1 ` x1x2 ` x

2
2 ´ 2x2x3 ` 2x2

3 Ñ min,

x1 ` 2x3 “ 2, x2
1 ´ 2x2 ´ x3 ď 2, x2 ě 0, x3 ě 0.

(Nápověda: polynom ´32z3 ` 156z2 ´ 241z ` 92 má jediný reálný kořen z « 0, 56356.)
řešeńı: r0, 1, 1s

8.19) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ 4x2
1 ` 4x1x2 ` 3x2

2 ´ 4x2x3 ` 2x2
3 ` x1 ` 4x2 ´ 2x3 Ñ min,

x1 ´ x2 ` 2 ď 0, 2x1 ` x2 ´ x3 ď 2, x1 ě 0.

řešeńı: r0, 2, 5{2s

8.20) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpxq “
1

2
}x}2 ´ xc, xy Ñ min

na množině Rn
`, kde c P Rn.

řešeńı: rmaxt0, c1u,maxt0, c2u, . . . ,maxt0, cnus

8.21) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpxq “ }x} ´ xc, xy Ñ min

na množině Rn
`Kt0u, kde c P Rn.
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8.22) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x1 ` x
2
2 ` 1 Ñ min, x3

1 ´ x
3
2 ď 1, x1 ě 0.

řešeńı: r0, 0s

8.23) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x3
1 ´ 3x1x2 ` x

3
2 Ñ min, x2 ´ 2x2

1 ď 0, 0 ď x1 ď 3, x2 ě 0.

řešeńı: r1, 1s

8.24) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` 2x1x2 ´ 4x1 ´ 2x2 Ñ min,

x2
1 ´ 2x2 ď 0, 2x1 ` x2 ď 6, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r0, 6s

8.25) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` px2 ´ 1q2 Ñ min, x2

1 ` 4x2
2 ď 4, 2x2

1 ` x2 ě 2, x1 ě 2x2.

řešeńı: r
?

65{8´ 1{8,
?

65{16´ 1{16s

8.26) Uvažte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2, x3q “ ´x
3
1 ` x

3
2 ´ 2x1x

2
3 Ñ min,

2x1 ` x
2
2 ` x3 “ 5, 5x2

1 ´ x
2
2 ´ x3 ě 2, x1 ě 0, x3 ě 0.

+

(8.1)

a) Pomoćı Lagrangeova principu určete nutné podmı́nky pro stacionárńı body úlohy (8.1).

b) Pomoćı podmı́nek druhého řádu ukažte, že bod r1, 0, 3s je bodem lokálńıho vázaného minima
úlohy (8.1).

8.27) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 4x1 ` 2x2 ´ 2x1x2 ´ x
2
1 Ñ min,

x2
1 ´ 2x2 ď 0, 2x1 ` x2 ď 6, x1 ě 0, x2 ě 0.
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řešeńı: r0, 0s a r2, 2s

8.28) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 4x1 ` 2x2
2 ´ 2x1x2 ´ x

2
1 Ñ min,

x2
1 ´ 2x2 ď 0, 2x1 ` x2 ď 6, x1 ě 0, x2 ě 0.

řešeńı: r0, 0s

8.29) Necht’ ρ P R a uvažte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ px1 ´ 1q2 ` x2
2 Ñ min, x1 ´ ρ x

2
2 ď 0. (8.2)

Pro jaké hodnoty ρ je bod x˚ “ r0, 0s řešeńım úlohy (8.2)?

řešeńı: ρ ď 1{2

8.30) Firma vyráběj́ıćı letadla je může provozovat ve dvou zemı́ch. Jej́ı náklady v zemi A záviśı na
počtu provozovaných letadel x1 ě 0 a jsou dány předpisem CApx1q “ lnp1 ` 3x1{100q. Pro zemi
B jsou CBpx2q “ lnp1 ` 3x1{100q. Firma chce rozdělit své kapacity mezi počty x1 a x2 tak, aby
minimalizovala své celkové náklady při celkovém provozováńı alespoň q ą 0 kus̊u.

a) Ukažte, že optimálńı volba x1 a x2 muśı být řešeńım jistého optimalizačńıho problému s ome-
zeńım na znaménko.

b) Ukažte, že v závislosti na hodnotě q existuj́ı jeden, dva nebo tři kandidáti na řešeńı.

c) Ukažte, že v optimálńım př́ıpadě provozuje firma letadla pouze v zemi A, je-li q pod kritickou
hodnotou q˚, a pouze v zemi B, je-li q ą q˚.

d) Určete optimálńı náklady v závislosti na q a ukažte, že tato funkce neńı diferencovatelná v bodě
q˚. Je v tomto bodě subdiferencovatelná? Pokud ano, určete př́ıslušný subdiferenciál.

řešeńı: a) lnp1` 3x1{100q ` 2 lnp1` x2{100q Ñ min při omezeńı x1 ` x2 ě q, x1, x2 ě 0

b) pro q P p0, 50{3q je jediný kandidát r0, qs, pro q “ 50{3 jsou dva kandidáti r0, qs a rq, 0s,

pro q ą 50{3 jsou tři kandidáti r0, qs, rq, 0s a rq{3` 100{9, 2q{3´ 100{9s

c) pro q ď 100 je řešeńım r0, qs, pro q ě 100 je řešeńım rq, 0s, tj. q˚ “ 100

d) BC˚pq˚q “ H
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8.31) Dokažte: Necht’

X “
 

x P Rn
| xi ě 0, i P I

(

,

kde I Ď t1, . . . , nu je indexová množina, a necht’ f : X Ñ R je diferencovatelná na (nějaké otevřené
množině obsahuj́ıćı) X. Je-li x˚ P X lokálńım minimem funkce f na X, potom plat́ı

Bf

Bxi
px˚q ě 0 & x˚i ¨

Bf

Bxi
px˚q “ 0 pro všechna i P I (8.3)

a současně
Bf

Bxi
px˚q “ 0 pro všechna i P t1, . . . , nuKI (8.4)

Je-li funkce nav́ıc f konvexńı na X, pak bod x˚ P X splňuj́ıćı dvojici podmı́nek (8.3) a (8.4) je
dokonce globálńım minimem funkce f na X.

8.32) Dokažte: Necht’

X “
 

x P Rn
| α1 ď xi ď βi, i “ 1, . . . , n

(

,

kde αi, βi P R jsou daná č́ısla, a necht’ f : X Ñ R je diferencovatelná na (nějaké otevřené množině
obsahuj́ıćı) X. Je-li x˚ P X lokálńım minimem funkce f na X, potom plat́ı

Bf

Bxi
px˚q

$

’

&

’

%

ě 0, pokud x˚i “ αi,

ď 0 pokud x˚i “ βi,

“ 0 pokud αi ă x˚i ă βi.

(8.5)

Je-li funkce f nav́ıc konvexńı na X, pak bod x˚ P X splňuj́ıćı podmı́nku (8.5) je dokonce globálńım
minimem funkce f na X.

8.33) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 4x2
1 ´ x1x2 ` 2x2

2 Ñ min

na obdélńıku
X “

 

rx1, x2s P R2
| 4 ď x1 ď 8, ´1 ď x2 ď 2

(

.

řešeńı: r4, 1s

8.34) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ 2x2
1 ` x1x2 ` x

2
2 Ñ min

na
”
obdélńıku“

X “
 

rx1, x2s P R2
| ´1 ď x1 ď 1, x2 ě 2

(

.

řešeńı: r´1{2, 2s
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8.35) Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programováńı

fpx1, x2q “ ea
2x1 ` ea

2x2 `2ax1 ´ x2 Ñ min

na čtverci
X “

 

rx1, x2s P R2
| 0 ď x1 ď 1, ´1 ď x2 ď 0

(

.

8.36) Dokažte: Necht’

X “

"

x P Rn
`

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

xi “ r

*

,

kde r P R je dané č́ıslo, a necht’ f : X Ñ R je diferencovatelná na (nějaké otřevené množině
obsahuj́ıćı) X. Je-li x˚ P X lokálńım minimem funkce f na X, potom plat́ı implikace

x˚i ą 0 ùñ
Bf

Bxi
px˚q ď

Bf

Bxj
px˚q pro všechna j P t1, . . . , nu. (8.6)

Je-li funkce f nav́ıc konvexńı na X, pak bod x˚ P X splňuj́ıćı podmı́nku (8.6) je dokonce globálńım
minimem funkce f na X.

8.37) Necht’ a1, . . . , an ą 0 jsou daná č́ısla. Pomoćı Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického
programováńı

fpx1, . . . , xnq “ xa11 ¨ ¨ ¨ x
an
n Ñ max

na množině (jednotkovém simplexu)

X “

"

x P Rn
`

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

xi “ 1

*

.

8.38) Vyřešte Tartagliovu úlohu:

Rozdělte č́ıslo 8 na dvě části tak, aby součin těchto č́ısel vynásobený jejich
rozd́ılem byl maximálńı.

řešeńı: 4˘ 4{
?

3

8.39) Ukažte, že mezi všemi pyramidami, které maj́ı tutéž trojúhelńıkovou základnu a stejnou výšku, ta
s minimálńım povrchem (tj. součtem obsah̊u bočńıch trojúhelńık̊u) má následuj́ıćı vlastnost:

projekćı vrcholu pyramidy lež́ıćıho mimo základnu do trojúhelńıku tvoř́ıćıho základny
je bod, jenž má stejnou vzdálenost od všech stran trojúhelńıku.

8.40) Vyřešte Steiner̊uv problém:

V rovinném trojúhelńıku najděte takový bod, že součet jeho vzdálenost́ı
od vrchol̊u trojúhelńıku je minimálńı.

řešeńı: Fermat̊uv(–Torricelliho) bod
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‚ Pro kontrolu výpočt̊u m̊užete využ́ıt Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

‚ Pro zadáńı lze také využ́ıt libovolnou úlohu z Kapitoly 8 nebo z Kapitoly 10 s konkrétńı volbou
hodnoty parametru b.

9.0) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

(a) fpxq “ x2
` 2x` 2 Ñ min, x ď 1,

(b) fpxq “ x2
` 2x` 2 Ñ min, x` 2 ď 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: (a) ϕpyq “ ´y2{4´ 2y ` 1 a y˚ “ 0,

(b) ϕpyq “ ´y2{4` y ` 1 a y˚ “ 2

9.1) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

(a) fpxq “
?

1` x2 Ñ min, x ď 1,

(b) fpxq “
?

1` x2 Ñ min, x` 1 ď 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: (a) ϕpyq “

a

1´ y2 ´ y pro y P r0, 1q, ϕpyq “ ´8 pro y ě 1, y˚ “ 0,

(b) ϕpyq “
a

1´ y2 ` y pro y P r0, 1q, ϕpyq “ ´8 pro y ě 1, y˚ “ 1{
?

2

9.2) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

(a) fpxq “ |x| Ñ min, x ď 1,

(b) fpxq “ |x| Ñ min, x` 1 ď 0

(c) fpxq “ |x| Ñ min, x ď 0.

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: (a) ϕpyq “ ´y pro y P r0, 1s, ϕpyq “ ´8 pro y ą 1, y˚ “ 0,

(b) ϕpyq “ y pro y P r0, 1s, ϕpyq “ ´8 pro y ą 1, y˚ “ 1,
(c) ϕpyq “ 0 pro y P r0, 1s, ϕpyq “ ´8 pro y ą 1, y˚ je libovolný bod z r0, 1s

9.3) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` x

2
2 ´ 2x1 Ñ min, x2 ď x1,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: ϕpyq “ ´y2{2´ y ´ 1 pro y ě 0 a y˚ “ 0

9.4) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` x

2
2 ` 2x1 Ñ min, x2 ` 1 ď x1,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
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řešeńı: ϕpyq “ ´y2{2` 2y ´ 1 pro y ě 0 a y˚ “ 2

9.5) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ x2
1 ´ x1x2 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ě 1,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´y2 ` y pro y ě 0 a y˚ “ 1{2

9.6) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ 3x2
1 ` 2x1x2 ` x

2
2 ´ 2x1 ` x2 Ñ min, x1 ` 2x2 ` 2 ď 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´9y2{8` y{4´ 11{8 pro y ě 0 a y˚ “ 1{9

9.7) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ 3x2
1 ` x

2
2 ` 4x2 ´ 1 Ñ min, x2

1 ` 2x2 ď 1,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´y2 ´ 5y ´ 5 pro y ě 0 a y˚ “ 0

9.8) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ´ x1x2 ` 2x2

2 ´ 3x1 ` 2x2 Ñ min, x1 ` x2 ď 1, x1 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ p´28y2 ` 14y ´ 112q{49 pro y P r0, 2s,
ϕpyq “ ´py2 ` 12y ` 4q{8 pro y P r2,8q a y˚ “ 1{4

9.9) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` 6x2

2 ` 2x1 ´ 8x2 Ñ min, 2x2 ´ x1 ď 1, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´y2{4´ 1 pro y P r0, 4s,
ϕpyq “ ´5y2{12` 4y{3´ 11{3 pro y P r4,8q a y˚ “ 8{5

9.10) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` 6x2

2 ` 2x1 ´ 8x2 Ñ min, 2x2 ´ x1 ` 2 ď 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
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řešeńı: ϕpyq “ ´y2{4` 3y ´ 1 pro y P r0, 4s,
ϕpyq “ ´5y2{12` 13y{3´ 11{3 pro y P r4,8q a y˚ “ 6

9.11) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ 4x2
1 ` 3x1x2 ` x

2
2 ` 2x1 ´ 5x2 Ñ min, 2x1 ´ 3x2 ´ 5 ď 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ p´58y2 ´ 141y ´ 134q{7 pro y ě 0 a y˚ “ 0

9.11.A) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ 4x2
1 ` 4x1x2 ` x

2
2 ´ 2x1 ` 3x2 Ñ min, x1 ´ 3x2 ď 4, x1 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´9y2{4` y{2´ 9{4 pro y ě 8{7, ϕpyq “ ´8 pro y P r0, 8{7q
y˚ “ 8{7

9.12) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ě 4, x1 ě 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´y2{2` 4y pro y ě 0 a y˚ “ 4

9.13) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ x2
1 ` x

2
2 ` 3x1 Ñ min, x2

2 ´ x1 ` x2 ď 1, x1 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

Nápověda: polynom 2z3 ` 3z2 ´ 2 má jediný reálný kořen z « 0, 67765.

řešeńı: ϕpyq “ ´p5y2 ` 4yq{p4` 4yq pro y P r0, 3s,
ϕpyq “ ´py3 ` 7y ` 9q{p4` 4yq pro y ě 3 a y˚ “ 0

9.14) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ 2x2
1 ` x1x2 ` x

2
2 ´ x2 Ñ min, x2

1 ´ 2x2 ` x1 ď 2, x1 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´y2 ´ 3y ´ 1{4 pro y ě 0 a y˚ “ 0
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9.14.A) Určete duálńı úlohu k úloze matematického programováńı

fpx1, x2q “ 2x2
1 ` x1x2 ` x

2
2 ` x2 Ñ min, x2

1 ´ 2x2 ` x1 ď 2, x1 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

(Nápověda: plat́ı 16z4 ` 53z3 ` 17z2 ´ 48z ` 14 “ p7 ` 4zqp4z3 ` 7z2 ´ 8z ` 2q a polynom
16z3 ` 72z2 ` 105z ` 17 má jediný reálný kořen z « ´0, 18422.)

řešeńı: ϕpyq “ p´4y3 ´ 15y2 ´ 6y ´ 2q{p7` 4yq pro y P r0, 1{4s,
ϕpyq “ ´y2 ´ y ´ 1{4 pro y ě 1{4 a y˚ “ 0

9.15) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ 8x1 ` 18x2 Ñ min, x1 ` 3x2 ě 2, 2x1 ` 4x2 ě 1, x1 ě 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: ϕpy1, y2q “ 2y1 ` y2 pro 8´ y1 ´ 2y2 ě 0, 18´ 3y1 ´ 4y2 ě 0 a y1, y2 ě 0

ry˚1 , y
˚
2 s “ r6, 0s

9.16) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ x1 ` x2 Ñ min, x1 ` 2x2 ě 3, 2x1 ` x2 ě 3, x1 ě 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: ry˚1 , y

˚
2 s “ r1, 1s

9.17) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ď 1, x1 ´ x2 ` 2 ď 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: ϕpy1, y2q “ ´py1 ` 1q2{2´ py2 ´ 2q2{2` 5{2 pro ry1, y2s P R2

`

ry˚1 , y
˚
2 s “ r0, 2s

9.18) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2, x3q “ 4x2
3 ` 2x2 ´ 6x1 Ñ min, 2x1 ` 2x2 ` x3 ď 0, ´2x1 ` 4x2 ` x

2
3 “ 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
řešeńı: ϕpy1, y2q “ ´y

2
1{p16` 4y2q pro y1 ě 0, y1 ´ y2 “ 3 a 2` 2y1 ` 4y2 ě 0

ry˚1 , y
˚
2 s “ r5{3,´4{3s

9.19) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “

b

1` x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ď 1,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.
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řešeńı: ϕpyq “
a

1´ 2y2 ´ y pro y P r0, 1{
?

2s a y˚ “ 0

9.20) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ x1 ` ex2 Ñ min, 3x1 ´ 2 ex2 ě 10, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpy1, y2q “ y2 ´ y2 lnry2{p1` 2y1qs ` 10y1 pro y1 “ 1{3 a y2 ě 0
ry˚1 , y

˚
2 s “ r1{3, 5{3s

9.21) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2q “ ´
?
x1 ´

?
3x2 Ñ min, x1 ` x2 ď 4, x1 ě 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´1{y ´ 4y pro y ą 0 a ϕpyq “ ´8 pro y “ 0
y˚ “ 1{2

9.22) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2, x3q “ x1 ´ 4x2 ` x
4
3 Ñ min, x1 ` x2 ` x

2
3 ď 2, x1 ě 0, x2 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´2y pro y ě 4 a ϕpyq “ ´8 pro y ă 4
y˚ “ 4

9.23) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2, x3q “
1

x1

`
1

x2

`
1

x3

Ñ min, x1 ` x2 ` x3 ď 2, x1 ą 0, x2 ą 0, x3 ą 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚.

řešeńı: ϕpyq “ ´2y ` 6
?
y pro y ě 0 a y˚ “ 9{4

9.24) Určete duálńı úlohu k úloze

fpx1, x2, x3, x4q “ x1 ` 2x2 ` 3x3 ` 4x4 `

4
ÿ

i“1

xi lnxi Ñ min,

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 1, x1 ě 0, x2 ě 0, x3 ě 0, x4 ě 0,

a ověřte platnost vztahu duality f˚ “ ϕ˚. (Pro jednoduchost už́ıváme konvenci 0 ln 0 “ 0.)

řešeńı: ϕpyq “ ´ e´2´y ´ e´3´y ´ e´4´y ´ e´5´y ´y pro y P R a y˚ “ lnpe3` e2` e`1q ´ 5
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9.25) Určete duálńı úlohu k úloze
fpxq “ xx, xy Ñ min, Ax “ b,

kde A P Rmˆn a b P Rm.

řešeńı: ϕpyq “ ´1
4
yJAAJy ´ yJb pro y P Rm

9.26) Určete duálńı úlohu k úloze kvadratického programováńı

fpxq “ 1
2
xQx, xy ` xc, xy Ñ min, Ax ď b,

kde Q P Rnˆn je symetrická a pozitivně definitńı matice, A P Rmˆn, b P Rm, c P Rn.

řešeńı: ϕpyq “ ´1
2
yJAQ´1AJy ´ yJpAQ´1c` bq ´ cJQ´1c{2 pro y ě 0

9.27) Určete duálńı úlohu k úloze kvadratického programováńı

fpxq “ 1
2
xQx, xy ` xc, xy Ñ min, Ax “ b, x ě 0,

kde Q P Rnˆn je symetrická a pozitivně definitńı matice, A P Rmˆn, b P Rm, c P Rn.

řešeńı: ϕpyq “ ´1
2
xQx, xy ´ xy, by pro Qx` AJy ě ´d

9.28) Určete duálńı úlohu k úloze kvadratického programováńı

fpxq “ 1
2
xQx, xy ` xc, xy Ñ min, Ax ď b, x ě 0,

kde Q P Rnˆn je symetrická a pozitivně definitńı matice, A P Rmˆn, b P Rm, c P Rn.

řešeńı: ϕpyq “ ´1
2
xQx, xy ´ xy, by Ñ max pro Qx` AJy ě ´d a y ě 0

9.29) Určete duálńı úlohu k úloze kvadratického programováńı

fpxq “ 1
2
xQx, xy ` 1

2
xPz, zy ` xc, xy Ñ min, Ax` Pz ě ´b, x ě 0

kde P,Q P Rnˆn jsou symetrické a pozitivně definitńı matice, A P Rnˆn, b P Rm, c P Rn.

řešeńı: ϕpyq “ ´1
2
xQx, xy ´ 1

2
xPy, yy ´ xy, by pro Qx´ AJy ě ´d a y ě 0
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10. Analýza citlivosti (závislost úloh matematického progra-

mováńı na parametrech)

Pro kontrolu výpočt̊u m̊užete (částečně) využ́ıt Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

10.1) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı
?

1` x2 Ñ min, x ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 1 pro b ě 0 a F pbq “
?

1` b2 pro b ď 0

10.2) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x lnxÑ min, 0 ă x ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´1{ e pro b ě 1{ e a F pbq “ b ln b pro b P p0, 1{ es

10.3) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

|x| Ñ min, x ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 0 a F pbq “ ´b pro b ă 0

10.4) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

e|x| Ñ min, x ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 1 pro b ě 1 a F pbq “ e´b pro b ď 0

10.5) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

coshpxq –
ex` e´x

2
Ñ min, x ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ coshpbq pro b ď 0 a F pbq “ 1 pro b ě 0
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10.6) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 4x2

2 Ñ min, x1 ` 2x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 0 a F pbq “ b2{2 pro b ď 0

10.7) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ´ x2 ´ 1 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě ´1 a F pbq “ pb` 1q2{2 pro b ď ´1

10.8) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 ` 2x1 Ñ min, ´x1 ` x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´1 pro b ě 1 a F pbq “ pb´ 1q2{2´ 1 pro b ď ´1

10.9) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 2x2

2 ´ 2x1 ` 1 Ñ min, x1 ` x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 1 a F pbq “ 2pb´ 1q{3 pro b ď 1

10.10) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 ` 2x2 Ñ min, x2 ´ x1 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´1 pro b ě ´1 a F pbq “ pb` 1q2{4´ 1 pro b ď ´1

10.11) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 ` 2x1 Ñ min, x1 ` x2 ` 1 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.
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řešeńı: F pbq “ ´1 pro b ě 0 a F pbq “ b2{2´ 1 pro b ď 0

10.12) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 2x1x2 ` 2x2

2 Ñ min, x1 ´ x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 0 a F pbq “ b2{5 pro b ď 0

10.13) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

3x2
1 ` 2x1x2 ` x

2
2 ´ 2x1 ` x2 Ñ min, x1 ` 2x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´11{8 pro b ě ´7{4 a F pbq “ 2b2{9` 7b{9´ 25{36 pro b ď ´7{4

10.14) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

b

1` x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 1 pro b ě 0 a F pbq “
a

1` b2{2 pro b ď 0

10.15) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

b

1` 4x2
1 ` 4x2

2 Ñ min, x2 ´ x1 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 1 pro b ě 0 a F pbq “
?

1` 2b2 pro b ď 0

10.16) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x1 ` x2 Ñ min, x2
1 ` x

2
2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´
?

2b pro b ě 0
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10. Analýza citlivosti
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10.17) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

3x2
1 ` x

2
2 ` 4x2 ´ 1 Ñ min, x2

1 ` 2x2 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´5 pro b ě ´4 a F pbq “ b2{4` 2b´ 1 pro b ď ´4

10.18) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

4x2
1 ` x

2
2 ´ 2x2 Ñ min, x2

1 ` 5x2
2 ď b` 1.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´1 pro b ě 4 a F pbq “ pb` 1q{5´ 2
a

pb` 1q{5 pro b P r´1, 4s

10.19) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

2x2
1 ` 2x1x2 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ď b, x1 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 0 a F pbq “ b2 pro b ď 0

10.20) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 6x2

2 ` 2x1 ´ 8x2 Ñ min, 2x2 ´ x1 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.
řešeńı: F pbq “ b2 ´ 2b pro b ď ´1, F pbq “ p3b2 ´ 14b´ 2q{5 pro b P r´1, 7{3s a F pbq “ ´11{3 pro

b ě 7{3

10.21) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 6x2

2 ` 2x1 ´ 8x2 Ñ min, x1 ´ 2x2 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

10.22) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 6x2

2 ´ 2x1 ` 8x2 Ñ min, x1 ´ 2x2 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.
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10.23) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ´ 3x1x2 ` 4x2

2 ´ 2x1 ´ x2 Ñ min, 2x2 ´ x1 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

10.24) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 3x1x2 ` 4x2

2 ´ 2x1 ` x2 Ñ min, x1 ` 2x2 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

10.25) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ´ 2x1x2 ` 2x2

2 ´ 2x1 ` x2 Ñ min, 3x1 ` 2x2 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ b2{9´ 2b{3 pro b ď 21{10, F pbq “ b2{34´ 11b{34´ 49{136 pro b P r21{10, 11{2s a
F pbq “ ´5{4 pro b ě 11{2

10.26) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` 4x2

2 ` 2x2 Ñ min, 3x2
1 ´ x2 ď b, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 0 a F pbq “ 4b2 ´ 2b pro b ď 0

10.27) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

2x2
1 ` 2x1x2 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ď b, x1 ě 0, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

10.28) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

´
?
x1 ´

?
3x2 Ñ min, x1 ` x2 ď b, x1 ě 0, x2 ě 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ ´2
?
b pro b ě 0
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10.29) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1

x1

`
1

x2

Ñ min, x1 ` x2 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 4{b pro b ą 0

10.30) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1

x1 ` x2

Ñ min, x2
1 ` x

2
2 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 1{
?

2b pro b ą 0

10.31) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1
?
x1x2

Ñ min, x1 ` x2 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 2{b pro b ą 0

10.32) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1
?
x1

`
1
?
x2

Ñ min, x1 ` x2 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 2
a

2{b pro b ą 0

10.33) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 Ñ min, x1 ` x2 ` x3 ď b.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b ě 0 a F pbq “ b2{3 pro b ď 0
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10.34) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1

x1

`
1

x2

`
1

x3

Ñ min, x1 ` x2 ` x3 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0, x3 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 9{b pro b ą 0

10.35) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1

x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3

Ñ min, x1 ` x2 ` x3 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0, x3 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 3{b2 pro b ą 0

10.36) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

1

x1x2x3

Ñ min, x1 ` x2 ` x3 ď b, x1 ą 0, x2 ą 0, x3 ą 0.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 27{b3 pro b ą 0

10.37) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ď b1, x2 ď b2.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ 0 pro b1, b2 ě 0,

F pbq “ b2
2 pro b1 ě 0 & b2 ď 0,

F pbq “ b2
1 pro b1 ď 0 & b2 ě 0,

F pbq “ b2
1 ` b

2
2 pro b1 ď 0 & b2 ď 0

10.38) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

x2
1 ` x

2
2 Ñ min, x1 ` x2 ď b1, x1 ´ x2 ď b2.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.
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řešeńı: F pbq “ 0 pro b1, b2 ě 0,

F pbq “ b2
2{2 pro b1 ě 0 & b2 ď 0,

F pbq “ b2
1{2 pro b1 ď 0 & b2 ě 0,

F pbq “ b2
1{2` b

2
2{2 pro b1 ď 0 & b2 ď 0

10.39) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

ex1`x2 Ñ min, x2 ´ 2x1 ď b1, x1 ´ 2x2 ď b2.

Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost
vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.

řešeńı: F pbq “ e´b1´b2

10.40) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

fpxq “ fpx1, . . . , xnq “
n
ÿ

i“1

αi
xi
Ñ min,

n
ÿ

i“1

xi ď b, x1 ą 0, . . . , xn ą 0,

kde αi ą 0 jsou reálné konstanty. Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı
předchoźı části) a ověřte platnost vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı
úlohy.

řešeńı: F pbq “ α2{b pro α –
řn
i“1

?
αi

10.41) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

fpxq “ fpx1, . . . , xnq “ ´
n
ÿ

i“1

αi
?
xi Ñ min,

n
ÿ

i“1

xi ď b, x1 ě 0, . . . , xn ě 0,

kde α1 ą 0, . . . , αn ą 0 jsou reálné konstanty. Určete dále duálńı úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez
využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde Y ˚pbq je množina řešeńı
duálńı úlohy.

10.42) V závislosti na parametru b určete hodnotu F pbq parametrické úlohy matematického programováńı

fpxq “
1

2
xAx, xy ` xc, xy Ñ min, xa, xy ď b,

kde C P Rnˆn je symetrická a pozitivně definitńı matice, x, c, a P Rn. Určete dále duálńı úlohu
k této úloze, vyřešte ji (bez využit́ı předchoźı části) a ověřte platnost vztahu BF pbq “ ´Y ˚pbq, kde
Y ˚pbq je množina řešeńı duálńı úlohy.
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