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1. ,,Opakovani“ a tivod
Pro kontrolu vijpoctiu muzete vyuzit Maplety — viz hitps://md170.page.link/y6N7.

1.1) Urcete lokdlni extrémy funkce

flz,y) = \/gx—y+2 na mnoziné M = {[I,?/] e R’ | $2+2x+y2 :0},

Fesent: Poax = [—1 +V/3/2,—1/2] & Py = [—-1 — 4/3/2,1/2]

1.2) Urcete lokdlni extrémy funkce

f(z,y) =22 — 3y na mnozinég M = {[Jiay] eR? | 2” +y° = 25}.

Fesent: Ppax = [10/v/13,—15/4/13] a Puin = [—10/4/13,15/4/13]

1.3) Urcete lokdlni extrémy funkce

flx,y) = 2?4+ 2xy +y* na mnozing M = {[l‘ay] e R? | 322 +y° = 9}.

resent Poa = [+4/3/2, £3v/3/2] a Puim = [£3/2, F3/2]

1.4) Pro a,b > 0 urcete lokalni extrémy funkce

ax®  by? s s s
f(x,y)=7+7 na mnoziné M={[€E7?J]ER | 2° +y =1}.

resent: Ppax = [a/\a/a?’ + b3,b/3/a3 + b3] & Puin = [0,1], Puin = [1,0],

1.5) Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) =In(1 + x2) —y mnamnoziné M = {[xay] e R? | (1+ $2)2 + 9% = 4}.

resent: P = [i \/—1 +4/ (V17T = 1)/2,(1 —/17)/2

1.6) Urcete lokdlni extrémy funkce

a Pmin = [07 i\/g]

f@,y,2) = (@ +y)*+ (y+2)° namnozing M = {[z,y,2] e R* |z + 2y + 3z = 1}.
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resent: Pupin = [1/2,—1/2,1/2]

1.7) Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y,2) = ryz na mnozine M = {[x,y,z] eR? | oy +yz+a2= 3}.

Dokazete vysledek geometricky interpretovat?
resent: Ppax = [1,1,1] a Py = [—1, =1, —1]

1.8) Pro a,b, ¢ > 0 urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y,2) = ryz na mnoziné M—{[$,y,z]eR3 E#—%—Ff—l},
a C

resent: Pyax = [a/3,0/3,¢/3]

1.9) Urcete minimium funkce

f(z,y,2) = z— 2y’ nammozing M = {[z,y,2] e R®|2” +¢* + 2% = 1}.

resent: Ppn = 0,0, —1]

1.10) Urcete minimium funkce

flx,y,2) = —x2y222 na mnoziné M = {[;p,% z] e R3 | 2+ y2 12— 3}‘

resent: Puin v bodech [£+1, +1, £1] s libovolnou kombinaci znamének

1.11) Urcete minimium funkce

f(x7y7z) = —ngz?’ na mnoziné M = {[aj,y, Z] cR3 | T+ 2y + 3z = 12}.

resent: Pum = [2,2,2]

1.12) Pro a > b > ¢ > 0 urcete lokdlni extrémy funkce

2 2 2
X z
f(xay,2)=$2+y2+22 na mnoziné M:{[x,y,z]eR?) _+y_+_:1}'
a

Dokazete vysledek geometricky interpretovat?
resent: Puax = [+a,0,0] a Py, = [0,0 £ ¢]
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1.13) Metodou Lagrangeovych multiplikatoru feste nésledujici ilohu: Do elipsoidu

2 2 2
x Y z
2tptas!

umistéte hranol s maximalnim objemem. Tento maximalni objem urcete.

resent: Vinax = 8abc/(94/3) s jednim vrcholem v bodé P = [a/v/3,b/v/3, ¢/v/3]

1.14) Pomoci Lagrangeovy funkce odvod'te vzorec pro vypocet vzddlenosti bodu z* = [z%,... z*] € R"

od nadroviny a;x; + ...a,z, = b neboli {a,x) = b.
resent: d = |b —{a,z*)|/|al

1.15) Necht A € R™*"™ Pomoci Lagrangeovy funkce ukazte, ze pro tzv. spektralni maticovou normu

[Allg := max || Az],

lzll=1

kterd je indukovand Euklidovskou vektorovou normou |z| := /2% + - - - 4+ 22, plat{

HAHO' =V )\maxa

kde Amax znaéi nejvétsi vlastni éfslo matice AT A.

1.16) Urcete lokalni extrémy funkce

1
f(ﬂf,y,z)zﬁ(x2+y2+22) na mnozing M = {[z,y,z]eR® |z —y=0 & z+y+z=1}.

reseni: Puin = [1/3,1/3,1/3]

5

1.17) Urcete lokdln{ extrémy funkce f(z1,xa, z3, T4, 75) = (1 — 1)? + (73 — x3)® + (24 — 75)° na mnoziné

MZ{.T:[1]1,...,%5]€R5‘ZE1+132+ZE3+JI4+ZE525,I3—2(I4+1‘5)+3=0}.

resent: Puin = [1,1,1,1,1]

1.18) Pomoci vrstevnic funkce, jejiz extrémy hleddme, uréete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce:

a) f(x,y) = —r—2y namnoziné M vymezené nerovnostmi z—4y < 4, —2x+y < 2, —3zx+4y < 12,

<8 1> > 0; )
2t+y<8 x=20ay=0; resent: Ppax = [0,0] a Puin = [20/11,48/11]

reseni: Puax = [0, 0]
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+ y na mnoziné M vymezené nerovnostmi z + 2y < 4, 4o + 2y < 12, -2z +y < 1,
0 Fesent Poax = [8/3,2/3] a Pun = [0,0]

y na mnoziné M vymezené nerovnostmi x +y < 6, 3xr +y < 15, —z + y < 3,

resent: Puax = [5,0] a minimum na tsecce y = 3 + = pro z € [0, 3/2]

e) f(z,y) = 2* —2x +y*— 2y + 3 na mnoziné M vymezené nerovnostmi x = 0,y > 0ax+y < 1;
resent: Ppax = [0,0] a Py = [1/2,1/2]
f) f(z,y) = zy na mnoziné M = {[z,y] e R? | 2? + 3y < 1};
Fesent: Puoax = [£V2/2, £v/2/2] & P = [£V2/2, Fv/2/2]
g) flz,y) = % +y? na mnozinég M = {[z,y] e R? | 2% + ¢y* < 1};
resent: Puax = [0, £1] a Py = [0, 0]
h) f(z,y) = % + y? na mnoziné M = {[z,y] e R? | 2% + ¢ = 1};
resent: Ppax = [0, £1] a Py, = [£1,0]
i) f(z,y) =2? =2z +y? + 4y + 1 na mnoziné M = {[z,y] e R? | (x —2)* + (y — 1)* = 1};
resent Ppa = [2 4+ 1/10/10,1 4 3y/10/10], P = [2 — \/10/10, 1 —34/10/10]

i) f(z,y) =522 + y* — 4y — 10z na mnoziné M = {[z,y] € R? | 52? + y* = 25};
resent: Puax = [—5/3,—10/3], Pmin = [5/3,10/3]

k) f(z,y) = 52% + y* — 4y — 10z na mnoziné M = {[z,y] € R? | 32? + y* = 25},
napovéda: polynom 12z* — 6023 + 1122 4+ 5002 — 625 m4 pouze dva redlné kofeny x; ~ 1,47 a
~ —2,74;
2 74, resent: Ppax ~ [—2,74;1,57], Pun ~ [1,47;4, 28]

) f(z,y) = 22% — 62y + 5y*> — 162 + 40y na mnoziné M vymezené nerovnostmi x + y > 3,

2r—y=>2,15>0ay=0;
Ty v &y resent: Puin = [4,0]

_ 2 2 sine M — R2 =3}
m) f(z,y) = 2 + 3zy — y* na mnoziné {lo.y] e R* |z +y = 3}; resent Ppax = [5/2,1/2]

n) f(z,y,2z) = x — 2y + 2z na mnoziné M = {[z,y,z] e R® | 2% + ¢* + 2% = 1}.
resent: Puax = [1/3,-2/3,2/3], Puin = [—1/3,2/3,—2/3]
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2. Konvexni mnoziny

2.1) Ukazte, ze mnozina

3% <

=1

z{xeR”

@gw | @Hw

} ai,...,a, € R\{0},

je konvexni.

2.2) Dokazte: Mnozina X < R" je konvexni pravé tehdy, kdyz jeji prunik s libovolnou piimkou je
konvexni mnozina.

2.3) Rozhodnéte, kterd z néasledujicich mnozin X je konvexni (a polytop nebo polyedr):

a) Fosna/traverza X = {xr e R" | a < {p,z) < B}.

o

)

) Obdélnik (pro n > 2 téz hyperobdélnik) X = {r e R" | o; < z; < B, i =1,...,n}.
&) Kiin X = {z € R" | (p1,) < B, (oo, ) < o).

)

Mnozina bodi, které jsou blize k danému xy nez mnozina Y € R", tj.

oL

={zeR" | |z — 0|2 < |z — y|]2 pro vSechna y € Y'}.
e) Mnozina bodu, které jsou blize k mnoziné Y < R” nez k mnoziné Z < R", tj.
X ={xeR"|p(z,Y) < plx, 2)},
kde p(z,Y) = inf{||lz — y|», y € Y}.
f) Mnozina X = {x e R" | 2 + X; € X3}, kde X7, Xy € R" a X je konvexni.
g) Mnozina bodu, jejichz vzdélenost k a neptekroc¢i pevné dany nasobek vzdélenosti k b, tj.
X ={zeR"||z—al <0z —0b,},
pricemz se muzeme omezit na situaci a # b a 0 <0 < 1.
h) Mnozina X = {z € R" | # > 0, {z,y) < 1 pro viechna y takovd, zZe |y|l» = 1}.
i) Mnozina X = {z € R" | z > 0, (z,y) < 1 pro viechna y takovd, ze >, |y;| = 1}.

2.4) Dokazte: Mnozina X < R" je konvexni pravé tehdy, kdyz pro kazdé A, u > 0 plati
AX +puX =M+ p)X,
kde mnozinové sc¢itani a ndsobeni skalarem je definovano obvyklym zpusobem, tj.

X+Y={z+y,zeX, yeY}, AX={x|xreX}
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2. Konvexni mnoziny (aktualizovdno 22. prosince 2019)

2.5) S wvyuzitim predchoziho prikladu dokazte: Jsou-li XY < R™ konvexni mnoziny a «, = 0, pak je
konvexni také mnozina

A= ] (aX +pY).
a,5=0
2.6) Dokazte nasledujici vlastnosti kuzele:
a) Je-li X; € R™ kuzel pro kazdé i € I, pak )
b

X; je také kuzel.

iel

Kartézsky soucin kuzelu X, Xo € R", tj. X7 x X5, je kuzel.

)
)
c¢) Jsou-li Xy, Xy € R™ kuzely, pak mnozina X; + X, je kuzel.
d) Je-li X < R” kuzel, pak X je kuzel.
)

e) Je-li X € R™ kuzel a A € R™*" pak mnozina AX = {z e R™ | z = Az, x € X} je kuzel.

2.7) Dokazte:

a) Pro libovolnou mnozinu vektort {a; € R", i € I} je mnozina X = {r e R" | a/z < 0,7 € [}
uzavieny konvexni kuzel.

b) Kuzel X <€ R" je konvexni pravé tehdy, kdyz X + X < X.

¢) Pro libovolné dva konvexni kuzely X, Xo € R™ plati

Xi+ Xy =conv(X; U Xs),  XinXo= [ [AXin(1-X)X,).
A€[0,1]

2.8) Dokazte: Je-li X < R" konvexni kuzel, Ay = 0,..., A\, = 0, x1,...,2, € X, pak nezdpornd
kombinace
A1x1+---+)\mxmeX.

2.9) Pro dvé mnoziny X,Y < R” definujeme X —Y ={z e R" |z =2z —y,z € X, y € Y}. Urcete
X — X, je-li X konvexni kuzel X = {[z1,20] e R? |2 >0, y > z}.

2.10) Jaky je vztah mezi konvexnimi a afinnimi mnozinami?

2.11) Dokazte: Pro X < R" plati

cone X = {i NiZ;
i=1

)\1,...7)\m>0,$i€X}.
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2.12) Dokazte: Je-li X < R™ konvexni mnozina, potom plati

cone X = U {fyx, v = 0}.

zeX

2.13) Dokazte: Pro X < R" plati

i=1

MPHAmeRE}&zLQGX}
=1

2.14) llustrugte platnost Lemma 2.1.8: Urcete kénicky obal mnoziny X = {[1,2], [5, 1]} a ukazte, ze jeho
libovolny bod lze vyjadtit pomoci dvou bodu z X.

2.15) Necht X; € R" jsou konvexni mnoziny pro i € I, kde I je libovolné indexovéd mnozina. Potom

conv<Uxi>_ L {

i€l -
o Icr
I je konecné

\; = 0 pro vSechna i € I, Z/\i = 1},

iel iel

tj. konvexni obal sjednoceni X; je roven mnoziné vSech konvexnich kombinaci prvku z X;.

2.16) Dokazte: Je-li X < R", potom

a) aff X = aff(conv X),
b) cone X = cone(conv X),

c) aff(conv X) € aff(cone X) a najdéte piiklad takové mnoziny X, ze nastane ostra inkluze,

)
)
)
d) je-li 0 € conv X, potom aff(conv X) = aff(cone X).

2.17) Dokazte: Je-li X < R™ oteviend mnozina, potom mnozina conv X je také oteviena. Plati i opacné
tvrzeni (tj. je-li X € R™ uzaviend mnozina, potom mnozina conv X je uzaviend)?

2.18) Dokazte: Necht X < R" je konvexni mnozina. Potom mnozina X je také konvexni.
2.19) Dokazte: Pro X, Y < R" plati conv X + convY = conv(X + V).

2.20) Necht
A={[z,yleR*|y=>1+2"} U {[0,0]}.

Uréete conv A a cone A.
Fesent: cone A = {[x,y] e R? | y = 2|z|} a

convA = {[z,y] eR* |y = 2|z, -1 <z <1} u{[z,y] e R? |y = 1 + 2? |z| > 1}
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2.21) Nacrtnéte kénicky a konvexni obal (tj. cone A a conv A) mnoziny
A:{[LEI,IQ]ER2|$2 2+I1} {01}

Mnozinu conv A také popiste analyticky. Je bod [1,3] vnitfnim, hrani¢nim nebo vnéjsim bodem
mnoziny conv A?

resent:

conv A = {[z1, 1] € R? | w9 = 221 + 1,21 € |0, 1]} U {[z1, 1] e R? | w9 = —221 + 1,21 € [-1,0]}uU

Uf[x1, 2] € R? | w9 = 2 + 22 2y € R\[-1, 1]}, bod [1, 3] je hrani¢nim bodem

2.22) Necht
A={[z1,22] eR* | 71 = 0, x5 = €™ } U {[0,0]}.

Urcete conv A a cone A. Vysledné mnoziny také nacrtnéte.
Fesent: cone A = {[x1, 23] € R? | 21 = 0, 79 > ex1},
conv A = {[z;, 23] eR* |0 < 7y < 1,29 = ez} U {[71, 2] € R? |a:1/1 Ty > e}
2.23) Necht mnozina X je vymezena grafem funkce
f(x)=z(z—2)(x —3) =2° — 52® + 62

pro z € [1,3] a osou x (viz obréazek nize). Nacrtnéte a exaktné urcete konicky obal mnoziny X (tj
cone X ) a konvexni obal mnoziny X (tj. conv X).

YA

]y

resent: cone X = {[z,y] e R? | —z/4 < y < 62} a
conv X = {[x,y] e R? |z € [0,1], —x/4 <y < f(x)}u
iz, eR?* [z e[1,5/2], —w/4<y<-z+3}u{[z,y]eR*[2e[5/2,3], flx) <y<-z+3}

2.24) Necht mnozina X je vymezena grafem funkce f(x) = sinz pro z € [0,27] a osou z (viz obréazek
nize). Nacrtnéte a exaktné urcete kénicky obal mnoziny X (tj. cone X) a konvexni obal mnoziny
X (tj. conv X).
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\ A

2.25) Necht mnozina X je vymezena grafem funkce f(z) = sinz pro x € [—7, 7] a osou x (viz obrézek
nize). Nacrtnéte a exaktné urcete kénicky obal mnoziny X (tj. cone X) a konvexni obal mnoziny

X (tj. conv X).

2.26) Necht mnozina A je vymezena grafem funkce

{—2(:1:—1):6, z € [0,1],
(x—=1)(x—2), xe]ll,2],

a osou = (viz obrazek nize). Urcete cone A a conv A.

Y A

8Y

resent cone A = {[z,y] e R? | (2v2 - 3)z <y <2z,2 >0} a

conv A = <{[x,y] eR? |y > (2v2 -3z, 2 e [0,v2]} U {[z,y] eR? |y = (z— 1)(z—2),z e
[v2,2}) N

N <{[x,y] eR? |y < —2(x— 1)z, ze[0,2—+2]}u
Oll,y] € R? |y < (4v/2 — 6)z + 12— 8v2,z € [z_ﬁ,z]})
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2.27) Necht mnozina X je vymezena grafem funkce
flz) =1 (x — 1) (2 — 3) = L(2° — 42" + 32°)

pro z € [0, 3] a osou x (viz obréazek nize). Nacrtnéte a exaktné urcete konicky obal mnoziny X (tj.
cone X ) a konvexni obal mnoziny X (tj. conv X).

yA

]y

2.28) Necht
A={[z,y] e R* |y < —2*} v {[0,1]}.

Urcete conv A a cone A.
1}y
0]}u
Al ) e R |y < —a, 1 € (o0, 1]}

[z, y] e R?* |y < =2,z € [1,00)}

Fesent: cone A = R? a conv A = {[z,y] e R? | y + 22 < 1,z € |0,
U{[z,y] e R? |y — 22 < 1,x € [-1,

2.29) Méjme mnozinu (viz obrazek nize)
X = {[z1,22) e R? | =" +11 > 9, 31 =0} U {[0,€]}.

Naértnéte a exaktné urcete kénicky obal mnoziny X (tj. cone X) a konvexni obal mnoziny X (t;.
conv X). Jak se zméni feseni pii vypusténi podminky x; > 07

z2
4

’ — o =— %1 411 ‘

-

Z1
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M5170: Matematické programovani — Sbirka piiklada
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conv X = X U {[z1,72] € R? | 29 <

conv X = Xu{[ry, 2] e R? | 15 < 1y

2.30) Necht
A={lz,yl e R?

Urcéete conv A a cone A.
resent: cone A = {[z,y] e R?* | y <

(1—e?)+e?, x1 € [0, 2]} u{[z1, T2] € R? | 2o

reseni: cone X = {[xl,xQ] eR? |z, >0} a
(1 —e?) + €%, x1 €0,2]};

0 dostaneme cone X = R? a
< a+e?, 21 <0}

po vypusténi xy >

| (z—2)* +y* <1} v {[0,0],[2,2]}.
z,0=0,y=>0u{lr,y] eR?|3y++32x=>0,r>0,y<0}a
convA={[a:y]eR2|y<x >0,z € [0,2]}u

]
{[xy]eR2|y+\fx—2—2f y=0,7€e[2,v3/2+2]}u
U{[z,yl e R? | (z—2)? + 32 < 1,y > 0,z € [V3/2 + 2,3]}u
u{[z, y]eR2|3y+\F >0,y <0,2€0,3/2]}u
U{[z,y] e R?* | (z —2)? +y* < 1,y <0,z € [3/2,3]}u
2.31) Necht mnozina X je vymezena grafem funkce
flz)=2*(x+1)(x —2) = (z* —2* - 2)

pro x € [—1,2] a osou x (viz obrézek
(tj. cone X) a konvexni obal mnoziny

Y A

A

nize). Nacrtnéte a exaktné urcete kénicky obal mnoziny X
X (tj. conv X).

////////////
//////////
/////////

///////
//////
72

2.32) Necht p>1a

A= {[x,y]

Urcete conv A a cone A.

qy

jz]”

4o (.o

ER2’y>1+
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resent: pro q := p/(p — 1) je cone A = {[z,y] e R? | y = ¢"4|z|} a
conv A = {[z,y] e R? | y = ¢"%|z], —¢"* < < ¢/} U {[z,y] e R? | y = 1 + [P /p, || > ¢"/}

2.33) Dokazte: Pro X € R™ plati aff X = aff X.

2.34) Dokazte: Pro X < R™ a A € R™*" plati
a) Ari(X) =ri(AX), kde AX ={yeR™ |y = Ax, x € X},
b) AX < AX. Je-li navic mnozina X ohrani¢end, potom AX = AX. Uvedte piiklad, kdy
skutecné nastava ostra inkluze.
2.35) Dokazte: Pro konvexni mnoziny X,Y < R" plati

a) XnY S XnYariXnnY cri(XnY) JelinavictiX nriY # &, pak X nY =X nY
ariX NnriY =r1i(X nY). Uvedte priklad, kdy nastdvaji ostré inkluze.

b) ri(X+Y) =riX+1iY a X+Y € X +Y. Jeli alespoii jedna z mnozin X nebo Y ohrani¢ens,
pak X +Y = X +Y. Uved'te pifklad, kdy nastdvd ostrd inkluze.

2.36) Dokazte: Je-li X < R™ konvexni mnozina a V zaméteni afinniho obalu aff X', potom

ri X = int(X + V) n X,

2.37) Dokazte: Necht X, Y <= R™ jsou konvexni mnoziny takové, ze X € Y.
a) Mnozina ri X nemusi byt podmnozinou ri Y (udejte piiklad).

b) Pokud aff X = aff Y, pakriX criY.
¢) PokudriX mnri¥ # @, riX criY.

)
)
)
d)

Pokud X nriY # @, riX nriY # .

2.38) Dokazte rozsiteni Véty 2.1.12(iii): Necht X <= R" je konvexni mnozina. Potom x € ri X pravé
tehdy, kdyz pro kazdé z € aff X existuje v > 1 takové, ze z + (y — 1)(z — z) € X.

2.39) Dokazte:

a) Je-li X € R” konvexni mnozina a 0 € ri X, pak cone X = aff X.

b) Necht X € R" a 0 € ri(conv X), pak cone X = aff X.

2.40) Dokazte: Necht X < R™.

oG]
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a) Je-li int X # ¢F, pak rd X = 0X. Je-li navic X konvexni mnozina, pak r0 X = 0X préve
tehdy, kdyz int X # .

b) Plati rd X = (J prévé tehdy, kdyz X je afinni mnozina,
¢) Je-li X konvexni mnozina, potom 10 X =10 X = rd(ri X).
d) Je-li X konvexni a ohrani¢end mnozina, pak libovolné poloptimka vychazejici z bodu z € ri X

a lezici v aff X protina rd X pravé v jednom bodé.

2.41) Dokazte: Necht X < R".

a) Je-li X konvexni a kompaktni a0 ¢ rd X, pak cone X je uzaviend mnozina. Ukazte na piikladu,
ze toto tvrzeni neplati, pokud X je neohranic¢end nebo 0 € rd X.

b) Je-li X kompaktni a 0 ¢ rd(conv X ), pak cone X je uzaviend mnozina.

2.42) Dokazte:

a) Necht X < R" je konvexn{ kuzel. Pak ri X je také konvexni kuzel s moznou vyjimkou pocétku,
tj. cone(ri X) = ri X u {0}.

b) Necht X = cone({zy,...,z,}) S R". Pak

riX:{yeR"}y:Zx\ixi, )\i>0,z’=1,...,m}.

i=1
2.43) Dokazte: Necht X; € R™ jsou neprazdné mnoziny pro ¢ = 1,...,m a uvazme jejich kartézsky soucin
X =X x Xq9 x---xX,,. Potom
a) conv X = conv X; x cooconv X, X = Xy x - x X, aaff X =aff X7 x -+ x aff X,,,,

b) pokud 0 € X7 n -+ N X, tj. v8echny mnoziny obsahuji pocatek, pak cone X = cone X; x
- x cone X,,,

c) jsou-li X7,...,X,, konvexni mnoziny, pak ri X =ri X; x -+ x 11 X,,.
2.44) Urcete rovnici oddélujici nadroviny pro mnoziny
X=A{lz,yleR? |y =2’ +1}, YV ={[r,y] e R’ |z >ay’},

kde a € R. Pro které hodnoty parametru « € R jsou mnoziny vlastné/silné oddélitelné?

resent silné oddélitelné pro o > 34/3/16, pro a = 34/3/16 jsou vlastné oddélitelné a pro
o < 34/3/16) nejsou oddélitelné, oddélujici nadrovina je pifmka y = z/(3/2a) + 27530 ~2/3
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2.45) Urcete rovnici oddélujici nadroviny pro mnoziny

Xz{[xl,...,an]GR"H\x%+~--+xi<1},
Y ={[z1,...,zpr1] e R 2] + -+ 22 + 25, +3 <4z, }.

Feseni: nadrovina H, g s vektorem p = (0,...,0,1,0)T a8 =1

2.46) Dokazte: Necht & # X; < R™ je konvexn{ mnozina a &J # X, < R™ je konvexni kuzel.

a) Jsou-li mnoziny X7, X5 vlastné oddeélitelné, pak jsou vlastné oddélitelné i pomoci nadroviny
prochézejici pocatkem.

b) Jsou-li mnoziny X, X5 silné oddélitelné, pak existuje takova nadrovina prochézejici poc¢étkem,
ze jeden z pridruzenych poloprostoru obsahuje kuzel Xs a ma prazdny prunik s X;.

2.47) Dokazte: Necht X, Xy < R" jsou konvexni mnoziny takové, ze int X; # & a Xy nint X; = .
Pak existuje nadrovina H < R" takova, ze X; a X, lezi v opacnych uzavienych poloprostorech
urcenych nadrovinou H, tj. existuje p € R*"\{0} a 5 € R tak, ze

(p,x1) < B <{p,z9) pro vechna z; € X; a 15 € Xy.

2.48) Urcete rovnici opérné nadroviny k mnoziné
X ={lz,y]eR?|y=e"}
v bodé a = [0,1].
Fesent: nadrovina H, g s vektorem p = (—1,1)T a 8 =1
2.49) Urcete rovnici opérné nadroviny k mnoziné
X ={[z,y,2] eR*| 2> 1 +2* + y*}
v bodé a = (1,1, 3].

Feseni: nadrovina H, g s vektorem p = (—2,—2,1)" a 8 = —1

2.50) Rozhodnéte, zda rovina z = (x + y)/2 je opérnou nadrovinou nadgrafu funkce

f(x,y) = /222 + 2y + 3>

v bodé [z*,y*] = [0, 0].

reSend ano

15/
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2.51) Rozhodnéte, zda rovina z = = + y/+/2 je opérnou nadrovinou nadgrafu funkce

f(z,y) = A/322 + 2xy + 12
v bodé [z*,y*] = [0, 0].
resent: ano
2.52) Vyjadrete (je-li to mozné) mnozinu
X ={[z,y]eR* |2y > 1, z > 0}
jako prunik uzavienych poloprostoru.

resent: X = (V. ci0m 12yl € R |y + x/2f = 2/w0}

2.53) Dokazte: Je-li X < R" uzaviend mnozina takové, ze int X # ¥ a v kazdém bodé dX ma opérnou
nadrovinu, pak X je konvexni.

16/



3. Konvexni funkce

3.1) Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkei

f(:z:)zaiw, ze (=00, a),
gl) = . we(-,a),
h(z) = m($2— 1), reR.

3.2) Pomoci definice dokazte, ze funkce f(z) = €* je konvexni na R.

3.3) V zavislosti na hodnoté p € R rozhodnéte pomoci definice o konvexnosti funkce

flx) =2P, z€(0,0).

resent: konvexni pro p = 1 a p < 0, konkévni pro p € [0, 1]

3.4) Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkce

f(x) =zlnz, xe(0,00).

resent: je konvexni

3.5) Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkce
f(z) = 2"Ax = (Az, 2),

kde x € R™ a A € R™*" je symetrickd matice. Je ostie/silné konvexni?

reseni: konvexni pro A = 0, ostfe i silné konvexni pro A > 0 s konstantou ¢ = A,.;,,

3.6) Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkce

fx) =]

kde x € R™ a ||| je libovolnd norma na R". Je ostie/silné konvexni?

resent. je konvexni, ale neni ostfe ani silné konvexni

1/
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3.7)

3.8)

3.9)

3.10)

3.11)

3.12)

3.13)

3.14)

3.15)

Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkce

fx) = [,

kde x € R", p > 1 a || je libovolnd norma na R™.
resent. je konvexni

Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkce

fB) =X —y|> = (XB—y) (XB—y),

kde X e R™™ e R™ ayeR" (pro m = 2 viz metodu nejmensich ¢tvercu).

Pomoci definice rozhodnéte o konvexnosti funkce
r1+T
f(ajla :CZ) =t

na R% Je zde také ostfe a/nebo silné konvexni? V piipadé silné konvexnosti uréete nejvétsi kon-
stantu silné konvexnosti ¥.
reseni: je pouze konvexni

Dokazte: Necht X < R" je konvexni mnozina a f : X — R konvexni funkce. Potom kdykoli plati
Ar + (1 — Ny € X pro ngjaké x,y € X a A € R\|[0, 1], pak

fa+ (L= Ny) = Mf(2) + (1= X)f(y).

Dokazte: Funkce f : R™ — R je konvexni i konkdvni na R" soucasné prave tehdy, kdyz f je afinni
funkce.

Dokazte: Nechf X < R” je konvexni mnozina, funkce f : X — R konvexni a funkce g : X — R
silné konvexni s konstantou silné konvexnosti 9. Potom funkce f+¢ : X — R je opét silné konvexni
s konstantou .

Dokazte: Necht oo > 0, X < R" je konvexni mnozina a funkce f : X — R silné konvexni s konstan-
tou silné konvexnosti . Potom funkce af : X — R je silné konvexni s konstantou a.

Dokazte: Nechf X < R"™ je konvexni mnozina a f : X — R. Pak funkce f je silné konvexni
s konstantou silné konvexnosti ¢ pravé tehdy, kdyz funkce g(z) = f(z) —9|z|? je konvexn{ na X.

Dokazte: Necht X < R™ je konvexni mnozina, I je libovolnd indexové mnozina, funkce f; : X — R
jsou konvexni pro vsechna ¢ € I a pro kazdé = € X je mnozina {f;(z) | i € I} shora ohranicend, t;.
existuje funkce M : X — R takovd, ze pro kazdé i € I plati f(z) < M(z) pro kazdé x € X. Potom
funkce

f(x) = sup {fix)}

el

je konvexni na X.

G
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3.16) Dokazte: Necht X < R™ je konvexni mnozina, funkce gi,...,¢gmn : X — R jsou konvexni a funkce
f: R™ — R je konvexnf a neklesajici (v tom smyslu, Ze jsou-liz = (21,...,2,) " ay = (Y1, .., Ym) "
takova, ze z; < y; pro vSechna i = 1,...,m, potom f(x) < f(y)). Potom slozend funkce

3.17)

3.18)

3.19)

3.20)

3.21)

3.22)

3.23)

() = f(g1(x), -, gm(2))

je také konvexni na X.

Necht X je konvexni mnozina. Pak funkce f: X — R,, = {z € R |z > 0} se nazyva logaritmicky
konvexni (téz superkonverni) na X, jestlize funkce In f(z) je konvexni na X.

Dokazte: Kazda logaritmicky konvexni funkce je konvexni.

Dokazte: Necht X < R™ je konvexni mnozina a funkce f : X — R spojitd na X. Jestlize pro kazdé
z,y € X, x # y, existuje A € (0,1) takové, ze

fz+ (1= Ny) < Af(x) + (1= A)f(y),
pak funkce f je konvexni na X.

Rozhodnéte o konvexnosti mnoziny

X ={[z,y] e R?| (z* + ") In(2® + ¥) <49, x > 2, ye R}.

resent. je konvexni

Dokazte: Necht f : X — R je konvexni funkce na konvexni mnoziné X < R" a necht existuji
spojité pracidlni derivace az do druhého fadu vcéetné na néjaké oteviené mnoziné U 2 X. Pak
funkce f je konvexni na X praveé tehdy, kdyz (V2f(x) h,h) = 0 pro viechny x € X a h € Lin X.

Dokazte: Necht p € R™ a ¢ € R. Afinni funkce f(z) = p'z + ¢ nabyva svého minima/maxima na
konvexni mnoziné X < R™ v bodé z* € ri X pravé tehdy, kdyz f je konstantni funkce (tj. p = 0).

Dokazte: Necht f: X — R je konvexni funkce na konvexni mnoziné X < R”. Ozna¢me jako X*
mnozinu bodu z X, ve kterych nabyva funkce f maxima na mnoziné X, tj.

X* = {a* e X | f(a*) = sup f(@)}.

zeX

Pokud X* obsahuje bod z ri X, pak f je nutné konstantni na X, tj. X* = X.
Necht X = conv{xy,...,2z,} S R" je polytop a f : X — R je konvexn{ funkce.

a) Dokazte Zdkladni vétu konvexniho programovdni: maximum funkce f na mnoziné X je dosa-
zeno v jednom z bodu xy, ..., x,. (Obecnéji plati: Maximum konvexni funkce na kompaktni
a konvexni mnoziné je dosazeno v tzv. extrémnim bodé, tj. v bodé, ktery nelze vyjadrit jako
netrividlni konvexni kombinaci bodu z dané mnoziny).

G
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b) S vyuzitim predchozi ¢asti dokazte tzv. Zdkladni vétu linedrniho programovdnd: minimum
linearni funkce na mnoziné X je dosazeno v nékterém z bodu z1, ..., z,,.

3.24) Necht funkce g : [a,b] — R je integrovatelnd a funkce f : R — R je konvexni. Dokazte Jensenovu

nerovnost v integralnim tvaru
b b
L g(t)dt 1
P20 < [ et

b—a

3.25) Dokazte: Pro Ay, ..., A, = 0 spliujici D" | A\, =1 axq,...,2z, > 0 plati

= (S (52).

i=1""

3.26) Dokazte: Pro Ay, ..., A, = 0 spliujici D' | \; =1 axy,...,z, € R plati

i=1 i=1

3.27) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte nerovnost mezi prumeéry ruznych fadu

<x§+---+xf;n)1/p> <x;f+---+xgn>1/q
Sl S 10 R (S 0
m m

kde z1,..., 2, > 0ap>q.

3.28) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte Holderovu nerovnost

Mzl < (Z |xi|p>1/p <Z |yi‘q>1/q
=1 =1 =1

1 _
+1=1

=

kde p,q > 1 jsou konjugovana cisla, tj.

3.29) Dokazte Minkowského nerovnost

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z|ai+bi|p> < (ZW’) +(2|b2-|p> :
=1 =1 =1

kdep>1laay,...,an,b1,...,0, €R.
3.30) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte
(1+ ¥/a)” + (1+ ¥b)" < 2°,

kde a,b=>0aa+b=2.

20/
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3.31) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

aabb 02(

kde a,b,c > 0.

3.32) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

3

{/sina:l
kdeneNaxq,...,z, € [0,7/2].

3.33) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

a+b+c

> a+b+c
?

xl...xn

% Dic1 Ti <
sin(L 37" ;) sinzy ---sinx,’

kde z1,...,x, € (0,7/2).

3.34) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

a

b

C

+ - >
a+3b+3¢c 3a+b+3¢c 3a+3b+c

kde a,b,c > 0.

3.35) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

n
1=

1
kde ay,...,a, = 1.
3.36) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

X1

n

1
= )
1+a; 1+ Yar---a,

X2

+
\/1—1'1 \/1—1'2

kde z1,...,z, >0a ) x; =1

3.37) Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte

V241 +V2 14+ V32 414+

| w
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3.38)

3.39)

3.40)

3.41)

3.42)

3.43)

3.44)

3.45)

Pomoci Jensenovy nerovnosti dokazte, ze pro uhly «, 8,y v trojihelniku plati

3v3

2 )

3
Vsina + \/Sin5+ \/sin7 < 3</;,

sina 4 sin f + siny <

sin o sin 3 siny <

I

w
|}_\OO%
w

cosa cos 3 cosy < —.

0]

Pomoci AG-nerovnosti dokazte

b+c¢c c+a a-+bd

Vi Wb e

> \a+ Vb + e+ 3,

kde abc =1 a a,b,c > 0.

Pomoci dréatu bychom chtéli ,vymodelovat® kvadr (tj. jeho 12 hran) tak, aby model mél objem V'
a spotifeba dratu byla minimdlni. Urcete rozméry optimalniho modelu.

Pomoci Hessovy matice rozhodnéte o (ostré, silné) konvexnosti funkce f(z) = |z|* na X < R™.
reseni: vzdy konvexni, ostfe konvexni pokud 0 ¢ X, silné konvexni pokud 0 ¢ X

Pomoci Hessovy matice rozhodnéte o (ostré, silné) konvexnosti funkce f(x) = ||z| na X < R™.
resent. konvexni vzdy, neni ostfe ani silné konvexni
Rozhodnéte, zda funkce
9.2 2
flay,xo) =227 + x5 — w129 + 71 — X2+ 4

je konvexni na R2. Je zde i ostfe nebo silné konvexni? V pifpadé kladné odpovédi urcete také
nejvetsi konstantu silné konvexnosti.
resent je silné konvexn{ s konstantou ¥ = (3 — 1/2)/2

Pomoci Hessovy matice rozhodnéte o (ostré, silné) konvexnosti funkce f(z) = /1 + |z|? na X <
R*" kde X =R"a X ={zeR" | |z| < 1}.
resent: je vzdy ostre konvexni, nen{ silné konvexni na R™, v pripadé ||z| < 1 je silné konvexn{

Rozhodnéte, pro kterd [z,y] € R? je funkce

f(xay) =1- e—w2—y2

(ostte) konvexni.

2
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Fesend: konvexni na kruhu 2% + y? < 1/2, ostie konvexn{ uvniti tohoto kruhu

3.46) Rozhodnéte, pro kterd [z, y] € R? je funkce

1

few) =—ar e

(ostie) konvexni.
Fesend: konvexni na kruhu se stiedem v poéatku a polomérem 1/4/3, ostie konvexni uvniti kruhu

3.47) Rozhodnéte, pro kterd [z,y] € R? je funkce
f(z,y) = In(1+ 2% + v?).

(ostie) konvexni.
resent. konvexni na kruhu se stfedem v poc¢atku a polomérem 1, ostfe konvexni uvniti kruhu

3.48) Rozhodnéte, zda funkce

x

f r,Yy)=—

(z.9) =~

je konvexni na mnoziné {[z,y] € R? | y > 0}.
reseni: je konvexni
3.49) Rozhodnéte, zda funkce
1
f(xa y) - SC_y

je konvexni na mnoziné R2 | = {[z,y] e R? | z > 0, y > 0}. Je zde silné konvexni?

Feseni: je pouze ostfe konvexn{ na R%

3.50) Necht

flx,y) = /1 + 2%+ 4%

Rozhodnéte, zda je

a) konvexni na R?;
b) silné konvexn{ na R?;
¢) silné konvexnf na mnoziné X = {[z,y] € R? | 2 + y* < 1}.

reSeni: a) ano; b) ne; ¢) ano

G
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3.51)

3.52)

3.53)

3.54)

3.55)

3.56)

Rozhodnéte, pro které body [z1, z2] € R? je funkce
f(z1,25) =2z Inzy — 21 Inay — 27

konvexni. Vyslednou mnozinu také nacrtnéte.
resent: x1 € (0,1/2] & x9 > 0

Rozhodnéte, pro které body [z1, z2] € R? je funkce
2

flzy,x9) = 1 n (e™ +e™)
)

konvexni. Vyslednou mnozinu také nacrtnéte a rozhodnéte, zda bod [1,0] je vnitinim, hrani¢nim
nebo vnéjsim bodem této mnoziny.
Fesend: konvexni na mnoziné {[xy,z, € R? | z; € R, x5 > 0]}, bod [1,0] je hraniénim bodem

Urcete maximalni mnozinu (vzhledem k mnozinové inkluzi) v R?, na které je splnéna postacujici
podminka 2. fadu pro ostrou konvexnost funkce

2
2

f(zq,29) = — In(224 —x% -2)— 5

Fesent: {[x1,22] € R? |22; — 22 — 1> 0 & 227 — 25 — 4 < 0}

Rozhodnéte, zda je funkce
flz,y,2) = 207 + 2> + 2% + 2.

(ostie, silné) konvexni na R3. V pifpadé silné konvexnosti urcete (nejveétsi) konstantu silné kon-
vexnosti v.
resent: je silné konvexni s 1 = 1
Rozhodnéte, zda je funkce
f(z,y,2) = 2* + 3> + 22 + 2y — yz.
(ostie, silné) konvexni na R3. V pifpadé silné konvexnosti urcete (nejveétsi) konstantu silné kon-
vexnosti v.
resent. je silné konvexni s 1 = 2 — \@/2
Rozhodnéte, zda je funkce

fz,y,2) = 222 + * + 322 + 2V/2z2.

(ostie, siln¢) konvexn{ na R?®. V pifpadé silné konvexnosti urcete (nejvétsi) konstantu silné kon-

vexnosti 7.
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resent: je silné konvexni s 9 = 1

3.57) Rozhodnéte, zda je funkce
f(z1, 20, 23) = 207 + 23 + 22 + 20109 + 22125 — 871 — 6wy — 43 + 9.

(ostie, silné) konvexni na R3. V pifpadé silné konvexnosti urcete (nejveétsi) konstantu silné kon-
vexnosti .
resent: je konvexni, neni ostie ani silné konvexni

3.58) Rozhodnéte, zda funkce
f(z1, 29, 23) = 307 + 23 + 43 + N2 x19 — Ax125 — Taq + 89 — T3 + 6

je konvexni na R?. Je zde i ostie nebo silné konvexni?
reseni: je konvexni, neni ostfe ani silné konvexni

3.59) Rozhodnéte, zda funkce
fzy, 20, 23) = 23 + 375 + 23 + 21179 — 22173 — 27903 + 112y + 275 — 73 + 6

je konvexni na R3. Je zde i ostie nebo silné konvexni?
resent: je konvexni, neni ostie ani silné konvexni

3.60) Rozhodnéte, zda funkce
f(w1, 29, 03) = 205 + 423 + 323 + 4oy 25 — 42973 + 631 — w9 + 13 + T

je konvexni na R3. Je zde i ostie nebo silné konvexni?
reseni: je konvexni, neni ostie ani silné konvexni

3.61) Rozhodnéte, zda funkce
f(z1, 9, 03) = 427 + 323 + 2x§ +4xiw9 — da9x3 + 1 + 429 — 223 + 9

je konvexni na R3. Je zde i ostfe nebo silné konvexni? V pifpadé silné konvexnosti také urcete
nejvetsi konstantu silné konvexnosti 1.
resent: je konvexni, neni ostfe ani silné konvexni

3.62) Rozhodnéte, zda funkce
f(z1, 29, 23) = 527 + 325 + 23 — 22129 + 27073 + 631 — TTo + 7

je konvexni na R3. Je zde i ostie nebo silné konvexni? V pifpadé silné konvexnosti také urcete
nejveétsi konstantu silné konvexnosti 1.
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resent: je silné konvexni s ¥ = 3 — /6

3.63) Rozhodnéte, zda funkce
f(z1, 29, 03) = 20% + 423 + x§ + 22129 + 4x9x3 + 1 — 629 + 223 + 4

je konvexni na R3. Je zde i ostfe nebo silné konvexni? V pifpadé silné konvexnosti také urcete

nejvetsi konstantu silné konvexnosti 1. )
reseni: funkce neni konvexni

3.64) Rozhodnéte, zda funkce
f(z1, 20, 73) = 23 + 225 + 3 — 27179 + 83173 + 27923 + 631 — 1oy + 4

je konvexni na R3. Je zde i ostie nebo silné konvexni? V pifpadé silné konvexnosti také urcete

nejveétsi konstantu silné konvexnosti 9. ) ) )
reSent: funkce neni konvexni

3.65) Rozhodnéte, zda funkce n proménnych

1 n
flz) = W? aeRL,,
je konvexn{ pro z € R?, = {x = (z1,...,2,) € R" 127 > 0,...,x, > 0}.

resent: je konvexni

3.66) Rozhodnéte, zda funkce n proménnych

je konvexni na R". '
resent. je konvexni

3.67) Rozhodnéte, zda funkce n proménnych

f((I)) _ ea(Aa:,x>

je konvexni na R", kde a € R je kladné ¢islo a A € R™*" je symetricka a pozitivné semidefinitni

matice. .
reseni: je konvexni

3.68) Necht A = R™ je konvexni a uzaviend mnozina. Dokazte, Ze funkce urcujici vzdalenost bodu x od
mnoziny A, tj. f(x) = p(x, A) = inf,eq |2 — a/, je konvexni.

3.69) Necht X < R" je omezend konvexni mnozina, pro niz 0 € int X. Rozhodnéte, zda funkce definovana
predpisem
f(@)=inf{a>0:zecaX}

je konvexni. - )
resent: je konvexni
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4. Subdiferencial

4.1) Dokazte: Necht f : X — R je konvexn{ funkce na konvexni mnoziné X < R". Pak pro kazdé
x* eri X plati

a) fi,(x*) = Af,(z*) pro kazdé A = 0 a h € Lin X;
b) funkce f’(z*) je konvexni na Lin X.
4.2) Dokazte: Necht X < R" a f: X — R. Pak pro z* € X plat{
f(*) = min f(z)
prave tehdy, kdyz 0 € df(z*).
4.3) Dokazte: Pro konvexni funkei f : R — R plati

0f (@) = [f2(x), [} (x)].

4.4) Dokazte: Necht X € R" je konvexn{ mnozina, int X # @ a f: X —» R.

a) Je-li f konvexni a z* € int X, pak df(z*) je neprdzdnd, uzaviend, ohrani¢end a konvexni
mnozina.

b) Je-li 0f(x) neprdzdnd pro kazdé x € X, pak f je konvexni na X.

4.5) Dokazte: Necht f; : R® — R jsou konvexni funkce pro i = 1,...,m. Pak pro kazdé x € R" plati
of(x) =ofi(z) + -+ + 0fm(x).

4.6) Dokazte: Necht f:R™ — R je konvexni funkce a A € R™*". Polozme F(z) == f(Az). Potom plati
OF(z) = AT0f(Az) = {zeR" | 2 = ATa, a € 0f(Ax)}.

4.7) Pro funkei f(z) = max {0, % , urcete df(x) pro vSechna z € R.
resent: 0f (x) = x pro |z| > 1, 0f(1) = [0,1], df(—1) = [-1,0] a df(x) = 0 pro z € (—1,1)

4.8) Ukazte, ze funkce f definovand na intervalu [0, o) predpisem

1, =0,

f(x):{o, 2> 0,

neni subdiferencovatelnd v bodé z* = 0. Jak vypada opérna nadrovina v bodé [0, 1] pro mnozinu
epi f7
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4. Subdiferencial (aktualizovdno 22. prosince 2019)
4.9) Ukazte, ze funkce f = —4/x definovand na intervalu [0, c0) neni subdiferencovatelnd v bodé z* = 0.
Jak vypadd opérnd nadrovina v bodé [0, 0] pro mnozinu epi f7
4.10) Necht

4.11)

4.12)

4.13)

4.14)

4.15)

fz,y) = /x% + 242,

Urcete subdiferencidl df(0,0) a tuto mnozinu zndzornéte v rovineé.
resent 0f(0,0) = {(a,b)" e R? | a* + b?/2 < 1}

Necht

f(z,y) = /22 + 2zy + 202
Urcete subdiferencial df(0,0) a tuto mnozinu znézornéte v roviné.
resent: 0f(0,0) = {(a,b)" € R? | 2a® — 2ab + b* < 1}

Necht

flx,y) = \/2:32 + 2xy + 3y°.

Urcete subdiferencial df(0,0), tuto mnozinu znazornéte v roviné a rozhodnéte, zda bod [1,1] je
vnitinim, hraniénim nebo vnéjsim bodem mnoziny Jf(0,0).

resent 0f(0,0) = {(a,b)" € R? | 3a* — 2ab + 2b* < 5}

Necht

f(z1,29) = \/x% — 2w 19 + 3.

Urcete subdiferencidl funkce f v bodeé [0, 0]. Rozhodnéte, zda z = 2 (x1+22) je opérnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodé [0, 0].
resent: 0f(0,0) = {[a, B] e R* | a € [-1,1], a = —f} & neni opérnou nadrovinou

Necht

flx1,xq) = \/Sx% — 211 29 + 323,

Urcete subdiferencidl funkce f v bodé [0,0]. Rozhodnéte, zda z = x1 + x5 je opérnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodé [0, 0].
Fesent: 0f(0,0) = {[a, 8] € R? | 30 + 382 + 2a8 < 8} & je opérnou nadrovinou

Necht

f(z,x9) = \/x% — 211 g + 223,

Urcete subdiferencial funkce f v bodé [0,0]. Rozhodnéte, zda z = x; — x5 je opérnou nadrovinou
k nadgrafu funkce f v bodé [0, 0].
Fesent: 0f(0,0) = {[a, B] € R? | 202 + % + 2a8 < 1} & je opérnou nadrovinou
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4.16) Necht

[z, 20) = \/3:76% + 2@y 29 + 23 + 1.

Urcete subdiferencial funkce f v bodé [0,0]. Rozhodnéte, zda z = x1 + x5 je opérnou nadrovinou

k nadgrafu funkce f v bodeé [0, 0].
4.17) Necht

[y, 29) = \/33:% + 2@ 29 + X3 + 21.
Urcete subdiferencial funkce f v bodé [0,0]. Rozhodnéte, zda z = x1 + x5 je opérnou nadrovinou

k nadgrafu funkce f v bodeé [0, 0].

4.18) Necht f(x) = |z| = +/{z,z), x € R™. Urcete subdiferencial df(0).
resent 0f(0) = {a e R™| |a] < 1}

4.19) Urcete subdiferencial df(0,0) pro funkei f(z,y) = |z| + |y|.
resend: 0f(0,0) = {(a,b)T € R? | max{|al, |b|} < 1}

4.20) Uréete subdiferencialy 0f(0,0), 0f(0,1) df(1,1) pro funkei f(z,y) = max{|z|, |y|}.
resent 0f(0,0) = {(a,b)T e R? | |a| + |b] < 1}, 0f(0,1) = {(0,1)"} a

of(1,1) = {(a,b)T eR*|a+b=1,a>0,b> 0}

4.21) Necht A = {[z,y] € R? | y < — || } a uvazme funkei f(z,y) = p([z,y], 4). Uréete subdiferencial
Of (x,y) pro [z, y] € R
resent: Of (x,y) = gradf(x,y) pro [x,y] # [0,0] a

0£(0.0) = {(a.1/v2) € B2 [a e [~1/v2.1/v2]}
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5. Fenchelova transformace

5.1) Urcete konjugovanou funkci pro funkci f(x) = |z|, x € R, a ovérte platnost Fenchelovy rovnosti
=

resent. f*(y) = 0 pro y € [~1,1], f*(y) = o pro [y| > 1

5.2) Urcete konjugovanou funkci pro funkei f(z) = %, x € R, ¢ > 0, a ovéite platnost Fenchelovy

rovnosti f** = f.
resent f*(y) = y*/(2c)

5.3) Uréete konjugovanou funkci pro

Ovérte také platnost Fenchelovy rovnosti f** = f.
resent f*(y) = 2y*2/9proy =0 a f*(y) = y?/4 pro y <0

5.4) Uréete konjugovanou funkci pro funkei f(x) = el®l, 2 € R, a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti
o=
resent: f*(y) = |y|In|y[ — |y| pro |y[ > 1, f*(y) = —1 pro y € [-1,1]

5.5) Uréete konjugovanou funkei pro funkci f(z) = z(Inz — 1), z > 0, a ovérte platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.
resent: f*(y) = eY

5.6) Urcete konjugovanou funkci pro funkei f(x) = —In(cosx), x € (—m/2,7/2), a ovéite platnost
Fenchelovy rovnosti f** = f.
Fesent: f*(y) = yarctgy — 3 In(1 + y?)

5.7) Urcete konjugovanou funkei pro funkci f(z) = +/1+ 22, x € R, a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.

resent: f*(y) = —4/1 —y? proy € [-1,1], f*(y) = o0 pro |y| > 1

5.8) Necht f*(y) je konjugovana funkce k funkci f(z). Najdéte konjugovanou funkei k f(z —a). Pomoci
tohoto vysledku a predchoziho piikladu uréete konjugovanou funkei k funkei f(x) = va2 — 2z + 2.

resent f*(y) = —/1—y*+yproye [~1,1], f*(y) = o pro [y| > 1

5.9) Urcete konjugovanou funkeci pro funkei f(x) = —v/1 — 22, z € [—1, 1] a ovérte platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.

Fesent: f*(y) = yIny/(y+1) proy > 0, F*(y) = 0 proy = 0 a f*(y) = o pro y < 0
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5.10) Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(x) = 4/1 + €%, z € R a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti
/=7

resent: f*(y) = yIn(2y® + 2yr/y2 + 1) — \/1 +2y%2 4+ 2y/y? + 1 proy > 0, f*(y) = —1proy =0

a f*(y) =0 proy <0

5.11) Urcete konjugovanou funkei pro funkci f(x) = In(1 + €”), 2 € R, a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.

resent. f*(y) = yIn(y/(1 —y)) +In(1 —y) proy € (0,1), f*(0) =0, f*(y) = o pro y € R\[0,1)

5.12) Urcete konjugovanou funkci pro funkei f(z) = —In(1 — €*), z < 0, a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.
reseni: f*(y) = yIn(y/(y + 1)) —In(y + 1) proy >0, f*(0) =0, f*(y) = w0 proy <0

5.13) Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(z) = z + In(1 + €*), z € R, a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.

resent. f*(y) = (y —1)In(y —1) + (2 —y)In(2 — y) pro y € (1,2),
f*(y) =0 proy e {1,2}, f*(y) = o0 pro y € R\[1, 2]

5.14) Uréete konjugovanou funkci pro funkci f(z) = sinz, x € R, a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti

= .
resend: f*(0) =1, f*(y) = oo pro R\{0}, f**(x) = —1

5.15) Urcete konjugovanou funkei pro funkci f(z) = sinz, € [—m,0], a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.

5.16) Urcete konjugovanou funkci pro funkei f(x) = —Inz, z > 0, a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti
rr=7
resent:. f*(y) = —1 —In(—y) pro y < 0, f*(y) = oo proy =0

5.17) Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(x) = In(—=x), z < 0, a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti

=t

resent: f*(y) = oo

5.18) Urcete konjugovanou funkci pro funkci f(z) = (22 — 1), # € R, a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.

5.19) Urcete konjugovanou funkei pro funkei

a overte platnost Fenchelovy rovnosti f** = f.
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resend: f*(0) =1, f*(y) = oo pro R\{0}

5.20) Uréete konjugovanou funkci pro funkeci f(z) = max{0,1 — z}, x € R, a ovéite platnost Fenchelovy
rovnosti f** = f.
resent: f*(y) =y proy e [-1,0], f*(y) = © pro y € R\[-1,0]

5.21) Uréete konjugovanou funkci pro funkci f(z) = 2*>—5z, x € R, a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti
= .

5.22) Uréete konjugovanou funkci pro funkei f(x) = 4/1 — x, x < 1, a ovérte platnost Fenchelovy rovnosti

fr=7.
5.23) Uréete konjugovanou funkci pro funkei
1+2% x+#0,
fz) =
0, z =0,

a overte platnost Fenchelovy rovnosti f** = f.
resent: f*(y) = 0 proy € [-2,2], f*(y) =y*/4 —1pro |y| =2, f* =2|z| pro z| < 1 a
[ =1+2%prolz| =1

5.24) Urcete konjugovanou funkei pro funkei
xQ - 17 |$| = 17
fz) =
0, lz] <1,
a ovérte platnost Fenchelovy rovnosti f** = f

resent: f*(y) = |y| pro y € [-2,2], f*(y) = y*/4 + 1 pro |y| = 2

5.25) Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(z) = max{2z, 3z}, x € [—1, 1], a ovéite platnost Fenche-
lovy rovnosti f** = f.
resent: f*(y) =y —3proy >3, f*(y) =0proye[2,3], f*(y) = —y+2proy <2

5.26) Urcete konjugovanou funkei pro funkei

(x? = 1)%, fz[ =1,
f(z) =
0, lz] < 1,

a ovérte platnost Fenchelovy rovnosti f** = f.

5.27) Uréete konjugovanou funkci pro funkei

a overte platnost Fenchelovy rovnosti f** = f.
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5.28)

5.29)

5.30)

5.31)

5.32)

5.33)

5.34)

5.35)

5.36)

5.37)

resent: f*(y) = y*/4 proy = 0, f*(y) = y*/2 pro y <0

Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(x) = <a,z)+ 5, z € R", a € R", € R, a ovéite platnost
Fenchelovy rovnosti f** = f.
resent: f*(a) = —b, f*(y) = 0 pro y # a

Urcete konjugovanou funkci pro funkei f(x,y) = 1 + 222 + 2zy + 2, [z, y] € R?, a ovérte platnost
Fenchelovy rovnosti f** = f.
resent f*(ai,as) = ((a1 — az)* + a3 —4)/4

Urcete konjugovanou funkci pro funkci f(z,y) = —v/& — /Y, [x,y] € R, a ovéfte platnost Fen-
chelovy rovnosti f** = f.
resent: f*(ai,as) = —1/(4ay) — 1/(4az) pro ay,as <0, f*(a1,as) = o ve zbyvajicich piipadech

Urcete konjugovanou funkci pro funkei f(x) = 2> |2;|*, € R", a > 1, a ovéite platnost

T a
Fenchelovy rovnosti f** = f.
reseni: f*(y) = % 20y [yl pro B = a/(a = 1)

Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(x) = %HxHZ, x € R", a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti

f** = f. Ukazte také, ze f = f* praveé tehdy, kdyz f(z) = 3]=[>.
resent: f*(y) = 3lly[?

Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(x) = ||z||, x € R", a ovéite platnost Fenchelovy rovnosti
frr = f.

resent. f*(y) = 0 pro |lyl. <1 a f*(y) = o pro |yl > 1, kde |y[+ = sup,<; 27y
Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(x) = éZ?:l z;In(z;), x e R}, a > 0, a ovéite platnost

Fenchelovy rovnosti f** = f.
Fesent: f*(y) = = >, eovi!

Urcete konjugovanou funkei pro funkei f(z) = — >  In(z;), z € R%,, o > 0, a ovéite platnost
Fenchelovy rovnosti f** = f.
resent f*(y) = —n — >, In(—y;) proy e R"_, f*(y) = o v ostatnich piipadech

Urcete co f(z) pro funkci
f(z,y) =2 +sinx cosz+1, xzeR.
Urcete co f(x) pro funkci

f(z,y) =2 +sin*z cosx +1, weR.

G



M5170: Matematické programovani — Sbirka piiklada
5. Fenchelova transformace (aktualizovdno 22. prosince 2019)

5.38) Urcete co f(z,y) pro funkci

o) = 1+ 2% +9% [z,y] #[0,0],
fz:y) {o, [2,] = [0,0].

resent: co f(x,y) = 24/x% + y2 pro 22 + y* <1 a co f(z,y) = 1 + 2* + y* v ostatnich piipadech

5.39) Urcete co f(x,y) pro funkci

W

z,y) = 1+§—3+%—3, [z, y] # [0, 0],
few {0, [z, y] = [0,0],

kde a,b € R\{0}.
resent: co f(z,y) = 24/x2/a® + y?/b? pro x?/a®* + y*/b* <1 a
co f(z,y) =1+ x*/a® + y*/b* v ostatnich ptipadech

5.40) Dokazte: Necht g : R — R je sudd funkce. Definujeme-li f(z) == g(||z|), pak plati

[ W) = g*(lyl«),
kde ||ly|« = sup{(z,y), z € R", |lz]| = 1}.
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6. Numerické metody nepodminéné optimalizace v R

Pro kontrolu vijpocti muzete vyuzit Maplety — wviz https://md170.page.link/y6N7.

6.1)

6.2)

6.3)

6.4)

6.5)

6.6)

S vyuzitim metody puleni intervalu uréete priblizné feSeni tlohy
f(x) _ ex275ln(x+1) —s min
na intervalu I = [0, 2] s chybou nejvyse ¢ = 0,25 a pro 6 = 0, 1.
resent: * = 1,1125
S vyuzitim metody puleni intervalu urcete pfiblizné teseni 1lohy
flz) = el =Br+2 4

na intervalu I = [0, 2] s chybou nejvyse e = 1/5 a pro 6 = 1/10.

SN
Kl

resent:

—0,38125

S vyuzitim metody puleni intervalu urcete pfiblizné teseni 1lohy
f(x) = sqrte® =5Inx + 1 — min

na intervalu I = [1/2,2] s chybou nejvyse ¢ = 1/5 a pro § = 1/10.

S vyuzitim metody zlatého fezu s N = 5 urcete priblizné feseni ulohy
f(z) = 92% — 10z + 16 — min, =€ [0,1].

Pti vypoctu pracujte s hodnotou % = 1+2 7= 0,618. Bez znalosti presného reSeni také odhadnéte

maximalni chybu, které se pii této aproximaci dopustite (odhad vyjadfete pomoci ¢isla 1/7).
resent. ¥ = 0,545 s maximalni chybou 0,0729

S vyuzitim metody zlatého fezu s N = 5 urcete ptiblizné feseni tilohy
f(z) =72 — 11z +2 > min, z€[0,1].

Pii vypoctu pracujte s hodnotou % = 1+2 75 = 0,618. Bez znalosti presného feseni také odhadnéte

maximdlni chybu, které se pii této aproximaci dopustite (odhad vyjddiete pomoci éisla 1/7).

resent: T = 0,781 s maximalni chybou =

3T

S vyuzitim metody zlatého fezu urcete priblizné feseni tulohy
f(z) =z sin(2x — 1) > min, =z € [0, 1],

s chybou nejvyse € = 1/10. Pti vypoctu pracujte s hodnotou % = 1+2\/5 =0,618.
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6.7)

6.8)

6.9)

6.10)

6.11)

6.12)

resent. x = 0,218

S vyuzitim metody zlatého fezu urcete priblizné feseni tulohy

f(z) =sin(v/z+Inzx+1), zel3,6],

s chybou nejvyse e = 1/4. Pti vypoctu pracujte s hodnotou % = 1+2\/5 = 0,618.

reseni: ¥ = 4,6352

S vyuzitim metody zlatého fezu urcete piriblizné feseni tlohy

f(z) =tg(a®* =3z +1), wzell,3],

s chybou nejvyse € = 1/4. Pti vypoctu pracujte s hodnotou % = 1+2\/5 =0,618.

reseni: * = 1,5277

S vyuzitim Fibonacciho metody urcete priblizné teseni tlohy
f(z) = 92* — 10z — 16 — min
na intervalu I = [0, 1] s chybou nejvyse ¢ = 1/10 a pro § = 1/40.
resent: T = 9/16
S vyuzitim Fibonacciho metody urcete priblizné teseni tlohy
f(z) = 72* — 11z + 2 — min
na intervalu I = [0, 1] s chybou nejvyse € = 3/20 a pro § = 1/10.
resent: T = 3/4
S vyuzitim Fibonacciho metody urcete priblizné teseni tlohy
f(z) = —In(5sinz — 2% + 1) — min

na intervalu I = [0,2] s chybou nejvyse ¢ = 1/5 a pro § = 1/10.

S vyuzitim Fibonacciho metody urcete priblizné teseni ulohy
f(z) = sin(22* — 62 + 1) — min

na intervalu I = [0, 1] s chybou nejvyse € = 7/100 a pro § = 1/20.
resent: T = 273/520

G
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6.13) S vyuzitim Fibonacciho metody urcete piiblizné feseni tlohy
f(l') _ ex2—sinx — min

na intervalu I = [—1, 1] s chybou nejvyse ¢ = 1/5 a pro § = 1/20.
resent: T = 2/5

6.14) Pomoci ruznych numerickych metod zejména pro N = 3,4,5,6 (s vhodnym ¢, napf. § = +1/50,
+1/20, £1/10) naleznéte piiblizené minumum funkce f(z) na intervalu I, kde (hodnota x* udava
presné feseni)

a) f(z) =522 Tz +6,1=][01], (z* = L),

b) f(z) =32® —4xz +2, 1 =[0,1], (z* = 2),

0) fla) =2 —dw+1, 1= [1,4], (% = 2),

d) f(x) = 1° — 52° — 20z + 9, I = [073]7 (37* = 2)7

e) f(z) =2x® —212% + 60z + 50, I = [2,6], (z* = 5),

f) f(x> = 2% + %? I = [07 1]7 (l‘* = %)7

)

g) f(x) = z? +\/E_ 157 I= [074]7 (.17* = 0)7
h) f(z) =e"+e ™ I =[-1,1], (z* =0),

D) flz) =1—ze™™ I =1[0,1], (a* = &),

.]) f(l’) = ﬁ? I = [273]7 (]}* = e),

k) f(z) = —4sinz (14 cosx), I =[0,7/2], (z* = 7/3),

1) f(z) =254 [ =[—4,-2], (#* = —=3),

m) f(z) = arccos (2%5), I = [0,2], (* = 1),

n) f(r)=x—2sinz, I =[0,27], (z* = %),

o) f(x)=12—x|+|5—4z|+[8—9xz|, [ =[0,3], (z* = §),
p) f(z) =e*—1— 1=, 1=1[0,10], (z* ~ 2,51286),

2

q) f(z)=+"*=,1=[-1,0], (z* ~ —0,71533),

In(z+1)’

r) f(r) = —sin®wtg(l —x)e3 I =[0,1], (z* ~ 0,97066),

G
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M5170: Matematické programovani — Sbirka piiklada
(aktualizovdno 22. prosince 2019)

60

(3 — zarctg 2)

— 2T
36-+4x2°

[ =11,2], (z* ~ 1,44259),

/2, <2, B .
flz) = {x—B, r>9, I =10,3], (x* =2),
fle) - {‘”””/3’ TSR 03 (-2

x—4, x>2,
22, r < -2, B .
f(.T) = {IA . 3’ r> _27 I - [_172]7 ($ - O)

Urcete také maximalni chybu, které se touto aproximaci dopustite.

6.15)

jiné hodnoty e.

Pomoci ruznych metod aproximujte minimum funkce f na intervalu I s nejvyse e = 7% chybou
vzhledem k délce intervalu I, pricemz funkce f a interval I jsou dany v Prikladu [6.14] Uvazte také

6.16) Pomoci ruznych metod aproximujte minimum funkce f na intervalu I s chybou nejvyse ¢ = 1/15,
pricemz funkce f a interval I jsou dany v Ptikladu [6.14] Uvazte také jiné hodnoty .

G



7. Numerické metody nepodminéné optimalizace v R"
Pro kontrolu vijpoctu vyuzijte Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

7.1) Pii dané pocatecni aproximaci zl% vypoctéte alesponn dva nasledujici ¢leny v minimalizujici po-
sloupnosti {x[k]}, tj. 21 a z[? ziskané metodou nejvétstho spadu pii Fesen tlohy

f(z) > min, xeR",
jestlize

a) 2l = [0,3] &f(2) = f(21,22) = 222 + 42 — 221 — 8wy; (2% = [1/2,1])

b) 20 = [2,3] & f(x) = f(21,22) = 42? — 4oy 29 + 223; (2* = [0,0])

¢) 2l = [1,0] & f(x) = f(x1,22) = 227 — wyas + 23 (2 = [1,0])

d) 2% =[1,-1] & f(2) = f(z1,20) = 22 + 22129 + 222 + 20y; (2% = [-2,1])

e) #l% =[1,-1] & f(z) = f(z1,22) = 4a% + da1 22 + 223 — 3ay; (z* = [3/4, —3/4])

£) 2l =[0,0] & f(z) = f(z1,22) = 21 — 22 + 22% + 22120 + 2%; (2% = [-1,3/2)])

g) 2l = [0, ~1] & f(x) = fla1,22) = (201 — 5 — 2)> + 129 + 325 (2% = [2/7,—17/7])
h) 2l =[0,0] & f(x) = f(z1,29) = (221 — 9 + 1)2 + 1295 (2% = [2/7,4/7))

i) 2l =10,0] & f(z) = f(21,22) = (3x1 — 29 + 2)® + 221 79; (2" = [~2/5,6/5])

i) 20 =[21] & f(z) = f(w1,22) = (21 — 22 = 1)* + 2122 — 243 (2% = [4/3,-1/3])

k) 2l% =[1,0] & f(z) = f(21,22) = (@1 — 220 — 1)? + 2122 + 2295 (2% = [-2/7,—6/7])

D) 2l =14,3] & f(z) = flz1,22) = (21 — 22 = 2)° + 2y2 + 23 (2% = [2/3, -5/3])
m) zl% = [1,-2] & f(z) = f(x1,22) = 274611 22+923; (nekonetné mnoho fesenf tvaru z; = —315)
n) 2% =1[0,0] & f(x) = f(x1,72) = 2% + 621 79 + 923 + 221 — T9; (iloha nem4 feseni)

o) zl% = [1,-1] & f(z) = f(z1,22) = (21 — 22)> — 21 + 2o; (nekoneéné mnoho feseni tvaru
Ty =x9 + 1/2)

p) % =[1,-1] & f(z) = f(z1,22) = (21 — 22)* + 21 + 2; (tlloha nem4 Feseni)

=[1,-1] & f(x) = f(z1,72) = (221 — x9 + 1)? — 4z + 229; (nekoneéné mnoho feseni tvaru
To = 2£L’1>

30/
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7.2)

7.3)

7.4)

I‘) LU[O] = [17 —1] & f(,’L‘) = f({L‘17 IQ) = (Il — 3(L’2 + 1)2 + 2.’,5'1 — T9; (flloha nemé feéenl/)
s) 2zl = [1,-1,0] & f(x) = f(x1, 19, 13) = 23 + 22, 29 + 202 + 22; (2* = [0,0,0])

6 2% = [0,-1,1] & f(5) = (a1, 20,25) = (21— 25 — 1) + (55 — 22 — 27 + Bwpg; (2% =
[_3/27 _47 4])

u) % =10,0,0] & f(2) = f(21, 20, 23) = (21 +22+1)2 /24 (1—23)%+ (21 —23—1)%; (z* = [2, —3,1])

v) alh =10,0,00 & f(z) = f(wr,22,25) = (23— 222 +2)*/2+ (1 — 23)> + (w2 — 321)°/4; (2% =
[1/2,3/2,1])

w) 2% = [1,0,0] & f(z) = f(z1, 29, 73) = (21 + 23 + 1)® + (21 — 23 — 1)® + z923; (1iloha nem4
fesen)

S vyuzitim dané vychozi po¢ateéni aproximace z[% naleznéte pomoci metody sdruzenych gradienti
presné feseni uloh z Prikladu (Pozor: v nékterych prikladech mohou vychézet “komplikované;jsi”

zlomky, napf. [7.1k).

S vyuzitim dané vychozi pocatecéni aproximace z[% naleznéte pomoci Newtonovy metody presné

feseni uloh z Piikladu [7.1cHol Wl

P#i dané pocatecni aproximaci z[% vypoctéte alespon alespoii dva nésledujici éleny v minimalizujici
posloupnosti {x[k]}, tj. 21 a 22 ziskané Newtonovou metodou pii feseni tlohy

f(z) - min, zeR",
jestlize
a) 2l = [4,2,—1] & f(z) = f(1, 29, 75) = (w1 — 4)* + 22 + @ _ 3 (3% — [4,0, —5])
b) 219 =[0,0] & f(z) = f(a1,22) = 10(zs — 22)2 + (1 — 21)% (z* = [1,1])
¢) 2l = [1,1] & f(x) = (a1, 22) = e"1+73; (2% = [0,0])
d) 2 =[1/2,0] a 2% = [1/2,1/4] & f(x) = f(21,72) = In(1 + 22 + 23); (2* = [0,0])
e) 2% = [1,1] & f(x) = f(a1,z2) = 7175, (z* = [0,0])

f) 20 = [1/4,1/4] & f(z) = f(21,72) = —In(1 — 21 — 2) — Inx; — In29; (lokdlni feseni z* =
[1/3,1/3])

g) 2% = [1,1] & f(2) = f(z1,35) = —e*oimodrmaa; (a% = [0,0])

h) 2l = [0,0] & f(x) = f(z1,29) = (¥1 — 29 — 1)* + In(z? + 222 + 1); (lokéln{ feSeni * ~
[0, 32125, —0, 160625])

0/
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7.5)

7.6)

7.7)

7.8)

2
2.191

i) 21 =10,1] & f(z) = f(21,22) = (321 — 2179 + 32)* + €72% (2 = [0,0])

S vyuzitim dané vychozi pocatecni aproximace z!% vypoctéte alespon alespon dva nasledujici ¢leny
v minimalizujici posloupnosti {:1:'[’“]}, tj. ! a 22 ziskané metodou nejvétsiho spadu pii Feseni
tloh z Piikladu [7.4l

S vyuzitim dané vychozi pocatecni aproximace x[% vypoctéte alespon alespoii dva néasledujici leny
v minimalizujici posloupnosti {x[k]}, tj. 2l a 212 ziskané metodou sdruzenych gradientt pii feseni

uloh z Piikladu [7.4]

Zvolte si (libovolné — zkusit muzete i rizné volby) pocatecni aproximaci % a urcete alespori dva

nasledujici ¢leny v minimalizujici posloupnosti {x[k]}, tj. zl a 2 ziskané metodou nejvétstho
spadu a metodou sdruzenych gradientu pti feSeni tlohy

f(z) »> min, zeR",
jestlize (z* znaci presné feseni)
a) libovolna funkce ze zadani Pifkladu

b) Matyasova funkce f(z) = f(21,22) = o (2] + 23) — 52 2122, (x* = [0,0]),

¢) f(z) = f(x1,2) = 100023 + 4021 25 + 22, (z* = [0,0]),

d) f(z) = f(z1,29) = 2% + 2235 — 211 — 89, (z* = [1/2,1]),

e) f(z) = f(x1,x9) = 627 + 4ay 19 + 1023 — 11y — 13139, (z* = [3/4,1/2]),

f) Boothova funkce f(x) = f(z1,22) = (z1 + Txa — 7)* + (221 + 22 — 5)?, (z* = [1,3]),

g) f(z) = f(x1, 12, 23) = 223 — 221 29 + X3 + To w3 + 23 + 271 + 319 — 43, (2 = [-13/2, —12,8]),

h) f(x) = f(z1, 29, 73) = 22+ 71 23+3T3+ 2 03+ 27 To+ 222+ 11— 3w —13, (2% = [-13/2,—12,8]),

i) Powellova funkce f(x) = f(z1, To, T3, 74) = (x1+1022)*+5(x3 —14)* + (v9—213)* +10(21 —24)?,
(z* = [0,0,0,0]),

i) f(@) = f(x1, 22, 23, 14) = 322 + 2129 + 422 + 2o 23 + 3T9 24 + 1023 + 323 + 671 — 313 — 13 — D1y,
(a* = [28/39, —27/26,3/13,1/26]),

Zvolte si (libovolné — zkusit mtizete i riizné volby) pocatecni aproximaci x[% a spoctéte alespon dva
nasledujici ¢leny v minimalizujici posloupnosti {m[k]}, tj. 2l a 22 ziskané metodou nejvétsiho
spadu nebo metodou sdruzenych gradientu nebo Newtonovou metodou pii feSeni tlohy

f(z) > min, zeR",

jestlize (z* znaci presné feseni)



M5170: Matematické programovani — Sbirka piiklada
7. Numerické metody v R” (aktualizovdno 22. prosince 2019)

a) f(z) = flar,22) = (23 + 23)*?, (a* = [0,0]),
b) f(x) = f(x1,22) = 10024 + 2, (a* = [0,0]),

c) f(x) = f(x1,29) = % + % — T1%9 + T — Ty, (¥ =[—1,0] a z* = [1,2]),

d) flz) = flzr,22) = v/2f + 1+ /a3 + 1, (a* = [0,0]),

e) f(z) = f(z1,22) = —In(1 — 21 — x3) — Inzy — Inay, (a* = [1/3,1/3]),

£) f(z) = flor,02) = (21— 2)* + (21 — 2)%3 + (w2 + 1)2, (&* = [1,0)),

g) Rosenbrockova funkce f(z) = f(z1,22) = 100(zs — 22) + (1 — 21)2, (z* = [1,1]),

h) Baelova funkce (z* = [3,1/2])

3 > /9 2 /453 2
f(x) = f(x1,22) = (5 — T +IE1$2) + (4_1 — T +x1x§) + (% — T +x1x§> ,

i) Goldsteinova—Priceho funkce (z* = [0, —1])
f(z) = f(x1,29) = (1 + (21 + 29 + 1)° (19 — 142, + 322 — 142y + 62y 25 + 3m§)) X

x <30 + (221 — 32,)° (18 — 322y + 1227 + 48w, — 3611 25 + 27x3)),

z} x$
j) ytrojhrbd funkce* f(x) = f(xy,x9) = 223 — 2;—01 + 3 +zimy + 23, (2* = [0,0]),
k) Easomova funkce f(z1,32) = —coszy coszz exp [ — (1 — m)? — (22 — 7)?], (z* = [m,7]),

1) nelinearni funkce

1
1+ (ZEI - ]32>2

(z* = [1,1,1]), kde exp[z] = ¢7,

2
+ sin(mw xow3/2) +exp[— (x1;x3 —2) ],
2

f(x) = f(x1, 29, 73) =

m) f(z) = f(z1,79) = 10(x9 — sinzy)? + f—g, (x* =[0,0]),

n) f(x) = f(x1,22) = 10(2y — cosz1)? + 2, (a* = [0,1]),

0) McCormickova funkce f(z) = f(z1,22) = sin(z; + x3) + (21 — 29)? — 32 + %2 + 1, (2* ~
[-0.547198, —1.5472]),

p) Levyho funkce (z* = [1,1])

f(x) = f(z1,22) = sin®(3may) + (21 — 1)*[1 +sin? (37 22)] + (w2 — 1)?[1 + sin®(27 22)],



M5170: Matematické programovani — Sbirka piiklada
7. Numerické metody v R” (aktualizovdno 22. prosince 2019)

q) Rosenbrockova funkce#2 (z* = [1,1,1])
f@) = fw1, 2, 23) = 100(2y — 27)* + (1 — 21)* + 100(23 — 23)* + (1 — 22)*,

r) Fletcherova/Powellova funkce

f(@) = f(z1,22,23) = 100{[963 — 10 (21, 22)]* + («/x% + 22— 1) } + 23,

(x* =[1,0,0]), kde
arctg %, x>0,

2 (a1, 29) = {

T + arctg i—f, x1 <0,

s) Rosenbrockova funkce#3 (z* = [1,1,1,1] a v bodé [—1, 1,1, 1] je lokalni minimum)
3
f(x) = f(@1, 22, 73, 24) = 2 100(zip1 — 27)% + (1 — 2;)°.
i=1

V pripadé, Ze neni mozné explicitné urcit presné feSeni jednorozmérnych minimaliza¢nich tloh
pro stanoveni délky kroku «, aproximujte hodnotu « pomoci nékteré z metod jednorozmeérné
minimalizace.

Pojmenované funkce se ruzné pouzivaji jako tzv. testovaci funkce pro optimalizacni algoritmy, viz
napf. hitps://m5170.page.link/jQrT nebo https://md170.page.link/c WUb.

G
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8. ResSeni uloh matematického programovani

e Pro kontrolu vypoctu muzete vyuzit Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

e Pro zadéni lze také vyuzit libovolnou tlohu z Kapitoly [0 nebo z Kapitoly s konkrétni volbou
hodnoty parametru b.

8.-1) Pomoci Lagrangeova principu vyfeste tlohu matematického programovani

(a) f(z) =vV1+2?2 >min, =<1

(b) flx) =v1+22 > min, x4+ 1<0.
resent. 0, —1
8.0) Pomoci Lagrangeova principu vyteste ulohu matematického programovani

(a) f(z) =|z| > min, z<1.
(b) f(z) =|z] > min, z+1

A

0.
resent: 0, —1

8.1) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovéni

fzy,m5) = 2% + 25 — 142y — 625 — min, 27 + a9 <2, 27 + 2295 < 3.
resent: [3, —1]

8.2) Pomoci Lagrangeova principu vyteste ulohu matematického programovani

f(zy,x9) = 2:10% + 22119 + arg — 2021 — 1429 > min, x1 4+ 329 <5, 221 — 29 < 4.
resent. [17/7,6/7]

8.3) Pomoci Lagrangeova principu vyfteste tilohu matematického programovéni

f(zy,29) = 22 + 29 > min, 22 +25<9, x4+ <1.
resent: [0, —3]

8.4) Pomoci Lagrangeova principu vyteste uilohu

flzy,m0) =22 + 225 — 42y +1 > min, =z +2, <1, 27 +23 <4
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8.5) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovéni

flxy,x9) = 922 4+ 1222 + 18x175 + 371 — 372 + 1 — min,
1 2

.T1+SL’2=3, 1’1—1’221, 1’120, 1’220.

8.6) Pomoci Lagrangeova principu vyfteste tilohu matematického programovéni

T1,To :3x2—x1x2+x2+x1+x2+2—>min,
1 2

233'1 + X9 = 1, 1 — 3.%'2 = —1, T = O, To = 0.

8.7) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovéni

f(zy,m5) = 22 — 2129 + 325 — 321 + 29 + 2 — min,

IL'1+2$2=1, 2.1'1—.%221, .%120, 1’220

8.8) Pomoci Lagrangeova principu vyfteste tlohu matematického programovéni

f(x1,29) = 23/2 — 2129 + 25 — 221 + 75 — min,

T1+29<3, 21 —29<4, x1=0, z9=0.

8.9) Pomoci Lagrangeova principu vyteste ulohu linedrniho programovéni

f(z) ={c,x) — min

na mnoziné
X ={zeR"|Bx<b, x>0},

phc=@m13=(

— W
O =N

)ab:(@—&3f.

resent: [4/3,—1/3]

resent: [2,1]

resent: [1/3,1/3]

resent: [1,0]

resent: [7/3,2/3]

resent: [1,0]

5/
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8.10) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani

A\
o

flzy,20) =23 + 29 > min, 22 +25<9, T +a2<1, 2,=0,

8.11) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani

flzy, ) =22 + 225 —42, +1 > min, x +2, <1, 22 +25<4, 2, =0.
resent: [4/3,—1/3]

8.12) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani
flwy,m5) =207 + 2120 + 25 — 4wy — 219, 27+ 23 <1, T +a3<1, x>0

(Napovéda: polynom 42% — 322 + 42 — 3 m4 jediny redlny kofen z = 3/4.)
resent: [3/4,1/4]

8.13) Pomoci Lagrangeova principu vyfeste tlohu matematického programovani

f(z1,25) = 207 — 221 25 + 225 — 929 — min,
4a? — 1y <2, 4wy +325<10, 2, >0, x5 =0.

resent: [28/37,86/37]

8.14) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani

f(xy, 20, 23) = 23 + 25+ 22 > min, x; + T +23=3, 27, — Ty + 23 < 5.
resent: [1,1,1]

8.15) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani

f(z1, 19, 23) = 422 + 42y 29 + 325 — 42925 + ng + x1 + 4x9 — 223 — min,

T1—20+2=0, z1+2x9—235<1, x1=0.

resent: (0,2, 3]
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8.16) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani

f(z1, w9, 23) = 207 + 25 + 73 + 211 19 + 271 3 — 871 — 69 — 423 + 9,

T1t+To+a3=4, x1—229—2235=1, 2x3=0.
resent: [3,1,0]

8.17) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani

f(z1, 29, 23) = 307 + 1109 + 75 — 20925 + 223 — min,

ZL’1+2ZE3=1, ZE1—2[L‘2—CL’3<2, 1’220, 1’320
resend: [0,1/2,1/2]

8.18) Pomoci Lagrangeova principu vyfeste tlohu matematického programovani

2 2 2 .
f(x1, x2,23) = 3] + 129 + x5 — 20923 + 225 — min,

T+ 2r3=2, ] 2wy —a3<2, 13=>0, x3=0.

(Napovéda: polynom —322z3 + 15622 — 241z + 92 m4 jediny redlny koten z ~ 0, 56356.)
resend: [0,1,1]

8.19) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani

f(x1, 29, 23) = 4] + 4129 + 375 — dwo 73 + 223 + 71 + 479 — 273 — MiN,
T1— 2o+ 2<0, 2x1+x39—23<2, x1=0.

resent: [0,2,5/2]

8.20) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani
1 2 .
f(@) = 52" = <¢, z) — min

na mnoziné R, kde ¢ € R™.
resent: [max{0, ¢, }, max{0, co}, ..., max{0, ¢, }]

8.21) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani
f(2) = ¢] - {c.x) — min

na mnoziné R} \ {0}, kde c € R™.

1
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8.22) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani

flxi,29) =21 + 25+ 1 —>min, 20 —23<1, x>0

8.23) Pomoci Lagrangeova principu vyfeste tilohu matematického programovani

flx1,29) = 2% = 3109 + 23 — min, 2, —227 <0, 0<2; <3, 25=0.

8.24) Pomoci Lagrangeova principu vyteste ilohu matematického programovani

fx1,20) = 23 + 22129 — 421 — 279 — min,
22— 21y <0, 22 +23<6, x>0, x>0

resent: [0, 6]

8.25) Pomoci Lagrangeova principu vyfeste tlohu matematického programovani

f(zy,m5) = 22 + (29 — 1)* > min, 22 +4a5 <4, 227 +25>2, x> 219,

resent: [v/65/8 — 1/8,4/65/16 — 1/16]
8.26) Uvazte tlohu matematického programovani

(8.1)

f(z1, 29, 73) = —2% + 23 — 22,25 — min,
2x1+x%—|—x3=5, 5x%—z§—x3>2, 120, 23>0

a) Pomoci Lagrangeova principu urcete nutné podminky pro stacionarni body tlohy (8.1)).

b) Pomoci podminek druhého fadu ukazte, ze bod [1,0, 3] je bodem lokalniho vézaného minima

dlohy (8.1).

8.27) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tlohu matematického programovani

f(Il, 1’2) = 4271 + 2(132 — 2131 To — SL’% — min,
22— 21y <0, 22 +23<6, x,=0, x>0
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8. Reseni tiloh matematického programovani (aktualizovdno 22. prosince 2019)

resent: [0,0] a [2, 2]

8.28) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani

r1,T9) = 41 + 202 — 2r1 X9 — 2 — min,
2 1

27— 21y <0, 20+ <6, x>0, 23>0

resent: [0, 0]

8.29) Necht p € R a uvazte ilohu matematického programovani

f(zy,20) = (17 — 1) + 25 —» min, =z, — pa3 <0. (8.2)

Pro jaké hodnoty p je bod z* = [0, 0] fesenim tlohy (8.2])7

resent: p < 1/2

8.30) Firma vyrabeéjici letadla je muze provozovat ve dvou zemich. Jeji ndklady v zemi A zavisi na
poctu provozovanych letadel x; = 0 a jsou ddny predpisem Ca(z1) = In(1 + 3x,/100). Pro zemi
B jsou Cp(xs) = In(1 + 321/100). Firma chce rozdélit své kapacity mezi pocty =1 a xo tak, aby
minimalizovala své celkové naklady pti celkovém provozovani alespon g > 0 kust.

Ukazte, ze optimalni volba x; a x5 musi byt feSenim jistého optimaliza¢niho problému s ome-
zenim na znaménko.

Ukazte, ze v zavislosti na hodnoté ¢ existuji jeden, dva nebo tii kandidati na feseni.

Ukazte, ze v optimalnim piipadé provozuje firma letadla pouze v zemi A, je-li ¢ pod kritickou
hodnotou ¢*, a pouze v zemi B, je-li ¢ > ¢*.

Urcete optimalni naklady v zavislosti na ¢ a ukazte, ze tato funkce neni diferencovatelna v bodé
q*. Je v tomto bodé subdiferencovatelna? Pokud ano, urcete piislusny subdiferencial.

resent: a) In(1 + 321/100) + 21In(1 + 22/100) — min pii omezeni x; + x9 = q, 1,22 = 0

b) pro ¢q € (0,50/3) je jediny kandidat [0, q], pro ¢ = 50/3 jsou dva kandidati [0, ¢] a [g¢, 0],
pro g > 50/3 jsou tii kandidati [0, q], [¢,0] a [¢/3 + 100/9,2¢/3 — 100/9]

¢) pro ¢ < 100 je tesenim [0, ¢], pro g = 100 je fesenim [g, 0], tj. ¢* = 100

d) oC*(¢*) = &
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8.31)

8.32)

8.33)

8.34)

Dokazte: Necht
X={zeR"|z;20,i€el},

kde I = {1,...,n} je indexovd mnozina, a necht f : X — R je diferencovatelnd na (néjaké oteviené
mnoziné obsahujici) X. Je-li * € X lokdlnim minimem funkce f na X, potom plati
0 0
61]; (z*)=0 & af- aa‘i (z*) =0 pro vSechna i e [ (8.3)
a soucasné p
Ef(x*) =0 provsechnaie {1,...,n}\I (8.4)
ox;

Je-li funkce navic f konvexni na X, pak bod z* € X spliujici dvojici podminek (8.3) a (8.4) je
dokonce globalnim minimem funkce f na X.

Dokazte: Necht
X = {xeR”|a1 <a:i<ﬁi,i=1,...,n},

kde a;, B; € R jsou dand ¢isla, a necht f: X — R je diferencovatelnd na (néjaké oteviené mnoziné
obsahujici) X. Je-li z* € X lokdlnim minimem funkce f na X, potom plati

of >0, pokud z} = o,
. (z*)< <0 pokud z¥ = 3, (8.5)
' =0 pokud a; <z < f5;

Je-li funkce f navic konvexni na X, pak bod x* € X splnujici podminku (8.5]) je dokonce globalnim
minimem funkce f na X.

Pomoci Lagrangeova principu vyfeste ilohu matematického programovani
42 2 .
f(z1, x9) = 42 — 2122 + 225 — min

na obdélniku
X = {[$1,$2]ER2‘4<I‘1<8, —1<$2<2}

resent: [4,1]

Pomoci Lagrangeova principu vyfeste ilohu matematického programovani
_ 9.2 2 .
f(z1,22) = 227 + 2129 + 25 — min

na ,obdélniku*
X ={[z1,22] e R* | =1 <21 <1, 35 > 2}.

resent: [—1/2, 2]
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8.35) Pomoci Lagrangeova principu vyteste tilohu matematického programovani
f(zy,29) = e 4+ 0¥ 49421 — x5 — min

na c¢tverci
X ={[z1,22] eR? |0 < 27 < 1, =1 < 2 < 0}.

8.36) Dokazte: Necht
X = {meRﬁ‘Zmizr},
i=1
kde r € R je dané ¢islo, a nechf f : X — R je diferencovatelnd na (néjaké otfevené mnoziné
obsahujici) X. Je-li z* € X lokdlnim minimem funkce f na X, potom plati implikace

>0 = ;{l (z*) < g—gj(l’*) pro v8echna j € {1,...,n}. (8.6)

Je-li funkce f navic konvexni na X, pak bod z* € X splitujici podminku je dokonce globalnim
minimem funkce f na X.

8.37) Necht ay,...,a, > 0 jsou dani ¢isla. Pomoci Lagrangeova principu vyfeste tilohu matematického
programovani

an

flzy,. .. x,) = 27"+ 28" — max

na mnoziné (jednotkovém simplexu)

8.38) Vyteste Tartagliovu tlohu:
Rozdélte cislo 8 na dvé ¢dsti tak, aby soucin téchto ¢isel vyndsobeny jejich
rozdilem byl mazimding.

resent 4 + 4/v/3

8.39) Ukazte, ze mezi vSemi pyramidami, které maji tutéz trojihelnikovou zékladnu a stejnou vysku, ta
s minimélnim povrchem (tj. sou¢tem obsahu boé¢nich trojihelnikii) ma nasledujici vliastnost:
projekct vrcholu pyramady leZictho mimo zdkladnu do trojuhelniku tvoriciho zdakladny
je bod, jenz md stejnou vzddlenost od vsech stran trojuhelniku.

8.40) Vyteste Steineriuv problém:
V' rovinném trojuhelniku najdéte takovy bod, Ze soucet jeho vzddalenosti
od vrcholu trojuhelniku je minimadlny.

resent: Fermatuv(—Torricelliho) bod
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9. Dualita v matematickém programovani

e Pro kontrolu vypoctu muzete vyuzit Maplety — viz https://m5170.page.link/y6N7.

e Pro zadani lze také vyuzit libovolnou tlohu z Kapitoly [8| nebo z Kapitoly s konkrétni volbou
hodnoty parametru b.

9.0) Uréete dudlni ulohu k 1loze matematického programovani
(a) fx)=2+22+2—>min, x<1,
(b) f(z) =2 +22+2 —>min, x+2<0,
a ovéite platnost vztahu duality f* = ¢*.

resent: (a) p(y) = —y*/4 -2y + Lay* =0,
(b) p(y) = —y*/4+y+1ay* =2

9.1) Urcete dudlni ilohu k tloze matematického programovani

(a) f(x) =vV1+22 > min, z<1,
(b) flz)=vV1+22—>min, x+1<0,
a ovéite platnost vztahu duality f* = ¢*.
reseni: (a) p(y) = /1 —y*> —y proy € [0,1), p(y) = =0 proy =1, y* = 0,
1

(b) o(y) =/1—y>+yproye0,1), p(y) = —0 proy > 1, y* = 1/y/2

9.2) Urcete dudlni ulohu k 1loze matematického programovani

(a) f(z) =|z] > min, 2z <1,
(b) f(z)=|z] >min, z+1<0
(c) f(z) =|z] » min, 2z <0.

*

a overte platnost vztahu duality f* = ¢*.
resent: (a) p(y) = —y pro y € [0,1], p(y) = —0 proy > 1, y* = 0,
(b) v(y) =y proy e [0,1], p(y) = —0 proy > 1, y* =1,

€ > 1, y*

(c) ¢(y) = 0 pro y € [0,1], ¢(y) = —0 pro y > je libovolny bod z [0, 1]

’

9.3) Uréete dudlni ilohu k 1loze matematického programovani
f(z1,25) = 22 + 22 — 221 — min, 2, < 1,
a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
Fesent: p(y) = —y?/2—y—1proy=>0ay* =0
9.4) Uréete dudlni ulohu k 1loze matematického programovani
f(z1,m5) = 22 + 23 + 20; — min, 25+ 1 < 2y,

a overte platnost vztahu duality f* = ¢*.
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9.5)

9.6)

9.7)

9.8)

9.9)

9.10)

resent: p(y) = —y?/2+ 2y —1proy =0 a y* =2

Urcete dudlni ulohu k loze

2 2 .
f(w1,22) = 2] — 2129 + 25 — min, 1 + 29 > 1,

*

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
resent: p(y) = —y> +yproy = 0ay* =1/2

Urcete dudlni ulohu k loze

fzy,m0) = 3] + 20129 + 25 — 221 + 29 — min, 2 + 275 +2 <0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.

Fesent o(y) = —9y*/8 +y/4 —11/8 proy = 0 a y* = 1/9

Urcete dualni ulohu k uloze
f(wy,25) = 307 + 25 + 425 — 1 - min, 27 + 225 < 1,

a ovéite platnost vztahu duality f* = ¢*.
*

Fesent o(y) = —y> — by —bproy=0ay* =0

Urcete dudlni ulohu k tloze matematického programovani
f(zy,m0) = 22 — 2129 + 205 — 301 + 209 — min, 2z, + 22 <1, x>0,

a ovéite platnost vztahu duality f* = ¢*.
resent: p(y) = (—28y? + 14y — 112) /49 pro y € [0, 2],
p(y) = —(y* + 12y + 4)/8 pro y € [2,00) a y* = 1/4

Urcete dualni ulohu k tloze matematického programovani

f(zy,m9) = 22 + 625 + 22, — 825 — min, 2zp — 11 <1, 9 =0,

*

a overte platnost vztahu duality f* = ¢*.

resent: p(y) = —y*/4 — 1 pro y € [0, 4],
o(y) = —5y?/12 + 4y/3 — 11/3 pro y € [4,0) a y* = 8/5

Urcete dualni ulohu k tloze matematického programovani

f(z1,29) = 22 + 623 + 221 — 8x9 — min, 2wy — 27 +2<0, 23>0,

*

a oveérte platnost vztahu duality f* = p*.
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9.11)

0.11.A)

9.12)

9.13)

9.14)

Fesent: (y) = —y*/4 + 3y — 1 pro y € [0, 4],
o(y) = —5y*/12 4+ 13y/3 —11/3 proy € [4,0) a y* = 6
Urcete dudlni ulohu k uloze matematického programovani
fz1,m5) = 427 + 3wy29 + 25 + 221 — 5Ty — min, 2w — 3wy — 5 <0, x5 =0,
a ovéite platnost vztahu duality f* = ¢*.
Fesent: p(y) = (—58y* — 141y — 134)/Tproy = 0 a y* =0
Urcete dudlni ulohu k tloze matematického programovani
f(zy,m9) = 42T + 4wy 29 + 25 — 221 + 325 — min, 27 — 375 <4, 11 =0,
a ovéite platnost vztahu duality f* = ¢*.
Fesent o(y) = —9y?/4 +y/2 — 9/4 pro y = 8/7, o(y) = —0 pro y € [0,8/7)
y* =8/7
Urcete dudalni ulohu k tloze
f(r1,29) =27+ 25 > min, z+a2>4, 3, >0, z9>0,

*

a overte platnost vztahu duality f* = ¢*.
Fesent: p(y) = —y?/2+ 4y proy =0 a y* =4

Urcete dualni ulohu k iloze matematického programovani

2 2 . 2
flxy,z9) = 2] + 254+ 30y > min, x5 —x1 +x2 <1, x>0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
Néapovéda: polynom 22% + 322 — 2 m4 jediny redlny kofen z ~ 0, 67765.

resent: o(y) = —(5y° + 4y)/(4 + 4y) pro y € [0, 3],
o(y) =~ +Ty+9)/(4+4y) proy =3 ay* =0

Urcete dualni ulohu k tloze matematického programovani
[z, 1) = 202 + 2129 + 22 — 29 — min, 27 — 2wy + 2, <2, 1 =0,

*

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
reseni: p(y) = —y> —3y—1/dproy=>0ay* =0
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9.14.A) Urcete dudlni dlohu k iloze matematického programovani
f(xy,20) = 202 + 2109 + 25 + 29 — min, 27 — 2y + 1, <2, 1 >0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.

(Ndpovéda: plati 162* + 5323 + 1722 — 482 + 14 = (7 + 42)(423 + 72% — 82 + 2) a polynom
1623 4+ 7222 + 1052 + 17 m4 jediny redlny kofen z ~ —0, 18422.)

Fesent: p(y) = (—4y® — 15y* — 6y — 2)/(7 + 4y) pro y € [0, 1/4],

ply) =y —y—1/dproy=>1/day* =0

9.15) Urcete dudlni ulohu k tloze

f(x1,29) =8z + 18xy > min, =z +3x9 =2, 2x;+4xe =1, x>0, x5>0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = *.
resent: o(y1,y2) = 2y1 + Y2 pro 8 —y1 — 2y2 =0, 18 = 3y; —4ys = 0 a yp,y2 = 0
[y7, y5] = [6,0]

9.16) Urcete dudlni dlohu k loze
fz1,29) =21+ 29 > min, x7 +2x9 >3, 211 +x9>3, x>0, x9=>0,

*

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
resent: [yf,y3] = [1,1]
9.17) Urcete dudlni dlohu k loze
flar,29) = 2f + 25 > min, 21 +22<1, 21— 2 +2<0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
resent: p(y1,y2) = —(y1 +1)%/2 — (y2 — 2)*/2 + 5/2 pro [y1, o] € RY
[yt y5] = 10,2]

9.18) Urcete dudlni tlohu k tloze

f(x1, 29, 23) = 475 + 205 — 627 — min, 2y + 229 + 13 <0, —27; +4xy +25=0, x5 >0,

a oveérte platnost vztahu duality f* = p*.
Fesent: p(yi,ys) = —y3/(16 + dys) proy; =0, y1 —yo =3 a 2+ 2y; + 4y = 0

9.19) Urcete dudlni ulohu k tloze

flay,22) = 4/14+ 22 + 23 > min, z; + 29 < 1,

a overte platnost vztahu duality f* = ¢*.
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resent p(y) = /1 —2y2 —yproy e [0,1/4/2] ay* =0

9.20) Urcete dualni ulohu k tloze
f(x1,29) = 21 + €™ — min, 3x; —2e" >10, x5 >0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
resent: p(y1,y2) = y2 — y2Infy2/(1 + 2y1)] + 10y; proy; =1/3ay, =0
[yt w3 ] = [1/3,5/3]

9.21) Urcete dualni ulohu k tloze
f(x1,29) = =21 — V/3xe > min, @1+, <4, 21 2>0, 25>0,

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
resent: p(y) = —1/y —4y proy >0 a ¢(y) = —0o proy =0
y*=1/2

9.22) Urcete dudlni ulohu k tloze
f(z1, 9, 23) = 21 — 4y + x§ — min, =+ 2o —|—x§ <2, 120, 29>=0,

a overte platnost vztahu duality f* = ¢*.
resent: p(y) = —2y proy =4 a p(y) = —o0 proy < 4
yr=4

9.23) Urcete dudlni dlohu k tloze

1 1 1 .
f(xl,xg,x3)=w—+x—+x——>mm, T1+axot+a3<2, 1>0, 39>0, x3>0,
1 2 3

*

a ovérte platnost vztahu duality f* = p*.
resent: p(y) = =2y + 6 /y proy =0 a y* =9/4

9.24) Urcete dualni ulohu k tloze

4
f(z1, e, 23, 24) = 11 + 229 + 33 + 4y + le In z; — min,

i=1
$1+$2+£L’3+$4=1, $1>0, 33220, .1'320, .1'420,

a ovérte platnost vztahu duality f* = ¢*. (Pro jednoduchost uzivdme konvenci 01n0 = 0.)

resent: p(y) = —e 2V —e 3 VetV eV yproyeRay* =In(e®+e?+e+1) -5

56/



M5170: Matematické programovani — Sbirka piiklada
9. Dualita v matematickém programovani (aktualizovdno 22. prosince 2019)

9.25) Urcete dudlni dlohu k dloze
f(z) ={x,zy > min, Ax =0,

kde A e R™ ™ a be R™.
resent: o(y) = —1y' AATy —y"b pro y e R™
9.26) Urcete dudlni tlohu k tloze kvadratického programovéani
F(2) = 1(Qu, 2y + (e, 5y — min, Az <b,
kde Q € R™*™ je symetricka a pozitivné definitni matice, A € R™*"™ b e R™, c € R".

resent: p(y) = —3yTAQ ATy — y T (AQ e +b) — c"Q '¢/2 proy = 0

9.27) Urcete dudlni lohu k 1loze kvadratického programovéni
f(@) = 3{Qz,x) + {¢c,x) > min, Az =0b, x>0,

kde (Q € R™*™ je symetricka a pozitivné definitni matice, A € R™*" be R™, c e R".

resent: ¢(y) = —3{(Qx,x) — {y,b) pro Qz + ATy > —d

9.28) Urcete dudlni tlohu k tloze kvadratického programovéni
f(z) = ${Qz,x) + {c,z) > min, Az <b, z>0,
kde Q € R™*™ je symetricka a pozitivné definitni matice, A € R™*"™, b e R™, c € R".

resent: p(y) = —3{Qz,z) — {y,by > max pro Qz + Ay > —day >0

9.29) Urcete dudlni lohu k 1loze kvadratického programovéni

f(@) = 3{Qu,x) + 1 (Pz,z) +{c,x) > min, Az +Pz>-b, x>0
kde P, @ € R™*" jsou symetrické a pozitivné definitni matice, A € R"*" be R™, c e R".

resent: p(y) = —3(Qv,2) — 5(Py,y) — (¥, by pro Qu — ATy > —~d ay >0

G



10.

Analyza citlivosti (zavislost tloh matematického progra-
movani na parametrech)

Pro kontrolu vijpoctu muzete (¢astecné) vyuzit Maplety — wviz hitps://m5170.page.link/yON7.

10.1)

10.2)

10.3)

10.4)

10.5)

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
1422 > min, x<b.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina FeSeni dudlni ulohy.
resent: F'(b) =1 prob>0a F(b) =1+ b2 prob<0

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
rlnzx - min, 0<z <b.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.
resent: F'(b) = —1/eprob>1/ea F(b) =blnbprobe (0,1/¢]

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
|z| - min, = <b.

Urcete dédle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.
resentd: F'(b) =0 prob>0a F(b) = —bprob<0

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovént

x|

el - min, =z <b.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni lohy.
resent: F(b) =1prob=1a F(b) =e® prob <0

V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

e’ +e " .
cosh(x) = —y— —min, < b.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost

vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina Feseni dudlni ulohy.
resent: F'(b) = cosh(b) prob<0a F(b)=1prob=0

G
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10. Analyza citlivosti (aktualizovdno 22. prosince 2019)

10.6)

10.7)

10.8)

10.9)

10.10)

10.11)

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
1’% + 493% — min, w1+ 22y < b.

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F (b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

Fesent FI(b) =0 prob=0a F(b) = b*/2 prob <0

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovént

xf+x§—>min, Ty —x9— 1 < b

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

resent F(b) =0prob>=—-1a F(b) = (b+1)*/2prob< —1

V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani
x% + ng +2r7 —> min, —x7+ 29 < b.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.

Feseni: F(b) = —1prob>1a F(b)=(b—1)*/2—1prob< —1

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

x%+2x§—2x1+1—>min, T+ x9 < b.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni lohy.

resent: F'(b) =0prob>1a F(b)=2(b—1)/3prob<1

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
x?+x§+2x2—>min, Ty — 1 < b.

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

Fesent: F(b) = —1prob> —1a F(b) = (b+1)?/4—1prob < —1

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovént

a:f+x§—|—2x1—>min, 1+ 20+ 1<0.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost

vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
o
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10. Analyza citlivosti (aktualizovdno 22. prosince 2019)

10.12)

10.13)

10.14)

10.15)

10.16)

Fesent: F(b) = —1 prob>0a F(b) =b?/2—1prob <0

V zdvislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
xf + 2z 29 + 23:% — min, x;— 2y <b.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

resent: F'(b) =0prob>=0a F(b) =b*/5prob<0
V zdvislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

Sxf + 2x1 29 + :133 —2x1 + 9 — min, x1 + 29 < b.

Urcete déle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost

vztahu 0F (b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
Feseni F(b) = —11/8 pro b= —7/4 a F(b) = 2b*/9 + 7b/9 — 25/36 pro b < —7/4

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovént

A/1+ 22+ 23 > min, a1 + 29 <D

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni tlohy.
resent: F(b) =1prob=>0a F(b) =+/1+0?>/2prob<0

V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

A/1+ 423 + 423 > min, x5 — 2y < b.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
resent: F'(b) =1 prob>=0a F(b) =+/1+2b? prob<0
V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické iilohy matematického programovani
T+ 29 — min, 22 + 232 <b.
Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost

vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.
resent: F(b) = —/2b pro b = 0

0
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10. Analyza citlivosti (aktualizovdno 22. prosince 2019)

10.17)

10.18)

10.19)

10.20)

10.21)

10.22)

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni
322 + 25 4+ 429 — 1 — min, 27 + 225 < b.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina Feseni dudlni ulohy.

reseni: F(b) = —5prob> —4a F(b) =b0*/4+2b—1prob< —4

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

422 + 25 — 209 — min, 22 + 525 < b+ 1.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina FeSeni dudlni ulohy.

resent: F(b) = —1prob>4a F(b) = (b+1)/5—24/(b+1)/5 pro be [—1,4]

V zdvislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

2;15% + 221 29 +a:§ — min, x1+2x,<b, x1=0.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina Feseni dudlni ulohy.

reseni: F(b) =0prob=>0a F(b) =b*prob<0

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

a:% + 693% +2x1 — 8xy > min, 21— 21 <b, x9=>0.

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢dsti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

resent: F'(b) = b* —2b pro b < —1, F(b) = (3b*> —14b—2)/5 pro be [-1,7/3] a F(b) = —11/3 pro

b>7/3

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

xf + 695% +2x1 —8xy > min, 1 —2x5< b, x9=0.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina FeSeni dudlni ulohy.

V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani
xf + 6953 —2r1 4+ 8xy > min, 1 —2w9<b, x5 =>0.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.

G
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10. Analyza citlivosti (aktualizovdno 22. prosince 2019)

10.23) V zavislosti na parametru b urc¢ete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani
x% — 3x129 + 4:1;% —2x1 — T > min, 2x9—x1 <0b, w9 =0.

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F (b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

10.24) V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické tilohy matematického programovani
x% + 3r129 + 41:% — 211 +T9 > min, x1+ 229 < b, x9>=0.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

10.25) V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické tilohy matematického programovani
x% —2x1T9 + 23:3 — 211 + 19 > min, 3z + 225, < b, x5 =0.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

reseni: F(b) = b*/9 — 2b/3 pro b < 21/10, F(b) = b*/34 — 11b/34 — 49/136 pro b € [21/10,11/2] a

F(b) =—=5/4 prob>11/2

10.26) V zavislosti na parametru b urc¢ete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

o] +4a5 4+ 279 — min, 3] — 3y < b, x5 = 0.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina Feseni dudlni ulohy.

Fesent: F(b) =0 prob>0a F(b) = 4b*> — 20 pro b < 0

10.27) V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéani

202 422,29 + 22 > min, 2, + 23 <b, x>0, x5=0.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.

10.28) V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F(b) parametrické ilohy matematického programovéani
—/r1 — /3y > min, x1+a9<b, x>0, x9=0.
Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost

vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
resent: F(b) = —2+v/b pro b = 0

o
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10.29) V zavislosti na parametru b urc¢ete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

1 1 .
—+ — > min, z1+z9<b, x>0, x9>0.
T o)

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢dsti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
resent: F'(b) = 4/bprob >0

10.30) V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F(b) parametrické ilohy matematického programovéani

1
X1+ T2

—min, 27 +23<b, x>0, x9>0.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F (b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.
resent: F(b) = 1/4/2b pro b > 0

10.31) V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické tilohy matematického programovani

1
A/ L1T2

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F (b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.

—min, 1 +22<b, x1>0, x9>0.

resend: F'(b) = 2/b pro b >0

10.32) V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické tilohy matematického programovani

1 1 )
—— —>min, x1+x9<b, x1>0, x9>0.

— 4
A/ L1 A/ T2
Urcete dédle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
resent. F'(b) = 24/2/b pro b >0
10.33) V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické tilohy matematického programovani
o1+ 25+ 23 — min, 2, + 29 + 23 < b.
Urcete déle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost

vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.
Fesent: F(b) =0prob=>0a F(b) =b*/3prob<0

G
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10.34) V zavislosti na parametru b urc¢ete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

1 1 1
— 4+ —+ — —>min, 1 +xs+a3<b x>0, 23>0, x23>0.
ry T2 T3
Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢dsti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina Feseni dudlni ulohy.
resent: F'(b) =9/b prob >0

10.35) V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F(b) parametrické ilohy matematického programovéani

1

—————— — min
2 2 2
]+ x5+ 75

, $1+$2+£L‘3<b, .Z'l>0, $2>0, x3 > 0.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina Feseni dudlni ulohy.
Fesend: F(b) = 3/b* pro b > 0

10.36) V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F(b) parametrické tilohy matematického programovani

1

X1T2X3

—>min, $1+$’2+l’3<b, SL’1>O, SL’Q>O, l’3>0.

Urcete déle duélni ulohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

Fesent: F'(b) = 27/b% pro b > 0

10.37) V zavislosti na parametru b urcéete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

2 2 :
x] + x5 —> min, x; < b, 2 < bo.

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢dsti) a ovéite platnost
vztahu 0F (b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

resent: F'(b) = 0 pro by, by = 0,
F(b) = b3 prob; =0 & by <0,
F(b) = b3 pro by <0 & by = 0,

Fb) =0 +bprob <0& by <0

10.38) V zavislosti na parametru b urcéete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani
fl]? +x§ — min, 1+ o < by, x1— 9 < by

Urcete dédle duélni tlohu k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢dsti) a ovéite platnost
vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ulohy.

G
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10. Analyza citlivosti (aktualizovdno 22. prosince 2019)

10.39)

10.40)

10.41)

10.42)

resent: F'(b) = 0 pro by, by = 0,

F(b) =b2/2 pro by = 0 & by < 0,
Fb)=03/2prob <0 & by =0,

F(b) =02/2+13/2 prob; <0 & by <0

V zavislosti na parametru b uréete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovani

T1+T2

[§ — min, To — 21E1 < bl, ry — QZEQ < bg.

Urcete déle dudlni dlohu k této uloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢asti) a ovérte platnost
vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnozina feseni dudlni ilohy.
resent: F(b) = e~b17b2

V zdvislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

n n

f(:L'):f(xl,...,xn)zzﬁﬁmin, Exigb, x>0, ... ,x,>0,

kde a; > 0 jsou redlné konstanty. Urcete dale dudlni ilohu k této tloze, vyfeste ji (bez vyuziti
predchozi ¢ésti) a ovéite platnost vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina teseni dudlni
tlohy.

resent F'(b) = o?/b pro a = > | \/a;

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovéni

n n
flz) = f(z1,...,2,) = _ZO""/‘% — min, le <b, 1=0, ... ,x,=0,
i=1 i=1
kde a; > 0, ..., a, > 0 jsou redlné konstanty. Urcete dale dudlni tilohu k této tloze, vyteste ji (bez

vyuziti predchozi ¢ésti) a ovéite platnost vztahu 0F(b) = —Y™*(b), kde Y*(b) je mnozina feSeni
dualni 1lohy.

V zavislosti na parametru b urcete hodnotu F'(b) parametrické ilohy matematického programovént
1 .
F(@) = 5¢Az,2) + (e, 2y — min, (a,2) <D,
kde C' € R™"™ je symetrickd a pozitivné definitni matice, x,c,a € R™. Urcete dédle dualni tlohu

k této tloze, vyteste ji (bez vyuziti predchozi ¢dsti) a ovéite platnost vztahu 0F (b) = —Y™*(b), kde
Y*(b) je mnozina feseni dudlni tlohy.
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