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1. Teorie

1.1. Méfeni modulu pruznosti v tahu pfimou metodou z prodlouzeni dratu

Pro silu rovnomérné rozlozenou na plochou S je normélové napéti definovano vztahem .

In = "¢ (1)

Relativni prodlouzeni € je urceno podle rovnice .

Al
€= — (2)
l

Pokud je deformace elastickd (pruznd), tak plati Hookuv zdkon - vztah linedrni zdvislosti mezi
normélovym napétim o, a prodlouzenim e. Tuto zdvislost, kde E je modul pruznosti (Younguv modul),
vyjadfuje rovnice .

on=F - ¢ (3)

Po dosazeni defini¢nich vztahu a do rovnice dostaneme vztah pro prodlouzeni dratu,

jenz vyjadiuje rovnice (4]).

41
- TrdQEF (4)

7 této rovnice vyjadiime modul pruznosti E a dostaneme rovnici

Al

4IF
- 5)
Almd?
Paklize ozna¢ime
_ 4gl
- 7d?E’
dostaneme, ze je prodlouzeni pifimo imérné hmotnosti s konstantou pfimé tmérnosti k, tedy Al = k-m.
Pticemz prodlouzeni pii dané zatézi muzeme zméfit a urcit tak konstantu k, ze které muzeme urcit
modul pruznosti E jako

4gl
- nd?k (6)

1 Jan Beran



1.2. Méfeni modulu pruznosti v tahu z prihybu plného obdélnikového nosniku

Pro modulu pruznosti v tahu pfi zatéze nosniku plati vztah

gl°
Y= 4B Q

kde g je tihové zrychleni, | je vzdalenost podpér, y prihyb nosniku pii z4tézi m, a jeho tloustka a b
jeho sitka. Oznacime-li

_gP
" 4a3bE

dostaneme, ze pruhyb je pfimo imérny zavésené hmotnosti s konstantou piimé imeérnosti k, tedy
y=k-m

Pticemz pruhyb pii dané zatézi muzeme zméfit a urcit tak konstantu k, ze které pak muzeme urcit
modul pruznosti E jako
g’
=3 (8)
4a3bk

1.3. Méreni modulu pruznosti ve smyku dynamickou metodou

Smykové napéti pro tecou silu F; rovnomérné rozlozenou na plochu S je dédno vztahem
Fi
0t =g ©)

Relativni deformace v je déna jako podil posunuti A okrajovych ¢asti vrstvy k jeji tloustce a, tedy

A
V= (10)
Hookuv zdkon bude mit podobu
y-G=o, (11)

kde G je modul pruznosti ve smyku, ktery je materidlovou konstantou.

Modul pruznosti ve smyku muzeme méfit také dynamickou metodou pomoci torzniho oscilatoru.
To jest zafizeni, které méiime modul pruznosti ve smyku tak, Ze na méreny drat zavésime tézkou kouli
a méfime periodu jejich torznich kmitd. Pfi ném plati vztah

_ 167mR2l

G= i (12)

kde m je hmotnost zavésené koule, D jeji prumeér, [ délka meéfeného dratu, d jeho prumér a T je
perioda torznich kmiti oscildtoru.

1.4. Obecné vztahy a pojmy pro zpracovani méreni

Nejdiive zavedeme nékteré pojmy.

Chyba méreni jest naméfena hodnota veli¢iny od niz odecteme spravnou hodnotu veli¢iny.

Nejistota meéreni jest parametr pridruzeny k vysledku métreny, jenz charakterizuje rozptyleni
hodnot, jez by mohly byt duvodné piisuzovany k méfrené veliciné.

Systematicka nejistota jest nejistota, jenz ovliviiuje métreni deterministickym zpusobem, ktery
muzeme dobie predpovédét. Tyto nejistoty muzeme odstranit korekcemi.

Nahodna nejistota jest nejistota, ktera ovliviiuji méreni nepredvidatelnym zpuisobem, tedy nelze
je vyloucit ani kompenzovat. Tyto nejistoty 1ze podchytit nékolikandsobnym méfenym, které nasledné
statisticky zpracujeme.
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Hruba chyba jest chyba, kterd je zpusobena vyjime¢nou pfi¢inou, selhdnim méfici aparatury, i
nespravnym zaznamem vysledku apod.

V celém protokolu uvazujeme pouze Gaussovo rozdéleni pravdépodobnosti, nékdy také nazyvano
Normalni rozdéleni pravdépodobnosti.

Stfedni hodnotu ur¢ime jako aritmeticky prumér z namétrenych hodnot.(Jestlize méfime veli¢inu
pouze jednou, je stfedni hodnotou pravé hodnota z tohoto jednoho méteni.)

1
= Z i (13)
Nejistoty muzeme rozdélit jesté jedou moznosti a to na nejistotu typu A a typu B.

Nejistotu typu A (u4) u Gaussova rozdéleni chdpeme jako smérodatnou odchylku aritmetického
pruméru. Je to tedy nejistota, kterou zjistime vice To muzeme vyjadfit rovnici

@ SN (-2
VN OV N v

Nejistota typu B jest nejistota, kterou ziskavame jinym zpusobem nez statisticky. Nejcastéji pak
ze specifikace pristroje. Nejistota typu B zahrnuje tedy jak systematické, tak ndhodné vlivy na rozdil
od nejistoty typu A.

Kombinovand nejistota (také celkova kombinovand nejistota nebo celkova nejistota) je pouzita
tam, kde se pfi méfeni piistrojem méni hodnota naméiené veli¢iny, jenz ukazuje piistroj. Poté vypocteme
onu celkovou kombinovanou nejistotu jako

Kl

ua(z) (14)

uc(w) = \fui(2) + uj(x) (15)

Rozsirena nejistota, tedy nejistota, kde zahrneme velkou ¢éast intervalu s uréitou pravdépodobnosti

spocteme jako
U(z) = tpou(z), (16)

kde t,, je studentuv koeficient pro hladinu pravdépodobnosti p a stupiii volnosti v, které spoc¢teme
jako v = N — 1, kde N je pocCet mérend.

Zakon pienasSeni nejistot jest zdkon, kterym spocteme veli¢inu, kterd jest nepiimo mérena.
Tedy veli¢ina, jenz zavisi na pfimo métrenych veli¢inach, které maji standardni kombinované nejistoty.
Potom vyjadiime zédkon prenaSeni nejistot jako

ue(f) = \/<§i>2 cud(z) + (i{;)z w2 () -+ <5:i>2 - u2(wn) (17)

Vysledek méfeni zapisujeme jako

r=(@xUx)j (p=...,0v=...), (18)

kde j znaé¢i jednotky (rozmér) naméfené veliciny.

1.5. Nejistoty pristroja
1.5.1 Vahy

Vyrobce vah udava vétsinou dva tdaje a to je citlivost readout, coz je nejmensi hodnota ¢tena na
displeji a oznacuje se d a ovérovaci dilek e (verification value), coz je nejvétsi rozdil mezi idajem vah
a etalonem hmotnosti pouzitym pii ovéfeni vah. Krajni nejistota méfeni je rovna e, tedy

Up(m)=ce (19)
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Tedy standardni nejistota jest

Up(m) e
= = 20
up(m) = =5 = £ (20)
Pro vahy v praktiku plati
e = 10d, (21)

coz znamend, ze muzeme nejistotu typu B spocist jako

10
uB:E:—d.

3 3 (22)

Protoze nejmensi hodnota, kterou mizeme odeéist na digitalnim displeji je 0,0001 g, tudiz ovérovaci
dilek je 0,001 g a nejistota typu B bude

~10-0,0001 0,001

3 g 3 (23)

up(m)

2. Postup meéreni

2.1. Méreni modulu pruznosti v tahu primou metodou z prodlouzeni dratu

Stanovil jsem hmotnosti zavazi na analytickych vahach. Pramér dritu jsem zmétil mikrometrem.
Délka dratu jiz zméfena byla, a to laserovym dalkomérem. Polohu dolniho konce dratu jsem méril
digitalnim tchylkomérem. Uchylkomér jsem vynuloval a pfidaval na drat postupné zavazi. Hodnoty
prodlouzeni dratu a hmotnosti jsem zapsal do tabulky.

2.2. Méreni modulu pruznosti v tahu z prihybu plného obdélnikového nosniku

Sitku a tloustku nosniku jsem zméfil posuvnym méfidlem. Nosnik s navleGenym bfitem jsem polozil
na bfity stojanu. Tfmen jsem umistil tak, aby tchylkomér smétoval do jeho stiedu. Uchylkomér jsem
vynuloval a tfmen jsem postupné zatézoval zavazimi a odecital jsem velikost prohnuti nosniku. Méfril
jsem prohnuti jak pii postupném zatézovani, tak ptfi postupném odlehcovani.

Tento postup jsem opakoval pro vSechny tfi nosniky.

2.3. Méreni modulu pruznosti ve smyku dynamickou metodou

Délku drétu jsem zméfil metrem a prumér dratu jsem zméfil mikrometrem. Hmotnost koule byla
vyrazena na kouli a prumér koule jsem zméfil posuvnym meéfidlem. Kouli jsem natocil kolem svislé
osy o thel, ktery byl mezi thly 45° a 90°. Po uvolnéni koule jsem méfil nékolikrat dobu 10 kmiti.
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3. Nameérené hodnoty

3.1. Namérené hodnoty hmotnosti zavazi

C. zévazi

hmotnost [g]

1.

99,6013

99,6031

98,9448

99,7117

99,7305

99,6431

99,6055

99,3444

S B el N el N B

99,3730

—_
e

99,0908

Tabulka 1: Hmotnosti mensich zavazi

C. zavazi

hmotnost [g]

—

111,7084

108,0812

112,1500

113,5348

113,1115

112,0026

113,2968

110,0632

e B ] N el N R

108,3369

—_
e

115,1323

Tabulka 2: Hmotnosti vétsich zéavazi

3.2. Méreni modulu pruznosti v tahu prfimou metodou z prodlouzeni dratu

Drat
C. zévazi | zatézovani | odlehcéovani
0 0,000 0,003
1 0,046 0,045
2 0,094 0,091
3 0,139 0,139
4 0,187 0,188
5 0,234 0,237
6 0,282 0,278
7 0,332 0,332
8 0,387 0,382
9 0,427 0,443
10 0,483 0,483

Tabulka 3: Napnuti dratu
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3.3. Méreni modulu pruznosti v tahu z prahybu plného obdélnikového nosniku

Vzorek 1
C. zévazi | zatézovani | odlehéovani
0 0,000 0,003
1 0,475 0,482
2 0,953 0,958
3 1,425 1,436
4 1,901 1,915
5 2,378 2,384
6 2,856 2,854
7 3,332 3,334
8 3,807 3,807
9 4,275 4,286
10 4,761 4,761

Tabulka 4: Prohnuti

Vzorek 2
C. z4vazi | zatézovani | odlehéovani
0 0,001 0,008
1 0,273 0,273
2 0,546 0,546
3 0,819 0,818
4 1,091 1,089
5 1,364 1,362
6 1,637 1,635
7 1,912 1,908
8 2,182 2,181
9 2,455 2,453
10 2,725 2,725

Tabulka 5: Prohnuti

Vzorek 3
C. zavazi | zatézovani | odlehéovani
0 0,013 0,020
1 1,674 1,703
2 3,388 3,358
3 5,033 5,086
4 6,790 6,718
5 8,481 8,481

Tabulka 6: Prohnut{

3.4. Méreni modulu pruznosti ve smyku dynamickou metodou

10T

39,49

39,52

39,71

39,81

39,51

39,57

Tabulka 7: Doba 10 kmitu
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4. Zpracovani méreni

4.1. Méreni modulu pruznosti v tahu pifimou metodou z prodlouzeni dratu

Pro vypocet modulu pruznosti vyuzijeme rovnici @
Pro gravitacni zrychleni v mésté Brné platﬂ

Cislo m zadame s pfesnosti na 5 desetinnych ml's

g =9,809980 m - s>

Pramér dratu d zjistime mikrometrem

T = 3,14159

d = (0,460 % 0,005) mm

Délka dratu jiz byla naméfend laserovym dalkomérem jako

Nejistota uchylkoméru je

I =1,567m

up(l) = 0,001mm

Nejistota vahy (hmotnosti) pti vazeni jest

up(l) = 0,003 g

(29)

Pomoci grafu zavislosti prodlouzeni dratu na hmotnosti zatéze dostaneme konstantu k. Protoze
jsem do grafu zanesl i nejistoty méfeni délky i hmotnosti je urcena i nejistota konstanty k. Graf i s
linearni regresi pii zatézovani je na obrazku [I] a graf s linearni regresi pii odlehcovéani je na obrazku
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Obréazek 1: Graf pfi zatézovani
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Obrazek 2: Graf pfi odlehcovani

k. = (4,8651672247144 - 1074 £ 1, 1065532195565 - 107°)

P1i odleh¢ovani dratu jsem dostali konstantu k& jako

ko = (4,9303264831800 - 1074 £ 1, 1065532195565 - 109)

1200

"Hodnotu gravitacntho zrychleni g v mésté Brné jsem zjistil z internetové stranky http://www.physics.muni.cz/
kof/vyuka/prss_1.pdf
“Hodnotu &isla 7 jsem zjistil na internetové strance Wikipedia,
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Hodnotu méreni dostaneme z jiz zminované rovnice @ Nejistotu méfeni dostaneme ze zakona
prendseni nejistot jako rovnici (30)).

uo(E) = 4 \/ g (uc (D) |, P12 (o (@) g1 (uc (k) "

m2d4k? m2dbk2 m2d4k4
Dostaneme tak hodnotu Youngova modulu pruznosti jako
E =(1,91+0,06) - 10''Pa

4.2. Méreni modulu pruznosti v tahu z prihybu plného obdélnikového nosniku

Pro vypocet pouzijeme rovnici . Pro urceni celkové nejistoty méfeni modulu pruznosti F
vyuzijeme zakonu prenaseni nejistot, ktery nam dava rovnici

“C(E):l\/9g2l4(uc(l))2+99256<UC<G>>2+gzz6<uc<b>>2 TS .

4 aSh?k? aBb?k? abbtk? aSh?kA

Naméiené hodnoty vzdalenosti podpér [, tloustky nosnikt a, $iiky nosnikii b a konstanty k kterou
uréi pfimo QtiPlot uvedeme pro kazdy vzorek.
Vzdalenost [ je pro vSechny nosniky samoziejmé stejnd a to

[ =1(90,0+0,1) cm
Pro prvni vzorek nosniku jsou hodnoty

a1 = (4,990 & 0,005) mm
by = (28,40 £ 0,02) mm
ky = (4780 £5)-10 % m - kg !

Pro druhy vzorek nosniku jsou hodnoty

az = (4,790 4 0,005)mm
by = (28,50 £ 0,02) mm
ky=(274+1)-10° m - kg !

Pro treti vzorek nosniku jsou hodnoty

az = (3,950 + 0,005) mm
bs = (15,00 & 0,02) mm
k3 = (17045 +4) - 10 % m - kg ™!

Nyni jiz muzeme psat vysledky Youngovych modulu pruznosti jako

Fy = (1,060 £ 0,005) - 10" Pa (32)
FEy = (20,9+0,01) - 10'! Pa (33)
E3 = (1,135 4 0,006) - 10! Pa (34)

4.3. Méreni modulu pruznosti ve smyku dynamickou metodou

Modul pruznosti ve smyku spocteme podle rovnice . Délku dratu [ jsem zméiil metrem, jeho
prumér d jsem jsem zméril mikrometrem. Pramér zavésené koule R jsem zméfil metrem a na kouli
byla vyrazena jeji hmotnost m. Dostaneme hodnoty
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5905 + 5) g
99,04+ 0,1) mm
0,98 +0,02) mm

m =
R =
d =
= (50,7+0,2) cm

o~ o~ o~ o~

Pro aritmeticky prumér doby 10 kmitt dostaneme
T=(3,97+0,01)s (35)

Ze zédkona prendseni nejistot, dostaneme celkovou nejistotu pro méreni modulu pruznosti ve smyku
jako

16 \/4 PR () | nR W) w2 R (u (1))

uc(G) 5 874 874 7876 (36)
Po dosazeni téchto hodnot do rovnice dostaneme modul pruznosti ve smyku, tedy
G=(81+2)-10'"Pa (37)

5. Zaveér
5.1. Méreni modulu pruznosti v tahu primou metodou z prodlouzeni dratu

Meéieni modulu pruznosti v tahu protazenim dratu nam vysSel modul odpovidajici tazené oceli,
protoze tabulkova hodnota tazné oceli je 1,90 az 2,15 - 10! Pa a nae naméfend hodnota byla 1,91
-10™ Pa. Ze se jednalo o taznou ocel je velice pravdépodobné.

5.2. Méreni modulu pruznosti v tahu z prihybu plného obdélnikového nosniku
P#i méfeni prihybem nosniku jsme méli t¥i nosniky. Jejich moduly pruznosti jsou

Fy = (1,060 £ 0,005) - 10" Pa

Ey =(20,9+0,01) - 10'! Pa

F3=(1,135+0,006) - 10" Pa
Prvni modul pruznosti by odpovidal tabulkové hodnoté mosazi, jenz ma tabulkovou hodnotu 0,90
az 1,0 -10"* Pa. Druhy by odpovidal opét tazené oceli viz minuly tikol a posledniho vime, ze §lo o
uhlikovy nosnik, dle naméfeného modulu pruznosti slo nejspiso o viskézu s udavanou hodnotou kolem
110! Pa.
5.3. Méreni modulu pruznosti ve smyku dynamickou metodou

Torznim oscildtorem jsem dospéli k modulu pruznosti ve smyku, ktery odpovida tazené oceli s
tabulkou hodnotou 8,0 az 8,5 -10'° Pa.
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