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Uvod a znaceni

a dikazt a ,,problému‘, které byli probirdny na prednésce. Je mozné, Ze se bude rozsah lehce ménit, podle
toho, co na prednagkach bude v dalsich letech. Diikazy nejsou zcela opsény ze skript, ale jsou lehce poupravené.
Napiiklad diikaz inkluze a exkluze je mnohem vice rozepsan.
Chybi néktera feSeni piikladi, ale vétsina co chybi, se d& najit v definicich, vétach a dikazech.
Oznaceni jsou tady jiné nez pouziva doc. Fuchs. Je to z davodu jistého sjednoceni znaceni a jistym kom-
promisem mezi prednaskou, cvicenim a praktickym pouzitim. Na zkouSce ovS8em v odliSném znaceni variaci,
permutace a kombinaci nebyl problém.

N - pfirozené &isla (bez nuly)

Ny = Nu {0}

C - podmnozina

C - vlastni podmnozina

P(X) systém vSech podmnozin. (P(X)={A| AC X})

| X| - pocet prvki mnoziny X (card X)

P(n) - pocet permutaci (poradi) n prvki.

V(k,n) - pocet variaci k-té t¥idy z n prvka.

C(n, k) - pocet kombinaci k-té tfidy z n prvki.

Py(nq,...,nk) - pocet permutaci s opakovanim z prvka druhd nq, ..., ng
Vo(k,n) - pocet variaci s opakovanim k-té tiidy z n prvki.
Co(k,n) - poet kombinaci s opakovanim k-té tiidy z n prvku.



Kapitola 1

Ucebnice

1.1 Zaklady ke studiu kombinatoriky

~

Definice 1.1.1 (Uspoiadana mnoZina, fetdzec). Bud A mnoZina. Rekneme, Ze binarni relace <
na A je uspofdaddnim jestliZe je:

e reflexivni: Vo € A plati: x < x,

e antisymetricka: Ve, y € Aplati: s <yAy<z = xz =y

e tranzitivni: Vx,y,z € Aplati: st <yAy<z = x <z
Paklize je relace navic

e Uplna: Va,b e Aplati: a <bVb<a

pak se ji fika linedrné usporddand mnoZina nebo fetézec.

Definice 1.1.2 (Nejmensi, nejvétsi, minimalni a maximalni prvek). Necht (M, <) je uspora-
dand mnozina. Prvek a € M se nazyvé

e nejmensi, jestlize Vo € M plati: a < z
e nejvetsi, jestlize Vo € M plati: x < a
e minimalni, jestlize neexistuje prvek z € M s vlastnosti: a < z

e maximalni, jestlize neexistuje prvek x € M s vlastnosti: z < a

Definice 1.1.3 (Horni a dolni zavora). Bud A usporddana mnozina, B C A libovolna. Rekneme,
7e prvek U € A (resp. L € A) je horni zdvora (resp. dolni zdvora) mnoZiny B jestlize Vo € B plati
x < U (resp. L < x).

Definice 1.1.4 (Supremum a infimum). Necht < je relace uspofadani na mnoziné X a M C X.
Rekneme, ze prvek G € X je supremum mnozZiny M, jestlize plati:

1. G je horni zéavorou mnoziny M,
2. je-li prvek G’ € X horni zavorou mnoziny M, potom G < G'.
f{ekneme, ze prvek g € X je infimem mnoZiny M, jestlize plati

1. g je dolni zavorou mnoziny M,

2. je-li prvek ¢’ € X dolni zavorou mnoziny M, potom ¢’ < g.




Definice 1.1.5 (Svaz). Mnozinu X uspofadanou relaci R nazveme svazem, jestlize pro kazdou jeji
dvouprvkovou podmnozinu existuje a X obsahuje jeji supremum a infimum.

1.2 Zakladni kombinatorické funkce a pojmy

e R

Vé&ta 1.2.1 (Kombinatorické pravidlo sou¢tu). Necht {A;, Ao, ..., A,} je systém neprazdnych
podmnozin mnoziny A, pro ktery plati:

1. ﬁAi:A
=1

2. AiﬂAjZ[b Vi,j €{1,2,....,n}Ni#£j

Potom |A| = |Ay| + |As| + -+ + |Ay].

- J

Kombinatorické pravidlo sou¢tu mizeme definovat i jinym zptsobem.

Véta 1.2.2 (Kombinatorické pravidlo souétu). Lze-li objekt A vybrat n zpisoby a objekt B lze
vybrat m zpusoby, pak objekt A nebo B lze vybrat m -+ n zpusoby.

Véta 1.2.3 (Kombinatorické pravidlo sou¢inu). Budte A a B kone¢né mnoziny. Pak |A x B| =
[Al-BJ.

Definice 1.2.1 (Variace). Bud n € N, |X| = n. Pro k € N, k < n nazveme variact k-té tiidy v X
kazdy Fetézec (A, <), kde A € P,(X) Pocet viech variaci k-té t¥idy z n prvki oznaéme V (k,n).

Definice 1.2.2 (Permutace). Variace n-té t¥idy z n prvkové mnoziny se nazyvaji permutace této
mnoziny. Podet viech permutaci z n prvki oznaéme P(n).

. J

Vysvétleme nyni jednoduse co je to permutace. M&jme napiiklad 3 barevné kiidy (mnoZina naSich objektii)
- kazda ma jinou barvu, tedy je velmi jednodusSe od sebe rozlisime. Tyto t¥i kiidy poskladame vedle sebe, tedy
vytvofime z nich jedno pevné poradi. (Toto je ditvod, pro¢ se permutace nazyva nékdy poradi.) Toto jedno nami
dané poradi je tedy permutace z onéch tii kfid. Je nyni asi jasné, Ze jsme timto poradim, nasi mnozinu uplné
usporéadali, tedy vytvorili jsme fetézecE

Nyni si vysvétleme pojem variace. Méjme nyni ¢tyfi barevné kiidy, pfi¢emz znovu bude mit kazdé jinou
barvu. Reknéme, Ze budeme chtit napiiklad vytvorit variaci tfeti t¥idy z téchto ¢tyf kiid. Potom si jednoduse
vybereme tii kiidy a tyto kiidy usporadame podle nasi libosti. Dostaneme tak znovu tplné usporddanou mnozinu
t¥1 kifd (tedy podmnoZinu ptivodni mnoziny),neboli fetézec.

Nékdy se permutace a variace vysvétluji 1épe v opacném poradi, ale to zavisi na zptsobu vykladu.

Definice 1.2.3 (Kombinace). Bud X je konetna mnozina, k € Ny bud libovolné. Kombinaci k-té
tridy z X rozumime kazdou k prvkovou podmnozinu mnoziny X. (Mnozina P (X) je tedy mnoZinou
vsech kombinaci k-té t¥idy z X. Oznacme C(n, k) := Pr(X).)

Vysvétleni, co je to kombinace je velmi jednoduché. Chté&jme naptiklad kombinace tieti tiidy ze Sesti prvka.
Meéjme napiiklad 6 riznych knih. To bude naSe mnozina X a nyni z nich vybereme 3 knihy. Ty mtzeme napiiklad
hodit do batohu. Tato podmnozina knih je kombinace.

IN&kdy se také uplné uspofadané mnoziné ¥ika linearnd uspofadani mnoZina.



Definice 1.2.4 (Variace s opakovanim). Bud X # () kone¢na mnozina, | X| = n. Necht k € Ny je
libovolné. Usporadanou k-tici prvki z mnoziny X, v niz se prvky mohou opakovat, nazyvame k-variace
s opakovdnim z prvki mnoZziny X . Pocet vSech k-variaci s opakovanim oznac¢me Vo (k,n).

Definice 1.2.5 (Permutace s opakovanim). Bud k& € Nlibovolné. Bud dano n pfedmétii k druhii.
Necht n; znali pocet pfedméta i-tého druhu, i« = 1,... k. (Tj. n1 + -+ + nx = n.) Symbolem
Py(nq,...,nk) oznaéme pocet prvki mnoziny vSech uspofadanych n-tic téchto predmétia. Tyto n-
tice nazyvame permutace s opakovdnim.

Definice 1.2.6 (Kombinace s opakovanim). Méjme dostatedny pocet prvki n druhi. Skupinu k
objektil, v niZ nezalezi na poradi a v niZ navzajem nerozliSujeme predméty téhoz druhu, nazyvame
k—kombinace s opakovdnim. PoCet téchto k-kombinaci s opakovanim ozna¢me Cy(k,n).

1.3 Rozklady kone¢nych mnozin

e 3N

Definice 1.3.1 (Rozklad mnoZiny). Necht M je libovolna neprazdna mnoZina. Pak systém M ne-
prazdnych podmnozin mnoziny M, spliujicich podminky:

1. libovolné dvé rizné mnoziny ze systému M jsou disjunktni
2. sjednoceni vSech mnozin ze systému M je rovno celé mnoziné M,

se nazyva rozklad na mnoZiné M. Prvky systému M se nazyvaji tiidy rozkladu M a systém vdech
rozkladii na mnoziné M oznacime K(M).

Definice 1.3.2 (Bellova €isla). Ozna¢me B, pocet vSech rozkladi na n-prvkové mnoziné, n € N.
Cisla B,, se nazyvaji Bellova ¢isla.

Véta 1.3.1. N
n
Bup1 =) (k)Bk, By =1 (L.1)
k=0
Dikaz 1.3.1. Predpokladame, Ze zname ¢isla By, Bs, ..., B, a chceme uré¢it ¢islo B,41. Bud X libovolna

mnoZina o n prvcich a libovolny prvek a ¢ X. Vytvoime novou mnozinu X, nasledovné X, = X U {a}. Je
ziejmé, ze | X,| =n+ 1.

Uvazujme libovolny rozklad X, mnoziny X,. Prvek a musi lezet v nékteré ze tiid, ktera ma k prvkii.
Zbyvajicich k — 1 prvkt muzeme vybrat libovolné pravé (kfl) zpusoby. CoZ muzeme diky vlastnostem
kombinaénich &isel prepsat jako (n_z +1)‘ Ze zbylych n —k+ 1 prvkt mnoziny X, muzeme vytvofit B, _rt1
rozkladi, coz je ¢islo, které z predpokladu zname. V8ech rozkladi mnoziny X,, kde prvek a je ve t¥idé s k
prvky je tedy (ni’; +1)Bn_k_H, coZ plyne z pravidla sou¢inu. Tady pokud provedeme substituci r := n—k+1
pro v8echny rozklady plati

n+1 n
n n
Bn+1 = E (n — k4 1) ankJrl = § <T>Br (12)

k=1 r=0

pfiéemZ jsme u prvni sumy volily meze podle toho, Ze ¢islo k£ musi byt minimélng 1 nebot prvek a musi
lezet v neprazdné mnoziné, lezi v ni alespon prvek a. Maximélni poc¢et prvki, v mnoziné ve které je prvek
a musi byt v8echny prvky, tedy n + 1 prvki.

By pfitom znaci pocet rozkladt mnoziny X,, kde prvek a lezi ve t¥idé s n + 1 prvky. Takovy rozklad je
ovSem jen jeden, tedy musi plati By = 1.




Definice 1.3.3 (Steinerovy ¢&isla 2. druhu). Budte n < m pfirozend ¢isla. Ozna¢me S(n,m) po-
Cet rozkladi n—prvkové mnoziny na m tiid. Cisla S(n,m) se nazyvaji Stirlingova ¢&isla 2. druhu.
Definitoricky klademe S(0,0) =1 S(0,n) =0 pron € N.

Véta 1.3.2.

Sn+1,k)=Sn,k—1)+k-S(n,k) prol<k<n (1.3)
S(n,n)=S(n,1) =1 (1.4)

Dikaz 1.3.2. Nejdiive dokazme druhou rovnici. Ziejmé existuje pouze jeden zptisob jak rozlozit n prvko-
vou mnozinu na n t¥id, tedy kazda tiida obsahuje pravé jeden prvek. Stejné tak existuje pouze jeden zptsob
jak rozlozit mnozinu o n prvcich na 1 t¥idu. Tedy v8echny prvky tvofime pravé jednu t¥idu rozkladu, ktera
je jedina.

DokaZzme nyni prvni rovnici. M&me vSechny rozklady n + 1 prvkové mnoZiny A = {aj,as...,a,41} na
k t¥id. V nékterych z téchto rozkladu tvoii prvek a,4; jednoprvkovou tfidu. Téchto rozkladii je ziejmé
S(n,k —1). Ve v8ech ostatnich rozkladech je prvek a, 1 prvkem nékteré ze t¥id o vice prvcich. Prvek a,41
pridame k n&které t¥idé rozkladu mnoziny {a1, as, ..., a,} na k t¥id a téch je zfejmé S(n, k). MiZeme oviem
vybrat k zptsoby, kam umistit prvek a,;. Z pravidla sou¢inu tedy plyne, Ze téchto rozklada je k- S(n, k).
Vidime, ze jsme pocet rozkladi mnoziny o n + 1 prvcich na k tfid rozlozili na dva disjunktni pripady.
Prvni, kdy prvek a,41 tvofi jednoprvkovou tfidu. Téchto rozklada je S(n,k — 1). A druhy pfipad, kdy
netvoii jednoprvkovou t¥idu, a v tomto p¥ipadé je vSech rozkladu & - S(n, k). Z pravidla sou¢tu dostavame
dokazovanou formuli

Sn+1,k)=Sn,k—1)+k-S(n,k)

1.4 Princip inkluze a exkluze

Véta 1.4.1 (Princip inkluze a exkluze). Bud déana konetna mnozina M. Necht prvky mnoZiny
M mohou mit vlastnosti ay, ag, ..., a,. Symbolem M (i, iy, ..., i, 0l ... ,a;p) oznafme po-
Cet vSech prvk mmnoziny M, které maji vlastnosti aj,,ay,,...,a;, a nemaji zddnou z vlastnosti
Qj,, Qj,, .., a, (bez ohledu na to, maji-li nebo nemaji vlastnosti, které ve vyctu a;,, as,, . . .,
Qiy, Oy, Oy -« -, 0, NEjsou uvedeny). Pak plati

n

M(ah,a,.. o ap) = M| =Y M(ew)+ Y M(oi,a5) = Y M(oi,a5,08) +--- (1.5)
i=1 i<j i<j<k
o (1)t Z Moy oy, —1)+ (=1D)"M(a1,a,...,a).
1< <bp—1

Dikaz 1.4.1. Diikaz provedeme indukei vzhledem k poc¢tu vlastnosti.
() Pro jednu vlastnost «; dostavame z formule

M(ah) = [M] = M(aa)

coz je ziejmé pravda.
(8) Necht formule plati pro n — 1 vlastnosti a dokazme tuto formuli pro n. Plati

M(dh, 0,0, ) = M| =Y M(a;)+ Y M(ag,05) = > Moy, 05, 00) + - (1.6)
i=1 i<j i<j<k
n—2 n—1
4 (-1) > M(ai,,. . ai,2) + (—1)" Mo, ag, .. ap1)
11 <. <bp—2




Pro prvky, které krom toho, Ze nemaji vlastnosti aq, ..., a,_1, maji navic vlastnost a,, plati

n—1
M(O‘/laoév s 7a/n—1>an) = M(an) - Z M(aivan) + ZM(ai7ajaan) - Z M(aivajaakaan) 4
i—1 i<j i<j<k

(1.7)
n—2 n—1
4 (=1) E M(agy,y oy, —a, )+ (1) " M(ag,a9,...,0n—1,0,)

11<...<lp—2
Po odeéteni rovnice od rovnice dostaneme na levé strané levou stranu dokazované rovnice
! / ! / ! / ! / ! A
Moy, a5, ... 05 1) — M(aq, a5, ...,q;_1,00) = M(aj,a5,...,0;,_1,00)

Na pravé strané dostavame

n n—1
‘M| 7ZM(OQ)*M(Oén)‘FZM(Oé“Oé])+ZM(az7an) - Z M(ai7ajaak) 7ZM(ai7ajaOén)+"'
i=1 i<j i=1 i<j<k i<j
(D)"Y May, 0, ) = (D" YT Moy, 0, an)
11 <. <0pp—2 11<...<tp_3
F (D" M ) = (D)"Y Mai, a0, s 00) — (1) M (e, o)

11<...<lp—2

Coz nam dava

|M| — ZM(%) +) M(ai, o) = > M(ai o5, 06) + -

1<J i<j<k
(=D YT M(aiy, i, o1) + (1) M (o, g, o).

11 <. <tp—1
coZ je prava strana rovnice [L.5 Q. E.D
Véta 1.4.2 (Specialni pfipad inkluze a exkluze). Necht ve vété pro kazdé k =1,...,n a
pro kazdou kombinaci vlastnosti o, a,,...,q;, zavisi ¢islo M («a;,, iy, ..., ;) = M(k) pouze na

poctu téchto vlastnosti. Pak plati

n

Mol = 1= () ar) 4 a7

n
n

)t =131 + é(—l)’“ (H)me s

1.5 Rozklady prirozenych ¢isel na sc¢itance

e 3

Definice 1.5.1 (Kompozice ¢isla n na k s€itancit). Kompozici ¢isla n na k s¢itanci rozumime

kazdou uspofadanou k-tici [z1, ..., x| pfirozenych &isel takovou, ze
T1+2T2+ -+ T =1 (1.9)
Pocet vsech kompozic ¢isla n na k séitanct oznacme K (n, k).

Véta 1.5.1. Pro kazdé pfirozena n, k plati:

K(n,k) = <Z - D (1.10)




Dikaz 1.5.1. Predstavme si kazdé ¢islo x; jako prihradku, do které budeme sypat kulicky, kterych je n.
Jenom si uvédomme, Ze ¢isla 1, ...,z jsou v8echna pfirozené, tedy zZadné nesmi byt nulové. To znamena,
ze do kazdé ptfihradky dejme nejdiive jednu kulicku. Dostaneme tedy pouze n — k kulicek, které mlzeme
rozdélovat libovolné. Ziejmé hledame permutaci s opakovanim, tedy vSech kompozic ¢isla n na k s¢itanct

je
(n—1)! n—1
K(nk)=Pn—kk—1)=—— 2 =
(n k) =Ro(n =k k=1) = o= 5 =11 ~ -1
[ Véta 1.5.2. Kompozic &sla n na nejvyse k séitanct je Py(n, k — 1). ]

Dikaz 1.5.2. Budeme postupovat naprosto stejné jako v predchozim pfipadé, jen ne zac¢atku nedame do
kazdé prihradky po jedné kuli¢ce. Z toho ihned plyne tvrzeni véty.

Definice 1.5.2 (Rozklad ¢isla n na k séitanci). Budte n, k pfirozena ¢isla. Rozkladem ¢isla n na
k s¢itanct rozumime kazdou (neuspofadanou) k-tici pfirozenych ¢isel xq, ..., 2 takovou, Ze

214+ e = (1.11)

o o

Pocet vSech rozkladu &fsla n na k séitanci oznaéme p(n, k).

Véta 1.5.3.

p(n, k) = Zp(n —k,i);  p(n,1) =p(n,n) =1 (1.12)

Dikaz 1.5.3. Zifejmé pocet moznosti jak rozlozit prirozené Cislo n na n pfirozenych séitanci je pravé
jeden, tedy ten, kdy kazdy s¢itanec bude jednicka. Po¢et moznosti jak rozlozit prirozené ¢&islo n na 1
sCitanec je také jeden a to ¢islo samo. K tomu abychom dokézali rekurentni si uvédomme, ze skute¢nost,
7e na pofradi séitanci nezélezi je stejné jako kdyZz budeme se dohodneme na jistém pfesné daném potradi,
v jakém budeme tyto rozklady zapisovat. Tady nase domluva bude takové, Ze s¢itance budeme zapisovat v
poradi pro ktera plati 1 > x2 > ... > xi. Predpokladejme, Ze

n=z1+- -+
je rozklad ¢isla n na k s¢itanct. Pak plati
n—kz(331—1)—|—(x2—1)—|—---—|—(xk—1)

je rozklad ¢&isla n — k na k nebo méné s¢itanci nebo nékteré z ¢isel x; mohlo byt jedna. Pritom piifazeni
(1,...,2k) = (21 — 1,...,2, — 1) je bijekei mnoziny v8ech rozkladu &isla n na k séitancii na mnoZinu
vSech rozkladu ¢isla n — k na nejvySe k s¢itanct. Tedy pocet prvki mnoziny vSech rozkladu ¢isla n na k
s¢itanct musi byt tolik jako pocet prvki mnoziny rozklada ¢isla n — k na nejvyse k séitanct. Podle definice
je ¢islo p(n — k, ) vyjadfujici pocet rozkladu ¢isla n — k na 4 s¢itancti. Soucet vSech rozkladi &isla n — k na

i s¢itanct pro i = 1,...,k je rovno &islo p(n, k). Q. E.D
Definice 1.5.3. Cislo, které udava pocet rozkladi ¢isla n na nejvyse k séitanci oznacme q(n, k).
Véta 1.5.4. .

g(n, k) = p(n,i) (1.13)
i=0




Dikaz 1.5.4. Tvrzeni plyne okamzité z véty [.5.3] a jejtho dikazu [I.5.3] Q. E.D

Véta 1.5.5.
q(n, k) =p(n+k, k) (1.14)

Ddikaz 1.5.5. Paklize ve vété |1.5.3| vyménime ¢&islo n za &islo n + k& dostaneme

k

p(n+k k)= Zp(m i)

i=1
a paklize tuto do této rovnice dosadime z véty [[.5.4) dostaneme
q(n, k) = p(n +k, k)

Q.E.D

Definice 1.5.4 (Ferresovy diagramy). Feressiv diagram je diagram, ve kterém kazdému s&itanci
odpovida radek boda v roving.

Poznamka 1.5.1. Napiiklad Feresstv diagram rozkladu ¢isla 12 na 5 séitanct je na obrazku [L.1]

Obrézek 1.1: Feressiiv diagram rozkladu ¢isla 12 na 5 séitanct.

Definice 1.5.5 (Adjungovany rozklad). Je-li « rozklad &isla n, pak tzv. adjungovany rozklad ax
k rozkladu « obdrzime tak, ze Ferresiv diagram pfe¢teme po sloupcich. (Provedeme transpozici Fe-
ressova diagramu.)

Definice 1.5.6 (Samoadjungovany rozklad). Plati-li @ = asx, potom rozklad « se nazyva samo-
adjungovany rozklad.

Definice 1.5.7 (Youngiv svaz). Bud Y mnoZina vSech nerostoucich posloupnosti nezapornych ce-
Iych &isel, jejichz souétem piirozené ¢islo (tj. vSechny ¢leny kazdé posloupnosti jsou od jistého indexu
i > 2 rovny nule). Definujeme relaci < na Y tak, Ze pro libovolna o = (a,,)22;, 8 = (b,)52, plati:




Véta 1.5.6. Relace < je definovana v definici je uspofadani na mnozind Y a (Y, <) je svaz v
némz
aV f = (max{ai, b1 }, max{as, ba},...) (1.16)
a A f = (min{ay, b1}, min{ag, b2}, ...)

1.6 Rozdélovani do prihradek

Véta 1.6.1 (Dirichletiv princip). Pii kazdém rozdéleni n pfedméti do k piihradek, kde & < n,
existuje alespon jedna pfihradka obsahujici alespoii dva predméty.

Budeme uvazovat vzdy n predmétt a k pfihradek.
e Rozlisitelné predméty do rozlisitelnych prihradek.

— I prazdné piihradky.

— Pouze neprazdné piihradky.

KIS(n, k) = Zk:(_l)i (k> (k)"

=0

e Nerozlisitelné predméty do rozlisitelnych prihradek.
n+k—1
k—1
n—1
k—1

e Rozlisitelné predméty do nerozlisitelnych prihradek.

— I prazdné ptihradky.

— Pouze neprazdné prihradky.

— I prazdné ptihradky.

— Pouze neprazdné piihradky.
S(n, k)

e nerozlisitelné pfedméty do nerozlisitelnych prihradek.

— I prazdné prihradky.

— Pouze neprazdné prihradky.

p(n, k)



Vé&ta 1.6.2 (Rozlisitelné pFfedméty do rozlisitelnych prihradek). Budte k,n libovolna pfiro-
zené ¢isla. Pak 1ze n nerozliSitelnych pfedmétt rozmistit do k rozliSitelnych piihradek prave

k’ﬂ
zplusoby.

Paklize chceme, aby vSechny prihradky byli neprazdné, je pak pocet téchto rozdéleni roven &islu

k
E'S(n, k) = Z(W(’?)(k —i)" (1.17)

=0

Dikaz 1.6.1. Budeme postupné rozmistovat predméty do prihradek. Pro prvni pfedmét mame k piihra-
dek, kam muzeme predmét vlozit. Pro druhy méme také na vybér znovu z k prihradek. Z pravidla sou¢inu
plyne, ze dohromady mame k™ zptusobi, jak rozmistit n rozlisitelnych predméti do rozlisitelnych prihradek.

Paklize chceme, aby v8echny prihradky byli neprazdné staci si uvédomit, ze je to totéz, jako sestrojit
surjekci mnoziny predméti na mnozinu pfihradek. A protoze kazda surjekce je pouze rozklad mnoZiny
pfedmétii na k tiid, coz dava &islo S(n, k) a kazdy rozklad nam dava k! surjekei, tak ndm ihned z pravidla
sou¢inu plyne levé strana dokazované rovnice. Pravou stranu mizeme odvodit z principu inkluze a exkluze.
Vyuzijeme specialni pfipad principu inkluze a exkluze, tedy rovnici Rekneme, 7e prvek f (hledame
pocet surjekci, takZe prvky mnoZiny jsou funkce) ma vlastnosti «; jestlize y; ¢ f(X). Zfejmé plati, Ze
M1)=((k-1" M2)=(k-2)",...,M(k) = (k—n)"™, z toho jiz plyne

k (kK
N X\| _ 1.n L _1\k _ _1)¢ _ A"
|surj(Y*)| = k™ — (1>M(1) +- 4+ (=D)"M(k) = .il( 1) (z><k 1)
coz je prava strana dokazované rovnice. Q.E.D

Véta 1.6.3 (Nerozlisitelné predméty do rozlisitelnych prihradek). Budte k,n libovolna pfi-
rozend ¢isla. Pak lze n nerozliSitelnych predméti rozmistit do k rozliSitelnych pfihradek pravé

n+k—1
k—1
zpusoby.

Paklize pozadujeme, aby vSechny piihradky byli neprazdné, tak téchto moznosti je celkem

(2 20)

Dikaz 1.6.2. Nyni si uvédomme, Ze nas zajimé pouze pocet jednotlivych predmétt v prihradkach, protoze
jednotlivé prfedméty nemizeme rozlisit. Pouzijeme tedy trik s jednickami a nulami. Jedni¢ky budou urcovat
pocet nerozlisitelnych predmétt a nuly budou oddélovat predméty v jednotlivych pfihradkach. Ziejmé
dostavame Py(n,k — 1) coz nam dava

n+k—1 n+k—1
P°<””"”m.(k_1>!( Bl )

Paklize pozadujeme, aby kazda pfihradka byla neprazdna, staci nejdiive do kazdé prihradky vlozit jeden
predmét. Potom dostavame

(n—l)! n—1
Po(n—/{i,k'—l): (n_l)l(n—k)' - (n—k)
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Vé&ta 1.6.4 (Rozlisitelné pFfedméty do nerozlisitelnych pfihradek). Podet rozmisténi n rozli-
Sitelnych pfedmétt do k nerozliSitelnych piihradek je roven ¢&islu

k
S(n,1)+S(n,2)+...+S(n, k) = ZS(n,i)

i=1

Chceme-li zejména, aby vSechny prihradky byly neprazdné, je téchto moZnosti praveé S(n, k).

Dikaz 1.6.3. Uvazme n rozliSitelnych predméta a k nerozliSitelnych piihradek. Rozdélit tyto predméty
do prihradek aby aby vSechny pfihradky byli neprazdné znaci utvofit rozklad na mnoziné vsech predméti.
Téchto rozkladi je pravé S(n, k). Paklize povolime, aby néktera ze t¥id byla i prazdna, tak vSech takovych

to rozkladt bude soucet vSech rozkladi na rozkladt na ¢ t¥id pro i =1,...,k, tedy
k
S(n,1)+Sn,2)+ ...+ S(n, k) = ZS(nJ)
i=1
Q.E.D

Véta 1.6.5 (Nerozlisitelné pfedméty do nerozlisitelnych pfihradek (i prazdné)). Je-li dano
n nerozliSitelnych predméti, 1ze je do k nerozliSitelnych prihradek rozdélit

k

p(n, 1) +p(n,2) + ...+ p(n, k) =Y _p(n,i) = p(n+k, k) (1.18)
=1

Chceme -li, aby v8echny piihradky byli neprazdné, je téchto moZnosti pravé p(n, k).

. J

Dikaz 1.6.4. Za predméty miZzeme vzit cifry 1 a za prihradky séitance, jejichz poradi nerozlisujeme, tedy
chceme udélat rozklad ¢isla n na k s¢itanci. VSech rozkladu ¢isla n na k séitancii jsem oznacili p(n, k).
Toto ¢islo jsem schopni spocitat rekurentnim vztahem

k

p(n, k) = Zp(n —k, i)

i=1
To je tedy pro pripad, Ze jsou vSechny prihradky neprazdné. Paklize budeme uvazovat i prazdné prihradky
musime zjistit kolik je rozkladu ¢isla n na nanejvys k s¢itanci, kterych je

k
Q(na k) = Zp(n’i) :p(n + k, k)

n=1

1.7 ReSeni rekurentnich formuli

a 3y

Definice 1.7.1 (Réd rekurentni formule). Rekneme, 7e rekurentni formule pro vypocet hodnot
f(n) je Fddu k € N, jestlize pro kazdé n € N lze f(n+ k) ur¢it pomoci f(n), f(n+1),...,f(n+k—1),
pri¢emz k je nejmensi prirozené ¢islo s uvedenou vlastnosti.

Definice 1.7.2 (Reéeniv rekurentni formule). Bud dana rekurentn{ formule k-tého ¥adu pro vy-
pocet ¢&isel f(n), n € N. Rekneme, Ze posloupnost (a,,)32; je Fesenim této rekurentni formule, jestlize
pro kazdé i € N dostaneme po dosazeni ¢isel a;4; za f(n+ j), j =0,...,k identitu.
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Definice 1.7.3 (Linearni rekurentni formule). Rekurentni formule tvaru
fn+k)=ar-f(n+k—1)+ax- f(n+k—2)+---+ax- f(n), (1.19)

kde aq,...,ay jsou redlné &isla, ay # 0, se nazyva linedrni rekurentni formule k-tého 7dadu s konstant-
nimi koeficienty.

Definice 1.7.4 (Obecné FeSeni rekurentni formule). Je-li dana néjaka rekurentni formule, muze
a nemusi se stat, ze existuje posloupnost (g(n,c1,ca,. .., k)22 ;) obsahujici parametry ¢, co, ..., ck
tak, ze plati:

1. Dosadime-li za parametry ci,co,...,c; libovolnd redlna &isla, je vzniklad posloupnost FeSenim
dané rovnice.

2. Kazdé reseni dané rekurentni formule Ize ziskat vhodnou volbou parametri c1, co, . . ., ¢ ve vySe
uvedené rekurentni posloupnosti.

Pokud posloupnost s vySe uvedenymi vlastnostmi existuje, nazyva se obecné tesSeni dané rekurentni
formule.

Véta 1.7.1. Necht je dana linearni rekurentni formule
flntk)=aif(n+k—1)+af(n+k—2)+-+apf(n)
fadu k s konstantnimi koeficienty. Necht
(fi(n)nzy, - (fe(n)pZy
jsou linearné nezavisla reseni dané formule. Pak je posloupnost g(n)%2 ; kde pro kazdé n € N plati
g(n) = crfi(n) +-- + e fe(n)

obecnym feSenim rekurentni formule.

Véta 1.7.2. Je-li realné ¢islo r feSenim rovnice
2 =a " 4+ oay (1.20)
je kazda posloupnost (cr™)22;, ¢ € R libovolné, fesenim linearni rekurentni formule

n=1»

fn+k)=af(n+k—1)+af(n+k—2)+---+apf(k)

Definice 1.7.5 (Charakteristicka rovnice). Rovnice ¥ = ay2*~! + - .- a;, se nazyva charakteris-
tickd rovnice formule

fin+k)=af(n+k—=1)+--+arf(n) (1.21)

Véta 1.7.3. Bud f(n+k)=a1f(n+k—1)+---+arf(n), ar # 0,linearni rekurentni formule k-tého
radu s konstantnimi koeficienty. Necht charakteristick4 rovnice

zk :alxk_l+-~-—|—ak
mé jednoduché navzajem razné kofeny rq, ..., 7. Pak obecné feSeni dané rekurentni formule je tvaru
(errl +cord + - 4 T ) oy (1.22)
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Priklad 1.7.1. Naleznéte obecné FeSeni rekurentni formule f(n+2) =7f(n+1) — 10f(n).

Budeme uvazovat FeSeni ve tvaru ()22 ;. Dosadime jej do rekurentni formule a dostaneme charakteristickou
rovnici a tu vyfesime.
"2 = 7"t — 102
x? = Tr — 10
2? =Tz +10=0
(x=2)(x—5)=0
r1 =2 x3=5

TakZe obecné Feseni je ve tvaru
(Cl - 2m “+co - 5“)20:1 (123)

1.8 Vytvorujici funkce

Definice 1.8.1 (Vytvofujici funkce). Vytvorujici funkci posloupnosti (a,,)22, nazyvame mocni-
nou fadu ) .~ a,z" (na mnozing, kde tato fada konverguje).

1.9 Blokova schémata, latinské ¢tverce a kone¢né mnoziny

Definice 1.9.1 (Blokové schéma). Budte v,b, k,r, \ pfirozena &isla, A koneéna mnoZina, |A| = v.
Systém podmnozin

X1, Xo, ..., X, (1.24)
mnoziny A se nazyva blokové schéma typu (v,b,k,r,\) v mnozing A, jestlize | X;| = |X3| = --- =
| Xp| = k, kazdy prvek a € A je prvkem pravé r mnozin X; a pro kazdé dva rizné prvky a,b € A je
{a,b} podmnozinou pravé A mnozin X,. MnoZiny X; se nazyvaji bloky daného blokového schématu.

Definice 1.9.2 (Steinertv systém trojic). Blokové schéma tymu (v,b,3,r,A) se nazyva systém
trojic. Pro A = 1 se systém trojic nazyva Steineriv.

Poznamka 1.9.1. Steineriv systém trojic se da popsat bez pouziti blokového schématu, coz e velmi
casto vyzadovano u zkousky. Da se popsat takto: ,,Steinerdv systém trojic je takovy systém t¥iprvkovych
podmnoZin koneéné a neprazdné mnoziny A, kde kazdé dva prvky mnoZiny A se nachézeji pravé v jedné z
podmnoZin mnoZiny A.“

Véta 1.9.1. Paklize mé Steinertiv systém trojic existovat musi pro ¢islo |A| = v platit

v = 6k + 1, respektive v = 6k + 3, kde k € N (1.25)

Definice 1.9.3 (Latinské &tverce). Bud dana n-prvkova mnozina A (n € N). Latinskym ctvercem
Tddu n rozumime ¢tvercovou tabulku o n fadcich a n sloupcich takovou, ze v kazdém fadku a v kazdém
sloupci je permutace vSech prvkia mnoziny A.

Definice 1.9.4 (Ortogonalni latinské ¢tverce). Budte dany dva latinské ¢tverce n-tého fadu utvo-
fené z prvki mnoziny A. Oznacme a;;, respektive b;;, prvek lezici v pruseciku i-tého radku a j-tého

sloupce prvniho, respektive druhého latinského &tverce. Protoze |A?| = n?, Ize viechny prvky mnoziny

A? vepsat do schématu utvoteného z n fadki a n sloupcii. Rekneme, Ze dana dva ctverce (a;;) a (bi;)

jsou ortogondlni, kdyZ ve &tverci (a;;),b;; je kazdy prvek z A% pravé jednou.
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Definice 1.9.5 (Koneéna afinni rovina). Bud A # ) kone¢na mnozina, R C P(A4). Necht plati
1. Ve,ye A, e #2yAPeR: {z,y} CP.
2.VPeRaVeeAz¢ P, IQeR: z€QaPnNQ=0.
3.3z, y,ze A, a#y#z: {z,y,2 LPERVPER
Pak se dvojice (A,R) nazyva koneénd afinné rovina. Prvky mnoZiny A se nazyvaji body a prvky
mnoziny R pFimky této roviny.
Definice 1.9.6 (Rovnob&zky a smér). Dvé disjunktni piimky se nazveme rovnobézkami. Smérem
v afinni roviné nazveme systém vSech rovnobézek s danou pifimkou. Skutecnost, Ze piimka P, Q jsou
rovnobézné, budeme znagit symbolem P || Q.
Véta 1.9.2. Vsechny pfimky v kone¢né afinni roviné maji stejny pocet bodi.
Definice 1.9.7 (Rad koneéné afinni roviny). Rddem konetné afinni roviny rozumime pocet bodi
lezicich na pfimkéach v této roviné.
Vé&ta 1.9.3. Koneén afinni rovina fadu n ma n? bodi a n? 4+ n piimek.
Véta 1.9.4. Kone¢na afinni rovina fadu n > 3 existuje pravé tehdy, kdyz existuje n — 1 latinskych
ortogonalnich ¢tvercii n-tého fadu, z nichz kazdé dva jsou ortogonalni.

Poznamka 1.9.2. Jako disledek predchozi véty dostéavame, Ze neexistuje koneéna afinni rovina 6. fadu
nebot neexistuje ortogonalni latinsky ¢tverec 6. Fadu.

14



Kapitola 2

Problémy

1. Bud'te A, B kone¢né mnoziny, kolik existuje:

(a)

zobrazeni A do B?

Necht |A| = n a |B| = k. Prvni prvek z mnoZiny A mohu zjevné zobrazit na k prvki mnoziny B.
Stejné tak i druhy prvek mohu zobrazit na k prvkd mnoziny B. Tedy kazdy prvek mohu zobrazit
na k prvkd mnoziny B. Tedy pro podet v8ech zobrazeni mnoZziny A do B p(A, B) z pravidla sou¢inu
plati:
p(A,B)=k-k-----k=Ek"
—_————

n

injekcﬂ A do B?

Necht |A| = n a |B| = k. Pro prvni vzor miizeme najit k obrazt. Pro druhy prvek k — 1 obrazii nebot
na stejny prvek jako pfedtim jiz nesmite druhy prvek zobrazit. Tteti prvek miizeme zobrazit na k — 2
prvki a tak dale. Z pravidla soudinu pro podet vSech injekei p;(A, B) dostavame:

pi(A,B)=k-(k=1)-(k—=2)----- (k=n+1)=(k)n=V(kmn)

surjekcﬂ A do B?

Necht |A| = n, |B| = k a plati n < k. Mnozinu surjekci A do B ozna¢me surj(B“). Necht f je
surjekce. Potom tato surjekce ur¢uje rozklad mnoziny A na k t¥id. Jednotlivé tfidy jsou uplné vzory
prvki mnoziny B. KaZdy takovyto rozklad nam urcuje k! surjekci nebot pro prvni tfidu mam k
moznosti na jaky obraz ji zobrazit. Pro druhou t¥idu mam uz jen k£ — 1 moznosti kam ji zobrazit a

tak dale. Tady v8ech surjekci je

|surj(B4)| = k! - S(n, k) (2.1)
bijekef’] A do B?
Necht |A| = n a |B| = k. Paklize oviem n # k, ovSem bijekce na koneéné mnoziné neexistuje. Tudiz
musi platit n = k. Prvnimu vzoru muzeme pfifadit n obrazi. Druhému vzoru n — 1 obrazt. Kdyz

takto budeme pokracovat, tak pro posledni vzor nam zbude jeden obraz. Z pravidla sou¢inu pro pocet
viech bijekei pp(A, B) dostavame:

w(A,B)=n-(n—1)-(n—2)---- 1=n!=P(n)

2. Budte A, B kone¢né mnoziny. Kolik existuje izotonnich zobrazeni A do B?

Nejdrive si feknéme, co je to izotonni zobrazeni.

7

Definice 2.0.1. Nech f je zobrazeni uspofadané mnoziny A do usporddané mnoziny B (tedy
na obou je definovana relace usporadani, kterd ovSem muze byt definovana rtzné, pro kazdou
kazdou mnozinu), tedy f : A — B. Toto zobrazeni se nazyva izotonni jestlize plati:

v<y = f(x)<fly) Vae,yeAd (2.2)

I Pfipomeiime, Ze injektivni zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je takové zobrazeni, které kazdé dva vzory (prvky mnoziny A)
zobrazi na dva rizné obrazy (prvky mnoZiny B). Nebo miizeme Fici, Ze kazdy prvek mnoZiny B ma nejvyse jeden vzor.

2Pfipomefime, Ze surjektivni mnoziny A do mnoziny B, je takové zobrazeni, kde se na kazdy prvek mnoziny B zobrazi néjaky
prvek mnoziny A. Nebo miiZeme fici, Ze kazdy prvek mnoZiny B ma alespon jeden vzor.

3Pfipomefime, Ze bijektivni zobrazeni je takové zobrazeni, které kazdy vzor (prvek mmoziny A) zobrazi pravé na jeden obraz
(prvek mnoziny B). Nebo miiZeme Fici, Ze je to zobrazeni, které je zaroven injektivni i surjektivni.
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Z toho vyplyvé, Ze izotonnich zobrazeni je tolik, kolik je vSech neklesajicich k-tic prvkia z B. TO ze k-tice
maji pevné dana poradi je to stejné, jako kdyz poradi k-tic nerozlisujeme. MiZeme to tedy chapat jako
kombinace s opakovanim ze kterych ihned plyne, Ze

otttz = (1171

nebo muzeme jednotlivé prvky mmnoziny A chapat jako prihradky a druhy mnoziny B chapat jako nerozlisi-
telné predméty, tedy naptiklad ¢islice 1. PakliZe utvofime posloupnost | B| jednicek a |A|—1 nul, takovou, Ze
nuly budou rozdélovat jedni¢ky do jednotlivych piihradek dostaneme, Ze pocet vSech izotonnich zobrazeni
je
A+ B -1 [Al+ B[ -1
Po(|Al = L|B|) = =730 =
(IA[=1)t- B! ]

. Kolik existuje relaci ekvivalence na kone¢né mnoziné?

Relaci ekvivalence existuje tolik, kolik je rozkladti na dané mnoziné. Pocet rozkladd na mnoZziné nam
udavaji Bellova ¢isla pro ktera plati:

" n
Buyi=) (k> By,  Byp=1 (2.3)

k=0
Odvozeni je v dikazu pro Bellova ¢isla

. Kolika zpusoby lze pfirozené ¢islo n rozdélit na k prirozenych séitanca?

Rozdslit ¢islo n na k prirozenych s¢itancti mizeme udélat dvé zpiisoby. Bud nam bude zalezet na poradi
v jakém séitance piSeme, potom usporddané k-tici ¢isel xq, ...,z budeme fikat kompozice a ¢islo udavaji
v8echny komporzice Cisla n na k s¢itanci oznacujeme K (n, k). Paklize nam nebude zaleZet na pofadi
s¢itancii, budeme jim ¥ikat rozklady a pocet vSech rozkladi ¢isla n na k s¢itanct ozna¢me p(n, k).

Nejdiive spoc¢teme K (n, k). Pouzijeme pfedstavu posloupnosti n jednicek a k—1 nul, kdy rozdéleni jednicek
nulami nam da pravé k séitanci. Ziejmé plati, ze vSechna x1, ..., x; musi byt pfirozena ¢isla a tudiz musi
vedle kazdé nuly byt alesponi jedna jednitka (kazdy séitanec musi byt alespon jedna). Je zfejmé, Ze se
jedné o permutace s opakovanim, tedy plati:

K(n.k) = Ron =k =1) = k’)‘!fé 5 = (Z B 119) (2.4)

Paklize bychom chtéli zjistit vSech kompozic ¢isla n na nejvyse k s¢itanci, pouze povolime nékteré s¢itance
nulové a tim dostavame ( Y
n+k—1)!
Pon,k—1) = ——=— 2.5
Pocet vSech rozkladi bude tézs$i uréit. Odvodime pro néj rekurentni formuli. Skute¢nost, Ze na poradi
séitanct nezalezi vlastné znamené, to stejné, jako zapisovat tyto sc¢itance ve jistém pevné daném poradi.
Dohodnéme se, Ze je budeme zapisovat ve tvaru x; > xo, ..., > xr. Pfedpokladejme

1+ To+--+xp=n
Bude rozklad ¢isla n na k séitanci. Potom mutizeme napsat
n—k=(x—1)+(@2—-2)+...4+ (zx — 1)

Z¥ejmé jsem zkonstruovali bijektivni zobrazeni mnoziny vSech rozkladu ¢éisla n na k séitanct na mnozinu

vSech rozkladi ¢isla n—k na nanejvys k rozkladi. To tedy znamena, Ze pocet prvki téchto mnozin se musi
rovnat. Sta¢i nam tedy spocitat pocet prvki mnoziny vSech rozkladu ¢isla n — k na nanejvys k séitanct,

coz je ziejmé soucet pro k =1,...,k, tedy dostavame
k
p(n, k) = Zp(n —k, k)
i=1
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Paklize polozime oznacime ¢&islo v8ech rozkladii ¢isla n na nanejvys k s¢itanct symbolem g(n, k), tak
zfejmé plati

k
p(n+k k)= Zp(n, i)
q(n, k) =pn+k, k)

5. Ctyfi déti maji 50 jablek. Kolika zptisoby si je mohou rozdélit? (+ Alespoi jedno jablko pro kazdého.)

Budeme postupovat trikem. Pfihodme k oném 50 jablkiim jesté tfi hrusky (muZe to byt cokoli). Tyto t¥i
hrusky nam rozdéli jablka na t¥i ¢asti. Kazdou z téch ¢asti budeme chtit dat ditéti. Nyni ndm jde pouze o
to, kolik existuje pofadi (s opakovanim) z téchto 50 jablek a ti{ hrusek. To jsou permutace s opakovanim.
Tedy: |
53!
Fo(50,3) = 577501
Paklize dame kazdému nejdiiv jedno jablko, tak nam zbyde uz jenom 46 jable a snimi porveme to stejné.

Dostaneme tak:
Po(46,3) = 2
T 46031
6. Je dano n rozlisitelnych eventualné rozlisitelnych predméti. Kolika zptlisoby je lze rozmistit do k roz-
lisitelnych eventualné nerozlisitelnych piihradek? (Hint: Nejjednodussi jsou rozlisitelné do rozlisitelnych

prihradek.)

e Rozlisitelné predméty do rozlisitelnych piihradek.
Budeme postupné rozmistovat pfedmeéty do pfihradek. Pro prvni pfedmét mame k piihradek, kam
mizeme predmét vlozit. Pro druhy méme také na vybér znovu z k pirihradek. Z pravidla soucinu
plyne, ze dohromady méame k™ zptlsobi, jak rozmfistit n rozlisitelnych pfedméti do rozlisitelnych
prihradek.

e Nerozlisitelné predméty do rozliSitelnych pfihradek.
Nyni si uvédomme, Ze nés zajimé pouze pocet jednotlivych predméti v prihradkach, protoze jednot-
livé pfedméty nemuzeme rozlisit. Pouzijeme tedy trik s jedni¢kami a nulami.

e Rozlisitelné predméty do nerozlisitelnych prihradek

k
S(n, 1)+ S(n,2) + -+ S(n, k) = > S(n, i) (2.6)
i=1
e Nerozlisitelné prfedméty do nerozliSitelnych pfihradek.
k
i=1

7. V nasledujicim hlaseni je chyba! Kde a jaka?

Rok | 2. pol. | Export za rok | Export 2. pol
Podnik A | 25000 | 16 000 18000 15000
Podnik B | 20000 | 14000 10000
Celkem | 45000 | 30000 28000 17000

Tabulka 2.1: HlaSeni o dvou zavodech.

Chybu v tomto hlaSeni najdeme pomoci inkluze a exkluze. Vyuzijeme specialni pifpad inkluze a exkluzdI.§|
Oznacime |M| celkovy pocet vyrobkt. Oznadime vlastnosti a; bude vlastnost: vyrobeno v zdvodé A. Vlast-
nost ap bude wvyroben ve 2. pololeti a ag bude vlastnost byl exportovdan. Pak plati:

o |M|= 45000
o M(ay) = 25000
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(a2) = 30000
(a3) = 28000
(a1, a9) = 16000
(a1, a3) = 18000
(
M(

S EEEEE

OtQ,OZ3 = 17000
061,0[2,043) = 15000

8. Problém satndrky: Satnarka vydava n osobam nahodile klobouky, jak se méni pravdépodobnost, Ze alespon
jedna osoba dostane sviij klobou?

Nejdfive si zadefinujme pravdépodobnost P.

. 3N

Definice 2.0.2. Pravdépodobnost P, Ze nastane jeden z pfiznivych pfipadud je dana jako:

kde a je pocet pfiznivych pripadt a b je pocet vSech pripadi.

. J

Pocty ptfipadi jsou v tomto piipadé pomérné jednoduché, paklize budeme uvazovat opacéné. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze nikdo nedostane sviij klobouk. Predefinujme se lehce nyni tuto tloh. Uvédomme si, Ze je
to to stejné, jako kdyz hledame kolik existuje bijekci mnoziny {1,2,...,n} samu na seb(ﬂ, které nemaji
ani jeden pevny bod. Pfipomeiime si, co je to pevny bod v néasledujici definici.

Definice 2.0.3. Necht f je zobrazeni mnoziny A samu na sebe, tedy f : A — A. Rekneme, Ze
x je pevny bod zobrazeni f jestlize plati f(x) = x.

Tuto tlohu miizeme vyfesit pomoci specidlniho pifpadu principu inkluze a exkluze [[.4:2] Vsech bijekei je
nl. Ozna¢me «; vlastnost, Ze zobrazeni f ma i pevnych bodia pro i = 1,2,...,n. Potom zfejmé plati

M@Q)=(n—1), M©2)=(n—2),...,Mk)=(n— k)

Nasim tikolem je tedy zjistit M(af,...,al,). Po dosazeni do [1.8| dostavame

M(aa,...,am=n!+2<—1>’“(’,j) S B (29
k=1

k=1
=nl+ é( ) e (1 + zn: k1> z:: ) (2.10)
Pfipomenme, ze Tayloruv rozvoj funkce e* ma tvar:
T142 +2|+3|+4|+
Po dosazeni © = —1 dostavame
6*1:%:1_%4_% é—kf Z::

Nyni si v§imnéme, Ze prava strana rovnice po vydéleni &islem n! nam déava &islo e~ ! paklize n (tedy
pocet osob) piijde k nekoneénu. Nyni pravdépodobnost P, toho, Ze nikdo z n osob nedostane svij klobouk

je
pr = (EnmoD50) _ <Z(—1)’“k1!> (2.11)

n!

4Coz miizeme chapat jako permutace
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ziejmé nemuze nastat jina situace nez, Ze nikdo nestane sviij klobouk nebo alespon jedna osoba dostane
sviij klobouk. Tedy pravdépodobnost P, 7ze nikdo nedostane sviij klobou a pravdépodobnost PF, Ze ale-
spoii jedna osoba dostane sviij klobou nam dévaji dohromady jisty jev, tedy jev, ktery se musi uskute¢nit,
tedy jeho pravdépodobnost musi byt rovna 1. Dostavame tedy

Py +Pr=1 (2.12)

Po dosazeni rovnice [2.11] do rovnice 2.12] dostavame

Pr=1- (i(—l)’“li‘) = P;o:l—1 (2.13)

€
n=0

Uloha o hostech: Kolika zpisoby lze kolem kulatého stolu rozsadit n manzelskych para tak, aby se muzi
a zeny stiidali a pritom zadni dva manzelé nesedéli vedle sebe?

Eulerova iloha o 36 dustojnicich Rozmistit 36 dustojnikt 6 rtznych hodnosti a 6 pluki tak, aby se v
Zadné fadé ani zastupu (sloupci) neopakovala zadna hodnost ani pluk.

Tato tloha nema feSeni. Sam Euler mél hypotézu, Ze tato tloha opravdu nema feSeni, ale neumél ji dokazat.
Dale vyslovit hypotézu, ze neexistuji dva ortogondlni latinské ¢tverce Fadu n = 4k + 2 pro k =0,1,2,.. ..
Pravdivost této hypotézy se velmi jednodusSe ukaze pro k£ = 1 nebo existuji pouze dva latinské ¢tverce
2. Fadu, které zjevné nejsou ortogonalni. To, Ze neexistuji latinské ortogonalni ¢tverce 6. fadu dokazal
francouzsky matematik G. Tarry, ktery to dokazal vy¢tem moznosti. Eulerova hypotéza byla vyvracena
v roce 1959 kdy R. C. Bose a S. Shrikhande sestrojili dva ortogonalni latinské ¢tverce 22. fadu a pozdéji
dokézali nasledujici vétu.

Véta 2.0.1. Pro kazdé prirozené n > 2 kromé n = 6 existuji ortogonélni latinské ¢tverce n-tého
radu.

Problém ¢ty barev: Jaky je nejmensi pocet barev nutny k tomu, abychom kazdou politickou mapu mohli
vybarvit tak, aby se zadné dva sousedni staty neméli stejnou barvu? Pfitom upfesnéme dvé skutecnosti

e predpokladame, Ze tzemi kazdého statu je ,,souvislé”. (Coz v praxi neni vzdy splnéno - viz. naptiklad
USA a Aljaska.)
e Dva staty povazujeme za sousedni, kdyZz maji spoleénou hraniéni ,,éaru”.
V roce 1890 dokézal P. J. Heawood, Ze pro nam bude vzdy stacit pét barev. Definitivné problém vyfesili
a7 v roce 1976 K. Apple a W. Haken z univerzity v Illionois (USA). Diikaz pfevedli na provéfeni vlastnosti
dvou tisic specialnich grafi, které provéril pocitac. Ten na to potfeboval 1200 hodin strojového casu.
Nalezeni minimdlni kostry: Naleznéte minimalni kostru v souvislém ohodnoceném grafu.

Kostra grafu je je takova ¢ast grafu, s minimalnim poc¢tem hran takovych aby byl graf jesté souvisly.
Algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu nalezl Otakar Bortvka - prof. na MUNI, tehdy jesté
univerzité Jana Evangelisty Purkyné.

Problém obchodniho cestujiciho: Znéa naklady z jednoho mista do druhého, Tak aby navstivil mista a vratil
se domiu s minimalnimi naklady.

Problém teorie grafi.

Problém nejkratsi cesty.

Problém teorie grafi.

Dokazte, ze neexistuje zadny jiny pravidelny konvexni mnohostén, nez onéch znamych 5 platénskych téles.

Pravidelna konvexni mnohostén je takovy mnohostén, ktery ma tu vlastnost, ze z kazdého jeho vrcholu
vychazi stejny pocet hran a vSechny stény tvori shodné pravidelné mnohothelniky. Nebo muzeme pouzit
ekvivalentni definici a to tu, Ze v kazdém vrcholu se styka stejny pocet stén.

Pét platonskych téles je téchto: ¢tyrstén, krychle, osmistén, dvanéctistén, dvacetistén.

Diukaz se provede pomoci teorie grafi.
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Kapitola 3

Priklady z pisemek

Zkouskové 2020

1.

N v

Z policky je vybrano 10 knih. Utvoite variace bez a s opakovanim.

Variace bez opakovani: Deset knih sefadim do fady podle tloustky. Od nejtlusts$i po nejtenci.
Variace s opakovanim:

Udejte konkrétni piiklad afinni rovin 3. radu.

Protoze je toto rovina 3. fadu, tak musi obsahovat 9 bodu a 12 piimek. Necht A = 1,2,3,4,5,6,7,8,9
tuto mnozinu si nakresleme jako tecky na obrazku Kazdé tfi spojené body budou na obrazku
predstavuji pfimky. To je dohromady 8 pfimek. Dalsi ¢tyfi pfimky budou predstavovat ,,mensi diagonaly*
s tfetim rohovym bode, tedy {2,6,7},{4,5,3},{2,4,9},{6,5,1}. Dohromady tedy dostédvame afinni rovinu
3. fadu jako dvojici A, R, kde

A=1,23,4,56,7,8,9
R = {{]‘7 27 3}7 {47 5’ 6}7 {77 8’ 9}’ {]"4’ 7}’ {2’ 5’8}7 {3’ 6’9}7 {2767 7}7 {4’ 57 3}7 {2747 9}7 {67 53 1}}

2
1 . 3
5
4 » 6
7 ° 9
8

Obrézek 3.1: Nakres k afinni roviné 3. fadu.

Napiste vytvorujici funkci patého fadku Pascalova trojihelniku. Paty fadek Pascalova trojihel-
niku je 1,4,6,4,1. Ostatni ¢leny posloupnosti doplnime nulami. Dostavame

14+4r 4622 +42> +2*+0+04---

Odvod'te poéet izotonnich zobrazeni 5 prvkové mnoZiny na 3 prvkovou.
Odvod’te vzorec pro pro vypocet viech kombinaci s opakovanim.
Odvod'te vzorec pro pocet rozkladt &isla n na k s¢itanct.

Definujte pojem svaz a vysvétlete pojem Youngiv svaz.

MaA kazda rekurentni formule obecné resSeni?

Nema, nebot rekurentni formule nemusi mit Zadné feSeni.
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9. Dokazte, ze existuje latinsky ¢tverec libovolného radu.

10. Vysvétlete co nejjednoduseji, co je to Steinertv systém trojic?

Nebo muzeme Fici, ze Steineriiv systém trojic je takovy systém tiiprvkovych podmnozin dané konecéné
mnoziny, Ze kazdé dva prvky se soucasné vyskytuji pravé v jedné z podmnozin.

Pozor nechce definici pres blokové schéma. Tedy, Ze Steineriv systém trojic je blokové schéma typu
(v,b,3,r,1).

Zkouskové 2019

1. Kombinace bez opakovani/ s opakovanim. Vysvétlit na pi¥ikladu.

Necht M je lib. neprazdnd mnozina a plati |M| = n, kde n € N. Pak kombinace k-té t¥idy z n prvku
mnoziny M rozumime kazdou podmnozinu mnoziny P(A). Paklize mame dostateény pocet prvka n druhi,
potom skupinu k objektil v niZ nezalezi na potfadi v niz navzajem nerozliSujeme pfedméty stejného druhu
nazyvame kombinace s opakovanim k-té tfidy z n druhd.

Priklad: Méjme napiiklad 30 dét{ ve t¥idé. Mnozina deseti déti, které pijdou na matematickou olympiadu
je kombinace bez opakovani, nebot je mohu zFejmeé vSechny rozlisit a bude rozdil, kdo na olympiadu pujde.
Ovsem paklize se domluvime, Ze mezi sebou nebudeme rozlisSovat hochy a dévéata, tak skupina 10 déti v
niz je 6 divek a 4 hosi je kombinace s opakovanim.

2. Co je to samoadjungovany diagram?
Samoadjungovany Feressuv diagram je takovy diagram, ktery, zjednoduSené feceno, ¢teme po sloupcich i
po Fadcich stejné.

3. Odvod’te vzorec pro rozklady é&isla n na k séitanci.

Rozklad je neuspofadana k-tice ¢isel, tedy je zfejmé, Ze dohodnout se na pevném zapisu téchto ¢isel je to
stejné jako nerozliSovat poradi s¢itancti, tak se dohodnéme, Ze budeme zapisovat séitance v tomto tvaru
21 > ... > x. Oznadme pocet vSech rozkladi ¢isla n na k séitanct symbolem (p(n, k)) Z¥ejmé plati

n=x1+- Tk
n—k=(@ -1+ -+ (zx—1)

Ziejmeé jsme takto zkonstruovali bijekci mezi mnozinou v8ech rozkladu ¢isla n na k s¢itanct a mezi rozkla-
dem ¢&isla n — k na nanejvys k s¢itancl. Z toho plyne, Ze pocet prvka v téchto mnozindm musi byt stejny.
Staci tedy jen spocitat pocet rozklada ¢isla n — k na nanejvys k séitanci. Coz je ovsem

k

Zp(n —k, k)

i=1
4. Napiste vytvorujici funkci posloupnosti sudych ¢&isel.

2+ 4z + 622 + 82 + - - -

5. Ve tridé bylo vybrano 6 hochi, napiste tfi riizné moznosti kombinaci s opakovanim.

Nebudeme rozlisovat hochy se stejnou barvou vlasi. Potom miiZzeme mit kombinaci s opakovanim tvorenou
2 hochy s hnédymi vlasy a 3 hochy s blond vlasy. Nebudeme rozliSovat hochy narozené ve stejny rok.
Kombinace s opakovanim je hoch narozen v roce 2000 a 4 hos§i narozeni v roce 2001. Nebudeme rozlisovat
hochy se stejnymi zndmkami z matematiky. Kombinaci s opakovanim pak tvofi ti¥i hosi se zndmkou 1 a
t¥i hosi se znamkou 2.

6. Uved'te konkrétni p¥iklad koneéné afinni roviny 2. fadu.

Kone¢na afinni rovina 2. fadu bude dvojice (A4, R) takova, ze:

A=1,23,4, R ={1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{1, 3},{2,4}.

7. Napiste vytvorujici funkci posloupnosti 1,-2,3,—4,....

1— 22+ 322 — 423 + 52* - -+
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

. Odvod'te formuli pro rozklad na desetiprvkové mnoZiné&.

. Formulujte problém sSatnarky a naznacte jeho FeSeni.

Kolik 1ze vytvorit nahrdelnikd ze vSech 10 koralkt ¢ervené barvy a 10 koralkd modré barvy?

Rozvineme nahrdelnik do p¥imky. Vytvorime permutace s opakovanim, kterych je Py(10,10) a tyto per-
mutace vydélime &slem 19, nebot existuje 19 riznych oto¢eni nadhrdelniku. Tedy dostavame
Py(10,10) 20! 1

= . =972
19 10!- 10! 19 o7

Je soucet dvou FeSeni rekurentni formule jejim feSenim? Ne. Toto plati pouze pro linearni reku-
rentni formule.

Kolik pfimek prochazi jednotlivymi body v koneéné afinni roviné?

Odvod'te poéet kompozic n na k séitanci.
Kompozici ¢isla n na k s¢itanci jsem definovali jako usporadanou k-tici pfirozenych ¢&isel (z1, ..., zx) pro
kterou plati

n:x1+...+xk

pricemz jsem oznacili K(n, k) pocet vSech kompozic ¢isla n na k s¢itanct. Predstavme si tuto ulohu jako
posloupnost jednicek jichZ je n mezi nimi bude k — 1 nul, které budou mezi témito jednic¢kami tvorit onéch
k prihradek. Protoze kazdé z ¢isel musi byt pfirozené, musi byt v kazdé pfihradce alespon jedna jednicka.
Tedy rozdélujeme n — k jedni¢ek do k — 1 prihradek, coz nam déava

(n—1)! n—1
K(n,k)=FP(n—-kn-1)= ————— =
(n, k) = Po ) m—k)ln-—1 \n—k
Definujte svaz a Youngiv svaz
Svaz je mnozina X s relaci usporadani <, pro kterou plati, ze kazdé jeji dvouprvkova podmnozina obsahuje
jeji supremum i infimum.
Definujte retézec, izotonni zobrazeni a pocet izotonnich zobrazeni.
Nech A j libovolna nepréazdna mnozZina a < je relace uplného uspofadani na této mnoziné, tedy plati, ze
tato relace je
e reflexivni: Va € X plati z < z,
e antisymetrickd: Va,b € X plati a <bAbD<a = a =0,
e tranzitivni: Va,b,c € X platia < bAb<c¢ — a <c,
iplna: Va,be X — a<bVb<a.

pak se dvojice (X, <) nazyva fetézec.

Izotonni zobrazeni A do B kde A, B jsou uspoifddané mnoZiny je takové zobrazeni, pro které plati

r<y = f(z)<fly) Vr,yeAd

Z toho vyplyvé, ze izotonnich zobrazeni je tolik, kolik je vSech neklesajicich k-tic prvki z B. TO zZe k-tice
maji pevné danéd pofadi je to stejné, jako kdyz pofadi k-tic nerozlisujeme. Muzeme to tedy chapat jako
kombinace s opakovanim ze kterych ihned plyne, Ze

Co(|Al,|B|) = (IA +|J4]T| _ 1>

nebo muzeme jednotlivé prvky mnoziny A chéapat jako ptrihradky a druhy mnoziny B chapat jako nerozlisi-
telné predméty, tedy napiiklad ¢islice 1. PakliZe utvofime posloupnost | B| jednicek a | A|—1 nul, takovou, Ze
nuly budou rozdélovat jedni¢ky do jednotlivych prihrddek dostaneme, Zze pocet vSech izotonnich zobrazeni
je

Al+|B] -1 Al+|B| -1
Aol - 118 = gt = (A

(Al =nt-|BJt A
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16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

Je vice kompozic nebo rozkladi ¢isla n na k séitanca?

Vice je kompozic nebot méme-li libovolny rozklad ¢isla n na k séitanci dostaneme pouhym prehozenim
dvou rtznych séitanct dalsi kompozici, ale stejny rozklad.

Napiste vytvorujici funkci posloupnosti prvocéisel.

Definice 3.0.1. Vytvorujici funkei posloupnosti (a,)52 , nazyvame kazdou mocninou fadu
>0 o anx™ (na mnozing, kde tato fada konverguje).

7 definice ihned vyplyva, Ze vytvorujici funkce by méla mit tento tV&IE

2434522 + 723+

Vysvétlete pojem obecné FeSeni rekurentni formule.

Existuje-1li posloupnost (g(n,ci,...,cx))52, takova, zZe

e osadime-li za cy, ..., ¢, jakakoli ¢isla z R, dostaneme FeSeni rekurentni formule,

e mame libovolné feSeni rekurentni formule, tak ho dostaneme volbou ¢, ..., ¢,
tak se posloupnost (g(n,c1,...,c;))S2 nazyva obecné FeSent rekurentni formule.
Odvod’te pocet rozkladi koneéné mnoziny. (Bellova ¢isla)

Uved'te motivaéni piiklady pojmi variace bez i s opakovanim

Variace bez opakovani: Sefadim pét jogurti do fady. Variace s opakovanim: Dohodneme se, Ze jogurty
stejné piichuté (stejného vyrobee atp.) nebudeme rozlisovat a jogurty sefadime do fady.

Zduvodnéte existenci latinského ¢tverce libovolného radu.

Vzdy mohu zkonstruovat latinsky Gtverec n-tého fadu nasledovné. Necht mnoZina, ze které vytvorime
latinsky c¢tverec lib. fadu bude A = 1,2,...,n. Do prvniho fadku napiSi tuto permutaci mnoZziny A:
(1,2,...,n). Do druhého fadku napisi tuto permutaci (2,3,...,n,1). A tak dale. Je zfejmé, Ze v kazdém
radku i v kazdém sloupci je permutace prvka mnoziny A.

Necht A je koneéna mnozina a plati |A| = n. Latinsky ortogonalni ¢tverec je tabulka o n fadcich a n
sloupcich takovych, Ze v kazdém radku a v kazdém sloupci je permutace mnoZiny A.

Co je to rad konec¢né roviny? Existuje kone¢na afinni rovina libovolného fadu?

Rad konetné afinni roviny je pocet bodu, které lezi na kazdé piimce v kone¢né afinni rovineé.

Neexistuje koneéna afinni rovina 6. fadu nebot plati, Ze Kone¢n4 afinni rovina fadu n > 3 existuje prave
tehdy, kdyz existuje n—1 latinskych ortogonalnich ¢tvercii n-tého fadu, z nichz kazdé dva jsou ortogonalni.
7Z toto plyne, Ze nemiiZe existovat kone¢n4 afinni rovina 6. fadu, nebot neexistuji dva ortogonélni latinské
¢tverce 6. Fadu.

Dalsi reSené tlohy z minulych let

1.

. Dokazte, ze pro Stirlingova &isla druhého druhu plati S(n,n — 1) = (}).

Doka#te, Ze pro Stirlingova ¢isla druhého druhu plati S(n,2) = 2"~ ! — 1.

Hleddme pocet rozkladi n prvkové mnoziny na 2 t¥idy. U kazdého prvku méme dvé moznosti, jestli
jej umistime do jedné nebo druhé tfidy, coz je 2" moznosti, ale musime je$té odecist 2 moznosti, pro
pripady, Ze jedna z téchto t¥id bude prazdna. Nyni si musime uvédomit, ze pouhé ,pfehozeni* t¥id nadm
da stejny rozklad. Tedy kazdy rozklad mame zapocitan dvakrat. Staéi tedy vydélit pocet moznosti dvéma.
Dostaneme:

S(n,2) =

Q.E. D.

2
Takovy rozklad je tvofen n — 2 t¥idami o jednom prvku a jednou jednoprvkovou tiidou. Paklize ur¢ime
onu dvouprvkovou ti¥idu, tak jsou zbylé t¥idy jiz uréeny. Vybirdme tedy 2 prvky z n prvki coz lze udélat

(3) zpiisoby. Q. E.D.

lExaktné bychom méli jesté najit, kde tato fada konverguje, ale nejspis proto, ze to pfesahuje ramec znalosti z matematické
analyzy, tak najit polomér konvergence této fady nebyl u zkousky vyzadovan.
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