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UVOoD

Cilem mé bakalafské prace bylo vytvofit sbirku fesenych prikladi k predmétu M1125
Zaklady matematiky, ktery je povinnym predmétem v bakaladfském studijnim programu
Matematika, studijnich oborech Matematika se zamérenim na vzdélavani a Matema-
tika pro viceoborové studimu na Ptirodovédecké fakulté Marsarykovy Univerzity. Ve své
praci se pritom zaméruji zejména na priklady testového charakteru, tj. na ptiklady ve
kterych k feseni nedojdeme na zakladé vypoctu, ale na zakladé znalosti a pochopeni
definic a tvrzeni zakladnich matematickych pojmi. Reseni piikladt dopliiuji komentaii
v névaznosti na probiranou latku.

Piiklady jsou vybrany ze skript: Pavel Hordk, Cviceni z algebry a teoretické aritme-
tiky I. Jedna se o priklady, které jsou ve skriptech oznaceny kromé ¢isla jesté pismenem
A. Na rozdil od téchto skript pouzivam v pfikladech misto oznaceni K mnoziny vSech
komplexnich ¢isel symbol C. V prikladu 1.5.A5 jsme spolu s RNDr. Pavlem Horakem
pozmeénili zadani piikladu. Vétu ”co vSechno lze Tici o poc¢tu prvkd konecné k-prvkové
mnoziny A”, jsme nahradili vétou ”co vSechno lze Tici o poc¢tu prvkia konecné neprazdné
k-prvkové mnoziny A”. Jsou vynechany priklady z podkapitoly zakladni logické pojmy
a priklady 2.3.A5 az A9 a piiklad 2.4.A9, protoze skripta odpovidaji pfedmétu Algebra
a teoretickd aritmetika I. z roku 1991, zatimco nyni se pouzivaji k pfedmétu Zaklady
matematiky a Linearni algebra a geometrie 1, ve kterych jsou drobné odchylky. Zkratka
"U.p.” zde znamena ”Udejte priklad”.

Prace je rozdélena do dvou kapitol. V prvni kapitole se zabyvam piiklady, které opakuji
a doplnuji stredoskolskou latku. Kapitola se déli na Sest ¢asti a to na zakladni mno-
zinové pojmy, zakladni vlastnosti celych cisel, relace, zobrazeni, usporadané mnoziny
a ekvivalence a rozklady. Druhd kapitola se zabyva zakladnimi algebraickymi struktu-
rami, kterymi jsou struktury s jednou operaci, podstruktury struktur s jednou operaci,
struktury se dvéma operacemi a jejich podstruktury a c¢iselna télesa.

Odkazy na véty, které v praci uvadim, se tykaji vét a definic ze skript Pavel Horak,
Zaklady matematiky, 2006.

V textu je pouzivana bézna symbolika znamé ze stfedni skoly nebo takova, ktera je de-
finovana ve skriptech Pavel Hordk, Zaklady matematiky. Nové zavadéna oznaceni, ktera
nejsou uvedena v téchto skriptech, jsou v praci vzdy fadné definovana pred ptiklady, ve
kterych se pouzivaji.

Pro oznacovani zakladnich ¢iselnych mnozin jsou v textu pouzity nésledujici symboly:
. mnozina vsech prirozenych cisel

. mnozina vsech celych ¢isel

. mnozina vsech racionalnich cisel

. mnozina vsech realnych cisel

. mnozina vsech komplexnich ¢isel.

OFONZ

Tato prace je urcena predevsim jako ucebni text pro studenty matematiky, ktefi maji
zapsany predmét M1125 a M1120. Studenti tento text mohou nalézt v Informa¢nim
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systému pod odkazem Zavéreénd prace v mém profilu. Samotné prace je vysazena sys-
témem HTEX.

Nyni bych se rad zamyslel nad tim, jak jsem pfistupoval k feSeni téchto prikladd v prv-
nim semestru mého studia a nyni, kdyz jsem tyto piiklady fesil znovu. Jiz v prvnim
semestru jsem si vSiml, Ze existuji rozdily ve znalostech jednotlivych studentii. Nékteti
si dokézali poradit pii feseni prikladd snadno, nékteri hiife a néktetri viibec. Podle mé je
to dano tim, z jaké skoly a s jakymi znalostmi jenotlivi studenti prichazeji studovat ma-
tematiku. Jednoznac¢nou vyhodu maji nesporné studenti gymnézii, kde se matematice
vénuje mnohem vice ¢asu. Jelikoz ja jsem studoval Obchodni akademii, kde dokonce ve
¢tvrtém roce studia byla matematika pouze volitelna s celkovou dotaci dvé hodiny tydné,
musim priznat, ze moje znalosti byly velmi chatrné a ze pfi feSeni prikladi uvedenych
v této bakalarské praci jsem prozival v prvnim semestru svého studia leckdy poradna
muka a k FeSeni jsem se nedostaval snadnou cestou, spiSe bych tekl, ze to hodné bolelo.
Ze cviceni jsem se vracel domtd deprimovany, nastésti jsem nepodlehl skepsi a peclivym
a hlavné pravidelnym studiem jsem postupné zaceloval svoje mezery ve svych mate-
matickych znalostech. To povazuji za hlavni pficinu toho, Ze jsem se viibec dostal az
k bakalarskym statnicim a k vypracovani této prace viibec.

Co mi délalo nejvétsi problémy pfi feseni téchto piikladd v prvnim semestru? Z dnesniho
pohledu si myslim, ze to bylo hlavné to, ze jsem toho o matematice nevédél prilis mnoho,
dnes mi dokonce pripadéa, ze skoro viibec nic. Neznal jsem zékladni postupy pii reSeni
prikladi, nemél jsem rozvinuté matematické mysleni. Dokonce mi pripadalo divné, az
nesmyslné zdivodiiovat feSeni (napf. kdyz priklad nema feSeni, tak uvést proc¢). Musim
se priznat, Ze jsem sam piiSel na feSeni néjaké prikladu jen velmi ziidka a ani to mozna
nebylo mozné pii "rychlém” vykladu pfednasek a ”"spéchu” pri cvic¢enich. Nékterym fe-
Senim jsem nerozumeél ani pred zkouskou.

Vzhledem k tomu, Ze mi feseni ptikladti v prvnim semestru moc neslo, mél jsem trochu
obavy, zda viibec budu schopny vypracovat kvalitni bakalaiskou praci. Samotné feseni
prikladi vsak slo prekvapivé docela snadno. Pricitam to hlavné ziskanym zkusSenostem
a znalostmi v dosavadnim prubéhu studia. Nejvétsi problém uz od prvniho semestru
je urc¢eni nutné, ale ne dostatecné podminky a to mi ztstalo dodnes. K témto typim
prikladiim mam asi néjaky blok, ale musim pfiznat, ze pravé tyto ptriklady dokonale pro-
véri znalosti studenta. Co se vSak ukazalo jako nejvétsi problém pfi vypracovani moji
bakalarské prace, bylo vhodné okomentovani feseni. Nad tim jsem stravil nejvice casu
a také jsem v ném délal nejvice oprav. Abych udélal skutecné kvalitni okomentovani
musel jsem se poradnét zamyslet a samoziejmé si také poradné osvézit definice a véty
k dané latce.

Dnes mohu odpovédné Fici, ze peclivé studium i ostatnich predmét mi pomohl a po-

vvvvvv



KAPITOLA 1:

OPAKOVANI
A DOPLNENI STREDOSKOLSKE LATKY

§2: ZAKLADNI MNOZINOVE POJMY

[1.2.A1]. U.p. koneéné mnoziny M, jejimiz prvky jsou nekoneéné mnoziny.

Reseni: M = {N, Z}

Komenta¥r: Nejdiive vybereme koneény pocet nekoneénych mnozin (tfeba jednu nebo
dvé). Ty pak pouzijeme jako prvky vysledné mnoziny M.

[1.2.A2]. U.p. nekone¢né mnoziny M, jejimiz prvky jsou koneéné mnoziny.

Reseni: M = {{1}, {2}...}

Komentai: Zvolime si néjakou ”jednoduchou” nekonecnou mnozinu, napt. N. Z kaz-
dého prvku vytvorime jednoprvkovou mnozinu.

[1.2.A3]. U.p. mnoZin A, B tak, aby mnozina A x 2% méla 18 prvki.
ResSeni: A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B= {1}

Komenta¥: Mnoziny A, B ziejmé musi byt kone¢né. Pak mnozina 2% mé pocet prvki
rovnu mocniné ¢isla 2. Pocet prvki kartézského souc¢inu dvou koneénych mnozin je roven
sou¢inu poctu jejich prvki. Cislo 18 lze vytvofit z téchto soudint: 1.18,2.9, 3.6.V téchto
sou¢inech jsou dvé mocniny dvojky 1 a 2. Mnozina 27 musi mit tedy 2 prvky a mnozina
A musi mit 9 prvki. Mnozina B je tedy prazdna nebo jednoprvkova a tiloha ma 2 mozna
feseni.

[1.2.A4]. U.p. mnozin A, B, C takovych, z2e ANBC ANC a BZC.
Reseni: A=0,B = {1},C = {2}

Komentafi: Priazdnad mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny. Zvolime-li mnozinu A
jako prazdnou, pak AN B = () a stac¢i vzit jakékoliv mnoziny B a C' takové, 7ze B € C.

[1.2.A5]. U.p. nekoneéné mnoziny A a koneéné mnoziny B tak, 7e A — B = ).

Reseni: Neexistuje.
Ziejmé A — B = () & A C B. Ale nekonecnd mnozina nemiize byt podmnozina konec¢né
mnoziny.

[1.2.A6]. U.p. dvou rtiznych mnozin A, B tak, z2e A— BC B— A.
Reseni: A =0, B = {1}

Komentai: Mnozina A musi byt podmnozinou mnoziny B .
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[1.2.A7]. U.p. mnoziny A, kterd ma pravé 3 podmnoziny.

Reseni: Neexistuje.
Mnozina vSech podmnozin kone¢né mnoziny ma vzdy pocet prvkl rovnu ¢islu, které je
mocninou dvojky.

[1.2.A8]. U.p. mnozin A, B tak, aby mnozina A x B méla pravé 32 podmnozin.
Reseni: Napiiklad A = {1,2,3,4,5}, B = {1}

Komentai: Mnozina A x B musi mit 5 prvka. Zvolme naptiklad mnozinu A 5-ti prv-
kovou a mnozinu B jedno prvkovou. Jsou mozné pouze 2 feseni.

[1.2.A9]. Necht A = {0,1,2}. Pfectéte nahlas nésledujici vyroky a rozhodnéte, které
z nich jsou pravdivé a které nepravdivé:

0cA b){0}ed 0CA d{0}CA efed HHCA
g{ltead m{0tcA D{2e{2{2}} j){2t {2, {2}}

Nula je prvkem A. Pravdivy vyrok.
Mnozina sestavajici se z prvku nula je prvkem A. Nepravdivy vyrok.
Nula je podmnozinou A. Nepravdivy vyrok.

Mnozina sestavajici se z prvku nula je podmnozinou A. Pravdivy vyrok

)
)
)
)
e) Prazdnd mnozina je prvkem A. Nepravdivy vyrok.
) Préazdnd mnozina je podmnozinou A. Pravdivy vyrok.
) Mnozina sestavajici se z prazdné mnoziny je prvkem A. Nepravdivy vyrok.
) Mnozina sestavajici se z prazdné mnoziny je podmnozinou A. Nepravdivy vyrok.
)

Mnozina sestavajici se z prvku 2 je prvkem mnoziny sestavajici se z 2 a mnoziny
sestavajici se z 2. Pravdivy vyrok.

j) Mnozina sestavajici se z prvku 2 je podmnozinou mnoziny sestavajici se z 2 a mnoziny
sestavajici se z 2. Pravdivy vyrok.

Komentar:

a) - h) Mnozina A mé 3 prvky: 0,1,2. Zaroveii mnozina A ma 8 podmnozin: (§, {0}, {1},
{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}. Pfi feseni staci pouze zkontrolovat, zda se dany
objekt nachazi mezi prvky A, resp. mezi podmnozinami A.

i) - j) Jedna se o situaci, kdy dany objekt je zarover prvkem mnoziny a také je pod-
mMnozinou mnoziny.



§2: Zakladni mnozinové pojmy

[1.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutn, ale neni dostatecna

b) je dostatecnd, ale neni nutna

c) je nutna a dostatecna

pro to, aby mnoziny A, B byly ruzné.
Reseni:

a) AZ B

b) A={1},B={2}

c) ACZBV BZ A

Komentar:

b) U piikladd tohoto typu je vhodné uvést jeden konkrétni piipad.
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§3: ZAKLADNI VLASTNOSTI CELYCH CISEL

[1.3.A1]. U.p. celych ¢isel a,b,c tak, ze a | b-c, aleatbAatec.

Reseni: Regeni je nekoneéné mnoho, napifklad a = 6,b = 3, ¢ = 2.
Komentai: Zvolme ¢islo a jako soucin dvou prvodisel b, c.

[1.3.A2]. U.p. celych ¢isel z,y tak, ze 71 (21z — 56y).

Reseni: Neexistuje.
Jestlize ¢islo déli jina dvé cisla, pak déli i jejich libovolnou linedrni kombinaci. Zde
7|21 AT|56,tj. 7 musi délit i (21z — 56y).

[1.3.A3]. U.p. dvou riznych celych ¢isel a,b tak, ze a |b A b| a.

Reseni: Nekonecné mnoho feseni, napiiklad a = 7,b = —7.
Komentai: Nelze se omezovat pouze na kladna nebo zaporna cisla. Jedna se vzdy o
nenulova cisla lisici se znaménkem.

[1.3.A4]. U.p. celého ¢&isla a, které po déleni 8 dava zbytek —2.
Reseni: Neexistuje.

Podle véty o déleni se zbytkem celych cisel je zbytek vzdy nezaporné cislo.

Pro potteby nésledujicich 2 piikladt zavedeme symbol (a,b), ktery zna¢i nezdporny
nejvetsi spoleény délitel celych cisel a, b. Tento symbol neni v uc¢ebnim textu zavadén.

[1.3.A5]. U.p. celych ¢isel a, b, k nimz neexistuje (a, b).

Reseni: Neexistuje.

Podle Bezoutovy véty (viz. véta 4.3.3) existuje pro kazda dvé celd ¢isla jejich nejvétsi
spolecny délitel, pficemz, je-1i d jejich nejvétsi spoleény délitel, pak {d, —d} je mnoZinou
vSech jejich nejvétsich spoleénych délitelt, tzn. existuje i zaporny nejvétsi spolecny délitel
dvou celych cisel.

[1.3.A6]. U.p. dvou rtznych celych ¢isel a, b tak, ze (a,b) = —a.

ReSeni: ¢ = —3,b=6

Komentar: Podle véty 4.3.2. nalezneme k ¢islu a takové ¢islo b, pro které plati (a, b) = a.

[1.3.A7]. U.p. celych ¢isel a,b tak, ze a = b (mod 9) A b# a (mod 9).

Reseni: Neexistuje.
Jestlize plati, ze a = b (mod m), pak podle véty 4.8.2. je také b = a (mod m).

[1.3.A8]. Uvedte, kolik existuje zapornych ¢isel, kterd jsou kongruentni s ¢islem 6 podle
modulu 7.
Reseni: Nekoneéné mnoho feseni.

Komentai: ReSenim jsou vSechna zdporné ¢isla ze zbytkové tiidy Cs (podle modulu
7, tj. {...,—15,—8,—1},
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[1.3.A9]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatecna
b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby cela ¢isla a, b byla kongruentni podle modulu 6.

Reseni:

[1.3.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutn, ale neni dostatecna

b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby cela cisla a, b nebyla nesoudélna.
Reseni:

a) a,b nejsou rizna prvodisla.

11
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§4: RELACE

[1.4.A1]. Necht M = {z,y, z}. Uvedte, kolik lze definovat riznych relaci

a) mezi mnozinami M a 2M

b

)

) mezi mnozinami M a ()
¢) na mnoziné M

)

na mnoziné M x M.

Komentar:

a) Podle definice je relace mezi mnozinami A, B libovolnad podmnozina kartézského sou-
¢inu téchto mnozin. Kartézsky sou¢in mnozin M a 2™ ma 24 prvki. Po¢et podmnozin
tohoto kartézského soucinu mé pravé 224 prvki (relaci).

b) Kartézsky soucin libovolné nepréazdné mnoziny s prazdnou mnozinou je prazdna
mnozina, kterd ma pravé jednu podmnozinu a to sebe samu.

c¢) Relace na libovolné neprazdné mnoziné A je libovolnd podmnozina kartézského sou-
¢inu A x A. Kartézsky soucin A x A ma 9 prvki, podmnozin tohoto kartézského
soucinu je 2°.

d) Postupujeme podle definice relace na libovolné neprazdné mnoziné A. Misto mnoziny
A ale uvazujeme mnozinu M x M. Kartézsky soucin (M x M) x (M x M) ma 81
prvki, podmnozin tohoto kartézského soucinu je 281

[1.4.A2]. U.p. neprazdné relace ¢ mezi mnozinami N a Z a nepréazdné relace o mezi
mnozinami Z a Q tak, Ze slozena relace o o p je prazdnou relaci.

Reseni: o = {(1,-2),(5,0)},0 = {(10, 1)}
Komentar: Necht a € N, ¢ € Q. Aby sloZzenim relaci ¢ a o byla prazdnad mnozina, nesmi
existovat b € Z tak, 7ze (a,b) € o A (b,c) € o. Refeni je nekoneéné mnoho.

[1.4.A3]. U.p. relaci g, 0 na mnoziné M = {a,b} tak, Ze g, 0 nejsou univerzalnimi
relacemi, ale o o p je univerzalni relaci na M.

Reseni: o = {(a,a), (b,a), (b,)},0 = {(a,a), (a,b), (b,b)}

Komentai: Nejprve si uvédomme, Ze univerzalni relace na libovolné mnoziné A je
mnozina A X A samotné, neboli kazdy prvek z mnoziny A je v relaci s kazdym prvkem
z mnoziny A. Pro vétsi nazornost si zobrazme tento priklad graficky. Prvni, druhy i tfeti
sloupec budou tvofit prvky z mnoziny A (prvky kreslime pod sebe). Pokud jsou dva
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prvky v relaci, spojime je orientovanou Sipkou. Pfi relaci o o ¢ vede orientovana Sipka
z bodu prvniho sloupce do bodu tretiho sloupce praveé kdyz tuto Sipku lze "slozit” ze
sipky patfici do grafu relace p, zac¢inajici v prvku z prvniho sloupce a Sipky patiici do
grafu relace o konéici v prvku tfetiho sloupce, pficemz obé Sipky maji spolecny bod
ve druhém sloupci. Vybereme 2 vhodné neuniverzalni relace, aby jejich slozenim byla
relace univerzalni. Jedno z moznych reseni je na obrazku.

[1.4.A4]. U.p. mnoziny M a relace p na M, které je soucasné symetrickd a antisymet-
ricka.

Reseni: M = {z,y,2},0={(z,2), (2, 2)}

Komentai: Je vhodné pouzit vyjadreni relace o pomoci tabulky. Sestrojme tabulku,
ktera bude vyhovovat zadani a to tak, ze:

1) je symetricka podle hlavni diagonaly

2) dvé rizna policka symetricka podle hlavni diagonaly obsahuji nejvyse jednu jednicku.
Aby dana relace g byla symetricka a zaroven antisymetricka musi tedy dvé rizna policka
symetricka podle hlavni diagonaly obsahovat nuly. Pokud jde o hlavni diagonalu, ta nuly
obsahovat miize, ale nemusi.

‘ X y %
x|{1 0 0
vyl 0 0 O
z|0 0 1

[1.4.A5]. U.p. mnoZiny M a relace ¢ na M, kterd neni symetricka a neni antisymetricka.

Reseni: M = {SL’,y, Z}v 0= {(xa y)? (SC, Z), (y7 SC), (y7 Z)v (Z7y)}

Komentai: Uvazme tabulkovou reprezentaci relace. Aby relace p nebyla symetricka a
nebyla antisymetrickd, musi byt mnozina M alespon 3-prvkova. Déale, nékteré dveé rtizné
policka symetrickd podle hlavni diagonaly obsahuji jednu jedni¢ku a jednu nulu (pak re-
lace neni symetrickd) a nékteré dvé policka symetrické podle hlavni diagonéaly obsahuji
soucasné jednicku (neni antisymetrickd).

<
O~ O
— O <
O = =N



§4: Relace 14

[1.4.A6]. U.p. relace g, rtizné od relace rovnosti, na mnoziné 7 tak, ze g je reflexivni a
neni uplna.

Reseni: o = {(v,7) |z € Z} U{(1,3)}

Komentai: Relace g, ktera neni uplna, se z tabulky relace pozna tak, Ze alesponi jedna
dvojice rtiznych policek symetrickych podle hlavni diagonaly obsahuje nuly. K relaci
rovnosti na mnoziné Z tedy napt. pridame jednu uspofadanou dvojici riznych cisel
z mnoziny vSech celych cisel.

[1.4.A7]. U.p. relace p na mnoziné N, kterd je tiplnd a neni reflexivni.
Reseni: Neexistuje.

Relace, ktera je iplna je soucasné reflexivni.

[1.4.A8]. U.p. mnoziny A tak, aby relace inkluze C na mnoziné 24 byla tiplnou relaci.
Reseni: A =10
Komentai: Tato iloha mé pravé 2 feSeni. A sice: mnozina A je prézdna nebo jedno-

prvkova. Jinak po rozepsani do tabulky zjistujeme, Ze relace C na moziné 24 neni tplna,
protoze pro A = {ay, as, ...} neplati, ze {a1} C {as} V {az2} C {a1}.

[1.4.A9]. Dokazte, Ze relace délitelnosti na mnoziné N je antisymetrickd, kdezto relace
délitelnosti na mnoziné Z neni antisymetricka.

Reseni:

a) Dokazeme, 7e relace délitelnosti na N je antisymetrickd. Necht z,y e N A = |y A
ylrx=3c1,c0 e N:y=c1-x Az =cy-y = po dosazeni dostavame y = (¢1-c2)y =
po vykraceni (které je zde mozné) c; - c; = 1 = (protoze c¢1,co € N)eg =1 A ¢g =
l=2z=1-y=y.

b) Dokézeme, Ze relace délitelnosti na Z neni antisymetrickd a to tak, ze uvedeme
konkrétni protipfiklad. Napf. prox = 2,y = —2 dostavame 2 | =2 A =2 | 2 A 2 # -2,
tzn. relace délitelnosti neni antisymetricka.

[1.4.A10]. Popiste, jak se z tabulky relace (na koneéné mnoziné) poznd, zZe tato relace
je, resp. neni

a) reflexivni

b) symetricka

c) antisymetricka
d) tplna.
Reseni:

a) je reflexivni: v hlavni diagondle jsou samé jednicky,
neni reflexivni: v hlavni diagonale je alespon jedna nula,

b) je symetricka: tabulka je symetrickd podle hlavni diagonély,
neni symetricka: tabulka neni symetrickd podle hlavni diagonaly,



§4: Relace 15

c) je antisymetricka: dvé ruznd policka symetrickd podle hlavni diagonaly obsahuji nej-
vyse jednu jednicku,
neni antisymetricka: dvé riiznad policka symetrickd podle hlavni diagonaly obsahuji
dvé jednicky,

d) je tplné: v hlavni diagonéle jsou samé jednicky a dvé rtizné policka symetricka podle
hlavni diagonély obsahuji alespon jednu jednicku,
neni tplna: v hlavni diagonale nejsou samé jednicky nebo alespon dvé rtizna policka
symetricka podle hlavni diagonaly obsahuji dvé nuly.
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§5: ZOBRAZENI

[1.5.A1]. U.p. zobrazeni f : Z — N, které
a) je injektivni a neni surjektivni

b) je surjektivni a neni injektivni.
Reseni:

a)

f(x):{ 2+1 >0

—2r+2 <0
b)
)zl w#0
) = {1 270
Komentar:

a) Kladnd celd ¢isla zobrazujeme postupné na lichd pfirozena ¢isla pocinaje trojkou.
Nekladna cela ¢isla zobrazujeme postupné na suda ptirozena ¢isla. Takové zobrazeni
je injektivni, ale neni surjektivni, protoze 1 € N nemé zadny vzor pfi zobrazeni f.

b) Zobrazeni f je surjektivni, ale neni injektivni, protoze dvé rizna ¢isla 1 a -1 se obé
zobrazi na 1. Zkuste si nakreslit sami ¢ast obrazku.

1.5.A2]. U.p. injektivniho zobrazeni f: A x A — 24 je-li:
[ p. inj , ]

a) A= {a,b}
b) A= {a,b,c}.
Reseni:

a) f((a,a)) =0, f((a,b)) = {a}, f((b,a)) = {b}, f((b,])) = {a, b}

b) Neexistuje.
Pozadované injektivni zobrazeni nelze sestrojit, protoze kazdy prvek z mnoziny 24
musi mit pfi zobrazeni f nejvyse jeden vzor. Pocdet prvkil 24 = 8 a podet prvki
A x A =9. Podle definice injektiniho zobrazeni mizeme zobrazit 8 prvki po jednom
kazdy na rtzny obraz, ale devaty jiz musime zobrazit na néktery prvek, ktery ma jiz
VZOT.

Komentar:

a) Nejprve si uvédomme, jak vypadaji mnoziny A x A, 24. Aby zobrazeni f dvou ko-
nec¢nych mnozin bylo injektivni, musi byt pocet prvkt defini¢niho oboru mensi nebo
roven poc¢tu prvki oboru hodnot a kazdé dva prvky z definicniho oboru musi mit
dva rtizné obrazy pri zobrazeni f. Pocet vSech rtiznych injektinich zobrazeni je roven
¢islu 4!.
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[1.5.A3]. U.p. injektivniho zobrazeni

a) f:7Z— 2N
b) f:N— NN,
Reseni:
a)
{—=x} x <0
f(x) =140 r=0
{z,z+1} x>0
b) f:N— NN

f(n) = gn, kde g, : N — N| je zobrazeni definované takto:
gn(x) =n, Vr € N.

[1.5.A4]. U.p. surjektivniho zobrazeni
a) f:NxN—-Z

b) f:2V = N
Reseni:
a)
£, 9)) —5 1 sudé, y libovolné
x? = . .
Y 2 x liché, y libovolné
b)

1 jinak

F(x) = {f” X =1z}

[1.5.A5]. Uvedte, co vSechno lze Fici o po¢tu prvki koneéné, nepréazdné k-prvkové mno-
ziny A, vite-li, ze

a) existuje injektivni zobrazeni 24 — A x A

b) neexistuje zadné surjektivni zobrazeni A x A — A4.

Reseni:

a) k=2,3,4
b) k>3
Komentai:

a) Jestlize existuje injektivni zobrazeni kone¢né mnoziny A do kone¢né mnoziny B, pak
pocet prvkit A musi byt mensi nebo roven poc¢tu prvki mnoziny B. V nasem pripadé
je:
pro k = 1 je pocet prvkil mnoziny 24 vétsi nez pocet prvki mnoziny A x A,
pro k = 2,3, 4 je pocet prvkii mnoZiny 24 mensi nebo roven poc¢tu prvki mnoziny
A XA,

pro k > 4 je pocet prvki mnoziny 24 vétsi nez poéet prvki mnoziny A x A.
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b) Jestlize neexistuje surjektivni zobrazeni koneéné mnoziny A do kone¢né mnoziny B,
pak pocet prvki A musi byt mensi nez pocet prvki mnoziny B. V nasem piipadé je:
pro k = 1,2 jsou splnény podminky pro vytvoreni surjektivniho zobrazeni,
pro k > 3 nejsou splnény podminky pro vytvoreni surjektivniho zobrazeni.

[1.5.A6]. U.p. mnoziny B, jeji vlastni podmnoziny A (t.j. A C B) a bijektivniho zob-
razeni f : A — B.

x liché

z sudé

1-=z
ReSeni: A=N,B=27, f(z) = { i
2

Komentai: Jestlize existuje bijektivni zobrazeni f : A — B, pak A a B maji stejnou
mohutnost. V pfipadé konec¢nych mnozin to znamena, ze A a B maji stejny pocet prvki.
V nagem piipadé tedy musi byt mnoziny A, B nekonecné.

[1.5.A7]. U.p. zobrazeni f : NxN — NxN, g : NxN — NxN takovych, ze fog # gof.

Reseni:
f((z,y))=(z+1,y),proVe,y e N x N
g((z,y)) = (2*y), proVz,y e N x N.

Komentai: Zobrazeni f o g se nerovna zobrazeni g o f, protoze naptiklad pro uspora-
danou dvojici (1,2) je: fog(1,2) =(2,2) ago f(1,2) = (4,2), pficemz (2,2) # (4,2).

[1.5.A8]. Necht je A = {a,b}; u.p. zobrazeni f : 24 — A“ tak, Ze k tomuto zobrazeni
neexistuje inverzni zobrazeni.

Reseni: f(X) =ids pro VX €24

Komentai: Aby neexistovalo inverzni zobrazeni k zobrazeni f, nesmi byt f bijektivni.
V nasem piipadé jsme vybrali zobrazeni f, které kazdému prvku z 24 pfifazuje vidy
identické zobrazeni idy4.

[1.5.A9]. U.p. podminky, ktera

a) je nutn, ale neni dostatecna

b) je dostatecna, ale neni nutna

pro to, aby zobrazeni f : A — B nebylo surjektivni.
Reseni:

a) B neni jednoprvkova

b) A={1}, B={2,3}, f(1) =2

[1.5.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutn, ale neni dostatecna

b) je dostatecna, ale neni nutna
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pro to, aby zobrazeni f : A — B bylo bijektivni.
Reseni:
a) f je injektivni.

b) A= Ba f:A— B je identita.

19
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§6: USPORADANE MNOZINY

[1.6.A1]. Nakreslete hasseovsky diagram c¢tyiprvkové usporddané mnoziny, kterd ma
dva maximalni prvky a nemda nejmensi prvek.

Reseni:

Komentai: Maximalnimi prvky jsou prvky b a d. Mnozina nema nejmensi prvek y, tj.
prvek y, pro ktery by platilo y < x, Vax € M.

[1.6.A2]. Nakreslete hasseovsky diagram ¢tyiprvkové usporddané mnoziny, v niz kazdy
prvek je soucasné maximalnim prvkem i minimalnim prvkem.

ReSenti:

Komentai: Aby prvek x byl zaroven minimalnim a maximalnim, nesmi existovak prvek
y takovy, ze y < x A = <y, tzn. z prvku = nevede zadné ¢ara ani nahoru ani dolu.

[1.6.A3]. Nakreslete hasseovsky diagram konefné uspofddané mnoziny, kterd ma tfi
minimalni prvky a zadny maximalni prvek.

Reseni: Neexistuje.
Konec¢na usporadana mnozina mé vzdy minimalni a maximalni prvek.

[1.6.A4]. U.p. uspofadané mnoziny (M, p), kterd mé jeden maximdlni prvek a nema
nejvetsi prvek.

Reseni: Pozadovany piiklad zaddme mnoZinovym popisem a pro vétsi nazornost pii-
dame jesté cast hasseovského diagramu.

M=NU/{a},zoy & (r,yeNAz<y)V (r=y=na)

tzn. hasseovsky diagram lze schématicky nakreslit takto:
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[1.6.A5]. U.p. usporadané mnoziny (M, p), kterd mé jeden nejmensi prvek a t¥i mini-
malni prvky.

Reseni: Neexistuje.

Podle véty 7.1.2. je-li neéktery prvek nejmensi, pak je také minimélni a zadné dalsi
minimélni prvky v usporadané mnoziné (M, g) neexistuj.

[1.6.A6]. U.p. usporddané mnoziny (M, p), kterd obsahuje pravé dva nesrovnatelné
prvky a nemé pritom zadny maximalni prvek ani minimélni prvek.

Reseni:

[1.6.A7]. U.p. nekonetné uspotraddané mnoziny (M, g), kterd neobsahuje zadné rizné
srovnatelné prvky.

Reseni: Pozadovany pifklad zaddme mnoZinovim popisem a pro vétsi nazornost pii-
dame jesté cast hasseovského diagramu.

M=Nzoy&sxr=y

tzn. hasseovsky diagram lze schématicky nakreslit takto:

[1.6.A8]. U.p. linearné uspofadané mnoziny (M, o), kterd mé dva minimalni prvky.
Reseni: Neexistuje.

Reseni neexistuje, protoze v linedrné usporadané mnoziné splyvaji pojmy nejmensiho a
minimalniho prvku viz.véta 7.3.1. Tedy v linearné usporadané mnoziné existuje nejvyse
jeden minimalni prvek.

[1.6.A9]. U.p. mnoziny A tak, aby uspofadand mnozina (24, C) byla lineArné uspota-
dana.

Reseni: A = {a}.
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Komentai: Uloha ma dvé mozna feseni, A = () nebo A je jednoprvkovi mnoZina.
Sestava-li se mnozina A alespon ze dvou prvki, tj. A = {a;,as, ...}, pak (24, C) neni
lineadrné uspofadand mnozina, protoze napt. {a;} € {a2} A {az} € {a:1}.

[1.6.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatecna
b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby v usporadané mnoziné (M, p) neexistoval maximalni prvek.

Reseni:
a) neexistuje nejvétsi prvek,

b) (M, ¢) = (N, <).
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§7: EKVIVALENCE A ROZKLADY

[1.7.A1]. U.p. relace ¢ na mnoziné Z, ktera je soucasné ekvivalenci i usporadanim. Déle
uvedte, kolik takovych relaci existuje.

Reseni: ¢ = {(z,7)|x € Z}, tzn. o je relace rovnosti na Z. Relace s pozadovanymi
vlastnosmi je jediné.

Komentai: Aby p byla soucasné ekvivalence a usporadani, musi byt souc¢asné reflexivni,
symetricka, antisymetrickd a tranzitivni. Je-li p reflexivni, pak jsou v hlavni diagonéle
samé jednicky. Je-li p symetrické, pak ve dvou rtiznych polickach, které jsou symetrické
podle hlavni diagonaly, jsou bud dvé nuly nebo dvé jednicky. Je-li ¢ antisymetrické, pak
ve dvou rtznych polickach symetrickych podle hlavni diagonaly nejsou dvé jednicky.
Dohromady dostavame, Zze v symetrickach polickach podle hlavni diagonaly musi byt
dvé nuly. Tedy ¢ musi byt relaci rovnosti (ktera je také tranzitivni).

[1.7.A2]. U.p. relace ¢ na mnoziné N, ktera je reflexivni a tranzitivni, ale neni ekviva-
lenci ani usporadanim.

Reseni: o = {(z,7) |z e N} U {(1,2),(1,3),(2,1)}

Komentar: Relace ¢ je ziejmé reflexivni a je také tranzitivni (rozmyslete si podrobné
pro¢ tomu tak je), o neni symetrickd, protoze 1 03 A 3 g1 a neni antisymetricka, protoze
102 A 291, tedy o neni ekvivalence a o neni usporadani.

[1.7.A3]. U.p. relace ekvivalence ¢ na mnoziné R tak, aby rozklad R/p (tj. rozklad na
R piislusny ekvivalenci o) mél pravé 3 t¥idy rozkladu.

Reseni: Vz,y € R polozime z oy < (z,y jsou kladnd) V (z = y = 0) V (z,y jsou
zaporna).

Komentai: Pro feseni je nutno zadat relaci ekvivalence a myslet pfitom na to, aby
R /o mél 3 t¥idy. V nasem piipadé je relace zadana v feSeni, pfi¢emz nasledné vychazi

R/o=R" R, {0}.

[1.7.A4]. U.p. rozkladu na R, ktery mé koneéné mnoho tfid, pficemz kazda tiida ob-
sahuje konec¢né mnoho prvki.

Reseni: Neexistuje.
Protoze sjednoceni konecné mnoho kone¢nych mnozin je kone¢nd mnozina, zatimco mno-
zina R je nekonec¢na.

[1.7.A5]. U.p. rozkladu na N, ktery ma nekoneéné mnoho t¥id, pficemz kazda t¥ida
obsahuje nekone¢né mnoho prvki.

Reseni: R = {{pF|k > 1,p; prvoéislo} U {x|x neni mocnina jednoho provocisla}}.
Komentai: Tridy uvedeného rozkladu jsou jednak mmnoziny sestavajici se z priroze-

nych mocnin daného prvocisla a jednak z mnoziny obsahujici ”ostatni prirozena ¢isla”.
Vzhledem k tomu, Ze prvocisel je nekonec¢né mnoho, dostavame nekonecné mnoho ttid.

[1.7.A6]. U.p. zobrazeni [ : R — Z tak, aby rozklad pfislusny zobrazeni f mél neko-
necné mnoho tiid rozkladu.

ReSeni: f(z) =a proz € {(a,a+ 1) pro a € Z.
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[1.7.A7]. U.p. zobrazeni f : R — Zs tak, aby rozklad pfislusny zobrazeni f mél
a) 2 tf¥idy rozkladu

b) 4 t¥idy rozkladu.

Reseni:

a)

C
f(x):{c? iig

b) Neexistuje.
Mnozina Zs; ma pouze 3 prvky.

[1.7.A8]. Uvedte vSechny hodnoty modulu m pro které ¢isla -7 a 7 patii do stejné
zbytkové tiidy podle tohoto modulu m.

ReSeni: m =1,2,7,14

Komentai: Cisla 7 a -7 maji po déleni modulem stejny zbytek, tzn.
T=km+r, kde0<r<m

—7=Ilm+r,kde0<r<m

a po odecteni dostavame 14 = (k —1).m = m|14 = m =1,2,7,14.

[1.7.A9]. U.p. podminky, ktera

a) je nutna, ale neni dostatecna

b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby relace o na mnoziné M byla ekvivalenci.

Reseni:

a) o je reflexivni,

b) o je relace rovnosti.

[1.7.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutna, ale neni dostateéna

b) je dostatecna, ale neni nutna

pro to, aby systém mnozin M = {A, B}, kde A, B C N, byl rozkladem na N.
Reseni:

a) A#0

b) A= {2k|k € N}
B={2k+1|keN}
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KAPITOLA 2:

ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

§1: STRUKTURY S JEDNOU OPERACI

[2.1.A1]. Uvedte, kolika riznymi zptisoby je mozno definovat operaci na mnoziné G =
{z,y,2}.

Reseni: 3 = 19683 riiznymi zptsoby

Komentai: Operace na mnoziné G je definovana jako libovolné zobrazeni G x G — G.

Operaci na mnoziné G je tedy tolik, kolik je zobrazeni G x G — G. Je-li tedy G
tiiprvkova, pak rtiznych zobrazeni G x G — G je pravé 33*3 = 39,

[2.1.A2]. U.p. grupoidu (G, -) tak, Ze tento grupoid mé jednicku, ale neni pologrupou.

Reseni: G = {a,b, c,d}, operaci - definijeme tabulkou:

a b ¢ d
alb a b c
bla b ¢ d
c|lb ¢ a c
d|la d a d

[2.1.A3]. U.p. grupoidu (G, -) tak, Ze v tomto grupoidu neplati zadkony o déleni.

Reseni: (G,-) = (N, +)
Komentar: (N, +) je ziejmé grupoidem. Pro a = 7,b = 1 jisté nenajdeme zadné x € N,
pro které by platilo a + z = b, tedy v (N, +) neplati zdkony o déleni.

[2.1.A4]. U.p. konecné pologrupy, kterd nemé neutralni prvek.

Reseni: ({a,b},"), operaci - definujeme tabulkou

b
a
a

O |

a
b
Komenta¥r: Ziejmé se jedna o grupoid, kde plati asociativni zdkon, tzn. ({a,b},-) je
pologrupa. Pfitom pologrupa neméa neutralni prvek e. Kdyby méla, pak by se u tohoto

prvku v prislusném radku opakovalo vodorovné zahlavi tabulky a v prislusném sloupci
by se opakovalo svislé zahlavi tabulky.
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[2.1.A5]. U.p. nekonecné pologrupy, ve které neplati zdkony o kréaceni.

Reseni: (Z,-)

Komentai: V této pologrupé neplati zdkony o kraceni, protoze napiiklad:
proa=1,b=2,c=0jel1-0=2-0A1+#2.

[2.1.A6]. U.p. pologrupy s jednickou, v niz k nékterému prvku existuji dva prvky in-
verzni.

Reseni: Neexistuje.
Protoze v pologrupé s jednickou ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni.

[2.1.A7]. U.p. dvou riiznych grup tak, ze kazd4 z téchto grup ma 10 prvki.
Reseni:

o (Gio,-), kde Gyp = {z € C| 2% = 1}, tzn. Gy se sestava ze viech 10-tych odmocnin
z 1 v oboru komplexnich ¢isel, operace - znaci nasobeni komplexnich ¢isel

o (Z19,+), kde Z1g = {Co,C4,...,Cy}, tzn. Zy je mnozina vSech zbytkovych t¥id
podle modulu 10 a operace + znaci sc¢itani zbytkovych trid podle modulu 10.

[2.1.A8]. U.p. dvou nekomutativnich grup tak, Zze jedna je konetné a druhé je neko-
necna.
Reseni:
o A={a,b,c}
G={f|f:A— A, [ je bijektivni zobrazeni}
(G, o) je nekomutativni koneéna grupa
e G={f|f:N—=N,f je bijektivni zobrazeni}
(G, o) je nekomutativni nekone¢na grupa.

Komentai: Skladani zobrazeni mnoziny A do mnoziny A je typickd nekomutativni ope-
race, kterd je vsak asociativni. K tomu, abychom dostali grupu, musime vzit bijektivni
zobrazeni. Za mnozinu A vezmeme konefnou mnozinu (pro vytvoreni kone¢né grupy)
nebo nekonecnou mnozinu (pro vytvoreni nekoneéné grupy).

[2.1.A9]. U.p. pologrupy, ve které plati zékony o déleni a neplati zdkony o kréceni.

Reseni: Neexistuje.
Pologrupa ve které plati zakony o déleni je grupa a v kazdé grupé plati zakony o kraceni.

[2.1.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutna, ale neni dostatecna
b) je dostatecna, ale neni nutna

c) je nutna a dostatecna

pro to, aby pologrupa (G, -) byla grupou.
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Reseni:
a) Pologrupa (G,-) ma neutralni prvek.
b) (G7 ) = (Z7 _'_)

c) V (G,-) plati zakony o déleni.

27



§2: Podstruktury struktur s jednou operaci 28

§2: PODSTRUKTURY STRUKTUR S JEDNOU OPERACI
[2.2.A1]. U.p. dvou disjunktnich podgrupoidt v grupoidu:

a) (N,-)

b) (N, +).

Reseni:

a) (Hy,-), (Hy,-), kde Hy = {1}, Hy = {2,4,6,...}.

b) Neexistuje.
Dokézeme, ze libovolné dva podgrupoidy (Hi,+) a (Ha,+) grupoidu (N, +) maji
vzdy neprazdny prunik a to tak, ze sestrojime prvek, ktery lezi v obou grupoidech.
Necht a € Hy; a b € H, jsou pevné prvky. Potom (uvédomme si, Ze nasobeni pfiro-
zench ¢isel je opakované séitani)

a-b=0b+b+---+b)eH Na-b=(a+a+---+a) € H

(. 4 . 7

Vv Vv
a-krat b-krat

tzn. a-b € H; N Hy, atedy Hy N Hy # 0.

[2.2.A2]. U.p. nekomutativniho podgrupoidu v grupoidu (Z,, -).

Reseni: Neexistuje.
Operace - je komutativni v Z5 a tedy musi byt komutativni i v libovolném podgrupoidu
grupoidu (Zia, -).

[2.2.A3]. U.p. grupoidu (G, -) s jednic¢kou e a jeho podgrupoidu (H, -), ktery
a) nemd jednicku

b) mé jednic¢ku, riznou od e.

Reseni:

a) (G,-), kde G ={e,a,b}, (H,-), kde H = {a,b} a operace - je definovana tabulkou:

T ® @

T ® 0|0
o T |
o T T|T

b) (G,), kde G = {e,a}, (H,-), kde H = {a} a operace - je definovana tabulkou:

® @
® OO
SV Ve
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Komentar:

a) Zvolme podgrupoid (H,-) tak, aby neobsahoval jednicku. Je vidét, Ze podgrupoid
(H,-) nemize byt jednoprvkovy. Tedy mnoZina G' musi byt alesponi 3-prvkova.

b) Zvolme podgrupoid (H, -) tak, aby obsahoval jednicku riznou od jednicky grupoidu
(G,-). Zde bude nejjednodussi zvolit jednoprvkovy podgrupoid. V tomto piipadé
tedy mnozina G muze byt 2-prvkova.

[2.2.A4]. U.p. grupy (G, -) a jejich dvou rtznych podgrup (Hy,-), (Hs, ) takovych, ze
(Hy U H,, )

a) neni podgrupou v (G, -)

b) je podgrupou v (G, ).

Reseni:

a) Grupa (R — {0},-) a jeji dvé rizné podgrupy (Q — {0},-), (R*,-).
b) Grupa (R —{0},-) a jeji dvé rtizné podgrupy (Q* — {0}, -), (R*,").
Komentar:

a) Mnozina Q — {0} U R" neni vzhledem k nésobeni - ani grupoid. Napf-.:
V2,-1€Q—{0} URF ale v2-(—1) = —v2 ¢ Q — {0} U R*.

b) Sjednocenim grup (Q* — {0},-), (R*,-) dostaneme grupu (R*,-), ktera je jisté pod-
grupou grupy (R,-). Poznamenejme, Ze lze dokézat, Ze sjednoceni dvou podgrup
(Hy,-), (Ha,-) je podgrupou v dané grupé (G, -) pravé kdyz jedna podgrupa je pod-
mnozinou druhé tj. H, C Hy, V Hy C H;.

[2.2.A5]. U.p. 17-ti prvkové podgrupy v grupé (C — {0}, ).

Reseni: (G,,,), kde G,, = {z € C| 2" = 1}, tzn. mnozina G,, se sestava ze viech n-tjch
odmocnin z 1 v oboru komplexnich ¢isel.

[2.2.A6]. Urcete vSechny podgrupy grupy celych ¢isel (Z, +), které obsahuji ¢islo 63.

Reseni:

Komenta¥r: Vime, ze (H,+) je podgrupa grupy (Z,+) pravé kdyz existuje celé neza-
porné ¢islo k tak, ze H = k - Z. Aby mnozina H obsahovala ¢islo 63, musime & polozit
rovno prirozenému déliteli ¢isla 63. Podgrup je pak tolik, kolik je pfirozenych déliteli
¢isla 63 a maji uvedeny tvar.
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[2.2.A7]. Popiste (vyétem prvki) vSechny netrividlni podgrupy:
a) v grupé (Zya, +)
b) v grupé (Zis, +).
Re
a)

eni:

Hy,+), kde Hy = {Cy, Cs, Cy, Cs,Cs, Cio }
H27 +)7 kde H2 - {007 037 067 09}

H37 +)7 kde H3 = {007 C47 08}

(Hy, +), kde Hy = {Cy, Cs}

—~ —~ —~ X

b) Neexistuje.
V této grupé existuji jen trividlni podgrupy ({Co}, +), a (Z13, +), protoZe pfirozeni
délitelé 13 jsou pouze 1 a 13.

Komentai:

a) Podgrup v grupé (Z,,, +) je tolik, kolik je pfirozenych délitel ¢isla m. Do mnoziny H
patii vzdy zbytkova tiida Cy a dalsi zbytkové tridy, které ziskame tak, ze k indexu
predchozi zbytkové tiidy pricitdme pfirozeného délitele k tak dlouho, dokud je to
mozné.

[2.2.A8]. U.p. netrivialni podgrupy v grupé (Zig, +), ktera

a) neobsahuje prvek Cg

b) neobsahuje prvek Cs.

Reseni:

a) Neexistuje.
Kazdé prirozené ¢islo, které déli ¢islo 16 a je mensi nez 16, musi délit i ¢islo 8. Kazda
podgrupa grupy (Zie, +) tedy obsahuje prvek Cs.

b) (H, +), kde H = {00,04, 08,012}.

Komentar:

b) Vybereme podgrupu (H,+), odpovidajici pfirozenému déliteli & ¢isla 16, ktery je
vétsi nez Cislo 2. Vidime, Ze existuji 2 mozné odpovédi, a to {Cy, Cy,Cs,C12} a
{Cy, Cs}.

[2.2.A9]. U.p. pfirozeného ¢isla m tak, aby grupa (Z,,, +) méla pravé

a) 4 podgrupy

b) 5 podgrup

c¢) k podgrup, kde k je libovolné pevné pfirozené ¢islo.

Reseni:
a) m=2=38
b) m =2 =16
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Komentafi: Grupa (Z,,,+) ma tolik podgrup, kolik je pfirozenych délitelt ¢isla m.
Pro ptipad a) 1ze za m zvolit i jind pfirozend ¢isla. Napiiklad m = 6. Nejjednodusi vsak
je, zvolit m tak, aby bylo mocninou prvocisla.

Pro piipad b), kdy pocet podgrup je prvocislo, musime zvolit m jako ¢tvrtou mocninu
néjakého prvocisla.

Pro vyfesni obecného piikladu c) je vhodné postupovat tak, Ze za m zvolime vhodné
¢islo tak, aby mélo pravé pozadovany pocet podgrup, tj. za m zvolime vhodnou mocninu
néjakého prvodisla, naptiklad &sla 2. Reseni c) je pak zobecnénim piikladii a) a b).
[2.2.A10]. Necht (G,-) je grupa; necht H C G. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostatecnd, ale neni nutna

c) je nutna a dostatecna

pro to, aby (H,-) byla podgrupou grupy (G, -).

Reseni:

a) (H,-) je podgrupoid v grupé (G, -).

b) (Hv ) = (2'27 +)7 (Gv ) = (Zv +)'

c) ProVa,be H plati: a-b~! € H.
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§3: STRUKTURY SE DVEMA
OPERACEMI A JEJICH PODSTRUKTURY

[2.3.A1]. U.p. okruhu, ve kterém neplati omezené zakony o kraceni.

Reseni: (Zg, +,-)

Komentar: Vime (viz véta 3.2.), Ze platnost omezenych zakonu o kraceni je ekviva-
lentni neexistenci délitelti nuly. Jinak feceno, neplatnost omezenych zakont o kraceni je

ekvivalentni existenci délitelti nuly. Stac¢i tedy uvést priklad okruhu, ktery méa délitele
nuly, napt. (Zg, +, ).

[2.3.A2]. U.p. okruhu, ktery nemé délitele nuly a pfitom neni oborem integrity.
Reseni: ({z},+,")

Komentai: Pokud mame nalézt okruh, ktery nemé délitele nuly a pritom neni oborem
integrity, musime porusit alespon jednu ze zbyvajicich podminek definice oboru integrity
a to bud okruh musi byt trividlni nebo nekomutativni nebo nesmi mit jednicku. Nej-
jednodussi je uvazit trivialni okruh, ten totiz neméa délitele nuly a zaroven je porusena
definice oboru integrity.

[2.3.A3]. U.p. konecéného oboru integrity, ktery neni télesem.

Reseni: Neexistuje.

Podle véty 3.8. je kazdy konecny obor integrity télesem.

[2.3.A4]. U.p. nenulového prvku v okruhu (Z;7, +, -), k némuz neexistuje prvek inverzni

(vzhledem k operaci -).

Reseni: Neexistuje

(Z7,+,-) je obor integrity, protoZe pfirozené ¢islo 17 je prvocislo. Zaroven je také ko-
necny obor integrity, protoze mnozina Zi7 je konecna. Kazdy konecny obor integrity je
téleso. V télese vsak existuje k libovolnému nenulovému prvku existuje prvek inverzni.

[2.3.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutna, ale neni dostatecna

b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby okruh (R, -+, ) byl oborem integrity.
Reseni:

a) (R,+,-) je netrivialni okruh.

b) (R,+,-) je téleso.
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§4: CISELNA TELESA

[2.4.A1]. U.p. télesa, které neni ¢iselnym télesem.

Reseni: (Zi7,+,)

Komenta¥r: Vybereme takové téleso (T, +,-), kde mnoZina 7' neni podmnozina kom-
plexnich ¢isel.

[2.4.A2]. U.p. c¢iselného télesa, které neni oborem integrity.

Reseni: Neexistuje.

Kazdé téleso, tedy i ciselné téleso je vzdy obor integrity.

[2.4.A3]. U.p. ¢iselného télesa, které neobsahuje ¢islo 13.

Reseni: Neexistuje.

Cislo 13 je racionalni ¢islo. Pokud je (T, +, ) ¢iselné téleso, pak T obsahuje mnozinu Q
v8ech raciondlnich ¢isel (viz véta 3.10.), tedy obsahuje i ¢islo 13.

[2.4.A4]. U.p. ¢iselného télesa, které neobsahuje ¢islo v/13.

Reseni: (Q,+,").

Komentar: Ziejmé (Q, +, ) je ¢iselné téleso. Mnozina Q vsech racionédlnich ¢isel neob-
sahuje ¢islo v/13.

[2.4.A5]. U.p. c¢iselného télesa, rtizného od (C, +, -), které obsahuje ¢islo (1 + 7).
Reseni: Q(i) = {a +bi|a,b € Q}.

Komentai: Tento priklad ukazuje, Ze existuji i ¢iselna télesa rtzna od télesa vSech
komplexnich ¢isel, ktera se neomezuji pouze na redlnou osu (nejsou podmnozinou télesa
vSech realnych disel).

[2.4.A6]. Udejte, kolik existuje riznych ¢iselnych téles.

Reseni: Ciselnych téles existuje nekone¢né mnoho.

Komentai': Napiiklad téles tvaru (Q(/p), +, -), kde p je prvodislo, je nekone¢né mnoho,
protoze prvocisel je nekone¢né mnoho.

[2.4.A7]. U.p. ¢iselného télesa (T, +, ) tak, ze plati: Q C T' C R.
Reseni: (Q(v/2), +,-).

[2.4.A8]. U.p. kone¢ného ¢iselného télesa.

Reseni: Neexistuje.

Vsechna c¢iselna télesa obsahuji mnozinu QQ vSech racionalnich ¢isel, ktera je nekonecna.
Proto je kazdé ciselné téleso také nekonecné.

[2.4.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutn, ale neni dostatecna
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b) je dostatecna, ale neni nutna

c) je nutna a dostatecna

pro to, aby (T, 4+, -) bylo ¢iselné téleso.

Reseni:

a) (T,+) je komutativni grupa.

b) T'= Q a operace +, - jsou operace s¢itani a nasobeni ¢isel.

c) T je alespon dvouprvkova podmnozina mnoziny C vSech komplexnich ¢isel, uzaviena
vzhledem k odecitani ¢isel a vzhledem k déleni nenulovym cislem.
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