MASARYKOVA UNIVERZITA

PRIiRODOVEDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Bakalarska prace

BRNO 2024 SARKA DIVACKA






MASARYKOVA
UNIVERZITA

Rﬁl’RODovéDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Zobrazeni pro zacatecniky

Bakalarska prace

Sarka Divacka

Vedouci prace: RNDr. lva Dfimalova Ph. D.  Brno 2024






Bibliograficky zaznam

Autor:

Nazev prace:
Studijni program:

Studijni obor:

Vedouci prace:
Akademicky rok:
Pocet stran:

Klicova slova:

Séarka Divécka

Ptirodovédeckd fakulta, Masarykova univerzita
Ustav matematiky a statistiky

Zobrazeni pro zaciteCniky

Fyzika se zaméfenim na vzdélavani

Fyzika se zaméfenim na vzd€lavani, Matematika se zaméfenim
na vzdélavani

RNDr. Iva Dfimalova Ph. D.
2023/2024
xiii + 53

Mnozina; Zobrazeni; Injektivni zobrazeni; Surjektivni zobrazeni;
Bijektivni zobrazeni; Inverzni zobrazeni; SloZzené zobrazeni






Bibliographic Entry

Author:

Title of Thesis:

Degree Programme:

Field of Study:
Supervisor:
Academic Year:
Number of Pages:

Keywords:

Sarka Divdckd

Faculty of Science, Masaryk University

Department of Mathematics and Statistics

Map for beginners

Physics focused on teaching

Physics focused on teaching, Mathematics focused on teaching
RNDir. Iva Dffmalova Ph. D.

2023/2024

Xxiii + 53

Set; Map; Injective map; Surjective map; Bijective map; Inverse
map; Composite map






Abstrakt

V této bakaléiské préci se vénuji zobrazenim na drovni predmétu Zaklady matema-
tiky, zvlasté pak podrobnému feseni piikladd na toto téma obsaZenych ve sbirce uréené
k tomuto predmétu. Cilem této prace je slouzit jako podplrny materidl pro studenty, aby
1épe porozuméli tématu zobrazeni a vyjasnili si potencidlni nejasnosti. Kromé feSenych
prikladid ze sbirky prace obsahuje podrobny rozbor definic a vét z této kapitoly doplnény
elementarnimi piiklady a jejich detailnim feSenim. Diraz je kladen zvlasté na oblasti, které
studenti identifikovali jako problematické v dotazniku.

Abstract

In this thesis I focus on maps at the level of the Fundamentals of Mathematics subject,
especially on detailed solutions to exercises on this topic contained in a collection intended
fot this subject. The aim of this work is to serve as a supportive material for students to
better understand the topic of maps and clarify any potential uncertainties. In addition to
solved exercises from the collection, the thesis includes a detailed analysis of definitions
ans theorems from this chapter, supplemented with elementary examples and their detailed
solutions. Emphasis is particularly placed on areas that students identified as problematic
in the questionnaire.
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Uvod

Tato bakalédiskd price se zaméfuje na zobrazeni probirand v rdmci predmétu Zaklady
matematiky a nabizi podrobny pohled na jejich teoretické aspekty a praktické aplikace.
Dtivodem vybéru tohoto tématu je snaha ulehcit studentm tohoto pfedmétu jejich nastup
na vysokou Skolu, nebof je pfedmét Zdklady matematiky vyuc€ovin v prvnim semestru a
je tak prvnim setkdnim studentd s vysokoskolskou matematikou, kterd se od stfedoskolské
na prvni pohled velmi lisi.

V prvni ¢asti prace se vénuji dotaznikovému Setieni, jehoZz cilem bylo zjistit potfeby a
problémy studentt v oblasti zobrazeni. Na zdkladé ziskanych dat predstavuji své komentate
a postfehy. Druhd kapitola se zaméfuje na teoreticky rozbor zobrazeni, vcetné definic a
vét, doplnény elementarnimi piiklady. Ve tfeti kapitole se vénuji feseni piikladd ze sbirky
uréené k tomuto predmétu, kde ukazuji konkrétni aplikace teorie v praxi.

V této préci je pouZito stejné znaceni jako ve skriptech.

Tento text je upravenou verzi bakaldtské prace — jsou zde opraveny chyby, které byly v
pivodnim textu.






Kapitola 1

Dotaznikové Setreni

Cilem této préace je vytvorit materidl pro budouci studenty predmétu Zaklady matematiky,
ktery by jim pomohl k lepSimu porozuméni kapitole o zobrazenich, a kde by si mohli
zkontrolovat, popf. najit, feSeni piikladd ze sbirky k tomuto predmétu. Nez jsem zacala
préci psat, provedla jsem dotaznikové Setfeni a zeptala se touto formou soucasnych studentt,
co jim v této kapitole déld problém a co by si ptdli podrobné vysvétlit. Tento dotaznik
vyplnilo 28 studenti, ktefi predmét Zaklady matematiky absolvovali v podzimnim semestru
2023. Mimo to jsem se také (v roli pozorovatele) zucastnila cviceni v predmétu Zaklady
matematiky, na kterém se pravé téma zobrazenich probiralo a méla jsem tak moZnost
vypozorovat, co déla studentim problémy a co je naopak naprosto jasné. Déle jsem také
tyto studenty toto téma doucovala. Pfi t€chto dvou osobnich setkanich pfimo se studenty
jsem si chtéla jednat ovéfit, Ze to, co pisi v dotazniku, je skute¢né pravdivé a neptibarvuji
si to, aby ,,vypadali chytieji*, pak také ziskat vice informaci o tom, co jim d€la problém a
tteba je ani nenapadne uvést to v dotazniku, protoze jsou zde vyraznéjsi problémy a tfeba
jim nékteré véci pripadaji jako nepodstatné drobnosti, ale ve skutecnosti jsou velmi dilezité
a v pochopeni daného problému mohou velmi pomoct. Tato setkdni splnila m4 ocekavani.
Studentiim délalo problém téméf piesné to, co jsem ocekdvala (pamatovala jsem si, Ze i
ja a mi spoluZici jsem s tim méli problémy), ale nasly se i véci, které by mé samotnou
nenapadlo v praci zmifiovat, ale z té€chto setkdni jsem vypozorovala, Ze je to potfeba.

Nejvice studentli uvedlo, Ze jim d€la problém dokazat injektivitu a surjektivitu zobra-
zeni a Ze se jim tyto dva typy hodné pletou nebo si rozdil mezi nimi ani nedokézi predstavit.
Jeden ze studentl napsal:

,,Nejveétsi problém je pro mé& injektivni a surjektivni zobrazeni. Definice se hodné pletou, 1
dikazy jsou podobné. DiileZité je si to umét predstavit.*

Pochopeni téchto dvou pojmi je pro feSeni pfikladi této kapitoly velmi dileZzité. Studenti
se jejich definice ¢asto nauc¢i zpaméti, a protoZe jsou si velmi podobné, dost se jim pak
pletou. Proto, jak piSe tento student, je diileZité si to umét predstavit, aby byl jasny rozdil
mezi t€mito pojmy. V mé prici proto tyto pojmy velmi podrobné rozeberu, ukdzu je
na jednoduchych piikladech doplnénych o nazorné schémata. Divod, pro¢ se tomuto
studentovi pletou jejich dikazy, je mi ov§em zdhadou. Diikaz injektivity a surjektivity
se z mého pohledu velmi 1isi. Jedind moZnost, pro¢ by se mohly plést je pouze to, Ze
student pojmy Spatné nebo ne uplné chape, pletou se mu dohromady, a poté je pro né&j

_3-



4 Kapitola 1. Dotaznikové Setieni

dokazovani opravdu nepochopitelné. K dikaziim téchto vlastnosti se vyjadfila i spousta

oA Y4

dal$ich studentd, z nichz jeden na otazku, co je pro néj v tomto tématu nejtézsi, uvedl:

,,Dikazy, uvést piiklad je jednoduché, dokazat, Ze o ném plati urcité vlastnosti je

vevs

Tento student chtél z nejvétsi pravdépodobnosti fict, Ze mu nedéla problém dokdzat, Ze
zobrazeni injektivni, reps. surjektivni, neni. V takovém piipade¢ totiZ staci uvést protiptiklad,
kde je porusena vlastnost téchto zobrazeni a diikaz je hotov. Naopak mu ale déla problém
dokdzat, Ze zobrazeni injektivni, reps. surjektivni je. Stejny problém, jako ma tento student,
jsem pozorovala jak na cviceni, kterého jsem se zdcastnila, pii douCovani a i v dotazniku se
objevoval Casto. Opét je zde problém hlavné v tom, Ze studenti nechdpou pojmy injektivni
a surjektivni zobrazeni zcela spravné a tedy nechdpou ani to, pro¢ se tyto véci dokazuji
tak, jak se dokazuji. To nicméné vyjadril dalsi ze studentii v dotazniku, ktery by si v této
praci rad precetl pravé to, pro€ se tyto vlastnosti zobrazeni dokazuji tak, jak se dokazuyji:

,,Rozebrani toho, pro¢ nékteré vlastnosti dokazujeme zpusoby, jakymi je dokazujeme.
Napftiklad pro¢ ndm u surjektivity staci najit jen jeden piedpis, to mi intuitivné nedava
smysl.*

Z divody Castych problémi studentd s pochopenim diikazii se v této praci pokusim co
nejnazornégji vysvétlit diikkazy téchto vlastnosti. Pro¢ se dokazuji pravé tak, jak se dokazuji.
Pro¢ u dikazu surjektivity sta¢i najit ke kazdému obrazu jen jeden vzor a neni tfeba hledat
vSechny apod. Injektivni zobrazeni vétSiné studentd problém ned€ld, u dikazi surjektivity
ma ovSem problém vétSina studentl. Tento mij postieh vyjadril vystizné dalsi ze studentt:

,Vim, jak surjektivni zobrazeni vypadd, ale na rozdil od injektivniho, které se dokdze s
predpokladem f(a) = f(b) a ukdZeme, Ze a = b, tomu vibec nerozumim.*

U dikazu injektivity ur¢itého zobrazeni podle mé neni tolik problémi, protoze existuje
univerzalni zplsob, jak se to déla (jak uvadi tento student). Pro diikaz surjektivity vSak nic
takového nenf a studenti se nejprve musi v daném zobrazeni f: A — B dobfe zorientovat
andsledné vytvofit predpis, ktery kaZzdému prvku mnoZiny B pfifadi néjaky prvek mnoZiny
A. A pravé to déla studentim problém, nevi, jak si dané zobrazeni schématicky nakreslit
¢i jak si vytvofit predstavu o tom, jak néjaké zobrazeni funguje. Proto se v této praci budu
snazit klast velky diraz na nazornost, zobrazeni schématicky zndzornovat, zdliraziovat,
jak jsem pfiSla na to, Ze urcity predpis skute¢né funguje, ale také, Ze feSeni nemusi byt
jediné a student muZe najit jiné neZ ja, ale rovnéZ spravné.

Dalsi Casto uvadény problém je, Ze student se domnivd, Ze rozumi teorii, ale nedokdze
ji aplikovat na ptiklady:

//////

na prikladech na cviceni. Casto mam dojem, Ze i pies znalost pojmu netusim, jak s nimi
v praxi nakladat.*

Dalsi uvedl:
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,,Nejveétsi problém mi déla prevedenti teoretickych informaci do prikladii. K ¢emu vyuziji
néjaké véty v prikladech, jak presné definice a véty pouzit?*

Tyto problémy jsem pozorovala také kdyZ jsem se byla na jedné z hodin, na které se téma
zobrazeni probiralo, podivat. Myslim si, Ze studenti se nauci definice a véty z prednasky
nazpamét, a to pro né znamend, Ze jim rozumi. Ve skutecnosti se ale jen nauc¢i néjakou
Hfikanku* a pfi dotazu, zda to miZou vysvétlit vlastnimi slovy, si uvédomi, Ze vlastné viibec
nevi, o ¢em ta ,fikanka“ je. Abych studentim pomohla s porozuménim definicim a vétam
v této kapitole, budu, jak uZ jsem uvedla, jejich obsah v této praci podrobné rozebirat,
ukazovat na schématech riiznych zobrazeni a vytvaret k nim jednoduché piiklady.
Studenti také uvadéli, Ze nerozumi zadanim piikladi:

,Vétsinou ze zadanych piikladii nevim, co je po mné pozadovano, jelikoZ zadani je
napsané zbytecné slozité. KdyZz pochopim zaddni, tak vétSinou neni tak sloZité vymyslet
odpovéd.*

VvV

odpovédél:
,INeschopnost spravné interpretovat symboly v zad4ni.*

Kvili témto problémim studentl pii feSeni jednotlivych piikladd preformuluji zadani do
vlastnich slov a vysvétlim symboly, které by mohly byt nejasné. Zdani, Ze jsou piiklady
zadény slozité, je podle mé zplisobeno hlavné tim, Ze si studenti jesté dostate¢né neosvojili
vSechny pojmy ¢i matematické znaceni. Pfiklady dle mého ndzoru nejdou zadat jednoduse;i,
maximalné je mozné matematické symboly vyjadrit slovné. Studenti by vSak toto znaceni
bud’ méli znat, nebo nové symboly lze najit ve skriptech pfisluSnych predmétu Zaklady
matematiky, tedy nevidim diivod zadavani piikladi bez matematickych symboli.

Celkové studenti uvadéli, Ze by ocenili co nejvice obrazk(, jednoduché piiklady na
vysvétleni novych pojmi a preformulovani definic a vét vlastnimi slovy. Jeden student
napsal:

,,Nejveétsi problém u mé byl si predstavit, co rizna zobrazeni délaji a jak je poznat. Tato
¢ast mi pfisla hodné abstraktni a musel jsem si to dost dlouho &ist a snaZit se vytvaret
vlastni piiklady riznych zobrazeni a to vZdy nemuselo byt spravné a vedlo k nespravné
interpretaci zobrazeni.*

Dalsi studentka uvedla:

,,DEl4 mi nejvetsi problém si predstavit dané zobrazeni tzn. vytvofit si schéma, abych se
v tom lépe zorientovala.*

A dalsi napsala:

,Potfebovala bych vice trividlnich a nazornych piikladi pro lepsi pochopeni tématu i
pojmi v ném obsazenych.*
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Vsechny tyto body povaZzuji i ja za velmi uzite¢né a do této prace je zahrnu. U pfeformu-
lovavani definic a vét do vlastnich slov je ovSem tfeba davat si velky pozor, aby tak ziistalo
vSe podstatné. Myslim si, Ze pro studenty na zacatku studia na vysoké Skole je Casto lepsi
naucit se definici ¢i vétu nazpaméf ve znéni uvedeném ve skriptech, nebof pfi snaze fict to
vlastnimi slovy ¢asto studentim vypadne néjaky predpoklad apod. a definice ¢i véta neni
spravnd. Je ovSem tfeba, aby student chépal, co dané definice ¢i véta fika a umél to pouZit.
I proto si myslim, Ze je tfeba tyto definice a véty podrobné rozebrat a ukézat jejich vyznam
na jednoduchych prikladech.

Studenti samozfejmé zminiovali 1 dal$i véci, a to hlavné vysvétleni pojmu mohutnosti
mnozin (idedlné na schématech pro ndzornost) a ddle dikazy stejné a nestejné mohutnosti
riznych mnoZzin, které jim nejsou jasné. Ddle by se radi docetli néco o nutné a dostate¢né
podmince, které se sice v tomto tématu také pouZzivaji, ale jejich vysvétleni je pfedmétem
spiSe diive probiranych kapitol v predmétu Zdklady matematiky. Vysvétleni nutné a dosta-
te¢né podminky ov§em neni jedinym tématem z jiné kapitoly, o kterém by se studenti radi
docetli vice. V dotazniku se objevovali véci z mnoha riznych kapitol mimo zobrazeni, a
to hlavné k relacim, coz pfisuzuji tomu, Ze se studentim smichalo vSechno dohromady,
nebof na kapitolu o zobrazenich navazuje pravé kapitola o relacich. Na tyto véci jiz v této
praci bohuZel nezbude prostor, mohou vSak byt motivaci pro dals$i podobné préce.



Kapitola 2

Teorlie

V této kapitole podrobné rozeberu definice a véty z kapitoly Zobrazeni. Jejich obsah a
pouziti ilustruji na jednoduchych ptikladech, které pro lepsi predstavu doplnim o obrazky.

Definice 1.

Necht A, B jsou libovolné mnoZiny. Predpis f, ktery kazdému prvku mnoZiny A pfifazuje
pravé jeden prvek mnoZiny B, se nazyva zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B. PiSeme
pak f:A — B.

Co je to zobrazendi, 1ze ukazat na jednoduchém piikladu. Pro mnoZiny
A=/{a,b,c,d,e,f,g.hij};B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

je dan predpis f pomoci Sipek v ndsledujicim schématu:

. 0000000000

BV N R VAN V4

Aby to bylo zobrazeni musi podle definice byt kazdému prvku mnoZiny A pfifazen
pravé jeden prvek mnoziny B. V feli Sipek ve schématu to znamend, Ze od kazdého prvku
mnoziny A musi vést pravé jedna Sipka, coz je zde splnéno.

V definici zobrazeni neni fe¢eno nic o tom, kolik prvkili se ma zobrazit na kazdy prvek
mnoZiny B, tedy zde Zddnd takovd podminka neni. V feci Sipek to znamend, Ze ke kazdému
prvku mnoZiny B muze vést libovolné mnozstvi Sipek. Proto je v potddku, Ze jsou zde
prvky mnoziny B, na které se nezobrazil Zadny prvek z mnoZiny A (napt. 2), dale prvek
v B, na ktery se zobrazil pravé jeden prvek z A (prvek 10) a také prvky v B, na které se
zobrazilo vice prvkli z A (napf. 1).

Predpis zadany timto schématem je tedy zobrazeni. Zobrazeni nemuselo byt zaddno
schématem, ale pfedpisem, ktery by pro tento piipad vypadal nasledovné:

fle)=1f(d)=f(g)=5:f(e) =f(f) =6:f(h) = f(i) =8 f(j) =10

~
—
<
~—
I
~
—
S
~—
I



8 Kapitola 2. Teorie

Prvky mnoziny A se nazyvaji vzory a jim pfislu$Sné prvky mnoZiny B se nazyvaji obrazy.
Napf. prvku j € A je timto zobrazenim pfifazen prvkem 10 € B, tedy j je vzorem prvku
10 a prvek 10 je obrazem prvku j. MnoZina A se nazyva defini¢ni obor a mnoZina B se
nazyva obor hodnot.

Co naopak zobrazeni neni, se ukaze opét na konkrétnim ptikladu. Pro stejné mnoziny
A a B bude tentokrat din predpis f pomoci schématu takto:

R 006606 o

H\./Vl\l\l)(

Toto zobrazeni neni, protoZe prvku a jsou piifazeny tifi prvky 1,2,3, prvku b neni
pfifazen zZadny prvek apod. Je zde tedy problém v tom, Ze kazdy prvek z A nemd pravé
jeden obraz v mnoZiné B.

Pri dikazu toho, jestli néjaky ptedpis je ¢i neni zobrazeni, se vyuZiva skutecnosti, Ze
kazdy prvek z mnoZiny A musi mit pravé jeden obraz v mnoziné B (od kazdého vzoru musi
vést prave jedna Sipka). Staci tedy dokazat, Ze kazdému prvku mnozZiny A je pfifazen prave
jeden prvek mnoziny B. Pokud existuje néjaky prvek mnoZiny A, kterému je pfifazeno vice
¢i zadny prvek mnoziny B, tak se o zobrazeni nejednd. Jako dikaz této skutecnosti staci
uvést priklad takového prvku mnoZiny A.

Mgéjme A = B = Z a piedpis f; : A — B, kde f1(x) = x. Graficky je f; na obrazku
niZe. Tento predpis je skutecné€ zobrazenim, nebof se kazdy prvek mnoZiny A zobrazi pravé
na jeden prvek mnoZiny B a to konkrétn€ sdm na sebe.

3 2 A 1

0 3

|||

Nyni méjme A = Z a B = IN a ptedpis f» : A — B stejny jako v pfedchozim piipad¢,
tedy f>(x) = x. Graficky je f» na obrdzku niZe. Tento predpis zobrazeni nezaddva, protoze
vSechny prvek mnoZiny A, které jsou mensi nebo rovny 0 zde nemaji Zadny obraz v mnoZziné
B. Obecné by pro dikaz toho, Ze néjaky predpis neurcuje zobrazeni stacilo uvedeni jednoho
prvku, ktery nespliuje definici zobrazeni, tedy v tomto pfipadé napiiklad prvku O € A, ktery

s v 7z

nemd zadny obraz v mnozin€ B. Neni tfeba hledat vSechny prvky, které nespliiuji definici.
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Definice 2.
Zobrazeni f : A —> B se nazyva

* injektivni zobrazenti, jestlize kazdy prvek z mnoZiny B ma pfi zobrazeni f nejvySe

jeden vzor.
Injektivni zobrazeni je napfiklad zobrazeni f| definované schéma-
A &4 tem vlevo. V injektivnim zobrazeni se na kazdy prvek mnoZiny B
zobraz{ maximélné jeden prvek mnoZiny A (v f1 se na prvky 1,2,4
w‘% zobrazi pravé jeden prvek a na prvky 3,5 se nezobrazi zadny).
Receno pomoci $ipek ve schématu: ke kazdému prvku mnoZiny
v ‘ B vede maximalné jedna Sipka (k prvkim 1,2,4 vede pravé jedna

Sipka, k prvkiim 3,5 nevede z4dn4 $ipka). Regeno jinak:
'/‘ kazdé dva ruzné prvky mnoziny A se zobrazi na dva ruzné
prvky mnoziny B
(pro dvojici a,b je f(a) =1 a f(b) =4, tedy f(a) # f(b), pro
dvojici b,c je f(b) =4 a f(c) =2,tedy f(b) # f(c) a pro dvojici
a.cje f(a) =1a f(c) =2, tedy f(a) # f(c)).

Prfi dikazu injektivity uréitého zobrazeni se vyuZiva pravé toho, ze se kazdé dva rizné
prvky mnoZiny A zobrazi na dva rizné prvky mnoZiny B. Injektivita zobrazeni se dokaze
tak, Ze se pro prvky x,y € A predpokldd4, Ze se rovnaji jejich obrazy f(x) = f(y) a dokdze
se, Ze v tom pripadé se x = y.

Ukdézka na piikladu: Mé&jme zobrazeni f : A — B,kde A = {1,2,3}

a B ={2,3,4}, dané predpisem f(x) = x+ 1 (schéma tohoto zob-

razeni je vpravo). Pro toto zobrazeni se tedy predpoklada

"4
Yy €A: f(x) = f(y) | @—>

: @—

a z toho je ukaze
f)=f0)=x+l=y+l=x=y. VryecA

. e Y 1 @ —
Toto zobrazeni tedy je injektivni, protoZe rovnaji-li se obrazy dvou .
vzoru, pak se rovnaji i tyto vzory, tedy kazdy obraz ma nejvyse jeden

VZOT.
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Pri dikazu toho, Ze zobrazeni injektivni neni, je tfeba pouze najit
protiptiklad. Tedy najit dva prvky x,y € A, které maji stejny obraz,

A tedy f(x) = f(y), alex # .
3 Ukézka na piikladu: M&jme zobrazeni g: A — B,kde A = {1,2,3}
1 @ aB=1{1,2,3}, dané predpisem g(x) = 1 (schéma tohoto zobrazen{
j' je vlevo).
Toto zobrazeni injektivni neni, protoZe naptiklad

' @ g(1) =g(2), alel #2.

Toto neni jediny moZny protipfiklad. Lze uvést také dvojici g(1) =
g(3).ale 1 # 3 nebo g(2) = g(3) , ale 2 # 3.

Definice 3.
Zobrazeni f : A — B se nazyva

* surjektivni zobrazeni, jestlize kazdy prvek z mnoZiny B m4 pfi zobrazeni f alespon
jeden vzor.

A &l Surjektivni zobrazeni je naptiklad zobrazeni f, definované schéma-
tem vlevo. V tomto zobrazeni se na kazdy prvek mnoZiny B zobrazi
alesponi jeden prvek mnoZiny A (na prvek 1 se zobrazi jeden pr-
vek a na prvky 2,3 se zobrazi dva prvky). Re¢eno pomoci Sipek ve

schématu: ke kazdému prvku mnoZiny B vede alespoi jedna Sipka
7Z (k prvku 1 vede jedna Sipka, k prvkim 2 a 3 vedou dvé Sipky).

®

N &
00600

Receno jinak:
’ ke kazdému prvku mnoziny B lze najit jeho vzor v mnoZziné A ‘
(vzorem prvku 1 je prvek b, vzorem 2 je a ad, vzorem 3 je c a e).

Q_

[

Toho, Ze ma v surjektivnim zobrazeni kazdy prvek mnoZziny B vzor, se vyuziva pii dikazu,
a to tak, Ze se hleda pravidlo, dle kterého Ize najit vzor pro kazdy prvek mnoZiny B (pro
kazdy prvek mnoziny B staci nalézt jeden vzor, neni tieba hledat vSechny). Pokud se jednd
o zobrazeni mezi mnoZzinami, které maji malo prvki, sta¢i nalézt ke kazdému obrazu vzor
a neni tfeba hledat pfedpis. U mnoZin obsahujicich velké mnoZstvi prvk, resp. nekone¢né
mnoho prvki, je tento postup prili§ zdlouhavy a neefektivni, resp. nemozny, a je tieba
hledat predpis.
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Ukdazka na piikladu: Pro stejné zobrazeni f jako vySe (schéma
vpravo) se dokaZe surjektivita tak, Ze se pouhym vyjadieni x z pt-
vodniho predpisu zobrazeni f najde predpis, dle kterého lze najit
kazdému prvku mnoZiny B vzor. Pro vSechna x plati, Ze

fx)=x+1=x=f(x)—1.

Jelikoz se zde jedna o dvé mnozZiny, které maji pouze ti'i prvky, stacilo
by najit ke kazdému prvku z B vzoribez predpisu (f(x) =2 =x =1,
f(x)=3=x=2,f(x) =4=x=23).

11

Toto zobrazenti je tedy surjektivni.

-~

%

(€3]

N
0 0 >

Pri dikazu, Ze zobrazeni surjektivni neni, staci opét pouze uvést
protipiiklad, tedy najit prvek mnoziny B, ktery nema zZadny vzor.
Ukazka na prikladu: Pro stejné zobrazeni g jako vySe (schéma vlevo)
jde vidét, Ze surjektivni neni, protoZe napiiklad prvek 2 € B nema
7adny vzor. Toto neni jediny moZny protiptiklad, 1ze uvést také prvek
3 € B, ktery také nema vzor.

Definice 4.

jeden vzor.

Zobrazeni f : A — B se nazyva

* bijektivni zobrazeni, jestli kazdy prvek z mnoZiny B ma pfi zobrazeni f pravé

N

- @
10%:
<@
/@

@—

[

Bijektivni zobrazeni je naptiklad zobrazeni f3 definované schéma-
tem vlevo. V tomto zobrazeni se na kazdy prvek mnoZiny B zobraz{
pravé jeden prvek z mnoZiny A (prvek 1 € B mé vzor ¢ € A, prvek
2 € Bmavzora € A, atd. - kazdy prvek mnoziny B ma pravé jeden
vzor). V feli Sipek je bijektivni zobrazeni takové, kde ke kazdému
prvku mnoZiny B vede pravé jedna Sipka (pfi pohledu na schéma
vlevo je vidét, Ze skutecné ke kazdému prvku mnoZiny B vede pravé
jedna Sipka). Toto zobrazeni
je injektivni a surjektivni zaroven.

(V injektivnim zobrazeni maji kazdé dva rGzné prvky mnoziny A
rizné obrazy a v surjektivnim ma kazdy prvek mnoziny B alespoii
jeden vzor, coZz dohromady dava, Ze kazdy prvek mnoZiny B ma
prave jeden vzor. V feli Sipek je injektivni zobrazeni takové, kde
ke kazdému prvku mnoZiny B vede nejvyse jedna Sipka, surjektivni
takové, kde je kazdému prvku mnoziny B vede alesponi jedna Sipka,
tedy pokud plati obé tyto vlastnosti vede ke kazdému prvku mnoZiny
B pravé jedna Sipka a zobrazeni je bijektivni.)
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Bijektivita se dokazuje tak, Ze se pro dané zobrazeni dokédze injek-
tivita i surjektivita. 1 @—
Tedy naptiklad zobrazeni f (schéma vpravo), pro které bylo vyse

dokézéano, Ze je injektivni 1 surjektivni, je bijektivni. Z . ?
1 @—
A Pro diikaz toho, Ze zobrazeni bijektivni neni, se ukaze, Ze neni in-
3 jektivni nebo surjektivni (staci najit jeden protipiiklad).
1 . Tedy napfiiklad zobrazeni g (schéma vlevo), pro které bylo vySe do-
kazéano, Ze neni injektivni ani surjektivni plati, Ze neni ani bijektivni.

Nebylo by ani v pfipadé, Ze by jednu tuto vlastnost spliiovalo a dru-
hou ne (bylo injektivni, ale nebylo surjektivni nebo nebylo injektivni,
3 . ale bylo surjektivni).

Definice 5.
Necht f : A — B je bijektivni zobrazeni. Definujeme zobrazeni f~! : B — A takto :
pro kazdé y € B poloZime

o) =a,

kde a je ten prvek z mnoZiny A, ktery je vzorem prvku y pii ptivodnim zobrazeni f.
Zobrazeni f~! se potom nazyvi inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Inverzni zobrazeni tedy vznikne tak, Ze se z mnoZiny obrazd stane mnoZina vzoru
a z mnoziny vzord mnoZina obrazl a toto zobrazeni k sobé prifadi stejné prvky jako
v ptivodnim zobrazeni. Vysvétleno na schématu - staci otocit Sipky naopak nebo prohodit
mnozinu obrazid a vzoru a spojit Sipkou ty prvky, které byly spojeny v ptivodnim zobrazeni
(o obou ptipadech vyjde to stejné inverzni zobrazeni).

A g Ay A

0/. 0./. a
o, 1ee. .0%e
t/. v v

Je zfejmé, pro¢ musi byt zobrazeni bijektivni — kdyby nebylo, néjaky prvek mnoZina B
by mohl byt v pivodnim zobrazeni pfifazen vice ¢i Zadnému prvku mnoZiny A a po
provedeni inverze by tak bylo tomuto prvku mnoZziny B pfifazeno vice ¢i Zadny prvek
mnoZiny A, a tedy by se jiZ nejednalo o zobrazeni.
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Inverzni zobrazeni se v praxi jednoduse hleda tak, Ze se v jeho pivodnim predpisu
zaméni obraz a vzor a vzor se ndsledné vyjadii. Naptiklad pro zobrazeni f : A — B, kde
A=1{1,2,3} aB={2,3,4}, dané predpisem f(x) = x+ 1 se zam&ni f(x) a x a nasledné&
se f(x) vyjadif (misto f(x) se po zdméné pise f~!(x)). Pro kazdé x € A:

f)=x+l=x=f1x)+1=>f1x)=x-1

Definice 6.
Necht f: A — B, g : B— C jsou zobrazeni. Potom zobrazeni (go f) : A — C defi-
nované predpisem

(0£)(x) =g(f(x))  prokazdéx € A

se nazyva slozené zobrazeni (ze zobrazeni f a g v tomto poradi).

SloZené zobrazeni go f (g po f - tedy intuitivné: zobrazeni g nasleduje po zobrazeni f)
vznikne tak, Ze se plivodni vzory nejprve zobrazi podle zobrazeni f a poté se vzniklé obrazy
zobrazi zobrazenim g. V feci Sipek ve schématu - po Sipkach 1ze dojit od jednotlivych vzora
v mnoziné A k obrazam v mnoZiné C, a tak vznikne toto sloZené zobrazeni.

A i/ 3 C AgOJ(C
@ —@ @ @®

1@ >< 2 /@ @:
.® STA'Y

Prvek a € A se nejprve zobrazinay € B aten se poté zobrazina 3 € C, tedy ve vysledném
sloZzeném zobrazeni go f se a € A zobrazi na prvek 3 € C. Stejné tak lze dojit od prvku
b e A, ptes z € Bk prvku 2 € C, tedy se prvek b € A ve sloZzeném zobrazeni zobrazi na
prvek 2 € C. Nakonec prvek ¢ € A ve pres prvek x € B zobrazi v tomto sloZzeném zobrazeni
naprvek 1 € C.

V definici neni nikde uvedeno, Ze by zobrazeni f a g musely byt bijektivni. To proto,
Ze nemusi - skladat 1ze libovolnd zobrazeni.
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A & q C A8°&C
O\ 00 -0 O

}0\ \ 2 1@\ @

@—0—@:? @ @

Zde se prvek a € A nejprve zobrazi zobrazenim f na prvek y € B, a poté zobrazenim g
na prvek 3 € C. Prvek b € A se ptes prvek z € B zobrazi na 3 € C a prvek ¢ € A pres prvek
ze Ctaké na 3 € C. V tomto piipadé se tedy sloZzenym zobrazenim g o f zobrazi vSechny
prvky mnoziny A na prvek 3 € C.

Pfiklad skladéni zobrazeni: m&me mnoziny A = {1,2,3}, B={2,3,4} aC = {3,5,7},
zobrazeni f : A — B dané predpisem f(x) = x+ 1 a zobrazeni g : B— C dané pfedpisem
g(x) = 2x— 1. Nejprve sloZené zobrazeni go f (g po f) - nejprve se provede zobrazeni
f apoté g, tedy vlastné do predpisu zobrazeni g se za x dosadi obrazy, které vyjdou ze
zobrazeni f, tedy vyraz x 4 1:

(gof)(x)=2-(x+1)—1=2x+1.

Pozor — tyto zobrazeni nelze sloZit naopak, tedy vytvofit sloZzené zobrazeni fog (f po g —
nejprve g, poté f), protoze zobrazeni g je zobrazeni z mnoZiny B do mnoZiny C a zobrazeni
f zmnoZiny A do mnoZiny B, tedy mnoZina do které zobrazuji pfi zobrazeni g neni totoZna
s mnozinou ze které zobrazuji pii zobrazeni f — C # A.

Véta 1.
Necht f:A — B, g: B — C, h: C — D jsou zobrazeni. Pak plati:

ho(gof)=(hog)of.

Tato véta hovoii o tom, ze nezalezi na uzavorkovani. Tuto skute¢nost lze ilustrovat
nasledujicim schématem.
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3
@ O O—@ 1@—@-

100 %0>< Y
@ o 070 00—
A og b b Athogef
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Ay B B, C ¢ 4 D

Jsou zde tfi zobrazeni f,g,h, ze kterych vznikne sloZzené zobrazeni hogo f. Tyto
zobrazeni samoziejmé lze slozit najednou, nicméné to Casto miZe byt velmi sloZité. Proto
je lepsi nejprve slozit dvé z téchto zobrazeni a ndsledné se vzniklym zobrazenim slozit tieti
zobrazeni. Tato véta fikd, Ze nezdleZi na tom, jestli se nejprve provede sloZeni zobrazeni
go f apoté se toto sloZzené zobrazeni sloZi se zobrazim h jako ho (go f), nebo se nejprve
sloZi zobrazeni ho g a poté se s nim sloZ{ zobrazeni f jako (hog) o f. Nésledujici obrazky
ilustrujf tuto skutecnost.

A i E/ 3 C Agoi/s/ { D A{o(go&)D

@ O—@ @ @—@- @ @-
2

'@ 5><oz 10-Y0—0: 10-Ye-

)3 3
@ @ 3 @ @—@- @ @~

Pti prvni moznosti se tedy nejprve provede sloZeni zobrazeni g a f a poté se sloZzené
zobrazeni g o f sloZi se zobrazenim h. Tedy napriklad prvek a € y se nejprve zobrazenim f
zobrazi na prvek y € B a ten se zobrazi zobrazeni g na prvek 3 € C. Ve sloZzeném zobrazeni
go f setak prvek a € A zobrazi na prvek 3 € C. Ddle se sloZi zobrazeni g o f se zobrazenim
h (h po go f). Ve zobrazeni h se prvek 3 € C zobrazi na prvek * € D. V tomto sloZzeném
zobrazeni se tedy prvek a € A zobrazi pres prvek 3 € C na prvek * € D. Ve slozeném
zobrazeni ho (go f) se tak prvek a € A zobrazi pravé na prvek * € D. Stejnym zpisobem
1ze dojit k vyslednym obrazim zbyvajicich prvki mnoZiny A.

Podle véty 1 ovSem vznikne stejné sloZzené zobrazeni i v piipadé, Ze se nejprve provede
sloZeni zobrazeni h o g a toto zobrazeni se nésledné sloZi se zobrazeni f jako (hog)o f.
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C D A D A D
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I v tomto piipadé 1ze postupnym sklddanim dojit k obraziim vSech prvkd mnoziny A.
Pii pohledu na vysledna sloZend zobrazeni ho (go f) a (hog)o f je vidét, Ze jsou tato
sloZena zobrazeni skutecné totoZna.
Pokud se tedy sklddd vice zobrazeni, nezdlezi na uzavorkovéni, tedy na tom, které
sloZzeni se provede prvni. Neznamend to ovSem, Ze lze prohazovat poradi jednotlivych

zobrazeni. JiZ v rozboru definice 4 je vidét, Ze se obecné go f # fog, a tedy poradi
zobrazeni prohazovat nelze.

Véta 2.
Necht f : A — B, g : B— C jsou zobrazeni. Pak plati:

f>g jsou injektivni zobrazeni = go f je injektivni zobrazeni

f,g jsou subjektivni zobrazeni go f je surjektivni zobrazeni

sl .

=
go f je injektivni zobrazeni = f je injektivni zobrazeni
=

go f je surjektivni zobrazeni g je surjektivni zobrazeni.

Tato véta udavd dvé nutné a dvé dostatecné podminky. (Mé&jme platnou implikaci
A = B, pak je A dostate¢cnou podminkou pro B a B nutnou podminkou pro A.) Prvni
dvé implikace uvadi dostate¢né podminky (pokud jsou zobrazeni f, g injektivni, pak bude
injektivni i zobrazeni g o f, podobné pro surjektivitu) a druhé dvé nutné (pokud je zobrazeni
g o f injektivni, pak nutné¢ musi byt zobrazeni f injektivni, podobné pro surjektivitu).

Tato véta se mize hodit pro zjednoduSeni nékterych piikladt, napiiklad pro dikaz
injektivity ¢i surjektivnity néjakého zobrazeni apod.

Véta 3.
Necht f: A — B, g: B— A jsou zobrazeni. Pak plati:

gof=idy A fog=idg <  f,gjsoubijektivni A g= f !

Zde je vhodné nejprve uvést, co je to idy, resp. idp. Jedna se o A i, A
identickd zobrazeni, tedy takova zobrazeni A — A, resp. B — B, o o
kde se kazdy mnoZiny A, resp. mnoZiny B, zobrazi sim na sebe. ‘ .
Ptikladem identického zobrazeni je zobrazeni f: A — A, kde A =

{a,b,c}, vpravo. Kazdy prvek se zde skute¢né zobrazi sdm na sebe: & ' 5 . &

fla)=a, f(b) =D, f(c) =c. . @— @~
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Tato véta obsahuje ekvivalenci, kterd mize byt opét uzite¢na pii feseni n¢jakych dloh.
Pokud je zndmo, Ze go f = ids N f o g = idp, pak tato véta tikd, Ze zobrazeni f,g jsou
bijektivni a zdroveti g = f~!. Pokud je naopak znamo, Ze f,g jsou bijektivni A g = f~1,
pak z této véty go f = ids N\ fog = idp.






Kapitola 3
Priklady

V této kapitole vyfeSim vSechny ptiklady z cvicebnice k pfedmétu Zaklady matematiky
na téma Zobrazeni (Cislovani je stejné, jako v ucebnim textu). V feSeni se zaméfim na
vSechny mozné problémy, které by mohly pfi feSeni nastat. Sviij postup vysvétlim a pro
vétsi ndzornost pridam také obrizky.

[1.5.B1]. Rozhodnéte, zda zadany ptedpis f urcuje zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B,
je-li:

a) A=Z,B=0N, fx) =1« proVx € Z,

b) A=7Z,B=0Q, flx)= 223 proVx € Z.,

T 3x2-2
1 pro2|x
c) A=7Z,B=17, f(x)=¢ -1 pro3|x

0 pro2{xA3tx

Reseni. Aby zadany piedpis uréoval zobrazeni, musi mit kaZdy prvek z mnoZiny A (vzor)
pravé jeden obraz v mnoZiné B. V tomto piikladu tedy vZdy staci zkontrolovat, zda tomu
tak opravdu je, ¢i nikoli.

s vz

a) Toto zobrazeni zobrazuje celd Cisla na jejich absolutni hodnotu. Nabizi se tedy
rozdélit si toto zobrazeni na tfi pripady:

* Kladnad c¢isla: Celd kladnd Cisla se zobrazi sami na sebe, tedy opét na celd kladna
¢isla, kterd do mnoZiny prirozenych Cisel patii, a tak zde problém nenastane
nebof se kazdé kladné ¢islo jednoznacné zobrazi samo na sebe (napt. 1 — 1,
2 —2).

» Zdpornd cisla: Celad zaporna Cisla se zobrazi na sva opac¢na Cisla, tedy na celd
¢isla kladnd, kterd do mnoziny pfirozenych Cisel opét patii, a proto ani zde
problém nenastane, protoZe se kazdé zaporné Cislo jednoznacné zobrazi na
¢islo k nému opacné (napt. —1 — 1, =2 — 2).

* Nula: Absolutni hodnota z nuly je nula, kterd ovSem do mnoZiny piirozenych
¢isel nepatii. Nulu tedy nelze zobrazit pomoci tohoto zobrazeni do mnoZiny
pfirozenych ¢&isel (0 — 0 ¢ IN).

—19—
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Zadany predpis tedy neurcuje zobrazeni.

b) Toto zobrazeni zobrazuje celd ¢isla na raciondlni ¢isla (naptf. —2 — 2, -1 — -1,
0— %, l—-1,2— 2). V (itateli i ve jmenovateli vZdy dostanu celé Cislo, tedy
vysledkem bude vZdy raciondlni ¢islo. Jediné, co zbyva ovéfit je, zda nemiiZze nékdy
vyjit ve jmenovateli nula, nebof v tom piipadé€ by toto zobrazeni nemélo pro dany

vzor obraz. Nicméné, aby ve jmenovateli vysla nula, musel by byt vzor x = \/g , ale

\/g ¢ Z, tedy tento ptipad v tomto zobrazeni nenastane.
Tento predpis urcuje zobrazeni.

c) Toto zobrazeni zobrazuje Cisla délitelnd dvéma na 1, ¢isla délitelnd tfemi na —1
a Cisla, kterd nejsou délitelnd dvéma ani tfemi na 0. Aby byly splnény podminky
zobrazeni, musi byt mozné pro vSechna celd Cisla urcit, do které skupiny patii, a to
jednoznacné (o kazdém cisle 1ze rozhodnout, zda je délitelné dvéma, tfemi nebo ani
dvéma, ani tfemi: kazdé ¢islo miiZe patfit pouze do jedné z téchto skupin). Je zfejmé,
Ze toto nelze fici, protoZe napiiklad ¢islo 6 nebo ¢islo 12 je délitelnd jak dvéma, tak
tfemi a tedy nelze jednoznacné urcit kam se zobrazi.

4 0

1 2 3
A OO0 @

: XX=

Tento piedpis tak neurcuje zobrazeni.

4 5 6

[1.5.B2]. Nakreslete vSechna zobrazeni A — B a uved'te, kterd z nich jsou injektivni, resp.
surjektivni, resp. bijektivni. Pfitom

a) A=/{a,b,c}, B={x,y},
b) A={a,b}, B={x.y.z}.

Reseni. Po&et zobrazeni A — B je roven |B| A, protoZe se kazdy prvek mnoziny A musi
zobrazit na néjaky (pravé jeden) prvek z mnoZiny B a tedy pro kazdy takovy prvek existuje
tolik mozZnosti zobrazeni, kolik ma mnoZina B prvku (vice rozebrano v piikladu [1.5.B4]).
Aby bylo zobrazeni injektivni, musi mit mnoZina A méné nebo stejné prvki, jako mnoZina
B, jinak nelze zobrazit kazdé dva rizné prvky mnoZiny A na dva rizné prvky mnoziny B.
Aby bylo zobrazeni surjektivni, musi mit mnoZina A stejné nebo vice prvki neZ mnoZzina
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B, protoZe jinak by nemohly mit vSechny prvky mnoZiny B alespoii jeden vzor v mnoZiné
A. Bijektivni zobrazeni je takové, které je 1 injektivni i surjektivni, tedy bijektivni zobrazeni
Ize nalézt pouze mezi mnoZinami, které maji stejny pocet prvki.

a)

b)

MnoZina A ma tii prvky a mnoZina B dva prvky, tedy mezi nimi lze najit 2> = 8
zobrazeni. ProtoZe |A| > |B|, nebude ani jedno z té€chto zobrazeni injektivni, tedy ani
bijektivni. Surjektivnich zobrazeni je 6: f3, fa, f5, f6, f7, f3-

A B A B A B A B
4 4 4 4
wo7w a«o7w YN L o«o><w
19/ @ 440/0% 197/, ;o/o%
@ . @ . @ . @

A ﬂ(l B A i"' B A 4’6 B A B
‘O O 0—0. -0 O -0—0:
100, 040y 1050 4070%
ped . @ . @ . @

Zobrazeni samoziejme lze zadat i jinak neZ pomoci schématu, a to vypisem obrazii
jednotlivych vzort. Naptiklad pro fi by to bylo fi(a) = x, fi(b) = x, fi(c) = x nebo
zkrécené fi(a) = f1(b) = f1(c) = x (pro ostatni zobrazeni zkuste napsat tento zapis
sami).

Aby se néjaké zobrazeni nezapomnélo, je dobré na zacatku spocitat, kolik jich je
tieba najit (v tomto piipadé bylo vypo&teno, Ze je jich 23 = 8). Ddle pak najit n&jaky
systém v kresleni - zde se naptiklad nejprve zobrazuji vSechny prvky mnoZiny A na
jeden prvek mnoZiny B, poté se vytvoii v§echny mozné dvojice prvki z A, které se
zobraz{ na tentyZ prvek mnoZiny B a zbyvajici prvek mnoZiny A se poté zobrazi na
jiny prvek mnoZiny B neZ zminiovana dvojice. Jind moznost zde neni.

MnoZina A m4 dva prvky a mnoZina B md tii prvky, tedy mezi nimi existuje 3% = 9
zobrazeni. ProtoZe |A| < |B|, nebude ani jedno z téchto zobrazeni surjektivni, tedy
ani bijektivni. Injektivnich zobrazeni bude 6: fy, f5, fs, f7, f3, fo.

A B A B A B
4 4 4
v @—@ v v@—@ v w‘\ v
'@ @y 1 0—0- }.\Q%
@ ®:x @
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Zde je opét mozné zadat jednotlivd zobrazeni pomoci vypisu, ktery fik4, kam se
zobraz{ jednotlivé prvky mnoZiny A.

Pfi kresleni téchto zobrazeni jsem zde opét zacala tak, Ze jsem oba prvky mnozZiny
A zobrazila na stejny prvek mnoZiny B. Poté jsem naSla vS§echny moZné kombinace,
kdy se prvky mnoZiny A zobrazi na dva rtizné prvky mnoziny B.

Zobrazeni lze také zapsat jako uspofddané dvojice v poradi (vzor,obraz). Tedy
napiiklad zobrazeni f| by bylo (a,x), (b,x) (pro ostatni zobrazen{ zkuste sami). Toto
se muZe hodit pfi studiu relaci.

[1.5.B3]. Zadejte (vyétem prvki) mnoZinu A® a mnoZinu BA, je-li:
a) A={a}, B={xyz},
b) A=B={xy}.

Reseni. MnoZina A® oznacuje mnoZinu viech zobrazeni B — A, podobné mnoZina B4 je
mnozina vSech zobrazeni A — B. Pocet prvki téchto mnozin 1ze urcit jako pocet moznych
zobrazeni A —» B, ktery je roven |B|4l, resp. B — A je roven |A|/Zl.

a) Mnozina A m4 jeden prvek a mnoZina B ma tfi prvky, tedy:
 Mnozina A? bude mit 1°> = 1 prvek, a to zobrazeni f, které zobrazi viechny

prvky mnoziny B (B = {x,y,z}) na jediny prvek mnoZiny A (A = {a}): A® =
{Ihrx) =10 =r@k) =a
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* MnoZina B bude mit 3! = 3 prvky, a to zobrazeni f, g, h. Jediny prvek mnoZiny
A se zobrazi vzdy na jeden z prvkd mnoziny B: BA = {f,g,h}; f(a) = x,g(a) =
y.h(a) =z

Ay E A, B A 4 B

Q- ( ¥ @
[ B3 [ R [ B3

b) MnoZiny A i B maji dva (stejné) prvky. Tedy mnoZina A® a mnoZina B4 budou mit
ob& 22 = 4 prvky: BA = AB = {f,g,hk}; f(x) = x, f(y) =y ( je identita), g(x) =
x,8(y) = x,h(x) = y,h(y) = y,k(x) = y,k(y) = x.

By A B A 5oy A B o, A

v@—@ v wx.7 v y/‘\ % x/.>< v
o o

“O—@y 1@ v O—0@y @ 8

Ay E A, B A 4 B A, B

J’/.—)’.Y/ v @ v .r/.\.x/ .k/.>< v
+“@—0y O @y +O0—0: O @y

[1.5.B4]. Nechf A je n-prvkovd mnoZina, B je s-prvkovd mnoZina (n,s € IN). Dokazte, Ze
pocet vSech zobrazeni A — B je roven s”.
Navod: dikaz ved'te matematickou indukci vzhledem k n.

Diitkaz matematickou indukci. Tento dliikaz ma dva kroky:

1. V prvnim kroku je tfeba dokdzat, Ze toto tvrzeni plati pro n = 1: tedy mnoZina A
mad jeden prvek a mnoZzina B ma s prvki, tzn. jediny prvek z mnoziny A se zobrazi
na néktery prvek z mnoZiny B, tedy md s moZnosti, kam se zobrazit a tim pddem
existuje s zobrazeni A — B (s = st =g).

2. V druhém kroku se predpokladd, ze tvrzeni plati pron = 1,2,3,...,k (specidlné pro
n = k je pocet zobrazeni k-prvkové mnoZiny A do s prvkové mnoziny B roven s), a
dokézZe se pron = k+ 1: je pocet zobrazeni (k+ 1)-prvkové mnoZiny A do s-prvkové
mnoziny B s**1? Pro k prvki to plati podle predpokladu a kdy? se piidd jesté jeden
prvek, ktery se miiZze opét zobrazit na libovolny prvek z s prvkii mnoZiny B, je podle
pravidla soucinu pocet moznych zobrazeni k + 1-prvkové mnoZiny A do s-prvkové
mnoZziny B roven

shos =gk sl =t
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Tedy bylo dokézéano, zZe pocet zobrazeni n-prvkové mnoZiny A do s-prvkové mnoziny B
je s". O

'@

Jiny ditkaz. Kazdy prvek mnoZiny A ma s moznosti, jak se mize zobrazit do mnoZiny B.
Mai-li tedy mnoZina A n prvki, pocet v§ech moznych zobrazeni A — B je

Tento diikaz je zde uveden navic. Nicméné mi pripada snadnéjsi a Iépe pochopitelny. [

[1.5.BS]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f : IN — IN je injektivni, resp. surjektivni,
je-li pro kazdé x € IN:

a) f(x)=5x—-3
b) f(x) =x*+1

o f( ) 6 prox <6
X)) =
x—6 prox>6

d) £(x) x—1 proxsudé
X)) =
x4+ 1 proxliché

Reseni. Zobrazeni f : A — B je injektivni, pokud rovnaji-li se obrazy, tak se rovnajf i
jejich vzory. V feci Sipek to znamend, Ze ke kazdému prvku mnoZiny B vede nejvyse jedna
Sipka. Surjektivni je, pokud lze ke kazdému prvky mnoziny obrazl najit alespon jeden
vzor. V feci Sipek je zobrazeni surjektivni, pokud ke kazdému prvku mnoziny B vede
alespon jedna Sipka. Bijektivni je zobrazeni, které je injektivni a surjektivni zaroven, tedy
v feci Sipek vede ke kazdému prvku mnoZiny B pravée jedna Sipka.
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a)

b)

Injektivni?

Pri dikazu injektivity chceme do-
kazat, Ze pro vSechna x,y € IN, pro
kterd plati f(x) = f(y),jex=1y:

xy€N:f(x)=f(y) =

=5x—3=5y-3=x=y.

Toto zobrazeni je injektivni.
Surjektivni?

Neni, protoZe napf. f(x) = 1 nikdy
nenastane (neexistuje takové x € IN,
které se zobrazi na ¢islo jedna).

Injektivni?

Pri dikazu injektivity chceme do-
kazat, Ze pro vSechna x,y € IN, pro
kterd plati f(x) = f(y),jex=1y:

xy€N: f(x) =f(y) =

= +1l=y"+1=x=y.

Posledni (druhd) implikace plati,
protoZe se jednd o zobrazeni N —
IN. Toto zobrazeni tedy je injektivni.
Surjektivni?

Neni, protoZe napf. f(x) = 1 nikdy
nenastane (¢islo jedna nemé zZadny
VZOr).

7

7

LI

1 2 8 4 ¥

I

I

128 4w
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¢) Injektivni?

Neni, protoZe napt. f (1) = f(2), ale &(.Y/)’

1#2. 74

Surjektivni? P

Pro vSechna f(x) € IN Ize najit vzor Pl

dle ptedpisu x = f(x) + 6, ktery .

vznikl pouhym prohozenim x a f(x) .

v predpisu tohoto zobrazeni a vyja-

dfeni x. Tedy kazdy obraz m4 ale- z

spoil jeden vzor a toto zobrazeni je 1

surjektivni. I A A A A A N

d) Injektivni?
Pii dikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna x,y € IN, pro kterd plati
fx)=f().jex=y:
xyeN:fx) =f(y) =

* Pro x,y, kterd jsou ¢isla licha:
=x+tl=y+1l=x=y.

* Pro x,y, kterd jsou ¢isla suda:
=x—1l=y—-1l=x=y.

* Pro x,y, kde jedno je liché a druhé sudé nelze pfedpokladat f(x) = f(y),
protoZe liché ¢islo se nikde nebude rovnat sudému.

Toto zobrazeni je injektivni.

Surjektivni?
Predpis, dle kterého Ize nalézt ke
kazdému obrazu vzor, se ziska i/(“’/)

opét pouhym prohozenim x a f(x) é
v predpisu tohoto zobrazeni a vyja- 3
dfenim x: 4
3
2
1

x= {f(X) — 1 pro f(x) sudé,

f(x)+1 pro f(x) liché.

Zobrazeni je tedy 1 surjektivni, takZe 1 28 4§ 6 w

je bijektivni.
[1.5.B6]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni, je-li:

a) f:R—{0} — RT, f(x) = x?
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b) f: Rt — R*, f(x) =x°
¢) f:Q—{0} — QF,f(x) =
d f:R—R, f(x)=x>+Tx+12

x+2 -3
1 prox=-3
5 proxsudé

f) f:N—2Z, jxx)::{S :

=5~ pro x liché
Reseni.

a) Injektivni?
Neni, protoZe napt. f(1) = f(—1), ale 1 # —1.
Surjektivni?
Pro viechna f(x) € R™ Ize najit vzor x podle piedpisu x = 1/ f(x). To plati proto,
Ze mnoZina vzord je R™, tedy kladn4 redln4 &isla. Pro ty je odmocnina definovand
a je z R™ (kdyby byla mnoZina obrazii mnoZzina vSech redlnych &isel, uZz by to
nefungovalo). Toto zobrazeni tedy je surjektivni.
Pro lepsi nazornost je zde graf funkce f(x) = x? pro x € R. Tato funkce je stejna
jako zde definované zobrazeni, az na to, zZe zde do defini¢niho oboru patii i nula.
Pokud by nepatiila, byly by to dvé totoZné véci. Z toho jde vidét, Ze funkce jsou také
zobrazeni (, ty ze stfedni Skoly na mnoziné redlnych &isel). Z grafu je také dobie
vidét, Ze kazdy obraz ma dva vzory, tedy zobrazeni neni injektivni. Dale také, ze
odmocnénim funkéni hodnoty skute¢né Ize dostat pro kazdy obraz vzor, a to ten
z kladné ¢asti definicniho oboru. Zobrazeni tedy je surjektivni.

5 4 -3 _2 ] 1 2 3 4
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b)

d)

Injektivni?
Pfi dikazu injektivity chceme dokdzat, Ze pro viechna x,y € R™, pro kterd plati

f(x) =f().jex=y:
x,y ERT: f(x) = f(y) ==y =x=y.

Posledni implikace plati, protoZe mnoZina vzort je mnoZzina pouze redlnych kladnych
Cisel. A toto zobrazeni tak injektivni je.

Surjektivni?

Zde lze pouzit stejny predpis pro hledani vzort jednotlivych obrazi, jako v a): pro
viechna f(x) € RT :x = 4/ f(x) € RT. Toto zobrazenf je i surjektivni. ProtoZe byla
dokdzdno i injektivita i surjektivita, je toto zobrazeni také bijektivni.

Graf tohoto zobrazeni je prava polovina grafu v a) (tedy od svislé osy doprava bez
nuly). Z tohoto grafu je vidét jak injektivita, tak surjektivita, a tedy i bijektivita
tohoto zobrazeni: kazdy obraz ma pravé jeden vzor.

Injektivni?

Neni, protoze napf. (1) = f(—1),ale I # —1.

Surjektivni?

Neni, protoZe napf. pro obraz f(x) = 3 € Q* by musel byt vzor x = /3, ale
V3#Q—{0}.

Injektivni?
Pii diikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna x,y € R, pro které plati

fx)=f().jex=y:

AyER: f(x) =fO) =+ Tx+ 2=y +Ty+ 2= x>+ Tx=y* + Ty =
=x(x+7)=y(y+7) =x=yV(x=0Ay=-7)V(x=—-TAy=0).

Je tedy zfejmé, Ze injektivni toto zobrazeni neni, protoZe jeden obraz miZe mit vice
vzoru (konkrétné obraz O ma vzory 0 a —7).

Surjektivni?

Neni, protoZe napf.

fx)==2:2=X+Tx+ 2= +Tx+14=0=D=-T=x,0¢R.

Slovy: prvek —2 € IR nemd Zadny vzor.
Toto zobrazeni je na grafu niZe. Je vidét, Ze se jednd pouze o drobnou modifikaci
ptikladu z bodu a).
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e) Injektivni?
Pfi dikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna x,y € Q, pro kterd plati

fx) = 1), jex=y:

x+2 y+2
:—:>XZ)7~
x+3 y+3

xyeQ: f(x)=f(y)=

Vypada to, Ze toto zobrazeni injektivni, mohlo by se to ovSem pokazit, kdyby se

zlomek ijﬁ rovnal jedné, coZ ale nikdy nenastane, takZe toto zobrazeni skutecné je
injektivni.
x+2
(x +3 X X 7 )
Surjektivni?

Neni, protoZe napt. f(x) = 1 nemd vzor v mnoZing celych &fsel.

I x+2 1 2 3
= —x+1=x4+2=-x=-1 =—=¢Z
(3 x+3:>3x—|— x+ :>3x =X 2% )

f) Injektivni?
Neni, protoZe napt. f(1) = f(2), ale 1 # 2.
Surjektivni?
Pro nalezeni predpisu, dle kterého lze najit kazdému obrazu vzor, zde velmi pomize
schéma:
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i/(x/)

O AN B o &

U !
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)
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1
&~
1
1

Zde je vidét, ze nejlepsi bude rozdélit obrazy na ti ¢asti - nula, kladna ¢isla, zadporna
Cisla, pficemz pak vznikne predpis:

3 pro f(x) =0
x=14q 2f(x) pro f(x) >0,
3—2f(x) pro f(x) <0

a protoZe podle néj Ize najit ke v§em obraziim vzor, je toto zobrazeni surjektivni.
[1.5.B7]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni, je-li:
a) f:INxIN— NN, fl(xy) =x+y
b) f:IN— N xN, f(x)=(2x,2x+1)
o) f*NxN-—2N, f((xy) = {xy}

(%,1) pro x = 0(mod 3)
d) f:Z—2Zx{1,23},  f(x)=<(5%2)  prox=1(mod3)
(%1,3)  prox=2(mod 3)

= W=

,X) pro y sudé, pfirozené

— D=

(
e) f[1ZXxIN-—ZxZ, V)= -
) f f((x.y)) {( ) pro y liché, pfirozené

ao kde ag je nejmensi ¢islo z A, je-liA £~ 0
f(a) = {

2N _ 1N, =
b f 1 je-liA#0

Reseni. Pfed samotnym feSenim je dobré ujasnit si, co znamenaji jednotlivé znacky ze
zad4ni:

* A X A je mnoZzina vSech uspotadanych dvojic, kde prvni slozka je z mnoziny A a druha
z mnoziny B, napf. A = {1,2},B = {a,b} : AxB={(1,a),(2,a),(1,b),(2,b)},

+ 24 je mnoZina viech podmnoZin mnoZiny A (napf. A = {1,2,3} : 24 = {0,{1},{2},
{3}.{1.2}.{2,3}.{1.3}.{1.2,3}}.
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a) Injektivni?
Neni, protoze napt. f((1,2)) = f((2,1)), ale (1,2) # (2,1) (uspofadané dvojice se
rovnaji, kdyZz se rovnaji jejich odpovidajici si slozky).
Surjektivni?
Neni, protoZe pro f((x,y)) = 1 neexistuje vzor (fx,y € N : x+y = 1).

S AN&Q..'

b) Injektivni?
Pri dikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna x,y € IN, pro kterd plati

fx)=f(y),jex=y:
x,yEN: f(x)=f(y) =2x=2y A2x+1=2y+ 1= x =y = je injektivni.
Surjektivni?

Nenti, protoZe napt. f(x) = (1,1) nemavzorx E N 2x=1A2x+1=1=fAx €N,
2x se nemiiZze zdroven rovnat dvéma riznym ¢isliim, navic 2x =1 = x = % ¢ IN).

[d &~ [\ N]
0 T it ‘..' y...

1 2 8 4§ 6 ¢ v

c) Injektivni?
Neni, protoZe napf. f((1,2)) =
maji-li stejné prvky), ale (1,2) #
Surjektivni?
Nenli, protoZe napf. praizdnd mnoZina ) nema vzor. (Vzor maji pouze jednoprvkové

f((2,1)) = {1,2} = {2,1} (mnoZiny se rovnaj,
(2,1).
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a dvouprvkové mnoziny - uspofddand dvojice ma dva stejné nebo dva rizné prvky.)

Y

o_\NoaO?
—

1 2 8 v

d) Injektivni?
Pii diikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna x,y € Z, pro kterd plati
J(x)=f(). jex=y:
xye€Z: f(x)=f(y) = x = y(mod 3) =
~—— —

jinak by se nerovnala druhd sloZka a tedy by neplatilof(x)=f(y)

X ) =
staCi porovnat prvni slozky 33 DO
al le — yTl = x =y = je injektivni.
x+1 _ y+l =
3 — 3 = X=Y

Aby se rovnaly dvé uspotfddané dvojice, musi se rovnat jejich odpovidajici si slozky.
Aby se rovnala druhd slozka, musi byt splnéna kongruence x = y(mod 3), nebof tato
slozka je ur¢ena podle zbytku po déleni trojkou a budou se tedy rovnat pro ¢isla, kterd
maji tento zbytek stejny. Kongruenci je tedy zajiSténo, Ze se rovnaji druhé slozky.
Poté uz staci pouze pro jednotlivé ptipady porovnat prvni slozky.

Surjektivni?

Pfi hledéani predpisu, dle kterého Ize najit pro kazdy obraz vzor, je zde dobré najit
nékolik obrazi rtiznych vzori:

f(=4) = (=1,3);f(=3) = (=L 1): f(-2)

(=1,2);4(=1) = (0,3)
f(O)()()()(Z) =

(1,3):£(3) = (1,1).f(4) = (1.2)

Z toho je vidét, Ze bude dobré rozdélit si vysledné obrazy (usporddané dvojice) do
trech skupin podle jejich druhé slozky. Déle uz pro kazdou trojici staci najit predpis,
dle kterého bude mozné ziskat z prvni slozky obrazu vzor:

3k pro f(x) = (k,1) kde ke Z
x=4¢3k+1 prof(x)=(k2),kdekeZ
3k—1 pro f(x) = (k,3),kde k€ Z

Ke kazdému obrazu (usporddané dvojici) tedy podle tohoto predpisu lze najit vzor x
a toto zobrazen{ je surjektivni.
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ProtoZe je zobrazeni injektivni i surjektivni, je bijektivni.

-5 -2 A 0 1 2 3
-9 0 000 0 O
L I L i/

J

e) Injektivni?
Pii dikazu injektivity chceme dokdzat, Ze pro vSechna (x,y), (a,b) € Z x N, pro
kterd platf f((x.y)) = f((a.b)), je (x,y) = (a,b):

(x.),(a.b) € ZxN = f((x.y)) = f((a.]b))

yibjsousudé: 3 =2 Ax=a=y=bAx=a= (x,y) = (a,b)
= ¢yibjsouliché: 12 =12 Ax=a=y=bAx=a= (xy) = (a,b)
yjelichéabsudé: 12 =bAx=a=1-y=bAx=a= nelze

= je injektivni.

Posledni moZnost nikdy nenastane, protoZe y,b € IN, tzn. kdyZ b € IN, tak musi také
(1—y) € N, ale také y € IN, z ehoZ plyne, Ze takové y neexistuje, protoze pokud se
do vyrazu 1 —y dosadi jakékoli y € IN vyjde nula nebo zdporné ¢islo, ty ale nepatii do
mnoZiny pfirozenych &isel, tedy f((x,y)) = f((a,b)) nikdy pro kombinaci lichého
a sudého druhého c¢lenu nenastane (pro b liché a y sudé a vyjde stejné jako pro y
liché a b sudé).

Surjektivni?

(ty) =45 - FAy=1=2k pro £((x.y)) = (k.x), kde k < 0
Xy) = x=xNy=2k pro f((x,y)) = (k,x), kde k >0

Tento predpis vychdzi z toho, Ze pokud je druhd slozka zobrazované uspofddané
dvojice suda, prvni sloZka vysledné usporadané dvojice bude kladna. Naopak pokud
je druhd sloZka zobrazované usporddané dvojice lichd, prvni sloZka vysledné uspofa-
dané dvojice bude nekladnd (zadporna nebo nula). Proto se nabizi rozdélit obrazy na
ptipady, kdy je jejich prvni slozka kladna a kdy nekladna. Prvni slozka zobrazované
usporadané dvojice je stejnd jako druhd slozka vysledné dvojice, a proto nic nebrani
tomu rozdélit obrazy pouze podle jejich prvni slozky, druhd sloZka budou v obou
pripadech urcovat hodnotu prvni slozky vzoru.

ProtoZe podle takto vytvoreného pifedpisu lze najit ke kazdému obrazu vzor (napf.
pro obraz (1,2) je vzor (2,2), protoZe prvni sloZka tohoto vzoru je stejnd jako druhd
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sloZka obrazu a druha slozka vzoru je dva, protoZe prvni slozka obrazu je vétsi nez
nula a tedy se druha slozka vzoru pocita jako dvojnasobek této prvni slozky obrazu),
Jje toto zobrazeni surjektivni, a jelikoZ je 1 injektivni, je také bijektivni.

Injektivni?

Neni, protoze napt. f(0) = f({1,2,3}), ale 0 # {1,2,3}.

Surjektivni?

Zde je tfeba najit takovy predpis, ktery kazdému obrazu z mnoZiny ptirozenych Cisel
prifadi mnoZinu, ve které je tento prvek nejmensim. Jednou z mozZnosti je predpis:

xeN:x=f({x}).

Predpist, dle kterych je mozné najit ke kazdému obraz vzor je zde nekone¢né mnoho.
Tento je ovSem asi nejndzornéjsi - vzorem obrazu x € IN je zde mnoZina obsahujici
pouze toto x, tedy je zde nejmensi.

Zobrazeni je tedy surjektivni.

[1.5.B8]. Nechf A je n-prvkovd mnoZina, B je s-prvkovd mnoZina (n, s, € IN). Urcete pocet
vSech:

a) bijektivni zobrazeni A — B

b) injektivni zobrazeni A — B

Resent.

a) Aby bylo mozné vytvorit bijektivni zobrazeni, musi byt n = s (pokud se maji kazdé

dva prvky zobrazit na dva rtizné a zaroven kazdy obraz ma mit vzor, musi mit
mnoziny A a B stejny pocet prvki). Pokud se tedy n # s, neexistuje Zzadné bijektivni
zobrazeni A — B. Pokud ale n = s, téchto zobrazeni bude n!, resp. s! (n! = s!). To
proto, Ze prvni prvek md s-moZznosti, kam se zobrazit, druhy uzZ mé o jednu moznost
méné, nebof se nemuiiZe zobrazit na stejny prvek jako prvni, tedy ma s — 1 mozZnosti,
tieti prvek uz se miize zobrazit pouze na s — 2 prvku, aZz poslednimu prvku zbude
pouze jedind moznost (protoze n = s):

so(s—1)-(s=2)---- 2:-1=sl=n!

Pro lepsi pochopeni 1ze ukdzat tuto skute¢nost na schématu:

Aj( Ai’ Aj(

E§ e

/@

A
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b)

MnozZiny A 1 B jsou zde 4-prvkové (je tedy splnéno, Ze n =s,n = s =4). Prveka € A
ma 4 (s) moznosti, kam se miiZe zobrazit a vybere si jednu z t€chto moZnosti (zde si
vybral prvek 1 € B). Prvek b € A se uz tedy nemtiZe zobrazit na prvek 1 € B (jinak by
zobrazeni nebylo bijektivni), miZe se vSak zobrazit kamkoli jinak, tedy ma 3 (s — 1)
moZnosti a opét si vybere jednu z nich (zde si vybral prvek 3 € B). Prvek ¢ € A se
jiZ nemtze zobrazit na prvky 1,3 € B a ma tedy dvé (s — 2) moZnosti a vybere si
opét jednu (zde si vybral 4 € B). Na prvek d € A poté zbude moZnost jedind (v tomto
ptipadé prvek 2 € B). Bijektivnich zobrazeni je tedy

4.3.2.-1=4!=¢s!=n!

Toto zobrazeni bude injektivni, jestli se kazdé dva rizné prvky z mnoziny A zobrazi
na dva rizné prvky z mnoZiny B. Aby takové zobrazeni vibec existovalo, musi
byt n < s (pro n = s by byla také surjektivni, tedy by byla zobrazeni bijektivni,
coz je rozebrano v pfedchozim bodu). Pokud je tedy n > s neexistuje Zadné takové
injektivni zobrazeni. Jestlize vSak n < s, pak takova zobrazeni existuji a je jich ﬁﬁ
Je tomu tak proto, Ze prvni prvek mnoZiny A ma s moznosti, kam se mize zobrazit,
druhy uZz pouze (s — 1) moZnosti, protoZe se nemiZe zobrazit na stejny prvek jako
ten prvni, aZ n-ty prvek mé (s — (n — 1)) moZnosti, kam se miZe zobrazit, protoZe se
nemuZe jiZ zobrazit na 7adny z prvkd, na které uz se zobrazilo pfedchozich (n— 1)
prvkd:

so(s—=1)-(s=2)---- (s—n+1)= : : g

sl
~ (s—n)!

Toto opét 1ze ukdzat na schématu:

Ny My Ny !

MnoZina A zde ma 3 prvky (n = 3) a mnoZina B ma 5 prvku (s = 5). Tedy zde plati
n < s a Ize zde hledat injektivni zobrazeni. Prvek a € A ma pét (s) mozZnosti, kam se
miiZe zobrazit a vybere si vzdy jednu (zde prvek 1 € B). Prvek b € A ma poté pouze
Ctyfi (s — 1) moznosti, kam se miiZe zobrazit, protoze aby bylo zobrazeni injektivni,
nemize se zobrazit na stejny prvek jako prvek a € A a opét si vybere jeden z nich



36 Kapitola 3. Priklady

(zde prvek 4 € B). Kone¢né prvek ¢ € A ma jiz pouze tii (s —2 = s —n) moznosti a
vybere si opét jednu (zde prvek 2 € B). Moznych injektivnich zobrazeni je tedy:

54.3=60=s-(s—1)-(s—2) =
~——
(s—n+1)
Na schématu také 1ze ukdzat, pro¢ pro n > s neexistuje Zadné injektivni zobrazeni:

AJ( Ai’ Aj( Ai’

(¥

) 1@
o Y V'/

v @ v @
i@ 4@ i@ J@—?
<@ <@ <@ c@—2

Na tomto schématu je vidét, Ze pro piipad, kdy n > s, nelze vytvorit Zddné injektivni
zobrazeni, protoze v takovém pripadé nikdy nebudou mit kazdé dva prvky mnoZiny
A rzné obrazy.

[1.5.B9]. Necht f : A — B je zobrazeni. DokaZte, Ze plati:
a) f jeinjektivni <= existuje zobrazeni g : B —> A tak, Zze go f = idy
b) f je surjektivni <= existuje zobrazeni h: B — A tak, Ze foh = idp.
Navod: pri diikazu ”="v (a), resp. v (b) hledané zobrazeni g, resp. h pfimo zkonstruujte.

Diikaz. Pti dikazu ekvivalence se prvni dokazuje jeden smér a poté druhy, tedy dvé
implikace:

Vv

a) ,,= Pri diikazu tohoto sméru je nejjednodussi dané zobrazeni piimo zkonstruovat.
Pokud je f injektivni, znamena to, Ze se kazdé dva riizné vzory zobrazi na dva
rizné obrazy, tedy mnoZina B ma stejné ¢i vice prvkd, neZ mnozina A (jinak
by mezi jimi nemohlo injektivni zobrazeni existovat). Pfi konstrukci zobrazeni
g se tedy prvky b € B, které mély v zobrazeni f vzor, zobrazi pravé na tento
vzor b* € A a prvky, které nemély vzor, se mohou zobrazit kamkoli, tedy je
nejjednodussi zvolit jeden pevny prvek ap mnoZiny A, na ktery se zobrazi
vSechny takové prvky. Toto zobrazeni g tedy bude mit predpis:

b* ma-li prvek b pii zobrazeni f vzor

ProxeB:g(b) =
s(b) {ao nema-li prvek b pfi zobrazeni f vzor

Zobrazeni (go f) je skute¢né idy, nebof se kazdy prvek zobrazeny zobrazenim
(g o f) zobrazi sdm na sebe.
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,,»<=" Pfi dlikazu tohoto sméru se musi dokazat, ze pokud je go f = id4, pak musi
byt zobrazeni f injektivni. (Aby toto sloZené zobrazeni mohlo byt identické,
musi byt zobrazeni g surjektivni, protoZe kazdy prvek mnoZiny A musi mit v
tomto zobrazeni vzor.) Kdyby zobrazeni f nebylo injektivni, mély by nékteré
dva prvky mnoziny A stejny obraz v mnoZiné B a pfi zobrazeni zobrazeni g
uZ by nebylo mozné ,;rozdélit” tento jeden prvek mnoZiny B na dva prvky
z mnoziny A, protoZe z definice zobrazeni mize mit kazdy vzor pouze jeden
obraz.

Ukdazka na ptikladu:
A={ab}.B={xy.z}: f(a) =x.f(b) =z

= g(x) = a,g(y) =a,g(z) =b

Aj( gA

o @—> o
R

V tomto piiklad€ jsme si vyzkouseli, Ze jsou-li ve zobrazeni g prvky b € A = {a,b} a
b* € {x,z}. Prvek y € B nemd ve zobrazeni f vzor, zobrazi se tedy na pevné zvoleny
prvek ap = a.

Vv

b) ,,= Pri dikazu tohoto sméru ekvivalence je opét nejjednodussi takové zobrazeni
vytvotit. KdyZ je zobrazeni f surjektivni, ma kazdy obraz jeden nebo vice
vzord. Pro konstrukci zobrazeni & 1ze zvolit ke kazdému obrazu b € B zobra-
zeni f jeden pevny vzor (ze vSech jeho vzori) b* € A. Zobrazeni h pak lze
definovat tak, Ze se kazdé b € B zobrazi na b* € A:

h(b) = b*

Zobrazeni f oh tak bude skutecné idg, nebof se pii ném kazdy prvek mnoZiny B
zobraz{ sdm na sebe.

Zde se musi dokdzat, Ze existuje-li zobrazeni f oh = idp, pak musi byt zob-
razeni f surjektivni. Aby mohlo byt toto zobrazeni identické, musi se kazdy
prvek mnoziny B zobrazit sim na sebe, takze kazdy prvek mnoZiny obrazl
(mnoZiny B) musi mit alesponi jeden vzor v mnoZiné A pfi zobrazeni f, coz
znamena, zZe f musi byt surjektivni, jinak by zde mohl existovat obraz, ktery
nema zadny vzor a toto slozené zobrazeni by tak jiZ nemohlo byt identitou na
B.

Ukazka na prikladu:

A={a,b,c},B={x,y}: f(a)=f(b) =x,f(c)=Yy
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V tomto piiklad€ jsme si vyzkouSeli, Ze jsou-li pevné zvolené vzory ve zobrazeni f:
pro b = x je to b* = a (pfi jiné volbé by to mohlo byt i b* = b) a pro b =y je to
b* = ¢ (zde v tomto piipadé neni jind moZnost, nebof y ma pouze jeden vzor).

]

[1.5.B10]. Necht f: A — A je dané neidentické zobrazeni. Dokazte, Ze pak existuje
zobrazeni g : A — A takové, 7Ze fog # go f.

Navod: z predpokladu plyne, Ze v mnoziné A existuji dva rizné prvky a,b takové, Ze
f(a) = b. Této skute¢nosti pak vyuZijeme pii konstrukci zobrazeni g.

Diikaz. Zobrazeni f neni identita, tedy alespoii jeden prvek a € A se nezobrazi sim na
sebe, tedy pro tento prvek plati

a,bceA,a#b: f(a)=0>.

Nyni je (stejné€ jako v ptikladu 9) nejjednodussi zobrazeni g zkonstruovat. Zobrazeni g
muze byt napiiklad takové, které zobrazi vSechny vzory na jeden pevné zvoleny prvek.
kterym bude pravé ten prvek a, ktery se nezobrazi sim na sebe -

VxeA:g(x)=a.

Pfi takto zvoleném zobrazeni g se Vx € A : (go f)(x) = a (nejprve se zobrazenim f zobrazi
vSechny prvky libovolné tak, aby f nebylo identické zobrazeni a nésledné se vSechny
takto ziskané obrazy zobrazi na pevné zvoleny prvek a), zatim pfi sloZeném zobrazeni
(gof)(x) = b (nejprve se viechny prvky zobrazi zobrazenim g na prvek a a ten se nésledn&
zobrazi na prvek b, tedy se na prvek b zobrazi timto sloZzenym zobrazenim vsechny prvky).
Pro lepsi pochopeni 1ze tento piiklad, ktery dokazuje existenci zobrazeni g, ukdzat na
konkrétni mnoZziné a zobrazeni f:

A={abc.d},f:A—A: fla) =b,f(b) =b,f(c) =c,f(d) =d

g:A—rA:f(a)=f(b)=f(c)=f(d)=a
Vx€A:(gof)(x) =a,(fog)(x)=b=gof# fog
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[1.5.B11]. Dokazte, Zze zobrazeni f : A — B, je bijektivni. Pfitom:
) A=NxN,B=N,  f((xy)=2""(2y-1)
b) A= (a,b),B=(c.d), f(x)=c+%(x—a)
¢) A= (a,b),B=R", flx) =34

X

d) A= (a,b),B=TR;resp. p je pevné redlné &islo takové, Ze a < p < b

x=p
— proa<x<p
f) =95
o prop<x<b

kde (a,b), (¢,d) znadi oteviené intervaly na redlné ose.
Navod: v (a) vyuzijte vétu o rozkladu ¢isla na soucin prvocisel.
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Reseni. Pii diikazu bijektivity zobrazen{ je tieba ukdzat, Ze je toto zobrazeni injektivni a
surjektivni.

a) Toto zobrazeni zobrazuje usporddané dvojice prirozenych ¢isel na pfirozend Cisla.
Injektivni?
Pii dikazu injektivity chceme dokézat, Ze pro vSechna (x,y), (a,b) € IN x IN, pro
kterd plati £((x.y)) = £((@.h)). je (x.3) = (a,b):

(x,y),(a,b) e NxN: f((x,y)) = f((a,b)) =2 - (2y—1) =2¢"1. 2p—1) =

=227 (y-1) =222 2b—1)=> 2" (2y—1)=2"-(2b— 1) =
=x=aAy=b= (x,y) = (a,b)

Ptredposledni implikace
2% (2y—1)=2(2b—1)=>x=alhy=D

plati, protoZze kazdé prirozené Cislo 1ze rozloZit na soucin prvocisel (podle véty o
rozkladu Cisla na soucin prvocisel). Jediné sudé prvocislo, je ¢islo 2 a dalsi sudd
¢isla, jsou jeho mocninou nebo jeho ndsobkem s lichym cislem (tento ndsobek vSak
opét l1ze rozloZzit na soucin mocniny c¢isla 2 a n&jakych dalSich lichych prvocisel).
Pokud se tedy maji rovnat dvé prirozend cisla, musi mit v rozkladu na prvocisla
stejnou mocninu &isla 2. V zévorce (2y — 1), resp. (2b — 1), vidy vyjde liché &islo
(dvojnasobek libovolného pfirozeného &isla je ¢islo sudé a po odecteni jednicky od
sudého cisla vzdy vyjde &islo liché), tedy nedélitelné dvéma. Proto se musi rovnat x
aa,atedyiyab. Injektivita tohoto zobrazeni tedy byla dokdzana.
Surjektivni?
Zde se, stejné jako u dikazu injektivity, vyuZije rozkladu ¢isla na soucin prvocisel.
Nejprve je dobré zkusit urcit vzory pro nékolik obrazd, aby $lo 1épe vidét, jak toto
zobrazeni funguje:

1=2"12.1-1)

(
2=2212-1-1) = f((
3=2"12.2-1)=f((
4=22=2%112.1-1
5=21"1(2:3-1) = f((1.3))
6=2-3=2>12-2-1) = £((2,2))

I
~
—~

[—
:
[—y

N—
I
~
Y
—~
w
S
—_
N—
N—

Z toho jde vidét, Ze ¢isla a € IN, kterd nemaji v rozkladu na soucin prvocisel, Zddnou
mocninu dvojky (lichd &isla), budou prvni ¢len usporddané dvojice (x,y) rovenx = 1.
Ze zavorky pak lze urcit druhy ¢len y jako

a+1

a=2y—1=y= 7

Pro kazdé liché ¢islo tedy 1ze najit vzor.

2 w7

Pro sud4 ¢isla a € IN se pfi hledani vzoru postupuje podobné. Prvni ¢len uspotddané
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b)

dvojice (x,y) x se zde uréi z exponentu e ¢&isla 2 v rozkladu daného a na prvocisla
jako

x=e+1,

protoZe dvojka musi mit stejny exponent jako v rozkladu na soucin prvocisel a
v rovnici tohoto zobrazeni je v exponentu x — 1, tedy aby byly exponenty stejné,
musi byt x o jedniCku vétsi, nez exponent v rozkladu na soucin prvocisel. Druhy
¢len usporadané dvojice y se urcuje ze zbylych ¢leni rozkladu a na soucin prvocisel
(z lichych ¢lent) - tento soucin zde bude znacen jako s. Soucin té€chto zbylych Cisel
musi byt roven zdvorce (2y — 1), tedy y Ize ur¢it jako

1
s:2y—l:>y=%.

Tedy i sudym ¢isltim Ize najit vzor. Proto je toto zobrazeni také surjektivni a tedy i
bijektivni.

Zde jde o zobrazeni z otevieného intervalu na redlné ose do otevieného intervalu
na redlné ose, tedy se zde zobrazuji redlnd ¢isla z urcitého intervalu na redlnd c¢isla
z jiného intervalu. Pro lepsi orientaci lze spocist obrazy nékterych vzora. Je dobré
spocist, kam by se zobrazila horni a dolni mez tohoto intervalu a a b. ProtoZe je tento
interval otevieny (tedy meze do néj nepatii), je tfeba pocitat limitu v téchto bodech:

lim f(x) zlim{c—i—cbl_c-(x—a)} =,

xX—a X—a

lim f(x) = lim |:C—|—Z

x—b x—b

c-(x—a)} = d.

—d

Dolni mez a intervalu (a,b) by se tedy v tomto zobrazeni zobrazila na dolni mez ¢
intervalu (c,d) a horni mez b na horni mez d (intervaly jsou oviem oteviené, tudiz
tam tyto body nepatfi, ale je na nich dobfe vidét, jak toto zobrazeni funguje). Déle
je dobré zkusit, kam by se zobrazil néjaky jiny bod intervalu (a,b), a to napiiklad
jeho stfed, kterym je bod #:

Stfed intervalu (a,b) se tedy zobrazi na stied intervalu (c,d). Stejné tak by se bod

nachézejici se ve ¢tvrting intervalu (a,b) zobrazil na bod nachdzejici se ve &tvrting
; . 3a+d\ _ 3c+d
intervalu (c,d): f(24<) = 25) apod.
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Injektivni?

Pii diikazu injektivity chceme dokdzat, Ze pro vSechna x,y € (a,b),a,b € R, pro

kterd plati f(x) = f(y),jex=y:

d—c ( ) n d—c
xX—a)=c

b—a b—a

=X—a=y—a=x=Yy

x,y € (a,b),a,beR: f(x) = f(y) = c+

(y—a)=

Problém by zde mohl nastat pouze v pripadé, kdy by se délilo nulou, ale zlomek
% nikdy nula nebude, protozZe ¢ # d a a # b, jinak by to nebyly oteviené intervaly
(kdyby ¢ = d nebo a = b, pak by byl interval, pro ktery by toto platilo vlastné prazdna
mnoZina, protoZe by byl nap¥. (a,a), ale do otevieného intervalu nepatii krajni body -
horni a dolni mez, takZe by se nejednalo o otevieny interval, ale prizdnou mnoZinu).
Injektivni tedy toto zobrazeni je.

Surjektivni?
Zde staci z predpisu zobrazeni vyjadrit x:
d— —c)-(b—
f(x):c+bT2-(x—a):>x:(f(x) dc—)c( a)—i—a

Podle tohoto piedpisu lze kazdému prvku z intervalu (¢,d) nalézt vzor. Nyni je jesté
treba ovéfit, zda budu tento vzor vZdy z intervalu (a, b) , tedy
x)—c)-(b—a
a<(f() ) )+a<b.
d—rc

Nejprve se budeme zabyvat nerovnosti

(f(x) —¢)-(b—a)

<
d—c

Na obou strandch této nerovnosti se nachazi +a, coz tedy miZzeme odecist od obou
stran a dostaneme nerovnost

+a.

() -¢) (b-a)

0<
d—c
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c)

Déle budeme zkoumat znaménka jednotlivych zdvorek — jsou tfi moZnosti:

e a,b,c,d >0

e ab,c,d <0

e a,c <0OADb,d >0.
Ve viech piipadech vyjde vZdy ve viech zdvorkéch ( f(x) —c), (b—a), (d — ¢) kladné
¢islo a zlomek W budu skute¢né vzdy kladny (vétsi neZ nula).

Nyni budeme zkoumat druhou nerovnost

(f(x) =¢c)-(b—a)

b.
I—c +a>
Po upravach dostaneme
) -0)-b-a) ,
d—c
fx)—c
—— >1
d—c ~
flx)—ec<d—c
f(x) <d

coZ je jisté pravda, protoZe f(x) je z intervalu (c,d), tedy f(x) je jist€ mensi neZ d.
Zobrazenti je tedy také surjektivni, a tedy 1 bijektivni.

Zde se jednd o zobrazeni z oteviené mnoZiny do mnoZiny vSech kladnych redlnych
Cisel. Pro lepsi predstavu, jak toto zobrazeni vypadad, Ize opét vyzkouset, kam se
zobrazi dolni a horni mez (i v tomto pfipadé je tfeba pocitat limitu z pfedpisu
zobrazeni pro x jdouci k a a k b, protoZe tyto meze to otevieného intervalu nepatii a
navic po pouhém dosazeni b do predpisu by zde bylo d€leni nulou, coZ nelze):

X—a

lim =0
x—at b—x

. X—da

lim = oo
x—=b-b—x

Dale Ize vyzkouset dalsi body z intervalu (napfiklad rozdélit interval na osm dilka a
najit obraz kazdého bodu leziciho v kazdé osmin¢):

7 Ta+b _MTSHJ—a b—a 8
8

1
b—245b 8 I(b—a) 7T

1 .

PES Mg b-a 4 1
S b-3th 4 3(b—a) 3

T p-Bb g 5(b-a) 5

f(&zﬁb)_@—a 3(b—a) 8 3
8
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2 b— b 2 b-a
3a+5b — 4P S5(b-a) 8 5
3a+5b 8 3(b—a) 3
_a+3b a_3(b-a) 4 _,
- a+3b 4 b—a
B a+7b 7(b—a) 8 B
T poeth g e

N

Injektivni?
Pri dikazu injektivity chceme dokézat, Ze pro vSechna x,y € (a,b),a,b € R, pro

kterd plati f(x) = f(y),jex=1y:

KY€ (@) f(0) = f() = 5= == =)

Posledni implikace plati, protoZe aby se rovnaly dva zlomky, musi mit stejny zédkladni
tvar. Tedy se rovnaji jejich Citatelé i jmenovatelé nebo je Citatel prvniho n-ndsobkem
druhého Citatele a jmenovatel prvniho taktéZ n-ndsobkem jmenovatele druhého (n je
v obou piipadech stejné - ndsobeni zlomku jednickou, n € IR):

x—a=n(y—a) =  x—ny=a(l—n)
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b—x=n(b—y) = —x+ny=b(n-1)

Po secteni téchto dvou rovnic:
0=a(l—n)+b(n—1)

a(l—n)=b(1—n)
a=~n,
alea#b

a tedy se skute¢n& x musi rovnat y. (Nabizi se otdzka, jestli zdvorkou (1 —n) Ize délit.
Odpovéd je kladnd, protoZe nelze délit pouze nulou, kterd by v zavorce vysla, pokud
by se n = 1, coz je ovSem piipad, kdy se rovnaji Citatelé i jmenovatelé zlomk, kde
jisté plati x =y, protoZex —a =y—a=x =y Ab—x =b—y = x=1y.) Injektivni
toto zobrazeni je.
Surjektivni?
Pro kazdy obraz f(x) lze najit vzor podle piedpisu:

x—a _a+b-f(x)

flx)= b—xix_Tf(x)'

Opét je tfeba ovéfit, Ze nalezeny vzor skute¢né leZi v intervalu (a,b):

a<w <b

1+ f(x)
a+b-f(x
= 1+f(3§))
ata-f(x)<a+b-f(x)
a-f(x) <b-f(x)
a<b
a+b-f(x)
1+ f(x)
a+b-f(x) <b+b-f(x)
a <b.

<b

A toto zobrazeni tedy je 1 surjektivni, tedy je bijektivni.

d) Zde se jednd o zobrazeni z otevieného intervalu redlnych &isel (a,b) do mnoZiny
redlnych Cisel. Pro lepsi pfedstavu je dobré (stejné jako v predchozim bodé€) spocist
limitu z f(x) pro x jdouci k dolni mezi a zprava a horni mezi b zleva:

xX—p

lim —oo,
x—at X—a

lim X7Pp
x—b-b—x

— oo,
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(Prvni limita je minus nekonecno, protoze a < p.) Dale je dobré si vSimnout, Ze

4

proa<x<p:x—p<0Ax—a<0= <0,
xX—a
xX—p
pr0p§x<b:x—p20/\b—x>02>b > 0.
—X

Injektivni?
Pri dikazu injektivity chceme dokézat, Ze pro vSechna x,y € (a,b),a,b € R, pro

kterd plati f(x) = f(y), jex =y
Zde je treba rozdélit si to do tii pripad:

X—p_Y—p

a<xysp:f(x)=f0)=_— =Ty
X—=p _Y—Pp
pSX,y<b:f(x)=f(y):>b_x=m$x=y,
a<x<pAp<y<bmeboa<y<pAp<x<b):
TP _ VTP e TP copn P s 0=y =
x—a b—y xX—a -y

(Podrobné;jsi rozbor prvniho a druhého piipadu viz bod c).) Toto zobrazeni je injek-
tivni.

Surjektivni?

Pfi hledéani predpisu, dle kterého lze najit ke kazdému redlnému cislo vzor, se nabizi
rozdélit si to na dva pfipady - nekladnd ¢isla (zadpornéd a nula) a nezdporna &isla
(kladnd a nula), a to proto, Ze

proa<x§p:x—p§0/\x—a<02>x_p§O,
x—a
X—p
prop§x<b:x—p20/\b—x>02>b > 0.
—X

Staci tedy z predpisu tohoto zobrazeni vyjadfit x:

Problém by zde mohl nastat pouze pokud by ve jmenovali v néjakém piipadé vySla
nula. To se ovSem nestane, protoZe aby k tomu doSlo, v obou piipadech by se do
predpisu muselo dosadit Cislo, které nepatii do jim piislusnych interval. Déle je
samoziejmé opét tieba ovéfit, zda jsou vSechna takto nalezend x z intervalu (a,b),
stejné jako v b) € ¢). Pro f(x) = 0 lze pouZit oba piedpisy. (Toto dokonéeni jiz
nechdm na Ctenéfi.) Zobrazeni je tedy i surjektivni, a proto je i bijektivni.
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[1.5.B12]. Jsou dana bijektivni zobrazeni f,g: Q — Q takto:

5
f(x) =3x—4, g(x) =2x+ 3 pro Vx € Q.
Naleznéte predpis zaddvajici zobrazent:

fogigofi(fog) s(gof) s f g if Tog g o

Reseni. Predpis slozeného zobrazeni fog (f po g - nejprve g, poté f) se nalezne tak, Ze
se do predpisu zobrazeni f dosadi za x pfedpis zobrazeni g:

5
Stejnym zplisobem se dostane i sloZzené zobrazeni go f (g po f - nejprve f, pak g), a to

tak, Ze se do predpisu zobrazeni g dosadi za x predpis zobrazeni f:

(gof)(x) =2(3x—4) —1—2 :6x—?.

Inverzni zobrazeni se ziskd prohozenim vzoru a obrazu v pfedpisu zobrazeni a ndslednym
vyjadienim obrazu:

6(08) () +1=x = (fog) () = T

19 19

6(g0f) ' (x) — 5 =x= (goN) W) =5+ g
3f M x)—d=x=f1(x) = #,
2g_1(x)+§ —x=gl(x) = 1—26—%

Nynf jiZ pfipraveno vie pro sloZeni inverznich zobrazeni f~!a g~ !

x __ 5
(Flog =22 =24 2

[\

Zde je vidét, ze

coz plati obecné.

[1.5.B13]. Nechf A, B,C jsou mnoZiny a necht ¢ : A — B je bijektivni zobrazeni. DokaZte,
Ze bijektivnim zobrazenim je pak také zobrazent:
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a) F:AC — BC, definované: F(f) = @o f Vf € AC
b) G:C* — CB, definované: G(g) : gop~! Vg € CA.
Diikaz.

a) Zde se jednd o zobrazeni z mnoZiny vSech zobrazeni z mnoZiny C do mnoZiny A do
mnoziny vSech zobrazeni z mnoZiny C do mnoZiny B:

(C—A) — (C— B),

pfi¢emz zobrazeni f € AC se zobrazi pomoci pfedpisu na zobrazeni F(f) = o f €
BC (skuten& @ o f je zobrazeni z mnoZiny C do mnoZiny B, protoZe f:C — A a
¢ : A — B). Aby bylo dokdzdno, Ze je toto zobrazeni bijektivni, musi se ovéfit, zda
je injektivni a surjektivni.

Injektivni?

Pfi dikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna f,g € A€, pro kterd plati

F(f)=F(g).jef=g:
f.8EACF(f)=F(g) = @of=¢og=f=g.

Posledni implikace plati, protoZe ¢ je bijektivni zobrazeni, tedy se kazdé dva riizné
prvky z A zobrazi na dva rizné prvky z B a kazdy prvek z B md pravé jeden vzor.
Coz znamen4, Ze aby se rovnaly zobrazeni @ o f a ¢ o g musi se rovnat zobrazeni f
a g. Lépe je tato skutecnost vidét na nasledujicim schématu (jako zobrazeni ¢ je zde
zvoleno libovolné bijektivni zobrazeni):

3
@ —@ @ —@

#./‘; ><.2 }./E >< :

c/. 3 r/. 3
Zobrazeni f zde bylo voleno zcela libovolng. Aby se ovSem rovnaly sloZend zobra-
zeni, pak musi byt g stejné, jinak by se ne vSechny prvky zobrazili stejné a tedy by
se tyto slozend zobrazeni nerovnala.

Injektivni toto zobrazeni tedy je.
Surjektivni?

Ci’ y,B C VB

Zde je tfeba najit ke kaZdému zobrazeni F(f) z mnoZiny B¢ vzor f v mnoZin& AC.
To 1ze udélat takto:

F(fy=¢of /o lo

¢ loF(f)=¢ 'opof
id
idg

f=9'oF(f).



Kapitola 3. Priklady 49

b)

Tuto skutecnost 1ze ukazat 1 ndsledujicim schématem:

Inverzni zobrazeni ¢! 1ze vytvofit, protoZe @ je bijektivni. SloZenim tohoto inverz-
niho zobrazeni s obrazem F (f) z mnoZiny B¢ tedy lze najit ke kazdému obrazu vzor
f z mnoziny A€,

Toto zobrazenti je i surjektivni. A proto je skute¢né toto zobrazeni bijektivni.

Zde se jednd o zobrazeni z mnoZiny vSech zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny C do
mnoZiny vSech zobrazeni z mnoZiny B do mnoZiny C:

(A—C) — (B—C),

pfi¢em zobrazeni g € C* se zobrazi pomoci pfedpisu na zobrazen{ G(g)=go o le
CP (zobrazenig: A — Ca @~ ! : B— A, tedy skute¢né go @' : B — C). Opét je
treba dokdzat jak injektivitu, tak surjektivitu.

Injektivni?

Pii dikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro viechna f,g € C4, pro kterd plati
G(f)=Gl(g).je f=¢g

f.8€CY:G(f)=G(g) = fop ' =gop ' = f=g¢.

Posledni implikace plati ze stejného diivodu jako v a). (Schéma si miZete vyzkouset
nakreslit sami.)

Bylo dokdzéano, Ze toto zobrazeni je injektivni.

Surjektivni?

Opét je tieba najit predpis, dle které 1ze najit pro kazdy prvek (zobrazeni) G(g) € CB
vzor g € CA. Pro tento piipad plati:

G(g) =gop' /oo
G(g)op=gop 'og
——
idy
g=G(g)oo,

schématicky:

Zobrazeni je tedy i surjektivni a bylo tak dokazano, Ze je bijektivni.
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[1.5.B14]. Necht f : Z — Z je zobrazeni, splitujici podminku:
(fof)(x)=—x, pro kazdé x € Z.
Dokazte, Ze pak plati:
a) f je bijektivni zobrazeni
b) f(—x) =—f(x) proVxeZ
¢) f(x) =0<=x=0.
Diikaz.

a) Zde je nejprve dobré zjistit, jaké vlastnosti ma zobrazeni f o f:
Injektivni?
Pii diikazu injektivity chceme dokazat, Ze pro vSechna x,y € Z, pro kterd plati

(fof)(x)=(fof)(y).jex=y:
xyeZ:(fof)(x)=(fof)(y)=—x=—y=>x=y.

Injektivni tedy toto zobrazeni je.
Surjektivni?
Pro kazdy obraz lze ziskat vzor podle predpisu:

(fef)x) = —x=x=—(fof)(x)

a toto zobrazeni je tedy také surjektivni, tedy je bijektivni.
ProtozZe f o f je bijektivni, je podle véty 2 zobrazeni f jak injektivni, tak surjektivni,
tedy je bijektivni.

b) Zde se vyuZije skute¢nosti, Ze f(f(f(x))) lze diky platnosti véty 1 rozepsat dvéma
zptsoby:

(fo N (f(x) = —f(x)
((Fof)

F((fof)(x)=f(—x) = f(=x) = —f(x).

fF(F(x))) ={

c) Aby byla dokdzana ekvivalence, je tieba dokdzat dvé implikace:

<= Zde je tieba dokdzat, 7e pro x = 0 musi byt f(x) = 0, pfitom se hodi pouZit
predchozi bod:

x= 0= f(~0) = —(0) = £(0) = —f(0) = 2- £(0) =0 = (0) =0.

= Zde je tieba dokazat, Ze pro f(x) = 0 musi byt x = 0, pfitom lze vyuZit toho,
ze f(0)=0:

f(x) —0= f(x) _ f(O) protoze f:le bijekcex —o.
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[1.5.B15]. Necht A, B jsou kone¢né mnoZziny prirozenych ¢isel; necht

f A — B je injektivni zobrazeni s vlastnosti: x < f (x), Vx €A,

g : B — A je injektivni zobrazeni s vlastnosti: y < g(y), Vy € B.

Dokazte, Ze pak plati: A=B a f=idy=g.

Nédvod: oznatte h = go f, ukaite, Ze h je bijekce spliiujici podminku x < h(x) pro kazdé
x € A a déle (sporem) ukaZzte, Ze h = id,.

Diikaz. Podle ndvodu je dobré zde zacit tim, Ze se pro zobrazeni h = go f dokdZze, Ze je
bijektivni, tedy Ze je injektivni i surjektivni.

Injektivni?

JelikoZ jsou zobrazeni f i g ze zadani injektivni, je podle véty 2 injektinvi i zobrazeni
h=gof.

Surjektivni?

Zde je tieba najit ke kazdému obrazu vzor. Na zacatku je dobré si uvédomit, Ze zobrazeni
h je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny A. Zobrazeni h funguje tak, Ze nejprve zobrazeni
prvek x € A zobrazenim f do mnoZiny B tak, Ze jeho obraz bude vétsi nebo roven vzoru.
Dile se pak tento obraz zobrazeni zobrazenim g zpét do mnoziny A tak, Ze jeho obraz bude
opét vétsi nebo roven zobrazovanému prvku. Schématicky:

A 4 g A A g A
+@—> %‘3(’}() v @— @)

W€ £ 3(%) > vy

Mnozina A je konecn4, tedy lze urcit jeji nejvétsi prvek. Tento nejvetsi prvek mnoziny A
se zobrazi zobrazenim /4 na prvek mnoziny A, ktery je vétsi nebo roven vzoru. ProtoZe byl
vSak vzorem nejvétsi prvek mnoziny A (vEétsi uz tam neni), musel se tento prvek zobrazit
sdm na sebe. Ddle Ize vzit druhy nejvétsi prvek mnoZiny A (takovy, ktery je mensi nez
nejveétsi prvek mnoZiny A a vétsi nez vSechny ostatni prvky mnoZiny A). Ten se zobrazenim
h zobrazi opét sdm na sebe nebo na néjaky vetsi prvek. VEtsi je vSak pouze ten nejvetsi
prvek mnoZiny A, na ktery se jiZ zobrazil nejvétsi prvek A, a tedy protoZe h je injektivni,
Zadny dalsi prvek se na né€j zobrazit nemuzZe. Proto se i tento prvek zobrazi sdm na sebe. A
tak lze postupovat ddle az k zjiSténi, Ze se kazdy prvek mnoZiny A zobrazi zobrazenim h
sam na sebe. Ke kazdému obrazu tedy lze najit vzor, ktery se bude danému obrazu rovnat:

x = f(x).
Toto zobrazeni je tedy i surjektivni, coZ znamend, Ze je také bijektivni. ProtoZe se kazdy

prvek mnoZiny A zobrazi zobrazenim /& sidm na sebe, plyne z téchto uvah také to, Ze
zobrazeni & je identické zobrazeni na mnoZiné A:

h=idy.
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Jiz bylo tedy dokazano, Ze zobrazeni h = g o f je bijektivni a také, ze h = id,.
Ze skuteCnosti, Ze je h bijektivni podle véty 2 plyne, Ze zobrazeni f je injektivni (coZ je

zndmo jiZ ze zadani) a zobrazeni g je surjektivni, pfi¢emz zadéni fik4, Ze g je také injektivni
a tedy je zobrazeni g bijektivni. Déle lze psat:

h(x) =x

(g0f)(x) =x
a protoZe je g bijektivni, 1ze vytvofit jeho inverzni zobrazeni, které 1ze nasledné aplikovat
na obé strany této rovnice:

(gof)(x)=x Jg o
(g ogof)(x) =g " (x)
idg
fx)=g""(x).

! se rovnajf a z toho plyne, Ze i zobrazeni f je bijektivni

Vyslo tedy, Ze zobrazeni f a g~
(protoZe g~ ! je bijektivni).

Bylo dokazano, Ze zobrazeni f i g jsou bijektivni a f = g~ ! (tedy také f 1= 2).

O zobrazeni h = go f jiz bylo dokézéno, Ze h(x) = x, tedy h = ids. Ze zadani plyne, Ze
pro toto sloZené zobrazeni plati:

x< fx) =y <g(y)
a ze skuteCnosti, Ze h = idy pak také:
x=g(y)=x=f(x)=y=2¢g(y),

z GehoZ je vidét, Ze pro zobrazeni f plati f(x) = x a z bijektivity tohoto zobrazeni pak také
to, ze
A=B AN [f=idy.

Ze skuteCnosti A = B a f = g~ ! plyne pak také

g = idA.



Zaveér

V této bakalaiské praci byla detailné rozebrdna zobrazeni a vyfeSeny piiklady ze sbirky
uloh k pfedmétu Zaklady matematiky s diirazem na problémy, které studenti v tomto tématu
nachdazeji. Doufam, Ze tato prace prisp&je k lepSimu pochopeni tématu a bude studentiim
slouzit jako uzite¢ny studijni material.
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