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Predmluva

Tento elektronicky text je uréen posluchac¢im studia ucitelstvi matematiky
jako pomiicka pro jejich pripravu jak k diléi, tak ke statni zdvéreéné zkousce.
Ucebni text pokryva zhruba latku, ktera je pfednasena v 5. semestru uditel-
ského studia matematiky v predmétu M5510 Teorie kuzelosecek a kvadrik.
Text vznikl na zakladé prednéasek obou autort. Prednaska vyzaduje pred-
bézné znalosti linedrni analytické geometrie v rozsahu skript Horak, Janyska
[6] nebo ucebnice Sekanina a kol. [12].

Obsahem textu je analyticky pristup ke studiu kuzelosecek respektive
kvadrik v projektivni, afinni a euklidovské roviné respektive prostoru. K uce-
lenému vykladu jsou potfebné nékteré kapitoly z algebry, které nejsou sou-
¢asti povinného kurzu, proto jsme do textu zaradili tyto kapitoly v nezbyt-
ném miniméalnim rozsahu. Jde o komplexni rozsiteni vektorového a afinniho
prostoru (Kapitola 1), projektivni rozsifeni afinniho prostoru (Kapitola 2) a
konecéné o tvod do teorie bilinearnich a kvadratickych forem (Kapitola 3).
5 (analytické teorie kvadrik). I kdyz je nas pFistup analyticky, snazime se co
nejvice zduraznit geometrické vlastnosti definovanych pojmu. K tomu slouzi
i fada obrazkid. Pro prehlednost textu jsou definice vyznaceny rameckem a
konce dukazu respektive poznamek jsou oznaceny symboly [ respektive <.

Na konci kazdého paragrafu jsou uvedeny teSené priklady typické pro
dany paragraf a v kazdé kapitole je zarazen paragraf s priklady na procvi-
¢eni. Ucebni text je doplnén sbirkou cviceni feSenych pomoci softwaru Maple
pro usnadnéni samostatné prace studentii. Pro samostatnou pripravu stu-
dentt byly také v Informacnim systému Masarykovy univerzity vytvoreny
odpovédniky, které slouzi studenttiim k samostatnému procvic¢ovani vyuco-
vané latky.

V Brné, 20. ¢ervna 2013 Autori
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Kapitola 1

KOMPLEXNI ROZSIRENI PROSTORU

Az dosud jsme v analytické geometrii uvazovali vSechny prostory (vektorové,
afinni, euklidovské) pouze nad télesem redlnych ¢isel. Pro potieby teorie ku-
zelosecek a kvadrik se vSak redlné prostory jevi jako nedostateéné. Ukazeme
si, pro¢. V linedrni geometrii, napf. v euklidovské roviné, platilo, ze dvé
soufadnicové linedrni rovnice urcuji stejny geometricky objekt (nadrovinu)
tehdy a jen tehdy, lisi-li se o nenulovy nasobek. Mé&jme ale dvé rovnice 2.
stupné

x2+y2:0, (1)
222 +3y* =0, (2)

kde [z;y] jsou soufadnice bodu v roviné vzhledem k néjakému ortonormal-
nimu repéru. Je ziejmé, ze obéma rovnicim vyhovuji pouze souradnice po-
¢atku, tj. urcuji stejnou mnozinu v euklidovské roviné, a pfitom neni rov-
nice (2) nasobkem rovnice (1). V této kapitole proto zavedeme takzvané
komplexni rozsifeni realného prostoru tak, abychom docilili toho, ze i dveé
rovnice 2. stupné uréuji tutéz mnozinu pravé tehdy, lisi-li se o nenulovy
nasobek.

1 Komplexni rozsifeni vektorového prostoru

Predpokladejme, ze V' je vektorovy prostor konecné dimenze n nad té€lesem
realnych ¢isel. Podobnym zptisobem, jako se v teorii ¢isel sestroji komplexni
roz§ifeni télesa redlnych cisel v téleso komplexnich ¢isel, sestrojime i kom-
plexni rozsiteni vektorového prostoru V.

Uvazujme mnozinu V' x V a definujme na ni operaci s¢itani a nasobeni
komplexnim ¢islem nasledujicim zptsobem

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d), (1.1)
(a +1i8)(a,b) = (ea — b, ab + fa). (1.2)



Snadno se ovéfi, ze V x V spolu s operacemi s¢itani a nasobeni komplex-
nimi ¢isly definovanymi (1.1) a (1.2) je vektorovym prostorem nad télesem
komplexnich ¢isel C.

Definice 1.1. Mnozinu V x V' s operacemi s¢itani a nasobeni komplex-
nimi ¢isly definovanymi vztahy (1.1) a (1.2) budeme nazyvat komplezni
roz§irend redlného vektorového prostoru V a oznacovat VC.

Uvazujme podmnozinu M = {(u,0) € V x V} € V. Snadno ovéiime,
7ze M je uzaviena vzhledem ke s¢itani a nasobeni redlnymi ¢isly. Uvazujme
zobrazeni V' na M, které ptifadi vektoru u € V vektor (u,0) € M. Toto
zobrazeni je izomorfizmem vektorového prostoru V na M. Pii ztotoznéni V'
a M tedy dostévame, ze V C VC.

Poznamka 1.1. V je podmnozina ve VC, ale ne vektorovy podprostor,
protoze V je definovano nad R a V€ nad C. &

Nyni miizeme kazdy vektor (u,v) € VC psat nasledujicim zptisobem
(u,v) = (u,0) + (0,v) = (u,0) +i(v,0) =u +iv.

Vektor u € V budeme nazyvat redinou slozkou (¢dsti) a vektor v.€ V
imagindrni slozkou (¢dsti) vektoru w = u +iv € VC a oznacovat u =
MRe(w), v = IJm(w). Nulovym vektorem VC je (0,0) =0 +io = o.

Véta 1.1. Vektory uy,...,ux € V jsou linedrné nezavislé v prostoru V
tehdy a jen tehdy, jsou-li linedrné nezdvislé v prostoru V°C.

Duikaz. Je ziejmé, ze jsou-li uy,...,u;r € V linearné zavislé ve V, jsou
i linearné zavislé ve VC. Necht jsou uy, . . ., u, linedrné zavislé ve VC. Potom
existuji komplexni ¢isla oj+i3;, j = 1,..., k, takova, Ze alesponi jedno z nich

je nenulové a plati

(Oéj + iﬁj)uj =o0,

k
=1

J
tj.

k k
E ozjuj+i E ﬁjuj:o.
Jj=1 Jj=1

Musi tedy platit S°%_, a;u; = o a sou¢asné S°%_, B;u; = o, pfiemz alespoii
y =1 A5y j=1 Py )

jedno o; € R nebo 3; € R je nenulové, coZ znamend, Ze vektory ui, ..., u;

jsou linearné zavislé ve V. Dokézali jsme tedy, ze ui,...,u; jsou linedrné

zévislé ve V tehdy a jen tehdy, jsou-li linearné zavislé ve VC, coz je tvrzeni

ekvivalentni tvrzeni Véty 1.1. O

Véta 1.2. Kazdd bdze prostoru V je i bdzi prostoru VC.



Dukaz. Necht uy, ..., u, je baze vektorového prostoru V. Potom uy, ..., u,
jsou linearné nezavislé ve VC a musime dokazat, 7ze uy,...,u, je systém
generatortt VC. Bud x + iy € VC libovolny vektor. Potom existuji realné
w7 v n n

Gisla x1, ..., Tn, Y1;... ;Yn tak, Ze x = ijl Tjuj,y = ijl yju;. Odtud

n

n n
X iy =Y wjui+iy yuy =Y (;+iy;)uy,
j=1 j=1 j=1

coz dokazuje nasi Vétu 1.2. O

Definice 1.2. Kazda baze prostoru VC, ktera je soucasné i bazi V, se
nazyva redlnd bdze.

Véta 1.3. Bud U podprostor vektorového prostoru V. Potom UC je pod-
prostorem vektorového prostoru VC.

Dikaz. Véta 1.3 je pfimym disledkem definice komplexniho rozsiteni vek-
torového prostoru. ]

Definice 1.3. Podprostor W vektorového prostoru VC, ktery je kom-
plexnim rozsifenim podprostoru U C V, se nazyva redlngy podprostor a
oznac¢ujeme ho UC.

Ne kazdy podprostor ve VC je redlny, ale kazdy podprostor ve VC obsa-
huje néjaky realny podprostor, minimalné trividlni podprostor {o}.

Vektory u + iv a u — iv se nazyvaji vektory komplexné sdruzené. Je-li
w € VC, budeme komplexné sdruzeny vektor oznacovat w. Je-li W C VC
vektorovy podprostor, je W = {w|w € W} vektorovy podprostor nazyvany
komplexné sdruZeny podprostor k podprostoru W.

Pro komplexné sdruzené vektory ve VC plati vztahy obdobné vztahtim
pro komplexné sdruzena é&sla. Pro w,w’ € VC, k € C, plati

wt+w=w+w,
kw=Fkw.
kde k je komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu k. Déle plati 9te(w) = (w4 w),
Jm(w) = 5(W —w).

Véta 1.4. Vektorovy podprostor W C VC je redlnyg pravé tehdy, kdyz W =
w.

Dukaz. “=” Necht{ W je realny podprostor ve VC, tj. W = {w=u+
iv,u,v € U} = U® pro n&jaky podprostor U C V. Je ziejmé, ze pro kazdé
welWijeiweW,atedy W =W.



“=” Necht W = W. Potom pro Vw € W jei w € W, a tedy i realné
vektory PRe(w) € W. Mnozina U = {MRe(w)} je uzaviend vzhledem ke
s¢itani a nasobeni redlnymi ¢isly, a tedy je podprostorem ve V. Protoze
Jm(w) = Re(—iw), je {Im(w)} C U aw = MRe(w) + iJm(w). Potom
W =UF€. O

Dusledek 1.1. Necht W je podprostor ve VC. Potom mazimdini redlny
podprostor obsazeny v W je W NW. o

Pri uréovani maximalniho realného podprostoru v podprostoru W C
VC postupujeme podle Disledku 1.1. Pii praktickém vypoctu postupu-
jeme podle zpfisobu zadani W. Je-li W = L(wi,...,wy), uréime W =
L(W1,..., W) a WNW. Je-li dimW = dimW NW, je W realny podprostor.

Je-li podprostor W vzhledem k néjaké realné bazi VC zadan obecnymi

rovinicemi
a1121 + arpx2 + -+ apx, =0,

(1.3)
A(n—k)1T1 T Q(n—)2T2 + ** + Qn—f)nTn = 0,
a;; € C, je obecné vyjadifeni podprostoru w
aij1x1 + apre + - +apr, =0,
(1.4)

Un—k)1%1 T A(n_g)2T2 + - + An—g)n®n = 0.

Potom W NW je spoleénym fesenim soustav (1.3) a (1.4). Je-li W realny
podprostor, musi existovat takové jeho obecné vyjadieni (1.3), Ze a;; € R.

Véta 1.5. Necht V' a U jsou realné vektorové prostory a ¢ : V- — U je line-
drni zobrazeni. Potom existuje pravé jedno linedrni zobrazeni ¢ : V€ — UC
takové, Ze pro kaZdy vektor x € V je oC(x) = @(x). Je-li linedrni zobrazeni
© prosté, je i linedrni zobrazeni ©C prosté a je-li ¢ surjektivni, je i @C
surjektivni.

Duikaz. Necht ¢ : V — U je linedrni zobrazeni. Definujme zobrazeni
z VC do U® vztahem
=

o= (x +iy) = p(x) +ip(y) (1.5)

pro kazdé x +iy € VC. Je ziejmé, ze ©C(x) = p(x) pro kazdy vektor x € V.
Ovéfime, 7e ¢C je linearni zobrazeni. Necht x; +1iy; € 74 aj +i8; € C,



7 =1,2. Potom

¢ (a1 +iB1)(x1 +iy1) + (ag +iB2)(x2 + iy2)) =
= o ((a1x1 — Bry1 + aoxa — Bay2) + i(any1 + Bix1 + anys + faxa)) =
= p(a1x1 — f1y1 + aaXs — Bay2) +ip(ary1 + Bix1 + aoys + Box2) =
= a1p(x1) — Bre(y1) + aop(x2) — Pap(y2)+
+i(a1p(y1) + rp(x1) + a2p(y2) + Bap(x2)) =
= (a1 +1iP1)(p(x1) + ip(y1)) + (@2 +iB2)(p(x2) + ip(y2)) =
= (o1 4 iB1) " (x1 4+ iy1) + (2 +i82) " (x2 + iya).

Piedpokladdejme, ze ¢C je linedrni zobrazeni z VC do UC takové, ze
¥C(x) = p(x) pro kazdy vektor x € V. Potom z linearity dostavéame, ze
musi platit vztah (1.5), a tedy ¢© = ¢C.

Necht je linedrni zobrazeni ¢ prosté a ¢®(x; + iy1) = p%(x2 + iy2).
Potom z (1.5) je p(x1) = ¢(x2) a ¢(y1) = ¢(y2), a tedy musi byt x; = x2
a y1 = yo, coz znamena, ze i ¢C je prosté zobrazeni.

Necht linearni zobrazeni ¢ je surjektivni zobrazeni. Necht x' + iy’ €
UC je libovolny vektor. Protoze ¢ je surjektivni zobrazeni, existuji vektory
X,y € V takové, ze ¢(x) = X' a ¢(y) = y'. Potom ¢C(x + iy) = x' + iy’,
a tedy i o€ je surjektivni. O

Definice 1.4. Zobrazeni ¢C definované ve Vété 1.5 se nazyvéa komplezni
rozsirent linedrniho zobrazeni .

Necht vi,...,v, je baze vektorového prostoru V a uy,...,u,, je bize
vektorového prostoru U. Necht vzhledem k témto bdzim mé linedrni zobra-
zeni ¢ z V do U matici A,. To znamend, ze ma-li x € V soufadnicové
vyjadieni x = z1vy + - - - + x, vy, & vektor p(x) € U soufadnicové vyjadieni
o(x) = zjug + -+ + 2], u,,, potom

/
r] = a1121 + a12x2 + - - + a1pTy ,

/
Ty = a2121 + Q22T + - - + A2p Ty, ,

/
Ty = AmM1T1 + Q222 + - + AmpTn ,

a;; € R, coz piSeme maticové, pfi ztotoznéni vektoru se sloupcovou matici
jeho soufadnic, ve tvaru ¢(x) = A x. Protoze kazda béaze prostoru V je
i bazi prostoru V¢ a podobné, kazda baze prostoru U je i bazi prostoru UC,
mizeme vyjadiit i matici A c vzhledem k bdzim vi,..., vy a ug, ..., up.

Véta 1.6. Pro libovolné linedrni zobrazeni ¢ z V do U jsou matice A, a

A vzhledem k redlngm bdzim v VC a UC totozné.



Dukaz. Necht v bazich vi,...,v, ve V a uy,...,u,, v U je A, matice
linearniho zobrazeni  z V do U. Podle (1.5) je ¢©(x+iy) = o(x) +ip(y) =
Apx + 1Ay = Ap(x +iy). O

Poznamka 1.2. Je tieba si uvédomit, jaky je rozdil mezi soufadnicovym
vyjadienim libovolného linearniho zobrazeni z VC do U® a komplexnim roz-
$ifenim linearniho zobrazeni z V' do U. Zatimco matice komplexniho rozsifeni
realného linearniho zobrazeni vzhledem k realnym bazim je definovana nad
R, je obecné matice libovolného linearniho zobrazeni z V€ do U definovana
nad C. &

Uloha 1.1. Ovéite, zda podprostor W ve ngC urceny vektory u; = (1;1 +
i;1—1) aug = (1+14;0;2+ 2i) je redlny. V pfipadé, ze ano, uréete néjakou
jeho redlnou bazi.

Reseni: Staéi ovétit, jaka je dimenze podprostoru W N W. Protoze hod-
nost matice sestavené ze souradnic vektord uj, us, Uj a Us je rovna dvéma a
protoze dimW = 2 = dimW, je dim(WNW) = 2, tedy W = W a W je realny.
Realnou bazi tvori napf. vektory Re(u;) = (1;1;1) a Im(uy) = (0;1; —1).

Uloha 1.2. Necht podprostor W ve Vg(C je v néjaké realné bazi zadan obec-
nou rovnici

Wi (14 2i)xy + 3ize + (2 — 2i)x3 =0.
Urcete maximalni redlny podprostor lezici v W.

Reseni: Obecné rovnice komplexné sdruzeného podprostoru W jsou

W : (1= 20y — 3izg + (2+ 2i)23 =0.

Maximalni realny podprostor v W je W N W, ktery je feSenim soustavy
rovnic

(1+ 20)ay + 3iwg + (2 — 2i)a3 =0,
(1 — 2i)xy — 3iwa + (2 + 2i)23 = 0.

Obecné Feseni této soustavy je redlny jednodimenzionalni podprostor gene-
rovany vektorem (—2;2;1).

2 Komplexni rozsifeni realného afinniho prostoru

V predchozim kurzu analytické geometrie jsme zavedli redlny n-rozmérny
afinni prostor jako uspofadanou trojici (A, V, ), kde A je neprdzdnd mno-
Zina bodt, V je n—dimenzionalni redlny vektorovy prostor zaméfeni a — :
A x A — V je zobrazeni splitujici dva axiomy afinniho prostoru. Nyni tento
prostor rozsifime v komplexni afinni prostor.
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Véta 2.1. Bud A® = A xV a zobrazeni 7¢ : A® x A® — VC (komplexni
rozsirent prostoru V') definované vztahem

X, 0)(¥,v) = XY +i(v —u), (2.1)

kde X,Y € A,u,v € V. Potom trojice (A®,VC,7¢) je komplexni afinni
prostor.

Dukaz. Musime dokézat, Ze pro zobrazeni (2.1) plati axiomy afinniho pro-
storu. Nechf je dan libovolny prvek (X,u) € A® a libovolny vektor w =
w1 + iwg € VC. Potom existuje jediny prvek (V,v) € AT takovy, zZe je
splnéno (2.1). Konkrétné ¥ = X + w; a v = u + wy. Déle pro libovolné

t¥i prvky (X, u), (Y, v), (Z,w) € AC plati (X,u)(Y,v) + (Y, V)SZ,WSC =
)ﬁ—l—i(v—u) +ﬁ+z’(w—v) = ﬁ+i(w—u) = (X,u)(Z,w)", a tedy
(A€, VC, ~¢) je afinni prostor nad télesem komplexnich ¢&isel C. O

Déle budeme body A € A ztotoziiovat s prvky (4,0) € AC. Pii tomto

ztotoznéni mtzeme A povazovat za podmnozinu v AC, kterd ovSem neni
afinnim podprostorem.

Definice 2.1. Komplexni afinni prostor A sestrojeny ve Vété 2.1 nazj-

N

vame komplexni rozsiteni redlného afinniho prostoru A.

Umluva. Jsou-li (X, u), (Y,v) € A%, w € V€, budeme misto (X, u)(Y, V)<=
w psat (Y, v) = (X, u)+w, coz je ekvivalentni rovnostem ¥ = X +wy,v =
u+ wo, kde w = wy + iwo.

Pii ztotoznéni X € As (X,0) € AL au e Vs (u,0) € VE mizeme
kazdy prvek (X,u) € AC psat ve tvaru (X,u) = (X,0) + (o,u) = X + iu.
Tedy kazdy bod (X,u) € AS mtizeme psat, pfi pevné zvoleném P € A, ve
tvaru

P+v +iu,

kde vektor v je jednoznac¢né urcéen podminkou X = P + v.

Zvolme nyni v afinnim prostoru A afinni soufadnou soustavu afinnim
repérem
(P;uy,...,up). (2.2)

Podle Véty 1.2 urcuje repér (2.2) afinni soufadnou soustavou také v A®
a takovou afinni soufadnou soustavu budeme nazyvat redlnd afinni souradnd
soustava. To znamend, ze vzhledem k repéru (2.2) mizeme kazdému bodu
X+iu € A® piifadit uspotadanou n-tici komplexnich ésel [a+4u1, . . ., T+
iup] takovou, Ze X +iu = P+ >0 (z; + iuj)uj, kde [z1;... ;25] jsou
soufadnice bodu X € A v afinni soufadné soustavé urcené repérem (2.2)
a (u1;...;up) jsou souradnice vektoru u € V v bazi uy, ..., u,.

Bod X € A mé vzhledem k (2.2) stejné soutadnice v A i v AC. Navic
X € A® lezi v A pravé tehdy, jsou-li jeho soufadnice vzhledem k redlné
afinni souradné soustavé urcené repérem (2.2) redlna ¢isla.
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Definice 2.2. Bud B afinni podprostor v .A a W jeho zaméfeni. Potom
mnozinu B X W nazyvame komplexni rozsiteni podprostoru B a znac¢ime
.o (C
ji B*-.

Je ziejmé, ze BC je afinnim podprostorem v AC. Obréacené ale neplati, ze
kazdy afinni podprostor v A® je komplexnim rozsifenim néjakého afinniho
podprostoru v A. Napiiklad bod X +iu € AC je afinnim podprostorem v A®
a pro u # o neni komplexnim rozsifenim zadného podprostoru v A. Afinni
podprostor v AC, ktery vznikl jako komplexni rozsifeni afinniho podprostoru
v A, budeme nazyvat redlny afinni podprostor.

Ke kazdému bodu X +iu € AC miizeme sestrojit bod X —iu € AC.
Tento bod budeme nazyvat komplezné sdruZeny k bodu X + iu. Jsou-li
dva body z A® navzajem komplexné sdruzeny, pak jejich soufadnice v libo-
volné realné afinni soufadné soustavé v AC jsou uspofadané n-tice navzajem
komplexné sdruzenych é&sel. Je-li B afinni podprostor v A€ uréeny bodem
B € A® a zaméienim W C VC, je podprostor uréeny bodem B a zaméie-
nim W afinni podprostor komplexné sdrufeny k afinnimu podprostoru B a
budeme ho oznac¢ovat B. Podprostor B je redlny pravé tehdy, je-li B = B.

Obecné mohou podprostory B = {B,W} a B = {B,W} mit nejriiz-
néjsi vzadjemné polohy. Mohou byt mimobézné, rovnobézné i rtiznobézné.
V piipadé, ze jsou rtiznobézné, je jejich prinik realny podprostor.

Urcovani vzajemnych poloh, priniku a soué¢tu podprostori je stejné jako
v realném pripadé.

Véta 2.2. Méjme ddny rediné afinni prostory A, a A, a afinni zobrazent
f: Ay — Ap. Potom existuje prave jedno afinni zobrazeni f€ : AS — AT
takové, ze fC(X) = f(X) pro kazdy bod X € A,.

Dukaz. Zvolme libovolny bod P € A,, a ozna¢me P’ = f(P) € A,,. Potom
f(P+u) = P 4+ ¢¢(u), kde ¢y je asociované linedrni zobrazeni ze zaméteni
A, do zaméfeni A,,. Mame jednozna¢né uréené zobrazeni f€ : AC — AT
které zobrazi bod (P +u,v) z AT na bod P’ + ¢f(u + iv), kde ¢ je
komplexni rozsifeni ¢; z Véty 1.5. Snadno se vidi, ze fC je jediné afinni
zobrazeni poZadovanych vlastnosti. O

Definice 2.3. Zobrazeni fC definované ve Vété 2.2 se nazyva komplexni
rozsitent afinniho zobrazeni f.

Poznamka 2.1. Plati @(Jg = pyc. &

Kazda afinni soufadna soustava v A,, ur¢uje soucasné realnou afinni sou-
fadnou soustavu v A%, Z pfedchozi poznamky a Véty 1.6 vyplyva, Ze soufad-
nicovéa vyjadreni redlného afinniho zobrazeni a jeho komplexniho rozsifeni
jsou vzhledem k realnym afinnim soufadnym soustavam v AC (respektive
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v Ag) totozna. To znamend, ze matice komplexniho rozsiteni afinniho zob-
razeni ma v redlnych afinnich souradnych soustavich realné koeficienty na
rozdil od matice obecného afinniho zobrazeni z A% do AT jejiz koeficienty
jsou komplexni ¢isla.

Uloha 2.1. Ovéite, zda dany podprostor je realny:
a) Podprostor v AS je uréen body By = [1+i;2 —i], By = [1 —4;2 +i].

b) Podprostor v AS je uréen rovnicemi

x+ (B3+i)y—iz=2+43i,
r+B—dy+iz=2-3i.

¢) Podprostor v AS je uréen rovnici
r+B+i)y—iz=0.

_ g
Reseni: a) Vektor B1By = (—2i;2i) = 2(—i;i). Potom pfimka urcena
body Bi, B2 mé parametrické rovnice

x=1+4+1—1i,
y=2—1+1t

a sectenim dostaneme jeji obecnou rovnici ve tvaru
r+y—3=0,

coz znamena, ze primka je realna.

b) Nad komplexnimi ¢isly FeSime soustavu rovnic

x4+ (3+1i)y—iz=2+3i,
r+3—dy+iz=2-3i.

Sectenim dostaneme z = 2 — 3y a dosazenim do jedné z rovnic dostaneme

z = —3 + y. Parametrické vyjadieni daného podprostoru je tedy tvaru
r=2-3t,
y= t,
z2=-3+t,

coz znamena, ze podprostor je realny.
¢) Z rovnice podprostoru dostaneme x = —(3 + ¢)y + iz. Volbou y, z za
parametry dostaneme parametrické rovnice ve tvaru

x=(-3—1)t+1is,

Y= t,
z= s,

coz znamena, ze podprostor je imaginarni.
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Uloha 2.2. Je dén podprostor B v Ailc. Urcete maximalni redlny podprostor
lezici v B, kdyz

a) B:3x1+ (1+id)xe —ixg —x4 =241,
b) BZ$1+(3+’5).%'2—¢.%'3 =0.

Reseni: a) Maximalni realny podprostor lezici v B je BN B. Mame
B:3wy + (1 — i)z +izg — x4 =2 —1i.

B N B je spoleénym fesenim rovnic uréujicich B a B. Se¢tenim rovnic do-
staneme x4 = —2 + 3x1 + x2 a po dosazeni do jedné z rovnic dostaneme
13 = —1 + 29. Je tedy prinikem BN B (a tim i maximalnim redlnym pod-
prostorem v ) redlna rovina o parametrickém vyjadieni

r1=1t, T2=58, x3=-1+s, x4=-2+3t+s.
b) Mame
B:3x1+(3—i)x2+ix3 =0.
Spoleénym feSenim rovnic uréujicich B a B dostaneme
r1=-3t, x9=1t, x3=1, x4=35,

tj. maximalnim readlnym podprostorem v B je redlna rovina.
Uloha 2.3. V A je ddna piimka p bodem A = [1;4; —i] a smérovym vek-
torem u = (1 + 4;2;4). Urcete vzajemnou polohu pfimek p a p.

Reseni: P¥imka p je uréena bodem A = [1; —i;i] a smérovym vektorem
u=(1-12; —i);§nadno se presvédcime, Ze matice sestavend ze souradnic

vektori u, U a AA = (0; —2i;2i) ma hodnost 3, coz znamend, Ze piimky p
a P jsou mimobézné.

3 Cviceni

3.1. V AY jsou v redlné bazi dany bod B = [1;—2;3] a vektory u =
(2;1;—1), v = (3;0;1). Uréete soutadnice bodtt C = B + iu, C a vektort
wW=u+1iv, wW.

{C =1+2i;-2+4;3—4], C = [1—2i;-2—14;3 +1],
w=(2+43i1;—1+i), W= (2—3i;1;—1—14) }
3.2. V AY jsou v redlné bazi dany bod K = [2 +4;3 — 2i] a vektor u =
(—1+ 3i;3 + 2i). Urcete parametrické i obecné rovnice pfimky dané bodem
K a vektorem u.
{ Parametrické rovnice: v =2+ i+t(—1+3i), y =3 —2i+
t(3 4 2i). Obecné rovnice: (3+2i)z+ (1 —-3i)y—1+4i =10}
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3.3. Najdéte realné body pifmek v AS:
a)p:iz+ (3+2i)y—1=0,
b) p je urcena body A = [1 +;2i], B = [i;1 + 2i],
c)prx=(1+i)+it,y=(1—1)+2t.

{a) [-3;

3.4. Urcete rovnici redlné piimky prochézejici bodem K = [3 — 2i;1 + i].

], b) neexistuji, c) [3;—1] }

Wl

{ Reéln4 pifmka je uréena body K a K: v +2y —5=10 }

3.5.V Ag urcete parametrické rovnice realné primky, ktera prochazi ima-
gindrnim bodem A = [2 + ;-1 + 24;1 — q].

{x=3-t,y=1-2t,z=1}

3.6. V Ag udejte piiklad pfimky p takové, Ze p a p jsou

a) riznobézné,

b) rovnobézné,

¢) mimobézné.
3.7. V AY ukazte, 7e ptimka p : (1 —4i)y+ (1 —4)z+1-3i =0, (1 —3i)x —
2y + (3 + 3i)z = 0 je ruznobézna s pfimkou s ni komplexné sdruzenou a
vypoctéte souradnice jejich spole¢ného bodu a rovnici roviny jimi uréené.

{[-5-%-3,2-8/-3:-6=0}

3.8.V Ag urcete rovnice realné primky, kterd lezi v imaginarni roviné
a:(3-2))z+ (1+4d)y—iz+3=0.

{z=t,y=-3-3t,z=-3-5¢t}

3.9. Urcete realny podprostor obsazeny v podprostoru AE:
a) B: (3—2i)£€1 + (1+d)xg —izg +5xy =0,
b)C:(1+d)x1+(2—i)xe—x4=1,21+20+ix3— (1 —i)xg =0,
c)D:ixy=14+t+is,zo=1it,x3=1+s, x4 = (1+14)+ (2+1)t.
{ a) 201 —x9 +x3 = 0, 3x1 + 2 + dxy = O, b) bod
(5555 =% 2], ¢) bod 2555 3] }
3.10. Urcete vzajemnou polohu podprostori v A(ff:
a) B a C jsou podprostory z cviceni 3.9,
b) B je podprostor z cviceni 3.9 a C : X = [1;0;0;1] 4 ¢(0; 1;1;4).
{ a) podprostory se protinaji v pfimce, b) podprostory se

protinaji v bodé [1; 75 (1 + 21i); 15 (1 + 21i); 15 (—8 + 1)] }
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3.11. Necht ¢ a 1 jsou linedrni zobrazeni z realného vektorového prostoru
V do realného vektorového prostoru U. Dokazte, ze zobrazeni ® z VC do UC
definované predpisem ®(x +iy) = ¢(x) — ¥(y) + i(©(y) + ¥ (x)) je linedrni.
Daéle dokazte, ze v redlnych bazich je A = A, + iAy.

{ Névod: Postupujte jako v dukazech Vét 1.5 a 1.6 }

3.12. Dokazte, ze je-li f : A, — A,, afinni zobrazeni a ¢ : Z(A,) — Z(An)
linearni zobrazeni, je
F:AY - A

zadané predpisem
F(P+u+iv) = f(P)+¢pu) = ¢(v) +i(ps(v) + ¢(u))
afinni zobrazeni a v redlnych afinnich soufadnjch soustavach v AS a AC je

Ap = Af +iAw.
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Kapitola 2

PROJEKTIVNI
ROZSIRENI AFINNIHO
PROSTORU

V teorii kuzelosecek a kvadrik hraji dilezitou tlohu nevlastni body, které
si mizeme intuitivné predstavit jako body, ve kterych se protinaji rovno-
bézné primky. Tyto body ovSem nepatii do afinniho prostoru a pfi pouziti
afinnich soufadnic se nedaji souradnicové vyjadrit. Proto v této kapitole
zavedeme pojem projektivniho rozsifeni afinniho prostoru, v némz budeme
moci pracovat také s nevlastnimi body, které muzeme vyjadfit rovnéz po-
moci soutadnic.

4 Projektivni prostory

V této kapitole V11 je (n + 1)-rozmérny vektorovy prostor nad télesem T
(dale T bude bud téleso realnych nebo komplexnich éisel).

Definice 4.1. Mnozinu P,, vSech jednorozmeérnych podprostorti vekto-
rového prostoru V,,;1 nazveme n-rozmérnym projektivnim prostorem nad
télesem T. Jeho prvky nazyvame body. V,,+1 nazyvame aritmetickym za-
kladem (nosic¢em) prostoru P,. Vektor x € V,x # o, ktery generuje bod
X = (x) = {ax,a € T} € P, nazyvame aritmetickym zdstupcem bodu
X.

Poznamka 4.1. Kazdy bod A € P,, ma nekoneéné mnoho aritmetickych za-
stupct, protoze jednodimenzionalni podprostor mé nekoneéné mnoho bazi.
Je-li a aritmetickym zastupcem bodu A4, tj. A = (a), jeiaa,a € T,a # 0,
aritmetickym zastupcem bodu A. &

Poznamka 4.2. Pfesnéji by mélo byt feceno, Ze projektivnim prostorem
je dvojice (Pn, Vit1). Pokud nemuze dojit k zaméné vektorového prostoru
Vi+1, budeme psat jen P,,. &
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Definice 4.2. Body A; = (a1),..., A = (ax) nazveme linedrné nezdvis-

lé (zdvislé), jestlize jsou linedrné nezavislé (zavislé) vektory ai,...,ax.
Rekneme, Ze bod A = (a) je linedrni kombinaci bodi Ay;. .. ; Ay, jestlize
vektor a je linearni kombinaci vektort ai,...,a. Je-lia=aja; +...+

aray, piseme formalné A = a1 A1 + ... + apAg.

Poznamka 4.3. Z vlastnosti vektorovych prostort vyplyva, ze v P, existuje
nejvyse (n + 1) linedrné nezavislych bodu. &

Poznamka 4.4. Linedrné nezavislé body budeme také nazyvat body v obec-
né poloze. &

Definice 4.3. Aritmetickou bazi projektivniho prostoru P, rozumime
libovolnou bézi uy,...,u,4+1 vektorového prostoru V,,.1. Geometrickou
bazi (projektivnim repérem) prostoru P, rozumime libovolnou (n + 2)-
tici bodd (O1;...;Ont1, E) takovych, zZe libovolnych (n + 1) z nich je
lineadrné nezavislych. Body Os;... ; On41 nazyvame zdkladni body a bod
E jednotkovy bod geometrické béze.

Véta 4.1. Je-li uy,...,u,+1 aritmetickd baze prostoru P,, potom
((u1), ..., (Wpy1), (a1 + ...+ upy1))
je geometrickd bdze P,.

Dukaz. Staci ukazat, Ze pro libovolné i je uy, ..., w—1, Wit1,. .., Upt1, U1 +
... +u,11 soustava nezavislych vektoriu. Necht tedy

o% NI i s Yo7 R | PRI o FRIS L § PRI S Yo VANIR R § P | —|—an+2(u1+. . .—i—un+1) =0

Qai,...,0n+2 € T. Vektory up, ..., u,41 jsou linedrné nezavislé, a tedy musi
byt

a1 F+0p42 = ... = Q1+ Qpi2 = Qui2 = Qi1+ Qg2 = ... = Qpp1tapte =0,
odtud oq:...:ai,l:ai+1:...:an+1:—an+2:0. O

Véta 4.2. Je-li (O1;. .. ;Opy1, E) geometrickd bdze Py, pak existuje aritme-
tickd baze uy, ..., upt1 takovd, Ze O1 = (u1),...,0p11 = (Upt1), B = (w1 +
cooFupgr). Jeli vy, ..., Vg jind aritmetickd bdze s touto vlastnosti, pak
existuje o € T, o #£ 0, takové, Ze v = au;, i =1,...,n+ 1.

Dukaz. Necht (Oq;...;Ont1, E) je geometricka baze. Uvazujme libovolné
aritmetické zastupce wi,...,wyy1,w téchto bodt. Vektory wi,..., wyi1
musi byt linedrné nezavislé, a tedy w = cgwi + -+ + ¢p41Wnt1. Navic
vSechny koeficienty c¢; jsou nenulové. Kdyby se totiz ¢; = 0 pro nékteré i,
potom by byly body Os;...;0;-1,0;11,...,0On11, FE linedrné zavislé, coz je
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spor s predpokladem, ze (Oq;. .. ; Op41, F) tvofi geometrickou bazi. Polozme

nyni u; = ¢;w;, u = w. Potom je O; = (w;) a E = (u) = (u; +... +
Up+1). Je-li vy, ..., v,y jind aritmetickd béaze s uvedenou vlastnosti, je vi =
QU1 ..oy Vipl = QppiUnil, Vit ...+ Vi1 = appo(ur+. ..+ up41). Odtud
dostaneme

aug + ... F Qpp1Upg1 = ppo(ur + .04 Upg)

a z nezavislosti vektord uy, ..., up4+1 je
al—an+2:...:an+1—an+2:0,
tedy a1 = ... = apy1 = apya = Q. O

Definice 4.4. Necht X € P, je bod, (O1;...;0,41, E) je geometricka
baze Py, takova, ze O1 = (u1),...,0p41 = (Upt1), E = (w1 + ...+ upq1).
Necht X = (x), kde

X=xu; +...+ Tn4+1Unp+1

x; € T. Potom uspofadanou (n+1)-tici (x1,...,Zp4+1) prvkia z T nazveme
projektivnimi homogennimi souradnicemi bodu X vzhledem ke geomet-
rické bazi (O1,...,0n11, E).

Véta 4.3. Necht bod X € P, md vzhledem k libovolné geometrické bazi

O1;...;0p41, E) projektivni homogenni souradnice (x1;... ;Tny1). Potom
) + proj g ’ +
(i) alespori jedno z ¢isel x1;. .. ;xny1 je nenulové,
(i1) (y1;-.- ;Yn+1) Jsou také projektivni homogenni souradnice bodu X

vzhledem ke geometrické bazi (O1;... ;O0pn41, E) tehdy a jenom tehdy, kdyz
ezxistuje « € T, v # 0, takové, Ze y; = ax;,i=1,...,n+ 1.

Dukaz. (i) Je-li X = (x), je x # o0, a tedy alespoii jedna soufadnice vektoru
x vzhledem k aritmetické bazi uy,...,u,41 generované geometrickou bazi
(O1; ... ;Opyt1, E) musi byt nenulova.

(i) Je-li X = (x) a soucasné X = (y), existuje takovy nenulovy prvek S
z T, ze y = Sx. Dale mizeme uvazovat jinou aritmetickou bazi vi,..., vy
generovanou geometrickou bazi (O1;... ;O0,41, E). Podle Véty 4.2 existuje
nenulové v € T takové, ze v; = yu;. Potom y = y1vi + -+ + Yn+1Vant1 je
ekvivalentni x = %(ylul + -+ Ynt1Uup+1) a odtud vyplyva y; = ax;, kde

Véta 4.4. Body Ax;... ;A jsou linedrné nezdvislé tehdy a jenom tehdy,
kdyz matice, jejiz radky ¢i sloupce tvori soutadnice bodu A;;... ; Ap vzhle-
dem k néjaké geometricke bdzi, md hodnost k.

Dikaz. Prevede se na linearni nezavislost aritmetickych zastupcu. O
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Definice 4.5. Necht (P, Vi,+1) je projektivni prostor a Wi je (k+1)-
rozmérny podprostor ve V1, pak mnozinu vSech bodu projektivniho
prostoru P, jejichz aritmeticti zastupci patii do Wiy, nazveme k-
rozmernym projektivnim podprostorem prostoru Py,. Jednorozmérny pod-
prostor nazyvame primka, dvourozmérny rovina a (n — 1)-rozmérny
nadrovina v P,,.

Véta 4.5. Necht (Qp, Wiy1) a (Ry, Uit1) jsou dva podprostory projektivniho
prostoru (Py, Vpt1). Pak plati:

(i) mnozina Qi + R; = {(u)|o # u € Wiy1 + Uis1} je projektivnim
podprostorem v Py,

(il) Qr NRy je projektivnim podprostorem v P, pFicemZ Qi N R; =
{{(u)lo#£ue Wi 1NU1}.

Dukaz. Vyplyva okamzité z definice projektivniho podprostoru. O

Poznamka 4.5. Pfi oznaceni z Véty 4.5 nazyvame podprostor Qp + R;
souctem (spojenim) a Qp N R; nazyvame prinikem projektivnich podpro-
stortt Qr a R;. Z vlastnosti souc¢tu a pruniku vektorovych podprostori je
ziejmé, ze Qi + R; obsahuje jako podmnozinu mnozinové sjednoceni Qp
a R;. Déle plati dim(Q; + R;) = k + | — dim(Qx N Ry). O
Véta 4.6. Necht Q;. je k-rozmérny podprostor v P,. Pak

(i) v Qy existuje k + 1 linedrné nezavislych bodi,

(ii) libovolnych | > k + 2 bodi z Qf je linedrné zdvislych,

(iii) jsou-li Ay = (a1),..., Axr1 = (ag41) linedrné nezdvislé body z Qy,
a X = (x) € Py, pak X € Qy pravé tehdy, kdyz x = Mag + ... + Mgp1a541
pro néjakd A; € T a alespori jedno \; # 0.

Dukaz. Vlastnosti (i) a (ii) jsou zfejmé z linedrni nezavislosti aritmetickych
zastupcu.

(iii) Necht Qf ma aritmeticky zaklad Wy 1. Potom ay, ..., a1 je baze
Wit a tedy, je-li X = (x) € Qp, je x #0 € Wiy aexistuji \; € T,1 =
1,...,k+ 1 takova, ze x = Zfill Aia; a alespon jedno A; je nenulové. O

Kazdy bod X € Qj lze napsat formalné jako
X = A1+ 4+ X1 Apgr, (4.1)

kde Aj;...;Ags1 jsou libovolné linearné nezavislé body z Qj. Takovéto
zadani k-rozmérného podprostoru pomoci linedrné nezavislych bodt budeme
nazyvat parametrické zadani podprostoru Q.

Poznamka 4.6. Je-li bod X € Qy vyjadien jako v (4.1), budeme fikat, ze
X je projektivni kombinaci linedrné nezévislych bodt A;;... ; Agt1. VSim-
néme si, ze u projektivni kombinace bodu klademe na koeficienty \; € T,
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i=1,...,k+1, jedinou podminku, a to, aby alespon jedno A; bylo nenulové.
To je rozdil proti afinni kombinaci bod, kterou zname z afinni linearni geo-
metrie, kde byla podminka, aby soucet koeficientd byl roven jedné. Parame-
trického zapisu projektivniho podprostoru budeme casto pouzivat v pripadé
jednodimenzionalniho podprostoru, tj. primky. Je-li pfimka p urcéena body
A, B e P,, A# B, potom X € p pravé tehdy, kdyz

X =aA 4+ 8B
a alespon jedno z ¢isel «, 8 je ruzné od nuly. &

Véta 4.7. Necht P, je projektivni prostor a (O1;... ;Ont1, E) je jeho geo-
metrickd bdze.
ail .. Qiptl

(i) Necht M = P : je matice nad T, h(M) < n. Po-
air - Qintl
tom mnozZina vSech bodi X z Py, jejichZ projektivni homogenni souradnice
(x15... ;Zn41) vzhledem ke geometrické bazi (O1;. .. ; Opt1, E) vyhovuji ho-
mogenni soustavé rovnic

M =|: ) (4‘2)

Tn+1 0

tvort (n — h(M))-rozmérny podprostor v Py,.

(ii) Kazdy podprostor v Py, lze zadat zpisobem popsanym v (i).

Dukaz. Ad (i). Necht O; = (u;),E = (>, u;). Potom mnozina vektort
x € V11, jejichz soufadnice vzhledem k bazi uy, . .., u,4+1 vyhovuji soustave
(4.2), tvoti ((n + 1) — h(M))-rozmérny podprostor W C V,,41, ktery urcuje
(n — h(M))-rozmérny podprostor QcPy,.

Ad (ii). Tato ¢ast byla dokazéna v linedrni algebie, kde bylo dokazéano,
ze kazdy podprostor vektorového prostoru se miize v soutfadnicich zadat jako
feSeni homogenni soustavy rovnic. O

Vyjadieni podprostoru Q popsané v predchozi vété se nazyva obecnym
vyjadfenim podprostoru.

Jako dtsledek Véty 4.7 dostavame, Ze obecné vyjadieni nadroviny, tj.
podprostoru dimenze (n — 1), je

a1r1 + -+ Opt1Tpt+1 = 0, (al, - ,an+1) ;ﬁ (0, - ,0).

Poznamka 4.7. Vsimnéme si, Ze na rozdil od obecného vyjadfeni podpro-
storu v afinnim nebo euklidovském prostoru, je obecné vyjadfeni podpro-
storu v projektivnim prostoru dano homogennimi rovnicemi. &
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Poznamka 4.8. Z pfedchoziho obecného vyjadieni nadroviny okamzité vy-
plyva, ze dvé nadroviny v P, bud splyvaji (v tom p¥ipadé se jejich obecné
rovnice lisi o nenulovy nésobek), nebo maji spoleény podprostor dimenze
(n — 2). V projektivnim prostoru tedy neni definovin pojem rovnobéznosti
nadrovin. &

Prechod od jednoho typu zadéni podprostoru k druhému je nasledujici.
Necht k-rozmérny podprostor Qy je zadan obecnym vyjadienim (4.2). Po-
tom kazdé feSeni soustavy (4.2) je tvaru x = ciuy + ... + Cpr1Ug41, kde
uj,..., U, je fundamentdlni systém feSeni (4.2). Potom X = c¢i{u;) +
oo+ cpp1(ugs1) je parametrické vyjadieni Q. Opacné, je-li zaddno pa-
rametrické vyjadieni, musime k danému fundamentalnimu systému feSeni
nalézt prislusny homogenni systém rovnic. Z algebry vime, zZe to 1ze provést
vzdy a tento systém rovnic je potom obecnym vyjadfenim podprostoru Q.

Mé¢jme nyni dvé geometrické baze v P,

(O1;...;0n41,E), (4.3)

< iﬂ"'v ;+171;® (4‘4)

takové, ze O; = (e;), E = (), €;),0; = (e}), E' = (3, €}). Potom vektory

er,...,epy1 a €),...,e, | tvoii dvé baze ve V41, a tedy kazdy vektor

€] je linedrni kombinaci vektort ey, ..., ep41. Maticové to miZzeme zapsat
formélné ve tvaru

(- €lyr) = (o1 €ns1)Q, (4.5)

kde matice @ je takzvana matice pfechodu od baze ei,...,e,+1 k bazi

€l,..., €, a je tvofena soufadnicemi vektortl e; vzhledem k druhé bézi

e,...,ent1 usporfddanymi do sloupcti. Potom vektor x € V, ktery generuje

bod X € P,, mizeme vzhledem k prvni bazi vyjadiit maticové jako

€1
x=(e1...e,t1)
Tn+1
a vzhledem k druhé jako
)
x = (€} ... )
Tt

Dosadime nyni za (e} ...e€}, ;) z (4.5) a dostaneme
i
x=(e1...en41)Q

/
xn+1
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Mame tedy dvé vyjadreni vektoru x vzhledem k prvni bazi. Protoze soutrad-
nicova vyjadieni bodu X vzhledem k téze geometrické bazi se mohou lisit
o nenulovy nasobek, dostaneme

x1 x)
=aQ| |,

Tn+1 x;H-l
a # 0 € T. Matice o @) se nazyva matice prechodu od prvni geometrické
baze k druhé geometrické bazi. V jejich sloupcich jsou soufadnice bodi
O) vyjadiené vzhledem ke staré geometrické bazi. Matice a @ je uréena az

z1

na nenulovy nasobek. Budeme-li (X) = : znacit sloupcovou matici

Tn+1
projektivnich homogennich soutfadnic vzhledem ke staré geometrické bazi
/
Ty
a (X') = : vzhledem k nové geometrické bazi, je (X) = aQ(X’)
Tt
maticovy zapis transformacnich rovnic v projektivnim prostoru.
Uloha 4.1. V Ps je ddna geometrickd baze (O1,02,03,04, E). Uréete
obecné i parametrické vyjadfeni roviny prochazejici body O; = (1;0;0;0),
02 = (0;1;0;0) a A =(2;1;1;-1).
Reseni: Parametrické vyjadieni p = (01,02, A4) je p : X = o101 +
06202 + 043147 t.]

r1 = o1 +20&3,
T = az +ag,
3 = asg,
Ty = —Qs3 .

Obecné rovnice ma tvar p : ajx1 + asxe + asxs + aqxqs = 0. Soutadnice
01, O2, A musi byt feSenim, tedy
al =0 )
ag =0 )
201 +as+ag3—ag =0.
Odtud
p:rx3+x4=0.
Pozndmka: Obecna rovnice roviny v Ps, kterd je urCena body A; =

Iry T2 T3 T4

. . . ail aiz a1z aiq
(ail,aig,aig,ai4), 1 = 1,2,3, Je také det 3 = 0. Odtud
a21 agz2 G23 G24

azr agz2 a3z as34
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r1 T2 T3 T4
1 0 0 0

p . det 0O 1 0 0 =—x3—24=0.
2 1 1 -1

Uloha 4.2. V P3 je ddna geometrickd baze (O1,02,03,04, E). Uréete
transformacni rovnice pfi prechodu k nové geometrické bazi O] = (1;1;0;0),
05 = (0;1;1;0), O = (0;0;1;1), O} = (0;0;0;1), E' = Z?Zl O..

Reseni: Vzhledem k prvni bazi méme X = 2101 + 2909 + 2303 + 140;.
Vzhledem k nové bézi je X = 2{0] + 240}, + 2505 + 2,0} a dosazenim
dostaneme

X =210} + 2404 + 2505 + 24,0} =
= 21(01 + O2) + 25(03 + O3) + 25(03 + O4) + 24,04 =
= 2101 + (2 + 25)O9 + (24 + 25)O3 + (2% + ) Oy .

Tedy X ma vzhledem ke staré bazi také soufadnice X = (z; 2} + oh; 2b +
xh; xh + ). Protoze bod je svymi projektivnimi homogennimi soufadnicemi
dan az na nenulovy nasobek, jsou transformacni rovnice tvaru

T = arl,
Ty = ax) + axl,
T3 = azh + atly,

Ty = axly + ol

kde « 20 € T.
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5 Prechod od projektivniho prostoru k afinnimu

Necht P,, je n-rozmérny projektivni prostor a V,,;1 jeho aritmeticky zaklad.
Necht N je nadrovina (tj. podprostor dimenze (n — 1)) v P,, ureny vek-
torovym podprostorem U, C V,11. Déle budeme N nazyvat nadrovinou
nevlastnich bod.

Zvolme geometrickou bézi Oq;...;0, € N,Oni1,E € N, O; = (e),
E=_,e),i=1,...,n+ 1. Oznaéme A, := P, — N. Potom ve zvolené
geometrické bazi ma AN obecné rovnice x,,+1 = 0. Necht X = (x),Y = (y) €
A,,. Potom

X =x1€1 + -+ Tpii€nt s Tny1 # 0,
y =vi1€1+ -+ Ynti€ni1, Ynt1 # 0.
. , —
Polozme z; = #11’ Ui = yiﬁﬁ i=1,...,n,a XY = (h —T1)e1 +... +

(Jn — Tn)ey,. Je ziejmé, Ze je takto definovano zobrazeni — : A, x A, —
U,. Aby trojice (A, Uy, ) tvotila afinni prostor, musime dokazat, ze plati
nésledujici axiomy afinniho prostoru

1. pro kazdy bod X zﬂa kazdy vektor u z U, existuje pravé jeden bod
Y z A, takovy, ze XY = u,

2. pro kaidé t¥i body X,Y,Z z A, plati XY +YZ = X 2.
Ad 1) Necht X = (z1,...,Znt1), 0 = a1€1+: - -+ane,. Hledime Y € A,
tak, aby )ﬁ} = u, tedy aby

Yi Z; .
— =04, t=1...,n.
Yn+1 Tn+1

Zname-lixy, ..., xpr1 8201, ..., 0y, jsou témito rovnicemi uréeny yi, . . ., Yn+1
az na nenulové nasobky, a tedy bod Y je urcen jednoznacné svymi projek-
tivnimi homogennimi souradnicemi.

Ad 2) Pro kazdé t¥i body X,Y, Z € A, o soufadnicovém vyjadfeni

X =(21;...5%n41), Y = (13- 3Uns1), Z = (215 .. ; Zpy1) mame
— X X
XY+ﬁ:<y1 - ")+

Yn+1 Tn+1 Yn+1 Tn+41
+<Zl . Y1 . Zn . yn>:
Zn+1 Yn+1 Zn+1 Yn+1
z X z xr
:< R D n);ﬁ.
Zn+1 Tn+1 Zn+1 Tn+1
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Tedy (A,,,Up, ) je afinni prostor se zaméfenim U,, a protoze dimenze
U, je rovna n, je i dimA,, = n. Pfitom geometrickd baze (O1;... ;Opy1, E)
prejde v afinni repér (Op41;€1,...,e,). Je-li bod X ¢ N s projektivnimi
homogennimi soufadnicemi (z1;... ;%,+1), potom jeho soufadnicové vyja-

dfeni vzhledem k odpovidajicimu afinnimu repéru je [:er s mxil . Je-li
n n

X = (x1;...;2,,0) € N v projektivnich homogennich soufadnicich, po-

tom mu odpovida v indukované afinni souradné soustavé smér generovany

vektorem (x1;... ;x,) ze zaméfeni U,.

Poznamka 5.1. Popsana konstrukce zavisela v podstatné mife na zvolené
geo- metrické bazi. D4 se ovsem ukézat, ze af zvolime body Oy;...;0, € N
jakkoliv, vznika popsanou konstrukci afinni prostor totozny s predchozim.

6 Projektivni rozsireni afinniho prostoru

Necht A,, = (Ap, Vi, ) je n-rozmérny afinni prostor. Ozna¢me N4 mnozinu
vSech jednodimenzionalnich podprostori (sméri) V,,, tj. Ny = {{(u)jlu #
o,u € V} je (n — 1)-rozmérny projektivni prostor. Polozme P, = A, U
Ny4. Méame tedy v P, dva druhy bodt. Ty, které patii do A,, budeme
nazyvat vlastni body a ty, které patii do N4, budeme nazyvat nevlastni
body. Dokazeme nyni, ze P, je n-rozmérny projektivni prostor.

Definujme W,41 =V,, & (e), e ¢ V,,, vektorovy prostor dimenze (n + 1)
a P/ jim uréeny n-rozmérny projektivni prostor. Musime dokazat, ze P, a P,
jsou izomorfni. Uvazujme zobrazeni ¢ : P,, — P/ definované néasledujicim
zpusobem

{L(X) =(e+ ﬁ) proX € A, a pevny bod O € A,
L((x)) = (x) pro (x) € Na.

Nyni musime dokazat, ze ¢ je bijekce.

1) Injektivnost. Na N4 jde o identitu, a tedy o prosté zobrazeni. Necht
X,Y € A, jsou dva body takové, ze ¢(X) = «(Y). Potom (e + O‘)_(k> =
(e + O‘)}>, a tedy existuje a # 0 takové, ze a(e + OX) = e + OY a odtud
(1 —%e +_04>X +OY = o. Soucet V @ {e} je pfimy, a tedy_(>1 —a)e=o0
a aXO + O0Y = o. Odtud, protoze e Z0,jea=1a XO+ O0Y = XY = o,
coz implikuje X = Y. Je tedy ¢ prosté i na A,. Pro X € A, aY € Ny je
z definice ¢(X) # «(Y), a tedy ¢ je prosté zobrazeni.

2) Surjektivnost. Necht w € W,,;;. Potom existujiv € V, a g €T
takova, ze w = v + fe. a) Necht § = 0, potom w = v a (((v)) = (w).
b) Necht 5 # 0 a necht X € A, tak, ze OX = %v. Potom «(X) = (e +
O—Xz> = (e + %v> = (fe + v) = (w). Protoze w € W41 bylo libovolné, je
surjektivnost ¢ dokézana.
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Definice 6.1. Projektivni prostor P,, = A, U N4 budeme nazyvat pro-
jektivni roz§itens afinniho prostoru A,, a oznacovat A,.

Necht By = (Bg,Ug, ) je k-rozmérny podprostor afinniho prostoru
A,. Potom projektivni rozsiteni B, = B, U Np afinniho prostoru By je
k-rozmérnym projektivnim podprostorem v projektivnim rozsifeni A, =
A, UN 4 afinniho prostoru A,,.

Necht

(P;er,...,en) (6.1)

je afinni repér v A,,. Potom

<<e1>,...7<en>,<e>,<e+Zei)> (6.2)

je geometrickd baze projektivniho prostoru A,. Je-li bod X € A, vlastni,
tj. lezi-li v A, jsou jeho soufadnice vzhledem k afinnimu repéru (6.1) ozna-
c¢ovany Zi;...;T,. Tyto soufadnice budeme nazyvat afinni nehomogenni
soutadnice bodu X vzhledem k afinnimu repéru (6.1). Vzhledem k indu-

kované geometrické bazi (6.2) ma potom bod X = (e + PX ) indukované

projektivni homogenni soutadnice (Z1;... ;Z,, 1), které jsou ale uréeny az
na nenulovy nésobek, a tedy jakakoliv uspofadand (n+1)-tice (x1;... ; Znt1)
prvki z T takovych, ze 11 #0a Z; = I:jrl je homogennimi projektivnimi

souradnicemi vlastniho bodu X € A,, uréenymi afinnim repérem (6.1). Tyto
soufadnice budeme nazyvat afinni homogenni souradnice bodu X vzhledem
k afinnimu repéru (6.1).

Necht nyni X € A, je nevlastni bod, tj. X = (x), kde x je nenulovy
vektor ze zaméfeni A,,. Potom vzhledem k afinnimu repéru (6.1) ma vektor
x soufadnice (Z1;. .. ; T, ) a v indukované geometrické bazi (6.2) na A, je bod
X = (x + 0e) vyjadfen soufadnicemi (Z1;... ;Zp,0), které budeme nazyvat
afinnimi homogennimi souradnicemi nevlastniho bodu vzhledem k afinnimu
repéru (6.1).

Zavedeni afinnich homogennich soufadnic nam tedy umozinuje pracovat
soufadnicové i s nevlastnimi body, coz nehomogenni soufadnice neumozino-
valy.

Uloha 6.1. Vzhledem k afinnimu repéru (P; ey, ez, e3) v A3 je dana piimka
p obecnym vyjadfenim p: 2x +y —2—2=0; x —y + 2+ 1 = 0. Urcete rov-
nice primky p v indukovanych afinnich homogennich soutradnicich a urcete
soutadnice nevlastniho bodu pfimky p.

S .. .« s N M7 _x1 _ X2 — Z3 1
Reseni: V rovnicich pfimky p polozime x = oY =5,z =} arovnice
vynasobime x4. Dostaneme obecné rovnice primky p ve tvaru p : 2x1 + x9 —
r3 — 2x4 = 0; 21 — 22 + 3 + x4 = 0. Nevlastni bod primky p je prinikem
pfimky p s nevlastni rovinou x4 = 0. Dosazenim z4 = 0 do homogennich

rovnic piimky dostaneme Py, = (0;1;1;0).
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7 Cvicéeni

7.1. V P35 je ddna geometrickd baze (O1,02,03,04, E).
a) Urcete obecné vyjadfeni rovin 010203, O102E, O304F,
b) Urcete parametrické i obecné vyjadieni pfimek 0102, O1E, O4E.

{ a) 010203 Xy = 0, 0102E X3 — T4 = O, 0304E :
r1 — 29 = 0,

b) 0102 parametricky x1 = r,xo = 5,23 = 0,24 = 0, obecné
x4 = 0,23 = 0; O1F parametricky x1 = r + 5,22 = 5,23 =
s, T4 = 8, 0becné xo—x4 = 0, x3—1x4 = 0; O4 F parametricky
T1 =8,To = 8,3 =8,y =T+ S, obecné r1 —xo = 0,21 —
xr3 = 0 }

7.2. V P3 je ddna geometrickd baze (O1,02,03,04, E) a vzhledem k ni
body A = (-3;5;15;1), B = (0;0;7;1), C = (2;-1;4;1), D = (4;-3;0;1).
Ovéite, Ze pfimky AB a C'D maji spoleény bod a uréete jeho soufadnice.

{ P=(-3;522;2) }

7.3. V P3 je déna geometrickd baze (O1,03,03,04, E) a vzhledem k ni
bod A = (2;3;1;1) a pfimky p : 1 + 22 = 0,21 — 22 + x3 + 424 = 0,
q: x1+ 32 — x4 = 0,29 + 23 — 224 = 0. Urcete rovnice pfimky, ktera
prochézi bodem A a protind pfimky p, q.

{x1—9x2+5x3+20x420, x1—2x2—5x3+9x4:0}

7.4. V P3 je déna geometrickd baze (O1,03,03,04, E) a vzhledem k ni
body A = (2;3;0;—4), B = (0;3;—4;0), rovina p : 1 — 2x3 + 324 = 0
a pfimka p : 2x; — 3x3 = 0,21 + dxo + 4x3 + 3x4 = 0. Urcete parametrické
rovnice primky, ktera lezi v roviné p a protina pfimky AB a p.

{ X = «(45;—-36;30;5) + 5(8;27; —20; —16) }
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Kapitola 3

BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

V této kapitole se budeme zabyvat itvodem do algebraické teorie bilinedrnich
a kvadratickych forem, které jsou algebraickym zakladem analytické teorie
kuzelosecek a kvadrik.

8 Bilinearni formy

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, kde T je t&leso redlnych nebo
komplexnich ¢isel.

Definice 8.1. Zobrazeni f : V x V — T se nazyva bilinedrni forma na
vektorovém prostoru V, jestlize pro kazdé tii vektory x,y,z € V a kazdé
a € T plati

(1) f(X+Y7Z) = f(X,Z) +f(y,Z),
(2) f(X,y-l—Z) = f(X7Y) —{—f(X,Z),
(3) f(OlX,y) = f(X, QY) = af(X7Y)-

Podminky (1)—(3) se daji také vyjadiit tak, ze pii pevné zvoleném vek-
toru u € V jsou zobrazeni f(—,u): V — T a f(u,—) : V — T linearni. Je
tedy f linedrni v obou slozkich a takovéto zobrazeni se nazyva bilinearni
zobrazeni.

Poznamka 8.1. Podminky (1)—(3) z Definice 8.1 se daji vyjadiit ekviva-
lentné také podminkami

(1) floaxy + -+ apxp,y) = a1 f(x1,y) + ... + arf(Xk, ¥),

(2) f(x,01y1 + -+ aryr) = a1 f(x,y1) + - - + an f(X, yk)- %

Poznamka 8.2. Zuzeni bilinedrni formy f na podprostor V' je biline4rni
forma na V'. O

Priklad 8.1. Skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru je prikladem
bilinearni formy.
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Priklad 8.2. f(x,y) =0, Vx, y € V, je takzvand nulovd bilinedrni forma.

Priklad 8.3. Necht V' = R?, zobrazeni f; : R? x R? — R zadana piedpisem
f1(x,y) = m1y1 — 22292 + 37192,
fa(x,y) = 2191 + T202,
[3(x,y) = 1y1 + 21Y2 + T2y1 + 222Y2,
fi(x,y) = m1y2 — 2291,
jsou bilinearni formy na V. Zobrazeni

f5(x,y) =22 —y1 + 2192
neni bilinedrni formou.

Definice 8.2. Rekneme, ze bilinearni forma f na V je symetrickd, re-
spektive antisymetrickd, jestlize pro kazdé dva vektory x,y € V plati

f(x,y) = f(y,x), respektive f(x,y) = —f(y,x).

Priklad 8.4. Skalarni soucin je ptikladem symetrické bilinedrni formy. Bili-
nearni formy f2 a f3 z Pfikladu 8.3 jsou symetrické bilinearni formy, zatimco
f4 je antisymetricka bilinearni forma.

Definice 8.3. Souctem bilinearnich forem f, g na V', respektive ndsobkem
biline4drni formy f prvkem « € T, nazyvame zobrazeni h : V x V — T,
respektive k : V x V — T, takova, Ze pro Vx,y € V

h(x,y) = f(x,y) +9(x,y),

respektive
k(x,y) = af(x,y).
Znacime potom h = f + g, k = af.

Poznamka 8.3. Soudet i ndsobek bilinedrnich forem na V' jsou opét biline-
arni formy na V' a prostor bilinearnich forem na V' je vektorovym prostorem
nad télesem T. $

Véta 8.1. Ke kazdé bilinedrni formé f na V existuji prdvé jedna symetrickd
bilinedrni forma fs a prdvé jedna antisymetrickd bilinedrni forma fa na V.
takove, Ze

f(X7Y) = fS(X7Y) + fA(X7Y)‘

Dukaz. Pro kazdé x,y € V polozme

fsy) = 3(F5.¥) + £y %))

FaGy) = S(F60y) = F(3,%),
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Je zfejmé, ze fg je symetrickd a f4 je antisymetricka bilinearni forma a Ze

f=17rs+ fa.
Necht existuje jind symetricka bilinedrni forma f§ a antisymetrickd bili-
nearni forma f/ takové, ze f = fg + f/. Potom
fly,x) = f{g(an) - f;‘(x,y),
fx,y) = fs(x,y) + fa(x,y).
Se¢tenim dostaneme fg(x,y) = %(f(x,y) + f(y,x)) = fs(x,y). Podobné
odec¢tenim dostaneme f/, = fa. O

Necht uy,...,u, je libovolnd baze ve V. Potom x = zquj + -+ - + zpUy,
Y =y1u1 + - + ypUy, kde z;,y; € T. Dosazenim dostaneme

Fy)=fO w, Y yiuy) = xi Y yif(w,uy).
Oznacme a;; = f(u;,u;) a uvazujme matici Ay = (a;j). Potom mtzeme psat

Fy) =) aijaiy;. (8.1)
i,J

Definice 8.4. (8.1) je soufadnicovym vyjaddfenim bilinedrni formy f
v bazi uy,...,u, a matice Ay = (f(u;,u;)) se nazyva matice bilinedrni
formy f v bazi uy, ..., u,.

Poznamka 8.4. Bilinedrni forma f je symetrickd (antisymetrickd) biline-

arni forma pravé tehdy, je-li Ay symetrickd (antisymetricka) matice. O
Soufadnicové vyjadieni vektoru x = (z1;... ;zy) vzhledem k libovolné
I
bazi uy, ..., u, budeme ztotoznovat s matici (x) = | : |.Potom bilinearni
Tn

formu f muZzeme psat maticové ve tvaru

Y1
Fxy) = (z1.@n) (ay) | 5| = )T As)-
Yn

Priklad 8.5. V kanonické bazi na R? jsou matice bilinearnich forem f, ...,
fa z Piikladu 8.3

1 3 10 11 0 1
=l ) =) = (a) = (Go))

Definice 8.5. Hodnosti bilinedrni formy f rozumime hodnost matice
formy Ay v libovolné bazi. Je-li Ay reguldrni matice, nazyvame biline-
arni formu f reguldrni, je-li Ay singularni, nazyvame i bilinearni formu f
singuldrni.
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Véta 8.2. Hodnost bilinedrni formy nezdvist na zvolené bdzi.

Dukaz. Mé&jme na V dvé baze

u, y Un, (8 2
Vi,..-3Vp
/
anecht (u)qy= [ : | a(u)p = | : | jsou prislusna soufadnicovd vyja-
/
U, ul,

dfeni vektoru u vzhledem k témto bazim. Necht @} je matice pfechodu od
baze (8.2) k bazi (8.3), tj. pro soufadnice vektoru u plati

(51 Ul
=@
U, ul,
Y1
Potom bilinearni forma f mé vyjadieni f(x,y) = (z1...2,) Af | : | vbazi
Yn
i
(8.2) a f(x,y) = (2} ...2),) By | : | vbazi (8.3). Dosazenim transformac-
/
Yn

nich rovnic do vyjadfeni formy v bazi (8.2) a porovnanim s vyjadifenim v bazi
(8.3) dostaneme By = QT A 7@, kde Q" je transponovana matice k matici
Q. Potom h(By) = h(Ay), protoze Q je regularni matice. O

Definice 8.6. Necht f je symetrickd bilinearni forma na V. Singuldrnim
vektorem formy f rozumime vektor y takovy, ze f(x,y) = 0 pro kazdy
vektor x € V.

Poznamka 8.5. V pfipadé, Ze f neni symetrickd bilinedrni forma, musime
definovat zv1ast levé a pravé singuldrni vektory. &

Vyjadiime-li bilinedrni formu f(x,y) v libovolné bazi, dostaneme z pod-
minky
Y1
f(x,y):(azl...xn) Af =0
yn

pro kazdy vektor x soustavu homogennich linearnich rovnic

Y1 anty1+ -+ amyn = 0

Yn ap1y1+- -+ appyn = 0
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kterou musi spliiovat souradnice singularniho vektoru y. Singularni vektory
tedy tvori podprostor ve V, jehoz dimenze je n — h(Ay).

Véta 8.3. Necht V je redlny vektorovy prostor a VC jeho komplexni rozsi-
reni. Ke kazdé bilinedrni formé f na V existuje prdve jedna bilinedrni forma

f€ na VC takovd, ze fC|V = f.

Dukaz. Existence. Necht x = x1 +1X9, y = y1+iys € 174 jsou dva vektory.
Definujme

FE(xy) = f(x1,y1) — f(x2,y2) +i(f(x1,y2) + f(x2,¥1)).

Snadno se vidi, Ze je takto definovana bilinedrni forma na VC takova, ze
OV =g

Jednoznacnost. Je-li g jina bilinearni forma na VC takova, ze g|V = f,
potom z linearity dostavame

9(x,y) = g(x1,¥1) — 9(x2,¥y2) +i(g(x1,y2) + 9(x2,¥1))

a odtud plyne g = fC. O

Definice 8.7. Bilinearni forma f€ na VC definovana ve Vété 8.3 se na-
zyva komplexni rozsireni realné bilinearni formy f.

Necht uy,...,u, je bize V. Ve Vété 1.2 jsme dokdzali, ze uy,...,uy,
je soucasné i bazi ve VC. Je-li f(x,y) bilinearni forma na V , kterd ma
s . v . ’ c 7 1y ’ n
v bézi ui,..., u, soufadnicové vyjadreni f(x,y) = >_";_; ai;z;y;, potom

soufadnicové vyjadieni fC v této béazi je totozné. Pouze soufadnice x; a Yj
mohou nyni byt komplexni &sla. Tedy v libovolné redlné béazi ve VC ma
matice fC realné koeficienty, na rozdil od matice libovolné bilinearni formy
na VC, kterd ma matici definovanou obecné nad komplexnimi sly.

Uloha 8.1. Nechf je v bézi ui,...,us na V; dana bilinearni forma f sou-
fadnicovym vyjadienim

f(x,y) = —z1y2 + 21y3 + Z2y1 + T2y + Toys — T3ys + T4Y3 .

Urcete matici a hodnost formy.

Reseni: Koeficienty a;; matice A ¢ formy jsou koeficienty u xz;y;. Potom

0 -1 1 0
1 1 0 1
0 0 1 0

Uloha 8.2. Pro bilinearni formu f z Ulohy 8.1 urcete bilinearni formy f4
a fg. Urcete jejich matice a hodnost.
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Reseni: Podle Véty 8.1 je
fA(X7Y) = %(f(xvy) - f(y,X)) =

= —Z1Y2 + x2y1 + %9011/3 - %$3y1 + T4Y3 — T3Y4 + %96‘23/4 - %3343/2 .

0 -1 % 0
! T 1 0 0 3
Odtud Ay, = 3(A; = Ap)=| 1 o 2| Mfa) =4
2
0 -2 1 0

Podobné
fS(X’Y) = %(f(X7Y) + f(Y7X)) =

= %1613/3 + %9633/1 + T2y2 + %1623/4 + %9643/2 .

0010
! T 010 3
OdtudAfS:§(Af—|—Af): 1 00 0 ,h(fs):4.
2
0 3 00

Uloha 8.3. Pro bilinearni formu f; z Piikladu 8.3 urcete jeji soutadnicové
vyjadfeni a matici v nové bazi vi = (3; —1), vo = (1; —1) na R2.
Reseni: a) Transformaéni rovnice pfechodu k novym soutadnicim jsou

tvaru
xy = 3x) +xy, oy = 3yp +uy,

T2 = -y Ty, Y2 = Y Y
P¥imym dosazenim dostaneme
fi(x,y) = 21y1 — 2ways + 3x1y2 = —221y) — 2a5y; — 8xhyy — 4ahyh,
a matice formy v nové bazi je <:; :j)
b) Maticovy zapis. Transformacni rovnice prechodu k nové bézi jsou

()= (G A) G

Dosazenim do maticového vyjadieni formy

filx,y) = (z1 22) ((1) _32) (‘g;)
dostaneme

3 ~1\/1 3\/3 1)\ /(v
_ / / 1) _
fl(x7y) - (xl xZ) (1 _1) (0 _2) (_1 _1) (yé> -
-2 =8\ [
(20
c) Matice bilinearni formy je (a;; = f(vi,v;)). Piimym dosazenim sou-

fadnic vektord v; do soufadnicového vyjadreni formy dostaneme opét poza-
dovanou matici.
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Uloha 8.4. V bazi u;,u, u3 na V3 je ddna symetricka bilinearni forma f
soufadnicovym vyjadfenim

f(x,y) =4x1y1 + bz1y2 + 3x1y3 + bxoyr — 622y2 + 1622y3
+ 3x3y1 + 16x3y2 — 10z3Y3

Urcete jeji hodnost a singularni vektory.

4 5 3
Reseni: Matice formy je Aj=|5 —6 16 |.Potom h(f)=h(As) =2.
3 16 -10

Podle (8.4) tvori singularni vektory f podprostor feseni soustavy homogen-
nich linearnich rovnic

4x1 + 5x9 + 323 =0,
9x1 — 6x2 4+ 1623 =0,
3x1 4+ 1629 — 1023 = 0.

Podprostor feSeni je jednodimenziondalni podprostor generovany vektorem
(—2;1;1).

9 Kvadratické formy

Definice 9.1. Zobrazeni F' : V — T se nazyva kvadratickd forma na
vektorovém prostoru V, jestlize existuje bilinearni forma f takova, Ze pro
kazdy vektor x € V je F(x) = f(x,x). Rikdme potom, Ze bilinearn{ forma
f urcuje kvadratickou formu F'.

Priklad 9.1. Nulova kvadraticka forma (tj. F'(x) = 0 pro vSechna x) je
urc¢ena libovolnou antisymetrickou bilinearni formou.

Priklad 9.2. Je-li V realny euklidovsky vektorovy prostor, je zobrazeni
“velikost vektoru na druhou” kvadratickou formou uréenou skaldrnim sou-
¢inem.

Podobné jako pro bilinearni formy mizeme definovat soucet kvadratic-
kych forem a soucin kvadratické formy s prvky z T.

(F + G)(x) = F(x) + G(x),
(aF)(x) = aF(x).

Véta 9.1. Ke kaZdé€ kvadraticke formé existuje prdve jedna symetrickd bili-
nedarni forma, kterd ji urcuje.
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Dukaz. Existence. Necht kvadratickd forma F' je uréena bilinearni formou
f. Potom f = fa+ fs a mame

F(x) = f(x,%x) = fa(x,x) + fs(x,%) = fs(x,%).
Jednoznacénost. Necht f je symetrickd bilinearni forma urcujici F. Pak
Flx+y)=fx+y,x+y) = f(x,x)+2f(x,y) + f(¥,¥),
a tedy
F.y) = 5{F(x+y) — Fx) — Fiy)},

coz je jednoznacné urcend bilinearni forma. O

Definice 9.2. Symetricka bilinearni forma f urcujici kvadratickou formu
F se nazyva poldrni bilinedrni forma k F.

Déle automaticky pro danou kvadratickou formu F' je f jeji polarni bi-
linearni forma.

Priklad 9.3. Skaldrni soucin je polarni bilinedrni forma ke kvadratické
formé dané velikosti vektoru na druhou.

Definice 9.3. Hodnosti kvadratické formy rozumime hodnost prislusné
polarni bilinedrni formy. Rikdme, 7e kvadraticka forma je reguldrni (sin-
guldrni), je-li regularni (singuldrni) pfislusna polérni bilinearni forma.
Singuldrnim vektorem kvadratické formy rozumime singularni vektor p¥i-
slusné polarni bilinedrni formy.

Necht uy,...,u, je bdze V a

€1
F(x) = [(x,%) = (21...2) (a3)) | ¢ | = (07 Ap(x)

xTL
je soufadnicové vyjadieni kvadratické formy F', kde Ap je symetrickd ma-
tice nazyvana matice kvadratické formy F v bazi uy,...,u,. Soufadnicové
muzeme také psat

F(X) = (allxl + -+ aflnxn)l'l + -+ (anlxl + -+ annxn)xn =
= Fl(X)l‘l +--+ Fn(X)In,

kde Fj(x) = aj1z1 + - - + ainxy, je takzvand i-td linedrni forma pridruZend
(asociovand) k F.
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Ze soutadnicového vyjadieni pro singularni vektory bilineadrni formy do-
staneme, Ze vektor x je singularnim vektorem kvadratické formy F' pravé
tehdy, kdyz

a1121 + -+ a1p®n, =0,

(9.1)
p1T1 + -+ + Appy = 0,
to jest pravé tehdy, kdyz Fi(x) =0, ..., F,(x) = 0.
Definice 9.4. Bézi uy, ..., u, vektorového prostoru V nazyvame poldrni

bdzi kvadratické formy F', jestlize pro kazdé i,5 = 1,...,n, i # j, plati
f(ui, llj) = 0.

Véta 9.2. Ke kazdé kvadratické formé existuje poldarni bdze.

Dikaz. Je-li F' nulova forma, pak kazda baze je polarni.

Necht tedy F' neni nulova kvadratickd forma na V. Déle budeme postu-
povat matematickou indukci.

1. Necht n = 1. Potom kazda béze je polarni.

2. Nechf véta plati pro (n—1). Ve V,, zvolme u; tak, aby F'(u;) # 0. Mno-
zina vektort spliiujicich f(x,u;) = 0 je (n — 1)-dimenzionéalni podprostor
ve V. Oznac¢me jej Vi. Potom zizeni F|V; je kvadratickd forma na (n — 1)-
dimenzionalnim prostoru V; a podle indukéniho predpokladu existuje ve V3
polarni baze F|V;. Ozna¢me ji ug,...,u,. Snadno se vidi, Ze uy,...,u, je
polarni bazi F' na V. O

Algoritmus hledani polarni baze

Predpokladejme, Ze F' neni nulovd kvadratickd forma. Potom existuje
vektor uy € V' takovy, ze F'(uy) # 0. Mnozina vektort spliujicich f(x,u;) =
0 je (n—1)-dimenzionalni podprostor ve V. Oznac¢me jej V;. Ve V; vybereme
libovolny vektor ugy takovy, ze F'(uz) # 0. Pokud takovy vektor neexistuje,
doplnime vektor u; na bazi vektory z V; a takova béze jiz je polarni. Po-
kud existuje vektor ug € Vi takovy, ze F(uz) # 0, uvazujeme mnozinu
vektort spliujicich f(x,u;) = 0, f(x,u2) = 0. Tato mnozina je (n — 2)-
dimenzionalnim podprostorem ve V' a oznacime ji V5. Pokud vsechny vek-
tory z Vo nuluji formu F, doplnime uj,us na bazi vektory z Va. Pokud
existuje vektor ug € V; takovy, ze F(us) # 0, uvazujeme mnozinu vektort
V3 spligjicich f(x,u;) = 0, f(x,u2) = 0, f(x,u3) = 0. Tato mnozina je
(n — 3)-rozmérnym podprostorem ve V a dalsi vektor do hledané béaze be-
reme z tohoto prostoru. Timto zptsobem pokracujeme tak dlouho, dokud
pro né&jaké k nejsou vSechny hodnoty formy F' na vektorech z Vi, nulové.

Snadno se vidi, ze matice kvadratické formy je diagonalni tehdy a je-
nom tehdy, je-li odpovidajici baze V polarni. Soutadnicovy tvar kvadratické
formy s diagonalni matici se nazyva kanonicky tvar.

V soufadnicovém vyjadfeni ma potom Véta 9.2 tvar nasledujici Véty 9.3.
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Véta 9.3. Ke kazdé kvadratické forme

n
F(X) = Z aijxixj

ij=1

existuje takovd linedrni transformace soutadnic

n
JJZZE qijY5j Z:1,...,7'L,
j=1
zZe souradnicové vyjddrent F' v soutadnicich y1;. .. ;yn je tvaru

F(x) = Zn:bz'z'l/i?a
=1

tj. matice Br kvadratické formy F je diagondlni.

Algoritmus hledani polarni baze potom odpovida hledani takové linearni
transformace souradnic z; = Z?:l qijY;j, Zze v soufadnicich y; ma forma dia-
gonalni matici. Tuto linearni transformaci hleddme nésledujicim zptisobem:
Necht mé nenulové kvadratickd forma v néjaké bazi souradnicové vyjadieni

n
F(X) = Z Qi TiTj.
1,7=1

a) Predpokladejme, Ze existuje takové i, Ze a;; # 0. Bez Gjmy na obec-
nosti mtizeme predpokléddat, Ze je to a;;. Potom

1
F(X) = ai(allxl +---+ Cllnfl‘n)2 + 2a93r973 + . ..
11
Oznacme y; = a1121 + -+ + Q1pTn, Y2 = T2, ..., Yo = Tp. V novych sourad-
nicich y1;... ;y, je
1
ail

kde G je kvadratickd forma (n — 1) proménnych ys, ..., y,. Déle pokracu-
jeme obdobnym zpisobem pii tpravé kvadratické formy G a po koneéném
poctu krokid dostaneme kanonicky tvar formy. Hledana linearni transformace
soufadnic je potom slozenim dil¢ich transformaci.

b) Necht vSechna a;; = 0. Potom existuje a;; # 0 pro ¢ # j. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpoklddat, Ze a1a # 0. Potom linedrni transformace
1 = Yy1+ Y2, T2 = Y1 — Y2, Tk = Yk, k = 3,...,n, prevede kvadratickou
formu na tvar F(x) = a12(y? — y3) + ..., coz je tvar z pifpadu a) a déle
miuZeme postupovat vySe popsanym algoritmem.

38



Definice 9.5. Necht F je kvadraticka forma na readlném vektorovém pro-
storu. Rikame, ze F je

a) pozitivné definitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) > 0,

b) pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) > 0,

c) negativné definitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) < 0,

d) negativné semidefinitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) <0,

e) existuji-li vektory y,z € V takové, ze F(y) > 0 a F(z) < 0, fikdme,
ze F' je indefinitni.

Typ kvadratické formy se snadno pozné, je-li forma vyjadrena v polarni
bazi, tj. je-li jeji souradnicovy zapis v kanonickém tvaru

F(x) = allm% 4. —I—annxi.

Potom kvadratickd forma F je pozitivné definitni, je-li a; > 0, pozitivné
semidefinitni, je-li a;; > 0, negativné definitni, je-li a;; < 0 a negativné
semidefinitni, je-li a; < 0 pro vSechna ¢ = 1,...,n. Forma je indefinitni,
existuji-li koeficienty a;; > 0 a aj; < 0.

Pro nenulové koeficienty a;; v kanonickém tvaru kvadratické formy mu-
zeme provést transformaci souradnic

1
—F—Yi-
V@il
V novych soufadnicich jsou potom vSechny koeficienty u 2. mocnin sou-

fadnic 1, -1, pripadné 0. Vhodnou permutaci soutadnic docilime toho, ze
soufadnicové vyjadreni kvadratické formy je tvaru

T =

2 2 2 2
F(X):y1+"'+yp_yp+1_'”_yp+q7

p + q¢ < n. Tento tvar se nazyva normdlni tvar kvadratické formy. Dvojice
(p, q) se nazyva signatura kvadratické formy. Polarni bazi, ve které ma kva-
draticka forma normalni tvar, budeme nazyvat normovanou poldrni bdzi.

vvvvv

forem a nazyva se véta o setrvacnosti kvadratickych forem.

Véta 9.4. Normdlni tvar kvadratické formy nezdvisi na linedrni transfor-
maci soutadnic, kterd prevddi danou kvadratickou formu do mormdlniho
tvaru. L]

Poznamka 9.1. Jinak feceno, pfedchozi véta tika, Ze signatura kvadratické
formy je jednoznad¢né urcena kvadratickou formou a ne jejim soufadnicovym
vyjadfenim. Mame-li tedy dvé kvadratické formy vyjadieny v souiadnicich
a maji-li tyto formy stejnou signaturu, jedna se vlastné o tutéz formu vyja-
dfenou v riznych béazich. O
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Véta 9.5. Necht F' je kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru
V, pak existuje prdvé jedna kvadratickd forma FC na VC takovd, Ze

FElV =F.

Dukaz. Vyplyva pfimo z obdobné véty pro polarni bilinearni formu. O

Definice 9.6. Kvadraticka forma FC na VC definovana ve Vété 9.5 se
nazyva komplexni rozsireni realné kvadratické formy F'.

Uloha 9.1. V kanonické bazi na R? je dana kvadratickd forma F. Urcete
jejl matici, hodnost a je-li forma singularni, urcete jeji singularni vektory:
a) F(x) = 23 + 23 — 22122 + 27173 + 102223,
b) F(x) = x129 + z2x3 .

1 -1 1
Reseni: a) Matice kvadratické formy je Ap = [ -1 0 5 |. Potom
1 5 1
h(F) = h(Ar) = 3, forma je regularni a nema nenulové singularni vektory.
0 3 0
b) Matice kvadratické formy je Ap = (3 0 3 |. Potom h(F) =
0 3 0
h(Ap) = 2 a forma je singuldrni. Podprostor singuldrnich vektoru je fe-
Senim homogenni soustavy rovnic
%(EQ =0 )
371 323 =0,
%xg =0.

Resenim je podprostor L((1;0;—1)).

Uloha 9.2. Urcete normalni tvar kvadratickych forem z Ulohy 9.1. Urcete
normovanou polarni bazi, ve které méa I normélni tvar, a transformacni
rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni bazi.

Resend: 1. metoda:

a) V R? vybereme vektor u; tak, aby F(uy) # 0. Zvolme u; = (1;0;0).
Potom F(u;) = 1. Uréime podprostor V; jako podprostor feSeni rovnice
f(u1,x) =0, tj. feseni homogenni rovnice

x1—x2+23=0.

Dostaneme Vi = L((1;1;0),(—1;0;1)). Zvolme uy = (—1;—1;0), potom
F(uy) = —1. Uréime podprostor V» jako prostor feseni rovnic f(uj,x) =0,
f(ug,x) =0, tj. soustavy homogennich rovnic

r1— 29 +23=0,
—x9 + 623 =0.
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Dostaneme V5 = L((5;6;1)). Protoze F'((5;6;1)) = 36, zvolime ug = %(5; 6;1).
Béaze uj,us,us je normovand polarni baze a rovnice kvadratické formy F
v této bazi jsou

F(y) =yl —y3+v3.

Provedeme proto volbu nové baze vi = uy, vo = ug, vz = Us, ve které ma
forma F rovnice
F(t) =13 +t3 —t2.

Transformac¢ni rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni
béazi vi, v, Vs jsou potom

I 1 % -1 tl
3 01 0/ \t5

b) Protoze F'((1;0;0)) = 0, zvolime u; = (1;1;0). Mame F(u;) =1aV;
je prostor feseni rovnice
x1+xo+2x3=0,
tj. Vi = L((1; —1;0), (1;0; —1)). Zvolme uy = (1;—1;0). Mame F(uz) = —1

a V5 je feSenim homogenni soustavy

1+ +23=0,
—x1+x2—23=0.

Vo = L((1;0;—1)) a F((1;0; —1)) = 0. Zvolime u3 = (1;0; —1) a baze u;, uy,

u3 je normovand polarni baze, ve které jsou rovnice kvadratické formy

F(y) =y} 3.

Transformacni rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni
béazi ui, us, ug jsou potom

T 1 1 1 U1
xI9 = 1 -1 0 Y2
T3 0 0 -1 Y3

IT. metoda:
a) Protoze a1 # 0, upravime rovnici kvadratické formy tak, ze vSechny
¢leny obsahujici 1 budou v druhé mocniné trojclenu, tj.

F(x) = (z1 — 29 + x3)% — 23 + 122973 .

Transformace
Yy1= 1 —T2 +x3,
Y2 = 2,
Y3 = 3
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prevede formu na tvar
_ 2 2
F(y) =i — vz + 1292y,
ktery mtzeme dale upravit

F(y) =y} — (—y2 + 6y3)* + 36y3 .

Transformace
21= Y1,
29 = —y2 +6ys,
z3 = Y3

prevede formu na tvar
F(z) = 23 — 22 + 3623,
ktery znormujeme transformaci

z1= 11 ;
Z9 = t37
1
z3 = 6t27

takze vysledny tvar bude
F(t) =t} +t3 —13.

Postupnym skladanim dil¢ich transformaci dostaneme celkovou transfor-
maci

71 1 2 -1\ [/t
X9 = 0 1 —1 t2
T3 0 % 0 t3

a odtud je zfejmé, Ze normovanad polarni baze je tvofena vektory v; =
(1,050, va = (§; 1; §), vs = (-1, =10).

b) Protoze vSechna a;; = 0 a ag3 # 0, zvolime transformaci

1= Y1,
T = Y2 +Ys3,
€r3 = Y2 —Y3,

kterd prevede formu na tvar

F(y) =y1y2+y1y3+y§ —y32,7

ktery upravime na tvar

F(y) = Gur + 2 — (o~ )”-
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Potom transformace .
1= 3y1 +y2,

ta= 3 —Y3,

prevede formu na konec¢ny tvar
F(t) =12 —t2.

Transformac¢ni rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni
béazi u, ug, us jsou potom

I O 2 2 tl
xT9 = 1 -1 0 t2
T3 1 -1 =2/ \¢3

a prislusnd normovana polarni baze je uy = (0;1;1), ug = (2;-1;—1), uz =
(2;0; —2).

Poznamka 9.2. Vsimnéme si, ze v Uloze 9.2 jsou v piipadé a) vysledné
transformace v obou metodach shodné. To je proto, Ze jsme v 1. metodé
volili vektory do polarni baze tak, aby odpovidaly pfislusnym postupnym
transformacim soufadnic, které jsme provadéli ve 2. metodé. V piipadé b)
jsme v 1. metodé zvolili jinou polarni bazi, kterd neodpovida transformaci
soufadnic z 2. metody. Vysledny normovany tvar rovnic kvadratické formy
je ovSem shodny, coz odpovida vété o setrvacnosti kvadratickych forem.

10 Ortogonalni transformace kvadratické formy

V této casti skript necht V,, je n—rozmérny euklidovsky vektorovy prostor,
tj. Vi, je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pfipomenime, Ze
skalarni soucin je zobrazeni

(= —=):VpyxV,—=R

takové, ze

Q
£
<

Il
=

Q
2

Il
2
£
2

uw,u) >0, (uwu)=0&<u=o.

Je tedy skalarni soucin symetricka bilinearni forma na V,, takova, ze odpo-
vidajici kvadratickd forma je pozitivné definitni. Normovand polarni baze
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prislusna ke kvadratické formé, ktera je urcena skaldrnim soucinem, se na-
zyva ortonormdlni baze. Ptipomenme, ze v libovolné ortonormélni bazi ma
skalarni soucin souradnicové vyjadreni

(u,V) :ulvl+"'+unvna

kde u = (uy,...,uy), v.= (v1,...,v,). Ve shodé s Césti 8 mlizeme psét
maticové (u,v) = (u)'E,(v) = (0)T(v), kde E, je jednotkova matice fadu
n a vektory jsme ztotoznili se sloupcovymi maticemi jejich soutradnic.

Necht nyni F' je libovolnd kvadratickd forma na V,,. Zajima nés, zda
existuje ortonormélni baze V;, takova, ze v ni ma F' kanonicky tvar. Odpovéd
je kladna. Dukaz existence i algoritmus hledani ortonormalni baze, ktera je
souCasné polarni vzhledem k F', je zalozen na dvou vétach z teorie matic
(nebo ekvivalentné z teorie linearnich zobrazeni). Nejdiive si pfipomeneme
zékladni pojmy.

Necht A je libovoln4 redlné ¢étvercova matice fadu n. Méjme na V,, pevné
zvolenou bézi. Nenulovy vektor u = (u1,...,u,) se nazyva vlastnim vekto-
rem matice A, jestlize jeho soufadnice jsou FeSenim soustavy rovnic

a1xy + -+ apTn = A1,
(10.1)

Ap1T1 + +*+ + AppTp = Ay,

pro né&jaké A € R. Maticové mizeme soustavu (10.1) zapsat A(u) = AE,(u),
coz upravime na tvar

(A= \E,)(u) = (o). (10.2)

Protoze podle pfedpokladu je u nenulovy vektor, mé soustava (10.2) nenu-
lové Teseni prave tehdy, kdyz

|A— A\E,| =0. (10.3)

Rovnice (10.3) je polynomiélni rovnici vzhledem k A\ a nazyva se charakteris-
tickd rovnice matice A. Kofeny charakteristické rovnice se nazyvaji vlastni
(charakteristickd) ¢isla (hodnoty) matice A. Dosadime-li redlné vlastni ¢islo
do soustavy (10.1), je FeSenim homogenni soustavy (10.1) nenulovy podpro-
stor V. Kazdé nenulové feseni bude vlastnim vektorem pfislusnym pro da-
nou vlastni hodnotu. Kazdy vlastni vektor urcuje jednodimenzionalni pod-
prostor vlastnich vektort, ktery nazyvame vlastni smeér uréeny matici A.

Pro studium kvadratickych forem na euklidovském vektorovém prostoru
maji zasadni vyznam nasledujici dvé tvrzeni z teorie matic, ktera si zde
uvedeme bez dikazu.

Véta 10.1. Necht A je symetrickd redlnd matice vddu n. Pak viechny koveny
charakteristické rovnice |A — AE,| = 0 jsou redlné. O
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Poznamka 10.1. ProtoZe v dimenzi 2 je charakteristickd rovnice kvad-
ratickd, dokédzali bychom Vétu 10.1 v dimenzi 2 snadno z elementarnich
vlastnosti kvadratické rovnice. Tento dikaz provedeme pozdéji v kapitole
o kuzeloseckach. O

Véta 10.2. Necht A je symetrickd redlna matice vadu n a X je k—ndsobny
koren jeji charakteristicke rovnice. Pak podprostor teseni homogenni sou-
stavy pro vypocet vlastnich vektori prislusnych A md prdvée dimenzi k. [

Vé&ta 10.3. Nechf u, v jsou vlastni vektory, které prislusi riznym vlastnim
éislum A1, A2 symetrické matice A. Pak u, v jsou kolmé, tj. (u,v) = 0.

Dukaz. ProtoZze A je symetrickd matice, je
(A(u),v) = (u, A(v)) ,

kde jako A(u) rozumime vektor, jehoz soufadnice dostaneme vynasobenim
matice A sloupcovou matici soufadnic vektoru u. Jestlize u je vlastnim
vektorem pro A1, je A(u) = A;(u) a podobné A(v) = Aa(v). Odtud

0=(A(u),v) — (u, A(V)) = A (u,v) — A2(u,v) = (A1 — \2)(u, V)

a protoze (A1 — A2) # 0 (z predpokladu, Zze A, Ay jsou rtizna éisla), je
(u,v) =0. O
Na zakladé Vét 10.1 — 10.3 nyni dokazeme, Ze ke kazdé kvadratické formé
F na V,, existuje ortonormalni polarni baze. Necht A je matice F' v libo-
volné ortonormalni bazi. Ar je symetrickd a podle Véty 10.1 jsou vSechny
kofeny charakteristické rovnice pro Ap redlna ¢isla. UkaZeme si navic, Ze
charakteristické ¢isla nejsou zavisla na zvolené ortonormélni bézi.

Véta 10.4. Necht Arp a Br jsou matice kvadratické formy F ve dvou riiz-
nych ortonormdlnich bazich na V,,. Pak |Arp — AE,| = |Br — AE,|.

Diukaz. Podle diikazu Véty 8.2 je Br = QTArQ, kde Q je matice pie-
chodu od prvni baze k druhé bazi. Protoze jsou nase baze ortonormalni, je
Q ortonormalni matice, tj. QT = Q7! a |Q| = £1. Tedy Br = Q 'ArQ.
Potom B — AE,| = [Q ' ArQ — A\Q'E,Q| = |Q 1 (Ar — AE,)Q| =
Q7HIAF — AEW[|Q] = |AF — AE,|. O

Poznamka 10.2. Z Véty 10.4 vyplyvé, Ze charakteristickd rovnice ma-
tice kvadratické formy je stejnd v libovolné ortonormalni bézi, mizeme
tedy hovotit o charakteristickeé rovnici kvadratické formy. Déle je ziejmé, Ze
i vSechny kofeny charakteristické rovnice jsou nezévislé na zvolené ortonor-
malni bazi a jsou to ¢isla, ktera jsou jednoznacné prifazena dané kvadratické
formé. Budeme je nazyvat charakteristickd c¢isla kvadratické formy. O
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Véta 10.5. Ke kazdé kvadratické formé F' na euklidovském vektorovém pros-
toru V,, existuje takovd ortonormdlni bdze V,, Ze v ni ma F kanonické rov-
nice tvaru

F(x) = \ai+ -+ A2, (10.4)

kde \j, i =1,...,n, jsou charakteristickd cisla kvadraticke formy F.

Dukaz. Zvolme libovolnou ortonormaélni bazi na V,, a uréeme charakteris-
ticka ¢isla \; kvadratické formy F, tj. matice Ap. Protoze Ap je symetricka,
jsou podle Véty 10.1 vSechna \; redlna. Uréeme bézi ey, ..., e, prostoru V,
tak, Ze pro jednonasobny kofen \; je e; jednotkovy vlastni vektor prislusny
k A;. Pro k—nésobny kofen charakteristické rovnice (k > 2) muzZeme podle
Véty 10.2 vybrat v prostoru vlastnich vektort prislusnych tomuto koteni k
jednotkovych na sebe kolmych vektori (napf. Gramm—Schmidtovym orto-

gonaliza¢nim procesem). Takto sestrojend béze eq, ..., e, je podle Véty 10.3
ortonormaélni. Pfitom f(e;,e;) = A, pro i = j, a f(e;,e;) = 0, pro i # j,
1,7 =0,...,n. Opravdu, z maticového zapisu je

fleiej) = (e:)" Ap(e;) = (e)) " Aj(e)) = Aj(ei,e)).

M4 tedy F' v bazi eq,. .., e, kanonické rovnice (10.4). Z Véty 10.4 potom vy-
plyva, Ze kanonické rovnice jsou nezavislé na puvodné zvolené ortonormalni

Uloha 10.1. V ortonormalni bézi na V3 je dana kvadraticka forma F. Po-
moci ortonorméalnich transformaci urcete kanonicky tvar rovnic, typ formy
(podle Definice 9.5), ortonormalni polérni bazi a transformaéni rovnice, které
prevadi rovnici formy na kanonicky tvar:

a) F(x) = x% — 2IE% + x% + 4x1x9 — 102123 + 42073 ,

b) F(x) =22 + 23 + x% + 4x1x9 + 42123 + 4223 .

1 2 =5
Reseni: a) Matice formy je | 2 —2 2 |. Jeji charakteristicka rov-
-5 2 1

nice je A3 — 36\ = 0 s kofeny A\; = 6, A\ = —6, A\3 = 0. Podle Véty 10.5 je
kanonicka rovnice F tvaru 6y? — 633, a tedy forma je indefinitni. Ortonor-
malni polarni baze formy F' je dana jednotkovymi vektory vlastnich smért.
Pro \; je vlastni smér prostor feseni homogenni soustavy

2uy — 8ug + 2ug =0,
—Huy + 2ug — duz =0.

Prostor feseni je L((1;0; —1)) a jeho jednotkovy vektor je e; = (%, 0; \7—%)
Podobné pro \e dostaneme vlastni smér L((1;—1;1)) s jednotkovym vekto-

rem ey = (—=; =%; L), A kone¢né pro A3 dostaneme vlastni smér L((1;2;1))

VEARVARYE
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s jednotkovym vektorem es = (%; %; %) Takto sestrojena baze e, es, e

je podle Véty 10.3 ortonormélni a transformacni rovnice prechodu k této
bazi jsou

1 1 1
1= —F=y1+ + ;
1 \/i?/l \/§y2 \/éyB

1 2
X9 = + ,
2 \/§y2 \/693
1 n 1 n 2
T3 = —= — —Y3.
3 \/i?ﬂ \/gyz \/éyg
1 2 2
b) Matice formy je | 2 1 2 |. Jeji charakteristicka rovnice je A3 —3\2—
2 21

9A—5 = 0 s kofeny A\; = 5, Ay = A3 = —1. Kanonické rovnice F' je tedy tvaru
5y — y2 — y2 a forma je indeﬁnitni Pro \; je vlastni smér L((1;1;1)) s jed-
notkovym vektorem e; = (-1 et \1[, 7) Pro A2 = A3 dostaneme dvoudimen-
zionalni podprostor vlastnich sméra L((—1;1;0), (—1;0;1)). Ortogonalizac-
nim procesem vybereme ortogonalni bazi tvofenou vektory us = (—1;1;0)
a uz = (—1;—1;2), které normujeme na vektory ey = (&—l\i@, 0) a es =
(\f \[1 f) Takto sestrojena baze eq, ez, e3 je podle Véty 10.3 ortonor-
malni a transformacni rovnice prechodu k této bazi jsou

1 1 1
xr = — —_ — _— — s
1 \/gyl ﬁy2 \/63/3
L 1
To = —— —_— —_ — s
2 \/gyl \/in \/éys
1 2
1'3 =

\/gyl \/693

11 Cvicdeni

11.1. Dokazte, ze bilinearni formy na V,, tvoii vektorovy prostor. Urcete
jeho dimenzi a pro danou bazi uy, ..., u, ve V,, udejte ptiklad baze prostoru
bilinearnich forem.

11.2. Dokazte, ze symetrické (antisymetrické) bilinedrni formy na V,, tvori
vektorovy podprostor v prostoru bilinearnich forem. Urcete jeho dimenzi.

11.3. Necht jsou f a g dvé bilinearni formy na V. Dokazte, Ze v libovolné
bazi na V plati Af+g = Af + Ag a Aaf = OzAf.

11.4. V kanonické bazi na R3 je dana bilinearni forma f. Urcete f4 a fg.
a) f(x,y) = 221y1 + 4z1y2 — 221Y3 + Tay2 — T2Ys + ¥3y2 + T3Y3,
b) f(x,y) = 2z1y2 + 4w2ys + 63y1 -
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{a) fa=2x1y2 — 1y3 — 222y1 + 23y1 + T3Y2 — T2Y3,

fs = 2x1y1 + Toy2 + x3y3 + 2x1y2 — T1Yy3 + 2x2y1 — T3Y1,
b) fa = x1y2 — x2y1 + 2w2y3 — 223Y2 + 3x3y1 — 3T1Y3,
fs = x1y2 + Tay1 + 2x2y3 + 223y2 + 3x3y1 + 3x1Y3 }

11.5. V kanonické bazi na R3 je dana bilinearni forma

f(x,y) = x1y1 + 2722 + 3T2Y3 — T3Y3 -
Urcete rovnice bilinearni formy f v bazi uy = (1;0;1), uz = (0;1;1) a uz =
(1;1;0).
{ f(x,y) = —71y2 + 21y3 + 22201 + 422y2 + 222y3 + 4T3Y1 +
5z3y2 + 3x3y3 }
11.6. V kanonické bazi na R? je dana symetricka bilinearni forma
a) f(x,¥) = z1y1 + 21y3 + T2y2 + 2y3 + T3Y1 + T3Y2 + 373Y3,
b) f(x,¥) = 2z1y1 + T2y2 + T3Y3 + T1Y2 — T1Y3 + T2y1 — T3Y1 -
Urcete podprostor singularnich vektori.
{ a) Forma je reguldrni, nema nenulové singularni vektory,

b) Forma ma hodnost 2 a podprostor singularnich vektoru
je generovan vektorem (1;—1;1) }

11.7. Dokaite, Ze pro bilinearni formu f€ na Vg(c definovanou ve Vété 8.3
plati

ff®y) = Cxy).
11.8. Dokazte, ze kvadratické formy na V,, tvori vektorovy prostor. Urcete

jeho dimenzi a pro danou bazi uy, ..., u, ve V,, udejte ptiklad baze prostoru
kvadratickych forem.

11.9. Najdéte polarni bilinearni formu f kvadratické formy F', kterd ma
v kanonické béazi na R3 rovnice:
a) F(x) = 22 + 22129 + 42173 + 203 — 67973 + 323,
b) F(x) = 2z1x3 — 4x913,
c) F(x) = 22 + 23 — 2wa73 .
{a) f(x,y) = 2191 + 212 + 221Y3 + D291 + 222y2 — 3w2y3 +
2x3y1 — 3w3y2 + 3w3Ys,

b) f(x,y) = z1y3 — 222y3 + T3Y1 — 273Y2,
c) f(x,y) = z1y1 + Toy2 — T2y3 — T3Y2 }

11.10. V kanonické bazi na R? je dana kvadratické forma F. Urcete jeji
signaturu a pro singularni formy urcete podprostor singularnich vektoru:
a) F(x) =xz3,
b) F(x) = 23 + 23 + 323 + 4122 + 27173 + 22073 ,
c) F(x) =23 — 223 + 22 + 22120 + 42123 + 27973 .
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{ a) Signatura formy je (1,1), tj. forma je hodnosti 2, pod-
prostor singuldrnich vektort je generovan vektorem (0; 1;0),
b) Signatura formy je (2,1), tj. forma je reguldrni a nemé
nenulové singularni vektory,

c) Signatura formy je (1,2), tj. forma je regularni a nemé
nenulové singularni vektory }

11.11. V néjaké bazi na redlném vektorovém prostoru V, je dana kvadra-
ticka forma F'. Urcete jeji normovanou polarni bazi, normalni tvar rovnic,
typ formy (podle Definice 9.5) a transformac¢ni rovnice pfechodu k normo-
vané polarni bazi:

a) F(x) = 22423 +23+23+2r1 20 +421 03+ 2701 24 +AT003+ 47924+ 37374

b) F(x) = 323 + 223 + 4124 + 47273 + 22974 + 27374,

c) F(x) = z123 + 2124 .

{ a) e1 = (1;0;0;0), ex = (=2;150; 1),
e = ({} ;\} 55 0) e = (130505 —1); yf + 93 — 3 — v
forma je indefinitni; 21 = y; — 2ys — 2%/53/3 + Y4, T2 = Yo —

%937 €T3 = L\/’yiﬁ T4 = Y2 — Y4,

b) e1 = (0:0:05 ). €2 = (3305 J50),
e = (\f 0;0; 75), ea = (7755 50 el 31,0) Vi3 — U3 — vi;
forma je indefinitni; x; = 2\/gy2 + ﬁyg — 4—\1/§y4, Ty =

Q%?M, r3 = %m - %?M, Ty = %yl - \%y&

c) er = (1;0;1;0), e2 = (0;1;0;1), e3 = (1;0;—1;0), ey =
(0;1;0; —1); y2+y2—y2—y3; forma je indefinitni; 1 = y1+ys,
Ty =Y2F Y4, T3 =YL — Y3, T4 = Y2 — Y4 }

11.12. Urcete charakteristickou rovnici, vlastni ¢isla a podprostory vlast-
nich sméru matice A:

10 4 -5 2
4 0], b)A=[5 -7 3],
1 2 6 —9 4
7 -5 0 2 2
5 0|, dA=[2 3 -1],
9 —4 2 -1 3
—2 2

—2 5 0
0 7
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{ a) Charakteristickd rovnice je A3 — 6A% + 12\ — 8 = 0;
vlastni ¢isla jsou A123 = 2; podprostor vlastnich smért je
dvoudimenzionélni podprostor L((1;2;0),(0;0;1)),

b) A3 — A2 =0; Ay = 1, Ay 3 = 0; vlastni smér pro \; = 1
je L((1;1;1)), pro A23 = 0 je podprostor vlastnich smért
jednodimenzionélni L((1;2;3)),

) AN —=BAZH1TA—-13=0; \; =1, Ay =2+ 30, \3 = 2 — 3i;
vlastni smér pro A\; =1 je L((1;1;2)),

d) A3 — 62 +32 = 0; A1 2 = 4, A3 = —2; podprostor vlast-
nich smérd pro A1z = 4 je dvoudimenzionalni podprostor
L((1;0;2),(1;2;0)), pro A3 = —2 je podprostor vlastnich
smért jednodimenzionalni L((—2;1;1)),

e) A3 — 18)\2 + 99\ — 162 = 0; A\ = 3, Ay = 6, A3 = 9; pod-
prostor vlastnich smérti pro A\; = 3 je jednodimenzionalni
podprostor L((2;2;—1)), pro Ay = 6 je podprostor vlastnich
sméri jednodimenzionalni L((1; —2; —2)), pro A3 = 9 je pod-
prostor vlastnich smért jednodimenzionalni L((—2;1; —2)) }

11.13. V ortonormélni bazi na euklidovském vektorovém prostoru V3 je
déna kvadratickd forma F. Pomoci ortonormélnich transformaci urcete ka-
nonicky tvar rovnic a typ formy (podle Definice 9.5):

a) F(x) =222 + 23 + 256% — 2179 + 22023,

b) F(X) = 71‘% + 61‘% + 5$§ - 41‘1%2 - 4x2x3 N

¢) F(x) = 22 — 223 + 23 + 4x129 — 8173 — 47073,
d) F(x) = 22 + 523 + 23 + 27129 + 62173 + 27273,
e) F(x) =22} + 23 — dx129 — 41073 .

{ a) 3y? + 2y2, kladné semidefinitni forma,
b) 3y? + 6y3 + 9y3, kladné definitn{ forma,
c) 6y? — 3y3 — 3y3, indefinitn{ forma,
d) 3y} + 6y3 — 2y3, indefinitni forma,
e) y? + 4y3 — 2y, indefinitni forma }

11.14. Pro kvadratické formy z Cviceni 11.13 urcete ortonormélni polarni
bazi a transformaci soufadnic, kterd prevadi formu do kanonického tvaru.
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%y2+\/gy3,

b) €1 = (;,a 27 g) € = (_%_%'
$U1—3y2+3U3, T2 = Sy1— 302
cJer=(-3-53)e2= (70 J)aes = (57555 5.5)
T1= —FYL+ J5Y2 — 553, B2 = — YL+ 5 5Ys, T3 = 3y +

%w + r\l/iysa

L= (L.=L 1 = (L, 2.1 _ (1 .. =1).
d) (7 7 7) (76’%’%)8’33_(%’()’%)’

fy1+\[y2+ \fy3,962 %y1+%y2,x3:%y1+
\/6y2_\/§y3a

2.1._2 _(2._2.1 _(l.2.2y. . _
e) €1 = (§7§a_§)7 €2 = (§7_§7§) a €3 = (§a§a§)7 Tl =
2 2 1 _1 3 2 _ 2 1 2

FY1T35Y2+3Y3, T2 = gY1—3Y2+35Ys, T3 = —5Y1+3Y2t5Ys}

11.15. V ortonormalni bazi na Vy je dana kvadratickd forma
F(x) = 2x129 + 223724 .

Pomoci ortonormalnich transformaci urcete kanonicky tvar rovnic, typ formy
(podle Definice 9.5), ortonormalni polarni bazi a transformaéni rovnice, které
prevadéji rovnici formy na kanonicky tvar.

{y1+y2 y3 y4, indefinitni forma; e; = (7, 70 0), ez =

_ _ 1.
(0 07 f \[) €3 = (ﬁ’_lﬁa ; )7 - ( _1%)’
T = \/iyl + \/§y37 L2 = ﬁyl \/53/37 r3 = \/53/2 + ﬁy4,

Ty = %w—%m}

Q %‘H
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Kapitola 4

TEORIE KUZELOSECEK

V této kapitole budeme studovat analytickou teorii kuzelosecek v projektivni
roviné a v projektivnim rozsifeni afinni a euklidovské roviny.

12 Kuzelosecky v projektivni roviné

Necht Ps je dvoudimenziondlni realny projektivni prostor s aritmetickym zé-
kladem V3. Necht V?fC je komplexni rozsifeni prostoru V3 definované v Césti
1. Projektivni komplexni prostor s aritmetickym zékladem Vg(c budeme na-
zyvat komplexnim rozsitenim projektivniho prostoru Py a oznacovat ch.
Redlnou projektivni rovinu Ps potom muizeme uvazovat jako podmnozinu
(ne podprostor) v komplexni projektivni roving PS, totiz bod X = (x) € P,
praveé tehdy, kdyz existuje jeho aritmeticky zastupce x € V3 C Vg(c. Body X
lezici v P2 C PS budeme nazyvat redlné body a body z PS nelezici v Ps
budeme nazyvat imagindrni body.

Definice 12.1. Nechf F je nenulova kvadratickd forma na V3. Mnozinu
bodtt X = (x) € PS takovych, ze FC(x) = 0, nazyvame kuzeloseckou
v projektivni roviné Péc a znacime k.

Poznamka 12.1. Musime ukézat, Ze naSe definice méa smysl, tj. Ze méa
smysl uvazovat body X = (x) € P splitujici rovnici F€(x) = 0. Uvazujme
libovolnou kvadratickou formu F na vektorovém prostoru V libovolné di-
menze definovaném nad télesem T redlnych ¢i komplexnich ¢isel. Potom
F(ax) = a?F(x) pro véechna a € T. Odtud, je-li F(x) = 0 pro n&jaky
nenulovy vektor x, je F(ax) = 0 pro vSechna «, a tedy opravdu rovnice
F(x) = 0 uréuje v PY mnozinu bodji. O

Poznamka 12.2. Snadno se nahlédne, Ze dvé redlné nenulové kvadratické
formy F' a G urcuji stejnou kuzelosecku pravé tehdy, kdyz existuje o # 0 € R
takové, ze G = aF. To znamené, Ze rovnice kuzelosecky F®(x) = 0 je ddna
az na nenulovy nésobek. &
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Uvazujme nyni geometrickou bazi
<01 = <111>, 0O = <UQ>, O3 = (u3>, E = (u1 +ug + U3>> (12.1)

prostoru Py. Z definice geometrické baze a vlastnosti komplexniho rozsi-
feni vektorového prostoru vyplyva, ze (12.1) je soucasné i geometrickou bazi
projektivniho prostoru Péc . Pritom bod X je redlny pravé tehdy, kdyz jeho
projektivni homogenni soutadnice vzhledem ke geometrické bézi (12.1) jsou
realnd Cisla a je imaginarni pravé tehdy, kdyz alespon jedna soufadnice je
komplexni ¢islo s nenulovou imaginarni ¢asti. Vyjadfeme nyni rovnici kuze-
losecky k : F®(x) = 0 v geometrické bazi (12.1). Nechf bod X mé v bazi
(12.1) projektivni homogenni soufadnice (z1,z2,z3). Potom bod X € k
pravé tehdy, kdyz

3
Z Qi L5 = 0, (12.2)
ij=1
kde A = (ai;) = (f(u;,u;)) je matice kvadratické formy F' v bazi u;, us, u3
prostoru V3. Dale budeme, kromé rovnice (12.2), pouzivat i zapis

k. aux% + GQQ:Bg + a33x§ + 2a19x122 + 2a13x123 + 20932073 = 0

a pfi oznadeni (X) jako sloupcové matice projektivnich homogennich sou-

T1
fadnic, tj. (X) = | z2 |, miZeme psat
T3
aipr a2 ai3 x1
k: (.1:1 i) .733) a12 agy as3 xI9 =0
a1z az3 as3 €3

nebo zkracené
E: (X)TAX)=0.

Poznamka 12.3. Protoze jsme v definici kuZelosecky pouzili komplexni
rozsifeni redlné kvadratické formy, jsou vSechny koeficienty a;; v rovnici
(12.2) redlna ¢isla, zatimco proménné souradnice mohou byt i ¢éisla kom-
plexni. P#i pouziti libovolné kvadratické formy bychom dostali kuzelosecky,
jejichz realna c¢ast by neodpovidala kuzeloseckdm definovanym v syntetické
geometrii jako mnoZiny bodt danych vlastnosti. Je-li k NPy = (, tj. k ne-
obsahuje zadny readlny bod, fikdme, Ze k je formdIné redlnd nebo imagindrni
kuzelosecka. &

Definice 12.2. Hodnosti kuzelosecky k : F®(x) = 0 rozumime hod-
nost kvadratické formy F', to jest jeji matice A v libovolné bazi. Matici A
budeme nazyvat matict kuzelosecky v dané geometrické bazi a determi-
nant |A| nazyvame diskriminantem kuzelosecky. Je-li kvadratickd forma
F regularni, nazveme kuzelosecku k reguldarni kuZeloseckou a je-li F' singu-
larni kvadraticka forma, nazveme kuzelosecku k singuldrni nebo sloZenou
kuZeloseckou.
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Véta 12.1. Hodnost kuZelosecky nezdvisi na zvolené geometrické bdzi.
Dikaz. Véta 12.1 je pfimym disledkem Véty 8.2. O

Véta 12.2. Necht je ddano pét rizngch redlngch bodi A; = (a;) € PS,
i =1,..., 5, takovych, Ze Zddné ctyri z nich nelezi na jedné primce. Pak
existuje pravé jedna kuZelosecka k : F€(x) = 0 takovd, %e A; € k.

Dukaz. 1. Ezxistence. V libovolné aritmetické bazi V3 je redlna kvadratickd
forma F' dana 6 koeficienty a;; € R (plyne ze symetrie matice Ap). Uvazujme
soustavu

Fla;) =0 (12.3)

5 rovnic pro 6 nezndmych koeficientii a;;. Tato homogenni soustava mé vzdy
nenulové redlné reSeni, tj. vzdy existuje nenulova kvadraticka forma splniujici
(12.3), a tedy vzdy existuje kuzelosecka k : FC(x) = 0 takova, ze A; € k,
Vi=1,...,5.

2. Jednoznacnost. Rovnice kuzelosecky jsou dany az na nenulovy naso-
bek. Soustava (12.3) tedy bude urcovat jednoznac¢né rovnici kuzelosecky,
mé-li FeSeni hodnost 1, tj. ma-li soustava (12.3) hodnost 5. To ale nastane
prave tehdy, kdyz zadné 4 body A; nelezi na jedné primce, jak si snadno uka-
zeme nasledujici tvahou. Predpokladejme, Ze néjaké 4 body lezi na primce.
Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, Ze jsou to body Aj,..., As.
Potom As = a1 A1 + agAs, a; # 0, Ay = B1A1 + P2As, B; # 0, a odtud
F(a3) = 0 je ekvivalentni s f(aj,as) = 0 a totéz pro F(as) = 0. To vy-
plyva z 0 = F(a3) = f(as,a3) = a2F(a1) + 2a1a2f(ar, a3) + a3F(az) =
2010 f (a1, a2) a totéz pro F(ay) = 0. Tedy 3. a 4. rovnice v soustavé jsou
zéavislé a soustava ma hodnost mensi nez 5.

LeZi-li na jedné piimce nejvyse trojice bodu, napf. Ay, As, As, pak v sou-
stavé (12.3) nahradime rovnici F'(az) = 0 rovnici f(aj,az) = 0, kterd je
s rovnicemi F'(a;) = 0 a F'(ag) = 0 nezavislad. Rovnice f(aj,a2) = 0 vyja-
dfuje fakt, ze kazdy bod primky AjAs lezi na kuzelosecce, ktera je potom
singularni. O

Poznamka 12.4. Tvrzeni Véty 12.2 se d& zobecnit tak, Ze kuzelosecka je
urcena 5 nezavislymi podminkami, kde jako podminku rozumime takovou
informaci o kuzelosecce, kterd v soufadnicich vede na linedrni rovnici, kde
jako neznamé vystupuji koeficienty matice kuzelosecky. &

Definice 12.3. Necht k: F®(x) = 0 je kuzelosecka. Body P = (p),Q =
(q) € Péc se nazyvajl poldrné sdruzZené nebo konjugované vzhledem ke
kuzelosecce k, jestlize f©(p,q) = 0.

Poznamka 12.5. V Definici 12.3 méa smysl hovofit o bodech spliiujicich
podminku f¢(p,q) = 0, protoze pro kazdé x,y € Vi a a,3 € C plati
FC(ax, By) = aBfE(x,y). ¢
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Definice 12.4. Bod P nazveme singuldrnim bodem kuzelosecky k, je-li
polarn€ sdruzen vzhledem ke k£ se vSemi body roviny. Bod, ktery lezi na
kuzelosecce k a neni jejim singularnim bodem, nazveme reguldrnim bodem
kuzelosecky k.

Véta 12.3. Necht k : FC(x) = 0 je kuZelosecka a P je jeji singuldrni bod.
Necht Q € k a Q # P. Potom:

(1)Bod P lezi na k.

(2) Vsechny body primky PQ lezi na k.

Dukaz. (1) Bod P = (p) je singuldrnim bodem kuzelosecky k a je tedy
polérné sdruzen se véemi body roviny, a tedy i sam se sebou, tj. f€(p,p) = 0,
atedy P € k.

(2) Pfimka PQ ma parametrické vyjadieni X = aP+3Q, (a, 8) # (0,0).
Potom FC(x) = fC(x,x) = a*fC(p,p) + 208/C(p,q) + 82 fC(q,q) = 0, tj.
X € k pro libovolné hodnoty «, 5 € C. O

Véta 12.4. Necht kuZelosecka k : FC(x) = 0 md v néjaké geometrické
bazi v Péc rovnici (12.2), potom bod X je singuldrnim bodem k prdvé tehdy,
kdyz jsou jeho projektivni homogenni souradnice (x1, x2,x3) Tesenim linedrni
soustavy rovnic

a11x1 + a12x2 + a13r3 =0,

a12x1 + agre + azzrs =0,

a1321 + a3we + azzrs =0,
tj. Fi(x) =0, Fa(x) =0, F3(x) = 0.

Duikaz. Z definice singuldrniho bodu kuzelosecky k vyplyva, ze X je sin-
gularnim bodem pravé tehdy, kdyz libovolny jeho aritmeticky zastupce x
je singularnim vektorem kvadratické formy FC, tj. polarni bilinearni formy
fC. Nage tvrzeni nyni vyplyva z (9.1). O

Véta 12.5. Reguldrni kuZelosecka nema singuldrni body, singuldarni kuZelo-
secka hodnosti 2 md prdvé jeden redlny singuldrni bod a singuldrni kuZelo-
secka hodnosti 1 ma redlnou primku singuldrnich bodii.

Dukaz. Dukaz vyplyva z poctu FeSeni soustavy homogennich linearnich rov-
nic z Véty 12.4. O

Véta 12.6. Necht k : F€(x) = 0 je kuZelosecka a P = (p) je bod, ktery
nent singuldrnim bodem k. MnoZina vsech bodi X = (x) polarné sdruZenych
s bodem P je piimka s rovnici p : f€(p,x) = 0.

Diikaz. Protoze P neni singularni bod k, neni rovnice f€(p,x) = 0 splnéna
identicky a pro pevné zvolené p je fC(p,x) nenulova linedrni forma na Vg(c
a mnozina vektord, které ji nuluji, je vektorovy podprostor dimenze 2. Tento
podprostor je aritmetickym zakladem piimky p. ]
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Definice 12.5. Piimku p z Véty 12.6 budeme nazyvat poldrou bodu P
vzhledem ke kuzelosecce k a naopak bod P budeme nazyvat polem primky

p.

Poznamka 12.6. Necht ma kuzelosecka k rovnici (12.2). Potom rovnice
polary bodu P = (p1, p2, p3) vzhledem ke k je

p: (a11p1 + a12p2 + a13p3)z1 + (a12p1 + agep2 + agsps)ra+
+(a13p1 + ag3p2 + azsps)rz =0

nebo zkracené
p: Fi(p)r1 + Fa(p)x2 + F3(p)zs = 0.

o

Véta 12.7. Necht k : FC(x) = 0 je kuZelosecka. LeZi-li nesinguldrni bod
P = (p) na poldre nesinguldrniho bodu Q = (q), pak bod Q lezi na poldre
bodu P.

Diikaz. Je-li FC(x) = 0 rovnice k, je podle Véty 12.6 rovnice polary bodu
P pitmka p : fC(p,x) = 0, a tedy Q € p < fC(p,q) = 0. Ze symetrie
bilinearni formy f je potom f€(q,p) = 0, coz znamena, ze P lezi na polaie
bodu Q. O

Poznamka 12.7. Pro regularni kuzelosecku k je pfifazeni pdlu a polary
vzadjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny bodi PY na mnozinu piimek.
Opravdu, je-li p : a121 + agxe + asxs = 0 obecné vyjadieni néjaké primky p,
potom soufadnice jejiho pdlu spliiuji soustavu rovnic Fi(p) = aay, Fa(p) =
aag, F3(p) = aas, kde a # 0 je ¢éislo. Tato soustava linedrnich rovnic pro ne-
znamé souradnice bodu P mé jednoparametrické feseni (zavislé na parame-
tru «) pravé tehdy, kdyz je matice A regularni. Vztah mezi pélem a polarni
pfimkou je projevem obecnéjsi zakonitosti, ktera se nazyva princip duality.

&

Véta 12.8. Nechtf k je kuZelosecka a p je primka. Potom bud p je podmno-
zina k, nebo p a k magi spolecné praveé dva body. Pritom pro redlnou primku
jsou tyto body redlné rizné, nebo komplexné sdruzené, nebo redlné splyvajici
a pro tmagindrni primku jsou imagindrni ruzné, nebo imagindrni splyvagici.
Dukaz. Necht p je urcena body A = (a),B = (b), A # B, tj. p: X =
aA+ BB, (a,8) # (0,0). Predpokladejme, Ze bod X = (x) lezi v priniku p
a k. Potom musi byt splnéna rovnice

?2fC(a,a) + 2a8f%(a,b) + A2 fC(b,b) = 0. (12.4)
Je-li f®(a,a) = f(a,b) = fC(b,b) (A,B € k a A, B jsou polarné

=0
sdruzeny vzhledem ke k), je rovnice (12.4) splnéna identicky a piimka p je
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podmnozinou k. Je-li fC(a,a) # 0 (podobné pro fC(b,b) # 0), je B # 0
(o # 0) a rovnice (12.4) je kvadratickou rovnici pro (g) Pro realnou
primku uvazujeme body A, B redlné a kvadratickd rovnice (12.4) mé realné
koeficienty. Dvojice realnych rtiznych priasec¢ik potom odpovidd dvéma real-
nym ruznym kofeniim této rovnice, dvojice komplexné sdruzenych pruseciki
odpovidéd dvéma komplexné sdruzenym kofentim a splyvajici redlné priise-
¢iky odpovidaji dvojnésobnému kofenu. Je-li p imaginarni pfimka, musi byt
minimalné jeden z bodd A, B imaginarni a kvadratickd rovnice (12.4) ma
komplexni koeficienty. Dvojici riznych korentt potom odpovidaji dva rtzné
imaginarni priseciky a dvojnasobnému kofenu odpovidaji splyvajici imagi-
narni pruseciky.

Koneéng, je-li fC(a,a) = fC(b,b) =0 a fC(a,b) # 0, dostaneme o3 =
0,tj. a =0a B #0nebo 8 =0a «a#0, coz odpovida ptripadu, kdy pravé
body A, B lezi v pruniku p a k. O

Definice 12.6. Piimku p, kterd neni pfimkou singulédrnich boda kuzelo-
secky k, nazyvame tecnou kuZelosecky k pravé kdyz plati bud p C k, nebo
p protind k v dvojnasobném (regularnim) bodé. Regularni bod, ktery je
prunikem kuzelosecky a jeji teény, se nazyva bodem dotyku.

Véta 12.9. Necht P je reguldrni bod kuZelosecky k : F¢(x) = 0. Potom
poldra bodu P je tecnou kuZelosecky k s bodem dotyku P. Naopak kazZdad
tecna kuZelosecky k, na niZ leZi alespon jeden bod, ktery meni singuldrnim
bodem k, je poldarou néjakého reqularniho bodu k leZictho na p.

Diikaz. Necht P = (p) € k je regularni bod a p : fC(p,x) = 0 je jeho
poléra vzhledem ke k. Potom P € p, protoze fC(p,p) =0, a tedy P € pNk.
Hledejme dalsi body priniku p N k. Necht Q = (q) € p, P # Q. Potom
p: X =aP+ 38Q, (a,8) # (0,0). X € pNk pravé tehdy, kdyz

o*fC(p,p) +2a8f%(p,q) + 82 fC(q.q) = 0, (12.5)

coz je ekvivalentni s 52fC(q,q) = 0. Je-li B = 0, je X = aP a jedingm
bodem primiku je bod P. Je-li f€(q,q) =0, je X € pNk pro libovolné «, 3,
a tedy p C k. Ukazali jsme tedy, ze polara regularniho bodu kuzelosecky k
je tecnou s bodem dotyku v P.

Necht nyni ¢ je te¢na kuzelosecky k takova, Ze na ni lezi alespon jeden
bod, ktery neni singularnim bodem k. Z definice teény vyplyva, Ze existuje
reguldrni bod P € pnk. Necht Q € ¢, Q # P, jelibovolny bod at: X = aP+
BQ, («, ) # (0,0). Musime ukézat, ze @ je polarné sdruzen s P vzhledem
ke k. Necht nejdfive t C k. Rovnice (12.5) se v tomto pifipadé redukuje
v aBf%(p,q) = 0 a musi byt splnéna pro viechna «, 3. Odtud f¢(p,q) =0,
a tedy Q lezi na polafe P. Déale necht p Nk je jediny dvojnasobny bod P.
Potom se rovnice (12.5) redukuje v rovnici 2a3f¢(p,q) + 5%f%(q,q) = 0,
a # 0, kterd musi mit dvojnasobny kotfen pro g To je mozné jen v piipadé,
7e fC(p,q) = 0, tj. Q lezi na polafe bodu P. O
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Poznamka 12.8. Geometrickd interpretace polary pro regularni kuzelo-
secky nyni vyplyva z Véty 12.7. Je-li bod P nesingularni bod, ktery nelezi
na kuzelosecCce, potom polara bodu P vzhledem ke kuzelosecce k je spojnice
bodt dotyku tecen, sestrojenych ke kuzeloseéce z bodu P. Tato vlastnost
polary se da velice vyhodné vyuzit pro urcovani rovnic tecen kuzelosecky
prochézejicich danym bodem (viz nésledujici Uloha 12.3). Pro singularni
kuzelosecky obsahuje polara libovolného (nesingularniho) bodu vSechny sin-
gularni body kuzelosecky. &

Uloha 12.1. V dané geometrické bazi je dana kuzelosecka
k- 430% — ac% + 3x§ + 2x129 + 32123 + 220923 =0
a bod P = (—3;5;1). Urcete polaru bodu P vzhledem ke kuzelosecce k.

Reseni: Podle Véty 12.6 pro polaru bodu P plati f(c(p,x) =0 a z Po-
znamky 12.6 plyne

p: —%xl — Txo + %LL'3 =0,
coz upravime na tvar

p:1lxy + 14x9 — Txs = 0.

Uloha 12.2. V dané geometrické bazi je dana kuzelosecka

k: 3:5% + 5:5% + 103:% — 6x129 — 4x123 — 62223 = 0
a piimka p : 27 — 6z + 8x3 = 0. Urcete pdél P primky p vzhledem ke
kuzelosecce k.

Reseni: Podle Poznamky 12.7 jsou soufadnice pélu P piimky p fesenim
soustavy linearnich rovnic

3x1 — 3x0 — 223 =
—3x1 4+ bxy — 3x3 = —6a1,
—2x1 — 3292 + 10z3 = 8a,

a tedy r1 = a, xo = 0, x3 = «,. Volbou o = 1 dostaneme soufadnice polu
P =(1;0;1).
Uloha 12.3. V dané geometrické bazi je dana kuzelosecka

k: 2:1:% + x% — 330;2)) —4x1x0 — 2x123 + 62023 = 0
a bod P = (3;4;1). Sestrojte teény kuzelosecky k, které prochazeji bodem
P.

Resend: 1. metoda:

Piedpokladejme, ze bod T' = (t1;t2;t3) je bodem dotyku hledané te¢ny,
tj. T € k a P lezi na polafe bodu T. Podminka T" € k£ ma v souiadnicich
vyjadieni

212 + 2 — 3t3 — Aty — 2tyt3 + 6tats = 0
a podminka, aby P leZel na polafe bodu T, tj. (T)TA(P) = 0, vede na
rovnici

98



—3t1 + 1ty +6t3=0.
Dosazenim to = 3t; — 6t3 do prvni rovnice dostaneme

—t3 — 3t3 + 4t1t3=0.
Ovérime, ze t3 = 0 nevede na feSeni nasi tlohy, a upravime na

(B)? -4 +3=0.

3

Potom (%) =9, @ odtud 77 = (3;3;1) a Ty = (1; —3;1). Hledané te¢ny
jsou potom polary

t1:x1—3x3:0, t2:7$1—23}2—13$3=0.

II. metoda:

Predpokladejme, Ze méa te¢na obecnou rovnici ¢ : a1z +asxe +asxs = 0.
7 predpokladu, ze P € t, dostaneme 3a; +4as + a3 = 0, tj. a3 = —3a;1 — 4as.
Tedy t : ajx1 + agza — (3a1 + 4ag)xs = 0. Protoze P ¢ k, je podminka, zZe
t je tecna kuzelosecky k, ekvivalentni tomu, Ze t N k je dvojnasobny bod.

Vyjadiime-li z rovnice teény x; a dosadime do rovnice kuzelosecky, dosta-
neme

(a2 + 4ajas + 2a3)z3 + (942 + 40a1as + 32a3)z3
+(—6a} — 26a1az — 16a3)rez3 = 0.

t je tecnou k pravé tehdy, kdyz diskriminant této kvadratické rovnice pro %
je roven nule, tj. D = 8ajas + 28a3 = 0. Odtud dostavame dvé Feseni. Prvni

feSeni je as = 0 a ay libovolné, pak a3 = —3a; a volbou a; = 1 dostaneme
teénu t; : 1 — 3x3 = 0. Druhé feSeni je a; = 7 a ag = —2, pak a3 = —13
a dostaneme tecnu ts : 7x1 — 229 — 1323 =0.

III. metoda:

Podle Poznamky 12.8 prochézi polara bodu P body dotyku hledanych
tecen. Polara bodu P je

p:—3x] + x93+ 6x3=0.
p N k vede na kvadratickou rovnici (viz I. metoda)
(2)2 —42 43 =0.

x3 T3
3
Dostaneme (1) = . aodtud 77 = (3;3;1) a T = (1; —3;1). Tecny jsou
potom polary bodt 77 a T, tj.
t1:331—3333:0at2:7x1—2x2—13x3:0.

Uloha 12.4. Uréete rovnici kuzelosecky k, ktera prochézi body A; = (1;1;0),
Ay =(0;1;1), A3 = (1;0;1), Ay = (1;-1;1) a A5 = (1;—-1;-1).
Reseni: Do obecné rovnice kuzelosecky

k- a11$% + CLQQCC% + a33x§ + 2a19x122 + 2a13x123 + 20937023 = 0
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dosadime postupné soufadnice bodi A; a dostaneme soustavu péti linedrnich
homogennich rovnic pro koeficienty kuzelosecky

a1l + ago + 2a12 =0,
ags + ass + 2a23 =0,
an + ass + 2a13 =0,

a1l + age + ass — 2a12 + 2a13 — 2a23 =0,

ai1 + aso + azz — 2a12 — 2a13 + 2a93 = 0.

Zvolime-li volnou nezndmou as3 = %, dostaneme

k: x% + $% — 4$§ — 2x129 + 3x123 + 32223 = 0.
Uloha 12.5. Uréete rovnici kuzelosecky k, ktera prochézi body A; = (0;0;1),
Ag = (0;—-1;1), A3 = (—1;0;3) a dotyka se pfimky ¢ : 4x1 + 3xy + 223 =0
v bodé T = (1;—-2;1).

Reseni: Do obecné rovnice kuzelosecky

k: anx% + (]QQIL’% + 033.%% + 2(112:131562 + 20431’1.%3 + 20@31’2(1]3 =0
dosadime postupné soutadnice bodl A; a dostaneme soustavu t¥i linedrnich
homogennich rovnic pro koeficienty kuzelosecky

ass =0,
aso + ass —2a23 =0,
a1l + 9ass — 6ai3 =0.

Podminka, ze T je bod dotyku tecny t, tj. pdl pfimky ¢, vede na soustavu
tii linearnich nehomogennich rovnic (viz Poznamka 12.6 a Poznamka 12.7,
kde volime o = 1)

an —2a12 + a3 =4,
—2a99 + a2 + a3 =3,
ass —2a13+ a3 =2.

Resenim vsech rovnic dostaneme rovnici kuzelosecky

k- Gx% — a:% + 3z12x9 + 22123 — 2203 = 0.

13 Projektivni klasifikace kuzelosecek

Véta 13.1. Singuldrni kuZelosecka hodnosti 1 je tvorena jednou redlnou
(dvojndsobnou) primkou.

Dukaz. KuZelosecka hodnosti 1 méa redlnou pfimku p singulérnich bodu
(viz Véta 12.5). Kuzelosecka jiz potom nemuze obsahovat zadny jiny bod.
Kdyby byl totiz bod Y ¢ p dalsim bodem kuzelosecky, pattily by vSechny
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body piimek XY, X € p, kuzelosedce (Véta 12.3), coz by znamenalo, Ze
kazdy bod roviny by byl bodem kuzelosecky, a to je spor s Definici 12.1.
KuzZelosecka tedy obsahuje pouze body primky p. O

Véta 13.2. Singuldrni kuZelosecka hodnosti 2 je sloZena ze dvou primek,
ktere jsou bud komplexné sdruZené nebo redlné rizné.

Dukaz. Kuzelosecka hodnosti 2 méa pravé jeden realny singularni bod S (viz
Véta 12.5). Uvazujme redlnou piimku p, kterd neobsahuje singularni bod S.
Piimka p nemtze byt casti kuzelosecky, protoze v tom pripadé by podle
Véty 12.3 lezely na kuzelosecce vSechny pifimky spojujici singularni bod
s libovolnym bodem na p, a tedy celd rovina by byla soucasti kuzelosecky,
coz je ve sporu s Definici 12.1.

Také moznost, ze prunik p a kuzeloseCky je dvojnasobny bod, je vylou-
¢ena. Pokud by byl dvojnasobny bod singularnim bodem kuzelosecky, dostali
bychom se do sporu s po¢tem singularnich bodt. Pokud by byl dvojnasobny
bod reguldrnim bodem kuzelosecky, byla by pifimka p teénou kuzelosecky
v tomto bodé a podle Poznamky 12.8 by musela primka p prochizet bodem
S, coz je ve sporu s predpokladem.

Podle Véty 12.8 je tedy prunik kuzelosecky a primky p dvojice bodt,
které jsou bud komplexné sdruzené (na Obr. 13.2 a) jsou oznaleny jako A,
A), nebo realné rizné. (na Obr. 13.2 b) jsou priiseéiky oznaceny A, B).
Spojnice singularniho bodu s témito priseciky lezi podle Véty 12.3 na kuze-
loseéce a jsou to bud dvé komplexné sdruzené piimky, nebo dvé redlné rizné
primky.

i
/ -
%/‘p
X
S TS
~
TR0
a) AT

Obr. 13.2
Zadny jiny bod jiz na kuzelosecce nelezi. Kdyby totiz existoval bod X,
ktery lezi na kuZelosecce a nelezi na zadné z vyse popsanych pfimek, potom
by pfimka SX lezela na kuzeloseéce a prinik SX N p by byl tfeti prusecik
kuzelosecky a primky p, coz je ve sporu s Vétou 12.8. ]

Definice 13.1. Piimky, které tvori singularni kuzelosecku, se nazyvaji
tvoricimi primkami kuzelosecky.
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Véta 13.3. (Projektivni klasifikace kuzeloseéek) Ke kazdé kuZelosecce
k: FC(x) = 0 existuje takovd redind geometrickd bdze prostoru PS, Ze v této
bazi ma kuzelosecka k pravé jednu z ndsledujicich rovnic

it aitai=0, (Pk1)
it —a2=0, (Pk2)
2+ 22 =0, (Pk3)

22 —12=0, (Pk4)
=0 (Pk5)

Dikaz. F je nenulova kvadratickd forma na V3. Podle Véty 9.2 k ni exis-
tuje polarni baze €], €}, e,. Polozme O; = (e}). Potom v geometrické bazi
01,09,03, FE' = <Z§’:1 e}) ma kuzelosecka k kanonickou rovnici & : Z?:1 aiz? =
0, kde a;; = F(e}). Zmétime pofadi bodu O; tak, aby v kanonickych rov-
nicich byly nejdrive koeficienty kladné, potom zaporné a nakonec nuly. Po-
kud je mezi koeficienty vice zapornych znamének nez kladnych, vynasobime
nejdfive rovnici kuzelosecky -1 (to znamena, ze od kvadratické formy F' pre-
jdeme ke kvadratické formé —F’). Nenulové koeficienty nakonec normujeme
zménou jednotkového bodu F tak, ze zménime aritmetické zastupce bodi

O; nésledujicim zpisobem: e; = \/llfeg. Potom v bazi (O = (e1),02 =
Qij
n+1

(€2),03 = (e3), E = (> "] e;)) ma kuzelosecka k pozadovanou rovnici. [

Definice 13.2. Rovnici kuzelosecky k z Véty 13.3 nazyvame normdini
rovnict kuzelosecky. Geometrickou béazi, ve které nabyva rovnice kuzelo-
secky normalni tvar, nazyvidme normovand poldrni bdze kuzelosecky k.

Poznamka 13.1. V praxi je vétSinou kuzelosecka zaddna v soufadnicich
vzhledem k néjaké geometrické bazi. Urcit normélni tvar rovnice potom
znamend prevést urcujici kvadratickou formu na normélni tvar algoritmem
popsanym v Césti 9 a piislusnou polarni bazi potom pozname z tvaru trans-
formacnich rovnic, které prevadéji danou kvadratickou formu na normalni
tvar. &
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Poznamka 13.2. V polarni bazi ku-
zelosecky k jsou libovolné dva rtizné
zakladni body polarné sdruzené vzhle-
dem ke k. Tyto body tvoifi tak-
zvany poldrni trojuhelnik kuzelosecky
k. Pro regularni kuzelosecku lezi
kazda strana polarniho trojihelnika
na polafe protéjsiho vrcholu (viz Obr.
13.3). Pro singularni kuzelosecku hod-
nosti dva je vzdy jeden vrchol po-
larniho trojuhelnika singularni bod
kuzelosecky a pro singularni kuzelo-
secku hodnosti jedna jsou vzdy dva
vrcholy polarniho trojihelnika singu-
larni body kuzelosecky. &

Obr. 13.3

Poznamka 13.3. Snadno se vidi, ze kuzelosecka urcend rovnici (Pkl) je
regularni kuzelosecka, kterd neobsahuje zadny realny bod. Jednd se tedy
o imaginarni regularni kuzelosecku. (Pk2) uréuje realnou regularni kuzelo-
secku. (Pk3) a (Pk4) urcuji singularni kuzelosecky hodnosti 2, které jsou
tvofeny dvojici tvoficich pfimek. Pfitom pro (Pk3) jsou tyto pfimky kom-
plexné sdruzené a pro (Pk4) redlné. (Pk3) obsahuje jediny redlny bod, a to
pruse¢ik komplexné sdruzenych tvoricich pfimek. (Pk5) je singularni kuze-
losecka hodnosti 1, kteréd je tvofena jednou (realnou) dvojndsobnou tvorici
pfimkou. O

Uloha 13.1. V dané geometrické bazi (O1, 0o, O3, E) je dana kuzelosecka
k:x? — 23+ 22123 + 412703 = 0.
Urcete normovanou polarni bazi kuzelosecky k, normalni tvar rovnice, typ

kuzelosecky (viz Pozndmka 13.3) a transformaéni rovnice, které prevadéji
rovnici k£ na normalni tvar.

Reseni: 1. metoda:

Postupujeme podle dikazu Véty 13.3. Protoze O; = (e;) nelezi na k, zvo-
lime jej jako prvni zakladni bod O} do nové baze. Uréime polaru o} bodu O},
o) : 1 + x3 = 0. Bod O} vybirdme na o). Zvolme O} = (1;0; —1) ¢ k. Ur-
¢ime polaru o, bodu 0%, 05 : —2x9 + 23 = 0. Posledni zédkladni bod Oj musi
byt prisecik o] Noh, tj. Of = (—2;1;2). V geometrické bazi (O}, 05, O5, E'),
kde E' = (€| + €}, + e, = (0;1;1)), bude mit kuzelosecka kanonickou rovnici

k:a)?—ah? 43242 =0.

Tuto polarni béazi nyni znormujeme tak, ze vyménime nejdiive potadi bodt
O} a 05 a zménime vektor, ktery uréuje Of na Of = <(—%; %; 23)). V ge-
ometrické bazi (O}, 05, 04, E"), kde novy jednotkovy bod E” = (e} + €/, +

Lel = (2/3=2, L. 2-¥3)) fyde mit kuzelosetka normalni rovnici

V3 V3 TV3 VB

=<

&l
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ka2 +ah? — 242 =0.
Kuzelosecka je tedy realna regularni. Ze soutadnicového vyjadieni zaklad-
nich bodt pozndme tvar transformacnich rovnic. Protoze O] = ((1;0;0)),

2.1, .2 1.0 w1 o s
05 = <(_ﬁ’ el %» a O) = ((1;0;—1)) (pozor na pofadi bodl v bazi),
jsou prislusné transformacni rovnice ve tvaru
!/ 2 !/ !/
r1 = —ﬁxQ + 3,
1 !/
T = +%1’2 5
2 !/ !/
xr3 = +ﬁ1‘2 — T3 .
II. metoda:
Levou stranu rovnice kuzelosecky v ptivodni bazi upravime na tvar

22 — 23 + 23173 + dwows = (z1 + 23)% — 23 — 23 + 4oy =

= (:Cl + £C3)2 — (372 — 23?2)2 + 33;%.

Potom transformace soufadnic

T =2 + x3,
/

Ty = + x3,

Ty = +x9 — 223

prevede rovnici k£ na kanonicky tvar
k:a)?+3zh% — 242 =0.

Kanonickou rovnici znormujeme transformaci

/ !/
.’I]l = LUl y
1
/ !/
Ty = t—=T3,
V3
xg = —1—333'

na kone¢ny normalni tvar

L2 112 112 __
SloZenim dvou dilé¢ich transformaci soufadnic dostaneme celkové transfor-
macni rovnice

1 =Xy — ﬁxQ s
2

T = +ﬁxlgl + xél )
1

= Ay



Z transformac¢nich rovnic se potom uréi odpovidajici normovana geometricka
béaze kuzelosecky O] = ((1;0;0)), 05 = (=53 Zi 75)), Oh = ((0;1;0)),

B' = (e} + e + Jrelh = (V5H 0% ).

Poznamka 13.4. V&imnéme si, ze v predchozi tloze jsme dostali v obou
metodéch rtizné normované polarni baze a rizné transformacni rovnice. Vy-
sledny normalni tvar rovnic kuzelosecky je ale v obou metodach shodny.

14 Afinni vlastnosti kuzelosecek

V této a dalsi ¢asti uvazujeme Ay realnou afinni rovinu, AS jeji komplexni

rozsfien{ a AS projektivn{ rozsfient AS. Jako kuzelosecku v As potom rozu-

mime kuZelosecku v AS.
Uvazujme na Ao afinni soufadnou soustavu uréenou afinnim repérem

(O;el,eg) . (14.1)

V indukovanych afinnich homogennich soutadnicich (x1,z2,x3) ma kuzelo-
se¢ka v As rovnici

3
k: Z aijmimj = 0, (14.2)
3,j=1

a;; € R, coz piSeme maticové jako

ai; a2 az\ (71
k:(z1 x2 a3) (a2 ag az| [22] =0
a13 a3 asz) \T3
T
a zkracend, pii oznaceni (X) = [ 2 |, pouze (X)TA(X) = 0.
3

Pii pfechodu k nehomogennim soufadnicim pro vlastni body [Z1;Z2],

1 7

Ty =, T2 = g%, muzeme tuto rovnici pfepsat do tvaru

2 2
k- Z aijT;T5 + 22&@,@1‘ +a33 =0,
i,j=1 i=1
nebo, pii obvyklejsim oznaceni nehomogennich soufadnic X = [z;y],
k- a11x2 + 2a122y + a22y2 + 2a137 + 2a903y + a3z = 0. (14.3)

Maticové, pii oznaceni matice nehomogennich soufadnic bodu X jako (X) =
x
y Y

k(e ) <a11 a12> (m) 2 (as az) <‘;>+a33_0, (14.4)

aiz a2 Y
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L . e . .z ail a2
coZ piSeme symbolicky, pfi oznaceni matice A = (a a >, vektoru (a) =
12 a22

a L
(al?’) a konstanty a = a3z, maticové
23

k: (X)TAX)+2@)7"X)+a=0. (14.5)

Uvédomme si, ze rovnice (14.4) a (14.5) ur¢uji pouze vlastni body kuze-
losecky. Pokud budeme pracovat s nevlastnimi body, musime pouzit afinnich
homogennich soutadnic a rovnici kuzelosecky (14.2).

Definice 14.1. Bod S se nazyva stred kuzelosecky k, je-li vzhledem ke
k polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi body.

Poznamka 14.1. Kazdy singularni bod kuzelosecky je jejim stfedem. St¥ed
kuzelosecky, ktery neni jejim singularnim bodem, ma za svou polaru ne-
vlastni primku. O

Véta 14.1. Necht ma kuZelosecka k v afinnich homogennich soutadnicich
vzhledem k afinnimu repéru (14.1) rovnici k : (X)TA(X) = 0. Bod S =
(s1; 825 83) je stredem kuzelosecky k pravé tehdy, kdyz plati

a1181 + a1282 +a13s3 =0, (14.6)
a1281 + az282 + aszsz =0, '

tj. F1<S) = O, FQ(S) =0.

Dukaz. Necht S je stfedem k, tj. S je polarné sdruZen se vSemi nevlastnimi
body. Ozna¢me O; = (e;) nevlastni bod, ktery je urcen i—tym smérovym
vektorem afinniho repéru. Potom afinni homogenni souradnice O; maji na
i-tém misté jednicku a jinak nuly, ¢ = 1, 2. Podminka, ze S a O; jsou polarné
sdruzeny, je (S)T A(O;) = 0, coz je v soufadnicich ekvivalentni rovnici

a;181 + aas0 + a;3s3 = 0.

Naopak necht afinni homogenni soufadnice S spliiuji soustavu (14.6).
Je-li navic F3(s) = ag151 + as282 +aszss = 0, je S singuldrnim bodem k (viz
Véta 12.4), a tedy stiedem. Je-li F5(s) # 0, je polara bodu S ddna obecnou
rovnici F3(s)xs = 0 (viz Poznamka 12.6), a to je rovnice nevlastni pfimky.
Tedy S je polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi body a je stfedem k. O

Poznamka 14.2. Soustava (14.6) ma v homogennich soufadnicich vzdy ne-
nulové feSeni. Podle hodnosti soustavy (14.6) muze mit kuzelosecka pravé
jeden redlny stied, redlnou ptfimku stfeddi, nebo kazdy bod roviny je stie-
dem. Posledni moznost nastava pouze tehdy, kdyz jediny nenulovy koeficient
matice kuzelosecky je ass, tj. pouze tehdy, je-li kuzelosecka tvorena dvojna-
sobnou nevlastni pfimkou.
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Pfepsanim soustavy (14.6) do nehomogennich soufadnic dostaneme sou-
stavu pro vypocet vlastnich stfedd kuzelosecky k
6111«?1 + a12~?2 +ai3=0, (14.7)
ai251 + a5z + a3 =0,
kterou maticové zapisujeme A(S) + (a) = (o). Nehomogenni soustava (14.7)
nemusi mit feSeni, tj. kuzelosecka k nemusi mit vlastni stfed. &

Definice 14.2. KuzeloseCka, kterd méa alespon jeden vlastni stied, se
nazyva stredovd kuZelosecka. KuzeloseCka, ktera nema vlastni stied, se
nazyva nestredovd kuzelosecka.

Geometrické vlastnosti stfedovych kuzelosecek objasnuje nasledujici Véta
14.2.

Véta 14.2. Stredovd kuzelosecka je stredoveé symetrickd podle kazZdého vlast-
niho stredu.

Dukaz. Necht S je vlastnim stfedem

kuzelosecky k uréené rovnici (14.7),

tj. (S) splituje rovnici A(S) + (a) =

(0). Stfedovd symetrie podle bodu

S mé maticové vyjadieni (f(X)) = Yoy
—(X) + 2(S). Dosadime-li (f(X)) do

levé strany (14.5), dostaneme i
(X)TAX)+2(a)T(X)+a—4[(S)TA + ¥

(a)T1(X)+4[(S)T A+(a)T](S). Snadno
se vidi, Ze tento vyraz je roven nule
pro kazdé (X) spliujici (14.5) a (S)
spliiujici podminku pro vlastni stied Obr. 14.1
k. O

Definice 14.3. Nechf k : F(x) = 0 je kuzelosecka a @Q je nevlastni
bod, ktery neni bodem kuzelosecky k. Polaru bodu () budeme nazyvat
primeérem kuzelosecky k.

Véta 14.3. Je-li primka p prumerem kuZelosecky k, pak obsahuje vsechny
stredy kuzelosecky k.

Dikaz. Tato véta je pfimym disledkem Véty 12.7 a definice stfedu kuze-
losecky. O

Definice 14.4. Rikdme, Ze dva sméry uréené vektory u, v jsou poldrné
sdruzeny vzhledem ke kuZelosecce k, jsou-li vzhledem ke k polarné sdru-
zeny nevlastni body urcené témito sméry.

Dva priaméry, jejichz zaméfeni jsou polarné sdruzena vzhledem ke kuze-
losecce k, se nazyvaji sdruene priméry kuzelosecky k.

67



Poznamka 14.3. Z Véty 12.7 vyplyva, jaky je geometricky vyznam poldrné
sdruzenych primeért pro regularni kuzelosecky.

Sestrojime-li tecny v prusecicich jed-

noho priméru s kuzeloseCkou, jsou

tyto teény rovnobézné se sdruzenym
pramérem. Jednd se vlastné o speci-

alni ptipad popsany v Poznédmce 12.8, 7
kdy pdl P piimky p je nevlastnim
bodem priméru g. Obr. 14.2 je po-
tom specialnim pripadem zobrazenym
na Obr. 12.1. Obecné plati, ze ku-
zelosecka je Sikmo symetrickd podle
svého realného priiméru ve sméru po- /
larné sdruzeného pruméru. Dikaz to-

hoto tvrzeni ponechdme na d¢tenafi

jako cviceni. &

Obr. 14.2

Definice 14.5. Te¢nu v nevlastnim regularnim bodé kuzelosecky k na-
zyvame asymptotou kuzelosecky k.

Véta 14.4. KazZdd reguldrni kuZelosecka md nejvyse dvé asymptoty.

Duikaz. Protoze nevlastni pfimka neni tvorici primkou kuZelosecky, obsa-
huje kuzelosecka bud dva nevlastni komplexné sdruzené body, nebo dva
nevlastni realné rtizné body, nebo jeden nevlastni dvojnisobny redlny bod
(viz Véta 12.8). V prvnim pfipadé ma kuzelosecka dvé komplexné sdru-
zené asymptoty, ve druhém dvé redlné rizné asymptoty a ve tfetim jednu
asymptotu, kterd je nevlastni primkou. O

Véta 14.5. Necht k je kuZelosecka, kterd neobsahuje nevlastni primku jako
svou tvorici primku, a mecht vzhledem k néjakému afinnimu repéru md k
rovnici (14.4). Potom

(1) kuzelosecka k ma dva rizné redlné nevlastni body prdvé tehdy, kdyz
4] <0,

(2) kuzelosecka k ma dva komplezné sdruzené nevlastni body pravé tehdy,
kdyZ |A] > 0,

(3) kuzelosecka k md jeden dvojndsobny redlny nevlastni bod prdvé tehdy,
kdyz |A| = 0.
Dtikaz. Jestlize nevlastni piimka neni souc¢asti kuzelosecky k, je matice A
nenulova (vzhledem k libovolnému afinnimu repéru (14.1)). Urcit nevlastni
body kuzelosecky k znamena vytesit v afinnich homogennich soufadnicich
soustavu rovnic danou rovnici kuzelosecky (14.2) a rovnici nevlastni pfimky
x3 = 0. Dostaneme rovnici

anx% + 2a19x129 + CLQQ(]Z’% =0. (14.8)
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Jelia; =0,i=1,2 jeas # 0 a |A| < 0. Nase rovnice ma potom
dvé realna feseni (1;0) a (0;1), tj. kuZelose¢ka mé dva nevlastni body (1;0;0)
a (0;1;0).

Je-li a;; # 0, ¢ = 1,2, pro né&jaké ¢, vydélime rovnici (14.8) soufadnici z;,
1#7,j=1,2. Pro % dostaneme kvadratickou rovnici, jejiz diskriminant je

D = 4(a2, — ajrage) = —4|A|. Odtud vyplyvé tvrzeni véty. O

Uloha 14.1. Urcete stiedy kuzelosedky k
a) k:3x% — 20y +3y? +4x +4y—4=0,
b) k:x? —2zy +y? —4x —6y+3=0,
c) k:x?46zy+9y> +4x+12y —5=0.

3 -1 2
Regeni: a) Matice kuzelosecky je | =1 3 2 | a podle (14.7) je sou-
2 2 -4

stava pro vypocet vlastnich stfedi

351 —5+2=0,

—51+359+2=0.
Tato soustava ma jediné reseni 57 = —1, 59 = —1 a kuzelosecka ma jediny
vlastni stied S = [—1; —1].

b) Soustava pro vypocet vlastnich stiedu je
§51—8 —2=0,
—514+5—-3=0.
Tato soustava nemad feseni, kuzelosecka tedy nemé vlastni stfed. Soustavu
prevedeme do homogennich soufadnic
§1— s9 —2s3 =0,
—51+59—3s3=0.

Tato soustava méa jednodimenzionalni podprostor feSeni generovany vekto-
rem (1;1;0). Kuzelosecka méa tedy jeden nevlastni stfed ve sméru vektoru

(1;1).
c) Soustava pro vypocet vlastnich stfedu je

§51+350+2=0,
351 +952+6=0.

Tato soustava ma hodnost jedna a urcuje piimku o obecné rovnici z+3y+2 =
0, ktera je primkou stfedi dané kuzelosecky.
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Uloha 14.2. Uréete dvojici sdruzenych praméri kuzelosecky
k:3x2 —2xy+3y? +4r+4y — 4 =0,
z nichZ jeden prochézi bodem A = [1; —2].

Reseni: Uréime stied S kuzelosecky k, S = [—1; —1]. Pifmka p = AS je
prumérem kuzelosecky, ktery prochazi bodem A; p : x+2y+3 = 0. Nevlastni
bod @ pfimky p (uréeny smérovym vektorem piimky p) je @ = (2;—1;0).
Polara ¢ bodu @ je primérem sdruzenym s primérem p; q : 7x —5y+2 = 0.

Uloha 14.3. Uréete nevlastni body a asymptoty kuzelosecky
k:3xz2+2zy—1y?>+8r+10y+14=0.

Reseni: Uréime rovnici kuzelosetky v afinnich homogennich souiadni-
cich:

k: Sx% + 2x129 — x% + 8x1x3 + 102223 + 143:% =0.
Polozime x3 = 0 a pro nevlastni body kuzelosecky dostaneme rovnici

3z% + 2r120 — 23 =0,

kterou fesime pro podil soufadnic Z!. Dostaneme ({); = —1 a (3)
%. Nevlastni body kuzelosecky jsou body 4; = (—1;1;0) a A2 = (1;3;0).
Asymptoty jsou potom polary bodi A; a Az, tj. a1 : 2z +2y—1 =0

aag:bxr—2y+19=0.

15 Afinni klasifikace kuzelosedéek

Definice 15.1. KuzZelosecku, kterda m&a s nevlastni pfimkou spolecné
pravé dva komplexné sdruzené body, budeme nazyvat kuzeloseckou elip-
tickeho typu. Kuzelosecku, kterda ma s nevlastni pfimkou spolecné praveé
dva realné riuzné body, budeme nazyvat kuzeloseckou hyperbolického typu
a kuzelosecku, kterd mé s nevlastni ptimkou spoleény pravé jeden dvoj-
nasobny bod, budeme nazyvat kuzeloseckou parabolického typu.

Reguléarni kuzelosecku, kterda ma s nevlastni primkou spole¢né prave dva
komplexné sdruzené body, budeme nazyvat elipsou. Reguladrni kuzelosec-
ku, kterd méa s nevlastni primkou spole¢né pravé dva realné rtizné body,
budeme nazyvat hyperbolou a regularni kuzelosecku, kterd mé s nevlastni
primkou spolecény pravé jeden dvojnasobny bod, budeme nazyvat para-
bolou.

Poznamka 15.1. Aplikujeme-li nyni Definici 15.1 na projektivni typy kuZe-
losecek (viz Poznamka 13.3), dostaneme nasledujici afinni typy kuzelosecek:
Formalneé realna regularni kuzelosecka nema zadny redlny nevlastni bod
a je to tedy elipsa, kterou budeme nazyvat imagindrni elipsou.
Realnad regularni kuzelosecka se nyni rozdéli na tifi typy podle poctu
a druhu nevlastnich bodu. Bude to (redlnd) elipsa, hyperbola a parabola.
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Elipsa a hyperbola jsou kuzelosecky stiedové, zatimco parabola je nestie-
dové. Hyperbola mé dveé realné asymptoty. Asymptoty elipsy jsou komplexné
sdruzené pfimky a parabola mé jednu nevlastni asymptotu. Redlna elipsa,
hyperbola a parabola se tedy lisi pouze tim, Ze elipsa neprotind realné ne-
vlastni pfimku, hyperbola ji redlné protina ve dvojici riznych bodu a para-
bola se nevlastni pfimky dotyka.

U kuzelosecky, ktera je slozena ze dvou redlnych riznjch pfimek, mohou
nastat tfi pfipady. Bud je jedna z tvoficich pfimek nevlastni (takovou ku-
zelosecku nelze zadat v nehomogennich souradnicich), nebo jsou obé tvofici
primky vlastni. V tomto pfipadé muze byt jejich spoleény bod vlastni (rtz-
nobézné primky — kuzelosecka hyperbolického typu), nebo nevlastni (rovno-
bézky — kuzelosecka parabolického typu).

U kuzelosecky, ktera je slozena ze dvou komplexné sdruzenych piimek,
rozliSujeme dvé moznosti. Spole¢ny redlny bod téchto dvou pfimek je bud
vlastni (komplexné sdruzené riznobézky — kuZelosecka eliptického typu),
nebo nevlastni (komplexné sdruzené rovnobézky — kuzelosecka parabolického
typu).

Kuzelosecka, kterd je tvofena jedinou dvojnasobnou tvorici primkou, je
bud nevlastni (nedé se v nehomogennich soufadnicich vyjadfit), nebo vlastni
(kuzelosecka parabolického typu). &

Véta 15.1. Necht kuZelosecka k, kterd neobsahuje nevlastni primku jako
svou tvorici primku, je v néjaké afinni souradné soustavé zaddna rovnici

(14.2). Pak k je

(1) imagindrni elipsou, prdvé kdy? |A| # 0, |A] > 0 a na k neexistuji
redlné body,

(2) (redlnou) elipsou, prdvé kdyz |A| # 0, |A| > 0 a na k existuji rediné
body,

(3) hyperbolou, pravé kdyz |A| #0 a |A| <0,

(4) parabolou, prdvé kdy? |A| #0 a |A] = 0.

Dukaz. Podminka, Ze kuzelosecka je regularni je v soufadnicich ekviva-
lentni tomu, Ze diskriminant kuZzelosecky je nenulovy, tj |A| # 0. Pro urceni
typu kuzelosecky staci zjistit pocet a typ nevlastnich bodt, které na kuze-
loseéce lezi. Véta 15.1 nyni vyplyva z Véty 14.5. Pii |[A] > 0 musime jesté
navic rozliSovat, zda se jedna o imaginarni nebo realnou elipsu. O

Veéta 15.2. KuZelosecka k, kterd neobsahuje mevlastni primku jako svou
tvotict primku, je sloZena

(1) ze dvou redlngjch riznobéinych piimek, prave kdyz h(A) =2 a |A| <
0

(2) ze dvou komplexné sdruzengch riznobéznych primek, pravé kdyz h(A) =
2 alA|l >0,
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(3) ze dvou redlngch rovnobéinych primek, prave kdyz h(A) =2, |A] =0
a existuji redlné body leZici na k,

(4) ze dvou komplexné sdruzenych rovnobézinych primek, pravé kdyz h(A) =
2, |A] = 0 a neezistugi realné vlastni body leZici na k,

(5) z jedné dvojnasobné primky, pravé kdyz h(A) = 1.
Dikaz. Tato véta vyplyva z Poznamky 15.1 a Véty 14.5. O

Poznamka 15.2. Z predchozich dvou vét vyplyva, ze k uréeni typu kuze-
losecky, kterd neobsahuje jako svou tvorici pfimku nevlastni pfimku, staci
znat hodnost kuzelosecky a znaménko determinantu matice A. Jisté pro-
blémy nastanou pouze v piipadé elipsy a rovnobéznych primek, kdy musime
jesté navic rozlisit redlné a imaginarni pripady. &
Véta 15.3. Ke kazdé kuZelosecce k existuje nejmeéné jedna dvojice riznych
nevlastnich bodu, které jsou vzhledem ke k poldarné sdruZeny.

Dukaz. Necht nejdiive k obsahuje nevlastni pfimku jako svou tvorici pfimku.
Potom libovolna dvojice nevlastnich bodd v obecné poloze spliiuje podminky
vety.

Necht nyni nevlastni pfimka neni soucéasti k. Zvolme libovolny nevlastni
bod O1, ktery nelezi na k, a ozna¢me o7 jeho polaru. Ozna¢me Oy nevlastni
bod 01. Potom O, O3, O1 # O3, je dvojice nevlastnich bodid v obecné
poloze, které jsou polarné sdruzeny vzhledem ke k. ]

Véta 15.4. Necht (O;e1,e3) je takovy afinni repér, Ze vektory e1 a eg ur-
cuji dva nevlastni body poldrné sdruzen€ vzhledem ke kuZelosecce k. Potom
vzhledem k tomuto afinnimu repéru je v rovnici kuZelosecky k aio = 0.

Dukaz. V afinnich homogennich soufadnicich je O; = (e;) = (1;0;0)
a Oy = {e3) = (0;1;0). Podminka polarni sdruzenosti je (O1)7 A(O2) = 0,
coz je ekvivalentni aio = 0. O

Véta 15.5. Je-li pocdtek afinniho repéru vlastnim stredem kuZelosecky k, je
v rovnici k vzhledem k tomuto afinnimu repéru a13 = asz = 0.

Dukaz. Necht je po¢atek O afinniho repéru vlastnim stiedem kuzelosecky

k.

v

V afinnich homogennich soufadnicich
je O = (0;0;1). O je polarné sdru-
zen se vSemi nevlastnimi body, a tedy
is body O; = (e;), i = 1,2. Protoze
01 = (1;0;0) a O2 = (0;1;0), dosta-
neme z podminky (O)7 A(O;) = 0 tvr-
zeni Véty 15.5.

Obr. 15.2
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O
Dusledek 15.1. Zvolime-li nyni afinni repér tak, ze pocatek je stfedem ku-
zelosecky a osy soufadné jsou sdruzené pruméry (viz Obr. 15.2), ma vzhle-
dem k tomuto afinnimu repéru kuzelosecka k kanonickou rovnici

k- anx% + CLQQ(E% + a33$§ =0. (15.1)

Véta 15.6. JestliZe reqularni kuZelosecka k nemd Zadny vlastni stred, mai-
zZeme zvolit afinni repér (O;eq, es) tak, Ze O lezi na kuZelosecce, ey je smé-
rovy vektor tecny ke k v bodé O a es je vektor urcujici nevlastni stred k.
Potom vzhledem k tomuto afinnimu repéru md k homogenni rovnici tvaru

x3 + 2pror3 =0, (15.2)
tj. nehomogenni rovnici
x4+ 2py = 0. (15.3)
x

Obr. 15.3
Dukaz. Necht je afinni repér zvolen podle Véty 15.6 (viz Obr 15.3). Protoze

O €k, 0 =(0;0;1), je ag3 = 0. O je polarné sdruzen s nevlastnim bodem
01 = (ey1), protoze O; je bodem teény sestrojené v O. Odtud a3 = 0. Body
01 a Oy = (eg) jsou polarné sdruzeny, protoze Oz je stied k. Odtud aja = 0.

a1 O 0
Matice kuzelosecky jetedy | 0 a22 az3 |. Podminka, Ze kuzelosecka
0 a3 0

nema vlastni stied, je ekvivalentni tomu, zZe nehomogenni soustava rovnic

a;n =0,
azey + azz =0
nemd feSeni, a to je mozné prave tehdy, kdyz ass = 0, a11 # 0 # aos. Celkové

tedy & : a1122 + 2a93y = 0 a vydélenim rovnice koeficientem aq; p¥i oznaceni
p= Z—fi’ dostaneme tvrzeni Véty 15.6. O
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Definice 15.2. Rovnici (15.1) nebo (15.2) kuzelosecky k budeme na-
zyvat afinni kanonickou rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému ma
kuzelosecka k kanonickou rovnici, budeme nazyvat poldrni afinni repér
kuzelosecky k.

Véta 15.7. (Afinni klasifikace kuzelosecéek) Ke kazdé kuZeloseéce k
ezistuje takovy afinni repér, Ze vzhledem k nému md k jednu z ndsledugicich
roUNIC:

(homogenni souradnice) (nehomogenni soutadnice)
x4+ 23+ 23 =0, 2?4+ +1=0, (Akl1)
i 423 —22=0, 2 4+9y?-1=0, (Ak2)
x? -2 —a2=0, 22—y -1=0, (Ak3)
234 2m0x3 =0, 22 4+2y=0, (Ak4)
P +a2i=0, 2?4+ y* =0, (Ak5)
w2 —22=0, 22 —y2 =0, (Ak6)
P +ai=0, 2 4+1=0, (AkT7)
i —22=0, 2°-1=0, (AkS)
r123 =0, nelze vyjadrit, (Ak9)
=0, 2°=0, (Ak10)
z2=0, nelze vyjadrit. (Ak11)

Dukaz. Necht je nejdiive kuzelosecka k stfedova. Podle Dusledku 15.1
mizeme zvolit afinni repér (14.1) tak, ze vzhledem k nému mé k rovnici
allx% + 0221‘% + CL33.ZE§ = 0. Je-li asz # 0, vydélime tuto rovnici k£ ¢islem
lass| a vyslednou rovnici znormujeme vhodnou volbou nasobk smérovych
|ass]
las]
nim repéru, kde smérové vektory jsou vektory ui,us, jsou v rovnici k£ jako
koeficienty pouze 0, 1 nebo -1. Pf¥ipadnou vyménou souradnych smérti nebo
vynasobenim -1 dostaneme jednu z rovnic (Akl) — (Ak3), (Ak7) — (AkS)

nebo (Akl11).

vektort, konkrétné pro nenulovy koeficient a;; volime u; = e; a v afin-
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Je—li agz = 0, normujeme vySe popsanym zpusobem rovnici pfimo a do-
staneme (Ak5) — (Ak6) nebo (Ak10).

Pro regularni nestfedovou kuzelosecku mtzeme podle Véty 15.6 zvolit
afinni repér tak, Ze v ném ma k rovnici 22 +2py = 0, p # 0 € R. Vyménime—
li vektor e, jeho % nasobkem, dostaneme v novém afinnim repéru rovnici k
ve tvaru (Ak4).

Obsahuje-li k jako svou tvorici pfimku nevlastni pfimku a je hodnosti 2,
muzeme zvolit afinni repér tak, ze vlastni tvorici pfimka je druha souradna
osa, potom mé k homogenni rovnici (Ak9).

Je—li k£ tvorena dvojnasobnou nevlastni pfimkou, ma v libovolném afin-
nim repéru rovnici (Ak11). O

Definice 15.3. Rovnici kuzelosecky k z Véty 15.7 budeme nazyvat afinni
normdlni rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému maé kuzelosecka k
normalni rovnici, budeme nazyvat normovany poldrni afinni repér kuze-
losecky k.

Poznamka 15.3. Snadno se vidi, Ze kuzelosecka (Ak1) je imaginarni elipsa,
(Ak2) je redlnd elipsa, (Ak3) je hyperbola, (Ak4) parabola, (Ak5) je dvo-
jice komplexné sdruzenych tvoricich rtiznobéznych pfimek, (Ak6) je dvojice
realnych riznobéznych piimek, (Ak7) je dvojice komplexné sdruzenych rov-
nobéznych primek, (Ak8) je dvojice redlnych rovnobéznych piimek, (Ak9) je
tvofena jednou vlastni a jednou nevlastni tvotici pfimkou, (Ak10) je dvoj-
nasobna vlastni tvofici pfimka a (Akll) je dvojnésobné nevlastni tvofici
primka. &

Poznamka 15.4. V praxi je kuzelosecka vét§inou zaddna svou rovnici v ne-
homogennich souradnicich. Pro urceni norméalni rovnice mame dvé metody.
Prvni je zaloZena na hledani normovaného polarniho afinniho repéru kuze-
losecky tak, jak je to popsano ve Vétach 15.4 — 15.6. Transformacni rovnice
prechodu k polarnimu repéru potom prevedou rovnici kuzelosecky na jeden
z tvarti Véty 15.7. Druha metoda je zalozena na postupné tprave rovnice ku-
zelosecky. V afinnich nehomogennich soufadnicich je leva strana rovnice ku-
zelosecky souctem kvadratické ¢asti (s matici A), linearni ¢asti a konstanty.
Nejdiive prevedeme kvadratickou ¢ast do kanonického tvaru postupem po-
psanym v Césti 5. To odpovida piechodu k afinnimu repéru, kde pocatek
se neméni a sméry souradné jsou polarné sdruzené vzhledem ke kuzelosecce.
Potom odstranime linearni ¢leny (pokud to lze) pfechodem na druhou moc-
ninu dvojcélenu. To odpovidé posunu pocatku souradného repéru. Nakonec
vyslednou kanonickou rovnici normujeme vhodnym vynasobenim smérovych
vektort. Slozenim dil¢ich transformaci dostaneme vyslednou transformaci,
ktera prevadi rovnici kuzelosecky do norméalniho tvaru (nebo jeho nésobku)
a z transformacnich rovnic pozname, jaky je normovany polarni afinni repér
kuzelosecky. Konkrétni zptisob bude jasny z fesené Ulohy 15.2. &
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Uloha 15.1. Uréete afinni typ kuzelosecky k (viz Pozndmka 15.1)
a) k:32% — 20y +3y? +4x +4y—4=0,
b) k:2? 22y +9y? —4x—-6y+3=0,
c)k:a?+2zy+y? —x—y=0.

Regeni: a) Determinant matice kuZelosetky je |A] = —64 # 0. KuZelo-
secka je tedy regularni. Determinant |A| = 8 > 0 a podle Véty 15.1 se jedn4
o elipsu. Protoze napt. redlny bod [-2;0] spliiuje rovnici kuzelosecky, je elipsa
realné.

b) Determinant matice kuzelosecky je |A| = —25 # 0. Kuzelosecka je
tedy regularni. Determinant |A| = 0 a podle Véty 15.1 se jednd o parabolu.

b) Determinant matice kuzelosecky je |A| = 0. Kuzelosecka je tedy sin-
gularni a jeji hodnost je h(A) = 2. Determinant |A| = 0 a podle Véty 15.2 se
jedna o dvojici rovnobéznych pfimek. Protoze [0;0] lezi na k, jsou to redlné
rovnobézky.

Uloha 15.2. Pomoci afinnich transformaci soufadnic uréete normalni tvar
rovnic kuzelosecek z Ulohy 15.1

Reseni: 1. metoda (hledani polarniho afinniho repéru, viz Véty 15.4 —
15.6):

a) Kuzelosetka ma vlastni stfed S = [—1; —1]. Sméry uréené vektory
e1 = (1;0) a ea = (1;3) jsou polarné sdruzené vzhledem ke k. Transformacni
rovnice prechodu k novému afinnimu repéru (S; e, e3) jsou

r=a+y -1,
Yy = 3y —1.

Jejich dosazenim do rovnice kuzelosecky dostaneme kanonicky tvar rovnice
k:3z'? +24y'? —8 =0.
Tuto rovnici nejdiive vydélime 8 a transformaci 2/ = %x’ "y = %y’ "
prevedeme na normalni tvar
k:(@")?+(@)?-1=0.
Slozenim dil¢ich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transformaci
ve tvaru

V2L
VERE
3

y= —=y" -1,

V3

kterd prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normaélniho tvaru. Odpovida-

T 1,

jici normovany polarni afinni repér je tvofen bodem S = [—1; —1] a vektory
2V2. _ (1.3
o) = (22;0), &) = (53 %)
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b) KuZelosecka nemé vlastni stied. Nevlastni stied je uréen smérem ey =
(1;1). Jako pocatek zvolime libovolny bod kuzelosecky, napi. bod O = [3;0].
Tecna v tomto bodé ma rovnici o : © — 6y — 3 = 0 a jeji smérovy vektor je
e; = (6;1). Transformaéni rovnice pfechodu k repéru (O; ey, eq) jsou tedy

x=06x+1y +3,
y= a'+y.

Jejich dosazenim do rovnice kuzelosecky dostaneme kanonicky tvar rovnice
k:252"2 — 10y’ =0.
Tuto rovnici nejdiive vydélime 25 a transformaci 2’ = 2", v/ = 5y’ ji pfeve-
deme na normalni tvar
k:(2)? -2y =0.
Slozenim diléich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transformaci
ve tvaru

x=62"+5y" +3,
y: x//+5y//’

ktera prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normélniho tvaru. Odpovida-
jici normovany polarni afinni repér je tvofen bodem O = [3;0] a vektory
e = (6;1), 5 = (5;5).

c) Kuzelosecka mé vlastni pfimku stfedd 2z 4+ 2y — 1 = 0. Zvolime za
pocatek libovolny z nich, napt. S = [1/2;0]. Sméry uréené vektory e; = (1;0)
a ez = (1; —1) jsou polarné sdruzené vzhledem ke k. Transformacni rovnice
pfechodu k novému afinnimu repéru (S; e, e2) jsou

:U:a:’—l—y’—i—1
27

/

y= -y

Jejich dosazenim do rovnice kuzelosecky dostaneme kanonicky tvar rovnic
o021
k:x 7=0.
Tuto rovnici nejdiive vynasobime 4 a transformaci ' = 1z, y/ = ¢/ ji
pfevedeme na normalni tvar

k:(2')?-1=0.
SloZenim dil¢ich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transformaci
ve tvaru
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ktera prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normélniho tvaru. Odpovida-
jici normovany polarni afinni repér je tvofen bodem S = [3;0] a vektory
ej = (3;0), ey = (1;-1).
II. metoda (prava rovnic):
a) Rovnici kuzelosecky upravime na tvar
k:3(x—1y)?+ 8y +dz+4y—4=0.
Potom transformace
1
/ /
r=x + <y,
3y
/
Y= Y
prevede rovnici kuzelosecky na tvar
k32 +8y? +42' + 18y —4=0.
Tuto rovnici upravime na tvar
k3@ +2)2+3(0/+1)?-8=0.
Transformace

prevede rovnici kuzelosecky do kanonického tvaru
k - 3(1,//)2 + %(y//)Q —8=0 ,

ktery nejdiive vydélime 8 a transformaci

x// — 27\/55?
\/g )
y' = V3

prevedeme do koneéného normalniho tvaru
k:z2 472 —-1=0.
Slozenim postupnych transformaci dostaneme vyslednou transformaci sou-

fadnic

2v/2 1
r="SF4+—7—1,
V3

y= \/gg_la

kterd prevadi rovnici kuZelosecky do nasobku normélniho tvaru. Z trans-

formac¢nich rovnic vidime, Ze prislusny normovany polarni afinni repér ma

pocatek S = [—1; —1] a smérové vektory e; = (%, 0), ex = (%, V3).

b) Rovnici kuzelosecky upravime na tvar
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k:(r—y)?—4r—6y+3=0.
Potom transformace

r=a 4y,
y=
prevede rovnici kuzelosecky na tvar
k:ax'?—42' =10y +3=0.

Tuto rovnici upravime na tvar

k:(x—2)2—(10y +1)=0.
Transformace
o —— +2,
1 1

;o o

Y= 5 T
prevede rovnici kuzelosecky do normalniho tvaru
k:(z)?—2y"=0.

Slozenim postupnych transformaci dostaneme vyslednou transformaci sou-
fadnic

xzx”—i—ly” 19

57 10°
_ 1, 1

kterd prevadi rovnici kuzelosecky do normalniho tvaru. Z transformacnich
rovnic vidime, Ze prislusny normovany polarni afinni repér mé pocatek S =
[—1;— 1] a smérové vektory ey = (1;0), ez = (3; 1)

c¢) Rovnici kuzelosecky upravime na tvar

k:(z+y)?—2—-y=0.

Potom transformace

r=1 -1,
y=
prevede rovnici kuzelosecky na tvar

k:a? -2/ =0.

Tuto rovnici upravime na tvar
o 1\2 1 _
k'.(af _5) —Z—O.
Transformace



prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normalniho tvaru

L1002 1 _
Slozenim postupnych transformaci dostaneme vyslednou transformaci sou-

fadnic

kterd prevadi rovnici kuzelosecky do nésobku normaélniho tvaru. Z trans-
formacnich rovnic vidime, Ze pf¥islusny normovany polarni afinni repér ma
pocatek S = [3;0] a smérové vektory e; = (3;0), e = (—1;1).
16 Metrické vlastnosti kuzelosecek

Ve zbytku této kapitoly uvazujeme Ec redlnou euklidovskou rovinu, Séc jeji
komplexni rozsiteni a g projektivni rozsiteni £5. Jako kuzelosecku v Ec
potom rozumime kuzelosecku v @.

Uvazujme na E¢ kartézskou souradnou soustavu uréenou ortonormélnim
(kartézskym) repérem

<O;e1,e2>. (16.1)

V indukovanych kartézskych homogennich souradnicich v £ mé kuzelosecka
k obvyklou rovnici

3
k: E Qi T L5 = 0, (162)
1,j=1
a v nehomogennich kartézskych souradnicich (pfi ¢astéjsim oznaceni neho-
mogennich soufadnic X = [z;y]) mé kuzelosecka k rovnici

t e o) <a11 a12> <:v> +2(a1s ags) <‘;> tag=0,  (16.3)

a2 22 Y

tj.
k:apz® + 2a12wy + a22y2 + 2a13x + 2a93y + a3 = 0. (16.4)
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Maticové, pii stejném oznaceni jako v Céasti 14,
k:(X)TAX)+2@)7(X)+a=0. (16.5)

Umluva. V praxi se setkdvame téméf vyhradné s kuzelosedkami, jejichz
rovnice jsou zadédny v nehomogennich soufadnicich. Takto se nedaji bez
dalsiho upfesnéni zadat kuzelosecky, jejichz soucasti je nevlastni primka.
Dale tedy budeme predpokladat, ze zadna kuzelosecka nemé za svou tvorici
primku nevlastni pfimku. V soufadnicovém vyjadfeni to znamena, Ze matice
A je nenulova.

Definice 16.1. Smér urceny nenulovym realnym vektorem u se nazyva
hlavnim smérem kuzelosecky k, je-li vzhledem ke k polarné sdruzen s kol-
mym smerem.

Poznamka 16.1. Z Definice 16.1 vyplyva, Ze smér urcujici nevlastni singu-
larni bod kuzelosecky nebo nevlastni stfed kuzelosecky je hlavnim smérem
kuzelosecky.

Veéta 16.1. Ke kaZdé kuZelosecce existuji alespon dva na sebe navzdjem
kolmé hlavni sméry. Ma—li kuZelosecka k vzhledem k néjakému ortonormadl-
nimu repéru soutadnicovou rovnici (16.5), jsou hlavni sméry kuzelosecky
ail a2
ai2 022
urcuje hlavni smeér kuZelosecky k pravé tehdy, kdyz pro néjaké A € R plati

vlastnimi sméry matice A = ( , tj. nenulovy vektor u = (u1,ug)

— Nuy + =0,
(@11 — N)ur + arpus (16.6)
ajpuy + (aga — Nug = 0.

Dukaz. 1. Necht u = (u1,u2) # o uréuje singulérni nevlastni bod P, = (u)
kuzelosecky k. Potom (Fj(u), Fo(u)) = o = Ou, coz je soustava (16.6) pro
A=0.

2. Necht u = (u1,u2) # o je hlavni smér kuzelosecky k a nevlastni bod
P, = (u) neni singuldrnim bodem k. Pfedpoklddejme nejdiive, ze P, je ne-
vlastnim stfedem (ktery neni singuldrnim bodem) kuzelosecky. Potom poléara
bodu Ps je nevlastni pfimka (viz Poznamka 14.1), tj. (Fi(u), Fo(u)) = o
a podobné jako pro singularni bod dostavame, ze u je feSenim soustavy
(16.6) pro A = 0.

Nyni necht P, = (u) neni stfedem k. Potom vlastni polara bodu Ps,
ma rovnici

p: Fi(u)zy + Fa(u)xe + F3(u)zg =0, (Fi(u), Fa(u)) # o,

a vektor u je polarné sdruzen se smérovym vektorem pifimky p. Z predpo-
kladu, ze u urcuje hlavni smér, vyplyva, zZe u je kolmy na p, a tedy nenulové
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vektory (Fi(u), Fz(u)) a u jsou linedrné zavislé, tj. existuje A # 0 takové,
ze (F1(u), F>(u)) = Au, coz je po rozepsani soustava

aiiul + apug = Auq ,

ai2u1 + axuy = Ausg,

ktera je ekvivalentni soustavé (16.6).
Charakteristickd rovnice soustavy (16.6) je

M — (a1 + ag) A + (a11a92 — a3y) =0, (16.7)

jejiz diskriminant je D = (a11 — ag2)? 4+ 4a3, > 0. To znamen4, Ze cha-
rakteristickd rovnice ma vzdy realnd FeSeni (to je obecna vlastnost vsech
symetrickych matic, viz Véta 10.1).

Charakteristickd rovnice ma dvojnasobny nenulovy kofen pravé tehdy,
kdyz a12 = 0, a a11 = age # 0. Potom a11 je dvojnasobnym kofenem a sou-
stava (16.6) je splnéna identicky, tj. kazdy smér je hlavnim smérem kuze-
losecky a muzeme si mezi nimi vybrat libovolnou dvojici na sebe kolmych
hlavnich smér.

Je-li D > 0, pak ma charakteristickd rovnice dvojici redlnych rtznych
kofeni A1 a Ag. Oznacme jako u; vlastni vektor, ktery odpovida \;, tj.
soufadnice u; jsou FeSenim soustavy (16.6). Potom u; = (—aiz;a11 — \;)
a (u,u2) = a2y + a?; — a;1(M\1 + A2) + A1 A2. Pouzitim kofenovych vztahii
pro kofeny charakteristické rovnice dostaneme (uj,ug) = 0, tj. u; a ug jsou
na sebe kolmé. ]

Poznamka 16.2. Z dikazu pfedchozi véty vyplyva, Ze smér, ktery urcuje
nevlastni stfed, je i hlavnim smérem, ktery odpovida hlavnimu ¢islu A = 0.
Opravdu z (14.7) vyplyva, ze kuZelosecka mé nevlastni stied pravé tehdy,
je-li |A| = 0 a z tvaru charakteristické rovnice (16.7) pak vyplyva, ze jednim
hlavnim ¢islem musi byt 0. Z (14.6) a (16.6) pak vyplyva, Ze soustavy pro
vypocet nevlastniho stfedu a hlavniho sméru jsou totozné. &

V predchozi vété jsme pouzili souradnicového vyjadieni kuzelosecky v né-
jakém kartézském repéru. Ukazeme si, Ze je diikaz nezavisly na zvoleném re-
péru. Zvolme jiny ortonormalni repér (O’; €}, €}) a ozna¢me (X) = Q(X') +
(O") maticovy zépis transformace soufadnic p¥i pfechodu od prvniho repéru
k druhému. Bude-li vzhledem k novému repéru maticova rovnice kuzelo-
secky

(X) B(X") +2(b)"(X) +b =0,
dostaneme p¥imym dosazenim B = QT AQ.

Véta 16.2. Necht je rovnice kuZelosecky k vzhledem ke zvolenému ortonor-
malnimu repéru (16.1) dana (16.5). Potom |A—AEs| se nezméni pri prechodu
k novému ortonormdlnimu repéru.
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Dtikaz. Pii pfechodu k novému ortonormélnimu repéru je matice B =
QTAQ, kde Q je matice prechodu. Protoze @ je ortonormalni matice, je
podle Véty 10.4 |B — AEy| = |A — \E3|. O

Rovnice |A — AE3| = 0 je tedy nezavisla na zvoleném ortonormalnim re-
péru a budeme ji nazyvat charakteristickd rovnice kuzelosecky k. Podobné
také jeji kofeny A\; a Ay jsou na zvoleném kartézském repéru nezavislé a bu-
deme je nazyvat hlavni c¢isla kuzelosecky k.

Definice 16.2. Je-li P nevlastni nesingularni bod urceny hlavnim smeé-
rem kuZelosecky k, pak polaru bodu P, pokud je to vlastni primka, nazy-
vame osou kuzelosecky k. Je-li nevlastni bod hlavniho sméru kuzelosecky
nevlastnim singularnim bodem kuzelosecky, pak definujeme jako osu ku-
zelosecky libovolnou vlastni piimku, ktera je kolméa na tento hlavni smér.
Vlastni prisecik kuzelosecky s jeji osou se nazyva vrchol kuZelosecky.

Poznamka 16.3. Kuzelosecka je osové (kolmo) symetrickd podle kazdé své
osy. Toto tvrzeni je diisledkem Sikmé symetrie kuzelosecky podle svého pri-
méru ve sméru polarné sdruzeného pruméru (viz Poznamka 14.3). &

Poznamka 16.4. V pfipadé, ze kazdy smér je hlavnim smérem kuzelosecky,
ma kuzelosecka nekone¢né mnoho os. V tomto pfipadé mé kuzelosecka praveé
jeden vlastni stied. To vyplyva z toho, ze charakteristickd rovnice mé dvoj-
nasobny nenulovy koten, tj. |A| # 0, a tedy soustava (14.7) pro vypocet
vlastnich stfedtt méa pravé jedno feseni. Potom kazda redlna ptrimka pro-
chézejici stfedem je osou symetrie kuzelosecky, kterda ma tedy nekonecné
mnoho os symetrie. Takovéto kuzelosecky budeme nazyvat zobecnéné kruz-
nice a v nasledujici Casti 17 uvidime, které kuzelosecky to jsou.

7 definice osy kuZelosecky vyplyva, ze kazda osa, ktera je polarou nesin-
gularniho nevlastniho bodu (ktery neni nevlastnim stiedem kuzelosecky),
obsahuje vsechny stfedy kuzelosecky.

Regulérni kuzelosecka, kterd neni zobecnénou kruznici, mtize mit jednu
osu (nevlastni pfimka se dotyka kuzelosecky — jde o parabolu), nebo dvé osy.

Singularni kuzelosecka, kterd mé pravé jeden vlastni stfed (dvojice riz-
nobéznych pfimek realnych nebo komplexné sdruzenych), ma vzdy dvé osy.

V pripadé, ze mé kuzelosecka piimku vlastnich stiedii (dvojice rovnobéz-
nych pfimek nebo dvojnasobna pfimka), je jedna osa pfimka stfedi a druhd
osa je libovolna kolmice na pfimku stredt. V tomto piipadé ma tedy kuze-
losecka také nekoneéné mnoho os symetrie. O

Poznamka 16.5. Pokud neni osa sou¢asti kuzelosecky (dvojnasobna vlastni
pfimka), lezi na kazdé ose nejvysSe dva vrcholy, které mohou byt realné
ruzné, komplexné sdruzené, nebo mohou splyvat do jediného bodu (ruz-
nobézné piimky). V nékterych ptipadech jsou pruseciky osy a kuzelosecky
nevlastni body, které za vrcholy nepocitame. U paraboly je to jednonasobny
nevlastni prusecik, u rovnobéznych primek protind osa, kterd je tvorena
pfimkou stiedt, nevlastni pfimku v dvojnasobném singuldrnim bodé. &
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Uloha 16.1. Uréete charakteristickou rovnici, hlavni &sla a hlavni sméry
kuzelosecky

k:dzy+3y% + 162+ 12y — 36 = 0.

Reseni: Matice A = (0 2> a jeji charakteristickd rovnice |[A — AE| =0

2 3
S 2 < 2 S s 1 . )
1o g3_\~ 0, tj. A* —3X —4 = 0. Hlavni é&isla jsou kofeny charakteris-
tické rovnice, tj. A\; = —1 a Ay = 4. Hlavni smér uréeny kofenem A1 = —1 je

uréen vektorem, jehoz soufadnice jsou feSenim soustavy rovnic (viz (16.6))

up +2u2 =0,
2u; +4ue =0,
tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu A\; = —1 je urcen vektorem
u; = (—2;1). Podobné pro hlavni sméry urcené hlavnim ¢islem Ao = 4
dostaneme soustavu
—4uq 4 2us =0,

2u1 —UQZO,

tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = 4 je urcen vektorem ug =
(1;2).

Uloha 16.2. Uréete osy a vrcholy kuzelosecky z Ulohy 16.1.

Reseni: Osy kuzelosecky jsou polary nevlastnich bod@ hlavnich smért.
Pro hlavni smér u; = (—2;1) tak dostaneme osu

01:2x—y—10=0,
a pro hlavni smér uy = (1;2) tak dostaneme osu

o2:x+2y+5=0.

Vrcholy kuzelosecky jsou jeji priiseciky s osami. Z rovnice osy o1 vyjad-
fime y = 2x—10 a dosadime do rovnice kuzelosecky. Dostaneme kvadratickou
rovnici

522 — 30z +36 =0,

ze které vyplyva, Ze na ose o1 lezi redlné vrcholy A = [3 + %; —4 + %]
aB= [3—%;—4—%}.

Podobné pro osu oy dostaneme kvadratickou rovnici
5y? 4+ 40z + 116 =0,
ze které vyplyva, Ze na ose oy lezi komplexné sdruzené vrcholy

_ 127, 617 e 127, 61
C=[3-12 44 8)aC=[3+12;, 45
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17 Metricka klasifikace kuzZelosecek

Afinni vlastnosti a klasifikace kuzelosefek zlstavaji zachovany i v eukli-
dovské roviné. Pri prevodu rovnic kuzelosecek do jednodussiho kanonického
tvaru, ze kterého se nejlépe pozné, o jakou kuzelosecku se jedna, nemtizeme
provést posledni krok — normovani koeficient v rovnici kuzelosecky. To je
dano tim, ze smérové vektory ortonormalniho repéru musi byt jednotkové
a nemtzeme je tedy nasobit. V nasledujicich dvou vétach je popsan zptsob,
jak zvolit polarni ortonormélni repér tak, aby méla kuzelosecka nejjedno-
dussi moznou rovnici.

Véta 17.1. Necht md kuZelosecka k alespori jeden vlastng stied. Potom v kar-
tézském repéru, jehoZ pocdtek je vlastnim stredem a smérové vektory jsou
jednotkové vektory hlavnich sméri kuZelosecky k, mad k rovnici tvaru

k: )\11‘2 + /\2y2 +a33 =0, (17.1)
kde \;, 1 = 1,2, jsou hlavni c¢isla kuZelosecky.

Duikaz. Protoze sméry souradnych os jsou polarné sdruzené vzhledem ke k,
je ai2 = 0 (viz Véta 15.4). Protoze pocéatek souradné soustavy je vlastnim
stfedem kuzelosecky, je ajg = ags = 0 (viz Véta 15.5) a dohromady tak
dostavame rovnici k ve tvaru

k:aya® + agny® +aszs =0.

Protoze je charakteristicka rovnice kuzelosecky nezavisla na ortonormalnim
repéru, je charakteristickd rovnice kuzelosecky (a11 — A)(a22 — A) = 0 a jeji
kofeny jsou A1 = ai1, Ay = a9s. O]

Véta 17.2. Necht requldrni kuZelosecka k nemd vlastni stred (parabola).
Potom wvolime pocatek kartézské souradné soustavy jako prusecik k s jeji
osou a smerove vektory jako jednotkové vektory hlavnich smeru kuZelosecky
k. V této kartézské souradné soustavé md k rovnici tvaru

k:x?+2py=0.

Dukaz. Jeden hlavni smér je smér nevlastniho stfedu a druhy hlavni smér
je smér vrcholové te¢ny (tecna v jediném vrcholu paraboly je kolmé na osu
paraboly, coZ vyplyva ze symetrie paraboly podle osy). Potom podle dikazu
Véty 15.6 ma kuzelosedka rovnici ve tvaru Az + 2as3y = 0, kde A\; # 0 je
nenulovy kofen charakteristické rovnice a a3 # 0. Vydélenim koeficientem
A1 pfi oznaceni p = Cf\if dostaneme pozadovany tvar. ]
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Véta 17.3. (Metricka klasifikace kuzeloseéek) Ke kazdé kuzelosecce k,
kterd neobsahuje jako svou cdst mevlastni primku, existuje takovy ortonor-
mdlni repéer, Ze vzhledem k nému md k jednu z nasledugjicich rovnic:

7+%+1:0, a>0,b>0, (Ek1)
22 2
¥+b72_1:07 a>0,b0>0, (Ek2)
2 2
%_%—1: , a>0,b>0, (Ek3)
2*+2py=0, p#0, (Ek4)
2 2
?_‘_bj:o’ a>0,b>0, (Ek5)
2 2
%_%2:0, a>0,b>0, (EX6)
PP =0, ¢>0, (EKk7)
2—c2=0, ¢>0, (EkS8)
1,‘2—0, (Ekg)

kde a,b, c,p jsou redlnd cisla.

Dukaz. Necht mé nejdrive kuZelosecka pravé jeden vlastni stied. Potom
podle Véty 17.1 existuje takovy ortonormalni repér, ze ma kuzelosecka vzhle-
dem k nému rovnici (17.1), kde A; # 0 # 2. Je-li ags # 0, vydélime rovnici
2 = ||a/\31‘°"|7 b = ‘&323” dostaneme (pfipadné aZ na nasobek
-1) rovnice (Ek1) — (Ek3). Je-li ag3 = 0, oznaé¢ime p¥imo a? = ﬁ b = |T12\
a dostaneme (piipadné az na nasobek -1) rovnice (Ek5) a (Ek6).

Necht méa nyni kuZelosecka praveé primku vlastnich stiedti. Potom op&t
podle Véty 17.1 existuje takovy ortonormalni repér, ze ma kuzelosecka vzhle-
dem k nému rovnici (17.1), kde A\; # 0 a A2 = 0 (to vyplyva z toho, Ze jeden
koten charakteristické rovnice kuzelosecky, kterd ma nevlastni stfed, je nu-

lovy a druhy nenulovy). Pro aszs # 0 vydélime rovnici A; a pfi oznaceni

lass|
[A1]

¢islem \; a dostaneme rovnici (Ek9).
Konecné necht neméa kuzelosecka vlastni stfed. Potom ma podle Véty
17.2 rovnici (Ek4). O

|ags| a pti oznaceni a

c= dostaneme rovnice (Ek7) a (Ek8). Pro ass = 0 vydélime rovnici

Poznamka 17.1. Kladna ¢isla a, b v rovnicich (Ek1) — (Ek3) elipsy (ima-
ginarni i redlné) a hyperboly se nazyvaji délky poloos a pro osy kuzelosecky,
na kterych lezi realné vrcholy, udavaji vzdalenost vrcholt od stfedu kuZelo-
secky.

Pro realnou elipsu jsou vSechny vrcholy realné a vétsi z Cisel a, b se na-
zyva délkou hlavni poloosy, mensi se nazyva délkou vedlejsi poloosy. Vrcholy
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elipsy, jejichZz vzdalenost od stfedu elipsy je rovna délce hlavni poloosy, se
nazgyvaji hlavni vrcholy elipsy, vrcholy elipsy, jejichz vzdalenost od stfedu
elipsy je rovna délce vedlejsi poloosy, se nazyvaji vedlejsi vrcholy elipsy.
Pro hyperbolu s rovnici (Ek3) jsou vrcholy na ose x redlné a nazyvaji se
hlavni vrcholy hyperboly, ¢islo a > 0 se nazyva délka hlavni poloosy. Vrcholy
na ose y jsou komplexné sdruzené. Redlné body na ose y, jejichz vzdale-
nost od pocatku (stiedu hyperboly) je rovna b, jsou redlni zdstupci vrchol
a nazyvaji se vedlejsi vrcholy, ¢islo b se nazyva délka vedlejsi poloosy. Ve-
dlejsi vrcholy si mizeme snadno predstavit jako body, které jsou hlavnimi
vrcholy takzvané doplnikové hyperboly, coz je hyperbola, kterd ma stejné
osy i asymptoty a hlavni osa ptivodni hyperboly je vedlejsi osou doplnkové
hyperboly. Mé&-li pivodni hyperbola rovnici (Ek3), potom dopliikova hyper-

bola mé rovnici ) )
T Y B
PR} +1=0.

Piipad, kdy a = b v rovnicich (Ek1) — (Ek2) a (Ek5), nastava pii Ay = Ag,
tj. pro zobecnénou kruznici. Potom (Ek1) je rovnice imagindrni kruznice,
(Ek2) je rovnice rediné kruznice a (EK5) je rovnice takzvané nulové kruznice
(redlnd kruznice s nulovym polomérem).

Je-li a = b v rovnici (Ek3), coz nastava v pfipadé, kdy \y = —A2 # 0,
nazyva se prislusnd hyperbola rovnoosd. V tomto pfipadé je doplikové hy-
perbola shodné s ptivodni (otocend kolem stiedu o 7w/2). Pro a = b v rovnici
(Ek6) dostavame dvé kolmé riznobézné realné primky.

Cislo 2 ¢ v rovnici (Ek8) udavéa vzdalenost rovnobéznych piimek, které
jsou tvoricimi pfimkami kuzelosecky.

Cislo p v rovnici (Ek4) paraboly se nazyva parametr paraboly. Jeho ge-
ometricky vyznam si ukédZeme v nasledujici Casti 18. O

Véty 17.1 a 17.2 popisuji, jak zvolit poldrni ortonormdlni repér, vzhle-
dem ke kterému ma kuzelosecka jednoduchou kanonickou rovnici, ze které
mizeme snadno vycist vSechny potfebné tidaje o kuzelosecce. V fadé pii-
padid nas zajima pouze kanonickad rovnice kuzelosecky; transformacni rov-
nice, které prevadéji rovnici kuzelosecky (zadanou v libovolném ortonormal-
nim repéru) na kanonicky tvar, nas nezajimaji. Postup, ktery spo¢iva v na-
lezeni pFislusného ortonormélniho repéru (podle Vét 17.1 a 17.2) a transfor-
mace danych rovnic do kanonického tvaru, je zbytecné zdlouhavy a pracny
(zvlasté pro parabolu, kde musime hledat jeji vrchol). Ukazeme si proto dveé
metody hledani kanonickych rovnic kuzelosecky, které jsou mnohem prak-

vy

tictéjsi.
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I. metoda. Tato metoda je zalozena
na piimém hledani ortonormaélnich
transformaci, které prevedou rovnici
kuzelosecky do kanonického tvaru. Ly Y

Piedpokladejme nejdiive, 7e hlavni ¥
sméry kuzelosecky nejsou rovnobézné o,
. , , v . . e

s osami kartézskych soutadnic (viz
Obr. 17.1), to znamena, %e v rovnici
kuzelosecky je aio # 0. Je-li a12 = 0,
vynechame tento krok a pokracujeme
postupem popsanym dale. Pfedpokla- g
dejme, ze a € (0,7/2) je velikost tthlu, Obr. 17.1
ktery je urcen nékterou z os kuzelo-

secky a osou .
Transformac¢ni rovnice otoceni souradné soustavy kolem pocatku o tthel

velikosti a jsou
x = 2’ cos(a) — ¢ sin(a) ,
cos(@) — ¢/ sina) (17.2)
y = 2’ sin(a) + y' cos(av) .

Tyto transformacni rovnice dosadime do rovnice kuzelosecky v puvodnich
kartézskych soutradnicich, tj. do rovnice

k:apn2® 4 2a102y 4 asey® + 2a131 + 2a23y + azz = 0
a dostaneme

(a11 cos?(a) + 2a15 cos(a) sin(a) 4 age 81n2(a))
2(a12(cos?(ar) — sin(a)) 4 (agy — a11) cos(av) sin(a))z'y
(a1 sin?(a) — 2a19 cos(a) sin(a) + agy cos?(a))y'? (17.3)
2(a13 cos(a) + ags sm(a))
2(—aygsin(a) + agz cos())y’ + azz = 0.

Polozime roven nule koeficient u 2’y a dostaneme rovnici
—ajasin?(a) + (age — ay1) cos(a) sin(a) + ayz cos?(a) = 0. (17.4)

Protoze o # /2, je cos(a) # 0 a vydélenim cos? () dostaneme kvadratickou
rovnici pro tan(w)

ayz tan?(a) + (a1 — agz) tan(a) —ajz = 0. (17.5)

Z aja # 0 je diskriminant této kvadratické rovnice D = (aga — a11)? +
4a2y > 0, tj. vzdy existuji dvé hodnoty oy 2, vyhovujici rovnici (17.4) (to
odpovida tomu, Ze do polohy rovnobézné s osou x mizeme otocit jeden nebo
druhy hlavni smér kuzelosecky). Z kofenovych vztaht pro rovnici (17.5) je
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tan(aq).tan(ag) = —1, tj. oy + as = /2. Vybereme si jednu hodnotu
tan(a;) a pouzitim vztaha

1 sin(a) = tan(a)

V1 + tan?(a)’ 1+ tan?(a)

dostaneme po dosazeni do (17.3) rovnici kuzelosecky v novych kartézskych
soufadnicich ve tvaru

cos(a) =

k2 bina'® + baay'® + 2b13x’ + 2basy’ +ass = 0. (17.6)

V novych kartézskych soutadnicich jsou hlavni sméry kuzelosecky rov-
nobézné s osami soufadnymi, tj. koeficient u 2’y je roven nule.

Budeme dale upravovat rovnici (17.6). Necht nejdiive plati by1 # 0 # baa.
Potom rovnici (17.6) upravime na tvar

2 2
_ by by

bir  b22

bis

0.
b11

b
)2 4 baa(y' + ﬁ)2 + ass

k: bu(:ﬁl +
b22

Transformace kartézskych soufadnic 2’/ = 2’ + Zﬁ’, y' =y + 23—2, ktera od-
povidd zméné pocatku ortonormaéalniho repéru, prevede rovnici kuzelosecky
do tvaru
k- 511(213”)2 + b22(y/,)2 + b33 =0, (177)
kde b33 = az3— % — g—z. Rovnici (17.7) potom postupem popsanym v dikazu
Véty 17.3 pfevedeme na jednu z rovnic (Ek1) — (Ek3) nebo (Ek5) a (Ek6).
Je-1i jeden z koeficientti b;; v rovnici (17.6) nulovy, mizeme bez jmy na
obecnosti predpokladat, ze je to beg (zavisi to na tom, kterou hodnotu «; si
vybereme). Potom rovnici (17.6) upravime na tvar

b b?
k- bll(.’El + E)2 + 2b23y, + asz — A3 — 9. (178)
b1 b1
Transformace soufadnic 2/ = 2/ + 22 /" = ¢/ potom pFevede rovnici kuze-

Bi1?
losecky na tvar "
k: 511(.%'/”)2 + 2b23y” + b33 =0, (17.9)

kde b33 = azs — Z%' Je—li v rovnici (17.9) by3 = 0, dostaneme po vydéleni
¢islem by; jednu z rovnic (Ek7) — (Ek9). Je-li v rovnici (17.9) bag # 0,
provedeme je$té transformaci soufadnic 7 = 2, § = 3" + lgg—g, kterd po
vydéleni rovnice ¢islem b1 pfevede rovnici na tvar (Ek4).

Postupnymi transformacemi kartézskych soufadnic jsme tak prevedli
rovnici libovolné kuzelosecky na jednu z kanonickjch rovnic z Véty 17.3.
Pokud néas zajima také polarni ortonormalni repér a transformace soutad-
nic, kterd prevede rovnici kuzelosecky do kanonického tvaru, slozime diléi
transformace a z tvaru vyslednych transformacnich rovnic ur¢ime polarni
ortonormalni repér kuzelosecky.
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IT. metoda (metoda invariantt). Tato metoda je zaloZena na tom, Ze né-
které Ciselné hodnoty, které jsou pritazeny koeficientim matice kuzelosecky,
nezavisi na zvoleném souradnicovém repéru. Takovato Cisla se nazyvaji in-
varianty kuZelosecky.

Definice 17.1. Necht k je kuzelosecka o rovnici (16.1). Realnd funkce
I(a;j) se nazyva invariantem kuZelosecky k, jsou-li jeji hodnoty nezévislé
na zvoleném sourfadnicovém repéru.

Rekneme, ze invariant I(a;;) je stupné 1, je-li I(aa;j) = o'l (as;).

Pro [ = 0 hovofime o absolutnim invariantu.

Poznamka 17.2. V predchozich ivahach jsme se jiz s nékolika invarianty
kuzelosecky setkali. Napr. hodnost kuzelosecky nezavisi na libovolnych po-
uzitych soutadnicich. Je to tedy invariant kuzelosecky v projektivni, afinni
i euklidovské roviné. Navic je tento invariant absolutni. Podobné hodnost
matice A je absolutni invariant v afinni roviné. Vsude dale, pokud budeme
hovorit o invariantech, budeme mit na mysli invarianty v euklidovské roviné,
tj. uvazované soutadnicové repéry budou ortonormalni. O

Poznamka 17.3. Stupen invariantu urcuje, jak se jeho hodnota méni pii
zméné urcujici kvadratické formy. Je-li I hodnota invariantu pfi pouziti ur-
¢ujici kvadratické formy F, pak o!I je hodnota téhoz invariantu stupné ! pii
pouziti kvadratické formy aF'. &

Poznamka 17.4. V Césti 16 jsme dokazali, Ze charakteristickd rovnice je
nezavisld na zvoleném ortonormalnim repéru. To ovSem znamenad, ze jeji
koteny i koeficienty jsou (euklidovské) invarianty kuzelosecky. Koeficienty
charakteristické rovnice jsou é&isla a1 + ago a |A|. Je tedy I (aij) = a11 + az
invariantem stupné 1 a I(a;;) = |A| je invariantem stupné 2. Podobné hlavni
¢isla kuzelosecky jsou invarianty stupné 1. &

Pro urcovani kanonickych rovnic kuzelosecky budeme potiebovat mimo
invarianti z Poznamky 17.4 jesté dalsi invarianty. Prvni z nich je diskrimi-
nant kuzelosecky.

Véta 17.4. Determinant matice kuZelosecky (diskriminant kuZelosecky) je
jejim invariantem stupné 3.

Dukaz. Mé&jme dany dva ortonormaélni repéry. Necht mé kuzelosecka vzhle-
dem k jednomu repéru matici A a vzhledem ke druhému matici B. Necht
(X) = Q(X’) + (O') je transformace kartézskych soufadnic pii prechodu od
jednoho repéru k druhému, tj. @ je ortonormalni matice. Odpovidajici pro-
jektivni homogenni sourfadnice uvazujme v normovaném tvaru, tj. posledni
soufadnice je 0 pro nevlastni body a 1 pro vlastni body. Transforma¢ni ma-

tice pro takovéto projektivni homogenni soutfadnice jsou potom dany matici
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2 /
Q= [(ST (01 )] , jejiz determinant je £1 (Q neni ortonormalni). Zde o je
nulovy vektor. Protoze B = QT AQ, je odtud |B| = |A|. Stupeii invariantu
|A| plyne z toho, ze A je fadu 3 a |aA| = o?|Al. O

Véta 17.5. Necht k je kuzelosecka, kterd ma prdvé jeden vlastni stied a vzhle-
dem k néjakému ortonormdlnimu repéru md rovnici (16.3). Pak existuje ta-
kovy kartézsky repér, Ze vzhledem k nému mad k rovnici
g 2, 1Al _
k:Ax® 4+ Xy” + A 0, (17.10)
kde \;, i = 1,2, jsou hlavni c¢isla kuzelosecky.

Dikaz. Podminka, Ze k ma praveé jeden stied, je ekvivalentni tomu, ze hod-
nost matice A je 2 (viz podminky fesitelnosti soustavy (14.7)), tj. véechna
hlavni ¢isla jsou nenulova (viz kofenové vztahy pro charakteristickou rovnici
(16.7)). Potom podle Véty 17.1 ma k v néjakém kartézském repéru rovnici

k- )\1.’E2 + )\2y2 + b3z = 0.

Protoze |A| je invariantni pfi zménach kartézskych repéru, je |A| = A1 \abss3
a odtud bss = |A|/|A|, protoze z kofenovych vztaht pro charakteristickou
rovnici je |[A| = A Ae. O

Véta 17.6. Necht k je reguldrni nestredovd kuZelosecka, kterd md wvzhle-
dem k néjakému ortonormdalnimu repéru rovnici (16.3). Pak existuje takovy
kartézsky reper, Ze vzhledem k nému md k rovnici

_ 4]

k:\x?+2 le:o, (17.11)

kde A1 je nenulové hlavni cislo kuZelosecky.

Ditkaz. Je-li k nestfedova regularni kuzelosecka, je |A| # 0 a A m4 hodnost
1, tj. charakteristickd rovnice pro matici A mé pravé jeden nenulovy kofen
A1. Potom podle diikazu Véty 17.2 mé k v néjakém kartézském repéru rovnici

k- /\11’2 + 2bo3y = 0.

Protoze |A| je invariantni p¥i zménach kartézskych repért, je |A| = —A1b3,
A
a odtud by3 = + —%. O

Poznamka 17.5. Predchozi dvé véty se tedy daji pouzit k rychlému urceni
kanonickych rovnic pro vSechny regularni kuzelosecky a singularni kuzelo-
seCky hodnosti 2, které maji pravé jeden stied (riznobézné primky). Z deviti
typt kuzelosecek se tedy daji pouzit v Sesti pifipadech. V piipadé kuzelosecky
hodnosti jedna je vzdy kanonické rovnice tvaru k : A\;z? = 0. Ve zbyvaji-
cich dvou ptipadech (rovnobézné piimky redlné nebo komplexné sdruzené)
musime definovat jesté dalsi invarianty. O

91



Uvazujme rovnici (16.5) kuzelosecky k. Definujme polynom

ail —A a2 a3

F()\) = a1 agy — A as3| — (17.12)
ais a3 ass
A — \FE (a) 2
- — T2 — Ty A+ T,
’ (a)T ass 0 1 2
kde
Iy =ass,
I't = aji1a33 — a%3 + ag2a33 — agg R (17.13)
Ty = [A].

Véta 17.7. Funkce I'()\) je invariantni pri zméndch ortonormdlniho repéru,
které zachovdvaji pocdtek.

Dukaz. Uvazujme transformacni rovnice pfechodu k novému ortonormal-
nimu repéru, ktery ma stejny pocatek jako ptuvodni repér, tj.

(X) =Q(X'),
kde @ je ortonormalni matice. V novém repéru je

E:(XNTQTAQ(X") +2(a)TQ(X') +azz3 =0

a potom
ry @7 AQ-AF QT@)| _[QTA-ARQ Q7| _
()@ ass (a)'Q ass
(@ (0 ([A-AE (a) [ Q@ (0)\]_
- ( 0 ) T
_ fl (a)| _
. Q@ (o)
protoze ©7 1 = £1. O

Véta 17.8. Necht k je kuZelosecka hodnosti 2 parabolického typu. Pak ko-
eficient I'y funkce T'(X\) je invariant kuZelosecky k.

Dukaz. Ve Vété 17.7 jsme dokazali, Zze I'; je invariantni pfi zménach orto-
normalniho repéru, které zachovavaji pocatek. Musime tedy jesté dokazat,
ze I'1 je invariantni pfi posunuti ortonorméalniho repéru do nového pocatku.
Transformac¢ni rovnice pfi zméné pocatku jsou tvaru



kde P = [p1;p2] je novy pocatek. Potom

ke (XNTAX') 4 2(A(P) + (a)T(X) + (P)TA(P) + 2(a)T (P) + as3 = 0

a
a1 — A a2 Fi(P)
P,()\) = ai2 ago — A FQ(P) y
Fi(P) Fy(P) F(P)
kde
F1(P) = anp1 + a12p2 + a3,
F5(P) = a1ap1 + axepa + azs,
F(P) = a119? + 2a19p1p2 + agops + 2a13p1 + 2a3ps + ass .
Potom

Th = a1 (a11p? + 2a12p1p2 + aep3 + 2a13p1 + 2a93p2 + azz)—
— (a11p1 + a12p2 + a13)2+
+ a22(allp% + 2a12p1p2 + a22p§ + 2a13p1 + 2a23p2 + as3)—

— (a12p1 + azp2 + a23)2 =

= (p? + p3)(a11a22 — a3y) + 2p1(a13a9e — a12a23) + 2p2(ar1ass — arzaz)+

2 2
+ aj1a33 — ajs + a22a33 — a3 .

Pro kuzelosecku hodnosti 2, ktera je parabolického typu, je hodnost matice
(au aiz a3

a2 G2 a23
0 a (a11a23 — a12a13) = 0. To ovSem znamend, ze I'} = T';. ]

) mensi nez 2 a odtud (a11a20 —a2,) = 0, (a13a22 —ajnass) =

Véta 17.9. Necht k je kuZelosecka hodnosti 2 parabolického typu, ktera md
soutadnicové vyjadrent (16.5). Potom v polarnim ortonormdlnim repéru md
k kanonickou rovnici

I'y
— =0 17.14
o, (1714

kde A1 je nenulovy koven charakteristické rovnice kuZelosecky.

ko M\a? +

Dukaz. KuZelosecka parabolického typu hodnosti dva méa pravé jeden ne-
nulovy kofen charakteristické rovnice a pfimku stfedti. Podle Véty 17.1 ma
k rovnici

k: )\1$2+b33 =0.

Podle Véty 17.8 je I'y = A1bss a odtud plyne tvrzeni Véty 17.9. O
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Poznamka 17.6. Mame-li tedy dédnu rovnici kuzelosecky (16.3), miizeme
pouze uzitim invariantt |A|, |A|, 1 a nenulovych hlavnich &isel kuzelosecky
Ai, ¢ = 1,2, snadno napsat primo kanonickou rovnici kuzelosecky. Vysledky
miizeme shrnout do nasledujici tabulky:

h(A) h(A) kanonicka rovnice typ kuzelosecky
h(A) =3 | h(A) =2 | \x? + \oy? + % = elipsy, hyperbola
h(A) =1 | M\z? +2 —‘%' y =0 | parabola
h(A) =2 | h(A) =2 | Mz? +X\y? =0 rtiznobézné primky
h(A) =1 | \z? - % = rovnobézné piimky
h(A) = 0 | neexistuje vlastni pfimka
a nevlastni primka
h(A)=1| h(A)=1|\2?2=0 dvojnasobna vlastni
primka
h(A) = 0 | neexistuje dvojnésobna nevlastni
ptrimka

Uloha 17.1. Pomoci transformaci kartézskych soufadnic urcete ortonor-
malni polarni repér a kanonickou rovnici (viz Véta 17.3) kuzelosecky k. Ur-
Cete také transformaci kartézskych souradnic, kterd prevede rovnici kuzelo-
secky do kanonického tvaru

a) k:dxy+ 3y* + 162 + 12y — 36 = 0,

b) k: 2?4 6zy +9y? — 120 +24y +15=0,
c)k:2?+2zy+y*—22-2y—3=0.

Reseni: 1. metoda:

a) Do rovnice kuzelosecky dosadime transformacni rovnice (17.2) pro oto-

¢eni soufadného repéru o tihel a kolem pocatku. Koeficient u x'y’ polozime
roven nule a dostaneme pro « kvadratickou rovnici (17.5) ve tvaru

2tan’a — 3tana — 2= 0.

Tato rovnice méa kofeny tana; = 2 a tanas = —%. Vybereme si prvni
kotfen, potom sinay = % a cosay = % Dosazenim do transformacnich

rovnic (17.2) dostaneme transformaci souradnic

oo Lo 2
\/5 \/gyv
BTNy
Y= T Y
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ktera ptrevede rovnici kuzelosecky do tvaru

40 20
k:4x’2—y’2+%x'—%y’—36:0.

Tuto rovnici upravime na tvar

.5 .10
k4($ +%)2—(y +%

Potom transformace soufadnic

)2 -36=0.

5
2 = o T+

V5
y' = y’+£,

V5
ktera odpovida posunu pocatku soufadnicového repéru do stfedu kuzelo-
secky, prevede rovnici kuzelosecky do vysledného kanonického tvaru
E:a(a")? —(y")2-36=0.

Tuto rovnici mizeme vydélit 36 a dostaneme

11\2 11\ 2

e @” W)

9 36

tj. kuzelosecka je hyperbola s délkou hlavni poloosy 3 a vedlejsi poloosy 6.

SloZenim dil¢ich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transfor-
maci ve tvaru

=1,

7 transformacnich rovnic se snadno vidi, Ze ortonormalni polarni repér je
dan novym pocétkem S = [3; —4] (stfedem hyperboly) a novymi smérovymi
= (1.2 —(=2. L
vektory e; = (\/g’ \/5) a ey = (\/5’ \/g)
b) Do rovnice kuzelosecky dosadime transformacni rovnice (17.2). Pro «
dostaneme kvadratickou rovnici (17.5) ve tvaru

3tan’a — 8tana — 3 =0.

Tato rovnice mé kofeny tana; = 3 atanag = —%. Vybereme si druhy koren,
. 1 3 ; v . .
otom sin g = ——= a cos @y = —=. Dosazenim do transformac¢nich rovnic
p 2 V10 2= V1o

(17.2) dostaneme transformaci soufadnic
1

S S B

V10 107’
__ L3
Y 10 107
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ktera ptrevede rovnici kuzelosecky do tvaru

60 60
k:10y? + —2' + —¢ +15=0.
Y10 /10"

Tuto rovnici upravime na tvar

3
V10

Potom transformace soufadnic

k:10(y +

/
= + =
Y Y o
kterd odpovidd posunu pocatku soufadnicového repéru do vrcholu kuze-
losecky, prevede rovnici kuzelosecky do vysledného kanonického tvaru (po
vydéleni 10)
6
k::y“2—|- m//:O’
W+ %
tj. kuzelosecka je parabola s parametrem p = \/ifo'
Slozenim dil¢ich transformaci souradnic dostaneme vyslednou transfor-
maci ve tvaru

T = 3 CC” + ]' y//
V10 107
1 12; 3 12;

=y — 1.
=" T gV

7 transformacnich rovnic se snadno vidi, Zze ortonormalni polarni repér je
dan novym pocatkem S = [0; —1] (vrchol paraboly) a novymi smérovymi

3 . 1 _ 1 . 3
Vektory e — (\/T—O, —\/T—O) a ey = (ﬁ, \/T—O)
¢) Do rovnice kuzelosecky dosadime transformac¢ni rovnice (17.2). Pro «
dostaneme kvadratickou rovnici (17.5) ve tvaru

tan’a—1=0.

Tato rovnice ma kofeny tan oy = 1 a tan oy = —1. Pro prvni kofen je potom
sinqy = % a cosqy = % Dosazenim do transformacnich rovnic (17.2)

dostaneme transformaci soutfadnic

oo Lo

\/5 \/§y7
*LLIZ‘/—FL/
Yy \/i \/iya
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ktera ptrevede rovnici kuzelosecky do tvaru

k22— —2'—3=0.

NI

Tuto rovnici upravime na tvar

ktera odpovida posunu pocatku soufadnicového repéru do stfedu kuzelo-
secky, prevede rovnici kuzelosecky do vysledného kanonického tvaru (po vy-
déleni 2)

k:(2")?-2=0,

tj. kuzelosecka je dvojice redlnych rovnobéznjch pfimek.
Slozenim dil¢ich transformaci souradnic dostaneme vyslednou transfor-
maci ve tvaru

7 transformacnich rovnic se snadno vidi, ze ortonormalni polarni repér je

déan novym pocatkem S = [%, %] (jeden ze stfedu kuzelosecky) a novymi
smérovymi vektory e; = (%, %) a ey = (—%; %)
IT. metoda:
0 2 8
a) Matice kuzelosecky A = |2 3 6 | a |A| = 144, tj. kuzelosecka
8 6 —36
je regularni. Déle |A| = —4, tj. kuZelosecka je sttedova a podle Véty 15.1

se jednd o hyperbolu. St¥ed je bod S = [3; —4]. Charakteristickd rovnice
kuZelosecky je A2 — 3\ —4 = 0 s hlavnimi ¢&sly \; = —1, Ay = 4. Potom
podle Véty 17.5 méa k rovnici —2'2 + 49’2 — 36 = 0, coZ upravime na tvar
z Véty 17.3 vydélenim cislem —36. Dostaneme
2 2
£ Yy
k:——-—"—+1=0,
36 9 +

a tedy k je hyperbola s délkou hlavni poloosy 3 a vedlejsi poloosy 6. Pro
A1 = —1 dostaneme jednotkovy vektor piislusného hlavniho sméru e; =
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(\_/—%; %) a pro Ay = 4 dostaneme jednotkovy vektor ptislusného hlavniho
sméru e; = (%, %) Ortonormalni polarni baze je potom dana (S;e;,es)
s transformacénimi rovnicemi

2
m——ﬁx’—i-%y'—i—&
L, 2,
= —=r +—= 4
Y /5 \/gy
1 3 -6
b) Matice kuzelosecky A = | 3 9 12| a |A] = —900, tj. kuzelo-
—6 12 15

secka je regularni. Déle |A| = 0, tj. kuZelosecka je nestfedova a podle Véty
15.1 se jedné o parabolu. Charakteristicka rovnice kuzelosecky je A2 — 10\ =
0 s hlavnimi ¢isly A\; = 10, Ay = 0. Potom podle Véty 17.6 ma k rovnici
102"% + 24/90y’ = 0, coz upravime na tvar z Véty 17.3 vydélenim ¢islem 10.
Dostaneme

6
k:2?+ —4y =0,
V10"’
3

a tedy k méa parametr p = Wik Pro A\; = 10 dostaneme jednotkovy vektor

prislusného hlavniho sméru e; = (\/%—0; J%) a pro 2\2 = 0 dostaneme jed-
Vo
je polara nevlastniho bodu sméru ej, tj. o : * + 3y + 3 = 0. Vrchol para-

boly je V' = [0; —1]. Ortonormdlni polarni baze je potom dana (V;eq,es)
s transformacénimi rovnicemi

notkovy vektor pfislusného hlavniho sméru ey = ( J—lio) Osa paraboly

RN
0 Vo
3, 1
=y -1
RV 0’
1 1 -1
c) Matice kuzelosecky A = [ 1 1 —1| a|A4| =0, h(A) = 2, tj.

-1 -1 -3
kuzelosecka je singularni hodnosti 2. Charakteristicka rovnice kuzelosecky je
A2 —2)\ = 0 s hlavnimi &sly A; = 2, Ay = 0, tj. kuZelosecka je parabolického
typu (rovnobézné piimky). Vypocteme I'y = 8 a podle Véty 17.9 ma k
kanonickou rovnici (po vydéleni 2)

k:z>—-2=0,

jedna se tedy o dvé realné rovnobézné primky.
Pro Ay = 2 dostaneme jednotkovy vektor pfislusného hlavniho smeéru
e = (%, %) a pro A2 = 0 dostaneme jednotkovy vektor piislusného hlav-

niho sméru e; = ( ). Kuzelosetka ma ptimku stiedtt z +y —1 = 0

—1. 1
V2' V2
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a za novy pocatek ortonormalniho repéru zvolime libovolny stfed, napft.
P = [1;0], potom ortonormalni polarni béze kuzelosecky k je (P;e1,e2)
s transformac¢nimi rovnicemi

1, 1 '
x xr — — ,
V2 V2
r ., 1,

y=—=2 +—=y

Poznamka 17.7. Porovname-li vysledky I. a II. metody v Uloze 17.1,
vidime, ze vysledné kanonické rovnice, ortonormélni polarni baze, a tim
i transformacni rovnice, nemusi byt v obou metodach tplné totozné. Kano-
nické rovnice se mohou liSit o zaménu koeficientd u druhych mocnin sou-
fadnic - poradi korenii v charakteristické rovnici kuzelosecky, které urcuji,
kterd souradna osa splyne s jakou osou kuzelosecky. Tomu odpovida v I.
metodé, kterou hodnotu «;, ¢ = 1,2, pouzivame v dalSich vypoctech. V pii-
padé a) jsme zvolili v I. metodé osu = souradného repéru jako hlavni osu
hyperboly, zatimco v II. metodé je osa x vedlejsi osou hyperboly. Kanonické
rovnice respektive ortonormalni polarni repéry, a tim i transformacni rov-
nice, se proto v obou metodéch lisi poradim koeficientfi u 2 a y? v kanonické
rovnici, respektive poradim smeérovych vektorti v ortonorméalnim polarnim
repéru. V piipadé b) jsme zvolili jako osu paraboly v I. metodé osu z a ve
druhé metodé osu y. Proto se kanonické rovnice paraboly lisi o zdménu sou-
fadnic = a y. Také ortonormalni polarni repér se v tomto pripadé lisi o poradi
smérovych vektort.

V pfipadé kuzelosecek, které maji pfimku vlastnich st¥edti, muzeme jako
pocatek ortonormalniho repéru zvolit libovolny vlastni stfed. Proto se mo-
hou transformacni rovnice lisit v absolutnich ¢lenech, jak je vidét v pripadé

c). &

18 Kuzelosecky jako mnoziny bodi
danych vlastnosti

Na stfedni skole se pracuje pouze s redlnou euklidovskou rovinou. Kuzelo-
secky se definuji jako mnoziny bodu, které splnuji jisté vlastnosti. V této
Casti skript si ukdzeme, Ze stfedoskolské definice kuzelosecek urcuji opravdu
realné ¢asti kuzelosecek v nasem pojeti.

Véta 18.1. Necht F' a G jsou dva rizné body v & a oznacme |FG| = 2e.
Necht rediné ¢islo a je takové, Ze a > e. Potom mnoZina bodi X v &
takovych, Ze |FX| + |GX| = 2a, je redlnd cédst (redlné) elipsy s délkami

poloos a a b = +/a? — e2.
Dukaz.
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Zvolme ortonormalni repér tak, ze body
F a GG lezi na ose = a jejich souradnice
jsou F = [—¢;0], G = [e;0]. Uvazujme X DyY
bod X = [z;y], ktery spliiuje podminku
|FX|+ |GX| = 2a. V soufadnicich je
tedy

72\,
N4

VeteP+y?+ V(@ —e) +y° =2

a umocnénim dostaneme po jednoduché
Upraveé Obr. 18.1

V(@2 4+ y2 +e2)2 — 4e222 = 2a% — (22 + % + €2).
Tuto rovnici opét umocnime a po tpravé dostaneme
22(a® — %) + a®*y? = a*(a® — €?).

Po dosazeni b?> = a? — €2 a vydéleni a?b? dostaneme, Ze soufadnice bod

splnujicich podminky nasi véty vyhovuji rovnici

2b2

=1, (18.1)

tj. lezi na realné elipse s délkami poloos a, b.

Naopak uvazujme realny bod X, ktery lezi na elipse o rovnici (18.1), tj.
jeho realné soufadnice [z;y] spliuji rovnici (18.1). Snadno se presvédcime,
ze |[FX| 4+ |GX| = 2a, kde F = [—¢;0], G = [e;0], tj. redlné body elipsy
splniuji podminky nasi véty, a tedy mnozina bodu v & uréend podminkou
|FX| 4+ |GX| = 2a je pravé realna ¢ast (redlné) elipsy. O

Poznamka 18.1. Body F', G z pfedchozi véty se nazyvaji ohniska elipsy.
Cislo e se nazyva délkovd excentricita (vijstrednost) elipsy. O

Véta 18.2. Necht F' a G jsou dva rizné€ body v 2 a oznacme |FG| = 2e.
Necht redlné ¢islo a je takové, Ze a < e. Potom mnoZina bodi X v &
takovych, ze ||[FX| — |GX|| = 2a, je redlnd cdast hyperboly s délkou hlavni
poloosy a a délkou vedlejsi poloosy b = v/ e2 — a?.

Dukaz.
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Podobné jako v dtkazu Veéty 18.1
zvolme ortonormaélni repér tak, ze body ty a,

a
F a G lezi na ose = a jejich soufadnice 1
jsou F' = [—¢;0], G = [e;0]. Uvazujme P%
bod X = [z;y], ktery spliiuje podminku {C
||FX|—|GX|| = 2a. V soufadnicich je ad
tedy F G
IWV(z+e)2+1y2—/(z—e)?+ 32| =2a D
a umocnénim dostaneme po jednoduché
upraveé

Obr. 18.2

V(@2 + 92 + €e2)2 — 4e222 = (22 + ¢ + €2) — 2a2.
Tuto rovnici opét umocnime a po tpraveé dostaneme
22(a® — &) + a*y® = a®(a® — €2).
2 2

Po dosazeni b?> = e? — a? a vydéleni a?b? dostaneme, ze soufadnice bodu
splnujicich podminky nasi véty vyhovuji rovnici

2b2

2 2
% - %2 =1, (18.2)
tj. lezi na hyperbole s délkami poloos a, b.

Naopak uvazujme realny bod X, ktery lezi na hyperbole o rovnici (18.2),
tj. jeho soufadnice [z;y] spliuji rovnici (18.2). Snadno se presvéd¢ime, Ze
|FX|—|GX|| = 2a, kde F = [—¢;0], G = [e;0], tj. redlné body hyperboly
splnuji podminky nasi véty, a tedy mnozina boda v & urcend podminkou
||FX| —|GX]|| = 2a je pravé redlna ¢ast hyperboly. O

Poznamka 18.2. Body F', G z pfedchozi véty se nazyvaji ohniska hyper-
boly. Cislo e se nazyva délkovd excentricita (vystrednost) hyperboly. &

Véta 18.3. Necht F' je bod a d je primka v & takovd, ze F ¢ d, v(F,d) =
Potom mnozina bodi X v & takovych, Ze |FX| = v(X,d), je redlnd cdst
paraboly s parametrem p.

Dukaz. Zvolme ortonormalni repér tak, Zze bod F lezi na ose y a primka
d je rovnobézné s osou z a F' = [0; —p/2|, d : y + p/2 = 0. Uvazujme bod
X = [x;y], ktery spliiuje podminku |FX| = v(X,d). V soufadnicich je tedy

P
2?+y+35)7=1ly—

&
2 2

a umocnénim dostaneme po jednoduché tapravé

z? = —2py, (18.3)
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tj. bod X lezi na parabole s parametrem p.

Naopak uvazujme redlny bod X, ktery lezi na parabole o rovnici (18.3),
tj. jeho soufadnice [x;y] spliuji rovnici (18.3). Snadno se presvédéime, Ze
|FX| =v(X,d), kde F = [0;—p/2] a d:y = p/2, tj. redlné body paraboly
spliiuji podminky nasi véty, a tedy mnozina bodt v & uréend podminkou
|FX| =uv(X,d) je pravé redlna ¢ast paraboly. O

Poznamka 18.3. Bod F' z piedchozi véty se nazyva ohnisko paraboly a pfimka

d se nazyva ridici primka paraboly. Cislo p = v(F,d) je parametr paraboly.

&

Véta 18.4. Necht F je bod a d je primka v E; a necht k > 0 je redlné c¢islo.
Potom mnozina bodi X v & takovych, Ze |FX| = kv(X,d), je redlnd cédst
kuzelosecky, kterd je

a) redlnou elipsou, jestlize F ¢ d a k < 1,

b) parabolou, jestlize F ¢ d a k =1,

¢) hyperbolou, jestlize F ¢ d a k > 1,

d) komplezné sdruZenymi riznobézkami, jestlize F € d a k < 1,

e) dvojndsobnou primkou, jestlize F € d a k=1,

f) dvogici redlnych riznobézek, jestlize F € d a k > 1.

Dikaz. Zvolme ortonormalni repér tak, ze bod F' lezi na ose x a primka
d je rovnobéznd s osou y a F' = [e;0], d : . — ¢ = 0, e > ¢. UvaZzujme bod
X = [x;y], ktery splituje podminku |FX| = kv(X, d). V soutadnicich je tedy

Vie—eP+y?=klz—¢|

a umocnénim dostaneme po tpraveé
21— k%) = 2(e — K*c)x + 2 — K2 4+ 42 =0, (18.4)

coz je rovnice kuzelosecky, a tedy mnozina bodti, které jsou uréeny podmin-
kami nasi véty, je podmnozinou realné ¢asti kuzelosecky.

A) Necht nejdiive F' € d a zvolme pocatek soufadnic do bodu F, tj.
e =c¢ = 0. Potom (18.4) ma tvar

221 -k +y*=0. (18.5)

Pro k < 1 je (18.5) rovnici komplexné sdruzenych rtiznobéznych pfimek,
které maji jediny realny bod F'.

Pro k > 1 je (18.5) rovnici redlnych riznobéznych pfimek, které se pro-
tinaji v bodé F.

Pro k = 1 je (18.5) rovnici realné dvojnasobné piimky y = 0, ktera
prochézi bodem F'.
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B) Necht F' ¢ d. Z tvaru rovnic (18.4) je zfejmé, ze mnozina bodu
urcend nasi vétou je symetricka podle soufadné osy x, tj. tato mnozina je
podmnozZinou realné ¢asti kuzelosecky, jejiz jedna osa lezi na ose x.

Zvolme nejdiive jako pocatek soutadné soustavy prisecik kuzelosecky
(18.4) s osou z, tj. vrchol kuzelosecky. To nastévéa pravé tehdy, kdyz e? =
k?c?. Ozna¢me jako p = e — c. Potom pfi nasi volbé je p > 0. Volme e = —kc
a po dosazeni do (18.4) dostaneme rovnici

y? = 2kpx + (K* — 1)z, (18.6)

Z (18.6) snadno vidime, Ze pro k = 1 je kuZelosecka parabolou s parametrem
.

Zvolme nyni pocatek soufadné soustavy tak, aby rovnice (18.4) neob-
sahovala linearni ¢len z. To lze pouze za predpokladu, ze k # 1 pouzitim
posunuti pocatku soufadné soustavy ve sméru osy z s transformaci

e —k2c ,

— — .
x—x—I—l_kQ, y=y

Potom ma kuZelosecka rovnici

k%(e — c)?
2 2 2 _
:E/ (1—k)+y' —1_7]{:2

(18.7)
Snadno se vidi, ze pro k < 1 urcuje rovnice (18.7) redlnou elipsu a pro
k > 1 hyperbolu.
Podobné jako v predchozich vétach se dokaze, ze realné body kuzelosecek
o rovnicich (18.5) — (18.7) spliuji podminky nasi véty. O

Poznamka 18.4. Je-li F' ¢ d, nazyva se bod F z predchozi véty ohnisko
kuzelosecky a pfimka d se nazyvé vidici primka kuZelosecky. V kanonickych
soufadnicich se snadno vidi, ze ridici pfimka je polarou prislusného ohniska.
Cislo p = v(F, d) se nazyva parametr kuzelosecky. Cislo k se nazyva ¢iselnou
excentricitou (vystrednosti) kuzelosecky. &

Poznamka 18.5. V dikazu Véty 18.4 jsme pouzili riznych tvart rovnic
reguldrni kuzelosecky. Rovnice (18.7) se nazyva stredovd rovnice kuzZelosecky
(pocatek soufadnicového repéru je stiedem kuzelosecky), kterd se dé pou-
7it jen pro stfedové kuzelosecky. Rovnice (18.6) se nazyva vrcholovd rovnice
kuzelosecky (pocatek souradnicového repéru je vrcholem kuzelosecky), ktera
se bézné pouziva pro paraboly. Z tvaru rovnice (18.4) mizeme snadno od-
vodit také ohniskovou rovnici kuzelosecky (pocatek soufadnicového repéru
je ohniskem kuzelosecky). Tuto rovnici dostaneme z (18.4) pii e = 0, tj.

2?4+ y% = k2(x +p)2.
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19 Cvicdeni

V nésledujicich cvicenich se soutfadnice a rovnice vztahuji k dané geometrické
béazi projektivni roviny.

19.1. Rozhodnéte, zda kuzelosecka k je regularni nebo singularni:

k: 3x% —2x129 + 3m% + 2x12x3 — 4023 + x% =0,

a4+ 23 + 23 + 22923 = 0,

: 43;% + x% + x% —4x129 + 42123 — 22090223 = 0,

a

~—

oz
> I o

: x% + 4x§ — 3x§ + 4x1x9 — 201203 — dxox3 = 0.
{ a) reguléarni, b) singularni hodnosti 2,
¢) singularni hodnosti 1, d) singularni hodnosti 2 }

19.2. Vypoctéte spolecné body primky p a kuzelosecky k:
a)p:x1+2wo—x3=0, k: x%—l—az%—4x§—2x1x2+3x1x3+3x2$3 =0,
b)p:bry—x93—5x3=0,k: 33%73x%+3x§—2x1x274x1x376x2x3 =0.

{a) = (1;0;1), P, = (-11;1),

b) P = (1;0;1), P, = (1;-5;2) }
19.3. Urcete vzdjemnou polohu pfimky zadané body A = (2;—-1;3), B =
(0;0;1) a kuzelosecky

k: x% — 2x§ + 129 + 3x123 + 629223 = 0.
{ Ptimka je tvofici pfimkou kuzelosecky }
19.4. Urcete singularni body kuZelosec¢ek ze cviceni 19.1.

{ a) nema4 singularni body, b) (—1;0;1),
c¢) pfimka singuldrnich bodt 2x; — x9 + 3 =0,
d) (-2;1;0) }
19.5. Ukazte, ze body A = (4;0;1) a B = (4;—3;1) jsou polarné sdruzené
(konjugované) vzhledem ke kuzelosecce
k:92% + 1623 — 14423 = 0.
19.6. Na pfimce p : 1 +3x2+23 = 0 najdéte bod polarné sdruzeny s bodem
(5;1;1) vzhledem ke kuzelosecce

k: Gx% + 9x% — 7x§ — 62120 — 122123 + 1429203 = 0.

{ (-7:2;1) }
19.7. Urcete rovnice tecen kuzelosecky
k: 33;% + 23;% + 2x129 + 3x123 — 4903 =0
v bodech 7 = (—2;1;1) a Th = (—2;3;1).
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{tl27:L‘1—|—4l‘2—|—10:173:0,t2:3{L‘1—45L‘2+18£L'3:0}

19.8. Ukazte, ze pfimka ¢ je tecnou kuzelosecky k a urcete bod dotyku:
a)t:dry+azo—23=0,k: 393% 733% 73x§+2x1x2+6x1x3+4x2x3 =0,
b) t: Taq +4as + 1023 = 0, k : 323 4+ 223 + 22122 + 32123 — 42973 = 0.
{a)T=(0;1;1); b) T = (2;-1;-1) }
19.9. Urcete podminku, aby piimka ¢ : 1 + x2 + axs = 0 byla tecnou

kuzelosecky
k- a:% + x% — 330% + x129 + 22123 + 3x0203 = 0.
{3a%>-10a—-13=0}
19.10. Urcete rovnici spojnice bodi dotyku tecen vedenych z bodu (3;1;1)
ke kuzelosecce
k: 3:1:% + Sx% — 4x§ — 2x120 + 4x123 + 42023 = 0.
{ Hledan4 spojnice bodt dotyku je polarou daného bodu, tj.
b5x1 +xe+2x3 =0}
19.11. Pomoci transformace projektivnich homogennich soufadnic urcete
normalni rovnice a projektivni typ kuzelosecky k ze cviceni 19.1. Urcete
transformacni rovnice, které prevadéji rovnici kuzelosecky do normalniho
tvaru.
{ a) y3+y3—y3 = 0; redlnd regularni kuzelosecka; r1 = %yl,
w2 = Y1+ ys, 13 = =y + 2 + 248,
b) 2 + y3 = 0; dvojice komplexné sdruzenych ptimek; r1 =
Y1 — Y3, T2 = Y2, T3 = Y3,
c) y? = 0; dvojnasobnd piimka; r1 = y2, 2 = y1 + 2y2 + U3,
T3 =ys,
d) y? —y3 = 0; dvojice realnych pifmek; x1 = y; + %yg —2ys,
T2 = 2y3, T3 = Y2 }
V nasledujicich cvicenich se soufadnice a rovnice vztahuji k danému afin-
nimu repéru v afinni roviné.

19.12. Urcete rovnici kuzelosecky k, ktera prochazi body A = [0;0], B =
[0;3], C =[6;0], D = [2;2], E = [-2;1].

{k:2?+4vy+4y> — 62— 12y =0}

19.13. Urcete priunik kuzelosecky
k:x?—2xy —3y? —4rx — 6y +3=0
s ptimkou p:

a)p:br—y—5=0,
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b)p:x+3y=0,
c)p:x+4y—1=0,
d)p:x—3y=0.

{ a) dva realné rtizné body [1;0], [%, —g],

b) dva komplexné sdruzené body [4(15\/3); —4(1i1i\/§)],
¢) dvojnasobny bod [1;0],
d) [3; %], druhy prusecik je nevlastni bod sméru ((3;1)) }
19.14. Urcete singularni body kuzelosecky k:
a) k:22? —ay—y? — 150+ 3y — 18 =0,
b)k:2?+zy—y—1=0,
c)k:x? —2zy+y’+x+y=0.
{ a) nema singularni body, b) [1; —2],
¢) nevlastni singularni bod sméru ((1;1)) }
19.15. Urcete polaru p bodu P vzhledem ke kuZzelosecce k:
a) P=[-2;1], k: 222 —oy —y?> — 152 + 3y — 18 =0,
b) P=[1;-1], k: 922 — 42y + 6y> + 62 —8y +2 =0,
c¢) P je nevlastni bod uréeny smérem ((—1;1)),
k : 522 4 4xy + 8y? — 322 — 56y +80 = 0.
{a)p:24z —3y+3=0,b)p: 142 — 12y +9 =0,
c)p:x—2y+4=0}
19.16. Bodem M vedte teény ke kuzelosecéce k. Urcete také souradnice bodi
dotyku:
a) M =1[0;0], k: 322 + Tay + 59> + 4+ 5y +1 =0,
b) M = [3;4], k:22% — 4oy +y> — 22 +6y—3=0,
c) M =[-21], k:32% + 22y + 2y*> + 32 — 4y = 0.

{ a) tl:2a:+5y:0,T1:[—1;%];t212$+y:07

1o = [%7_%]7
b)t1:7r—2y—13=0,T1 =[1;-3];t2: 2 —3 =0,
T2 = [_97_1]7

c) M € k, proto mé tloha jediné feseni ¢ : 7Tx + 4y +10 =0
a bod dotyku je bod M }
19.17. Urcete rovnice tecen kuzelosecky
k:a?+axy+y?+20+3y—3=0,
které jsou rovnobézné s primkou 3x + 3y — 5 = 0. Urcete také souradnice
bodt dotyku.
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{ti:x24+y—-1=0,T1 = [1;0]; t2 : 3z +3y + 13 = 0,
T =[5
19.18. Urcete rovnici kuzelosecky k, ktera prochéazi poc¢atkem souradné sou-
stavy, dotyka se pfimky 4x + 3y +2 = 0 v bodé [1;-2] a piimky x —y—1 =0
v bodé [0;-1].

{k:622+ 30y — 9> +20—y=0}

19.19. Urcete stfed kuzelosecky k:
a) k:a?—2xy+2y?> —4r —6y+3=0,
b) k : 4% + 10xy + 5y? — 2 — 4y +3 =0,
c)k:x? —2zy+y? —4x—6y+3=0,
d) k:2z?+2zy+y? +2r+2y—4=0.
{a) [7;5], b) [1; —2], ¢) nema vlastni stied, nevlastni stted je

5
uréen smérem vektoru (1; 1), d) pfimka stfedia z+y+1 =10

}
19.20. Urcete asymptoty kuzelosecky k:
a) k:322 + 102y + Ty? +4x+2y+1=0,
b) k: 10zy — 2y* + 6z + 4y —21 =0,
c)k:222 —3xy —x+3y+4=0.
{a)a;:6x+14y+11=0,a2:2x+2y—1=0,
b)a :5y+3=0,as:25x—5y+13=0,
c)a;:2x—3y+1=0,a2:2—-1=0}
19.21. Urcete rovnici kuzelosecky k, ktera prochazi bodem A = [3; 0], sméry
uréené vektory (3;2) a (1;—1) jsou sméry asymptot a kuzelosecka ma stied
v bodé [0; —1].

{k:222 —2y—3y> —2—6y—15=0}

19.22. Urcete primeér kuzelosecky k
a) prochazejici bodem M = [1; 2], k : 322 — 22y +3y* +4x+4y—4 =0,
b) rovnobé&zny s ptimkou 2z —y+5 = 0, k : 222 +4xy +5y°> —8x+6 = 0.

{a)z+2y+3=0, b)2r—y—8=0}

19.23. Urcete spolecény prameér dvou kuzelosecek
ki:a?—ay—y>—ox—y=0,
ky:a?+2zy+y*—x+y=0.

{52 +5y+2=0}
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19.24. Pro kuzZelosecky ze cviceni 19.19 urcete normalni tvar rovnic, afinni
typ, normovany polarni afinni repér a transformace afinnich nehomogennich
soufradnic, které prevadéji danou rovnici kuzelosecky do normalniho tvaru.

{a) 22+1y2—1 = 0; redln4 elipsa; (P;e;, e2), kde P = [T; 5],
e1 = (v26;0), ex = (v/26;v26); z = V262’ + v26y' + 7,
y =26y +5,

b) 2/ — /2 + 1 = 0; hyperbola; (P; ey, es), kde P = [1; —%],
e1=(0;5), e2= (= 5)i v = =y + 1,y =52/ = Joy/ = 3,

c) 2’2 — 2y’ = 0; parabola; (P;e;,ez), kde P = [1—91;%,
e1 = (1;0), e2 = (533)s 2 =2+ 3/ + {5, ¥ = 5 — 15,

d) 22 — 1 = 0; dvojice realnych rovnobé&znych piimek;
(P;e1,e), kde P = [-1;0], e; = (v/5;0), e = (—1;1);

r=br'—y —1,y=19"}
V nésledujicich cvicenich se soufadnice a rovnice vztahuji k danému or-
tonormalnimu repéru v euklidovské roviné.

19.25. Urcete charakteristickou rovnici, hlavni ¢isla a hlavni sméry kuzelo-
secky k:
a) k:3x® + 4wy +5y2 +22 -y +7=0,
YEk:x? +6xy — Ty’ +2=0,
Yk:a? +doy+ 4y + 22 +3y =0,
YEk:az?+9y? 4 +6y—2=0.

o o

o,

{a) A2—8\+11 = 0; \; = 4++/5 odpovidad u; = (2;1++/5),
Ao = 4 — /5 odpovida u; = (2;1 — /5),
b) A2 46X — 16 = 0; A\; = 2 odpovida u; = (3;1), Ao = —8
odpovidd u; = (—1;3),
c) A2—5X = 0; \; = 5 odpovida u; = (1;2), A2 = 0 odpovida
up = (2-1),
d) A2 =2\ +1=0; A\12 =1 a kazdy smér je hlavni }
19.26. Urcete odchylku danou hlavnimi sméry kuzelosecky k a smeéry os
daného ortonormaélniho repéru:
a) k3202 4+ 522y — Ty? +180 =0,
b) k : 5z + 62y + 59> —32=0,
k:b5z% — 6y +5y2+8=0,
d) k:172% — 122y + 8y> =0,
k:5x2 4 24y — 5y = 0.

{ a) tan(a) = =2, b) a = 45°, ¢) o = 45°,
d) tan(a) = 2, e) tan(a) = % }

@)
~—
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19.27. Urcete osy kuzelosecky k:
a) k:5x% + 24xy + 75y% — 362 + 6y +1 =0,
b) k: 722 + 26xy + Ty? + 422 = 0.
{a)oj:x+6y=0,00:6x—y—37=0,
b) 01 :20z+20y +21=0,02:2x -2y —7=0}
19.28. Urcete osy a vrcholy kuzelosecky k:
a)k:22-3zy+y>+1=0,
Yk:322 + 20y + 3y + 62 —2y—5=0,

o

c) k:ax?+day+4y? —62—-2y+1=0,
d) k:3y* +2r —6y+5=0.
Vaz[—ﬁ;ﬁ],WZ[ﬁ;—ﬁ],
b) oy : 2 +2y+1 =0,V = [—5%\/@;%]7 Vo =

[752\/@ +3—4\/ﬁ]; opix—y+1=0,V;= [—542/5; 3+21/E]7

V= [—5%@; %] ’

c) jedind osa o : x + 2y — 1 = 0, jediny vrchol V = [%, %],

d) jedind osa 0 : y — 1 =0, jediny vrchol V = [-1;1] }
19.29. Pomoci transformaci kartézskych souradnic urcete typ a kanonickou

rovnici (viz Véta 17.3) kuzelosecky k. Urcete také transformaci kartézskych
souradnic, kterd prevede rovnici kuzelosecky do kanonického tvaru:

a) k:32% 4+ 10zy + 3y? — 22 — 14y — 13 =0,
b) k : 2522 — l4zy + 25¢% + 64z — 64y — 224 =0,

c) k:dxy+3y? + 16z + 12y — 36 =0,
d) k: 722 + 62y —y? +28x+ 12y +28 =0,
e) k: 1922 + 6xy + 11y + 382 + 6y + 29 =0,
f) k: 522 — 2zy + 5y? — 42 + 20y + 20 =0,
g) k: 922 — 24zy + 16y% — 20z + 110y — 50 = 0,
h) k: 922 + 12zy + 4y? — 242 — 16y +3 =0,

k

: 1622 — 242y + 9y? — 160z + 120y + 425 = 0.
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{ a) hyperbola; 2/2 — % =1 0= o=y | 2, y = 'ty 1,

V2 V2
. 72 12 0 I
b) elipsa; §5 + Y- =L o= * — 1, y = "2 + 1,
A T ISR T _ 2ty oy,
c) hyperbola; &~ — 4= = 1; x = -3y =22 4
d) dvojice rtiznobéznjch piimek; z'2 — 4y'2 = 0; » =
z'+3y’ 2 _ =3x'+y
\/E y Y= \/E )
. . , ’ . / 3 /
e) imaginarni elipsa; 22 + 2y2 = —1; 2 = HTdy -1,
_ =3d'+y
y_ \/ﬁ 9
f) komplexné sdruzené rfiznobézky; 2x'2 + 3y'2 = 0; x =
Z,l_y/ _ JC/-‘ry, B 2
v YT e TS
g) parabola; y'? = 22'; z = % -3, y= _3r/5_4y/ +2,
h) dvojice realnych rovnobézek; 22 = 1; z = 33&\//_1%91 +
4 22743y
Vi3’ Yy = Vi3
i) dvojice komplexné sdruzenych rovnobézek; y'2 = —1;
T = 31;43/7 y = 4x45r3y _4}

19.30. Metodou invariantt urcete typ stiedové kuzelosecky k a délky jejich
poloos:

a) k: 4122 + 242y + 9y? + 24z + 18y — 36 = 0,
b) k : 822 + dxy + by? + 16z + 4y — 28 = 0,

c) k : 4z? + 24wy + 11y? + 64x + 42y + 51 = 0,
d) k: 1222 + 262y + 12y% — 520 — 48y + 73 =0.

{ a) elipsa o poloosach délky 3 a 1,
b) elipsa o poloosach délky 3 a 2,
¢) hyperbola o polooséch délky 2 a 1,
d) hyperbola o polooséch délky 5 a 1 }
19.31. Metodou invariant® ovérte, ze kuzelosecka k je parabolou a urcete
jejl parametr:
a) k: 922 + 242y + 16y% — 1202 + 90y = 0,
) k922 — 24zy + 16y% — 5dx — 178y + 181 =0,
) k:a? — 22y +y*+ 62— 14y +29 =0,
) k922 — 62y + 3% — 50z + 50y — 275 = 0.

o

¢}

k
k

[oN)

{ a) parabola s parametrem 3, b) parabola s parametrem
3,

c) parabola s parametrem /2, d) parabola s parametrem
V10 }
2
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19.32. Urcete prunik kuzelosecek ki a ko:
a) ky:22% + 22y +y? — 62 +2y —8=0,
ky:2? —1loy —y? + 272 — 11y +26 =0,
b) ki : 222 — 3xy 4+ 2y% — 22 — 2y =0,
ko : 522 + 162y + 5y> — 5z — 5y =0,
c) ky:da? —12zy+9y2 +42 -6y +1=0,
ky: 222+ 2y —6y? —5x+ 11y —3 =0,
d) k12?2 —9?>=0,ky:2y—1=0.
{ a) KuzZelosecky maji dva dvojnasobné pruseciky (maji
v téchto bodech spole¢nou teénu) [0;2], [—1;0],
b) dvojnésobny prisecik [0;0], a dva jednondsobné realné
pruseciky [0; 1], [1;0],
c) pifimka p:2x —3y+1=0,
d) ¢tyfi razné jednondsobné priseéiky, z toho dva realné
[1;1], [-1; —1] a dva komplexné sdruzené [i; —i], [—i;3] }
19.33. Je dana elipsa e : 2522 4 4y? — 100 = 0 a kruznice k : 22 + y? = r2.
Urcete, pro ktera r se elipsa s kruznici
a) protinaji ve ¢tyfech realnych rtznych bodech,
b) dotykaji,
¢) protinaji ve ¢tyfech imaginarnich bodech .
{ a) r < 2 kruznice lezi uvnitf elipsy, > 5 elipsa lezi uvnitf
kruznice, b) r=2ar=5,c)r € (2;5) }

19.34. Pro jaké c vytina kuzelosedka k : 222 —3zy + 4> — T +cy+4 =0
na ose y tétivu délky 3.
{ M =5 A=-5}

19.35. Mostni oblouk mé tvar oblouku paraboly. Jeho délka je 48 m a vyska
12m. Urcete parametr této paraboly.

{p=-24}

19.36. Dokazte, ze te¢na paraboly v libovolném bodé svira stejny tihel s osou
paraboly, jako se spojnici ohniska a bodu dotyku.

19.37. Je déana hyperbola h : b>x? — a?y? = 1 a jeji bod M|[z;y]. Vypoctéte
plosny obsah rovnobéznika, kterého dvé strany lezi na asymptotach hyper-
boly a jednim jeho vrcholem je bod M.

ab

{ Plo$ny obsah nezavisi na volbé bodu M a je roven P = 5

}
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Kapitola 5

TEORIE KVADRIK

20 Kvadriky v projektivnim prostoru

Necht P3 je 3-rozmérny realny projektivni prostor s aritmetickym zakladem
V4. Necht V4‘C je komplexni rozsifeni prostoru V; definované v Césti 1. Pro-
jektivni komplexni prostor s aritmetickym zakladem Vf budeme nazyvat
komplexnim rozsirenim projektivniho prostoru Ps a oznacovat P}E. Reélny
projektivni prostor P3 potom muZeme uvazovat jako podmnozinu (ne pod-
prostor) v komplexnim projektivnim prostoru P5, totiz bod X = (x) € P3
praveé tehdy, kdyz existuje jeho aritmeticky zastupce x € V; C Vf.

Body X lezici v P C Pzﬁ)c budeme nazyvat redlné body a body z ch
nelezici v P3 budeme nazyvat imagindrni body. Podprostor v Péc, ktery
vznikne jako komplexni rozsiteni podprostoru v P3, budeme nazyvat rediny
podprostor a podprostor v Pg , ktery nevznikne jako komplexni rozfifeni
podprostoru v Pz, budeme nazyvat imagindrni podprostor v Pf?.

Definice 20.1. Nechf F je nenulové kvadratickd forma na Vj a FC je
jeji komplexni roziffeni. Mnozinu bodiit X = (x) € PY takovych, ze
FC(x) = 0, nazyvame kvadrikou v projektivnim prostoru Péc a znacime
K : FC(x)=0.

Poznamka 20.1. Podobnou tvahou jako v Poznadmce 12.1 ukéZeme, Ze nase
definice mé smysl. O

Poznamka 20.2. Snadno se nahlédne, Ze dvé nenulové kvadratické formy
F a G urcéuji tutéz kvadriku K prave tehdy, kdyz existuje nenulové a takové,
7e G = aF. ¢

Definice 20.2. Je-li K NP3 = (tj. kvadrika neobsahuje zadny redlny
bod), nazyvame kvadriku K formdlné redlnou nebo imagindrni.
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Uvazujme nyni geometrickou bazi

4
(01 = (u1),...,04 = (uy), E = <Z w,)) (20.1)

prostoru P3. Z definice geometrické baze a vlastnosti komplexniho rozsi-
feni vektorového prostoru vyplyva, ze (20.1) je soucasné i geometrickou bazi
projektivniho prostoru Péc. Pfitom bod X je realny pravé tehdy, kdyz jeho
projektivni homogenni soutadnice vzhledem ke geometrické bézi (20.1) jsou
realnd Cisla a je imaginarni pravé tehdy, kdyz alespon jedna soufadnice je
komplexni ¢islo s nenulovou imaginarni ¢asti. Vyjadfeme nyni rovnici kvad-
riky K : F®(x) = 0 v geometrické bazi (20.1). Nechf bod X mi v bézi
(20.1) projektivni homogenni soufadnice (x1,...,24). Potom bod X € K
pravé tehdy, kdyz

4 4 4
F(C(X) = f(C(Z T;4;, ijuj) == Z Qi L5 = 0, (202)
i=1 7=1

i,j=1
kde A = (a;j) = (f(us,u;)) je matice kvadratické formy F' v bazi ui,...,us
prostoru Vj. Pii ztotoznéni X se sloupcovou matici projektivnich homogen-
x1
nich soufadnic, tj. (X) = | : |, miZeme psét
T4
air ... a4 I
K (.rl . .%‘4) = 0,
ailqg ... aq4 T4

nebo zkracené
K: (X)TA(X)=0. (20.3)

Poznamka 20.3. ProtozZe jsme v definici kvadriky pouZili komplexni rozsi-
feni redlné kvadratické formy, jsou koeficienty a;; v matici A kvadriky redlna
¢isla, zatimco proménné souiadnice mohou byt i ¢isla komplexni. &

Definice 20.3. Hodnosti kvadriky K : F®(x) = 0 rozumime hodnost
kvadratické formy F', tj. jeji matice A. Je-li kvadraticka forma F regulérni,
nazveme kvadriku K reguldrni kvadrikou a je-li F' singularni kvadraticka
forma, nazveme kvadriku K singuldrni kvadrikou.

Véta 20.1. Hodnost kvadriky nezavisi na zvolené geometricke bdzi.

Dikaz. Véta 20.1 je pfimym disledkem Véty 8.2. O
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Definice 20.4. Nechf K : F%(x) = 0 je kvadrika v PS. Body
P = (p),R = (r) € PS se nazjvaji poldrné sdruzené (nebo konjugo-
van€) vzhledem ke kvadrice K, jestlize fC(p,r) = 0. Bod P nazveme
singuldrnim bodem kvadriky K, je-li polarné sdruzen vzhledem ke K se
vSemi body prostoru Pg. Bod, ktery lezi na kvadrice K a neni jejim
singularnim bodem, nazveme reguldrnim bodem kvadriky K.

Poznamka 20.4. Protoze plati fC(ap, fr) = aBfC(p,r), nezavisi Definice
20.4 na volbé aritmetickych zastupci boda P a R. &

Véta 20.2. Necht K je kvadrika a P je jeji singuldrni bod. Necht R € K
a R # P. Potom

(1) Bod P lezi na K.
(2) Vsechny body primky PR leZi na K.

Dikaz. Dukaz je totozny s diikazem Véty 12.3. O

Véta 20.3. Necht kvadrika K : FC(x) = 0 md v néjaké geometrické bdzi
prostoru P rovnici (X)TA(X) = 0. Potom body P = (p1,...,p1) a R =
(r1,...,r4) jsou poldrné sdruzené vzhledem ke K pravé tehdy, kdyz

(P)TA(R) = 0.
Bod P je singuldrnim bodem K prdvé tehdy, kdyz matice A(P) je nulovd.

Dtikaz. Dtikaz je pfimym diisledkem Definice 20.4. O

Rozepsanim podminky pro singularni bod v projektivnich homogennich
soufadnicich dostaneme, ze P = (p1,...,ps) je singularnim bodem K pravé
tehdy, kdyz jsou jeho soutadnice fesenim néasledujici soustavy homogennich

linearnich rovnic
a1l +"'+CL14I4 = 0,

(20.4)
1471 + -+ ag474 =0,
tj. F1(x) =0,...,Fy(x) = 0.
Dusledek 20.1. Reguldrni kvadrika nemd Zadny singuldrni bod. Singuldrni

kvadrika hodnosti h (h = 1,2,3) md redlny podprostor singuldrnich bodi
dimenze (3 — h).

Dukaz. Dukaz je pfimym dusledkem podminek pro feSitelnost soustavy
(20.4). O

Véta 20.4. Necht K : FC(x) = 0 je kvadrika a P = (p) je bod, ktery neni
singularnim bodem K. Pak mnoZina vSech bodi X = (x) poldrné sdruzenyjch
s bodem P je rovina m s rovnici w: f*(p,x) = 0.
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Diikaz. P = (p) neni singularnim bodem K. Potom f€(p,x) je nenulova
linearni forma na VZC a vime, ze mnozina vektord x, které ji nuluji, je pod-
prostor Vf dimenze 3. Ten urcuje projektivni podprostor v 795)? dimenze 2,
tj. rovinu. O

Definice 20.5. Rovinu 7 z Véty 20.4 budeme nazyvat poldrni rovinou
bodu P vzhledem ke kvadrice K a naopak bod P budeme nazyvat polem
roviny .

V geometrické bazi (Og;...;04, F) jsou body P, X déany projektiv-
nimi homogennimi soutadnicemi P = (p1;...;p4), X = (z1;...;24) a r0-
vina 7 polarné sdruzenych bodd s bodem P méa soufadnicové vyjadieni
7: PTAX =0, coz miiZzeme piepsat ve tvaru

m: Fi(p)z1+ -+ Fu(p)za =0.
Dostavame tak obecné vyjadifeni polarni roviny bodu P.

Véta 20.5. (O vzajemnosti pélu a polarni roviny) Necht K je kvadrika
a P, R jsou dva nesinguldrni body. LeZi-li bod P v poldarni roviné bodu R,
pak bod R lezi v poldrni roviné bodu P.

Dikaz. Dikaz je totozny s dikazem Véty 12.7. O

Poznamka 20.5. Pro regularni kvadriku K je pfifazeni polarni roviny vza-
jemné jednoznacné zobrazeni z mnoziny bod@ na mnozinu rovin. Opravdu,
je-li a1 a1 + - 4 aqzq4 = 0 obecné vyjadieni néjaké roviny v pevné zvo-
lené geometrické bazi, potom soutadnice jejiho pélu splnuji soustavu rovnic
Fi(p) = kay,...,Fy(p) = kayq a pro dany parametr k£ ma tato soustava
jediné feseni pravé tehdy, kdyz je matice A regularni. Zavislost na parame-
tru k je linearni, tj. feSeni je jednodimenzionalnim podprostorem ve Vf, tj.
bodem v PF. &

Véta 20.6. Necht K : FC(x) = 0 je reguldrni kvadrika a A = (a), B =
(b) € 77§,C jsou dva rizn€ body. Oznacme «, B poldarni roviny bodi A, B.
Potom poldrni roviny vsech bodu primky p = AB tvori svazek rovin uréeny
rovinams o, 8. Naopak poldrni rovina libovolného bodu osy svazku g = aN
obsahugje primku p = AB.

Dukaz. Protoze A # B, je polarni rovina a ruzna od polarni roviny g
(viz Poznamka 20.5). Potom roviny a : fC(a,x) = 0a 8 : fC(b,x) =0
tvori svazek rovin. Uvazujme piimku p = AB. Polarni rovina libovolného
bodu P = kA + IB € p, kde alespoti jedno ¢islo k,[ je nenulové, je m :
fC(ka+1b,x) = 0 a z vlastnosti bilinearnich forem je

7k fSa,x) +1f5(b,x) =0,

coZ znamena, ze m patfi do svazku rovin urceného rovinami « a (.
Oznacme q¢ = a N B. Pro libovolny bod @ € ¢ z Véty 20.5 vyplyva, Ze
polarni rovina bodu () obsahuje body A, B. O
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Poznamka 20.6. Pro regularni kvadriku K je tedy libovolné piimce p jed-
noznacné prifazena primka q jako osa svazku polarnich rovin boda primky p.
Primka ¢ se nazyva poldrné sdruzend primka k primce p vzhledem ke kvad-
rice K. Je-li ¢ polarné sdruzend pifimka s pfimkou p vzhledem ke kvadrice
K, je i p polarné sdruzena pfimka s pfimkou ¢ vzhledem ke kvadrice K.
Polarni sdruzenost primek vzhledem k regularni kvadrice je tedy involutorni
bijekci na mnoziné piimek prostoru Péc. &

Véta 20.7. Necht K je kvadrika a o je redindg rovina v PS. Potom bud
a C K, nebo anN K je kuzelosecka v a.

Dukaz. Necht o mé aritmeticky zdklad US C V,F. Potom F|U; je kvad-
ratickd forma na Us. Je-li F|Us nulova kvadratickd forma, je « C K. Je-li

F|Us nenulové kvadratickd forma, uréuje mnozina nulovych vektoru formy
FCUY kuzelosecku v a. O

Véta 20.8. Necht K je kvadrika, ktera md prdvé jeden singuldrni bod P,
a « je redlnd rovina, kterd neprochdzi bodem P. Pak K N « je reguldrni
kuzelosecka v .

Dukaz. Dtikaz provedeme sporem. Necht je nejdfive rovina a souc¢asti kvad-
riky K. Potom spojnice libovolného bodu « se singularnim bodem P je podle
Véty 20.2 soucasti K. To ale znamend, zZe cely prostor je soucasti K, a to je
ve sporu s Definici 20.1. Je tedy podle Véty 20.7 K N « kuZelosecka.

Necht nyni K : F€(x) = 0. Pfedpokladejme, 7e Q = (q) je singularnim
bodem kuzelosecky K N a, tj. f€(q,x) = 0 pro viechny body X = (x) € a.
Zvolme redlnou geometrickou bazi P,Q, Ry, R, R; € a, i = 1,2, prostoru
P, tj. X = BP+7Q+01R1+03Re, X € PS. Potom fC(q,x) = BfC(q,p)+
vf%(a,q) + 61f%(a,r1) + 62fC(q,r2) = 0, tj. Q je vzhledem ke K polérné
sdruzen se vSemi body prostoru Pf? a je to tedy singularni bod kvadriky K.
To je ovSem spor s predpokladem, ze P je jedinym singuldrnim bodem K,
a tedy K N« musi byt regularni kuzelosecka. O

Véta 20.9. Necht K je kvadrika a p je redlnd primka v PS. Potom bud
p C K, nebo pN K je dvojice bodu, které mohou byt komplexné sdruzZené,
redlné ruzné, nebo redlné totoziné (dvojndsobny bod).

Dikaz. Dikaz je totozny s dikazem Véty 12.8. O

Véta 20.10. Necht K je kvadrika, kterd md prdvé primku singuldrnich bodi
D, a q je redlnd primka, kterd nemd s primkou p spolecné body. Pak K Ngq
je bud dvojice komplexné sdruZenych bodi, nebo dvojice redlnych riznych

bodi.

Dukaz. Dukaz provedeme sporem. Nechf je nejdiive piimka ¢ soucésti
kvadriky K. Potom spojnice libovolného bodu ¢ s libovolnym bodem p je
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podle Véty 20.2 soucasti K. To ale znamend, Ze cely prostor je soucasti K,
a to je ve sporu s Definici 20.1.

Je tedy podle Véty 20.9 K N ¢ dvojice bodt. Necht nyni K : F€(x) = 0.
Piedpokladejme, ze Q = (q) je dvojnasobnym bodem K N g. Potom Q je
polarné sdruzen se vSemi body pfimky ¢. Opravdu, je-li R # @ jiny bod
primky ¢, je paramatrické vyjadreni g tvaru X = Q) +vR a K Nq vede na
rovnici 287f%(q,r) + v2fC(r,r) = 0. Z piedpokladu, Ze Q je dvojnasobny
bod, musi mit tato rovnice dvojnasobny kofen v = 0. To je mozné pouze
tehdy, kdyz f(q,r) = 0, a tedy Q a R jsou polarné sdruzeny vzhledem ke
K. Zvolime-li nyni redlnou geometrickou bazi P5 se zakladnimi body P, Ps,
Q, R, P; € p, dokdzeme stejné jako v dikazu Véty 20.8, Ze @ je singularnim
bodem K, a to je ve sporu s predpokladem, ze mnozina singularnich bodu K
je pravé primka p. Tedy K N q je bud dvojice komplexné sdruzenych bodt,
nebo dvojice realnych ruznych bodi. O

Uloha 20.1. Urcete hodnost kvadriky K a pro singularni kvadriku urcete
mnozinu jejich singularnich bodi:

a) K : w% - 2m% - 5:@21 —4x 129 — 82123 + 62924 = 0,

b) K : x% + 31:% + 8:1:% + 6:1:?1 + 22120 + 8xoxs — 4x174 + 81374 = 0.

1 -2 -4 0
-2 -2 0 3
-4 0 0 0

0o 3 0 -5
tj. K je regularni kvadrika a nemé singularni body.

Reseni: a) Matice kvadriky A = mé hodnost 4,

1 1 0 -2
. . 1 3 4 0 . . L
b) Matice kvadriky A = 0 4 8 4 | M hodnost 2, tj. K je sin-
-2 0 4 6
gularni kvadrika. Soufadnice singularnich bodt splnuji soustavu rovnic
1+ T2 — 224 =0,
T, + 3x2 + 4x3 =0,

4x9 +8x3+4x4 =0,
—2xq +4x3+6x4 =0.

Resenim je vektorovy podprostor L((2;—2;1;0),(3; —1;0;1)), ktery je arit-
metickym zakladem prfimky singularnich bodt o parametrické rovnici p :
X = k(2;-2;1;0) +1(3; —1;0; 1). Obecna rovnice pfimky singuldrnich bodu
je potom

I —21‘3—31‘420,
To+2x3+x4=0.
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Uloha 20.2. Uréete polarni rovinu bodu P = (1;2;0;1) vzhledem ke kvad-
rice

K : x% —|—3x% - x% —i—:ci + 2x1209 — 42174 + 22324 = 0.

1 1 0 -2
5 . . 1 3 0 0 o
Reseni: Matice kvadriky A = 0 o0 -1 1| Potom hodnoty pii-
-2 0 1 1
druzenych linearnich forem pro bod P jsou Fi(p) = 1, Fo(p) =7, F3(p) =1,
Fy(p) = —1 a rovnice polarni roviny je 7 : x1 + Tzg + 3 — x4 = 0.

Uloha 20.3. Pro kvadriku z Ulohy 20.2 uréete pdl roviny
T:x1+2x9 —3r3+x4=0.

Regend: Souradnice pélu P = (p1;pa; ps3; p4) jsou fesenim soustavy line-
arnich rovnic

p1+ P2 —2p=k,
p1+ 3p2 =2k,
—p3 +pa = =3k,
—2p +pstpa=k.
Soustavu vyfesime v zavislosti na parametru k. Dostaneme p; = %k:, po =
%k, p3 = %k, Py = %k a volbou k = 4 dostaneme pdl P = (5;1;13;1).
Uloha 20.4. Uréete priiseciky kvadriky
K : 1:% + x129 — Tox3 — bx174 =0
s pfimkou p = AB, A = (0;5;10;1), B = (—1;3;7;0).
Reseni: Parametricka rovnice piimky p je p : X = a A+ BB, kde alespori

jedno z éisel «, 8 je nenulové, tj. X = (—3;5a+35; 10a+ 75; o). Dosazenim
do rovnice kvadriky dostaneme po upravé kvadratickou rovnici

2
2(5) +3(5)+1-0.

s FeSenim (%)1 = —%, (%)2 = —1. Pro ¢y = 1,51 = —2 dostaneme
pruseCik P, = (2;—1;—4;1) a pro ag = 1,82 = —1 dostaneme prisecik
Py = (L2;3;1).

Uloha 20.5. Urcete piimku polarné sdruzenou s piimkou p vzhledem ke
kvadrice K, kde p a K jsou zadany v Uloze 20.4.

Reseni: Polarné sdruzend piimka ¢ je osou svazku rovin uréeného polar-
nimi rovinami bodu A, B. Tj. ¢ : 2x9—3x3 =0, 321 —8xo+11z3+5x+4 = 0.
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Uloha 20.6. Uréete primik kvadriky K s rovinou p:

a) K : 2x% — m% + 21‘?L + 2129 + 2123 — 4T124 + ToT3 — Toxy — x374 = 0;
prxy+a2—24=0,

b) K : x% + 1’% — 2x129 4+ 2123 — X124 + Dxox3y + 3x014 — X324 = 0]
pra2=0.

Resend: a) Z rovnice roviny je x4 = x1 + x2. Dosazenim do rovnice
kvadriky ovérime, ze vSechny body p vyhovuji rovnici kvadriky K, a tedy
p C K.

b) Dosadime do rovnice kvadriky x2 = 0 a dostaneme rovnici
i =0
] + 2103 — 104 — 2324 = 0,
kterou upravime na tvar
(1 + x3) (21 — 24) = 0.

Priinikem je potom singularni kuzelosecka v roviné p, ktera je tvorena prim-
kamip; :x9 =0, 21 —23=0apy:29=0, 21 — x4 = 0.

21 Projektivni klasifikace kvadrik

Veéta 21.1. Kvadrika hodnosti 1 je tvorena jedinou redlnou dvojndsobnou
TOVINOU.

Dikaz. Kvadrika hodnosti 1 ma podle Dusledku 20.1 pravé redlnou rovinu
o singularnich bodt. Zadny dalsi bod jiz na kvadrice nemtize lezet. Pokud
by totiz bod X lezel na kvadrice a X ¢ o, pak podle Véty 20.2 by pfimky
ur¢ené bodem X a libovolnym singuldrnim bodem Y € ¢ lezely na kvadrice
(viz Obr. 21.1). To by ovSem znamenalo, Ze vSechny body prostoru lezi na
kvadrice, a to je ve sporu s Definici 20.1. O

Véta 21.2. Kvadrika hodnosti 2 je tvorena dvojici rovin, které jsou bud
komplexné sdruzené, nebo redlné rizné.

Dukaz. Kvadrika hodnosti 2 ma podle Dusledku 20.1 praveé redlnou pfimku
p singularnich bodu. Uvazujme redlnou primku ¢, kterd nema s p zadny spo-
le¢ny bod. Podle Véty 20.10 je prinik kvadriky a pfimky g dvojice rtiznych
bodi, které jsou realné riizné, nebo komplexné sdruzené. Oznacme je A, A.
Potom podle Véty 20.2 jsou roviny uréené piimkou p a body A, A soucasti
kvadriky. Zadny dalsi bod jiz na kvadrice nelezi. Pokud by bod X byl bo-
dem kvadriky a nelezel v Zadné z rovin (p, A), (p, A), byla by i rovina (p, X)
soucasti kvadriky a jeji prisecik Y s piimkou ¢ by byl tfeti bod priniku ¢
a kvadriky. To je ovSem ve sporu s Vétou 20.10. O
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N X
[ A — 1
P
7
7
Obr. 21.1 Obr. 21.2

Definice 21.1. Nechf k je regulérni kuzelosecka v realné roviné oo C 73:;?
anecht V € 735? je redlny bod, ktery nelezi v . Mnozina bodi, které lezi
na spojnicich bodu V' se vSemi body kuzelosecky k, se nazyva kuZelova
plocha. Bod V' se nazyva vrchol kuzelové plochy a kuzelosecka k se nazyva
ridici kuZelosecka kuzelové plochy. Je-li k redlna regularni kuzelosecka,
hovorime o redlné kuzelové plose, je—li k imaginarni regulédrni kuzelosecka,
hovotime o imagindrni kuZelové plose.

Véta 21.3. Kvadrika hodnosti 3 je kuZelovd plocha, kterd je bud imagindrni,
nebo redlnd.

Dukaz. Kvadrika hodnosti 3 mé podle Diusledku 20.1 praveé jeden singularni
bod, ozna¢me ho V. Uvazujme redlnou rovinu «, kterda neobsahuje bod V.
Podle Véty 20.8 je prinikem a a kvadriky regularni kuzelosecka k. Potom
podle Véty 20.2 je kuzelova plocha urcenéa fidici kuzeloseckou k a bodem V'
soucasti kvadriky. Zadny dalsi bod jiz na kvadrice nelezi. Pokud by bod X
byl bodem kvadriky a nelezel na této kuzelové plose, byla by i ptimka (V, X)
soucasti kvadriky a jeji prisecik Y ¢ k s rovinou « by byl bod pruniku «
a kvadriky. To je ovsem ve sporu s Vétou 20.8. Pokud je k realna kuzelosecka,
je kuzelova plocha realnd. Pokud je k imaginarni kuzelosecka, je kuzelova
plocha imaginarni (jejim jedinym realnym bodem je vrchol V). O

Ve Vétach 21.1 a 21.2 jsme dokézali, ze kvadriky hodnosti jedna a dvé
obsahuji jako své podmnoziny roviny. Kvadriky hodnosti tfi obsahuji jako
své podmnoziny pfimky. Obecné budeme podprostor maximalni dimenze,
ktery je soucasti kvadriky, nazyvat tvoricim podprostorem kvadriky. K tomu,
abychom mohli rozhodnout, zda i regularni kvadrika mé realny tvorici pod-
prostor dimenze vétsi nez nula, musime dokazat nasledujici pomocnou vétu.

Véta 21.4. Necht md kvadrika K normdlnd rovnici tvaru
K: x%+--~+x§—x§+1—~--—m%:0, 2p > h,
kde h < 4 je hodnost K. Pak
1. (p — 1) je nejuétsi ¢islo takové, Ze existuje redlny (p — 1)-rozmeérny

podprostor p v Péc, ktery nemd s K spolecny redlny bod.
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2. (3 — p) je nejuétsi cislo takové, Ze existuje redlny (3 — p)-rozmérny
podprostor o v P:,EC, ktery je casti K.

Dikaz. Existence:
1) Uvazujme realny podprostor p uréeny obecnymi rovnicemi

Tpt1 =0,...,04 = 0.

Potom dimp = (p—1) a KNp: m%—}—---—l—x% =0,2p41 =0,...,24 = 0. Tedy
K N p neobsahuje zadny realny bod. Tim jsme dokazali existenci hledaného
prostoru.

2) Uvazujme redlny podprostor o : &1 = Tpq1,. .., Thep = Thy Thopt1 =
0,...,zp = 0. Potom dimo=(3 — p) a 0 C K, coz dokazuje existenci hleda-
ného prostoru.

Maximéalnost dimenzi:

1) Necht p' je libovolny redlny podprostor takovy, ze dimp’ > p. Pak
dim(p'No)=-dim(p’ 4+ 0)+dimp’+dimo > 0. Protoze o C K, obsahuje p'N K
redlny podprostor dimenze > 0, tj. alespon realny bod, a tedy (p — 1) je
maximalni dimenzi hledanych podprostorii.

2) Necht ¢’ je libovolny redlny podprostor takovy, ze dimo’ > (4 — p).
Pak dim(o’ N p)=-dim(c¢’ + p)+dimo’+dimp > 0, a tedy (¢’ N p) obsahuje
alespon jeden redlny bod. Protoze ale p nema s K zadny spoleény realny
bod, nemtze byt ¢’ podmnozinou K, a tedy dimenze (3 — p) je maximalni
dimenzi hledanych podprostori. O

Rovnice kvadriky v projektivnich homogennich soufadnicich je dana
soufadnicovym vyjadfenim (20.2). Znama véta o prevodu kvadratické formy
na normaélni tvar ma nyni nasledujici geometrickou podobu:

Véta 21.5. (Projektivni klasifikace kvadrik) Ke kaZdé kvadrice K v PS
existuje takovd geometrickda bdze Ps3, Ze v ni ma K jednu z ndsledujicich

rovnic:
234 23 + 23 + 23 =0, (PK1)
x} 4+ 23 + 23 — 27 =0, (PK2)
R o i | (PK3)
x3 + x5+ 23 =0, (PK4)
z3 4+ 22 — 22 =0, (PK5)
x} + 23 =0, (PK6)
z3 — 22 =0, (PKT)
z? =0. (PKS)

Dikaz. Tato véta je pfimym duisledkem Véty 9.2 a dokaze se obdobné jako
Véta 13.3. O
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Definice 21.2. Rovnice kvadriky z Véty 21.5 se nazyva normdlni rovnice
kvadriky. Geometricka baze, ve které ma kvadrika normalni rovnici, se
nazyva poldrni normovand bdze kvadriky.

Poznamka 21.1. Kvadrika o rovnici (PK1) je regularni kvadrika. Z Véty
21.4 vyplyva, ze neobsahuje zadny redlny bod a jedna se tedy o imagindrni
requldrni kvadriku. Kvadrika s rovnici (PK2) je reguldrni kvadrika, ktera
podle Véty 21.4 obsahuje jako realné tvofici podprostory pouze body. Tuto
kvadriku budeme nazyvat regularni neprimkovou kvadrikou. Rovnice (PK3)
urcuje regularni kvadriku, kterd mé podle Véty 21.4 realné tvorici primky,
a proto se nazyva reguldrni primkovd kvadrika.

Kvadriky ur¢ené rovnicemi (PK4) a (PK5) jsou singularni kvadriky hod-
nosti 3 a podle Véty 21.3 se jedna o kuzelové plochy. Ptitom pro (PK4)
obsahuje tato kuzelova plocha podle Véty 21.4 jediny redlny bod — vrchol
— a vSechny ostatni body jsou imaginarni. Proto se (PK4) nazyva imagi-
ndrni kuzelovd plocha. (PK5) obsahuje podle Véty 21.4 redlné tvotici pfimky
a jedna se tedy o redlnou kuzelovou plochu.

Kvadriky uréené rovnicemi (PK6) a (PK7) jsou singularni kvadriky hod-
nosti 2, které jsou podle Véty 21.2 tvoreny dvojici tvoricich rovin. Pfitom
pro (PK6) jsou tyto roviny imaginarné sdruzené a pro (PK7) redlné. Podle
Véty 21.4 obsahuje (PK6) pfimku redlnych bodi, a to priseénici imaginarné
sdruzenych tvoricich rovin.

Kvadrika urcend rovnici (PK8) je singularni kvadrika hodnosti 1, ktera
je podle Véty 21.1 tvofena jednou redlnou dvojndsobnou tvorici rovinou.

Uloha 21.1. Uréete normalni rovnici a typ (viz Poznamka 21.1) kvadriky
K a naleznéte jeji polarni normovanou bazi:
a) K : 23 + 323 — 23 + 23 + 21129 — 42124 + 27374 = 0,
b) K : 22 + 323 + 81‘% + 627 + 23179 + 87973 — 4 T4 + 87374 = 0.
Reseni: Pouzijeme obdobnou metodu jako p¥i prevodu kvadratické formy

na normalni tvar.
a) Rovnici kvadriky upravime na tvar

(1 + @g — 224)% + 2(wa + 24)° — (23 — 24)* — 42} = 0.

Potom transformace

] =T1 + X2 — 224,
zh= V2, + V224,
I‘g = I3 — T4,

Ty = 24

prevede rovnici kvadriky na tvar

K : (27)" + (25)° — (25)* = (23)” = 0,
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coz je normalni rovnice regularni primkové kvadriky. Z inverzni transformace

/ 1 / 3 /

Tl = .1,'1 — EI‘Q + §$4,
1 / ]' /

Tro = \ﬁlé *51’4,
/ ]‘ /

T3 = :c3+§a:4,
L,
Ty = —X
4 2 4

potom urc¢ime polarni normovanou béazi zakladnimi body O; = (1;0;0;0),
02 = (=755 5:0:0), 03 = (0;0;1;0), Os = (35— 55 35 3)-
b) Rovnici kvadriky upravime na tvar

($1 —+ xo — 2.7}4)2 + 2(.7}2 + 2x3 + 33‘4)2 =0.

Potom transformace

:U'lzx1+x2 — 214,
zh= 2y +2V2x3 + V214,
x4 = 3,

Ty = T4

prevede rovnici kvadriky na tvar
Kz (2h)? + (23)* =0,

coz je normalni rovnice singularni kvadriky hodnosti 2, ktera je tvorena
dvojici komplexné sdruzenych rovin. Z inverzni transformace

1
1 =) — —=2h + 2245 + 3z,

V2
V2

/
x3: 1’3,

To = Th — 2xh — 2,
/
Ty = (L‘4

potom urc¢ime polarni normovanou bazi zakladnimi body O; = (1;0;0;0),
02 = (=51 753 0;0), O3 = (2;-2;1;0), Os = (3;-1;0;1).

22 Tecna rovina

V Definici 12.6 jsme definovali tecnu kuzelosecky jako nesingulédrni pfimku,

ktera je bud tvorici pfimkou kuzelosecky, nebo ji protind v reguldrnim dvoj-
nasobném bodé. Podobnym zptisobem muzeme definovat i te¢nu kvadriky.
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Definice 22.1. Necht K je kvadrika a t je piimka, kterd neni ptimkou
singularnich bod# K. Rekneme, Ze t je tecnou K, jestlize budt C K, nebo
t N K je dvojnasobny regularni bod kvadriky K. Regularni bod ¢t N K se
nazyva bodem dotyku tecny t.

Poznamka 22.1. Teénu definujeme jen pro kvadriky hodnosti vétsi nez
jedna. %

Véta 22.1. Necht K je kvadrika a T je jeji requldrni bod. Potom vsechny
tecny kvadriky K s bodem dotyku T lezi v poldrni roviné bodu T'. Naopak,
libovolnd primka, kterd leZi v poldrni rovine bodu T a prochazi bodem T, je
tecnou kvadriky s bodem dotyku T .

Diikaz. Necht ¢ je libovolna tecna kvadriky K : FC(x) = 0 s bodem dotyku
T. Necht R € t, R # T, je libovolny bod. Potom ¢ : X = 8T + vyR. Bod X
je bodem pruniku ¢t N K, jestlize

28vfC(t,r) + 2 fC(r,r) = 0. (22.1)

Z definice tecny vyplyva, ze bud je rovnice 22.1 splnéna identicky (t C K),
nebo 7' je jediny dvojnasobny bod prtniku. V prvnim piipadé musi byt
fC(r,r) = fC(t,r) = 0, ve druhém musi mit 22.1 dvojnasobny kofen v = 0,
to je ale mozné pouze tehdy, kdyz fC(t,r) = 0. V obou piipadech tedy
fC(t,r) = 0 a T a R jsou polarné sdruzeny, tj. R lezi v polarni roviné
T. Protoze pfimku ¢ a bod R jsme zvolili libovolné, je prvni ¢ast tvrzeni
dokéazana.

Naopak, necht ¢ je pfimka, kterd lezi v polarni roviné bodu T a T € t.
Necht R € t, R # T, je libovolny bod, tj. t : X = 8T + vR. Protoze R je
v polarni roviné bodu T, je fC(t,r) = 0 a t N K mé vyjadfeni

v fC(r,r)=0. (22.2)

Pro fC(r,r) = 0 je R € K a (22.2) je splnéna identicky, tj. t C K. Pro
fC(r,r) # 0 je v = 0 dvojnasobny kofen 22.2, a tedy T je dvojnasobny bod
tN K. Tedy t je te¢na K s bodem dotyku 7. O

Predchozi véta nas nyni opraviiuje definovat te¢nou rovinu kvadriky na-
sledujicim zpusobem.

Definice 22.2. Necht K je kvadrika a T je jeji regularni bod. Polarni
rovinu 7 bodu T budeme nazyvat tecnou rovinou kvadriky K. Bod T
budeme nazyvat bodem dotyku roviny 7 a kvadriky K.

Véta 22.2. Necht K je kvadrika a T je jeji redlny requldrni bod. Potom pro
te¢nou rovinu T s bodem dotyku T plati bud T C K, nebo TN K je singuldrni
kuzelosecka v T, a navic T je singuldrnim bodem této kuzelosecky.
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Dikaz. Zvolme libovolné realné body Ri, Ro tak, Ze lezi v te¢né roviné 7
(s bodem dotyku T') kvadriky K. Potom mé tato teénd rovina parametrické
vyjadieni X = oT 4 1Ry + B2Rs. Necht K : F€(x) = 0. Potom 7 N K mé
vyjadieni

(B1)2fC(r1,11) 4 26812 fC(r1, 12) + (B2)2fC (12, 12) = 0.

Je-li fc(rl,rl) = fC(rl,rg) = f(c(rg,rg) =0 (body Ri, Ry lezi na K a jsou
polarné sdruzeny), je predchozi rovnice splnéna identicky a 7 C K. Je-li ale-
spon jedno z Cisel fc(ri,rj) nenulové, je pfedchozi rovnice soufadnicovym
vyjadfenim kuzeloseCky v roviné 7 vzhledem ke geometrické bazi v 7 se
zékladnimi body T, Ry, Ry. Protoze fC(t,x) = 0 pro kazdy bod X = (x) €
7, je T singularnim bodem této kuzelosecky. O

Poznamka 22.2. Rozdil mezi regularni pfimkovou kvadrikou a regularni
nepiimkovou kvadrikou je dobf¥e patrny z toho, jak vypada singularni kuze-
losecka v realné tec¢né roviné. Pro neprimkovou kvadriku je to dvojice kom-
plexné sdruzenych primek, které maji spoleény realny bod — bod dotyku. Pro
primkovou kvadriku je to dvojice realnych pfimek, které se protinaji v bodé
dotyku. Intuitivni pfedstavé dotyku tedy odpovida nepfimkovy piipad. <

Uloha 22.1. Ke kvadrice

K x% + 129 — X923 — D124 =0
vedte tecné roviny, které obsahuji pfimku p = PQ, P = (—1;3;2;1), Q =
(—5;0;0;3).

Reseni: Podobné jako v Uloze 12.3 bychom mohli i tuto tilohu Tesit tro-
jim zpisobem. Podle prvni metody hleddame ve svazku rovin s osou p tu
rovinu, kterd se dané kvadriky dotyka — protina ji v singularni kuzelosecce.
Ve druhé metodé urc¢ime tecnou rovinu v libovolném bodé kvadriky a urcime
podminky, aby te¢na rovina obsahovala body P, (). Tteti metoda je zalo-
Zena na vlastnostech polarni sdruzenosti. Podle Poznamky 20.6 jsou totiz
pruseciky kvadriky s polarné sdruzenou piimkou k pfimce p body dotyku
hledanych te¢nych rovin. Ulohu vyfesime pouze tieti metodou, zbyvajici dvé
metody ponechame na Ctenafi.

Urcéime polarni roviny bodu P, Q:

7 (X)TA(P) = —221 — 329+ 23+ 524 =0,

p: (X)TAQ) = 3w + 22 — 514 = 0.

Priisecnice ¢ = w N p je polarné sdruzena primka k pfimce p a ma paramet-
rické vyjadreni

q: X = (t; =3t + 5s; =Tt + 10s; s).

Priseciky ¢ N K jsou tedy body dotyku hledanych rovin. Dosazenim do
rovnice kvadriky dostaneme po tpraveé

(t—2s)(t—s)=0
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a odtud, pfi volbé s = 1, dostaneme body dotyku 77 = (2; —1;—4;1) a T =
(1;2; 3;1). Te¢néa rovina bodu T} je

T1: 627 — 629 + Tx3+ 1024 =0
a te¢na rovina bodu 73 je

Ty : 3x1 + 229 — 43 + by = 0.

23 Afinni vlastnosti kvadrik

V této Casti uvazujeme As redlny afinni prostor, Ag jeho komplexni rozsi-
feni a Ag projektivni rozsiteni Ag. Jako kvadriku v A3 potom rozumime

kvadriku v Ag.
Uvazujme na Ag afinni souradnou soustavu uréenou repérem

<O;elae37e3>' (231)

V indukovanych afinnich homogennich soufadnicich méa kvadrika v As rov-
nici
4

K: Z aijxiacj == 0, (232)

3,j=1

aij € R, coz pi§eme maticové jako (X)T A(X) = 0. Pii prechodu k nehomo-
gennim soutfadnicim muzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

3 3
K: Z Qi T;T5 + 2 Z aiaT; + agq = 0, (23.3)
ij=1 i=1

nebo zkracené pri oznaceni sloupcové matice nehomogennich souradnic bodu

aiq
X jako (X), matice A = (aij)id‘:l’g’g, vektoru (a) = a4 a a = aq4
a3zq
budeme psat maticové
K:(X)TAX)+2@)T(X)+a=0. (23.4)

Nehomogenni afinni soufadnice bodu X budeme obvykle oznacovat [x;y; z].

Uvédomme si, Ze rovnice (23.3) a (23.4) ur¢uji pouze vlastni body kvad-
riky. Pokud budeme pracovat s nevlastnimi body, musime pouzit afinnich
homogennich soufadnic a rovnici (23.2).

Definice 23.1. Bod S nazyvame stredem kvadriky K, je-li vzhledem ke
K polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi body.

Poznamka 23.1. Kazdy singularni bod kvadriky K je jejim stfedem. Stied,
ktery neni singuldrnim bodem, mé za svou polarni rovinu nevlastni rovinu.
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Véta 23.1. Necht kvadrika K md v afinnim repéru (23.1) v homogennich
soutadnicich rovnici K : (X)TA(X) = 0. Bod S = (s1;... ;54) je stiedem
kvadriky K prave tehdy, kdyz plati

a1181 + -+ +a1ys4 =0,
a1281 + -+ agqs4 =0, (235)

a1351 + - +agss4 =0,
tj. Fi(s) =0, Fa(s) =0 a F3(s) = 0.

Dukaz. Necht S je stfedem K, tj. je polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi
body. Ozna¢me R; nevlastni bod, jehoz afinni homogenni soufadnice maji
na i-tém misté jednicku a jinak nuly, ¢ = 1,...,3. Potom podminka, ze S
a R; jsou polarné sdruzeny, je (S)T A(R;) = 0, coz je a;151 + - - - + aqs4 = 0.

Naopak necht afinni homogenni soufadnice S spliiuji soustavu (23.5). Je-
li navic Fy(s) = aq151 + -+ - + aq484 = 0, je S singularnim bodem K, a tedy
stiedem. Je-li Fy(s) # 0, je polarni rovina bodu S déna obecnou rovnici
Fy(s)zq4 = 0, a to je rovnice nevlastni roviny. Tedy S je polarné sdruzen se
vSemi nevlastnimi body. O

Poznamka 23.2. Soustava (23.5) ma v homogennich soufadnicich vzdy ne-
nulové realné feseni. Podle poctu FeSeni soustavy (23.5) muze mit kvadrika
praveé jeden stied, pfimku stfedd, rovinu stfedd nebo kazdy bod je stfedem.
Posledni moznost nastéava pouze tehdy, kdyz je kvadrika tvoiena dvojnasob-
nou nevlastni rovinou. &

Pfepsanim soustavy (23.5) do nehomogennich soufadnic dostaneme sou-
stavu pro vypocet vlastnich stfedi kvadriky K

a1151 + a1252 + a1353 + a4 =0,
a1251 + 42252 + a2353 +az =0, (23.6)

a1351 + a9352 + az3s53 +azs =0,

kterou maticové zapisujeme A(S)+ (a) = (o). Nehomogenni soustava (23.6)
nemusi mit FeSeni, tj. kvadrika K nemusi mit vlastni stfed.

Definice 23.2. Kvadrika, kterd méa alespon jeden vlastni stfed, se na-
zyva stredovd kvadrika. Kvadrika, ktera nema vlastni stfed, se nazyva
nestredovd kvadrika.

Véta 23.2. JestliZe stred kvadriky K je vlastnim bodem, potom je kvadrika
K podle néej stredove symetrickd.

Duikaz. Dukaz je totozny s dikazem Véty 14.2. O
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Definice 23.3. Necht K je kvadrika a P je nevlastni bod, ktery neni
bodem kvadriky K. Polarni rovinu bodu P budeme nazyvat primeérovou
rovinou kvadriky K.

Véta 23.3. Je-li rovina primeérovou rovinou kvadriky K, pak obsahuje
vSechny jeji stredy.

Dikaz. Tato véta je disledkem Véty 20.5. O

Poznamka 23.3. Geometricky vyznam primeérové roviny je néasledujici. Je—
li nevlastni bod P, ktery nelezi na kvadrice K, uré¢en nenulovym vektorem u,
je prumérova rovina urc¢end bodem P vlastni a kvadrika je sikmo symetricka
podle této primérové roviny ve sméru vektoru u. O

Definice 23.4. Rikidme, 7e dva sméry jsou poldrné sdrueny vzhledem ke
kvadrice K pravé tehdy, jsou-li vzhledem ke K polarné sdruzeny nevlastni
body urcené témito sméry.

Definice 23.5. Tecnou rovinu v nevlastnim regularnim bodé kvadriky
K nazyvame asymptotickou rovinou kvadriky K.

Uloha 23.1. Uréete vSechny stfedy kvadriky K:
a) K :4x? +2y? +122% — 4oy + 8yz + 1222 + 142 — 10y + 7= 0,
b) K : 522 4+ 9y? + 922 — 12zy — 622 + 122 — 362 = 0,
c) K : 522 4+2y% + 222 — 20y —dyz + 222 —4y —42+4=0.

Reseni: a) Soustava pro vypodet vlastnich stiedd je

dr — 2y +62+7=0,
—2x+4+2y+42—-5=0,
6x + 4y + 122 =0,

kterd mé jediné fegeni S = [—1;3;0].
b) Soustava pro vypocet vlastnich stfedu

or — 6y —32+6=0,
—6z + 9y =0,
—3x +92—-18=0

ma jednodimenzionalni feseni, tj. kvadrika mé primku stredt

§:2r —3y=0,2—-32+6=0.
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c¢) Soustava pro vypocet vlastnich stfedi

Sr—y+z2 =0,
—r+2y—22—-2=0,
r—2y+22—-2=0

nemd Teseni, tj. kvadrika je nestfedova. Pfislusnd homogenni soustava pro
vypocet nevlastniho stiedu je

S5r1 — 1o + x3 =0,
—x1 4+ 2x9 — 2203 — 224 =0,
1 — 2x0 + 223 — 224 =0

a podprostor feSeni je L((0;1;1;0)). Kvadrika mé tedy nevlastni stied ve
sméru vektoru u = (0;1;1).

Uloha 23.2. Uréete priimérovou rovinu kvadriky
K:a2?4y?—32%2 — 22y — 62z —6yz +22 +2y +42 =0,
polarné sdruzenou s nevlastnim bodem bodem N = (1;—2;—1;0).
Reseni: N ¢ K a primérova rovina bodu N je jeho polarni rovina v.
V homogennich soufadnicich
v:2x1 +2x3 —x4 =0,
a v nehomogennich soufadnicich
v:2x4+22—-1=0.

Uloha 23.3. Uréete priimérovou rovinu kvadriky

K :42? +6y%> +42°2 4402 — 8 —42+3=0,
ktera prochazi poc¢atkem a bodem [3;6;2].

Reseni: Priimérova rovina prochézi vsemi stfedy kvadriky K. K ma
vlastni stfed S = [1;0;0] a hledana rovina je urcena tifemi body [0;0; 0],
[3;6;2] a [1;0;0], tj. p: 2y + 32 = 0.

Uloha 23.4. Pro kvadriku z Ulohy 23.2 urcete jeji asymptotickou rovinu
v nevlastnim bodé uréeném smérem vektoru u = (1;1;0).

Resgeni: Asymptotickd rovina je polarni rovina v nevlastnim bodé. Dany
bod opravdu lezi na kvadrice a jeho polarni rovina je

a:3z2—1=0.
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24 Afinni klasifikace kvadrik

Definice 24.1. Kvadriku, kterd ma s nevlastni rovinou spole¢nou imagi-
narni regularni kuzelosecku, budeme nazyvat kvadrikou eliptického typu.
Kvadriku, ktera ma s nevlastni rovinou spole¢nou realnou regularni kuze-
losecku, budeme nazyvat kvadrikou hyperbolickeho typu a kvadriku, ktera
ma s nevlastni rovinou spole¢nou singularni kuzelosecku, budeme nazyvat
kvadrikou parabolického typu.

Regularni kvadriku, kterd méa s nevlastni rovinou spole¢nou imaginarni
regularni kuzelosecku, budeme nazyvat elipsoidem. Regularni kvadriku,
kterda ma s nevlastni rovinou spoleénou redlnou regularni kuzelosecku,
budeme nazyvat hyperboloidem a regularni kvadriku, kterda méa s nevlastni
rovinou spole¢nou singularni kuzelosecku, budeme nazyvat paraboloidem.

Aplikujme nyni Definici 24.1 na projektivni typy kvadrik z Casti 21.
Podle toho, jaky je prunik kvadriky s nevlastni rovinou, dostaneme nasle-
dujici afinni typy kvadrik:

Formalné realna regularni kvadrika nemé zadny redlny nevlastni bod a je

to tedy elipsoid, ktery budeme nazyvat imagindrnim elipsoidem.
Reédlna regularni nepifimkova kvadrika se

nyni rozdéli na t¥i typy podle pruniku s ne-
vlastni rovinou. Bude to redlny elipsoid, ne-
primkovy hyperboloid a neprimkovy parabo-
loid. Vsimnéme si, jak budou vypadat na
téchto nepfimkovych regularnich kvadrikach
rovinné fezy realnymi vlastnimi rovinami.
Protoze nevlastni kuzelosecka realného elip-
soidu je imaginarni, mé kazda vlastni rovina Obr. 24.1

fezu na rezné kuzeloseCce dva komplexné
sdruzené nevlastni body. To ale znamend, ze kazda vlastni redlnd rovina

feze elipsoid v kuZeloseéce eliptického typu (viz Obr. 24.1). Rezem tedy
miZe byt redlnd elipsa, imaginarni elipsa (rovina elipsoid realné neprotind)
nebo dvojice komplexné sdruzenych piimek (teéna rovina).

Nepiimkovy hyperboloid méa za svou nevlastni kuzelosecku regularni real-
nou kuzelosecku. Nevlastni pfimka fezné roviny miize tuto kuzelosecku pro-
tnout ve dvojici redlnych bodt, nebo ve dvojici komplexné sdruzenych bodii,
nebo se ji dotknout v dvojnasobném bodé. To ovSsem znamend, Ze Tfezem
mize byt kuzelosecka vSech typi. Parabolické fezy odpovidaji feziim rovi-
nami, které jsou rovnobézné s asymptotickymi rovinami. Samotna asympto-
tickd rovina feze neprimkovy hyperboloid ve dvojici komplexné sdruzenych
rovnobézek. Protoze nékteré eliptické fezy mohou byt imaginarni elipsy
a body hyperboloidu pfitom lezi v obou poloprostorech uréenych reznou
rovinou, nazyva se nepiimkovy hyperboloid dvojdilnym hyperboloidem. Na
Obr. 24.2 jsou zakresleny pouze hyperbolické fezy.
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Obr. 24.2

Nepfimkovy paraboloid méa podle Poznamky 22.2 I{évlaétni kuzelosecku
slozenou ze dvou komplexné sdruzenych primek. Potom kazda realna fezna
rovina, ktera obsahuje jediny realny nevlastni bod paraboloidu, jej feze v pa-
rabole. VSechny zbjvajici roviny, které neobsahuji realny nevlastni bod pa-
raboloidu, musi mit fezy eliptického typu. Proto se nepfimkovy paraboloid
nazyva eliptickym paraboloidem. Na Obr. 24.3 jsou zakresleny pouze para-
bolické fezy.

Regulérni pfimkova kvadrika nemiize byt eliptického typu, protoze ne-
vlastni bod kazdé realné tvorici pfimky je redlnym bodem nevlastni kuzelo-
secky kvadriky. Regularni pfimkovou kvadriku hyperbolického typu budeme
nazyvat primkovym hyperboloidem a regularni primkovou kvadriku parabo-
lického typu budeme nazyvat primkovym paraboloidem.

Obr. 24.6

) , Obr. 244 ) ) 5 o
Ptimkovy hyperboloid ma za svou nevlastni kuzelosecku regulérni re-

alnou kuzelosecku. Nevlastni piimka Fezné roviny muze tuto kuzelosecku
protnout ve dvojici redlnych bodi, nebo ve dvojici komplexné sdruzenych
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bodt, nebo se ji dotknout v dvojnasobném bodé. To ovSem znamend, ze
fezem miize byt kuzelosecka vsech typt. Parabolické fezy odpovidaji fe-
zim rovinami, které jsou rovnobézné s asymptotickymi rovinami. Samotna
asymptotickd rovina feze piimkovy hyperboloid ve dvojici redlnych rovno-
bézek. Vsechny eliptické fezy jsou realné elipsy a body hyperboloidu pritom
lezi v obou poloprostorech urcenych feznou rovinou. Primkovy hyperboloid
se nazyva jednodilnym hyperboloidem. Na Obr. 24.4 jsou zakresleny eliptické
a hyperbolické fezy. Tecné roviny protinaji jednodilny hyperboloid ve dvojici
ruznobéznych piimek. Tecné roviny v bodech jedné tvorici pfimky protinaji
kvadriku v této pfimce a osnové navzajem mimobéznych piimek. Na jed-
nodilném hyperboloidu tak mame dvé osnovy piimek takovych, ze primky
jedné osnovy jsou navzajem mimobézné a primky pat¥ici do riznych osnov
jsou rtiznobézné.

Primkovy paraboloid mé podle Poznamky 22.2 nevlastni kuzelosecku
slozenou ze dvou redlnych primek. Potom kazda redlné fezné rovina, ktera
obsahuje redlny prusecik téchto pfimek, jej feze v parabole. VSechny zby-
vajici roviny, které neobsahuji tento prtisecik, musi mit fezy hyperbolického
typu. Proto se nepfimkovy paraboloid nazyva hyperbolickym paraboloidem.
Na Obr. 24.6 jsou zakresleny pouze parabolické fezy.

Obr. 24.7

Uvazujme dvé roviny, které maji za nevlastni pfimky tvorici pfimky ne-
vlastni kuzelosecky hyperbolického paraboloidu. Kazda primka lezici na pa-
raboloidu potom musi byt rovnobézna s jednou z téchto rovin. Mame tedy
na hyperbolickém paraboloidu dvé soustavy primek. Pfimky jedné soustavy
jsou rovnobézné s jednou rovinou a primky druhé soustavy jsou rovnobézné
s druhou rovinou. Dvé pfimky z rtiznych soustav jsou riiznobézné a urcuji
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teCnou rovinu ve svém pruseciku. Hyperbolicky paraboloid potom vznika
tak, ze vybereme libovolné mimobézné piimky jako dvé tvofici pfimky pa-
tfici do jedné soustavy a body vsSech pricek téchto mimobézek, které jsou
rovnobézné s néjakou rovinou (nerovnobéznou s zadnou z vybranych mi-
mobézek), potom vytvori hyperbolicky paraboloid. Na Obr. 24.7 je ¢ast
hyperbolického paraboloidu s dvémi soustavami tvoficich primek. Piimky
jedné soustavy jsou rovnobézné s rovinou se zaméienim L(AB,CD) a jsou
prickami mimobézek AD a BC. Pifimky druhé soustavy jsou rovnobézné
s rovinou se zaméfenim L(ﬁ, BC(C) a jsou ptickami mimobézek AB a CD.

Poznamka 24.1. Pfimkové regularni kvadriky maji velky vyznam v tech-
nické praxi. Jednodilné hyperboloidy se dfive pouzivaly misto ozubenych kol
pro prenos rotaci se vzajemné mimobéznymi osami a dnes se s nimi Casto
setkavame u chladicich vézi elektraren. Hyperbolicky paraboloid se v tech-
nické praxi nazyva sedlo. Pouziva se Casto ve stavebni praxi na skorepiny
stfech. Na obrazku na strané 176 je pavilon firmy Philips na svétové vystavé
v Bruselu. &

Kvadriky hodnosti 3 jsou podle Véty 21.3 kuzelové plochy. Uvazujme
nejdiive imaginarni kuzelovou plochu, ktera ma jediny realny bod — vrchol.
Je-li vrchol vlastni bod, budeme i v afinnim pfipadé hovofit o imagindrng
kuzelové plose. Je-li vrchol nevlastni bod, budeme kvadriku nazyvat ima-
gindrni vdlcovou plochou. VSechny nevrcholové vlastni roviny (neobsahuji
singularni bod kvadriky) maji jako nevlastni body fezu dvojici komplexné
sdruzenych bodu (tedy fez je elipticky) a Fez nemuze mit realné body, je
tedy fezem imaginarni elipsa, a proto budeme pouzivat nazev imagindrni
eliptickd vdlcovd plocha.

Obr. 24.10

. Obr. 249 o
Uvazujme nyni realnou kuzelovou plochu. Je-li jeji vrchol vlastni bod,

budeme i v afinnim prostoru pouzivat nazev (redlnd) kuzelovd plocha. Re-
alna kuzelova plocha méa realnou regularni nevlastni kuzelosecku. Podobné
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jako u hyperboloida ji tedy mohou realné vlastni roviny protinat v kuze-
loseckach vsech typt. Eliptické fezy dostaneme pro roviny, které jsou rov-
nobézné s vrcholovymi rovinami protinajicimi kuzelovou plochu v jediném
realném bodé — vrcholu. Parabolické fezy dostaneme v rovinéach, které jsou
rovnobézné s vrcholovymi rovinami dotykajicimi se kuzelové plochy podél
jedné tvorici piimky. Konecné hyperbolické fezy dostaneme v rovinach, které
jsou rovnobézné s vrcholovymi rovinami protinajicimi kuzelovou plochu ve
dvou tvoricich piimkach. Ridici regularni realna kuZelosecka realné kuzelové
plochy tedy miize byt vSech tii typi, a proto nemtzeme nikdy hovorit o elip-
tické, hyperbolické, ¢i parabolické kuzelové plose. Na Obr. 24.9 je soustava
eliptickych fezil a soustava tvoricich pirimek.

Obr. 24.11 Obr, 24,12
Uvazujme nyni realnou kuzelovou plochu, jejiz vrchol je nevlastni bod.

Takovou kvadriku budeme nazyvat redlnou vdlcovou plochou. Nevlastni ro-
vina je vrcholovou rovinou a ta vzdy protina kuzelovou plochu v singulérni
kuzelosedce. Necht je nejdiive nevlastni singuldrni kuzelosecka tvorena dvo-
jici komplexné sdruzenych piimek. Potom kazda vlastni nevrcholova rovina
protind plochu v realné elipse. Hovofime proto o rediné eliptické vdlcove
plose (viz Obr. 24.10).

Necht je nevlastni singularni kuzelosecka realné valcové plochy tvorena
dvojici riznych realnych primek. Potom kazdé vlastni nevrcholova rovina
protind plochu v hyperbole. Hovofime proto o hyperbolické vdlcové plose
(viz Obr. 24.11).

Konecné necht je nevlastni singularni kuzelosecka realné valcové plochy
tvofena dvojnasobnou redlnou piimkou (valcova plocha se dotyka nevlastni
roviny). Potom kazd4 vlastni nevrcholova rovina protina plochu v parabole.
Hovotfime proto o parabolické vdlcové plose (viz Obr. 24.12).

Poznamka 24.2. V predchozich Gvahéch jsme vidéli, Ze jako fezy na kuze-
lovych plochach, kam zahrnujeme i valcové plochy, dostaneme vSechny afinni
typy kuzelosecek. Nazev kuzelosecky je tedy opravnény. O

Kvadriky hodnosti 2 jsou podle Véty 21.2 dvojice rovin a jsou parabo-
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lického typu. Uvazujme nejdiive komplexné sdruzené roviny. Je-li spole¢na
realnd primka téchto rovin vlastni, hovotime o dvojici komplexné sdruzenych
riznobéznych rovin. Je-li spole¢na redlna piimka tvoficich rovin nevlastni,
hovotime o dvojici komplexné sdruzenych rovnobéznych rovin.

Obr. 24.13 b)

Obr. 24.13 a)
Necht je kvadrika sloZena ze dvou realnych tvoficich rovin. Mohou nastat

tyto moznosti. Tvorici roviny jsou vlastni riznobézné (Obr. 24.13 a)), vlastni

rovnobézné (Obr. 24.13 b)), nebo je jedna z nich vlastni a jedna nevlastni.
Kone¢éné kvadrika hodnosti 1 je podle Véty 21.1 tvofena jedinou dvoj-

nasobnou redlnou rovinou. Ta mtze byt bud vlastni nebo nevlastni.

Celkem tedy mame 19 afinnich typu kvadrik.

Obr. 24.14

Poznamka 24.3. (Reélna) kuzelova plocha, ktera mé s danym hyperboloi-
dem stejnou nevlastni kuzelosecku a jejim vrcholem je stied hyperboloidu, se
nazyva asymptotickd kuzZelovd plocha hyperboloidu. (Pro elipsoidy by byla
asymptotickd kuzelova plocha imaginarni). Asymptotické kuzelové plochy se
dotykaji vSechny asymptotické roviny hyperboloidu. Na Obr. 24.14 je c¢ast
jednodilného hyperboloidu s asymptotickou kuzelovou plochou. &

Véta 24.1. Ke kazdé kvadrice K v As existuji 3 linedrné nezavislé sméry,
které jsou navzdjem poldrne sdruzZeny vzhledem ke K.
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Dikaz. Musime vlastné dokazat, ze existuji 3 nevlastni body v obecné po-
loze, které jsou navzajem polarné sdruzeny vzhledem ke K. Necht nejdiive K
obsahuje nevlastni rovinu jako svou tvorici rovinu. Potom libovolna trojice
nevlastnich bod® v obecné poloze spliuje podminky véty.

Necht nyni nevlastni rovina neni souc¢dsti K. Zvolme libovolny nevlastni
bod Oy, ktery nelezi na K, a oznac¢me wi jeho polarni rovinu. Je-li nevlastni
pfimka w; soucasti K, doplnime O; na trojici bodi v obecné poloze libo-
volnymi nevlastnimi body z wi. Neni-li nevlastni pfimka w; soucasti K,
vybereme na ni Os tak, aby nelezel na K. Ozna¢me wy jeho polarni rovinu.
Potom nevlastni bod wy N ws doplni O, 0y na trojici polarné sdruzenych
nevlastnich bodu v obecné poloze. ]

Véta 24.2. Necht (O,e1, ez, e3) je takovy afinni repér v As, Ze vektory
€1, €9, €3 urcuji smery navzdajem poldrné sdruiené vzhledem ke kvadrice K.
Potom v rovnici kvadriky K vzhledem k tomuto repéru je a;; = 0, pro vSechna

i#J, 1,7 =1,2,3.

Dukaz. Oznacme jako O; = (e;), i = 1,2,3. Potom afinni homogenni sou-
fadnice bodt O; maji nenulovou soutadnici pouze na i-tém misté a bez (jmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze je to jednicka. Z podminky polérni
sdruzenosti bodi O; pak dostaneme 0 = (0;)TA(O;) = a;j, i,j = 1,2,3,
i3] =
Véta 24.3. Je-li pocdtek afinniho repéru vlastnim stredem kvadriky K, je
v rovnict K vzhledem k tomuto afinnimu repéru a;y =0, 1 =1,2,3.

Dukaz. Necht O je vlastni stied kvadriky K. Zvolme ho za pocatek afin-
niho repéru. Pak O mé afinni homogenni soufadnice (0;0;0;1). Protoze O
je stfedem, je poldrné sdruzen se vSemi nevlastnimi body, a tedy i s body
O; = (e;), i = 1,2, 3, které maji v afinnich homogennich soufadnicich jedi-
nou nenulovou soufadnici na i-tém misté. Potom 0 = (0)TA(O;) = a;4. O

Disledek 24.1. Zvolime-li nyni afinni repér tak, ze pocatek je vlastnim
stfedem kvadriky a sméry soutadnych os jsou poladrné sdruzeny vzhledem ke
kvadrice, ma kvadrika K vzhledem k tomuto afinnimu repéru kanonickou
rovnici

K: allx% + aggx% + aggl’% + a44x?1 =0 (24.1)

a pro kvadriku, které neobsahuje nevlastni rovinu, je pfislusna nehomogenni
rovnice
K anxz + a22y2 + a33z2 +aq4 =0. (24.2)

Véta 24.4. Necht K je nestredovd kvadrika v As. Pak ezistuje afinni repér
(O;e1,es,e3) takovy, Ze vzhledem k nému ma K rovnici

K : alll’E% + CLQQ.T% + 2ag4x324 =0, (24.3)
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kde asq # 0. V nehomogennich souradnicich, pokud K neobsahuje jako tvo-
rict rovinu nevlastni rovinu,

K: CL11£IZ2 + a22y2 + 2a34z =0; (24.4)
tuto rovnici miZeme pouZit pouze je-li hodnost kvadriky alespor 3.

Dukaz. Jestlize regularni kvadrika K nema zadny vlastni stfed, pak hod-
nost této kvadriky je nejméné dvé a mizeme zvolit afinni repér (O; eq, ez, €3)
tak, ze O je regularni bod kvadriky, es je vektor urcujici nevlastni stied
K a ej, ey jsou vektory ze zaméfeni teéné roviny ke K v bodé dotyku O,
které urcuji polarné sdruzené smeéry. Existence takovychto poldrné sdruze-
nych sméri v zameéfeni te¢né roviny v bodé dotyku O se prokaze stejné jako
u Véty 24.1. Pfi nasi volbé afinniho repéru je v homogennich soufadnicich
0 =(0,0,0,1), O; = (e;) = (0,..,1,..,0), kde 1 je na i-tém misté, i = 1,2, 3.
Potom O € K implikuje aq44 = 0, O1 je polarné sdruZeno s O, proto ajz = 0,
a konec¢né z podminky, ze ez urcuje nevlastni stied, je a;4 = 0, 1 = 1,2. Je
tedy matice K v tomto repéru tvaru

ail 0 0 0

0 aw 0 0
A= 0 0 ags ass
0 0 asz4 0

Soustava pro vypocet vlastniho stfedu ma nyni podobu a1z = 0, agy =
0, aszz +asq4 = 0 a protoze podle pfedpokladu K nemd vlastni stfed, je tato
soustava nefe§itelna. To lze pouze pro azgs = 0 a azq # 0. L]

Definice 24.2. Rovnici (24.2) nebo (24.4) kvadriky K budeme nazyvat
afinni kanonickou rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému mé kvadrika
K kanonickou rovnici, budeme nazyvat poldrni afinni repér kvadriky K.

Véta 24.5. (Afinni klasifikace kvadrik) Ke kaZdé kvadrice K ezistuje
takovy afinni repér, Ze vzhledem k nému md K jednu z ndsledugicich rovnic:
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(hom. soutadnice) (nehom. soutadnice)

(AK1) P +ai+a3+23=0, 2 +y?+224+1=0,
(AK2) p?+a3+a2%-22=0, ?2+y?+22-1=0,
(AK3) 22 +a—23-22=0, 2?4+ —-22-1=0,
(AK4) 2+ a3 —a2%+23=0, 2+ —224+1=0,
(AKb5) 2? + 23 + 21374 =0, 22+ y? +22=0,
(AKS6) 23 — 23 + 23374 =0, 2?2 —y?+22=0,
(AK7) ?+a3+22=0, 22+ +22=0,
(AK8) 3 +a3—23=0, 2 +y?—-22=0,
(AK9) P +a3+22=0, ?2+y?+1=0,
(AK10) 22 4+23-23=0, 2 +y?-1=0,
(AK11) ¥ —23-22=0, 22—y -1=0,
(AK12) 23+ 2r324 =0, 22 —-22=0,
(AK13) i +22=0, 2 4+y?=0,
(AK14) 23 —22=0, 2?2 —y?=0,
(AK15) 23 +22=0, 22+1=0,
(AK16) 2 —22=0, z2—-1=0,
(AK17) r124 =0, nelze urcit,
(AK18) 2 =0, r2=0,
(AK19) r3=0, nelze urcit.

Dukaz. Tato véta je pfimym disledkem Dusledku 24.1 a Véty 24.4. Rovnici
(24.1) stfedové kvadriky znormujeme stejnym zptsobem jako ve Vété 15.7.
Rovnici (24.3) nestiedové kvadriky nejdiive vydélime ass a potom znor-
mujeme nenulové koeficienty u druhych mocnin souradnic stejné jako ve
stifedovém ptipadé. O

Definice 24.3. Rovnici kvadriky K z Véty 24.5 budeme nazyvat afinni
normalni rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému mé kvadrika K nor-
malni rovnici, budeme nazyvat normovany poldrni afinni repér kvadriky

K.

Poznamka 24.4. Kvadrika uréend rovnici (AK1) je imagindrni elipsoid,
(AK2) je realny elipsoid, (AK3) je jednodilny hyperboloid, (AK4) je dvou-
dilny hyperboloid, (AK5) je elipticky paraboloid, (AK6) uréuje hyperbo-
licky paraboloid, (AK7) uréuje imaginarni kuzelovou plochu, (AKS8) je re-
alna kuzelova plocha, (AK9) je imaginarni eliptickd véalcova plocha, (AK10)
je realna eliptickd valcova plocha, (AK11) je hyperbolickd valcova plocha,
(AK12) je parabolické valcova plocha, (AK13) je dvojice komplexné sdru-
zenych tvoricich riznobéznych rovin, (AK14) je dvojice realnych rtiznobéz-
nych tvoricich rovin, (AK15) je dvojice komplexné sdruzenych rovnobéznych
rovin, (AK16) je dvojice realnych rovnobéznych rovin, (AK17) je tvofena
jednou vlastni a jednou nevlastni tvofici rovinou, (AK18) je dvojnésobna
vlastni tvorici rovina a (AK19) je dvojnésobna nevlastni tvofici rovina.
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Poznamka 24.5. P#i praktickém vypoctu mame vétsinou kvadriku zada-
nu soufadnicovou rovnici v nehomogennich soufadnicich. K urceni jejich
normalnich rovnic mame dvé metody. Prvni z nich je zaloZena na nale-
zeni polarniho afinniho repéru tak, jak je popsano ve Vétach 24.2 — 24.4.
Druhy zptisob je zalozen na pfimém hledani transformace souradnic, ktera
prevede rovnici kvadriky do normélniho tvaru. Nalezneme nejdfive transfor-
maci afinnich souradnic, ktera prevede do kanonického tvaru kvadratickou
¢ast rovnice kvadriky (viz Cast 9). Geometricky to znamena, Ze jsme pre-
vedli rovnici kvadriky do soutfadnic vzhledem k afinnimu repéru, kde jsou
sméry soufadnych os polarné sdruzeny vzhledem ke kvadrice. Pfechodem
na druhé mocniny dvoj¢lenu potom posuneme pocatek afinniho repéru tak,
ze dostaneme jednu z rovnic (24.2) nebo (24.4). Rovnice potom jesté nor-
mujeme vhodnymi nasobky smérovych vektorti. Podrobnosti budou zfejmé
z nasledujici Ulohy 24.1. &

Uloha 24.1. Uréete afinni typ kvadriky K, jeji normélni rovnice, afinni
normovany polarni repér a transformacni rovnice, které prevedou rovnici
kvadriky do normalniho tvaru:

a) K:322 +9? — 22 + 622 — 4y =0,

b) K :42% — 922 + 222 — 87 — 4y + 362 — 32 =0.

Reseni: 1. medoda:

a) Uréime nejdiive, zda je kvadrika stfedovd nebo nestfedovi. K ma
jediny vlastni stfed S = [0;2;0].

Protoze aj; # 0, neni nevlastni bod sméru (e} = (1;0;0)) bodem kvad-
riky, ponechdme potom €} jako prvni smérovy vektor nového afinniho repéru.
V zaméfeni polarni roviny wy : z + z = 0 nevlastniho bodu (e}) vybereme
smér, ktery urcuje bod nelezici na kvadrice. Napt. (e}, = (0;1;0)). Treti
smeérovy vektor polarniho afinniho repéru je potom smérovy vektor pruniku
zaméfeni polarnich rovin wy a we : y — 2 = 0 (polarni rovina nevlastniho
bodu sméru (e))), tj. €5 = (—1;0;1). V polarnim repéru (S;e€},e5, e}) ma
kvadrika rovnici

K@ 3(2)2 + () — 4(2")2 — 4 =0,
kterou nejdrive vydélime 4 a znormujeme volbou novych smérovych vektort
e = %9/17 ey, = 2e,, €y = ej. Afinni repér (S;e'|, €'y, €’5) je polarni
normovany afinni repér kvadriky a kvadrika v ném ma rovnici

K - (.73/,)2 + (y//)Q _ (ZH)Q —1=0.

Kvadrika je tedy jednodilny hyperboloid. Transformacéni rovnice pie-
chodu k normovanému polarnimi repéru jsou
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b) Uréime nejdfive, zda je kvadrika stfedova, nebo nestfedova. K je
nestfedové a nevlastni stfed je uréen smérem (e} = (0;1;0)).

Uré¢ime libovolny bod lezici na kvadrice, napi. P = [0; —8;0]. V te¢né
roviné 7 : 2x +y — 92+ 8 = 0 bodu P uréime smér, ktery neurcuje nevlastni
bod kvadriky, napt. (e] = (1;—2;0)), a posledni smérovy vektor je urcen
smérem priniku zaméfeni roviny 7 a polarni roviny 4z 4+ z = 0 nevlast-
niho bodu sméru (e), tj. (e5, = (1; —38; —4)). Afinni repér (P; €}, €5, €5) je
polarni afinni repér kvadriky a kvadrika v ném mé rovnici

K :4(2')? —148(y)? — 42 =0,
kterou nejdiive vydélime 2 a znormujeme volbou novych smérovych vektori
e = %e’l, el = ﬁeé, et = ef. Afinni repér (P;e'|, €'}, e'5) je polarni
normovany afinni repér kvadriky a kvadrika v ném ma rovnici

K- (.1‘”)2 _ (y//)Q _9, — .

Kvadrika je tedy hyperbolicky paraboloid. Transformac¢ni rovnice pre-
chodu k normovanému polarnimi repéru jsou

T = il’”—k 1 y//
V2 V747
2 12 38 /! 12
=—— - —y +2z -8,
y 7 i
4
z = -y
74

II. metoda:
a) Rovnici kvadriky upravime na

K:3(x+2)?2+y?—422—4y=0.

Potom transformace

ptrevede rovnici kvadriky do tvaru

K :3(2)? + (y)? —A()? — 4y =0,
ktery upravime na tvar

K:3(2)?+(y —2)2—4(2)>-4=0.

Po vydéleni 4 transformace

2
/ 1
= —=a2",
V3
y/ _ 2y// + 27
/ 1
z = z

140



prevede rovnici kvadriky do normdlniho tvaru (viz I. metoda). Vysledné
transformacni rovnice i odpovidajici normovany polarni repér jsou stejné
jako v I. metodé.
b) Rovnici kvadriky upravime na
K:d(x+32)2 - 3122 — 82— 4y +362—32=0.
Potom transformace

1
N
r=2x 4y,
= Z/’
zZ = y/

prevede rovnici kvadriky do tvaru

K :4(2)? = 31(y)? — 82’ + 38y — 42/ —32=0,
ktery upravime na tvar

K4z —1)2 =3y —16)2 _4y 112 ¢,

4 37 37 —
Transformace
1

2 = 538” +1,

!/ _ i 2 + E
Yy ﬁ37y 37

1 28

r_ Lo, 4o

s 2”37

prevede rovnici kvadriky normalniho tvaru (viz I. metoda). Vysledné transfor-
macni rovnice jsou potom

m/:ll,u_Ly// +§
2 237 37’

1 28

I /A
vy = 5% ta7
2 76

o = 7?// + =

V37 37’
z nichz uréime snadno pfislusny normovany polarni repér.
Uloha 24.2. Pro hyperboloid z Ulohy 24.1 a) uréete asymptotickou kuze-
lovou plochu.

Reseni: Asymptoticka kuzelova plocha mé stejnou nevlastni kuzelosecku
jako dany hyperboloid, tj. matice A je totozna pro asymptotickou kuzelovou
plochu i hyperboloid. Potom mé asymptotickd kuzelova plocha matici

3 0 3 a

01 0 b ] U : :
A = 30 -1 ¢l Podminka, ze stfed hyperboloidu S = [0;2;0] je

a b ¢ d
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singuldrni bod asymptotické kuzelové plochy, vede na soustavu linearnich
rovnic

n

0,
2=0,
S 0,
S

(5)
(5)
(5)
(5)

a
b+
c=
2b

SRR

=0,

coz znamena, ze asymptoticka kuzelova plocha ma rovnici
K:322+9y>—224+6x2z—4y+4=0.

25 Metrické vlastnosti kvadrik

V této kapitole uvazujeme &5 redlny euklidovsky prostor, Eg jeho komplexni
rozsifeni a Eé,,c projektivni rozsiteni 8§:. Jako kvadriku v &5 potom rozumime
kvadriku v Eéc.
Uvazujme na &5 kartézskou souradnou soustavu uréenou ortonormalnim
repérem
(O;el,eg,eg) . (251)

V indukovanych homogennich soufadnicich mé kvadrika K v &5 obvyklou
rovnici (viz Cast 23)

K Z aijazixj = 0, (25.2)
2,7=1

a v nehomogennich soufadnicich m4 kvadrika rovnici

K: Z a;jT;T; + 2 Z aiaZi + asq =0, (25.3)
ij=1 i=1
nebo
K:(X)TAX)+2@)7T(X)+a=0. (25.4)
Pfi Castéjsim oznaceni nehomogennich soufadnic bodu X = [z;y;z]
mame

K :ana? + agy® + assz® + 2a120y + 2a1372 + 2a23y2+

(25.5)
+2a14x + 2a24y + 2a34z + aqq = 0.

Umluva. V praxi se setkavame téméi vyhradné s kvadrikami, jejichZ rov-
nice jsou zadany v nehomogennich souradnicich. Takto se nedaji bez dalsiho
upfesnéni zadat kvadriky, jejichZz soucéasti je nevlastni rovina. Déle tedy bu-
deme predpokladat, ze zadna kvadrika nema za svou tvorici rovinu nevlastni
rovinu. V soufadnicovém vyjadieni to znamena, Ze matice A je nenulova.
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Definice 25.1. Smér uréeny nenulovym vektorem u se nazyva hlavnim
smerem kvadriky K, je-li vzhledem ke K polarné sdruzen se vSemi k nému
kolmymi sméry.

Poznamka 25.1. Z definice stfedu kvadriky je zfejmé, Ze smér, ktery urcuje
nevlastni stfed kvadriky, je hlavnim smérem kvadriky (plati to tedy i pro
smér, ktery urcuje nevlastni singularni bod kvadriky). &

Véta 25.1. Ke kazZdé kvadrice existuji alesponi 3 na sebe navzdjem kolmé
hlavni sméry. Ma-li K v néjakém ortonormdlnim repéru matici A, jsou
hlavni smery K vlastnimi sméry submatice A.

Dukaz. 1. Necht u = (uj;u2;us) # o urcuje singularni nevlastni bod P, =
(u) kvadriky K. Potom (Fi(u); F2(u); F3(u)) = o = Ou, coz znamena, ze u
je vlastnim vektorem matice A pro A = 0.

2. Necht u = (uj;u9;us) # o je hlavni smér kvadriky K a nevlastni
bod P, = (u) neni singuldrnim bodem K. Ptredpoklddejme nejdfive, ze
P je nevlastnim stiedem (ktery neni singuldrnim bodem) kvadriky. Potom
polarni rovina bodu P, je nevlastni rovina, tj. (Fi(u); F2(u); F3(u)) = o
a podobné jako pro singuldrni bod dostavame, Zze u je vlastnim vektorem
matice A pro A = 0.

Nyni necht Py, = (u) neni stfedem K. Potom vlastni polarni rovina
bodu P,, ma rovnici

T Fl(ll)l‘l +F2(11)$2+F3(11)CL‘3+F4(11)$4 =0, (Fl(u);FQ(u);Fg(u)) 75 o

a vektor u je polarné sdruzen se vSemi vektory ze zaméreni roviny 7. Z pred-
pokladu, ze u urcuje hlavni smér, vyplyva, ze u je kolmy na m, a tedy ne-
nulové vektory (Fj(u); Fo(u); F3(u)) a u jsou linedrné zavislé, tj. existuje
A # 0 takové, ze (Fi(u); Fo(u); F3(u)) = Au, coz je po rozepsani soustava
pro vlastni vektory matice A (viz (10.1)).

Zbyvajici ¢éast tvrzeni je dusledkem vlastnosti symetrickych matic (viz

Véty 10.1 — 10.3). U

Poznamka 25.2. Podobné jako v piipadé kuzelosecek (viz Véta 16.2) se
snadno dokaze, Ze charakteristickd rovnice |[A — AE| = 0 je nez4visla na zvo-
leném ortonormélnim repéru a budeme ji nazyvat charakteristickd rovnice
kvadriky K. Podobné také jeji kofeny A1, A2 a A3 jsou na zvoleném kartéz-
ském repéru nezavislé a budeme je nazyvat hlavni ¢isla kvadriky K. Dtkaz
predchozi véty tedy neni zavisly na pouzitém ortonormaéalnim repéru.
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Definice 25.2. Je-li P nevlastni nesingularni bod urceny hlavnim smé-
rem kvadriky K, pak polarni rovinu bodu P, pokud je to vlastni rovina,
nazyvame hlavni nebo osovou rovinou kvadriky K. Je-li nevlastni bod
hlavniho sméru kvadriky nevlastnim singularnim bodem kvadriky, pak
definujeme jako osovou rovinu kvadriky libovolnou vlastni rovinu, ktera
je kolma na tento hlavni smér.

Prisecnici dvou osovych rovin kvadriky nazveme osou kvadriky.

Vlastni prisecik kvadriky s jeji osou se nazyva vrchol kvadriky.

Poznamka 25.3. Jako dusledek Pozndmky 23.3 a definice osové roviny
dostavame, ze kvadrika je (kolmo) soumérna podle kazdé své osové roviny
a je soumérnd podle kazdé osy, kde jako soumérnost podle pfimky chapeme
otoceni podle pfimky o 180 stupni. O

Poznamka 25.4. Z Vét 10.1 — 10.3 vyplyva, ze mé-li charakteristickd rov-
nice kvadriky trojndsobny kotfen (ktery musi byt nenulovy z podminky, ze
kvadrika neobsahuje nevlastni rovinu), je kazdy smér hlavnim smérem kvad-
riky. Takovéto kvadriky jsou soumérné podle kazdé prameérové roviny a na-
zyvaji se zobecnéné kulové plochy. Pozdé&ji — v Césti 26 — si ukazeme, které
kvadriky to jsou.

Ma-li charakteristickd rovnice kvadriky dvojnasobny kofen, odpovida
mu dvoudimenzionalni podprostor hlavnich sméri kvadriky. Tento dvoudi-
menzionalni podprostor hlavnich smérti uréuje nevlastni pfimku a ptimka
s ni polarné sdruzena je osou kvadriky. Kvadrika je potom symetricka podle
kazdé roviny, kterd obsahuje takovouto osu kvadriky. Takovéto kvadriky se
nazyvaji rotacni kvadriky. Jejich vytvoreni si popiseme v Céasti 26. &
Uloha 25.1. Urcete charakteristickou rovnici, hlavni ¢isla a hlavni sméry
kvadriky K:

a) K:2? —4y? + 22 + 6z + 42 + 16y — 42 — 16 =0,

b) K:2?+2y% + 22— 212 - 20 —22+4=0.

1 0 3
Reseni: a) Matice A= [0 —4 0] a jeji charakteristick4 rovnice
3 0 1
1-X 0 3
|JA—AXE|=0je| 0 —4—X 0 | =0t} —A3—2\24+16)\+32 =
3 0 1-A
0. Hlavni ¢isla jsou koreny charakteristické rovnice, tj. Ay = —2, Ao = 4
a A3 = —4. Hlavni smér urceny kofenem A\; = —2 je urcen vektorem, jehoz

soufadnice jsou feSenim soustavy rovnic (viz (16.6))

3U1 + 3U3 = O,
—2u9 =0,
3uq +3uz =0,
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tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu \; = —2 je urcen vektorem u; =
(1;0; —1). Pro hlavni smér uréeny hlavnim ¢islem Ay = 4 dostaneme soustavu

—3uq +3us =0,

—8U2 =0 y
3u1 — 3U3 =0 y
tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = 4 je urcen vektorem ug =
(1;0;1). Koneéné pro hlavni smér uréeny hlavnim ¢islem Ao = —4 dostaneme
soustavu

5U1 +3U3=0,
0=0,
3uq +buz =0,

tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = —4 je urcen vektorem
u3z = (0; 1; 0).
1 0 -1
b) Matice A= | 0 2 0 | a jeji charakteristicka rovnice
-1 0 1
1—X 0 -1

|JA—XE|=0je| 0 2—X 0 |=0,tj. —A3+4)\2 —4)\ = 0. Hlavni
-1 0 1-A

¢isla jsou kofeny charakteristické rovnice, tj. A2 = 2 a A3 = 0. Podpro-

stor hlavnich sméri uréenych dvojnasobnym kofenem A12 = 2 je feSenim

soustavy rovnic (viz (16.6))

—UuU1 —uz = O,
0=0,
—uq —uz =0,
tj. hlavni sméry odpovidajici hlavnimu ¢islu A2 = 2 tvori podprostor

L(u; = (1;0;—1),u2 = (0;1;0)). Pro hlavni smér uréeny hlavnim ¢islem
A3 = 0 dostaneme soustavu
Ui —uz3 =0,
2U2 =0 5
—uy +uz=0,
tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu A3 = 0 je urcen vektorem uz =
(1;0;1).
Poznamka: Protoze je nase kvadrika regularni, je hlavni smér urceny
nulovym hlavnim ¢islem smérem nevlastniho stfedu kvadriky.

Uloha 25.2. Uréete hlavni roviny a osy kvadrik z Ulohy 25.1.
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Regend: a) 1. metoda:

Hlavni roviny jsou polarni roviny nevlastnich bod@ uréenych hlavnimi
sméry. Nevlastni bod Uy = (u;) = (1;0; —1;0) méa polarni rovinu wy : x —z—
2 = 0, nevlastni bod Uy = (uz) = (1;0;1;0) ma polarni rovinu wg : x4+ 2z =0
a nevlastni bod Us = (u3z) = (0;1;0;0) ma polarni rovinu w3 : y — 2 = 0.

Osy jsou potom spole¢né primky dvou hlavnich rovin, tj.

o1:x—z—2 =0, og:x—2z—2 =0, os:x+z =0,
r+z =0, y—2 =0, y—2 =0.

II. metoda: Osa je parametricky urcena vlastnim stfedem a hlavnim
smérem. Nase kvadrika mé jediny vlastni stfed S = [1;2; —1]. Potom

o1 : X =[1;2;—-1] +¢(0;1;0),
o9 : X =[1;2;—-1] +¢(1;0; 1),
o3 : X =[1;2;—1] +¢(1;0; -1).

b) Polarni rovina nevlastniho bodu uréeného hlavnim smérem odpovi-
dajicim nulovému hlavnimu ¢islu je nevlastni a podle Definice 25.2 to neni
hlavni rovina.

Dvoudimenzionalni podprostor hlavnich sméri, ktery je uréen dvojna-
sobnym kotenem charakteristické rovnice, urcuje nevlastni pfimku. Vsechny
polarni roviny nevlastnich bodt lezicich na této pfimce tvoii svazek hlav-
nich rovin a osa tohoto svazku rovin je jedinou osou kvadriky. Je urcena
napf. polarnimi rovinami nevlastniho bodu U; = (u;) = (1;0;—1;0), tj.
w1 : ¢ — z = 0, a polarni rovinou nevlastniho bodu Uy = (ug) = (0;1;0;0),
tj. wa : y = 0. Potom

o:x—z =0,
y =0.

Protoze kvadrika K nem4 vlastni stfed, nemtzeme urcit pfimo parame-
trickou rovnici osy jako v pfipadé a).

Uloha 25.3. Uréete vrcholy kvadrik K z Ulohy 25.1.

Reseni: a) Z parametrického vyjadieni osy o1 dosadime do rovnice kvad-
riky a pro parametr ¢ dostaneme kvadratickou rovnici t? — 1 = 0. Potom vr-
choly, které lezi na ose o1, jsou dva redlné body A = [1;3; 1|, B = [1;1; —1].

Podobné z parametrického vyjadieni osy o2 dostaneme kvadratickou rov-
nici 2¢2 + 1 = 0. Potom vrcholy, které lezi na ose 0z, jsou dva komplexné
sdruzené body E = [14 ¥2i;2; —1 4 2], B = [1 — ¥2i;2; -1 — ¥2{].

Kone¢né pro osu 03 dostaneme kvadratickou rovnici 2 — 1 = 0, a tedy
vrcholy, které lezi na ose o3, jsou dva realné body C' = [2;2; —2], D = [0;2;0].

b) Z obecnych rovnic osy o dosadime do rovnice kvadriky y = 0, z = z.
Dostaneme linearni rovnici x — 1 = 0. Tedy kvadrika ma jediny vrchol V =
[1;0;1].
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Pozndmka: Rovnice pro vypocet priniku osy o a kvadriky K je linearni
proto, ze druhy prisecik je nevlastni bod osy o (stfed kvadriky K).
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26 Metricka klasifikace kvadrik

VSechny afinni vlastnosti a afinni klasifikace kvadrik ztstévaji zachovany
i v euklidovském prostoru. V této ¢asti skript si ukdzeme, jak zvolit orto-
normadlnt poldrni repér kvadriky a rychle urcit kanonické rovnice kvadriky,
ze kterych se nejlépe pozna, o jakou kvadriku se jedna, a vycéteme z nich
vSechny informace o kvadrice.

V naésledujicich dvou vétach je popsan zpisob, jak zvolit polarni orto-
normalni repér tak, aby méla kvadrika nejjednodussi moznou rovnici.

Véta 26.1. Necht K je stfedovd kvadrika. Pak existuje takovy kartézskiy
reper, zZe vzhledem k nému md K rovnici

KMz + Aoy® + X32% +au =0, (26.1)
kde \;, 1 = 1,2,3, jsou hlavni ¢isla kvadriky a aqq € R.

Dukaz. Zvolme vlastni stfed kvadriky za pocatek ortonormélniho repéru
a jednotkové vektory hlavnich smért kvadriky za zakladni smérové vektory
ortonormalniho repéru. Potom podle Dtsledku 24.1 ma K rovnici

K :ay12? + agy?® + aszzz® +agy =0.
Charakteristicka rovnice kvadriky ma v téchto soufadnicich tvar
(a11 — A)(az2 — N)(aszs — A) =0
a odtud plyne tvrzeni. O

Véta 26.2. Necht K je nestredovd kvadrika hodnosti > 3. Pak existuje
takovy kartézsky repér, Ze vzhledem k nému md K rovnici

K: /\11’2 + )\2y2 + 2a342z =0, (26.2)
kde N\;, i = 1,2, jsou hlavni ¢isla kvadriky a as4 € R a asq # 0.

Dikaz. Zvolme za pocatek ortonorméalniho repéru vrchol kvadriky a jed-
notkové vektory hlavnich smérta kvadriky za zakladni smérové vektory orto-
normalniho repéru. Potom podle Véty 24.4 ma K rovnici

K: a11x2 -+ a22y2 + 2a34z = 0.
Charakteristickd rovnice v téchto sourfadnicich mé tvar
—(CLH — )\)(CLQQ — )\))\ =0

a odtud plyne tvrzeni. O
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Poznamka 26.1. Vsimnéme si, Ze v pfipadé nestfedové kvadriky je vidy
alesponl jeden koren charakteristické rovnice roven nule, v nasem oznaceni
A3 = 0. Ze zbyvajicich kofenti musi byt alespon jeden kofen nenulovy, coz
vyplyva z podminky pro hodnost kvadriky. Pokud by byly oba kofeny A1, Ao
nulové, byla by rovnice (26.2) linearni a kvadrika by obsahovala jako tvofici
rovinu nevlastni rovinu. &

Véta 26.3. (Metricka klasifikace kvadrik) Ke kazdé kvadrice K, kterd
neobsahuje jako svou ¢dst nevlastni rovinu, existuje takovy ortonormdalni re-
pér, Ze vzhledem k nému md K jednu z ndsledujicich rovnic:

2 2 2
St 5 T1=0, a>05>0,¢>0, (EK1)
2 .2 2
%+%2+%_1:0, a>0,0>0,¢>0, (EK2)
a C
2 .2 2
%4_%2_%2_1:0, a>0,b>0,c>0, (EK3)
2 .2 2
%+%_§+1:0, a>0,06>0,¢>0, (EK4)
22 g2
;4_;4_2,2:0, p>0,qg>0, (EK5)
22 2
;—E—i-QZ:O, p>0,q>0, (EK6)
2 .2 2
%+%+%:0, a>0,6>0,¢c>0, (EK7)
2 .2 2
% %2 %:0, a>0,b>0,¢>0, (EKS)
2 2
%+%+1:o, a>0,b>0, (EK9)
2 .2
Y 1m0, 40,850, (EK10)
2 .2
% %2_1:0, a>0,b>0, (EK11)
22
—+22=0, p>0, (EK12)
p
22 2
¥+bf2:0, a>0,b>0, (EK13)
22 2
9_672:07 a>0,b>0, (EK14)
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T

ﬁ+1:0’ a>0, (EK15)

$2

5 -1=0, a>0, (EK16)
2 =0, (EK17)

kde a,b,c,p,q jsou redlnd cisla.

Dukaz. Dtkaz se provede stejné jako ve Vété 17.3 tpravou rovnic (26.1)
a (26.2). O

Poznamka 26.2. Kladna ¢isla a, b, ¢ v rovnicich (EK1) — (EK4) elipsoida
a hyperboloida se nazyvaji délky poloos. Pro osy kvadriky, na kterych lezi
realné vrcholy kvadriky, udavaji tato ¢isla vzdalenosti vrcholi od stfedu
kvadriky.

Cisla p, ¢ v rovnicich (EK5) — (EK6) paraboloidii jsou parametry parabol,
ve kterych protinaji paraboloid vSechny roviny rovnobézné s jednou ze dvou
hlavnich rovin paraboloidu.

Rovnice (EK7) (respektive (EKS8)) urcuje imaginarni (respektive real-
nou) kuzelovou plochu. Cisla a, b jsou délky poloos Fidici kuzelosecky — ima-
gindrni (respektive realné) elipsy. Pfitom je osa kuzelové plochy kolmé na
rovinu fidici kuzelosecky.

Cisla a, b v rovnicich (EK9) — (EK11) jsou délky poloos Fidici kuZelosecky
(imaginarni elipsy, respektive realné elipsy, respektive hyperboly) imaginarni
eliptické, respektive redlné eliptické, respektive hyperbolické valcové plochy.
Pritom je osa valcové plochy kolmé na rovinu ridici kuzelosecky.

Cislo p v rovnici (EK12) je parametr Fidici kuzelosec¢ky (paraboly) pa-
rabolické valcové plochy. Pritom jsou tvorici pfimky kolmé na rovinu fidici
paraboly.

Rovnice (EK13) (respektive (EK14)) urcuje dvojici komplexné sdruze-
nych (respektive redlnych) riaznobéznych rovin, které se protinaji v ose z.

Rovnice (EK15) (respektive (EK16)) urcuje dvojici komplexné sdruze-
nych (respektive realnych) rovnobéznych rovin, které jsou rovnobézné s ro-
vinou x = 0.

Kone¢né rovnice (EK17) je rovnici dvojnasobné roviny x = 0. &

Poznamka 26.3. Ma-li charakteristicka rovnice kvadriky trojnasobny ne-

nulovy kofen, je pfislusné kvadrika zobecnénd kulovd plocha. V kanonickych

rovnicich tomu odpovidaji rovnice (EK1), (EK2) a (EK7),kdea =b=c=r.
(EK1) ma potom tvar

2yt =—r?, r#£0,

a urcuje imagindrni kulovou plochu.
(EK2) ma potom tvar

i+ 2=t r#0,
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a urcuje (realnou) kulovou plochu o poloméru 7.
(EK7) méa potom tvar

?+y?+22=0

a urcuje nulovou kulovou plochu (redlna kulova plocha s nulovym polomé-

rem). &

Poznamka 26.4. Ma-li charakteristickd rovnice kvadriky dvojnésobny ne-
nulovy kofen, je prislusna kvadrika rotac¢ni a vzniké rotaci kuzelosecky kolem
nékteré jeji osy. VSimnéme si, jak vznikaji realné rotacni kvadriky.

Rotaci realné elipsy v roviné x = 0 o rovnici

2 2
.Y c _
kigg+ 5 —1=0

kolem soufadné osy z vznikne rotacni elipsoid o rovnici

2 2 2
LT Y < _
K:fsti5+5-1=0.

Je—li pfitom b > ¢, nazyva se tento elipsoid zplostély a je-li b < ¢, nazyva se
tento elipsoid protahly.

Obr. 26.1 a) Obr. 26.1 b)
Na Obr. 26.1 a) je zplostély elipsoid o rovnici K : % + % +22 =1
protaty soufadnymi rovinami a na Obr. 26.1 b) je protahly elipsoid o rovnici

K :ax?+9%+ % = 1 protaty soufadnymi rovinami.
Rotaci hyperboly v roviné x = 0 o rovnici
2 2
Ly F _
k- 22 1=0
kolem osy z (vedlejsi osa hyperboly) vznikd rotacéni jednodilng hyperboloid

o rovnici ) ) )
LT Y z _
K.b—2+b—2—c—2—1—0.
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Naopak rotaci kolem osy y (hlavni osa hyperboly) vznikéd rotacni dvojdilng
hyperboloid o rovnici

2 2 2
X Yy o _
K.—C—2+b—2—c—2—1—0.
Asymptoty hyperboly vytvori pfi této rotaci asymptotickou kuzelovou plo-
chu hyperboloidu.

Rotaci paraboly v roviné x = 0 o rovnici

2
kL 49.—0

q

kolem osy z (osa paraboly) vznika rotacéni paraboloid o rovnici

K: + =4+22=0.

22 g2
q q

Rotaci dvojice redlnych riznobéznych piimek v roviné z = 0 o rovnici

R L2
b2 2
kolem jedné z os y nebo z (osy této singularni kuzelosecky) vznikéd rotacni
(redlnd) kuzelovd plocha.
Konec¢né rotaci dvojice (redlnych) rovnobéznych pfimek v roviné z = 0
0 rovnici

2
.Y —
k 2 1=0
kolem osy z (osa této singularni kuzelosecky) vznika rotacni (redlnd) valcovd
plocha. &

Véty 26.1 a 26.2 popisuji, jak zvolit ortonormalni repér tak, aby méla
kvadrika kanonické rovnice, ze kterych snadno urcéime vsechny informace
o kvadrice. Je-li tedy kvadrika zadéna rovnici (25.5), musime ur¢it hlavni
sméry kvadriky, stfed, ¢i vrchol kvadriky a napsat transformacni rovnice
pfechodu k ortonorméalnimu repéru popsanému ve Vétach 26.1 a 26.2. Do-
sazenim takovychto transformacnich rovnic do pavodni rovnice kvadriky
potom dostaneme kanonickou rovnici (26.1) nebo (26.2). Tento postup je
ovsem velice zdlouhavy a pracny. Podobné jako v pfipadé kuzelosecek exis-
tuje zpusob, jak velice rychle uréit kanonické rovnice kvadriky bez hledani
prislusnych transformac¢nich rovnic. Tato metoda se nazyva metoda inva-
riantu. Metoda dpravy rovnic pomoci otaceni souradnicového repéru ko-
lem pocatku a posunovani pocatku je sice teoreticky také mozna, ale velice
pracna. Proto se u kvadrik nepouziva.

Podobné jako v teorii kuZelosecek definujeme invariant kvadriky jako
realné cislo, které je prifazeno koeficientim matice kvadriky a nezévisi na
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zvoleném souradnicovém repéru. Stejnym zpusobem se definuje také stupen
invariantu kvadriky a absolutni invariant kvadriky.
Stejné jako v teorii kuzelosecek je hodnost kvadriky absolutni invariant,
ktery je projektivni. Hodnost matice A je afinnim absolutnim invariantem.
Vsechny dalsi invarianty kvadriky jsou euklidovské. Protoze charakteris-
ticka rovnice kvadriky je nezéavisla na zvoleném ortonormalnim repéru, jsou
jeji koteny i koeficienty invarianty kvadriky. Koeficienty charakteristické rov-

. o a1 a a1 a a a
nice jsou Cisla I1 = a1 + age +ass, Io = 12 13 22 023
a2 a2 a13 ass a3 433

a Is = |A|. Potom I; je invariant stupné 1, I» je invariant stupné 2 a I3

je invariant stupné 3. Dalsi invariant kvadriky stupné 4 je determinant ma-
tice A. Dikaz tohoto tvrzeni je totozny s dukazem Véty 17.4. Hlavni éisla
kvadriky jsou potom invarianty stupné 1.

Pomoci téchto invariantti mizeme nyni snadno urcit kanonické rovnice
nékterych kvadrik.

Véta 26.4. Necht K je kvadrika, kterd md prdvé jeden vlastni stred, a v né-
jakém kartézském repéru md rovnici (25.5). Pak existuje takovy kartézsky
reper, zZe vzhledem k nému md K rovnici
) 2 2 2 ﬂ _
Ko x® + doy” + Agz” + ’A‘ =0, (263)
kde \; i = 1,2,3, jsou nenulovd hlavni cisla kvadriky.

Dikaz. Podminka, ze K méa pravé jeden stred, je ekvivalentni tomu, ze
hodnost matice A je 3, tj. véechna hlavni ¢isla jsou nenulova (vyplyvé z ko-
fenovych vztahi pro charakteristickou rovnici). Potom podle Véty 26.1 mé
K v néjakém kartézském repéru rovnici

K: )\1332 + A2y2 + )\322 + bgqg = 0.

Protoze |A| je invariantni pfi zménach kartézskych soufadnic, je |A| = =
A1A2A3bag a odtud byg = |A|/|A|, protoZze z kofenovych vztaht pro chara-
kteristickou rovnici je |A| = A; A2 As. O

Véta 26.5. Necht K je requldrni nestredovd kvadrika, kterd md v néjakém
kartézském repéru rovnici (25.5). Pak existuje takovy kartézsky repér, Ze
vzhledem k nému md K rovnici

K :\z?+ )\gy2 +2

_ALL (26.4)
A A ’

kde \; i = 1,2, jsou nenulovd hlavni c¢isla kvadriky.
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Diikaz. Je-li K nestiedova regularni kvadrika, je |A| # 0 a A m4 hodnost
2, tj. charakteristickd rovnice pro matici A ma 2 nenulové kofeny. Potom
podle Véty 26.2 ma K v néjakém kartézském repéru rovnici

K )\11‘2 + )\2y2 + 2b3qz = 0.

Protoze |A| je invariantni pfi zménach kartézskych soufadnic, je |A| =

_)\1)\2(b34)2 a odtud b34 = j:\/% 0

Poznamka 26.5. Predchozi dvé véty se tedy daji pouzit k rychlému nale-
zeni kanonickych rovnic pro vSechny regularni kvadriky a singularni kvadriky
hodnosti 3, které maji pravé jeden vlastni stfed (kuzelové plochy). V ostat-
nich pfipadech budeme potrebovat jesté dalsi invarianty. &

Uvazujme rovnici (25.5) kvadriky K. Definujme polynom

ain — A a2 a3 a4
T()) = a2 agy — A\ a3  a4|
a3 a3 a3z — A a34
a4 ao4 as4 Q44
A—AE (a
3 2
= T ( ) =T+ T\ —=TA+T3,
(a) asy
kde
Lo =ay,
I, = ail ai4 a2 Q24 a3z3 Q34
a4 Qa4 a4 Qa4 as4 Q44
ail @iz a4 ail a1z a4 a2 (23 0G24
Iy = |a12 a2 ag4|+ |a13 azz ass4|+ |a23 azz as4|,
14 G4 Q44 14 Q34 Q44 (24 Q34 Q44
Ty = |Al.

Véta 26.6. Funkce I'(\) je invariantni pri zméndch ortonormdlniho repéru,
které zachovdvaji pocatek.

Dikaz. Dikaz je totozny s dikazem Véty 17.7. O

Véta 26.7. Necht K je kvadrika hodnosti 8 parabolického typu. Pak koefi-
cient Ty funkce T'(N\) je invariant kvadriky K.

Dikaz. Podle Véty 26.6 je I's invariantni pfi zménach ortonormaélniho re-
péru, které zachovavaji pocatek. Musime tedy jesté dokézat, ze I' je invari-
antni pfi posunuti ortonorméalniho repéru do nového poc¢atku. Necht K mé
v néjakém ortonormdalnim repéru rovnici (25.5) a necht P = [p1;p2; ps3] je
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novy pocatek souradnicového repéru. Potom v novém soufadnicovém repéru
dostaneme

aii a2 Fi(P) a1 a3 Fi(P)
=1 an ap  Fy(P)|+| a3 ass  F3(P)
Fi(P) Fy(P) F(P) Fi(P) F3(P) F(P)

a2 azz  Ff

+ | a3 ass  F3(

Fy(P) F3(P) F(P)

kde

Fi(P) = anp1 + aiz2p2 + a13ps + pia,
F5(P) = a1ap1 + azapa + agsps + pa4 ,

F3(P) = ai3p1 + aa3pa + assps + ps4 ,
3

F(P) = Z a;jpip; + 2a14p1 + 2a24p2 + 2a34p3 + aaa .
ij=1

Primym vypocétem dostaneme

a1 aiz a3 a2 a3 a4
Ty = (p] +p5+p3) |a12 aze ass|+2p1|aze ass apa|+
ajz as ass as asz asq
ail a1z a ail a1z A
+2p2 |a12 a3 a24|+2p3laiz asy aza|+T2.
aiz assz asq aiz a3z asq

Pro kvadriku hodnosti 3, ktera je parabolického typu, je hodnost matice
ail ai2 a1z a4
aig age ags ags | mensinez 3 a odtud I', = T's. d

a13 a3 asz as4
Véta 26.8. Necht K je kvadrika hodnosti 8 parabolického typu, kterd md

souradnicové vyjadreni (25.5). Potom v poldrnim ortonormdlnim repéru md
K jednu z kanonickych rovnic

Iy
— = 26.
WP 0, (26.5)

T
K:Alﬁiz,/—;z:o, (26.6)
1

kde A1, Ao jsou nenulovd hlavni ¢isla kvadriky.

Ko + ay? +

Dikaz. Kvadrika parabolického typu hodnosti 3 je valcova plocha, ktera
miize byt elipticka, hyperbolicka nebo parabolicka. Eliptickd nebo hyperbo-
licka véalcova plocha mé vlastni pfimku stfedti a podle Véty 26.1 ma rovnici

K:A1x2+)\2y2+b44:0.
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Podle Véty 26.7 je T's = A\j\abyg a odtud plyne rovnice (26.5).
Parabolickd valcova plocha nemé zadny vlastni stied a podle Véty 26.2
ma rovnici
K : Az + 20342 = 0.

Podle Véty 26.7 je I's = —A1b3, a odtud plyne rovnice (26.6). O

Pfedchozi véty ndm umoznuji urcit kanonické rovnice pro vsechny kvad-
riky hodnosti vétsi nebo rovny tfem. Protoze pro kvadriku hodnosti jedna
je vzdy kanonické rovnice rovna K : Ajz? = 0, musime jesté prodiskuto-
vat situaci pro kvadriky hodnosti dva, tj. pro dvojici rovin. V piipadé, ze
jsou roviny rtiznobézné, mé kvadrika pfimku vlastnich stiedt a charakteris-
tickd rovnice musi mit dva nenulové kofeny. Podle Véty 26.1 musi mit tedy
kvadrika kanonickou rovnici

)\1.732 + /\2y2 =0.
Zbyvéa nam tedy jen pfipad rovnobéznych rovin.

Véta 26.9. Necht K je kvadrika tvorend rovnobéznymi rovinami. Pak ko-
eficient I'y funkce I'(\) je invariant kvadriky K.

nkaz. iné j ve Vété 26. ¢ jzat, 7 je invariantni pri
Dukaz. Stejné jako ve Vété 26.7 staci dokazat, ze I'1 je ariant
posunuti ortonormélniho repéru do nového pocatku. Pii stejném oznaceni
jako ve Vété 26.7 je v novém soufadnicovém repéru

o | e Fi(P) 4| a2 Fy(P) 4| ass F3(P)| _
V7 |F(P) F(P) Fy(P) F(P) F3(P) F(P)
air ai2| | |lann ais ail aiz|  |agx ags
A0 1 2 2 2)
aip a2 a1z ass a2 a2 a23 a33
ail ais a2 a23 az3
+ 3 +2 +2
bs < aiz asz| |ag3 ass > p1p2 ’ p1p3 ais
ailp ais a3 aiq a4
+2 —2 +
P2ps a a23 P < aszsz 34 a24 )
2 ( ain aia| | |aszs asa > 25 < ain aw| | |az as ) LT,
ai2 | |azs az a3 ass4| |azs a

Pro kvadriku hodnosti 2, kterd je tvofena rovnobéznymi rovinami, je
ai1 a12 413 a4
hodnost matice | aj2 ags as3 as4 | rovna jedné a odtud I'y = I'y. O

@13 a23 az3z 34

Véta 26.10. Necht K je kvadrika tvotend rovnobézniymi rovinamsi, kterd md
soutadnicové vyjadrent (25.5). Potom v poldrnim ortonormdlnim repéru md
K kanonickou rovnici

Mz?+— =0, (26.7)

kde \1 je nenulové hlavni ¢islo kvadriky.
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Dikaz. Podle Véty 26.1 ma K rovnici
)\17;2 +b4=0.
Podle Véty 26.9 je I'1 = A\1byq a odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka 26.6. Metodu invarianti tedy muZeme shrnout do nésledujici
tabulky, kde \; jsou nenulové hlavni ¢isla kvadriky.

h(A) h(A) kanonické rovnice typ kvadriky
h(A) =4 | h(A) =3 | \2? + Aoy? + A322 + % =0 | elipsoidy,
hyperboloidy
h(A) =2 | \z? + \ay? + 24/ —/\‘f\L z =0 | paraboloidy
h(A) =3 | h(A) =3 | \ax? + Aoy + X322 =0 kuzelové plochy
eliptické a
hA) =2 | Ma?+ Xy’ + 1% =0 hyperbolické
vélcové plochy
h(A) =1 | \z?+2 —% z2=0 parabolickd
valcova plocha
h(A) =2 | h(A) =2 | 2?2+ \y? =0 rtiznobézné roviny
h(A) =1 | \z? + % = rovnobézné roviny
h(A) = 0 | neexistuje vlastni rovina
a nevlastni rovina
h(A) =1 | h(A)=1| \M2? =0 dvojnésobna
vlastni rovina
h(A) = 0 | neexistuje dvojnésobna
nevlastni rovina

Uloha 26.1. Uréete transformaci ortonorméalnich soufadnic, kterd prevadi
rovnici kvadriky K do kanonického tvaru. Urcéete také kanonickou rovnici
a typ kvadriky:

a) K:ao? —4y? + 22 + 6z + 42+ 16y — 42 — 16 =0,

b) K:2?+2y%+22 - 22222 —22+4=0.

Reseni: a) Z Ulohy 25.1 a) mame jednotkové vektory hlavnich smért
e; = (0;1;0), ex = (%;0;—%) a e = (%;0;%). Kvadrika je stfedova
s jedinym vlastnim stfedem S = [1;2; —1]. Otronormalni repér (S; e, ez, e3)

je tedy polarni ortonormalni repér kvadriky a transformacni rovnice, které
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prevadi danou rovnici kvadriky do kanonického tvaru, jsou

1

= =y =41,
V2l TR

y=a' +2,
1 1

r= ——y+—=-1

Dosazenim do ptivodni rovnice kvadriky dostaneme kanonickou rovnici
K:—42"? —2y? 4422 +4=0,

kterou vydélenim —4 upravime na tvar
1
K:x’2—|—§y’2—z’2—1:0.
Jedna se tedy o jednodilny hyperboloid.

b) Z Ulohy 25.1 b) méame jednotkové vektory hlavnich smért e; =
= (%;O;’—%), e; = (0;1;0) a e3 = (%;0;%). Kvadrika je nestfedové
a podle Ulohy 25.3 b) ma jediny vlastni vrchol V' = [1;0;1]. Ortonormalni
repér (V;eq, ez, e3) je tedy polarni ortonormalni repér kvadriky a transfor-
macni rovnice, které prevadéji danou rovnici kvadriky do kanonického tvaru,

jsou

1, n 1 '
T= —=x —=z ,

V2 V2
y= v,

1 1
z=———a +—=2'+1.

V2 V2

Dosazenim do ptivodni rovnice kvadriky dostaneme kanonickou rovnici

K : 22?2 + 2y + /22 =0, kterou vydélenim 2 upravime na tvar

2
K::z:’2+y’2—\2[z':0.

Kvadrika je tedy elipticky (rotac¢ni) paraboloid.

Uloha 26.2. Metodou invarianti uréete kanonickou rovnici a typ kvadriky:

a) K:2? —4y? + 2% + 6z + 42 + 16y — 42 — 16 =0,

b) K :a?2+2y? +22— 212 —2r —22+4=0,

c) K : 2% +y? 4+ 322 + 102y + 622 + 6yz — 10 — 2y — 62 +37 =0,

d) K : 222 + 2y% + 222 + 22y — 222 + 2yz — 62 + 18y + 242 =0,
K

ca? Ayt + 2 Aoy — 22z —dyzr+ o +2y —2=0.

¢]
~—

Reseni: a) Uréime det(A) = 128 a det(A) = 32, tj. kvadrika je regularni
stiedova. Z Ulohy 25.1 a) jsou kofeny charakteristické rovnice \; = —4,
Ao = —2 a A3 = 4. Podle Véty 26.4 ma kvadrika kanonickou rovnici
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K:—42? —2y?2 4422 +4=0,

kterou vydélenim —4 upravime na tvar
1
K:x’2—|—§y’2—z’2—1:0.
Jde o jednodilny hyperboloid.

b) Ur¢ime det(A) = —8 adet(A) = 0, tj. kvadrika je regularni nestfedova
(paraboloid). Z Ulohy 25.1 b) jsou kofeny charakteristické rovnice A\; = \g =
2 a A3 = 0. Podle Véty 26.5 ma kvadrika kanonickou rovnici

K:2224+2y24+22 =0,
kterou vydélenim 2 upravime na tvar

K:x’Q—f—y’Q—?z’:O.

Jedné se tedy o rotacni paraboloid.

¢) Uréime det(A) = 0 a hodnost A je 3, tj. kvadrika je singularni hodnosti
3. Déle det(A) = 0 a hodnost A je 2, tj. kvadrika je parabolického typu
(valcova plocha). Charakteristicka rovnice kvadriky je A — 5A%2 — 36\ = 0
s kofeny Ay = 9, A\a = —4 a A3 = 0. Urcéime I'y = —1296 a podle Véty 26.8
ma kvadrika kanonickou rovnici

K:922 — 4942 +36 =0,

kterou vydélenim 36 upravime na tvar

2 2
? oy
K:— -2 4+1=0.
I 9"

Jedna se tedy o hyperbolickou vélcovou plochu.

d) Uréime det(A) = 0 a hodnost A je 3, tj. kvadrika je singularni hodnosti
3. Déle det(A) = 0 a hodnost A je 2, tj. kvadrika je parabolického typu
(valcova plocha). Charakteristickd rovnice kvadriky je A* — 6A%2 + 9\ = 0
s kofeny A\; = Ay = 3 a A3 = 0. Urcime I'y = —702 a podle Véty 26.8 ma
kvadrika kanonickou rovnici

K :322+3y2-78=0,
kterou vydélenim 3 upravime na tvar

K:224+94?>-26=0.

Jedna se tedy o rota¢ni valcovou plochu poloméru v/26.

e) Uréime det(A) = 0 a hodnost A je 2, tj. kvadrika je slozena z dvojice
rovin. Déle det(A) = 0 a hodnost A je 1, tj. tvofici roviny jsou rovnobézné.
Charakteristicka rovnice kvadriky je A3 — 6A%2 = 0 s kofeny A\; = 6, Ay =
Az = 0. Uréime I'; = —3/2 a podle Véty 26.10 méa kvadrika kanonickou

rovnici
1
K:622—-=0.
Ty

Jedna se tedy o redlné rovnobézné roviny.
Pozndamka: Opravdu, ptvodni rovnici kvadriky mtizeme rozlozit na
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K:(z+2y—z)(z+2y—2+1)=0.
Kvadrika je tedy tvorena dvojici redlnych rovnobéznych rovin, jejichz obecné
rovnice v puvodnich soufadnicich jsou a: z+2y—z=0a 8 : x+2y—z+1=
0.

27 Cviceni

V nésledujicich cvicenich se soutfadnice a rovnice vztahuji k dané geometrické
béazi projektivniho prostoru.
27.1. Urcete hodnost kvadriky
K : 2:U% + 41'% — m% — 8T1T9 + 8x1x4 — 8974 + 41:?1 =0.
Je-li K singulérni, urcete jeji singularni body.
{ Hodnost kvadriky je 3, singuldrni bod(0;1;0;1) }
27.2. Rozhodnéte, zda kvadrika K je regularni nebo singularni:
a) K : 23 — dx1m9 — 273 — 8123 + 67174 — 522 = 0,
b) K : 22 + 223 + 323 — 6z314 + 323 =0,
c) K: m% + 2x120 — 41204 + 333% + 8xox3 + 8:1:% + 8x3xy + 6:L"?1 =0.
{ a) Regularni, b) singuldrni hodnosti 3,
¢) singuldrni hodnosti 2 }
27.3. Je dana kvadrika
K : m% + 2x172 —4$1l’4+l’% —x§+2$3$4+xi =0.
a) Urcete polarni rovinu bodu P = (1;2; —1;1) vzhledem ke kvadrice.
b) Urcete pdl roviny 7 : 2x1 + x9 + 2x3 — 3x4 = 0 vzhledem ke kvadrice.
{a)m:21+4+ 322+ 2x3 — 224 =0,b) P=(0;2;-5;-1) }
27.4. Je dana kvadrika
K : x% — 22129 + X103 — x1X4 + x% + b5xoxy + 3x9xs — 2374 = 0.
a) Urcete tecnou rovinu kvadriky v bodé T' = (1; —1; —1;1).
b) Ukazte, Ze rovina xzo = 0 je te¢nou rovinou kvadriky a urcete jeji bod
dotyku.
{a) 2zy —6xg —bx3 —3x4=0,b) T = (1;0;-1;1) }
27.5. Urcete hodnost, normalni rovnici a projektivni typ kvadriky K:
a) K : 922 + 122129 — 62123 + 302174 + 423 — dwo73 + 207074 + ZL’?)’ —
10x3x4 + 253:?1 =0,
b) K : 2x% +2x129 + 62123+ 20104 — x% + 8xoxs +4x014 + 7$§ —2x3%4 +
7r3 =0,
c) K : 3m% + 8x1x0 + 8x124 + 403 — dT0T4 + x% + 162314 + 113:?1 =0,
d) K : 3;U% — 2x129 — 27173 + 222124 — 51:% + 6xox3 — 422924 — l‘% +
10z3z4 — 1623 = 0.
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{a) h(K) = 1; y? = 0; dvojndsobna tvorici rovina; v piivod-
nich souradnicich mé tvorici rovina rovnici 3x1 + 2x9 — 3 +
533‘4 = 0,
b) h(K) = 4; y? + y2 + y2 — y2 = 0; nepiimkové reguldrni
kvadrika,
¢) h(K) = 3; y} + y3 — y3 = 0; redlnd kuzelové plocha,
d) h(K) = 2; y? — y3 = 0; dvojice redlnych rovin }

27.6. Pro kvadriky z Cviceni 27.5 urcete normovanou polarni geometrickou

bézi a transformaci projektivnich homogennich souradnic, ktera prevadi rov-
nici kvadriky do normélniho tvaru.

{ a) Napitklad O1 = (3;0;0;0), O2 = (2;—3;0;0),
O3 = (1;0;3;0), Oy = (5;0;0; =3), E = (%;—3;3; -3),
Ty = $y1+2y2 + Y3+ 5ya, 12 = —3y2, T3 = 3y3, T4 = — 3y,

b) Napfikl;xd 015: (\/LSE;O;O; 0)’ O :1 (_27\25; ﬁﬂh ﬁ)’
O3 = (_2\/6; 215’ 2\/6;0)’ O4 = (%, —%;0; 0),
E:(\/ﬁ—7\/§+2\/5.\/ﬁ+5\/§—4\/5, 3 -L)

2@ ’ 12\/% 12157 2v277 X
xll = 5ﬁy1 ; 22 *3%93 =+ 1%y4, T2
a2 T o mEYs — Y4 T3 = g EYss T4 = 3 5Y2
c) Napiiklad O; = (%;0; 0;0), Og = (0; \/%75;0; _\/%*5)7

O3 = (== 7= 723 0), O1 = (453 —6;2),
E— (\/ﬁ—4x/§+4\/ﬁ. V7+3v/3-5v105. 1-6+/35 . —1+2\/ﬁ)
- . \/1054 ) V105 \ > /35 3’ NS
L1 = YL~ pYs T Ays, 12 = pye Y3 — Oy, 13 =

\/%3/3 —6ys, 24 = *\/%yz +2y4,

d) Naptiklad O; = (%;0;0; 0), O = (0 0),
Os = (1;1;2;0), Oq = (=3;0;13;2),
B = (A28, 1205, “L059) ) = g1+ s — 3y,

To = T\l/gyz + Y3, T3 = *ﬁyz +2ys + 13y, x4 = 2ys }

R S S
193 23

27.7. Dokazte, ze kvadrika
K 3x% + 8x1x9 + 22124 + 42073 — 162024 + a:% + 14x3x4 — 9@21 =0

je kuzelova plocha a urcete jeji vrchol.
{V=1(6-5-42) }

V nésledujicich cvicenich se soutadnice a rovnice vztahuji k danému afinnimu
repéru v afinnim prostoru.

27.8. Urcete prinik kvadriky
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K :3y? +42%2 + 242 + 12y — 722+ 360 = 0

srovinoua:zx —y+z=1.
{ Reélna elipsa }

27.9. Je dana kvadrika
K :x? +4y? + 422 + 4oy — 10yz — 62 — 2y +22+3 =0
a rovina « : x + ay + z = 0. Urcete parametr a tak, aby a N K byla:
a) kuzelosecka eliptického typu,
b) kuzelosecka hyperbolického typu,
¢) kuzelosecka parabolického typu,
d) elipsa,
e) hyperbola,
f) parabola.

{a) a € (—oo; BEYE) U (1555 00)
b) (13—45\/5; 13+fx/3) 7

c)ae {13—45\/5; 13+45\/5}7

9

ac
d) a € (—oo; B3pY8) U (1055 o)

©) a € (V5 U (§2) U (2 1),
f) ac {13—45\/5; 13+45\/5} }

27.10. Ukazte, ze pfimka p = X = [0;0;4] + ¢(3;2;1) je tvofici pfimka
kvadriky
K : 522 +9y% + 922 — 120y — 622 + 122 — 362 = 0.
27.11. Ukazte, ze pfimka ¢ = x = 14+ 4t,y = 2 4+ 2t, z = 0 je teCnou
kvadriky
K:a?2—-2y2+22—2zy+4az—yz+3x—52=0
a urcete jeji bod dotyku.
{T=1[-30;0] }
27.12. Urcete stfedy kvadriky K:
a) K :322 +2y? — 222+ 4yz — 4o — 82— 8 =0,
b) K:2? +4y? +522 +4ay — 122+ 6y —9=0,
c) K : 522+ 9y% + 922 — 122y — 622 + 18y — 362 =0,
d) K :d2? + 9% + 922 — 4oy + 1202 — 6yz + 8z —4y + 122 —5=0.
{ a) Jediny vlastni stied S = [0;2; —2],
b) jediny nevlastni stted S = (—2;1;0;0),
¢) vlastni pfimka stiedtt X = [0; —1;6] + £(3;2; —7),
d) vlastni rovina stfedt 2z —y+3z+2=0}
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27.13. Urcete rovnici kvadriky K, znate-li jeden jeji bod M = [2;0;—1],
stied S = [0;0;—1] a jeji prinik s rovinou z = 0 je kuzelosecka k : z2 —
4y —1=0.

{K:2?2+32> 4oy +62—1=0}

27.14. Je dana kvadrika
K :22% —3y? — 22 + 4oy + 622 —Syz + 22 — 8y — 112 —2=0.

Urcete priimérovou rovinu:

a) Sdruzenou se smérem ((1;—3;2)).

b) Prochazejici body P; = [0;0;1], P, = [3; —1;1]. Urcete také smér s ni

sdruzeny.

¢) Rovnobéznou s rovinou p: 2z —y + 32+ 7 = 0.

d) Obsahujici pfimku p : X = [3;0; —1] + #(2; 5; 3).
{a)o:2x+3y+132+2=0,
b) o : 2z + 6y —5z+5=0, ((91;156; —136)),
c)o:2x—y+32—2=0,
d)o:16x—19y+212—-27=0}

27.15. Urcete ptimku g polarné sdruzenou s primkou p vzhledem ke kvadrice
K:a?+4y>—922+20 -8y —31=0:
a)p:x—y—7=0,y—32+8=0,
b)p:x+2y—1=0,4y+32+2=0,
c)p:x—2y—32—-3=0,2y+32—2=0.

{a)q:x+18y+16—0, 2 — 32y — 32— 3 =0, pfimky p a g
jsou mimobézné,
b)g:x—2y—32—-3=0,2—-2y+32—-15=0,qapse
protinaji v bodé T' = [5; —2; 2] lezicim na kvadrice,

c) p je tvorici pfimka K a je proto polarné sdruzend sama
se sebou }

27.16. Ukazte, ze piimka p = X = [4;—2;0] + ¢(6;3;2) mé vzhledem ke

kvadrice
K:a2? —dry+6yz+2x—5=0

asymptoticky smér, tj. p protind K v jejim nevlastnim bodé.

{ V homogennich soutfadnicich zjistime, Ze prunikem pfimky
p a kvadriky K je vlastni bod (54; —75; —34;12) a nevlastni
bod (6;3;2;0) }
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27.17. Urcete asymptotickou kuzelovou plochu kvadriky K:
a) K:a? + 92+ 22+ 22y + 612 —2y2 + 22 — 6y — 22 =0,
b) K : 922 + 36y> + 422 — 722 + 242 — 144 =0,
c) K :22% +6y%+222 +8vz—4r —8y+3=0.
{ a) Realn4 kuzelova plocha x2 + 9% + 22 4+ 22y + 622 — 2yz +
20 —6y — 22+ 1=0,
b) imaginarni kuzelova plocha 922+ 36y? +42% — 722+ 242 —
180 =0,
c) redlna kuzelové plocha 22 +3y?+ 22 +4rz—2x—4y+1 = 0}
27.18. Ukazte, ze kuzelosedka p : 22 + 4y? + 4wy — 62 — 2y + 3 = 0 v roviné
z = 0 je parabola, kuzelosecka h : 4y® + 422 — 10yz — 2y + 22 +3 = 0
v roviné = 0 je hyperbola a kuZelosedka e : 2 + 422 —6x +22+3 =0
v roviné y = 0 je elipsa. Dokazte, Ze tyto kuzelosecky lezi na kuzelové plose
s vrcholem V' = [1; 1;1]. Urcete rovnici této kuzelové plochy.

27.19. {K:2?+4y? + 422 + 4oy — 10yz — 62 — 2y +22+3 =0 }
27.20. Urcete afinni typ a normalni rovnici kvadriky K:
a) K:2?+4y? + 522 + 4oy — 122+ 6y —9=0,
b) K : 9:5 — 4% — 9122 + 1822 — 40yz — 36 =0,
c) K — 2% + 22 —4xz 4+ 6yz — 8z + 10y =0,
d) K : 22 +25y +922 — 102y + 622 — 30yz — 22 — 2y = 0.

{ a) elipticky paraboloid, 2’2 + /2 + 22’ = 0,

b) realna elipticka valcova plocha, z/2 — 32 —1 = 0,

¢) jednodilny hyperboloid, 2/2 — /2 — 22 +1 = 0,

d) parabolicka valcové plocha, 22 + 2y’ =0 }
27.21. Pro kvadriky z Cviceni 27.20 urcete normovany polarni afinni repér
a transformaci afinnich souradnic, ktera prevadi rovnici kvadriky do nor-
malniho tvaru.

{a) Napfiklad P =[3;5;0], e1 = (1;0;0), ez = (0505 =),
ST e WP S B A o)
b) Napiiklad P = [0;0;0], e; = (2;0;0), ea = (0;3;0), e3 =

(1;5; 1), sy =3y + B, p =

c) Napitklad P = [%};3; 3], e1 = (‘ﬁ 0; 2\ﬁ)

ey = (21 Y ) es = (0:0: ), o = Yo/ 4 200y ¢
%,y:\/\/g +3, z :%x—i-\g’—k%z—kg,

d) Napifklad P = [0;0;0],e; = (3;—4;0),e0 =
(8 —:0),

es=(—g3:1), v =52 -3y — 32, y=—g52' — 5V + 3,
z=2}
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V nasledujicich cvicenich se soutadnice a rovnice vztahuji k danému orto-

normalnimu repéru v euklidovském prostoru.

27.22. Urcete charakteristickou rovnici, hlavni ¢isla a hlavni sméry kvadriky
K:

1202 4292 — 522 4 20y — 20 — 2y —42+2=0,
D Tx? + 6y% + 522 — day — dyz — 62 — 24y + 182+ 30 =0,
c2? + 9% + 522 — 6wy — 222+ 2yz — 62 + 6y — 62 +9 =0,
ca? 4 y? — 322 — 22y — 622 — 6yz + 22 +2y +42 =0,
522 + 8y? + 522 + 4wy — 8wz +4yz — 27 =0,

1622 — 22 + 622 +4xz+8r —4y—82+1=0,

c42% + 5y? + 622 —day +dyz +4x + 6y +42 — 27 =0,
cw? 4 dy? + 522 +day — 1204+ 6y —9=0.

e eael e
XA XA RS

= 03
~— —

{a) M+A2-17\+15 = 0; \; = 1 odpovida u; = (1; —

A2 = 3 odpovida us = (1;1;0), A3 = —5 odpovida

uz = (0;0;1),

b) A3 —18)\2 —99\ — 162 = 0; A\; = 3 odpovida u; = (1;2;2),
A2 = 6 odpovida ug = (2;1; —2), A3 = 9 odpovida

uz = (—2;2; 1),

c) M3 —7A2436 = 0; \; = 3 odpoviddu; = (1;-1;1), \a =6
odpovida uy = (—1;1;2), \3 = —2 odpovida us = (1;1;0),
d) A3+ A2 — 24\ + 36 = 0; \; = 2 odpovida u; = (1;—1;0),
A2 = 3 odpovida uz = (—1; —1;1), A3 = —6 odpovida

uz = (1;1;2),

e) A3—18)A2+81\ = 0; \; 2 = 9 odpovid4 dvoudimenzionalni
podprostor hlavnich smérta L((1;2;0), (—4;2;5)), A3 = 0 od-
povidd uz = (—2;1; —2),

f) A3 — 1002 + 8\ + 64 = 0; \; = 8 odpovid4 u; = (1;0;1),
A2 = 4 odpovidd ug = (1;0;—1), A3 = —2 odpovida
uz = (0;1;0),

g) A3 — 1572 4 66\ — 80 = 0; \; = 8 odpovidd u; =
(1;—2;—=2), A2 = 5 odpovida uy = (—2;1;-2), A3 = 2 od-
povida

uz = (—2;-2;1),

h) A3 — 10A2 + 25\ = 0; A1,2 = 5 odpovida dvoudimenzio-
nalni podprostor hlavnich smérta L((1;2;0),(0;0;1)), A3 =0
odpovida uz = (—2;1;0) }

27.23. Urcete hlavni roviny kvadrik ze cviceni 27.22.

{a)z—y=0,3z+3y—2=0,52+2=0,
b) x+2y+22—-3=0,204+y—22—6=0,2x—2y+2+3 =0,
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c)r—y+2—-3=0,z—y—22=0,z+y=0,
d)zr—y=0,z+y—2=0,x24+y+22—1=0,
e) dvojnasobnému hlavnimu ¢éislu odpovida svazek hlavnich
rovin se zakladnimi rovinami x + 2y = 0, 4o — 2y — 5z = 0,
nulovému hlavnimu ¢islu odpovida nevlastni singuladrni bod
kvadriky a odpovidajici hlavni roviny jsou 2z —y—2z4c = 0,

kde c e R
flze4+2=0,2—2+2=0,y+1=0,

g)x—2y—2z—1=0,2x—y+2z+1=0,2x4+2y—2+4 =0,
h) dvojnasobnému hlavnimu ¢islu odpovida svazek hlavnich
rovin se zakladnimi rovinami x + 2y = 0, z = 0, polarni
rovina nevlastniho bodu sméru ((—2;1;0)) je nevlastni }

27.24. Urcete parametrické rovnice os kvadrik ze cviceni 27.22.

{a)oie=gy=g.2=t—% o:ax=g+ty=35+1,

z:—%,03::p:%+t,y:%—t,z:—%,
b)or:x=14+t,y=242t,z2=—-142t,00:x =1+4+2t, y =
24t,z2=—1—-2t,03:x0=1-2t,y=2+4+2t, z=—-1—1t,
c)oj:x=14+t,y=—-1—t, z=1+t,00:x=1—t,
y=—-1+t,z=14+2t,03:x=1+t,y=—-1+1t 2=1,
d)01:x:t,y:t,z:Zt,OQ:x:t,y:t,z:%—t,
03:x:%—t,y:t,z:%,

e) osa svazku hlavnich rovin odpovidajicich dvojndsobnému
hlavnimu ¢islu kvadriky je osa kvadriky o : =z = 2t, y =
—t, z = 2t, déle je osou kvadriky (osou symetrie) kazda
primka, ktera kolmo protina osu o
flop:x=—-1,y=—-14t z=1,00:0=—-1+1,
y=-1z2=14+t,o3:c=—-1+t,y=—-1,2=1—1,
glog:x=—-1-2t,y=—-1-2t, z=1t,09: 0 =1-—2t,
y=t,z=-2—-2t,o3:x=—-1—t,y=—-142t, z=2t,
h) jedindosao:z=—-2t,y=t, 2=0}

27.25. Urcete souradnice vrcholu kvadrik ze cviceni 27.22.

{ a) Dva realné vrcholy A = [%, %; %\‘%‘/5],
B = [+ L —4v2-2V5

— 133> 5v/5 . ‘ . ‘
vrcholéi C' = [‘/5+4Z- V544 —%], C = [\/5—42. VB—4i, 2),

] a dvé dvojice komplexné sdruzenych

1 4 :f\/g 74'3\[ 27 > 1 341‘/3 71 3\[4'7 52

— 1. 1. — 7 . 1 .
D_[§+\/T*57§_\/T*57_5]7D—[§_\/ﬁa§+\/1*7_§]7
b) Sest realnych  riznych  vrchola 1} =
34v2. 642v2. —3+42v27 /. _ 3-v2.6-2v2. =3-212
[ 3 3 a5 73 5]’ 2 - [ 13 5a 13 ) 3 )
VvS = [§§§§—§]7 V;l = [5737_3]7 ‘/5 -

[3\/§+2\/§. 6v3-2v2. 73\/§+\/§]
3v3 7 3V3 7 33 ’

Vi — [3\/3—2\/5. 6v3+2v2. —3\/3—\/5]
6 3\/5 3 3\/5 ) 3\/3 )
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¢) jediny vrchol (singularni bod) V' = [1; —1;1],
[1+3\/§. 1-3v3. 1]
6 6

d) ¢tyfi razné redlné vrcholy Vi = 3],

Vo = 1233, 183, 1]y = [1=2V3, 122V3, 143)

Vi= [1+§\/§; 1+§‘/§; 1_3\6}, a jedna dvojice komplexné sdru-
zenych vrcholi Vi = [Hé‘/g; Hé\/g; Hé\/g],

Vs = [1=03; 1203, 1203,

e) kazdy vlastni bod kvadriky muze byt povazovan za jeji
vrchol,

f) ¢tyfi rtzné realné vrcholy Vi = [_4‘“[ -1 4+‘[]
‘/2[4\[ 14\/]‘/3[44-\/7 14\/7]

Vi = [~ 4‘ﬁ, —1; 4+f], a jedna dvojice komplexné sdru-
[—1; 224010, 1) P = [—1; =210, 4]

zenych vrchold Vi =

g) Sest redlnych ruznych vrcholu V; = [— g; g g]
Vo = [3737_%]7‘/3_[ 15— 8\/70 —15+4ﬁ —8\F]’

Va = [R50, =15y M, Sf], Vo=[-35;1:4,
h) jeding vrchol V = [—5; 3:0] }
27.26. Urcete kanonické rovnice kvadrik ze cviceni 27.22 a urcete jejich typ.

{ a) 22 + 3y* — 522 + 32 = 0; dvojdilny hyperboloid,
b) 322 + 6y? + 922 — 6 = 0; realny elipsoid,
c) 322 + 6y? — 222 = 0; realna kuzelova plocha,
d) 222 + 3y — 622 — 3 = 0; jednodilny hyperboloid,
e) 22+ y? — 3 = 0; realn4 elipticka valcové plocha (rotaéni),
f) 822 4 4y? — 222 — 5 = 0; jednodilny hyperboloid,
g) 822 + 5y% + 222 — 32 = 0; redlny elipsoid,
h) 522 + 5y2 + 61/5 2z = 0; elipticky (rota¢ni) paraboloid }

27.27. Urcete ortogonalni transformace, které pfevadéji rovnice kvadrik ze
cviceni 27.22 na kanonicky tvar.
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27.28. Urcete tecné roviny jednodilného hyperboloidu

.%‘2 y2 22

369 4
které obsahuji pfimku p. Urcete také body dotyku:
a)p:x—y—9=0,y—32+9=0,
b)p:x+2y=0,4y+32+6=0,
c)p:x—2y—32—6=0,2y+32=0.
{a)m:30—2y—32—18=0; Ty = [6;—1;2], »:2—32=0
je asymptoticka rovina, 75 je nevlastni bod sméru ((3;0;1)),
b) p se dotyka kvadriky v bodé T = [6; —3; 2], tetnd rovina
vbodé TjeT:x—2y—32—6=0,
c) p je tvorici pfimka K a teéné roviny v bodech p tvofi
svazek rovin s osou p }
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27.29. Urcete rovnici kuzelové plochy s vrcholem V = [1;0;—1] a Fidici
2,2 2
kuzeloseckou, ktera je prinikem kvadriky K : 9 + 31/—6 - ZZ —1 =0 s rovinou

pz+y=0.

{ 18022 +155y2 +3622 +360xy + 7222 + 72y 2 — 2882 — 288y +
144=0}
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Rejstrik

i-t4 linearni forma pfidruzend (asoci-
ovana) k F', 39

(redlnd) kuzelova plocha, 146

¢iselna excentricita kuzelosecky, 113

tidici kuzelosecka kuzelové plochy, 131

fidici pfimka kuzelosecky, 113

tidici pfimka paraboly, 111

absolutni invariant kuzelosecky, 98

afinni nehomogenni soufadnice, 29

afinni homogenni soutfadnice, 29

afinni kanonicka rovnice kvadriky, 150

afinni normélni rovnice kuzelosecky,
80

afinni normalni rovnice kvadriky, 151

aritmenicky zaklad, 18

aritmetickd béaze projektivniho pro-
storu, 19

aritmeticky nosic, 18

aritmeticky zastupce bodu, 18

asymptota kuzelosecky, 74

asymptotickd rovina, 141

bod dotyku, 62

bod dotyku te¢né roviny kvadriky, 137
bod dotyku te¢ny kvadriky, 136
body v obecné poloze, 19

charakteristickfovnice matice, 48

charakteristicka rovnice kvadriky, 157

charakteristickd rovnice kuzelosecky,
91

charakteristickd rovnice kvadratické
formy, 49

délkou vedlejsi poloosy, 95
délkou hlavni poloosy, 95

délkova excentricita elipsy, 110

délkova excentricita hyperboly, 111

délky poloos, 95

délky poloos kvadriky, 164

doplikova hyperbola, 95

dvojdilny hyperboloid, 143

dvojice komplexné sdruzenych rtizno-
béznych rovin, 148

dvojice komplexné sdruzenych rovno-
béznych rovin, 148

elipsa, 77
elipsoid, 142
elipticky paraboloid, 144

formalné realna kvadrika, 124

geometrickd baze projektivniho pro-
storu, 19

hlavni c¢isla kvadriky, 157
hlavni smér kuzelosecky, 89
hlavni smér kvadriky, 156
hlavni vrchol elipsy, 95

hlavni vrchol hyperboly, 95
hlavni rovina kvadriky, 157
hodnost bilinearni formy, 34
hodnost kvadratické formy, 39
hodnost kvadriky, 125
hyperbola, 77

hyperbolickéd véalcova plocha, 147
hyperbolicky paraboloid, 145
hyperboloid, 142

imaginarni kuzelova plocha, 131
imaginarni kruznice, 95
imaginarni kuzelova plocha, 146
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imaginarni ¢ast vektoru, 6

imaginarni elipsa, 77

imaginarni elipsoid, 142

imaginérni eliptickd valcova plocha,
146

imaginérni kulova plocha, 165

imaginarni kvadrika, 124

imaginarni regularni kuzelosecka, 68

invarianty kuzelosecky, 98

invarianty kvadriky, 167

jednodilny hyperboloid, 144

komplexni rozsiteni, 5

komplexné sdruzeny vektor, 7

komplexné sdruzeny vektorovy pod-
prostor, 7

komplexni rozsireni kvadratické formy,
43

komplexni rozsifeni realého afinniho
podprostoru, 12

komplexni rozsifeni realého afinniho
zobrazeni, 13

komplexni rozsiteni realého linearniho
zobrazeni, 9

komplexni rozsiteni redlného projek-
tivniho prostoru, 123

komplexni rozsifeni realného afinniho
prostoru, 11

kuzelosecka hyperbolického typu, 77

kuzelosecka parabolického typu, 77

kuzelosecka singulérni, 58

kuzelosecka slozena, 58

kuzelosecka eliptického typu, 77

kuzelosecka regulérni, 58

kvadrika, 123

kvadrika eliptického typu, 142

kvadrika hyperbolického typu, 142

kvadrika parabolického typu, 142

linearné nezavislé body, 19
matice bilinearni formy, 33

nepiimkovy hyperboloid, 143

nepiimkovy paraboloid, 143

nestfedova kuzelosecka, 73

nestfedova kvadrika, 140

nevlastni bod, 28

normaélni rovnice kuzelosecky, 68

normalni tvar kvadratické formy, 42

normovana polarni baze, 42

normovana polarni baze kuzelosecky,
68

normovany polarni afinni repér, 80

normovany polarni afinni repér kvad-
riky, 151

nulova bilinedrni forma, 32

nulova kruznice, 95

nulova kulova plocha, 165

obecné vyjadieni podprostort, 23
ohniska elipsy, 110

ohniska hyperboly, 111

ohniska kuzelosecky, 113

ohnisko paraboly, 111

ohniskova rovnice kuzelosecky, 113
osa kuzelosecky, 91

osa kvadriky, 157

osova rovina kvadriky, 157

pdl primky, 60

pdl roviny, 126

pfimkova regularni kvadrika, 134

parabola, 77

parabolické valcova plocha, 147

paraboloid, 142

parametr kuzelosecky, 113

parametr paraboly, 96, 111

parametrické vyjadieni podprostort,
22

polara bodu, 60

polarné sdruzena primka vzhledem ke
kvadrice, 127

polarné sdruzené (konjugované) body
vzhledem ke kvadrice, 125

polarné sdruzené body vzhledem ke
kuzelosecce, 59

polarné sdruzené smeéry, 140
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polarni afinni repér kvadriky, 150

polarni rovina, 126

polarni rovina, pdl roviny, 132

polarni trojuhelnik kuzelosecky, 68

polarni normované béaze kvadriky, 133

prumér kuzelosecky, 73

priameérova rovina kvadriky, 140

princip duality, 61

projektivni homogenni soufadnice, 20

projektivni prostor, 18

projektivni repér, 19

projektivni rozsireni realného afinniho
prostoru, 28

protahly elipsoid, 165

realna kuzelova plocha, 131

realna kulova plocha, 165

realny elipsoid, 143

redlna kruznice, 95

realna valcova plocha, 147

redlna ¢ast vektoru, 6

realna afinni souradna soustava, 12
realna baze, 7

realna elipticka valcova plocha, 147
realna regularni kuzelosecka, 68
realny afinni podprostor, 12

realny podprostor, 7

regularni bilinefni forma, 34
regularni bod kuzelosecky, 59
reguldrni bod kvadriky, 125
regularni kvadratickéd forma, 39
regularni kvadrika, 125

rotacni kvadriky, 158

rovnoosa hyperbola, 95

sdruzené pruméry kuzelosecky, 73
sedlo, 146

signatura kvadratické formy, 42
singularni bilinearni forma, 34
singularni bod kuzelosecky, 59
singularni bod kvadriky, 125
singulérni kvadraticka forma, 39
singularni kvadrika, 125

singularni vektor bilinearni formy, 34

singularni vektor kvadratické formy,
39

soucet, spojeni projektivnich podpro-
stort, 21

stted kuzelosecky, 72

stted kvadriky, 139

stredova kuzelosecka, 73

stredova kvadrika, 140

stfedova rovnice kuzelosecky, 113

stupen invariantu kuzelosecky, 98

tecna rovina kvadriky, 137
tecna kuzelosecky, 62

tecna kvadriky, 136

tvorici primka kuzelosecky, 67
tvorici podprostor kvadriky, 132

vystfednost elipsy, 110
vystfednost hyperboly, 111
vystfednost kuzelosecky, 113
vedlejsi vrchol elipsy, 95
vedlejsi vrchol hyperboly, 95
vlastni bod, 28

vlastni ¢islo matice, 48
vlastni smér matice, 48
vlastni vektor matice, 48
vrchol kuzelosecky, 91
vrchol kuzelové plochy, 131
vrchol kvadriky, 157
vrcholové rovnice kuzelosecky, 113

zobecnénd kulova plocha, 164
zobecnéné kruznice, 91
zobecnéné kulové plochy, 158
zplostély elipsiod, 165
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