Cvièení k pøednáźkám

1. Vlastnosti skalárù

Zopakujte si vlastnosti tìlesa komplexních èísel C .

Vźimnìte si vlastností sèítání a násobení, rozeberte si R, Q, Z, N jako podmono¿iny se zú¿enými operacemi (grupa, okruh, dìlitelé nuly, apod.)

Uvìdomte si strukturu reálného vektorového prostoru na C .

Poèítejte inverzní prvky vzhledem k násobení, (a + ib)^{−1} =^{a−ib}_{a2+b2} , napø. (1 + 2i)^{−1} apod. Vzpomnìte goniometrické tvary, mocniny, atd.

Pøipomeòte si bì¿né geometrické transformace z rovinné a prostorové geometrie (napø. podobnosti, projekce, re‚exe, otáèení apod.)

2. Vektory a poèítání s maticemi

1. Zopakujte pojmy sloupce matice, øádky matice, operace sèítání a násobení. Vyná-

sobte nìkolik pøíkladù matic, najdìte nìjaké dìlitele nuly. Napø. pro A = ( cosα −sinα sinα cosα )

spoètìte A^2, A^3 (obecnì A^k?).

2. Jednoduché systémy rovnic øeźte Gausovou eliminací (pøevod na trojúhelníkový tvar.) Volte více pøíkladù.

3. Uva¿me matice nad Z

A = 1 0 2 1 −1 2

, B = ( −1 0 2 ) , C = ( 1 0 0 −1 0 2 0 5 )

D = ( 1 1 1 2 ) , E = 1 −3 0 7 , F = 1 2 0 −2 0 −3 0 3 5

G = 1 0 0 0 1 −4 1 0 1 , H = ( 1 0 1 −7 ) , I = ( 1 0 −2 4 )

Spoètìte (pokud je de˛nováno) EI, IE, D^3 + 4DH − H^2, G^2 − 3F , A − F , A − GF A, BACE − BF B^T a dalźí "polynomiální výrazy" dle vlastní volby.

4. Najdìte matice pro elementární øádkové a sloupcové transformace.

Typeset by A_MS-TEX

5. Nìkteré matice z pøíkladu 1 upravte na øádkový (sloupcový) schodovitý tvar.

6. Najdìte inverzní matici B^{−1} k B = ( 1 0 2 4 ) metodou souèasných úprav s jed-

notkovou maticí. Toté¿ pro (ètvercové) matice z pøedchozích pøíkladù, pro matici C = ( 1 + i 1 − i 2 i ) nad C , (ètvercové) matice z pøíkladu 1, a matici typu n/n D = 1 1 . . . 1 0 1 . . . 1 . . . . 0 . . . 0 1 .

5. Øeźte maticové rovnice, napø. ( 1 3 3 8 ) · X = ( 1 2 3 4 )

výpoètem inverze i pøímým výpoètem.

3. Vektorové prostory, lineární závislost

1. Zjistìte, zda mno¿ina R_+ = {x ∈ R; x > 0} s operacemi x ⊕ y = x.y, a ⊙ x = x^a pro x, y ∈ R_+, a ∈ R tvoøí vektorový prostor. Pokud ano, urèete jeho bázi a dimenzi.

2. Podle obecné teorie musí být R_+ z pøedchozího cvièení izomorfní s R^1. Jaký je izomor˛smus? (Pro ka¿dou volbu báze b ∈ R_+ a 1 ∈ R^1 dostaneme právì jeden.)

3. Zjistìte, zda daná mno¿ina tvoøí vektorový podprostor v R^2 M = {(x, y) ∈ R^2; x ≥ 0, y ≥ 0} M = {(x, y) ∈ R^2; x = y} M = {(x, y) ∈ R^2; x.y ≥ 0} M = {(x, y) ∈ R^2; x = y + 1}.

Urèete v¿dy podprostor generovaný M.

4. Provìøte lineární závislost vektorù (1, − √ 2, −01), (1 − √ 2, 2, 1 + √ 2), (1, − √ 2 − 1, − √ 2 − 1)

v R^3 nad skaláry R a v R^3 nad skaláry Q.

5. Provìøte lineární závislost polynomù v R_2[x].

a) 1 + x, 1 − x, 2 + x − x^2 b) 1 − x, x − x^2, x^2 − 1

4. BÁZE VEKTOROVÝCH PROSTORÙ 3

6. Zjistìte, zda jsou lineárnì závislé matice ( 1 2 3 4 ) , ( 1 −1 0 −2 ) ( 0 1 1 1 ) , ( 2 −1 2 1 )

ve vektorovém prostoru Mat_2R.

7. Uva¿ujte R jako vektorový prostor nad Q. Je √ 8 ∈ ⟨1, √ 2⟩? Je √ 3 ∈ ⟨1, √ 2⟩? 8. Zjistìte, zda

a) (1, 1, 1, 1) patøí do ⟨(1, 0, 1, 2), (0, 0, 1, 3), (0, 1, 0, 2)⟩ ⊂ R^4 b) (−1, −4, 7) ∈ R^3 patøí do ⟨(1, −2, 3), (−2, 1, −1), (0, −3, 5), (−2, −5, 3), (−1, −1, 2)⟩. 9. Doplòte mno¿iny do báze R^4

M = {(1, −1, 0, 2), (0, 2, 1, 3), (2, 0, 1, 7)} M = {(−1, 1, 0, 0, ), (0, −1, 1, 0), (0, 0, −1, 1)}. 4. Báze vektorových prostorù

1. Urèete nìjakou bázi vektorového podprostoru

M{(x_1, . . . , x_n) ∈ R^n; x_1 + x_2 + · · · + x_n = 0}

a doplòte ji na bázi R^n. Vzpomeòte pøitom, jak funguje Steinitzova vìta o výmìnì.

2. Nechż P_1 = ⟨M_1⟩, P_2 = ⟨M_2⟩ v R^4, kde

M_1 = {(4, 0, −2, 6), (2, 1, −2, 3), (3, 1, −2, 4)} M_2 = {(1, −1, 0, 2), (2, 2, −1, 3), (0, 1, 1, 0)}

Najdìte P_1 + P_2, P_1 ∩ P_2, jejich báze a dimenze. (Pøipomeòte si pøitom vìtu dimP_1 + dimP_2 = dim(P_1 + P_2) + dim(P_1 ∩ P_2).)

3. V R_5[x] najdìte bázi podprostorù

a) P_1 = {f ∈ R_5[x]; f(x) = f(−x)} b) P_2 = {f ∈ R_5[x]; f(x) = −f(−x)} c) P_3 = {f ∈ R_5[x]; f(1) = f(2) = 0}. Urèete také P_1 ∩ P_3, P_2 + P_3.

4. Najdìte souøadnice vektoru v dané bázi.

a) v = (2, 1, 1) ∈ R^3, u = ((2, 7, 3), (3, 9, 4), (1, 5, 3)) b) v = (2, 1, 1) ∈ R^3, u = ((1, 0, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 1)) c) v = x^3 + x^2 + x + 1 ∈ R_4[x], u = (1 + x^3, x + x^3, x^2 + x^3 + x^4, x^3)

d) v = ( 1 0 −1 2 1 4 ) ∈ Mat_{23}(R) s bazí u = `` 1 0 0 0 0 0

´_; ` 1 1 0

0 0 0

´_; ` 1 1 1 0 0 0

´_;

` 0 0 0 −1 0 0

´_; ` 0 0 0

−1 −1 0

´_; ` 0 0 0 −1 −1 −1 ´´

5. Souøadnice a lineární zobrazení

1. Pøipomeòte si pojem souøadnic vektoru v dané bázi a napiźte souøadnice vektoru (1, 1, 1, 1) ∈ R^4 v bázi

a) u = ((−1, 0, 0, 0), (−1, −1, 0, 0), (−1, −1, −1, 0), (0, 0, 1, −1)) b) v = ((0, 0, 0, −5), (1, 2, 3, 1), (1, 0, −1, 0), (0, 1, 1, 0)).

2. Zjistìte, zda je zobrazení f : R^n → R^n lineární.

a) f(x, y) = (x, y^2) b) f(x, y) = (2x + 3y, x − y) c) f(x, y, z) = (x + y, x − y, x + z + 2) d) f(x, y, z) = (x − 17y + z, 2x − 5y, 13y − z) 3. Pøipomeòte si pojem matice zobrazení. V prostoru R^3 se standardní bazí u = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) napiźte matice následujících zobrazení

a) identického zobrazení id: R^3 → R^3 b) kolmé projekce do osy generované vektorem (1, 0, 0) c) kolmé projekce do roviny generované vektory (0, 1, 0), (0, 0, 1) d) násobení pevnì zvoleným skalárem a ∈ R.

Zapiźte tato zobrazení zpùsobem pou¿itým v pøedchozím cvièení.

4. V reálném vektorovém prostoru V = C , tj. dim V = 2, najdìtete nutnou a dostateènou podmínku pro to, aby obecné lineární zobrazení φ : V → V bylo také lineární jako zobrazení mezi (1-rozmìrnými) komplexními vektorovými prostory.

5. V prostoru C^2 nad R napiźte matici zobrazení (ve standardní bázi), která ka¿dý vektor (p, q) ∈ C^2 zobrazí na (ip, iq). (Matice bude v Mat_4(R).)

6. Napiźte matici (id_R 4 )_{u,v} identického zobrazení na R^4 v bazích u, v ze cvièení 1, tzv. matici pøechodu. Napiźte také (id_R 4 )_{v,u} a uvìdomte si jak se tyto matice pou¿ijí pro pøevod souøadnic vektorù z jedné báze do druhé.

6. LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ II 5

7. V prostoru polynomù R_3[x] uva¿me báze u = (1, x, x^2, x^3) a v = (1 + x, 1 − x, x^2 + x^3, x^2 − x^3). Najdìte matice pøechodu od u k v a naopak. Pou¿ijte je k pøevodu souøadnic nìkolika polynomù.

8. Nechż ( 1 2 3 4 4 3 2 1 ) je matice zobrazení f : C_3 [x] → C_1 [x] v bazích v z pøedchozího

cvièení a standardní (1, x) na C_1 [x]. Najdìte obrazy polynomù 2x − x^3, 1 + x^2, 1 + x + x^2 + x^3.

9. Ve standardních bazích na R^3 a R^5 je dáno zobrazení f maticí A, g maticí B.

A = 1 2 −1 1 0 1 3 2 0 −1 1 0 −2 0 1 , B = −2 1 0 1 2 1 3 0 7 1 1 0 0 0 1

Uvìdomte si odkud kam tato zobrazení jdou a najdìte matice jejich kompozic. Zjistìte, zda pùjde o izomor˛smus.

6. Lineární zobrazení II

1. Nechż f : R^4 → R^4 je lineární zobrazení dané vztahem f(x_1, x_2, x_3, x_4) = (x_1 +2x_2 + 3x_3 + 4x_4, 4x_1 + 3x_2 + 2x_3 + x_4, x_1 − 2x_2 + 3x_3 − x_4, x_1 + x_2 + x_3 + x_4).

a) Najdìte báze jádra Kerf a obrazu Imf.

b) Doplòte bázi Imf na bázi celého R^4, nejlépe bazí Kerf, pokud to pùjde (promyslete si), a napiźte matici f v této nové bázi.

2. Matice lineárního zobrazení f : R^3 → R^3 v bázi u = ((1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0)) je A = −1 0 −1 0 −1 1 −1 1 0

a) Zjistìte, zda je f izomor˛smus.

b) Pokud ano, najdìte matici inverzního zobrazení ve standardní bázi.

3. Ve standardních bazích R_4[x] a R_8[x] urèete matici zobrazení, které je de˛nováno jako násobení pevnì zvoleným polynomem g ∈ R_4[x].

a) Zvolte sami nìkolik rùzných g a najdìte v¿dy dimenzi jádra pøísluźného zobrazení. b) Zjistìte dimenzi obrazu podprostoru ⟨x^2 + x^3, x − x^4⟩ pøi nìkteré volbì. Promyslete si dobøe, co je skuteènì nutné poèítat v bodech a), b).

4. Urèete dimenzi obrazu a jádra zobrazení, které je de˛nováno jako násobení maticí A = ( 1 1 4 4 ) v Mat_2(C )

a) zprava b) zleva.

5. Najdìte dimenzi a bázi obrazu prùniku podprostorù V_1 a V_2 ⊂ R^4 pøi zobrazení f : R^4 → R^5. Pøitom f(x, y, z, w) = (x+2y+3z+w, 2x−3y−z−12w, −x+y+5w, −y−z− 2w, 2x − 3y − z − 12w), V_1 = ⟨(2, −1, −1, 1), (−2, 3, 1, −1)⟩, V_2 = ⟨(0, 2, 0, 0), (1, 1, 1, 1)⟩. Dále zjistìte dimenzi vzoru podprostoru W ⊂ R^5, generovaného vektorem (1, 1, 1, 1, 1).

7. Permutace a determinanty

1. Uvìdomte si souvislost permutace σ na mno¿inì X = {1, . . . , n} s poøadím (σ(1), . . . , σ(n)).

a) Pro permutace σ = ( 1 2 3 4 5 6 6 1 5 4 2 1 ) , π = ( 1 2 3 4 5 6 6 4 2 1 5 3 ) spoètìte

kompozice σ ∘ π, π ∘ σ a pro vźechny ètyøi pøedchozí permutace spoètìte jejich paritu (z de˛nice pomocí poètu inverzí).

b) Napiźte π a σ jako souèiny transpozic.

2. Nechż permutace π na X = {1, . . . , n} je de˛nována pomocí cyklu na k prvcích v X, k ≥ 1, a ostatní prvky nechż jsou samodru¿né. k nazýváme délka cyklu π. Uka¿te, ¿e parita této permutace je sgn(π) = (−1)^{k−1}. Odtud pak plyne, ¿e je-li permutace σ souèinem cyklù π_1, . . . , π_s, o délkách k_1, . . . , k_s pak parita je sgn(σ) = (−1)P^{si=1 ks−s}.

3. Pro transpozici σ = (1, . . . , j, . . . , i, . . . , n) platí sgnσ = ˝_{i>j}^{σ(i)−σ(j)}_{i−j} . Doka¿te, ¿e tentý¿ vztah platí pro libovolnou permutaci σ. (Návod: U¿ijte vztah pro paritu souèinu permutací a vìtu, ¿e ka¿dá permutace je souèinem transpozic.)

4. Rozlo¿te následující permutace dané poøadím na cykly a spoètìte jejich paritu.

a) (9, 4, 5, 1, 6, 2, 8, 3, 10, 7) b) (9, 19, 5, 18, 10, 13, 20, 3, 12, 15, 11, 1, 4, 16, 8, 2, 17, 6, 7, 14).

5. Urèete paritu permutací: a) (n, n − 1, . . . , 2, 1) b) (1, 3, 5, . . . , 2n − 3, 2n − 1, 2, 4, . . . , 2n) c) (2, 3, 1, 5, 6, 4, . . . , 3n − 1, 3n, 3n − 2).

6. Vypoètìte determinant dle de˛nice: | | | | 1 0 0 1 0 2 3 1 1 0 −1 1 2 −3 1 0

| | | | 7. Spoètìte determinanty matic a) ( 3 4 1 2 )

b) ( 1 + i i 3 − i 2 + i )

c) ( sinx −cosx cosx sinx )

8. VÝPOÈET DETERMINANTÙ A INVERZNÍCH MATIC 7

d) 3 4 −3 −1 2 −5 6 5 2 3 4 −9 −3 7 −5 −1 −4 1 1 −2 −3 7 5 2 3 e) 1 1 1 1 1 2 3 4 1 4 9 16 1 8 27 64 .

8. Výpoèet determinantù a inverzních matic

1. Spoètìte úpravou na trojúhelníkový tvar nebo vhodným Laplaceovým rozvojem deteminanty matic

a) 1 0 0 0 5 2 1 −1 3 4 1 0 0 0 7 3 1 −1 4 1 5 −2 3 6 1

b) 1 0 2 0 3 0 2 3 3 4 4 5 4 0 5 0 6 0 5 6 6 7 7 8 1 0 −1 0 1 0 1 1 −1 −1 1 1

2. Vypoètìte determinanty n-tého øádu z matice D_n ∈ Mat_n(R).

a) D_{2n} = a 0 . . . 0 0 . . . 0 b 0 a . . . 0 0 . . . b 0 . . . . 0 0 . . . a b . . . 0 0 0 0 . . . c d . . . 0 0 . . . . 0 c . . . 0 0 . . . d 0 c 0 . . . 0 0 . . . 0 d b) D_n = n 1 1 . . . 1 1 n 1 . . . 1 . . . . 1 1 1 . . . n 3. Spoètìte inverzní matice k daným maticím metodou vyu¿ívající pøímé a zpìtné Gausovy eliminace a pou¿itím algebraicky adjungované matice. a) ( 8 5 11 7 ) b) 1 1 1 2 3 3 −1 −3 −2 c) 1 4 −2 3 2 9 3 −2 −1 −6 −11 4 0 −1 −6 0 d) Vźimnìte si, ¿e vźechny tøi matice mají determinant ±1, proto výsledné inverzní matice jsou celoèíselné. Vzpomeòte obecný výsledek, který toto zajiźżuje (A^{−1} existuje právì, kdy¿ |A| je invertibilní skalár!)

9. Systémy lineárních rovnic I

1. Øeźte systémy rovnic (a diskutujte jejich øeźitelnost pro rùzné okruhy skalárù). 4x_1 + 3x_2 + 6x_3 = 1 (1) 3x_1 + 5x_2 + 4x_3 = 10 x_1 − 2x_2 + 2x_3 = −9

12x_1 − x_2 + 5x_3 = 30 (2) 3x_1 − 13x_2 + 2x_3 = 21 7x_1 + 2x_2 + 3x_3 = 15

2x_1 − 3x_2 + 17x_3 − 29x_4 − 36x_5 = 22 (3) 2x_1 − 3x_2 + 18x_3 − 27x_4 + 33x_5 = 21 12x_1 − 18x_2 + 102x_3 − 174x_4 − 216x_5 = 132 2x_1 − 3x_2 + 21x_3 − 24x_4 − 30x_5 = 20 2x_1 − 3x_2 + 24x_3 − 21x_4 − 27x_5 = 19 2. Diskutujte øeźení pøedchozích rovnic z hlediska øeźení pøísluźných homogenních systémù a najdìte fundamentální sytémy øeźení pro skaláry R. 3. Najdìte takový systém rovnic nad R, aby platilo

(1) mno¿ina jeho øeźení je {(1 + 2s − t, 2t, −1 + s − t)^T ∈ R^3; s, t ∈ R} (2) jeho fundamentální systém øeźení je {(1, 0, 0, 2, 1), (0, 1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0, 2)} Umíte najít vźechny takové systémy?

4. Øeźte systém rovnic s parametrem α ∈ K, uva¿te pøitom mo¿nosti K = Z, K = R. x_1 + x_2 + αx_3 = 1 x_1 + αx_2 + x_3 = 1 αx_1 + x_2 + x_3 = 1

11. VLASTNÍ VEKTORY A VLASTNÍ HODNOTY I 9

5. Nad R øeźte maticovou rovnici

1 −4 −3 1 −5 −3 −1 6 4 · X = 1 4 7 2 5 8 3 6 9 (1) 1 −1 −2 3 2 4 1 4 0 · X = 1 −2 3 1 1 5 (2)

Diskutujte pøitom mo¿nost nalezení inverzní matice, pøíp. pou¿ití fundamentálních systémù øeźení homogeního systému.

10. Systémy lineárních rovnic II

1. Najdìte fundamentální systém øeźení následujícího systému lineárních rovnic a fundamentální systém øeźení pøísluźného homogenního systému.

1 2 −1 2 −5 4 4 −1 2 . x_1 x_2 x_3 = 3 −1 5 Øeźte nad skaláry Z, Z_6, Z_7. Diskutujte pøitom pou¿ití Cramerova pravidla i Gausovy eliminace.

2. Ve vektorovém prostoru R^4 najdìte prùnik podprostorù V_1 a V_2 zadaných generátory V_1 = ⟨(1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0)⟩, V_2 = ⟨(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 0)⟩.

Spoètìte také prùnik souètu V_1+V_2 s podprostorem generovaným vektorem (1, −2, 3, −4). (Hodí se v tomto pøípadì Crammerovo pravidlo?)

3. Pova¿ujte generátory podprostorù V_1 a V_2 z pøedchozího cvièení za prvky v (Z_2)^4, (Z_3)^4, resp. C^4 , a øeźte znovu stejnou úlohu. Zejména si uvìdomte, kolik prvkù mají diskutované prostory a podprostory.

4. V prostoru polynomù R_6[x] uva¿te podprostory V_1 = ⟨x^2 + 2x^3, −x^3 + x^6⟩, V_2 = ⟨2 + x^2, −1 + x^6, x^2 + x^3 + 2x^4⟩, V_3 = ⟨x^2 + x^6, 1 + 3x^3 + x^5, x^3⟩ a spoètìte jejich prùnik a V_1 + V_2 + V_3.

11. Vlastní vektory a vlastní hodnoty I

1. Dejte pøíklad zobrazení A : R^3 → R^3 pro které je KerA = ⟨(1, 0, 0), (1, 1, 1)⟩, ImA = ⟨(1, 0, 1)⟩. 2. Rozhodnìte, zda existuje lineární zobrazení A : R^3 → R^2, které zobrazí postupnì vektory (1, 2, −3), (2, 1, −2), (1, −4, 5) na vektory (1, 2), (2, 3), (1, 3).

10 3. Lineární zobrazení f : Mat_2(R) → R splòuje f ( 1 1 0 0 ) = 1, f ( 1 −1 0 0 ) = 0, f ( 1 1 1 0 ) = 3, f ( 1 1 0 1 ) = 0. Najdìte vyjádøení f pomocí prvkù matic, jádro, obraz.

4. Zobrazení A : R_4[x] → R_4[x] je de˛nováno pøedpisem A(f)(x) = f^{′′′}(x)−2f^{′′}(x), kde èárky oznaèují derivaci polynomù podle promìnné x. Ovìøte, ¿e A je lineární, spoètìte jeho jádro, obraz, vlastní hodnoty, vlastní vektory.

5. Nad skaláry K = R, C najdìte vlastní hodnoty a vlastní vektory zobrazení f : K^3 →

K^3 , které je v bázi ((1, 1, 0), (1, −1, 0), (0, 0, 1)) dané maticí A = 4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5 .

6. Nad skaláry K = Z_5, R, C najdìte vlastní hodnoty a vlastní vektory zobrazení

f : K^2 → K^2 , které je ve standardní bázi dané maticí A =^{( 0 −2}_{2 0}^).

12. Vlastní hodnoty a vlastní vektory II

1. V R^3 urèete podprostor vlastních vektorù pøísluźných vlastní hodnotì 3 pro matice A = 3 0 0 0 3 0 0 0 3 , B = 3 1 0 0 3 0 0 0 3 , C = 3 1 0 0 3 1 0 0 3 .

2. Zjistìte, zda je matice A podobná diagonální matici nad poli Q, R, C (to nastane právì kdy¿ vlastní vektory generují celý prostor K^3 ).

a) A =

5 2 −3 4 5 −4 6 4 −4 b) A = 4 7 −5 −4 5 0 1 9 −4

c) A =

4 2 −5 6 4 −9 5 3 −7

3. Nechż ϕ : V → V je izomor˛smus. Doka¿te, ¿e ϕ a ϕ^{−1} mají stejné podprostory vlastních vektorù a zjistìte závislost mezi vlastními hodnotami (jsou to pøevrácené hodnoty, nula tam být stejnì nemù¿e).

4. Nad skaláry K = R najdìte vlastní èísla a vlastní vektory matic

a) A =

2 −1 1 −1 2 −1 0 0 1 b) B = 1 2 0 3 −1 −2 0 −3 0 0 2 0 1 2 0 3

14. KOMPLEXIFIKACE A KANONICKÉ TVARY REÁLNÝCH MATIC 11

13. Vlastní hodnoty a vlastní vektory II

1. Zjistìte, jak závisí vlastní hodnoty a vlastní vektory matic A, B na parametrech α a β. A = 2 3 0 4 1 0 α β 2 B = 2 3 0 4 1 0 α β 2 + α 2. Najdìte Jordanovy kanonické tvary matic A, B, C. A = 2 1 0 −1 4 0 5 7 3 B = 3 2 0 0 3 0 0 5 3 C = 0 −3 −2 −1 −2 −2 0 4 3

3. Spoètìte vlastní hodnoty a vlastní vektory matice B = 3A^4 − 2A^3 + A^2 = A + 6E (ani¿ byste poèítali B!) A = 2 −1 1 4 −2 2 2 −1 1

4. S vyu¿itím existence Jordanova kanonického tvaru doka¿te pro komplexní matice vìtu Hamiltonovu-Caleyovu (tvrdí, ¿e ka¿dá matice je koøenem svého charakteristického polynomu).

14. Komplexi˛kace a kanonické tvary reálných matic

1. Nechż D : R_3[x] → R_3[x] je lineární zobrazení dané derivací polynomù podle promìnné x. Uka¿te, ¿e komplexi˛kace reálných polynomù dá právì komplexní vektorový prostor polynomù tého¿ stupnì nad C a D^C : C_3 [x] → C_3 [x] je opìt derivace podle promìnné x.

2. Projdìte si podobnì jako v prvním pøíkladì prostory reálných a komplexních matic a lineární zobrazení transpozice a násobení pevnou (reálnou) maticí zprava, resp. zleva.

3. Spoètìte Jordanùv kanonický tvar reálné matice A nad C . Pak diskutujte geometrické vlastnosti pøísluźného zobrazení R^3 → R^3 (tj. pøi existenci komplexních koøenù najdìte pøísluźnou invariantní rovinu, ve které je zobrazení dáno rotací a homotetií). A = 1 −1 −4 1 1 −2 1 −1 0

4. Proveïte toté¿ jako v pøedchozí úloze v závislosti na hodnotì parametru a ∈ R A = a + 2 −2 a + 2 a 0 a + 2 a − 2 0 a

5. Nechż V je reálný vektorový prostor a uva¿ujme jeho komplexi˛kaci V^C jako reálný vektorový prostor (V^C )_R . Pøipomeòme si pojem komplexní konjugace na komplexi˛kaci a uka¿te, ¿e komplexi˛kaci posledního prostoru mù¿eme (jako komplexní vektorový prostor) ztoto¿nit s V^C ⊕ —V^C .

15. Prostory se skalalárním souèinem, I.

1. Zjistìte, zda je zobrazení g : R^2 × R^2 → R skalární souèin.

g(x, y) = x_1y_1 + x_1y_2 + x_2y_1 + x_2y_2 g(x, y) = 4x_1y_1 + 2x_1y_2 + 5x_2y_2 g(x, y) = x_1y_1 + x_1y_2 + x_2y_1 + 2x_2y_2

2. Zkuste na R^2 najít takový skalární souèin, aby vektory u a v na sebe byly kolmé (1) u = (1, 2), v = (2, 3) (2) u = (−5, 2), v = (10, −4) 3. Grammovým-Schmidtovým ortogonalizaèním procesem sestrojte ortonormální bázi podprostoru L = ⟨(1, 1, −1, −1), (1, −1, 1, 1), (−1, −2, 0, 1)⟩ ve standardním euklideovském R^4.

4. Najdìte ortogonální bázi vektorového prostoru R_3[x] se skalárním souèinem de˛novaným vztahem f · g =

∫_1 −1 f(x)g(x)dx. Najdìte matici pøechodu od standardní báze (1, x, x^2, x^3) do nalezené báze.

5. Najdìte ortogonální prùmìt vektoru (1, 2, 3) do podprostoru L = ⟨(−1, 1, 1), (1, 1, 1)⟩. 16. Prostory se skalárním souèinem, II.

1. Na vektorovém prostoru C_n [x] de˛nujte skalární souèin tak, aby byla báze (1, x,^1_{2!} x^2, . . . ,^1_{n!} x^n) ortonormální.

2. Najdìte ortonormální bázi podprostoru

L = ⟨(3, 2, −4, −6), (8, 1, −2, −16), (5, 12, −14, 5), (11, 3, 4, −7)⟩ ⊂ R^4

ve standardním euklideovském prostoru.

17. ORTOGONÁLNÍ PRÙMÌTY A ZOBRAZENÍ 13

3. Nejdìte ortonormální fundamentální systém øeźení systému rovnic 2x_1 − x_2 + 5x_3 + 7x_4 = 0 4x_1 − 2x_2 + 7x_3 + 5x_4 = 0 2x_1 − x_2 + x_3 − 5x_4 = 0 4. Pokud to jde, doplòte dané vektory na ortogonální bázi standardního euklidovského prostoru. (Kolik máme mo¿ností?)

(1) u = (2, 2, 1), v = (−2, 1, 2) (2) u = (−3, 1, −2, 2), v = (4, 2, −3, 2).

5. Urèete vźechny hodnoty parametrù a, b, c, pro které je matice

A = a 0 2c −^1√_3 2b^1√_6 −a −^1√_2 c

ortogonální. Pro tyto hodnoty spoètìte pøísluźný kanonický tvar. (Promyslete geometrické vlastnosti transformace!)

6. Zkuste de˛novat na R^3 dva skalární souèiny tak, aby zobrazení φ : R^3 → R^3, φ(x_1, x_2, x_3) = (x_1 + x_2 + x_3, −x_1 + x_2, x_3), bylo ortogonální.

17. Ortogonální prùmìty a zobrazení

1. Najdìte ortogonální doplnìk podprostoru P = ⟨(−1, 2, 0, 1), (3, 1, −2, 4), (−4, 1, 2, −4)⟩ v R^4 se standardním skalárním souèinem. Pak najdìte kolmé prùmìty vektorù stan-

dardní báze do P a P^⊥.

2. Nechż je L = ⟨u, v, w⟩ ⊂ R^4. Nejdìte kolmý prùmìt vektoru z do L a L^⊥. (1) z = (4, 2, −5, 3), u = (5, 1, 3, 3), v = (3, −1, −3, 5), w = (3, −1, 5, −3) (2) z = (2, 5, 2, −2), u = (1, 1, 2, 8), v = (0, 1, 1, 3), w = (1, −2, 1, 1) 3. Najdìte (pøímým výpoètem) vźechny ortogální a unitární matice øádu 2, pak vźechny ortogonální s kladným determinantem.

4. Zjistìte, zda je ortogonální transformace daná maticí

A = 1√ 3 0^{2√}_6 −^1√_3^1√_2^1√_6 −^{1√}_3 −^{1√}_2^{1√}_6

kompozicí re‚exe a rotace, èi zda se jedná pouze o rotaci, a najdìte osu a úhel této rotace.

18. Bilineární a kvadratické formy

1. Zjistìte, zda je zobrazení f : R^2 × R^2 → R bilineární forma na R^2. Pokud ano, rozhodnìte, zda je symetrická nebo antisymetrická. (1) f(x, y) = x_1y_2 (2) f(x, y) = x_1y_1 + 2y_2 − 12 (3) f(x, y) = x_1y_2 − x_2y_1 + x_1y_1

2. Urèete hodnost bilineární formy f(x, y) = x_1y_1 + 2x_2y_1 − x_2y_2 + 3x_3y_2 na R^3 a najdìte její matici v (1) standardní bázi R^3 (2) v bázi (1, 1, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 1)

3. Uva¿me bilineární formu h(x, y) = 2x_1y_1 − 4x_1y_2 − 3x_2y_2 + 2x_2y_3 − 4x_3y_2 − x_3y_3 de˛novanou na C^3 a nechż f(x) je jí de˛novaná kvadratická forma. (1) Napiźte analytické vyjádøení f. (2) Najdìte polární formu g pro f.

4. Urèete hodnost kvadratické formy f(x) = x^2_1 − 2x_1x_2 + 8x_1x_3 − 2x_2x_3, uva¿ujeme-li f jako formu na C^3 , resp. na R^5.

5. Najdìte diagonální tvar formy f na R^3 pomocí algoritmu doplnìní na ètverce (1) f je daná formulí z pøedchozího cvièení (2) f(x, y) = 4x^2_1 + 2x^2 + 15x^2_3 + 4x_1x_2 − 4x_1x_3 − 8x_2x_3 (3) f(x, y) = x_1x_2 + x_1x_3 + x2x_3

19. Reálné a komplexní kvadratické formy

1. Najdìte kanonické tvary kvadratických forem na C^3 daných vztahy (2), (3) z cvièení 5 pøedchozí série. Najdìte také pøísluźné polární báze.

2. Zjistìte vlastnosti reálných kvadratických forem, napø. de˛nitnost, pozitivní de˛nitnost apod. (pozor na závislost na prostoru V na nìm¿ je forma de˛nována) (1) f(x) = x^2_1 − x_1x_2 + x^2 (2) f(x) = 2x_1x_2 + 4x_1x_3 (3) f(x) = −2x^2_1 − 8x^2 − 3x^2_3 + 2x_1x_2 + 4x_1x_3 − 2x_2x_3

3. Najdìte vźechny hodnoty parametru a ∈ R, pro které je kvadratická forma f na R^3 positivnì de˛nitní, resp. negativnì de˛nitní (pou¿ijte Sylvestrovo kriterium) (1) f(x) = x^2 + x^2_3 + 4ax_1x_2 + a^2x_1x_3 (2) f(x) = ax^2_1 + ax^2 + (a − 3)x^2_3 + 2x_1x_2 + 2ax_1x_3 + 2x_2x_3

21. ANALYTICKÁ GEOMETRIE I 15

20. Adjungovaná zobrazení

1. Lineární zobrazení φ : R^3 → R^3 je dáno vztahem φ(x, y, z) = (x − 2y + z, x + 3z, −y − z)

(1) Spoètìte duální zobrazení φ^∗ : R^{3∗} → R^{3∗} (2) adjungované zobrazení φ^∗ : R^3 → R^3 vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu na R^3.

(3) adjungované zobrazení φ^∗ : R^3 → R^3 vzhledem ke skalárnímu souèinu ⟨(x, y, z), (x^′ , y^′, z^′)⟩ = 2xx^′ + xy^′ + x^′y + 2yy^′ + yz^′ + y^′z + zz^′. 2. Na C^4 se standardním skalárním souèinem urèete, kdy je samoadjungované zobrazení φ(x, y, z, w) = (αx, βy, γz, δw) pro α, β, γ, δ ∈ C . 3. Na prostoru reálných polynomù stupnì 2 se skalárním souèinem daným f · g = ∫_1 0 f(x)g(x)dx spoètìte adjungované zobrazení k

(1) operaci derivování podle promìnné (2) operaci násobení pevným polynomem (3) operaci "zapomenutí monomù stupnì 2"

4. Na R^3 se standardním skalárním souèinem najdìte adjungované zobrazení k promítání na vybraný podprostor ve smìru doplòkového podprostoru. Kdy bude toto promítání samoadjungované?

21. Analytická geometrie I

1. V rovinì R_2 ja dán trojúhelník ABC. Oznaème po øadì A^′, B^′, C^′ støedy jeho stran BC, AC, AB. Doka¿te ¿e v zamìøení R^2 platí

(A^′ − A) + (B^′ − B) + (C^′ − C) = 0.

2. Je dána pøímka p : 2x + 3y − 6 = 0. Urèete její parametrický popis. Jak se získá implicitní popis z parametrického?

3. Urèete vzájemnou polohu polohu pøímek

(1) p : 2x − 3y + 4 = 0, q : 3x + 2y − 7 = 0 (2) p : (x, y) = (1, −1) + t(1, −2), q : 2x + y − 1 = 0 (3) p : (x, y) = (2, 1) + t(−1, 3), q : (x, y) = (1, 3) + t(2, −6)

4. Zjistìte vzájmenou polohu rovin

(1) α : (x, y, z) = (1, −2, 3) + t(−1, 0, 1) + s(2, 1, 0)

β : (x, y, z) = (−1, 0, 1) + t(1, 1, 2) + s(−1, 3, 1) (2) α : (x, y, z) = (2, −1, 1) + t(1, 1, 1) + s(1, −1, 0)

β : x + y − 2z + 1 = 0 (3) α : 2x − y + z − 9 = 0, β : x + y − z = 0

5. Najdìte parametrické vyjádøení pøímky v R_3 zadané p : { 2x − y + z − 9 = 0 x + y − z = 0

Jak vypadají rovnice vźech rovin procházejících danou pøímkou p (tzv. svazek rovin)? Jak se získá jejich obecná rovnice z parametrického, resp. implicitního tvaru p.

Zadejte parametricky i implicitnì pøímku, resp. rovinu zadanou dvìmi, resp. tøemi, body. Zadání volte sami.

6. Najdìte pøíèku mimobì¿ek p, q procházející bodem M. Je dáno M = (7, 0, 4), p : (x, y, z) = (2, −1, 1)+ t(1, 2, 1), q : (x, y, z) = (1, 1, 1)+ t(2, −1, 1) Jak se hledá pøíèka zadaná smìrem?

22. Analytická geometrie II

1. V rovinì E_2 je dán obdélník ABCD. Doka¿te ¿e v jejím zamìøení R^2 se standardním skalárním souèinem platí (A − M) · (C − M) = (B − M) · (D − M).

2. Uka¿te, ¿e ortogonální doplnìk zamìøení nadroviny v E_n zadané implicitnì η : a_1x_1+ · · · + a_nx_n + a_0 = 0 je generován tzv. normálovým vektorem v = (a_1, . . . , a_n).

Uka¿te, ¿e pro vzdálenost bodu A = (y_1, . . . , y_n) od η platí ρ(A, η) = |a_1y_1 + · · · + a_ny_n + a_0 √ a^2_1 + · · · + a^2_n . 3. Urèete pro jaké vektory v E_2, E_3 platí (1) ‖u + v‖ = ‖u − v‖ (2) ‖u + v‖ = ‖u‖ − ‖v‖ (3) ‖u + v‖ ≥ ‖u‖ − ‖v‖ (4) ‖u + v‖ > ‖u − v‖ 4. Najdìte souøadnice vrcholù krychle ABCDEF GH, je-li A = (1, −1, 3), B = (3, 0, 5), D = (−1, 1, 4) (pokud existuje).

5. Napiźte rovnici pøímky p, která obsahuje M = (3, 2) a s pøímkou q : √ 3x − y + 3 = 0 svírá úhel^π_3 , resp.^π_2 .

24. ANALYTICKÁ GEOMETRIE IV 17

6. Urèete bod Q soumìrný k bodu P = (3, −1, 4) podle pøímky p : (x, y, z) = (−7, −4, 7)+ t(4, 3, −1). 7. Najdìte osu mimobì¿ek p : (x, y, z) = (0, −15, −6) + t(2, −1, 3), q : (x, y, z) = (3, 4, 2) + s(4, 2, −3).

23. Analytická geometrie III

1. Uka¿te, ¿e odchylka dvou nadrovin je rovna odchylce jejich normálových vektorù. 2. Spoètìte výźku pravidelného ètyøstìnu ABCD v E_3 a odchylky jeho protilehlých hran .

3. Spoètìte povrch a objem ètyøstìnu ABCD v E_3 je-li A = (1, −1, 2), B = (2, 0, −2), C = (3, −2, 0), D = (1, 1, 1).

4. Spoètìte objem a výźku ètyøbokého jehlanu ABCDV v E_3, je-li A = (2, −1, 2), B = (0, 0, 5), C = (−1, 0, 5), D = (4, −3, −4), V = (1, 2, 1). Dále urèete odchylky jeho hran od podstavy.

24. Analytická geometrie IV

1. Uva¿me n − 1 vektorù u_1 = (x_{11}, . . . , x_{1n}), . . . , u_{n−1} = (x_{(n−1)1}, . . . , x_{(n−1)n}) v standardním orientovaném euklidovském vektorovém prostoru R^n. Dále uva¿me matici

A = y_1 y_2 . . . y_n x_{11} x_{12} . . . x_{1n} . . . . x_{(n−1)1} x_{(n−1)2} . . . x_{(n−1)n} Uka¿te, ¿e vektor u_n = (A_{11}, . . . , A_{1n}), kde A_{ij} jsou algebraické doplòky prvkù a_{ij} matice A má následující vlastnosti:

(1) u_n je kolmý na vźechny u_1, . . . , u_{n−1} (2) velikost vektoru ‖u_n‖ je rovna (neorientovanému) objemu rovnobì¿nostìnu zadaného vektory u_1, . . . , u_{(n−1)} (3) u_1, . . . , u_n je báze R^n kompatibilní s orientací.

V dimenzi 2 tak dostáváme obvyklý vektorový souèin dvou vektorù u_1, u_2. 2. Najdìte kanonické rovnice a osy ku¿eloseèky dané ve standardní souøadné soustavì rovnicí

(1) x^2 + y^2 + 4xy + 2x + 1 = 0 (hyperbola s vrcholem v (−^{√2}_6 , −^{√2}_2 ) a osami ve smìrech (±^{√2}_2 ,^{√2}_2 )) (2) 2x^2 − 3y^2 + 5xy + x + 10y − 3 (dvì rùznobì¿né pøímky) 3. Napiźte rovnici kru¿nice procházející bodem A = (1, 2) a dotýkající se pøímek p : x − y + 3 = 0, q : x − y − 1 = 0.