Jan Slovák

Geometrické algoritmy II.

Polynomiální objekty

zápisky z pøednáźek zpracoval Aleź Køenek

OBSAH i

Obsah

1 A˛nní variety 1 1.1 Základní pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Parametrizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.3 Ideály . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.4 Dimenze 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 2 Gr-obnerovy báze 9 2.1 Dìlení se zbytkem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.2 Monomiální ideály . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.3 Dicksonovo lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.4 Hilbertova vìta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 3 Buchbergerùv algoritmus 17

3.1 Kritéria pro Gr-obnerovy báze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 3.2 Algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3.3 Redukované báze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.4 Zefektivnìní algoritmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Teorie eliminací promìnných 28 4.1 Eliminace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 4.2 Vìta o rozźíøení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.3 Existence spoleèných koøenù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.4 Dùkaz vìty o rozźíøení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.5 Hilbertova vìta o nulách . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 4.6 Vìta o uzávìru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.7 Korespondence ideálù a variet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5 Aplikace 38

5.1 Øeźitelnost systémù rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 5.2 Polynomiální a racionální implicitizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 5.3 Algebraické køivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 5.4 Obálky systému køivek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6 Algebraické dùkazy geometrických tvrzení 48

6.1 Metoda Gr-obnerových bazí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 6.2 Pøíklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Poznámka úvodem

Druhá èást pøednáźky geometrické algoritmy je daleko bli¿źí þèistéß matematické teorii ne¿ èást pøedchozí. S tím jistì souvisí pozorovaná nechuż podstatné èásti studentù informatiky tuto èást studovat. Vìøím vźak, ¿e právì uva¿ování nad matematickým formalismem úèinnì tøíbí analytické schopnosti, proto jsem po úvahách o vesmìs lineárnì zadaných objektech v první èásti pøednáźky zvolil právì matematicky podstatnì nároènìjźí teorii popisující algoritmický pøístup k problémùm spojeným s vzájemnou polohou objektù zadaných algebraickými rovnicemi.

Ústøedním pojmem a nástrojem jsou zde tzv. Gr-obnerovy báze a algoritmus pro jejich sestrojení. Tím zároveò podávám úvod do algoritmického pøístupu ke komutativní algebøe a elementární algebraické geometrii a pøedstavuje se tak jeden ze základních pilíøù ka¿dé souèasné implementace tzv. poèítaèové algebry. Pro jednoduchost nevychází text z rámce okruhù polynomù více promìnných nad reálnými nebo komplexními skaláry. U¿iteènost odvozených výsledkù se sna¿ím pøedvést na (algoritmickém) øeźení praktických aplikací (øeźení a øeźitelnost systémù algebraických rovnic, implicitizace parametrických popisù variet, singularity a obálky algebraických køivek, algebraické (poèítaèové) dùkazy geometrických tvrzení). Vìøím, ¿e studium tìchto textù pøispìje k vzdìlání studentù, kteøí si k této problematice najdou cestu.

Tì¿kého úkolu sepsání tìchto uèebních textù se ujal pan Aleź Køenek, touto cestou mu moc dìkuji. Tak jako v pøedchozí èásti, texty vznikly na základì mých pøednáźek prakticky bez mojí dalźí úèasti a podle mého názoru se Aleź svého úkolu zhostil výbornì. Samozøejmì, za obsahovou stránku musím ruèit sám. Jakékoli komentáøe, dotazy, výhrady apod. posílejte prosím na adresu slovakmath.muni.cz.

Brno 1995, Jan Slovák

1 A˛nní variety

V této a nìkolika následujících kapitolách se budeme zabývat formálním aparátem, který mù¿e mít mnoho aplikací vźude, kde se pracuje s objekty nebo dìji popsatelnými polynomy, resp. systémy polynomiálních rovnic.

Jedná se napøíklad o • Hledání pøísluźnosti bodu k nìjakému tìlesu • Hledání extrémù na ploźe • Analýza pohybù souèástí nìjakého stroje atd.

1.1 Základní pojmy

Pøistupme nejprve k formálnímu aparátu, konkrétních aplikací se snad doèkáme pozdìji.

1.1 De˛nice. Monomem v promìnných x_1, . . . , x_n nad polem k nazveme výraz x^{α1}_1 · · · x^{αn}_n ,

kde α_i ∈ N. Za stupeò tohoto monomu (znaèíme deg x^{α1}_1 · · · x^{αn}_n ) pova¿ujeme èíslo α_1 + · · · + α_n.

Zavádíme pojem multiindexu pro α = (α_1, . . . , α_n) a pro zjednoduźźení píźeme x^α = x^{α1}_1 · · · x^{αn}_n a |α| = α_1 + · · · + α_n.

Polynomem v promìnných x_1, . . . , x_n nad polem k rozumíme ∑ α a_αx^α kde a_α ∈ k a suma je koneèná

Mno¿inu vźech polynomù v promìnných x_1, . . . , x_n nad polem k oznaèíme k[x_1, . . . , x_n]. Sèítání na ní je vcelku zøejmé (u stejných monomù se seètou koe˛cienty v k), násobení de˛nujeme takto (ax^α) · (bx^β) := (ab)x^{α+β} Tím jsme de˛novali strukturu okruhu^1. Za stupeò polynomu pova¿ujeme maximum stupòù jeho monomù v daném uspoøádání multiindexù. To bylo jistì pouhé opakování z algebry, pøistupme dále.

1.2 De˛nice. A˛nním n-rozmìrným prostorem rozumíme k^n = k × · · · × k n se stan-

dardní a˛nní strukturou. Polynom f = ∑ α a_αx^α ∈ k[x_1 . . . , x_n] lze pochopitelnì pøirozeným zpùsobem chápat jako zobrazení f : k^n → k de˛nované

f(u_1, . . . , u_n) := ∑ α a_αu^α kde u^α = u^{α1}_1 · · · u^{αn}_n

Platí implikace, ¿e pokud f ∈ k[x_1, . . . , x_n] je identicky roven 0 (tj. z de˛nice a_α = 0 pro ka¿dé α), pak je f : k^n → k nulové zobrazení. Obrácení ale nemusí obecnì platit,

1Nepøítel nechż si samostatnì doká¿e, ¿e je tomu skuteènì tak.

Obr. 1: ⋀((x^2 + y^2)^3 − 4x^2y^2)

uva¿me tøeba k = Z_2, f = x^2 − x. Zøejmì f(x) = x(x − 1) = 0 na Z_2 pro ka¿dé x, ale f není nulový polynom.

Ve dvou promìnných staèí vzít g(x, y) = x^2y + y^2x. Obecnì pro ka¿dé prvoèíslo p a a ≠ 0 platí a^{p−1} = 1 v Z_p, a tedy x^p − x je v¿dy nulové zobrazení.

1.3 Vìta. Nechż k je nekoneèné pole, f ∈ k[x_1 . . . , x_n]. Pak f = 0 v k[x_1 . . . , x_n] právì tehdy, kdy¿ f : k^n → k je nulové zobrazení.

Dùkaz: Indukcí podle n. Je-li n = 1, pak má ka¿dý polynom stupnì r > 0 nejvýźe r koøenù. Pokud je f nulové zobrazení, musel by polynom mít nekoneènì mnoho koøenù, a tedy je stupnì 0 nebo nulový. Konstantní polynom, který je nulovým zobrazením, ovźem musí být nutnì nulový.

Indukèní krok. Mù¿eme psát f =^∑_i g_i(x_1, . . . , x_{n−1})x^i_n. Pro pevnì zvolené hodnoty x_1, . . . , x_{n−1} je f polynom jedné promìnné, a tedy g_i(x_1, . . . , x_{n−1}) = 0. To platí pro libovolnou volbu x_1, . . . , x_{n−1}, tedy g_i jsou nulová zobrazení a podle indukèního pøedpokladu i nulové polynomy. �

1.4 Dùsledek. Pro nekoneèná pole a polynomy f, g ∈ k[x_1, . . . , x_n] platí

f = g právì tehdy, kdy¿ f, g : k^n → k jsou stejná zobrazení

1.5 De˛nice. Nechż f_1, . . . , f_s ∈ k[x_1, . . . , x_n]. A˛nní varietou v k^n urèenou polynomy f_1, . . . , f_n nazveme mno¿inu ⋀(f_1, . . . , f_s) = { (a_1, . . . , a_n) ∈ k^n | f_i(a_1, . . . , a_n) = 0; i = 1, . . . , s } A˛nní variety jsou napøíklad vźechny ku¿eloseèky, kvadriky a nadkvadriky singulární i regulární. Ze zajímavìjźích dvourozmìrných uveïme ètyølístek (obr. 1) { varietu ⋀((x^2 +y^2)^3 −4x^2y^2), z trojrozmìrných pak obrázek z titulní strany { ⋀(x^2 −y^2z^2 +z^3), Whitneyho deźtník (obr. 2) { ⋀(x^2z − y^2), který obsahuje celou pøímku {x = 0, y = 0}, a koneènì Enneperovu plochu (obr. 3).

Varieta urèená více polynomy je pak prùnik variet jednotlivých polynomù. Tedy napøíklad ⋀(x^2 + y^2 − 1, z) je kru¿nice se støedem (0, 0, 0), polomìrem 1 le¿ící v rovinì xy. Dále ⋀(xz, yz) je sjednocení pøímky x = 0, y = 0 a roviny z = 0, proto¿e pro body tìchto dvou útvarù jsou oba polynomy xz, yz nulové.

1.2 Parametrizace 3

Obr. 2: Whitneyho deźtník

1.6 Vìta. Nechż V = ⋀(f_1, . . . , f_s), W = ⋀(g_1, . . . , g_t) ⊆ k^n jsou a˛nní variety. Potom i V ∪ W, V ∩ W jsou a˛nní variety a platí V ∩ W = ⋀(f_1, . . . , f_s, g_1, . . . , g_t) V ∪ W = ⋀(f_ig_j) pro 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t � Na posledním pøíkladì se objevuje první problém { jak chápat dimenzi. Staèí zmínìná pøímka, aby varieta byla tøírozmìrná, nebo ji jeźtì budeme pova¿ovat za dvojrozmìrnou s jistou anomálií?

V následující èásti se mimo jiné pokusíme zodpovìdìt otázky, které se v souvislosti s varietami bezprostøednì nabízejí.

1. Platí ⋀(f_1, . . . , f_s) = ∅?

2. Je ⋀(f_1, . . . , f_s) koneèná mno¿ina?

3. Jak lze chápat pojem dimenze v pøípadì variet?

Jak se uká¿e, tyto problémy lze þrozumnìß øeźit pro variety v oboru komplexních èísel (resp. pro vźechna algebraicky uzavøená pole), pro èísla reálná je to komplikovanìjźí a velmi zlé pro obecná pole, tj. napøíklad racionální èísla^2.

1.2 Parametrizace

Pro nìkteré ryze praktické operace s varietami je vhodné pou¿ívat implicitní reprezentaci (tedy a¿ dosud pou¿ívané vyjádøení), napø. pro zjiźtìní, zda daný bod do variety patøí èi nikoli, jindy je naopak daleko u¿iteènìjźí vyjádøení parametrické. O co se pøesnì jedná, uká¿eme na pøíkladech.

⋀(x + y + z − 1, x + 2y − z − 3) udává pøímku (prùnik dvou rovin). Øeźíme-li systém

x + y + z − 1 = 0 x + 2y − z − 3 = 0

2Takové rozhodnutí, zda V(x^n + y^n − z^n) = ∅ vede na velkou Fermatovu vìtu.

Obr. 3: Enneperova plocha

dostaneme pøímo parametrické vyjádøení této pøímky x = −1 − 3t y = 2 − 2t z = t V následujícím se pokusíme o precizní a obecné vyjádøení parametrizace.

1.7 De˛nice. Nechż k je pole a f, g ∈ k[t_1, . . . , t_n] polynomy. Pak f/g nazveme

racionální funkcí nad polem k.

Mno¿ina racionálních funkcí rozlo¿ená na tøídy ekvivalence podle f/g = h/l ⇐⇒ f · l = g · h v k[t_1, . . . , t_n] tvoøí podílové tìleso okruhu polynomù k[t_1, . . . , t_n]; znaèíme k(t_1, . . . , t_n).

1.8 De˛nice. Racionální parametrickou reprezentací variety ⋀(f_1, . . . , f_r) ⊆ k^n roz-

umíme racionální funkce r_1, . . . , r_n ∈ k(t_1, . . . , t_s) splòující následující podmínky • Je-li x_i = r_i(t_1, . . . , t_s) pro i = 1, 2, . . . , n pak (x_1, . . . , x_n) ∈ ⋀(f_1, . . . , f_r) pro libovolná t_1, . . . , t_s.

• ⋀(f_1, . . . , f_r) je minimální a˛nní varieta obsahující takto dané body (x_1, . . . , x_n). V této souvislosti se nabízí dalźí otázky.

4. Existuje parametrizace dané variety, resp. lze ji nalézt?

5. Naopak, existuje (lze nalézt) k parametricky zadané varietì implicitní popis? Obecná odpovìï na první z tìchto otázek je záporná. V podstatì lze tvrdit, ¿e vìtźinu a˛nních variet parametrizovat nelze, respektive neexistuje algoritmus parametrizace implicitního popisu. Ty, u kterých se to podaøí, nazýváme neiracionální^3. Opìt obecnì není jednoduché rozhodnout, zda daná varieta je neiracionální. Cesta opaèným smìrem je v nekoneèných polích zvládnutelná, algoritmus pøedvedeme v kapitole 5.2.

Na první pohled je zøejmé, ¿e pro jednu a tuté¿ varietu existuje více implicitních, pøípadnì i parametrických popisù. Opomeneme-li parametrický popis, nejednoznaènosti implicitního jsou zpùsobeny pro tento úèel nevhodnou reprezentací pomocí nìkolika þgenerujícíchß polynomù.

3Pøímý pøeklad anglického unirational.

1.3 Ideály 5

1.3 Ideály

Pøipomeòme si trochu algebry.

1.9 De˛nice. Mno¿inu I ⊆ A, kde A je okruh, nazveme ideálem, platí-li 0 ∈ I a

zároveò f, g ∈ I =⇒ f + g ∈ I f ∈ I, h ∈ A =⇒ f · h ∈ I Pojem generátorù ideálu je snad zøejmý, pøipomeòme jen znaèení I = ⟨a_1, . . . , a_n⟩. Je-li generátorù koneèný poèet, øíkame, ¿e ideál je koneènì generovaný. Pro varietu V = ⋀(f_1, . . . , f_s) klademe

∮(V ) := { f ∈ k[x_1, . . . , x_n] | f(a_1, . . . , a_n) = 0 pro vźechna (a_1, . . . , a_n) ∈ V } 1.10 Vìta. Nechż f_1, . . . , f_s, g_1, . . . , g_t ∈ k[x_1, . . . , x_n] jsou polynomy. Pak platí 1. Jestli¿e ⟨f_1, . . . , f_s⟩ = ⟨g_1, . . . , g_t⟩, pak ⋀(f_1, . . . , f_s) = ⋀(g_1, . . . , g_t). 2. ∮(V ) je ideál a platí ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ⊆ ∮(V ), kde V = ⋀(f_1, . . . , f_s).

Dùkaz:

1. Uva¿ujme libovolný (a_1, . . . , a_n) ∈ ⋀(f_1, . . . , f_s). Pro nìj platí f_i(a_1, . . . , a_n) = 0 pro i = 1, 2, . . . , s Proto¿e g_1, . . . , g_t ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩, existují nìjaké polynomy h_{1,1}, . . . , h_{t,s} v n promìnných tak, ¿e g_j = s∑ i=1 h_{j,i} · f_i pro j = 1, 2, . . . , t Odtud g_j (a_1, . . . , a_n) = 0 pro j = 1, 2, . . . , t. Máme tedy ⋀(f_1, . . . , f_s) ⊆ ⋀(g_1, . . . , g_t). Opaèná inkluze se doká¿e zcela analogicky.

2. Nechż g, g^′ ∈ ∮(V ), h ∈ k[x_1, . . . , x_n]. Potom pro zvolený bod (a_1, . . . , a_n) ∈ V platí g(a_1, . . . , a_n) = 0, a tedy (g · h)(a_1, . . . , a_n) = 0 =⇒ g · h ∈ ∮(V ) (g + g^′)(a_1, . . . , a_n) = 0 =⇒ g + g^′ ∈ ∮(V ) Proto ∮(V ) je ideál. Uva¿ujme libovolný f ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩. Ten lze psát jako f = s∑ i=1 h_i · f_i pro nìjaká h_1, . . . , h_s ∈ k[x_1, . . . , x_n]

Pro (a_1, . . . , a_n) ∈ V je tedy f(a_1, . . . , a_n) = 0. Proto platí ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ⊆ ∮(V ).

� Jednoduché pøíklady: ∮ ( {(0, 0, . . . , 0)} ) = ⟨x_1, . . . , x_n⟩ ∮(k^n) = { 0} pro libovolné nekoneèné pole k Inkluze opaèná k druhé èásti vìty obecnì neplatí. Napøíklad varieta ⋀(x^2, y^2) má jediný bod { (0, 0). ∮(V ) je potom ⟨x, y⟩ ⊃ ⟨x^2, y^2⟩. Jsou-li V, W ⊆ k^n variety, pak platí V ⊆ W =⇒ ∮(V ) ⊇ ∮(W ) Neboli polynomy, které se nulovaly na nìjaké varietì se nutnì musí nulovat i na její podmno¿inì.

Objevují se dalźí problémy

6. Je ka¿dý ideál I ∈ k[x_1, . . . , x_n] koneènì generovaný? 7. Lze algoritmicky zjistit, zda f ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩? 8. Jaký je pøesný vztah mezi ⟨f_1, . . . , f_s⟩ a ∮ ( ⋀(f_1, . . . , f_s) ) ? 1.4 Dimenze 1

Na vźechny výźe zmínìné otázky se pokusíme odpovìdìt nejprve ve zjednoduźeném, ale názorném pøípadì polynomù v jedné promìnné. Konvenènì pou¿íváme promìnnou x a koe˛cienty v polynomu znaèíme f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n kde a_0 ≠ 0.

Vedoucí èlen polynomu (leading term) de˛nujeme jako LT (f) := a_0x^n. Zøejmì platí deg f ≤ deg g ⇐⇒ LT (f)|LT (g) 1.11 Vìta Algoritmus dìlení se zbytkem. Nechż k je pole a g nenulový polynom. Pak ka¿dé f ∈ k[x] lze jednoznaènì psát jako f = q · g + r kde r = 0 nebo deg r < deg g Dùkaz: je pochopitelnì konstruktivní, podíl q a zbytek r poèítá následující algoritmus.

Algoritmus 1.1

1. q := 0, r := f 2. while r ≠ 0 ∧ LT (g)|LT (r) 2.1. q := q + LT (r)/LT (g) 2.2. r := r − LT (r)/LT (g) · g

1.4 Dimenze 1 7

Pro prùchod cyklem platí invariant f = q·g+r, algoritmus tedy dává správný výsledek. Stupeò r se ka¿dým prùchodem zmenźuje, algoritmus tedy zastaví. Pøipusżme, ¿e existují jeźtì jiná q^′, r^′ tak, ¿e f = q^′ · g + r^′. Proto¿e stupnì r a r^′ jsou ostøe menźí ne¿ stupeò g, musí platit i deg(r − r^′) < deg g (proto¿e r ≠ r^′, má smysl uva¿ovat deg(r − r^′)). Zároveò ale platí

deg(r − r^′) = deg(q − q^′) + deg g ≥ deg g

co¿ je spor. Dvojice q, r je tedy urèena jednoznaènì. �

1.12 Dùsledek. Je-li k pole, má ka¿dý f ∈ k[x] nejvýźe deg f koøenù.

Dùkaz: Je-li deg f = 0 (konstantní polynom), neexistuje ¿ádný koøen. Nechż deg f = n > 0 a f má koøen a. Potom podle vìty 1.11 existují q, r tak, ¿e

f = q(x − a) + r a zároveò deg r = 0 nebo r = 0.

Proto¿e a je koøen, r nemù¿e být konstantní a tudí¿ f = q(x − a). Stupeò q je n − 1, podle indukèního pøedpokladu má nanajvýź n − 1 koøenù, a tedy f jich má nejvýźe n. � 1.13 Dùsledek. Nechż k je pole. Pak ka¿dý ideál v k[x] je tvaru ⟨f⟩.

Dùkaz: Nechż I ⊆ k[x]. Pokud I = {0}, pak I = ⟨0⟩. Pøedpokládejme I ⊃ {0} a nechż f ∈ I je minimálního stupnì. Pak zøejmì ⟨f⟩ ⊆ I.

Naopak uva¿ujme nìjaké g ∈ I. Podle vìty 1.11 existují q, r takové, ¿e g = q · f + r a zároveò deg r < deg f nebo r = 0. Proto¿e g, f ∈ I, platí q · f ∈ I, a tedy r ∈ I. Polynom f byl vybrán s nejmenźím stupnìm z I, a proto r = 0. Odtud u¿ plyne g ∈ ⟨f⟩, a tedy i I ⊆ ⟨f⟩. � 1.14 De˛nice. Nechż f, g ∈ k[x]. Nejvìtźím spoleèným dìlitelem polynomù f, g, zna-

èíme GCD(f, g), nazveme takový polynom h, ¿e h|f, h|g a platí ∀p ∈ k[x] : p|f ∧ p|g =⇒ p|h Nejvìtźího spoleèného dìlitele lze pochopitelnì spoèítat

Algoritmus 1.2

1. h := f, s := g 2. while s ≠ 0

2.1. r := zbytek po dìlìní h/s 2.2. h := s 2.3. s := r Nechż f = q · g + r a h = GCD(f, g). Potom h|r, g a zároveò ∀p ∈ k[x] : p|r, g tedy p|f a p|h Odtud h je GCD(r, g). Triviálnì GCD(h, 0) = h, proto algoritmus poèítá správnì GCD(f, g). Proto¿e stupnì r postupnì klesají, algoritmus zastaví.

Nejvìtźí spoleèný dìlitel dvou polynomù tedy existuje. Je urèen jednoznaènì a¿ na násobek skalárem. Dva rùzné GCD se toti¿ musí dìlit navzájem a to je u polynomù mo¿né právì v tomto pøípadì.

Pro korektnost následující vìty jeźtì de˛nujme nejvìtźího spoleèného dìlitele více ne¿ dvou polynomù. Je-li s > 2, potom

GCD(f_1, . . . , f_s) := GCD ( f_1, GCD(f_2, . . . , f_s) ) 1.15 Vìta. Pro polynomy f_1, . . . , f_s platí ⟨GCD(f_1, . . . , f_s)⟩ = ⟨f_1, . . . , f_s⟩.

Dùkaz: Proto¿e GCD(f_1, . . . , f_s)|f_1, . . . , f_s, platí ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ⊆ ⟨ GCD(f_1, . . . , f_s) ⟩ . Naopak pøímo z algoritmu výpoètu GCD plyne Bezoutova rovnost, tj.

GCD(f_1, . . . , f_s) = h_1f_1 + · · · + h_sf_s pro vhodná h_1, . . . , h_s

Odtud ji¿ vyplývá opaèná inkluze. � Bìhem kapitoly jsme polo¿ili nìkolik otázek. Nyní máme ji¿ vźe potøebné k jejich zodpovìzení pro pøípad polynomù jedné promìnné.

1. Proto¿e ⋀(f_1, . . . , f_s) = ⋀(GCD(f_1, . . . , f_s)) (dùsledek vìty 1.10), problém prázdnosti variety se redukuje na problém existence koøene polynomu.

2. Ze stejného dùvodu je v¿dy koneènou mno¿inou izolovaných bodù { koøenù GCD(f_1, . . . , f_s) s jedinou vyjímkou GCD(f_1, . . . , f_s) = 0; to nastane pouze v pøípadì, ¿e f_1 = f_2 = · · · = f_s = 0. Pak je varietou celá mno¿ina k.

3. Pojem dimenze v tomto pøípadì postrádá smysl. 4. Stejnì tak není nijak úèelné parametrizovat koneènou mno¿inu. 6. Ka¿dý ideál je generovatelný jediným polynomem { dùsledek vìty 1.15. 7. f ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ⇐⇒ GCD(f_1, . . . , f_s)|f (dùsledek vìty 1.13). 8. Oznaèíme-li ⟨f⟩ := ∮(⋀(f_1, . . . , f_s)), pak f a GCD(f_1, . . . , f_s) se mohou liźit pouze násobností koøenù.

Obr. 4: Stejná varieta?

2 Gr-obnerovy báze

Jak u¿ bylo øeèeno, implicitní reprezentace variety není v¿dy nejvhodnìjźí. Jen pro k^3 = R^3 je pøi komplikovanìjźím zadání obtí¿né vùbec interpretovat, jak daná varieta vypadá. Znamenalo by to urèit prùnik obecnì i dost komplikovaných útvarù. Demonstrujme na jeźtì pomìrnì jednoduchém pøíkladì. Varieta na obr. 4 vlevo je ⋀(x^2 + y^2 + z^2 − 1, x^2 + y^2 + z). V tomto pøípadì lze jeźtì pomìrnì snadno urèit, ¿e prùnikem koule a paraboloidu je kru¿nice le¿ící v rovinì z =^1_2 −^1_2 √ 5, tedy varietu lze stejnì dobøe vyjádøit jako ⋀(x^2 + y^2 + z^2 − 1, z^2 − z − 1), pøípadnì ⋀(x^2 + y^2 + z, z −^1_2 +^1_2 √ 5) a podobnì.

Obrázek 4 a pøedchozí odstavec nabízí dalźí problém. Jak rozhodnout, zda dvì implicitnì zadané variety jsou stejné? Zrovna tak prázdnou varietu (opìt v R^3) lze popsat ⋀(x^2 + 1) i ⋀(1) nebo dokonce ⋀(x^2 + y^2 + z^2 − 1, x^2 + y^2 + z^2 − 2). Podobným problémem je i urèení prùniku, odvoláme-li se opìt na obr. 4, prùnik koule ⋀(x^2 + y^2 + z^2 − 1) a paraboloidu ⋀(x^2 + y^2 + z) lze vyjádøit jednoduźeji jako prùnik nìkterého z tìchto objektù a roviny.

Vìtźinu tìchto problémù pomìrnì uspokojivì øeźí aparát prezentovaný v [1]. Jak se pokusíme ukázat, varietu je vhodnìjźí reprezentovat generujícím ideálem a pro ten se podaøí nalézt vyjádøení nezávislé na volbì generátorù, resp. pøedvedeme algoritmus pøevádìjící ka¿dou mno¿inu generátorù na jistý jednoznaèný kanonický tvar.

2.1 Dìlení se zbytkem

U polynomù více promìnných je situace daleko komplikovanìjźí ne¿ byla ve vìtì 1.11. Kupøíkladu zde neexistuje pøímý ekvivalent pojmu stupnì, je nutné de˛novat ho podstatnì opatrnìji. Ani pojem vedoucího èlenu polynomu není zcela pøímoèarý, je zde nutné volit nìjaké uspoøádání na promìnných a monomech; celá teorie pak pøestává být vùèi promìnným symetrická.

Dìlení se zbytkem zde znamená vyjádøit f ∈ k[x_1, . . . , x_n] jako

f = a_1f_1 + · · · + a_sf_s + r

Napøíklad mìjme f = x^2y + xy^2 + y^2, f_1 = xy − 1 a f_2 = y^2 − 1. Prvním dìlením získáme f = (x + y) · f_1 + (x + y^2 + y) LT (y^2 −1) nedìlí x (vedoucí èlen zbytku), a tak bychom teoreticky nemohli pokraèovat dál. Pøesuneme-li vźak toto x do zbytku, dostáváme teprve výsledek

f = (x + y) · f_1 + f_2 + (x + y + 1)

Zde ji¿ ¿ádný èlen zbytku není dìlitelný ¿ádným z LT (f_1), LT (f_2). To je také po¿adovaná vlastnost na výsledek dìlení se zbytkem.

2.1 De˛nice. Úplné (lineární) dobré (tj. ka¿dá neprázdná podmno¿ina má nejmenźí

prvek) uspoøádání < na N^n_0 splòující ∀α, β, γ ∈ Z^n : α < β =⇒ α + γ < β + γ nazveme monomiálním uspoøádáním na k[x_1, . . . , x_n].

Takto polo¿ená de˛nice není úplná. Uspoøádání na N^n_0 indukuje pouze uspoøádání na monomech. Ka¿dý polynom lze vźak pøeskládat jako klesající posloupnost monomù (na koe˛cienty teï nehledíme). Uspoøádání se na polynomy rozźíøí þlexikogra˛ckyß, tedy vìtźí je ten polynom, který má vìtźí první monom, pokud tak nelze rozhodnou, bere se v potaz druhý monom atd.

Následující tøi de˛nice zavádìjí nejbì¿nìji u¿ívaná monomiální uspoøádání. Vźechna se opírají o pøedem dané uspoøádání jednotlivých promìnných, standardnì x_1 > x_2 > · · · . 2.2 De˛nice. Lexikogra˛cké uspoøádání je takové <_{lex}, ¿e pro ka¿dé α, β ∈ N^n_0 platí α >_{lex} β ⇐⇒ Nejlevìjźí nenulový èlen v α − β je kladný 2.3 De˛nice. Gradované lexikogra˛cké uspoøádání je takové <_{grlex}, ¿e pro ka¿dé α, β ∈ N^n_0 platí: α >_{grlex} β ⇐⇒ |α| > |β| nebo |α| = |β| a zároveò α >_{lex} β 2.4 De˛nice. Gradované opaèné lexikogra˛cké uspoøádání je takové <_{grevlex}, ¿e pro

ka¿dé α, β ∈ N^n_0 platí: α >_{grevlex} β ⇐⇒ |α| > |β| nebo |α| = |β| a zároveò nejpravìjźí nenulový èlen (α − β) je záporný

Tedy x_1 >_{grevlex} x_2 >_{grevlex} · · · >_{grevlex} x_n, ale pokud x > y > z, pak x^2yz^2 >_{grlex} xy^3z, ale x^2yz^2 <_{grevlex} xy^3z.

2.5 Lemma. >_{lex}, >_{grlex}, >_{grevlex} jsou monomiální uspoøádání.

2.6 De˛nice. Nechż f =^∑_{α∈}N^n_0 a_αx^α ∈ k[x_1, . . . , x_n] je nenulový a < monomiální.

Pak de˛nujeme:

• Stupeò multideg f := max{α ∈ N^n_0 | a_α ≠ 0}

2.1 Dìlení se zbytkem 11

• Vedoucí koe˛cient LC f := a_{multidegf} • Vedoucí monom LM f := x^{multidegf} • Vedoucí èlen LT f := LC f · LM f Tyto pojmy jsou tedy pro polynomy více promìnných vesmìs silnì závislé na volbì konkrétního uspoøádání.

2.7 Lemma. Nechż f, g ∈ k[x_1, . . . , x_n] a < je monomiální. Pak

1. multideg(f · g) = multideg f + multideg g 2. f + g ≠ 0 =⇒ multideg(f + g) ≤ max{multideg f, multideg g} 2.8 Vìta Dìlení se zbytkem. Nechż < je monomiální a F = (f_1, . . . , f_s) s-tice polynomù v k[x_1, . . . , x_n]. Pak ka¿dý f ∈ k[x_1, . . . , x_n] lze vyjádøit jako f = a_1f_1 + · · · + a_sf_s + r kde a_i, r ∈ k[x_1, . . . , x_n] pro i = 1, 2, . . . , s a navíc r = 0 nebo r je lineární kombinací monomù, z nich¿ ¿ádný není dìlitelný kterýmkoli z LT f_1, . . . , LT f_s a pokud a_if_i ≠ 0 pak multideg f ≥ multideg a_if_i pro ka¿dé i. Polynom r nazýváme zbytkem po dìlení f/F .

Je zøejmé, ¿e narozdíl od jedné promìnné výsledek dìlení se zbytkem není dán jednoznaènì ani vzhledem k pevnì zvolenému uspoøádání monomù. Vìta také nic o jednoznaènosti netvrdí, následující algoritmus dává jedno mo¿né øeźení. Nadále budeme výsledkem dìlení se zbytkem chápat právì jeho výstup.

Algoritmus 2.1

1. a_1 := 0, . . . , a_s := 0, r := 0, p := f 2. while p ≠ 0

2.1. i := 1 2.2. d := false 2.3. while i ≤ s ∧ not d 2.3.1. if LT f_i|LT p 2.3.1.1. a_i := a_i + LT p/LT f_i 2.3.1.2. p := p − (LT p/LT f_i) · f_i 2.3.1.3. d := true 2.3.2. else i := i + 1 2.4. if not d

2.4.1. r := r + LT p 2.4.2. p := p − LT p Dùkaz: Pøi ka¿dém prùchodu vnìjźím cyklem se právì jednou provede právì jeden z pøíkazù 2.3.1.2, 2.4.2, a tedy stupeò p klesne. Proto algoritmus skonèí.

Platí invariant f = a_1f_1 + · · · + p + r a pøitom ka¿dý èlen ka¿dého a_i je podílem LT p/LT f_i z nìjakého okam¿iku. Proto stupeò tìchto èlenù je menźí ne¿ stupeò p v daném okam¿iku a ten je nejvýźe roven stupni f. Dohromady stupeò ka¿dého a_if_i je menźí nebo roven stupni f. �

V k[x] byl ka¿dý ideál tvaru I = ⟨f⟩ a algoritmus dìlení se zbytkem plnì øeźil pøísluźnost k ideálu. Oproti tomu v k[x_1, . . . , x_n] platí pouze implikace

f = a_1f_1 + · · · + a_sf_s + 0 =⇒ f ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩

Obrácení obecnì neplatí, uva¿ujme f = xy^2 − x, f_1 = xy + 1, f_2 = y^2 − 1. Potom algoritmus dìlení dá

f = y(xy + 1) + 0(y^2 − 1) + (−x − y)

ale pøitom evidentnì f = x(y^2 − 1), a tedy f ∈ ⟨f_1, f_2⟩.

2.2 Monomiální ideály

2.9 De˛nice. Ideál I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] nazýváme monomiální, existuje-li mno¿ina

A ⊆ N^n_0 tak, ¿e I se sestává právì ze vźech polynomù tvaru^∑_{α∈A} hαx^α, kde hα ∈

k[x_1, . . . , x_n]. Potom píźeme I = ⟨x^α | α ∈ A⟩. Zøejmì pro monomiální ideál I platí x^β ∈ I ⇐⇒ ∃α ∈ A : x^α|x^β 2.10 Lemma. Nechż I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] je monomiální ideál, f ∈ k[x_1, . . . , x_n] polynom. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní 1. f ∈ I 2. Ka¿dý èlen polynomu f je prvkem I.

3. Polynom f je lineární kombinací monomù z I s koe˛cienty z k. Dùkaz: Implikace (3) =⇒ (2) =⇒ (1) je triviální. Zbývá ukázat (1) =⇒ (3).

Platí f = ∑ α a_αx^α ∈ I, kde a_α ∈ k. Z pøedpokladu vyplývá, ¿e lze vyjádøit f = ∑ β∈A h_βx^β, kde h_β ∈ k[x_1, . . . , x_n]. Ka¿dý èlen a_αx^α se musí rovnat nìkterému èlenu z druhé rovnosti, tedy existují taková d ∈ k, δ ∈ N^n_0 tak, ¿e a_αx^α = dx^{β+δ}. Proto x^α ∈ I, a tedy platí (3). � 2.11 Dùsledek. Dva monomiální ideály splývají právì tehdy, kdy¿ obsahují stejné monomy.

2.3 Dicksonovo lemma

2.12 Vìta Dicksonovo lemma. Ka¿dý monomiální ideál I = ⟨x^α | α ∈ A⟩ ⊆ k[x_1, . . . , x_n] lze psát ve tvaru I = ⟨x^{α1} , . . . , x^{αs}⟩, kde α_1, . . . , α_s ∈ A. Dùkaz: Dùkaz vedeme indukcí podle poètu promìnných. Nechż n = 1. Pak I ⊆ k[x], I = ⟨x^α | α ∈ A ⊆ N_0⟩. Polo¿me β := min A. Potom zøejmì I = ⟨x^β⟩.

Uva¿ujme tedy n > 1. Pro pøehlednost oznaèíme promìnné jako x_1, . . . , x_{n−1}, y, monomy potom budou tvaru x^αy^m, kde α ∈ N^{n−1}_0 , m ∈ N_0, a mno¿inu monomù x^β s β ∈ A budeme znaèit I_A. Pøedpokládejme, ¿e I ⊆ k[x_1, . . . , x_{n−1}, y] je monomiální. De˛nujme J ⊆ k[x_1, . . . , x_{n−1}] následovnì

J := ⟨x^α | ∃m ∈ N_0 : x^αy^m ∈ I_A⟩

2.3 Dicksonovo lemma 13

Obr. 5: Monomy v ideálu I = ⟨x^3y, xy^3⟩ ⊂ R[x, y]

Zøejmì J je monomiální ideál v n−1 promìnných, a tedy podle indukèního pøedpokladu lze psát J = ⟨x^{α1} , . . . , x^{αs}⟩. Dále z de˛nice J vyplývá, ¿e existují taková minimální m_i ∈ N_0 tak, ¿e x^{αi} y^{mi} ∈ I_A. Oznaème tedy m := max{m_i} a de˛nujme analogicky systém ideálù J_k ⊆ k[x_1, . . . , x_{n−1}] pro 0 ≤ k ≤ m − 1 J_k := ⟨x^β | x^βy^k ∈ I_A⟩ Opìt vźechny J_k splòují indukèní pøedpoklad, a tedy je lze vyjádøit J_k = ⟨x^{αk,1} , . . . , x^{αk,sk} ⟩. Zbývá ukázat, ¿e I je generovaný touto mno¿inou monomù x^{α1}y^m . . . x^{αs}y^m x^{α0,1} y^0 . . . x^{α0,s0} y^0 . . x^{αm}�^{1,1} y^{m−1} . . . x^{αm}�^{1,sm}�^1 y^{m−1}

Uva¿ujme libovolný monom x^αy^p ∈ I_A. Nastane jeden ze dvou pøípadù • p ≥ m. Potom jistì x^α ∈ J, a tedy nìkterý z x^{α1} y^m, . . . , x^{αs}y^m dìlí x^αy^p. • p < m. Potom analogicky x^α ∈ J_k a nìkterý z x^{αk,1} y^k, . . . , x^{αk,s}k y^k dìlí x^αy^p.

Podle lemmatu 2.10 lze ka¿dé f ∈ I vyjádøit jako lineární kombinaci monomù z I_A, ty jsou ji¿ dìlitelné nìkterým ze zmínìných generátorù, a tedy f patøí do ideálu jimi generovaného. Proto I je jeho podmno¿inou.

Opaèná inkluze je zcela triviální. �

2.13 Dùsledek. Nechż < je relace na N^n_0 splòující podmínky

1. Relace < je úplné uspoøádání. 2. α < β, γ ∈ N^n_0 =⇒ α + γ < β + γ Pak < je dobré uspoøádání právì tehdy, kdy¿ ∀α ∈ N^n_0 : α ≥ 0 Dùkaz:

\=⇒" Proto¿e < je dobré, existuje α_0 ∈ N^n_0 nejmenźí. Pøedpokládejme α_0 < 0. Podle podmínky (2) zkonstruujeme nekoneènou posloupnost 0 > α_0 > 2α_0 > · · · , co¿ je spor s tím, ¿e < je dobré.

\⇐=" Nechż ∀α ∈ N^n_0 : α ≥ 0. Uva¿me libovolnou mno¿inu ∅ ≠ A ⊆ N^n_0 . Potom I = ⟨x^α | α ∈ A⟩ je koneènì generovaný nìjakými monomy x^{α1} , . . . , x^{αs} ∈ A. Bez újmy na obecnosti pøedpokládejme α_1 < · · · < α_s.

Uva¿ujme libovolné α ∈ A. Potom nutnì x^{αi} |x^α pro vhodné i = 1, . . . , s, tj. α = α_i + γ, kde γ ≥ 0 (pøedpoklad této implikace). Potom ale platí

α ≥ α_i + 0 ≥ α_1

a tedy α_1 je nejmenźí v A. Proto¿e A byla zvolena libovolnì, je uspoøádání < dobré. � 2.4 Hilbertova vìta

Je-li I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] nenulový, oznaème LT I := {ax^α | ∃f ∈ I : LT f = ax^α} Zøejmì ⟨LT I⟩ je monomiální, a tedy podle Dicksonova lemmatu lze psát ⟨LT I⟩ = ⟨LT g_1, . . . , LT g_s⟩ pro nìjaká vhodná g_1, . . . , g_s ∈ I.

2.14 Vìta Hilbertova. Ka¿dý ideál I ∈ k[x_1, . . . , x_n] je koneènì generovaný.

Dùkaz: Pokud by I = {0}, je tvrzení triviální. Uva¿ujme tedy I ⊃ {0}. Podle Dicksonova lematu a pøedchozí poznámky existují taková g_1, . . . , g_s ∈ I, ¿e ⟨LT I⟩ = ⟨LT g_1, . . . , LT g_s⟩ Zøejmì ⟨g_1, . . . , g_s⟩ ⊆ I. Vezmìme libovolné f ∈ I a proveïme dìlení se zbytkem s-ticí g_1, . . . , g_s. Dostáváme

f = a_1g_1 + · · · + a_sg_s + r kde ¿ádný èlen r není dìlitelný LT g_1, . . . , LT g_s.

Proto¿e r = f − a_1g_1 − · · · − a_sg_s, platí r ∈ I, a tedy LT r ∈ LT I. Zøejmì tedy LT r ∈ ⟨LT I⟩. Pøipusżme, ¿e r ≠ 0. Proto¿e ⟨LT I⟩ je monomiální, musí být LT r dìlitelný nìkterým z jeho generátorù, tj. LT g_1, . . . , LT g_s. To je ovźem spor s výsledkem algoritmu dìlení. Proto r = 0 a I je tedy generovaný g_1, . . . , g_s. �

2.4 Hilbertova vìta 15

2.15 De˛nice. Koneèná báze g_1, . . . , g_s ideálu I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] se nazývá Gr-obnerova, jestli¿e platí ⟨LT I⟩ = ⟨LT g_1, . . . , LT g_s⟩. Báze pou¿itá v dùkazu Hilbertovy vìty byla Gr-obnerova.

Jak u¿ to na svìtì bývá, Gr-obnerovy báze nevymyslel pan Gr-obner, ale jeho aspirant B. Buchberger, který je tak údajnì nazval na poèest svého uèitele. Jeźtì navíc nebyl první. V polovinì źedesátých let popsal H. Hironaka þstandardní bázeß, v podstatì se jednalo o toté¿. Ke cti pana Buchbergera nutno podotknout, ¿e o práci svého souèasníka patrnì nemìl ani ponìtí a dovedl ji dále.

Ani pan Hilbert to nemìl ve své dobì jednoduché. Vìtu, která byla ostatnì jako hypotéza u¿ zformulována døíve, dokázal podstatnì komplikovanìjźím zpùsobem, ne¿ jsme uvedli. Navíc nekonstruktivní dùkazy nebyly tenkrát pøíliź oblíbeny, a tak se od svých kolegù uznání nedoèkal.

Inkluze ⟨LT I⟩ ⊇ ⟨LT g_1, . . . , LT g_s⟩ platí pro libovolnou bázi g_1, . . . , g_s, a tedy se staèí omezit na dokazování opaèné. Ta obecnì platit nemusí. Uva¿ujme napøíklad <_{grlex} a polynomy x^3 − 2xy a x^2y − 2y^2 + x. Potom x^2 = x(x^2y − 2y^2 + x) − y(x^3 − 2xy), a tedy x^2 ∈ I, ale zøejmì x^2 /∈ ⟨x^3, x^2y⟩.

2.16 Dùsledek. Ka¿dý ideál I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] má Gr-obnerovu bázi. Naopak ka¿dá mno¿ina polynomù g_1, . . . , g_s ∈ I splòující ⟨LT I⟩ = ⟨LT g_1, . . . , LT g_s⟩ je Gr-obnerovou bází ideálu I.

Na ilustraci uveïme jednoduchý pøípad, kdy generátory ideálu I budou polynomy stupnì 1 a uspoøádání bereme <_{lex}. Oznaème generátory f_i = ∑ j a_{i,j}x_j + a_{i,0}. Uva¿ujme matici A = (a_{i,j}), kde i = 1, . . . , s a j = 0, . . . , n a aplikujme na ni Gausovu eliminaci. Získláme B = (b_{i,j}) ve schodovitém tvaru, z ní navíc vypustíme nulové øádky. Máme novou bázi g_1, . . . , g_t, kde t ≤ s. Vzhledem k provedeným úpravám je ka¿dé f_i vyjádøitelné jako lineární kombinace g_1, . . . , g_t, a tedy ⟨f_1, . . . , f_s⟩ = ⟨g_1, . . . , g_t⟩ Tvrdíme, ¿e g_1, . . . , g_t je Gr-obnerova báze.

Bez újmy na obecnosti pøedpokládejme, ¿e promìnné jsou znaèeny tak, ¿e LM g_i = x_i pro i = 1, . . . , t. Uva¿ujme libovolný f ∈ I. Ten lze psát

f = h_1f_1 + · · · + h_sf_s = h^′_1g_1 + · · · + h^′_tg_t

Chceme, aby LT f ∈ ⟨LT g_1, . . . , LT g_t⟩, tj. LT f má být dìlitelný nìkterým z x_1, . . . , x_t. Pøedpokládejme, ¿e f je pouze v promìnných x_{t+1}, . . . , x_n. Pak ale h^′_1 = 0, proto¿e x_1 je vzhedem ke schodovitosti B pouze v g_1. Analogickým postupem získáme h^′_2 = · · · = h^′_t = 0, a tedy f = 0. Báze g_1, . . . , g_t je tedy Gr-obnerova.

Pou¿ití Gausovy eliminace zde není náhodné, v následující èásti uká¿eme algoritmus poèítající Gr-obnerovy báze, který je v podstatì zobecnìním Gausovy eliminace pro polynomy vyźźích stupòù.

2.17 Vìta Ascending Chain Condition. Nechż I_1 ⊆ I_2 ⊆ · · · je neklesající nekoneèná posloupnost ideálù v k[x_1, . . . , x_n]. Pak existuje N ≥ 1 tak, ¿e I_N = I_{N+1} = · · · . Dùkaz: Oznaème I := ⋃_∞ i=1 I_i. Zøejmì I je ideál. Podle Hilbertovy vìty existují f_1, . . . , f_s tak, ¿e I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩. Jistì existuje takové N, ¿e f_1, . . . , f_s ∈ I_N . Potom u¿ I = I_N = I_{N+1} = · · · . �

2.18 De˛nice. Nechż I ⊆ k[x_1, . . . , x_n]. Oznaème V (I) := {(a_1, . . . , a_n) ∈ k^n | ∀f ∈ I : f(a_1, . . . , a_n) = 0} Podle Hilbertovy vìty je I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ a V (I) je rovno varietì ⋀(f_1, . . . , f_s).

V obecné teorii se okruhy, kde je ka¿dý ideál koneènì generovaný, nazývají noetherovské. Ukazuje se, ¿e okruh je noetherovský, právì tehdy, kdy¿ v nìm platí tvrzení vìty 2.17. V tomto kontextu má Hilbertova vìta hlubźí smysl. Dokazuje toti¿, ¿e okruh polynomù nad noetherovským okruhem je opìt noetherovský.

3 Buchbergerùv algoritmus

Pouhé tvrzení, ¿e ka¿dý ideál má Gr-obnerovu bázi (dùsledek Hilberovy vìty) by asi nebylo pøíliź prakticky pou¿itelné. Proto se budeme dále zamìøovat na algoritmické nalezení takové báze, a proto¿e pro daný ideál mù¿e Gr-obnerových bází existovat více, pokusíme se identi˛kovat i jakousi jednoznaènou kanonickou formu.

3.1 Kritéria pro Gr-obnerovy báze

3.1 Vìta. Nechż G = {g_1, . . . , g_t} je Gr-obnerova báze ideálu I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] a f je polynom v k[x_1, . . . , x_n]. Pak existuje právì jedno r =^∑_α a_αx^α ∈ k[x_1, . . . , x_n] s tìmito vlastnostmi

1. őádný èlen r není dìlitelný ¿ádným z LT g_1, . . . , LT g_t, tj. ∀α∀i : LT g_i ̸| a_αx^α. 2. ∃g ∈ I : f = g + r Dùkaz: Algoritmus pro dìlení se zbytkem dá

f = a_1g_1 + · · · + a_tg_t + r kde r splòuje podmínku 1.

Za g u¿ vezmeme a_1g_1 + · · · + a_tg_t, které triviálnì padne do I.

Zbývá dokázat jednoznaènost. Pøedpokládejme f = g + r = g^′ + r^′, kde r ≠ r^′. Zøejmì platí r − r^′ = g^′ − g ∈ I. Proto¿e G je Gr-oebnerova, je LT (r − r^′) dìlitelný nìkterým z LT g_1, . . . , LT g_t. Diskutujme následující mo¿nosti

• LM r ≠ LM r^′. Pak ten s vyźźím stupnìm musí být dìlitelný nìkterým z vedoucích èlenù LT g_1, . . . , LT g_t, co¿ je spor s prvním bodem.

• LM r = LM r^′ ∧ LC r ≠ LC r^′. Potom ale oba LM r, LM r^′ musí být dìlitelné nìkterým z LT g_1, . . . , LT g_t.

Proto tedy LT r = LT r^′ a induktivní úvahou odtud plyne r = r^′. � Pøedchozí vìta je vlastnì zobecnìním dìlení se zbytkem, kde na místì dìlitele vystupuje ideál. V pøípadì jedné promìnné nebylo co zobecòovat, proto¿e ka¿dý ideál byl generovaný jedním polynomem. Zajímá-li nás pouze zbytek, vìta navíc øíká, ¿e nezále¿í na poøadí polynomù v bázi. Proto má smysl zavést znaèení f^F pro zbytek po dìlení f/F , pokud F je Gr-obnerova báze.

3.2 Dùsledek. Nechż G = {g_1, . . . , g_t} je Gr-obnerova báze ideálu I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] a f je polynom v k[x_1, . . . , x_n]. Pak platí

f ∈ I ⇐⇒ zbytek po dìlení f/G je nulový

Dùkaz:

\⇐=" Nechż f = g + r je rozklad z pøedchozí vìty a r = 0. Potom triviálnì f ∈ I.

\=⇒" f ∈ I =⇒ f = f + 0. Proto¿e f vyhovuje podmínkám pøedchozí vìty, a takový polynom podle jejího tvrzení existuje právì jeden, musí být zbytek po dìlení f/G nutnì nulový. �

3.3 De˛nice. Pokud α = multideg f a β = multideg g, buï

γ := (γ_1, . . . , γ_n) kde γ_i = max{α_i, β_i}

Monom x^γ nazýváme nejmenźím spoleèným násobkem (least common multiple) monomù LM f a LM g a zavádíme ponìkud matoucí oznaèení LCM (LM f, LM g) := x^γ. Výraz S(f, g) := x^γ LT f · f − x^γ LT g · g nazýváme S-polynomem^4 polynomù f, g.

Jedná se o nástroj k jakési eliminaci vedoucích èlenù, Gaussova eliminace je speciálním pøípadem tohoto postupu pro stupeò 1. Narozdíl od ní ale mù¿e dojít ke zvýźení stupnì, i kdy¿ pùvodní vedoucí èleny odstraní.

Vezmìme napøíklad f = x^3y^2 − x^2y^3 + x, g = 3x^4y + y^2, tedy polynomy stupnì 5

v R[x, y] a uspoøádání <grlex. Pak γ = (4, 2) a S(f, g) = x^4y^2 x^3y^2 f − x^4y^2 3x^4y g = xf − 1 3 yg = −x^3y^3 + x^2 − 1 3 y^3

co¿ je polynom stupnì 6.

Následuje lemma technického rázu, které je nutné pro dùkaz stì¿ejní vìty.

3.4 Lemma. Uva¿me polynom f =^{∑t}_{i=1} c_ix^{αi}g_i, kde c_1, . . . , c_t ∈ k a α_i+multideg g_i = δ pro nìjaké pevné δ kdykoli c_i ≠ 0. Pokud multideg f < δ, pak existují taková c_{i,j}, ¿e t∑ i=1 c_ix^{αi}g_i = t∑ j,k=1 c_{j,k}x^{δ−γj,k} S(g_j, g_k) kde x^{γj,k} = LCM (LM g_j , LM g_k) a dále ka¿dý x^{δ−γj,k} S(g_j , g_k) má stupeò menźí ne¿ δ.

Dùkaz: Oznaème d_i := LC g_i a p_i = x^{αi} g_i/d_i. Urèitì c_id_i = LC (c_ix^{αi} g_i) a LC p_i = 1. Proto¿e multideg(c_ix^{αi} g_i) = δ a zároveò multideg f < δ, musí nutnì platit ∑t i=1 c_id_i = 0. Pokusme se teï f vyjádøit jako kombinaci S-polynomù. f = t∑ i=1 c_id_ip_i = c_1d_1(p_1 − p_2) + (c_1d_1 + c_2d_2)(p_2 − p_3) + · · ·

+ (c_1d_1 + · · · + c_{t−1}d_{t−1})(p_{t−1} − p_t) + (c_1d_1 + · · · + c_td_t 0 )p_t

Ka¿dý rozdíl p_j − p_k lze vyjádøit v S-polynomech x^δ d_jx^{δ−αj} g_j − x^δ d_kx^{δ−αk} g_k = x^{δ−γj,k} ( x^{γj,k} LT g_j g_j − x^{γj,k} LT g_k g_k ) = x^{δ−γj,k} S(g_j , g_k) Z obou rovností se u¿ snadno odvodí jednotlivé koe˛cienty c_{j,k}. �

4Ze syzygy neboli spøe¿ení, více kapitola 3.4.

3.1 Kritéria pro Gr-obnerovy báze 19

3.5 Vìta. Nechż I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] je ideál. Pak jeho báze G = {g_j , . . . , g_t} je Gr-obnerova právì tehdy, kdy¿ pro ka¿dé i ≠ j je zbytek po dìlení S(g_i, g_j)/G nulový. Dùkaz:

\=⇒" Plyne bezprostøednì z dùsledku 3.2.

\⇐=" Uva¿ujme 0 ≠ f ∈ I. Potøebujeme LT f ∈ ⟨LT g_1, . . . LT g_t⟩. Podaøí-li se zaruèit, aby pro f = ∑t i=1 h_ig_i platilo multideg f = max { multideg(h_ig_i) } bude LT f nutnì dìlitelný nìkterým LT g_i, a tedy G bude Gr-obnerova. Oznaème m_i := multideg(h_ig_i), δ := max{m_1, . . . , m_t}. Zøejmì multideg f ≤ δ. Nechż h_1, . . . , h_t jsou zvolena tak, ¿e δ je minimální. Proto¿e pracujeme s monomiálním uspoøádáním, které je dobré, takové δ existuje. Doka¿me tedy, ¿e multideg f = δ. Lze psát f = ∑ m_i=δ h_ig_i + ∑ m_i<δ h_ig_i = ∑ m_i=δ (LT h_i)g_i + ∑ m_i=δ (h_i − LT h_i)g_i + ∑ m_i<δ h_ig_i (1) Vźechny sèítance druhé a tøetí sumy mají jistì stupeò menźí ne¿ δ. Pøipustíme-li, ¿e multideg f < δ, potom nutnì

multideg ∑ m_i=δ (LT h_i)g_i < δ

Oznaème nyní c_ix^{αi} := LT h_i a aplikujme lemma 3.4. ∑ m_i=δ (LT h_i)g_i = ∑ m_i=δ c_ix^{αi}g_i = ∑ j,k c_{j,k}x^{δ−γj,k} S(g_j , g_k) Z pøedpokladu vìty a algoritmu o dìlení se zbytkem získáváme

S(g_j , g_k) = t∑ i=1 a_{i,j,k}g_i a navíc multideg(a_{i,j,k}g_i) ≤ multideg S(g_j, g_k). Oznaèíme-li b_{i,j,k} := x^{δ−γj,k} a_{i,j,k}, dostáváme x^{δ−γj,k} S(g_j, g_k) = t∑ i=1 b_{i,j,k}g_i Podle druhé èásti lemmatu 3.4 platí multideg(b_{i,j,k}g_i) ≤ multideg ( x^{δ−γj,k} S(g_j, g_k) ) < δ a dosazením ∑ m_i=δ (LT h_i)g_i = ∑ j,k c_{j,k} ( t ∑ i=1 b_{i,j,k}g_i ) = t∑ i=1 ∑ j,k c_{j,k}b_{i,j,k} g_i pøièem¿ platí

multideg ∑ j,k c_{j,k}b_{i,j,k}g_i < δ pro i = 1, . . . , t Dosazením do rovnosti (1) získáváme vyjádøení f jako kombinace g_1, . . . , g_t, kde vźechny sèítance jsou stupnì menźího ne¿ δ. To je spor s minimální volbou δ, a tedy multideg f = δ, odkud LT f ∈ ⟨LT g_1, . . . , LT g_t⟩ a báze G je Gr-obnerova. � 3.2 Algoritmus

Vìta 3.5 poskytuje u¿ úèinný prostøedek pro zjiźtìní, zda nìjaká báze je Gr-obnerova. Uva¿ujme napøíklad I = ⟨x + y, y − z⟩. Jediný S-polynom, který pøipadá v úvahu je S(x + y, y − z) = xy x (x + y) − xy y (y − z) = xz + y^2

Dìlením získáme xz + y^2 = z(x + y) + y(y − z), a tedy daná báze je Gr-obnerova.

Spolu s vìtou 2.17 získáváme také návod k naivnímu algoritmu pro výpoèet Gr-ob-nerovy báze. V ka¿dém jeho kroku k ji¿ zkonstruované bázi G = {f_1, . . . , f_s} pøidáme vźechny nenulové S(f_i, f_j)^G. Získáme tak bázi G^′. Zøejme jsme nic nového nepøidali, a tak ⟨G^′⟩ = ⟨G⟩. Navíc ⟨LT G⟩ ⊆ ⟨LT G^′⟩. Pokud ovźem G ⊂ G^′, pak také ⟨LT G⟩ ⊂ ⟨LT G^′⟩, proto¿e pøidáváme zbytky po dìlení G a ty nemohou být dìlitelné ¿ádným z LT f_1, . . . , LT f_s, a tedy ⟨LT G⟩ obohatí. Máme tedy neklesající posloupnost ideálù ⟨LT G_1⟩ ⊆ ⟨LT G_2⟩ ⊆ · · · A ta má podle vìty 2.17 jistý index, od kterého je stabilní. Pøipustíme-li, ¿e pøidávání zbytkù k bázím nikdy neskonèí, dostáváme se tak do sporu. Následující algoritmus poèítající Gr-obnerovu bázi G ideálu ⟨F ⟩ je tedy korektní

Algoritmus 3.1

1. G := F , G^′ := ∅ 2. while G ≠ G^′

2.1. G^′ := G 2.2. ∀p, g ∈ G^′ : p ≠ g do

2.2.1. s := S(p, q)^G 0 2.2.2. if s ≠ 0

2.2.2.1. G := G ∪ {s} Tento algoritmus ovźem není zdaleka ideální. Lze vymyslet velmi jednoduźe vypadající vstupy, pro nì¿ vrací divoké výsledky. Dále výstupní báze se pøímo odvíjí od vstupní, a tedy pro tentý¿ ideál zadaný rùznými bázemi dá také rùzné výsledky. Z hlediska èistì rutinního algoritmus také není optimální, mnoho výpoètù zbytkù zbyteènì opakuje, i kdy¿ je zøejmé, ¿e jakmile byly zbytky jednou vynulovány, budou nulové i v následujících krocích.

3.3 Redukované báze 21

3.3 Redukované báze

Jak ji¿ bylo øeèeno, Gr-obnerových bází daného ideálu existuje více. Zamìøíme se tedy na nalezení jednoznaèné kanonické podoby, která daný ideál bude identi˛kovat.

3.6 Lemma. Nechż G je Gr-obnerova báze ideálu I a p ∈ G takový, ¿e LT p ∈ ⟨LT (G − {p})⟩. Pak G − {p} je také Gr-obnerova báze I.

Dùkaz: Z de˛nice Gr-obnerovy báze platí ⟨LT I⟩ = ⟨LT G⟩. Proto¿e LT p ∈ ⟨LT (G − {p})⟩, platí ⟨LT (G − {p})⟩ = ⟨LT G⟩. Odsud ji¿, podle dùsledku 2.16, plyne tvrzení. � Následující de˛nice je tedy smysluplná.

3.7 De˛nice. Minimální Gr-obnerovou bází ideálu I je taková Gr-obnerova báze G, ¿e

pro vźechna p ∈ G platí LC p = 1 a zároveò LT p /∈ ⟨LT (G − {p})⟩ Napøíklad mìjme k[x, y] a <_{grlex}, I = ⟨f_1, f_2⟩ = ⟨x^3 − 2xy, x^2y − 2y^2 + x⟩. Zmínìný algoritmus dá

(f_1, . . . , f_5) = (x^3 − 2xy, x^2y − 2y^2 + x, −x^2, −2xy, −2y^2 + x)

Pøitom platí LT f_1 = x^3 = −x LT f_3 a LT f_2 = −^1_2x LT f_4 a tedy f_1 a f_2 jsou podle lematu 3.6 zbyteèné.

Minimální Gr-obnerova báze jeźtì stále není to, co hledáme, proto¿e ideál mù¿e mít více minimálních bází. Napøíklad pro ka¿dé a je {x^2 + axy, xy, y^2 − 1/2x} minimální Gr-obnerovou bází uvedeného ideálu. Proto následující de˛nice

3.8 De˛nice. Polynom g ∈ G nazveme redukovaný pro bázi G pokud ¿ádný z jeho

monomù nele¿í v ⟨LT (G − {g})⟩. Redukovanou Gr-obnerovou bází ideálu I potom nazveme takovou Gr-obnerovu bázi G, ¿e pro vźechna p ∈ G platí LC p = 1 a zároveò p je redukovaný pro G.

Zejména ka¿dá redukovaná Gr-obnerova báze je minimální.

3.9 Lemma. Je-li polynom g redukovaný pro nìjakou minimální Gr-obnerovu bázi G ideálu I, pak je také redukovaný pro ka¿dou minimální Gr-obnerovu bázi G^′ tého¿ ideálu, která jej obsahuje.

Dùkaz: Tvrzení doká¿eme sporem. Uva¿me G = {g_1, . . . , g_s}, G^′ = {g^′_1, . . . , g^′_t} a g = · · · + m + · · · kde m ∈ ⟨LT (G^′ − {g})⟩ (tj. g není redukovaný pro G^′). Potom m = a_1 LT g^′_1 + · · · + a_t LT g^′_t pro nìjaké vhodné polynomy a_1, . . . , a_t. Proto¿e G i G^′ jsou Gr-obnerovy báze tého¿ ideálu, platí ⟨LT G⟩ = ⟨LT G^′⟩, a tedy ka¿dé LT g^′_i lze vyjádøit jako kombinaci LT g_1, . . . , LT g_s. Odtud u¿ plyne m ∈ ⟨LT G⟩ a proto¿e je G^′ minimální, je m ∈ ⟨LT (G\{g})⟩, co¿ je spor s pøedpokládanou redukovaností g pro G. � 3.10 Vìta. Nechż I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] je nenulový. Pak pro ka¿dé monomiální uspoøádání existuje právì jedna redukovaná Gr-obnerova báze ideálu I. Navíc ka¿dou Gr-obnerovu bázi lze algoritmicky redukovat.

Dùkaz: Pøedpokládejme, ¿e ⟨G⟩ = I, G je Gr-obnerova. S ohledem na lemma 3.6 lze pøedpokládat, ¿e G je i minimální. (Algoritmus minimalizace je zøejmý, staèí testovat pouze dìlitelnost vedoucích monomù.)

Nechż g ∈ G není redukovaný. Pøi dìlení g/(G−{g}) se tedy LT g nutnì dostane do zbytku, proto¿e nemá èím být dìlitelný (báze je minimální). Tedy LT (g^{G−{g}}) = LT g, proto¿e nic jiného u¿ nemù¿e být vedoucím èlenem zbytku. Oznaème

g^′ := g^{G−{g}} a G^′ := ( G − {g} ) ∪ {g^′} G^′ je opìt minimální Gr-obnerovou bází ideálu I, proto¿e ⟨LT G^′⟩ = ⟨LT G⟩, tj_také platí ⟨LT G^′⟩ = ⟨LT I⟩. Polynom g^′ je zøejmì redukovaný pro G^′ díky vlastnostem algoritmu pro dìlení. Byl-li nìjaký h ≠ g redukovaný pro G, zùstává podle pøedchozího lemmatu redukovaný i pro G^′. Tím je dán algoritmus pro redukci Gr-obnerovy báze.

Zbývá dokázat jednoznaènost. Pøedpokládejme dvì redukované Gr-obnerovy báze G, ~G nenulového ideálu I. Platí tedy ⟨LT G⟩ = ⟨LT I⟩ = ⟨LT ~G⟩. Proto¿e tento ideál je monomiální, lze pro nìj aplikovat Dicksonovo lemma. S odvoláním na konstrukci báze v jeho dùkazu lze tvrdit, ¿e existuje právì jedna monomiální báze monomiálního ideálu tak, ¿e koe˛cienty jejích èlenù jsou rovny jedné a ¿ádný z èlenù této báze nedìlí jiný.

Podle de˛nice minimality musí být LT G i LT ~G právì takovou bází. Tedy LT G = LT ~G. Ke ka¿dému g ∈ G tedy exisuje právì jedno ~g ∈ ~G takové, ¿e LT g = LT ~g.

Platí g − ~g ∈ I. Proto¿e G je Gr-obnerova, platí g − ~g^G = 0. Èleny LT g, LT ~g se odeètou u¿ v g − ~g. Proto¿e obì báze jsou redukované, nemù¿e být ¿ádný ze zbývajících èlenù g − ~g dìlitelný kterýmkoli z LT G = LT ~G. Musí se tedy dostat do zbytku. Platí tedy g − ~g = g − ~g^G = 0

Tím je jednoznaènost dokázána. � Algoritmus konstrukce redukované Gr-obnerovy báze vyplývající z pøedchozí vìty sice vede k cíli, ale zdaleka není optimální. Jeho první èást, algoritmus uvedený za vìtou 3.5 toti¿ mù¿e dát výsledek z mnoha polynomù, resp. polynomù vysokých stupòù èi koe˛cientù. Optimalizace^5 spoèívá v pùbì¿ném aplikování minimalizace, normování a redukce na mezivýsledky. Sice jsme neukázali, ¿e si to mù¿eme dovolit, v dùkaze pøedchozí vìty se silnì vyu¿ívalo toho, ¿e báze, která je redukována, byla minimální Gr-obnerova, v jistých pøípadech ale tento postup aplikovat lze. Bohu¿el není jednoduché rozhodnout, kdy a který ze tøí zmínìných krokù pou¿ít. Vźechny dostupné algoritmy se tedy opírají o nìjakou heuristiku, nicménì ke ka¿dému lze zkonstruovat þrozumnì vypadajícíß vstup, pro který na soudobé technice zhavaruje pro nedostatek pamìti. Nepøíliź povzbudivé, ale pro vìtźinu bì¿ných aplikací naźtìstí algoritmy pøíliź neselhávají.

V tuto chvíli máme odpovìdi na dvì z døíve polo¿ených otázek.

• f ∈ I ⇐⇒ f^G = 0 pro Gr-obnerovu bázi G ideálu I (dùsledek 3.2). • Dva ideály jsou stejné právì tehdy, kdy¿ mají stejné redukované Gr-obnerovy báze.

V obou pøípadech nezále¿í na zvoleném monomiálním uspoøádání.

5Tento termín chápeme ve smyslu informatickém, matematici by snad radìji vidìli vylepźení { meliorace.

3.4 Zefektivnìní algoritmu 23

3.4 Zefektivnìní algoritmu

Podstatným kritériem pou¿itým v naivní verzi algoritmu je tvrzení vìty 3.5. Výpoèet S-polynomu a následné dìlení se zbytkem je nejbolestivìjźí místo algoritmu z hlediska èasové nároènosti. Pokusíme se nalézt ekvivalentní kritérium, které bude snadnìji implementovatelné.

3.11 De˛nice. Zvolme pevné monomiální uspoøádání. Nechż G = {g_1, . . . , g_t} ⊆ k[x_1, . . . , x_n]. Øekneme, ¿e f ∈ k[x_1, . . . , x_n] se redukuje na g modulo G (píźeme f →_G g), pokud existují nìjaká a_1, . . . , a_t ∈ k[x_1, . . . , x_n] tak, ¿e

f = a_1g_1 + · · · + a_tg_t + g

a zároveò multideg f ≥ multideg a_ig_i pro ka¿dé i = 1, . . . , t.

Polynomy a_1, . . . , a_t v de˛nici jsou veskrze libovolné, nemusí se jednat o výsledek dìlení se zbytkem.

3.12 Lemma. Nechż G = (g_1, . . . , g_s) ∈ (k[x_1, . . . , x_n])^s, f ∈ k[x_1, . . . , x_n]. Platí implikace f^G = 0 =⇒ f →_G 0 Opak obecnì neplatí. � Napøíklad f = xy^2 − x, G = (xy + 1, y^2 − 1). Potom f^G = −x − y, ale pøitom f = x(y^2 − 1).

V dùkazu stì¿ejního kritéria (vìta 3.5) se ale vyu¿ívá pouze vlastnosti f →_G 0. Odtud plyne následující

3.13 Dùsledek. Báze G = {g_1, . . . , g_t} je Gr-obnerova právì tehdy, kdy¿ S(g_i, g_j) →_G

0 pro vźechna i, j.

3.14 Vìta. Nechż G ⊂ k[x_1, . . . , x_n] je koneèná, f, g ∈ G. Nechż navíc LCM (LM f, LM g) =

LM f · LM g. Potom S(f, g) →_G 0.

Dùkaz: Bez újmy na obecnosti mù¿eme pøedpokládat LC f = LC g = 1. Potom lze vyjádøit

f = LM f + p g = LM g + q

Poèítejme S(f, g) = LM g · f − LM f · g = (g − q)f − (f − p)g = gp − fq Pøitom stupnì gp i fq jsou jistì menźí ne¿ stupeò S(f, g). �

3.15 De˛nice. Nechż F = (f_1, . . . , f_s) ∈ (k[x_1, . . . , x_n])^s. Syzygy^6 vedoucích èlenù

nazýváme s-tici polynomù S = (h_1, . . . , h_s) takovou, ¿e s∑ i=1 h_i LT f_i = 0

Symbolem S(F ) znaèíme mno¿inu vźech s-tic, které danou podmínku splòují.

6Èesky þspøa¿eníß, zachycuje algebraické relace mezi vedoucími èleny.

Oznaèíme-li e_i jednotkové vektory ve volném modulu^7 (k[x_1, . . . , x_n])^s, ka¿dou syzygy lze vyjádøit S = s∑ i=1 h_ie_i Ka¿dý S-polynom nad {f_i, f_j} ⊆ F odpovídá prvku volého modulu S_{i,j} := x^γ LT f_i e_i − x^γ LT f_j e_j kde x^γ = LCM (LM f_i, LM f_j)

který v¿dy patøí do S(F ). Termín S-polynom pochází právì z této korespondence. Na druhé stranì ka¿dou syzygy S ∈ S(F ) lze vyjádøit jako lineární kombinaci výrazù S_{i,j}.

3.16 Vìta. Nechż F = (f_1, . . . , f_s) ∈ (k[x_1, . . . , x_n])^s a S ∈ S(F ). Potom lze vyjádøit S = ∑ i<j u_{i,j}S_{i,j} kde u_{i,j} jsou vhodné polynomy

Dùkaz je analogický dùkazu lemmatu 3.4 a pro velkou oźklivost ho radìji vypustíme.�

3.17 De˛nice. Homogenní syzygy S ∈ S(F ) stupnì α ∈ N_0^n je tvaru

c_1x^{α1} e_1 + · · · + c_sx^{αs}e_s

kde c_i ∈ k a α_i + multideg f_i = α pro vźechna taková i, kde c_i ≠ 0.

3.18 Lemma. Nechż F = (f_1, . . . , f_s) ∈ (k[x_1, . . . , x_n])^s. Platí

1. Ka¿dou syzygy S ∈ S(F ) lze vyjádøit jednoznaènì jako souèet homogenních syzygy z S(F ).

2. S(F ) je podmodul ve volném modulu (k[x_1, . . . , x_n])^s s bází vybranou z homogenních syzygy S_{i,j}. � Podmodul S(F ) pro netriviální F není volný. Pro bázi S(F ) nejsou nutnì tøeba vźechny S_{i,j}. Napøíklad v lexikogra˛ckém uspoøádání x < y < z pro F = {x^2y^2+z, xy^2−y, x^2y+ yz} dostáváme S_{1,2} = (1, −x, 0), S_{1,3} = (1, 0, −y), S_{2,3} = (0, x, −y), tj. S_{2,3} = S_{1,3}−S_{1,2}. 3.19 Vìta. Báze G = {g_1, . . . , g_t} ideálu I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] je Gr-obnerova právì tehdy, kdy¿ pro ka¿dou syzygy S = h_1e_1 + · · · + h_te_t v homogenní bázi S(G) platí

S · G →_G 0 kde S · G = ∑t i=1 h_ig_i Dùkaz je opìt analogický vìtì 3.5. � Jako kritérium pro zjiźtìní, zda daná báze je Gr-obnerova tedy staèí testovat redukovatelnost jistých velmi speciálních syzygy (pouze prvkù homogenní báze podmodulu S(G)) na 0.

7Zobecnìní vektorového prostoru. De˛nice modulu je zcela stejná, jen pole skalárù zamìníme libovolným okruhem. Volné moduly jsou právì kartézské mocniny okruhu skalárù s operacemi de˛novanými po komponentách. Vźechny vektorové prostory jsou volné díky invertibilitì nenulových skalárù.

3.4 Zefektivnìní algoritmu 25

3.20 Vìta. Nechż G = (g_1, . . . , g_t) a ⋃ ⊆ {S_{i,j} | 1 ≤ i < j ≤ t} je báze S(G). Pøedpokládejme, ¿e pro nìjaké rùzné g_i, g_j, g_k platí LT g_k| LCM (LM g_i, LM g_j ). Jestli¿e S_{i,k}, S_{j,k} ∈ ⋃, pak ⋃ − {S_{i,j}} je také báze S(G). Dùkaz: Oznaème x^{γi,j} := LCM (LM g_i, LM g_j). Pøedpokládáme, ¿e x^{γi,k} , x^{γj,k} |x^{γi,j} . Odtud zøejmì S_{i,j} = x^{γi,j} x^{γi,k} S_{i,k} − x^{γi,j} x^{γj,k} S_{j,k} Tedy S_{i,j} je v bázi ⋃ zbyteèný. � Dùsledek 3.13 poskytuje náhradní kritérium pro výpoèet Gr-obnerovy báze, navíc vìty 3.14 a 3.20 dává zefektivnìní. V tuto chvíli ji¿ mù¿eme formulovat algoritmus, který je vylepźenou podobou naivního Buchbergerova. Vstupem je nìjaká báze F = (f_1, . . . , f_s), výstupem Gr-obnerova báze G.

Algoritmus 3.2 1. B := {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ s}, G := F , t := s 2. while B ≠ ∅

2.1. vezmi libovolné (i, j) ∈ B 2.2. if LCM (LT f_i, LT f_j) ≠ LT f_i · LT f_j and not Test (f_i, f_j, B)

2.2.1. S := S(f_i, f_j)^G 2.2.2. if S ≠ 0

2.2.2.1. t := t + 1 2.2.2.2. f_t := S 2.2.2.3. G := G ∪ {f_t} 2.2.2.4. B := B ∪ {(i, t) | 1 ≤ i < t} 2.3. B := B − {(i, j)} Funkce Test ovìøuje podmínku vìty 3.20, tj. vrací true, pokud existuje nìjaké k /∈ {i, j} takové, ¿e (i, k), (j, k) ∈ B (pøi vhodném poøadí dvojic) a pøitom zároveò platí LT f_k| LCM (LT f_i, LT f_j). Invarientem algoritmu je tvrzení, ¿e B neobsahuje ty dvojice, o nich¿ víme, ¿e se S-polynom redukuje na nulu (buï je to patrné z testu 2.2, nebo si to zaruèíme krokem 2.2.2.3). Algoritmus zastaví v dùsledku vìty 2.17 (Ascending Chain Condition) a výstupem je skuteènì Gr-obnerova báze.

Testy jsou v souhrnu podstatnì ménì pracné, ne¿ výpoèty S-polynomù v pùvodním algoritmu a následné opakované dìlení. Problémy okolo vhodnosti minimalizace a redukce Gr-obnerovy báze v daném okam¿iku výpoètu ovźem zùstávají.

Jako vedlejźí produkt algoritmu získáme informace o algebraických relacích mezi polynomy vzniklé Gr-obnerovy báze. Zamìøme se o nìco podrobnìji na manipulaci algoritmu se syzygy. Oznaèíme-li I mno¿inu vźech dvojic (i, j) takových, ¿e Test(f_i, f_j, B) = false v okam¿iku zastavení, je mno¿ina

⋃ := { S_{i,j} | (i, j) ∈ I } taková báze S(G), ¿e pro vźechny její prvky S_{i,j} platí S_{i,j} · G = S(f_i, f_j) →_G 0

Toto tvrzení plyne ze zpìtné rekonstrukce výpoètu algoritmu, dvojice (i, j) byla toti¿ odstranìna z B buï tehdy, bylo-li mo¿né S_{i,j} vyjádøit z ostatních, nebo pøi platnosti výźe uvedené podmínky. Tedy algoritmus navíc produkuje bázi S(G).

Nìjaká verze Buchbergerova algoritmu je naimplementována ve vźech programových systémech zahrnujících poèítaèovou algebru, vìtźinou je na nìm podstatná èást algebraických manipulací zalo¿ena. Jako pøíklad uveïme systém MAPLE, který je patrnì v naźí síti nejdostupnìjźí, a MATHEMATICA (ten je bohu¿el dostupný pouze na stroji princ.math.muni.cz).

Velice struènou ukázku mù¿ete vidìt na obr. 6. První pøíkaz slou¿í k naètení knihovny grobner, druhý vyvolá nápovìdu týkající se této knihovny, tøetí poèítá redukovanou Gr-obnerovu bázi pro ideál uvedený za de˛nicí 3.7 v gradovaném lexikogra˛ckém uspoøádání (tdeg je zkratka pro total degree), dalźí toté¿ v lexikogra˛ckém uspoøádání (plex=pure lexicographic). Následující pøíkazy ilustrují rùzné chování pou¿itých uspoøádání (leadmon dává vedoucí koe˛cient a monom, spoly je S-polynom v zadaném uspoøádání, normalf je v podstatì zbytek po dìlení).

Snadná modi˛kace pøedchozí teorie (od zaèátku kapitoly 2) vede k rozźíøení na podmoduly ve volných modulech. Pak lze aplikovat pøedchozí algoritmus na vlastní výsledek, dostaneme pøísluźnou Gr-obnerovu bázi podmodulu S(G) atd. Lze ukázat, ¿e tento postup také zastaví. Poèty generátorù v získaných Gr-obnerových bázích mají mimo jiné topologickou interpretaci, lze z nich odvodit napø. poèty k-rozmìrných þdìrß ve varietì apod.

Pøípadný zájemce mù¿e najít více podrobností v diplomové práci Zorky Velenové, která je k dispozici ve stejném adresáøi, jako tyto texty.^8

8Zorka uvádí obecné vlastnosti modulù nad komutativními okruhy, Buchbergerùv algoritmus v této obecné situaci vèetnì zmínìné iterace a ukazuje, ¿e tato se musí zastavit nejpozdìji po tolika krocích, kolik je volných promìnných. Navíc pøedstavuje specializovaný software { Macaulay.

Obr. 6: Ukázka zápisníku systému MAPLE

4 Teorie eliminací promìnných

Pro úvahy o polynomech v rùzných poètech promìnných budeme pova¿ovat okruh k[x_{p+1}, . . . , x_n] za podokruh k[x_1, . . . , x_n]. Jedná se o polynomy, v nich¿ se nevyskytují promìnné x_1, . . . , x_p. Je to skuteènì podokruh, ale u¿ ne ideál.

4.1 Eliminace

4.1 De˛nice. Nechż I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ⊆ k[x_1, . . . , x_n]. Pro p = 1, . . . , n de˛nujeme I_p := I ∩ k[x_{p+1}, . . . , x_n] Tuto mno¿inu nazveme p-tým eliminaèním ideálem.

Samozøejmì I_p je ideálem pouze v k[x_{p+1}, . . . , x_n]. Na úrovni polynomiálních rovnic I_p obsahuje vźechny rovnice, které jsou dùsledky systému f_1 = 0, . . . , f_s = 0 a v kterých vystupují pouze promìnné x_{p+1}, . . . , x_n.

4.2 Vìta Eliminaèní. Nechż I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] je ideál, G = {g_1, . . . , g_m} jeho Gr-obnerova báze vzhledem k <_{lex}. Promìnné nechż jsou uspoøádány x_1 >_{lex} x_2 >_{lex} · · · . Potom pro ka¿dé p = 0, . . . , n je G_p := G ∩ k[x_{p+1}, . . . , x_n] Gr-obnerovou bází ideálu I_p. Dùkaz: Bez újmy na obecnosti mù¿eme uva¿ovat G_p = {g_1, . . . , g_r}. Proto¿e G ⊆ I, je i G_p ⊆ I_p. Inkluze ⟨G_p⟩ ⊆ I_p platí triviálnì. Doká¿eme opaènou. Nechż f ∈ I_p, chceme

f = h_1g_1 + · · · + h_rg_r

Provedeme dìlení pùvodní Gr-obnerovou bází G. Proto¿e f ∈ I, platí f^G = 0, a tedy

f = h_1g_1 + · · · + h_rg_r + h_{r+1}g_{r+1} · · · + h_mg_m

Ka¿dý z polynomù g_{r+1}, . . . , g_m musí obsahovat nìjakou z promìnných x_1, . . . , x_p, jinak by byl prvkem G_p. Vzhledem k vlastnostem lexikogra˛ckého uspoøádání takovou promìnnou obsahují i LT g_{r+1}, . . . , LT g_m. Uvìdomíme-li si postup algoritmu pro dìlení se zbytkem a skuteènost, ¿e v f není ¿ádný monom obsahující nìkterou z x_1, . . . , x_p, musí být h_{r+1} = · · · = h_m = 0. Tedy f ∈ ⟨G_p⟩.

Dokázali jsme nejen po¿adovanou inkluzi, ale i fakt, ¿e dìlení f/G dopadne na I_p stejnì jako f/G_p. Pro 1 ≤ i < j ≤ r uva¿ujme S-polynomy S(g_i, g_j ). Platí

S(g_i, g_j )^{Gp} = S(g_i, g_j )^G = 0

a tedy G_p je Gr-obnerova báze ideálu I_p. � Zøejmì aplikací eliminaèní vìty na minimální resp. redukovanou Gr-obnerovu bázi získáme opìt bázi minimální resp. redukovanou.

Jediná v dùkazu vyu¿itá vlastnost lexikogra˛ckého uspoøádání je tvrzení, ¿e z nìkterých promìnných objevujících se v polynomu se ta, která je v daném uspoøádání nejvìtźí, objeví i ve vedoucím èlenu. To je ovźem podstatnì slabźí po¿adavek, ne¿ de- ˛nice lexikogra˛ckého uspoøádání. Proto lze pøi skuteèných implementacích pou¿ívat uspoøádání v podstatì gradované s touto vlastností zajiźtìnou. Dosáhne se tak vìtźinou efektivnìjźích výpoètù, proto¿e èisté lexikogra˛cké uspoøádání zpravidla vede k nepøíjemnému nárùstu exponentù.

4.2 Vìta o rozźíøení 29

4.2 Vìta o rozźíøení

Spoleènou myźlenkou následujících úvah je chápání k[x_1, . . . , x_n] jako k[x_2, . . . , x_n][x_1], tedy polynom v promìnných x_1, . . . , x_n pova¿ujeme za polynom v jedné promìnné x_1 a koe˛cientech z k[x_2, . . . , x_n]. To ovźem není pole, ale pouze okruh. Proto místo nìj pro úèely dùkazù pou¿ijeme odpovídající podílové tìleso k(x_2, . . . , x_n) a na závìr v¿dy uká¿eme, ¿e se vźe podstatné stejnì odehrálo v k[x_2, . . . , x_n].

4.3 Vìta O rozźíøení. Nechż I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ⊆ C [x_1, . . . , x_n]. Pro ka¿dé i = 1, . . . , s polo¿me f_i := g_i(x_2, . . . , x_n)x^{Ni}_1 + èleny ni¿źího stupnì v x_1 kde g_i ∈ C [x_2, . . . , x_n] je nenulový. Nechż (a_2, . . . , a_n) je prvek variety V (I_1) dané prvním eliminaèním ideálem. Pak platí

(a_2, . . . , a_n) /∈ ⋀(g_1, . . . , g_s) =⇒ ∃a_1 ∈ C : (a_1, a_2, . . . , a_n) ∈ V (I)

Ke korektnímu dùkazu se èasem propracujeme (kapitola 4.4), zatím jen ilustrativní pøíklad. Nechż f = xy − 1, g = xz − 1, I = ⟨f, g⟩. Gr-obnerova báze je y − z, xz − 1, proto podle eliminaèní vìty I_1 = ⟨y − z⟩. Pro ka¿dé a ∈ C platí (a, a) ∈ V (I_1). Vyjádøíme polynomy y − z, xz − 1 podle stupnì v x y − z = (y − z)x^0 xz − 1 = zx^1 − 1

Zøejmì pro a ≠ 0 existuje rozźíøení (1/a, a, a) ∈ V (I).

Rozźíøení znamená postup do znaèné míry opaèný k eliminaci. K varietì prvního eliminaèního ideálu (pøedpokládáme, ¿e tu u¿ urèíme snáz) hledáme hodnoty pro x_1, aby výsledný bod padl do pùvodní variety. Celý problém lze chápat jako hledání spoleèného koøene polynomù po dosazení u¿ známých n − 1 slo¿ek.

4.3 Existence spoleèných koøenù

4.4 De˛nice. Nechż k je pole. Polynom f ∈ k[x_1, . . . , x_n] nazveme ireducibilní nad k,

platí-li f /∈ k a f není souèinem nekonstantních polynomù.

4.5 Lemma. Nechż f ∈ k[x_1, . . . , x_n] a platí f|gh. Pokud je f ireducibilní, pak f|h nebo f|g. Dùkaz je jednoduchý ale technicky zdlouhavý a opírá se o zmínìnou myźlenku rozźíøení na podílové tìleso. Vede se indukcí k poètu promìnných. �

4.6 Lemma. Nechż f, g mají kladný stupeò v x_1. Potom mají spoleèný faktor v k[x_2, . . . , x_n][x_1] s kladným stupnìm v x_1 právì tehdy, kdy¿ mají takový faktor v k(x_2, . . . , x_n)[x_1]. Dùkaz: Implikace od pøípadu v k[x_2, . . . , x_n][x_1] k k(x_2, . . . , x_n)[x_1] je zcela zøejmá. Zamìøme se tedy na opaènou. Piźme f = ~h ~f_1, g = ~h~g_1 kde ~h, ~f_1, ~g_1 ∈ k(x_2, . . . , x_n)[x_1]. Dále za d oznaème spoleèný jmenovatel þzlomkùß ~h, ~f_1, ~g_1 a polo¿me

h := d~h, f_1 := d ~f_1, g_1 := d~g_1

Ty u¿ nutnì padnou do k[x_2, . . . , x_n][x_1]. Platí d^2f = hf_1, d^2g = hg_1 a opìt se pohybujeme v k[x_2, . . . , x_n][x_1]. Proto¿e ~h = h/d a d ∈ k[x_2, . . . , x_n], musí nutnì existovat ireducibilní faktor h_1 v h s kladným stupnìm v x_1.

Víme, ¿e h_1|d^2f. Proto¿e je ireducibilní, musí dìlit d nebo f. Ale d nemá s x_1 nic spoleèného, a tak nutnì h_1|f. Dìlitelnost h_1|g se uká¿e analogicky. �

4.7 Vìta. Ka¿dý nekonstantní polynom f ∈ k[x_1, . . . , x_n] lze psát jako f = f_1 · · · f_r souèin ireducibilních polynomù. Toto vyjádøení je jednoznaèné a¿ na permutaci faktorù a násobky skalárem.

Dùkaz: Tvrzení v pøípadì polynomù jedné promìnné je vźeobecnì známé. Na základì pøedchozího lemmatu lze zobecnit i do okruhu polynomù více promìnných. �

4.8 Lemma. Nechż f, g ∈ k[x], deg f = l > 0, deg g = m > 0. Polynomy f, g mají spoleèný faktor právì tehdy, kdy¿ ∃A, B ∈ k[x] tak, ¿e

• A, B nejsou oba nulové • deg A < m, deg B < l • Af + Bg = 0 Dùkaz:

\=⇒" Piźme f = hf_1, g = hg_1. Pak deg f_1 < l, deg g_1 < m. Platí

0 = g_1f_1 − f_1g_1 = g_1hf_1 − f_1hg_1 = g_1f − f_1g

co¿ bylo tøeba dokázat.

\⇐=" Sporem. Pøedpokládejme, ¿e f, g nemají spoleèný faktor. Nechż napøíklad B ≠ 0. Platí GCD(f, g) = 1. Z Bezoutovy rovnosti dostáváme ~Af + ~Bg = 1 =⇒ B = ( ~Af + ~Bg)B = ~ABf − ~BAf = ( ~AB − ~BA)f a tedy deg B ≥ l, co¿ je spor. � Oznaème èleny polynomù A, B z pøedchozího lemmatu

A = c_0x^{m−1} + · · · + c_{m−1} B = d_0x^{l−1} + · · · + d_{l−1}

Porovnáme-li koe˛cienty u jednotlivých mocnin x pøi tomto vyjádøení tøetí podmínky lemmatu, dostáváme homogenní systém rovnic a_0c_0 + b_0d_0 = 0 a_1c_0 + a_0c_1 + b_1d_0 + b_0d_1 = 0 . . a_lc_{m−1} + b_md_{l−1} = 0 Ten má nenulové øeźení (v promìnných c_0, . . . c_{m−1}, d_0, . . . , d_{l−1}) právì tehdy, kdy¿ je jeho matice singulární. Pro ni zavádíme zvláźtní oznaèení.

4.3 Existence spoleèných koøenù 31

4.9 De˛nice. Nechż f, g ∈ k[x] jsou kladného stupnì. Oznaème

f = a_0x^l + · · · + a_l g = b_0x^m + · · · + b_m

Sylvesterovou maticí polynomù f, g rozumíme matici Syl(f, g, x) øádu m + l tvaru

a_0 0 · · · 0 b_0 0 · · · 0 a_1 a_0 . . b_1 b_0 . . a_2 a_1 ... 0 b_2 b_1 ... 0 . . a_0 . . b_0 a_l b_m 0 a_l . . 0 b_m . . . . ... . . ... 0 · · · 0 a_l 0 · · · 0 b_m

Rezultantem polynomù f, g vzhledem k promìnné x nazveme její determinant. Znaèíme Res(f, g, x). Pro f, g ∈ k[x] kladných stupòù je Res(f, g, x) zøejmì prvkem pole k. Lze jej chápat jako polynom v promìnných a_0, . . . , a_l, b_0, . . . , b_m s celoèíselnými koe˛cienty.

4.10 Dùsledek. Polynomy f, g ∈ k[x] mají spoleèný faktor (tedy i koøen pro algebraicky uzavøené k) právì tehdy, kdy¿ Res(f, g, x) = 0.

Dùkaz: Plyne bezprostøednì z lemmatu 4.8 a de˛nice rezultantu. �

4.11 Lemma. Nechż f, g ∈ k[x] jsou polynomy kladného stupnì. Pak existují taková A, B ∈ k[x] tak, ¿e platí Af + Bg = Res(f, g, x) Dùkaz: Pro Res(f, g, x) = 0 je tvrzení pøímým dùsledkem lemmatu 4.8. Uva¿ujme tedy pøípad Res(f, g, x) ≠ 0. Z Bezoutovy rovnosti plyne existence ~A, ~B, takových, ¿e ~Af + ~Bg = 1. Oznaème jednotlivé èleny tìchto polynomù

~A = c_0x^{m−1} + · · · + c_{m−1}

~B = d_0x^{l−1} + · · · + d_{l−1}

Porovnáme-li koe˛cienty u jednotlivých mocnin promìnné x v Bezoutovì rovnosti, získáme systém a_0c_0 + b_0d_0 = 0 a_1c_0 + a_0c_1 + b_1d_0 + b_0d_1 = 0 . . a_lc_{m−1} + b_md_{l−1} = 1

Chápeme-li tento systém v promìnných c_0, . . . , c_{m−1}, d_0, . . . , d_{l−1}, je jeho matice právì Syl(f, g, x). Proto¿e pøedpokládáme nenulovost rezultantu, lze aplikovat Cramerovo pravidlo a získáváme ~A = A Res(f, g, x) ~B = B Res(f, g, x) pro nìjaká vhodná A, B. Odtud ji¿ plyne po¿adovaná rovnost. �

Rezultant lze pomìrnì efektivnì vypoèítat modi˛kací Euklidova algoritmu. Zøejmì platí Res(f, g, x) = (−1)^{lm} Res(g, f, x) Dá se ukázat, ¿e pokud f = qg + r, kde deg r < deg g (krok algoritmu), pak

Res(f, g, x) = Res(r, g, x) · b^{l−deg r}_0 kde b_0 = LC g

Návod k dùkazu je uveden v rámci cvièení ke kapitole týkající se rezultantù v [2].

S ohledem na myźlenku pøedlo¿enou na zaèátku kapitoly mù¿eme zobecnit de˛nici rezultantu na polynomy ve více promìnných. Res(f, g, x_1) de˛nujeme zcela analogicky, jen polynomy f, g chápeme jako polynomy v promìnné x_1 a koe˛cientech z k[x_2, . . . , x_n].

4.12 Vìta. Nechż f, g ∈ k[x_1, . . . , x_n] jsou kladného stupnì v x_1. Pak 1. Res(f, g, x_1) ∈ I_1, kde I_1 je první eliminaèní ideál ⟨f, g⟩.

2. Res(f, g, x_1) = 0 právì tehdy, kdy¿ f, g mají spoleèný faktor kladného stupnì v x_1.

Dùkaz: Uva¿ujme opìt f, g ∈ k[x_2, . . . , x_n][x_1] ⊆ k(x_2, . . . , x_n)[x_1]. To u¿ je pole, a tak lze aplikovat dùsledek 4.10 a lemma 4.11.

1. Pokud Res(f, g, x_1) = 0, je tvrzení zøejmé. Pøímo z de˛nice rezultantu plyne Res(f, g, x_1) ∈ k[x_2, . . . , x_n]. Podle lemmatu 4.11 existují nìjaká A, B ∈ k(x_2, . . . , x_n)[x_1] tak, ¿e Res(f, g, x_1) = Af + Bg, co¿ u¿ je i prvek ⟨f, g⟩. Zbývá ukázat, ¿e A, B ∈ k[x_2, . . . , x_n][x_1]. Ale tyto polynomy jsou konstruovány v dùkazu lemmatu 4.11 tak, ¿e tuto podmínku splòují.

2. Lemma 4.6 umo¿òuje pohybovat se bez problémù mezi okruhem k[x_2, . . . , x_n] a polem k(x_2, . . . , x_n). V poli je ale druhá èást tvrzení zøejmá. � 4.4 Dùkaz vìty o rozźíøení

Nyní máme k dispozici nástroje dostateènì silné pro dùkaz vìty o rozźíøení (4.3). Pro jednoduchost ho detailnì provedeme pouze pro ideály generované jen dvìma polynomy. Dùkaz 4.3: Uva¿ujme f, g ∈ C [x_1, . . . , x_n] ⊆ C (x_2, . . . , x_n)[x_1] s vedoucími koe˛cienty a_0, b_0. Tradiènì oznaèíme I_1 := ⟨f, g⟩ ∩ C [x_2, . . . , x_n]. Chceme ukázat, ¿e pro ka¿dé (c_2, . . . , c_n) ∈ V (I_1) − ⋀(a_0, b_0) existuje c_1 ∈ C tak, ¿e (c_1, . . . , c_n) ∈ V (⟨f, g⟩).

Oznaème c := (c_2, . . . , c_n) a konvenènì piźme f(x_1, c) = f(x_1, c_2, . . . , c_n). Staèí ukázat Res ( f(x_1, c), g(x_1, c) ) = 0

4.5 Hilbertova vìta o nulách 33

Potom u¿ podle pøedchozího bude existovat spoleèný koøen c_1 ∈ C a (c_1, . . . , c_n) padne do ⋀(f, g). Pøedpokládejme nejprve, ¿e a_0(c) ≠ 0 a zároveò b_0(c) ≠ 0. Oznaème h := Res(f, g, x_1). Podle vìty 4.12 platí h ∈ I_1, a tedy zejména h(c) = 0. Dosazením c za (x_2, . . . , x_n) získáváme Res ( f(x_1, c), g(x_1, c) ) = h(c) = 0

Uva¿ujme nyní napø. b_0(c) = 0, a_0(c) ≠ 0. Potom stupeò g(x_1, c) v x_1 je menźí ne¿ m a h(c) nelze pou¿ít jako v pøedchozím pøípadì. Mù¿eme ovźem uvá¿it jinou bázi ideálu ⟨f, g⟩, napø. ⟨f, g + x^N_1 f⟩ a volit N tak velké, aby stupeò x^N_1 f v x_1 byl vìtźí, ne¿ stupeò g. Potom bude vedoucí koe˛cient g + x^N_1 f roven a_0 a je mo¿no aplikovat první èást dùkazu. � Uva¿me napøíklad ideál I = ⟨x^2y−1, x^2z−1⟩. První eliminaèní ideál je potom ⟨y−z⟩.

Varieta V (I) je þjakási hyperbolaß o dvou vìtvích polo¿ená v rovinì y = z. Tato rovina je vlastnì V (I_1). Vìta o rozźíøení tvrdí, ¿e ke ka¿dé dvojici (y, z) ∈ V (I_1) s vyjímkou jistých bodù nalezneme hodnotu pro x, abychom získali bod pùvodní variety. Jinými slovy na témìø ka¿dé pøímce dané dvojicí y, z (tedy volné v x) lze najít bod patøící do pùvodní variety. Problematickým bodem v tomto pøíkladì je právì y = z = 0, k nìmu¿ rozźíøení neexistuje. Obecnì se jedná právì o ty body, které nele¿í v projekci pùvodní variety podle promìnné x_1, ale padnou do nejmenźí a˛nní variety, která tuto projekci obsahuje (viz. kapitola 4.6).

Obecný dùkaz vìty o rozźíøení je v podstatì analogický pøedchozímu, je vźak technicky nároèný. Pro ideál I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ se vytvoøí polynom g = u_2f_2 + · · · + u_sf_s ∈

C [u2, . . . , us, x1, . . . , xm]. Uva¿uje se rezultant

Res(f_1, g, x_1) = ∑ α h_α(x_2, . . . , x_n) · u^α kde u = (u_2, . . . , u_s)

a porovnávají se koe˛cienty u^α. Vìøme a detaily pøenechejme jen vá¿ným zájemcùm.

4.5 Hilbertova vìta o nulách

4.13 Vìta Hilbertova o nulách. Nechż pole k je algebraicky uzavøené, f, f_1, . . . , f_s ∈ k[x_1, . . . , x_n]. Platí f ∈ ∮ ( ⋀(f_1, . . . , f_s) ) ⇐⇒ f^m ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩ pro vhodné m ∈ N_0

Dùkaz: Nejprve doká¿eme, ¿e ka¿dý ideál I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] splòuje V (I) = ∅ ⇐⇒ I = k[x_1, . . . , x_n] (2) To je bezprostøední dùsledek vìty pro f = 1. V závìru uká¿eme, ¿e se jedná o ekvivalentní tvrzení.

Ka¿dé algebraicky uzavøené pole je nekoneèné. Jinak by staèilo uva¿ovat polynom (x − a_1) · · · (x − a_n) + 1, který nemá koøen { spor. Proto implikace zprava doleva platí triviálnì. Dùkaz zleva doprava vedeme indukcí. Pøedpokládejme V (I) = ∅.

1. Nechż n = 1. Pak I = ⟨f_1⟩ podle dùsledku 1.13. Proto¿e f_1 nemá koøeny a k je algebraicky uzavøené, musí být f_1 konstanta. Tedy ⟨f_1⟩ = k[x_1].

2. Nechż I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩. Je-li nìkterý z f_1, . . . , f_s konstanta, je tvrzení zøejmé.

Pøedpokládejme tedy nekonstantní polynomy. Pøedpokládejme navíc, ¿e f_1 je velmi speciálního tvaru f_1(x_1, . . . , x_n) = cx^N_1 + èleny s ni¿źím stupnìm v x_1

kde c ∈ k, c ≠ 0 je konstanta. Posléze uká¿eme, ¿e si tento pøedpoklad mù¿eme dovolit. Z vìty o rozźíøení (4.3) díky speciálnímu tvaru f_1 plyne π_1(V (I)) = V (I_1). Pøedpokládáme V (I) = ∅, a tedy i π_1(V (I)) = ∅. I_1 u¿ je pouze v n−1 promìnné, a tedy podle indukèního pøedpokladu 1 ∈ I_1. Odtud zøejmì i 1 ∈ I.

Zbývá ukázat, ¿e v obecném pøípadì umíme problém redukovat tak, abychom mohli pøedpokládat speciální tvar f_1. K tomu u¿ijeme homomor˛smus k[x_1, . . . , x_n] → k[~x_1, . . . , ~x_n] x_1 := ~x_1 x_2 := ~x_2 + a_2~x_1 . . x_n := ~x_n + a_n ~x_1 Pokud neexistuje øeźení systému rovnic po této transformaci, neexistovalo ani pøed ní, pokud patøí 1 do obrazu nìjaké mno¿iny, patøí i do vzoru (vźe jsou vlastnosti homomor˛smu).

Tyto transformaèní rovnice s neznámými parametry dosadíme do f_1. Chtìli bychom, aby koe˛cient èlenu nejvyźźího stupnì v x_1 byl konstantní. Pøitom monom s nejvyźźím stupnìm v ~x_1 mù¿e vzniknout z monomu s nejvyźźím souètem stupòù ve vźech promìnných x_i. Po¿adavek, aby jeho koe˛cient nezávisel na ostatních promìnný je polynomiálních podmínka na parametry a_2, . . . , a_n.

Tím je dokázáno tvrzení (2). Zbývá ukázat, ¿e implikuje dokazovanou vìtu. Nejprve smìr tvrzení zprava doleva. Pokud f^m ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩, také f^m ∈ ∮(⋀(f_1, . . . , f_s)), to znamená (f(a))^m = 0 pro vźechna a ∈ ⋀(f_1, . . . , f_s). Proto¿e k je obor integrity, musí nutnì i f(a) = 0, a tedy f ∈ ∮(⋀(f_1, . . . , f_s)).

Obrácenì chceme f^m = ∑s i=1 h_if_i. Uva¿me ideál ~I = ⟨f_1, . . . , f_s, 1 − yf⟩ ⊂ k[x_1, . . . , x_n, y]. Zvolme a = (a_1, . . . , a_{n+1}) libovolné. Pokud (a_1, . . . , a_n) /∈ V (I), pak zøejmì a /∈ V ( ~I). Pokud naopak (a_1, . . . , a_n) ∈ V (I), platí i f(a_1, . . . , a_n) = 0, a tedy 1 − yf se urèitì nenuluje na a. Dohromady V ( ~I) = ∅, tedy 1 ∈ ~I a lze psát 1 = s∑ i=1 p_i(x_1, . . . , x_n, y)f_i + q(x_1, . . . , x_n, y)(1 − yf) Za y dosadíme 1/f(x_1, . . . , x_n). Potom v k(x_1, . . . , x_n) dostáváme rovnost 1 = s∑ i=1 p_i ( x_1, . . . , x_n,^1_{f(x1,...,xn)} ) f_i Vynásobením f^m s m dostateènì velkým získáme po¿adovanou rovnost. �

4.6 Vìta o uzávìru 35

4.6 Vìta o uzávìru

Pøipomeòme, ¿e projekci þodøezávajícíß prvních k souøadnic znaèíme π_k.

4.14 Lemma. Nechż I_k = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ ∩ C[x_{k+1}, . . . , x_n]. Potom π_k ( ⋀(⟨f_1, . . . , f_s⟩) ) ⊆ V (I_k) Dùkaz: Nechż f ∈ I_k je libovolný. Je to polynom pouze v promìnných x_{k+1}, . . . , x_n. Uva¿me libovolné (a_1, . . . , a_n) ∈ ⋀(⟨f_1, . . . , f_s⟩). Proto¿e f ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩, jistì platí f(a_{k+1}, . . . , a_n) = 0, a tedy f(π_k(a_1, . . . , a_n)) = 0. Tím je inkluze dokázána. � Obecnì π_k(V ) nemusí být varieta, tj. inkluze je ostrá. Viz pøíklad u vìty o rozźíøení.

4.15 Lemma. Nechż V = ⋀(f_1, . . . , f_s) ⊆ C^n , I_1 je první eliminaèní ideál a g_i jako ve vìtì o rozźíøení. Pak v C^{n−1} platí

V (I_1) = π_1(V ) ∪ ( ⋀(g_1, . . . , g_n) ∩ V (I_1) ) � Tedy varieta daná prvním eliminaèním ideálem se skládá právì z projekce pùvodní variety a oné þménì rozmìrnéß mno¿iny vymykajících se bodù, které dotvoøí projekci na a˛nní varietu.

S právì diskutovanými vlastnostmi souvisí pojem Zariského topologie. To je taková topologie na k^n, kde k je pole, ¿e uzavøené mno¿iny jsou právì nulové mno¿iny systémù racionálních lomených funkcí.

4.16 Vìta O uzávìru. Nechż V = ⋀(f_1, . . . , f_s) ⊆ C^n a I_k je k-tý eliminaèní ideál. Potom platí

1. V (I_k) je nejmenźí a˛nní varieta obsahující π_k(V ), tedy uzávìr v Zariského topologii.

2. Pokud V ≠ ∅, pak existuje a˛nní varieta W ⊂ V (I_k) tak, ¿e V (I_k) − W ⊆ π_k(V ). Dùkaz: Potøebujeme dokázat V (I_k) = V (∮(π_k(V ))). Uva¿me libovolný f ∈ ∮(π_k(V )) ⊆

C [xk+1, . . . , xn]. Zøejmì f(ak+1, . . . , an) = 0 pro vźechna (ak+1, . . . , an) ∈ πk(V ), a tedy

také f(a_1, . . . , a_n) = 0 v C [x_1, . . . , x_n] pro vźechna (a_1, . . . , a_n) ∈ V . Podle Hilbertovy vìty o nulách tedy existuje m tak, ¿e f^m ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩. Proto¿e f nezávisí na x_1, . . . , x_k, nezávisí na nich ani f^m.

Uva¿ujme nyní libovolné a ∈ V (I_k). Víme, ¿e ke ka¿dému polynomu f ∈ ∮(π_k(V )) existuje m tak, ¿e f^m ∈ I_k. Pokud f^m(a) = 0 musí i f(a) = 0, a tedy i a ∈ V (∮(π_k(V ))). Opaèná inkluze je zøejmá, proto¿e I_k ⊆ ∮(π_k(V )).

Dùkaz druhé èásti vìty patøí k netriviálním a opìt formálnì komplikovaným. Provedeme ho jen pro pøípad k = 1. Podle lemmatu 4.15 mù¿eme vyjádøit

V (I_1) = π_1(V ) ∪ ( ⋀(g_1, . . . , g_s) ∩ V (I_1) ) W Toto W je zøejmì a˛nní varieta. Pokud W ⊂ V (I_1), je vźe v poøádku. Pro pøípad W = V (I_1) lze, podobnì jako v dùkazu vìty 4.3, þzlepźitß generátory, aby pou¿itá báze indukovala po¿adovanou vlastnost. K tomu budeme potøebovat následující lemma.

4.17 Lemma. Pokud W = V (I_1), pak V = ⋀(f_1, . . . , f_s, g_1, . . . , g_s).

Dùkaz: Proto¿e se jedná o variety, je zøejmì ⋀(f_1, . . . , f_s, g_1, . . . , g_s) ⊆ V . Zvolme libovolnì (a_1, . . . , a_n). Proto¿e π_1(V ) ⊆ V (I_1), je (a_2, . . . , a_n) ∈ V (I_1) = W . Tedy nutnì z de˛nice W platí g_i(a_2, . . . , a_n) = 0 pro vźechna i. Odtud opaèná inkluze. � Vrażme se k vlastnímu dùkazu vìty. De˛nujme nový ideál ~I := ⟨f_1, . . . , f_s, g_1, . . . , g_s⟩. Ten podle lemmatu urèuje stejnou varietu. Polynomy g_i u¿ mají nulový stupeò v x_1, f_i mù¿eme nahradit ~f_i := f_i − g_ix^{Ni}_1 , které mají ostøe menźí stupeò v x_1.

Podle lemmatu 4.15 získáme nový rozklad a nové ~W . Pokud bude opìt W = V (I_1), celý postup zopakujeme. Po koneèném poètu krokù buï dojdeme k ¿ádané vlastnosti anebo vynulujeme stupeò v x_1. To ale znamená π_1(V ) = V (I_1) a mù¿eme volit W = ∅, co¿ je také a˛nní varieta. � V pøíkladu na stranì 33 je varieta W právì bod y = z = 0. Vìta byla sice pro jednoduchost dokázána pro okruhy polynomù nad C , ale zøejmì platí pro libovolné algebraicky uzavøené pole.

4.7 Korespondence ideálù a variet

Sumarizujme na závìr výsledky celé teorie s ohledem na korespondenci algebraických struktur (ideály) a geometrických objektù (variety) a na odpovídající si operace na nich.

4.18 De˛nice. Radikálovým ideálem ideálu I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] nazveme √ I := ⟨f ∈ k[x_1, . . . , x_n] | ∃m ∈ N : f^m ∈ I⟩ Jako dùsledek Hilbertovy vìty o nulách dostáváme

4.19 Dùsledek. Je-li k algebraicky uzavøenmé, pak pro ka¿dou varietu ⋀(f_1, . . . , f_s) platí ∮(⋀(f_1, . . . , f_s)) = √ ⟨f_1, . . . , f_s⟩ 4.20 De˛nice. Ideál I ⊆ k[x_1, . . . , x_n] nazýváme prvoideálem, jestli¿e pro ka¿dé f ·g ∈ I je u¿ f ∈ I nebo g ∈ I. Ideál je vlastní, pokud {0} ≠ I ⊂ k[x_1, . . . , x_n], maximální, není-li obsa¿en v ¿ádném ostøe vìtźím vlastním ideálu.

4.21 De˛nice. A˛nní varieta V ⊆ k^n se nazývá ireducibilní, jestli¿e kdykoli V = V_1 ∪ V_2, kde V_1, V_2 jsou a˛nní variety, platí u¿ V = V_1 nebo V = V_2. To je vcelku pøirozený pojem. Napøíklad varieta ⋀(xy) ⊆ R^2 není ireducibilní, tvoøí ji dvì pøímky, které jsou pochopitelnì a˛nní variety. V tuto chvíli se nabízí hypotéza, dokázaná v následující vìtì.

4.22 Vìta. A˛nní varieta V ⊆ k^n je ireducibilní právì tehdy, kdy¿ ∮(V ) je prvoideál.

Dùkaz:

\=⇒" Nechż f · g ∈ ∮(V ) a oznaème

V_1 := V ∩ ⋀(f) V_2 := V ∩ ⋀(g)

4.7 Korespondence ideálù a variet 37

To jsou zøejmì a˛nní variety. Platí V = V_1 ∪ V_2, proto¿e na ka¿dém bodì V se musí nulovat alespoò jeden z f, g. Pøedpokládáme, ¿e V je ireducibilní, nechż tedy napøíklad V = V_1. Urèitì f ∈ ∮(V_1), a tedy i f ∈ ∮(V ). To znamená, ¿e ∮(V ) je prvoideál.

\⇐=" Pøedpokládejme naopak, ¿e ∮(V ) je prvoideál, V = V_1 ∪ V a napøíklad V_1 ≠ V . Odtud ostrá inkluze ∮(V ) ⊂ ∮(V_1). Urèitì také ∮(V ) ⊆ ∮(V_2). Zvolme f ∈ ∮(V_1) − ∮(V ), g ∈ ∮(V_2). Proto¿e V = V_1 ∪ V_2, platí f · g ∈ ∮(V ). To je prvoideál, a tedy f ∈ ∮(V ), co¿ jsme vylouèili volbou f, anebo g ∈ ∮(V ). Ukázali jsme ∮(V_2) ⊆ ∮(V ). Tedy tyto ideály se rovnají a musí se rovnat i variety V a V_2. � Vźechny závìry jsou shrnuty v tabulce 1. K ní je nutné jen poznamenat, ¿e pøi projekci musíme uva¿ovat uzávìr, proto¿e, jak ji¿ víme, projekce samotná nemusí jeźtì být varieta.

Algebraické objekty Geometrické objekty radikálový ideál varieta I −→ V (I) ∮(V ) ←− V souèet ideálù prùnik variet I + J −→ V (I) ∩ V (J) √ ∮(V ) + ∮(W ) ←− V ∩ W souèin ideálù sjednocení variet I · J −→ V (I) ∪ V (J) √ ∮(V ) · ∮(W ) ←− V ∪ W eliminace promìnných projekce variety √ I ∩ k[x_{k+1}, . . . , x_n] ←→ π_k(V (I)) prvoideál ireducibilní varieta maximální ideál jednobodová varieta Ascending Chain Condition Descending Chain Condition

Tabulka 1: Korespondence ideálù a variet

5 Aplikace

5.1 Øeźitelnost systémù rovnic

5.1 Vìta. Systém f_1 = 0, . . . , f_s = 0, kde f_1, . . . , f_s ∈ k[x_1, . . . , x_n] a k je algebraicky uzavøené pole, nemá øeźení právì tehdy, kdy¿ 1 ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩, tj. redukovaná Gr-obnerova báze tohoto ideálu je {1}.

Dùkaz: Pokud je varieta prázdná, lze tvrdit, ¿e libovolný polynom se nuluje na vźech jejích bodech^9, tedy i polynom 1. Potom ale, podle Hilbertovy vìty o nulách (4.13), platí 1^m ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩ pro nìjaké m.

Naopak je-li 1 ∈ ⟨f_1, . . . , f_s⟩, musí to být nutnì celý okruh. Proto¿e pole k pøedpokládáme algebraicky uzavøené a tedy nekoneèné, varieta, kde se nulují vźechny polynomy, je u¿ triviálnì prázdná. � Tedy o daném systému algebraických rovnic lze algoritmicky rozhodnout, zda má nebo nemá øeźení. Alternativní metodou pro tohoto rozhodnutí je pøímé pou¿ití aparátu rezultantù, patrnì se tak dosáhne i lepźí èasové slo¿itosti. Tato problematika ale není naźím cílem, a tak pøípadné zájemce odkazujeme na literaturu.

5.2 Vìta. Nechż V = V (I) ⊆ C^n je a˛nní varieta a < libovolné monomiální uspoøádání. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

1. V je koneèná 2. ∀i = 1, . . . , n ∃m_i ∈ N_0 : x^{mi}_i ∈ ⟨LT I⟩ 3. Nechż G je redukovaná Gr-obnerova báze I. Pak

∀i = 1, . . . , n ∃m_i ∈ N_0 : x^{mi}_i = LM g pro nìkteré g ∈ G

4. Faktorokruh^{10} C [x_1, . . . , x_n]/I nad C je koneènì rozmìrný vektorový prostor. Dùkaz:

\1 =⇒ 2" Pokud je V = ∅, potom 1 ∈ I a mù¿eme brát m_i = 0 pro ka¿dé i.

Pøedpokládejme tedy V ≠ ∅ a zvolme i. Nechż a_j ∈ C pro j = 1, . . . , k jsou rùzné i-té souøadnice bodù V . Polynom

f(x_i) := k∏ j=1 (x_i − a_j)

je nulový ve vźech bodech V . Podle Hilberovy vìty o nulách existuje m tak, ¿e f^m ∈ I. Odtud u¿ x^{km}_i ∈ ⟨LT I⟩ a staèí polo¿it m_i = km.

\2 =⇒ 3" Pøedpokládáme, ¿e x^{mi}_i ∈ ⟨LT I⟩. Proto¿e G je Gr-obnerova, platí ⟨LT I⟩ = ⟨LT G⟩. Ovźem jedná se o monomiální ideály, a tak musí existovat g ∈ G takové, ¿e LT g|x^{mi}_i (pøímo z de˛nice 2.9). Tedy pro nìjaké vhodné m^′_i musí být LT g = x^m 0_i i . 9Ponìkud krkolomné, ale podrobným rozebráním dùkazu Hilbertovy vìty o nulách pro tento pøípad tvrzení skuteènì dostaneme

10Pøipomeòme, ¿e faktorokruh C [x_1 , . . . , x_n]/I nad C je mno¿ina tøíd ekvivalence f ∼ g ⇐⇒ f − g ∈ I.

5.1 Øeźitelnost systémù rovnic 39

\3 =⇒ 2" je zcela triviální.

\2 =⇒ 4" Nechż x^{mi}_i ∈ ⟨LT I⟩. De˛nujme vektorový prostor nad C

S := ⟨ x^α | x^α /∈ ⟨LT I⟩ ⟩ Zde je na místì podotknout, ¿e se nejedná o tyté¿ þzobákyß. Vnìjźí znamenají generování vektorového prostoru, tedy máme k pou¿ití sèítání uvnitø a násobení skalárem (tj. komplexním èíslem), vnitøní generují ideál, tedy se sèítá uvnitø a násobí zvenku polynomem.

Napøíklad pro I = ⟨x^2, y^2⟩ je S = ⟨1, x, y, xy⟩. Vzhledem k pøedpokladu je S koneènìrozmìrný nanejvýź dimenze m_1 · · · m_n. Uká¿eme, ¿e zobrazení S → C [x1, . . . , xn]/I x^α → [x^α] pøirozenì rozźíøené na polynomy je izomor˛smus vektorových prostorù.

• Nechż x^β je také vzorem [x^α]. Potom x^β ∈ [x^α], tedy x^α − x^β ∈ I. Proto¿e oba jsou prvky S, není ani jeden z nich prvkem LT I. Kdyby rozdíl byl nenulový, jeho vedoucí monom, tj. jeden z x^α, x^β by patøil do LT I. Proto jejich rozdíl musí být nulový. To znamená x^α = x^β, tj. zobrazení je prosté.

• Nechż f = ∑ α a_αx^α je libovolný. Jsou-li vźechny monomy x^α ∈ S, pak tøída [f] je jeho obrazem. Pokud nejsou, vezmeme z jeho monomù x^α /∈ S nejvìtźího stupnì. Pak urèitì existuje g ∈ I takové, ¿e LT g = a_αx^α. Zøejmì [f] = [f − g] a problematický monom v f − g je ostøe ni¿źího stupnì. Po koneèném poètu krokù získáme reprezentanta [f] tvoøeného pouze monomy S. Zobrazení je tedy surjektivní.

• Sèítání i násobení skalárem je zøejmì zachováno.

\4 =⇒ 1" Staèí ukázat, ¿e pro dané i existuje pouze koneènì mnoho mo¿ných i-tých souøadnic bodù z V .

Uva¿me proto tøídy [x^j_i ] ∈ C [x_1, . . . , x_n]/I. Dimenze je koneèná, a tedy, pro dostateènì velké m, existuje nenulová lineární kombinace m∑ j=0 c_j[x^j_i ] = [0]

co¿ lze psát m∑ j=0 c_jx^j_i = [0]

Odtud ∑m j=0 c_j x^j_i ∈ I, co¿ je nenulový polynom v x_i a ten má nejvýźe koneènì mnoho koøenù. � V obou vìtách nezále¿elo na volbì monomiálního uspoøádání. V praxi to znamená, ¿e pokud výpoèet zhavaruje pro nìjaké, je mo¿né jej provést s jiným uspoøádáním a pravdìpodobnost úspìchu se tak zvyźuje.

5.2 Polynomiální a racionální implicitizace

Pøipomeòme, ¿e parametrická reprezentace variety v k^n je dána systémem n racionálních funkcí (viz. 1.8). Uva¿me mno¿inu de˛novanou parametricky systémem polynomù F = (f_1, . . . , f_n), kde f_1, . . . , f_n ∈ k[t_1, . . . , t_m]. F je mo¿no chápat jako zobrazení k^m → k^n takto x_1 = f_1(t_1, . . . , t_m) . . x_n = f_n(t_1, . . . , t_m) Cílem implicitizace je nalézt varietu ⋀(g_1, . . . , g_s) parametricky zadanou systémem F , tj. nejmenźí a˛nní varietu V ⊆ k^n obsahující F (k^m). Podobnì pro racionální parametrizace.

Napøíklad kru¿nice (obrázek 7) ⋀(x^2 + y^2 = 1) je implicitizací parametrického vyjádøení y = 1 − t^2 1 + t^2 x = 2t 1 + t^2 Bodu (0, 1) ovźem parametrickým vyjádøením nikdy nedosáhneme, bez nìj by ale F (R^2) nebyla varieta.

(0, 1)

(0, 0)

(x, y)

(t, 0)

Obr. 7: Implicitizace kru¿nice

5.3 Vìta O polynomiální implicitizaci. Nechż k je nekoneèné pole, F : k^m → k^n polynomiální zobrazení F = (f_1, . . . , f_n) a I = ⟨x_1−f_1, . . . , x_n−f_n⟩ ⊆ k[t_1, . . . , t_m, x_1, . . . , x_n]. Pak V (I_m) m-tého eliminaèního ideálu je nejmenźí a˛nní varieta v k^n obsahující F (k^m). Tedy sestrojíme-li varietu V = ⋀(x_1 − f_1, . . . , x_n − f_n), a þvyeliminujemeß z pøsluźných polynomù hodnoty parametrù t_1, . . . , t_m, dostaneme právì implicitní popis hledané variety { uzávìru F (k^m). Dùkaz: Oznaème p_m : k^{m+n} → k^n projekci zapomínající prvních m komponent. Pøímo z de˛nice I je F (k^m) = p_m ( ⋀(I) ) . Proto pro algebraicky uzavøené pole k plyne tvrzení pøímo z vìty o uzávìru (4.16).

Uva¿ujme tedy algebraicky uzavøené rozźíøení K ⊃ k, oznaème —I = ⟨x_1−f_1, . . . , x_n− f_n⟩ ⊆ K[t_1, . . . , t_m, x_1, . . . , x_n]. Pøímo z de˛nice I a —I je

F (k^m) = p_m ( ⋀(I) ) ⊆ V (I_m)

5.2 Polynomiální a racionální implicitizace 41

Obr. 8: Enneperova plocha a Whitneyho deźtník

Uva¿me tedy nìjakou jinou varietu Z = ⋀(g_1, . . . , g_s) ⊆ k^n tak, ¿e F (k^m) ⊆ Z_k. Odsud g_i ∘ F = 0 na ka¿dém (t_1, . . . , t_m) ∈ k^m. Stejná vlastnost platí i v K^m, a tedy i varieta Z_K generovaná stejnými polynomy g_1, . . . , g_s v K^n obsahuje F (K^m). Lze tedy aplikovat vìtu o uzávìru a dostáváme V ( —I_m) ⊆ Z_K . Zpìtným zú¿ením na k získáme ¿ádané V (I_m) ⊆ Z. � Z pøedchozí vìty u¿ vyplývá podoba algoritmu pro implicitizaci. Spoèteme redukovanou Gr-obnerovu bázi ideálu ⟨x_1 − f_1, . . . , x_n − f_n⟩ v lexikogra˛ckém uspoøádání, kde t_i > x_j pro ka¿dé i, j. Dále snadno stanovíme I_m a to je pøesnì hledaný ideál.

Respektive staèí takové uspoøádání, které zaruèí pøevahu vźech t_i nad x_j , aby se algoritmem pro výpoèet Gr-obnerovy báze eliminovala t_i, jinak mù¿e být uspoøádání libovolné. Máme tak nadìji dosáhnout efektivnìjźího výpoètu, ne¿ s èistým lexikogra˛ckým uspoøádáním.

Jako pøíklady mù¿eme uvést u¿ døíve zobrazené variety v R^3 nazývané Enneperova plocha a Whitneyho deźtník, viz. obr. 8. Jejich parametrický popis je x = 3u+3uv^2−u^3, y = 3v + 3u^2v − v^3, z = 3u^2 − 3v^2, resp. x = uv, y = v, z = u^2. Aplikace eliminaèní procedury (napø. v systému MAPLE za pou¿ití gbasis s uspoøádáním plex) dá odpovídající implicitní popisy. V pøípadì Enneperovy plochy je to odpudivý polynom:

−59049z − 104976z^2 − 6561y^2 − 72900z^3 − 18954y^2z − 23328z^4 + 32805z^2x^2 + 14580z^3x^2 + 3645z^4x^2 −1296y^4z −16767y^2z^2 −6156y^2z^3 −783y^2z^4 +39366zx^2+19683x^2−1296y^4−2430z^5 + 432z^6 + 108z^7 + 486z^5x^2 − 432y^4z^2 + 54y^2z^5 + 27z^6x^2 − 48y^4z^3 + 15y^2z^6 − 64y^6 − z^9 Výsledný implicitní popis Whitneyho deźtníku je jednoduźźí: x^2 − y^2z Racionální implicitizací rozumíme analogický postup pro racionální lomené funkce

x_i = f_i(t_1, . . ., t_m) g_i(t_1, . . ., t_m) Pøímoèaøe se nabízející øeźení dosadit do pøedchozí vìty ideál ⟨x_1g_1 − f_1, . . ., x_ng_n − f_n⟩ nefunguje. Napøíklad uva¿ujme x = u^2 v y = v^2 u z = u Dostáváme I = ⟨vx − u^2, uy − v^2, z − u⟩ a po eliminaci I_2 = ⟨z(x^2y − z^3)⟩. Správný výsledek je ale jenom V(x^2y − z^3), tedy postup pøidal navíc celou rovinu.

Øeźení vypadá tak, ¿e zavedeme varietu nulových bodù jmenovatelù W = V(g_1, . . ., g_n) a zobrazení F chápeme jako (k^m − W ) → k^n. Pro implicitizaci pou¿ijeme ideál I = ⟨g_1x_1 − f_j , . . ., g_nx_n − f_n, 1 − g_1 · · · g_ny⟩ ⊆ k[y, t_1, . . ., t_m, x_1, . . ., x_n] Potom V (I_{m+1}) je minimální a˛nní varieta obsahující F (k^m −W ). Dùkaz u¿ se vede v podstatì analogicky pøedchozí vìtì. Stì¿ejním bodem je ovìøení, ¿e pokud se polynom nuluje na k^m − W , nuluje se u¿ na celém k^m . Viz. [2], str. 132.

5.3 Algebraické køivky

5.4 De˛nice. Nechż f ∈ k[x, y]. Varietu V(f) nazveme algebraickou køivkou v k^2 (v rovinì).

V následující èásti pùjde pøedevźím o posti¿ení pojmu teèny a singulárního bodu, tj. takového bodu na køivce, kde je pojem teèny tì¿ko de˛novatelný.

5.5 De˛nice. Nechż m ∈ N, (a, b) ∈ V(f) a L je pøímka taková, ¿e (a, b) ∈ L. Øekneme, ¿e L protíná V(f) v (a, b) s násobností m, jestli¿e L lze parametrizovat x = a + ct y = b + dt tak, ¿e t = 0 je m-násobný koøen polynomu f(a + ct, b + dt) ∈ k[t]. Oznaème ∇f(p, q) := ( ∂f ∂x (p, q), ∂f ∂y (p, q) )

5.6 Lemma. Nechż f ∈ k[x, y] a (a, b) ∈ V(f). Pak platí

1. Je-li ∇f(a, b) ≠ (0, 0), pak existuje právì jedna pøímka L procházející bodem (a, b), která v nìm protíná V(f) s násobností alespoò 2.

2. Je-li ∇f(a, b) = (0, 0), pak ka¿dá pøímka procházející (a, b) v nìm protíná V(f) s násobností alespoò 2.

Dùkaz: Oznaème g(t) := f(a + ct, b + dt). Proto¿e (a, b) ∈ V(f), je t = 0 koøen g. Derivujme podle promìnné t

g^0(t) = ∂f ∂x (a + ct, b + dt) · c + ∂f ∂y (a + ct, b + dt) · d V bodì t = 0 potom

g^0(0) = ∂f ∂x (a, b) · c + ∂f ∂y (a, b) · d Tedy pokud ∇f(a, b) = (0, 0), je g^0(0) = 0, a tedy t = 0 je alespoò dvojnásobný { druhá èást tvrzení.

Pokud ∇f(a, b) ≠ (0, 0), dostaneme z podmínky g^0(0) = 0 jednorozmìrný prostor øeźení pro dvojici (c, d). To spolu s po¿adavkem (a, b) ∈ L udává pøímku jednoznaènì. �

5.3 Algebraické køivky 43

Obr. 9: Køivky ⋀(f) s f(x, y) = (x^2 + y^2 − 2x)^2 − a^2(x^2 + y^2), a = 0, 1, 2, 3

5.7 De˛nice. Nechż f ∈ k[x, y]. Body (a, b) ∈ V(f) s vlastností ∇f(a, b) = (0, 0) se nazývají

singulární body køivky V(k), ostatní regulární. Pøímka protínající V(f) v regulárním bodì s násobností alespoò 2 se nazývá teèna.

Singulární body mohou velmi zajímat in¿enýry. Pokud køivka popisuje pohyb nìjaké souèásti, singulární bod je v¿dy podezøelé místo { jedná se o bod zvratu, køí¿ení apod. Jejich urèení má tedy bezprostøední praktický význam.

Mno¿ina singulárních bodù dané køivky je zøejmì právì varieta V^(f,^{∂f}_{∂x},^{∂f}_{∂y}^) Existence singulárních bodù je tedy na základì pøedchozí teorie problém algoritmicky øeźitelný (nad C ), mnohdy se podaøí je pøímo nalézt.

Napøíklad pro køivky z obr. 9 dostaneme (tøeba aplikací procedury gsolve v MAPLE), ¿e pro ka¿dou hodnotu parametru a existuje v¿dy právì jeden singulární bod (0, 0). Pro a > 1 je to izolovaný bod, pro a = 1 je to þbod vratuß, pro menźí dochází k samoprotnutí køivky.

5.4 Obálky systému køivek

Polynom F ∈ k[x, y, t] budeme chápat jako promìnnou t parametrizovaný systém køivek

V(Ft) v k[x, y] daných rovnicemi F (x, y, t) = 0. Napøíklad

(x − t)^2 + (y − 2t^2)^2 − 1 = 0

de˛nuje systém kru¿nic o polomìru 1, jejich¿ støed se pohybuje po parabole y = 2x^2, viz. obr. 10.

5.8 De˛nice. Øíkáme, ¿e dvì køivky mají dotyk øádu m, jestli¿e je lze lokálnì parametrizovat^{11} hladkým zobrazením tak, aby parametrizace v bodì dotyku mìly stejné derivace a¿ do øádu m vèetnì. Maximální køivka, kterou lze lokálnì parametrizovat tak, aby ka¿dý bod v této parametrizaci byl prvkem právì jedné z køivek daného systému a mìl s ní v nìm dotyk alespoò øádu 1, se nazývá obálka daného systému.

5.9 Vìta. Obálka systému køivek F ∈ k[x, y, t] je obsa¿ena ve varietì V^(F,^{∂F}_{∂t}^) Dùkaz: Nechż je obálka parametrizována x = f(t), y = g(t). Pro ka¿dé t ∈ k po¿adujeme pøísluźnost ke køivce, tj. ( f(t), g(t) ) ∈ V(Ft) Navíc, aby køivka byla obálka, musí být ∇F_t v bodì (f(t), g(t)) kolmý na (f^0(t), g^0(t)). Kdo nevìøí, aż si zopakuje analýzu. Kolmost znamená nulovou hodnotu skalárního souèinu, tj. ∂F ∂x ( f(t), g(t), t ) · f^0(t) + ∂F ∂y ( f(t), g(t), t ) · g^0(t) = 0 (3) 11Køivku nemusí nutnì jít parametrizovat, ale pro nìjaké dostateènì malé okolí daného bodu se to podaøí.

5.4 Obálky systému køivek 45

Obr. 10: Systém køivek (x − t)^2 + (y − 2t^2)^2 − 1 = 0 a jejich obálka

Pouhým derivováním slo¿ené funkce t → F (f(t), g(t), t) a následným dosazením za t dostaneme ∂ ∂t | | | |_{t=s} F (f(t), g(t), t) = ∂F ∂x ( f(s), g(s), s ) · f^0(s) + ∂F ∂y ( f(s), g(s), s ) · g^0(s) + ∂F ∂t ( f(s), g(s), s )

Funkce F je na vźech bodech tvaru (f(s), g(s), s) nulová (vlastnost obálky), a tedy musí být nulová i její derivace podle t. O prvních dvou èlenech pravé strany víme, ¿e jsou dohromady nulové, pokud uva¿ovaná køivka je obálka. Dohromady tedy dostáváme ∂F ∂t ( f(s), g(s), s ) = 0 � Pro vźechny singulární body køivek systému je rovnost 3 splnìna triviálnì, a tedy i singulární body budou zahrnuty do výsledné variety.

Obálku systému kru¿nic se støedy na parabole vidíme na obr. 10. K jejímu zadání jako a˛nní variety lze dospìt v MAPLE napø. posloupností pøíkazù h := proc(x, y, t) (x − t)^2 + (y − 2 ∗ t^2)^2 − 1 end; gbasis([h(x, y, t), diff(h(x, y, t), t)], [t, x, y], plex), pøièem¿ polynom de˛nující hledanou obálku je generátor prvního eliminaèního ideálu (poslední z výsledného seznamu). Vyjde 256x^6 + 256x^4y^2 − 320x^4y − 764x^4 − 256x^2y^3 − 384x^2y^2 + 60x^2y + 688x^2 + 64y^4 − 272y^3 + 225y^2 + 272y − 289.

5.10 Teèny v singulárních bodech. Právì studium chování køivky v okolí singu-

lárních bodù nám podá dobrou informaci o celé køivce. Vźechny pøímky procházející takovým bodem sice mají dotyk vyźźího øádu, jistì je ale vźechny nechceme pova¿ovat

Obr. 11: Teèný ku¿el køivek ⋀(x^3 + x^2 − y^2) a ⋀(X^3 − y^2) v singulárním bodì

za teèny. Podle Taylorovy vìty (snad dobøe známé z matematické analýzy) má polynom f rozvoj v singulárním bodì (a, b) f(x, y) = f(a, b) =0 proto¿e (a,b∈K) + ∂f ∂x (a, b)(x − a) + ∂f ∂y (y − b) =0 proto¿e je (a,b) singulární +

+ ∂^2f ∂x^2 (a, b)(x − a)^2 +

∂^2f ∂x∂y (a, b)(x − a)(y − b) + ∂^2f ∂y^2 (a, b)(y − a)^2 + . . . Pøedpokládejme, ¿e f_r(x − a, y − b) = ∑r i=1 ∂^rf ∂x^i∂y^r�^i (a, b)(x − a) i(y − a)^{r−i} je první nenulová homogenní èást. Pak mno¿ina vźech øeźení (u : v) rovnice f_r(u, v) = 0 dává smìrové vektory teèen v singulárním bodì (a, b). Mno¿inu vźech tìchto teèen nazýváme teèný ku¿el køivky K v singulárním bodì (a, b).

5.11 Pøíklad. Pro kubickou køivku K = V(x^3 + x^2 − y^2) snadno spoèteme, ¿e její

jediný singulární bod je (0, 0), první nenulová homogenní èást polynomu je x^2 − y^2, teèný ku¿el je tedy tvoøen dvìma pøímkami x ± y = 0, viz. obrázek 11.

5.12 Deformace singularit. Jednoduchý postup jak zjistit chování køivky v okolí

regulárního bodu je spoèíst její teènu v tomto bodì. Pro singulární body je to sice s teènami slo¿itìjźí, èasto vźak staèí libovolnì málo pozmìnit vhodný parametr (tj. koe- ˛cient) de˛nujícího polynomu a singularita vymizí. Z chování teèen pro blízké hodnoty parametru mù¿eme usuzovat na typ pùvodní singularity. Ji¿ jsme se potkali se singularitou v poèátku u køivek V(x^3 − y^2) (násobná teèna { osa x) a V(x^3 + x^2 − y^2). Uva¿me polynomy

f_ε = x^3 − y^2 − ε, g_δ = x^3 + δx^2 − y^2, h_{ε,δ} = x^3 + δx^2 − y^2 − ε.

Polynomy f_0 a g_0 dávají první z naźich køivek, g_1 dá druhou.

Podívejme se nejprve na chování køivek V(g_δ). Snadno spoèteme, ¿e v¿dy mají pouze jeden singulární bod (0, 0), jeho typ je ovźem zcela odliźný pro δ < 0 a δ > 0.

5.4 Obálky systému køivek 47

Obr. 12: Deformace singularit køivek

Je-li δ kladné, pak nám vyjdou dvì reálné teèny ve smìrech (1 : ± √ δ), zatímco pro δ < 0 vyjdou obì teèny imaginární, je proto poèátek izolovaným bodem køivky, viz. levý obrázek na 12.

Pøi deformacích f_ε je situace jeźtì daleko jednoduźźí. Pro nenulové ε toti¿ budou vźechny body køivky regulární, viz. pravý obrázek na 12.

V obou pøípadech získáváme jasnou pøedstavu o typu singularity Neilovy paraboly V(x^3 − y^2). Diskusí souèasných deformací h_{ε,δ} dospìjeme ke køivce hodnot parametrù V(ε)∪V(ε−^{4δ3}_{27} ), pro které køivky obsahují nìjaký singulární bod, pro vźechny hodnoty vnì této køivky jsou vźechny body regulární. Tvar køivky se pøitom podstatnì mìní pouze pøi pøechodech mezi uvedenými ètyømi oblastmi. Hodnoty odpovídající Neilovì parabole jsou právì jediným bodem spoleèným vźem ètyøem oblastem.

6 Algebraické dùkazy geometrických tvrzení

Nìkterá geometrická tvrzení lze pomìrnì jednoduźe pøevést na algebraická a pou¿ít algebraické metody k jejich dùkazu. Takových postupù je k dispozici nìkolik, my se soustøedíme pouze na jednu metodu, která vu¿ívá k dùkazùm ji¿ vybudovaného aparátu.

6.1 Metoda Gr-obnerových bazí

Zaènìme pøíkladem. Budeme cviènì uva¿ovat tvrzení, ¿e uhlopøíèky rovnobì¿níka se navzájem pùlí. Uva¿ujme rovnobì¿ník se souøadnicemi vrcholù podle obrázku 13. Promìnné u_1, u_2, u_3 jsou volné, zadávají rovnobì¿ník, x_1, . . . , x_4 jsou na nich závislé.

Sformulujme nejprve pøedpoklad, ¿e se jedná o rovnobì¿ník. Pøímka CD musí být rovnobì¿ná s AB, tedy h_1 := x_2 − u_3 = 0. Podobnì se musí rovnat smìrnice AC a BD u_3 u_2 = x_2 x_1 − u_1 tedy h_2 := u_3(x_1 − u_1) − u_2x_2 = 0

Varieta ⋀(h_1, h_2) dává podmínky na rovnobì¿ník. Po¿adujeme kolinearitu bodù A, N, D, tedy dostáváme h_3 := x_1x_4 − x_2x_3 = 0. Analogicky z kolinearity B, N, C získáme polynom h_4 := x_4(u_2 − u_1) − (x_3 − u_1)u_3. Tím jsme popsali, ¿e N je prùseèík uhlopøíèek. Samozøejmì, ¿e jsme mohli zvolit i jiný (dokonce jednoduźźí) systém polynomù popisující stejný geometrický objekt. Ten náź je v jistém smyslu co nejprimitivnìjźí, vyu¿ívající jen popis rovnosti smìrù a rovnosti vzdáleností bodù.

Chceme ukázat, ¿e se uhlopøíèky pùlí, tedy x^2_3 +x^2_4 = (x_3 −x_1)^2+(x_4−x_2)^2. Podobnì pro druhou uhlopøíèku (x_3 − u_1)^2 + x^2_4 = (x_3 − u_2)^2 + (x_4 − u_3)^2. Dostaneme tak polynomy g_1, g_2 jejich¿ vynulování máme odvodit za pøedpokladu vynulování pøedpokladù h_1, h_2, h_3, h_4.

C(u_2, u_3)

A(0, 0) B(u_1, 0)

N(x_3, x_4)

D(x_1, x_2)

Obr. 13: Oznaèení bodù v rovnobì¿níku

Zdá se tedy, ¿e vźe co potøebujeme je pøesnì zachyceno v následující de˛nici.

6.1 De˛nice. Øekneme, ¿e g ∈ R[u_1, . . . , u_m, x_1, . . . , x_n] silnì vyplývá z h_1, . . . , h_r,

jestli¿e g ∈ ∮(⋀(h_1, . . . , h_r)).

6.2 Vìta. Je-li g ∈^√⟨h_1, . . . , h_r⟩, pak g silnì vyplývá z h_1, . . . , h_r.

Dùkaz: Z de˛nice radikálového ideálu plyne g^s ∈ ⟨h_1, . . . , h_r⟩ pro vhodné s. Tedy g^s se nuluje na vźech bodech dané variety, a tedy nutnì i g ∈ ∮(⋀(h_1, . . . , h_r)). �

6.1 Metoda Gr-obnerových bazí 49

Obrácení vìty v pøípadì algebraicky uzavøeného pole plyne z Hilbertovy vìty o nulách.

Pøísluźnost polynomu g k radikálovému ideálu se urèí snadno výpoètem redukované Gr-obnerovy báze (dokonce pro libovolné nekoneèné pole k):

6.3 Vìta. Nechż k je libovolné nekoneèné pole a g, h_1, . . . , h_r ∈ k[x_1, . . . , x_n]. Pak g ∈ √ ⟨h_1, . . . , h_r⟩ právì kdy¿ je {1} redukovaná Gr-obnerova báze ideálu I = ⟨h_1, . . . , h_r, 1− yg⟩ ⊂ k[x_1, . . . , k_n, y]. Dùkaz: Pøedpokládejme nejprve, ¿e konstantní polynom 1 patøí do I. Pak stejnì jako v závìru dùkazu Hilbertovy vìty o nulách dostáváme 1 jako lineární kombinaci polynomù h_i a 1 − yg a v k(x_1, . . . , x_n)[y] mù¿eme za y dosadit 1/g a ovìøíme tak pøísluźnost g^m do ⟨h_1, . . . , h_r⟩. K tomuto kroku jsme ale nepotøebovali algebraickou uzavøenost k.

Naopak, je-li g^m ∈ ⟨h_1, . . . , h_r⟩, pak

1 = y^mg^m + (1 − y^mg^m) = y^mg^m + (1 − yg)(1 + yg + · · · + (yg)^{m−1}) ∈ I. � Spoèítáme-li Gr-obnerovu bázi ideálu ⟨h_1, . . . , h_4, 1 − yg_1⟩ z pøedchozího pøípadu, nezískáme {1}, tedy g_1 z pøedpokladù h_1, . . . , h_4 nevyplývá silnì. Je-to díky pøípadùm, kdy u_1 = 0 nebo u_3 = 0 a rovnobì¿ník degeneruje na úseèku. Potom prùseèíkem uhlopøíèek je dokonce nekoneènì mnoho bodù a ty vźechny nesplòují podmínku pùlení.

Zkuste si spoèíst Gr-obnerovu bázi polynomù h_1, h_2, h_3, h_4 (v lex. uspoøádání). Z ní bude jasnì vidìt, ¿e v naźem pøíkladì získáme ve skuteènosti ètyøi komponenty diskutované variety V ⊂ R^7. Mù¿eme je zapsat napøíklad jako

V^′ = ⋀(x_1 − u_1 − u_2, x_2 − u_3, x_3 − u_1 + u_2 2 , x_4 − u_3 2 ) U_1 = ⋀(x_2, x_4, u_3) U_2 = ⋀(x_1, x_2, u_1 − u_2, u_3) U_3 = ⋀(x_1 − u_2, u_2 − u_3, x_3u_3 − x_4u_2, u_1)

Obecnì jsou problémy tohoto rázu zpùsobeny právì neireducibilními varietami. Jediná mo¿ná cesta z tìchto komplikací je revize pojmu dùsledku. Budeme po¿adovat, aby dokazované tvrzení platilo pouze na tìch komponentách, kde jsou námi zvolené volné parametry u_i skuteènì nezávislé:

6.4 De˛nice. Nechż W ⊆ R^{m+n} je ireducibilní varieta, souøadnice znaèíme u_1, . . . , u_m, x_1, . . . , x_n.

Øekneme, ¿e souøadné funkce u_1, . . . , u_m jsou algebraicky nezávislé na W , jestli¿e neexistuje polynom v R[u_1, . . . , u_n] patøící do ∮(W ).

6.5 De˛nice. Øekneme, ¿e hypotéza g vyplývá genericky z pøedpokladù h_1, . . . , h_r,

jestli¿e g ∈ ∮(V^′) ⊆ R[u_1, . . . , u_m, x_1, . . . , x_n] kde V^′ ⊆ R^{m+n} je sjednocení tìch ireducibilních komponent variety V = ⋀(h_1, . . . , h_r), na kterých jsou u_1, . . . , u_m algebraicky nezávislé.

Rozklad variety na ireducibilní komponenty lze provést algoritmicky. Jde vźak o komplikovanou proceduru, je naimplementovaná napøíklad v systému Axiom. Není vźak nezbytnì nutný, jak uká¿eme v následujícím.

6.6 Vìta. Hypotéza g vyplývá genericky z h_1, . . . , h_r, jestli¿e existuje nenulový polynom c ∈ R[u_1, . . . , u_m] tak, ¿e c · g ∈ √ ⟨h_1, . . . , h_r⟩. Je-li pole k algebraicky uzavøené, pak platí i obrázená implikace Dùkaz: Nechż V_j je nìjaká z komponent V^′ dle de˛nice 6.5. Proto¿e cg se nuluje na V , musí se nulovat i na V_j , tedy cg ∈ ∮(V_j ). To je prvoideál podle vìty 4.22, ale c /∈ ∮(V_j) (po¿adováno v de˛nici 6.5), a tedy g ∈ ∮(V_j).

Pøedpokládejme nyní, ¿e g vyplývá genericky z h_1, . . . , h_r a k je algebraicky uzavøené. Nechż V_1, . . . , V_k jsou vźechny ireducibilní komponenty na kterých jsou u_1, . . . , u_m algebraicky závislé, tj_existují polynomy c_1, . . . , c_k ∈ k[u_1, . . . , u_m], c_i ∈ ∮(V_j). Nyní staèí zvolit c = c_1c_2 . . . c_k a z de˛nice plyne, ¿e cg ∈ ∮(V ). Proto¿e je k algebraicky uzavøené, plyne odtud pøísluźnost do radikálnového ideálu. � Pro praktické pou¿ití pøedchozí vìty je vhodné formulovat ekvivalentní kritéria.

Jako obvykle, budeme uva¿ovat R[u1, . . . , um, x1, . . . , xn] ⊂ R(u1, . . . , um)[x1, . . . , xn]. 6.7 Vìta. Následující tvrzení jsou ekvivalentní

1. Existuje c ∈ R[u_1, . . . , u_m] nenulový tak, ¿e cg ∈^√⟨h_1, . . . , h_r⟩. 2. g ∈ √ H, kde H = ⟨h_1, . . . , h_r⟩ ⊂ R(u_1, . . . , u_m)[x_1, . . . , x_n].

3. {1} je redukovaná Gr-obnerova báze ⟨h_1, . . . , h_r, 1 − yg⟩ opìt v okruhu polynomù R(u1, . . . , um)[x1, . . . , xn]. Dùkaz: Uká¿eme nejprve (1) ⇔ (2). Pøedpokládejme, ¿e platí (1), tj. (cg)^s = ∑n j=1 a_jh_j pro vhodné polynomy a_j ∈ R[u_1, . . . , u_m, x_1, . . . , x_n] a s ≥ 1. Odtud

g^s = n∑ j=1 a_j c^s h_j co¿ znaèí právì g^s ∈ ⟨h_1, . . . , h_r⟩ ⊂ R(u_1, . . . , u_m)[x_1, . . . , x_n], neboli g patøí do pøísluźného radikálu.

Naopak, patøí-li g do √ ⟨h_1, . . . , h_r⟩ ⊂ R(u_1, . . . , u_m)[x_1, . . . , x_n], pak g^s = ∑n j=1 b_jh_j.

Vynásobením mocninou spoleèného násobku vźech jmenovatelù racionálních funkcí lomených b_j dostaneme výraz tvaru (cg)^s = ∑ j=n b^′_jh_j, kde koe˛cienty b^′_j jsou ji¿ polynomy.

Ekvivalenci druhého a tøetího tvrzení jsme ji¿ ukázali, viz. 6.3 � Tedy opìt vystaèíme s poèítámím Gr-obnerových bází, rozklad na ireducibilní komponenty není pro tyto úèely tøeba.

6.2 Pøíklady

Závìrem uká¿eme aplikaci pøedchozích úvah pøi dùkazu jedné z Apolloniových vìt. Vrażme se ale nejprve k úvodnímu pøíkladu.

6.2 Pøíklady 51

Ji¿ jsme zmínili rozklad ⋀(h_1, . . . , h_4) na variety

V^′ = ⋀(x_1 − u_1 − u_2, x_2 − u_3, x_3 − (u_1 + u_2)/2, x_4 − u_3/2) U_1 = ⋀(x_2, x_4, u_3) U_2 = ⋀(x_1, x_2, u_1 − u_2, u_3) U_3 = ⋀(x_1 − u_2, u_2 − u_3, x_3u_3 − x_4u_2, u_1)

Jedinì na komponentì V^′ jsou u_1, u_2, u_3 algebraicky nezávislé, zbývající komponenty popisují degenerované pøípady. V_1 a V_2 znamenají, ¿e bod C le¿í na pøímce AB, V_3 znamená splynutí bodù A a B.

Ovìøme si výsledek nalezením pøísluźné Gr-obnerovy báze. V systému MAPLE to vypadá takto:

   with(grobner):
   > g1:=x1^2 - 2*x1*x3 - 2*x4*x2 + x2^2:
   > g2:=2*x3*u1 - 2*x3*u2 - 2*x4*u3 - u1^2 + u2^2 + u3^2:
   > gbasis([x1-u1-u2, x2-u3,x3-(u1+u2)/2,x4-u3/2,1-y*g1],
[u1,u2,u3,x1,x2,x3,x4,y]);

[ 1 ]

   > gbasis([x1-u1-u2, x2-u3,x3-(u1+u2)/2,x4-u3/2,1-y*g2],
[u1,u2,u3,x1,x2,x3,x4,y]);

[ 1 ]

Odtud je vidìt, ¿e na komponentì V^′ opravdu g_1 i g_2 skuteènì silnì vyplývá z pøedpokladù. Pro pùvodní polynomy h_i ovźem dostaneme nìco jiného:

   > gbasis([x2-u3, (x1-u1)*u3- x2*u2, x1*x4 - x2*x3, x4*(u2-u1) -
(x3-u1)*u3, 1-y*g1],[u1,u2,u3,u4,x1,x2,x3,x4,y]);

[−x1 x4 + x4 u2, x4 u1, −1 + y x1^2 − 2 y x1 x3 − 2 y x4 x2 + y x2^2, −x2 + u3, −x1 x4 + x2 x3, x2 u1, x2 u2 − x2 x1] Pokud ovźem pou¿ijeme pùvodní polynomy, ale test pro generické implikování, dostáváme opìt potøebnou bázi:

   > gbasis([x2-u3, (x1-u1)*u3- x2*u2, x1*x4 - x2*x3, x4*(u2-u1) -
(x3-u1)*u3, 1-y*g1],[x1,x2,x3,x4,y]);

[ 1 ]

   > gbasis([x2-u3, (x1-u1)*u3- x2*u2, x1*x4 - x2*x3, x4*(u2-u1) -
(x3-u1)*u3, 1-y*g2],[x1,x2,x3,x4,y]);

[ 1 ]

Nyní slíbená Apolloniova úloha. Chceme dokázat, ¿e pro pravoúhlý trojúhelník jsou støedy vźech tøí stran a pata výźky nad pøeponou na jediné kru¿nici. K formulaci zadání budeme potøebovat osm polynomù h_1, . . . , h_8, obsahující dva volné parametry (délky odvìsen) a osm volných promìnných x_1, . . . , x_8 (poslední dvì jsou souøadnice støedu kru¿nice procházející støedy stran trojúhelníka). Dokazované tvrzení je pak vyjádøeno jediným polynomem g:

> h1:= 2*x1 - u1: h2 := 2*x2 - u2: h3 := 2*x3 - u1: h4 := 2*x4 - u2:
> h5:= x5*u1 - x6*u2 : h6:= x5*u2 + x6*u1 - u1*u2:
> h7 := (x1-x7)^2 + x8^2 - x7^2 - (x8 - x2)^2:
> h8:= (x1-x7)^2 + x8^2 - (x3-x7)^2 - (x4-x8)^2:
> g := (x5-x7)^2 + (x6-x8)^2 - (x1-x7)^2 - x8^2:
> x:= seq(x.i, i=1..8): u:= u1,u2: h:= seq(h.i, i=1..8):

Nakreslete si sami obrázek! Potøebný test ovìøující, ¿e g genericky vyplývá z h_1, . . . , h_8 je positivní:

> gbasis([h,1-y*g],[x,y]);

[ 1 ]

Silnì ovźem tvrzení nevyplývá:

> gbasis([h,1-y*g],[u,x,y]);

[ x1, x3, x4, x2, u2, −1 + y x5^2 − 2 y x5 x7 + y x6^2 − 2 y x6 x8, u1 ] Vźimnìme si jeźtì, ¿e èasto vystaèíme i s jednoduźźím testem. Mù¿e se toti¿ stát, ¿e g patøí pøímo do ideálu generovaného h_i (v okruhu polynomù v nezávislých promìnných nad podílovým tìlesem R(u_1, u_2)). Staèí pak provést dìlení se zbytkem podle Gr-obnerovy baze:

> F:= gbasis([h], [x],plex);

F := [2 x1 − u1, 2 x2 − u2, 2 x3 − u1, 2 x4 − u2, −u2^2 u1 + ( u2^2 + u1^2 ) x5, −u1^2 u2 + ( u2^2 + u1^2 ) x6, −u1 + 4 x7, −u2 + 4 x8]

> normalf(g, F, [x],plex);

0 Zájemcùm doporuèuji zkusit si dalźí jednoduché (èi slo¿itìjźí) úlohy samostatnì.

LITERATURA 53

Literatura

[1] B. Buchberger. Groebner bases: an algorithmic method in polynomial ideal theory.

In N. K. Bose, editor, Multidimensional Systems Theory, pages 184{232. D. Reidel Publishing Company, Dordrecht, 1985.

[2] David Cox, John Little, and Donal O’Shea. Ideals, Varieties, and Algorithms.

Undergraduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, Inc., 1992.