Jan Slovák

Algebraická geometrie

øíjen 1995 { kvìten 1996

OBSAH i

Obsah

1 Pøíklady a motivace 1

2 Projektivní rozźíøení a˛nního prostoru 10

3 Polynomy 13

4 A˛nní variety 24

5 Projektivní variety 36

6 Homogenní polynomy 44

7 Rovinné algebraické køivky 51

8 Dodatek 62

8.1 Nìkolik obrázkù køivek (ag0.ms) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 8.2 Komplexní kru¿nice, singulární body, teèny (ag1.ms) . . . . . . . . . . 62 8.3 Køivky v prostoru, teèny a teèné ku¿ely (ag2.ms) . . . . . . . . . . . . 64 8.4 Deformace singularit køivek (ag3.ms) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 8.5 Pøíklady ploch v R^3 (ag4.ms) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 8.6 Teèné prostory a ku¿ely ploch a køivek (ag5.ms) . . . . . . . . . . . . . 66 8.7 A˛nní variety (ag6.ms) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 8.8 Projektivní rozźíøení rovinných køivek (ag7.ms) . . . . . . . . . . . . . . 68 8.9 Projektivní rozźíøení prostorových køivek (ag8.ms) . . . . . . . . . . . . 71 8.10 Homogenní polynomy (resultanty) (ag9.ms) . . . . . . . . . . . . . . . 73 8.11 In‚exe rovinných køivek (ag10.ms) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 8.12 Poláry rovinných køivek (ag11.ms) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

1 PØÍKLADY A MOTIVACE 1

Obr. 1: Køivky zadané f(x, y) = x^3 − y^2 a f(x, y) = x^3 + x^2 − y^2

1 Pøíklady a motivace

Pøedmìtem (klasické) algebraické geometrie je studium objektù zadaných algebraickými rovnicemi nebo parametrizacemi, zejména jejich geometrických vlastností.

V této úvodní èástí si uvedeme nìkolik motivujících pøíkladù a pokusíme se diskutovat problémy související s vhodným vymezením tøídy objektù, které budou pøedmìtem naźeho zájmu.

1.1 Køivky v a˛nní rovinì R^2. Ka¿dý nenulový polynom f(x, y) ve dvou promìn-

ných zadává þkøivkuß v R^2 rovnicí f(x, y) = 0. Jde tedy o mno¿inu nulových bodù jednoho polynomu f, budeme ji znaèit K = V(f). Odvoïte si, ¿e je-li f = f_1 . . . f_k, pak V(f) = V(f_1) ∪ · · · ∪ V(f_k).

Pøíklady takto zadaných køivek jsou ovedeny na obrázcích 1 { 2.

1.2 Parametrizace køivek. Køivky se mù¿eme pokusit zadat rovnicemi x = f(t), y = g(t), kde f, g ∈ R[t]. Køivka je pak zadaná jako þpolynomiální vlo¿eníß reálné pøímky do roviny.

Napøíklad rovnice x = −1 + t, y = t(1 − t^2) dává køivku V(x^3 + x^2 − y^2), viz. obrázek 1. (Tuto parametrizaci snadno odvodíte výpoètem prùnikù pøímek y = tx s naźí køivkou, tj. parametrizujeme smìrnicí tìchto pøímek.)

O nìco více køivek obdr¿íme, kdy¿ budeme v parametrizaci uva¿ovat podíly polynomù f =^{f1}_{f2} , g =^{g1}_{g2} . Hovoøíme pak o racionální parametrizaci. Pøíkladem mù¿e být parametrizace kru¿nice x = 2t 1 + t^2 , y = −1 + t^2 1 + t^2 kterou obdr¿íme tzv. stereogra˛ckou projekcí, viz. obrázek 3. (Spoètìte si sami!) Vźimnìme si, ¿e tentokrát vlo¿ení reálné pøímky dá pouze þskoro vźechny bodyß parametrizované variety, jeden z nich (tj. bod z kterého promítáme) toti¿ není dosa¿itelný pro ¿ádnou hodnotu parametru t. To není zpùsobeno naźí neźikovností, z rozdílných topologických vlastností pøímky a kru¿nice toti¿ vyplývá, ¿e globální parametrizace existovat

Obr. 2: Køivky zadané f(x, y) = 2x^4 − 3x^2y + y^2 − 2y^3 + y^4 a f(x, y) = x^2 − y^2

nemù¿e.

1.3 Problémy s R^2.

• Proto¿e R není algebraicky uzavøené pole, máme problémy s existencí koøenù polynomù. V dùsledku toho se pøi malé zmìnì koe˛cientù zadávající rovnice mù¿e drasticky zmìnit výsledná varieta. Nabízí se pracovat s komplexními polynomy v

C [x, y] a jimi zadanými podmno¿inami c C^2 . To nás nemusí nijak dìsit, naopak

naźe pùvodnì reálné køivky jsou obsa¿eny ve svých þkomplexi˛kacíchß (reálné polynomy prostì chápeme jako komplexní, které mají náhodou reálné koe˛cienty) a pouze získáváme bohatìjźí nástroje pro popis jejich vlastností (imaginární teèny apod.).

• Chybí nám þnevlastní bodyß. Napø. pøi parametrizaci kru¿nice mù¿eme chybìjící bod popsat jako obraz jediného nevlastního bodu reálné pøímky, tj. bodu v þnekoneènuß. Tìchto problémù se nejlépe zbavíme tím, ¿e budeme pracovat v tzv. projektivním rozźíøení (reálné nebo komplexní) roviny.

Naznaèený technický postup sice s sebou nese ponìkud slo¿itìjźí algebraický aparát, vede ale k daleko bohatìjźí, pøehlednìjźí a symetriètìjźí teorii.

1.4 Pøíklad (Komplexní kru¿nice). Uva¿me mno¿iny bodù X^ε = V(z^2_1 +z^2 −ε) ⊂

C^2 pro libovolné ε ∈ R \ {0}. Pøísluźné reálné køivky jsou

X^εR = X^ε ∩ R^2 = kru¿nice s polomìrem √ ε ε > 0 ∅ ε < 0 Budeme psát z_j = x_j + iy_j = x_j + √ −1y_j, je tedy X^ε zadáno jako podmno¿ina v R^4 systémem dvou reálných rovnic

Re(z^2_1 + z^2 − ε) = x^2_1 + x^2 − y^2_1 − y^2 − ε = 0 Im(z^2_1 + z^2 − ε) = 2(x_1y_1 + x_2y_2) = 0

1 PØÍKLADY A MOTIVACE 3

P = (0, 1)

(t, 0)

(x, y) y

(t^0, 0)

(x^0, y^0) x

Obr. 3: Stereogra˛cká projekce kru¿nice

Lze proto oèekávat, ¿e X^ε bude þdvourozmìrná plochaß v R^4, zkusíme si ji pøedstavit jako plochu v R^3 ve vhodném prùmìtu R^4 → R^3. Zvolme si za tím úèelem zobrazení φ_+ : (x_1, x_2, y_1, y_2) → (x_1, x_2, x_1y_2 − x_2y_1 √ (x^2_1 + x^2) )

Oznaème jeźtì V podmno¿inu v R^4 zadanou druhou naźí rovnicí, tj. V = {(x_1, x_2, y_1, y_2); x_1y_1 + x_2y_2 = 0, (x_1, x_2) ≠ (0, 0)}.

Zú¿ení zobrazení φ_+ na V je invertibilní a jeho inverze ψ_+ je dána ψ_+ : (u, v, w) → (u, v, −vw √ u^2 + v^2 , uw √ u^2 + v^2 ). Vźimnìme si nyní, ¿e x_1y_2 − x_2y_1 √ x^2_1 + x^2 2 = y^2_1 + y^2 a odtud vyplývá φ_+(V ∩ X^ε) = H^ε = {(u, v, w); u^2 + v^2 − w^2 − |ε| = 0}.

Nyní mù¿eme slo¿it zkonstruovaná zobrazení φ_ε : X^ε → V^{φ+}−→ R^3 \ {(0, 0, 0)} ⊃ H^ε

reálná část kružnice při ε > 0

Obr. 4: Zobrazení komplexní kru¿nice do R^3

a pro ka¿dé ε > 0 získáme bijekci φ_ε : X^ε → H^ε. Reálná èást této variety je þneju¿źí kru¿niceß na jednodílném rotaèním hyperboloidu H^ε, viz. obrázek 4.

Pro ε < 0 mù¿eme zopakovat pøedchozí úvahy, pouze v de˛nici φ_+ pøehodíme promìnné x a y a znaménka:

φ_− : (x_1, x_2, y_1, y_2) → (−y_1, −y_2,

−y_1x_2 + y_2x_1 √ (y^2_1 + y^2) )

co¿ pøivodí zmìnu inverze ψ_− ψ_+ : (u, v, w) → ( −vw √ u^2 + v^2 , uw √ u^2 + v^2 , −u, −v). Nyní je opìt H^ε jednodílý rotaèní hyperboloid, ovźem jeho reálná èást je X^εR = ∅.

V komplexním pøípadì mù¿eme pozorovat, ¿e pøi spojité zmìnì koe˛cientù se výsledná varieta vìtźinou v podstatì nemìní, a¿ na jisté þkastastro˛ckéß body, kdy mù¿e dojít ke kvalitativnímu skoku. Øíká se tomu princip permanence. V reálném pøípadì tento princip vùbec neplatí.

1.5 Projektivní rozźíøení pøímky a roviny. Reálný prostor P_1(R) je de˛nován jako

mno¿ina vźech smìrù v R^2, tj. jeho body jsou jednorozmìrné podprostory vektorového prostoru R^2.

Komplexní projektivní prostor P_1(C ) je de˛nován jako mno¿ina vźech smìrù v C^2 , jeho body jsou tedy jednorozmìrné podprostory komplexního vektorového prostoru C^2 .

Analogicky, body reálných, resp. komplexních, dvourozmìrných projektivních prostorù jsou de˛novány jako smìry v R^3, resp. C^3 , viz. obrázky 5, 6.

1 PØÍKLADY A MOTIVACE 5

vlastní body se souřadnicemi (x, 1)

jediný nevlastní bod, směr (1 : 0) x y

Obr. 5: Ilustrace de˛nice projektivních roźíøení

přímka nevlastních bodů vlastní body se souřadnicemi (x, y, 1) přímka zadaná dvěma body

x

y z

Obr. 6: Projektivní roźíøení a˛nní roviny

Zkusme si nyní rozźíøit de˛nici stereogra˛cké projekce tak, aby kru¿nice byla parametrizována body P_1(R). Podívejme se tedy, jak bude vypadat odpovídající zobrazení

P1(R) → P2(R^2). Body v projektivních rozźíøeních budeme zadávat tzv. homogenními

souøadnicemi, které jsou dány a¿ na spoleèný násobek. Napø. body v P_2(R) budou (x : y : z).

Kru¿nice v rovinì z = 1 je dána jako prùnik ku¿ele smìrù zadaných rovnicí x^2 + y^2 − z^2 = 0 s touto rovinou. Inverzi k sterogra˛cké projekci (tj. naźí parametrizaci kru¿nice) mù¿eme nyní zapsat takto:

(t : 1) → ( 2t 1 + t^2 : t^2 − 1 t^2 + 1

: 1) = (2t : t^2 − 1 : t^2 + 1).

Pøitom je pro t ≠ 0 (t : 1) = (2t^2 : 2t) a pùvodní stereogra˛ckou projekci (tj. inverzi pøedchozí zobrazení) mù¿eme také zapsat pomocí lineárního pøedpisu

(x : y : z) → (y + z : x)

který rozźiøuje naźí parametrizaci i na nevlastní bod (0 : 1) → (0 : 1 : 1). Zobrazní celého P_1(R) na kru¿nici má pak þlineárníß zápis

P1(R) ∋ (x : y) → (2x : x − y : x + y) ∈ P2(R).

Podívejme se jeźtì, jak jednoduché je spoèíst pøímo vzorec pro stereogra˛ckou projekci v projektivních rozźíøeních: Vlo¿íme si P_1(R) jako body s homogenními souøadnicemi (t : 0 : 1) a mezi lineárními kombinacemi bodù (0 : 1 : −1) (tj. pól ze kterého promítáme) a (x : y : z) (obecný bod kru¿nice) musíme najít ten, který má souøadnice (u : 0 : v). Jediná mo¿nost je bod (x : 0 : z + y), co¿ je náź pøedchozí vztah.

1.6 Problémy. Mù¿eme si nyní vytyèit problémy, kterými se budeme zabývat.

• Jak vhodnì de˛novat obecné objekty podobné køivkám, zejména ve vyźźích dimenzích?

• Jaké algebraické nástroje máme k dispozici pro studium takových objektù?

• Jaká jsou vhodná zobrazení zachovávající podstatné vlastnosti naźich objektù?

• Jak poznat, ¿e geometrické vlastnosti dvou objektù naźí tøídy jsou stejné?

• Jak nalézt body naźich objektù, v nich¿ se výraznì projevují jejich vlastnosti, a jak studovat chování objektu v okolí takových bodù?

• Jak studovat globální vlastnosti naźich objektù?

Zdaleka se nám nepodaøí uspokojivì vypracovat odpovìdi na vźechny naznaèené otázky, na konci pøednáźek by vźak posluchaè mìl mít alespoò jistou pøedstavu, jaké techniky by k uspokojivé teorii vést mohly.

1.7 Singularity køivek. Zatím budeme úplnì ignorovat zásadní problém, jak budou

naźe úvahy týkající se køivky K = V(f) záviset na volbì de˛nujícího polynomu f. Z technických dùvodù vźak budeme pøedpokládat, ¿e neexistují polynomy g, h takové,

1 PØÍKLADY A MOTIVACE 7

¿e f = gh. Rovnici f = 0 budeme øíkat redukovaná rovnice nerozlo¿itelné køivky K a stupeò polynomu f je stupeò køivky K.

Ka¿dá pøímka L v a˛nním prostoru R^2 je zadána parametricky rovnicemi (x, y) = (a, b) + t(u, v). Dosazením do polynomu f dostaneme polynom g(t) = f(a + tu, b + tv) v jedné promìnné t. Body prùniku L ∩ K jsou dány koøeny tohoto polynomu. Násobné koøeny t_0 vypovídají o dotyku vyźźího øádu a zadávají teèny køivky K v bodech (a + t_0u, b + t_0v). Zvolíme-li pevnì bod (a, b) ∈ K, a hledáme (u, v) takové, aby t = 0 byl násobný koøen, dostaneme vztah dg dt = ∂f ∂x (a, b) · u + ∂f ∂y (a, b) · v) = 0. Tato rovnice má prostor øeźení dimenze 1 právì, kdy¿ alespoò jedna z parciálních derivací f v (a, b) je nenulová. Takové body nazýváme regulární body køivky K. Ostatní jsou singulární body køivky K.

1.8 Teèny v singulárních bodech. Právì studium chování køivky v okolí singu-

lárních bodù nám podá dobrou informaci o celé køivce. Vźechny pøímky procházející takovým bodem sice mají dotyk vyźźího øádu, jistì je ale vźechny nechceme pova¿ovat za teèny. Podle Taylorovy vìty (snad dobøe známé z matematické analýzy) má polynom f rozvoj v singulárním bodì (a, b) f(x, y) = f(a, b) =0 proto¿e (a,b∈K) + ∂f ∂x (a, b)(x − a) + ∂f ∂y (y − b) =0 proto¿e je (a,b) singulární +

+ ∂^2f ∂x^2 (a, b)(x − a)^2 +

∂^2f ∂x∂y (a, b)(x − a)(y − b) + ∂^2f ∂y^2 (a, b)(y − a)^2 + . . . Pøedpokládejme, ¿e f_r(x − a, y − b) = ∑r i=1 ∂^rf ∂x^i∂y^{r−i} (a, b)(x − a) i(y − a)^{r−i} je první nenulová homogenní èást. Pak mno¿ina vźech øeźení (u : v) rovnice f_r(u, v) = 0 dává smìrové vektory teèen v singulárním bodì (a, b). Mno¿inu vźech tìchto teèen nazýváme teèný ku¿el køivky K v singulárním bodì (a, b).

1.9 Pøíklad. Pro nám ji¿ známou kubickou køivku K = V(x^3 + x^2 − y^2) snadno spoè-

teme, ¿e její jediný singulární bod je (0, 0), první nenulová homogenní èást polynomu je x^2 − y^2, teèný ku¿el je tedy tvoøen dvìma pøímkami x ± y = 0, viz. obrázek 7.

1.10 Objekty ve vyźźích dimenzích. Pøímou analogií køivek v C^2 jsou plochy v

C^3, které jsou opìt zadány jediným polynomem. Pokud chceme obdr¿et køivky v C^3 ,

musíme pou¿ít polynomy alespoò dva, tj. køivku zadáme jako prùnik dvou ploch.

Pro plochy mù¿eme poèítat teèny v regulárních bodech a teèné ku¿ely v singulárních bodech velmi podobnì jako tomu bylo u køivek v rovinì. Napø. v regulárních bodech je alespoò jedna parciální derivace nenulová a získaná rovnice pro smìrové vektory pøímek majících protínání vyźźího stupnì bude mít prostor øeźení kodimenze jedna, tj. pro plochy v R^3 dostaneme právì teèné roviny. V singulárních bodech dostaneme opravdové analogie ku¿elù (které ovźem mohou zdegenerovat napø. na dvojici rovin).

Obr. 7: Teèný ku¿el køivky V(x^3 + x^2 − y^2) v singulárním bodì a plocha V(x^2 − y^2z^2 + z^3) ⊂ R^3

Jako pøíklad køivek nám mù¿e slou¿it tzv. tvistovaná kubika V(y − x^2, z − x^3) v

R^3 znázornìná (vèetnì odpovídajících ploch z de˛nujících polynomù) na obrázku 8.

Uvìdomme si, ¿e u køivek u¿ de˛nice teèných prostorù není zdaleka tak jednoduchá. Uvidíme, ¿e ve skuteènosti není ani tak slo¿ité teèné prostory v regulárních bodech de˛novat, jako je spolehlivì spoèíst z generujících polynomù.

1.11 Deformace singularit. Jednoduchý postup jak zjistit chování køivky v okolí

regulárního bodu je spoèíst její teènu v tomto bodì. Pro singulární body je to s teènami slo¿itìjźí, èasto vźak staèí libovolnì málo pozmìnit vhodný parametr (tj. koe˛cient) de˛nujícího polynomu a singularita vymizí. Díky principu permanence pak z chování teèen pro blízké hodnoty parametru mù¿eme usuzovat na typ pùvodní singularity. Ji¿ jsme se potkali se singularitou v poèátku u køivek V(x^3 − y^2) a V(x^3 + x^2 − y^2). Uva¿me polynomy

f_ε = x^3 − y^2 − ε, g_δ = x^3 + δx^2 − y^2, h_{ε,δ} = x^3 + δx^2 − y^2 − ε.

Polynomy f_0 a g_0 dávají první z naźich køivek, g_1 dá druhou.

Podívejme se nejprve na chování køivek V(g_δ). Snadno spoèteme, ¿e v¿dy mají pouze jeden singulární bod (0, 0), jeho typ je ovźem zcela odliźný pro δ < 0 a δ > 0. Je-li δ kladné, pak nám vyjdou dvì reálné teèny ve smìrech (1 : ± √ δ), zatímco pro δ < 0 vyjdou obì teèny imaginární, je proto poèátek izolovaným bodem køivky, viz. levý obrázek na 9.

Pøi deformacích f_ε je situace jeźtì daleko jednoduźźí. Pro nenulové ε toti¿ budou vźechny body køivky regulární, viz. pravý obrázek na 9.

V obou pøípadech získáváme jasnou pøedstavu o typu singularity Neilovy paraboly V(x^3 − y^2). Diskuzí souèasných deformací h_{ε,δ} dospìjeme ke køivce hodnot parametrù V(ε)∪V(ε−^{4δ3}_{27} ), pro které køivky obsahují nìjaký singulární bod, pro vźechny hodnoty vnì této køivky jsou vźechny body regulární. Tvar køivky se pøitom podstatnì mìní

1 PØÍKLADY A MOTIVACE 9

Obr. 8: Tvistovaná kubika v R^3

Obr. 9: Deformace singularit køivek pouze pøi pøechodech mezi uvedenými ètyømi oblastmi. Hodnoty odpovídající Neilovì parabole jsou právì jediným bodem spoleèným vźem ètyøem oblastem.

2 Projektivní rozźíøení a˛nního prostoru

2.1 De˛nice. n{rozmìrný projektivní prostor nad polem K je mno¿ina jednorozmìr-

ných podprostorù v K^{n+1}, znaèíme jej P_n(K). Je-li p ∈ P_n(K), nazýváme libovolný nenulový vektor x = (x_0, . . . , x_n) ∈ p ⊂ R^n homogenní souøadnice bodu p. Píźeme p = (x_0 : . . . : x_n).

2.2 Vìta. Podmno¿iny U_i = {(x_0 : . . . : x_n) ∈ P_n(K); x_i ≠ 0} jsou a˛nní prostory se zamìøením K^n . Pøitom P^n(K) \ U_i ∼= P_{n−1}(K).

Dùkaz: Homogenní souøadnice jsou urèeny jednoznaènì, a¿ na násobek skalárem z

K. Proto¿e K je pole a xi ≠ 0, lze v¿dy najít právì jeden skalár λ ∈ K tak, ¿e

(λx_0, . . . , λx_n) mají na i{tém místì 1. Touto volbou u¿ jsou zbylé hodnoty λx_0, . . . , λx_n dány jednoznaènì. Tím tedy máme zkonstruováno zobrazení φ : K^n → Ui, (y1, . . . , yn) → (y1, . . . , yi, 1, yi+1, . . . , yn) a zøejmì jde o bijekci. Naopak, zobrazení ψ : U_i → K_n , (x_0, . . . , x_{i−1}, x_i, x_{i+1}, . . . , x_n) → 1 x_i (x_0, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_n) je dobøe de˛nováno a platí φ ∘ ψ = id_{Ui} , ψ ∘ φ = idKn .

Zøejmì platí P_n(K) \ U_i = {(x_0 : x_1 : . . . : x_n) ∈ P_n(K); x_i = 0}. Pøitom zbylé skaláry x_0, . . . , x_n jsou opìt urèeny a¿ na násobek a zobrazení η : Pn(K) \ Ui → Pn−1(K) (x_0 : x_1 : . . . : x_{i−1} : 0 : x_{i+1} : . . . : x_n) → (x_0 : . . . : x_{i−1} : x_{i+1} : . . . : x_n)

je dobøe de˛novaná bijekce. �

2.3 Poznámka. Mno¿ina H_i = P_n(K) \ U_i se nazývá projektivní nadrovina bodù v nekoneènu. Celý projektivní prostor P_n(K) lze také zkonstruovat tak, ¿e zaèneme s a˛nní rovinou U_0 a vytvoøíme její þprojektivní rozźíøeníß pøidáním H_0 = P_{n−1}(K), kde H_0 lze chápat jako mno¿inu smìrù v U_0 (de˛novaných jako tøída ekvivalence rovnobì¿ných pøímek v K^n ).

Souøadnì pak vzniklý prostor popisujeme tak, ¿e pro þkoneèné bodyß (x_1, . . . , x_n) ∈ U_0 u¿íváme souøadnice (1, x_1, . . . , x_n), zatímco pro þbody v nekoneènuß u¿íváme souøadnice (0, y_1, . . . , y_n) ∈ H_0, a vźechny souøadnice jsou urèeny a¿ na násobek jednoznaènì.

2.4 Pøíklad. V a˛nním prostoru R^2 uva¿ujme dvì pøímky L_1 : y − x − 1 = 0 a L_2 : y − x + 1 = 0.

Jestli¿e budeme body pøímek L_1 a L_2 chápat jako koneèné body (tj. body v U_2) v

2 PROJEKTIVNÍ ROZľÍØENÍ AFINNÍHO PROSTORU 11

projektivním prostoru P_2(R^2), budou zjevnì jejich homogenní souøadnice (x : y : z) splòovat rovnice L_1 : y − x − z = 0, L_2 : y − x + z = 0.

Podívejme se, jak budou rovnice tìchto pøímek vypadat v souøadnicích v U_1. Za tím úèelem staèí dosadit y = 1 do pøedchozích rovnic:

L^′_1 : 1 − x − z = 0, L^′_2 : 1 − x + z = 0

Nyní jsou þnekoneènéß body naźí pùvodní a˛nní roviny U_2 dány vztahem z = 0 a vidíme, ¿e naźe pøímky L^′_1 a L^′_2 se protínají v bodì (1, 1, 0) ∈ U_1. To odpovídá geometrické pøedstavì, ¿e rovnobì¿né pøímky L_1, L_2 ⊂ U_2 v a˛nní rovinì se protínají v nekoneènu (a to v bodì (1 : 1 : 0)).

2.5 De˛nice. Projektivní pøímka v projektivním prostoru P_n(K) je mno¿ina bodù

p ∈ Pn(K) taková, ¿e jejich homogenní souøadnice p = (x0 : · · · : xn) zaplní právì

vźechny nenulové vektory 2{rozmìrného podprostoru v K_{n+1} .

Obecnì, podprostor v P_n(K) dimenze k je mno¿ina bodù, jejich¿ homogenní souøadnice vyplní (k +1){rozmìrný podprostor v K^{n+1} . Ekvivalentnì, k{rozmìrný podprostor

v Pn(K) je podmno¿ina v K^{n+1} , zadaná v homogenních souøadnicích systémem (n − k)

nezávislých lineárních homogenních rovnic.

2.6 Pøíklad.

1. Ka¿dé dvì rùzné pøímky v P_2(R) se protínají v jednom bodì. (Je-li L_1 : ax+by + cz = 0, L_2 = dx+ey +fz = 0 a (a : b : c) ≠ (d : e : f), pak homogenní souøadnice bodù prùniku jsou vźechna øeźení systému tìchto dvou nezávislých homogenních rovnic. Jde tedy o právì jeden bod v P_2(K).)

2. Ka¿dé dva rùzné body v P_2(R) urèují jedinou pøímku je obsahující. (Dosazením

homogenních souøadnic dvou rùzných bodù do obecné rovnice ax + by + cz = 0 pøímky

v P2(K) získáme systém dvou nezávislých rovnic pro koe˛cienty a, b, c, proto dostaneme

právì jedno øeźení a¿ na násobek.)

3. Ka¿dé dvì rùzné roviny v P_3(R) se protínají v jediné projektivní pøímce. (Roviny

jsou dány rovnicemi σ_1 : a_1x + b_1y + c_1z + d_1w = 0, σ_2 : a_2x + b_2y + c_2z + d_2w = 0, které jsou nezávislé, proto¿e σ_1 ≠ σ_2. Prostor vźech øeźení systému tìchto dvou rovnic je tedy dvourozmìrný, proto zadává projektivní pøímku. Spoètìte si, ¿e pro rovnobì¿né roviny v a˛nní rovinì U_3 dostaneme pøímku, její¿ vźechny body le¿í v H_3, tzv. projektivní pøímku bodù v nekoneènu!)

2.7 Projektivní souøadné systémy. Podle naźí de˛nice je P_n(K) mno¿ina vźech

jednorozmìrných podprostorù v K^{n+1} a pomocí standardních souøadnic (tj. standardní báze) v K^{n+1} jsme de˛novali homogenní souøadnice. Zcela stejným zpùsobem lze ovźem pou¿ít libovolnou bázi v K^{n+1}. Opìt bude ka¿dý jednorozmìrný podprostor zadán souøadnicemi libovolného svého nenulového vektoru ve vybrané bázi. Hovoøíme o projektivním souøadném systému urèeném bazí e_1, . . . , e_n prostoru K^{n+1} . Podobnì jako pro homogenní souøadnice jsou projektivní souøadnice (x_0, . . . , x_n) bodu p ∈ P^n(K) (v pøísluźné projektivní souøadné soustavì) dány vektorem v ∈ p, v = x_0e_0 + ... + x_ne_n.

Z lineární algebry známe, jak se mìní souøadnice vektorù pøi zmìnách bazí, v¿dy se jedná o násobení vhodnou invertibilní maticí (zleva). Nechż tedy jsou v K^n zvoleny báze e_0, . . . , e_n a e^′_0, . . . , e^′_n a pøísluźná matice pøechodu A nechż má prvky a_{ij}. Tzn., ¿e souøadnice x = (x_0, . . . , x_n) odpovídají souøadnicím x^′ = (x^′_0, . . . , x^′_n) = A · x^T . (Musí tedy platit e_i = a_{0i}e^′_0 + · · · + a_{ni}e^′_n.)

Naopak, kdykoliv zvolíme invertibilní matici A s n + 1 øádky a sloupci, dostaneme zobrazení P_n(K) → P_n(K), které homogenní souøadnice x^T zobrazí na A · x^T . Taková zobrazení nazýváme kolineace a je zøejmé, ¿e matice kolineace je urèena a¿ na násobek skalárem. Podívejme se nyní, jak takové kolineace mohou vypadat. V a˛nních podprostorech U_0, U_1 ⊂ P_n(K) získáme zejména speciální volbou matic tvaru

A = 1 0 0 . . . 0 a_{10} a_{11} a_{12} . . . a_{1n} . . . . a_{n0} a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn} , B = b_{00} b_{01} b_{02} . . . b_{0n} 0 1 0 . . . 0 . . . . b_{n0} b_{n1} b_{n2} . . . b_{nn} vźechny a˛nní transformace U_0 → U_0 a vźechny a˛nní transformace U_1 → U_1. Vźimnìme si, ¿e pevnou volbou a_{00} = 1, resp. b_{11} = 1, jsme ji¿ jednoznaènì vybrali matici A, resp. B, zadávající danou kolineaci. Souèiny matic tìchto dvou typù ji¿ snadno získáme vźechny invertibilní matice. Vidíme, ¿e kolineace jsou pøesnì zobrazení, která získáme þrozźíøenímß a˛nních zobrazení na celá projektivní rozźíøení a˛nních prostorù.

2.8 Poznámka. Obecnìji, projektivní prostor P(V ) je de˛nován jako mno¿ina jedno-

rozmìrných podprostorù ve vektorovém prostoru V a kolineace jsou taková zobrazení

φ : P(V ) → P(W ), pro která existují invertibilní lineární zobrazení ψ : V ∈ W , tak ¿e φ(⟨v⟩) = ⟨ψ(v)⟩. 2.9 Projektivní nadroviny. Projektivní podprostory v P_n(K) dimenze n − 1 se

nazývají projektivní nadroviny. Vznikají øeźením jediné nenulové rovnice a_0x_0 + · · · + a_nx_n = 0 pro homogenní souøadnice. Proto¿e koe˛cienty této rovnice jsou urèeny a¿ na násobek, lze nadrovinu ztoto¿nit s bodem (a_0 : a_1 : · · · : a_n) ∈ P_n(K). Proto se mno¿inì vźech nadrovin v P_n(K) øíká duální projektivní prostor k prostoru P_n(K). Tento prostor oznaèujeme P_n(K^∗ ).

2.10 De˛nice. Jsou-li M ⊂ P_n(K) a M^′ ⊂ P_n(K) dvì mno¿iny bodù takové, ¿e

existuje kolineace φ : P_n(K) → P_n(K) splòující φ(M) = M^′, pak øíkáme, ¿e mno¿iny M a M^′ jsou projektivnì ekvivalentní.

2.11 Body v obecné poloze. Je evidentní, ¿e výbìrem souøadnic, tj. popisem nì-

jakého objektu v homogenních nebo jiných projektivních souøadnicích nemohou být ovlivnìny geometrické vlastnosti studovaného objektu. Zejména musí být vźechny geometrické vlastnostnosti invariantní vzhledem k pùsobení kolineací. Vźimnìme si nyní nejjednoduźźích objektù, koneèných podmno¿in bodù projektivních prostorù.

O (n + 1) bodech p_1, . . . , p_{n+1} ∈ P_n(K) øekneme, ¿e jsou v obecné poloze, jestli¿e neexistuje projektivní nadrovina σ ⊂ P_n(K) obsahující vźechny p_i, i = 1, . . . , n + 1. O mno¿inì bodù M ⊂ P_n(K) mohutnosti vìtźí ne¿ n + 1 øekneme, ¿e je v obecné poloze, je-li ka¿dá její podmno¿ina n + 1 bodù v obecné poloze. Je zøejmé, ¿e vźechny mno¿iny M = p_1, . . . , p_{n+1} bodù v obecné poloze jsou projektivnì ekvivalentní.

3 POLYNOMY 13

(Zvolíme-li nenulové vektory v_1 ∈ p_1, . . . , v_{n+1} ∈ p_{n+1}, jsou tyto jistì lineárnì nezávislé a proto máme bázi na K^{n+1} , tj. projektivní souøadnice na P_n(K), ve které je p_1 = (1 : 0 : 0 : · · · : 0), p_2 = (0 : 1 : 0 : · · · : 0), . . . , p_{n+1} = (0 : · · · : 0 : 1).) 2.12 Vìta. Buïte p_1, . . . , p_{n+2} a q_1, . . . , q_{n+2} dvì skupiny bodù v P^n(K) v obecné poloze. Pak existuje kolineace φ : P^n(K) → P^n(K) taková, ¿e φ(p_i) = q_i. Dùkaz: Proto¿e body p_1, . . . , p_{n+1} jsou v obecné poloze, de˛nují jejich libovolnì zvolené homogenní souøadnice v K^{n+1} projektivní souøadnice na P_n(K). Homogenní souøadnice bodu p_{n+2} pak mù¿eme vyjádøit jako

(x^{n+2}_0 : · · · : x^{n+2}_n ) = λ_1(x^1_0 : · · · : x^1_n) + · · · + λ_{n+1}(x^{n+1}_0 : · · · : x^{n+1}_n ).

Pøitom vźechny koe˛cienty λ_1, . . . , λ_{n+1} musí být nenulové, proto¿e jinak by nìkterých n + 1 bodù le¿elo v jedné nadrovinì. Toté¿ platí pro body q_1, . . . , q_{n+2}, nechż tedy bod q_{n+2} má souøadné vyjádøení

(y^{n+2}_0 : · · · : y^{n+2}_n ) = ~λ_1(y^1_0 : · · · : y^1_n) + · · · + ~λ_{n+1}(y^{n+1}_0 : · · · : y^{n+1}_n ).

Zvolíme (jednoznaènì urèené a invertibilní) lineární zobrazení ψ : K^{n+1} → K^{n+1} zobrazující (λ_i(x^i_0, . . . , x^i_n) na ~λ_i(y^i_0, . . . , y^i_n), i = 1, . . . , n + 1. Pøísluźná kolineace φ zobrazí p_i na q_i a

(x^{n+2}_0 : · · · : x^{n+2}_n ) → ~λ_1(y^1_0 : · · · : y^1_n) + · · · + ~λ_{n+1}(y^{n+1}_0 : · · · : y^{n+1}_n ) = (y^{n+2}_0 : · · · : y^{n+2}_n ) � 3 Polynomy

3.1 De˛nice. Nechż K je komutativní okruh.^1 Polynom f nad okruhem koe˛cientù

K je výraz f = anx^n + · · · + a1x + a0, kde an, . . . , a0 ∈ K, an ≠ 0. Øíkáme, ¿e f má

stupeò n, znaèíme deg f = n. Mno¿inu vźech polynomù nad okruhem koe˛cientù K (v promìnné x) znaèíme K[x].

Polynom lze v¿dy chápat jako zobrazení^2 f : K → K, b → f(b) = a_nb^n+· · ·+a_1b+a_0. Souèet polynomù f = a_nx^n + · · · + a_0 a g = b_mx^m + · · · + b_0 je dán formálním seètením koe˛cientù

f + g = a_nx^n + · · · + a_0 + b_mx^m + · · · + b_0 = (a_0 + b_0) + (a_1 + b_1)x + . . .

a souèin polynomù f a g je dán formálním souèinem

f · g = (a_0 + · · · + a_nx^n)(b_0 + · · · + b_mx^m) = n+m∑ j=0 ( j∑ i=0 a_ib_{j−i})x^j. Takto de˛nované sèítání a násobení zadává na K[x] strukturu komutativního okruhu s jednièkou.

1Uvidíme v dalźím, ¿e budeme uva¿ovat výhradnì okruhy bez dìlitelù nuly. 2Pro rozumné okruhy K jsou si dva polynomy f a g rovny (jako formální výrazy) právì, kdy¿ urèují stejné zobrazení.

Sèítání a násobení polynomù je kompatibilní se sèítáním a násobením zobrazení, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a) a (f · g)(a) = f(a)g(a). Vźimnìme si, ¿e znak · znaèí násobení v okruhu K[x] zatímco násobení v K znaèíme prostým zøetìzením výrazù.

3.2 Polynomy více promìnných. Okruhy polynomù v promìnných x_1, . . . , x_r de-

˛nujeme induktivnì vztahem K[x1, . . . , xr] := K[x1, . . . , xr−1][xr]. Napø. K[x, y] = K[x][y], tzn. ¿e uva¿ujeme polynomy v promìnné y nad okruhem

K[x]. Snadno si ka¿dý ovìøí (proveïte si to!), ¿e polynomy v promìnných x1, . . . , xr lze

chápat jako výrazy vzniklé z písmen x_1, . . . , x_n a prvkù okruhu K koneèným poètem (formálního) sèítání a násobení v komutativním okruhu. Napøíklad prvky v K[x, y] jsou tvaru

f = a_n(x)y^n + a_{n−1}(x)y^{n−1} + · · · + a_0(x) = (a_{mn}x^m + · · · + a_{0n})y^n + · · · + (b_{p0}x^p + · · · + b_{00}) = c_{00} + c_{10}x + c_{01}y + c_{20}x^2 + c_{11}xy + c_{02}y^2 + . . .

Pro zjednoduźení zápisu zavádíme tzv. multiidexovou symboliku. Multiindex α délky r je r-tice nezáporných celých èísel (α_1, . . . , α_r). Celé èíslo |α| = α_1 + · · · + α_r nazýváme velikost multiindexu α. Struènì pak píźeme x^α místo x^{α1}_1 x^{α2}_2 . . . x^{αr}_r . Pro polynomy v r promìnných pak máme symbolické vyjádøení velice podobné obvyklému znaèení pro polynomy v jedné promìnné: f = ∑ |α|≤n a_αx^α, g = ∑ |β|≤m a_βx^β ∈ K[x_1, . . . , x_r].

Øíkáme, ¿e f má celkový stupeò n, je-li alespoò jeden z koe˛cientù s multiindexem α velikosti n nenulový.

Okam¿itì se také nabízejí analogické vzorce pro sèítání a násobení polynomù

f + g = ∑ |α|≤max(m,n) (a_α + b_α)x^α

fg = m+n∑ |γ|=0 ∑ α+β=γ (a_αb_β)x^γ

kde multiindexy se sèítají po slo¿kách a formálnì neexistující koe˛cienty pova¿ujeme za nulové.

Samozøejmì musíme ovìøit, ¿e tyto vzorce opravdu popisují sèítání a násobení v induktivnì de˛novaném okruhu polynomù v r promìnných. Doká¿eme to indukcí pøes poèet promìnných. Pøedpokládejme, ¿e vztahy platí v K[x_1, . . . , x_{r−1}] a poèítejme sou-

3 POLYNOMY 15 èet f = a_k(x_1, . . . , x_{r−1})x^k_r + · · · + a_0(x_1, . . . , x_{r−1}) = ( ∑ α a_{k,α}x^α ) x^k_r + . . .

g = b_l(x_1, . . . , x_{r−1})x^l_r + · · · + b_0(x_1, . . . , x_{r−1}) = ∑ β b_{l,β}x^β x^k_r + . . . f + g = ( a_0(x_1, . . . , x_{r−1}) + b_0(x_1, . . . , x_{r−1}) ) + + ( a_1(x_1, . . . , x_{r−1}) + b_1(x_1, . . . , x_{r−1}) ) x_r + . . . = (∑ γ (a_{k,γ} + b_{k,γ})(x_1, . . . , x_{r−1})^γ ) x^k_r + · · · + (∑ γ (a_{0,γ} + b_{0,γ})(x_1, . . . , x_{r−1})^γ )

= ∑ (γ,j) (a_{j,γ} + b_{j,γ})(x_1, . . . , x_{r−1})^γx^j_r. Podobnì se provede dùkaz pro souèin (proveïte!).

3.3 Lemma. Jestli¿e v okruhu K nejsou dìlitelé nuly, pak také v okruhu polynomù

K[x1, . . . , xr] nejsou dìlitelé nuly.

Dùkaz: Budeme postupovat indukcí pøes poèet promìnných r.^3 Pro r = 1 uva¿ujme polynomy f = a_nx^n_1 + · · · + a_1x_1 + a_0 a g = b_mx^m + · · · + b_0, pøièem¿ b_m ≠ 0 a a_n ≠ 0. Vedoucí èlen souèinu fg je a_nb_mx^{n+m}, proto¿e a_nb_m ≠ 0, zejména tedy je souèin nenulových polynomù opìt nenulový.

Pokud tvrzení platí pro r − 1 promìnných, pak pou¿ijeme pøedchozí úvahu pro okruh polynomù v jedné promìnné x_r s koe˛cienty v K[x_1, . . . , x_{r−1}]. �

3.4 Podílové tìleso. Nechż K je komutativní okruh (s jednièkou) bez dìlitelù nuly.

Jeho podílové tìleso de˛nujeme jako tøídy ekvivalence dvojic (a, b) ∈ K × K, b ≠ 0, které zapisujeme^a_b , a ekvivalence je dána a b = a^′ b^′ ⇔ ab^′ = a^′b. Sèítání a násobení de˛nujeme prostøednictvím reprezentantù tøíd a b + c d = ad + bc bd a b c d = ac bd Snadno se ovìøí korektnost této de˛nice a vźechny axiomy komutativního tìlesa. Zejména je^0_1 neutrální prvek vzhledem ke sèítání,^1 je neutrální prvek vzhledem k násobení a pro a ≠ 0, b ≠ 0 je^a_b^b_a =^1 .

Podílové tìleso okruhu K[x_1, . . . , x_r] nazýváme tìleso racionálních funkcí a znaèíme je K(x1 , . . . , xr). 3Dùkaz lze vést také pøímo s pou¿itím multiindexových formulí pro souèin, ale museli bychom si nade˛novat urèité vhodné uspoøádání monomù, abychom mohli pracovat s vedoucím koe˛cientem. Zkuste si to!)

3.5 Dìlitelnost a nerozlo¿itelnost. Nechż R je komutativní okruh bez dìlitelù nuly.

Øekneme, ¿e b je dìlitelné a a píźeme a|b, jestli¿e existuje c ∈ R takové, ¿e b = ac. Platí 1. je-li a|b a zároveò b|c pak také a|c

2. a|b a zároveò a|c pak také a|(αb + βc) pro vźechny α, β ∈ R

3. a|0 pro vźechny a ∈ R

4. je-li b = ac a b ≠ 0 pak c je jednoznaènì dáno volbou a, b (pro b = ac = ac^′ toti¿ 0 = a(c − c^′) a a ≠ 0)

5. invertibilní prvky v R (nazýváme je jednotky) tvoøí komutativní podgrupu vzhledem k operaci násobení

6. ka¿dý prvek a ∈ R je dìlitelný vźemi jednotkami e ∈ R a jejich násobky ae (plyne z existence e^{−1}) Øekneme, ¿e prvek a ∈ R je nerozlo¿itelný, jestli¿e je dìlitelný pouze jednotkami e ∈ R a jejich násobky ae. Øekneme, ¿e okruh R je obor integrity s jednoznaèným rozkladem, jestli¿e platí

7. pro ka¿dý nenulový prvek a ∈ R existují nerozlo¿itelné a_1, . . . , a_r ∈ R takové ¿e a = a_1a_2 . . . a_r

8. jsou-li prvky a_1, . . . , a_r a b_1, . . . , b_s nerozlo¿itelné, nejsou mezi nimi ¿ádné jednotky a a = a_1a_2 . . . a_r = b_1b_2 . . . b_s pak je r = s a ve vhodném pøeuspoøádání platí a_j = e_jb_j pro vhodné jednotky e_j.

3.6 Pøíklad.

1. Zje obor integrity s jednoznaèným rozkladem.

2. Ka¿dé pole (komutativní tìleso) je obor integrity s jednoznaèným rozkladem (a

ka¿dý nenulový prvek je jednotka).

3. Nechż R má prvky tvaru a_0 +^{∑k}_{i=1} a_i^{( 2ni} √ x^{mi} ) kde a_0, . . . , a_k ∈ Z, m_i, n ∈ Z_{>0}.

Pak jednotky jsou pouze prvky ±1, vźechny prvky s a_0 = 0 jsou rozlo¿itelné, ale napø. výraz x nelze vyjádøit jako souèin nerozlo¿itelných. (Nerozlo¿itelných je zde pøíliź málo.)

3.7 Vìta. Je-li R obor integrity s jednoznaèným rozkladem, pak také okruh polynomù R[x_1, . . . , x_r] je obor integrity s jednoznaèným rozkladem.

Dùkaz: Myźlenka dùkazu je velice jednoduchá. Staèí toti¿ provést dùkaz pro polynomy v jedné promìnné nad oborem integrity s jednoznaèným rozkladem R a zbytek plyne pøímo z induktivní de˛nice polynomù více promìnných. Uva¿ujme tedy f ∈ R[x]. Je-li f rozlo¿itelný, pak je f = f_1f_2, kde ¿ádný z polynomù f_1, f_2 ∈ R[x] není jednotka. Pøedpokládejme na chvíli navíc, ¿e je-li f dìlitelný nerozlo¿itelným polynomem h, pak jistì h dìlí f_1 nebo f_2.

Pokud tomu tak v¿dy bude, docílíme postupnou aplikací pøedchozí úvahy jednoznaèný rozklad. Pokud je toti¿ f_1 dále rozlo¿itelné, opìt f_1 = g_1g_2, kde g_1, g_2 nejsou jednotky, a pøitom v¿dy buï oba polynomy g_1 a g_2 mají menźí stupeò ne¿ f, nebo se sní¿í poèet nerozlo¿itelných faktorù ve vedoucích èlenech g_1 a g_2 (napø. nad celými èísly Z je 2x^2 + 2x + 2 = 2(x^2 + x + 1)). Proto po koneèném poètu krokù dojdeme k rozkladu f = f_1 . . . f_r na nerozlo¿itelné polynomy f_1, . . . , f_r. Z naźeho dodateèného

3 POLYNOMY 17

pøedpokladu také plyne, ¿e ka¿dý nerozlo¿itelný polynom h dìlící f, dìlí nìkterý z f_1, . . . , f_r. Proto pro ka¿dý dalźí rozklad f = f^′_1f^′_2 . . . f^′_s nutnì ka¿dý z faktorù f_i dìlí nìkterý z f^′_j a v takovém pøípadì musí být f^′_j = ef_i pro vhodnou jednotku e. Postupným krácením takových dvojic odvodíme, ¿e r = s a jednotlivé faktory se liźí pouze o násobky jednotek.

Zbývá tedy dokázat, ¿e je-li f = f_1f_2 dìlitelný nerozlo¿itelným polynomem h, pak jistì h dìlí f_1 nebo f_2. To bude cílem následující série technických lemmat.^4�

3.8 Lemma. Nechż R je obor integrity s jednoznaèným rozkladem. Pak platí 1. jsou-li a, b, c ∈ R, a je nerozlo¿itelné a a|bc, pak buï a|b nebo a|c 2. jestli¿e konstantní polynom a ∈ R[x] dìlí f ∈ R[x] pak a dìlí vźechny koe˛cienty polynomu f 3. je-li a nerozlo¿itelný konstantní polynom v R[x] a a|fg, f, g ∈ R[x], pak a|f nebo a|g. Dùkaz: 1. Podle pøedpokladu bc = ad pro vhodné d ∈ R a nechż d = d_1 . . . d_r, b = b_1 . . . b_s, c = c_1 . . . c_q jsou rozklady na nerozlo¿itelné faktory. Tzn. ad_1 . . . d_r = b_1 . . . b_sc_1 . . . c_q. Z jednoznaènosti rozkladu ad plyne a = eb_j nebo a = ec_i pro vhodnou jednotku e.

2. Nechż f = b_0 + b_1x + · · · + b_nx^n. Proto¿e a|f, jistì existuje polynom g = c_0 + c_1x + . . . c_kx^k takový, ¿e f = ag. Odtud okam¿itì plyne k = n, ac_0 = b_0, . . . , ac_n = b_n.

3. Uva¿ujme f, g ∈ R[x] jako výźe a pøedpokládejme, ¿e a nedìlí ani f ani g. Pak podle pøedchozího bodu existuje nìjaké i tak, ¿e a nedìlí b_i a nìjaké j tak, ¿e a nedìlí c_j. Zvolme taková i, j nejmenźí mo¿ná. Koe˛cient u x^{i+j} v polynomu fg je b_0c_{i+j} + b_1c_{i+j−1}+· · ·+b_{i+j}c_0. Podle naźí volby a dìlí vźechny b_0c_{i+j} , . . . , b_{i−1}c_{j+1}, b_{i+1}c_{j−1}, . . . , b_{i+j}c_0. A zároveò nedìlí b_ic_j. Proto nemù¿e dìlit celý koe˛cient. �

3.9 Lemma. Nechż K je podílové tìleso oboru integrity R s jednoznaèným rozkladem. Je-li polynom f nerozlo¿itelný v R[x] je nerozlo¿itelný také v K[x]. Dùkaz: Uva¿me libovolný nenulový polynom f ∈ R[x] ⊂ K[x] (ka¿dý koe˛cient a ∈ R mù¿eme pova¿ovat za prvek^a_1 ∈ K). Pøedpokládejme, ¿e f = g^′h^′ pro vhodné g^′, h^′ ∈ K[x], kde polynomy g^′, h^′ nejsou jednotky v K[x] (tzn. nejsou to konstantní polynomy, neboż K je pole). Nechż a je spoleèný násobek jmenovatelù koe˛cientù v g^′ a b je spoleèný násobek jmenovatelù koe˛cientù v h^′. Pak bh^′, ag^′ ∈ R[x] a platí abf = (bh^′)(ag^′). Nechż c je nerozlo¿itelný faktor v rozkladu ab. Pak c dìlí (bh^′)(ag^′) a proto c dìlí polynom bh^′ nebo polynom ag^′ (podle pøedchozího lemmatu). To ale znamená, ¿e c mù¿eme vykrátit. Po koneèném poètu takových krácení zjistíme, ¿e f = gh pro polynomy g, h ∈ R[x]. Pøitom stupeò polynomù se nemìnil, proto i g a h nejsou konstantní. Tím jsme dokázali negaci po¿adované implikace. �

3.10 Lemma (Algoritmus pro dìlení se zbytkem). Nechż R je komutativní okruh bez dìlitelù nuly a f, g ∈ R[x], g ≠ 0. Pak existuje a ∈ R, a ≠ 0, a polynomy q a r splòující af = qg + r, kde r = 0 nebo deg r < deg g. Je-li navíc R pole, nebo je

4A pøi prvním ètení bude mo¿ná vhodné tuto pasá¿ vynechat a vrátit se k ní pozdìji.

aspoò vedoucí koe˛cient polynomu g roven jedné, potom lze volit a = 1 a polynomy q, r jsou v tomto pøípadì urèeny jednoznaènì.

Dùkaz: Tvrzení doká¿eme indukcí vzhledem ke stupni f. Je-li deg f < deg g nebo f = 0, pak volíme a = 1, q = 0, r = f , co¿ vyhovuje vźem naźim podmínkám. Pro konstantní polynom g klademe a = g, q = f, r = 0.

Pøedpokládejme tedy, ¿e deg f ≥ deg g > 0 a piźme f = a_0 + · · · + a_nx^n, g = b_0 + · · · + b_mx^m. Buï platí b_mf − a_nx^{n−m}g = 0 a nebo je deg(b_mf − a_nx^{n−m}g) < deg f. V prvém pøípadì jsme hotovi, ve druhém pak, podle indukèního pøedpokladu, existují a^′, q^′, r^′ splòující a^′(b_mf − a_nx^{n−m}g) = q^′g + r^′ a buï r^′ = 0 nebo deg r^′ < deg g. Tzn.

a^′b_mf = (g^′ + a^′a_nx^{n−m})g + r^′.

Pøitom je-li b_m = 1 nebo R je pole, pak podle indukèního pøedpokladu lze volit a^′ = 1 a q^′, r^′ jsou tak urèeny jednoznaènì. V takovém pøípadì ovźem získáme b_mf = (g^′ + a_nx^{n−m})g + r^′ a je-li R pole, mù¿eme rovnost vynásobit b^{−1}. Pøedpokládejme, ¿e f = q_1g + r_1 je jiné øeźení. Pak 0 = f − f = (q − q_1)g + (r − r_1) a buï je r = r_1, nebo deg(r − r_1) < deg g. V prvém pøípadì odtud ovźem plyne i q = q_1, proto¿e R[x] neobsahuje dìlitele nuly. Nechż ax^s je èlen nejvyźźího stupnì v q − q_1 ≠ 0 (urèitì existuje). Potom jeho souèin se èlenem nejvyźźího stupòe v g musí být nulový (proto¿e nejvyźźí stupeò dostaneme tak , ¿e vynásobíme nejvyźźí stupnì). To ovźem znamená, ¿e a = 0. Proto¿e ax^s byl nejvìtźí nenulový stupeò, nutnì dostáváme, ¿e q − q_1 ¿ádné nenulové monomy neobsahuje, je tedy urèitì nulové. Pak ovźem i r = r_1. �

3.11 Lemma (Bezoutova rovnost). Nechż K je pole a nechż f, g ∈ K[x]. Pak existuje nejvìtźí spoleèný dìlitel^5 h polynomù f a g. Polynom h je urèený jednoznaènì, a¿ na násobek nenulovým skalárem. Pøitom existují polynomy A, B ∈ K[x] takové, ¿e h = Af + Bg. Dùkaz: Pøímá konstrukce polynomù h, A a B se provede tzv. Euklidovým algoritmem. Provádíme postupnì dìlení se zbytkem (K je pole, tak¿e to v¿dy umíme jednoznaènì, viz. pøedchozí lemma):

f = q_1g + r_1 g = q_2r_1 + r_2 r_1 = q_3r_2 + r_3 . . r_{p−1} = q_{p+1}r_p + 0.

V tomto postupu neustále klesají stupnì r_i, proto jistì nastane rovnost z posledního øádku (pro vhodné p) a ta øíká ¿e r_p|r_{p−1}. Z pøedposledního øádku pak ale plyne r_p|r_{p−2} a postupnì dojdeme a¿ nazpìt k prvnímu a druhému øádku, které dají r_p|g a r_p|f. Pokud h|f a h|g, pak ze stejných rovností postupnì plyne, ¿e h dìlí vźechny r_i, zejména tedy r_p, tzn. získali jsme nejvìtźího spoleèného dìlitele h = r_p polynomù f a g. 5Tzn. (i) h|f ∧ h|g (ii) k|f ∧ k|g ⇒ k|h.

3 POLYNOMY 19

Nyní mù¿eme postupnì dosazovat z poslední do pøedchozích rovnic. h = r_p = r_{p−2} − q_pr_{p−1} = r_{p−2} − q_p(r_{p−3} − q_{p−1}r_{p−2}) = −q_pr_{p−3} + (1 + q_{p−1})r_{p−2} = −q_pr_{p−3} + (1 + q_{p−1}q_p)r_{p−2} = −q_pr_{p−3} + (1 + q_pq_{p−1})(r_{p−4} − q_{p−2}r_{p−3}) . . = Af + Bg. � 3.12 Lemma. Nechż R je obor integrity s jednoznaèným rozkladem a f, g, h ∈ R[x]. Pøedpokládejme, ¿e f je nerozlo¿itelné a f|gh. Pak buï f|g nebo f|h. Dùkaz: Je-li f konstantní polynom (tj. prvek v R), pak jsme tvrzení ji¿ dokázali, viz. jedno z pøedchozích lemmat.

Pøedpokládejme, ¿e deg f > 0. Ji¿ víme, ¿e f je nerozlo¿itelný také v K[x], kde K je podílové tìleso okruhu R. Pøedpokladejme tedy nejdøíve, ¿e R je pole (a je tedy rovno svému podílovému tìlesu). Pøedpokládejme dále, ¿e f|gh a zároveò f nedìlí g. Uká¿eme, ¿e pak jistì f|h. Nejvìtźí spoleèný dìlitel polynomù g a f musí být konstantní polynom v K, proto existují A, B ∈ K[x] takové, ¿e 1 = Af + Bg. Odtud h = Afh + Bgh a proto¿e f|gh musí platit i f|h.

Vrażme se nyní k obecnému pøípadu. Podle pøedchozího vyplývá z naźich pøedpokladù, ¿e f|g nebo f|h v okruhu polynomù K[x] nad podílovým tìlesem K okruhu R. Nechż napø. h = kf v K[x] a zvolme a ∈ R tak, aby ak ∈ R[x]. Pak ah = akf a pro ka¿dý nerozlo¿itelný faktor e ∈ a musí platit e|ak, proto¿e f je nerozlo¿itelný a nekonstantní. Mù¿eme proto e krátit. Po koneèném poètu takových krácení je z a jednotka, tzn. h = k^′f pro vhodné k^′ ∈ R[x]. � Dùkaz tohoto lemmatu ukonèil celý dùkaz vìty 3.7.

3.13 Koøeny polynomu. Hodnotou polynomu f ∈ R[x] v bodì a ∈ R rozumíme

prvek f(a) = a_0 + a_1a + · · · + a_na^n ∈ R. Koøen polynomu f je takový prvek a ∈ R, pro který je f(a) = 0. Dìlením polynomem x − b, b ∈ R, (vźimnìme si, ¿e vedoucí koe˛cient je jednièka, tedy algoritmus pro dìlení v¿dy funguje jednoznaènì) dostaneme jednoznaènì zadané polynomy q, r splòující f = q(x − b) + r, kde r = 0 nebo deg r = 0, tj. r ∈ R. Tzn., ¿e hodnota polynomu f v b ∈ R je rovna právì f(b) = r. Z toho plyne, ¿e prvek b ∈ R je koøen polynomu f právì, kdy¿ (x − b)|f. Tím jsme dokázali následující tvrzení:

3.14 Lemma. Ka¿dý polynom f ∈ R[x] má nejvýźe deg f koøenù. 3.15 Dùsledek. Nechż f ∈ R[x_1, . . . , x_r]. Je-li f(a_1, . . . , a_r) = 0 pro libovolnou volbu prvkù a_1, . . . , a_r z nekoneèné mno¿iny D ⊂ R, pak f = 0.

Dùkaz: Provedeme indukcí pøes poèet promìnných. Pro polynomy v jedné promìnné tvrzení plyne okam¿itì z pøedchozího lemmatu.

Nechż f ∈ R[x_1, . . . , x_{r−1}][x_r] a pøedpokládejme, ¿e pro menźí poèet promìnných tvrzení platí. Máme f = f_0 + f_1x_r + · · · + f_nx^n_r a f_n ≠ 0. Proto podle pøedpokladu existují prvky a_1, . . . , a_{r−1} z D takové, ¿e f_n(a_1, . . . , a_{r−1}) ≠ 0. Z toho ale plyne, ¿e pouze pro koneènì mnoho a_r z D mù¿e být f(a_1, . . . , a_r) = 0. � Pokud má ka¿dý nekonstantní polynom f ∈ R[x] koøen, pak je R pole (vźimnìte si, ¿e polynom ax − 1, a ≠ 0, má mít koøen, tj. v¿dy existuje a^{−1} ∈ R). Pro ka¿dé pole to ale samozøejmì neplatí, napø. polynom x^2 + 1 ∈ R[x] koøen nemá. Pole R se nazývá algebraicky uzavøené, jestli¿e má ka¿dý nekonstantní polynom koøen. 3.16 Vìta (Základní vìta algebry). Pole C je algebraicky uzavøené.

Dùkaz: Pøedpokládejme, ¿e f ∈ C [z] je nenulový polynom, který nemá koøen, tj. f(z) ≠ 0 pro vźechny z ∈ C . De˛nujme zobrazení φ : C → C , z →^{f(z)}_{|f(z)|} tj. φ zobrazí celé C do jednotkové kru¿nice K_1 = {e^{it}, t ∈ R} ⊂ R^2 = C . Díky naźemu pøedpokladu o nenulovosti f(z) je to skuteènì dobøe de˛nované zobrazení. Dále de˛nujme zobrazení s hodnotami v kru¿nici K_r ⊂ C se støedem v nule a polomìrem r ≥ 0 ψ_r : R → K_r, t → ψ(t) = re^{it}. Pro ka¿dé r ∈ ⟨0, ∞) máme de˛nováno spojité zobrazení κ_r = φ ∘ ψ_r : R → K_1. Ze spojité závislosti κ na parametru r navíc vyplývá existence zobrazení α_r : R → R jednoznaènì zadaných podmínkami 0 ≤ α_r(0) < 2π a κ_r(t) = e^{iαr(t)}. Získané zobrazení α_r opìt spojitì závísí na r. Celkem tedy máme spojité zobrazení α : R × ⟨0, ∞) → R, (t, r) → αr(t) a z jeho konstrukce plyne ¿e pro vźechna r je^1_{2π} (α_r(2π) − α_r(0)) = n_r ∈ Z, viz. 10. Proto¿e je α spojité, znamená to, ¿e n_r je celoèíselná konstanta nezávislá na r!

Pro dokonèení dùkazu si staèí uvìdomit, ¿e pokud f = a_0 + · · · + a_dz^d a a_d ≠ 0, pak pro malá r se bude α_r chovat podobnì jako konstantní zobrazení, zatímco pro velká r to vyjde stejnì, jako kdyby f = z^d. Nejprve si spoètìme, jak tedy n_r dopadne pøi f = z^d, pak toto tvrzení upøesníme a dùkaz tím bude ukonèen.

Funkce C → C , z → z^d, z →^{zd}_{|zd|} se snadno vyjádøí pomocí goniometrického tvaru komplexních èísel z = r(cos α + i sin α).

z^d = r^d(cos dα + i sin dα) = r^de^{idα} z^d |z^d| = 1(cos dα + i sin dα) = e^{idα}

zobrazení φ je tedy v tomto pøípadì pouze þzatoèeníß na jednotkové kru¿nici. Pak tedy κ_r(t) = e^{idt} a proto α_r(t) = dt, nezávisle na r. Odtud pro naźi volbu f = z^d vyplývá n_r = d. Pokud zvolíme f = az^d, a ≠ 0, nebude to mít na pøedchozí výsledek ¿ádný vliv (pøesvìdète se!).

3 POLYNOMY 21

2π

0 ψ_r α_r psi1

K1 ϕ e^{it}

K_r

2π

0

Obr. 10: Konstrukce zobrazení α

Zvolme nyní obecný polynom f = a_0 + · · · + a_dz^d, který nemá koøen. Víme tedy, ¿e a_0 ≠ 0 (pokud by bylo a = 0, existoval by koøen). Pro z ≠ 0 platí f(z) a_dz^d = 1 + 1 a_d (a_0z^{−d} + · · · + a_{d−1}z^{−1})

a proto lim_{|z|→∞}^{f(z)}_{adzd} = 1. Kdy¿ tohle víme, mù¿eme spoèítat lim |z|→∞ | | | | | f(z) |f(z)| − a_dz^d |a_dz^d| | | | | | = lim_{|z|→∞} | | | | | f(z) a_dz^d a_dz^d |a_dz^d| |a_dz^d| |f_(z)| − a_dz^d |a_dz^d| | | | | | = 0. Proto n_r = d pro velká r.

Podobnou úvahu udìláme i pro malá r. Pøipomeòme si, ¿e a_0 ≠ 0. f(z) a_0

= 1 + 1 a_0

(a_1z + · · · + a_dz^d)

proto lim_{|z|→0}^{f(z)}_{a0} = 1. Pøitom opìt platí^{f(z)}_{|f(z)|} =^{f(z)}_{a0}^{a0}_{|a0|}^{|a0|}_{|f(z)|} . Odtud lim_{|z|→0}^{f(z)}_{|f(z)|} = lim_{|z|→0}^{a0}_{|a0|} , tj. n_r = 0 pro malá r. Celkem vidíme, ¿e stupeò naźeho polynomu je d = 0. � 3.17 De˛nice (Algebraická definice derivace). Nechż R je obor integrity s

jednoznaèným rozkladem, f = a_0 + a_1x · · · + a_nx^n ∈ R[x]. Derivaci f^′ polynomu f de˛nujeme vztahem

f^′ = a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · + na_nx^{n−1}.

Derivace f^′ polynomu f ∈ R[x_1, . . . , x_r] podle promìnné x_i se de˛nuje jako derivace polynomu f ∈ R[x_1, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_r][x_i]. Hovoøíme o parciální derivaci polynomu f a znaèíme ji^∂_{∂xi} f. Zøejmì je opìt^∂_{∂xi} f ∈ R[x_1, . . . , x_r]. Derivace vyźźích øádù de˛nujeme indukcí, tj.^{∂k}_{∂xi1 ...∂xik} f =^∂_{∂xik} (^{∂k−1}_{∂xi1 ...∂xik−1} f).

3.18 Lemma. Nechż R je obor integrity s jednoznaèným rozkladem a f, g ∈ R[x].

1. (f + g)^′ = f^′ + g^′

2. je-li a ∈ R, pak a^′ = 0 a (af)^′ = af^′

3. (fg)^′ = f^′g + g^′f, (f^k)^′ = k(f^{k−1})f^′

4. pro f ∈ R[x_1, . . . , x_r] a g_1, . . . , g_r ∈ R[x] je derivace slo¿ené funkce g(x) = f(g_1(x), . . . , g_r(x)) ∈ R[x] rovna

g^′(x) = r∑ i=1 ( ∂ ∂x_i f ) ( g_1(x), . . . , g_r(x) ) g^′_i(x).

Dùkaz: Tvrzení 1. a 2. jsou zøejmá pøímo z de˛nice derivace.

3. Zvolme dva polynomy f = a_0 +· · ·+a_nx^n, g = b_0 +· · · +b_mx^m v R[x] a poèítejme

(fg) = n+m∑ j=0 j∑ i=0 (a_ib_{j−1}) x^j

(fg)^′ = n+m∑ j=0 j j∑ i=0 a_ib_{j−1} x^{j−1} = n+m−1 ∑ j=0 (j + 1) j+1∑ i=0 a_ib_{j−i+1} x^j

f^′g + g^′f = m+n−1 ∑ j=0 j∑ i=0 (i + 1)a_{i+1}b_{j−i} x^j + m+n−1 ∑ j=0 j∑ i=0 (j − i + 1)a_ib_{j−i+1} x^j

= m+n−1 ∑ j=0 j∑ i=0 (i + 1)a_{i+1}b_{j−i} + (j − i + 1)a_ib_{j−i+1} x^j

a pøímým srovnáním se ovìøí, ¿e výsledné sumy dávají tentý¿ výsledek.^6 Zbytek tvrzení se odvodí snadno indukcí.

4. Víme, ¿e derivace souètu je souèet derivací, proto nám staèí dokázat tvrzení pro polynomy tvaru x^α = x^{α1}_1 . . . x^{αr}_r (obecný pøípad pak plyne z 1. a 2.). To znamená, ¿e g(x) = (g_1(x))^{α1} . . . (g_r(x))^{αr} , ale pak 3. poskytuje právì po¿adované tvrzení. �

3.19 Vìta. Nechż R je obor integrity s jednoznaèným rozkladem a s charakteristikou^7 vìtźí ne¿ 2. Nechż g ∈ R[x] je nerozlo¿itelný a nekonstantní. Pak g^2|f právì, kdy¿ g|f a zároveò g|f^′.

Dùkaz: Pøedpokládejme g|f, tj. f = gh (de˛nice dìlitelnosti). Pak f^′ = g^′h + gh^′. Pokud navíc g|f^′, pak také g|g^′h. Proto¿e je g nerozlo¿itelný, dìlí buï h nebo g^′, ale g^′ má menźí stupeò ne¿ g, tak¿e g|h. Proto platí g^2|f.

Naopak, je-li g^2|f, tj. f = g^2h, je f^′ = 2gg^′h + g^2h^′. Odtud plyne, ¿e g|f^′. �

6Dùkaz lze vést také napø. matematickou indukcí pøes stupeò polynomù, nebo pomocí distributivity a úvah o monomech.

7Napø. R = R[x_1, . . ., xr], R = C [x_1, . . ., xr] apod.

3 POLYNOMY 23

3.20 Dùsledek. Za pøedpokladù pøedchozí vìty, prvek a ∈ R je vícenásobný koøen polynomu f právì, kdy¿ polynom (x − a) dìlí f i f^′.

3.21 Vìta (Taylorova vìta pro polynomy jedné promìnné). Pro ka¿dý polynom f ∈ R[x] stupnì n a ka¿dé prvky a, b ∈ R platí

f(b) = f(a) + f^′(a)(b − a) + · · · + 1 n! f^{(n)}(a)(b − a)^n.

Dùkaz: Po dosazení prvku x + a do polynomu f dostaneme roznásobením polynomiální výraz g(x) = f(x + a) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n. Iterované derivování nyní dá

g^′ (x) = a_1 + 2a_2x + · · · + na_nx^{n−1} g^{′′} (x) = 2a_2 + 2.3a_3x + · · · + n(n − 1)a_nx_{n−2} . . g^{(n)} = n!a_n

a dalźí derivace je ji¿ nulová. Dosazením x = 0 dostaneme

f(a) = a_0, f^′(a) = a_1, . . . , f^{(n)}(a) = n!a_n.

Vyèíslením g(b − a) získáme právì po¿adovaný vztah. �

3.22 Vìta (Taylorova vìta pro polynomy více promìnných). Pro ka¿dý polynom f ∈ R[x_1, . . . , x_r] s celkovým stupnìm n a pro libovolné prvky a_1, . . . , a_r, b_1, . . . , b_r ∈ R platí

f(b_1, . . . , b_r) = f(a_1, . . . , a_r) + r∑ i=1 ∂ ∂x_i f(a_1, . . . , a_r)(b_i − a_i) + . . . + 1 n! ∑ |α|=n ( ∂^{α1} ∂x^{α1}_1 . . . ∂^{αr} ∂x^{αr}_r f ) (a_1, . . . , a_r)(b_1 − a_1)^{α1} . . . (b_r − a_r)^{αr} .

Dùkaz: Uva¿me polynom F (t) = f(a_1 + (b_1 − a_1)t, . . . , a_r + (b_r − a_r)t) pro a = (a_1, . . . , a_r), b = (b_1, . . . , b_r) pevné, tj. F ∈ R[t]. Podle ji¿ dokázané Taylorovy vìty platí

F (t) = F (0) + F^′(0)t + · · · + F^n(0)t^n

= f(a_1, . . . , a_r) + ( r∑ i=1 (a_1, . . . , a_r)(b_i − a_i))t + . . . + 1 n! ∑ |α|=n ∂^α ∂x^α f(a_1, . . . , a_n)(b − a)^αt^n.

Pro t = 1 dostáváme právì tvrzení vìty. �

4 A˛nní variety

4.1 De˛nice. A˛nní varieta V ⊂ K^n zadaná mno¿inou polynomù S = {f_1, . . . , f_s} ⊂

K[x1, . . . , xn] je mno¿ina vźech bodù x ∈ K^n takových, ¿e f(x) = 0. Píźeme V =

V(f_1, . . . , f_s) = V(S). Mno¿inu vźech polynomù g ∈ K[x_1, . . . , x_n] splòujících g(x) = 0 pro vźechny x ∈ V , nazýváme ideál variety V , znaèíme I(V ).

Varieta V ⊂ K^n se nazývá nerozlo¿itelná (ireducibilní) jestli¿e neexistují dvì vlastní podvariety V_1, V_2, V_1 ≠ V, V_2 ≠ V , takové, ¿e V = V_1 ∪ V_2. V opaèném pøípadì øíkáme, ¿e varieta V je rozlo¿itelná.

4.2 Vìta. Pro a˛nní variety V, W ⊂ K^n , V = V(f_1, . . . , f_k), W = V(g_1, . . . , g_l) platí 1. I(V ) je ideál v K[x_1, . . . , x_n].

2. I((V(S)) ⊇ ⟨S⟩, kde ⟨S⟩ oznaèuje ideál generovaný mno¿inou S, tj. nejmenźí ideál obsahující S.

3. V ⊆ W právì, kdy¿ I(V ) ⊇ I(W ) 4. V ∪ W = V({f_ig_j ; i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , l}) 5. V ∩ W = V(f_1, . . . , f_k, g_1, . . . , g_l). Dùkaz: (1): I(V ) je ideál, jestli¿e je tato mno¿ina uzavøena vzhledem ke sèítání plynomù a pro vźechny g ∈ K[x_1, . . . , x_n] a pro vźechny f ∈ I(V ) je také gf ∈ I(V ). Skuteènì f(x) = 0 zaruèuje (gf)(x) = g(x)f(x) = 0 a také uzavøenost vùèi sèítání je zøejmá.

(2): prvky ⟨f_1, . . . , f_n⟩ jsou tvaru h = h_1f_1 + · · · + h_sf_s, kde h_i ∈ K[x_1, . . . , x_n], proto se jistì nulují ve vźech bodech variety V(S).

(3): þ⇒ß Vezmeme x ∈ V , f ∈ I(W ). Proto¿e V ⊆ W a tudí¿ x ∈ W , je f(x) = 0 a tedy f ∈ I(V ).

þ⇐ß Nechż x ∈ V (a chceme dokázat x ∈ W ). Nechż W = V(f_1, . . . , f_n) (takové f_i jistì existují podle de˛nice), pak také f_i ∈ I(W ) ⊆ I(V ) a tudí¿ f_i(x) = 0, tj. x ∈ W .

(4): þ⊆ß Zvolme si x ∈ V , tzn. f_i(x) = 0 pro vźechny i. Tedy pro vźechny i, j je f_ig_j(x) = 0. Stejnì pro x ∈ W .

þ⊇ß Pøedpokládejme, ¿e x ∉ V ∪ W . Pak existuje i_0 takové, ¿e f_i(x) ≠ 0 a zároveò existuje j_0 tak ¿e g_{j0} (x) ≠ 0. Proto f_{i0} g_{j0} (x) ≠ 0 a tedy x /∈ V(f_ig_j).

(5): x ∈ V ∩ W právì, kdy¿ vźechny f_i i g_j se v x nulují a to je právì, kdy¿ x ∈ V(f_1, . . . , f_k, g_1, . . . , g_l). � 4.3 Nadplochy v K^n . Nadplochou v K^n rozumíme varietu V = V(f) zadanou jedním

polynomem f ∈ K[x_1, . . . , x_n]. Tzn. ideál ⟨f⟩ generující V je hlavní ideál. Sjednocení nadploch V = V(f_1) ∪ · · · ∪ V(f_k) je opìt nadplocha, V = V(f_1 . . . f_k). Podle vìty 3.7 lze naopak ka¿dý polynom f ∈ K[x_1, . . . , x_n] rozlo¿it na souèin f = af^{l1}_1 . . . f^{lk}_k nerozlo¿itelných polynomù f_1, . . . , f_k ∈ K[x_1, . . . , x_n], a ∈ K, a podle pøedchozí vìty je V(f) sjednocením nerozlo¿itelných nadploch V(f_i). Pøitom pùvodní varieta je také dána V = V(f_1 . . . f_k) pro polynom g = f_1 . . . f_k obecnì ni¿źího stupnì, v jeho¿ rozkladu se ji¿ nevyskytují exponenty rùzné od jednièky. Øíkáme, ¿e nadplocha V(f_1 . . . f_k) je dána redukovanou rovnicí g = 0.

4 AFINNÍ VARIETY 25

Obr. 11: paraboloid s (redukovanou) rovnicí f = x^2 + y^2 − z a ku¿elová plocha daná f = x^2 + y^2 − z^2 se singulárním bodem v poèátku

4.4 Pøíklady nadploch. Øadu pøíkladù nadploch v R^2, tj. algebraických køivek v

rovinì, jsme ji¿ diskutovali v úvodní motivaèní kapitole. Na serii obrázkù 11 { 13 mù¿eme shlédnout nìkolik pøíkladù nadploch v R^3, tj. obvyklých algebraických ploch.

Vźimnìme si, ¿e paraboloid nemá ¿ádné singulární body, zatímco ku¿elová plocha jeden singulární bod má. Velmi zajímavá je singularita variety zadané polynomem xy + z^3, prozkoumejte její øezy rùznými rovinami. Poslední dvì variety dávají nahlédnout dalźí mo¿nosti singularit, první je analogie bodu vratu u køivek, v druhé máme celou pøímku singulárních bodù. Ve vźech uvedených pøíkladech tvoøí mno¿iny singulárních bodù opìt variety, které pùsobí dojmem menźí dimenze. To není náhoda, uvidíme, ¿e je tomu tak v¿dy.

Ve vźech naźich pøíkladech jsou také variety zadány redukovanými rovnicemi. To je vidìt napø. z toho, ¿e singularity mù¿eme opravdu spoèíst jako spoleèné nulové body vźech parciálních derivací. Kdyby toti¿ nìkterý z faktorù vystupoval ve vyźźí mocninì, tj. mohli bychom psát f = g^2h, pak by vźechny parciální derivace ve vźech bodech komponenty pøísluźné faktoru g byly nulové. Je tedy vidìt, ¿e i u nadploch nemù¿eme vybírat generující polynomy jakkoliv. Z teorie ku¿eloseèek a kvadrik patrnì víte, ¿e technicky se (pro potøeby klasi˛kací) mù¿e hodit také poèítat komponenty variety s násobnostmi danými právì exponenty v pøísluźném rozkladu. Napø. mo¿nost jediné pøímky odpovídá dvojnásobné komponentì ku¿eloseèky.

Pro ideál generovaný obecnou varietou I(V(f_1, . . . , f_s)) ⊇ ⟨f_1, . . . , f_s⟩, a to i v pøípadì nadplochy, tzn. pøi s = 1, mù¿e tedy být inkluze ostrá. Nejjednoduźźí pøíklad je ⟨x^2⟩ ≠ ⟨x⟩, pøièem¿ ideál generovaný V(x^2) je právì ⟨x⟩. Pro obecnìjźí variety budeme proto potøebovat dalźí vhodné algebraické pojmy.

4.5 De˛nice. Nechż R je libovolný okruh a I ⊂ R je ideál. Øikáme, ¿e ideál I je vlastní , jestli¿e I ≠ R a I ≠ {0} maximální, jestli¿e neexistuje vlastní ideál I^′ takový, ¿e I ≠ I^′ a I ⊂ I^′ ⊂ R. koneènì generovaný, jestli¿e existují f_1, . . . , f_s ∈ R takové, ¿e I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩.

Obr. 12: variety zadané polynomy f = x^2 + y^2 − z^2 + z^3 a f = xy + z^3, první má singularitu v nule, øezy druhé rovinami x = ±y dávají Neilovu parabolu

Obr. 13: první zadaná f = x^2 + y^2 − z^3 a tzv. Whitneyho deźtník f = x^2 − y^2z

4 AFINNÍ VARIETY 27

hlavní ideál , je-li I = ⟨f⟩.

prvoideál , jestli¿e z f /∈ I a g /∈ I vyplývá fg /∈ I. radikálový , jestli¿e z f^k ∈ I pro jisté k ≥ 1 plyne f ∈ I.

okruh R nazýváme noetherovský, je-li ka¿dý jeho ideál koneènì generovaný.

4.6 Poznámka. Ka¿dý okruh s jednièkou je koneènì generovaný. Pole nemá nevlastní

ideály, zejména je tedy ka¿dé pole je noetherovské. Pojem prvoideálu zobecòuje vlastnosti prvoèísel v Z, radikálové ideály jsou takové, které obsahují i vźechny odmocniny svých prvkù (odtud název).

4.7 Vìta (Hilbertova vìta o bázi). Je-li R noetherovský okruh, pak také okruh polynomù R[x] je noetherovský. Tuto vìtu nebudeme nyní dokazovat.^8

4.8 Dùsledek. Je-li R noetherovský, pak

1. R[x_1, . . . , x_n] je také noetherovský.

2. Okruhy R je noetherovský právì, kdy¿ ka¿dá neklesající posloupnost I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ . . . ideálù v R se stabilizuje (tj. pro jisté N ∈ N platí I_N = I_{N+1} = I_{N+2} = . . . .) 3. Variety V ⊂ K^n jsou právì mno¿iny vźech bodù v K^n , ve kterých se nulují vźechny polynomy nìkterého ideálu I ⊂ R[x_1, . . . , x_n], tj. V = V(I).

Dùkaz: 1. Plyne okam¿itì indukcí pøes poèet promìnných z Hilbertovy vìty.

2. Sjednocení vźech ideálù I_k je opìt ideál a ten musí být koneènì generovaný podle Hilbertovy vìty. Vźechny generátory pak ovźem le¿í v nìkterém I_N , tj. ka¿dá taková posloupnost ideálù se zastaví. Naopak, pro ka¿dý ideál I ⊂ K[x_1, . . . , x_n] je mo¿né vytvoøit posloupnost I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ⊂ I generovanou postupnì více a více generátory z I. Pøedpokládáme-li platnost podmínky þneklesajících øetìzcùß, pak jistì dojde pøi vhodné volbì k rovnosti I = I_N , tj. dostáváme Hilbertovu vìtu.

3. Naźe de˛nice variety pou¿ívala jen prvky koneènì generovaných ideálù, takové jsou vźak vźechny. �

4.9 Poznámka. Pøiøazení, které varietì V pøiøadí I(V ), tj. ideál asociovaný s V ,

je mimoøádnì dùle¿ité, proto¿e tento ideál nejen zadává varietu V , ale zároveò nijak nezále¿í na naźich volbách generátorù. Proto vźe co spoèteme pomocí algebraických manipulací s tímto ideálem opravdu popisuje geometrické vlastnosti variety V . Zejména tedy V = V(I(V )) a z 4.2 plyne, ¿e V = W právì, kdy¿ I(V ) = I(W ).

Dalźí podstatný pokrok v algoritmizaci studia variet spoèívá v zavedení jistých kanonických bazí pro ideály I(V ). Takové objekty nejen¿e existují, ale dokonce jsou k dispozici efektivní algoritmy na jejich konstrukci. Jedná se tzv. Gr}obnerovy báze polynomiálních ideálù. Touto problematikou se zde nebudeme podrobnìji zabývat, budeme vźak tyto báze pou¿ívat, ani¿ bychom se o to zaslou¿ili, pøi výpoètech v softwarových systémech pro algebraické manipulace, zejména v systému Maple V. Zájemce odkazuji na moje pøednáźky Geometrické algoritmy, II, jejich¿ texty jsou dostupné v lokální síti.

8Elementární dùkaz zalo¿ený na dìlení polynomù se zbytkem lze nalézt v mých pøednáźkách "Geometrické algoritmy, II", na stejném WWW-serveru jako tyto pøednáźky.

4.10 Lemma (Slabá vìta o nulách). Nechż pole K je algebraicky uzavøené,

I ⊂ K[x1, . . . , xn] je ideál. Pak V(I) = ∅ právì, kdy¿ I = K[x1, . . . , xn].

Vźimnìme si, ¿e ve speciálním pøípadì polynomù v jedné promìnné, I ⊂ K[x], I = ⟨f⟩, lemma øíká, ¿e pokud f není invertibilní prvek okruhu polynomù, pak f má koøen. V polynomech o jedné promìnné je ka¿dý ideál hlavní ideál, tj. vźechny ideály jsou tohoto tvaru. Mù¿eme tedy Slabou vìtu o nulách pova¿ovat za velmi silné zobecnìní Základní vìty algebry. Dùkaz: Jeden smìr implikace je triviální: Je-li I = K[x_1, . . . , x_n] pak 1 ∈ I, tj. V(I) = ∅ (podle de˛nice { v ¿ádném bodì není nulový konstantní polynom 1). Opaèný smìr vy¿aduje dalźí technické úvahy, opìt odkazuji na svoje texty Geometrické algoritmy, II. �

4.11 Vìta (Hilbertova vìta o nulách). Nechż K je algebraicky uzavøené pole,

S ⊂ K[x1, . . . , xn] je libovolný ideál. Pak I(V(S)) je radikálový ideál^√S ideálu S. Tzn.

polynom f splòuje f(a) = 0 pro vźechny a ∈ V(S) právì, kdy¿ f^m ∈ S pro vhodné m. Je-li S = ⟨f_1, . . . , f_s⟩, pak to znamená, ¿e f^m = h_1f_1 + · · · + h_sf_s pro vhodné polynomy h. Dùkaz: Ve skuteènosti se jedná o tvrzení ekvivalentní pøedchozímu lemmatu. Uva¿me g ∈ I(V(S)), tj. g se nuluje ve vźech bodech variety V(S), a pøedpokládejme S = ⟨f_1, . . . , f_s⟩. De˛nujeme ~S = ⟨f_1, . . . , f_s, 1 − yg⟩ ⊂ K[x_1, . . . , x_n, y]. Z pøedpokladù plyne V( ~S) = ∅. Skuteènì, pro bod (a_1, . . . , a_n, a_{n+1}) ∈ K^{n+1} píźme a := (a_1, . . . , a_n) a je buï f_1(a) = · · · = f_s(a) = 0, a tedy i g(a) = 0, a proto 1 − a_{n+1}g(a) = 1 ≠ 0, nebo je 1 − a_{n+1}g(a) = 0. Pak ale není a ∈ V(S), nutnì je proto nìjaký z polynomù f_1, . . . , f_s v a nenulový. Podle Slabé vìty o nulách je nyní ~S = K[x_1, . . . , x_n, y], co¿ znamená, ¿e 1 ∈ ~S. Odtud

1 = h_1f − 1 + · · · + h_sf_s + h_{s+1}(1 − yg).

Nyní v podílovém tìlese K(x_1, . . . , x_n, y) mù¿eme dosadit y =^1_g , tj.

1 = h_1(x_1, . . . , x_n, 1 g )f_1(x_1, . . . , x_n) + · · · + h_s(x_1, . . . , x_n, 1 g )f_s(x_1, . . . , x_n) + 0.

Vynásobením vhodnou mocninou g získáme rovnost v K[x_1, . . . , x_m] tvaru

g^m = h^′_1f_1 + · · · + h^′_sf_s. � 4.12 Dùsledek. Pro algebraicky uzavøená pole je korespondence V ↔ I(V ) bijekce mezi varietami a radikálovými ideály.

Dùkaz: Víme ¿e I(V(S)) je v¿dy radikálový ideál a podle Hilbertovy vìty o nulách je to ten nejmenźí, který obsahuje S. Navíc V = W právì, kdy¿ I(V ) = I(W ).�

4 AFINNÍ VARIETY 29

4.13 Dùsledek. Polynom f ∈ C [x_1, . . . , x_n] nemá ve svém rozkladu na nerozlo¿itelné polynomy faktory s mocninou vyźźí ne¿ 1 právì, kdy¿ ⟨f⟩ je radikálový. Zejména pak pro g ∈ I(V(f)) je g = fh pro vhodné h.

Dùkaz: Pøedpokládejme f = g^2h a g je nerozlo¿itelné. Pak g^2h^2 = fh ∈ ⟨f⟩, tj. i (gh)^2 ∈ ⟨f⟩. Polynom gh do tohoto idálu jistì nepatøí, proto¿e gh nelze napsat jako násobek f. Proto ⟨f⟩ není radikálový ideál. Tím jsme dokázali, ¿e pokud ⟨f⟩ je radikálový, pak f neobsahuje kvadráty.

Pøedpokládejme naopak, ¿e f = f_1 . . . f_r je rozklad na nerozlo¿itelné a vźechny f_i, i = 1, . . . , r, jsou rùzné polynomy stupnì alespoò 1. Nechż g^m ∈ ⟨f⟩, tj. g^m = fh pro vhodné h. Nechż g = g_1 . . . g_k, h = h_1, . . . , h_s jsou rozklady na nerozlo¿itelné faktory. Tedy g^m = g^m_1 g^m_2 . . . g^m_k = f_1 . . . f_rh_1 . . . h_s. Vźechny f_1, . . . , f_r jsou rùzné, proto musí být i mezi g_1, . . . , g_k. Nechż jsou to g_1, . . . , g_r, tzn.

g^m = f^mg^m_{r+1} . . . g^m_k = fh_1 . . . h_s.

Zejména f^{m−1}g^m_{r+1} . . . g^m_k = h_1 . . . h_s. Potom g_{r+1}, . . . , g_k jsou mezi h_1, . . . , h_s a odtud (nechż jsou to opìt ty první)

g = g_1 . . . g_rg_{r+1} . . . g_k = f_1 . . . f_rh_1 . . . h_{k−r} = fh^′.

Tím jsme dokázali, ¿e radikálový ideál √ ⟨f⟩ = ⟨f⟩. Druhá polovina tvrzení plyne z Hilbertovi vìty o nulách. �

4.14 Vìta. Varieta V = V(S) je nerozlo¿itelná právì, kdy¿ I(V ) je prvoideál. Dùkaz: þ⇒ß Pøedpokládejme, ¿e f, g /∈ I(V ) a fg ∈ I(V ) pro dva nekonstantní polynomy f, g. Mno¿iny W_1 = V(f) ∩ V a W_2 = V(g) ∩ V jsou opìt variety. Uká¿eme, ¿e tyto variety jsou vlastní podvariety. Existuje b ∈ V s vlastností f(b) ≠ 0, odtud b /∈ V(f) a proto W_1 ≠ V . Je to tedy vlastní podvarieta. Podobnì W_2 ≠ V . Pøitom ale pro a ∈ V je f(a)g(a) = 0, tj. buï a ∈ W_1, nebo a ∈ W_2. Odtud plyne, ¿e V = W_1 ∪W_2 je rozlo¿itelná varieta.

þ⇐ß Pøedpokládejme, ¿e V je rozlo¿itelná, tj. V = W_1 ∪ W_2, kde W_1 ⊆ V , W_2 ⊆ V , W_1 ≠ V , W_2 ≠ V jsou vlastní podvariety. Odtud plyne, ¿e I(W_1) ⊃ I(V ) a I(W_2) ⊃ I(V ) jsou ostøe vìtźí ideály. Proto existují polynomy f, g takové, ¿e f /∈ I(V ), f ∈ I(W_1) a g /∈ I(V ), g ∈ I(W_2). Pøitom platí fg ∈ I(W_1 ∪ W_2) = I(V ), tzn. I(V ) není prvoideál. �

4.15 Vìta. Ka¿dá varieta V ⊆ K^n je sjednocením takových nerozlo¿itelných variet V_1, . . . , V_k, ¿e neplatí V_i ⊂ V_j pro jakákoliv rùzná i, j a variety V_1, . . . , V_k jsou urèeny jednoznaènì, a¿ na poøadí.

Dùkaz: Nejprve sporem uká¿eme, ¿e existuje nìjaký rozklad. Pøedpokládejme tedy, ¿e pro danou varietu V neexistuje ¿ádný rozklad po¿adovaných vlastností. Pak nutnì V = V_1 ∪ V_2 pro dvì vlastní podvariety (jinak by se jednalo o rozklad s jediným objektem). Dále alespoò jedna z nich se dá opìt rozlo¿it, píźeme V_1 = V_{11} ∪ V_{12} nebo V_2 = V_{21} ∪ V_{22}. Induktivnì mù¿eme pokraèovat dále a tento proces se nikdy nezastaví (jinak bychom mìli po¿adovaný rozklad). Tzn., ¿e jsme získali posloupnost

V = W_0 ⊇ W_1 ⊇ W_2 ⊇ · · · ⊇ W_k ⊇ . . .

kde vźechny inkluze jsou ostré. Pro pøísluźné asociované ideály tím dostaneme neklesající posloupnost I(V ) = I(W_0) ⊂ I(W_1) ⊂ · · · ⊂ I(W_k) ⊂ . . . která se nikdy nestabilizuje, ale to je spor s tvrzením Hilbertovy vìty o bázi. Proto pøi pøedchozí konstrukci postupných rozkladù nutnì dojdeme do stavu, kdy vźechny variety V_{ij} budou nerozlo¿itelné a pokud je nìkterá z nich obsa¿ena v jiné, prostì ji vynecháme.

Nyní jednoznaènost. Pøedpokládejme, ¿e V = W_1 ∪ · · · ∪ W_l = V_1 ∪ · · · ∪ V_k jsou dva takové rozklady. Chceme dokázat, ¿e jsou a¿ na poøadí stejné. Platí W_1 = (W_1 ∩ V_1) ∪ (W_1 ∩ ∪^k_{i=2}V_i). Proto, pokud W_1 není pod V_1, je W_1 ⊂ ∪^k_{i=2}V_i, proto¿e je W_1 nerozlo¿itelné. Podobnì, pokud W_1 není obsa¿eno v V_1 ∪ · · · ∪ V_s, pak W_1 ⊂ ∪^k_{i=s+1}V_i. Celkem tedy vidíme, ¿e v¿dy existuje nìjaké j takové, ¿e W_1 ⊂ V_j. Podobnì pro vźechny ostatní W_2, . . . , W_k a také naopak pro inkluze V_i ⊂ W_j. Celkem jsme tedy ovìøili, ¿e V_i ⊂ W_{ki} ⊂ V_{ji} . To je ale mo¿né jen pro V_{ji} = V_i, tj. V_i ⊂ W_{ki} ⊂ V_i, a vźude musí nastat rovnost, tedy V_i = W_{ki} = V_i. Stejnì pro komponenty W_j . �

4.16 Poznámka. Ka¿dý prvoideál I je radikálový ideál. Je-li toti¿ g^m ∈ I, pak buï g^{m−1} nebo g je v I, tj. po koneènì mnoha krocích ovìøíme g ∈ I. Proto je V(S) nerozlo¿itelná varieta, kdykoliv je S prvoideál v algebraicky uzavøeném K.

4.17 Pøíklad.

1. V = V(y − x^2, z − x^3) ⊂ C^3 je tzv. tvistovaná kubika. Uká¿eme, ¿e ideál S = ⟨y − x^2, z − x^3⟩ je prvoideál. De˛nujme homomor˛smus okruhù φ pøedpisem φ : C [x, y, z] → C [t], x → t, y → t^2, z → t^3. Nyní, je-li φ(fg) = φ(f)φ(g) = 0, pak buï φ(f), nebo φ(g) je nulový polynom. Staèí tedy ukázat, ¿e S je jádro homomor˛smu φ. Pak toti¿ bude platit, ¿e pøi fg ∈ S je φ(fg) = 0 a proto buï φ(f) nebo φ(g) je 0 v C [t], tzn. buï f nebo g patøí do S. Ka¿dé f ∈ S lze vyjádøit jako f = h_1(y − x^2) + h_2(z − x^3), proto φ(f) = 0. Odtud S ⊂ ker φ. Z tvaru generátorù S plyne, ¿e ka¿dý polynom h ∈ C [x, y, x] lze vyjádøit ve tvaru

h = h_1(y − x^2) + h_2(z − x^3) + r, r ∈ C [x].

Odtud ji¿ vyplývá, ¿e ker φ = S a je tedy S prvoideál. Zejména je tvistovaná kubika nerozlo¿itelná.

2. Pro plochy v C^3 a køivky v C^2 je situace jednoduźźí. Jsou zadané polynomem f = f^{k1}_1 . . . f^{kr}_r = 0 a ⟨f⟩ je prvoideál právì, kdy¿ rozklad má jen jeden faktor v první mocninì. Pøitom jsme ji¿ dokázali, ¿e ⟨f⟩ = √ ⟨f⟩ právì, kdy¿ f je redukovaná rovnice nadplochy.

3. Uva¿me dalźí køivku v C^3 zadanou ideálem S = ⟨y^2 − xz, z^2 − y^3⟩. Zdá se, ¿e

stejná varieta by mìla být zadaná také ideálem ⟨y^2 − xz, z^2 − xyz⟩. Snadný výpoèet ukazuje, ¿e dokonce i tyto ideály jsou si rovny:

z^2 − xyz = (z^2 − y^3) + y(y^2 − xz) z^2 − y^3 = (z^2 − xyz) − y(y^2 − xz)

4 AFINNÍ VARIETY 31

Je tedy V(S) = V(y^2 − x^2, z(z − xy). Snadná úvaha nyní dává, ¿e ve skuteènosti je V(S) = V(y^2 − xz, z) ∪ V(y^2 − xz, z − xy). První z komponent, V_1 = V(y^2 − xz, z) = V(y^2, z) = V(y, z), je nerozlo¿itelná varieta, proto¿e ⟨y, z⟩ obsahuje právì polynomy v C [x][y, z] bez absolutních èlenù a v souèinu fg bez absolutních èlenù musí jistì mít tuto vlastnost buï f nebo g, je to tedy jistì prvoideál. Je vidìt, ¿e jde o vźechny body na ose x.

Druhá komponenta je V_2 = V(y^2 − xz, z − xy). Vźimnìme si, ¿e y^2 − xz = (y^2 − x^2y) − x(z − xy), tzn. V_2 = V(y(y − x^2), z − xy) = V(y, z − xy) ∪ V(y − x^2, z − xy). První z tìchto komponent u¿ nemusíme znovu uva¿ovat, zbývá V^′_2 = V(y − x^2, z − xy) co¿ je varieta z prvního pøíkladu. (Je toti¿ z − x^3 = (z − xy) + x(y − x^2).) Celkem jsme získali rozklad uva¿ované variety na dvì komponenty, tvistovanou kubiku V^′ a body na ose x. Vźimnìme si, ¿e osa x se pøitom v naźem rozkladu vyskytuje þdvakrátß.

4.18 De˛nice. Pro libovolný polynom f ∈ K[x_1, . . . , x_n] de˛nujeme jeho lineární èást

v bodì p = (p_1, . . . , p_n) ∈ K^n jako polynom

D^1_pf = ∂f ∂x^1 (p)(x_1 − p_1) + · · · + ∂f ∂x^n (p)(x_n − p_n). Teèný prostor k varietì V v bodì p ∈ V je varieta T_pV = V(⟨D^1_pf; f ∈ I(V )⟩). 4.19 Vìta.

1. Teèný prostor k varietì V v libovolném bodì p ∈ V ⊂ K^n je a˛nní podprostor v

K^n .

2. Je-li I(V ) = ⟨f_1, . . . , f_s⟩, pak T_pV = V(D^1_pf_1, . . . , D^1_pf_s).

Dùkaz: Staèí dokázat pouze druhé tvrzení, proto¿e pak je vidìt, ¿e T_pV je mno¿ina vźech øeźení systému lineárních rovnic.

Spoètìme D^1_p(hf) pro souèin. Podle de˛nice to je ∂(hf) ∂x_1 (p)(x_1 − p_1) + · · · = ( ∂h ∂x_1 (p)f(p) + h(p) ∂f ∂x_1 (p))(x_1 − p_1) + . . .

Proto¿e p je bod variety, pro ka¿dý polynom h = h_1f_1 + · · · + h_sf_s ∈ I(V ) dostaneme D^1_ph = h_1(p)D^1_pf_1 + · · · + h_s(p)D^1_pf_s. Pro libovolný polynom h v asociovaném ideálu je tedy D^1_p(h) lineární kombinací D^1_p(f_1), . . . D^1_p(f_s). Proto D^1_ph ∈ ⟨D^1_pf_1, . . . , D^1_pf_s⟩ a vìta je dokázaná. �

4.20 Vìta. Nechż L je pøímka v K^n zadaná parametricky, L : p + tv, a V ⊂ K^n varieta. Pak L ⊂ T_pV , p ∈ V , právì, kdy¿ pro ka¿dé f ∈ I(V ) je hodnota t = 0 koøenem polynomu f(p + tv) ∈ K[t] s násobností alespoò 2.

Dùkaz: Oznaème g(t) = f(p + tv) ∈ K[t]. Skalár t = 0 je koøen s násobností alespoò 2 právì, kdy¿ je i koøenem derivace g^′(t). Spoèteme

g^′(0) = ∂f ∂x^1 (p)v_1 + ∂f ∂x^2 (p)v_2 + · · · + ∂ ∂x^n (p)v_n = D^1_pf(p + v)

kde v = (v_1, . . . , v_n). Odtud plyne, ¿e g^′(0) = 0 právì, kdy¿ v ∈ T_pV . To nastane právì, kdy¿ L ⊂ T_pV . �

4.21 Dùsledek. Pro nadplochu V ⊂ K^n s redukovanou rovnicí V = V(f) je T_pV = V(D^1_pf). Pøitom, je-li f = f_1 . . . f_r rozklad na nerozlo¿itelné faktory a V_i = V(f_i) jsou pøísluźné komponenty, pak pro v ∈ V_i je dimT_pV = n − 1 právì, kdy¿ D^1_pf_i ≠ 0 a dimT_pV_i = n v opaèném pøípadì. Dále, dimT_pV = dimT_pV_i právì, kdy¿ p /∈ V_i ∩ V_j pro nìjaká i ≠ j.

4.22 Pøíklad. Uva¿me polynom f = (x^2 + y^2 − 1)(x − 1), tj. V(f) je sjednocení

jednotkové kru¿nice a její teèny v bodì p = (1, 0). Ideál I = ⟨f⟩ je radikálový, proto¿e f je redukované. Platí

D^1_pf = (2x^2 − 2x + x^2 + y^2 − 1) |_{(1,0)} (x − 1) + (2y(x − 1) |_{(1,0)} (y) = 0 + 0.

V tomto bodì tedy bude ka¿dá jím procházející pøímka v T_pV . Ve vźech ostatní budou teèné prostory jednorozmìrné (teèny k pøísluźným køivkám).

4.23 De˛nice. Pro nerozlo¿itelnou varietu V de˛nujeme její dimenzi vztahem dimV = min{dimT_pV, p ∈ V }. Obecnì, pro varietu V a bod p ∈ V de˛nujeme dimenzi V v bodì p,

dim_pV = max{dimenze komponent do nich¿ p patøí}.

Dimenze variety V je pak maximum dimenzí v bodech p ∈ V . Body ve kterých je dimV = dimT_pV jsou regulární , ostatní nazýváme singulární.

Zaveïme nyní pøesnì pojem parametricky zadané variety.

4.24 De˛nice. Racionální parametrickou reprezentací variety V(f_1, . . . , f_r) ⊆ K^n

rozumíme racionální funkce r_1, . . . , r_n ∈ k(t_1, . . . , t_s) splòující následující podmínky • Je-li x_i = r_i(t_1, . . . , t_n) pro i = 1, 2, . . . , n, pak (x_1, . . . , x_n) ∈ V(f_1, . . . , f_r) pro libovolná t_1, . . . , t_s.

• V(f_1, . . . , f_r) je minimální a˛nní varieta obsahující takto dané body (x_1, . . . , x_n). Pokud jsou vźechny r_i polynomy v K[t_1, . . . , t_s], pak hovoøíme o polynomiální parametrizaci.

4.25 Vìta. Nechż V ⊆ K^n je a˛nní varieta zadaná parametricky ve tvaru x_1 = g_1(t_1, . . . , t_m), . . . , x_n = g_n(t_1, . . . , t_m), kde g_i ∈ K(t_1, . . . , t_m). Pak V je nerozlo¿itelná. Dùkaz: Provedeme nejprve dùkaz pro polynomiální parametrizace, tj. g_i ∈ K[t_1, . . . , t_m], kdy je celkem snadný.

Uva¿me zobrazení φ : K^m → K^n , (t_1, . . . , t_m) → (g_1(t_1, . . . , t_m), . . . , g_n(t_1, . . . , t_m)). Pak I(V ) = I(φ(K^n )). Je tedy f ∈ I(V ) právì, kdy¿ f ∘ φ = 0 jako polynom v

K[t1, . . . , tm]. Chceme ukázat, ¿e asociovaný ideál je prvoideál, pøedpokládejme tedy,

¿e fh ∈ I(V ). Pak (fh) ∘ φ = (f ∘ φ) · (h ∘ φ) = 0, jako polynom v K[t_1, . . . , t_m]. Proto buï f ∘ φ nebo h ∘ φ je nula.

Obecný pøípad vy¿aduje o trochu slo¿itìjźí postup. Nechż h_1, . . . , h_n jsou jmenovatelé racionálních funkcí z parametrizace a pøedpokládejme, ¿e nejsou vźechny konstantní.

4 AFINNÍ VARIETY 33

Oznaème W = V(h_1, . . . , h_n) varietu nulových bodù alespoò jednoho polynomu h_i. Nyní mù¿eme de˛novat φ : K^m \W → K^n , φ(t_1, . . . , t_m) = (g_1(t_1, . . . , t_m), . . . ) a opìt platí I(V ) = I(φ(K^m \ W )). Uva¿me fh ∈ I(V ), tj. (f ∘ φ) · (h ∘ φ) = 0, kde poslední rovnost chápeme v podílovém tìlese. Jeden z nich musí tedy být nulový prvek podílového tìlesa.

Nechż f ∘φ = 0, tj. f(^{r1}_{h1} , . . . ,^{rn}_{hn} ) = 0 na K^m \W . Tzn. do obyèejného polynomu dosazujeme podíly nìjakých polynomù. Existuje pøitom k takové, ¿e souèin (h_1 . . . h_n)^k(f ∘φ) je ji¿ obyèejný polynom v K[t_1, . . . , t_m]. Pak ovźem také (h_1 . . . h_n)^k(f ∘ φ) = 0 v

K[t1, . . . , tn] a hodnoty tohoto polynomu na K^m \ W , co¿ je otevøená podmno¿ina, jsou

nulové. Proto je tento polynom identicky nulový vźude, je proto identicky nulové i f ∘φ a to jsme potøebovali ukázat. �

4.26 Pøíklad.

1. Uva¿me varietu zadanou parametricky

x = t(u^2 − t^2), y = u, z = u^2 − t^2

Jde o varietu vyobrazenou na titulní stranì textù. Pøesvìdèit se o tom mù¿eme eliminací promìnných t, u z rovnic.

x = tz, z = y^2 − t^2 x^2 = t^2z^2 = (y^2 − z)z^2 = y^2z^2 − z^3

Dostali jsme tedy skuteènì varietu V(x^2 − y^2z^2 + z^3). Podle pøedchozí vìty je nerozlo- ¿itelná. Teèné prostory k této varietì jsme poèítali ji¿ v úvodní kapitole.

2. Tvistovaná kubika je dána V(y−x^2, z−x^2) a její parametrizace je vidìt okam¿itì: x = t, y = t^2, z = t^3. Znovu jsme tedy ukázali, ¿e ⟨y − x^2, z − x^3⟩ je pvoideál, tentokrát daleko jednoduźeji. Ka¿dý prvoidál je radikálový, proto pro teèné prostory dostáváme

T_pV = V(D^1_p(y − x^2), D^1_p(z − x^3)).

Oznaèíme-li p = (p_x, p_y, p_z ), dostaneme

T_pV = V(−2p_x(x − p_x) + (y − p_y), −3p^2_x(x − p_x) + (z − p_z )).

Napø. pro p = (1, 1, 1) je teèný prostor pøímka V(−2(x−1)+(y−1), −3(x−1)+(z−1)).

3. Varieta V(x^2 − y^2z) je zadána parametricky x = uv, y = v, z = u^2 je tedy nerozlo¿itelná. Pro libovolný bod tvaru p = (0, 0, α) je teèný prostor T_pV = V(0) = K^3 . Jsou tedy vźechny body na ose z singulární.

Bez dùkazu uvedeme obecnou vìtu o rozkladu variet na komponenty. Pro speciální pøípad nadploch je ale dùkaz ji¿ snadný, zkuste si sami!

4.27 Vìta. Nechż V ⊂ K^n je a˛nní varieta a oznaème ˚ = {p ∈ V ; p je singulární bod} 1. ˚ je a˛nní varieta obsa¿ená ve V .

2. Pro p ∈ ˚ je dim(T_pV ) > dim_pV .

3. ˚ neobsahuje ¿ádnou nerozlo¿itelnou komponentu V . 4. Jsou-li V_i, V_j rùzné nerozlo¿itelné komponenty V , pak V_i ∩ V_j ⊆ ˚.

4.28 Poznámka. Ka¿dou s-tici polynomù (f_1, . . . , f_s) mù¿eme chápat jako zobrazení φ = (f_1, . . . , f_s) : K^n → K^s . Vlastnosti tohoto zobrazení ve spoleèném nulovém bodì

p ∈ K^n jistì budou vypovídat i nìco o chování variety V(f1, . . . , fs) v okolí bodu p. Z

analýzy je známo, ¿e þlineární èást chováníß je zachycena tzv. Jacobiho maticí

J(f_1, . . . , f_s)(p) = ∂ ∂x_1 f1 . . . ∂ ∂xn f_1 . . . . . . ∂ ∂x_1 fs . . . ∂ ∂xn f_s (p)

Determinant této matice se nazývá Jacobián pøísluźného zobrazení v bodì p. Hodnost J(f_1, . . . , f_s)(p) ≤ min(n, s). Pøedpokládejme, ¿e hodnost je rovna s, zejména je tedy s ≤ n. Pak (jak je známo z analýzy) je varieta V(f_1, . . . , f_s) = φ^{−1}(0) lokálnì grafem jistého zobrazení K^{n−s} → K^n (tzv. vìta o implicitní funkci). Zejména tedy v tomto pøípadì jistì bude bod p regulárním bodem variety.

Samozøejmì, naopak tvrzení neplatí. Napø. f = (x^2 − y)^2 zadává parabolu, vźechny body jsou regulární, Jacobiho matice ale bude pro vźechny bdy na parabole nulová.

4.29 De˛nice. Uva¿me polynom f ∈ K[x_1, . . . , x_n] stupnì d a bod p ∈ K^n . Taylorùv

rozvoj f v bodì p dává

f(x) = f(p) + D^1_pf(x − p) + · · · + 1 k! D^k_p f(x − p) + · · · + 1 d! D^d_pf(x − p) kde D^k_p f = ∑ |α|=k ∂^{|α|}f ∂x^α (p)(x − p) α, viz. tzv. multiindexovou symboliku zavedenou v 3.2. Homogenní polynom D^k_p f, který je buï stupnì k nebo nulový, nazýváme k-lineární èást f v bodì p. De˛nujeme D^{min}_p f jako první nenulovou homomgenní èást f v p. Pro ka¿dý nenulový polynom f je jeho první nenulová èást dobøe de˛novaná v ka¿dém bodì

p ∈ K^n , pro body mimo V(f) je to konstanta f(p).

Teèný ku¿el variety V = V(f_1, . . . , f_s) v bodì p ∈ V de˛nujeme vztahem C_p(V ) = V(D^{min}_p f; f ∈ I(V )). Teèný ku¿el je podle de˛nice prùnik variet ∩_{f∈I(V )}V(D^{min}_p f).

4.30 Vìta. Nechż V = V(f) je nadplocha a I(V ) = ⟨g⟩. Pak C_p(V ) = V(D^{min}_p g). Je-li

K = C , pak navíc také Cp(V ) = V(D^{min}_p f).

Dùkaz: Polynomy z I(V ) = ⟨g⟩ jsou násobky g. Spoèítáme pro libovolný polynom h minimální nenulovou èást D^{min}_p (hg). Dostaneme

D^k_p (hg) = ∑ |α|=k ∂^{|α|} ∂x^α (hg)(p)(x − p)^α

= ∑ |α|=k ( ∑ β+γ=α ( ∂^{|β|} ∂x^β h)( ∂^{|γ|} ∂x^γ g)(p))(x − p)^α

4 AFINNÍ VARIETY 35

Oznaème minimální stupnì k^′ pro g, k^{′′} pro g. Je-li k < k^′ + k^{′′} , pak buï^{∂|β|}_{∂xβ} h nebo ∂^{|γ|} ∂x^γ g je nulové. Proto dostaneme minimální nenulovou èást pro k = k ′ + k^{′′} , tzn. D^{min}_p (hg) = ( ∑ |β|=k^′ ( ∂^{|β|} ∂x^β h)(p)(x − p)^β) · ( ∑ |γ|=k^{′′} ( ∂^{|γ|} ∂x^γ g)(p)(x − p)^γ) = (D^{min}_p h)(D^{min}_p g) Odtud plyne, ¿e pro hg ∈ I(V ) je V(D^{min}_p (hg)) ⊇ V(D^{min}_p g).

Pøedpokládejme navíc, ¿e K = C . Spoèteme, ¿e ideály ⟨f⟩ a I(V ) budou dávat tentý¿ ku¿el (ale s násobností). Máme h ∈ I(V ) právì, kdy¿ h^m ∈ ⟨f⟩ pro vhodné m. Podle pøedchozího výpoètu je D^{min}_p (h^m) = (D^{min}_p h)^m a proto V(D^{min}_p h) = V(D^{min}_p h^m) ⊇ V(D_pf) plyne z pøedchozí èásti dùkazu. � 4.31 Pøíklad. Pro variety vìtźích kodimenzí je bohu¿el situace daleko slo¿itìjźí. Vez-

mìme køivku V = V(xy, xz + z(y^2 − z^2)) ⊆ C^3. Lze spoèítat, ¿e ⟨xy, xz + z(y^2 − z^2)⟩ je radikálový ideál. Mohli bychom doufat, ¿e C_0(V ) = V(xz, xz), uvidíme vźak, ¿e to není pravda. Uva¿me f = y(xz + z(y^2 − z^2)) − z(xy) = zy(y^2 − z^2) ∈ I(V ). Polynom D^{min}_f = zy(y^2 − z^2) není nulový v bodech roviny x = 0, která je celá obsa¿ena v V(xz, xz)! Teèný ku¿el proto musí ve skuteènosti být daleko menźí.

Následující vìta øíká, ¿e teèný ku¿el v libovolném bodì je vyplnìn právì vźemi limitními stavy seèen tímto bodem procházejících. O seènách L_k procházejících bodem p pøitom øekneme, ¿e konvergují k pøímce L : p + tv, jestli¿e existují smìrové vektory v_k, v_k → v, takové, ¿e L_k = p + tv_k).

4.32 Vìta. Nechż V je a˛nní varieta v C^n . Pøímka L : p+tv le¿í celá v C_pV právì kdy¿ existuje posloupnost bodù q_k ∈ V, q_k ≠ p konvergujících k p takových, ¿e L_k : p + t(q_kp) konverguje k L.

Dùkaz: Napøed uká¿eme, ¿e pro body q_k ∈ V , q_k → p, konvergují seèny k pøímce v C_pV . Zvolíme p = 0 (bez újmy na obecnosti mù¿eme provést posunutí do poèátku). Pøedpokládejme, ¿e L_k : p + t(q_k − p) = tq_k konverguje k pøímce L : p + tv = tv. Tzn. existuje v_k → v, q_k = t_kv_k. Zjevnì t_k → 0. Nechż f ∈ I(V ), tj. f ≡ 0 na V. Dále nechż k je minimální èíslo takové, ¿e D^k_0 f ≠ 0. Tzn. f = D^k_0 f + · · · + D^d_0f, kde d je stupeò f. Nyní

0 = f(t_lv_l) = t^k_l D^k_0 f(v_l) + t^{k+1}_l D^{k+1}_0 f(v_l) + · · · + t^d_l D^d_0f(v_l) 0 = D^k_0 f(v_l) + t_lD^{k+1}_0 f(v_l) + . . .

Limitním pøechodem l → ∞, tj. t_l → 0, dostaneme D^k_0 f(v) = 0. To ale znamená, ¿e pøímka L je obsa¿ena v teèném ku¿eli C_0V , co¿ jsme chtìli dokázat.

Opaèný smìr je nepøíjemnìjźí. V podstatì se jedná o diskuzi, jaká je nejmenźí varieta obsahující vźechny limity seèen. Provádí se v C [t, x_1, . . . , x_n]. Detaily vynecháme. �

4.33 Vìta. Nechż p ∈ V ⊂ C^n . Pak dim_p V = dim C_pV .

Dùkaz: Pro nadplochy plyne z de˛nice, obecný dùkaz vynecháme �

4.34 Dùsledek. Nechż p ∈ V ⊂ C^n . Následující podmínky jsou ekvivalentní.

1. p je regulární bod 2. dim C_p (V ) = dim T_pV 3. C_pV = T_pV

5 Projektivní variety

Pøipomeòme, ¿e projektivní prostor P_n(K) je mno¿ina jednorozmìrných podprostorù (a_0 : a_1 : · · · : a_n) v K^{n+1} .

5.1 De˛nice. Homogenní polynom stupnì k v K[x_0, . . . , x_n] je takový polynom, jeho¿

vźechny monomy mají stupeò k. Tj. f = ∑ |α|=k cαx α. Ka¿dý f ∈ K[x_0, . . . , x_n] je jednoznaènì vyjádøen jako souèet homogenních komponent f = ∑k i=1 f_{(i)}, kde f_{(i)} je homogenní polynom stupnì i, i = 0, . . . , k.

Ideál I ⊂ K[x_0, . . . , x_n] je homogenní, jestli¿e pro ka¿dý polynom f ∈ I jsou i vźechny jeho homogenní komponenty v I.

5.2 Lemma. Nechż f ∈ K[x_0, . . . , x_n] je libovolný polynom a f(x) = 0 pro vźechny homogenní souøadnice x = (x_0 : x_1 : · · · : x_n) jistého bodu p ∈ P_n(K). Pak vźechny homogenní komponenty polynomu f splòují f_{(i)}(x) = 0. Dùkaz: Nechż je f = ∑k i=0 f_{(i)}. Platí f_{(i)}(λx) = λ^if(x). Je-li f(λx) = 0 pro vźechny hodnoty λ, pak 0 = f(λx) = ∑k i=0 f_{(i)}(x)λ^i je identicky nulový polynom, musí tedy mít nulové vźechny koe˛cienty. Právì to jsme mìli dokázat. �

5.3 Poznámka. Pro mno¿inu S ⊂ P_n(K) de˛nujeme

I(S) = {f ∈ K[x_0, . . . , x_n], f(x) = 0 pro vźechny homogenní souøadnice bodù v S}

Zjevnì je I(S) ideál a z pøedchozího lemmatu plyne, ¿e I(S) je homogenní ideál. Nabízí se de˛novat þnejmenźí varietuß obsahující S jako mno¿inu vźech bodù v P_n(K), jejich¿ homogenní souøadnice jsou nenulovými body vźech f ∈ I(S). Následující vìta ukazuje, ¿e homogenní ideály jsou generovány koneènì mnoha homgenními polynomy. To nám umo¿ní pou¿ít explicitnìjźí de˛nici.

5.4 Vìta. Ideál I ⊂ K[x_0, . . . , x_n] je homogenní ideál, právì kdy¿ existují homogenní polynomy f_1, . . . , f_s ∈ K[x_0, . . . , x_n] takové, ¿e I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩. Dùkaz: Uva¿me dva polynomy f = ∑k i=0 f_{(i)}, g = ∑l j=0 g_{(j)}. Pak

(f + g) = max(k,l) ∑ q=0 (f_{(q)} + g_{(q)})

(fg) = k+l∑ q=0 ( ∑ i+j=q f_{(i)}g_{(i)})

Z Hilbertovy vìty o bázi plyne, ¿e I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ pro vhodné generátory f_i = ∑ j f_{i(j)}. Proto¿e I je homogenní ideál, jsou f_{i(j)} ∈ I (z de˛nice). Dále f_i le¿í v ideálu generovaném f_{i(j)}, tzn. I = ⟨f_{i(j)}⟩.

5 PROJEKTIVNÍ VARIETY 37

Pøedpokládejme naopak, ¿e I = ⟨f_1, . . . , f_s⟩ s homogenními polynomy f_i ∈ I. Nechż f = h_1f_1 + · · · + h_sf_s a nechż f = ∑k j=0 f_{(j)}. Pak f_{(k)} se vyjádøí jako souèet (nìkterých) nejvyźźích homogenních komponent h_if_i. Ty jsou ale souèiny f_i s nejvyźźími komponentami h_i. Odtud f_{(k)} ∈ I. Nyní f −f_{(k)} ∈ I a nejvyźźí homogenní komponenta f −f_{(k)} opìt le¿í v I. Po koneèném poètu krokù vźechny f_{(j)} ∈ I. �

5.5 De˛nice. Projektivní varieta V ⊂ P_n(K) je mno¿ina zadaná homogenními poly-

nomy f_1, . . . , f_s ∈ K[x_0, . . . , x_n],

V = V(f_1. . . . , f_s) = {(a_0 : · · · : a_n) ∈ P_n(K) ; f_i(a_0, . . . , a_n) = 0 ; i = 1, . . . , s)}

Projektivní varieta se nazývá nerozlo¿itelná , jestli¿e ji nelze vyjádøit jako sjednocení V = V_1 ∪ V_2 dvou projektivních variet takových , ¿e V_i ⊈ V_j , i ≠ j. 5.6 Vìta. Pro ka¿dé nekoneèné pole K zadávají pøiøazení V → I(V ), I → V(I) korespondence { projektivní variety } � { homogenní ideály } a platí V(I(V )) = V . Zejména V = W právì, kdy¿ I(V ) = I(W ). Dùkaz: Úplnì stejný jako v a˛nním pøípadì. � 5.7 Vìta. Ka¿dou projektivní varietu lze jednoznaènì (a¿ na poøadí) vyjádøit jako sjednocení nerozlo¿itelných variet V = V_1 ∪ · · · ∪ V_k, V_i ⊈ V_j pro vźechny i ≠ j. Dùkaz: Stejnì jako v a˛nním pøípadì, získáme pro V klesající øetìzec V = V_0 ⊇ V_1 ⊇ V_2 ⊇ . . . projektivních variet. Odtud I(V_0) ⊆ I(V_1) ⊆ . . . je rostoucí øetìzec homogenních ideálù. Proto existuje N takové, ¿e I(V_N ) = I(V_{N+1}) = . . . . Pro získaný rozklad se pak analogicky k a˛nnímu pøípadu odvodí jednoznaènost. �

5.8 Poznámka. Projektivní prostor jsme vyjádøili jako P_n(K) ∼= U_0 ∪ P_{n−1}(K), kde U_0 je a˛nní rovina K^n a o jednu dimenzi menźí projektivní prostor P_{n−1}(K) hraje roli bodù v nekoneènu. Pøesnìji, U_0 = {p = (x_0 : · · · : x_n); x_0 ≠ 0}, p ∼= (1, x_1, . . . , x_n) ∼= (x_1, . . . , x_n), a podobnì mù¿eme do P_n(K) vlo¿it a˛nní roviny U_i = {p = (x_0 : · · · : x_n); x_i ≠ 0}. Pro varietu V ⊂ P_n(K), V = V(f_1, . . . f_s), de˛nujeme její þa˛nní èást v U_iß jako V_{af} = V ∩ U_i. Rádi bychom také naopak umìli k varietì V_{af} ⊂ U_0 najít odpovídající projektivní varietu V .

5.9 Vìta. Nechż V = V(f_1, . . . , f_s) ⊂ P_n(K) je projektivní varieta. De˛nujeme g_i ∈ K[x1, . . . , xn], gi(x1, . . . , xn) = fi(1, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , s. Pak Vaf = V ∪ U0 = V(g_1, . . . , g_s) ⊂ K_n .

Dùkaz: Je-li (1 : a_1 : · · · : a_n) ∈ V ∩ U_0, pak f_i(1, a_1, . . . , a_n) = g_i(a_1, . . . , a_n) = 0. Tím je dokázáno, ¿e V_{af} ⊂ V(g_1, . . . , g_s). Naopak, je-li g_i(a_1, . . . , a_n) = 0, i = 1, . . . , s, pak f_i(1, a_1, . . . , a_n) = g_i(a_1, . . . , a_n) = 0, tj. (1 : a_1 : · · · : a_n) ∈ V ∩ U_0. � 5.10 De˛nice. Nechż I ⊂ K[x_1, . . . , x_n] je ideál. Homogenizací ideálu I je ideál I^h = ⟨f^h; f ∈ I⟩ ⊂ K[x_0, . . . , x_n] kde f^h je tzv. homogenizace polynomu f = ∑k i=0 f_{(i)}, daná vztahem

f^h(x_0, . . . , x_h) = k∑ i=0 f_{(i)}(x_0, . . . , x_n)x^{k−i}_0 = x^k_0f( x_1 x_0 , . . . , x_n x_0 ).

Projektivní rozźíøení a˛nní variety V = V(f_1, . . . , f_s) ⊂ K^n ∼= U_0 ⊂ P_n(K) de˛nujeme jako projektivní varietu V((I(V ))^h).

5.11 Vìta. Nechż V je nadplocha v K^n zadaná redukovanou rovnicí f = 0. Potom projektivním rozźíøením variety V je V(f^h).

Dùkaz: Nadplocha V je zadána hlavním ideálem ⟨f⟩, který je radikálový, proto je také asociovaný ideál I = I(V ) = ⟨f⟩. Z formule pro homogenizaci polynomu ihned plyne, ¿e homogenizace souèinu dvou polynomù je souèin jejich homogenizací. Pak ovźem libovolný prvek g homogenizovaného ideálu I^h je nutnì opìt násobkem f^h. Odtud vyplývá dokazované tvrzení. �

5.12 Pøíklad. Tvistovaná kubika W = V(x_2 − x^2_1, x_3 − x^3_1) (parametricky je zadaná x_1 = t, x_2 = t^2, x_3 = t^3). Homogenizací generátorù f = x_2 − x^2_1, g = x_3 − x^2_1, získáme polynomy f^h = x_0x_2 − x^2_1, g^h = x^2_0x_3 − x^3_1.

Uva¿me varietu V = V(x_0x_2 −x^2_1, x^2_0x_3 −x^3_1). Její prùnik s projektivní rovinou bodù v nekoneènu je V ∩ H = V(x_0x_2 − x^2_1, x^2_0x_3 − x^3_1, x_0) = V(x_1, x_0), co¿ je celá projektivní pøímka. Dá se proto tuźit, ¿e varieta V je zbyteènì pøíliź veliká.

Skuteènì, má také V^′ = V(x_2x_0 − x^2_1, x^2_0x_3 − x^3_1, x_1x_3 − x^2) a˛nní èást v U_0 rovnu W . Pøitom V^′ ∩ H = V(x_2x_0 − x^2_1, x^2_0x_3 − x^3_1, x_1x_3 − x^2, x_0) = V(x_1, x_0, x_2), tzn. v þnekoneènuß pøibyl jediný bod (0 : 0 : 0 : 1). To odpovídá daleko lépe intuitivní pøedstavì o rozźíøení køivky o body v nekoneènu.

Pøitom si vźimnìme, ¿e I = ⟨x_2 − x^2_1, x_3 − x^3_1⟩ je prvoideál, tedy zejména radikálový ideál, staèí proto uva¿ovat homogenizovaný ideál I^h. To vźak neznamená, ¿e staèí zhomogenizovat libovolné generátory. V naźem pøípadì jsme museli pøidat polynom, který je v I, je homogenní, ale není v ⟨f^h, g^h⟩.

5.13 Pøíklad. Graf reálné funkce y = x^3 − x je varieta W = V(y − x^3 + x) její¿

projektivní rozøíźení je podle pøedchozí vìty V = V(z^2y − x^3 + z^2x) ⊂ R^3. Její body v projektivní rovinì H bodù v nekoneènu spoèteme pøidáním rovnice z = 0, tj. vyjde jediný bod (0 : 1 : 0) ∈ H ∩ V .

Pro polynom g = z^2y − x^3 + z^2x øeźme soustavu rovnic g = 0, ∂g ∂x = 0, ∂g ∂y = 0, ∂g ∂z = 0 Øeźením je jediný bod (0 : 1 : 0) ∈ P_2(R), co¿ znamená, ¿e nevlastní bod je jediným singulárním bodem køivky. Podívejme se jak se chová naźe køivka v okolí svého jediného singulárního bodu. Staèí zvolit jiné vlo¿ení a˛nní roviny do projektivní roviny, napø. uva¿ujme body s nenulovou y-ovou souøadnicí. Tzn. dosadíme y = 1 do g, oznaème novì vzniklý polynom h = z^2 − x^3 + xz. Pùvodnì nekoneèný bod nyní pøejde na bod (0, 0) a snadno pøepoèítáme, ¿e první derivace h jsou v tomto bodì nulové. Nemá proto smysl poèítat teènu, mù¿eme se ale zajímat o teèný ku¿el v singulárním bodì (0, 0). Spoèteme D^2_{(0,0)}h = z^2, je tedy teèným ku¿elem dvojnásobná teèna z = 0. Prohlédnìte si situaci na obrázku 15.

Bez dùkazu uvedu obecnou vìtu popisující vztah mezi pùvodní a˛nní varietou a jejím projektivním rozźíøením.

5 PROJEKTIVNÍ VARIETY 39

Obr. 14: Graf funkce y = x^3 − x a chování v okolí nevlastního singulárního bodu (0 : 1 : 0). Vźimnìte si, ¿e tøi nulové hodnoty pùvodní funkce se ocitají na projektivní pøímce nevlastních bodù, proto se køivka vpravo zdá na první pohled nesouvislá.

5.14 Vìta. Nechż W ⊂ K^n je a˛nní varieta a nechż V = V((I(V ))^h) je její projektivní rozźíøení. Potom

1. V_{af} = V ∩ U_0 = W

2. V je nejmenźí a˛nní varieta v P_n(K) taková, ¿e její a˛nní èást V_{af} = W

3. őádná komponenta projektivního rozźíøení V nele¿í celá v projektivní nadrovinì nevlastních bodù H = V(x_0)

4. Je-li W nerozlo¿itelná, potom je i V nerozlo¿itelná.

5.15 Poznámka. Je-li K = C (a stejnì pro libovolné algebraicky uzavøené pole), pak

není tøeba znát asociovaný ideál I(W ) pro nalezení projektivního rozźíøení. Je-li toti¿ W = V(I), pak pøímo platí V = V(I^h). Dùvodem je platnost Hilbertovy vìty o nulách a skuteènost, ¿e homogenizace souèinu polynomù je souèin jejich homogenizací.

Bohu¿el, pro obecná pole to neplatí. Napø. I = ⟨x^2 +y^4⟩ ⊂ R^2 dává V(I) = {(0, 0)}, ale I^h = ⟨z^2x^2 + y^4⟩ zadává varietu {(0 : 0 : 1), (1 : 0 : 0)}. Pøitom samozøejmì je nejmenźí varieta v P_2(R) obsahující jediný bod {(0 : 0 : 1)} zase tento jediný bod. Kdy¿ pøitom vezmeme celý asociovaný ideál ⟨x, y⟩, dostaneme správný výsledek.

5.16 Pøíklad. Zkoumejme køivku zadanou polynomem f = y^2 − x^3 + 6x^2 − 9x. Jeho

homogenizace je g = zy^2 − x^3 + 6zx^2 − 9z^2x. Snadno spoèteme, ¿e jediný singulární bod projektivního rozźíøení je bod (3 : 0 : 1) s teèným ku¿elem y ± √ 3(x − √ 3z) = 0.

Dehomogenizací dosazením y = 1 dostaneme polynom h = z − x^3 + 6zx^2 − 9z^2x a jím zadaná a˛nní varieta je bez singulárních bodù. vźimnìme si jeźtì, ¿e jediný nekoneèný bod projektivního rozźíøení naźí køivky má homogenní souøadnice (0 : 1 : 0), tj. pøechází na bod (0, 0) ∈ V(h). Tento bod je sice regulární, teèna v nìm je ale pøímka y = 0, je to tedy právì pøímka nevlastních bodù pùvodní a˛nní roviny. Proto naźe pùvodní køivka V(f) nemá asymptoty.

Obr. 15: Ilustrace pøíkladu 5.16, vlevo V(y^2 − x^3 + 6x^2 − 9x), vpravo V(z − x^3 + 6zx^2 − 9z^2x)

Nyní se podívejme podrobnìji na nejjednoduźźí nadplochy. Po projektivních nadrovinách (zadaných jedním lineárním homogenním polynomem), jsou nejjednoduźźí tzv. kvadriky, zadané homomogenním polynomem stupnì 2. Pøipomeòme, ¿e dvì podmno¿iny S_1, S_2 ⊂ P_n(K) jsou projektivnì ekvivalentní, jestli¿e existuje kolineace φ zobrazující bijektivnì S_1 na S_2.

5.17 Lemma. Nechż A ∈ G L(n + 1, K) je matice kolineace φ na P_n(K). Pak pro ka¿dou varietu V = V(f_1, . . . , f_s) ⊂ P_n(K) je φ(V ) projektivnì ekvivalentní varieta V(g_1, . . . , g_s) zadaná polynomy

g_i(x_0, . . . , x_n) = f_i(b_{00}x_0 + b_{01}x_1 + · · · + b_{0n}x_n, . . . , b_{n0}x_0 + · · · + b_{nn}x_n)

kde B = (b_{ij}) = A^{−1}. Vźechny g_i jsou homogenní polynomy stejných stupòù jako f_i.

Dùkaz: Staèí si uvìdomit, ¿e kolineace φ pùsobí prostøednictvím násobení homogenních souøadnic maticí A. Pro y = φ(x) získáme hodnoty g_i(y) tak, ¿e vezmeme f_i a vyèíslíme je v B(Ax), tzn. f_i(B(Ax)) = f_i(x), ale to je právì kdy¿ x ∈ V . �

5.18 Lemma. Vźechny projektivní podprostory stejné dimenze k v P_n(K) jsou projektivnì ekvivalentní.

Dùkaz: V libovolných projektivních souøadnicích je takový prostor dán n−k nezávislými lineárními rovnicemi. Proto ve vhodných souøadnicích je ka¿dý k-rozmìrný podprostor zadán rovnicemi x_1 = · · · = x_{n−k} = 0. �

5.19 De˛nice. Nadplochy V = V(f) ⊂ P_n(K) zadané kvadratickým homogenním

polynomem se nazývají (hyper-) kvadriky . Kvadriky bez singulárních bodù se nazývají regulární , ostatní jsou singulární .

Ka¿dý homogenní kvadratický polynom je v homogenních souøadnicích zadán výrazem f(x) = ∑n i,j=0 aijxixj = x T Ax kde A = (a_{ij}) je symetrická matice stupnì n + 1.

5 PROJEKTIVNÍ VARIETY 41

5.20 Kanonické formy. Z elementární lineární algebry víme, ¿e ve vhodné bázi má

kvadratická forma (tj. náź homogenní polynom) f diagonální matici, tj.

f(x) = c_0x^2_0 + c_1x^2_1 + · · · + c_kx^2_k, c_i ≠ 0,

kde èíslo k + 1 ≤ n + 1 se nazývá hodnost formy f.

Navíc pøi K = C lze dosáhnout, aby vźechny nenulové c_i byly rovny jedné, tj. f(x) = x^2_0 + · · · + x^2_k kde k + 1 je hodnost formy. Je-li K = R, pak dosáhneme pouze f(x) = x^2_0 + · · · + x^2_r − x^2_{r+1} − · · · − x^2_k a èíslo 0 ≤ r + 1 ≤ k + 1 se nazývá signatura formy f.

Napø. formy x^2 − x_1x_0 a x^2 − x_1x_2 − x^2_0, které vzniknou homogenizací rovnic pro parabolu a hyperbolu, vyjádøíme postupnou zmìnou souøadnic takto

x^2 − x_1x_0 = −(y_1 − y_0)(y_1 + y_0) + y^2 = −y^2_1 + y^2_0 + y^2

x^2 − x_1x_2 − x^2_0 = (x_2 − 1 2 x_1)^2 − 1 4 x^2_1 − x^2_0

= z^2_1 − z^2 − z^2_0

a je vidìt ¿e obì køivky jsou jistì projektivnì ekvivalentní.

Hodnost a signatura zøejmì nezávisí na volbì homogenních souøadnic, mù¿eme proto hovoøit o hodnosti a signatuøe kvadrik. Proto¿e f a −f zadávají stejnou varietu, budeme pro kvadriky v¿dy pøedpokládat k − r ≤ r.

5.21 Vìta. Kvadriky V(f), V(g) v P_n(K) jsou projektivnì ekvivalentní právì, kdy¿

• K = C a mají stejnou hodnost • K = R a mají stejnou hodnost i signaturu.

Dùkaz: Elementární lineární algebra � 5.22 Dùsledek. Regulární kvadriky jsou právì kvadriky hodnosti n+1 . 5.23 Dùsledek. Vźechny komplexní regulární kvadriky jsou projektivnì ekvivalentní. 5.24 Segreho zobrazení. De˛nujme zobrazení σ : P_n(K) × P_m(K) → P_{n+m+nm}(K)

pøedpisem

((x_0, . . . , x_n), (y_0, . . . , y_m)) → (x_0y_0, x_0y_1, . . . , x_0y_m, x_1y_0, . . . , x_1y_m, . . . , x_ny_m)

Pou¿ijeme-li jiné homogenní souøadnice tých¿ bodù, obraz se zmìní jen o násobek, je tedy naźe zobrazení skuteènì dobøe de˛nované. Uká¿eme, ¿e je prosté.

Pøedpokládejme σ(p, q) = σ(p^′, q^′). Pak jistì existují homogenní souøadnice, pro které u¿ de˛nièní pøedpis pro σ má stejné hodnoty. Zejména je x_0(y_0, . . . , y_m) = x^′_0(y^′_0, . . . , y^′_m), tj . buï q = q^′ nebo x_0 = x^′_0 = 0. Pokud q ≠ q^′, pak stejný argument dá postupnì x_0 = x_1 = · · · = x_n = 0, to je ale ve sporu s naźím pøedpokladem, ¿e (x_0 : . . . , x_n) jsou homogenní souøadnice bodu v P_n(K). Analogicky se doká¿e i p = p^′.

Zú¿ením na vnoøené a˛nní roviny x_0 = 0, y_0 = 0 dostaneme zobrazení K^n × K^m →

K^{n+m+nm} ,

((1 : x_1 : · · · : x_n), (1 : y_1 : · · · : y_m)) → → ((1 : y_1 : · · · : y_m : x_1 : x_1y_1 : · · · : x_1y_m : x_2 : · · · : x_ny_m) ∼= (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_m, x_1y_1, . . . , x_1y_m, . . . , x_ny_m) Nejjednoduźźí pøípad je σ_{1,1} : P_1(K) × P_1(K) → P_3(K).

5.25 Lemma. Obrazem Im σ_{1,1} je varieta V(z_0z_3 − z_1z_2).

Dùkaz: Zobrazení σ je dáno vztahem ((x_0 : x_1), (y_0 : y_1)) → (x_0y_0 : x_0y_1 : x_1y_0 : x_1y_1), pro body (z_0 : z_1 : z_2 : z_3) obrazu máme tedy rovnice

z_0 = x_0y_0, z_1 = x_0y_1, z_2 = x_1y_0, z_3 = x_1y_1

Jistì proto Im σ ⊂ V(z_0z_3 − z_1z_2). Pøedpokládejme (w_0 : w_1 : w_2 : w_3) ∈ V . Pro urèitost pøedpokládejme, ¿e tøeba w_0 ≠ 0 (jinak mù¿eme promìnné pøeèíslovat). Pak (w_0 : w_2) ∈ P_1(K) a (w_0 : w_1) ∈ P_1(K). Nyní

σ(w_0 : w_2 : w_0 : w_1) = (w^2_0 : w_0w_1 : w_2w_0 : w_2w_1) = (w^2_0 : w_0w_1 : w_0w_2 : w_0w_3) = (w_0 : w_1 : w_2 : w_3) � V závìru této kapitoly se zmíníme o speciálních konstrukcích variet vyźźích dimenzí, které jsou þposkládányß z projektivních podprostorù v jistém smyslu podobným zpùsobem, jako je jednodílný rotaèní hyperboloid vyplnìn pøímkami.

5.26 Pøímkové plochy. Dosazením pevného bodu p ∈ P_1(K) dostaneme σ(p, ) :

P1(K) → P3(K), pøípadnì σ( , p) : P1(K) → P3(K). Pro pevné p = (a : b) je v prvém

pøípadì obrazem projektivní pøímka procházející body (a : 0 : b : 0) a (0 : a : 0 : b), ve druhém pøípadì pøímka procházející (a : b : 0 : 0) a (0 : 0 : a : b). Obrazem σ je tedy plocha získaná sjednocením sítì pøímek. Takovým plochám se øíká pøímkové plochy.

Celkem jsme zjistili, ¿e regulání kvadrika V(z_0z_3 − z_1z_2) v P_3(C ) je prostøednictvím Segreho zobrazení ztoto¿nìna s P_1(K) × P_1(K) a toto zobrazení je dáno sítí pøímek. Vźimnìme si, ¿e tato varieta také obsahuje body tvistované kubiky (1 : t : t^2 : t^3).

Dalźí speciální pøípad je σ_{2,1} : P_2(K)×P_1(K) → P_5(K). Obraz tohoto zobrazení opìt vyplòuje projektivní varietu. Oznaème (z_{00}, z_{01}, z_{10}, z_{11}, z_{20}, z_{21}) souøadnice v P_5(K), tj. Segreho zobrazení má rovnice z_{ij} = x_iy_j. Obraz σ je varieta zadaná vźemi minory stupnì 2 v matici z_{00} z_{01} z_{10} z_{11} z_{02} z_{21}

tj. Im σ = V(z_{00}z_{11} − z_{10}z_{01}, z_{00}z_{21} − z_{20}z_{01}, z_{10}z_{21} − z_{20}z_{11}).

Dosadíme-li z_{00} = 1, dostáváme a˛nní èást této variety V(z_{11} − z_{10}z_{01}, z_{21} − z_{20}z_{01}), proto¿e zbylá rovnice z_{10}z_{21} − z_{20}z_{11} je dùsledkem pøedchozích. A˛nní varieta zadaná rovnicemi z_{11} = z_{10}z_{01}, z_{21} = z_{20}z_{21} je vyplnìna þ sítí pøímek a rovinß.

Podobnì lze získat popis v obecných dimenzích.

5 PROJEKTIVNÍ VARIETY 43

5.27 Pl}uckerovy souøadnice. Z technických dùvodù je vhodné, aby co nejvíce bì¿-

ných objektù v algebraické geometrii mìlo strukturu variety. Mno¿ina vźech bodù

Pn(K) je varieta V(0), nadroviny odpovídají bodùm duálního projektivního prostoru. V P3(K) tedy mezi lineárními podprostory zbývá popsat mno¿inu vźech projektivních

pøímek v P_3(K) jako algebraickou varietu. Ka¿dá pøímka je dána dvojicí rùzných bodù p = (a_0 : a_1 : a_2 : a_3), q = (b_0 : b_1 : b_2 : b_3) v P_3(K), tj. jejich vźechny homogenní souøadnice vyplòují rovinu v K^4. Dvì volby takových bodù (p, q) a (p^′, q^′) jsou svázány lineárními závislostmi. V ka¿dém pøípadì ale na takové volbì nebudou záviset hodnoty minorù stupnì 2 v matici ( a_0 a_1 a_2 a_3 b_0 b_1 b_2 b_3 )

Proto daným bodùm p a q pøiøaïme vźechny determinanty submatic øádu 2. Oznaème si tyto souøadnice postupnì w_{01}, w_{02}, w_{03}, w_{12}, w_{13}, w_{23} (tj. napø w_{01} = a_0b_1 − a_1b_0). Získané hodnoty jsou dány libovolnými homogenními souøadnicemi bodù p, q a¿ na násobek, máme proto dobøe de˛novaný bod

w = (w_{01} : w_{02} : w_{03} : w_{12} : w_{13} : w_{23}) ∈ P_5(K). 5.28 Vìta. Výźe popsané zobrazení (p, q) → w je bijekce {pøímky v P_3(K)} → V(z_{01}z_{23} − z_{02}z_{13} + z_{03}z_{12})

Dùkaz: Uva¿ujme body p = (a_0 : a_1 : a_2 : a_3) a q = (b_0 : b_1 : b_2 : b_3) a oznaème L(p, q) pøímku jimi urèenou.

z_{01}z_{23} = (a_0b_1 − b_0a_1)(a_2b_3 − b_2a_3)

= a_0b_1a_2b_3 − a_0b_1b_2a_3 − b_0a_1a_2b_3 + b_0a_1b_2a_3 −z_{02}z_{13} = −(a_0b_2 − b_0a_2)(a_1b_3 − b_1a_3) = −a_0b_2a_1b_3 + a_0b_2b_1a_3 + b_0a_2a_1b_3 − b_0a_2b_1a_3 z_{03}z_{12} = (a_0b_3 − b_0a_3)(a_1b_2 − b_1a_2)

= a_0b_3a_1b_2 − a_0b_3b_1a_2 − b_0a_3a_1b_2 + b_0a_3b_1a_2

Pro w = w(L(p, q)) = (w_{01} : w_{02} : w_{03} : w_{12} : w_{13} : w_{23}) spoèteme

b_0p − a_0q = (0, −w_{01}, −w_{02}, −w_{03}) ∈ L(p, q) b_1p − a_1q = (w_{01}, 0, −w_{12}, −w_{13}) ∈ L(p, q) b_2p − a_2q = (w_{02}, w_{12}, 0, −w_{23}) ∈ L(p, q) b_3p − a_3q = (w_{03}, w_{13}, w_{23}, 0) ∈ L(p, q)

vźe za pøedpokladu, ¿e jsou pøísluźné body nenulové. Doká¿eme nyní, ¿e w je prosté. Nechż tedy body (p^′, q^′) zadávají stejný bod w^′ s homogenními souøadnicemi w^′_{ij}, tzn. w_{ij} = λw^′_{ij} pro jistý nenulový skalár λ. Pro urèitost pøedpokládejme, ¿e w_{01} ≠ 0. Potom (0 : −w_{01} : −w_{02} : −w_{03}) a (w_{01} : 0 : −w_{12} : −w_{13}) patøí do obou pøímek, jsou tedy obì pøímky toto¿né.

Nechż dále w = (w_{01} : w_{02} : w_{03} : w_{12} : w_{13} : w_{23}) ∈ V(z_{01}z_{23} − z_{02}z_{13} + z_{03}z_{12}). Pøedpokládejme opìt w_{01} ≠ 0 a uva¿me p = (0 : −w_{01} : −w_{02} : −w_{03}), q = (w_{01} : 0 : −w_{12} : −w_{13}). Potom w(L(p, q)) = (w^2_{01} : w_{01}w_{02} : w_{01}w_{03} : w_{01}w_{12} : w_{01}w_{13} : w_{02}w_{13} − w_{12}w_{03} = w_{01}w_{23}), co¿ je pùvodnì zadaný bod. Je tedy naźe zobrazení také surjektivní. �

5.29 De˛nice. Pl}uckerovy souøadnice projektivních pøímek jsou souøadnice obrazu

tìchto pøímek v P_5(K) v právì zavedeném zobrazení.

6 Homogenní polynomy

V této èásti je R v¿dy obor integrity s jednoznaèným rozkladem.

6.1 Vìta. Je-li R obor integrity s jednoznaèným rozkladem a f ∈ R[x_1, . . . , x_n] je homogenní polynom, pak i ka¿dý èlen f_i (jednoznaèného) rozkladu f = f_1 . . . f_s na (nerozlo¿itelné) faktory je homogenní.

Dùkaz: Pøedpokládejme, ¿e f = gh a g = g^{(i)} +g^{(i+1)} +· · ·+g^{(l)}, h = h^{(j)} +h^{(j+1)} +· · ·+ h^{(k)}, jsou rozklady na homogenní komponenty, g^{(i)} ≠ 0, g^{(l)} ≠ 0, h^{(j)} ≠ 0, h^{(k)} ≠= 0. Rozklad souèinu na homogenní èásti je f = g^{(i)}h^{(j)} + · · · + g^{(l)}h^{(k)}. Je-li f homogenní, je i + j = l + k, a z nerovností l ≥ i, k ≥ j proto plyne i = l, j = k. Tedy g a h jsou homogenní. �

6.2 Vìta. Nechż f ∈ R[x_1, . . . , x_n] a g ∈ R[x_1, . . . , x_m] je jeho homogenizace.

1. Jsou-li f = f_1 . . . f_s a g = g_1 . . . g_r rozklady na nerozlo¿itelné faktory, pak s = r a vźechny g_i jsou homogenizací faktorù f_i (po pøípadné permutaci indexù).

2. f je nerozlo¿itelný právì, kdy¿ je jeho homogenizace g nerozlo¿itelná. Dùkaz: Doká¿eme napøed druhé tvrzení. Pøedpokládejme, ¿e f je rozlo¿itelný, tzn. f = f_1f_2 . . . . Proto¿e ze vztahu pro homogenizaci ihned plyne, ¿e homogenizace souèinu je souèinem homogenizací èinitelù, je samozøejmì g = f^h = f^h_1 f^h_2 . . . . Je-li naopak g = g_1g_2 . . . a

f = g(1, x_1, . . . , x_n) = g_1(1, x_1, . . . , x_n)g_2(1, x_1, . . . , x_n)

pøièem¿ komponenty g_i jsou nenulového stupnì v promìnných x_1, . . . , x_n, pak zjevnì je f rozlo¿itelné. Slo¿ením pøedchozích dvou úvah dostáváme po¿adovanou ekvivalenci.

Nyní ji¿ víme, ¿e

f(x_1, . . . , x_n) = g(1, x_1, . . . , x_n) = g_1(1, x_1, . . . , x_n)g_2(1, x_1, . . . , x_n) . . . g_r(1, x_1, . . . , x_n)

a z jednoznaènosti rozkladu plyne (po pøípadném pøeèíslování faktorù)

f_1(x_1, . . . , x_n) = g_1(1, x_1, . . . , x_n), . . . , f_r(x_1, . . . , x_n) = g_r(1, x_1, . . . , x_n).

Proto jsou g_i homogenizací f_i. Pøitom je g_i nerozlo¿itelný právì, kdy¿ je g_i(1, x_1, . . . , x_n) rovnì¿ nerozlo¿itelný. �

6 HOMOGENNÍ POLYNOMY 45

6.3 Vìta (Eulerova). Homogenní polynom f ∈ R[x_1, . . . , x_n] stupnì k splòuje pro vźechny 1 ≤ s ≤ k_∑ |α|=s x^α ∂^{|α|}f ∂x^α = k(k − 1) . . . (k − s + 1)f Dùkaz: Pro homogení polynony stupnì k platí f(tx_1, tx_2, . . . , tx_n) = t^kf(x_1, x_2, . . . , x_n). Obì strany derivujme s-krát podle t. L(s) = ∂^s ∂t^s f(tx_1, . . . , tx_n) P (s) = ∂^s ∂t^s t^kf(x_1, . . . , x_n) = k(k − 1) . . . (k − s + 1)t^{k−s}f(x_1, . . . , x_n) L(1) = ∑ ∂f ∂x_i (tx_1, . . . , tx_n)x_i L(2) = ∑ i,j ∂^2f ∂x_ix_j (tx_1, . . . , tx_n)x_ix_j . . Provedeme-li derivaci levé strany s-krát, pak po dosazení t = 1 dostaneme po¿adovanou rovnost. �

6.4 De˛nice. Nechż f, g ∈ R[x], f = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_0, a_n ≠ 0, g = b_mx^m +. . . , b_0, b_m ≠ 0. Následující matice s m+n øádky a sloupci se nazývá Sylvestrova matice, oznaèujeme ji Syl(f, g). a_n a_{n−1} a_{n−2} . . . a_0 0 . . . . . . 0 0 a_n a_{n−1} . . . a_1 a_0 . . . . . . 0 . . . . . . 0 0 . . . 0 a_n a_{n−1} a_{n−2} . . . a_0 b_m b_{m−1} b_{m−2} . . . b_0 . . . . . . . . . 0 0 b_m b_{m−1} . . . b_1 b_0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . . 0 b_m . . . . . . b_0 Determinant této matice se nazývá resultant f a g, oznaèujeme ho jako Res(f, g).

6.5 Poznámka. Pøímo z de˛nice plyne Res(f, g) = (−1)^{nm} Res(g, f) 6.6 Lemma. Nechż K je pole, f, g ∈ K[x] polynomy stupòù m a n, n, m > 0. Polynomy f, g mají spoleèný faktor (tj. f = hf_1, g = hg_1, kde h ∈ K[x] je nekonstantní polynom) právì, kdy¿ existují polynomy A, B ∈ K[x] takové, ¿e platí

1. Af + Bg = 0 2. A ≠ 0, B ≠ 0 3. deg A < m = deg g, deg B < n = deg f ( zde deg A je stupeò polynomu A).

Dùkaz: Napøed smìr þ⇒ß. Nechż f = hf_1, g = hg_1. Je-li deg h ≥ 1, pak lze volit A = g_1, B = −f_1. Potom Af + Bg = g_1hf_1 + (−f_1)g_1h = 0, pøièem¿ deg A = deg_1 < deg g, deg B = deg f_11 < deg f a souèastnì g_1 ≠ 0, f_1 ≠ 0.

Smìr þ⇐ß doká¿eme sporem. Nechż polynomy A, B daných vlastností existují, ale f a g nemají spoleèný faktor. Nejvìtźí spoleèný dìlitel f, g je tedy konstantní polynom 1. Podle Bezoutovy rovnosti (Lemma 3.11) pak existují polynomy ~A, ~B takové, ¿e ~Af + ~Bg = 1. Proto¿e Af = −Bg, platí A = A ~Af + A ~Bg = (A ~B − ~AB)g. Pøitom polynom v závorce je nenulový, co¿ je ve sporu s pøedpokladem deg A < deg g. � 6.7 Vìta. Nekonstantní polynomy f, g ∈ K[x] mají spoleèný faktor právì, kdy¿

Res(f, g) = 0.

Dùkaz: Podle pøedchozího lemmatu mají f, g spoleèný faktor právì, kdy¿ existují A, B splòující 6.6.(1)-(3). Piźme

f = a_nx^n + · · · + a_0, g = b_mx^m + · · · + b_0.

Hledáme tedy polynomy A, B ve tvaru

A = c_{m−1}x^{m−1} + · · · + c_0, B = d_{n−1}x^{n−1} + · · · + d_0

kde alespoò jedno c_i a d_j jsou nenulové. V rovnosti Af +Bg = 0 porovnáme koe˛cienty u jednotlivých mocnin x. Tím dostaneme soustavu rovnic pro neznámé c_{m−1}, c_{m−2}, . . . , c_0, d_{n−1}, . . . , d_0. x^{n+m−1} : a_nc_{m−1} + b_md_{n−1} = 0 x^{n+m−2} : a_nc_{m−2} + a_{n−1}c_{m−1} + b_md_{n−2} + b_{m−1}d_{n−1} = 0 . . x^0 : a_0c_0 + b_0d_0 = 0

Pøepiźme soustavu v maticovém tvaru K · L = M (vźimnìme si, ¿e rovnic je m + n), kde

K = a_n 0 0 . . . . . . 0 b_m 0 0 . . . . . . 0 a_{n−1} a_n 0 . . . . . . 0 b_{m−1} b_m 0 . . . . . . 0 a_{n−2} a_{n−1} a_n 0 . . . 0 b_{m−2} b_{m−1} b_m 0 . . . 0 . . . . . . . . 0 . . . . . . . . . 0 a_0 . . . . . . . . . . . . 0 b_0 L^T = (c_{m−1}, c_{m−2}, . . . , c_0, d_{n−1}, d_{n−2}, . . . , d_0) M^T = (0, 0, 0, . . . , 0)

Matice K této soustavy je právì transponovaná Sylvestrova matice Syl(f, g)^T . Proto má tato homogenní soustava lineárních rovnic netriviální øeźení právì, kdy¿ Res(f, g) = det(Syl(f, g))^T = 0. �

6 HOMOGENNÍ POLYNOMY 47

6.8 Lemma. Nechż f, g ∈ K[x_1, . . . , x_r] a nechż mají kladný stupeò v x_r. Pak f a g mají spoleèný faktor s kladným stupnìm v promìnné x_r právì, kdy¿ mají spoleèný faktor v K(x_1, . . . , x_{r−1})[x_r].

Dùkaz: Jeden smìr implikace je zøejmý: jestli¿e mají f a g spoleèný faktor v K[x_1, . . . , x_r], pak jej mají i v K(x_1, . . . , x_{r−1})[x_r].

Naopak pøedpokládejme, ¿e f = ~h ~f_1, g = ~h~g_1, kde ~h, ~g_1, ~f_1 ∈ K(x_1, . . . , x_{r−1}[x_r], a piźme ~h =^h_d , ~f_1 =^{f1}_e , ~g_1 =^g_c , kde h, f_1, g_1 ∈ K[x_1, . . . , x_r] a c, e, d ∈ K[x_1, . . . , x_{r−1}]. (Pro ilustraci ~h = a^n b_n x^n_r + a_{n−1} b_{n−1} x^{n−1}_r + · · · = A_nx^r + A_{n−1}x^{r−1} + · · · + A_0 b_nb_{n−1} . . . b_0 kde a_n, b_n ∈ K[x_1, . . . , x_{r−1}].) Vynásobením dostáváme def = hf_1, dcg = hd_1 pøièem¿ h má kladný stupeò v x_r. Proto má h nìjaký nerozlo¿itelný faktor h_1 s kladným stupnìm v x_r. Nyní tedy def = h_1h_2f_1, tj. h_1 dìlí nìkterého z èinitelù def. Pøitom de nezávisí na x_r, proto h_1 dìlí f. Obdobnì z druhé rovnosti dlg = h_1h_2g_1 získáme, ¿e h_1 dìlí g. Tudí¿ h_1 je spoleèný faktor f a g s kladným stupnìm v x_r. �

6.9 De˛nice. Nechż f, g ∈ K[x_1, . . . , x_r]. Potom mù¿eme f a g chápat jako prvky

K(x1 , . . . , xr−1)[xr] a de˛novat jejich resultant vzhledem k promìnné xr

Res(f, g, x_r) = Res(f, g) ∈ K(x_1 , . . . x_{r−1}).

6.10 Vìta. Nechż f, g jsou polynomy v K[x_1, . . . , x_{r−1}][x_r] stupòù m a n. Potom 1. Res(f, g, x_r) ∈ K[x_1, . . . , x_{r−1}]

2. polynomy f a g mají spoleèný faktor s kladným stupnìm v promìnné x_r právì, kdy¿ Res(f, g, x_r) = 0

3. existují nenulové polynomy A, B ∈ K[x_1, . . . , x_{r−1}] takové, ¿e Res(f, g, x_r) = Af + Bg Dùkaz: Zvolme libovolné

f = a_n(x_1, . . . , x_{r−1})x^n_r + · · · + a_0(x_1, . . . , x_{r−1}) g = b_m(x_1, . . . , x_{r−1})x^m_r + · · · + b_0(x_1, . . . , x_{r−1})

kde a_i, b_i ∈ K[x_1, . . . , x_{r−1}], a_n ≠ 0, b_m ≠ 0. Polynomy f, g chápejme jako prvky

K(x1 , . . . , xr−1[xr]. Potom pou¿ijeme vìtu 6.7 (to lze, proto¿e K[x] v odkazovaném

tvrzení je libovolné tìleso, tedy zejména platí pro K(x_1 , . . . , x_{r−1})[x_r]) a podle ní f a g mají spoleèný faktor právì, kdy¿ Res(f, g, x_r) ∈ K(x_1 , . . . , x_{r−1}) je nulový. Podle lemmatu 6.8 mají f a g spoleèný faktor v K(x_1, . . . , x_{r−1})[x_r] právì, kdy¿ mají spoleèný faktor v K[x_1, . . . , x_r] s kladným stupnìm v x_r. Tím jsou dokázána první dvì tvrzení.

(3) Je-li resultant nulový, je tvrzení zøejmé. Nechż Res(f, g, x_r) ≠ 0, pak je to nenulový polynom v K[x_1, . . . , x_{r−1}]. Pak jistì lze najít ~A, ~B ve tvaru:

~A = c_{m−1}(x_1, . . . , x_{r−1})x^{m−1}_r + · · · + c_0(x_1, . . . x_{r−1})

~B = d_{n−1}(x_1, . . . , x_{r−1})x^{n−1}_r + · · · + d_0(x_1, . . . x_{r−1})

takové, aby byla splnìna rovnice ~Af + ~Bg = 1.

Porovnáním koe˛cientù u jednotlivých mocnin x_r v pøedchozí rovnosti dostáváme

x^{n+m} : a_nc_{m−1} + b_md_{n−1} = 0

x^{n+m−1} : a_{n−1}c_{m−1} + a_nc_{m−2} + b_{m−1}d_{n−1} + b_md_{n−2} = 0 . . x_0 : a_0c_0 + b_0d_0 = 1

V maticovém tvaru opìt získáme rovnost K.L = M kde matice K a L jsou stejné jako v dùkazu 6.7 a M^T = (0, . . . , 0, 1). Zejména je matice zhomogenizovaného systému opìt právì Sylvestrova matice polynomù f a g.

Vźechna a_i, b_i, c_i, d_i jsou prvky K[x_1, . . . , x_{r−1}] ⊂ K(x_1 , . . . , x_{r−1}). Tak¿e budeme opìt øeźit soustavu lineárních rovnic nad tìlesem K(x_1, . . . , x_{r−1}) a vzhledem k pøedpokládané nenulovosti determinantu matice systému mù¿eme pou¿ít Cramerovo pravidlo. Pøipomeòme, ¿e pro systém R · S = T s nenulovým det R

r_{11} r_{12} . . . r_{1n} r_{21} r_{22} . . . r_{2n} . . . . r_{n1} r_{n2} . . . r_{nn} · x_1 x_2 . . x_n = b_1 b_2 . . b_n má (jednoznaènì urèené) øeźení (x_1, . . . , x_n)^T se souøadnicemi

x_i = | | | | | | | | |

a_{11} a_{12} . . . b_1 . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . b_2 . . . a_{2n} . . . . a_{n1} a_{n2} . . . b_n . . . a_{nn}

| | | | | | | | |

/ det R

kde zamìnìný sloupec je na i-tém místì.

V naźem pøípadì získáváme

c_{m−1}(x_1, . . . , x_{r−1}) =

| | | | | | | | |

0 0 . . . 0 b_n 0 . . . 0 0 . . . . 1 . . . . . .

| | | | | | | | | Res(f, g, x_r)

6 HOMOGENNÍ POLYNOMY 49

co¿ je polynom v x_1, . . . x_{r−1}. Podobnì dostaneme i ostatní koe˛cienty. Tedy ~A = A(x^1, . . . , x^{r−1}) Res(f, g, x_r) ~B = B(x^1, . . . x^{r−1}) Res(f, g, x_r) Nyní A, B jsou hledané polynomy, tj. Af + Bg = Res(f, g, x_r). � 6.11 Vìta. Nechż f, g jsou homogenní polynomy v K[x_0, . . . x_r] mající stupnì n, m > 0

v K[x0, . . . , xr−1][xr] . Pak Res(f, g, xr) je buï 0 nebo homogenní polynom stupnì

mn v K[x_0, . . . x_{r−1}][x_r]. Navíc, jestli¿e vznikly f, g homogenizací polynomù ~f, ~g ∈

K[x1, . . . , xr], pak dehomogenizací resultantu Res(f, g, xr) získáme Res(^~f, ~g, xr).

Dùkaz: Dehomogenizace znamená

~f (x_1, . . . , x_r) = f(1, x_1, . . . , x_r) ~g(x_1, . . . , x_r) = g(1, x_1, . . . , x_r) a chceme tedy ukázat, ¿e

Res( ~f, ~g, x_r) = Res(f(1, x_1, . . . , x_r), g(1, x_1, . . . , x_r), x_r) = Res(f, g, x_r)(1, x_1, . . . , x_r).

Dále chceme dokázat, ¿e Res(f, g, x_r) je homogenní polynom vhodného stupnì k (nebo

nula), co¿ je ekvivalentní vztahu Res(f, g, x_r)(tx_0, . . . , tx_{r−1}) = t^k Res(f, g, x_r)(x_0, . . . , x_{r−1}). Zbývá tedy pouze vypoèíst

Res(f, g, x_r)(tx_0, . . . , tx_{r−1}) = | | | | | | | | a_n(tx_0, . . . , tx_{r−1}) a_{n−1}(tx_0, . . . , tx_{r−1}) . . . . . b_m(tx_0, . . . , tx_{r−1}) . . .

| | | | | | | | Vźechny koe˛cienty a_i, b_j jsou homogenní polynomy stupòù (n − i), (m − j). Mù¿eme

proto vynásobit vhodnì øádky mocninami t tak, abychom mohli vytýkat ze sloupcù. K

cíli vede násobení i-tého øádku s koe˛cienty a mocninou t^{i−1} a podobnì j-tého øádku

mocninou t^{j−1}. Dostáváme | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

a_n ta_{n−1} t^2a_{n−2} t^3a_{n−3} . . . t^na_0 0 . . . . . . 0

0 ta_n t^2a_{n−1} t^3a_{n−2} . . . . . . t^{n+1}a_0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . t^{n+m−1}a_0 b_m tb_{m−1} . . . t^mb_0 0 . . . 0 0 tb_m . . . t^{m+1}b_0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . t^{n+m−1}b_0

| | | | | | | | | | | | | | | | | | |

50 ALGEBRAICKÁ GEOMETRIE

Po provedení úprav tak zíkáme vztah (staèí se pøesvìdèit, ¿e platí^{(m+n−1)(m+n)}_2 − n(n−1) 2 −^{m(m−1)}_2 = mn) t^{(m+n−1)(m+n)} 2 Res(f, g, x_r)(x_0, . . . , x_{r−1}) = t^{m(m+1)2 + (n+1)n2} Res(f, g, x_r)(tx_0, . . . , tx_{r−1})

a odtud vyplývá Res(f, g, x_r)(tx_0, . . . , tx_{r−1}) = t^{mn} Res(f, g, x_r)(x_0, . . . , x_{r−1}) co¿ je po¿adovaný vztah �

6.12 Pøíklad.

(1) Nechż f = xy − 1, g = x^2 + y^2 − 4. Jak vypadá resultant tìchto dvou polynomù (v

promìnné x)? Res(f, g, x) = | | | | | | | y −1 0 0 y −1 1 0 y^24

| | | | | | | = yy(y^2 − 4) + 1

= y^4 − 4y^2 + 1 = (y^2 − 2)^2 − ( √ 3)^2

Podle pøedchozí teorie tedy f a g nemají spoleèný nenulový faktor.

(2) Pro polynomy f = x^2y − x, g = x^3 + xy − 4x urèíme resultant v promìnné x.

Res(f, g, x) =

| | | | | | | | | | |

y −1 0 0 0

0 y −1 0 0

0 0 y −1 0

1 0 y − 4 0 0

0 1 0 y − 4 0

| | | | | | | | | | | = 0

tzn., ¿e polynomy mají spoleèný nenulový faktor.

(3) Pro polynomy f = xy − z^2, g = x^2 + y^2 − 4z Res(f, g, x) | | | | | | | y −z^2 0 0 y −z^2 1 0 y^2 − 4z

| | | | | | | = y^2(y^2 − 4z) + z^4 = y^4 − 4y^2z^2 + z^4

tzn. tyto polynomy nemají spoleèný nenulový faktor nenulového stupnì v x.

6.13 Vìta. Polynom f ∈ K[x], kde K je algebraicky uzavøené, má vícenásobný koøen

právì, kdy¿ Res(f, f^′) = 0.

Dùkaz: Polynom f má vícenásobný koøen právì, kdy¿ f = g^2h, tzn. f^′ = 2gg^′h, a to je

mo¿né právì, kdy¿ f a f^′ mají spoleèný faktor g. �

6.14 De˛nice. Resultant Res(f, f^′) se nazývá diskriminant polynomu f.

6.15 Pøíklad. Pro polynom druhého stupnì f = ax^2 + bx + c; f^′ = 2ax + b je jeho

diskriminant

Res(f, f^′) = | | | | | | | a b c 2a b 0 0 2a b

| | | | | | | = a | | | | | | | 1 b c 2 b 0 0 2a b

| | | | | | | = a[b^2 − 2(b^2 − 2ac)] = −a(b^2 − 4ac).

7 ROVINNÉ ALGEBRAICKÉ KØIVKY 51

Obr. 16: Dvì rùzné homogenizace V(xz^2 − y^3 + xy^2), vlevo V(x − y^3 + xy^2), vpravo V(xz^2 − 1 + x).

6.16 Poznámka. Pomocí resultantù mù¿eme poèítat prùniky køivek. Resultant dvou

homogenních polynomù v promìnných x_0, x_1, x_2 podle x_2 bude polynom v x_0, x_1. Homogenní polynom f ∈ K[x_0, x_1] nad algebraicky uzavøeným K má, a¿ na poøadí a konstantní násobky jednoznaèné vyjádøení f = f_1f_2 . . . f_s, kde s je stupeò f a f_i jsou lineární polynomy. Jistì existuje bod (x_0 : x_1) pro který f(x_0, x_1) ≠ 0. Vhodnou volbou projektivních souøadnic docílíme (x_0 : x_1) = (1 : 0). (Tj. polynom nemá koøen v nekoneènu). Hledáme pak f(x_0, x_1) = (a_1x_0 + b_1x_1) . . . (a_sx_0 + b_sx_1). Dosazením x_1 = 1 dostaneme f(x_0, 1) = (a_1x_0 + b_1) . . . (a_sx_0 + b_s).

7 Rovinné algebraické køivky

Budeme zpravidla uva¿ovat køivky v P_2(C ), pokud mo¿no zadané redukovanou rovnicí. Jako rozcvièku si prodiskutujme singulární body v nìkolika pøíkladech.

7.1 Pøíklad.

1. Uva¿me nejprve V = V(xz^2 − y^3 + xy^2) ⊂ P_2(R). Homogenizací pomocí z = 1

dostáváme a˛nní varietu V_{af} = V(x − y^3 + xy^2) s jediným nevlastním bodem (1 : 0 : 0) a bez singulárních bodù. Homogenizací s y = 1 dostaneme køivku V(xz^2 − 1 + x) s asymptotou x = 0. Rozmyslete si, jak existence této asymptoty souvisí s tecnou k V_{af} v pocatku.

2. Køivka K = V((x + y + z)^3 − 27xyz) má vźechny tøi homogenizace stejné a jediný

singulární bod (1 : 1 : 1). Teèný ku¿el v tomto bodì je ale imaginární, proto se musí jednat o izolovaný bod køivky. Èást této køivky (bez izolovaného bodu (1, 1)) je na levé èásti obrázku 17.

3. Jednoparametrický systém køivek

K_α = xy^2 + yz^2 + x^2z + x^2y + y^2z + xz^2 + αxyz

Obr. 17: Ilustrace druhého a tøetího pøíkladu v 7.1.

obsahuje skoro samé regulární køivky. Pouze pøi α = −6 dostáváme jeden singulární bod (1 : 1 : 1) s imaginárním teèným ku¿elem (tedy je izolovaný), pøi α = 3 existuje pouze jeden nereálný singulární bod a pro hodnotu α = 2 celá køivka tøetího stupnì degeneruje na sjednocení tøí pøímek protínajících se ve tøech bodech (−1 : 1 : 1), (−1 : −1 : 1), (1 : −1 : 1). Na obrázku 17 je zobrazena køivka pro hodnotu α blízkou dvìma (α = 2.1).

7.2 De˛nice. Redukovaná rovnice rovinné algebraické køivky K = V(F ) je dána

homogenním polynomem F = F_1 . . . F_k, kde polynomy F_1, . . . , F_k jsou rùzné nerozlo¿itelné homogenní.^9 Stupeò polynomu F nazýváme stupeò køivky K. Køivky K_i = V(F_i) nazýváme komponenty køivky K.

7.3 Násobnost prùnikù. Pro pøímku L ⊂ P_2(C ) zadanou parametricky rovnicemi x_0 = a_0s_0 + b_0s_1, x_1 = a_1s_0 + b_1s_1, x_2 = a_2s_0 + b_2s_1 (tzn. L je obrazem P_1(C ) ve vhodném homomor˛smu) a homogenní polynom F stupnì m bude

—F (s_0, s_1) = F (a_0s_0 + b_0s_1, a_1s_0 + b_1s_1, a_2s_0 + b_2s_1)

buï nulový polynom v K[s_0, s_1], nebo homogenní polynom stupnì m. V druhém pøípadì má —F právì m koøenù (s_0 : s_1) ∈ P_1(C ), vèetnì násobností. Získáme tedy, vèetnì násobností, právì m prùnikù L s køivkou K = V(F ). Pro takový bod prùniku c ∈ K oznaème násobnost prísluźného koøene —F výrazem n(c, K, L). Je-li —F = 0, pak jistì L ⊂ V(F ) a klademe n(c, K, L) = ∞, pro c /∈ K de˛nujeme n(c, K, L) = 0. Skalár n(c, K, L) nazýváme násobností prùniku L a K v bodì c.

7.4 Vìta. Nechż K je køivka v P_2(C ) stupnì m, L pøímka, která není komponentou K. Pak m = ∑ a∈K∩L n(a, K, L) Dùkaz: Tvrzení plyne okam¿itì pøímo z de˛nice násobnosti prùnikù. �

9Za stejné pova¿ujeme pøitom polynomy, které se liźí jen o násobek skalárem.

7 ROVINNÉ ALGEBRAICKÉ KØIVKY 53

7.5 Vìta. Nechż K = V(F ) je køivka stupnì m s redukovanou rovnicí F = 0. Pak

a ∈ P2(C ) je singulární bod køivky K právì, kdy¿ derivace (^{∂F}_{∂x0} ,^{∂F}_{∂x1} ,^{∂F}_{∂x2} )(a) = 0. Je-li

a regulární bod køivky K, je teèna v a (tj. teèný prostor T_aK) dána rovnicí ∂F ∂x_0 (a)u_0 + ∂F ∂x_1 (a)u_1 + ∂F ∂x_2 (a)u_2 = 0.

Dùkaz: Jde o speciální pøípad obecných tvrzení z kapitoly ètvrté. � 7.6 Vìta. Nechż K_1 je køivka stupnì m a K_2 køivka stupnì n a nechż K_1 a K_2 mají více ne¿ mn prùseèíkù. Pak mají spoleènou komponentu.

Dùkaz: Pøedpokládejme, ¿e K_1, K_2 mají více ne¿ mn prùseèíkù a vyberme z nich pevnì mn + 1 bodù a^{(i)} = (a^{(i)}_0 : a^{(i)}_1 : a^{(i)}_2 ). Vhodnou volbou projektivních souøadnic dosáhneme, ¿e bod (0 : 0 : 1) nele¿í na ¿ádné pøímce spojující libovolné dva z vybraných bodù, ani na K_1 ∪ K_2. Zejména pak rovnice køivek mají tvar

K_1 : F (x) = p_0x^m_2 + p_1(x_0, x_1)x^{m−1}_2 + · · · + p_m(x_0, x_1) = 0 K_1 : G(x) = q_0x^m_2 + q_1(x_0, x_1)x^{m−1}_2 + · · · + q_m(x_0, x_1) = 0

kde p_0, q_0 ∈ C a p_i, q_i jsou homogenní polynomy stupnì i.

Pak resultant Res(F, G, x_2) je buï nula, nebo homogenní polynom stupnì mn. V ka¿dém pøípadì je Res(F, G, x_2)(a^{(i)}_0 , a^{(i)}_1 ) = 0, proto¿e resultant nále¿í ideálu polynomù ⟨F, G⟩. Kdyby (a^{(i)}_0 , a^{(i)}_1 ) = (a^{(j)}_0 , a^{(j)}_1 ) pro jisté i ≠ j, pak by pøímka zadaná body a^{(i)}, a^{(j)} byla zadána rovnicí a^{(i)}_0 x_1 − a^{(i)}_1 x_0 = 0 a obsahovala by bod (0 : 0 : 1). Proto jsou vźechny (a^{(i)}_0 : a^{(i)}_1 ) ∈ P_1(C ) rùzné koøeny resultantu. Proto¿e ale polynom stupnì mn má nejvýźe mn rùzných koøenù, je Res(F, G, x_2) = 0 a køivky proto mají spoleènou komponentu. �

7.7 Lemma. Nechż køivky K_1, K_2 mají rovnice F (x) = G(x) = 0 s polynomy stejného tvaru jako v 7.6. Je-li a = (a_0 : a_1 : a_2) ∈ K_1∩K_2 takový, ¿e a je r-násobný bod^{10} køivky K_1 a s-násobný bod køivky K_2, pak (a_0 : a_1) je koøenem Res(F, G, x_2) s násobností alespoò rs, nebo je Res(F, G, x_2) nulový polynom.

Dùkaz: Nejprve uká¿eme, ¿e vhodnou volbou souøadnic lze dosáhnout a = (1 : 0 : 0). Potom tvrzení snadno doká¿eme ve vlo¿ené a˛nní rovinì x_0 = 1 v P_2(C ). Pøedpokládejme Res(F, G, x_2) ≠ 0. Z volby naźich polynomù vyplývá, ¿e a ≠ (0 : 0 : 1), a mù¿eme pøedpokládat, ¿e a_0 ≠ 0 (jinak pøehodíme první dvì souøadnice). Transformace souøadnic x^′_0 = 1 a_0 x_0, x^′_1 = x_1 − a_1 a_0 x_0, x^′_2 = x_2

pøevede bod (a_0 : a_1 : a_2) na (1 : 0 : a_2) a zøejmì má Res(F^′, G^′, x^′_2) ztransformovaných polynomù v (1 : 0) koøen stejného stupnì jako pùvodní resultant v (a_1 : a_2). Jako dalźí se nabízí transformace

x^′_0 = x_0, x^′_1 = x_1, x^′_2 = x_2 − a_2x_0

10Pøipomeòme, ¿e to znamená, ¿e vźechny derivace de˛nujícího polynomu a¿ do stupnì r −1 vèetnì jsou nulové.

po které by a = (1 : 0 : 0), musíme ale zjistit co se pøi této transformaci stane s resultantem (nyní mìníme promìnnou x_2, vzhledem ke které se resultant poèítá).

Zaveïme do uva¿ované transformace volný parametr λ ∈ C místo a_2, tj.

x^′_0 = x_0, x^′_1 = x_1, x^′_2 = x_2 − λx_0

a oznaème Res(F_λ, G_λ, x^′_2) ∈ C [λ] resultant transformovaných polynomù, tj.

F_λ(x^′_0, x^′_1, x^′_2) = F (x^′_0, x^′_1, x^′_2 + λx^′_0)

a podobnì pro G. Pro λ = 0 dostáváme pùvodní Res(F, G, x_2) ≠ 0, je tedy

Res(F_λ, G_λ, x^′_2) = c_0(x^′0, x^′_1) + c_1(x^′0, x^′_1)λ + · · · + c_N (x^′0, x^′_1)λ^N

pro jisté N ≥ 0. Staèí nám ukázat, ¿e c_1 = · · · = c_N = 0, pak dokonce resultant polynomù F_λ, G_λ na hodnotì λ vùbec nezávisí.

Pøepdokládejme tedy, ¿e c_N ≠ 0, N ≥ 1. Jistì pak existují b_0, b_1 ∈ C takové, ¿e c_0(b_0, b_1) ≠ 0 a c_N (b_0, b_1) ≠ 0. Existuje ale také λ_0 ∈ C takové, ¿e Res(F_{λ0}(b_0, b_1), G_{λ0} (b_0, b_1), x^′_2) polynomù v promìnné x^′_2 je nulový. Tzn., ¿e polynomy F_{λ0} (b_0, b_1, x^′_2), G_{λ0} (b_0, b_1, x^′_2) ∈

C [x^′_2] mají spoleèný koøen b2. Pak ovźem polynomy Fλ_0 a Gλ_0 mají spoleèný koøen

(b_0, b_1, b_2) a proto pùvodní polynomy F a G mají spoleèný koøen (b_0, b_1, b_2 + λ_0b_0). To je ve sporu s pøedpokladem Res(F, G, x_2)(b_0, b_1) = c_0(b_0, b_1) ≠ 0. Proto je c_N = 0 pro vźechny N ≥ 1.

Zbývá studovat násobnost koøene (1 : 0 : 0) pro Res(F, G, x_2), mù¿eme to provést v a˛nní rovinì x_0 = 1. Uva¿ujme tedy polynomy f, g vzniklé dehomogenizací F , G, které mají v (0, 0) parciální derivace a¿ do øádu r − 1, resp. s − 1, nulové. Tj.

f(x, y) = f_0x^r + f_1x^{r−1} + · · · + f_ry^r + · · · + f_my^m g(x, y) = g_0x^s + g_1x^{s−1} + · · · + g_sy^s + · · · + g_ny^n

kde f_i a g_i jsou polynomy v promìnné x. Nyní

Res(f, g, y) =

| | | | | | | | | | | | |

f_m f_{m−1} . . . f_r . . . f_1x^{r−1} f_0x^r . . . . . . 0 f_m . . . f_{r+1} . . . f_2x^{r−2} f_1x^{r−1} f_0x^r . . . . . . g_n . . . . . . . . . . . . . . . g_0x^s . . . . . . . . . . . . . . . g_n . . . . . . . . . . . . . . . g_0x^s

| | | | | | | | | | | | | Vynásobíme øádky mocninami x tak, abychom pak mohli vytýkat ze sloupcù: U øádkù s f postupnì vynásobíme (n − j)-tý mocninou x^{s−j}, j = 0, . . . , s − 1, u g postupnì (m − j)-tý mocninou x^{r−j} . Pak v (m + n + 1 − i)-tém sloupci máme spoleèný faktor x^{r+s+1−i}, a to pro i = +, . . . , r + s. Celkem tedy máme x ∑_s i=1 i+ ∑_r i=1 i Res(f, g, y) = x ∑_{r+s} i=1 (r+s+1−i)h(x) kde h je jistý polynom. Odtud plyne, ¿e resultant bude dìlitelný mocninou x s exponentem 1 2 ((r + s + 1)(r + s) − (s + 1)s − (r + 1)r) = rs

cím¿ je dùkaz ukonèem. �

7 ROVINNÉ ALGEBRAICKÉ KØIVKY 55

7.8 Dùsledek. Nechż F a G jsou redukované rovnice køivek K_1 a K_2. Je-li bod a = (a_0 : a_1 : a_2) ∈ K_1 ∩ K_2 r-násobný bod K_1 a s-násobný bod K_2, pak (a_0 : a_1) je rs-násobný bod resultantu Res(F, G, x_2).

7.9 Vìta. Nechż K_1 a K_2 jsou køivky v P_2(C ) stupòù m a n, bez spoleèné komponenty. Jsou-li a^{(1)}, . . . , a^{(k)} vźechny prùseèíky køivek K_1 a K_2, pøièem¿ ka¿dý a^{(i)} je r_i-násobný bod K_1 a s_i-násobný bod K_2, pak^{∑k}_{i=1} r_is_i ≤ mn.

Dùkaz: Zvolíme opìt zouøadnice tak, aby redukované rovnice mìly tvar jako v 7.6 a aby ¿ádné pøímky procházející dvìma prùseèíky neobsahovaly bod (0 : 0 : 1). Pak (a^{(i)}_0 : a^{(i)}_1 ) jsou rùzné koøeny Res(F, G, x_2). Pøitom je Res(F, G, x_2) polynom stupnì mn a ka¿dý z prùseèíkù dává koøen stupnì alespoò r_is_i. � 7.10 Dùsledek.

• Nerozlo¿itelná køivka stupnì m ≥ 2 má singulární bod nejvýźe stupnì m − 1.

• Má-li nerozlo¿itelná køivka (m − 1)-násobný bod, pak ji¿ nemá ¿ádné dalźí singulární body.

Dùkaz: Nechż je K nerozlo¿itelná køivka stupnì m ≥ 2, a ∈ K nechż má násobnost k. Pak pro b ≠ a, b ∈ K splòuje pøímka L zadaná body a, b rovnost k·1+1·1 = k+1 ≤ m·1, tj. k ≤ m − 1. Pokud je pøitom a m-násobný bod, pak b u¿ nemù¿e mít násobnost vìtźí ne¿ 1. �

7.11 Poznámka (Bezoutova vìta). Tvrzení vìty 7.9 lze podstatnì rozźíøit. Ve

skuteènosti toti¿ nastává v nerovnosti ∑ i r_is_i ≤ mn v¿dy rovnost, pokud se køivky protínají þdostateènì regulárnìß, napø. kdy¿ se protínají v regulárních bodech, ve kterých mají rùzné teèny. Obecnì musíme zapoèítat násobné protínání køivek zpùsobené þstykem vyźźího stupnìß, viz. napøíklad dotyk teèny ke køivce. Budeme-li potom poèítat ka¿dý bod s koe˛cientem daným touto násobností, získáme skuteènì rovnost. Pro èistì algebraickou de˛nici øádu dotyku køivek nemáme vybudovaný dostateèný aparát^{11} a vyu¿ití prostøedkù diferenciální geometrie se chci vyhnout. Tento výsledek je známý pod jménem Bezoutova vìta a øíká ¿e poèet prùseèíkù dvou nerozlo¿itelných køivek bez spoleèné komponenty, vèetnì násobností, je roven souèinu jejich stupòù. Vźimnìme si, ¿e speciálním pøípadem, kdy je jedna z køivek stupnì 1, je vìta 7.4.

7.12 Lineární systémy køivek. Vźechny køivky K stupnì m v P_2(C ) jsou dány

homogenními polynomy tvaru

F (x) = ∑ α+β+ga=m c_{αβγ}x^α_0 x^β_1 x^γ_2

kde poèet koe˛cientù c_{αβγ} je roven m∑ i=0 (m − i + 1) = (m + 1)((m + 1) − 1 2 m) = 1 2 (m + 1)(m + 2).

11Výhodné je pou¿ívat parametrizace køivek pomocí podílového tìlesa formálních mocninných øad, pak jde o shodné koe˛cienty a¿ do urèitého stupnì vèetnì.

Polynomy liźící se o násobek skalárem ovźem zadávají stejnou køivku, tj. køivky stupnì m jsou parametrizovány^{12} body P_{Nm}(C ), kde

N_m = 1 2 (m + 1)(m + 2) − 1 = 1 2 m(m + 3). Zvolíme-li body a^{(i)}, i = 1, . . . , N_m, a po¿adujeme F (a^{(i)}) = 0 (tj. zvolené body mají le¿et na uva¿ované køivce), dostáváme N_m lineárních rovnic na koe˛cienty c_{αβγ}. Jsou-li tyto rovnice nezávislé, pak je body a^{(i)} jednoznaènì urèena køivka K. Napø. pro m = 2 je N_2 = 5 a je známo, ¿e køivky zadané homogenními polynomy druhého stupnì jsou dány pìti svými body v obecné poloze, tj. ¿ádné ètyøi z nich nele¿í na pøímce.

Mno¿ina N_m bodù køivky K zadané polynomem stupnì m se nazývá obecná mno- ¿ina bodù køivky K, je-li K jediná taková køivka,která jimi prochází.

Ka¿dý projektivní podprostor v P_{Nm}(C ) zadává lineární systém køivek. Napø. po- ¿adavek a ∈ K pro pevnì zvolené a ∈ C_2 zadává køivky parametrizované nadplochou

v PN_m(C ).

7.13 Pøíklad. Obecnì bohu¿el neplatí, ¿e k zvolenými body prochází (N_m − k)-

rozmìrný systém køivek. Napø. pro m = 2, je N_2 = 5 a pokud 3 ze zvolených 4 bodù jsou v pøímce L, pak ka¿dá ku¿eloseèka jimi procházející obsahuje celou pøímku L (viz. vìta 7.9). Pokud je ètvrtý zvolený bod také na L, nezadává pak nezávislou podmínku. Proto výsledný systém není 1-rozmìrný, ale je to dvourozmìrný systém vźech rozlo¿itelných ku¿eloseèek obsahujících danou pøímku L.

Zvolme jeźtì m = 3, tj. N_m = 9. Lze snadno najít dvì kubiky K_1 = V(F ) a K_2 = V(G), které se protínají v devíti bodech (napø. ka¿dá z nich mù¿e být sjednocení 3 pøímek). Pak jednorozmìrný systém køivek V(λ_1F + λ_2G) prochází tìmito devíti body. Pøitom je N_m − 9 = 0.

7.14 De˛nice. Lineární systémy dimenze jedna se nazývají svazky, systémy dimenze

jsou sítì a trojrozmìrné jsou tkánì. U vyźźích dimenzí také hovoøíme o vícerozmìrných sítích.

Svazky mají dùle¿itou vlastnost: prùseèíky dvou nezávislých køivek ve svazku prochází i vźechny ostatní køivky tohoto svazku. Jednoduchou aplikaci této skuteènosti ukazuje následující vìta.

7.15 Vìta. Jestli¿e se dvì køivky stupnì m protínají v m^2 bodech a jestli¿e je právì mn z nich na nerozlo¿itelné køivce stupnì n, pak zbylých m(m − n) bodù le¿í na køivce stupnì nejvýźe m − n.

Dùkaz: Nechż K_1, K_2 jsou dvì takové køivky zadané polynomy F , G. Nechż K_3 = V(H) je nerozlo¿itelná køivka stupnì n obsahující právì mn z m^2 prùseèíkù. Vhodnou volbou prametrù λ_1, λ_2 lze najít køivku ve svazku V(λ_1F + λ_2G), která prochází libovolným pøedem daným bodem. Zvolme takový bod na K_3, ale mimo K_1 ∪ K_2. Potom K_3 a V(λ_1F + λ_2G) mají nejménì nm + 1 spoleèných bodù, proto mají spoleènou komponentu. Touto komponentou ovźem musí být celá K_3, neboż je podle pøedpokladu nerozlo¿itelná. Odtud plyne λ_1F + λ_2G = HH^′ a V(HH^′) prochází vźemi m^2 prùseèíky K_1 a

12Nyní poèítáme komponenty køivek vèetnì násobností, napø. dvojnásobná pøímka je ku¿eloseèkou a zadáme ji polynomem druhého stupnì.

7 ROVINNÉ ALGEBRAICKÉ KØIVKY 57

K_2. Zejména je stupeò H^′ roven m−n a V(H^′) musí obsahovat vźechny zbylé prùseèíky. � 7.16 Dùsledek (Pascalova vìta). Dvojice protìjźích stran źestiúhelníku vepsaného regulární ku¿eloseèce se protínají ve tøech kolineárních bodech. Dùkaz: Oznaème strany źestiúhelníka L_1, . . . , L_6. Pak kubiky tvoøené sjednocením L_1 ∪ L_3 ∪ L_5 a L_2 ∪ L_4 ∪ L_6 se protínají v źesti vrcholech źestiúhelníku a tøech prùseèících protilehlých stran, tj. v 3^2 = 9 bodech. Nerozlo¿itelná ku¿eloseèka prochází právì źesti z nich, musí proto existovat køivka stupnì 1, na které jsou zbývající 3. �

7.17 Poznámka. Jestli¿e se dvì kubiky V(F ), V(G) protínají v právì 9 bodech, pak

pøímá diskuse vyu¿ívající toho, ¿e vźechny kubiky ve svazku V(λ_1F + λ_2G) procházejí tìmito devíti prùseèíky, ukazuje, ¿e ka¿dá kubika, která prochází osmi z nich prochází i posledním. Pou¿itím tohoto výsledku mù¿eme v pøedchozí vìtì rozźíøit tvrzení pro pøípad m = 3, n = 2 i na rozlo¿itelné ku¿eloseèky. Pascalova vìta platí tedy i pro singulární ku¿eloseèky, tj. dvojici pøímek. Toto tvrzení je známo pod názvem Pappova vìta.

Ve zbytku kapitoly se budeme podrobnìji zabývat teènami ke køivkám.

7.18 De˛nice. Nechż K = V(F ) a a ∈ K je regulární bod. Dále nechż L je teèna K v

bodì a s násobností protínání n(a, K, L) ≥ 3. Pak L nazýváme in‚exní teènou køivky K, bod a in‚exním bodem køivky K a èíslo (n(a, K, L) − 2) násobností in‚exe v bodì a. Vźimnìme si, ¿e ka¿dý bod pøímkové komponenty køivky K je in‚exní (s nekoneènou násobností in‚exe).

7.19 De˛nice. Pro køivku K stupnì m ≥ 3 s redukovanou rovnicí F = 0 de˛nujeme

její hessián jako køivku H_K zadanou hessiánem polynomu F , tj.

H_K = V(det(

∂^2F ∂x_i∂x_j )). 7.20 Vìta. Nechż K je køivka stupnì m ≥ 3 bez pøímkových komponent s redukovanou rovnicí F . Pak in‚exní body køivky K jsou vźechny regulární body K le¿ící na na prùniku K ∩ H_K .

Dùkaz: Nechż a = (a_0 : a_1 : a_2) ∈ K je regulární bod a b ∈ P_2(C ) je libovolný. Rozvineme kompozici F s parametrizací pøímky procházející a, b. F (sa + tb) = F (a)s^m + ∑ i ∂F ∂x_i (a)b_is^{m−1}t + 1 2 ∑ i,j ∂^2F ∂x_i∂x_j (a)b_ib_js^{m−2}t^2 + . . .

Oznaème L a Q pøímku a ku¿eloseèku zadané rovnicemi ∑ i ∂F ∂x_i (a)x_i = 0, sum_{i,j} ∂^2F ∂x_i∂x_j (a)x_ix_j = 0.

Je zøejmé, ¿e L je teènou v bodì a, a násobnost n(a, L, K) > 2 právì, kdy¿ L ⊂ Q. Ku¿eloseèka Q má ovźem pøímkovou komponentu právì, kdy¿ je singulární, tj. kdy¿ hessián F je v a nulový.

Naopak, nechż a je regulární bod køivky K, a ∈ K ∩ H_K . V¿dy platí ∑ i,j ∂^2F ∂x_i∂x_j (a)a_ia_j = m(m − 1)F (a)

proto a ∈ Q. Dále ∑ i,j ∂^2F ∂x_i∂x_j (a)a_ix_j = (m − 1) ∑ i ∂F ∂x_i (a)x_i je tedy pøímková komponenta ∑ i,j ∂^2F ∂x_i∂x_j (a)aixj kvadriky Q skuteènì teènou køivky K.�

7.21 Dùsledek. Køivka stupnì m ≥ 3 bez singulárních bodù a pøímkových komponent má alespoò jeden in‚exní bod a nejvýźe 3m(m − 2) in‚exních bodù.

Dùkaz: Dvì køivky v P_2(C ) mají jistì alespoò jeden spoleèný bod. (Plyne z toho, ¿e resultant jejich polynomù má jistì koøen, nebo je identicky nulový.)

Hessián H_K = V(det(^{∂2F}_{∂xi∂xj} )) je dán polynomem stupnì 3(m−2), je to proto køivka stupnì alespoò 1 a nejvýźe 3(m − 2). Proto buï mají K a H_K spoleènou komponentu, nebo mají nejvýźe 3m(m − 2) spoleèných bodù. Proto¿e pøedpokládáme, ¿e K nemá ani singulární body ani pøímkové komponenty, jsou vźechny tyto spoleèné body in‚exní body K, podle pøedchozí vìty.

Pokud by ale existovala spoleèná komponenta K^′ v K ∩ H_K, pak by teèny ve vźech bodech K^′ mìly dotyk øádu vìtźího ne¿ jedna. Parametrizujme hladce K^′ v okolí nìjakého takového bodu v a˛nní rovinì funkcemi (f(t), g(t)). Dotyk alespoò druhého stupnì pak znamená, ¿e druhé derivace (^{d2}_{dt} f(t),^{d2}_{dt} g(t)) zmizí identicky na otevøené mno¿inì. To ale znamená, ¿e parametrizujeme pøímku. K tomuto závìru dojdeme v okolí kteréhokoliv bodu K^′, je to tedy pøímková komponenta, co¿ není mo¿né. Proto K a H_K nemohou mít spoleènou komponentu. � 7.22 Dùsledek. Nechż K nemá pøímkové komponenty. Pak v K ∩ H_K jsou právì vźechny singulární body a in‚exní body køivky K.

Dùkaz: Zbývá jenom dokázat, ¿e ka¿dý singulární bod je bodem hessiánu køivky K. Pro body násobnosti vìtźí ne¿ 3 je pøímo matice druhých derivací identicky nulová. Zbývají tedy dvojnásobné body. Pro ty platí ∑ i,j ∂^2F ∂x_i∂x_j (a)a_ix_j = (m − 1) ∑ i ∂F ∂x_i (a)x_i = 0

proto V(^{∂2F}_{∂xi∂xj} ) obsahuje pøímkovou komponentu, je tedy pøísluźná kvadratická forma singulární, neboli det(^{∂2F}_{∂xi∂xj} ) = 0. �

7 ROVINNÉ ALGEBRAICKÉ KØIVKY 59

Obr. 18: Descartùv list v a˛nní rovinì z = 1 a jeho chování v okolí in‚exní teèny (zobrazeno v a˛nní rovinì y = 1).

7.23 Pøíklad. Køivce K = V(x^3 + y^3 − 3axyz) ⊂ P_2(R), a ≠ 0, se øíká Descartùv

list. Její vyobrazení (v a˛nní rovinì z = 1) je na obrázku 18. Snadno se spoète, ¿e jediný singulární bod je (0 : 0 : 1), jediný reálný nevlastní bod je (−1 : 1 : 0) (dalźí dva komlexnì zdru¿ené nás teï nezajímají) a teèna v nevlastním bodì má rovnici x + y + az = 0. Hessián K_H je zadán rovnicí x^3 + y^3 + axyz a spoleèné body K_H ∩ K jsou dva reálné (0 : 0 : 1), (−1 : 1 : 0) (a dalźí dva komplexnì zdru¿ené). Jediná reálná in‚exní teèna je tedy asymptota y = −x − a.

7.24 Asociované symetrické formy. Nechż F ∈ K[x_0, . . . , x_n] je homogenní poly-

nom stupnì k. Piźme na chvíli multiindexy velikosti k jako posloupnosti k celých èísel (i_1, . . . , i_k), 0 ≤ i_j ≤ m. Polynom F pak mù¿eme vyjádøit

F (x_0, . . . , x_n) = ∑ 0≤i_1,...,i_k≤n c_{i1,...,ik} x_{i1} . . . x_{ik} kde koe˛cienty c_{i1,...,ik} jsou symetrické ve vźech indexech i_j. Pro ka¿dý polynom existuje právì jedna volba takových symetrických koe˛cientù. Stejné koe˛cienty nám de˛nují k-lineární zobrazení ^F : K × · · · × K vztahem^{13}

^F ((x^{(1)}_0 , . . . , x^{(1)}_n ), . . . , (x^{(k)}_0 , . . . , x^{(k)}_n )) = ∑ 0≤i_1,...,i_k≤n c_{i1,...,ik} x^{(1)}_{i1} . . . x^{(k)}_{ik} .

Zobrazení ^F je jediné symetrické k-lineární zobrazení splòující ^F (x, x, . . . , x) = F (x) pro vźechny vektory x ∈ K^{n+1}. Øíkáme mu polární forma homogenního polynomu F .

13k-lineárnost znamená, ¿e vźechna zobrazení vzniklá z daného dosazením pevných souøadnic za nìkterých k − 1 argumentù jsou lineární.

7.25 De˛nice. Nechż K je køivka v P_2(C ) stupnì m ≥ 2 s redukovanou rovnicí F = 0.

Pro libovolný bod a ∈ C^3 de˛nujeme polynomy F^{[i]}_a ∈ C [x_0, x_1, x_2] F^{[1]}_a (x) = ^F (a, x, x, . . . , x) F^{[2]}_a (x) = ^F (a, a, x . . . , x) . . F^{[m−1]} a (x) = ^F (a, a, . . . , a, x) Zøejmì je v¿dy F^{[j]}_a buï nulový polynom, nebo homogenní polynom stupnì m − j. Hodnoty polynomù F^{[j]}_a sice závisejí na výbìru homogenních souøadnic bodù a, x ∈

P2(C ), je ovźem F^{[j]}_{αa}(βx) = α^jβ^{m−j} F^{[j]}_a (x). Proto jsou dobøe de˛novány køivky

K^{[j]}_a = V(F^{[j]}_a )

pro vźechny body a ∈ P_2(C ), pro které jsou pøísluźné polynomy nenulové. Tyto køivky nazýváme j-té poláry bodu a vzhledem ke køivce K.

Ve formulaci dalźí vìty budeme jako argumenty a polynomù F^{[j]}_a uvádìt pøímo body projektivního prostoru. Je tedy tøeba i tyto polynomy chápat þa¿ na násobek skaláremß. Pøesné znaèení by vedlo k nepøehlednosti.

7.26 Vìta. Nechż je K køivka v P_2(C ) stupnì m s redukovanou rovnicí F = 0.

1. Je-li a ∈ K r-násobný bod køivky, pak platí F^{[m−1]}_a = · · · = F^{[m−r+1]}_a = 0 a polára K^{[m−r]} a ji¿ existuje.

2. Platí-li F^{[m−1]}_a = · · · = F^{[m−r+1]}_a = 0, F^{[m−r]}_a ≠ 0, pro nìjaký bod a, pak je a r-násobný bod køivky K.

3. Je-li a ∈ K regulární bod køivky, je K^{[m−1]}_a pøímka, která je teènou køivky K v bodì a.

4. Pro libovolné dva body a, b ∈ P_2(C ) je a ∈ K^{[j]}_b právì, kdy¿ b ∈ K^{[m−j]}_a . 5. Nechż a ∈ P_2(C ) a nechż polára K^{[r+s]}_a existuje. Pak s-tá polára bodu a vzhledek k r-té poláøe bodu a (vzhledem ke K) je (r + s)-tá polára bodu a vzhledem ke K. 6. Ka¿dý s-násobný bod køivky K je bodem polár K^{[r]}_b , pro vźechny r < s a libovolný bod b.

Dùkaz: (1), (2): Pøímka procházející body a, x ∈ P_2(C ) má parametrický tvar u = λa + μx. Hodnota polynomu ve vektoru u je F (u) = ^F (u, . . . , u) = ^F (λa + μx, . . . , λa + μx) = λ^mF (a) + mλ^{m−1}μ ^F (a, . . . , a, x) + · · · + μ^mF (x) Je-li a ∈ K r-násobný, pak (λ : μ) = (1 : 0) je r-násobný koøen F (λa + μx) pro ka¿dé x ≠ a, tzn. F (a) = ^F (a, . . . , a, x) = ^F (a, . . . , a, x, . . . , x r−1 ) = 0

7 ROVINNÉ ALGEBRAICKÉ KØIVKY 61

a dalźí u¿ musí být nenulové. To dokazuje (1). Naopak, z platnosti tìchto rovností vyplývá, ¿e a je skuteènì r-násobný bod køivky. Tím jsme ovìøili i (2).

(3): Je-li bod a ∈ K regulární, pak naźe vyjádøení hodnoty F (u) ukazuje, ¿e polára K^{[m−1]} jistì existuje, a volba x ∈ K^{[m−1]}_a nám dá pøímku s násobným prùnikem, tj. teènu.

(4): Je a ∈ K^{[j]}_b právì, kdy¿ ^F (b, . . . , b j , a, . . . , a m−j ) = 0. Proto¿e je ^F symetrické ve

svých argumentech, je tvrzení zøejmé.

(5): r-tá polára bodu a vzhledem ke K je dána polynomem G(x) = ^F (a, . . . , a r , x, . . . , x) a s-tá polára vzhledem k ní je tedy zadána polynomem ^G(a, . . . , a s , x, . . . , x) = ^F (a, . . . , a r+s x, . . . , x).

(6): Ji¿ jsme ukázali, ¿e pro s-násobný bod existuje polára K^{[m−s]}_a . Pak tedy j-tá polára vzhledem ke K^{[m−s−j]}_a je právì K^{[m−s]}_a . Podle (1), (2) je ovźem bod a s-násobný právì, kdy¿ ^F (b, . . . , b j , a, . . . , a m−j ) = 0

pro libovolné b ∈ P_2(C ) a j = 1, . . . , s − 1. Tzn. skuteènì a ∈ K^{[j]}_b pro j = 1, . . . , s − 1. � 7.27 Poznámka. Pro ka¿dý bod a = (a_0, a_1, a_2) oznaème D_a þdiferenciální operátorß a_0^∂_{∂x0} + a_1^∂_{∂x1} + a_2^∂_{∂x2} na polynomech. Bodem (a_0 : a_1 : a_2) ∈ P_2(C ) je D_a samozøejmì urèeno a¿ na násobek. Pro homogenní polynom F ∈ K[x_0, x_1, x_2] stupnì m platí (viz. Eulerova vìta) ∑ i ∂F ∂x_i (a)a_i = m ^F (a, x, . . . , x). Proto, pokud existuje polára K^{[1]}_a bodu a vzhledem k varietì V(F ), je rovna V(D_aF ). Iterací tohoto postupu dostáváme K^{[i]}_a = V((D_a)^iF ), pokud tato polára existuje. Jsou tedy rovnice poláry dány iterovaným derivováním polynomu F ve smìru vektoru a.

7.28 Pøíklad. Budeme zkoumat tzv. Dioclesovu cissoidu K = V(x(y^2 + x^2) − 2ay^2z).

Je to opìt nerozlo¿itelná køivka, její¿ a˛nní èást v rovinì z = 1 má jediný reálný nevlastní bod (0 : 1 : 0) (a dva imaginární komplexnì sdru¿ené) a jediný singulární bod (0 : 0 : 1). Jediným in‚exním bodem je nevlastní bod (0 : 1 : 0) køivky a in‚exní teèna je asymptota x = 2a. A˛nní èást køivky vidíme na levém obrázku 19.

Spoètìme teènu ve smìru (1 : 1 : 0). Za tím úèelem najdeme poláru K^{[1]}_{(1:1:0)} a její prùnik s K bude obsahovat právì singulární bod (0 : 0 : 1) a bod a ∈ K dotyku hledané teèny. Pak spoèteme K^{[2]}_a , co¿ je pøímo hledaná teèna. Výsledné køivky jsou zobrazeny na pravém obrázku 19.

Obr. 19: Dioclesova cissoida a její teèna ve smìru (1 : 1 : 0).

8 Dodatek

V této èásti jsou vytiźtìny zápisníky programového systému MAPLE V, které vznikly bìhem výuky pøi ukázkách ilustraèních pøíkladù. Vźechny zápisníky jsou k nalezení na síti ve stejném adresáøi jako tyto texty. Vìøím, ¿e si posluchaèi po úvodním seznámení MAPLE V oblíbí a ocení mo¿nost interaktivní práce se systémem a experimentování na jejich základì.

8.1 Nìkolik obrázkù køivek (ag0.ms)

¿ with(plots); [animate, animate3d, conformal, contourplot, cylinderplot, densityplot, display, display3d, fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, implicitplot, implicitplot3d, loglogplot, logplot, matrixplot, odeplot, pointplot, polarplot, polygonplot, polygonplot3d, polyhedraplot, replot, setoptions, setoptions3d, spacecurve, sparsematrixplot, sphereplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot] ¿ implicitplot(x^3-y^2, x=-0.5..2, y=-2..2,grid=[50,50]); ¿ implicitplot(x^3+x^2-y^2, x=-1.5..2, y=-2..2,grid=[50,50]); ¿ implicitplot(2*x^4-3*x^2*y+y^2-2*y^3+y^4, x=-2.5..2.5, y=-1..3, ¿ grid=[100,100]);

¿ implicitplot(x^2-y^2,x=-3..3, y=-3..3,grid=[50,50]);

8.2 Komplexní kru¿nice, singulární body, teèny (ag1.ms)

¿ ph3:=(x1*y2-x2*y1)/(sqrt(x1^2+x2^2));

8.2 Komplexní kru¿nice, singulární body, teèny (ag1.ms) 63

ph3 := x1 y2 − x2 y1 √ x1^2 + x2^2 ¿ -x2*ph3/(sqrt(x1^2+x2^2)); − x2 ( x1 y2 − x2 y1 ) x1^2 + x2^2

¿ simplify(subs(x2=-x1*y1/y2, ")); y1 ¿ x1*ph3/(sqrt(x1^2+x2^2)); x1 ( x1 y2 − x2 y1 ) x1^2 + x2^2

¿ simplify(subs(x2=-x1*y1/y2, ")); y2 ¿ ps3:=-v*w/sqrt(u^2+v^2);ps4:=u*w/sqrt(u^2+v^2); ps3 := − v w √ u^2 + v^2 ps4 := u w √ u^2 + v^2

¿ (u*ps4-v*ps3)/sqrt(u^2+v^2); u^2 w √ u^2 + v^2 + v^2 w √ u^2 + v^2 √ u^2 + v^2

¿ simplify(subs(x2=-x1*y1/y2, ")); w ¿ with(plots); [animate, animate3d, conformal, contourplot, cylinderplot, densityplot, display, display3d, fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, implicitplot, implicitplot3d, loglogplot, logplot, matrixplot, odeplot, pointplot, polarplot, polygonplot, polygonplot3d, polyhedraplot, replot, setoptions, setoptions3d, spacecurve, sparsematrixplot, sphereplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot] ¿ implicitplot(x^2+x^3-y^2, x=-1..1, y=-1..1, grid=[40,40]); ¿ f:=x^2+x^3-y^2;diff(f,x); diff(f,y); f := x^2 + x^3 − y^2

2 x + 3 x^2 −2 y ¿ solve({diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,f=0},{x,y}); { y = 0, x = 0 }

¿ solve(subs(x=0,y=0,diff(f,x$2)*v^2 +diff(f,x,y)*v*w +diff(f,y$2)*w^2=0), ¿ {v,w}); { v = w, w = w }, { v = −w, w = w } ¿ implicitplot({x^2+x^3-y^2, x+y, x-y}, x=-1..1, y=-1..1, grid=[40,40]);

8.3 Køivky v prostoru, teèny a teèné ku¿ely (ag2.ms)

¿ with(plots):

¿ plot([t^2,t^3,t=-1..1]);

¿ f:=2*x^4 - 3*x^2*y+y^2-2*y^3+y^4; f := 2 x^4 − 3 x^2 y + y^2 − 2 y^3 + y^4

¿ solve({diff(f,x)=0, diff(f,y)=0, f=0},{x,y}); { x = 0, y = 0 }, { x = 0, y = 1 }

¿ r:=diff(f,x,x)*u*u + diff(f,x,y)*u*v + diff(f,y,y)*v*v; r := ( 24 x^2 − 6 y ) u^2 − 6 x u v + ( 2 − 12 y + 12 y^2 ) v^2

¿ r1:=subs(x=0,y=0,r); r1 := 2 v^2

¿ r2:=subs(x=0,y=1,r); r2 := −6 u^2 + 2 v^2

¿ implicitplot({2*x^4 - 3*x^2*y+y^2-2*y^3+y^4,y-sqrt(3)*x-1,y+sqrt(3)*x-1}, ¿ x=-2..2, y=0..3, grid=[80,80]); ¿ g:=x^6-x^3*y^2-x^5; g := x^6 − x^3 y^2 − x^5

¿ solve({diff(g,x)=0,diff(g,y)=0,g=0},{x,y}); { y = y, x = 0 }

8.4 Deformace singularit køivek (ag3.ms) 65

¿ implicitplot(g, x=-2..2, y=-2..2, grid=[80,80]); ¿ solve(u^3*v^2+10*u^5=0, {u,v}); { v = v, u = 0 }, { v = v, u = 1 10 I v √ 10 } , { v = v, u = − 1 10 I v √ 10 } V tomto pripade byly vsechny ostatni derivace nizsich radu v (0,0) nulove, ostatni derivace pateho radu jsou nulove take. Vychazi trojnasobna tecna x=0 a dve jednoduche imaginarni tecny.

¿ plot3d([t*(u^2-t^2),u,u^2-t^2], u=-2..2,t=-2..2); ¿ plot3d({[1.5*t,u+1.5,t],[-1.5*t,u+1.5,t],[t*(u^2-t^2),u,u^2-t^2]}, ¿ u=-2..2,t=-2..2);

¿ plot3d({[0.5*t,u+0.5,t],[-0.5*t,u+0.5,t],[t*(u^2-t^2),u,u^2-t^2]}, ¿ u=-2..2,t=-2..2);

¿ spacecurve([t,t^2,t^3], t=-1.5..1.5); ¿ plot3d({[x,x^2,u],[x,u,x^3]}, x=-1..1,u=-1..1);

8.4 Deformace singularit køivek (ag3.ms)

¿ f:= x^3 - y^2; f := x^3 − y^2

¿ with(plots):

¿ implicitplot(f,x=0..1, y=-1..1, grid=[40,40]); ¿ plot3d(f, x=-1..1, y=-1..1); ¿ g:=x^3 + delta*x^2 - y^2; g := x^3 + δ x^2 − y^2

¿ obr:=seq(implicitplot(g, x=-1..1.5, y=-1..1, ¿ grid=[40,40]), delta=[-1,-0.65,-0.35,0,0.35,0.65,1]): ¿ display([obr], insequence=false); ¿ h:=x^3+x^2-y^2 - epsilon; h := x^3 + x^2 − y^2 − ε

¿ obr:=seq(implicitplot(h, x=-1..1.5, y=-1..1, grid=[40,40]), ¿ epsilon=[-1,-0.65,-0.35,0,0.03,0.06,0.1,3.9/27,0.2]); ¿ display([obr], insequence=false);

8.5 Pøíklady ploch v R^3 (ag4.ms)

¿ with(plots):

¿ implicitplot3d(x^2+y^2-z, x=-1..1, y=-1..1, z=-2..2); ¿ implicitplot3d(x^2+y^2-z^2, x=-0.1..0.1, y=-0.1..0.1, z=-0.1..0.1, ¿ grid=[15,15,15]);

¿ implicitplot3d(x^2+y^2-z^2+z^3, x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5,

¿ z=-2..2, grid=[20,20,20]);

¿ implicitplot3d(x*y+z^3, x=-1..1, y=-1..1, z=-1..1, grid=[20,20,20]); ¿ implicitplot3d(x*y+z^3, x=-10..10, y=-10..10, z=-5..5, ¿ grid=[20,20,20]);

¿ implicitplot3d(x^2-y^2*z, x=-8..8, y=-2..2, z=-2..2, grid=[20,20,20]); ¿ implicitplot3d(x^2+y^2-z^3, x=-1..1, y=-1..1, z=0..1.3, ¿ grid=[20,20,20]);

¿ implicitplot3d(x^2-y^2*z^2+z^3, x=-1..1, y=-1..1, z=-1..2, ¿ grid=[20,20,20]);

8.6 Teèné prostory a ku¿ely ploch a køivek (ag5.ms)

¿ with(plots):

¿ implicitplot3d(x^2-y^2*z^2+z^3, x=-1..1, y=-1..1, z=-1..1, ¿ grid=[20,20,20]);

¿ plot3d([t*(u^2-t^2), u, u^2-t^2], u=-1..1, t=-1..1); ¿ k1:=spacecurve([t,t^2,t^3], t=-1.5..1.5): ¿ k2:=plot3d([1+s,1+2*s,1+r], s=-0.5..0.5, r=-0.5..0.5): ¿ k3:=plot3d([1+s, 1+r, 1+3*s], s=-0.5..0.5, r=-0.5..0.5): ¿ display({k1,k2,k3});

¿ plot3d([u*v,v, u^2], u=-1.2..1.2, v=-1.2..1.2);

8.7 A˛nní variety (ag6.ms)

¿ f:=x^2-y^2-1; f := x^2 − y^2 − 1

¿ diff(f,x); 2 x ¿ diff(f,y); −2 y ¿ with(plots):

¿ implicitplot(f,x=-3..3,y=-3..3); ¿ p1:=":

¿ p2:=implicitplot(x+y-1,x=-3..3,y=-3..3): ¿ display({p1,p2}); ¿ {x,x,y}; { x, y } ¿ [x,y,x]; [ x, y, x ]

8.7 A˛nní variety (ag6.ms) 67

¿ f:=y^2-x^3+3; f := y^2 − x^3 + 3

¿ fx:=diff(f,x); fx := −3 x^2

¿ fy:=diff(f,y); fy := 2 y ¿ solve({f=0,fx=0,fy=0},{x,y}); ¿ p1:=implicitplot(f,x=1.5..2.5,y=2..3): ¿ ?subs ¿ subs(x=2,y=sqrt(5),f); 0 ¿ t:=subs(x=2,y=sqrt(5),fx)*(x-2)+subs(x=2,y=sqrt(5),fy)*(y-sqrt(5)); t := −12 x + 24 + 2 √ 5 ( y − √ 5 )

¿ p2:=implicitplot(t,x=1.5..2.5,y=2..3): ¿ display({p1,p2}); ¿ f1:=y^2-x^3+6*x^2-9*x; f1 := y^2 − x^3 + 6 x^2 − 9 x

¿ fx:=diff(f1,x); fx := −3 x^2 + 12 x − 9

¿ fy:=diff(f1,y); fy := 2 y ¿ solve({f1=0,fx=0,fy=0},{x,y}); { x = 3, y = 0 }

¿ p1:=implicitplot(f1,x=0..6,y=-3..3): ¿ display(p1);

¿ subs(x=1,y=2,f1); 0 ¿ t:=subs(x=1,y=2,fx)*(x-1)+subs(x=1,y=2,fy)*(y-2); t := 4 y − 8

¿ p2:=implicitplot(t,x=0..6,y=-3..3): ¿ display({p1,p2}); ¿ fxx:=diff(f1,x,x); fxx := −6 x + 12

¿ fxy:=diff(f1,x,y); fxy := 0 ¿ fyy:=diff(f1,y,y); fyy := 2 ¿ tk:=subs(x=3,y=0,fxx)*(x-3)^2+subs(x=3,y=0,fxy)*(x-3)*y+ ¿ subs(x=3,y=0,fyy)*y^2; tk := −6 ( x − 3 )^2 + 2 y^2

¿ p3:=implicitplot(tk,x=0..6,y=-3..3): ¿ display({p1,p3});

8.8 Projektivní rozźíøení rovinných køivek (ag7.ms)

¿ homog:= proc(poly,stupen) ¿ expand(z^stupen*subs(x=x/z,y=y/z, poly)) end;

homog :=

proc(poly,stupen)
    expand(z^stupen*subs(x = x/z,y = y/z,poly))
end

¿ g:=homog(y-x^2,2); g := z y − x^2 ¿ dehomog := proc(poly,prom) subs(prom=1,poly) end;

dehomog :=

    proc(poly,prom) subs(prom = 1,poly) end

¿ dehomog(g, z); y − x^2 ¿ homog(x^2*y-y^3, 3); x^2 y − y^3

8.8 Projektivní rozźíøení rovinných køivek (ag7.ms) 69

¿ hom := proc(poly, stupen, n) ¿ expand(subs(seq(x.i=x.i/x0, i=1..n),poly)*x0^stupen) end;

Warning, ‘i‘ is implicitly declared local

hom :=

proc(poly,stupen,n)
local i;
    expand(
        subs(seq(x.i = x.i/x0,i = 1 .. n),poly)
        *x0^stupen)
end

¿ hom(x3-x1^3, 3, 3); x0^2 x3 − x1^3

¿ dehomog(", x3); x0^2 − x1^3

¿ f:=y-x^3+x; f := y − x^3 + x

¿ g:=homog(f,3); g := z^2 y − x^3 + z^2 x

¿ solve({g, diff(g,x), diff(g,y), diff(g,z)}, {x,y,z}); { x = 0, z = 0, y = y } ¿ h:=dehomog(g,y); h := z^2 − x^3 + z^2 x

¿ solve({g, diff(g,x), diff(g,z)}, {x,z}); { x = 0, z = 0 }

¿ with(plots):

¿ implicitplot(h, x=-5..5, z=-5..5, grid=[50,50]); ¿ f1:=y-x^3; g1:=homog(f1,3); h1:=dehomog(g1,y); f1 := y − x^3

g1 := z^2 y − x^3

h1 := z^2 − x^3

¿ implicitplot(h1, x=0..4, z=-4..4, grid=[50,50]); ¿ f2:=y-x^4; g2:=homog(f2,4); h2:=dehomog(g2,y); f2 := y − x^4

g2 := z^3 y − x^4

h2 := z^3 − x^4

¿ implicitplot(h2, x=-2..2, z=0..4, grid=[50,50]); ¿ f:=y^2-x^3+6*x^2-9*x; f := y^2 − x^3 + 6 x^2 − 9 x

¿ implicitplot(f, x=0..4, y=-3..3, grid=[30,30]); ¿ solve({f, diff(f,x), diff(f,y)},{x,y}); { y = 0, x = 3 }

¿ D2:=subs(x=3,y=0,diff(f,x,x)*u^2 + 2*diff(f,x,y)*u*v + ¿ diff(f,y,y)*v^2); D2 := −6 u^2 + 2 v^2

¿ solve(", {u,v});_{ u = u, v = √ 3 u } , { u = u, v = − √ 3 u }

¿ g:=homog(f,3);

g := z y^2 − x^3 + 6 z x^2 − 9 z^2 x

¿ h:=dehomog(g,y);

h := z − x^3 + 6 z x^2 − 9 z^2 x

¿ solve({h,diff(h,x), diff(h,z)}, {x,z}); ¿ implicitplot(h, x=-3..3, z=-3..3, grid=[50,50]); ¿ diff(h,x); diff(h,z); −3 x^2 + 12 z x − 9 z^2

1 + 6 x^2 − 18 z x

¿ f:=x^6 -x*y +y^6; f := x^6 − x y + y^6

¿ sing := proc(poly) solve({poly, diff(poly,x), diff(poly,y)}, ¿ {x,y}) end;

sing :=

8.9 Projektivní rozźíøení prostorových køivek (ag8.ms) 71

proc(poly)
    solve(
        {poly,diff(poly,x),diff(poly,y)},{x,y})
end

¿ sing(f); { x = 0, y = 0 }

¿ implicitplot(f, x=-1..1, y=-1..1, grid=[50,50]); ¿ dehomog(homog(f,6),y); x^6 − z^4 x + 1

¿ implicitplot(", x=-2..2, z=-2..2, grid=[30,30]); ¿ f:=x^3-z*x*y +y^3; f := x^3 − z x y + y^3

¿ sing3 := proc(poly) solve({poly, diff(poly,x), diff(poly,y), ¿ diff(poly, z)}, {x,y,z}) end;

sing3 :=

proc(poly)
    solve({
    poly,diff(poly,x),diff(poly,y),diff(poly,z)
    },{z,x,y})
end

¿ sing3(f); { x = 0, y = 0, z = z } ¿ h:=dehomog(f, z); h := x^3 − x y + y^3

¿ implicitplot(h, x=-1..1, y=-1..1, grid=[50,50]); ¿ implicitplot3d(f, x=-1..1, y=-1..1, z=0..1, grid=[25,25,25]);

8.9 Projektivní rozźíøení prostorových køivek (ag8.ms)

¿ homog:= proc(poly,stupen) ¿ expand(z^stupen*subs(x=x/z,y=y/z, poly)) end;

homog :=

proc(poly,stupen)
    expand(z^stupen*subs(x = x/z,y = y/z,poly))
end

¿ dehomog := proc(poly,prom) subs(prom=1,poly) end;

dehomog :=

    proc(poly,prom) subs(prom = 1,poly) end

¿ hom := proc(poly, stupen, n) ¿ expand(subs(seq(x.i=x.i/x0, i=1..n),poly)*x0^stupen) end;

Warning, ‘i‘ is implicitly declared local

hom :=

proc(poly,stupen,n)
local i;
    expand(
        subs(seq(x.i = x.i/x0,i = 1 .. n),poly)
        *x0^stupen)
end

¿ hom(x3-x1^3, 3, 3); x0^2 x3 − x1^3

¿ dehomog(", x3); x0^2 − x1^3

f := y − x^3 + x

¿ with(plots):

¿ singn := proc(poly, prom) solve({poly, seq(diff(poly,i),i=prom)}, ¿ {op(prom)}) end;

Warning, ‘i‘ is implicitly declared local

singn :=

   proc(poly,prom)
   local i;
       solve({poly,seq(diff(poly,i),i = prom)},
           {op(prom)})
   end

¿ f:= x3-x1*x2; singn(f,[x1,x2,x3]); f := x3 − x1 x2 ¿ hom(f,2,3); x0 x3 − x1 x2

8.10 Homogenní polynomy (resultanty) (ag9.ms) 73

¿ dehomog(",x1); x0 x3 − x2 ¿ singn(",[x0,x3,x2]); ¿ f:=x3-x1^2*x2; f := x3 − x1^2 x2

¿ plot3d(x1^2*x2, x1=-2..2, x2=-2..2); ¿ singn(f,[x1,x2,x3]); ¿ hom(f,3,3); x0^2 x3 − x1^2 x2

¿ dehomog(",x3); x0^2 − x1^2 x2

¿ implicitplot3d(", x1=-2..2, x2=-2..2, x0=-2..2); ¿ singn("",[x0,x1,x2]); { x1 = 0, x2 = x2, x0 = 0 }

8.10 Homogenní polynomy (resultanty) (ag9.ms)

¿ f:=x*y-1:g:=x^2+y^2-4: ¿ resultant(f,g,x); y^4 − 4 y^2 + 1

¿ solve({"},y); { y = 1 2 √ 6 + 1 2 √ 2 } , { y = 1 2 √ 6 − 1 2 √ 2 } , { y = − 1 2 √ 6 + 1 2 √ 2 } , { y = − 1 2 √ 6 − 1 2 √ 2 }

¿ sol:=["]:

¿ for a in sol do solve({subs(a,f),subs(a,g)}, x) od; { x = 1 2 √ 6 − 1 2 √ 2 } { x = 1 2 √ 6 + 1 2 √ 2 } { x = − 1 2 √ 6 − 1 2 √ 2 } { x = − 1 2 √ 6 + 1 2 √ 2 }

¿ f:=x*z^2 - y^3 + x*y^2; f := x z^2 − y^3 + x y^2

¿ gz:=subs(z=1, "); gz := x − y^3 + x y^2

¿ solve({gz, diff(gz,x), diff(gz,y)}, {x,y}); ¿ with(plots): implicitplot(gz, x=-2..2, y=-2..2); ¿ gy:= subs(y=1, f); gy := x z^2 − 1 + x

¿ solve({gy, diff(gy,x), diff(gy,z)},{x,z}); ¿ f:=expand((x+y+z)^3 - 27*x*y*z);

f := x^3 + 3 x^2 y + 3 x^2 z + 3 x y^2 − 21 x y z + 3 x z^2 + y^3 + 3 y^2 z + 3 y z^2 + z^3

¿ gz:=subs(z=1, f);

gz := x^3 + 3 x^2 y + 3 x^2 + 3 x y^2 − 21 x y + 3 x + y^3 + 3 y^2 + 3 y + 1

¿ solve({gz, diff(gz,x), diff(gz,y)}, {x,y}); { x = 1, y = 1 }

¿ hess:= diff(gz,x,x)*u^2 + 2*diff(gz,x,y)*u*v + diff(gz, y, y)*v^2;

hess := ( 6 x + 6 y + 6 ) u^2 + 2 ( 6 x + 6 y − 21 ) u v + ( 6 x + 6 y + 6 ) v^2

¿ hess:=subs(x=1,y=1, hess); hess := 18 u^2 − 18 u v + 18 v^2

¿ solve({hess}, {u,v}); { u = RootOf ( Z^2 − Z v + v^2 ), v = v } ¿ implicitplot(gz, x=0..2, y=0..2);

¿ f:= x*y^2+ y*z^2 + z*x^2 + x^2*y + y^2*z + z^2*x + alpha*x*y*z; f := x y^2 + y z^2 + x^2 z + x^2 y + y^2 z + x z^2 + α x y z

¿ gz:=subs(z=1,f);

gz := x y^2 + y + x^2 + x^2 y + y^2 + x + α x y

8.11 In‚exe rovinných køivek (ag10.ms) 75

¿ solve({gz, diff(gz,x), diff(gz,y)}, {x,y,alpha}); { α = 2, x = −1, y = 1 }, { α = 2, x = −1, y = −1 }, { x = 1, α = 2, y = −1 }, { x = 1, α = −6, y = 1 }, { y = RootOf ( Z^2 + Z + 1 ), x = −1 − RootOf ( Z^2 + Z + 1 ), α = 3 }

¿ gz6:=subs(alpha=-6,gz);

gz6 := x y^2 + y + x^2 + x^2 y + y^2 + x − 6 x y

¿ hess:=subs(x=1,y=1,diff(gz6,x,x)*u^2 + 2*diff(gz6,x,y)*u*v + ¿ diff(gz6, y,y)*v^2); hess := 4 u^2 − 4 u v + 4 v^2

¿ solve({hess}, {u,v}); { u = RootOf ( Z^2 − Z v + v^2 ), v = v } 8.11 In‚exe rovinných køivek (ag10.ms)

¿ F:=x^3+y^3-3*a*x*y*z; F := x^3 + y^3 − 3 a x y z

¿ param:=[3*a*t/(1+t^3), 3*a*t^2/(1+t^3), t=-.7..15]; param := [ 3 a t 1 + t^3 , 3 a t^2 1 + t^3 , t = −.7..15 ]

¿ ob2:=plot(subs(a=1,param)):ob1:=plot(subs(a=2,param)): ¿ with(plots):

¿ display([ob1,ob2]); ¿ f:=subs(z=1, F); f := x^3 + y^3 − 3 a x y

¿ solve({f, diff(f,x), diff(f,y)},{x,y}); { y = 0, x = 0 }

¿ g:=subs(x=1,F); g := 1 + y^3 − 3 a y z

¿ bod:=solve({g, z},{y,z}); bod := { z = 0, y = −1 }, { z = 0, y = RootOf ( Z^2 − Z + 1 ) }

¿ der:=subs(x=1,z=0,y=-1,[diff(F,x),diff(F,y),diff(F,z)]); der := [ 3, 3, 3 a ]

¿ hess:=linalg[matrix](3,3,[diff(F,x,x),diff(F,x,y),diff(F,x,z), ¿ diff(F,y,x),diff(F,y,y),diff(F,y,z),diff(F,z,x),diff(F,z,y), ¿ diff(F,z,z)]);

hess := 6 x −3 a z −3 a y −3 a z 6 y −3 a x −3 a y −3 a x 0 ¿ H:=linalg[det](hess);

H := −54 x^3 a^2 − 54 a^3 z y x − 54 a^2 y^3

¿ solve({F,H},{x,y,z}); { y = y, z = 0, x = −y }, { y = y, z = 0, x = RootOf ( Z^2 − Z y + y^2 ) }, { y = 0, x = 0, z = z } ¿ solve({H,diff(H,x),diff(H,y),diff(H,z)},{x,y,z}); { y = 0, x = 0, z = z } 8.12 Poláry rovinných køivek (ag11.ms)

¿ F:=x*(y^2+x^2) - 2*a*y^2*z; F := x ( y^2 + x^2 ) − 2 a y^2 z

¿ with(plots):

¿ implicitplot(subs(z=1,a=1,F), x=-1.5..2.5, y=-10..10, ¿ grid=[40,40]);

¿ solve({F,diff(F,x), diff(F,y), diff(F,z)},{x,y,z}); { x = 0, z = z, y = 0 } ¿ f:=subs(z=1,F):solve(subs(x=0,y=0,{diff(f,x,x)*u^2+2*diff(f,x ¿ ,y)*u*v+diff(f,y,y)*v^2}),{u,v}); { u = u, v = 0 } ¿ solve({F,z=0},{x,y,z}); { x = 0, z = 0, y = y }, { z = 0, y = y, x = I y }, { x = −I y, z = 0, y = y } ¿ tangent:=subs(x=0,y=1,z=0, diff(F,x)*X+diff(F,y)*Y+diff(F,z)*Z); tangent := X − 2 a Z

8.12 Poláry rovinných køivek (ag11.ms) 77

tecna ve smeru:

¿ Da:= proc(bod, F) ¿ op(1,bod)*diff(F,x)+op(2,bod)*diff(F,y)+op(3,bod)*diff(F,z) end;

Da :=
    proc(bod,F) op(1,bod)*diff(F,x)+op(2,bod)*diff(F,y)+op(3,bod)*
    diff(F,z) end

¿ K1:=Da([1,1,0],F);

K1 := y^2 + 3 x^2 + 2 x y − 4 a y z

¿ implicitplot(subs(z=1,a=1,{F,K1}),x=-0.5..2.5, y=-1.5..1.5, ¿ grid=[40,40]);

¿ xxx:=solve(subs(a=1,{F,K1,z=1}),{x,y,z}); xxx := { z = 1, x = 0, y = 0 }, { z = 1, x = RootOf ( 2 Z^3 − 12 Z^2 + 21 Z − 8 ), y = −6 RootOf ( 2 Z^3 − 12 Z^2 + 21 Z − 8 )^2 + 19 RootOf ( 2 Z^3 − 12 Z^2 + 21 Z − 8 ) − 8 }

¿ evalf(");

{ z = 1., x = 0, y = 0 }, { z = 1., x = .5243134822, y = .312528396 }

¿ bod:=subs(op(op(2,["])),[x,y,z]); bod := [ .5243134822, .312528396, 1. ]

¿ K2:=subs(a=1,Da(bod,Da(bod,F)));

K2 := 1.844775763 x − 1.844775762 y − .3906959932 z

¿ implicitplot(subs(z=1,a=1,{F,K1,K2}),x=-0.5..2.5, y=-1.5..1.5, ¿ grid=[40,40]); ¿ F:=(x+z)*(x^2+y^2); F := ( x + z ) ( y^2 + x^2 )