Kapitola 1

Konvexni objekty, incidence,
pruniky

1.1 Konvexni objekty a VHR

Algoritmus 1.1 POINTINQ

Vstup: bod x a VHR mnohotihelnika P
Vystup: zjisténi, zda z € P

1. p = téziste Fy; 1 :=0
2. while P, # P do

2.1. zjistime, ve které vyseci z p na vrcholy P; lezi x

2.2. 1:=1+ 1 a v dalsi iteraci rozvijime nalezenou vysec

3. ur¢ime, zda je x uvnitt vysledné vysece
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Algoritmus 1.2 LINEINTERSECTIONQ

Vstup: primka p a VHR mnohothelnika P
Vystup: pN P

1. 2:=0
2. najdeme d(Fy) /* d(Fp) je ‘nejblizsi bod’ k p mezi vrcholy Py */
3. if pN Py = () then

3.1. repeat

3.1.1. 1:=14+1

3.1.2. najdeme d(P;) s pomoci d(P;_1)

3.1.3. zjistime s pomoci d(F;), zda p N P; =)
3.2. until pN P, #0or P,=P

4. if pN P, =) then /*i=Fk */
4.1. return ()

5. else

5.1. while P, # P do

5.1.1. najdeme e; (i), ea()
5.1.2. 1:=1+1
5.2. return (pNey(k)) U (pNea(k))
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1.2 Konvexni obaly

Algoritmus 1.3 GIFT-WRAPPINGHULL2D (JARVISMARCH)

Vstup: jednoduchy mnohotuhelnik P" zadany jako seznam bodu po,...,p,
usporadany ve sméru hodinovych rucicek

Vystup: hrani¢ni body horniho konvexniho obalu vSech vrcholi mnohothel-
nika P" ve sméru hodinovych rucicek

1. vybereme bod s nejmensi y-ovou souradnici za aktualni vrchol

2. repeat

2.1. spojime aktualni vrchol s ostatnimi body a za dalsi vrchol BCH
vybereme nejblizsi z téch, které spojuje s vychozim nejmensi thel
poCitany mezi jejich spojnici a posledni pfidanou hranou (mame-li
zatim pouze prvni bod, vezmeme misto této hrany osu x)

2.2. aktualni vrchol := nové vybrany vrchol

3. until aktualni vrchol je opét ten uplné ptivodni
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Algoritmus 1.4 GRAHAMSCAN1

Vstup: jednoduchy mnohotuhelnik P" zadany jako seznam bodt py,...,p,

usporadany ve sméru hodinovych rucicek

Vystup: hrani¢ni body horniho konvexniho obalu vSech vrcholi mnohotihel-

qo, - -

nika P™ ve sméru hodinovych rucicek

V algoritmu vystupuje zasobnik @ : qq, ..., ¢, kde t je vzdy vrchol tohoto
zasobniku. Zasobnik ma dno ¢y pristupné ke cteni.

1.

2.

najdi body p, a p;

inicializuj zasobnik: gy :=p, ; q¢1 := p

.s:=0

while p, je vrchol nalevo od Gq; do /* presko¢ime body pod pfimkou
Prpi */
4.1. s:=s5+1

. pridej ps na vrchol zasobniku

. while s < n do

6.1. repeat /* vyhleddme body, které jsou mimo mnohothelnik dany
body v zasobniku ) */

6.1.1. s:=s5+1
6.2. until p, je napravo od qyq; or ps je nalevo od §;_1q; or s =n

6.3. while ps je nalevo od §;_1¢; and s < n do /* pfidame bod p;, ale
tak, aby nova hrana neporusila konvexnost */

6.3.1. odstran ¢; z vrcholu zasobniku

6.4. pridej ps; na vrchol zasobniku

., q¢ je horni konvexni obal
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Algoritmus 1.5 GRAHAMSCAN2

Vstup: koneénd mnozina S bodt v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1. Vybereme libovolny vnitini bod konvexniho obalu (nemusi byt prvkem
S) a spojime ho se vSemi body S.

2. Settidime body podle velikosti ihlt jejich spojnic s vybranym bodem.

3. Posloupnost posleme na vstup algoritmu GRAHAMSCAN1 pro horni i
dolni konvexni obal a spojime je.
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Algoritmus 1.6 GRAHAMSCANHULL

Vstup: koneénd mnozina S bodt v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1. Settfidime body lexikograficky

2. Takovou posloupnost posleme na vstup algoritmu GRAHAMSCAN1 pro
horni i dolni konvexni obal a spojime je.
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Algoritmus 1.7 MERGEHULL2D

Vstup: koneénd mnozina S bodt v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1.

2.

if |S] < 3 spocitame konvexni obal pfimo

Rozdélime body na dvé casti priblizné stejné mohutnosti a zavolame
rekurzivné MERGECONVEXHULL

. Vystupem predchozicho kroku jsou dva konvexni mnohotuhelniky M,

M (které se mohou piekryvat). Vybereme libovolny vnitini bod p v M.
(Ten bude jisté uvnitt jejich konvexniho obalu.)

if p zaroven uvniti My

4.1. then zattidime vrcholy obou mnohotihelniki M; a My do monoton-
nimi posloupnostmi vzhledem k tthltim, které sviraji jejich spojnice
s bodem p.
4.2. else /* p neni vnitini bod mnohothelnika M, */
4.2.1. spustime z bodu p tecny na M, a vytvorime konvexni obal
M3 = My U {p}.
4.2.2. zatiidime vrcholy obou mnohothelnikt M; a M) do monotoén-
nimi posloupnostmi vzhledem k thlim, které sviraji jejich spoj-
nice s bodem p.

. Sestrojenou monoténni posloupnost vrchold posleme na vstup algoritmu

GRAHAMSCANL.
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Algoritmus 1.8 INCREMENTALHULL2D
Vstup: koneénd mnozina S bodt v roviné

Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1. CH = D1

2. for pe S do
2.1. if p ¢ C'H najdi horni a dolni te¢nu z p k CH

2.2. C'H := setfidéné vrcholy konvexniho obalu CH U {p}
3. return CH
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Algoritmus 1.9 GIFT-WRAPPINGHULL3D

1. Najdeme nejprve bod s nejmensi z-ovou souradnici a jednu hranu kon-
vexniho obalu. Tuto hranu muizeme ziskat napt. tak, ze vstupni mno-
zinu promitneme do roviny urcené osami xz a tam metodou GIFT-
WRAPPINGHULL2D najdeme tuto jednu hranu. Zvolime tuto hranu za
aktualni.

2. repeat Kolem aktualni hrany natacime rovinu do vsech bodi vstupni
mnoziny a vybereme ten bod, pro n€jz odpovidajici rovina déli pro-
stor na dva poloprostory, z nichz jeden obsahuje celou vstupni mnozinu
bodt. Takovy bod se da opét najit urcenim minimalniho thlu, ktery svi-
raji vSechny takové roviny s rovinou stény BCH, jejiz je aktualni hrana
Casti (opét, mame-li zatim k dispozici pouze inicializa¢ni hranu z prvniho
kroku, vezmeme rovinu zy).

3. until Mnohostén je uzavien, tedy neexistuji v ném ,neuzaviené“ hrany
(jsou to hrany, které zatim inciduji pouze s jednou sténou). Najdeme-li
takovou hranu, vezmeme ji za aktualni a pokracujeme v cyklu.
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Algoritmus 1.10 INCREMENTALHULL3D

Vstup: kone¢na mnozina S bodd v prostoru
Vistup: dvojity spojity seznam C'H (.S) vrcholi, hran a stén konvexniho obalu
mnoziny S

1. Najdi 4 body p1, p2, p3, ps v S tvorici ¢tyrstén

2. C = CH(plap2ap37p4)

3. Spocti ndhodné poradi bodi ps, . ..
4. Inicializuj graf konfliktii G pro stény C' a body ps, .. ..
5. for r:=5 to |S| do

5.1. if F.(p,) # 0 then
5.1.1. zru$ vSechny stény v F.(p,) z C

5.1.2. sestroj seznam L vSech hran horizontu viditelnosti z p,
5.1.3. for e € L do

5.1.3.1. vytvor sténu f obsahujici e a p,

5.1.3.2. if f koplanarni s sousedni sténou f’ podél e

5.1.3.3. then
spoj f a f’ do jediné stény f
P6<f) =P

5.1.3.4. else

vytvor uzel f v G
P(e) := P.(f1) UP.(f2) kde f1 a f5 jsou hrany sousedici s e
for p € P(e) do je-li f viditelna z p, ptidej hranu (p, f) do
G

5.1.3.5. zru$ uzel p, a vSechny wzly f € F.(p,) z G, spolu s pfileh-
Iymi hranami

6. return C
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Algoritmus 1.11 MERGEHULL3D

Vstup: kone¢na mnozina S bodd v prostoru
Vistup: dvojity spojity seznam C'H (.S) vrcholi, hran a stén konvexniho obalu

mnoziny S
1. if |S| < 4 spocitame konvexni obal pfimo

2. Lexikograficky uttidime body, rozdélime je na dvé c¢asti priblizné stejné
mohutnosti a zavolame rekurzivné MERGEHULL3D

3. Vystupem predchozicho kroku jsou dva konvexni obaly Mj, My (které
jsou disjunktni). ”Rafinovanou” verzi Gift-wrapping obalime M; a M,
do spolec¢ného konvexniho obalu
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2D nejhorsi oc¢ekavany pfi distribuci
algoritmy pripad v r-thelniku | v kruhu vV roviné
pocet hran O(n) O(rlogn) | O(n'/?) | O((logn)'/?)
GIFT-WRAP2D O(n?) O(nlogn) | O(n*3) | O(ny/logn)
MERGEHULL O(nlogn) O(n) O(n) O(n)
OSTATN{ 2D O(nlogn)

3D nejhorsi distribuce bodl
algoritmy pripad v kouli | v prostoru
pocet stén O(n) O(n'/?) O(logn)
GIFT-WRAP3D O(n?) O(n*?) | O(nlogn)
INCREMENTAL3D O(n?) O(nlogn)
MERGEHULL3D O(nlogn)

Casové slozitosti algoritm, nejhorsi pifpad a ocekévané casy (normalni distri-
buce v R?, R3, resp. rovnomérné rozdéleni)

1.3 Odhady pro nahodnostni algoritmy

Konfiguracni prostor je ¢tverice (X, 11, D, K) s nasledujici specifikaci:

X: Vstupni mnozina objekti pro zpracovani geometrickym algoritmem. (V pii-
padé algoritmu 1.10 jsou to body p; v prostoru R3.)

II: Mnozina konfiguraci, tj. objekti, které jsou béhem popisovaného geome-
trického algoritmu konstruovéany. (V 1.10 to jsou jisté modifikace ” okiid-
lenych hran” vytvafenych pii béhu algoritmu.)

D: Ptitazeni definicni mnoziny D(A) kazdé konfiguraci A € II. Vzdy D(A) C
X a existuje ¢islo d ohranicujici shora velikost vSech D(A). (V algoritmu
1.10 to jsou koncové vrcholy t¥i hran definujici "kiidlo”, d = 4.)

K: Pfifazeni mnoziny konfliktu K (A) kazdé konfiguraci A € I1. Vzdy K(A) C
X a K(A)N D(A) = . (V ptipadé 1.10 je K(A) mnozina vSech bodi
v X, které ”vidi” kiidlo A)
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Pro kazdou podmnozinu S C X definujeme
T(S)={AeIl;D(A)C S,K(A)NnS = 0}.

Cilem algoritmu je spocist 7 (X). Pro odhad potifebného ¢asu a paméti
pracujeme s mnozinami X, = {p1,...,p,}.

1.1 Lemma. Ocekavany pocet konfiguraci v T (X,)\ 7(X,_1) je nejvyse

TBIT(X))).

1.2 Lemma. Ocekavany pocet konfliktii vytvorenych béhem celého béhu al-
goritmu je nejvyse
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1.4 Pruniky konvexnich Gtvart

Algoritmus 1.12 CONVEXPOLYINTERSECTION

Vstup: dva konvexni polygony P, () (nemusi byt uzaviené), zadané posloup-
nostmi sousednich bodt py,....pm a q1,--.,qn
Vystup: konvexni polygon ohranicujici P N Q)

1. Ziskdme bod p uvnitt P (napf. t&zisté libovolnych ti{ nekolinedrnich vr-
cholu P).

2. for v =1...n vytvorime vysece s; ohrani¢ené poloprimkami pp; a pp; 1
(Pnt1 = p1)-

3. Najdeme vysec s;, ve které se nachéazi bod q;.

4. for i = 2 to n uréime prunik tsecky L(q;_1,q;) s P, pfipadné jeji polohu
(uvnitf — vné). (V ¢ase O(k + 1) diskutujeme polohu L(¢;_1, ¢;), kde k je
pocet polopiimek pp; protatych tseckou L(g;—1,q;).)

5. Vystupem piedchoziho kroku jsou bud priniky hran, nebo informace,
zda Q C P nebo P C @ nebo PN Q = 0.

Protoze kazda hrani¢ni poloprimka oblasti s; protind nejvyse dvé hrany,
potfebujeme nejvyse ¢as O(2m) pro nalezeni priseciki. Zaroven vsak musime
projit vSechny body Q", proto vysledny ¢as je O(m + n)
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Algoritmus 1.13 HALFPLANEINTERSECTION
Vstup: poloroviny Hy,..., H,
Viystup: jejich prinik (;_, H;

1. if n <2 then
1.1. Spocitej prunik nejvyse dvou polorovin a posli ho na vystup
2. else

2.1. Rozdél Hy, ..., H, na dva pfiblizné stejné velké dily a zavolej re-
kurzivné sama sebe pro kazdy z nich

2.2. Takto ziskané castecné vysledky jsou konvexnimi mnohothelniko-
vymi oblastmi (na rozdil od konvexnich mnohothelnik nemusi byt
ohrani¢ené). Na takové muze byt aplikovan algoritmus CONVEX-
POLYYINTERSECTION
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Algoritmus 1.14 SEGMENTINTERSECTION
Vstup: mnozina usecek L4, ..., L, v roviné
Vystup: mnozina jejich prisecikt

1. v—struktura := 0

2. h—struktura := vSechny koncové body tsecek setiidéné podle x-ové sou-

radnice

3. while h—

struktura # ) do

3.1. p:= bod v h-struktufe s minimalni z-ovou souradnici

3.2. odstran p z h—struktury

3.3. if p je levy koncovy bod tsecky then /* novd aktivni */

3.3.1.
3.3.2.
3.3.3.
3.3.4.
3.3.5.

j := ¢islo tsecky, jejiz je p koncovy bod (L;)

vloZz L; do v—struktury

vyhledej ¢isla sousedt (i, k) usecky L; ve v—struktufe
vloz L; N L; a L; N Ly do h—struktury, pokud existuji
odstran L; N Lj z h—struktury, pokud tam je

3.4. elsif p je pravy koncovy bod tsecky then

3.4.1.
3.4.2.
3.4.3.
3.4.4.

j := Cislo tsecky, jejiz je p koncovy bod (L;)
vyhledej ¢isla sousedt (i, k) usecky L; ve v—struktufe
odstran L; z v-struktury

vloz L;N L; do h—struktury, je-li napravo od procesavaci primky

3.5. else /* p musi byt prisecik primek */

3.0.1.
3.5.2.
3.5.3.
3.5.4.

3.5.5.
3.5.6.

(i,7) := indexy tusecek, jejichz je p prusecik

zamén L; a L; ve v—struktufe

vyhledej ¢isla (h, k) dalsich sousedt L; a L; ve v—struktufe
vloz Ly N L; a L; N Ly, do h-struktury, je-li L;, nyni soused L;
(resp. Ly soused L;), a jsou-li tyto pruniky napravo od proce-
savaci pfimky

odstran Ly N L; a L; N Ly z h—struktury

posli (p, 1, j) na vystup
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1.5 Prekryti rovinnych rozdéleni

Algoritmus 1.15 MAPOVERLAY

Vstup: Dvé rovinna rozdéleni S; a S5 rerezentovana dvojitym spojovym se-
znamem hran.

Vystup: Rovinné rozdéleni D vzniklé prekryvem S; a S5 reprezentované dvo-
jitym spojovym seznamem hran.

1. Zkopiruj oba dvojité spojové seznamy S; a Sy do (zatim nekorektniho)
seznamu D.

2. Aplikuj SEGMENTINTERSECTION na hrany v S7 U.Ss s nasledujicimi mo-
difikacemi (procesévani obrazné provadime zhora dolu):

e Pii detekci pruniku dvou tsecek z téhoz S; (secky uvazujeme uza-
viené) neprovadime zaddnou akci na D.

e Pfi detekci pruniku tsecky z S; a Sy zavedeme novy vrchol (pokud
nahodou nejde o priunik ve vrcholech), zatfidime nové vzniklé hrany
a ptivodni hrany z nového vrcholu, upravime seznamy dvojcat hran.

e Priradime ke kazdému prochazenému vrcholu v pfi procesavani prvni
hranu e(v) nalevo od néj.

e Pro kazdy vrchol v v S; uréime sténu fo(v) v Sp v niz lezi a naopak

/* Nyni je k dispozici korektné upravend ¢ast D: vSe co se piimo tyka
hran a vrcholli, nejsou vsSak korektné zadany odkazy mezi sténami a
hranami */

3. Vytvor uzly grafu G hrani¢nich cykli (reprezentované hranami konci-
cimi v nejlevéjsim nejspodnéjsim vrcholu), véetné formélniho nekonec-
ného cyklu, a pro kazdy zjisti, zda se jedna o vnéjsi nebo vnitini hranici.

4. Vytvor hrany hranu grafu G, které spojuji nejlevejsi vrchol v kazdého
vnitinitho cyklu (je v reprezentaci uzlu G) s nejblizsi pulhranou e(v)
vlevo od n¢j.

5. for kazdou souvislou komponentu G (tj. pro kazdy uzel w popisujici
vnéjsi cyklus) do
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5.1. Vytvor zaznam f pro sténu s danou vnéjsi hranici a nastav jeho
ukazatel na vnéjsi hranici na nékterou z hrani¢nich pihran (tfeba
tu z reprezantace zpracovavaného uzlu G).

5.2. Pro vSechny ostatni uzly v zpracovavané souvislé komponenté G na-
stav seznam ukazateli na vybrané ptlhrany z vnitfnich hrani¢nich
cykla.

5.3. Nastav ukazatele vSech hran z hrani¢nich cykl na incidujici sténu

na f

6. Oznac kazdou ze stén dvojici jmen stén v S; a Se v nichz lezi (mame k
dispozici fi(v) nebo f3(v) nebo jde o nové pridany vrchol).



Kapitola 2

Voroného diagramy, triangulace,
rovinna rozdéleni

2.1 Voroného diagramy

Algoritmus 2.1 VORONOIDIAGRAM

Vstup : kone¢na mnozina bodt S C R?
Vystup : Voroného diagram mnoziny S reprezentovany dvojitym spojovym
seznamem hran

1. if |S| < 3 then return Voroného diagram S

2. else
Lexikograficky setfid body v S
rozdél na pulky Sy, aSg
VDL := VORONOIDIAGRAM(SL); VDR := VORONOIDIAGRAM(SR)

3. /* sesivani */

3.1. h:=1
Ty ... dolni tetna BCH(SL), BCH(Sg) spojujici x € Sp, y € Sg
L ... poloptimka, ktera je osou L(x,y)
ll =L

3.2. while L protind VDL nebo VDR

19
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3.2.1. VD :=VDLUV DR /* formalné spojime oba DCEL a budeme
dale upravovat */

3.2.2. if L protne nejdiive e € VDL then
3.2.2.1. z := bod prtiniku
3.2.2.2. [;, ukondi v z
3.2.2.3. 2’ :=bod Sy, tak, ze e € VR(z),e € VR(z')
3224, x:=a2;h:=h+1
3.2.2.5. L := polopfimka zacinajici v z, osa L(z,y)
3.2.2.6. I, ;=L

3.2.3. else SYMETRICKY PRO Sk

3.2.4. uprav lokéalné strukturu DCEL pro provedené zmény

4. return VD
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Algoritmus 2.2 BEACHLINEVD

Vstup : kone¢na mnozina bodt S C R?
Vystup : Voroného diagram mmnoziny S, vlozeny do obdélnikového boxu, re-
prezentovany dvojitym spojovym seznamem hran

1. Imicializuj strukturu udalosti Q se vsemi fidicimi body
/* Q je prioritni fronta udalosti lexikograficky sestupné setiidéna podle
y a x; kromé ridicich bodt jesté obsahuje tzv. kruznicové udalosti, u
kterych si zavadime i ukazatel na list v 7, ktery ma pfi této udalosti
zmizet */

2. Inicializuj binarni vyhledavaci strom 7 reprezentujici ‘surfovou vinu’ pro-
¢esavajici pfimky pro prvni udalost a tuto odstran z Q
/* T ma listy reprezentujici zleva doprava usporadané fidici body, které
definuji prislusné casti parabolickych obloukt; vnitini uzly 7 pak po-
pisuji body zlomu surfové viny v podobé dvojic prislusnych definujicich
idicich bodt; navic 7 uchovéava pro kazdy list ukazatel na (kruznico-
vou) udalost v Q, pfi které ma zmizet a pro kazdy vnitini uzel ukazatel
na pulhranu ve vytvareném Voroného diagramu, ktera tento bod zlomu

obsahuje */
3. while Q neprazdné do

3.1. if prvni udalost v Q je fidici bod p; € S
3.2. then HANDLESITEEVENT(p;)
3.3. else HANDLECIRCLEEVENT(py)

/* pg je nejnizsi bod prislusné kruznice */
3.4. odstran udalost z Q

/* V @ uz nejsou dalsi udalosti, proc¢esavaci surfova vlna ovSem jesté
popisuje dosud nezapracované neohrani¢ené hrany diagramu */

4. Vytvor hrani¢ni box pro vystup a dokonc¢i popis vrchold a cyklt hranic-
nich hran Voroného diagramu

5. Vytvor seznam stén a prislusné ukazatele do a z seznamu hran.
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Algoritmus 2.3 HANDLESITEEVENT(p;)

. Najdi v 7 oblouk a nad novym fidicim bodem p;
. Zrus v @ vSechny kruznicové udalosti obsahujici o

. Nahrad list v 7, ktery reprezentoval a novym podstromem se tfemi listy:

stiedni predstavuje novy ridici bod p;, dva sousedé p; pak jsou tvoreny
tim bodem, ktery vytvaiel oblouk o. Nové vnitini uzly (p;,p;) a (pi, p;)
reprezentuji nové zlomy na surfové viné

. Vyvaz znovu 7

. Vytvor nové zaznamy v DCEL Voroného diagramu pro hrany oddélujici

VD(pi) a VD(p;)

. Provéf vSechny nové vzniklé trojice po sobé jdoucich oblouki a zarad

prislusné kruznicové udalosti do 7', pokud kruznice protind procesavaci
primku a zaroven v Q jesté neni.

Algoritmus 2.4 HANDLECIRCLEEVENT(py)

. Najdi v 7 oblouk « nad p, (ktery ma zmizet)
. Zrus v @ vsechny kruznicové udalosti obsahujici o

. Zrus v 7T list reprezentujici o a obnov interni uzly, tj. dvojice popisujici

zlomy surfové viny

. Vyvaz T

. Vytvor zaznam pro vrchol Voroného diagramu zadany stredem kruznice

a zaznamy pro nové piilhrany vychazejici z tohoto vrcholu. Nastav také
prislusné ukazatele v DCEL, které jsou znamy.

. Provér vSechny nové vzniklé trojice po sobé jdoucich obloukt a zarad

prislusné kruznicové udalosti do 7, pokud kruZnice protind procesavaci
primku a zaroven v Q jesté neni.
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Algoritmus 2.5 AppPoiNTTOVD

Vstup: Mnozina S, jeji Voroného diagram VD(S), bod y & S, ktery ma byt
pfidan do diagramu, a bod z € S takovy, ze y € VR(z)

Vystup: Vrati VD(S U {y})

1. p==x
2. repeat

2.1. {a,b} := prunik osy usecky L(p,y) s hranici Voroného oblasti bodu
p (@ a b mohou byt identické)

2.2. Najdi bod z takovy, ktery je sousedem bodu p ve VD(S) a na jehoz
hranici lezi néktery z bodi a, b, navic z jsme jesté v tomto algoritmu
nenavstivili (takovy bod nemusi existovat, nebo mohou byt dva a
musime jeden vybrat)

23. pi==z

3. until Vréatime se zpatky do vychoziho bodu x (tedy p = ), nebo nelze
najit bod z v bodu 2.2

4. if Do bodu x jsme se v predchozim cyklu nevratili then
4.1. Zopakuj predchozi postup z bodu x opac¢nym smérem

/* Aktualizace probéhne v ¢ase O(s), kde s je pocet sousedti bodu y. I s vy-
hleddnim vychoziho bodu x tedy lze dosdhnout ¢asu O(s + logn). */

Algoritmus 2.6 REMOVEPOINTFROMV D

Vstup: Mnozina S, jeji Voroného diagram VD(S), bod y € S, ktery ma byt
odebran z diagramu.

Vystup: Vrati VD(S \ {y})

1. Najdeme mnozinu S, C S vSech sousedlt bodu s
2. Vytvofime V' D(S,)
3. Nahradime oblast bodu y diagramem V D(S,)

/* Aktualizace probéhne v ¢ase O(slogs), kde s je pocet sousedt bodu y. */
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Algoritmus 2.7 kA THORDERVORONOIDIAGRAM

Vstup: Mnozina bodt v roviné S a poZzadovany fad diagramu k < |S|
Vystup: VDy(S)

1. Setrojime VD{(S) a vSechny jeho vrcholy hranic ozna¢ime jako vrcholy
typu L.

2. forj=1tok—1do

2.1.

2.2.

Ptvodni vrcholy typu I zlstavaji a oznac¢ime je jako vrcholy typu
II. Pavodni vrcholy typu II zmizi. Ten, ktery odpovidal volbé 7] =
RU{y, z}, Ty = RU{z, 2}, T = RU{x,y}, se stane vnitinim bodem
oblasti odpovidajici mnoziné R U {z,y, z}.

Ptvodni oblasti VR;(T') potfebujeme rozdélit na ¢asti piislusejici
oblastem VR, 1(T' U {z}), kde z € S\ T. Toto rozdéleni prove-
deme konstrukci VD(S \ T') provedenou pouze na ,izemi“ oblasti
VR;(T). Potom oblast VR;(x) v diagramu VD{(S \ T') v priniku
s puvodni oblasti VR;(T') dava oblast VR,.1(T U {z}) Voroného
diagramu fadu j + 1.

/* PTi konstrukei diagramu VD1(S\T) staci pfitom uvazovat body
S\ T sousedici s vrcholy typu I na hranici oblasti VR;(T). */

/* Sestrojeni diagramu VD1(S) zabere O(nlogn) ¢asu. Pfechod od di-
agramu VD;(S) k diagramu VD, ,(S) zabere cas O(slogs), kde s je
pocet vrchola typu I. */
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2.2 Triangulace

Algoritmus 2.8 GREADYTRIANGULATION

Vstup: Koneéna mnozina bod S v roviné
Vystup: Triangulace konvexniho obalu .S

1. <Z) moznych hran usporadéame dle velikosti do zasobniku /* pokud

jsou nékteré uz umistény v zadani, lze pfidat test korektnosti */

2. repeat odeber aktualni (resp. nejkratsi) hranu v ze zasobniku a testu-
jeme kompatibilitu (napf. kfizeni hran) v 7'U {v}

3. until je dosazen potiebny pocet hran nebo zasobnik je prazdny

/* Casova slozitost: 1. krok O(n%logn). (Je-li ¢(m) doba potfebné pro test
kompatibility grafu o m vrcholech, pak ¢as ve druhém kroku je O(n2p(n))).
Testujeme-li protnuti nové pridavané hrany se vSemi hranami uz v triangulaci
obsazenymi, je p(n) = O(n) a tedy celkovy ¢as O(n?) */
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Algoritmus 2.9 DELAUNAYTRIANGULATIONVIAVORONOI

Vstup: Koneéna mnozina bodt S v roviné
Vystup: Triangulace konvexniho obalu S

1. Vytvofime VORONOIDIAGRAM(S).

2. Projdeme DCEL a umistime vSechny hrany triangulace.

Algoritmus 2.10 DELAUNAYTRIANGULATIONSWEEP

Vstup: Kone¢na mnozina bodt S v roviné
Vystup: Triangulace konvexniho obalu S reprezentovanad DCEL

Modifikujeme algoritmus BEACHLINEV D tak, aby vystupem byla pfimo Delauny-
ova triangulace.
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Algoritmus 2.11 DELAUNAYTRIANGULATIONRANDOMIZED

Vstup: Konetna mnozina n bodd S v roviné
Vystup: Triangulace konvexniho obalu S reprezentovanid DCEL

1.

6.

Ptidej k S body p_3 = (—=3M,—3M), p_o = (0,3M), p_1 = (3M,0), kde
M je maximum z absolutnich hodnot soufadnic bodd v 5.

. Inicializuj triangulaci 7 obsahujici jediny trojuhelnik p_3p_op_4

. Inicializuj vyhledéavaci strukturu D (orientovany acyklicky graf) obsahu-

jici jediny list odpovidajici tomuto trojihelniku

Spocti nahodnou permutaci bodd py, ..., p,.

. forr=1tondo

5.1. Najdi trojtahelnik p;p;p; obsahujici p,.
5.2. if p, je uvniti trojuhelniku p;p;p; then
5.2.1. ptidej hrany (pr, pi), (pr,1;), (Pr, k)
5.2.2. obnov D
5.2.3. LEGALIZEEDGE(p,, (pi,p;), 7T)
5.2.4. LEGALIZEEDGE(p,, (p;, pr), T )
5.2.5. LEGALIZEEDGE(p,, (pk, pi), T)

5.3. else /* p, lezi na hrané, feknéme (p;,p;) */

5.3.1. ptidej hrany (p,, px), (pr, pi) do tietich vrchold trojuhelniki in-
cidentnich s hranou (p;, p;) a tuto rozdél na dvé

5.3.2. obnov D
5.3.3. LEGALIZEEDGE(p,, (p;, p1),
5.3.4. LEGALIZEEDGE(p,, (p1, p;),
5.3.5. LEGALIZEEDGE(p,, (p;, pr), T )
5.3.6. LEGALIZEEDGE(p,, (P, pi)

T
T

~_ —

5

Y

Zrus vrcholy p_3, p_o, p_1 a vSechny incidentni hrany

7. return(7)
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Algoritmus 2.12 LEGALIZEEDGE(p,, (pi,p;), 7T)
/* Vkladany bod je p,, zkoumana mozné nelegalni hrana v 7 pat¥ici trojihel-
niku p,pip; je (pi,p;) */

1. if oba indexy i, j zaporné then return
2. najdi tfeti vrchol p;, trojuhelniku sousediciho s p,p;p; podél hrany (p;, p;)
3. if QNOTLEGAL((pi,pj), Pr, P1) then

3.1. Zrus hranu (p;, p;)

3.2. vytvorl hranu (p,, px)

3.3. obnov D

3.4. LEGALIZEEDGE(p,, (pi,pr), T)
3.5. LEGALIZEEDGE(p,, (pk,p;), T)

Algoritmus 2.13 QNOTLEGAL((p;,pj), Dr, P1)

1. if vSechny indexy ¢, 7,7, kladné then
if p; uvnitt kruznice propsané p;p;p; then return(true)
else return(false)

2. elseif praveé jeden index zaporny then
je—li < nebo j zaporné return(true) jinak return(false)

3. elseif pravé dva indexy jsou zaporné then
/* musi byt jeden z i, j a jeden z k,[ */
Je—li negativni index u 7, j v absolutni hodnoté mensi nez ten u k, [, pak
return(false), jinak return(true)

/* t¥i zaporné indexy nemohou nastat */

Algoritmus 2.14 PATHTRIANGULATE

Vstup: Rovinny graf G obsahujici body a (pfipadné) hrany
Vystup: Triangulace obsahujici G

1. G := CoNnVEXHULL(G)
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2. G := REGULARIZE(G)
3. G := BALANCEWEIGHTS(G)

4. G := TRIANGULATEPOLYGONS(G)

Algoritmus 2.15 REGULARIZE(G)

Vstup: Rovinny graf G

Vystup: Regularni graf obsahujici G

Reprezentace struktur jako vyvazeny vyhledavaci strom (= tpravy v O(logn)).

1. inicializace procesavaci pfimky pro v, (kazda hrana v IN(v,) je hranici
intervalu a v, je pfifazenym bodem vsech)

2. fori1:=n—1to1do

2.1. vyhledej interval, ve kterém lezi v;

2.2. if | OUT(v;)| = 0 then spoj v; s bodem pfifazenym nalezenému
intervalu

2.3. obnov statut procesavaci ptimky (sloucit intervaly ohranic¢ené OUT (v;)
v jeden, a ten rozdélit podle hran IN(v;))

3. SYMETRICKY JAKO BOD 2, ZDOLA NAHORU

/* Cas potiebny k jednomu priichodu cyklu 2 (analogicky bod 3) je diky
vyhledavani mezi intervaly O(logn + h;), kde h; je pocCet hran vychézejicich
z bodu v; (déleni na intervaly pomoci v;, analogicky pro opa¢ny priichod).
Soucet h; pres vSechna 7 je linearni, proto v celkové ¢asové slozitosti dominuje
O(logn). Cas je tedy celkem O(nlogn). Prostor je linearni (O(n)). */

Algoritmus 2.16 BALANCEWEIGHTS(G)
Vstup: Regularni graf G

Vystup: Vahy W hran, které reprezentuji né¢jakou monoténni iplnou mnozinu
fetézcll

1. for vSechny hrany e do W (e) :=1

2. fori1:=2ton—1do
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2.1 Win(vi) = e vy W(e)
2.2. d := prvni vystupni hrana v OUT (v;)
2.3. if Wiy(v;) > | OUT (v;)| then

2.3.1. W(d) :=W(v;) — | OUT (v;)| + 1

3. forv:=n—1to 2 do

3.1. Wour(v;) := ZeEOUT(vi) W (e)
3.2. d := posledni vstupni hrana v IN(v;)
3.3. if Wouyr(v;) > Win(v;) then
3.3.1. W(d) :=Wour(v;) — Win(v;) + W(d)
Spotiebujeme linearni mnozstvi paméti. Cas je také linearni, protoze proché-

zime dvakrat vSechny vrcholy (kromé vy a v,,), pfi¢emz akce provedena v kaz-
dém priichodu je konstantni.

Algoritmus 2.17 TRIANGULATEPOLYGONS(G)
/* Pro vSechny monoténni polygony v G provadi nasledujici triangulaci */
1. uy, uy ddme do zasobniku STACK; 7 :=1

2. for vsechny wu;,7 > 2 do

2.1. if wu; sousedi s vy := bottom(STACK)
ale nesousedi s v := top(STACK) then
2.1.1. pridej hrany (u;, ve), (u;,v3), ..., (u;,v)
2.1.2. smaz zasobnik a vloz do ného prvky v, u;

2.2. elsif wu; sousedi s v := top(STACK)
ale nesousedi s vy := bottom(STACK) then

2.2.1. while délka zasobniku je v€tsi nez 1 a Z(uViopVtop—1) < 180°
do
2.2.1.1. pridej hranu (u;, v, —1) a seber vrchol zasobniku
2.2.2. pridej u; do zasobniku
2.3. else /* sousedi s obéma */

2.3.1. ptidej diagondly (ui, Vbottom +1), - - - » (Ui, Vsop —1) /™ algoritmus kon¢i

*/
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2.3 Vyhledavani v rovinnych rozdélenich

Algoritmus 2.18 VYHLEDAVANI v RVS

Vstup: bod ¢ a RVS pro cesty s vrcholy v mnoziné S
Vystup: dveé sousedni cesty v RVS a jejich hrany, mezi kterymi bod ¢q lezi, nebo
informace, ze lezi mimo CH (S)

1. Pokud ¢ nelezi v pasu mezi nejvyssim a nejnizsim vrcholem, pak nelezi
v zadné burce

2. 1:=0;7r:=k+1 (k je poCet cest, k = 2> — 1)

3. Py:= Py; Py := Py; L := horizontalni primka prochézejici g
4. e; := hrana v P, protinajici L

5. e, := hrana v P, protinajici L

6. Pokud ¢ neni mezi hranami e;, e,, pak neni v zadné buiice
7. whiler > [+ 1 do

71 m:=[(+r)/2]
7.2. if R(e;) > m thenl:=m
7.3. elsif L(e,) < m thenr:=m

7.4. else najdi hranu v P, protinajici L a aktualizuj [, r, e, €,

Algoritmus 2.19 FINDPOSITION(e)

Vstup: Hrana e a hodnoty L(e), R(e)
Vystup: Pos(e)

1. if L(e) = R(e) then
1.1. Pos(e) := L(e) a skonci
2. else

2.1. poc:= —1;1:= L(e);r := R(e);b:=TRUE
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2.2. while [ # r do
2.2.1. poc := poc+1
2.2.2. if [ je liché then b := FALSE
2.2.3. 1:=11/2]
2.2.4. r:=|r/2]
2.3. if b then
2.3.1. Pos(e) := L(e)
2.4. else
2.4.1. Pos(e) := (2] + 1).2p°

Algoritmus 2.20 REFINEMENTBASEDSEARCHSTRUCTURE

Vstup: Jednoduché rovinné rozdéleni S s n vrcholy (vlozené do ‘velikého troj-
thelniku’)

Vistup: Vyhledavaci struktura DAG (Directed Acyclic Graph) s logaritmickou
hloubkou a linearni slozitosti

1. if n <100 return ‘ANOTHERMETHOD’(.S) /* pro mala rozdéleni prosté
fesime néjakou pfimou jednoduchou metodou (tfeba kachliky) */

2. Najdi velkou podmnozinu I nezévislych vektord stupné nejvyse 9 /*
mohutnost alespon (4n — 9)/70 */

3. Odstran [ a roztrianguluj vzniklé mnohothelniky v S

4. return REFINEMENTBASEDSEARCHSTRUCTURE(S).

Algoritmus 2.21 TRAPEZOIDALMAP

Vstup: Mnozina neprotinajicich se tsecek S (tj. mohou se protnout jen v kon-
covych bodech)

Vistup: Vyhledavaci struktura lichobéznikt 7(S), spolu s vyhledavaci struk-
turou D (Directed Acyclic Graph)

1. Uréi ohranicujici obdélnik R obsahujici vSechny tsecky z S (bounding
box) a inicializuj pro néj 7 a D

2. Spocti ndhodnou posloupnost s1, ..., s, usecek z S.



2.4. GEOMETRICKE TRANSFORMACE 33

3. fori1:=1 ton do

3.1. FOLLOWSEGMENT(7, s;) /* Najde mnozinu lichobézniki Ay, ..., Ay €
7 protnuté s;. */
3.2. Odstran nalezené A, ..., A, z 7 a nahrad je nové vzniklymi

3.3. Odstran listy v D odpovidajici Ao, ..., Ay, nahrad je novymi a ak-
tualizuj 7 a D

Algoritmus 2.22 FOLLOWSEGMENT(7, s;)

Vstup: Lichobéznikové rozdéleni 7 a tsecka s; uvnitt
Vijstup: Posloupnost lichobéznikt protatych s;

/* p je levy konec s; q pravy */
1. Hledej v D lichobéznik Ay, ve kterém je p
2. 7:=0
3. while ¢ e napravo od pravého konce A; do

3.1. if pravy konec A; lezi nad s,

3.1.1. then A;,; := dolni pravy soused A;
3.1.2. else Aj;; := dorni pravy soused A;

3.2. ji=j+1

4. return Ay,..., A;.

2.4 Geometrické transformace

2.1 Definice. Pro p = [r,y,2] znadime |p| = /22 + y2 + 22. Funkce ¢ :
R? — R? definovana

D
VPGR?’WO(P):W

se nazyva inverze vzhledem ke sfére

k=24 +22=1
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Sféra k je v inverzi z predchozi definice pravé mnozinou samodruznych
bodt.

2.2 Lemma. Roviny a sféry jsou v inverzi vzhledem ke stére k zobrazeny na
roviny nebo sféry.

Uvazujme sféru se sttedem s a polomérem r. Pak jeji rovnice je

p—s|* =1

(= (z(p) — 2()* + (y(p) — y(s))*)

Pro |s| # r uvazme p’ = p(p)

z—y?=(z—y,z—y)

I S 2
‘p ‘S|2 . 7,2 |
1 N 5|2 2ps B
pl> (sl =72)  [pP(Is]* = 2)
IRt
Je tedy p(sféry) = sféra se stfedem s’ = W%TQ a polomérem %

Jestlize stfed s zvolime pevné a r — |s|, pak s’ ,utikd“ po polopiimce 0s
do nekonec¢na, proto obrazem limitni sféry prochazejici poc¢atkem bude rovina
kolm4 na 0s.

Vime, Ze slozeni dvou inverzi po sobé dava identitu

poyp=rid

Vezmeme-li tedy vSechny sféry prochazejici po¢atkem, jsou jejich obrazy vsechny
mozné roviny pocatkem neprochézejici. Po aplikaci stejné inverze zobrazime
tedy tyto roviny na sféry prochézejici pocatkem.

Roviny pocatkem prochéazejici se zobrazi samy na sebe.

Celkem tedy se kazda sféra zobrazi na stéru nebo rovinu, a kazda rovina se
zobrazi na rovinu nebo sféru.

Algoritmus 2.23 VORONOIVIACONVEXHULL
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Vstup: Mnozina bodt v R?
Vystup: Voroného diagramy nejnizsiho a nejvyssiho radu

/* Uvazujeme rovinu n = z = 1, kterd je tena ke sfére k& v bodé (0,0, 1).
Jeji obraz je sféra se stfedem s = (0,0,1/2) a polomérem 1/2. Uvazujeme
body p; € n,i = 1,...,n (mnozina S). Ozna¢ime z; = ¢(p;) € v(n), S =
{z1,..., 2, }. Konvexni obal BCH (S’) rozdélime na disjunktni ¢asti C; — body
viditelné z pocatku O a Cy — neviditelné pres BCH. Pokud zadné ¢tyfi body
v S nelezi na kruznici, jsou v. BCH (S") samé trojtahelniky. */

1. Pridame ke vSem bodim na vstupu treti soufadnici rovnou 1.
2. Urc¢ime obrazy z; v inverzi vzhledem k jednotkové sfére.

3. Necht F' je neviditelna sténa v BCH(S’) (tj. aspon jeden bod z; € Cy).
Pak rovina zadané vrcholy z;, z;, 2, € F'se zobrazi na stéru kr. Na vnitfek
kr se zobrazi ve ¢ poloprostor neobsahujici pocatek a oddéleny rovinou
F. Odtud plyne, ze vnitiek kr neobsahuje zadné body S. Proto stied
kruznice, ktera je prinikem sféry kr s rovinou 6, je vrchol VD4 (S).

4. Necht F' je viditelna sténa v BCH(S"). Pak ze stejného dtivodu bude kg
prochazet body p;,p;, pr a uvnitt budou vsSechny body S. Proto stied
kruznice kg N 6 je vrchol VD,,_1(5).

Tento algoritmus lze zobecnit pro vsechny dimenze d > 3. Konvexni obaly
v R? pro d > 2 umime najit v éase O(nl¥2+1) + O(nl¥% logn), pro R?
specialné v ¢ase O(nlogn).

Rozdéleni vrcholti v BCH (S’) na Cy, Cs podle ,viditelnosti“ z po¢atku pro-
vedeme snadno vypoc¢tem orientovaného objemu prislusnych rovnobéznostént.

2.3 Definice. Necht & je (nevertikdlni) nadrovina v R%™! dané rovnici ¢ =
p1x1 + ... + parq + par1. Pak definujeme dudlni bod k nadroviné h: 6(h) =
(D1, .-y Pa, Par1] = p a dudlni nadrovinu k bodu p = [p1, ..., P, Par1]: 0(p) =
Ty = —P1T1—...—PaTq+pas1. Vertikdlni vzddlenost bodu p = [p1, ..., P, Par1)
od nadroviny h = zo = @121 + ... + qqrq + q4+1 definujeme

vd(h,p) := par1 — (Pr1q1 + - - - Pada + Qat1)
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2.4 Lemma.
vd(h,p) = —vd(0(p),d(h))

peh < 3(h) € dip)

2.5 Dusledek. Necht pi,p, € R3 jsou body v prostoru, hi, hy C R3 roviny.
Jestlize L(p1,p2) C hy N hy, pak L(0(hy),d0(hs)) C 0(p1) N(p2).

Necht h; je mnoZina rovin v R?, h;t prislusné poloprostory nad resp. pod h;.
Chceme dostat . .
S=(\nn (] b =5TNnS" (2.1)
i=1 i=m+1
2.6 Lemma. Rovina h, neobsahuje zZadnou sténu S pravé tehdy, kdyz §(h,)
neni vrcholem horniho konvexniho obalu mnoziny {0(h;) | 1 <1i < n}.

Je-li h, ,nadbytecna“, potom existuje nejblizsi vrchol v v ST a t¥i incidentni
stény h,, hj, hy tak, Ze

hi Ok Nhi =hf Nkl N R N h,

Pak §(h,) lezi na nebo pod 6(v). Navic 6(v) je rovina urcena body 6(h;), d(h;), d(hx).
Proto d(h,) neni v pfislusném konvexnim obalu.

Algoritmus 2.24 HALFSPACEINTERSECTION
Vstup: Mnozina poloprostort h;IE v R4
Vystup: Prinik vsech poloprostort hii
/* predpokladame (pro jednoduchost), ze zadna nadrovina h; neni ” vertikalni”
*/
1. Najdeme vrcholy konvexnich obaléi mnozin §(h{),...,d(ht) a

6(hpi1)s---,0(hy) a tim uréime mnoziny S a S~ ze vztahu 2.1. Jsou
to konvexni mnohostény.

2. Spocitame prunik ST N S~.



Kapitola 3

Vyhledavani dle rozsahti a
iso-ortogonalni objekty

Anglicky ekvivalent pro tuto tfidu problému zni Orthogonal Range Searching.

3.1 Multidimenzionalni binarni strom

Algoritmus 3.1 1D-TREERANGESEARCH

Vstup: Mnozina n bodt na piimce a dotazovany rozsah, tj. interval [z, z”].
Vystup: body, které patii do dotazovaného rozsahu

1. Binarnim vyhleddvadnim najdeme nejlevéjsi bod p v intervalu [z, 2"].
2. Postupné zpracovavame bod za bodem, az narazime na pravy konec z”.

/* Potfebna datova struktura je binarni strom, jehoz listy jsou propojeny uka-
zately do fetézu (threaded binary tree). Cas vyhledani je ©(logn + k) (opti-
malni) pfi pouzité paméti O(n). */

3.1 Definice. 2-D strom mé s kazdym uzlem spojen obdélnik R(v) a mnoZinu
bodu S(v) C S obsazenych v R(v). S v spojujeme vybrany bod P(v) € S(v).
Bodem P(v) vedeme pfimku rovnobéznou s jednou z os, které rozdéli S(v) pfi-
blizné na poloviny. V déleni pokracujeme pii obraceni orientace délici primky
na kazdé trovni stromu, az v ziskanych obdélnicich nejsou zadné body z S.
Takové uzly jsou listy 2-D stromu. Kazdy uzel ma tvar (P(v),t(v), M (v)), kde

37
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P(v) je bod spojeny s timto uzlem, t(v) je orientace (vertikdlni nebo horizon-
talni), a M(v) je bud z-ovad souradnice (pro vertikalni uzly) nebo y-ova (pro
horizontalni uzly).

Algoritmus 3.2 2D-TREERANGESEARCH

Vstup: vrchol v, ve kterém za¢ind vyhledavani, interval D = [z1, 23] X [y1, y2]
Vystup: na vystupu se postupné objevuji vysledné body dotazu
Vyvoldni: je-li T 2-D strom, pak SEARCH(ro0t(T))

Procedure SEARCH
1. if t(v) = vertikalni then
L1 (I,r) := (21, 29)
2. else

2.1 (L) = (Y1, 92)
3. if [ < M(v) < r then

3.1. if P(v) € D then posli P(v) na vystup
4. if v neni list then

4.1. if | < M(v) then SEARCH(LSON (v), D)
4.2. if M(v) < r then SEARCH(RSON (v), D)

Prostor: 2-D strom potiebuje pamét O(n)

Priprava: 2-D strom se sestroji v ¢ase O(nlogn)

Cas vyhleddni: Neni logaritmicky, jak by se mohlo zd4at. Algoritmus totiz na-
vs§tévuje fadu uzld stromu ,zbytecné®, tj. aniz by to vedlo k prispévku
do vystupu. Jejich pocet je nejvyse O(y/n), proto vyhledani probé&hne
v ¢ase O(y/n + s), kde s je délka vystupu.

Pomoci obecnych d-D stromii lze pro vSechny dimenze d > 2 fesit rozsahovy
dotaz pro n bodti v R? v ¢ase O(dn'~/9+s), pti paméti ©(dn) a v ¢ase pripravy
O(dnlogn).
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3.2 Metoda primého pristupu

Budeme pracovat v roviné s mnozinou S bodt o mohutnosti n. Kazdym bodem
p € S prolozime horizontalni i vertikalni primku. Tyto pfimky rozdéli rovinu
na (n+1)? (zobecnénych) obdélniki. Zvolime-li rozsah D = [x1, 25 X [y1, y2] &
pohybujeme-li kazdym krajnim bodem tohoto rozsahu (x1,y;), (z2,y2) uvnitf
jednoho z vyse uvedenych (n + 1)? obdélnikii, vysledek dotazu ziistane stale
stejny. Mame tedy celkem

(n—2|—1> y (n—;l) _ O(n)

moznych vysledki (vybereme vzdy 2 z (n 4 1) past na kazdé z os). K jejich
ulozeni do paméti je viak potieba O(n°) prostoru, protoZe vysledky maji délku
O(n).

Zlepseni: Pro rozsah D = [x1, 23] X [y1, y2] provedeme p¥imy pristup pouze
ve sméru osy x. Tak dostaneme ukazatel na vyhledavaci strom vsech bodu
mnoziny S, které lezi v daném z-ovém péasu, odpovidajicim intervalu [z, 2"
na ose x. Jinymi slovy, pro kazdou dvojici past, kterych je n+1, si pamatujeme
vyhledavaci strom vsech bodt z S, které lezi mezi témito pasy.

Provedeme normovani redlnych souradnic na celociselné souradnice 1, ..., n,
tzn. sefadime tyto souradnice podle velikosti a ocislujeme podle poradi. Do-
staneme pak v ¢ase O(logn) pro dany interval dveé ¢isla i,j € {1,...,n + 1}.
Dvojice (i, j) odpovida binarnimu vyhledévacimu stromu s (j —4) listy. Celkem
potiebujeme pamét

n n+l

Z Z(j_i>: (n+12—-(n+1) v

6
i=1 j=i+1

Vsimnéme si, Ze pfi radikalnim snizeni potfebné paméti (o dva rady), zustal
zachovan logaritmicky vyhledavaci cas.

Dalsiho vylepseni — kalibrace. Budeme vyhledavat na ose x postupné ve
dvou urovnich. Osa x bude rozdélena tzv. hrubou kalibraci na intervaly, jejichz
hrani¢nimi body zlistavaji z-ové souradnice bodli mnoziny S, ale ne nutné
vSechny. Jemnd kalibrace nam uz konecné rozdéli kazdy interval hrubé kalib-
race na konecné intervaly. P¥i vyhledavani podle zadaného intervalu [z, x5]
takto dostaneme dvojici hrubych intervali, které jsou intervalem [z, z5] plné
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pokryty, a dvé dvojice jemnych intervalti po stranach krajnich hrubjch inter-
valti. Kazda dvojice hrubych intervali ukazuje na néjaky vyhledavaci strom, a
kazda dvojice jemnych intervall uvnitt jednoho hrubého intervalu ukazuje na
svilj vyhledavaci strom bodi S obsazenych v odpovidajicich pasech.
Predpokladejme, Zze hrubé kalibrace obsahuje n® intervalu (0 < o < 1).
Mame O(n?*) moznych dvojic téchto intervalti, a kazd4 takova dvojice ukazuje
na strom o velikosti O(n). Potifebna pamét je tedy O(n?*™!). Kazdé rozdéleni
hrubé jednotky ma n'~* jemnyrch intervalti, hrubych jednotek je n®. Pro kazdou
dvojici jemnjch intervalii, kterych je v kazdém hrubém intervalu O(n?1=®)),
si pamatujeme vyhleddvaci strom o velikosti O(n!'~®). Celkova pamét pro jem-
nou kalibraci je tedy O(n®*72%). Spolu s hrubou kalibraci je potfebny prostor

dohromady
O(n2a—|—1) 4 O<n3—2a)

Minima dosdhneme pro o = 1/2 (tedy hrubych intervald je y/n, stejné jako
jemnych uvnitt kazdého hrubého), a toto minimum je O(n?). Casové se nic
nezméni, pouze logaritmicky prochézime tii stromy za sebou (musi byt vyvé-
zené), proto cas je O(3logn) = O(logn).

Zvysujeme-li pocet trovni kalibraci na k, vyjde vzdy optimum jako /n
interval@ na kazdé trovni kalibrace, a vysledny prostor bude O(n!*%/*) pii
zachovani logaritmického casu.

3.2 Tvrzeni. Pro kazdé e :1 > e > 0 Ize vyhledavani podle rozsahu v mno-
ziné n bodi v roviné uskutecnit v case O(logn) pri pamétové narocnosti

O(n'*e).

3.3 Rozsahovy strom

Strom tsecek bude slouzit k uchovavani (aplikaci pozadovanych) informaci o
uvazovanych tseckach. K pouziti potfebujeme implementovat operace INSERT
a DELETE slouzici k vlozeni a zruseni prislusné informace o dané usecce.
Budeme strucné hovotit o ,alokovani“ tisecky v uzlech stromu.

Algoritmus 3.3 INSERT (na stromu tsecek)

Vstup: Usecka (b, e) a kofen v tise¢kového stromu s uzly u = (B(u), E(u))
Vistup: Tentyz strom s alokovanou tseckou (b, e)

Vyvolani: INSERT((b,e),v)
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4,9

46 6,9
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P : & - 45 5.6 | 6.8 8.9

6,773

Obrazek 3.1: Strom usecek pro normalizovanou sadu bodl na primce

1. if b < B(v) and e > E(v) then
1.1. alokuj (b,e) k v
2. else

2.1. if b < [(B(v) + E(v))/2] then
2.1.1. INSERT(b, e, LSON (v))
2.2. if |(B(v) + E(v))/2] < e then
2.2.1. INSERT(b, e, RSON (v))

Pracuje v ¢ase O(logn + s), kde s je ¢as potfebny k alokaci potfebné in-
formace. Zejména je z algoritmu patrné, Ze kazda vstupni usecka (b, e) bude
alokovana v O(log(e — b)) uzlech. Podrobnéjsi rozbor ukazuje, Ze interval (b, e)
se rozlozi na nejvyse [log(e — b)| + [log(e — b) | — 2 tGsecek, které jsou uzly v
nasem stromu usecek.

Procedura DELETE je zcela shodnad s INSERT, az na vymeénu prikazu
yalokuj“ v 1.1 prikazem ,zrus alokaci®.

3.3 Priklad. Zpracovani rozsahového dotazu na piimce: rozsah (ktery je
vlastné tseckou) zpracujeme procedurou INSERT pro strom tsecek vytvoreny
pro zadané body mnoziny S. V tomto pfipadé je vyznam prikazu ,alokuj* ta-
kovy, Ze na vystup dame vSechny body mnoziny S patiici do ptislusné tusecky.
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Obecny postup: Pracujeme v d-dimenzionalnim prostoru a zpracovavame
postupné soutadnice z1, ..., x4. Pro dimenzi d = 1 definujeme rozsahovy strom
jako standardni vyhledavaci strom.

Pro d > 2 definujeme rozsahovy strom jako strom tusecek T pro mnozinu
bodu na piimce {x1(p);p € S}. Vzali jsme tedy v tvahu pouze prvni soutrad-
nice bodli a normovali a vytvorili aseckovy strom z predchozi podkapitoly. Do
stromu se vSak nebudou vkladat zadné tsecky.

Vzory intervaltl [B(v), E(v)] pro uzel v v projekci R — R dané soutad-
nici z1 oznacime Sy(v). Jsou to ty body, jejichZ prvni souradnice leZi v intervalu
odpovidajicim uzlu v, tedy vSechny body p € S takové, ze B(v) < x1(p) <
E(v). Pro tyto body definujeme mnozinu Sy—1(v) := {(x2(p),...,z4(p));p €
Sq(v)} bodl (d — 1)-ni dimenze, které vzniknou z Sy(v) naopak odstranénim
prvnich soutradnic. Uzel v dale obsahuje ukazatel na rozsahovy strom v dimenzi
(d — 1) pro mnozinu Sg_1(v).

Problémy: Pro realizaci rozsahového stromu bude potieba vice nez linedrné
mnoho pamétového prostoru. Rozsahovy strom nizs$i dimenze se totiz kon-
struuje velice velkoryse. Je-li napt. strom na obrazku 3.1 priméarni strukturou
rozsahového stromu, pak bod odpovidajici bodu 7 po normovani se objevi jako
(d — 1)-dimenzionalni bod v uzlech [4,9] (6,9, |6,8], |6,7| (je vhodné mit in-
tervaly z jedné strany oteviené a z druhé zaviené, zde jsme pouzili zprava
zaviené, v opa¢ném piipadé by se bod 7 objevil v uzlu |7,8]). Lze tedy zpozo-
rovat pravidlo, ze pro kazdy bod najdeme pravé jednu cestu z kotrene k listu
stromu, pro niz je v kazdém rozsahovém stromu dimenze (d —1) odpovidajicim
uzlu této cesty dany bod obsazen.

Vyhledavani probiha tak, ze kazdy z alokovanych interval pro souradnici
x1 vede k dilé¢imu (d — 1)-rozmérnému problému. Vezmeme tedy interval roz-
sahu odpovidajici prvni soufadnici a najdeme v rozsahovém stromu ty uzly,
jejichz odpovidajici intervaly [B(v), E(v)] jsou celé v rozsahovém intervalu ob-
sazeny, a to zaroven uzly nejvyse ve stromu, které této podmince vyhovuji.
V nich pak resime stejny problém o dimenzi nizsi.

Necht Q(n,d) je vyhledavaci ¢as pro n d-rozmérnych bodi. Dil¢ich pro-
blémt je

Q(n,d) = O(logn) + 3 Q(n(v).d — 1),
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kde s¢itani probiha ptes alokované uzly v a n(v) = E(v) — B(v). Alokovanych
uzli je méné nez 2[logn| — 2 a n(v) < n, proto mizeme aproximovat

Q(n,d) = O(logn).Q(n,d — 1)

Q(n,1) = O(logn) = Q(n,d) = O(log"n)

Podobnou tvahou odvodime potfebnou pamét
S(n,d) = O(nlog®*n)

3.4 Véta. Pomoci rozsahovych stromii Ize rozsahovy dotaz v d-dimenzich
zvladnout v ¢ase O(log®n) a paméti O(nlog? ' n).

3.5 Poznamka. S pouzitim podobné konstrukce jako v redukované vyhle-
davaci struktufe pouzivané k vyhledavani v rovinnych rozdélenich lze snizit
Cas potfebny pro algoritmus. Této technice se fik& premostovdni, a spociva
v pridani jistych ukazateld mezi sekundarnimi stromy. Dosdhneme tak casu
O(log® ' n) pii prostoru O(nlog® ' n).

3.4 Iso-ortogonalni objekty

Iso-ortogonalni objekty jsou takové, které jsou jistym zptisobem slozeny z mno-
zin rovnobéznych tusecek, obdélnikl, kvadri, apod. Nejjednodussi jsou opét
jednorozmeérné ulohy.

3.4.1 Mira sjednoceni usecek

Méjme dano n intervald [ay, b1],...,[an,b,] v R. Chceme ziskat miru (tedy
celkovou délku) jejich sjednoceni.

Usporadame koncové body tsecek a budeme je postupné prochazet zleva
doprava. Budeme v kazdé chvili védét, uvniti kolika tsecek se nachazime.
V kazdém bodé zvysSime nebo snizime tento pocet podle toho, zda jsme na-
razili na levy nebo pravy koncovy bod. Zaroven upravime pribéznou miru,
tedy pricteme vzdalenost k dalsimu bodu, pokud budeme uvnitt alespon jedné
usecky.
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Algoritmus 3.4 INTERVALUNIONMEASURE

Vstup: tsecky |ay, by, ..., [an, b,] na piimce
Vystup: mira jejich sjednoceni

1. (X(1),...,X(2n)) := usporadana posloupnost pocatecnich a koncovych
bodt tisecek

2. X(0):=X(1)
3. M:=0
4. C:=0

5. for2:=1 to 2n do

5.1. if C #0 then M =M + X (i) — X(i — 1)
5.2. if X (i) = levy konec then C :=C +1else C:=C -1

Casu dominuje krok ¢islo 1, tedy O(nlogn).

3.4.2 Mira sjednoceni obdélniku

Stejnou tlohu nyni fesime pro obdélniky v rovine.

Pouzijeme metodu procesavani. Procesavaci primka bude vertikalni a bu-
deme prostor prochazet zleva doprava. Zastavovat se budeme v krajnich bo-
dech z-ovych intervald obdélnikti. V kazdém takovém bodé spocitdame miru
sjednoceni usecek, které protnou procesavaci primku, a vynasobenou vzdale-
nosti k dalsimu vrcholu ji pricteme k priibézné pocitané mire.

Pti pfechodu od X (i — 1) k X (¢) musime obnovit miru sjednoceni p¥islus-
nych intervali ve sméru osy y. Pii procesavani lze jako statut udalosti s vy-
hodou pouzit tseckovy strom. Procedury na stromu tsecek si vSak musime
zprecizovat, tzn. upfesnit zptisob zachovavani informace o mire. Nejprve tedy
budeme definovat operace na stromu tusecek INSERT, UPDATE, DELETE.
Globélni proménné: C'(v) — pocet tsecek, které jsou alokovany; m(v) — pfispé-
vek do miry
procedure INSERT (b, e, v)

1. if b < B(v) and F(v) < e then C(v) := C(v) + 1
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2. else
(a) b < [(B(v)+ E(v))/2]| then INSERT (b, e, LSON (v))
(b) [(B(v)+ E(v))/2| < e then INSERT(b, e, RSON (v))
3. UPDATE()

Procedura DELETE je duslni k INSERT, tj. misto picitén se jednicka odedits.
procedure UPDATE(v)

1. if C(v) # 0 then m(v) := E(v) — B(v)

2. else
(a) if v neni list then m(v) := m(LSON (v)) +m(RSON (v))
(b) else m(v):=0

Hlavni program bude vypadat takto:

Algoritmus 3.5 RECTANGLEUNIONMEASURE

Vstup: Mnozina n iso-ortogonalnich obdélnikt
Vystup: Mira jejich sjednoceni

1. do (X(1),...,X(2n)) uspofadame posloupnost x-ovych souradnic bodi,
v piipadé rovnosti spodni pied vrchni (tj. véetné nasobnosti)

2. X(0):=X(1)

3. M :=0

4. inicializuj tiseckovy strom 7' pro y-ové soutradnice bodl

5. fori1 =1 to 2n do

5.1. m1 :=m(root(T))
5.2. M :=M+mlx(X()—X(@GE—-1))
5.3. if X (i) je levy bod then

5.3.1. INSERT(b;, e;, root(T))
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5.4. else
5.4.1. DELETE(b;, e;, root(T))

Prochézime O(n) bodd, v nichZ provadime logaritmické operace na stromé
usecek, tedy algoritmus probéhne v ¢ase O(nlogn).

Pro obdélniky jsme v kazdém bodé méli vlastné za kol spocitat miru
sjednoceni n usecek, tedy uloha se redukovala na problém o dimenzi nizsi.
Tento pristup lze uplatnit v libovolné dimenzi.

Pro objekty podobné ortogonalnim obdélniktim obecné v R¢ lze aplikovat
procesavani postupné ve vSech dimenzich az dojde na primku. Napt. prod = 3
redukujeme tilohu na feSeni n problémi v R?, celkovy cas je tedy O(n?logn).
Diky této tivaze dostavame nasledujici vétu.

3.6 Vé&ta. Mira sjednoceni iso-ortogonalnich objektii v R, d > 2, se d4 spo-
citat v case O(n"tlogn)

3.4.3 Obvod sjednoceni obdélnik

Obvod sjednoceni obdélniki (délka hranice) lze spocitat stejnou metodou jako
miru jejich sjednoceni. Budeme opét pouzivat strom tusecek jako statut pro-
cesavaci primky pri procesavani, musime vsak upravit nékteré casti algoritmu
tak, abychom dostali obvod misto miry.

Vertikalni komponenty prispivaji pii pfechodu od X (i — 1) k X (i) pravé
délkou m;, pouzitou uz v predchozim algoritmu.

Necht P; je sjednoceni disjunktnich komponent statutu udéalosti. Pocet dis-
junktnich komponent v P; vynasobeny dvéma ulozim do parametru a. K udrzbé
parametru « je tfeba parametra LBD(v), RBD(v):

LBD(v) =1 je-li B(v) dolni bod intervalu v [B(v), E(v)] N P,
LBD(v) =0 jinak
RBD(v) =1 je-li E(v) horni bod intervalu v [B(v), E(v)| N P;
RBD(v) =0 jinak

Algoritmus je velmi podobny jako algoritmus na spocitani miry sjednoceni
obdélniki (3.5), proto uvedeme pouze zmény v procedure UPDATE a hlavnim
programu.

procedureUPDATE



3.4. ISO-ORTOGONALNI OBJEKTY 47

1. if C(v) # 0 then

(a) a(v):=2;m(v):= E(v) — B(v)
(b) LBD(v) :=1;RBD(v) :=1

2. else if v neni list tt then

=
3
=
i
3
~
n
S
=
=
_|_
3
=3
n
S
=
=

3. else LBD(v) =0, RBD(v) =0, a(v) =0, m(v) =0

Algoritmus 3.6 RECTANGLEUNIONBOUNDARYMEASURE

Vstup: Mnozina n iso-ortogonalnich obdélniki
Vystup: Obvod jejich sjednoceni

1. do (X(1),...,X(2n)) usporaddme posloupnost x-ovych souradnic bodd,
v pripadé rovnosti spodni pfed vrchni

2. X(0):=X(1)

3. m0:=0;P:=0

4. inicializuj tiseckovy strom 7' pro y-ové soutradnice bodl
5. fori1=1to 2n do

5.1. al := a(root(T))
5.2. if X (i) je levy bod then
5.2.1. INSERT(b;, e;, root(T))
5.3. else
5.3.1. DELETE(b;, e;, root(T))
5.4. ml :=m(root(T))
5.5. Pi=al* (X(i)— X(i — 1)) + |ml — m0| + P
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5.6. m0:=ml

Cas: pfi n zastavenich proéesavaci piimky, kdy kazdé spotiebuje logaritmicky
Cas, dostavame celkovy ¢as O(nlogn).



