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i REPREZENTACE LIEOVYCH ALGEBER A LIEOVYCH GRUP
Uvod

Tento text je vysledkem spoleéné prace ucastnikd seminaife Martina Pandaka,
Michala Fikery, Ondry Kamenika, Michala Kunce, Ondry Klimy a Davida Krumla,
ktefi zachytili do pisemné formy obsah mych seminait. Ke konci semestru, s
blizicim se zkouskovym obdobim, jsem pfevzal psani textl na sebe, navic jsem
se snazil pridat alespoli ve strucnosti véci, které se (hlavné diky ¢tyfem odpad-
nutym pondélktim) nepodafilo pfednést. Zameérem je poskytnout zdjemctim zak-
ladni piehled teorie kone¢nérozmeérnych reprezentaci Lieovych algeber (a grup),
strukturni teorie Lieovych algeber (a grup) a naznacit nékteré mozné aplikace.
Predpoklada se pouze zakladni zbéZna znalost linedrni algebry a redlné analyzy vice
proménnych, zato se ale poéita se samostatnym aktivnim piistupem. Rada tvrzeni
je pouze odkazovana, ¢asto je misto podrobného dikazu podavan spise navod, jak
jej provést. Casto je ¢tenai vyzvan k doplnéni ditkazi poznamkou ”cvideni” na
okraji textu. Patrné text svoji narocnosti presahuje standard béznych ucebnich
textd. Prehled definic a zdkladnich vlastnosti tykajicich se diferencovatelnych va-
riet a multilinearni algebry je pfipojen v dodatcich.

Pfi pfipravé seminaitu jsem Cerpal zejména z téchto zdroji:

[FH]  Fulton, W; Harris, Joe, Representation Theory, Springer-Verlag, GTM 129,
1991, pp. 551.

[HN]  Hilgert; Neeb, K.H., Lie Grupen, Teubner, 19927, pp. 3507.

[Ki] Kirillov, A.A., Introduction to the Theory of Representations and Noncom-
mutative Harmonic Analysis, Pfeklad z rustiny (to appear).

[KMS] Kolér, I.; Michor, P.W.; Slovék, J., Natural operations in differential geom-
etry, Springer-Verlag, 1993, pp. 434.

[Sa] Samelson, Hans, Notes on Lie Algebras, 2nd edition, Springer-Verlag, Uni-
versitext, 1990, pp. 162.

[Zh] Zhelobenko, D. P., Compact Lie groups and their representation, in russian,
Nauka, Moscow, 1970, pp. 664.

Pfeposledni kniha bude asi vyuzivana nejvice. Je v ni piehledny a strucny vyklad
strukturni teorie Lieovych algeber a jejich reprezentaci, zaloZzeny na pfednéaskach au-
tora. [HN] je vice zaméfena na Lieovy grupy a je psdna s ”némeckou diikladnosti”.
Kniha [FH] je velmi péknym tivodem do reprezentaci grup, jedna se téméf o soubor
konkrétnich prikladd, 1ze tam tedy najit mnoho detailnich informaci o jednotlivych
Lieovych grupéch a jejich reprezentacich. Budeme ji také velice ¢asto vyuzivat. [Ki]
je spiSe sirokym pfehledem dostupnych vysledkt. Je to typicky ”rusky pristup”, kde
se hovoti vice o vysledcich nez o jejich dikazech. Ptesnéji, hovoii se o vysledcich a
vétsina dtikazl je rozepsana do cviceni, které ale vesmés povazuji za obtizné. [Zh] je
podrobnou ucebnici, vyklad je ale vice veden z hlediska reprezentaci Lieovych grup.
Koneéné, posledni z citovanych zdrojt, [KMS], neni viitbec zaméfen na Lieovy grupy
¢i algebry, obsahuje ale dobfe ¢itelny tvod do Lieovych grup z hlediska diferencialni
geometrie (a aplikace v diferencidlni geometrii). Uvadim jej mimo jiné proto, ze
je mi davérné zndm (a proto jej rad vyuzivdm). VétSinu pouzivanych tvrzeni z
linearni algebry lze najit v mych ucebnich textech dostupnych v nasi siti.

Kvéten 1995 Jan Slovak



0. PROLOG 1
0. Prolog

V této ¢asti textu se budeme snazit naznacit dulezité skutecnosti a konstrukce, na
kterych je cela teorie Lieovych grup a Lieovych algeber zalozena. Hlavnim smyslem
je predvést ¢tenafi fascinujici souvislosti zcela nelinedrnich objekti (Lieovych grup
a jejich homomorfismi) a odpovidajici zcela linedrni teorie (Lieovy algebry a jejich
homomorfismy). Zde nebudeme hlavni tvrzeni (formulované jako ”principy”) doka-
zovat, dostaneme se k tomu teprve mnohem pozdéji. Poskytnou nam ale potiebnou
motivaci pro studium zminéné linearni teorie.

0.1. Reprezentace grup. Je-li G néjaka grupa, V jistd matematickd struktura
a AutV grupa vSech automorfismiu V' — V| pak reprezentaci A\ grupy G na V
rozumime grupovy homomorfismus A\: G — AutV. Nés bude zajimat vyhradné
pfipad, kdy V je vektorovy prostor, tj. AutV je grupa vsech linearnich isomor-
fismt prostoru V. Této grupé iikdme obecnd linedrni grupa, znac¢ime GL(V), ve
specidlnim pfipadé vektorového prostoru K™ piseme GL(n,K), piipadné jen GL(n),
pokud je pole skalart zfejmé z kontextu nebo nepodstatné. V celém dalsim vykladu
bude K znacit bud pole redlnych ¢isel R nebo pole komplexnich ¢isel C.

0.2. Definice. Lieova grupa G je grupa jejiz nosnd mnozina je vybavena struk-
turou hladké variety a operace grupového nasobeni p: G x G — G i operace vzeti
inverze jsou hladké zobrazeni.

Prvni princip. Jsou-li G a H Lieovy grupy a G je souvisla, pak kazdy homomor-
fismus ¢: G — H je jednoznacné urcen tecnym zobrazeni T,p: T.G — T.H k ¢ v
jednotce grupy G.

Aby byl tento princip prakticky uziteény, musime jej doplnit o informaci, jak
rozpoznat ta linedrni zobrazeni T.G — T, H, ktera skutecné odpovidaji homomor-
fismim Lieovych grup G a H. Navic bychom také potiebovali hlubsi souvislosti
vlastnosti téchto homomorfismi. Odvodime nyni pravé tyto souvislosti.

0.3. Reprezentace Ad. Oznacme {,: G — G nasobeni zleva v G prvkem g € G,
podobné ¢,: H — H, a v, bude analogicky oznacovat nasobeni zprava. Pfimo z
definice homomorfismi plyne, ze ¢: G — H je homomorfismus praveé kdyz o f, =
Lo(g) © p, ekvivalentné ¢ o ry = 1) o p. Tyto vztahy ndm zatim nepomohou,
protoze 1'¢y: T.G — T,G. Muzeme ale pouzit zobrazeni

Conj,: G = G, hw g.h.gt.

Zobrazeni Conj je grupovy homomorfismus G — Aut G. Z ptredchoziho dostaneme
Tepo Te(conjg) = Te((p © Conjg) = Te(Conij(g) OQO) = TE(Conjtp(g)) oTep

Protoze tetna zobrazeni zachovévaji souciny je zobrazeni g — T, Conj, grupovy
homomorfismus G — GL(T.G). Budeme jej znac¢it Ad, jeho hodnoty pak Ad(g)
nebo zkracené Ad,.

7 predchoziho vyplyva, Ze pro homomorfismus Lieovych grup ¢: G — H je
Tep o Ady = Ady(g) oTep. Ani tento vztah nds nemiize Giplné uspokojit, protoze se
v ném jesté stale objevuje zcela explicitné ptivodni homomorfismus .
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0.4. Reprezentace ad. Zobrazeni Ad: G — GL(T.G) miZeme chipat jako zo-
brazeni (které momentdlné zna¢ime stejnym symbolem) Ad: G x T.G — T.G.
Predchozi komutac¢ni relace pro Ad muzeme pak prehledné zobrazit v diagramu a
na vSechna zobrazeni aplikujeme teény funktor 7. Pritom je tfeba si uvédomit, ze
tecné zobrazeni k libovolnému linedrnimu zobrazeni je v kazdém bodé vzdy znovu
puvodni zobrazeni.

GxT.6—2218  gorg  nexne—fXTY pgry
Ad Ad T, Ad T, Ad
.G Tep T.H .G Tep T.H

Definujeme ad := T, Ad : T.G — Tw(GL(T.G)) ~ Hom(T.G,T.G). Linearni
zobrazeni ad lze také chéapat jako bilinedrni zobrazeni ad: T.G x T.G — T.G,
zavedeme si pro néj oznaceni

—

ad(X,Y) = ad(X)(Y) =: [X,Y].

V pravém diagramu je ve sloupcich pravé toto zobrazeni. Jeho komutativnost nyni
lze zapsat jako T.o([X,Y]) = [Tew(X), Te(Y)], kde nalevo se jednd o operaci v
T.G, napravo v T, H.

Zahy uvidime, Ze zobrazeni ad je infinitesimalni verzi nasobeni v G, zejména
zachycuje ”jak moc je grupa G nekomutativni”.

0.5. Definice. Homomorfismus ¢: R — G Lieovych grup, kde R chapeme jako
aditivni grupu, se nazyva jednoparametrickd podgrupa v G.
Podrobnéji, jednoparametrickd podgrupa v G je homomorfismus spliujici

p(t+s)=p(t).p(s), »(0)=e.

Tecny vektor %’ o ¢ Je vizdy prvkem v T, +G. Ve skutecCnosti, jsou to pravé vsechny
prvky v T.G, coz je klicem k predvadénym zdkladnim principtim.

0.6. Véta. Necht G je libovolna souvisla Lieova grupa. Pak G je komutativni
praveé tehdy kdyz ad je identicky nulové zobrazeni.

Duikaz. Je-li G komutativni, pak Conj je konstantni zobrazeni g — Idg. Je tedy
i Ad konstantni zobrazeni g — Idgr(r.¢) a proto ad = 0. Opacnou implikaci
nebudeme nyni dokazovat.

0.7. Vé&ta. Necht G je libovolnd Lieova Grupa. Zobrazeni ad spliiuje

(1) je antisymetrické, tj. [X,Y] = —[Y, X] pro vSechny X,Y € T.G.
(2) IX,1Y, 2] = [[X, Y] Z] + [V, [X, Z]] pro viechny X,Y, Z € T.G.

Dukaz. Pfimo z definice plyne, Ze pro X € T.G, které je teénym vektorem k
jednoparametrické podgrupé plati [X, X] = 0. Protoze tak lze ziskat vSechny X €
T.G plyne jiz odtud antisymetrie. Identitu (2) nebudeme nyni dokazovat.

Identité (2) se iiké Jacobiho identita. Rikéd ndm vlastné, ze ad je derivace na
algebie T.G.

cviéeni!
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0.8. Definice. Vektorovy prostor V spolu s bilinedrni operaci [, |: V. xV =V
splitujici (1) a (2) z predchozi véty se nazyva Lieova algebra. Zobrazeni |, | fikdme
Lieova zdvorka na V. Pro kazdou Lieovu Grupu G bude g znacit jeji Lieovu algebru
T.G s Lieovou zéavorkou ad.

Homomorfismy Lieovych algeber V', W jsou linearni zobrazeni f: V' — W spliu-

jiet f([X,Y]) = [f(X), F(Y)]:

Druhy princip. Necht G a H jsou Lieovy grupy, G souvisld a jednodusSe souvisla,
g a b necht jsou jejich Lieovy algebry. Linedrni zobrazeni ¢': g — b je tecnym
zobrazenim k néjakému homomorfismu ¢: G — H pravé tehdy, kdyz je ¢’ homo-
morfismem Lieovych algeber g, §.

0.9. Priklad. Algebra vSech ¢tvercovych matic fadu n nad K s operaci
[X,Y]=XY -YX

je Lieova algebra. Jak uvidime hned v prvni kapitole, jde o Lieovu algebru grupy
GL(n,K), budeme ji znacit gl(n,K). Pro libovolny koneénérozmérny vektorovy
prostor V' dostavame analogicky Lieovu algebru gl(V) vSech endorfismi V, kde
Lieova zéavorka je komutétor linearnich zobrazeni.

0.10. Definice. Reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V je libo-
volny homomorfismus ¢: g — gl(V') Lieovych algeber, tj. linedrni zobrazeni spliiu-
jich p([X, Y)) = p(X) 0 p(Y) — p(¥) 0 p(X).

Jako disledek druhého principu dostavidme moznost studovat reprezentace Lieo-
vych grup prostfednictvim representaci Lieovych algeber.

Ovéite si jako cviceni, ze samo zobrazeni ad chdpané jako X — adx € gl(g) je
reprezentaci Lieovy algebry g v automorfismech gl(g). (Pfepsani Jacobiho identity.)

cviéeni!

cviceni!



Cast 1.
Priklady Lieovych
grup a algeber

Zamérime se nyni na tzv. maticové grupy a algebry, tj. takové, které tvori pod-
grupy grupé GL(n,K) vSech invertibilnich matic nad K fddu n (s operaci nasobeni
matic), resp. Lieovy podalgebry v Lieové algebfe vSech ¢tvercovych matic fadu n
se zavorkou danou komutatorem. V této situaci budeme moci podrobnéji vysvétlit
zékladni principy uvedené v predchozi ¢asti. Zaroven si na konkrétnich ptikladech
pripravime motivaci pro dalsi postup. Pole K bude pro nas vzdy R nebo C, vyrazy
GL(n) a gl(n) oznacuji bud redlné nebo komplexni maticové grupy a algebry v
dimenzi n a jsou pouzity v pfripadech, kdy tvrzeni plati pro obé moznosti.

1. Lieova grupa GL(n,K)

1.1. Representace Ad. Médme Conj, X = A.X.A~!. Musime spocist te¢né
zobrazeni Tg(Conj,). Vezméme tedy kiivku ¢ — X(¢), R — GL(n) a pocite-
jme %’ o (A.X(t).A7). Jde vlastné o matici (redlnych nebo komplexnich) funkci
jedné realné proménné a musime derivovat kazdy prvek vysledné matice. Jednotlivé
funkce jsou ale linedrni vyrazy v prvcich matice X(t) a plati X(0) = E. Proto

%|0 (AX(t).A™H = A.(%’OX(t)).A_l
ajeliy = %|0 X(t), pak Ady Y = A.Y.A7L. Je tedy reprezentace Ad opét déna
konjugovanim, na rozdil od Conj ale na celé algebfe matic gl(n, K).

1.2. Reprezentace ad. Z definice je pro matice X = %’0‘4(75)’ Y € gl(n,K),
ad(X)(Y) = %|0 (Ad(A()(Y)) = %!0 (t — A(t).Y.A(t)"!). Vypocet se opird o
dvé snadnd tvrzeni z diferencidlniho poctu.

Lemma. Pro libovolné kiivky v GL(n) a'Y € gl(n) plati
(1) %|0 (A(¥).Y.B(t)) = (%|0 A(t)).Y.B(0) + A(0).Y.( %‘0 B(t))
(2) Je-li A(0) = E, pak %], (A(t)™") = — £, A(t).

Dikaz. Prvni tvrzeni plyne z vlastnosti derivovani bilinearnich funkci a véty o de-
rivovani slozenych funkci. Druhé tvrzeni je okamzitym disledkem prvého a vztahu

At).At)"t = E.

Véta. Pro libovolné matice X, Y v gl(n,K) plati [X,Y] = X.Y — Y.X. Zejména
je ad antisymetrické a splnuje Jacobiho identitu.

Duikaz. Podle pfedchozich pomocnych tvrzeni je
5t lo (AN (Y)) = (5|, AW)-Y-E = EY.( 5, A®)

a zbylé vlastnosti nyni plynou pifimo z tohoto vztahu.

cviéeni!

cviéeni!
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1.3. Exponencialni zobrazeni. Pro libovolnou matici X € gl(n) definujeme

2 X3 e Xk

X
(1) eXp(X):E—i_X—'—j—"ﬁ"""':Z*

Lemma. exp je dobie definované zobrazeni gl(n,K) — gl(n,K). Nekonecns fada
(1) je absolutné konvergentni pro kazdé X € gl(n,K).

Dukaz. V definiénim vztahu (1) jde vlastné o matici nekoneénych fad. Mame

tedy oveéfit vlastnosti jednotlivych prvki vysledné matice. Necht C' je maximum
absolutnich hodnot prvkt v X. Pak absolutni hodnota libovolného prvku v X* je

shora omezena vyrazem n*~1C* a proto je kazda ze zminénych fad majorizovdna cviceni!
fadou pro e”¢. O

1.4. Lemma. Necht X,Y € gl(n), A € GL(n).

(1) Je-li XY =Y.X (tj. [X,Y] =0), pak (exp X).(expY) = exp(X +Y).

(2) Plati exp: gl(n) — GL(n) a (exp X)~! = exp —X.

(3) A.(expX). A7l =exp(A.X.A71), tj. Conj, oexp = expoAda.

(4) Pro kazdé X € gl(n) je zobrazeni p: R — GL(n) definované t — exp(tX)
Jjednoparametrickd podgrupa v GL(n) a % ’o p=X.

(5) Tecné zobrazeni k exp v 0 € gl(n) je identické zobrazeni, tj. Tyoexp =
ldr,ariny: gl(n) — gl(n).

Dukaz. (1) Je-li X.Y =Y. X, pak

- Xlyk—
exp(X +Y) =372, (XZ!Y) = OZZ 0 Qx &

k 1 k=1
= ZZO:O > =0 %(};fl)n =expXexpY.

P1i vypoctu jsme samoziejmé vyuzili absolutni konvergenci vSech uvazovanych rad.
Tim je dokdzana rovnost (1).
(2) Protoze X a —X spolu vZdy komutuji, dostavame

exp X.exp(—X) =exp(X — X) = E.

(3) Vzdy plati (A.X.A~1)* = A. X% A~ Vztah tedy plyne piimo z definice exp.
Vlastnost (4) je pfimym disledkem (1). cviceni!
(5) Pro dtikaz posledniho tvrzeni zvolme libovolné

(t.X) € Togl(n) = gl(n).

X:%|o

Protoze fada exp tX konverguje absolutné a stejnomérné, plati

k k
Toexp(X) = %’0 exptX) = at’0 Ek otk)!( )
o 1 0 3
= 5ilo (0X) + 5 Flo 0X)%) + § Flo (X)) +
_ 0 _
= 2| tX=X. O

Za zdiraznéni stoji, ze jsme mimo jiné ukédzali, ze kazdd matice X v gl(n) je
tecnym vektorem k jednoparametrické podgrupé.



6 CAST 1. PRIKLADY LIEOVYCH GRUP A ALGEBER

1.5. Lemma.
(1) Pro kazdé X € gl(n) je det(exp X) = €™ X kde Tr X je stopa matice X.
(2) Ad(exp X)Y =37 f(ad X)PY = e Xy =
=Y + [Xa Y] + %[Xv [Xv Y“ + %[Xa [Xv [Xa Ym +..

Dukaz. (1) Stopa i determinant matice se nezméni, jestlize zaménime matici X
matici ekvivalentni. Pocitejme proto pfimo v C pro matici X v Jordanové tvaru,
tj. X = diag(A1,...,An) + Y0, kde Yy je ostie horni trojihelnikovd matice. Pak
XF = diag(A\},... ,A\F) + V%, kde Y}, je opét ostie horni trojihelnikovd matice a
tedy exp X = diag(e*,... ,e*) + Y, kde Y je znovu ostie horni trojihelnikova.
Celkem det(exp X) = eMttAn
(2) Plyne bezprostfedné predchozich Gvah, zejména pak z Lemmatu 1.4.(4). 0O cviceni!

1.6. Véta.

(1) Zobrazeni exp: gl(n,K) — GL(n,K) neni injektivni ani surjektivni
(2) Existuje okoli U C gl(n,K) vektoru 0 takové, Ze exp |y je difeomorfismus
na obraz.

Dukaz. (1) Vzdy plati det(exp X) > 0, tedy zobrazeni neni na. Dale uvazme nad

C matici X = (2("6“6 ngk, ), k,k' € Z, pro kterou je exp X = FE, tedy zobrazeni
neni ani injektivni. Najdéte redlny protipiiklad! cvideni!

(2) Plyne z véty o inverzni funkci. O cvigeni!

1.7. Definice. Zobrazeni inverzni k exp (definované na jistém okoli E € GL(n,K))
znafime A — log A. Hovofime o logaritmu matice A.
Uvahami o fadach ziskdme podobné jako v analyze redlné proménné

> 1
log A = —1)1Z(A - B)k
g ;( ) k( )

zejména o konvergenci se presvédéime majorizaci geometrickou radou.
Pro fadu podmnozin je logaritmus definovén globalné. Uvedme nékolik prikladi:

1.8. Lemma.
(1) np={X €gl(n)| XP =0}, N, ={A € GL(n,K)|A=FE+ X, X €ny}
exp : np, — N, je difeomorfismus
(2) Sym := {symetrické matice v gl(n)}
exp : Sym — {pozitivné def. sym. matice} je spojitd bijekce
(3) Herm := {hermiteovské matice}
exp : Herm — {pozitivné def. hermiteovské matice} je bijekce

Dukaz. (1) Vzhledem k Vété 1.6. staci ukazat, ze exp : n, — N, je injektivni a
surjektivni. Nejprve provéfme, ze zobrazeni vede tam, kam ma:

(expX — E)P = ( i;i Xk—f)p = pol(X) = 0, neb pol(X) je polynom obsahujici
pouze p-té ¢i vyssi mocniny X . Zaroven si vSimnéme, Ze funkce log je definovana na
celém N, protoze v definiéni sumé log se pro prvky z NNV, vyskytuje pouze kone¢né
mnoho séitanci. Vcelku snadno se lze téz presvédcit, ze tam, kde jsou definovana,
jsou zobrazeni log a exp navzajem inverzni. Je tedy exp : n, — N, difeomorfismus.
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cviéeni!
(2) Necht X € Sym. Pak lze X diagonalizovat pomoci ortogonalni matice P:
PXP~! =diag(z1,... ,2,) a
exp(X) = exp(P~ ' diag(x1, ... ,x,)P) = P~ exp(diag(x,... ,x,))P
= P~ !diag(e®™,... ,e")P,
coz je pozitivné definitni matice a dokonce kazdou pozitivné definitni matici mizeme
psat v této forme. Tedy zobrazeni je na.

Nyni pfipomenme znamy fakt z linearni algebry, ze dvé symetrické matice jsou di-
agonalizovatelné pomoci stejné matice, jestlize komutuji. Necht exp(X) = exp(Y),
QY Q! =diag(yi,... ,yn) Zvolme polynom f takovy, zef(e®) =z;, j =1,...n.

flexp(X)) = f(P~" diag(e™, ... ,e"")P)
= P~ tdiag(f(e"™),..., f(e"™))P = X.
Nyni si v§imnéme, ze
X Y=f(expX) Y =f(expY) Y
= Q™' f(exp(diag(ys, ... . ¥2))Q - Q" diag(ys, ... ,¥n)Q

= Qil diag(yh ce 7yn)Q : Qilf(exp(diag(yl, s ayn)))Q
=Y. flexpY)=Y X

Tedy X a Y lze diagonalizovat se stejnou matici a koneéné z exp(X) = exp(Y)
vyplyva X =Y. Tim jsme ukazali, Ze zobrazeni je prosté, tedy celkem bijekce.
(3) UkézZe se analogicky jako (2). O cviceni!

1.9. Poznamka.

(1) Komutétor nilpotentnich matic je nilpotentni. Jak uvidime pozdéji, diky
tomu je N, podgrupa GL(n, K).

(2) Komutétor symetrickych matic neni symetricky a pozitivné definitni matice
nejsou podgrupa GL(n, K).

Prostfednictvim (aspori lokalné definované) inverze log k zobrazeni exp musi
byt ndsobeni v podgrupich v GL(n) vyjadfitelné na prvcich v Lieové algebfe g.
Nasledujici dtilezité tvrzeni ukazuje, Ze je dokonce vyjadritelné pomoci vektorovych
operaci a Lieovy zavorky. To méa zdsadni vyznam pro celou teorii!

1.10. Bakerova-Campbellova-Hausdorffova formule. Pro z € C blizko 1
definujeme:

logz = (—1)"
flo) = B2 (-1
z—1 T;) n+1 )

Pro X, Y blizko 0 € TgGL(n,K) je dobfe definovana matice X *Y vztahem
exp(X *Y) =exp X -expY. Vsude, kde maji vyrazy smysl plati

1
X*Y:Y—I—/ f(etadX . eadY) X gt
0

(=" 3 (ad X)* (ad V)1 - - (ad X)*n (ad V)i

—X4Y
+ +Zn+1k S AR R TN

n>1

1kn 20

I1,05ln
ki+l;>1

= X+ Y+ 5[X, V] 4 (X[, Y]]~ [V [V, X])
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Dukaz. Nebudu uvadét. Pomérné prehledny je k nalezeni v [HN], kratky (ale dosti
zhustény) je i v [KMS]. Koeficienty (u nékolika prvnich ¢lentt) v zévéreéném vztahu
muzeme ovéfit 1 pfimym dosazenim nekoneénych sum pro exp a log. Cely problém
vlastné spoc¢iva v tom ukézat, ze po tomto dosazeni se vyrusi vzajemné vSe kromé
vyrazi v komutatorech. Ovéite vyraz alesponn do druhého fadu! O

2. Lieovy podgrupy v GL(n,K)

2.1. Definice. Lieova podgrupa v Lieové grupé je podvarieta uzaviend jako
mnozina vzhledem ke grupovym operacim.

Necht G € GL(m,K) je podgrupa. TpG C TpGL(m,K) je podalgebra, g C
gl(m, K)

Naopak pro libovolnou podalgebru g C gl(m, K), uvazZme z(zeni exponencilniho
zobrazeni na malé okoli nuly U, kde je definovidno nasobeni X %Y z Véty 1.10.
Obraz exp(g)|uv € GL(m,K) je uzavieny k ndsobeni v GL(m,K), diky Vété 1.10.
Pro kazdé malé U generuje ale exp(U N g) (algebraickou) podgrupu v GL(m,K).
Ve skutecnosti je to vzdy souvisla ”skoro” Lieova podgrupa, v kazdém pripadé ale
je to obraz homorfismu Lieovych grup, a Lieova algebra vlozené Lieovy grupy je
pravé g.! Doplitte si podrobnosti!

Odvodili jsme tedy pfimou souvislost mezi souvislymi Lieovymi (vloZenymi) pod-
grupami G C GL(m,K) a Lieovymi podalgebrami g C gl(m,K). Tato souvislost
odrazi daleko obecnéjsi vysledek:

Treti princip. Existuje bijektivni korespondence mezi kone¢nérozmérnymi Lie-
ovymi algebrami a souvislymi a jednoduse souvislymi kone¢nérozmérnymi Lieovymi
grupami.

Obtizna ¢ast dikazu této korespondence spociva v konstrukci Lieovy grupy k
pfedem dané Lieové algebfe. Opird se o Adovu vétu, kterd fikd, ze kazda Lieova
algebra nad K je podalgebrou v gl(n,K) pro vhodné n. Tuto vétu nebudeme doka-
zovat (piehledny dikaz lze najit v [FH, Appendix E]). Zbytek dikazu jsme ale
vlastné jiz dosti podrobné naznacili.

Poznamenejme, ze disledkem zminéné Adovy véty je skutecnost, ze vSechny
Lieovy grupy jsou Lieovy podgrupy ve vhodné GL(n). Vlastné tedy omezenim
studovanych objekt na maticové grupy a algebry nic neztracime!

Nyni si miZeme pfimo ovérit vztah mezi homomorfismy Lieovych grup a homo-
morfismy Lieovych algeber pro podgrupy v GL(m,K).

2.2. Véta. Linearni zobrazeni ¢’ : g — b je homomorfismus Lieovych algeber
tecny k (lokdlné definovanému) homomorfismu pfislusnych podgrup G, H prave,
kdyz existuje lokalné definovany homomorfismus ¢: G — G, pro ktery plati expl|y o
¢’ = g oexp|y. Pokud je podgrupa G jednoduse souvisld, je pfislusny homomorfis-
mus grup definovan globalné na souvislé komponenté jednotky.

IProblém skryty ve slové ”skoro” je ten, Ze ziskana je podmnozina je obrazem hladkého vlozeni
Lieovy grupy do GL(m,K), tento obraz ale nemusi byt podvarietou. Je pouze vloZzenou pod-
varietou. Jako priklad si mizete predstavit komutativni Lieovu grupu vzniklou vynasobenim
dvou jednorozmérnych kruznic (topologicky jde o torus), piislusna Lieova algebra je R? s nulovou
zavorkou. Volba sméru v této algebfe s iraciondlni smérnici povede k podgrupé na toru ve formé
”husté navinuté niti”. To samoziejmé neni podvarieta v nasem smyslu, je to ale vlozeni pfimky
do toru.

cviceni!

cviéeni!
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Dukaz. Situaci zachycuje diagram

al(m, K) g—"—1 al(n, K)
exp exp |g exply exp
GL(m,K) ——— G - H——— GL(n,K)

Pokud je dan homomorfismus ¢, je jeho tecné zobrazeni v e vizdy homomorfismus
Lieovych algeber. To jsme ukéazali jiz v prvni ¢asti textu. Obtiznéjsi je opacna
implikace. Je-li vSak ¢’ homomorfismus, pak zobrazeni definované na okoli jed-
notky vztahem exp |0 o (exp|y) ! je kompatibilni s ndsobenim, protoze nésobeni
je vyjadieno formuli z 1.10. Zbyva ovéfit rozsifeni tohoto zobrazeni v piipadé
jednoduché souvislosti G. To vynecham, vyzaduje to podrobnéjsi diskusi pojmu
tykajicich diferencovatelnych variet. Uplny ditkaz je vcelku snadny, lze jej najit
napf. v [HN] nebo [KMS] O

2.3. Horni trojihelnikové matice. O matici Fikdme, Ze je horni trojuhelnikovd,
jestlize vsechny jeji prvky pod diagonalou jsou nulové. Mnozinu vsech takovym
matic v GL(m, K) zna¢ime B,,. Nésobeni dvou hornich trojuhelnikovych matic je
opét horni trojihelnikova matice:

a1l a2 ... Qain b1 b2 ... Dbin a11b11  a11biz + aizbe2
0 a2 ... a2 0 baa ... b2 0 a22b22
0 0 ... Qnn 0 0 ... bun 0 0

Je tedy B,, podvarieta v GL(m,K) dimenze 3m(m + 1) nad K.

Ozna¢me b,,, = {v8echny horni trojihelnikové matice v gl(m,K)}. Podle pted-
choziho vypoctu je [b, b,,] = {ostfe horni trojihelnikové matice v gl(m, K)}.

exp: b,, — B,, a z(Zeni exp: [b,,,b,,] — {unipotentni horni trojihelnikové}.
Rovnost dimenzi zarucéuje, ze b, je Lieova algebra B,,.

Komplexifikace redlné b,, C gl(m,R) je komplexni b, C gl(m,C).

2.4. Specialni grupy SL(n,K). Definujeme

SL(n,K) ={A € GL(n,K); det A =1}
sl(n,K) = {X € gl(n,K); Tr X =0}

Ziejmeé jde o podgrupu, je tfeba ale ovéfit, ze jde o Lieovu podgrupu. Nejsnadnéji
se to ukdZe prostfednictvim véty o inverznim zobrazeni (viz. standardni matem-
atickd analyza). Je-li totiz néjakd podmnozina ve varieté zadana jako vzor jed-
noho bodu v zobrazeni, které ma konstantni hodnost, pak pravé véta o inverzni
funkci poskytuje primo potfebné soufadné mapy pro podvarietu. Protoze vzdy
plati A - A* = det(A)E, kde A* je algebraicky adjungovana matice, mé tec¢né zo-
brazeni T4 det konstantni hodnost 1 (nezavislou na A).

Piimo z definice determinantu spocteme, Ze %|0(det(E +tX)) = TrX. Je
tedy stopa derivaci deteminantu. Protoze pro X = Z|0A(t), Y € gl(n) plati
(X, Y] = & ]o(A@®)Y A(t)~1), dostavame Tr[X,Y] = 0 pro viechny X,Y € sl(n,K).
Podle vztahu 1.5.(1) exp: sl(n,K) — SL(n,K). Je tedy sl(n,K) Lieova podalgebra
a porovnanim dimenzi pfimo plyne, Ze je to Lieova algebra podgrupy SL(n,K).?

Komplexifikace sl(n,R) je sl(n, C).

2Také jsme mohli za&it podalgebrou sl(n, K) a zkonstruovat SL(n,K) jako podgrupu, ktera je
obrazem sl(n, K) v exponencidlnim zobrazeni.

cviéeni!

cviéeni!
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2.5. Necht @ je bilinedrni forma na R™, Q(v, w) = v7Jw, kde J je regularni matice.
Definujeme G C GL(n,R) takovych matic A, pro které Q(A-v, A-w) = Q(v,w).
Tzn. v7Jw = vT ATJAw, proto jde pravé o matice splitujici ATJA = J, tj. AT] =
JA~'. Zejména tvoii tyto matice podgrupu.

Spo¢téme nyni te¢né zobrazeni k hladkému zobrazeni A — ATJA na GL(m,K).
Zvolme %‘0 A(t) = X, A(0) = B a pocitejme

21, (AOTIA(t) = XTIB + BTIX = 0.

Odtud lze vycist dvé skutecnosti. Jednak je to pro regularni B systém rovnic
konstantni hodnosti, je tedy vzor jednoprvkové mnoziny {J} podvarieta a tim mame
ovéreno, Ze Gg je Lieova podgrupa. Dale, volbou B = E obdrZime rovnici pro
Lieovu podlagebru této podgrupy: X7J + JX7 = 0. Ozna¢me ji go.

Mtuzeme také alternativné piimo zacit s vektorovym podprostorem matic gg
spliiujicich tuto rovnost (kandiddt na Lieovu algebru konstruované podgrupy).
Skutecné

J! eXp(X)TJ =J1! eXp(XT)JI = exp(J_lXTJ]) =exp(—X) = (exp(X))_1

a porovnanim dimenzi ovéiime, ze matice splitujici tuto rovnici (J71ATJ = A~! je
ekvivalentni vyse uvedené rovnici) tvofi pfislusnou Lieovu podgrupu.

Analogicky mtzeme uvazovat bilinearni formy na komplexnim vektorovém pros-
toru C™. Obdrzime pak komplexni Lieovy algebry gg.

2.6. Ortogonalni grupy SO(k,[,R). UvaZujme bilinearni formu Q(v,w) =

v Jw, kde J :(% % ) a IJ; je jednotkova matice rozméru j x j. Pak grupu Gg
—E

definovanou v pfedchazejicim odstavci oznacujeme SO(k, [, R) a piislusnou algebru

so(k,l,R). Zvl4sté pro k = n, | = 0 piSeme

SO(n,0,R) = SO(n,R) = {A € GL(n,R); A~1 = AT}
s0(n,0,R) = so(n,R) = {X € gl(n,R); X + XT =0}

D4 se ukazat, ze SO(k,I,R) = SO(l, k,R).

Komplexifikace algebry: so(k,,R)®r C = so(k +1, C). Pro komplexni vektorové
prostory se symetrickou bilinedrni formou danou jednotkovou matici dostaneme
komplexni Lieovy algebry so(m,C). Castéjsi je v tomto ptipadé pouziti jiné sy-

metrické nedegenerované bilinearni formy (), napt. formy s matici < 1:9 %”) pro
n

sudou dimenzi m = 2n.

2.7. Grupy Sp(2n,K). Provedme stejnou tvahu jako v odstavci 2.6. s matici

_ O F,
J= —-F, O

diagonale mé jednicky. Vzniklou grupu nazyvame symplektickd grupa v dimenzi n
a oznacujeme Sp(2n,K).

sen={(2 5):( 5 ) (% §)(2 8)= (% ¢))

Zde F}; je matice j x j, kterd ma vSude nuly jen na vedlejsi

cviceni!
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Uvéazime-li, ze _ - F' znamend zrcadlové obraceni radkd, F' - _ znamend obraceni
sloupcti, tedy F - _- F znamend _T, dale F? = E, miizeme psat:

Sp(2n,C) = {(g ff)) - AC = CA, DB = BD, AD—CB:E:DA—BC}

Odtud, mimo jiné, pfimo plyne Sp(2,R) = SL(2,R).

Jinou volbou nedegenerované antisymetrické formy () s matici (_% b:)”) do-
stavame isomorfni Lieovu grupu. Z rovnice X7 -Q + @ - X” = 0 pro piislugnou
Lieovu algebru dostaneme v tomto ptipadé velmi prehledny popis algebry:

sp(2n,R) = {<é _ﬁT);B,C € S°R"}

Komplexifikace: sp(2n,R) ®g C = sp(2n, C).

2.8 Grupy SU(n), U(n). Nyni uvazujme grupu U(n) komplexnich linedrnich au-
tomorfismt n-rozmérného komplexniho vektorového prostoru V', které zachovavaji
pozitivné definitni Hermiteovskou formu H na V. (Pro Hermiteovskou formu H
plati: H(Av,pv) = gAH(v,w), H(w,v) = H(v,w); je positivné definitni, kdyz
H(v,v) >0 pro v #0.)

Stejné jako v predchazejicich odstavcich je jednoduché uréit, jak vypada U(n).
Necht tedy H odpovid4 matici M. Potom?

H(v,w)=v*"-M-w, Yv,weC",
tedy grupa U(n) je grupa matic A spliujicich
A*-M-A= M.

Jestlize M = E (tj. H(v,w) = v* - w), je U(n) grupa matic A splitujicich A* =
A~1. Tato podminka opét definuje Lieovu podgrupu v GL(n,C). Derivaci této
podminky dostavame: u(n) = {X;X* + X = 0}, a to je jen redlny vektorovy
podprostor! (Dtivodem je, Ze pro obecny komplexni nasobek matice X bude platit
(aX)*+ (aX) = aX*+aX.) Tato Lieova algebra je tedy redlnd Lieova podalgebra
v gl(n,C) C gl(2n,R). Podminka A*A = E zaruduje, ze |det A| = 1. Zejména U(1)
je komutativni grupa komplexnich ¢isel na jednotkové kruznici v komplexni roviné.

Grupa SU(n) C U(n) jsou matice automorfismi s determinantem 1. Potom v
algebfe su(n) C u(n) jsou pravé matice v u(n) s nulovou stopou.

Komplexifikace: su(n) @g C = sl(n, C). Skuteéng, su(n) ®g C = su(n) @i - su(n)
a libovolnou matici X € gl(n,C) mZeme rozlozit na soucet Hermiteovské a anti-
Hermiteovské matice: X = £(X — X*)+ (X + X*). Pfitom, je-li stopa X nulova,
jsou nulové i stopy obou séitancii. Je tedy prvni z nich v su(n) a i-ndsobek druhého
také. Celkem dostavéme X = 1(X —X*)—i(%£)(X+X*). Opatna inkluze je ziejm4
z definice su(n).

3Konjugovani matic libovolné velikosti zna¢ime pomoci hvézdicky, tj. A* = AT,
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3. Reprezentace algebry si(2,C)

3.1. Algebra sl(2,C) C GL(2,C) je podprostor vSech matic s nulovou stopou a
(jako vektorovy prostor) mé bazi

_(1 0 _ (01 (0 0
n=(5 5) w8 4) %= (13)
Lieova zéavorka na bazi vypada takto:
[H7X+]:2X+7 [HaX—]:_QX—a [X+aX—}:H> [H7H]:O

3.2 Priklady isomorfnich algeber.
1. Béazové vektory v s0(3,C) lze zvolit takto:

0 0 O

R,=[0 0 -1] ... rotace o 7/2 kolem osy x
01 O
0 0 1

R,=( 0 0 0] ... rotace o /2 kolem osy y
-1 0 0
0 -1 0

R.=(1 0 0] ... rotace o /2 kolem osy z
0O 0 O

Lieova zavorka na bazi pak vypadéa takto:
[RmRy] = RZa [Rya Rz} = RJ:) [szRz] = Ry

2. Bazové vektory v su(2) zvolime

10 1 /0 -1 1/ 0
S"_2<z’ 0)’59_2(1 0>’Sz_2<0 z)

Pfimym vypoctem najdeme stejné relace mezi témito bazovymi prvky jako v pri-
padé predeslém, tj.

[Sz, Syl =52, [Sy,S:] =S5z, [5:,5:]=5,.

Je tedy su(2) = so(3,R). Protoze jiz vime, ze su(2) g C = sl(2,C), je i komplex-
ifikace t¥irozmérné realné ortogondalni algebry rovna s((2,C). Dalsim pfikladem je
sp(2,C) = sl(2,C).

3.3. Lemma. Bud X :sl(2,C) — gl(V) representace a v vlastni vektor operdtoru
AH) : V — V s vlastni hodnotou p € C. Pak A(X;)(v) je bud 0 nebo vlastni
vektor s vlastni hodnotou p + 2 a A(X_)(v) je 0 nebo vlastni vektor s vlastni
hodnotou p — 2 (oboji pro operator \(H)).

Dukaz. Pfedpokladejme A(H)(v) = pv. Pro X plati

ACH)(AX1)(0)) = A(X)AH) + A(H, X2]) ()
= MXL)(0) + 20X () = (1 + 2) (X3 (0)).
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Pro X_ uplné stejné. 0O

Vime, ze nad komplexnimi ¢isly mé kazdy linearni operator vlastni vektor.
Zvolme takovy vektor v, tedy \(H)(v) = aw, v # 0. Sestavme posloupnost vektori:

v, MXL) (), ..., (X)), ...,

Protoze A(H) mé pouze koneény podet riznych vlastnich hodnot, Jvg A\(H)(vg) =
o, vo # 0, A(X4)(vg) = 0.

Zvolme tedy pevné primo takovy vlastni vektor vy s vlastni hodnotou p a
AMX 1) (vg) = 0. Definujeme vy = M(X_)(vo), ..., v, = A(X_)(vy-1) , kde v, #0 a
AMX ) (vy) = 0. Ziejmé N(H)(v;) = (u — 2¢)v; proi =0, ... ,r. Protoze

ACK4) (0) = ME DA (wim1) = AKMX L) (0r1) + (X X_]) (i),

indukei dostavame A(X ) (v;) = pivi—1, kde p; =i(u+1—1i), proi =0, ... ,r+1.
Zejména pro ¢ = r + 1 madme 0 = AM( X )NX_)(v,) = (r + 1)(n — r)v,. PFitom
r+1>0,atedy p=r, z ¢ehoz plyne, ze p € Z, u > 0.

Nyni vezméme libovolné r € Z, r > 0, a libovolny vektorovy prostor V' dimenze

r+1sbazi {vg, ... ,v,} a definujme na ném akci s((2, C) pfedpisy M(X_)(v;) = viy1
proi=0,...,7—1, \(X_)(vr) =0, \(H)(v;) = (r — 20)v; a M(X4)(vi) = pivi—1,
kde p; = i(r+1—14), proi =0, ... ,r. Ziskdme tak reprezentaci sl(2, C), oznac¢ime
ii Dy

3.4. Definice. Necht g je Lieova algebra, A : g — gl(V) jeji reprezentace. Rikdme,
ze A je

ireducibilni (irrep), jestlize ve V neexistuje netrividlni g-invariantni podprostor.
reducibilni, jestlize ve V existuje netrividlni g-invariantni podprostor.

rozloZitelnd, jestlize V=V @ Vo @ ... ® Vg, kde V; jsou ireducibilni podprostory.
primym souctem reprezentaci \; : g — gl(V;), je-li A(X) déno souétem X;(X) na V;,
tj. prov € V, v = v+ .. .+vg, v; € Vi, plati A(X)(v) = A (X)) (v1)+. . .+ (X)) (vr)-

3.5. Véta. Ireducibilni reprezentace sl(2,C) jsou (aZ na izomorfismus) pravé D,
pror € Z,r > 0.

Dikaz. Provedeme-li pfedchozi konstrukei D, pro ireducibilni reprezentaci A, zis-
kdme reprezentaci D, s A izomorfni. Zbyva ukazat, Ze kazda reprezentace D, je
irrep. Mé&jme libovolny nenulovy vektor v = agug + ... + agvg, a # 0, z V. Pak
(AM(X4))*(v) je ndsobek vy, a tedy linedrni kombinace vektort (A(X_)) (A(X4))*(v)
prol = 0, ... ,r vygeneruji cely prostor V. To znamend, Zze nemize existovat
netrividlni g-invariantni podprostor V. 0O

3.6. Véta. Kazdd konec¢nérozmérnd reprezentace sl(2,C) je rozlozitelna.

Dukaz. Bud ) : sl(2,C) — gl(V) reprezentace. Dtikaz provedeme indukei vzhle-
dem k m = dim(V). Pfedpoklddejme, Ze véta plati pro vSechny reprezentace di-
menzi mensich nez m. Je-li V ireducibilni (pro m = 1 trividlné splnéno), je tvrzeni
ziejmé. V opacném piipadé bud Vi C V netrividlni ireducibilni podprostor (existuje
diky kone¢nosti dimenze V') a ozna¢me 7w : V' — V/V; pfirozenou projekci. Podle
indukéniho predpokladu je indukovana reprezentace na W = V/V; rozlozitelnd, tj.
W =W;®...® Wy, W, ireducibilni. Oznaéime-li W/ = 7=1(W;), pak V; C W/ a
W,; = W!/Vq. Stadi tedy dokazat tvrzeni pro W ireducibilni. K tomu postaci, kdyz
nalezneme ve V invariantni komplement k V3.
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Necht V3 mé dimenzi r + 1 a bazi {vo, ... ,v,}, pfislusna zizena reprezentace
je D,. Podobné na W je indukovand reprezentace rovna D, s bazi {wo, ... ,wg}.
Vlastni hodnoty A(H) jsou (véetné ndsobnosti) pravé vlastni hodnoty v D, a v D,.
Nyni rozlisime 2 piipady:

(1) ¢ > r nebo parita r a q je riiznd: Nechf ug je vlastni vektor A(H) s
vlastn{ hodnotou ¢q. Pak ug ¢ Vi, protoze bud je nejvétsi mozna vlastni hod-
nota vektori z V7 mensi nebo mé ¢ jinou paritu nez vSechny vlastni hodnoty v
D,.. Ptitom A\(X)(ug) = 0, protoZze g + 2 neni vlastni hodnota A\(H). Pak ovSem i
(AM(X ) (uo) € Vi a generuji invariantni podprostor U = (ug, ... , (A(X_))(uop))
komplementarni k V.

(2) ¢ < r a paritar a q je stejndg: Ozna¢me d = 2e = r —q. Pak vlastni vektor v,
ve V1 spliiuje A(H)(ve) = (r — 2e)ve = que. UkazZeme, Ze k této vlastni hodnoté ex-
istuje jesté jiny nezavisly vlastni vektor ug, ktery navic spliiuje A(X 1 )(ug) = 0. Ten
potom jisté nepatii do V; a generuje proto invariantni podprostor komplementarni
k ;.

Predpokladejme, ze takovy vektor neexistuje. Potom ale existuje vektor ug spliu-
jici (A(H) — g-idy )? (o) = 0 a (\(H) —g-idy) (o) # 0, tedy i A(H)(tto) = quio + 2
(viz. véta o rozkladu na kofenové prostory z elementarni linearni algebry, resp. ex-
istence Jordanova kanonického tvaru matice). Navic mizeme pozadovat m(ug) =
wo.Definujeme w3 = A(X_)(up), ... a indukei (s pouzitim vztahu A(H)A(X_) =
AMXOA(H) —20(X2)) se ukdze M(H)(u;) = (g — 20)u; + vVeti-

Je-li ¢ < r, pak ugy1 € Vi, nebot m(ugy1) = MX_)(wy) = 0. Pfitom ale
AH)(ug+1) = (¢ — 2¢ — 2)ug1 + Vetqt1, coz nemiize zadnd linedrni kombinace
Vg, - .. , U, spliiovat, spor.

Je-li ¢ = r, tj. e =0, potom AN H)(ury1) = (=7 — 2)upq1. Jelikoz vSak —r — 2
neni vlastni hodnota A(H), musi byt u,11 = 0. Indukci ukdzeme, ze A\(Xy)(u;) =
il —1 + 7;’01'_1, kde Hi = Z(’I’ +1-— Z) Protoze

ACH)A(X 1) (uo) = AX 4 )AH ) (uo) + 2M(X 1) (uo) = (r + 2)AM(X ) (uo)

a r + 2 neni vlastni hodnota A(H), plati A(X)(up) = 0. Indukéni krok se provede
uzitim vztahu A(X 3 )AMX_) = MX_)ANX4) + A(H). Pro ¢ = r + 1 dostavame
AX1)(0) =0-ur + (r+ 1)vy, tj. v, =0, spor.

Existuje proto jisté vlastni vektor wg ¢ Vi s vlastni hodnotou g. Vlastnost
A X 1) (ug) = 0 je pro r = g automatickd, pro r > ¢ plyne z lemmatu 3.3, protoze
nasobnost vlastni hodnoty ¢+ 2 je 1. O

3.7. Definice. Necht A : g — gl(V) je rozlozitelnd reprezentace. Tedy A =
AMOA®D... D A kde \q,... ;A = g — gl(V) jsou ireducibilni. Kazdd A; je
isomorfni p, : g — gl(V;.). Pocet \; isomorfnich pevné p, nazyvame ndsobnosti p,
v A. Piseme A = ) n,p, (pro koneéné mnoho n, nenulovych).

Tenzorovy soucdin dvou reprezentaci A1 : g — gl(V1); A2 : g — gl(V2) definujeme
vztahem

(A @A) (X)(v@w) = (M(X)(v) @w + v & (A2(X)(w))
V dalsim budeme piedeslou rovnici psat podle konvence ve tvaru

Xvew)=Xvew+ve Xw.

cviceni!

cviceni!

cviceni!
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3.8. Dﬁsledek. DQS & D2t = D2(s+t) @D D2(8+t—1) D...P Dgls_tl.

Dukaz. Vzhledem k dukazu véty 3.6 nam staéi ukazat, Ze H méa stejné vlastni
vektory pro obé strany rovnice.

Necht v; a w; jsou baze prostort reprezentaci Doy a Dy, tvofené vlastnimi vektory
operatoru H, viz. 3.3. Déle necht je v @ w = Zi,j a;;v; ® w; vlastni vektor H na
tenzorovém sou¢inu. Pak podle definice H(v ® w) = a(v ® w). Podle definice
tenzorového soucinu mame

H(Z a;jv; @ wj) = Zaij(ls — 2042t —2j)(v; ®w;) = O‘Zaij”i ® wj
2% 4,J

i,J

z ¢ehoz mame o = 2(s +t — i — j) pro a;; # 0. Vlastni hodnoté o = 2(s + t)

tedy odpovida ¢ = 7 = 0, tedy jediny vlastni vektor, ktery je vlastnim vektorem

v Dy(s4+). Podobné vlastni hodnoté a = 2(s +¢ — 1) odpovida i = 1;5 = 0 a

i = 0;7 = 1 tedy dva vlastni vektory, které jsou vlastnimi vektory v D544 a

Dy(s4¢—1) atd. Promyslete, pro¢ je posledni ¢len na pravé strané pravé Dyjs_y!
Oveéfili jsme, Ze si vlastni vektory odpovidaji. [

Tato rovnost je znama pod nazvem Clebsch-Gordanova fada. Lze se s ni setkat
napf. ve fyzice v kvantové teorii.

3.9. Priklady.

1. Reprezentace Dy. Plati Hvg = 0; X_vg = 0; X109 = 0.

Dy je trivialni akce na C.

2. Reprezentace D;. Plati Hvy = vo; X_vg = v1; X4v9 = 0. D; je identicka
reprezentace sl(2,C) na C2.

3. Reprezentace Dy. Kazdy prvek X € sl(2,C) ~ C3 lze psat ve tvaru X =
aXy + bH + cX_. Podle 3.1, v této bazi odpovidaji akce prvka H, X,, X_
maticim

2 0 0 0 -2 0 0 0 0
adH=]0 0 0|, adXy=[0 0 1], adX_=[-1 0 0
00 -2 0 0 0 0 20

Volime-li vg = X1 pak Hvg = 2v0; X1v9=0; X_vo=—-H; X_X_vg=—-2X_.

4. D1 ® D1 = Dy & Dy. Tento rozklad odpovidé presné rozkladu bilinearnich forem
na symetrickou a antisymetrickou éast, tj. C2 ® C2 = S2C? @ A2C?, ale A’C? =C.
5. (D1 ® D1) ® D1 = D3 & 2D;.

cviceni!
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Cast II.
Zakladni algebraické
vlastnosti Lieovych algeber

Otézky, které jsme si kladli na konci pfedchozi ¢4sti pro reprezentace sl(2,C),
budeme chtit studovat pro obecné Lieovy algebry. Obecné reprezentace Lieovych al-
geber pritom budeme zkoumat ve dvou krocich. Nejprve si musime udélat ”hruby”
rozbor struktury algeber. Zjistime, Ze kazda je tzv. polopifimym soudinem dvou
algeber se specialnimi vlastnosti, pficemz ireducibilni reprezentace algeber prvniho
typu jsou vzdy trividlni. Pozdéji se budeme vénovat podrobnéji vliastnostem alge-
ber druhého typu, tzv. polojednoduchych Lieovych algeber. V této Casti ukazeme
zminény rozklad a zavedeme zakladni algebraické nastroje pro pozdéjsi diskusi
struktury algeber a jejich reprezentaci.

4. Resitelné a nilpotentni algebry

4.1. Definice. Necht g je Lieova algebra nad K.
Centrem Lieovy algebry g nazyvame jeji podalgebru

Z(g)={Xeg; [X,Y]=0,VY € g}.

Podalgebru a C g nazyvame idedl, jestlize pro vSechna X € g, Y € a plati
[X,Y] € a. Necht a je idedl, pak vektorovy prostor g/a s indukovanou Lieovou
zévorkou nazyvame faktorovd algebra. (Prvky g/a jsou tvaru X +a a Lieova zévorka
je definovana vztahem [X +a,Y +a] = [X,Y] 4+ a.)

Idedl ¢’ C g definovany g’ = [g, g] nazyvame derivovand algebra algebry g. (Vyraz
[9, g] chdpeme jako vektorovy podprostor generovany mnozinou {[X,Y]; X € g,Y €
g} a z definice je jasné, Ze jde o idedl.)

Necht g(© = g,g®) = [gt-=D g(k=D] pak g(@ g ... g, ... nazgvame de-
rivovand posloupnost podalgeber v g.

Necht g0y = 9, 9x) = 8, 8k—1)] Pak 8(0),9(1),--- ,8(r); - - - NAZYVamMe dolni cen-
tralni posloupnost v g.

4.2. Cviceni. Necht G je souvisld Lieova grupa s Lieovou algebrou g.
(1) Z(g) je Lieova algebra centra G.
(2) a C g je idedl, pravé tehdy, kdyz piislusné podgrupa je normélni.
(3) g/a je Lieova algebra faktorové grupy G/A.

4.3. Véta. Necht g je algebra. Pak libovolna g*) je ideél a pro kazdy idedl a C g
je ia®) idedl v g.

Dukaz. Bud a ideal algebry g. Pak z definice derivované algebry plyne o’ C a.
Vezmu-li Z € g, Z1,7Z5 € a libovolné, pak podle Jacobiho identity [Z,[Z1, Z2]] =
[Z, Z1], Zs) + [Z1,Z, Z2]] € a. Protoze prvky [Z1, Z»] linedrné generuji o/, plyne
odtud, ze a’ je idedl.

Indukei se timto postupem ukaze, ze al*) je ideal. Protoze g C g je idedl, je ideél
igh. O

cviceni!
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4.4. Definice. Lieovu algebru g nazyvame

nilpotentni, je-li gy = 0 pro jisté k.

fesitelnd, je-li g®) = 0 pro jisté k.

jednoduchd, jestlize neobsahuje netrividlni idedly a neméa dimenzi 0 nebo 1.
polojednoduchd, jestlize neobsahuje nenulové fesitelné idealy.

perfektni, je-li g’ = g.

P#imo z definic plyne g(*) c g¢*=1 g*) ¢ 9(k)- Zejména, je-li algebra nilpotentni
pak je i TeSitelnd. Jednoduchym pouzitim Jacobiho identity se navic ukéze, zZe
Lieova algebra g je FesSitelnd pravé, kdyZ je jeji derivace g’ nilpotentni.

Ukazte, Ze vSechny vlastnosti z definice 4.4. se zachovavaji pii komplexifikaci!
4.5. Priklady.

1. s[(2,C) je jednoduch4, viz. 3.1.

2. 50(3,R), su(2) jsou jednoduché, viz. 3.1.

3. Horni trojuhelnikové matice tvoii v gl(n, K) fesitelnou algebru, ktera neni nilpo-
tentni.

4. Ostfe horni trojuhelnikové matice tvori v gl(n, K) nilpotentni algebru.

5. Afinni algebra na pfimce aff(1,R) je FeSitelnd a neni nilpotentni. Jeji prvky

miizeme chépat jako b) € gl(2,R).

a
0 0
4.6. Lemma.

(1) Podalgebry a faktorové algebry nilpotentnich (resp. fesitelnych) algeber jsou
nilpotentni (resp. Fesitelné).
(2) Uvazujme exaktni posloupnost Lieovych algeber?

0——q—t—g—2 —p—0

Pak g je Fesitelnd praveé tehdy, kdyZ q a p jsou fesitelné. (Je-liq C g fesitelny
idedl, pak g je fesitelna pravé tehdy, kdyz g/q je FeSiteln4).

(3) Jsou-li a,b C g nilpotentni (resp. fesitelné) idedly, pak i a + b je nilpo-
tentni (resp. fesitelny) idedl. Stejné tvrzeni plati i pro libovolné systémy
resitelnych, resp. nilpotentnich idealii v konec¢nérozmérné g.

Diikaz. (1): Pro podalgebru a C g plati a® C g®) a ag) C ggry. Je-li a idedl, je

(g/a) = +a,[(g/a),(g/a)] = a® +a,...
[0/a,(8/0)] = g2 +a, ...

(2): V kazdé takové exaktni posloupnosti je p ~ g/q a tedy podle (1) jsou p a g
Tesitelné, je-li g fesitelna. Pfedpokladejme naopak, Ze ¢ i p jsou feSitelné. VSechny
gipky jsou homomorfismy, tedy g(") se zobrazi do p("). Pro dostatetné velka s je
9(®) v obrazu q. Protoze q¢ — g je injekce, ¢ = 0 implikuje q" %) = 0. (VSimnéme
si, Ze pro dolni centrélni fadu posledni argument neprojde!)

(3): a+ b je ideél piimo z definice.

a) Pro Fesitelné: Uvazme exaktni posloupnost 0 - a — a+b — (a+b)/a — 0, kde
(a4b)/a~b/(anb)je Fesitelnd podle (1). Podle (2) je tedy Fesitelnd i a + b.

b) Pro nilpotentni: Jsou-li a, b nilpotentni, iterované zavorky alespon feknéme s+ 1

4Tzn. obraz kazdého homomorfismu je jadrem néasledujiciho.

cviceni!

cviceni!
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prvki, jsou nulové. Rozepsanim Jacobiho identity se pfesvédcime, ze (a + b)2s) je
nulové.

Indukci se predchozi tvrzeni snadno dokazou pro libovolny koneény soucet ideald.
Diky kone¢né dimenzi algebry g odtud plynou tvrzeni i pro nekonecné soucty. [J

4.7. Dusledek. V kazdé Lieové algebre existuje pravé jeden maximalni Fesitelny
idedl v C g (tzv. radikdl) a pravé jeden maximalni nilpotentni idedl n C g (tzv.
nilradikdl). Faktorova algebra g/t je polojednoducha.

Dukaz. Podalgebru t (resp. n) obdrzime se¢tenim vSech feSitelnych (resp. nilpo-
tentnich) idedld.

Piedpoklddejme, Ze v g/t je FeSitelny ideédl a. Pak je @ obrazem idedlu a C g a
fesitelnost @ znamena, ze a*) C v pro dosti velkd k. Z definice Tesitelnosti plyne,
Ze 1 a je TesSitelny. Pak ovSem je a C v a a je trivialni ideal. [

Pro nilradikal analogie této véty neplati, viz. priklad v 4.10.

4.8. Polopiimé souéiny. Mé&jme exaktni posloupnost Lieovych algeber (pfip.
grup nebo jinych vhodnych struktur s neutralnim prvkem)
i _J
0 A B - C——-0
kde s je fez homomorfismu j, tzn. homomorfismus s vlastnosti jos = id¢. Zejména
je B ~ A ® C na trovni vektorovych prostori. Libovolné b € B koresponduje s
(i71(b — s(4(b)), (b)), naopak k (a,c) € A @ C méame i(a) + s(c) € B a mame
tak definovanu bijekci realizujici zminény isomorfismus. Dale definujme zobrazeni

¢: C' — Hom(A, A) vztahem
p(c)(a) = [s(c),i(a)l; p(c): A — A

Protoze je i(A) C B ideél (je to jadro homomorfismu), je timto vztahem skuteéné ¢
definovano a z Jacobiho identity plyne ¢([c, ¢']) = ¢(c)op(d') — (') op(c). Je tedy
0 homomorfismus Lieovych algeber. Lieovu zavorku na B nyni vyjadiime takto:

[i(a) + 5(c),i(a) + s()] = i([a, a']) + s([c, ¢']) — p(c) (@) + p(c)(a’).

Rikdme, 7ze B = A®C s takto definovanou zavorkou je polop™imy soucin algeber
AaC.

Naopak, kdykoliv zaddme homomorfismus ¢: C' — Hom(A4, A) pro dvé alge-
bry A, C, ziskdme prostfednictvim piredchozi formule strukturu Lieovy algebry na
vektorovém prostoru A @ C.5

4.9. Véta (Leviho rozklad). Bud g Lieova algebra s radikalem tv. Pak existuje
podalgebra | C g takova, ze g ~ v @ [ (jako vektorovy prostor) a Lieova zavorka je
dana kanonickym vlozenim | — v @ [ v prislusné exaktni posloupnosti

0=>t—tdl—=>1—0.

Podalgebra | je urcena jednoznacné az na konjugaci. Kazda Lieova algebra je tedy
polopiimym soucinem Fesitelné a polojednoduché algebry.

Podalgebra [ z tvrzeni véty se nazyva Leviho faktor algebry g.
Dukaz. Nebudu provadét (i kdyZ neni pfilis t&zky), viz. [FH, str. 499-500].

5 Analogicka konstrukce na trovni grup da a.c € G, a € A, ¢ € C, a nasobeni je pak dano

rozepsanim (a.c).(a’.c’) = (a.(ca’c™1)).(cc’). Jako jadro morfismu je i(A) normalni podgrupa a

»(c) je v tomto p¥ipadé tzv. vnitfni homomorfismus dany prvkem c.

cviceni!
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4.10. Priklady.

(1) gl(n,C) = sl(n,C) @ C, protoze sl(n,C) = {A € gl(n,C);TrA =0} a C
lze chapat jako skalarni nasobky jednotkové matice, tzv. stopova ¢ast. Mame tedy
korespondenci (Leviho rozklad) A «+— (A — 4 F Tr A).

(2) Faktorova algebra g/n miize mit nenulovy nilradikal. Nap¥. v algebie aff(1)

matic (g 8) jsou v n pravé matice (8 8) a aff(1)/n je jednorozmérna (tedy

abelovska).

4.11. Lemma. Necht g piisobi na vektorovém prostoru V nilpotentnimi operétory.
Pak existuje v € V, v # 0 tak, Ze X (v) = 0 pro vSechny X € g.

Dukaz. Indukci vzhledem k dimenzi g. Pro dimg = 0 je tvrzeni zfejmé. Necht
nyni je dimg = 0, ¢ : g — gl(n)(V) reprezentace. Pokud ¢ neni injektivni, pak
ker ¢ C g je idedl a indukovand reprezentace ¢ : g/ ker ¢ — gl(n)(V) je injektivni a
dim(g/ ker ¢) < dim g, proto lze pouzit indukéniho pfedpokladu. Pokud je ¢ prosté,
mizeme uvazovat g C gl(n)(V). Potom g ptsobi na gl(n)(V) prostiednictvim
ad a pro vSechna X je ad X nilpotentni: (ad X)Y = XY — Y X, (ad X)?Y =
X?%Y —2XYX +YX2,.... Protoze pro kazdé X je X* = 0 pro jisté k < dimV,
je (ad X)?* = 0. Predpoklddejme, 7e a C g je maximalni vlastni podalgebra.
Uvazme ad|q : a — gl(n)(g). Protoze a je vzhledem k ad invariantni, méme
indukovanou reprezentaci na g/a, tj. homomorfismus a — gl(n)(g/a), s hodnotami
v nilpotentnich operatorech. Podle indukéniho predpokladu tedy existuji spole¢né
nenulové vektory s trivialn{ akei. Necht Xo+ a € g/a je takovy vektor. Pak X, ¢ a
a [Xo,a] C a z &ehoZ plyne (Xo,a) = g. Ozna¢me W C V mnozinu vSech vektort
s trividlni akei a. W # {0}, YXo = XoYV + [V, Xo] pro Y € a. Prow € W je
Y Xow = Xo0+0 =0, tedy XoW C W. Pfitom Xy|w je nilpotentni a proto musi
existovat vlastni vektor w € W, Xow = 0. Pak w je hledany vektor.

4.12. Véta (Engelova). Necht g C gl(n)(V), dimV > 1 je podalgebra nilpo-
tentnich operatorii. Pak g je nilpotentni. Navic, g je nilpotentni pravé, kdyz
ad X : g — g je nilpotentni pro vSechna X.

Dikaz. Dle Lemmatu 4.11 existuje v € V, v # 0, gv = 0. Predpokladejme, ze uz
mame bézi (vq,...,v,) = W C V takovou, ze g.(v1,...,v) C (v1,...,v-1). To
znamena, ze zUzeni operator na W mé vzdy ostfe horni trojihelnikovou matici.
Pak akce g na V/W mé opét vektor v + W # 0 takovy, ze g(v+ W) = {0+ W}.
Pfitom v ¢ W a g.v C W. Proto (vy,... ,vg,v) je opét podprostor s pozadovanou
vlastnosti. Po dim g krocich dostaneme béazi na V', ve které vsechny X € g maji
ostfe horni trojuhelnikovou matici a g je podalgebra v nilpotentni algebie, tedy
nilpotentni.

Je-li g nilponetni, pak vSechny ad X jsou nilpotentni pfimo dle definice nilpo-
tentnosti. Nechf tedy naopak ad X je nilpotentni pro v8echna X € g. Opakovanim
predchozi konstrukce ziskdme posloupnost 0 C W; C Wy C --- C W,, = g s vlast-
nosti ad X : W, — Wy, _1. Pak ovSem kazda iterované zavorka s dim g 4+ 1 prvky je
nulova a g je tedy nilpotentni. [

4.13. Véta (Lieova). Necht g C gl(n)(V) je komplexni Fesitelnd Lieova algebra.
Pak existuje spolecny vlastni vektor vy € V' pro vSechny X € g, tj. Xvg = M X)vg
pro linearni formu X : g — C.
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4.14. Poznamka. Ekvivalentni formulace:
(1) Kazda ireducibilni reprezentace komplexni fesitelné Lieovy algebry g je jed-
norozmeérna.
(2) Kazda komplexni Fesitelnd Lieova algebra g je izomorfni jisté podalgebie
hornich trojihelnikovych matic.

Pro realnou fesitelnou g uvazme v + iw € VC — vektor z Lieovy véty pro kom-
plexifikovanou gc, tedy pro g mame dvourozmérny invariantni podprostor (v, w) a
zGZeni g na (v, w) je abelovské. Zejména odtud plyne, Ze ireducibilni reprezentace
realné fesitelné Lieovy algebry je abelovskd a nejvyse dvojrozmérna.

Dtkaz Lieovy véty je opfen o nasledujici lemma.

4.15. Lemma (Dynkin). Necht g ptisobi na V', a C g je idedl, A : a — C linedrn{
forma. Necht W C V je generovan spole¢nymi viastnimi vektory pro zizeni akce
na a, s vlastni hodnotou A\. Pak W je invariantni vzhledem k g.

Duikaz. Vezméme v € W, A € a, X € g. Pak

(1) AXv=XAv+ A, X]v = MA)Xv + A([4, X])v
(2) A(XFv) = XAXF 1y 4[4, X)X P Lo

Stadi tedy ukéazat, ze A\([4, X]) = 0.

Podprostor U := (vg := v,v1 := Xv,... ,v; := X¥v,...) C V je invariantni vii¢i
X. Ukdzeme, ze aU C U. Ziejmé Avy = M(A)vy € U. Predpokladejme, Ze pro
viechna A € aje A(X*'v) € U. Pak XAX* 1 c U a [A4, X]X v € U, tedy dle
(2) AX*v € U. Nyni z (1) a (2) mame, Ze matice A € a v bazi vg, v1,... bude
horni trojihelnikovd s A(A) na diagonale = VA € a je Tr(A|y) = dimU - A(A4).
Zaroven [A, X]| € a a Tr[A, X] = 0. Pii dimU > 0 mdme A([4, X]) = 0.

Dtkaz 4.13. Provedem indukci pfes dimenzi g. Pro dim g = 0 véta ziejmé plati.
Necht nyni dimg = n > 0 a piedpokladejme, Zze véta plati pro algebry dimenze
mensi. Kazdy vektorovy podprostor v g obsahujici g’ je idedl, tedy v g existuje
idedl a kodimenze 1. Podle pfedpokladu existuje na V spoleény vlastni vektor
v € V pro akci a s vlastni hodnotou A € a*. Dle 4.15 je prostor W vSech téchto
vlastnich vektort invariantni vii¢i g. Predpoklddejme, 7e Xy € g, Xo ¢ a. Pak
(Xo+a) =g. XoW C W, Xo|w mé vlastni vektor vg (plati nad C, ne nad R) s
vlastni hodnotou \g € C. Pro obecny prvek X = A+rXy € g, A€ a,r € C, nyni
mame Xvg = AM(A)vg + rhovg. O

5. Cartanova-Killingova forma

5.1. Definice. Necht g je Lieova algebra nad K, necht ¢ : g — gl(V) je reprezen-
tace. Zobrazeni g x g 3 (X,Y) — Tr(p(Y) o 9(X)) € K nazyvame stopovd forma
reprezentace ¢ a znacime ji t,.

Pro ¢ = ad : g — gl(V) mluvime o Cartanové-Killingové formé g, struéné budeme
hovorit o Killingové formé. Jeji hodnotu na X,Y € g budeme znacit (X,Y),
B(X,Y) nebo (X,Y). Tato bilinearni forma je vzdy symetricka.

5.2. Lemma. Killingova forma na g je invariantni pro kazdy automorfismus « :
g — g a pro kazdou derivaci D : g — g splituje B(DX,Y)+B(X, DY) = 0. Zejména
pro D = adx dostaneme B(Z,[X,Y])+ B(X,[Z,Y]) = 0.
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Dikaz. Plati
ad(a(X))(Y) = [a(X),Y] = a[X,a (V)] = acad(X) o a }(Y)
B(a(X),a(Y)) = Tr(ad(a(X)) o ad(a(Y)))
=Tr(acad(X)oa toaoad(Y)oa™™)
=Tr(aoad(X)oad(Y)oa™ ) =
=Tr(adY oa'oaoad X) = Tr(ad X ocadY).

Kazda derivace na Lieové algebie vznikne skuteénym derivovanim ”kfivky auto-
morfismid”. Odtud okamzité plyne zbyvajici tvrzeni. O cvideni!

5.3. Pfiklady. 1. sl(2,C).
Obecny vektor je X = aX +bH + cX_, pro bazové vektory X_, X, H, viz. 3.2.
Odtud

20 —2a O 4% + 2ac  —4ab —2a?
ady ~ [ —¢ 0 a (adx)? ~ —2bc dac —2ab
0 2c  —2b —2c2 —4bc  4b% 4 2ac
a tedy dostavame B(X, X) = Tr(ad X o ad X) = 8b? + 8ac.

2. su(2).
Zde X = aSz + BSy + vSx, viz. 3.2, pricemz
1 o —fB+ 1y
5u(2)9X~2<ﬂ+i’y —ia )
Dostavame tedy, Ze jako prvek v podgrupé s[(2,C) ma X soufadnice
a=1/2(=8+1ivy), b=1/2ia, c=1/2(p + iv)
Odtud B(X, X) = 2(—a? — 82 —~?), je tedy z(Zeni B na su(2) negativné definitni.
3. 50(3,R) = su(2) a tedy vyjde totéz.
4. gl(n,K). Spoc¢téme (ada)?: M — AM—MA — A2M —2AM A+ M A?. Budeme
pracovat s bazi eé v prostoru matic, kde

0 - 0
i .
€; = 1 —J
0 -~ 0
T
Kazd4 matice je tvaru M = m] ez- (vynechévame znaky pro sumaci) a zobrazeni

k

B: M % AM + AMA je na bazovjch vektorech dano i = alej — akajel.

J

Odtud ‘ o

Tra= Za; =nTrA, Tr3= Za%

0,J 0]

a tedy Tr(ad A)? = 2n Tr(A?) — 2(Tr A)%
5. Specialni linearni algebry.
Pro sl(n,K) dostaneme ztizenim Tr(ad A)? = 2n Tr(A?). VSimnéme si, Ze podalge-
bra sl(n, K) je ideal v gl(n, K), proto je ztizeni Killingovy formy opravdu Killingovou
formou na podalgebie. Obecné to tak neplati! cvideni!
6. Pro libovolnou nilpotentni g je B = 0. (Podle Lieovy véty jsou ve vhodné bézi
na g vSechny operatory ady dany ostie horni trojihelnikovou matici.)
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5.4. Véta (1. Cartanovo kriterium). Lieova algebra g je fesitelna pravé, kdyz
B|g/ =0.

Pfipometime g’ = [g,g]. Pro dikaz mZeme pfedpoklddat K = C, protoze
trividlnost B i FeSitelnost zistavaji zachovany pii komplexifikaci. Nejprve dokédZeme
pomocné tvrzeni:

5.5. Lemma. Necht g C gl(V) a pro vSechny X,Y € g plati Tr(X oY) = 0.
Potom derivovand algebra g’ je nilpotentni.

Dukaz. VX € g plati X = X + X,, s X, diagonalizovatelnym a X,, nilpotentnim
(Jordantv kanonicky tvar), X, X,, = X,, X, navic X, X,, jsou hodnoty vhodnych
polynomi v X. UkéZeme-li, Ze Xy = 0 pro vSechny X € g’, pak podle Engelovy
véty tim bude tvrzeni dokazéno. Polojednoduché ¢ast X mé ve vhodné bazi tvar
X, = diag(\1,...,\,) a uvazujme také matici X, = diag(\i,...,\,). Protoze
Tr(XXs) = >, |\i|?, staci ukdzat, Ze je tato stopa nulova.

Predpokladejme nejprve, 7ze ad X,(g) C g. Jisté existuje polynom P takovy, Ze
P(\;)) = A, to tedy znamena, ze X, = P(X,). Jako hodnoty jistych polynomt
v téze matici X spolu jisté komutuji X, a X, a tedy X,X, je nilpotentni, coz
znamend, Ze Tr(X,X,) = 0. Proto také Tr(X, o X) = > A\i\;. Piedpokladejme,
ze X e g/, X =3, [Ax, Bi]. Pocitejme

’I‘r(XS[Aka Bk]) = TY(XSAkBk - XsBkAk>
= TI‘(XSAkBk) — TI‘(AszBk) = Tr([XS,Ak]Bk).

Protoze [Ar, X;] € g, je podle predpokladu véty Tr([Ax, Xs]Bi) = 0, ale zaroveti

Tr(X.X) =Y  Tr(X,[Ax, By)) = Z Ail?

coz implikuje X, =0 a to je to, co jsme chtéli dokazast.
Zbyvé tedy ukazat, ze ad Xs(g) C g. Plati

adX =ad X, +ad X,,, [adX,,adX,]=0.

Pritom ad X, je nilpotentni a ad XS_(eZ') =(\- )\j)eg. Proto ad X = ad X +ad X,
je opét Jordantv rozklad. Déle ad X, je diagonélni s vlastnimi hodnotami (A; — A;)
u e] a proto je ad X, opét polynom v ad X, proto i v.ad X. To tedy znamena, ze
g je invariantni vic¢i ad X;. O

Dukaz véty 5.4. Je-li g feSitelnd, je jeji derivovana algebra nilpotentni a proto je
na ni B identicky nulovd, viz. pfiklad 5.3.(6).

Uvazme ad : g — gl(g), 3(g) := Ker(ad) je centrum g. Dostaneme exaktni
posloupnost 0 — 3(g) = g — q — 0, kde q = g/3(g), a dobfe definované injektivni
zobrazeni ad: ¢ — gl(g). MZeme proto q ztotoznit s podalgebrou v gl(g).

Z definice plyne, Ze je-li B = 0 na ¢/, pak (Tr(Y o X) =0V X,Y € ¢’). Podle
pfedchoziho lematu to znamend, Ze (q')" je nilpotentni. Odtud plyne, Ze q’ je
FeSitelnd a tedy i q je FeSitelnd. Protoze 3(g) je abelovskd podalgebra, je také
fesitelnd. Podle 4.6.(2) je tedy g FeSitelnd. O
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5.6. Véta (2. Cartanovo kriterium). Lieova algebra g je polojednoduchd prave,
kdyz ma kladnou dimenzi a Killingova forma B je nedegenerovana.b

Dikaz. Nedegenerovanost B a polojednoduchost g se zachovavaji pfi komplexi-
fikaci, miazeme tedy predpokladat, ze g je komplexni.

(1) Pfedpokladejme, Ze g neni polojednoduché. Tedy obsahuje nenulovy abelovsky
idedl a (abelovska je totiz jisté posledni nenulova derivovana algebra g(k)). Uvazme
0#A€a X e€g. Pakadgsoadyoads : g = a — a — 0, proto ads cadx je
nilpotentni stupné 2, tedy B(A,X) = 0. Protoze X je libovolné, pro indukované
zobrazeni B: g — g* plati B(A) = {0} C g*, je tedy B degenerovana.

Je-li B degenerovana, pak g~ = {X; B(X,Y) =0,VY € g} # {0}. Z invariantnosti
B, tj. rovnosti B(X, [Y, Z])+ B([Y, X], Z) = 0, vyplyva Ze g* je idedl. Proto ztzeni
Blg* je Killingova forma g a proto g+ je fesitelny ideal. [

5.7. Dusledek. Algebra g je polojednoducha <= je pfimy soucet jednoduchych.

Ditkaz. Necht g je polojednoduchd a a C g nenulovy idedl. at = {X; B(X,Y) =
0, VY € a}. Z invariantnosti B plyne, Ze a' je opét idedl. Pak a N a' je idedl
s nulovou B, a proto a N a' je feitelny, tedy a Na’t = {0}. Z toho plyne, Ze
dim a+dim a* = dim g. Navic [a,a*] C anat = {0}, proto g = a® a* jako Lieova
algebra. Konecnym poctem krokt ziskdme rozklad na pfimé soucty.

Naopak, Killingova forma pfimého souctu jednoduchych algeber je nedegen-
erovana. [

V dikazu jsme dokézali vice:

5.8. Dusledek. Kazdy polojednoduchy idedl a C g v libovolné algebie g je
pfimym sc¢itancem.

5.9. Dusledek. Idealy a homomorfni obrazy polojednoduchych algeber jsou polo-
jednoduché.

Dukaz. (1) Necht g je polojednoducha, tedy g = &I ;g;, kde g; jsou jednoduché.
Nechf a C g jeji idedl. Dokazme implikaci : ang; # {0} = g; C a.

Jisté je ang; idedl v g;, ale g; je jednoducha z ¢ehoz plyne, ze g; Na = g;. Ale
to znamen4, ze g; C a. Nyni je a = &{g;; g; C a}.
(2) Necht g = @ ,g9; je polojednoduchd a f : g — f(g) homomorfismus. Ja-
dro f je idedl, podle predchozi ¢asti dikazu je proto pfimym souctem nékterych
jednoduchych s¢itancti. MuZeme proto rovnou predpokladat, Zze f je prosté. Pro-
toze f je homomorfismus, mame potom f(g) = ®{f(g:); f(g:) # {0}}. Ker flg;
je idedl v g;. ProtoZe g; je jednoduchi, dostavame Ker f|g; = {0} a proto flg;
je izomorfismus g;, a f(g;) je jednoducha. Celkem jsme ukézali, Ze f(g) je soucet
jednoduchych algeber. [J

5.10. Dusledek. Kazda derivace polojednoduché Lieovy algebry je vnitini, tj. je
rovna ad X pro vhodné X € g.

Dukaz. Necht D: g — g je derivace polojednoduché g. Uvazme vektorovy prostor
g ® KD (tj. pfiddme jeden generator D) a definujme
[D,D]=0, [D,X]=-[X,D]=D(X), X€g

6Nedegenerovanost bilinearni formy f : V x V — K znaéi, #e indukované linearni zobrazeni

f:V — V* je izomorfismus.

cviceni!

cviceni!
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a definici zavorky uvniti g ponechame. Ovéfte, zZe je takto dobfe definovana Lieova
algebra. Z definice plyne, Ze g je v ni polojednoduchy idedl. Proto existuje do-
plitkovy ideél, necht je generovan prvkem —Y + D, Y € g (musi mit jako vek-
torovy prostor dimenzi 1). Pak pro v8echny X € g plati [-Y + D, X] = 0, tzn.
D(X)=1[V,X]. O

6. Rozlozitelnost reprezentaci polojednoduchych algeber

6.1. Univerzalni obalujici algebra $i(g).
Bud A : g — gl(V) reprezentace. Definujme rozsifeni zobrazeni A na celou ten-
sorovou algebru T(g) := P, @'g:

X: T(g)—gl(V),
MXe ® Xp1 @@ X1) = A Xp) 0o M(Xp—1) 0... 0 A(X1) € gl(V)

kde ®’g = K a ®'g=g. Polozme I = ({X®Y - Y ® X — [X,Y]; X,Y € g})
oboustranny ideal v T(g) a definujme $(g) := T'(g)/I. Kazdé X : T(g) — gl(V)
jednoznaéné uréuje homomorfismus \ : 4(g) — gl(V). V dalsim nebudeme v zapisu
rozliSovat mezi A, :\, A

Nésobeni v tenzorové algebie T'(g) indukuje nésobeni na 4(g) a dostavame tak
asociativni algebru. Nasobeni v ni budeme znadit teckou.”

6.2. Casimiruv operator. Necht g je polojednoduchd, necht e; € g, e} € g jsou
baze dudlni vzhledem k B, tj. B(ei,e}) = d;;. Klademe

dim g

Ci= Y e -e;€ig)
=1

Prvek C € $4(g) nazjvame Casimirtv operator.®
Lemma. C =) e; - e} je v centru $(g) a nezdvisi na volbé e;, e).

Dukaz. Pro vSechny X € {(g) plati:

X~C:X~(Zei~e§):ZX~ei~e§:2(ei~Xoeg+[X,ei]~ei):
So(er- X 4o [Xo ]+ [X ] - e)

K3

Potiebujeme tedy dokézat, Ze soudet vech (e; - [X, el] + [X, €] - e;).
Definujme

p:geg—gl(V), o(X®Y)(Z2):=B(Y,2) X

"Pavodni algebra g je injektivng vlozena univerzalni obalujici algebry $i(g), kterou lze definovat
jako univerzalni objekt pro zobrazeni g — A do libovolné asociativni algebry A, které zobrazuje
zavorky na komutéatory.

8(asto se jako Casimirtiv operator algebry g oznacuje kazdy prvek centra univerzalni obalujici
algebry.

cviceni!



6. ROZLOZITELNOST REPREZENTACI POLOJEDNODUCHYCH ALGEBER 25

Kazdy prvek v jadru ¢ lze zapsat ) . X; ®Y; € Ker ¢ a miizeme pfitom pfedpokla-
dat, ze vektory X; jsou linedrné nezévislé. Pro takové prvky plati ", B(Y;, Z)-X; =
0 pro v8echna Z a proto B(Y;,Z) = 0 pro v8echna i a Z. Proto Y; =0 a tedy ¢ je
prosté. Je proto ¢ izomorfismus vektorovych prostort.

Dile ¢(3, e ® €))(Z) = X, B¢y Z) - e, = Z, 1. ¢(¥, 1 €}) = id a protore

/

je o izomorfismus C' nezéavisi na volbé e;, e;.

Spoctéme, ze pro kazdé Z € gje p(adz XQY)+¢(X®adzY) = [adz, (X QY)]:

(@(adz XQY)+ (p(X ® ady Y))(A) =
B(Y,A)adz(X)+ B(adz Y, A)X = B(Y, A)[Z,X] + B([Z,Y], A)X =
[Z,B(Y,A)X] — B(Y,[Z, A)X = adz(B(Y,A)X) — o(X @ Y)[Z, A] =
adz(p(X @ Y)(A)) — (X @ Y)adz A = [adz, o(X @ Y)](A).

Nyni vime, ze ¢ je izomorfismus a [adz,idg] = 0. Z pFedchoziho vypoctu tedy
vyplyva, ze ). ((adx e;)®e;)+e;®@adx e;) = 0, coz je pravé pozadovana rovnost [J

Pro libovolné dvé reprezentace Lieovy algebry g na vektorovych prostorech V,
W rozumime homomorfismem p: V — W takové linedrni zobrazeni, které spliuje
p(X.w) = X.po(v) pro vSechny X € g. Hovofime také o modulech nad g a jejich
homomorfismech.

6.3. Schurovo lemma. Je-li ¢ : V — V homomorfismus ireducibilni reprezentace
algebry g, potom ¢ je nasobek identity.

Dukaz. Predpokladejme, Ze g je komplexni algebra. Vezméme libovolny vlastni
vektor v € V', tj. p(v) = a - v. Pak jisté podmodul generovany v je V', tedy kazdy
prvek z V lze psét jako A(X)(v), pficemZ mame @(A(X)(v)) = MX)(p(v)) =
a - A(X)(v).

Pro realnou algebru pouzijeme proceduru komplexifikace. [

6.4. Lemma. Bud ) : g — gl(V) ireducibilni reprezentace polojednoduché algebry
g, dim V' > 1. Potom Casimirtiv operator C' ptisobi nasobenim nenulovym skalarem.

Dukaz. Pokud X neni prosté, pouzijeme reprezentaci g/ ker \. Pfitom g/ker A je
opét polojednoduché (viz. 5.9). Muzeme tedy predpokladat g C gl(V'). (Provéite si
podrobné!) Pak i Casimiriiv operédtor C lze povazovat za prvek gl(V'). Protoze je C
v centru obalujici algebry, jde o homomorfismus V' — V', proto podle pfedchoziho
lemmatu ptisobi C' nasobenim skaldarem. Spoc¢téme stopu tohoto homomorfismu:

TrC:ZTr(ei-e;):ZB(ei,e;):dimg#O. O

6.5. Véta. Bud X\ : g — gl(V) reprezentace polojednoduché algebry g a bud
W C V invariantni podprostor. Potom existuje invariantni podprostor W' C V
takovy, ze V=W @& W'.

Dukaz.

1) Pfedpokladame W C V ireducibilni s kodimenzi 1. Akce C' z(izend na W je
nasobeni nenulovym skaldrem, na V/W ov8em piisobi celd g trividlné (g = g’ a na
1-dimenzionalnim V/W pisobi kazda zavorka trivialng). Odtud V = W @ ker C,
pricemz ker C je invariantni, protoze C je homomorfismus.

cviceni!

cviceni!
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2) Indukei ptes dimenzi V' dokézeme pfipad W C V, codim W =1 (tj. V nemusi
byt ireducibilni): Mé&jme 0 # Z C W invariantni. Pak podle indukéniho pfedpok-
ladu V/Z = W/Z & Y/Z pro vhodné Y C V invariantni. Nyni Z C Y a Z mé
v Y kodimenzi 1, tedy podle indukéniho ptredpokladu Y = Z & U pro néjaké U
invariantni. To ale dava V =W @ U.

3) Mé&jme nyni W C V ireducibilni. Definujeme p : Hom(V, W) — Hom(W, W)
jako ztzeni. Na Hom(V, W) mtzeme opét definovat akci g predpisem: (X¢)(v) =
X(p)) — o(Xv) pro X € g, 9 € Hom(V,W) a v € V (tj. uvazujeme stan-
dardni tenzorovy soudin reprezentaci). Homomorfismy g-moduld Hom (W, W)¢
tvoii 1-rozmérny podprostor Hom (W, W), viz. Lemma 6.3. Oznacime D podpros-
tor p~!(Hom(W, W)®) C Hom(V,W). Vezméme podprostor A kodimenze 1 v D
téch zobrazeni, ktera se v p zobrazi na 0. Protoze p je homomorfismus g-moduly,
je A invariantni podprostor. Tedy k nému podle 2) existuje v D invariantni kom-
plement dimenze 1. V ném zejména existuje ¢ : V. — W takové, ze p(v)) = idy .
Piitom p(Xv) = Xp(1p) = 0, protoZe jsme opét na 1-dimenziondlnim prostoru. Je
tedy v g-ekvivariantni projekce V' — W. Proto V = W @ ker ¢ a ker ¢ invariantni
podprostor. [

x

7. Cartanovy podalgebry, vahy a kofeny

V této kapitole predpokladame vSechny prostory nad C.

7.1. Definice. Nilpotentni podalgebra h C g, kterd je rovna svému normaliza-
toru (tj. mnoziné {X € g; [X,Y] € b pro vechny Y € h})?, se nazyva Cartanova
podalgebra.

7.2. Bud ¢: V — V homomorfismus vektorovych prostorti. Korenové prostory
Vi, A € C, jsou podprostory V definované predpisem:
vEVy <= FEeN: (p—\idy)*(v) =0.

Pro komplexni vektorové prostory vzdy plati V = @ V), pficemz V) # {0} pravé,
AeC
kdyz A je vlastni hodnota ¢. Aplikujeme-li toto tvrzeni na komplexni algebru g a

homomorfismus adx : g — g, X € g, dostavame

g=EPar(x).

axeC

Lemma. Pro A\, u € C, X € g plati:

(02 (X), 9, (X)] C ga4u(X).

Zejména pro A\, p = 0 to znamena, ze go(X) je podalgebra g.

9nézev odpovida spise terminologii grup — je to algebra odpovidajici nejvétsi podgrupé A
obsahujici podgrupu B ptislusnou dané podalgebie takové, ze B C A je normalni podgrupa, proto
se také n€kdy hovoii o idealizdtoru — nejvétsi podalgebra ve které je dana idedlem.
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Dukaz. Spocteme-li

(adx —(A+ p)idg)([Y, Z]) = [X, [V, Z]] = (A + p)[Y, Z]
= HXv Y]aZ} + D/a [Xv Z” - [/\Ya Z} - D/a }U'Z]
— [(adx —Aidg)Y, Z] + [V, (adx —puidg)Z]

snadno vidime, ze dalsi aplikaci (adx —(A + ) idg) se budou mocniny u zobrazeni
v zavorkach zvysovat, a tedy se po dostateném poctu iteraci vSechny zavorky
v souctu vynuluji. O

7.3. Pro nenulové X € g rozepiseme
det(adx —Aidg) = (=1)"A\" + Dy (X)A" ' + ... + D1 (X)X + D, (X),

pfiéemz D, (X) = det(adx) = 0, nebot adx X = 0. Ozna¢me r9 € N nejvétsi ¢islo
takové, ze 3X € g : D, (X) # 0 (tzn. VX € g je ndsobnost vlastni hodnoty 0
morfismu adx alespoil n — 7).

Lemma. Necht' Y € g je takové, Ze D, (Y) # 0. Pak b := go(Y) je Cartanova
podalgebra g.

Dikaz. Podle predchoziho lemmatu je ) podalgebra a ziejmé Y € . Pro vSechna
A # 0 je ady [g,(v) : 9a(Y) — ga(Y) a je invertibilni. Navic gx(Y) je vidy b-
modul. Diky spojitosti determinantu jisté existuje okoli U prvku Y v h takové,
Ze vSechny jeho prvky pusobi na gy (Y') invertibilnimi transformacemi. Soucasné
v8echna Z € U pisobi na go(Y) nilpotentné, protoze jinak by ndsobnost vlastni
hodnoty 0 byla pro adz mensi nez pro ady. Pritom ale nilpotentnost je dana
vynulovanim jistého algebraického vyrazu na b, a tedy z nilpotentnosti ptsobeni
vSech Z z oteviené mnoziny U C h plyne nilpotentnost ptsobeni vSech Z € .
Podle Engelovy véty to znamend, Ze h = go(Y") je nilpotentni.

Méjme X € ga(Y), A # 0, takové, ze [X,Y] = —ady X € go(Y). Pak soucasné
ady X € ga(Y), coz znamend ady X = 0, a tedy X = 0. Dostavame, Ze b je rovna
svému normalizatoru, dohromady h je Cartanova. [

7.4. Priklady.
(1) Uvazujme g = gl(n,C), a J necht je Jordanuv blok fadu k

10 -0
a 1 - 0

(=S}

00 0 - «a

Pokud pro matici A plati JA — AJ = 0, pak A mé pod diagonédlou samé nuly a
”dalsi” diagonaly jsou konstantni. Tj. pro matici v Jordanové kanonickém tvaru cvideni!

Ji 0 - 0
0 J» - 0
A= .
0 0 - Js

méa Ker ad 4 minimalni dimenzi pravé tehdy, kdyz vlastni hodnoty prislusné blokim
Ji,...,Js jsourtizné. Zvolme piimo diagonalni Y s Aq,..., A, na diagonale, \; # A;
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pro ¢ # j. Pak go(Y) tvori vSechny diagonalni matice, coz je vlastné abelovska
Lieova algebra C™.

(2) Je-li g nilpotentni, potom g = h. (adx je nilpotentni pro vSechna X, tzn.
g0(X) = g).

(3) Necht g = s((2,C). Potom h =CH =C <(1) 01> cg

(4) V afi(1) jeb:C<(1) 8)

7.5. Definice. Necht b je libovolnd nilpotentni algebra, ¢ : h — gl(V') reprezen-
tace. Vdhovy vektor reprezentace ¢ je v € V takovy, ze pro vSechny H € b plati
(p(H)—A(H)idy)*(v) = 0 pro dostate¢né velké k a vhodné A € h*. Linedrni forma
A se nazyva vdha reprezentace .10

Ve specialnim pripadé kdy h C g je Cartanova podalgebra a ¢ je z(iZeni operatoru
ad hovoiime o korenech A € h* algebry g (pfislusngch volbé h).1t

7.6. Véta. Necht b je nilpotentni, ¢ : h — gl(V') libovolnd reprezentace a A € h*.
(1) Mnozina V), vSech vdhovych vektorti prislusnych A € b* je vektorovy pod-
prostor.
(2) Vi jsou invariantni vzhledem k ¢ a V = @xep» V.
(3) Ziizeni ¢|V) ma jedinou vahu .

Dikaz.

(1) Podle definice je Vy prinikem kofenovych prostori zobrazeni ¢(H) pfislusnym
A(H) pfes viechny H € b, tedy V) je vektorovy podprostor.

(2) Staci ukdzat invariantnost kazdého kofenového podprostoru Ryzy D V. Necht
v € Ry(x), H' € b a predpoklddejme (adg)*(H') = 0. Potiebujeme ukézat, ze pak
také o(H')(v) € Rym). Dokézeme to indukei pies potiebny exponent k. Plati

(p(H) = A(H)idv )((H")(v)) = o(H")(p(H) — Xidv)(v) + ¢ ([H, H'])(v).

Pro k =1 je tedy tvrzeni zfejmé, protoze ¢len se zavorkou v tomto pripadé zmizi a
iteraci akce ziskame potifebné.
Iterovanim ptedchozi rovnosti dostavame:

(e(H) = MH)idv)*(¢(H")) = ¢(H")(p(H) — Aidv)*+
+ > (p(H) = AH)idy)* " o([H, H')) (p(H) = \(H) idy)™.

m=0

Pfitom (p(H) — A(H)idy) ma na Ryg) stupen nilpotentnosti nejvyse dim Ry g
(viz. Hamiltonova-Caleyova véta v lin. algebie). Podle indukéniho pfedpokladu je
Ry invariantni vzhledem k ¢([H, H']), protoze (adg)*(H') = (adg )"~ ([H, H']).
Proto pro s > 2dim Ry () je

(p(H) = MH)idy)* (p(H'))(v) = ¢(H')(0) + 0 = 0.

10V linearni algebfe se asté&ji pouziva nazvii kofenové vektory a vlastni hodnoty nebo vlastni
¢isla. V teorii polojednoduchych algeber rezervujeme ale pojem ”kofen” pro specidlni pfipad.

Ve skute¢nosti uvidime, Ze v rozumnych algebrach jsou Cartanovy podalgebry uréeny az na
vnitfni automorfismus algebry, v praxi pak zpravidla uvazujeme jednu pevné zvolenou Cartanovu
podalgebru.
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Tim je ukdzana invariantnost podprostort V). Zbyva ukazat, ze generuji celé V a
@xep+ Vi je piimy:

Necht Ay,...,\. € b* jsou véhy, pro néz je V) # 0. Potom existuje H € §
takové, ze A\;(H) # A;(H) pro vSechny i # j (rovnost \;(H) = X\;(H) definuje
nadrovinu v b, je tedy pouze tfeba vybrat vektor v h, ktery nepadne do koneé¢ného
sjednoceni nadrovin). Tedy v; € Ry, sy @ proto jsou v; nezavislé (viz. elementarni
lin. algebra). Indukci pfes dimenzi V' nyni ukdZeme, Ze vdhové prostory generuji
celé V. Pro dimV = 0 je to zfejmé. Predpoklddejme, ze to plati pro dimV < k
a uvazme dimV = k. Predpokladejme nejprve, ze kazdé ¢(H) mé pravé jednu
vlastni hodnotu A(H). Z Lieovy véty pak vyplyva A € h* a V = V).

Piedpokladejme nakonec, ze ¢(H) mé ruzné vlastni hodnoty A (H),..., A\ (H),

r>1. Pak V = Ry () & - @ Ry, (m) je rozklad na kotenové prostory. Ukézali
jsme, Ze Ry, (g jsou invariantni, tj. V' je pfimym souctem invariantnich podprostorii
mensi dimenze. Podle indukéniho predpokladu se kazdy z nich rozklada na primy
soucet vahovych podprostort.
(3) Uvazujme zuzeni reprezentace ¢ na V), a predpoklddejme, Ze 1 je vaha piislusna
néjakému spolecnému vlastnimu vektoru v € V) (existuje podle Lieovy véty). Pak
pro kazdé H € b je (p(H)— A(H)idy, ) nilpotentni a ¢(H) — p1(H) idy, mé nulovou
vlastni hodnotu. Pro kazdé v € Vi, H € b je ale v € Ry (g odpovidajicimu ¢(H)
a proto pii pu # A je (p(H) — pidy)|Rxx) invertibilni. Ukézali jsme ale, ze tento
operator invertibilni neni, proto A = . O

Nyni mtzeme pfedchozi vysledek aplikovat na reprezentaci ad |, Cartanovy po-
dalgebry h C gna g. V tomto pfipadé ziskame i fadu dalsich informaci o kofenovych
prostorech. Pro kazdy kofen a oznaéime g, = Nxepga(X) piislusny kofenovy pod-
prostor v g. MnozZinu vSech nenulovych kofenti a € h* budeme znaéit A, pro
vechny kofeny budeme uzivat symbol Ag = A U {0}.

7.7. Vé&ta. Necht' b C g je Cartanova podalgebra. Potom
(1) b=g0ag=bdD,ca 9a
(2) Pro kazdé a € A, H € h mé ady |g, pravé jednu vlastni hodnotu a(H)
(3) Je-li o, B, a0+ B € Ag je [ga, 98] C ats, jinak je zdvorka nulové
(4) Jestlize o + 5 # 0, o, B € A, je g L 93 vzhledem k Killingové formé B
(5) Pro vSechny H,H' € by plati B(H,H') = ) A(dim go)a(H)a(H').

Dukaz. (1): Dokdzme h = go zbytek pak plyne pfimo z pfedchozi véty. Plati
h C go, protoze b je nilpotentni. Uvazme akci h na faktorovém prostoru go/h.
Podle Lieovy véty bud existuje spole¢ny vlastni vektor nebo go/h = 0. Ale vSechny
vlastni hodnoty jsou 0, tedy pokud gg # b, pak existuje Y € go \ b takové, Ze
[H,Y] € b pro vSechna H € b, coz je spor s definici h. Proto nutné go/h je trividlni
vektorovy prostor, tj. go = b.

Tvrzeni (2),(3) jsou dusledky pfedchozi véty a lemmatu 7.2.

(4): Podle (3) plati [gx, [9u; 8v]] € @r4p+r pro vechny A, u,v € A. Pro pevna
X €gy, Y €g, a4 p#0 je proto operator ad X ad Y nutné nilpotentni. Odtud
B(X,Y)=0.

(5): Pro kazdy kofenovy prostor g, umime podle Lieovy véty najit bazi, ve které
jsou matice vSech zobrazeni ady |g,, H € b, horni trojuhelnikové se skalary a(H)
na diagonale. Odtud ovsem

B(H,H') =Y Tr(adHoadH') = Y (dimga)a(H)a(H'). O
aEA a€A
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Pro polojednoduché algebry nyni snadno ziskame velice silna tvrzeni. Zejména
si véimnéme komutativnosti Cartanovych podalgeber!?, nedegenerovanosti ztizeni
Killingovy formy na Cartanovu podalgebru a skutecnosti, ze vSechny korenové vek-
tory v g jsou ve skutecnosti spoleéné vlastni vektory pro vSechna zobrazeni ad(H),
Hehb.

7.8. Véta. Necht g je polojednoduché Lieova algebra, h C g jeji Cartanova po-
dalgebra.
(1) Je-li H e b aa(H) =0 pro kazdé o € A, pak H = 0.
(2) Koreny generuji celé b*, tj. (A) = h*.
(3) b je abelovska Lieova algebra.
(4) Zizeni B|b je nedegenerovang symetrickd forma.
(5) Pro kazdé H € b jeadyg X = a(H)X pro vSechny X € g,.
(6) A=—-A (tzn.a € A —a € A).

Dukaz. (1): Je-li H € h a a(H) = 0 pro vSechna o € A, pak pro kazdé Y € g,
plati

Yoacadimgea(H)a(Y)=0 Y eh

0 Y egy,a €A

viz. 7.7.(4), 7.7.(5). Je tedy B(H,Y) = 0 pro vSechna Y € g. Pfitom ale B je
nedegenerovand (viz. 5.6) a proto H = 0.

(2): Plyne okamzité z (1).

(3): Na g, existuje baze, ve které ma ad g |g, horni trojahelnikovou matici (z Lieovy
véty). Pak kazdé H € [h,h] mé na g, vlastni hodnotu 0. Tato vlastni hodnota je
jedind a tedy a(H) = 0 pro kazdé a. Proto H = 0.

(4): Pro vSechny kofeny o € A je h L g,. Pritom Killingova forma B polo-
jednoduché algebry je nedegenerovana, proto i jeji ztzeni na h musi byt nedegen-
erované (predstavte si pfislusnou matici formy B!).

(5): Necht H € h a adH = (adH)s + (ad H),, je Jordaniv rozklad. Zuzeni
(ad H)4|g., je nésobeni skalarem «(H) a podle 7.7.(3) plati pro X € go, Y € g3

B(H,Y) = {

(ad H)([X,Y]) = (a+ B)(H)([X,Y]) = [(ad H)s X, Y] + [X, (ad H)(Y)].

Vidime, ze (ad H); je derivace a podle 5.10 proto musi existovat S € g takové, Ze
(adH)s = ad S. Pro vSechna H’' € b je [S, H'] = 0 protoze polojednoduchd ¢dst
ad H pusobi na kazdém g, nasobenim skaldrem a(H). Je tedy S v normalizatoru
go = b, tj. vh. Nyni ad H —ad S = (ad H),, ma na celém g pouze nulové vlastni
hodnoty, tj. pro vSechny o € A je o(H — S) = 0 a podle (1) je tedy H = S. Tim
jsme ukézali, Ze nilpotentni ¢ast kazdého operatoru ad H, H € b, je nulova.

(6): Pro vSechna p1 # —X je g, L g a Killingova forma B je nedegenerovana. Pro
kazdé A € A musi proto byt dimenze kofenového podprostoru g_) rovna dimenzi
gr. U

12ve skuteénosti je pro polojednoduché g ekvivalentni definice Cartanovych podalgeber jako

maximalnich komutativnich diagonalizovatelnych podalgeber

cviéeni!
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Cast IIL.
Polojednoduché algebry

Nyni méme pripraveny vSechny néastroje pro tplnou popis vSech konec¢néroz-
mérnych (komplexnich) polojednoduchych Lieovych algeber a jejich ireducibilnich
reprezentaci. Protoze jiz vime, Ze kazda reprezentace takové algebry je tplné ro-
zlozitelna, muZzeme tak (implicitné) ziskat popsat v8echny reprezentace. Skuteéné
podrobné provedeni klasifikace je ovSsem technicky zdlouhavé, proto v této casti
jiz (s vyjimkou kapitoly 8) jen zfidka budeme uvadét tplné diukazy vSech tvrzeni.
Budeme se zato snazit vSechna tvrzeni demonstrovat na konkrétnich pripadech.

8. Kokoreny a Weylova grupa

8.1. Véta. Pro korenovy rozklad polojednoduché Lieovy algebry g s Cartanovou
podalgebrou b plati

(1) Pro vSechny o € A mé vektorovy podprostor [gq,8—o] dimenzi 1 a zizeni
a € h* je na ném nenulové.

(2) Pro kazdy kofen o € A existuje pravé jedno h, € b takové, Ze pro vSechna
Z € b splituje Killingova forma B(ha, Z) = a(Z) a [ga, 9—a] = (ha)-

(3) Jsou-li X € go, Y € g_,, takové, ze B(X,Y) =1, pak [X,Y] = hq,

(4) Pro vSechny kofeny a € A jedim g, = 1 a ndsobek t« je nenulovym kofenem
praveé, kdyz t = +1.

(5) Pro vSechny X,Y € b je B(X,Y) =3 caa(X)a(Y).

Dukaz. (1): Predpokladejme, ze X € ga, Y € g_o jsou dva komutujici prvky.
Protoze a # 0, jsou adx i ady nilpotentni a tedy i adx oady je nilpotentni. Proto
B(X,Y) = 0. ProtoZe je ale B nedegenerovand, existuji takové prvky X € g,,
Y € g_q, pro které je [X,Y] # 0. Tim je ukdzano, ze dim[gq, g—o) > 0.

Oznac¢me si nyni g3 = Drezgptta. Evidentné je g7 invariantni vzhledem k
ad|g,, ad|g_,. Zejména md tedy smysl uvazovat stopu Tr(ad|x y| [g5) pro libovolné
X € g4, Y € g_. Protoze jde o stopu zavorky, musi byt nulova. Pfitom ale plati
adz X = a(Z)X pro vSechny X € g,, Z € b, proto

Tr(adz |g3) = (dimgs)B(2) + qa(Z)

pro vhodné ¢ € Z. Pokud je pfitom «([X,Y]) = 0, pak dosazenim Z = [X,Y]
dostavame B(Z) = 0 pro vSechna Z a vSechny kofeny 3, proto Z = 0. Celkem tedy
j€ [8a, 9—a) N Kera = {0}. Odtud ovsem dim[g,, g—o] < 1.

(2),(3): Z invariantnosti Killingovy formy dostaneme pro X € g,, Y € g_,

B([X,Y], Z2) = =B(Y,[X, Z]) = B(Y,[2, X]) = a(2) B(Y, X).

Vybereme-li tedy X, Y tak, aby B(X,Y) = 1, je nutné [X,Y] = h,. Jednoznacnost
ha plyne okamzité z nedegenerovanosti ztizeni By, viz. 7.8.(3). Tim jsme dokazali
obé tvrzeni.

(4): Pro v8echna o € A zvolme X, € go, Yo € g_q tak, ze hy = [X4,Y,]. Plati

[ha,Xﬁ] = Oé(ha)Xg = B(ha,ha)X/g
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Oznacéme V C g generovany Yy, hq, gta pro vsechna t € N. Tento podprostor je
ziejmé invariantni vzhledem k adx_, ady, , ady_. Protoze je h, zavorka dvou prvki
z V, je stopa ady,, |y nulova. Pfito zaroven

Trady, |v = a(ha)(—1+dimg, +2dimge, +...)

Odtud vyplyva, ze dim g, = 1 a vSechny dalsi nasobky « jiz nejsou kofeny.
(5): Jde o vztah odvozeny v 7.7.(5) z dosazenymi hodnotami pro dimenze. O

8.2. Kokoreny. V dikazu pfedchozi véty se vyskytly koncepcéné dilezité pojmy.
Podprostor 95 = Deez0p+tas B # —a, nazyvame «a-tetizek korenu .

Komutacni relace prvkid h,, X, Y, velice pfipominaji relace mezi generatory
5[(2,C). Skute¢né, podprostor (X,) @ (ha) ® (Y,) je podalgebra, a staci zvolit
nasobek H, prvku h, tak, aby a(H,) = B(ha, Hy) = 2, tzn. volime

2
Ha B(ha,ha)ha
a ziskdvame 3-rozmérnou podalgebru ¢(®) generovanou X,, Y., H, takovou, Ze
linedrni zobrazeni prevadéjici tyto generatory na generatory X, X_, H algebry
5[(2,C) je izomorfismus Lieovych algeber. Vektory H, € b (jednoznacéné urcené!)
nazyvame kokoteny, vektory h, nazyvame kotenové vektory v b, X, nazyvame
korenové prvky v gq.
Pro pifpad 8 = —« definujeme g = g®,
8.3. Cartanova cisla. Roli fetizka g5 nyni mizeme pochopit lépe. Jsou totiz
invariantni viiéi akei ¢(® a ireducibilni (plyne piimo zdefinice). Proto musi byt
izomorfni s nékterou z reprezentaci Dy algebry s[(2,C), viz. vysledky kapitoly 3.
Pritom snadno pozname, kterd reprezentace to bude, staci zjistit vlastni hodnoty
operatoru adg, . Ty ale jsou pravé 8(H,)+ 2t pro vSechna ¢, pro kterd dim ggy1q #
0. Protoze dimenze vsech g,, a € A, je 1, plyne z rozboru reprezentaci Dy v
kapitole 3, ze v a-Tetizku kofenu 3 nabyva t vSech celociselnych hodnot z jistého
intervalu. Ozna¢me [(H,) — 2q nejmensi vyskytujici se vlastni hodnotu. Potom
2q — B(Ha) =: B(H,) + 2p je nejvétsi z nich a p,q € N, viz. 3.3. Dostavame odtud

B(Hl)é) = q - p) gg = @f:—qg,@+ta~

Zejména jsou tedy vSechny hodnoty

aga = P(Ha) =q—p

celd disla, nazyvame je Cartanova cisla polojednoduché algebry g. Disledkem
odvozenych vztahti a 8.1.(5) je, Ze hodnoty Killingovy formy na kokofenech jsou
celoéiselné, tj. B(H,, Hg) € Z. Prostfednictvim vektord h, vyjadiime Cartanova

¢isla takto: B(ha) Blhs,ho)
_ _ «@ _ By I
@ga = B(Ha) = 2Blhahe) 2 Blhaha)’

8.4. Realna Cartanova algebra. Celd h* je generovana kofeny, proto mnozina
korenovych vektort v h, a tedy i mnozina kokofent, generuje celou komplexni
Lieovu (abelovskou) algebru . Ozna¢me

hO = <Hoc§04 € A>]R = <ha;a € A)R

realny vektorovy podprostor generovany kokofeny.
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Lemma. Zizeni Killingovy formy B na b je realna pozitivné definitni symetricka
forma a h = (ho)c.

Dukaz. Bly, je urCena hodnotami na generatorech a ty jsou dokonce celoéiselné.
Navic je B(Ha, Ho) = 3 e a(7(Ha))?, zbytek tvrzeni je proto ziejmy. [

Protoze je zzeni B na celou Cartanovu algebru h nedegenerované, odpovida
realné Cartanové podlagebie by v indukovaném izomorfismu realny vektorovy pod-
prostor hg C h*. Tento izomorfismus indukuje symetrickou positivné definitni reél-
nou formu na hi. Obé tyto realné definitni formy budeme znacit stejné jako obvykly
euklidovsky skaldrni souéin (, ). Pomoci tohoto skaldrniho sou¢inu mtizeme snadno
vyjadiit Cartanova ¢isla

(8,q)

(o, @)

a5a22

Zejména si vSimnéme, ze vSechny kofeny lezi v realné ¢asti .
8.5. Véta. Mnozina A C b vSech nenulovych koienti ma nasledujici vlastnosti

(1) Pokud o, € A, pak 2 ggz; je celé ¢islo agq

(2) Pro vsechny o, € A je také f — agoax € A
(3) Jsou-li i, tev € A, pak t = +1

Dukaz. Z definice a-fetizku kofenu 3 a Cartanovych cisel je vidét, Ze gg—a,,a do
néj urcité patii. Ostatni tvrzeni jsou pouze preformulovanim jiz dokdzanych. [

8.6. Korenové systémy. O libovolné koneéné mnoziné A v euklidovském pros-
toru fekneme, ze je to redukovany kotenovy systém, plati-li pro ni vSechny tii vlast-
nosti z predchozi véty.

Defini¢ni vlastnosti 8.5.(1)-(3) mtZeme zformulovat geometri¢téji: Necht V' je
euklidovsky prostor. Pro v € V definujeme zobrazeni S,V — V jako reflexi vzhle-
dem k nadroviné (v)=*, tj.

Sp(u) = u — 2.(primét u do (v)) = u — 2

Mizeme tedy preformulovat prvni dvé vlastnosti takto

(1) Pro vSechny «, 8 € A je So(8) — 8 celodiselny nasobek «.
(2’) Pro vSechny «, 8 € A je také S,(8) € A

Koneéné mnoziny v euklidovském prostoru, které splnuji pouze prvni dveé vlast-
nosti se nazyvaji korenové systémy.'3

8.7. Definice. Necht A je redukovany kofenovy systém. Koneénd grupa W
izometrii generovana vSemi reflexemi S, a € A, se nazyva Weylova grupa tohoto
korenového systému.

Je-li g polojednoducha Lieova algebra s Cartanovou podalgebrou b, pak Weylovu
grupu kofenového systému A C by nazyvdme Weylovou grupou algebry g.1

13Témito a podobnymi objekty se matematikové jiz dédvno zabyvali zejména v souvislosti s
krystalografickymi grupami symetrii.
l4Samoztejmé lze ukazat, Ze (az na izometrii) je W plné uréena algebrou g.

cviéeni!
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8.8. Poznamky. Jiz na prvni pohled by mél byt zfejmy jeden z vyznamta Weylovy
grupy. Problém klasifikace polojednoduchych Lieovych algeber je totiz podstatnym
zpusobem zredukovan do dvou krokti. Nejprve mtizeme tesit zcela diskrétni problém
jak vypadaji vSechny kofenové systémy v euklidovskjch prostorech — to neni prili§
t8zké, v postaté jde o kombinatorické tvahy. Tim ziskdme (ve skutecnosti spocetny)
seznam moznosti a zbyva ukazat pro které z nich skuteéné existuji Lieovy algebry
a zda jsou urceny jednoznaéné (aZz na izomorfismus) svym kofenovym systémem.
K vysledkum této klasifikace se vratime pozdéji, plné dukazy nebudeme provadét
vibec, 1ze je najit napt. v [FN], [Sa], [Zh].

Z praktického hlediska ovSem maji Weylovy grupy jesté daleko vétsi viyznam pro
studium reprezentaci prislusnych algeber. V kazdé Weylové grupé je samoziejmé
Sa = S_. apro kazdy redukovany kofenovy systém je tedy zapotiebi ke generovani
Weylovy grupy jen polovina kofenil. Brzy uvidime, Ze i pro popis reprezentaci neni
prilis vhodné pracovat se vSemi vahami. Naopak, je potfeba vybrat si jich jen
vhodnou ¢ast a potom muzeme rozpracovat postup pouzity pro studium reprezen-
taci s[(2,C) v kapitole 3. I v tomto klasifika¢nim problému hraje Weylova grupa
klicovou roli, hraje ji i v problému rozklad® tenzorovych soucind, uréovani nasob-
nosti a dimenzi reprezentaci, atd.

Zajimavéjsi priklady kofenovych systémti Lieovych algeber a jejich Weylovych
grup uvedeme az v pristi kapitole. Jiz nyni si ale pfipomenme alespon nejjednodussi
pripad — algebru sl(2, C). Kofeny jsou tam pouze dva, jeden odpovidd kofenovému
prvku X, druhy (opa¢ny) kofenovému prvku X_. Redlnd ¢ast b je jednorozm-
nérny euklidovsky prostor. Kokofen je tam pravé jeden — H € h. Weylova grupa
této algebry je tedy trivialni grupa obsahujici jediny prvek.

“ — >

Kotenovy systém algebry sl(2,C)

Vsimnéme si nyni, ze v tomto kofenovém systému jsme ucinili jesté jeden do-
dateény vybér: zvolili jsme, ktery z korent je "kladny” a ktery ”zaporny”. Ire-
ducibilni reprezentace pak odpovidaly ”spole¢nym vlastnim vektortim” pro b (tj.
vlastnim vektortim pro H) s trividlni akci ”vSech kladnych kofend” (tj. kofenu X ).
Kupodivu to zrovna takto bude i obecné.

9. Jednoduché koreny a fundamentalni vahy

9.1. Nejprve chceme rozdélit kofeny v polojednoduché algebie g s Cartanovou
podalgebrou h na kladné a zaporné. Za tim tGcelem mutzeme zvolit linedrni formu
L na g* takovou, ze L(a) # 0 pro vSechny kofeny o € A a jednoduse definovat
kladné a zaporné kofeny takto

Ay ={a€e; L(a) >0}, A_={acA; L(a) <0}

Piimo z definice je vidét ze kazdy koten je bud kladny nebo zdporny. Snadno se

oVeéri, zZe
b:=ho P ga

acAy
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je maximalni fesitelnd podalgebra. Kladné kofeny jsou pak také charakterizovany
vztahem, ze prislusné kofenové prvky X, patii do b. VSimnéme si, zZe je vzdy stejné
kladnych a zdpornych kofent, protoze A = —A.

Maximalni fesitelnd podalgebra b obsahujici zvolenou Cartanovu podalgebru §
se nazyva Borelova podalgebra.'®

9.2. Jednoduché koreny. V dalsim budeme stile predpoklddat, Ze jsme né-
jakym zptusobem pevné zvolili kladné a zaporné koreny. Kladné kofeny, které nejsou
souctem dvou kladnych kofend nazyvame jednoduché koteny. Kokofeny odpovida-
jici jednoduchym kofentim se nazyvaji jednoduché kokoreny. Casto se také pouziva
nazev prosté kofeny ¢i kokofeny. Protoze vSechny kofeny linedrné generuji (nad R)
celou redlnou b a jednoduché kofeny generuji ostatni, zjistujeme, ze jednoduchych
kofenil je nejméné dimb. Pokud je pro dva rtzné kofeny (o, ) > 0, pak také
aqag > 0 a proto jsou i o — 8 a B — «a kofeny, viz. 8.3. Jeden z nich musi byt
kladny, zejména tedy nemohou byt o a S oba jednoduché kofeny. Skaldrni soucin
jednoduchych kofenti je proto vzdy nekladny. Uvazme nyni nulovou linedrni kom-
binaci ), ¢;o; = 0 jednoduchych kofentd. Pfedchozi rovnost mizeme piepsat jako

A= E Ci; 0, = E Cip Qi =P
J k

kde vSechny nenulové koeficienty jsou kladné. Nyni podle predchoziho je
0< AN =MAp <0

coZ znamena, ze A = p = 0. Pfitom ale je hodnota nasi formy L definujici kladné a
zaporné kofeny na A ostie kladné, protoze jsou vSechny koeficienty kladné. Proto
odtud vyplyva, Ze vSechny koeficienty c¢; jsou nulové. Celkem jsme dokazali, Ze
jednoduché koreny tvoii bazi hg.

Volba poradi jednoduchych kotent zadava tzv. lexikograficke usporaddni na bg.
Podrobnéji, pro dvé realné vahy A\, pu € bi je A > p jestlize je prvni nenulovy
koeficient ve vyjadifeni A — p jako linearnich kombinace jednoduchych korent vétsi
nez nula.

9.3. Piipad g = s5[(3,C). V tomto ptipadé je dimenze b = {(a,b,c) € C?; a+b+
¢ = 0} rovna 2. Uvazme standardni bazi e!,e?, e v C3*, resp. R3*. Pak miiZzeme
také psat

by = {ae* +be? +ce*;a+b+c =0}

Pro Cartanovu podalgebru b diagonélnich matic snadno najdeme pravé 6 kofeni
el —el, i # .

Volbé Borelovy podalgebry hornich trojihelnikovych matic v g obsahujici b
odpovidaji kladné koreny

Ay ={e! —e*e? —e3 el — %)

a jednoduché koteny jsou el —e?, 2 —e3 (tfeti je souctem prvnich dvou). Killingova

forma je ddna vztahem B(X, X) = 6 Tr(X?) (viz. pitklad 5.3.(5)), odtud B(X,Y) =

15Casto se také postupuje naopak: zvoli se maximalni fesitelnd podalgebra b (napi. véechny
horni trojuhelnikové matice v sl(n,C)), v ni néjakd Cartanova podalgebra (napft. diagondlni mat-
ice) a za kladné kofeny jsou prohlaSeny ty, jejichz kofenové prvky X jsou v b.

cviéeni!
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L<0

Kofenovy systém algebry sl(3,C)

6 Tr(X.Y). Je tedy ztzeni B na hy C R?® az na nasobek pravé indukovany skalarni
soucin z R3.
Reflexe S.1_.2 € W we Weylové grupé zobrazuje

1

el —e? s —(e! —e?) el

—63*—>€2—63

Jeji akce na libovolném H = ae! +be? + ce? spociva tedy ve vymeéné souiadnic u e!

a e2. Podobné pro zbylé kladné kofeny dostaneme ve W transpozice odpovidajich cviceni!
soufadnic. Celd Weylova grupa je pak izomorfni grupé permutaci na 3 prvcich.

Stejnym postupem zjistime, ze pri volbé Cartanovy podalgebry h diagonalnich
matic v sl(n, C) a Borelové podalgebte hornich trojihelnikovych matic jsou kofeny
et —e’, i # j, kladné jsou ty s i < j. Jednoduché koteny jsou e’ — e‘*! a pifslusné
jednoduché kokoteny jsou H; = e; —e;41 pro 1 < i < n—1. Z prislusného rozkladu

na kofenové podprostory g, vidime, Ze sl(n,C) je skuteéné polojednoducha. cvigeni!
erl-er2
eM-e2 ; / /
erl |
etl-eM
e

N el

en2-erl

Kotenovy systém algebry sl(4, C)

9.4. Vahy reprezentace. Pro dal$i avahy nyni zvolme pevné polojednoduchou
Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou h. Zvolme dale pevné rozklad A =
A4 UA_ a pofadi jednoduchych kofent v hj. Déle budeme uzivat znaceni

n_ = Daea_ga N4 = Daca, ba
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tj- g =n_ ®bh dny (soudet tii vektorovych podprostort, které jsou podalgebry).

Vihou reprezentace ¢: g — gl(V) rozumime vahu z(Zené reprezentace |y, tj.
takovou linearni formu A € h*, Ze existuje spolecny vahovy vektor v € V pro
viechny H € b, tj. p(H)(v) = A(H).v. Dimenzi podprostoru V) vSech védhovych
vektortl s vahou A nazjvame nasobnosti vahy \.16

V 3. kapitole jsme vysledky o reprezentacich s[(2,C) odvodili z jednoduchého
vypoctu akce zavorky. Tentyz trik mtzeme zopakovat i obecné: Necht je A vdha a
v k ni pfisludny vahovy vektor reprezentace ¢ a o € hj necht je koten. Pak

P(H)p(Xa)(v) = ¢(Xa)p(H)(v) = ¢([H, Xa])(v) = a(H)p(Xa)(v)

a tedy je (X4 )(v) vAhovym vektorem s vahou A+a. Toto jednoduché pozorovani je
klicem k tiplnému popisu vSech ireducibilnich reprezentaci. Zac¢neme podrobnéjsim
zkouméanim vlastnosti vah.

9.5. Vé&ta. Necht ¢: g — gl(V) je koneénérozmérnd ireducibilni reprezentace
komplexni polojednoduché Lieovy algebry g.

(1) Pro kazdou vdhu X reprezentace ¢ a vSechny kokofeny H,, plati \(H,) € Z.

(2) Existuje jen konecné mnoho vah reprezentace ¢ a' V' je generovano vahovymi
vektory.

(3) Mnozina vah reprezentace je invariantni vici akci Weylovy grupy W.

(4) N&sobnosti my vah X\ jsou invariantni vii¢i akci Weylovy grupy W.

Dukaz. (1): Kazdé H, je obsazeno v podalgebie ¢(*) izomorfni sl(2,C), ztzeni
¢ na g(® je opét reprezentace a ztizeni A na H, C je jeji vaha. Proto musi byt
NH,) € Z.

(2): Dimenze V je kone¢na a véahové vektory odpovidajici rliznym vahdm jsou
linearné nezavislé, proto vah mtize byt jen kone¢né mnoho. Pro vSechny jednoduché
kofeny «; jsou ¢(H,,) diagonalizovatelné a pfitom spolu komutuji. Z elementarni
linearni algebry je znamo, ze v takovém pfipadé jsou diagonalizovatelné vSechny
nardz. Vsechny ostatni kofeny jsou jejich linearni kombinace, tim je tedy tvrzeni
dokézané.

(3): Ptedpokladejme nejprve A\(H,) > 0. Orbita g(®).v musi byt ireducibilni
reprezentace 5[(2, C), vektory (X+q)*.v jsou bud nezavislé nebo nulové a podle 9.4
jsou vSechny vahovymi vektory s vahami A + ka. Pokud by v byl vektor s trividlni
akcl X, pak by dimenze této orbity byla pravé A(H,) + 1 a byla by generovana
viemi (X_,)¥v, k = 0,...,A\(H,). Obecné je vdha kazdého dalsitho vektoru v
takové posloupnosti vzdy o dvé mensi a vzdy budou vektory v, X_ v, ..., (X_4)"v
s v = MH,) nezavislé, viz. 3.3. Zejména tedy existuje vahovy vektor s vahou
A — AMHy)a = So(N). Pro M(H,) = 0 je tvrzeni ziejmé, pii M(H,) < 0 si staéi
uvédomit, ze H_, = —H, a S, = S_,.

(4): Protoze je navic zobrazeni dané iterovanou akci (X, )" na vdhovém prostoru
Vi injektivni, spliiuji ndsobnosti my < mg_x. Protoze je ale S, involutivni, plyne
odtud rovnost. U

16V uvazovaném ptipadé reprezentaci Cartanovy podlagebry jsou vzdy viechny spole¢né kotren-
ové vektory (viz. definice vahy z 7.5), skute¢né vlastni vektory. Za chvili to odvodime, obecné to
plyne ihned i z toho, Ze u polojednoduchych algeber je Jordantv rozklad operdtoru ¢(H) roven
souctu reprezentaci z Jordanova rozkladu H, ale H méa nulovou nilpotentni ¢ast.
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9.6. Necht ¢: g — gl(V) je ireducibilni koneénérozmérna reprezentace. Nejuyssi
vdha reprezentace ¢ je nejvétsi z vah A\ této reprezentace ve zvoleném usporadéni
na hj. Vektorem nejuyssi vahy rozumime libovolny vahovy vektor s nejvyssi vahou.

Protoze mé ¢ jen konecné mnoho vah, nejvyssi vaha urcité existuje. Je to praveé
ta vaha A, pro kterou A + « neni vahou pro zadné a € A . Ekvivalentné, nejvyssi
vahovy vektor v € V je takovy vektor, pro ktery je ny.v = {0} a o(H) = A(H).w
pro vSechny H € l). Stejna definice nejvyssi vahy a vektor nejvyssi vahy ma smysl
i pro libovolné kone¢nérozmérné reprezentace.

9.7. Lemma. Necht ¢ je libovolna konecnérozmérnd reprezentace g — gl(V) a

necht v € V je vektor nejvyssi vahy. Potom orbita n_.v C V je ireducibilni a
invariantni podprostor linearné generovany v a vektory

Viy..4p, = Xail -Xai2 e XOéik N

prok=12....
Dukaz. Je zcela analogicky jako v pfipadé g = sl(2,C) v kapitole 3. O

9.8. Véta. Necht ¢: g — gl(V) je ireducibilni kone¢nérozmérnd reprezentace.

(1) Existuje pravé jedna nejvyssi vaha A reprezentace .

(2) Prislusny vahovy vektor je urden jednoznacné aZ na ndsobek a A(H,,) > 0
pro vSechny prosté kokoreny «;.

(3) VSechny ostatni vahy reprezentace ¢ jsou pak tvaru A\ — ), n;a;. Zejména
se dvé rizné vahy reprezentace p mohou lisit jen o celociselny nasobek
néjakého korenu.

(4) Dvé ireducibilni reprezentace se stejnou nejvyssi vahou jsou isomorfni.

Dukaz. (1)-(3): Podle pfedchoziho existuje ve V vektor v nejvyssi vahy A. Piis-
lusny podprostor musi, diky predpokladu ireducibility, byt roven celému V a z ex-
plicitniho vyrazu pro generatory v pfedchozim lemmatu vyplyva dokazované tvrzeni
o ostatnich vahach. Zejména je vidét, ze zadna z nich nemize byt rovna .

(4): Uvazme pfimy soudet reprezentaci ¢ a ¢’ na vektorovych prostorech V a
V'. Necht v a v/ jsou pfislusné (az na ndsobek jednoznacné dané) vektory spolecné
nejvyssi vdhy A. Pak je (v,0') € V & V' opét vektorem nejvyssi vdhy A\ a ek-
vivariantni projekce V @& V' — V zobrazuje (v,v’) — v. Pak ovSem ireducibilni
podprostor W C V @ V' generovany (v,v’) je touto projekci zobrazen na V' a jadro
této projekce je nutné nulové. Celkem je tedy W isomorfni s V, ale ze stejnych
dtivodi je také isomorfni s V/. [

9.9. Definice. Ozna¢me «y,...,ax, k = dimb, vSechny jednoduché koreny ve
zvoleném poradi a Hi,..., H, odpovidajici jednoduché kokofeny. Vahy X € b
splitujici A(H,,) € Z, o € A, a A\(H;) > 0 pro véechny i = 1, ..., k, se nazyvaji dom-
inantni vihy algebry g.!'” Dominantni vdhy \; definované vztahem \;(H;) = &;5, tj.
formy z dudlni baze v b k bazi z jednoduchych kokofenti, nazyvame fundamentdini
vdhy.

17Casto se jim Fika algebraicky dominantni pro odliseni od pojmu analyticky dominantnich vah.
Ve skutecnosti totiz kazda algebraicky dominantni vaha urcuje reprezentaci Lieovy algebry, ale ta
odpovida pouze reprezentaci jednoduse souvislé Lieovy grupy s algebrou g. Pokud je uvazovana
Lieova grupa G jina, je zapotrebi siln€jsi pozadavek analytické dominance.

cviceni!
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9.10. Konstrukce reprezentaci. Piedpokladejme, Zze V a W jsou prostory ire-
ducibilnich reprezentaci ¢ a ¥ s nejvyssimi vahami A a . Uvazme tenzorovy soucin

pRY:g—gl(VeW)

reprezentaci ¢ a 1. Jsou-li v € V a w € W pfislusné vektory nejvyssi vahy a
X eny, H € hpak

(P @) (X)(v@w) = p(X)(v) @w+v@Y(X)(w) =0
(P @Y)(H)(v©w) = p(H)(v) ©w+vYH)(w) = A+ p)(H) (v © w).

Jde tedy opét o vektor dominantni nejvyssi vahy v reprezentacnim prostoru, proto
generuje ireducibilni reprezentaci s touto nejvyssi vahou.

Celkem vidime, ze pokud se nam podari sestrojit ireducibilni reprezentace s
fundamentalnimi vahami, pak jiz mame dokazanu existenci a jednoznacnost ire-
ducibilnich reprezentaci se vS§emi dominantnimi vahami.

9.11. Pripad g =s((3,C).

V 9.3 jsme odvodili, Ze v tomto piipadé mame dva jednoduché kofeny e! — e
a €2 — e a jednoduché kokofeny jsou pak e; — es a ey — e3. Pfitom je zaZeni
Cartanovy-Killingovy formy na b} ~ R? az na nasobek indukovany skalarni soucin
z R? a proto jsou formy v dudlni bazi e! a e! +e2. V tomto pfipadé je snadné najit
reprezentace s témito nejvyssimi vahami.

Uvazme nejprve standardni reprezentaci na C? (tzn. zadanou vlozenim sl(3, C) C
gl(3,C)). Vektor (1,0,0) € C3 pak je vlastnim vektorem s vahou e!. ProtoZe je
mnozina vah invariantni vi¢i Weylové grupé€ a ta v nasem piipadé pusobi ”per-
mutacemi index@”, musi byt e? a e vahy. Tim ale uz mame vyéerpanu dimenzi
3, proto zadné dalsi uz nejsou. Vaha el je nejvyssi, v; = (1,0,0) je ptislusny
vektor nejvyssi vahy. Najdéte si kofenové prvky, které daji dalsi dva generatory
vg = X0 =(0,1,0) a v3 = Xg.v = (0,0,1) s vahami €? a e3.

Dale uvazme prostor C3 A C3 ¢ C? @ C3 se zazenim tenzorového soucinu stan-
dardni reprezentace. Pak vektor v; A vo mé vahu e! 4 e2. Akci Weylovy grupy
obdrzime véhy e! + €2 a e + 3. Dimenze uvazovaného prostoru je 3, vice vah
tam tedy jiz byt nemtze. Vsimnéme si, Ze tato reprezentace je izomorfni dualni
reprezentaci k piedchozi, tj. C3*: jeji vahy jsou opacné (e! + e? = —e? atd.) a tak
to pfesné ma byt, protoze z definice (¢*(X)(v*))(v) = —v*(p(X)(v)).

2

Véhy standardni reprezentace C3 a jeji dualni reprezentace

cviceni!
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Celkem tedy vidime, Ze existuje bijektivni korespondence mezi dominantnimi
vahami ae! 4+ be? a ireducibilnimi reprezentacemi. P¥itom dominantni jsou pravé
linedrni kombinace ae® + be? s @ > b > 0. Navic vime (alespoii piiblizné) kde tyto
reprezentace hledat: v tensorovém soudinu S¢—°C? @ @°C3*.

Uvedeme si jesté alespoii dva piiklady, tenzorové soudiny S3C3 a C* @ C*".

e
s

Vahy reprezentaci S3C3 a C3 @ C3*

V prvém piipadé jde o ireducibilni reprezentaci s nejvyssi vahou 3e! (zkuste
pifmo dokazat, jak je tomu pro obecné S¥(C3)!) a nasobnosti vSech vah jsou opét
jedna, protoze prostor reprezentace je pravé desetirozmérny a z akce Weylovy grupy
vyplyva Ze vahy ve vrcholech trojihelniku na obrazku nutné jsou vahami studované
reprezentace a pak uz z teorie plyne, Ze vSechny ostatni ”opuntikované” musi byt
mezi vadhami také (soudet vdhovych prostori na pfimce ve sméru jednoho z kofeni
o tvoii irep pFislusné g(® a proto musi vyplnit cely ” interval”).

V druhém pfipadé je situace slozitéjsi, protoze prostor linedrnich zobrazeni je
rozloZitelny na stopovou a bezestopou Cast. Stopova ¢ast odpovida ireducibilni
trividlni reprezentaci C. Bezestopa zobrazeni pak tvofi ireducibilni reprezentaci s
nejvyssi vahou 2e! + e2. To Ze tam takova vaha nutné musi byt vyplyva z toho,
Ze v tenzorovém soudinu se nachézi soucty vSech vah (staci vzit tensorové souciny
piislusnych vdhovych vektorti). V nasem piipadé tam tedy musi byt e! + (—e?) =
2e! + €2, (Jeste lépe: C3* = C3 A C3, tedy ma nejvyssi vahu e! + €2, proto je
nyni 2e! + e? dokonce nejvyssi vahou.) Stejnou tvahou jako v predeslém piipadé
zjistime, Ze tam musi patfit také vaha 2e! — €2 (symetrie vici kofenu el — e?), pak
ovsem také nulova vaha a vdha —e! + €2 (symetrie viiéi e* — e3), podobné se ové,
ze i vSechny ostatni vahy tam patii. Z toho, co jsme fekli ovSem jeSté nevyplyva,
Ze v bezestopé ¢asti by nasobnost nulové vihy méla byt tfi. Otazka nasobnosti vah
je obecné dosti slozitd, v nasem piipadé je vsak p¥imo vidét, Ze v celém C3? ® C3*
jsou t¥i nezavislé vektory e; ® e, i = 1,2,3, s vahou 0. V tomto trojrozmérném
podprostoru je potom dvourozmérny podprostor v bezestopé ¢asti, jednorozmeérna
je pravé stopova c¢ast. Celkem dohromady jsme jiz nasli 9-ti rozmérny pfimy soucet
vlastnich podprostorti, coz je potiebna dimenze. Proto se dalsi vahy jiZ nemohou
vyskytovat.

cviceni!

cviceni!

cviéeni!

BUDE POKRACOVAT JESTE STRUCNY VYKLAD O WEYLOVE FORMULI PRO CHARAK-
TERY, Z Nf VYPYVAJICICH FORMULICH PRO NASOBNOSTI VAH A ZOBECNEN{ CLEBSCH-JJ

GORDANOVY FORMULE PRO ROZKLAD TENZOROVYCH SOUCINU. VIZ. NAPR. [Sa].
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9.12. Priklad so(5,C). Algebra so(2,C) = C neni polojednoduchd. V 3.0 jsme
ukézali, ze s0(3,C) = s[(2,C).
Cartanova podalgebra so(4, C) je dvourozmérna, jde o matice tvaru

a 0 0 O
0b 0 O
00 —a O
00 0 -b
Najdeme zde ¢tyii kofeny e! + €2, el — €2, —e! + €2 a —e! — €2, &mz vyder-

pame dimenzi 6 této algebry. Kofeny tvoii dvé na sebe kolmé primky prochézejici
pocatkem. Diky kolmosti dostavame vysledek, ze algebru lze rozlozit na pfimy
soucet dvou podalgeber isomorfnich s s[(2, C).

$er2-eM1$ L $erl+en2$
L .

, °
$er-en2$ $e"1-e"2%

Kofenovy systém algebry so(4, C)

Kone¢né algebra so(5,C) ma Cartanovu podalgebru isomorfni Cartanové podal-
gebie so0(4, C):

a 0 0 0 O
0 0 0 O
00 —a 0 O
00 0 —=b 0
00 0 0 O

M3 proto tytéz kofeny, diky nové dimenzi piibyvaji dalsi e!, e?, —e! a —e?. Mame
tedy celkem osm kofenti, spolu s dimenzi Cartanovy podalgebry dostavame uz di-
menzi deset, tedy zadné dalsi kofeny neexistuji. Za kladné kofeny lze zvolit napft.
el —e2, e, el +¢e? a €2 V tomto piipadé jsou e! — e? a e? jednoduché. Jim
odpovidajici kokofeny jsou e; — es a 2es.

Zaméiime se nyni na reprezentace so(5, C). Fundamentalni vahy jsou e! a 1 (e! +
e?). Vsechny dominantni vahy jsou pak jejich nezdporné celo¢iselné kombinace, lezi
tedy v oblasti thlu, ktery spolu obé fundamentélni vahy sviraji. (Této oblasti se
fikd Weylova komora.)
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Je snadné ovérit, ze standardni reprezentace so(5, C), tedy vloZeni i : s0(5,C) —
gl(5,C), mé nejvyssi vahu e!, tedy jednu z fundamentélnich. Dalsi vahy dostaneme
akci Weylovy grupy: e?, —e! a —e?. To vSak nestadi, protoze celkova dimenze je 5.
Je vSak zfejmé, ze také nulovy vektor je vahovy v této reprezentaci, prestoze neni

v orbité nejvyssi vahy pro akci Weylovy grupy; tvori samostatnou orbitu.

Weylova
komora

$e“1—é‘2$

$-erl-en2$

\

\
$\Delta -3 $\Delta +$

Kofenovy systém a standardni reprezentace so(5,C)

Zajimava je druhd antisymetrickd tensorova mocnina standardni reprezentace,
tedy i A i : 50(5,C) — gl(C® A C%). Jde o reprezentaci s nejvyssi vdhou e! + €2,
ktera je isomorfni reprezentaci ad. Vahy jsou totiz +e!, +e? a +e! & €2, k tomu
navic dvojnasobnd véha nulova odpovidajici Cartanové podalgebre.

Algebra s0(5,C) mé také reprezentaci s nejvyssi véhou 3(e! + €?), tedy tou
druhou fundamentalni. Jde o specialni typ, kterym se fika spinové reprezentace.

9.13. Charaktery. Formy v b vyjadfitelné jako celociselné linedrni kombinace
fundamentalnich vah se nazyvaji celoc¢iselné vahy. Mnozinu vSech celociselnych vah
budeme znacit Z a ZZ bude znacit volny modul generovany prvky Z nad Z, tzv.
grupovy okruh.

Aby se odlisilo s¢itani v Z a s¢itani v ZZ, budeme psat operaci v konstruovaném
grupovém okruhu multiplikativné. Vahu p € Z budeme proto zapisovat jako et
v ZT, a soucet vah pu + v € T se zapiSe et - e = etV € ZT.

Formalni soucet x = char V/(A) = 3_ .7 (dim V},)e” nazyvame charakter reprezen-
tace A, pticemz V() je ireducibilni reprezentace s nejvyssi vahou A a V), jsou vahové
prostory odpovidajici jednotlivim vahdm. Evidentné je tato formalné nekonec¢na
suma ve skutecnosti konecna. Charakter ndm tedy formalné popisuje vahy reprezen-
tace spole¢né s jejich nasobnostmi.

Necht ¢ : g — gl(V())) je reprezentace Lieovy algebry g odpovidajici reprezentacil
¢ : G = GL(V())) Lieovy grupy G. Méame tedy vztah: p(exp X) = exp ¢(X).
Necht dale g je polojednoduchd s vdhami p1, io, ... odpovidajicimi vdhovym vek-
tortim vy, v, -+ € V(A). V bdzi V() dané vahovymi vektory mé kazdy operator
o(H) pro H € b diagonélni tvar s prvky p,(H) na diagonale. Operator exp p(H)
ma proto také diagondlni tvar s prvky exp u,.(H) na diagondle, proto tr p(exp H) =
>, (dim V) exp p(H ). Tomuto &islu se nékdy Ffka charakter reprezentace ¢ Lieovy
grupy G v bodé exp H € G. Pfitom prvky ZZ lze chapat jako funkce ) m,e” :
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h — C podle predpisu H — Y m, expv(H). Zejména tedy plati, Ze tr p(exp H) =
XA(H).

Tuto konstrukci jesté modifikujme tak, ze prvek e” € ZZ budeme chépat misto
ptivodniho exp v(_) jako funkci exp(27iv(_)), spolu s homomorfnim rozsifenim na
celé ZZ. Uvazujme tedy funkce tvaru expo2rmiv pro v € Z, zGzené na hy. Jsou
to spojité homomorfismy by na jednotkovou kruznici s nulovym prvkem 1 € C.
Vime, Ze na kokofenech jsou vSechny vahy celociselné, proto miizka celociselnych
linedrnich kombinaci kokotfenti T lezi v jadru zobrazeni exp o2miv. Je tedy defi-
novano toto zobrazeni na ho/7 = T, coZ je isomorfni toru (R/Z)4™ b0 Charaktery
jsou nyni u grup definovany jako komplexni funkce na torech. D& se ukazat, Ze
okruh ZZ je takto isomorfni okruhu G moznych charaktera polojednoduché grupy
G.

9.14. Weylova formule pro charaktery. Klicovym vysledkem pro popis vlast-
nosti reprezentaci pomoci seznamu jejich vah je tzv. Weylova formule. Abychom ji
alepson zformulovali, musime zavést nékolik pojmu.

Oznacme wq,ws, ... fundamentalni vahy. Celoc¢iselnou vahu nazveme ostre do-
minantni, jestlize je vyjadritelnd jako linedrni kombinace fundamentalnich vah
s kladnymi koeficienty. Nejmensi z ostfe dominantnich vah nazyvame nejnizZsi vaha
algebry g, znacime ji p. Je tedy p souctem vsech fundamentélnich vah, nebo také
nejmensi dominantni vdhou uvnitf (ne na okraji) Weylovy komory. D4 se ukazat, Ze
p je zaroveii polovinou sou¢tu vSech kladnych kofent, tedy p = > w; =1/2>" A, O

Pro kazdy prvek S Weylovy grupy zavadime jeho znaménko det S = +1 podle
toho jestli zachovava nebo obraci orientaci (je to opravdu determinant pfislusné
linedrni isometrie). Kazdy takovy prvek indukuje operaci na ZZ piedpisem Set =
eS. Pro celou Weylovu grupu tak dostavame operator Y gew(det S)S, ktery
vaze pu € T piifadi prvek > gy (det S)(Set) = 3 gy (det S)(e5)). Tuto operaci
budeme znaéit A a nazyvame ji alternujici operdtor Weylovy grupy.

Véta (Weyl). Pro dominantni vdahu A polojednoduché algebry g plati:
Xa = A\ +p)/Ap

Véta tvrdi, ze déleni A(\ + p) prvkem Ap v okruhu ZZ dopadne beze zbytku,
s vysledkem x».

Vsimnéme si krasy tohoto tvrzeni: Na levé strané je vyraz, ktery popisuje tplné
vahy obsazené v prostoru reprezentace s nejvyssi vahou A, napravo je vyraz, ktery
lze relativné snadno spocist a nepotfebujeme k tomu nic, nez obecné znalosti o
Weyloveé grupé W a nejnizsi vahu p.

Dtkaz Weylovy formule neuvadime pro jeho délku, prestoze neni prilis tézky.
Tzv. ”moderni” dikaz, ktery vyuziva vlastnosti Casimirova a Laplaceova operatoru,
je podan v [Sa] i [FH]. Navic [FH] uvadi pivodni ”klasicky” Weyltv dtkaz, jenz
dochézi k vysledku s pomoci integrovani charakterit (jako komplexnich funkei) na
kompaktnich grupach.

Ukéazeme si fungovani Weylovy formule na piikladé.

9.15. Priklad. Uvazujme algebru sl(2,C) a jeji reprezentaci s nejvyssi vdhou
A = me! = mw; pro libovolné m € N. V tomto piipadé médme p = e! = w; a
Weylova grupa se sklada pouze ze dvou prvki, z nichz jeden je identita a druhy
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obraci znaménko. Celkem dostédvadme

At p) _ el — o—(mien
= Ap ewr — el B

— Mt + e(m72)w1 NI ef(m72)w1 + e~ mw1

To presné souhlasi s vysledky kapitoly 3.
V dukazu Weylovy formule, ale i v dukazu nésledujiciho jejiho dusledku, se
uplatnuje toto lemma.

Lemma. Pro nejnizsi vahu p plati:

Ap = H (e%/? — e7/2) = P H l1—e¥)=¢e"* H (e* = 1)

ac€Ay aEA acAy

Dukaz. Je zfejmé, Ze vSechny t¥i vyrazy se vzadjemné sobé& rovnaji, sta¢i tedy
ukizat, Ze jeden z nich je roven Ap. K tomu je tfeba (snadno dokazatelné) po-
zorovani, Ze prvky Ap jsou antisymetrické vzhledem k W (tedy S- Ap = det S - Au
pro viechny S € W), a déle ze vSechny takové antisymetrické prvky v ZZ tvofi
podokruh generovany vyrazy tvaru Av pro ostfe dominantni vahy v.

Protoze parita prvku Weylovy grupy S € W je shodna s paritou poctu klad-
nych kofend, které jsou akci S zobrazeny na zaporné koreny, je prvni ze tfi vyrazi
tvrzeni lemmatu antisymetricky. Druhy vyraz evidentné obsahuje séitanec e, a
dalsi s¢itance tvaru e?~2 % pro néjaké kladné kofeny a. Proto jsou vSechny tyto
sCitance mensi nez p, a nemohou byt ostfe dominantni, jelikoz p je nejmensi takova
véha. Jako antisymetricky prvek ZZ je tvaru ) m, Av pro ostfe dominantni vihy
v, muze vSak takto obsahovat jediny prvek tohoto tvaru, a to Ap. O

9.16. Dusledek (Weylova formule pro dimenzi).

HaeAJr <>‘ + P a>
Ha€A+ <p7 a>

dimV(\) =

Demonstrujeme tuto formuli na standardni reprezentaci so(5, C) z piikladu 9.12.
Ta méla nejvyssi vahu A = e, nejnizsi vaha algebry je p = %(361 +e?). Dostéavame

(peh) =2 ety =1
1
<p7 62> = 5 <)\,€2> =0
(p,e* +e?) =2 Nel+e?)=1
(p,et —e?) =1 el —e?) =1
5.1.4g
dimV(\) = 32 =5
5.1.9.1

a to je spravny vysledek.

Dukaz. Dimenzi reprezentace V(\), kterd je rovna souctu vsech koeficientt m,,
v charakteru x» = Y mye*, bychom mohli dostat pomoci homomorfismu ZZ do



9. JEDNODUCHE KORENY A FUNDAMENTALNI VAHY 45

C takového, ktery by kazdy prvek tvaru e” zobrazil na 1. V tomto pfipadé vsak
nemuzeme pouzit Weylovu formuli, protoze obraz Ap by byl nulovy.

Pouzijeme tedy jinou konstrukci. Zavedeme homomorfismus jo ¥ : ZZ — C
jdouci pfes okruh mocninnych fad:

S NIENe

Pfitom j bude pouhym vybérem konstantniho ¢lenu mocninné fady. ¥ definujeme
pomoci sady homomorfismi ¥, pro kazdou vahu p € Z:

v, : ZI — C[[t]] el exp({u, B) - t) = (bt

kde posledni vyraz e® znac¢i exponencidlni funkci na C. Rozvinutim fad pro ex-
ponencialni funkci dostaneme ovéfeni, Ze konstantni ¢len ¥, (x») pro kazdé p je
opravdu dimenzi reprezentace V().

Ukazeme, ze ¥, (Av) = ¥, (Ap). Skuteéné

U, (Av) = 3 (det §)ew50t = 3™ (det §)elS™ (Wt

Sew Sew
= ) (det §)elSW Mt = W, (Ap)
Sew

Klademe ¥ = ¥, a mame

U(Ap) = Up(Ap) = 0, (Ap) = ] (b2 —emlmalt/2)

aE€A
= < H (i, a}) t#8+ + Eleny vyssiho stupné v ¢,
aEA
kde #A . je pocet kladnych kofent. Odsud po vydéleni dostavame
T(xa) = U(A(A+p))/¥(Ap)
o Ha€A+ <)‘ + Ps Oé>
HaeA+ <p7 a>

+ ¢leny kladného stupné v t.

O

9.17. Weylova formule mé dalsi dusledky. Uvedeme alespon nékteré z nich.

Zavedeme tzv. délici funkci na mnoziné Z takto: P(u) je pocet zpusobi, jak lze
vahu p rozepsat na celoédiselny soucet kladnych kotfenil. Ziejmé je P(u) = 0 pro
véhy, které nejsou kladné (mimo nulové vahy) a P(0) = 1.

Dusledek (Konstantova formule). Nésobnost m, vahy p je

my, = Z det S-P(SA+p)—p—p).
Sew

Ditkaz. Protoze 1/(1 —e™®) = 1+ e % + e 2% + ..., dostavame (ITaen, (1 —
e )t = S, P(u)e*. (Nekonetné fady tohoto typu lze nasobit diky jejich
specidlnim vlastnostem, které neuvadime, viz napt. [Sa].)
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Diky lemmatu 9.15 lze Weylovu formuli pro charaktery zapsat xx = A(X +
p)e*P/HaeAJr(l — e~ ). Po dosazeni mame

Xa =) muet = ( > detS- eS(AJr”)p) : (ZP(V)G”).

sew vel

Roznésobime-li vyraz napravo, vidime, Ze piispévek pro m,, (i je pevné) dostaneme
pro takova v, pro néz S(A+ p) — p — v = p. Odtud jiz plyne tvrzeni. O

Tento vysledek je vSak velmi neprakticky, protoze funkce P se neda snadno
vy¢islit. Existuji vSak formule, jejichZ algoritmizace je mnohem snadnéjsi.

Pro celoéiselné linedrni formy p zavddime funkci e(p) = ¢, = detT, jestlize
existuje prvek Weylovy grupy 7' takovy, ze p = T(A+ p) — p, a €, = 0, jestlize
takovy prvek neexistuje. (Zobrazeni A — T(\ + p) — p se nazyva posunutd akce
grupy W s pocatkem —p.)

Dusledek (Klimykova formule). Nésobnost m, véhy u je

My =E€u— Z det S 1Myt p-5(p);
1£SeWw

prvek 1 € W znaci jednotku grupy W.

Diikaz. PfepiSeme Weylovu formuli na > myet - (3, det S- %)) =3, det T-
eT(+7) Budeme upravovat levou stranu na >w (Zuez det S - mue”es(p)), coZ
se TOvDa )y (Z/LGI det S - mS(M)eS(“+p)), protoze pokud p probiha celé Z, pak
S () probihd také celé Z pro pevné S € W. Déle pro kazdé S zavedeme v vyrazem
S(n+ p) = v+ p, a v probihd v tomto pfipadé také celé Z. Dostavame tak levou
stranu jako Y (Y, ez det S - mypp_s()e” "), coZ je rovno Doper (>4 det S -
Myt p—5( p))e“+” . Porovname-li tento vysledek s pravou stranou vyse uvedené
Weylovy formule, vidime, Ze koeficient u /7 je roven det T', pokud p+p = T'(A+p)
pro né&jaké (v tomto piipadé jediné) T, jinak je tento koeficient nulovy. To je vSak
praveé hodnota €.

Celkem méme m,, +21¢SGW det S-my,_5(,) = €u, coZ jsme chtéli ukdzat. [

Klimykova formule umnozinuje induktivni vypocet nasobnosti jednotlivych vah.
Vsimnéme si, Ze p — S(p) je pro kazdé S nenulové dominantni (tedy nenulovou
linedrni kombinaci kladnych kofent s nezdpornymi celo¢iselnymi koeficienty). Pro
nasobnost m,, proto dostdvdme vyjadieni s pomoci nésobnosti vah vyssich nez p,
plus vyraz €, ktery vyzaduje test pres celou Weylovu grupu. Zac¢neme-li tedy
pocitat nasobnosti vah od my = 1, miizeme brat vahy déle sestupné a spocitat tak
vSechny nasobnosti, az dorazime k pozadované vaze u. Efektivitu tohoto algoritmu
snizuje pozorovani, ze diky faktoru det S se mnoho nasobnosti v konecné sumé pro
© vzajemné odecte, a jejich prispévek byl tedy spocitan zbytecné.

9.18. Tenzorové soudiny reprezentaci. Vezméme dvé ireducibilni reprezentace
@ a 1 s nejvyssimi vdhami A a \”’. Jak jsme ukézali v 9.10, reprezentace @ ® v
mé nejvyssi vdhu A + \’. Tuto Gvahu lze zobecnit: Necht p (resp. v) je véha
reprezentace ¢ (resp. ) s nasobnosti m/, (resp. m]) a vahovym prostorem V),

w
(resp. W,). (Méme tedy v charakteru x, scitanec m/e* a v charakteru x,»
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s¢itanec m/e”.) Pro vektory v € V, a w € W, plati: ¢(H)(v) = p(H) -v a
Y(H)(w) =v(H) - w. Tedy

(p@Y)(H)(v@w) =¢p(H)(v) @w+v@p(H)(w) = (p+v)(H) vew.

Prostor V,, ® W, ktery je prvky tvaru v ® w linedrné generovan, je tedy vdhovym
prostorem reprezentace ¢ ® 1) dimenze mL -m/ pro vahu p + v. PFimym sou¢tem
téchto vahovych prostoru je jiz cely vektorovy prostor V@ W, na kterém se reprezen-
tace o ®1) realizuje. V charakteru reprezentace ¢®1 (kterd nemusi byt ireducibilni)
se proto vyskytuji préavé scitance m/,my et = (m],e*) - (mjje”), coz znamend, 7ze
charakter reprezentace ¢ ® 1 je xa - Xav-

Reprezentace ¢ ® 1) neni obecné ireducibilni, musi v§ak byt rozlozitelnd na pfimy
soucet ireducibilnich reprezentaci. Proto xx - xax» = Y, naXx, kde suma probiha
dominantni vihy a n) je nasobnost ireducibilni reprezentace s nejvyssi vahou A
v reprezentaci p®1. Budeme hledat koeficienty ny. Z technickych dtivodt polozime

ny = 0 také pro nedominantni vahy A.

Véta (Steinbergova formule). Pro kazdou dominantni vahu A plati:

na= Y det ST -P(S(N +p)+ T\ +p)—A—2p)
S, TeW

(P je délici funkce popsana vyse.)

Dukaz. Aplikaci Weylovy formule dostavame vyjadfeni xn - Axrqp = > naAat,.
Pouzijeme definice charakteru a alternujiciho operatoru:

(zm;~e”) | (Zd> =3 det e O
% T

\U

Za m;, dosadime z Konstantovy formule (9.17) vyraz 3¢ det S-P(S(N +p) —p—p):

Z det ST -P(S(N' +p)—p—p) - TV +o) i — Zn,\ det U7 - VO F7),
w,S, T AU

Na pravé strané povolime séitani pres vSechny vahy A, ¢imZ se soucet nezméni,
protoze pro nedominantni A je ny = 0. Pro pevné U € W zavedeme o predpisem
U(A+p) = o+ p a pravou stranu mizeme piepsat na > ;det Ung-1(54 ), €777,
COZ je rovno ZU,U det Uny(o4p)—p e P, protoze det U = det U1, Na levé strané
provedeme stejny trik: pro pevné T € W zavedeme o tak, aby spliiovalo T'(\" +
p)+ 11 = o+ p. Leva strana ma pak tvar ) ¢ det ST -P(S(N' +p) +T (N +p) —
o —2p)-e’ TP,

Dale, je-li o dominantni, je o + p ostfe dominantni a pro U # 1 neni U(c +p) —p
dominantni. Je tedy v tomto ptipadé ny(s4p)—, = 0 a na pravé strané nam u e?tr
zbyvé jediny koeficientu n,. To je tedy rovno koeficientu u o + p na levé strané,
coz dava tvrzeni véty. [

Steinbergova formule je velmi explicitni, ale bohuzel ne prilis prakticka. Pouziva
se zde totiz opét délici funkce, ktera se tézko vycisluje, a déle se vnorené sCita pres
celou Weylovu grupu.
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Jiny pfistup k problému poskytuje Brauertv algoritmus. Ten predpoklada, ze
zname nasobnosti vSech vah jedné z obou reprezentaci, necht je to nap¥. p. Pouzitim
Weylovy formule, podobné jako vyse, dostavame vztah

(mier) - Avesp = Emdnsy

Na levé strané tedy nasobime symetricky prvek antisymetrickym, ¢imz dostavame
antisymetricky prvek, jehoz vyjadfeni s pomoci alternujicich operatori na pravé
strané hledame.

Myslenka Brauerova algoritmu spociva v tom, Ze pii vypoctu lze vzit v tivahu
i ¢leny s nedominantnimi vahami, které se 1isi od pfislusnych dominantnich pouze
znaménkem. K formulaci budeme potiebovat tomu odpovidajici znaceni. Vahu 7
nazveme singuldrng, jestlize plati (7, a) = 0 pro néjaky jednoduchy kofen a. Pro
singuldrni 7 je So(7) = 7, a tedy A, = Ag, (r) = detS, - A; = —A;, z ¢ehoz
plyne A, = 0. V tomto ptipadé polozime 7, = 0. Pro reguldrni vahu 7 zavadime
1, = det S pro takovy prvek S Weylovy grupy, ze S(7) je dominantni (takovy prvek
je v kazdém piipadé jediny). Vyrazem [7] zna¢ime dominantni prvek v orbité vahy
7. Je tedy vidy A, = n; Af7-

Véta (Braueruv algoritmus).

/ !
X Axigp = § Mg No+X'+p A[a+)\”+p]’
pricemz suma na pravé strané probiha vsechny vahy o reprezentace .

Dukaz. Nechf mnozina E obsahuje dvojice tvaru (e*,e”) pro vSechny vahy p
reprezentace ¢ a vSechny v z orbity prvku N’ + p. Kazdé takové dvojici pfifadime
¢len m;, det S - e# - ¥ pro takové S, ze v = S(A” + p). Soucet vSech téchto clentt
dava pravé levou stranu dokazovaného vztahu.

Na FE definujeme akci Weylovy grupy predpisem S(e#,e”) = (Se#, Se”). Kazda
orbita pak obsahuje jediny prvek tvaru (e",e*ll"‘p), pfi¢emz rizna o odpovidaji
riznym orbitam. Pro kazdou orbitu dostdvame soucet ¢leni, které ji prifadime:

1"
g mlg, - det S - €37 . SAHP)
Sew

kde jsme vyuzili toho, ze m/, = m'y,. To je ovSem pravé m[ A,yrry,, a seCtenim
pfes o, tedy vSechny orbity, dostavame pozadované. [

Tento vysledek existuje také ve formulaci pana Klimyka:

Véta (Klimyk). Pro dominantni vahu X\, ndsobnost ny ireducibilni reprezentace
s nejvyssi vahou A v tenzorovém soucinu ¢ ® 1 je rovna y m., - Neyrr4p, PFicemz
se s¢itd pres takové vahy o reprezentace p, pro které je [c + X' + p] = A + p.

10. Dynkinovy diagramy komplexnich algeber

10.1. Ogznacime jednoduché koteny jako v predchozich kapitolach aq, ..., ay,, Car-
LZ]; Necht 6;; je tGhel, ktery sviraji vektory o; a «;. Pak
J J

tanova ¢isla a;; = 2 -
(aj,

ziejmée
(i, ) - ()
(v, aj) - (s

Aij - Qjq =4- =4COS2 (91']'.
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Zavedeme oznaceni n;; = a;; - a;; a vidime, Ze n;; mize nabyvat hodnot mezi 0 a
4. Kdyby vSak pro rtzné ¢ a j bylo n;; = 4, pak 6;; = 0, coz neni mozné. Navic
vime, ze a;; jsou celd ¢isla, proto n;; € {0,1,2,3}.

10.2. Definice. Pro kazdy kofenovy systém A definujeme jeho Dynkiniv dia-
gram (neorientovany) jako graf s m vrcholy ai,...,a,, a hranami mezi o; a o
s nasobnosti ;.

10.3. P¥iklad s((3,C). Mame dva jednoduché kofeny e! —e? a e? —e3. Dostavame
Cartanova Cisla a12 = —1, ag; = —1, tedy ni12 = no; = 1. Dostavame tak Dynkindv
diagram algebry sl(3,C): e—e.

10.4. Poznamka. Dynkintv diagram je souvisly pravé tehdy, kdyz algerba g je
jednoducha.

Dukaz. Predpokladejme, ze Dynkintv diagram algebry g je nesouvisly, méjme dvé
souvislé komponenty odpovidajici rozkladu na kofenové systémy A; a Ay. Vime
tedy, Ze pro vSechna o € Ay a f € As je (o, f) = 0. Najdeme rozklad g na pfimy
soucet dvou podalgeber.

Cartanovu podalgebru b lze diky kolmosti rozlozit na pfimy soucet h = (H, :
a € Ay)® (Hp: B € Ag). Algebru g rozlozime na dva podprostory

g:<<Ha:aeA1>@ @9a>@<<H/3356A2>@ @9/3)7

aEA; BEAs

jejichz Lieova zévorka je nulova, jak ukazeme.

Uvazme o+ 8 pro o € A; a § € As: kdyby to byl kofen, patfil by bud A; nebo
A,. Pokud nastane prvni pt¥ipad, mame 0 = (o + 3, 8) = (o, 8) + (8, 8) = (8, 5),
coz je spor s nedegenerovanosti Killingovy formy na §. Podobné to dopadne i pro
pfipad o+ 8 € Ag. Proto o + 8 neni kofen, a tedy [Xao, Xg] € gatps = 0. Zaroven
[ha,Xg] = ﬂ(ha)Xg = (a, 8) - Xg = 0.

Je-li naopak algebra g polojednoduchd, ale neni jednoduchd, rozlozime ji na
pfimy soucet jednoduchych komponent. Nechf jsou tyto komponenty dvé, a to
a @ b. Vezméme dva jednoduché kofeny « algebry a a S algebry b. « rozsifime na
celé g tak, ze a(b) = 0, podobné pro 3. Pfitom « i 8 zistévaji kofeny g a o L 3,
a jinak vzniklé kofeny algebra g nema. Dynkintv diagram tedy méa dvé souvislé
komponenty, jednu odpovidajici kofentim a a druhou kofendm b. O

10.5. Kazdému kone¢nému neorientovanému grafu s m vrcholy a ndsobnostmi hran
n;; pritadime kvadratickou formu ) predpisem:

Q(z1,. ., Tm) :2~Zw?—z\/@$ﬂj

i#]

Druhé suma pfitom probiha vSechna i a vSechna j, ktera jsou rdzna, proto napft.
vyraz xirs se vyskytuje dvakrat, jednou pro ¢ = 1, j = 2, a podruhé pro i = 2,
j=1

Algebra s1(3, C) z pfedchoziho pifkladu mé formu Q(z1, x2) = 222 + 223 — 221 75.
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Lemma. Kazdy Dynkintiv diagram jednoduché komplexni Lieovy algebry zadava
pozitivné definitni formu Q.

Dtkaz. Pfimym vypoctem ukizeme, ze

Q(xl,...,xm):2.<z\/0;zjzal Z\/alzv >

al? a’L

5. Z 2 (v, @) _q. szx] (g, )
Oé“az \/<047,705'L> <O£j,04j>

i#£]

—Z2x —Z\/ﬁxaj]

i#£j

O

10.6 Véta. Kazdy souvisly diagram s nasobnosti hran 1, 2 nebo 3, jehoz kvadrat-
icka forma je positivné definitni, je jednim z nasledujiciho seznamu:

—N—
A [} *—o *—o—o *—e - 6—0
Ay Ay As Am
—N—
B Bs Bm

FEs Er Eg
*—o—o o
F £y
«—
G: Gy

Dikaz. Kvadratickd forma () mé symetrickou matici
2 —+/Mij

—/Mij 2

Zuzime-li formu @ na néjaky podgraf Dynkinova diagramu, zistane positivné definitni.|j
D4 se vsak snadno ukézat, ze pro nasledujici grafy ma jejich forma singularni
matici, tedy nemohou se vyskytnout jako podgrafy Dynkinovych diagramt polo-
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jednoduchych algeber:

v
Q.

H
i

Ty

{

|

Diskusi moznych Dynkinovych grafii, které neobsahuji tyto podgrafy, dostaneme
snadno tvrzeni véty. Pritom v nékterych fadach zadmérné nezacindme od jednicky,
protoze mame isomorfismy Gy = F) &£ Fy1 2 D1 2 By 2 Ay, I3, =2 By, By & A,
DQ%’Al@Al,Fgng,E3§D3§A3,E4§A43E52D5. ([l

10.7. Predchozi véta ukazuje, jaké jsou mozné Dynkinovy diagramy pro jednoduchél]
Lieovy algebry. Abychom s jejich pomoci tyto algebry tuplné klasifikovali, zbyvaji
dva kroky:
(1) Ukézat, ze Dynkintv diagram identifikuje Lieovu algebru jednoznalné az
na isomorfismus, a
(2) ke kazdému Dynkinovu diagramu najit jemu odpovidajici Lieovu algebru.

Prvni podminka v8ak zatim neni splnéna. U vicendsobnych hran totiz neni zfejma
orientace: pokud n;; = 2, mlze byt a;; = —1 a aj; = —2, nebo naopak. Potom

aij _ {ou,a)

aji — {ajay)
hrany to dopadne stejné. Zorientujeme tedy tyto hrany sipkou, ktera povede od
vétsiho korene k mensimu. V piipadé (G2 ovSsem budou oba zorientované diagramy

isomorfni. Dostéavame tedy pouze misto fady diagramia B dvé fady:

, tedy bud (o, ;) < (@j,a;), nebo naopak. V piipadé trojnasobné

B : —=» — o9 ... o—0 - - 0—e=»
By Bs B,,
C: — e=9 o o e=» ... o0 - -0 —e=<»
Cs Cy Cm

Pripad Cy = e==e je isomorfni diagramu Bs, proto se v seznamu neuvadi.
V piipadé n;; = 1 existuje pouze jedind moznost, a to a;; = a;; = —1, neni tedy
nutné zadna orientace hran. Celkem dostavame orientovany Dynkiniv diagram.'®

18Negktera literatura oznaluje aZ tento orientovany diagram jako Dynkintv, bez piivlastku
orientovany.



52 CAST III. POLOJEDNODUCHE ALGEBRY

10.8. Rekonstrukce jednoduché Lieovy algebry z jejiho (orientovaného) Dynkinova
diagramu se skladd ze dvou fazi: rekonstrukce korfenového systému z Dynkinova
diagramu a rekonstrukce Lieovy algebry z kofenového systému.

Prvni ¢ast je snazsi. Potfebujeme dostat vSechny kladné kofeny, zaporné pak
ziskdme okamzité. Z Dynkinova diagramu zjistime vSechny jednoduché kofeny,
véetné uhlt mezi nimi a poméry jejich velikosti. VSechny kladné kofeny jsou tvaru
B =3 m;a; s nezdpornymi m;. Oznacme Y m; jako stuperi kofene ( a postupu-
jme indukci vzhledem ke stupni. Kofeny stupné 1 zname, nebot jsou to pravé
jednoduché kofeny. Ve stupni 2 jsou vylouceny piipady 2«;, tedy pfichazi v tvahu
pouze tvar «; + ;. Ten nastane préveé tehdy, pokud jsou «; a «; v Dynkinové
diagramu spojeny hranou.

Déle pfedpokladejme, ze jiz zndme vSechny kofeny stupné nejvyse m. Vezméme
tedy kofen 8 = ) m;q; stupné pravé m a pro kazdy jednoduchy kofen a = «;
uvazme, zda je také 8 + a kofenem. Podivejme se na a-fetizek kofenu 3, viz 8.3.
Maéame korfeny

B_qaw"aﬁa"'aﬁ_'_pa)

pri¢emz g — p = ago. Proto 8 + a je koren, pravé kdyz p > 0, tedy

q>ag, =2 (8, a) Zmiaaia.

{a,a)

Cislo g pritom zname diky tomu, Ze 8 — qo musi byt kladny kofen, nebot kazdy
koFen se zapiSe jako kombinace jedoduchych kofenti bud s vyhradné kladnymi nebo
s vyhradné zapornymi koeficienty.

Zbyvé ukézat, ze kazdy kofen stupné m + 1 je tohoto tvaru. Necht v = > r;a;
mé stupenn m + 1. Diky pozitivni definitnosti Killingovy formy je 0 < (vy,7) =
> ri{y, a4), proto (v, a;) > 0 pro néjaké r; > 0. Z vySe uvedené diskuse a-Fetizku
pro [ také vyplyva, ze pokud (3,a) > 0, pak ¢ > p a proto § — o musi byt také
kofen. V nasem pripadé€ je tedy v — «; kofen, ktery musi byt kladny, protoze r; > 0.
Je tedy v souctem kotenti stupni m a 1.

10.9. Priklad. Vezméme Dynkiniv diagram g . Tedy a12 = —3 a az; = —1,
proto 4cos? 0 = 3 a cosf = —/3/2, z ¢ehoz méame tihel mezi oy a ag: 0 = 57/6.
Ptitom pomér velikosti oy a as je v/3.

Jedinym kandidatem na koren stupné 2 je a1 + o, coz je opravdu kofen, protoze
tyto dva vrcholy jsou spojeny hranou.

Pro stupen 3 mame dvé moznosti: 2a1 + as a a1 + 2a2. V obou pripadech je
B8 = a1+ as. Pro @ = a; vime, Ze f — a = as je kofen, ale 8 — 2a uz neni, proto
g = 1. Potom ago, = a11 +a21 =2 —1=1a 2a; + ap neni kofen. Pro a = as je
opét ¢ =1, ale agy = a12+age = —3+2 = —1 a a1 +2a je jediny kofen stupné 3.

V pripadé ¢tvrtého stupné jsou opét dvé moznosti pro jediné f = a; + 2a9 a
« muze byt a; nebo as. V prvnim piipadé: § — a3 = 2as neni kotfen a ¢ = 0,
aga = a11 + 2a21 = 0, proto 2a; + 22 neni kofen. Pro pfipad a = as je dokonce
B — 20 = oy kofenem, tedy ¢ =2 a agq = a12 + 2a22 = 1 a ag + 3z je koten.

Ve stupni 5 najdeme pro 8 = a3 + 302 a @ = o hodnoty ¢ = 0 a ag, = —1,
z ¢ehoz 2a1 +-3ap je kofen, zatimco pro o = g je ¢ = 3 a agy = 3 a a1 +4az kofenem
neni. Dale uz nenajdeme zadny dalsi kofen stupné 6, a tedy zname jiz vSechny
kladné kotfeny algebry Ga: a1, g, a1 + ag, 1 + 2aia, a1 + 3, 2a1 + 3aa. Obrazek
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$2al_1+3\a_2$

Pal_11d_28| Pa_1+2a_2$

$a_1+3a_2%

Kofenovy systém algebry Ga

znazornuje cely kofenovy systém této algebry, pfitom plné ¢ary jsou pouzity pro
kladné kofeny a prerusované pro zaporné kofeny.

10.10. Rekonstrukce Lieovy algebry z jejiho kofenového systému je uvedena napf.
v [Sa]. Klicem je tzv. Weyl-Chevalleyho normdini forma Lieovy algebry. Necht
mame jiz vybrany kokofeny H, v Cartanové podalgebfe. Hledame doplnéni baze
na celou algebru prvky tvaru X, a X_, takovymi, ze [X,, X_,] = H,. Mame zde
v8ak jistou volnost: misto X, a X_, lze vzit c, X, a c;lX,a pro nenulovou kon-
stantu c,. V obou piipadech dostaneme jing koeficient Ny g ve vyjadieni [X,, Xg] =
NopXaytp. Weyl-Chevalleyho normalni forma normuje tyto koeficienty na jisté
celociselné hodnoty a da se zkonstruovat se znalosti kofenového systému dané
Lieovy algebry. Je také tfeba se ujistit, Ze cely postup je nezavisly na vybéru
Cartanovy podalgebry; skutecéné plati tvrzeni, Ze vybérem ruznych Cartanovych
poalgeber dostavame automorfismus polojednoduché Lieovy algebry.
Vysledkem je pak nasledujici tvrzeni:

Véta. Necht g; a go jsou dvé polojednoduché Lieovy algebry, jejichZ korenové
systémy jsou izomorfni. Pak také g, a go jsou izomorfni.

10.11. Ke kazdému Dynkinovu diagramu navic existuje odpovidajici Lieova al-
gebra. Algebry odpovidajici faddm A, B, C' a D jsou nadm uz znamé piiklady
z kapitoly 2: sl, so a sp. Pro zbylé diagramy se téz daji zkonstruovat specidlni
algerby.

Miuizeme tedy klasifikovat vSechny Lieovy algebry:

Diagram Algebra R4d Dimenze
Ay sl(l+1,C) ¢=1,2,. 00+ 2)
By 0(2¢+1,C) (=2,3,. 020+1)
Cy sp(¢,C) (=3,4,.. 020+1)
Dy 0(2¢,0C) £=45,. 02¢0—-1)
Go — 2 14

Fy — 4 52
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Eg — 6 78
Er — 7 133
Es — 8 248

Algebram Ay, By, Cy a Dy se Tika klasické Lieovy algebry, Go, Fy, Eg, E7 a Eg
se nazgyvaji vyjimecné Lieovy algebry.

10.12 Poznamka. Dynkinovy diagramy popisuji také vnitini strukturu jednotlivychl]
algeber. Maji totiz tu péknou vlastnost, Ze vlozeni Dynkinova diagramu do jiného
odpovidé néjaké podalgebie. Zvlasté je vidét, Ze vlozeni A; do vSech diagramu
odpovida podalgebram s((2,C), které jsme nasli v kazdé polojednoduché algebfe.
Navic symetrie Dynkinovych diagramt odpovidaji automorfismim Lieovych alge-
ber. Napf. v pfipadé D, dostdvame automorfismy zadménou kokofent odpovida-
jicich dvéma pravym krajnim vrcholim diagramu.

10.13 Znaceni reprezentaci. Dynkinovy diagramy pomahaji také pfi znadeni
reprezentaci. Kazda ireducibilni reprezentace je identifikovana svou nejvyssi vahou,
kterd je nezapornou celoCiselnou linedrni kombinaci fundamentalnich vah. Tyto
fundamentalni vahy lze ztotoznit s vrcholy Dynkinova diagramu. Oznacime-li tedy
kazdy vrchol celym nezapornym cislem, lze Otak identifikovat kazdou ireducibilni

1 0
reprezentaci odpovidajici algebry. Napi. e—e a e—e znaci fundamentalni reprezen—l

tace algebry sl(3, C), nejnizsi vdha je p = e—e . Libovolnou ireducibilni reprezentacil
s nejvyssi vahou A = cjwi + cows oznacime 010—002

Toto znafeni mize slouzit také pro libovolné (nejen nejvyssi) vahy reprezentaci,
pokud u vrcholt Dynkinova diagramu povolime také zdporna cela ¢isla. S pomoci
tohoto znaceni l1ze velmi snadno zjistit obraz dané vahy pii nékteré Weylové reflexi.
Spoctéme, jak dopadne obraz néjaké vahy A = ciwi + -+ + cpwy, v reflexi S,,.
Vime, ze So, (A\) = A= AN(H,,) - i, coz je ovSem ziejmé rovno A — ¢; - o;. Kofeny o
lze snadno vyjadrit s pomoci Cartanovych cisel a fundamentéalnich vah: vime, ze
ai(Ha;) = aij, proto a; = 3, a;jw;. Celkem dostdvame S, (A) = Sa, (D2, ¢jw;) =
> Cjwj— ity aijw;. Proto koeficient ¢; u w; prejde pii reflexi So, na ¢; —aj;-¢;.

Vidime tedy, Ze pfi grafickém zndzornéni vahy A s pomoci Dynkinova diagramu
dostavame jednoduché pravidla pro Weylovu reflexi podle i-tého kofene: koeficienty
c¢; u vrcholi, které nejsou spojeny v Dynkinové diagramu hranou s i-tym vrcholem,
zlstévaji stejné (zde totiz a;; = 0). Samotny i-ty koeficient ¢; pfejde na ¢; —ay;-¢; =

ci—2c¢; = —c;. Je-li j-ty vrchol spojen jednoduchou hranou s i-tym, pak ¢; — ¢;+c;,
protoze zde a;; = —1. V piipadé, ze z i-tého vede dvojitd (resp. trojitd) hrana
do j-tého (takto orientovana), mame c; — ¢; + 2¢; (resp. ¢j — c¢;j + 3¢;), protoze
a;j = —2 (resp. a;; = —3). Pokud je orientace obricend, je opét ¢; — c¢; + ¢,
protoze a;; = —1.
Tyto vysledky shrneme graficky (kofeny pro pfehlednost zna¢ime zleva «, § a
7):
a b c a+b —b c+b
Sg(e—e—e)= o—eo—o
a b c a+b —b c+2b
S 5( =0 )= o o0
Sol e ) = eais”
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11. Realné formy

11.1. Definice. Redlnd Lieova algebra gg se nazyva redlnd forma komplexni
Lieovy algebry g, pokud g je (izomorfni) komplexifikaci go.

11.2. Poznamka. Komplexni Lieova algebra miZe mit rtizné neizomorfni redlné
formy. Piikladem muze byt so(2n,C), jejiz redlné formy so(2n,0,R) a so(n,n,R)
nejsou izomorfni. Podobné sl(n,R) a su(n) jsou rtzné (tedy neizomorfni) realné
formy sl(n, C).

11.3. Definice. Redalna forma gy komplexni Lieovy algebry g se nazyva kompaktni
forma, jestlize jeji Killingova forma je negativné definitni.

11.4. Priklad. Algebra su(2) z piikladu 3.0(2) je kompaktni formou sl(2,C).
Prvky Sg, Sy a S, tvoii bazi a pfimym vypoctem dostaneme

<Smasw> = <Sy75y> = <SZ7SZ> =-2.

Pfitom podle 2.8 vime, Ze su(2) ®g C = s((2,C).

11.5. Poznamka. Vyznam kompaktnich forem spo¢iva v tom, ze podle vysledku
pana Weyla je kazda realnd Lieova grupa s Lieovou algebrou, kterd je kompaktni
formou néjaké komplexni Lieovy algebry, automaticky kompaktni v topologickém
smyslu. To je velmi uzitec¢né, protoze je pak mozno integrovat na celé takové Lieové
grupé.

11.6. Véta. Kazda komplexni polojednoducha Lieova algebra ma kompaktni
formu.

Dukaz. Jde o explicitni popis realné formy, o které ukizeme, ze je kompaktni.
Bude tieba vyuzit Weyl-Chevalleyho normélni formu komplexni polojednoduché
Lieovy algebry g.

Sestrojme u jako redlny vektorovy prostor generovany prvky iH, pro jednoduché
kofeny « a dale prvky U, = (X, — X_4o) a V, = (X4 + X_4) pro a jdouci pres
kladné kotfeny «.

Nejprve ukazeme, 7Ze u je realné forma g, tedy Ze kazdy prvek Y € g lze zapsat
jako Y7 +4Y5 pro Y71, Y5 € u. Rozepiseme

V=H+X=Y (ka+ila)Ho+ Y (Yo +iza)Xa,

pfi¢emz prvni suma jde pfes jednoduché kofeny a druhé pres vSechny. Snadnym
vypoctem zjistime, Ze lze pak jednoznacné psat

Y:(Zza'iHa"'_ Z ya_2y—a_Ua+ Z Za‘;Z_aVa>+

aEA L aEA L

i(z—ka~iHa+ Z Za;Z—a.Ua_i_ Z ya';y—a.va).

aE€Ay acAy

Musime ovéfit, ze u je Lieova algebra, tedy Ze je uzaviena na operaci zavorky.
Skutecns, [iHy,iHs) = 0, [iH,U,] = a(H)Vy, [iH,V,] = —a(H)U,, coZ vie zlstava
v u, protoze a(H) jsou redlnd ¢isla pro redlnd H. Pro zbylé vypocéty potiebujeme
konstanty N, g z Weyl-Chevalleyho normalni formy, které jsou realné (dokonce
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celé) a navic Nog = —N_q _g. Potom [U,,Usl = NogUatp + Na,—pUa—g,
[Va, V] = =Na,pUa+p — Na,—Ua—p, [Ua, V] = Na,gVars + Na,—pVa—s.

Zbyvé tedy spocitat hodnotu Killingovy formy (X, X) pro libovolny prvek X € u.
Necht X = iH + > rqUs + > 84V, pro redlné H a redlnd ¢isla r, a s,. Potom
pfimym vypoctem dostavame

r2 4+ s2
(X,X) ==Y o*(H)—-4) —=—-2
A Ay

(o, a)

Tedy tato forma je negativné definitni a proto u je kompaktni forma g. [

11.7 Poznamka. D4 se navic ukdzat, ze dvé kompaktni formy jediné komplexni
Lieovy algebry jsou izomorfni.

11.8. Jistym zptisobem opaénym piipadem realné formy je tzv. split form.'® Tu
dostaneme tak, Ze redlnou cast Cartanovy algebry ho rozsifime o linearni obal
prvka X,, X_, Weyl-Chevalleyho normalni formy pro vSechny kladné kofeny «.
Jim odpovidaji redlné Lieovy grupy, které jsou nekompaktni.

Killingova forma mé v bazi tvofené bazi hy a prvky X, + X o, Xo — X_4
signaturu (|A4| + dimb,|AL|), protoze (H,H) = > a?(H), (Xo + X—0,Xa +
X_ o) = <a47> a(Xy—X 0, X0 — X o) = —ﬁ. V piipadé kompaktni formy
mame signaturu (0,dim g). D4 se ukédzat, Ze signatura Killingovy formy uz nemtze
byt vyssi ve prospéch pozitivnich prvki, tedy vSechny realné formy maji signaturu
Killingovy formy mezi témito dvéma extrémy.

11.9. Pf¥iklady. V piipadsé sl(n,C) je jeji split form sl(n,R). Pro so(2n,C) mame
kompaktni formu so(2n,0,R) a split form so(n,n,R). Podobné pro so(2n + 1,C)
je so(n,n + 1,R) = so(n + 1,n,R) jeji kompaktni formou, zatimco split form je
s50(2n +1,0,R).

12. Reprezentace polojednoduchych Lieovych grup

POZNAMKY O APLIKACICH TEORIE LIOEOVYCH ALGEBER V TEORII REPREZEN-
TACI LIEOVYCH GRUP

19Je zde pouzit ptivodni anglicky termin pro nedostatek odpovidajiciho ¢eského.
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Nasledujici dvé kapitoly obsahuji velice stru¢ny prehled pojmu z diferencialni
geometrie a multilinearni algebry a jejich zakladnich vlastnosti.

13. Dodatek
Hladké variety

13.1. Hladkou varietou M v prostoru R™ nazjvame podmnozinu (znacenou ste-
jnym pismenem) M C R™ spolu s nejvySe spocetnym systémem otevienych podm-
nozin U, C R", a € A, takovych, Ze

(1) otevfené podmnoziny V,, := U, N M pokryvaji M

(2) jsou dény difeomorfismy ¢, : R" — U, takové, ze o (M) = {(a,0) €

R™; a € R™} pro pevné m € N.

Cislo m se nazyva dimenze variety M. Zuzena zobrazeni 1, := po|pm: R™ —
R™ — V, se nazyvaji mapy nebo souradné systémy na M. Pro dvé rizné mapy
Yo, Vs dostavame difeomorfismus 15 o ¢! definovany na primiku V,, N V3, tzv.
transformaci soutadnych systémi. Pokryti M mnozinami V,, spolu se zobrazenimi
1o se nazyva atlas.

13.2. Definice. Necht M a N jsou hladké variety dimenze m a n. Zobrazeni
f: M — N nazyvame hladké jestlize je pro kazdou mapu v, na M a kazdou mapu
1g na N zobrazeni 776_1 o fo,: R™ — R™ hladké.

13.3. Priiklady.

1. Cely prostor R” je pro kazdou dimenzi n hladkou varietou. Za atlas mtzeme vzit
jedinou mapu idg»: R” — R™. Obecnéji, ukazte, ze kazda oteviend podmnozina v
R™ je hladka varieta.

2. Jednotkové kruznice v R? je hladk4 varieta, napi. mizeme pouzit sférické souiad-
nice v R? pro definici atlasu.

3. Hladkd krivkana varieté M C R™ je takové zobrazeni c: R — M, ze 1 oc: R —
R je hladké zobrazeni pro kazdou mapu na M. Z definice je to ale ekvivalentni
pozadavku, Ze ¢ je hladké jakozto zobrazeni R — R™.

4. Hladkd funkce na varieté M C R"™ je takové zobrazeni f: M — R, Ze f o
Po: R™ — R je hladké pro kazdou mapu ,. VsSimnéme si, Ze obecné nejsou
hladké funkce na M zazenim hladkych funkci na R™. Napf. jestlize v prikladu 2
vypustime z kruznice jeden bod, jisté obdrzime opét varietu. Promyslete si, jak na
ni budou vypadat kiivky a funkce.?%

13.4. Tecné prostory. Prostor R berme jako bodovy afinni prostor. Pro kazdy
bod z € R" definujeme tecné vektory k R™ v bodé x jako body pfislusného vek-
torového zaméteni. Vektorovy prostor vsech tecnych vektorti v « znac¢ime T,R™. Z
definice je T,R™ ~ R™ a tecné vektory v x muzeme chapat jako vektory derivace
kiivek ¢: R — R™, ¢(0) = «, v bodé 0. Takovy teény vektor budeme znadit
%’0 C(t) S Tc(o)Rn.

200becné pro vsechny hladké variety plati, Ze zobrazeni mezi nimi je hladké pravé tehdy,
kdyz se s libovolnou hladkou kfivkou a libovolnou hladkou funkci skldda na hladké zobrazeni z
R™ — R"™. Dukaz je velmi technicky, patii do funkcionalni analyzy.

cviceni!

cviéeni!
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Pro varietu M C R™ a bod z € M definujeme T, M C T,R" jako vektorovy

podprostor vektord odpovidajicich kfivkdm c: R — M C R". Ukazte, ze jde
opravdu o vektorovy podprostor.
13.5. Te¢né zobrazeni. Necht f: R™ — R" je diferencovatelné zobrazeni. Defi-
nujeme T f: T,R™ — T}y R", T, f.X je hodnota diferencidlu f na prirtstku X €
R™, tj. i-t4 soufadnice Ty f.X je 32, L6 X7, kde X = (X',... ,X™). Ovéite, Ze
je-li X = % |0 c(t), pak T, f = % ’0 (f o c(t)), nezavisle na volbé c.

Pro obecné variety M C R a N C R* definujeme pro hladké zobrazeni f: M —
N a bod x € M tecné zobrazeni T, f tak, Ze jeho hodnotou na vektoru %|0 c(t) €
T.M je vektor %‘0 (foc(t)) € Ty N. Ovéite, Ze je tato definice nezavisla na
volbé kiivky ¢ (mfizete pracovat v soufadném okoli bodu x).

Zejména, je nyni snadné zkonstruovat z atlasu v, pro M atlas pro podmnozinu
TM = UpenTeM C R?™. Staéi pouzit te¢na zobrazeni k Yo R — R™. Ziskana
varieta, spolu s projekci mpr: TM — M, 7 ( %’0 ¢) = ¢(0), se nazyva teény bandl
variety M. Tecéna zobrazeni T, f v jednotlivych bodech x € M tvofi zobrazeni
Tf: TM — TN, které je opét hladké. Doplite si podrobnosti.

Pfimo z definice hladkosti zobrazeni plyne, Ze kompozice dvou hladkych zo-
brazeni je opét hladké zobrazeni. Nechf jsou tedy f: M — N a g: N — P dve
hladka zobrazeni. Potom z véty o derivovani slozené funkce okamzité plyne, ze

T’E(gof)(%h)c) = %’0 (gOfOC) :Tf(a:)goTrf(%|oc)21

13.6. Souciny variet. Jsou-li M C R" a N C R* dvé hladké variety dimenzi m a
p, pak na kartézském soucinu jejich nosnych mnozin je definovana struktura hladké
variety (M x N) C R""* s atlasem obsahujicim o x gpfavz R” x RF — R™ x RF.
Dimenze této variety je m + p.22

Oveéite, ze T(M x N) = TM x TN jako hladkd varieta a Ze te¢né zobrazeni
zachovava soudiny.

13.7. Podvariety. Variety jsme definovali jako podmnoziny v R™ s jistymi vlast-
nostmi. Snadnym zobecnénim této definice ziskdme pojem podvariety a nase pt-
vodni definice bude definovat variety jako podvariety ve varieté R™:

Hladkou podvarietou @ v hladké varieté M nazyvame podmnozinu (znacenou
stejnym pismenem) ) C M takovou, Ze pro kazdy bod x € @ existuje soufadna
mapa @, : R™ — U, variety M takové, ze o, (U, N Q) = R* C R™, kde R* je
vlozeno do R™ pomoci doplnéni nulami.

7 definice primo plyne, ze @ je varieta dimenze k a zUzena zobrazeni v, :=
Oolrr: R¥ — R™ — U, jsou soufadné mapy variety Q. Zejména tak opét ziskame
nejvyse spocetny atlas

13.8. Vlozené podvariety. Casto se setkdvame také s podmnoZinami ve vari-
etach, které jsou velmi blizké podvarietdm, podvariety ve smyslu predchozi definice
to v8ak nejsou. VioZenou podvarietou ve varieté M rozumime obraz injektivniho
hladkého zobrazeni variet ) — M. Rozmyslete si priklady vlozenych podva-
riet, které nejsou podvarietami (napf. osmicka namalovand v roviné nebo husté
namotand nit na valci).

21Celkem lze obdrzené poznatky shrnout do tvrzeni, Ze jsme zkonstruovali funktor 7' definovany
na kategorii hladkych variet a hladkych zobrazeni, ktery varieté M pfifazuje jeji tecny bandl T'M
a hladkému zobrazeni f prislusné tec¢né zobrazeni T'f

22Jde opravdu o souéin ve smyslu kategorii.

cviceni!

cviceni!

cviceni!

cviéeni!

cviceni!

cviceni!
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Tec¢né prostory T,Q v bodech z € @ jsou vektorové podprostory v tecnych
prostorech T, M.

13.9. Topologie. V piedchozim textu jsme implicitné predpokladali znalost po-
jmi jako oteviend mnozina. VsSimnéte si, ze varieta M C R"™ nemusi byt ani
oteviend, ani uzaviena podmnozina. V kazdém ptipadé se ale na ni indukuje topolo-
gie z R™ a pravé tuto budeme mit vzdy na mysli. V textu budeme pouzivat fadu
dalsich topologickych pojmt, jako souvislost, jednoduché souvislost, kompaktnost,
... Vysvétleni téchto pojmu lze najit ve kterémkoliv zdkladnim textu o topologii.

14. Dodatek
Multilinearni algebra

14.1. Tensorovy soucin. Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym
polem skalarti K. Tensorovy soucin V@ W je vektorovy prostor spolu s bilinedrnim
zobrazenim V X W — V@ W, v X w — v @ W, které mé nésledujici univerzalni
vlastnost: Pro kazdé bilinearni zobrazeni ¢: V x W — Z existuje pravé jedno
linedrni zobrazeni ¢: V @ W — Z takové, Ze p(v,w) = @¢(v ® w), pro vSechny
vev,weW.

Je snadné ovérit, ze tensorovy soucin, pokud existuje, je touto vlastnosti urcéen
jednozna¢né az na isomorfismus.

14.2. Vé&ta. Necht (e1,...,en) je bdze V, (f1,..., fn) je bdze W. Pak V@ W
existuje a ma bazi (e; ® f1,...,€1 ® fn,...,em ® fn). Tato konstrukce je navic
funktorialni, tzn. pro dvé linearni zobrazeni o: V — V' : W — W’ dostavame
linedrni zobrazeni o @ : VW = V' @ W', (p @ ¢¥)(v @ w) = 1 (v) ® p(w).

Dukaz. Provedte jako cvideni.

14.3. Dusledek. Pro konec¢nérozmérné prostory V, Z a W plati
HVW~WeV
2) (VeZ) oW (VeW)a(ZaW)
B) (Ve eZ~Ve(WeZ)

Bude-li nutné zdaraznit nad jakymi skalary tensorovy soucin uvazujeme, budeme
prislusné pole oznacovat jako index u znaku pro tensorovy soucin (napf. kom-
plexni vektorové prostory lze chapat také jaké realné a uvazovat prislusny tensorovy
soucin, ktery budeme znacit Q).

Analogicky definujeme libovolné konecné tensorové souciny. Jedné-li se o ten-
sorovy soucin k kopii tého# vektorového prostoru V, piSeme ¢asto V®* nebo @*V.

14.4. Antisymetricka zobrazeni. Pfipomerime, Ze k-linedrni zobrazeni ¢ je
antisymetrické, jestlize pro kazdou permutaci o na k prvcich plati

O(Vo(1)ys -+ Vo(k)) = sgNO@(V1, ... , V).

Neni tézké ovéfit, ze ekvivalentni je (zdanlivé slabsi) pozadavek, ¢(vy,... ,v5) =0
kdykoliv jsou alespon dva z argumentii stejné.

Vnéjsi tensorovy soucin AFV stupné k je vektorovy prostor spolu s antisy-
metrickym k-linedrnim zobrazenim V x ... x V. — A*V| (vq,...,v5) = v A

cviceni!

cviceni!
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-+ A vk, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé antisymetrické multilinearni zobrazeni
©:V x ... xV — Z existuje jediné linedrni zobrazeni @: A¥ — Z spliujici
o(vi,... ,vr) = @(v1 A -+ Avg). Z technickych divodit klademe A°V =K.

Opét je snadné ovéfit, ze kdyz prostor A*V existuje, je uréen jednoznaéné az na
isomorfismus.

14.5. Véta. Necht V je vektorovy prostor s bazi (e1,. .. ,en). Pak A¥V existuje
a ma bdzi tvorenou prvky e;, A---Ne;, si1 < --- < 1. Zejména je A"V ~ K a
A*V je trivialni nulovy prostor pro k > m.

Diikaz. Snadno se ovéii pfimou konstrukci. Lze také odvodit zavedenim A*FV
jako faktorového prostoru V®* /I kde vektorovy podprostor I je generovan vyrazy
v1 ® -+ ® v s alespont dvémi stejnymi vektory v;. O

14.6. Dusledek. Necht V a W Jjsou dva konecnérozmérné vektorové prostory.
Pak A*(V @ W) = @5_ AV @ AFIW.

Duikaz. Hledany isomorfismus je dan pfifazenim

(vl/\---/\vj)®(w1/\~-/\wk_j)*—>v1/\~-~/\vj/\w1/\~--/\wk_j.

14.7. Symetricka zobrazeni. Pfipomernime, Ze multilinedrni zobrazeni ¢ je sy-

metrické, jestlize pro kazdou permutaci o na k prvcich plati ©(vy(1), ..., Vok)) =
90(1}17 v avk)'

Symetricky tensorovy soucin S*V stupné k definujeme jako vektorovy prostor
spolu se symetrickym k-lineArnim zobrazenim V x ... x V — S*V (vy,... ,0p)
v1 V- - -Vug, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé symetrické linedrni zobrazeni ¢: V' x
...x V = Z existuje jediné linearni zobrazeni @: S¥ — Z splijici ¢(vy,... ,v) =

@(v1 V -+ Vug). Z technickych divodt opét klademe S°V = K.

Opét je snadné ovétit, ze kdyz S*V existuje, je uréeno jednoznacné az na iso-
morfismus.
14.8. Véta. Necht' V je konecnérozmérny vektorovy prostor s bazi (eq,... ,en).
Potom S*V existuje pro kazdé k > 0 a ma bazi tvofenou prvky e, V---Vej s
J1 < < e
Diukaz. Ovéii se pfimou konstrukei. Lze téz definovat S¥V jako faktorovy prostor
V®* /T kde vektorovy podprostor I je generovan prvky v, ®- - QU — Ve (1)@ * - QU (k)
pro libovolnou permutaci ¢ na k prvcich. [

Béze v SV mtizeme také zapsat ve tvaru e’f V---Vein kde exponenty probihaji
viechny multiindexy (i1, ... ,i,) a 3 5, i; = k.

14.9. Dusledek. Realizace A¥V a S*V jako faktorovych prostorii celého ten-
sorového prostoru V®F dava projekce Alt: VEF = APV, 01 ®---@up — v A- - Ay
aSym: VO - SV v, ® - @ v+ vy V- -V v. Naopak, mame inkluze

v APV = V®k, ViA AU ngnvg(l) @ - Q Vg (k)

v SFV — VO Ul\/"'\/’l}k’—)Z’l}g(l)@)"'@’l}g(k)
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14.10. Véta. Prifazeni (vi A+ Avg) ® (Vg1 A+ AVgr) = V1 A+ - - Avgyg definuje
antisymetrické bilinearni zobrazeni A: A*V x A'V — ARV,

Podobné, piifazeni (v1 V-« V) & (Vg1 V-V Ugt1) = 01 V- -+ V oy definuje
symetrické bilinearni zobrazeni V: S*V x SV — Sk+lV,

Dukaz. Provedte jako cviceni.

14.11. Definice. Zobrazeni A z pfedchozi véty nazyvame vnéjsi soucin a podobné
V nazyvame symetricky soucin. Vektorovy prostor A(V) = EBZL:OA’“V, m=dimV,
spolu s vnéjsim soucinem, nazyvame vnéjsi algebra (nad V). Vektorovy prostor
S(V) = @i":OS’“V, spolu se symetrickym soucinem nazyvame symetrickd algebra
(nad V). Podobné mame obecnou tensorovou algebru T(V'), kterd je definovana
jako vektorovy prostor 692020V®’C se soucinem danym tensorovym soucinem ®. Ten-
sory, které jsou vyjadritelné jako soucin pfislusného pocétu vektord z V nazyvame
rozlozZitelné.

14.12. Duélni prostory. Necht V je (kone¢nérozmérny) vektorovy prostor nad
K a V* jeho dualni prostor, tj. vektorovy prostor vSech linearnich forem na V. Pro
v* € V* av € V budeme ¢asto znacit (v,v*) hodnotu formy v* na v. Prostor
vSech linedrnich zobrazeni ¢: V — W, kde W je libovolny dalsi vektorovy prostor
konecné dimenze, miizeme ztotoznit s tensorovym soucinem W ® V*, a to prostied-
nictvim pfifazeni w ® v* — (v — (v, v*).w). Ovéite, Ze se opravdu jedna o linedrni
isomorfismus!

Analogicky pak W @ (V*)®* je prostor vSech k-linearnich zobrazeni na V s
hodnotami ve W, W ® A¥V* a W ® S¥V* jsou prostory vSech k-linearnich antisy-
metrickych zobrazeni a k-linedrnich symetrickych zobrazeni s hodnotami v W.

Specielné pro W = K dostavame prislusné prostory multilinearnich forem na V.
Linearni automorfismy na V jsou pak pravé tensory ve V ® V*.

14.13. Baze. Nechf e,... ,e, je bdze V ael,..., e" dualni baze ve V*. Pak

e;, ®---®ej, 1<j1,...,jrk<n
6;1/\.../\6;1‘:7 J1<.<]k
e (e) v v (e, ip i, =k

jsou piislusné duélni baze ke standardnim bazim na (V*)®* A*V a SF. Ovéite!

Jako jednoduché cviceni si ovéite, ze v piipadé V ® V* tvoii soufadnice tensoru
v prislusné standardni bazi pravé matici odpovidajiciho zobrazeni v ptuvodni bazi
na V. Obecné tensory pak davaji néco jako matice multilinedrnich zobrazeni, ty
vSak samoziejmé mohou mit mnoho indexd misto pravé dvou. Vhodna konvence
(standardné uzivana v geometrii) je, Ze u soufadnic tensort piSeme indexy odpovi-
dajici kopiim V jako horni, indexy odpovidajici kopiim V* jako dolni. U oznacovani
béazovych prvku je tomu pak naopak a implicitné se ve formulich s¢ita, kdykoliv se
objevi stejny index jednou nahote a jednou dole.

Daéle miuzete ovéfit, ze pfi zméné puvodni baze na V prostiednictvim matice
A dostaneme piislusné transformacni zadkony pro soufadnice na prostorech tensort
tak, ze pro kazdy vyskyt V* nasobime jednou matici A~!, pro kazdy vyskyt V
jednou matici A.

14.14. Kontrakce. Vektorovy prostor V lze také povazovat za prostor linedrnich
forem na V*, kde v(v*) = (v,v*). Kdykoliv uvazujeme tensorovy soucin V®* @

cviéeni!

cviceni!

cviéeni!
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(V*)®¢ k¢ > 0, jako (-linedrni zobrazeni s hodnotami ve V®* mame pro kai-
dou vybranou kopii V ve V& a V* ve (V*)®¢ definovanu tzv. kontrakci, ktera je
tensorem ve VE*-1) @ (1*)@(-1;

Pro a € VE*=1 @ (V)21 je a(vf,... ,v},v1,... ,v) € K a kontrakci Tra
i-té a j-té komponenty definujeme predpisem

* *
Tra(vy, ... ,0p_1,01,... ,00-1) =

_ * * Do, * ) )
= E a(vl, ... v € U VL, U1, €, U, - 5 V)
P

V pfipadé k = ¢ = 1 jde pfesné o vycisleni linearnich forem na vektorech.

Bez soufadnic Ize kontrakci nazorné definovat tak, ze VEF @ (V*)®* chapeme jako
(VOE-D g (V)21 (V®V*), kde jsme dozadu presunuli (isomorfismem) pravé
vybrané komponenty a kontrakce pak je definovana na rozlozitelnych tensorech
vztahem (pro jednoduchost uvazujeme ¢ = j = 1)

H(UIQ@"'@UZ@M@'“@W) = (vl,vﬁv;®---®v;®v2®-~-®w.
Je-li k = ¢, mame k dispozici tzv. tplnou kontrakci V®F @ (V*)¥ — K. Budeme ji
znadit stejné jako vydcisleni forem ( , ), coZ je specidlni pFipad.

14.15. Operator ix. V piipadech symetrickych tensoril nezévisi kontrakce na
vybéru kopii V a V*, u antisymetrickych se méni pouze znaménko a zavadime
konvenci, Ze vzdy kontrahujeme pies prvni indexy. Dostavame tak pro x € APV,
resp. y* € APV* zobrazeni spliujici

ix: APTIVF = ATV* D (20 (w®)) = (2 Az, w*)
iyt APTIV — ATV, (i (w), 2%) = (w,y* A x*).

Ovérte si, ze takto definovana operace i je rovna kompozici

S Altoco (1@ 1) APHV @ APV — VEPTD @ (V)9 - V&1 5 ATV
kde ¢ je kontrakce ptes prvnich p kopii V.Analogickd formule plati i pro dualni
piipad (se stejnym koeficientem).

Podobné se definuje také operace vlozeni ¢, pro symetrické tensory.

cviéeni!
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