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ii GEOMETRICKE STRUKTURY

Tyto texty zachycuji struéné moje prednasky pro pokrocilejsi studenty matema-
tiky a fyziky konané v podzimnim i letnim semestru skolniho roku 1998/99. Jedna
se o doplnéné a trochu rozsifené poznamky Vojtécha Zadnika, kterému touto cestou
velice dékuji. Mym cilem bylo predvést obecny pristup ke geometrickym strukturam
na varietach a vybudovat zakladni nastroje pro analyzu na takovychto objektech.
Bohuzel prehled zakladnich pojmi zabral dobie polovinu prvniho semestru, takze
se mi tohoto cile podafilo dosdhnout jen ¢astecné.

Neékteré zakladni informace o varietach, bandlech a jetech jsou v Gvodni Casti.
O néco vice lze najit v dodatku k uéebnim textim [S197], v¢etné vykladu zdklad
tenzorového poctu. Podrobnéjsi vyklad muaze ¢tenaf najit v ivodnich tfech kapito-
lach [KMS], jejichz etbu paralelné s timto textem viele doporucuji. Samoziejmé
je téZ mozné pouzit kteroukoliv zdkladni ucebnici diferencidlni geometrie, ty vSak
nebyvaji psany kategoridlnim jazykem, ktery tu upfednostiuji ja.

Také se v téchto textech neobjevuje nic o reprezentacich Lieovych grup a algeber,
¢tendfe odkazuji na uéebni text [S197]. Celd publikace [S194] je vénovana jednomu
piikladu nasich struktur, konformnim Riemannovskym varietam a je vhodnym do-
plnénim zejména pro zavér tohoto textu.

Brno, kvéten 1999 Jan Slovak



Uvodni piehled pojmui

0.1. Jety. Jsou-li M, N hladké variety, x € M, pak fekneme, ze dvé zobrazeni
fy 9: M — N malji stejny jet fddu r v = (struéné r—jet), jestlize v néjakych (a pak
ovSem ve vSech) soufadnych mapéch ¢: R™ — M, ¢: R®™ — N plati

'l f(z) _ 9l*g(m)
Ox™ - Oz~

pro vSechny multiindexy « o velikosti |o| < k. Znacdime ;7 f = j7g. Bod z je zdroj
jetu jrf, hodnota f(z) je cil jetu. (Z Leibnitzova pravidla pro derivaci sloZené
funkce okamzité plyne, Ze jde o dobfe definovanou relaci ekvivalence na zobra-
zenich.) Mnozinu vSech r—jet zobrazeni M — N znaéime J"(M,N). Podobné
J(M,N), J"(M,N)y, J.(M,N), znamend jety se zdrojem z, cilem y a prinik
téchto podmnozin.

Jsou-li f, f: M — N, g,g: N — Q hladk4 zobrazeni, j’ f = j" f, j?(w)g = j}(w)g,
pak také

Jr(go f)=7z(ge f),
jak okamzité plyne z pravidla pro derivovani slozenych zobrazeni. Odtud vyplyva
korektnost definice skldddni jeti: Pro X € Jy(M,N),, X = j.f, Y € J(N,Q),
Y = j, g klademe
X oY =jz(g0f).
Jet X € JI(M,N), se nazjvéa invertibilni jet, jestlize existuje X 1 € Jy (N, M),
takovy, ze X 1o X = jridys.

Z véty o inverznim zobrazeni okamzité vyplyva, ze 5. f je invertibilni prave tehdy,
kdyz lokalné existuje inverzni zobrazeni k zobrazeni f v bodé z, a to nastane
prave tehdy, kdyZ je jlf invertibilni. MnoZinu vSech invertibilnich jetil znacime
invJ"(M,N) C J(M,N).

0.1. Varieta J"(R™,R™). Na afinnich prostorech R™, R™ mame vyzna¢né globlni
soufadné mapy (tj. béZné soufadnice). Kazdy jet jof zobrazeni f: R™ — R"
miizeme vyjadiit jako jotr(z) © jo(t—f(z) © f o tz) 0 jit s, kde t, znaci posunuti o
prvek a. Dostavame tedy

JT(R™,R?) =R™ x R™ x JJ(R™,R™)o.

Koeficienty Taylorovych polynomi v poc¢atku nyni definuji globalni soufadny sys-
tém na J§(R™,R™)g ve kterém je skladani jett polynomidlni zobrazeni, zejména je
tedy hladké. Timto jsme ziskali vyznacény globalni souradny systém na J"(R™, R™),
ktery nam zadava na jetech strukturu hladké variety.

Navic pro f: R™ — R™ lokalné invertibilni, g: R*" — R"™ libovolné hladké
definujeme

Jr(f7 g) . JT‘ (Rm, R") - JT‘ (RHLI’ Rnl),
TER™.RY), 2 X = (Ghg) 0 X o ()"
Dostavame tak vzdy hladky homomorfismus fibrovanych variet

Jr@®™ Ry LD e gy

! !

Rm x Rr 19, R xR
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Nasi konstrukci miizeme popsat tvrzenim: J" je bifunktor na hladkych zobrazenich
mezi afinnimi prostory R™.

0.3. Varieta J"(M,N). Funktoridlnost konstrukce jeti pro afinni prostory se
jednoduse rozSifuje na vsSechny variety, tj. ziskdvame bifunktor J”, ktery dvojici
hladkych variet M, N piifadi (zatim pouze mnozinu) J"(M, N) a dvojici zobrazeni
(f, g) pfislusny homomorfismus J"(f, g) zachovavajici fibrace. Tato funktoridlnost
nam nabizi jednoduchou mozZnost, jak zadefinovat hladkou strukturu na mnoziné
jetd J"(M, N) pomoci hladkych struktur na M a N.

Pro libovolné souradné mapy ¢: R™ — M | ¢): R®™ — N totiz dostavame zobra-
zeni

J (g, ) J(R™,R™) — J"(M,N),

které prohlasime za soufadnou mapu na J" (M, N). Takovymi mapami je definovéna
hladka struktura na J"(M,N) (indukovand hladkymi strukturami na M a N).
Funktorialnost J" bezprostfedné zaru¢uuje korektnost nasi definice.

Vsimnéme si také ziejmych projekei nf: J"(M,N) — J*(M,N), r > s > 0,
které zapominaji ¢ast derivaci, tj. 77 (5L f) = jif. Zfejmé jsou to hladka zobrazeni.
Projekce 7, je pravé projekci na zdroj a cil jetd.

0.4. Dulezité priklady. Jako specidlni piipady variet jett dostavame dulezité
geometrické objekty. Prikladem jsou r—jety kiivek, specielné pak tecné vektory.

TTM = Jg(R, M), 17 f: (joc) = jo(f oc)
TM = J3(R, M)

Podobné ziskdme
TM :=J"(M,R)o, T f: (jih) = jhmyho f™

Definovali jsme tak (kovariantni) funktor r-rychlosti na kategorii vSech variet a
hladkych zobrazeni s hodnotami ve fibrovanych varietach a (kontravariantni) funk-
tor r—korychlosti, definovany na varietach pevné dimenze a lokalné invertibilnich
zobrazeni.

Na T"* M je vzdy struktura reélné algebry (ndsobeni se definuje pomoci ndsobeni
redlnych hodnot zobrazeni), zejména tak dostavame strukturu vektorového prostoru
na tzv. kotecném prostoru T*M = TY*M. Vy¢islenim ( , ): T,M x T:M — R,
(je, ji(o)h> = jd(hoc) € R dostdvame indentifikaci koteéného prostoru s dualnim
prostorem k te¢nému prostoru a tim i pfirozenou vektorovou strukturu na 7M.

Obecnéji, k-rozmérné r—rychlosti jsou Ty M = J§(R*, M). Podobné k-rozmérné
korychlosti T7*M = J"(M,RF). T} je funktor na cele kategorii hladkych variet a
hladkych zobrazeni, T} * pouze na lokalné invertibilnich.

Obzvlast dtlezitym piipadem je funktor P”, ktery m-rozmérné varieté priradi
vSechny invertibilni m-rozmérné rychlosti,

PM = inv JJ(R™, M)

P! M splyva s prostorem vsech bazi teénych prostorti T, M, x € M.
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Fibr P"R™ nad nulou, tj. varieta inv Jj(R™, R™)q, ptisobi sklddanim jet sam
na sobé a je tak definovana struktura Lieovy grupy na

Gy, =inv J5(R™,R™),.

Pro r = 1 pak dostavame obvyklou obecnou linedrni grupu GL(m,R) = G .
Intuitivné mizeme chapat body jjv € P"M jako infinitesimdlni verze soufad-
nych map v v podkladovém bod& z = ¢(0) € M.

0.5. Hlavni bandly. Necht G je Lieova grupa, tj. varieta spolu s algebraickou
strukturou grupy, jejiz operace jsou hladké. Trividlni hlavni bandl se strukturni
grupou G nad hladkou varietou M je kartézsky soucin M x G — M s projekci na
prvni komponentu.

Obecny hlavni bandl P se strukturni grupou G a bazi M je fibrovana varieta
p: P — M s tranzitivni a jednoduchou pravou akci r: P x G — P na fibrech.
Podrobnéji, fibry jsou pravé orbity akce r, tj. p(u) = p(u’) pravé, kdyz existuje
g € G, v = r(u,g), ar(u,g) = u pro néjaké v € P a g € G znamend, 7e g je
jednotka grupy G.

Zdefinice plyne, Ze na hlavnim bandlu existuji specialni fibrované mapy, které
jsou dany lokalnim fezem projekce p: P — M. Kazdy takovy fez o totiz umoznuje
ztotoznit o(x) s jednotkou grupy G a pak se cely fibr nad x ztotoziuje s G pro-
stfednictvim pravé akce. Tyto mapy nazyvame lokalni trivializace hlavniho bandlu
P. Atlas z lokalnich trivializaci vznikne vybérem lokélnich fezi o, nad pokrytim
U, bazové variety M a prechodové funkce jsou urceny pravym nasobenim konstant-
nimi prvky z G, které prevadi jeden fez na druhy. Hovorime o kocyklu prechodovych
funkci To5: M — G, splitujicich

(1) op(x) = 0a(z) - Tap(z)
a tedy také
(2) Tay (¥) = Tap(2) 78y ().

Naopak, zaddnim libovolného kocyklu piechodovych funkci, tj. funkci 7,5: Uy N
Ug — G na prekryvech pokryti M spliiujicich podminku (2), definujeme (az na
izomorfismus) jednozna¢né hlavni bandl P nad M se strukturni grupou G.

Nas nejdtlezitéjsi netrividlni priklad je hlavni bandl P"M se strukturni grupou
G? ., kde hlavni (pravd) akce je ddna skladanim jett zprava (a mize byt intuitivné
chépana jako infinitesimalni{ zmény soufadnych map). Zejména dostdvame hlavni
bandl P'M vsech bazi v teénjch prostorech T, M, x € M, se strukturni grupou
GL(m,R).

Neméné dilezitym prikladem jsou homogenni prostory. Jde o hlavni bandly
p: G — G/H, kde H C G je libovolna uzaviend podgrupa v Lieové grupé G. Lze
celkem snadno ukézat, ze na M = G/H existuje vyznacna hladka struktura takové,
ze standardni projekce p je hladka a hladké funkce na M jsou ty, jejichz kompozice
s p je hladka.

Homomorfismem hlavnich bandlt ¢: P — P’ se stejnou strukturni grupou rozu-
mime fibrované zobrazeni nad bazovym zobrazenim pg: M — M’, které komutuje
s pravymi akcemi strukturni grupy G (pokud jsou grupy rtzné, pozadujeme komu-
tovani prostfednictvim homomorfismu odpovidajicich grup ¢ : G — G’).
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Vsimnéme si, ze kazdy homomorfismus je zadan po celém fibru hodnotou v je-
diném bodé. Zejména tedy skutecné lokdlni fez o, : U, C M — P zadéva izomor-
fismus trivialniho bandlu U, x G s p~*(U,) C P.

Je-li H C G Lieova podgrupa, @ hlavni bandl se strukturni grupou H, P hlavni
bandl nad stejnou bazi a se strukturni grupou G a i: Q — P homomorfismus
vzhledem ke vlozeni H do G, pak hovofime o redukci P ke strukturni grupé H.

Vyse skonstruovany funktor P" je ve skutec¢nosti funktorem z kategorie hladkych
variet pevné dimenze m a lokdlné invertibilnich zobrazeni do kategorie hlavnich
fibrovanych prostorti a se strukturnich grupou G7,,.

0.6. Asociované bandly. Nechf p: P — M je hlavni bandl se strukturou grupou
G a A: G — Diff(S) grupovy homomorpfismus do grupy vsech difeomorfismi na
hladké varieté S. Na souc¢inu P x S pak definujeme ekvivalenci pfedpisem (u, s) ~
(u-g,\(g71)(s)) a definujeme P x S jako prostor t¥id této ekvivalence.

Dobry nazorny piiklad je vektorovy prostor V misto S a prostor vsech bazi V
jako hlavni fibrovany prostor nad jednobodovou bazi (vS§imnéme si, Ze takové P je
pfimo linedrni grupa GL(V), aZz na volbu jednotky, kterd neni kanonicky déna.)
Obecné 1ze tedy nahlizet na reprezenta {u, s} tfidy v P x S jako na soufadnice s
daného bodu v bazi u. Zména béaze na u - g pak musi odpovidat zméné soufadnic
na A(g~1)(s), viz. opét piiklad s bazemi vektorovych prostorti.

Na P x, S je indukovana struktura bandlu nad M se standardnim fibrem S.
dostaneme vyzna¢ného reprezanta kazdého prvku ve fibru nad z ve tvaru {o(z), s}.
Vysledny bandl nazyvame asociovany bandl k P prostfednictvim reprezentace .
Také hovofime o G-bandlu asociovaném k P a piSeme P X S, pokud je akce G
jasna z kontextu.

Je-li A linearni reprezentace, tj. hodnoty A jsou v GL(V) pro vektorovy prostor
V, pak dostavame asociovany vektorovy bandl. Podobné pro afinni reprezentace
afinni bandl, atd.

Kazdy homomorfismus ¢: P — P’ hlavnich fibrovanych prostorii se strukturni
grupou G indukuje bandlové homomorfismy pro vSechny asociované bandly ¢: P x
S — P’ x, S predpisem ¢: {u, s} — {p(u),s}. Slovy to miizeme vyjadiit tak, ze
zobrazime baze a soufadnice nechdme nezménéné.

Velice dilezité bude nasledujici jednoduché tvrzeni, které ve vyse uvedeném pii-
kladu soufadnic na vektorovém prostoru fika, ze vektory jsou totéz co zobrazeni
z bazi do soufadnic se spravnym ekvivariantnim chovanim.

Lemma. Mnozina C®(P x S) vSech hladkych fezi s asociovaného bandlu je
v piirozené bijekci s G—ekvivariantnimi zobrazenimi 5§ € C*®(P,S)%, tj. 5(u - g) =
Ag™1)(s(u)). Tato bijekce je ddna prostiednictvim libovolného lokalniho fezu o na
P dana vztahem

(1) s(z) = {o(z),3(o(2))}
Dukaz. Pro z € M a lokdlni fez o kolem z mame

s(@) = {o(2),5(c(2))} = {o(2) - 9. Mg~ (5((2)))}

coz jednoznacné urcuje § na celém fibru nad z, mame-li déno s(x). Naopak, ekvi-
variantni § zjevné dobfe definuje s toutéz formuli. [
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0.7. Prirozené bandly. Piedchozi konstrukce ndm pro kaZdou reprezentaci A
jetové grupy G, na hladké varieté S zadava tzv. prFirozeny bandl, tj. funktor F
z variet pevné dimenze m a invertibilnich hladkych zobrazeni do kategorie bandli
se standardnim fibrem S, M — P"M x, S a f — {P"f,ids}. Nejmensi mozné r
se pak nazyva rdd prirozeného bandlu F.

Axiomatice takovychto funktort je z velké ¢asti vénovana kniha [KMS]. Nam
bude plné postacovat tato explicitni definice. Typickymi piiklady jsou vSechny
tenzorové bandly na hladkych varietadch, které maji fad jedna, linedrni konexe pak
jsou fadu dva.

0.8. Lieovské derivovani. Obecné, bud F' ptirozeny bandl na varietach a inver-
tibilnich morfismech s hodnotami ve fibrovanych varietach a jejich morfismech, viz.
0.7 nebo [KMS]. Zejména tedy piedpokladame, ze pro kazdé N je F'N fibrovand va-
rieta nad N a pro kazdé f: M — N je F'f morfismus nad f. Protfez sy : N — FN
definujeme jeho pullback f*sy : M — FM vzhledem k difeomorfismu f : M — N
predpisem f*sy = Ff losyo f.

Pro vektorové pole & € X(M) uvazme difeomorfismy FI5 : M — M (pro mala t).
Pullback fezu s : M — FM je fez (FI5)*s = F(F1*,) o soFI$ : M — FM. Nyni

pro pevné z € M je (F1$)*s(z) kiivka v p~1(z) a

0
Les = =| (FI5)*s
3 61} O( t)
jetez VFM C TFM, ktery nazveme Lieovskd derivace s podél vektorového pole €.
Rozepsanim derivace slozeného zobrazeni podle proménné ¢ v definici Lieovské de-

rivace dostaneme
Les=Tsol —Fos,

kde F¢ = %|OF(Flf) € X(FM), viz. také odstavec 6.3.

V prtipadé, ze F'M je vektorovy bandl, je vertikalni te¢ny prostor v kazdém bodé
kanonicky ztotoznén s pivodnim fibrem F'M (standardni afinni struktura na kaz-
dém vektorovém prostoru) a lze tedy L¢s uvazovat jako fez FM. Zejména, je-li
F teény funktor, plati Len = [¢,n]. Jinymi slovy, nase obecné Lieovské derivo-
vani zobecnuje klasickou Lieovskou derivaci na tenzorovych bandlech a na tecném
prostoru splyva s Lieovou zavorkou vektorovych poli.

Vsimnéme si jesté podrobnéji Lieovské derivace na tensorovych polich. Plati
totiz obdoba Leibnitzova pravidla pro derivaci tensorového soucinu s; ® so dvou
tensorovych poli

(1) Le(s1® s2) = (Les1) @ s2 + 51© (Lesa).
Pfitom pro vyd¢isleni linedrnich forem na vektorovych polich plati

Le((n, ) = (Len, @) + (€, Leav)
a celkem tedy dostavame pro k—krat kovariantni tensorové pole T

k
) (LT eom) = Le(Tlns-ymi)) = D Ty Le(ma), - mn)-

i=1
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0.9. Distribuce a foliace. Distribuce D na varieté M je dana vybérem vektoro-

vého podprostoru D, C T,M v kazdém bodé variety M. Rekneme, Ze distribuce

ma konstantni hodnost k, jestlize je dimenze D, rovna k pro vSechny body z. In-

volutivni distribuce je takova D,, pro kterou plati, Zze Lieova zavorka libovolnych

dvou poli v D je opét pole v D. Integrdlni podvarieta dimenze s distribuce D je

takova podvarieta, Ze jeji tecné prostory jsou pro vSechny body obsazeny v D.
Plati véta (viz. napf. [KMS] i pro distribuce s nekonstanti hodnosti)

Vé&ta. Necht D je distribuce na M s konstantni hodnosti k. Kazdym bodem x € M
prochazi integralni podvarieta maximalni dimenze k pravé, kdyz je D involutivni.
V takovém pripadé pak v kazdém bodé z existuje souradna mapa na okoli U > x
takova, e maximalni integralni podvariety jsou na U dény rovnicemi x’ = 0 pro
j=k+1,...,m.

Regularni foliace dimenze k na M je rozlozeni variety M na maximalni integralni
podvariety involutivni distribuce.



Cast 1.
G—struktury a I'-struktury

1. G-struktury

Bud M diferencovatelné varieta dimenze m, P™M bandl lineérnich repérit se
strukturni grupou GL(m,R) a s bazi M. Je-li G podgrupa Lieovy grupy GL(m,R),
pak G-strukturou na varieté M nazveme hlavni bandl P C PM se strukturni
grupou G a s bazi M, tj. redukci bandlu P'M ke grupé G. Odtud pro libovolné
peEPageGL(MR)jep-ge P geQq.

Pro danou varietu M a strukturni grupu G C GL(m,R) mtZe a nemusi p¥islusna
G-struktura existovat. V nasledujici vété ukazeme, Ze existence takové G—struktury
je podminéna existenci globalniho fezu jistého bandlu a obracené. Onim bandlem
je PIM/G — M, bandl vsech orbit akce G' na P!M. Kazdé u € P'M zadava
zobrazeni P'M/G — GL(m,R)/G, [u- g] — [g]. Snadno se tedy piesvédéime, ze
PM/G je GL(m,R)-bandl se standardnim fibrem GL(m,R)/G asociovany k P*M,
tedy

P'M/G = P'M X Grmr) (GL(m,R)/G).

Poznamka. Jsou-li lokdlni trivializace PM|U, = U, x GL(m,R) zadany ko-
cyklem hladkych funkei o5 : Usg — GL(m,R), pak pfechodové funkce @,5 :
Uap X GL(m,R)/G — GL(m,R)/G definované (z, [g]) — [g - ¥pa(z)] pro kazdé
x € M ag € GL(m,R) skuteéné tvoii kocykl a zadéavaji lokdlni trivializace
(PM/G)|U, 2 U, x GL(m,R)/G.

1.1. Véta. G-struktury na varieté M jsou v bijektivni korespondenci s globalnimi
fezy bandlu P'M/G.

Diukaz. I. Bud P C PM s atlasem lokélnich trivializaci uréenym kocyklem ¢, :
Uap — G C GL(m,R). Odpovidajici lokalni fezy o, : Uy, — P definuji globalni fez
o : M — PM/G predpisem z — [0, (z)], z € U,.

Je-li soucasné = € Ug je 0p(x) = 0a(x) - pas(z). Protoze pop(z) € G pro kazdé
x € M, je og(x) € [0a(2)], tedy [0a(x)] = [o5(x)], a popsané pfifazeni je dobfe
definovano.

II. Opaéng, necht o : M — PM /G je pevny globélni fez. Nad mnozinami (U,)
z pokryti M zvolime lokalni Yezy o, : U, — PM tak, aby [0,(x)] = o(z) pro
libovolné x € U,. Odtud pro libovolné x € U,g se hodnoty o, (x) a og(x) lisi vzdy
o néjaky nasobek p,5(z) € G. Je-li © € Uypy, spliuji (pqp) podminku kocyklu
a uréuji lokalni trivializace jistého podbandlu P C PM se strukturni grupou G. [

1.2. Priklady.

1. Hladké variety, G = GL(m,R). GL(m,R)-struktura na varieté M je pravé
bandl P'M. Kazd4 hladk4 varieta M m4 kanonickou G L(m, R)-strukturu P1M.

2. Paralelizovatelné variety, G = {e}, jednotka v GL(m,R). {e}-struktura
na M se nazyva kompletni paralelismus, je to globalni fez bandlu PM/{e} = PM.
Varieta pfipoustéjici {e}—strukturu se nazyva paralelizovatelnd.

3. Orientované variety, G = GLT(m,R), matice s kladnym determinantem.
Diferencovatelné varieta p¥ipousti GL™ (m, R)-strukturu pravé, kdyz je orientova-
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teln4, kazdou GL™ (m, R)-strukturu na varieté miiZzeme povaZovat za jeji orientaci,
viz. elementarni linedrni algebra.

4. Riemannovy variety, G = O(m,R), ortogonalni matice. Volba systému orto-
normalnich bazi tecného prostoru v kazdém bodé variety M definuje skalarni soucin
na te¢ném prostoru. Opacné kazda Riemannova metrika na M zadava bandl orto-
normélnich repérii nad M, tj. O(m, R)-strukturu. Odtud plyne, Ze zadani O(m, R)-
struktury je ekvivalentni volbé Riemannovy metriky na M. Na kazdé varieté lze
definovat Riemannovu metriku, kazd4 varieta tedy pfipousti O(m, R)-strukturu.
(Dtikaz lze snadno provést pomoci tzv. rozdéleni jednotky na pokryti variety.)

1.3. Isotropni podgrupy. Bud S hladk4 varieta, GL(m,R) — Diff(S) leva akce
na S. Podgrupa G, C GL(m,R) se nazyva isotropni podgrupa v bodé y € S, je-li
tvofena vSemi takovymi g € GL(m,R), ze g -y = y. Nyni kazda G,—struktura P
na M, zadavéa globélni fez asociovaného bandlu P x¢, S dobie definovanym pfi-
fazenim [p] — {p,y}, p € P. V piipadsé, Ze akce GL(m,R) je na S transitivni, je
S = GL(m,R)/G, a zobrazeni {p, [g]} — [p-g] z P xg, S do P'M /G, je prosté
a dobfe definované. Dohromady dostavame

P'M/G, = P xg, (GL(m,R)/G,).
Speciélné pro S = GL(m,R)/G a y = [e] mdme G, = G, tedy
P'M/G = P x¢ (GL(m,R)/G).

1.4. Homomorfismy G-struktur. Necht je P C PM G-struktura na vari-
eté M, Q C PN G-struktura na N. Hladké zobrazeni f : M — N se nazjva
homomorfismus G-struktur P — @, jestlize P1f(P) C Q. Pf je homomorfismus
hlavnich fibrovanych prostori indukovany zobrazenim f. Je-li f: M — N difeo-
morfismus a Pf(P) = Q, pojmenujeme f isomorfismem, a v pripadé, ze M = N
a P = @ nazveme isomorfismus f automorfismem G-struktury P.

1.5. Piipustné soufadnice. G-struktura P C PM na varieté M se nazyva
integrovatelnd, pokud v kazdém bodé M existuje mapa (U, (x!,...,2™)) takova,
7e repér (%, cee %) patii do P pro vsechny body z U. Kazdy vySe zminény
lokalni soufadny systém !, ..., 2™ nazveme piipustné soutadnice vzhledem k dané
G-struktuie P. Jsou-li z',..., 2™ a y',...,y™ piipustné soufadnice na otevienych
mnozinach U,V C M, pak Jacobiho matice (%) patii do G pro vSechny body
zUNV.

Lokalni difeomorfismus f mezi otevienymi mnozinami U C M a f(U) C R™ tvoii
pripustné soufadnice, jestlize je isomorfismem G-struktur P|U a (R™ x G)|f(U),
tj. PYf(P|U) = (R™ x G)|f(U). Odtud G-struktura je integrovatelnd, jestlize je
lokalné isomorfni s plochou G-strukturou.

1.6. Infinitesimalni automorfismy. Vektorové pole ¢ € X(M) nazveme infini-
tesimdlni automorfismus, jestlize jeho tok Flf je automorfismus G-struktury P pro
kazdé t € R, pro které je definovan.

Lokalné mtzeme pro integrovatelné G-struktury klidné uvazovat M = R™ a P =
R™ x G. Necht ¢ je infinitesimalni automorfismus, tj. £ generuje lokdlni 1-para-
metrickou grupu automorfismii (F15), které oznacime (o). V okoli pocatku R™
rozvineme komponenty ¢; do Taylorovy fady

o0 1 m
(1) pi@) == o D g w2t
0

k= J1seJe=1
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kde koeficienty f;l jr Jsou funkce t a jsou symetrické v indexech ji,...,jk. Ta-

ylorovy rozvoje jednotlivych komponent vektorového pole & = > ¢! a(zzi ziskame

derivaci (1) podle ¢, nebot

€)= 2| i)
Dostavame
i 0 i 0 o 0
gy g "= E‘t:(] Jide T Gpan o Axix Ot

o4

=0, t=0

Protoze £ je infinitesimélni automorfismus, je Jacobiho matice J(¢:) = (gjf) eG
o

pro vSechna t € R a x € R™. Odtud §|0 J(or) = (5% 21) ‘0 € g pro vSechna x €
R™. Z uvedeného jiz plyne, Ze pro libovolné pevné js, ..., jir je matice (aélu.jk)ml
prvkem g, coZ motivuje nasledujici definici.

1.7. Prodlouzeni Lieovy algebry. Obecné pro vektorové prostory V, W se
definuje k-t€ prodlouZeni podprostoru U C Hom(V, W) jako vektorovy prostor vsech
(k + 1)-linedrnich zobrazeni T': V x --- x V — W takovych, Ze pro libovolné pevné
—_——
(k-+1)-krat
vektory vy,...,vx € V je linedrni zobrazeni t : V — W, definované predpisem
v+— T'(v,v1,...,0), prvkem U.
Specidlné pro g C gl(m,R) = Hom(R™,R™) je k-té prodlouzeni

g(Ic) ~ (Sk'—i-lRm* ®Rm) N (SkRm* ® g)’

zejména g(©) = g. Nejmensi k takové, ze g*) = 0 se jmenuje 7did Lieovy algebry g.

Pokud je g*) # 0 pro vSechna k, fekneme, Ze algebra g je nekonecného typu.
Zéavér predchoziho odstavce mizeme nyni zformulovat — £ je infinitesimalni

automorfismus pravé kdyz vSechny koeficienty a§1...jk cghD keN.

1.8. Tvrzeni. Jestlize Lieova algebra g C gl(m,R) obsahuje matici hodnosti 1, je
nekonecného typu.

Dukaz. Necht g € g € R™ ® R™ je hodnosti 1. Pak existuji nenulové prvky
a € R™* a w € R™ takové, Ze zobrazeni g je zaddno v — (v, @) - w, v € R™. Pro
libovolné k € N definujme T'(vg, v1, ..., vk) = (v, @){v1, Q) - -+ (v, @) - w, v; € R™.
Nyni T je nenulovy prvek g(®), algebra g je nekoneéného typu. [

1.9. Eliptické G—struktury. Algebra g se nazyva eliptickd, jestlize neobsahuje
matici hodnosti 1. Zejména, je-li g konecného typu, je eliptickd. G-struktury
nazyvame eliptické, jestlize jsou prislusné Lieovy algebry eliptické. Lze ukazat
nasledujici tvrzeni, které nazev opraviuje:

Lemma. Necht P C P'M je elipticka G-struktura. Infinitesimalni automorfismy
& € X(M) jsou feSenim eliptickych systému parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Dukaz. Viz. [Ko, str. 27]. O

Dtsledkem pak je, ze na kompaktnich varietdch M tvori globalné definované infi-
tesimalni automorfismy konec¢nérozmérnou Lieovu algebru. Z dalsich analytickych
avah pak vyplyvéa, Ze grupa vSech globalné definovanych automorfismt takovych
struktur je kone¢nérozmérna Lieova grupa. Obecné tvrzeni tohoto typu bylo doka-
zéno v [Pa], viz. také [Ko, str. 22].

V prikladech uvidime, ze jsou dilezité geometrické struktury, které nejsou ko-
necného typu, presto ale jsou eliptické.
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1.10 Véta. Necht M a N jsou diferencovatelné variety, G C GL(m,R). Oznac¢me
sy fez FM = PM /G zadavajici G-strukturu na M, podobné pro sy. Plati:
(1) f: M — N je isomorfismus < f*sy = spr
(2) & € X(M) je infinitesiméalni automorfismus < Lesy =0
(3) G-struktura je integrovatelnd < v kazdém bodé M existuji lokalni soufad-
nice, v nichz ma sy; konstantni vyjadreni.

Duikaz. Pripomenme, ze Lieovské derivovani bylo diskutovano v odstavci 0.8.

1. Tvrzeni je zfejmé, nebot f*sy = sy < syo f=Ffosy.

2. € je infinitesimélni automorfismus < (F1$)*sy; = sp7. Odtud Le¢sy = 0 pro
vSechna x € M. Opacné, je-li Lesy =0, je (Flf)*sM konstantni. Pro ¢t = 0 vSak
mame (Flg)*sM = sur, tedy (FI5)*sp; = spy pro libovolné .

3. Konstantnim vyjadfenim ve zvolenych soufadnicich rozumime takovou volbu
soutadnic (zt,...,2™) na U C M, Ze sjs vyjadiené prostiednictvim soufadnych re-
péri u(z) = (%(m), e (%%(x)), je v kazdém bodé x € U déno stejnou hodnotou
Sp(u(z)) € GL(m,R)/G. G-struktura P je integrovatelnd pravé, kdyz v kazdém
bodé variety M existuje soufadné okoli U s pfipustnymi soufadnicemi z*,..., 2™,
tzn. takovymi soufadnicemi, Ze repér u(z) = (a%l(x), cee 8%(@) patii do P pro
viechny body x € U. Rez sy uréujici G-strukturu P C P'M pak na U dokézeme
popsat konstantnim vyjddienim sy = {u(z), [e]}.

Naopak, jestlize 1ze najit konstantni vyjadfeni, pak je mozné ziskat i s); =
{u(z), [e]} pro vhodny fez u : U C M — P'M. Takovy fez oviem zad4va iso-
morfismus Py — PIR™ ~ R™ x GL(m,R) na obraz. Pfitom je fez sgm definujici
plochou G strukturu na R™ déan pravé piedpisem s konstantni hodnotou [e] ve
standardnich soufadnicich a z prvni ¢asti véty vyplyva, Ze je P lokalné isomorfni s
plochou strukturou, coz jsme chtéli dokazat. [J

Pro ilustraci, v pfipadé struktur zadanych pevné zvolenym tensorovym polem T’
jistého typu na M je G isotropicka grupa takového tensoru v jednom fibru a poza-
davek konstantnosti neni nic jiného, nez ze zadavajici tensorové pole ma konstantni
koeficienty ve vhodnych soufadnicich.

2. Priklady G-struktur

Nyni si uvedeme struc¢né nékolik prikladti G—struktur. V zasadé se u kazdé vzdy
spokojime s nékolika pozndmkami o existenci struktury, o fadu, o automorfismech.
Urcité bude uzite¢né, kdyz se ¢tenai pokusi o téchto prkladech pfemyslet podrob-
néji, je vSak tfeba se mit na pozoru, protoze v kazdém ptipadé jsou nekteré problémy
fesitelné snadno, jiné velmi tezko. Vibec uz nediskutuji problém klasifikace vSech
prirozenych bandlt (feknéme vektorovych), ktery je viceméné problémem teorie
reprezentaci prislusnych grup a algeber.

2.1. G = GL(m,R). Lieova algebra g = gl(m,R) jisté obsahuje matici hod-
nosti 1 a je tedy nekonecného typu. Kazdy difeomorfismus na M je automorfismus
GL(m, R)-struktury, kazdé vektorové pole na M je infinitesimélni automorfismus,
kazd4d GL(m,R)-struktura je integrovatelna.

2.2. G = {e}, g = 0. Absolutni paralelismus na M je totéz jako globalni ez
bandlu linedrnich reperti P* M. Existence této geometrické struktury na varieté je
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tedy ekvivalentni existenci m = dim M globalné definovanych linedrné nezavislych
poli. Lze tedy spiSe ocekdvat, Ze na mnoha varietdch tato struktura existovat
nemuize. Napiiklad na sféfe 52, jak je dobfe zndmo z topologie, dokonce neexistuje
ani jedno globalné definované a vSude nenulové pole. Neni ovsem ani pravda, ze je
absolutni paralelismus mozny jen na takovych varietach jako R™ — ve 2. ¢asti této
prednasky uvidime, ze {e}-struktura existuje na kazdém bandlu linedrnich repéra
P'M. Typick§m piikladem je absolutni paralelismus na R™ dany standardni afinni
strukturou. Automorfismy jsou potom pravé vSechny translace t,: R™ — R™ o
r e R™.

2.3. G = O(m,R). Struktura je tedy zadana redukci linedrnich repert k orto-
gondlni podgrupé, tj. na kazdém tecném prostoru mame zadan skaldrni soucin.
Piislusné Lieova algebra g = so(m,R) je tvofena antisymetrickymi maticemi . To
se snadno ovéti derivovanim A; - AT = E a vyéislenim v nule. Zde A; je kiivka
matic v O(m, R), Ag = E. Algebra pso(m,R) neobsahuje matici hodnosti 1 a do-
kazeme, ze je prvniho faddu. VSimnéme si pfidaného pismene s v oznaceni algebry
— odpovida tomu, Ze ortogonalni grupa se rozpada na dvé komponenty, totiz na
matice s determinantem jedna a minus jedna. G-struktury s grupou SO(m,R) pak
tedy odpovidaji orientovanym varietdm s O(m, R)-strukturou.

Necht (t;k) e g libovolné. Z definice g(P) je t;k = t};j a pro pevné k je
i €o(m,R), tzn. ti, = —t/,. Odtud
;‘k = _tgk = _t?m' = t?i = tff = Zj == ;k’
tedy t};, = 0, coz jsme chtéli ukazat.

O integrovatelnosti O(m, R)-struktur, automorfismech a infinitesimalnich auto-
morfismech se zminime pozdé&ji, pfipadné viz [Kobayashi]. Zde pouze pozname-
nejme, ze generickym pripadem je, kdyz neexistuje zadny automorfismus kromé
identity. Zejména tedy existence globalniho infinitesimélniho automorfismu (tzv.
Killingovo vektorové pole) je velice silny poZzadavek na zvolenou strukturu. Kupo-
divu silné souvisi i s topologii podkladové variety M.

2.4. G = SL(m,R). Jde o matice s determinantem 1. Oznac¢ime A; kfivku matic
v SL(m,R) a v okoli E budeme psat A; = E +tX. Z definice determinantu plyne,
e %|0 det(F +tX) = Tr X. Ale detA; = 1 nezévisle na ¢, tedy %|0 detA; = 0
a g = sl(m,R) tvofi matice s nulovou stopou. Algebra sl(m,R) evidentné obsahuje
matici hodnosti 1 a neni tedy eliptickd. Zejmmeéna je tedy nekonecného typu.

Nyni ukdzeme, ze SL(m,R)-struktury na varieté M jsou v bijektivni korespon-
denci s formami objemu na M. Pfirozena akce grupy GL(m,R) na R™ indukuje
akci GL(m,R) na A"R"™ — Aw = detA~!-w. Na A"R™ \ {0} je akce GL(m,R)
transitivni s isotropni podgrupou SL(m,R) pro libovolné w € A™R™*. Plati tedy
GL(m,R)/SL(m,R) = A™R™* \ {0} a proto

P'M/SL(m,R) = P'M Xgr(mz) A"R™ \ {0} = A™T*M \ {0}.

Varieta pfipousti SL(m, R)-strukturu pravé kdyz je orientovatelnd. V néasledu-
jlcim odstavci ukdzeme, ze kazd4 SL(m,R)-struktura je integrovatelna.

Na soufadném okoli U C M uvazme lokalni soufadnice z!,... ™. V nich je
forma objemu odpovidajici dané SL(m, R)-struktufe vyjadiena w = f-dal A--- A
dz™, kde f(x!,...,2™) je realnd, v kazdém bodé nenulova funkce. Na stejném
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: 4 cniiiadnicee ol m 2 _ .2 m _ om0yt _
okoli zvolme nové soutadnice y-, ..., y™ tak, aby y* = 2=, ...,y =2 a 57 = f.
Ponévadz je f # 0, je Jacobidn prechodu k novym soufadnicim zarucené nenulovy
ayl,...,y™ skuteéné tvofi soufadny systém. Navic je

oyt oyt
dyt Ao ANdy™ = ((,ﬁldx1+---+ajm

=f-det A ANdz™ = w,

dscm) Adz? A--- Ndz™ =

tedy y!,...,y™ jsou piipustné souradnice vzhledem k dané SL(m,R)-struktute.
Nyni, difeomorfismus na M je automorfismus SL(m, R)-struktury, pravé kdyz
zachovava formu objemu na M, tj. pravé kdyz determinant matice tecného zobra-
zeni je roven 1.
Je-li £ vektorové pole na M, pojmenujeme funkci definovanou vztahem

Lew = (div€)w

divergence xi vzhledem k w. Potom £ je infinitesimalni automorfismus pravé kdyz
dive = 0.

2.5. G = GL(m,C). Zde uvazujeme grupu komplexné linedrnich transformaci na
C™ = R?*™ | tyto geometrické struktury jsou tedy mozné na 2m-rozmérnych hlad-
kych varietach. Podobné jako u ortogonalni grupy lze redukci k této grupé snadno
interpretovat jako volbu jitého tenzoru. Volba mnoziny bazi na R?™, které se jedna
od druhé 1isi komplexné linedrni transformaci z GL(m, C), je totéz jako volba (nové)
komplexni struktury na R2™, tj. totéz jako volba nasobeni imaginarni jednotkou
i. Z tohoto pohledu je mozné komplexni obecnou linearni grupu realizovat tak, ze
zvolime linearni zobrazeni (matici) J € GL(2m, R) splijici J? = —F (kde E znaéi
jednotkovou matici dané dimenze) a GL(m, C) je pak podgrupa vSech matic A spl-
fujicich AJ = JA. Standardni realizaci (odpovidajici ndsobeni i v C™) dostaneme

volbou blokové matice
J— 0 -F
“\E o0 )

Obecnéd matice v GL(m,C) je pak ddna rovnosti

A B
X(C D), XJ=JX=C=-B, D=A.

Derivaci kiivek v G dostaneme tytéz rovnosti vymezujici Lieovu podlagebru

X € gi(m,C) C gl(2m,R)), X — <_AB i) .

Tato algebra evidentné je elipticka.

Vidime tedy, Ze redukce P! M k podgrupé GL(m,C) je totéz jako volba tenzoru
J € T*M ® TM spliujiciho J o J = —idpps. Takovou strukturu nazyvame skoro
komplexni struktura na M. Slovicko skoro zde je pro odliSeni od tzv. komplez-
nich struktur, které se definuji jako variety s atlasem tvorenym hladkjymi mapami
p: C™ — M s holomorfnimi pfechodovymi funkcemi. Hovofime castéji o kom-
plexnich varietdich. Standardni komplexni struktura na C™ samoziejmé definuje
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GL(m, C)-strukturu na kazdé komplexni varieté a piimo z definice je jasné, Ze se
jednd o integrovatelnou strukturu (mapy z atlasu jsou samé piipustné soufadnice).

Vyvstava tedy problém, jak o dané skoro komplexni struktufe rozhodnout, jestli
je nebo neni komplexni. Jedna obstrukce se nabizi evidentné:

Uvazme komplexifikaci te¢ného prostoru 7 = TM ® R. Pro kazdou skoro kom-
plexni varietu se jedna o komplexifikace jednotlivych komplexnich vektorovych pro-
stort T, M, proto se cely Tc M rozlozi na vlastni podprostory komplexifikovaného
zobrazeni J (po fadé s vlastnimi ¢isly ¢ a —)

TeM =Ty oM & Ty, M.

Komplexni vektorova pole v T oM se nazyvaji holomorfni, ta v Tp 1 jsou antiho-
lomorfni. Holomorfni pole jsou tvaru £ + iJ¢, kde £ € XM, J je tenzor definujici
skoro komplexni strukturu a ¢ je imaginarni jednotka, jiz lze nasobit coby ska-
larem na komplexifikaci Tc M. Antiholomorfni jsou v8echna pole tvaru £ — iJ¢.
Jestlize je M komplexni varieta, pak v komplexnich soufadnicich (21, ..., 2™) jsou
v8echna holomorfni pole vyjadfena vyhradné prostifednictvim diferencialt %, za-
timco antiholomorfni jsou vyjadiena diferencialy %. Zejména jsou Lieovy zavorky
dvou holomorfnich poli opét holomorfni. Jinymi slovy, 177 oM je involutivni pod-
bandl v Tc M. Analogicky je také antiholomorfni podbandl involutivni. Projekce
na antiholomorfni teény bandl ma tvar X — X —iJX, X € Tc M, proto podminku
involutivity holomorfnich poli mizeme psat

[€ +iJEn+ iy —iJ[¢ +iJEn+iJn] =0

pro vsechna pole £ € XM. Nyni si stac¢i povsimnout, Ze uvedené Lieovy zavorky
jsou ve skutecnosti komplexifikované zavorky na hladkych polich a zejména tedy
muizeme nasobeni skaldrem ¢ vytykat pred zavorku. Realnd ¢ast podminky tedy
Fika

a imaginarni ¢ast téZe podminky je (—J)-ndasobek tohoto vyrazu. Jestlize dosadime
za pole £ nasobek f¢ pro libovolnou hladkou funkci f, ¢leny s derivovanou funkci f
se vykrati. Stejné tak pro 7, takZe je vyraz na levé strané (1), vy¢isleny v jednom
bodé x variety M ve skute¢nosti zavisly pouze na hodnotach poli £ a 7 v bodé =x.
Jedna se proto o tensor, kterému fikame Nijenhuistuv tensor N; skoro komplexni
struktury J.

Vysoce netrividlni analytické ivahy vedou i k opa¢né implikaci a dostavame tzv.
Newlanderovu—Nirenbergovu vétu

Véta. Skoro komplexni struktura J na hladké varieté M je integrovatelna prave,
kdyz je Nijenhuistiv tensor N; identicky nulovy

Poznamenejme jiz ted, ze Nijenhuistiv tensor hraje roli jisté torze (ve smyslu torze
linedrnich konexi) a je skuteéné nulovy tehdy a jen tehdy, kdyz skoro komplexni
varieta pripousti konexi bez torze. Na podrobnéjsi rozbor bohuzel nebude dostatek
¢asu ani az se budeme konexemi na G—strukturach blize zabyvat.

Homomorfismy skoro komplexnich struktur jsou pravé ta differencovatelna zob-
razeni, jejichz diferencidl je v kazdém bodé komplexné linearni (vzhledem ke kom-
plexnim vektorovym strukturdm na teénych prostorech). Rik4 se jim holomorfni
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zobrazeni. U komplexnich variet jsou to pravé ta zobrazeni, jejichz soufadna vyja-
dfeni v piipustnych soufadnicich jsou obvykla holomorfni zobrazeni CM — C™.

Praktickou podminku pro infinitesimalni automorfismy komplexnich struktur lze
snadno odvodit z obecného vztahu L¢J = 0. Vy¢islenim na dalsim argumentu 7
totiz dostavame (viz. 0.8(2))

0= (LeJ)(n) = Le(J(n) = J(Len)

Protoze je algebra gl(m,C) eliptickd, je na kompaktnich varietdch Lieova algebra
vSech globalnich infinitesimélnich automorfismi koneénérozmérna. Jeden takovy
pfipad je dobfe znamy z komplexni analyzy jedné proménné: Na kompaktifikaci C,
tj. na Riemannové sfére, existuji pouze konstantni globalné definované holomorfni
funkce. Zkuste si podrobnéji zdivodnit souvislost tohoto tvrzeni s nasi obecnou
diskusi!

2.6. G = U(m). Unitérni grupa U(m) je tvofena vSemi unitdrnimi linedrnimi
zobrazenimi v C™. Jde tedy o podgrupu

U(m) =0(2m,R)NGL(m,C)

a stejné tak je i jeji Lieova algebra su(m) podalgebrou v so(2m,R). Zejména je
tedy nutné su(m) ¥addu 1, stejné jako ortogonélni algebra.

Na 2m-rozmérné hladké varieté M zadame U (m)—-strukturu tak, ze zadame skoro
komplexni strukturu P C P'M a soucasné ortogonalni strukturu P’ ¢ P'M.
Pfitom musi byt @ = PN P’ # (. Jde tedy o zaddni komplexniho skaldrniho
soudinu na kazdém te¢ném prostoru (chadpaném jako komplexni vektorovy prostor).
Z definic vyplyva, Ze U(m) je integrovatelnd pravé, kdyz je pfislusna komplexni
struktura integrovatelnd a zaroven i ortogonalni struktura je integrovatelna. To
opét nastane pomérné zridka a generickym pripadem je, Ze pro pevné zadanou
U(m) strukturu neexistuji zddné automorfismy kromé identity.

2.7. G = CO(m,R). Konformni ortogonalni grupa se zdanlivé pfili§ nelisi od
O(m,R). Ve skutecnosti se ale chovaji tyto struktury tplné odlisné. Konformni
linearni automorfismy R jsou ty, které zachovévaji standardni skalarni souéin az
na kladny nasobek, tzn.

CO(m,R) = {A € GL(m,R); AAT = cE, 0 < ¢ € R libovolné}.
Odtud také vyplyva, ze
co(m,R) = {X € gl(m,R); AAT = cE, ¢ € R libovolné}.

Speciélné CO(2,R) = GL(1,C), jsou tedy dvourozmérné konformni Riemannovské
struktury totéz co jednorozmérné skoro komplexni. (To odpovidd zndmému faktu,
7e holomorfni funkce na R? = C jsou pravé ty, které zachovévaji hly.) Budeme se
tedy v dalsim zabyvat CO(m,R) s m > 2.

Z nasich obecnych tvah vyplyva, ze zadani konformni struktury na varieté M
je totéz, jako zadéni t¥idy Riemannovych metrik (tj. skaldrnich soudint na jed-
notlivych teénych prostorech), které se vzajemné 1isi o ndsobek kladnou hladkou
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realnou funkci. Mizeme ji tedy snadno zadat volbou jedné Riemannovy metriky,
na konformni Riemannové varieté ovSem zadnou vyznacnou metriku uz neméame.
Vsechny metriky ze zadané tfidy lze také chapat jako fezy vyznacného jednoroz-
mérného afinniho bandlu nad M.

Konformni ortogonalni algebra také nema fad 1, ukazeme ze je fadu 2. Nejprve
spo¢teme prvni prodlouzeni g(). Budeme pracovat s tzv. abstraktni indezovou no-
taci, kdy tensory zapisujeme ve tvaru t;llzj’“ aniz bychom to chéapali jako popis
jednotlivych souradnic v pevné zvolené bazi. Zato mizeme snadno explicitné za-
pisovat kontrakce a jiné invariantni operace na tensorech. Zejména budeme uzivat
konvence, ze pres opakované indexy se sCita.

Jadrem stopového zobrazeni (kontrakce) Tr: co(m,R) — R, X — Tr(X) je pravé
s0(m,R). Protoze je ortogonalni algebra fadu 1, je zobrazeni

K3

. 1 .
Wst=(t)—a=—t, ¢ R™
g (]k) « m k

injektivni (jadro tohoto zobrazeni je pravé prvni prodlouZeni so(m,R)). Naopak,
zvolime-li pro pevné dané o = (ay) € R™* tensor

(1) t= () = Sson + Oy — Gjpad,
pak jeho stopa je t;k = %(mak + a — a) = ag. (Zde bychom spravnéji k popisu
posledniho ¢lenu v (1) méli uzit posouvani indextt pomoci metriky a jeji inverze:
gsj 9 05y — pritom je sice metrika uréend jen aZ na néasobek, ale tim Ze ji uzivdme
jednou v pivodni a jednou v inverzni podobé, je cely vyraz invariantni.) Vidime,
7e je toto zobrazeni i surjektivni a g(t) = R™", kde identifikace s podmnozinou v
S?R™ @ R™ je dana vztahem (1).

Uvazme nyni libovolny tensor ¢ = t;, € g®. Pro kazdj pevné zvoleny index
h (to muzeme chapat jako "pro kazdé vyéisleni na pevné zvoleném piislusném
argumentu) musime dostat prvek z g(V), tj.

(2) t;‘kh = 5;04;% + %ajh — 6,7'1604;1'
Pfitom ale je t' 4, symetrické ve viech spodnich indexech. Zejména proto e, =
i, COZ zarucuje oy = api. Rovnost ti,, = t,. pak dava (dosazenim do (2))

(3) (m — 2)a;€h = _5kh04§
(kde opét plati vyse uvedeny komentaf o posouvani indexit). Dalsi kontrakee v po-
sledni formuli dava
(m —2)ak = —maf
a tedy zejména a’,j = 0. Konecné, dosazenim do (3) nyni dostédvame
(m — 2)akh =0

a to diky pfedpokladu m > 2 znamena, ze ayy, a proto i tj- &h» Jsou identicky nulové.

Zobrazeni ¢: M — M’ mezi varietami s konformnimi Riemannovskymi struktu-
rami je jejich homomorfismem pravé, kdyz pro jednu z metrik ¢’ v konformni t¥idé
na M’ (a pak uz pro kazdou) plati, Ze ¢*¢’ je ve t¥idé komformnich metrik na M.

Vektorové pole £ na M je infinitesmalni automorfismus prave, kdyz pro nékte-
rou (a pak uz kazdou) konformni metriku g na M plati L¢g = f - g pro néjakou
hladkou realnou funkci f na M. Zejména je kazdé Killingovo pole nékteré z metrik
v konformni t¥idé infinitesimalnim automorfismem.

Diskusi o Riemannovskych a konformnich Riemanovskych strukturach miazeme

vy

snadno rozsifit na skaldrni souciny obecné signatury (p, q).
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2.8. G = Sp(m). Tento piiklad je obzvlast dulezity v klasické mechanice. Sym-
plekticka linedrni grupa je tvorena transformacemi, ketré nechavaji invariantni an-

tisymetrickou reguldrni bilinedrni formu

ot Az™T 4™ A 2T

=(3 )

7 elementarni linearni algebry pak vime, ze

tj. bilinearni formu s matici

Sp(m,R) = {A € GL(2m,R); ATJA = J}
a derivovanim kfivek v jednotce symplektické grupy
sp(m,R) = {X € gl(2m,R); ATJ + JA = 0}.

V blokovém vyjadfeni jsou matice v Lieové algebte sp(m,R) tvaru

X_<C —AT)’ cT=c, BT =B.

Evidentné 1ze v této algebie nalézt matici hodnosti 1, je to tedy algebra nekonec¢ného
typu.

Z definice symplektické grupy vyplyva, ze prislusné struktury na 2m-rozmeérnych
realnych varietach jsou zadany volbou nedegenerované 2—formy. Hovofime o skoro
symplektickych strukturdch. Opét se pfimo nabizi obstrukce k integrovatelnosti.
Jsou-li totiz (z%,...,2?™) pifpustné souradnice na m zadané mapou ¢: R*™ —
U C M a w forma zadavajici strukturu na M, pak

dw = d(@*(dz* A dz™ ! + - da™ A dz®™))
= p*(d(dx* Adz™ T 4 - 4 d2™ A dzP™)) =0
Naopak, existuje tzv. Darbouzova véta, kterd v nasem pripadé ukazuje opacnou
implikaci:

Lemma. Je-li w uzaviena vnéjsi 2—forma na M hodnosti 2m = dim M v bodé
x € M, pak existuje souradné okoli bodu = takové, Ze v téchto souradnicich ma w
tvar

dzt Adx™ Tt 4o da™ A da®™.

Dukaz. Je zaloZen na Poincarého lemmatu, které ¥ika, Ze uzaviené 2—formy jsou
lokalné diferencidly 1-forem, tj. w = da lokalné kolem x. Z nedegenerovanosti w
pak vyplyne, Ze forma « je opét v jistém smyslu nedegenerovand a ovéri se, ze ma
ve vhodnych souradnicich tvar

a=ztdz™ Tt 4+ .. a™mdP™.

Detaily vynechdvam , viz. napf. dodatek v [Ko]. O
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Geometrické struktury zadané uzavienou vnéjsi 2—formou w maximéalni hodnosti
nazyvame symplektické struktury. Jejich automorfismy, tzv. symplektomorfismy,
jsou difeomorfismy ¢ spliujici ¢*w = w, infinitesimalni automorfismy £ jsou pak
dany podminkou L¢w = 0. Jako obvykle, definujici tensor w urcuje fadu dilezi-
tych geometrickych objektt a vztahd. V nasem pripadé je to zejména kanonicky
isomorfismus TM ~ T* M zadany pomoci operace vlozeni

X(M) 3 & igw € QY(M)

kde operace vlozeni je definovana takto: (n,icw) = w(&,n). Odtud dostavame také
prifazeni vektorovych poli funkcim

fi—)H(f), iH(f)w:df.

Pro Lieovskou derivaci vnéjsich forem plati L¢ = i¢ od+doig, je tedy pro uzaviené
symplektické formy w

L’H(f)w =i¢dw + d(igw) =d(df) =0.

Odtud vidime, Ze kazda funkce zadavé infinitesiméalni automorfismus. V mechanice
takto popisujeme dynamiku systému zadaného Hamiltonidnem f.

Nejcasteji se vyuzije kanonickd symplekticka struktura na kotecném prostoru.
Ta je zadana vnéjsim diferencidlem tzv. Liouvillovy formy o € QY(T*M), ktera
vektor & € Tp(T*M) zobrazi na (T'p(€), ), kde p: T*M — M je obvykla projekce.
V tomto pfipadé je tedy symplekticka forma nejen uzaviend, ale dokonce exaktni.

3. I'-struktury

Necht E je m-rozmérna varieta (vétSinou Euklidovsky prostor), které budeme
fikat modelujici prostor. Definujeme pseudogrupu transformaci na E jako mnozinu
T lokalnich difeomorfismti mezi otevienymi mnozinami z F spliujicich:

(a) Necht U = |JU;, U; C E. Difeomorfismus f : U — E patii do I' pravé kdyz
zuzeni f ke vsem T}l patii do I'.

(b) Pro libovolnou otevienou podmnozinu U C E je idy € T.

(c) Jestlize f € T, pak f~1 €T.

(d) Jsou-li f : U — V a f': U — V' difeomorfismy z I' a VN U’" # (), pak
difeomorfismus f'o f: f~Y(V NU') — f/(V NU') opét patii do T.

Rekneme, Ze pseudogrupa I' transformaci modelujiciho prostoru F je tranzitivng,
jestlize pro libovolné z,y € E existuje difeomorfismus f € T" takovy, Ze f(x) =y.

Necht T' je tranzitivni pseudogrupa transformaci F, M topologickd varieta se
systémem map (U;, p;), kde (U;) je oteviené pokryti M a ¢; : U; — E jsou lo-
kalni homeomorfismy. Tento systém (U;, ¢;) nazveme I'-atlas na M, jestlize kazdé
zobrazeni ¢; o ;! 1 0;(U; NU;) — ¢;(U; NU;) je difeomorfismus z T

I'-atlas se nazyva maximdlni, jestlize neni obsazen v zddném dalsim I'-atlasu.
Maximaéalni I'-atlas nazveme I'—strukturou na M. Je-li M Hausdorffiuv prostor, pak
M spolu s pevnou I'=strukturou se jmenuje I'-varieta.
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3.1 Priklady.

1. E=R™ a T je mnozina vSech lokalnich difeomorfismt na E. Pak I'-varieta
je obyc¢ejna hladka varieta a I'—struktura je jeji diferencovatelna struktura.

2. E=R" G C GL(m,R) a I" je mnozina vSech takovych lokalnich dife-
omorfismtt f na E, Ze Jacobiho matice J(f) € G pro vSechny body z Dom(f).
Pak I'-struktury jsou ve vzajemné jednoznac¢né korespondenci s integrovatelnymi
G-strukturami.

3. Predpokladame-li navic, ze J(f) je v kazdém bodé& konstantni, pak I'—struktury
nazyvame ploché G—struktury a v pfipadé G = GL(m, R) mluvime o afinnich struk-
turdch.

Bud FE varieta, L Lieova grupa, jez ptisobi na E tranzitivné a I' mnozina vSech
lokalnich difeomorfismt na F, které vznikly lokalisaci akce L. Tento pfistup zo-
becnuje predchozi ptiklad, ktery dostaneme, zvolime-li £ = R™ a L = podgrupa
A(m,R) generovand translacemi R" a linedrni grupou G.

4. Nyni, je-li E = S™ a L = grupa Mobiovych (konformnich) transformaci S™,
nazyvame I'—struktury ploché konformni struktury.

5. Je-i E =P, (R) a L = PGL(m,R) (projektivni obecné linearni grupa), pak
T'-struktury nazyvame ploché projektivni struktury.

3.2 Lieovy pseudogrupy. V modelujicim prostoru E zvolme pevny pocatek
oznaceny 0. Zpravidla je E = R™ s obvyklym pocatkem. Oznac¢me P"™M :=
inv JJJ(E, M) bandl r-repérti, tj. hlavni fibrovany prostor se strukturni grupou
Gr, =inv J§(E, E)o.

Nyni necht T' je tranzitivni pseudogrupa na F a méjme pevnou I'-strukturu
na M. Definujeme P"(M,T) jako mnoZinu vSech r-repéri ji(p) € P™M takovych,
7e o=t : U C M — E je mapa ze zvolené I'-struktury. Podobné definujeme P"(E,T")
vzhledem k pfirozené I'-struktufe na F.

Rekneme, ze pseudogrupa I' na E je Lieova pseudogrupa, jestlize plati:

(a) pro kazdé piirozené r je P"(E,TI') podvarieta (tedy podbandl) P'E,

(b) existuje s € N takové, Ze lokalni difeomorfismus f na F patii do I' pravé
kdyz P* f : P° E — P® FE zobrazi PF,T) na sebe.

Nejmensi s spliiujici podminku (b) se nazyvé 7dd Lieovy pseudogrupy T

3.3. Poznamky. Teorii pseudogrup a prislusnych I'-struktur se nebudeme po-
drobnéji zabyvat. Zminil jsem se o nich spiSe okrajové. S tim, co uz vime se snadno
miize ukazat, ze I'-struktury odpovidajici Lieovym pseudogrupam obecné hraji roli
integrovatelnych G-struktur, ty vSak mohou byt vysiho fadu. Tim myslim redukce
reperu vyssich fadd k podgrupam jetovych grup.

Zajimavé je také studium infinitesimalnich automorfismi, které vytvareji tzv.
filtrovan€ Lieovy algebry. Dlouhé serie praci popisujicich filtrované algebry i jina
zobecnéni geometrickych struktur lze najit v Casopisecké literatute. Zminme ale-
spon nekolik jmen autort: E. Cartan, V. Guillemin, S. Sternberg, S. Kobayashi,
T. Nagano, N. Tanaka, T. Morimoto.
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Cast II.
Konexe na G—strukturach

4. Maurer—Cartanova forma

Necht G je Lieova grupa, g jeji Lieova algebra, I, : G — G znadi nasobeni zleva
na G, rgy nasobeni zprava. Levd Maurer-Cartanova forma na G je 1-forma na G
s hodnotami v g, definovana vztahem wy = wlr,g = Tly-1: TG — T.G = g pro
viechna g € G. Maurer-Cartanovu formu na G budeme znaéit ob¢as w®. Slovem
levd vyjadiujeme skute¢nost, ze w je levoinvariantni, tj.

(A.)G OTlh|TqG = Tl(hg)71 [e) Tlh|TqG = WgG
pro kazdé h € G.

4.1. Véta. Maurer—Cartanova forma w spliuje:

(1) w je hladky absolutni paralelismus, tj. wq: TyG — g je linedrni izomorfismus
pro kazdé g € G a zobrazenitxw : TG — Gxg, kdenw: TG — G je projekce
na bod dotyku, je difeomorfismus,

(2) vektorové pole w™!(X) definované w=(X)(g) = (wy) 1 (X) je levoinvari-
antni vektorové pole na G pro kazdy pevné zvoleny vektor X € g,

(3) w je G—ekvivariantni, tj. 77w = Ady-1 ow,

(4) plati tzv. strukturni rovnice, dw + 1[w,w] = 0.

Dukaz. 1. Zobrazeni w lze podrobné rozepsat jako kompozici TG — G x TG —
GxTG — TG x TG — T.G napriklad takto:

(9.0) = (9,(9,0)) = (97", (9,v) = (g7, 0), (g,0)) = (e, Tl (v))
kde posledni krok je dan te¢nym zobrazenim k nasobeni m: G x G — G, tj.
Tmlr,axr,c(u,v) =Try-u+Tl, - v.

Odtud je ziejma hladkost w, je tedy hladké i zobrazeni 7 X w a porovnanim dimenzi
vidime, Ze musi jit o globalné definovany difeomorfismus.

2. Levoinvariantni vektorova pole jsou déna Lx(g) = % ’o g-exptX =Tl X,
X € g. Chceme ukézat, ze w1 (X) = Lx, tj. w(Lx(g)) = X pro viechna g € G,
coz je ziejmé z definice Maurer—Cartanovy formy.

3. Pullback je dan vztahem rj w(§) = w(Try - §). Vektor {(h) € T),G vyjadiime
ve tvaru ¢(h) = %|o h-exptX, kde X = w({(h)). Nyni

0
w(Tprg - &(h)) =w ((,%’0 h-exptX - g)
| 1,1
= a‘og h™"h-exptX -g=Ad,-1(X).
4. Tvrzeni dokdZeme piimym vypoctem. Nejdifv obecné pro formy p € Q% (M, g)
av € Q(M,g) definujeme zévorku [, v] indukovanou zavorkou na hodnotach v al-

gebie g jako

1
[:U’v V} (51, s a£k+l) = Z W sgna[,u({a(l), oo 7§U(k))7 V(ga(k—i-l)v e 750’(]€+l))}7
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coz je (k + l)-forma na M s hodnotami v g. Zejména pro 1-formy p,v na M je

[k, V1(&;m) = [1(8), v(n)] = [u(n), v(§)], tedy [w, w](§,n) = 2[w(E),w(n)].
Nyni vyjadiime vektory &(g) a n(g) pomoci vhodngch levoinvariantnich poli

£(9) = Lx(9), n(9) = Ly(g) a pocitame

1
dw(LX,Ly) + §[w7w](Lx,Ly) =

= Lx(w(Ly)) = Ly (w(Lx)) = w([Lx, Ly]) + [X, Y] =

O

4.2. Darbouxova derivace. Bud M hladkd varieta a f : M — G hladké zobra-
zeni. Pak levd Darbouzova derivace §f zobrazeni f je 1-forma na M s hodnotami
v g takova, ze 0 f = f*w%, tj.

pro kazdé x € M. Tuto derivaci také casto nazyvame levd logaritmickd derivace,
viz. priklad nize. Zobrazeni f se nazyva primitivni k 0 f. 7Z pfirozenosti vnéjsiho
derivovani diferencialnich forem plyne, Zze také Darbouxova derivace df spliiuje
strukturni rovnici, tj. vzdycky

d(éf)+%[6f,6f]:0.

4.3. Priklady.

1. Je evidentni, ze didg = w®. Zejména pro G = (R, +) je didg = dz a pro
obecné f: M —Rjedf=f'de=df.

2. Vgrupé G = (RT,.) jee =1, wpt(x) = 1/xdz a pro f : R — RT méame
0f = f'/fdx. Odtud také nazev logaritmickd derivace.

3. Necht G = GL(m,R). Pro libovolné g € GL(m,R) a v € T,GL(m,R) je
Tly(w) = g-v € Ty, GL(m,R). Odtud wer(mr)(9) = g 'dg, kde pro g = (z45)
je dg = (dwz;;). Jinak fefeno, dg € Q'(GL(m,R),gl(m,R)) je zjevné ztotoznéni
TAGL(m,R) ~ gl(m,R) zadané 2 |o(A + tX) — X.

Specialné pro m = 2 mame

w B {E22/detg 7x12/detg dﬂ:ll dle
GL(m,R) = —x91/detg  x11/detg dror dza )

4.4. Véta (O jednoznacnosti primitivniho zobrazeni). Necht M je souvisld varieta,
fi,fo : M — G hladka zobrazeni takova, ze § f; = 0 fo. Pak existuje prvek ¢ € G
(integracni konstanta) tak, Ze fa(x) = ¢+ fi(x) pro vSechny x € M.

Dukaz. Potfebujeme pomocné tvrzeni, které lze ovéfit pfimym vypocétem (pone-
chavam jako cviceni, viz. také [Sha, str. 113]).

Lemma. Je-li m nasobeni a i inverze na Lieové grupé G, pak

m*welr, (exa) = Ad " (h)(wg 0 T'm) + wg o T'ms

i*wg|T9G = — Ad(g)wG.
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kde m, a mo jsou zjevné projekce.

Nyni je vSe jednoduché: Definujeme h: M — G predpisem

h(z) = fa(z) - (fr(x)) 7"

Pokud ukazeme h*wg = 0, pak také wg o Th = 0, ale to pro souvislé M znamena,
ze h je konstantni. Diky uvedenému pomocnému tvrzeni

h*(wa)lr,c = (f3, f1 0i") o m™(we)(z)
= Ad(f1(2))(we o T'f2) + (= Ad(f1(2))(wg o T f1))
= Ad fi(z)(f;we — fiwg) =0

coz jsme chtéli dokazat. [

Nyni se budeme zabyvat otédzkou, za jakych podminek existuje k dané 1-formé
w € QY(M, g) primitivni zobrazeni f : M — G. Nejdiiv loklné.

4.5. Véta. Jestlize 1-forma w na M s hodnotami v g spliiuje strukturni rovnici
dw + %[w,w] = 0, pak pro libovolny bod x € M existuje okoli U > x a zobrazeni
f:U—= G tak, ze wly =46 f.

Dukaz. Myslenka ditkazu spo¢iva v setrojeni grafu hledaného zobrazeni f v sou-
¢inu M x G. K tomu ucelu postaci skonstruovat integrabilni distribuci spravné
dimense s nedegenerovanou projekci na M. OznaCme 7); a mg soucinové projekce
a uvazme podprostory D C T(M x G) zadané jako jadro formy

Q=7myw—THwa.

Nejprve ukazeme, ze Ty : D — TM je tvofeno isomorfismy jednotlivych fibrt.
Je-li Tmar(€,m) = 0 pro (§,m) € D, pak £ = 0. Proto w(§) = wa(n) = 0 a tedy
n = 0, protoZe wg je na jednotlivych fibrech isomorfismus. Celkem nam vyslo, ze
Twar|D je isomorfismus. Tim jsme zdroven ukézali, Ze D ma konstantni dimenze
v jednotlivych fibrech, je to tedy distribuce.

Nasim dalsim tkolem je ukazat, Ze tato distribuce je integrabilni a hledanym
grafem pak budou jeji maximalni integrabilni podvariety. PouZijeme kriterium
integrability ve formé podminek na definujici formy.!

dQ = d(myw — mEwa) = mhy(dw) — 78 (dwe)
1 * *
= _§(ﬂ—M([wu w] - 7TG[(“)GU WG])

1 * * * *
= 5 ([=myw, myw] + [rowe, Tawal)

[\V]

Déle mizeme dosadit 7}, (w) = 75 (wa) + Q
1
Q) = —5([7r8wG7 Q] - [Q, mywe] — [, 9])

1Je-li w hladka 1-forma na M s hodnotami ve vektorovém prostoru V s konstatni dimenzi jader
n=kerw C Ty M, x € M, pak D = kerw je integrabilni préavé, kdyz dw(X,Y) = 0 pro viechny X,
Y z kerw. To znamena, ze za této podminky prochéazi kazdym bodem M pravé jedna maximaélni
integralni podvarieta M. Viz. napf. [KMS] nebo[Shal.
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a vyc¢islenim na vektorech &, 7 splitujicich Q(€) = Q(n) = 0 dostdvame nulu.
Zbyvé zkonstruovat zobrazeni f. Pro (z,g) € M x G ozna¢me L maxim&lni
integralni podvarietu D prochézejici timto bodem. Jak jsme vidéli, je ztzeni 7y,
na L lokdlnim difeomorfismem na néjakém okoli bodu (z,g), jisté tedy existuje
inversni zobrazeni F': U C M — L C M x G. Zfejmé je F tvaru F(z) = (z, f(z))
pro néjaké f: U — G. Déle F*Q = Qo TF = 0, protoze TF mé obraz v D. To

znamena

0=F*Q=F(ryw—miwag)
=(ryoF)'w— (g o F)wg

=w— ffwg.

Podle nasich definic je to pravé tvrzeni wly =4df. O

4.6. Dusledek. V piipadé, ze M = [a,b] C R a grupa G je libovolna, existuje
k dané 1-formé w € QY(M,g) primitivni zobrazeni globalné.> Navic pro kazdé
zadané g € G existuje pravé jedna primitivni funkce f splitujici f(a) = g.

Duikaz. Protoze je nyni varieta M jednorozmérné, jsou vSechny 2-formy trividlné
nulové. Zejména je tedy vzdy splnéna strukturni rovnice. Navic z predchozi véty
vime, Ze umime pokryt M koneéné mnoha otevienymi intervaly, na nichz bude
primitivni funkce definovana. Na prekryvech se pfitom budou zvolené primitivni
funkce lisit jen o nasobeni konstantou z G, viz. 4.4. Je je tedy mozné upravit
tak, aby mély na prekryvech shodné hodnoty, ¢imz vznikd globalné definovana
primitivni funkce f. Néaslednym vynéasobenim jednozna¢né zadanym prvkem grupy
G dosdhneme libovolné pfedem dané hodnoty f(a). O

Tento zdanlivé banalni disledek je mimotradné dulezity, protoze nam umoziuje
zkoumat globalni otazky existence primitivnich funkei na slozitéjsich varietach. Je
samoziejmé, Ze pujde o topologické obstrukce pfi konstrukci primitivnich funkci.
Jednoznaéné zadana kiivka c : [a,b] s hodnotou ¢(a) = g a Darbouxovou derivaci
dc = w se také nazyva rozvinuti w s potatkem v g € G. Je-li w definovana na vétsi
varieté M a c: [a,b] — M je kiivka, lze pfedchozi konstrukei provést pro pullback
c*w, opét tedy ziskame pevné zadané zobrazeni definované v bodech kiivky na M.

Nase uvahy se budou opirat o pojem 1. homotopické grupy 71 (M, z) (vdzané
v bodé x € M).? Evidentné ndm pro nai konstrukci staci i po ¢astech spojita
kiivka c : [a,b] — M. Opét budeme hovofit o rozvinuti formy w € Q!(M, g) podél
kiivky ¢ : [a,b] — M.

Nejpodstatnéjsi ¢asti nasich avah je nyni prosté pozorovani, Ze rozvinuti formy w
na M, ktera spliuje strukturni rovnici, podél dvou homotopickych kfivek ¢y, c; se
stejnymi zac¢atky co(0) = ¢1(0) = z¢ a konci ¢g(1) = ¢1(1) = z1 mé také spoleénou
hodnotu v z;. Skutecné, je-li C' homotopie danych kiivek, pak C*w je forma na

2ysimnéme si, ze pro piipad aditivni grupy G = R dostavame standardni vétu o existenci

primitivni funkce z elementérni analyzy redlnych funkci jedné proménné!

3Tyto grupy jsou t¥idy ekvivalence spojitych parametrizovanych kiivek c: [0,1] — M, ¢(0) =
¢(1) = =z, kdy za homotopicky ekvivalentni povaZzujeme ty, které lze na sebe pfevést spojitou
deformaci. Tzn. cg ~ c; jestlize existuje C: [0,1] x [0,1] — M takové, ze C(0,t) = co(t) a
C(1,t) = c1(t). Je zfejmé, Ze reparametrizace zadava ekvivalentni kiivky a definujeme sou¢in na
nasich homotopickych tfidach uzavienych kfivek prostym navazanim kfivek za sebe a naslednou
reparametrizaci.
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[a, b] x [a,b] splijici strukturni rovnici a kolem kazdého bodu (s,t) je na jistém
okoli C*w Darbouxovou derivaci jistého zobrazeni F' : U C [a,b] X [a,b] — G. Stejné
jako v predchozim dikazu lze tato lokalné definovand zobrazeni spojit do jediného,
globélné definovaného F. Pfitom ale bude F(a,a) = g a F*(wg) = C*w. Dale,
C(b,t) = ¢o(1) je konstantni pro vSechny ¢ € [a,b] a proto C*w = F*w¢ je nulové
podél pravé hranice [a,b] X [a,b]. Zejména je tedy F' konstantni podél této hranice
a F(b,a) = F(b,b).
Piedchozi konstrukce ndm zadavé (pro pevné zvolené x € M) zobrazeni

S, :m(M,z) - G

které nazyvame monodromie formy w. Snadno se ovéri, Zze monodromie je vzdy
homomorfismus grup.

4.7. Véta. I-forma w na souvislé varieté M s hodnotami v g je Darbouxova
derivace globalné definovaného zobrazeni f : M — G pravé tehdy, kdyz:

1. dw+ w,w] =0,

2. @, :m(M,z) — G je trividlni.
Navic, pokud jsou tyto podminky splnény, pak f je dano jednoznac¢né az na levou
translaci prvkem g € G.

Dukaz. Jestlize f existuje, pak samozfejmé musi byt splnéna prvni podminka.
Bez jmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze f(z) = e € G. Pro jakoukoliv kfivku
¢: la,b] = M, ¢(0) = z, ¢(1) = y, dostaneme (f o ¢)*wg = c*w, je tedy foc
rozvinutim w podél k¥ivky ¢ a zejména je f(c(1)) = f(y). Pii¢(1) = ¢(0) = = tedy
dostédvame P, ([c]) = e a vidime, Ze celd monodromie musi byt trividlni.

Naopak, pfedpokladejme, Ze monodromie je trividlni a definujme f(y) jako ci-
lovou hodnotu rozvinuti w podél kiivky ¢ : [0,1] — M s ¢(0) = z, ¢(1) = y. To
je nezavislé na volbé kiivky v ramci homotopické tiidy diky platnosti strukturni
rovnice. Pokud zvolime dalsi kfivku z jiné homotopické t¥idy, pak lze tuto volbu
vzdy zrealizovat tak, ze slozime pavodni kfivku ¢ s néjakou krivkou reprezentujici
netriviadlni prvek prvni homotopické grupy v x. Rozvinuti podél kiivek zacéinaji-
cich a koncicich v x vSak zadava identické zobrazeni diky podmince na trivialni
monodromii. Tim je dokazano, Zze naSe definice na volbé kiivky nezavisi vibec.
Jednoznacnost az na levou translaci je ziejma. O

4.8. Duisledek. Jestlize w € Q' (M, g) spliiuje strukturni rovnici a M je souvisla
varieta, pak na univerzalnim nakryti = : M — M je déna indukovan4 forma m*w €
QY (M, g) (opét splitujici strukturni rovnici) a globalné definované zobrazeni f :
M — G takové, ze m*w = 6 f.

Dukaz. Univerzalni nakryti M je souvisléa a jednoduse souvisla varieta. Ma proto
trividlni prvni homotopickou grupu a druhé z podminek piedchozi véty je splnéna
automaticky. Lokalné je pFitom M isomorfni M s pevné zadanym isomorfismy
pristfednictvim projekce 7: M — M. Proto kazd4 forma w na M zadavé s ni
relovanou formu @ = 7*w na M, ktera spliiuje strukturni rovnici, pokud ji splituje
w. O

Predchozi vysledky mutzeme nyni pékné pouzit pro diskusi, kdy je varieta M
se zadanou formou w € Q'(M, g) (alespont lokalng) isomorfni s Lieovou grupou G.
Absolutni paralelismus na M je vektorové-hodnotova forma w € QY(M, V), kde V
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je vektorovy prostor a w|r, ar: T M — V je linedrni isomorfismus pro kazdy « € M.
Kazdy absolutni paralelismus w definuje konstantni vektorovd pole w='(X) na M
pro viechna X € g predpisem w(w~!(X)(z)) = X. Rekneme, Ze absolutni paralelis-
mus je uplny, jestlize jsou vsechna jeho konstantni vektorova pole uplna. Prikladem
uplného absolutniho paralelismu je Maurer—Cartanova forma na libovolné Lieové
grupé G.

4.9. Véta. Jestlize 1-forma w na souvislé varieté M s hodnotami v g je tplny
paralelismus a splituje strukturni rovnici, pak pro kazdou volbu bodu e € M v uni-
versalnim nakryti M existuje pravé jedna struktura Lieovy grupy na M tak, ze
m*w je leva Maurer-Cartanova forma.

Duikaz. Predpokladejme pifimo, Ze prvni homotopickd grupa M je trivialni, tj.
M=DM.7Z predpokladii plyne, ze existuje ¢: M — G takové, ze p*wg = w, kde
G je jednoduse souvisla a souvisla Lieova grupa s Lieovou algebrou g. Protoze
jsou M i G jednoduse souvislé a souvislé, a ¢ je lokdlni difeomorfismus, je jisté ¢
difeomorfismus na obraz.*

Pocitejme ¢ o F1;’ X)(z) prox e M, X € g.

a w N X _
o glopP1: @) ) = we(Tpa (X) (@)
= p'we(w 1 (X)(2) = X
Vidime, Ze tato kompozice zadava levoinvariantni pole na G, zejména tedy mame
0o FIY X (1) = o(x). exp(tX).

Odtud ale plyne, Ze ¢ je surjekce. (VSimnéme si, Ze tady jsme podstatnym zptiso-
bem vyuzili uplnost konstantnich poli na M.)

Nyni mfizeme prenést ndsobeni z G na M tak, aby z -y = o 1(p(z) - p(y))
a obdrzime Lieovu grupu, jejiz jednoparametrické podgrupy jsou pravé toky kon-
stantnich poli vzhledem k w. Tim padem je w levou Maurer—Cartanovou formou
pro tuto grupovou strukturu. [

4.10. Poznamka. Je-li v pfedchozi vété prvni homotopicka grupa M netrivialni,
dostédvame tzv. monodromni reprezentaci ®,: m1 (M, x) — G a obraz tohoto homo-
morfismu se nazyva grupa period. V realizaci struktury Lieovy grupy na nakryti
M — M pak zjevné grupa period pusobi nakryvajicimi transformacemi.

Véta 4.9 také tizce souvisi s tzv. Palais-ho vétou: Je-li w™: g — XM homomor-
fismus Lieovyjch algeber pro konecnérozmeérnou Lieovou algebru g, pak ezistuje akce
X G x M — M takovd, e w™! zaddvd fundamentdini pole této akce.

4.11. Priklady aplikaci.

1. Jak jsme uz vidéli, pro aditivni grupu realnjych cisel a jednorozmérné variety
jsou obé podminky nasich hlavnich vét splnény. Tim dostdvame vétu o existenci
primitivni funkce zndmou ze zékladt analyzy v redlném oboru. Pro diferencial na
jednotkové kruznici S* C R? ndm posledni véta automaticky zadava pravé obvyklou
aditivni strukturu na universalnim nakryti S* = R.

4T0 je jenom preformulovani vlastnosti, ze univerzalni nakryti variety existuje jednoznaéné az
na isomorfismus.
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2. Ukazeme, ze vektorové pole £: U C R™ — R”™ na jednoduse souvislé oteviené
podmnoziné U je dadno potencidlem prave, kdyz
ot ol —0
oxd  Oxt

pro viechny 4,j. Polozme w = Y, £'da’. Pak

0 08 O
dw = Z@dx Ndx! = Z(azz - 6xi)dx A dax?

.3 1<j

zatimco |[w,w] je trividlné nulova, protoZze obor hodnot R™ chapeme jako trividlni
Lieovu algebru (s nulovou zévorkou). Existuje tedy f: U — R™ takové, ze ' = %.
3. Uvazme G = GL(n,R), U C R™ jednoduse souvislé, w € Q*(U, gl(n,R)).
PiSme w = (A;;), kde 4;; € Q' (U,R). Déle budeme znacit 9, = % a
Ap = (A” (ap)) U— Matn(R)
Spocitame

dw(0p, 9y) = Opw(9y) — 0qw(9p) — w([0p, Oy))
= 04, = 04,
1

§[w7w](8paaq) = [w(0yp),w(9g)] = [Ap, A{]

Strukturni rovnice tedy jsou rovnostmi

04, _ 04,

92p  Dpd +[A4,, 4, =0

pro viechny 1 < p,q < n. Pokud budeme psat A, = > A;jpe;j, kde e;; je matice s
jedinou jednickou na pfislusném misté a jinak nulova, dostavame systém rovnic

8Ai< 8141”
jq _ Plip Z(AikpAqu — AiqArjp) = 0.
k

oxP ox1

Splnéni téchto podminek je nutné a dostateéné pro existenci funkce B: U —
GL(n,R) takové, ze w = B~1dB.

Mizeme tedy predchozi tvrzeni vnimat jako vétu o existenci a jednoznacnosti
pro (zdénlivé osklivy) systém paridlnich rovnic

0B
@:BAP

Podobné systémy rovnic se ¢asto vyskytovaly v rtznych aplikacich a celd te-
orie geometrickych struktur vznikla hlavné ze snahy porozumét podminkdm pro
fesitelnost a vlastnostem feseni takovychto sytém.
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5. Homogenni prostory

Geometrii na souvislé varieté M muzeme chapat jako studium invarianta tran-
sitivni akce jisté Lieovy grupy G na M. Grupa G se pak nazyva hlavni grupa geo-
metrie. Vybereme-li pevny bod 0 € M a oznacime-li jeho isotropni podgrupu Hy,
je ziejmé M = G/Hy. Pokud je akce hlavni grupy na M efektivni, je podgrupa
K :={g € G;gx = x pro vSechna = € M} trividlni. V opaéném pfipadé je K nej-
vétsi podgrupa v Hy, ktera je normalni v G.

Nyni misto geometrie jako variety s akci hlavni grupy a vybranym pocatkem
mizeme uvazovat geometrii jako dvojici (G, Hp). Volba jiného poc¢atku vede pouze
na konjungaci podgrupy Hy.

Pro nézornost dalsiho vykladu si hned uvedeme mimotradné dilezity ptripad afin-
niho prostoru, dobfe znamého z elementarni geometrie. Bodovy afinni prostor R™
je defini¢nim oborem vsech afinnich transformaci R"™ 3 z — Ax + b, kde A je libo-
volnd invertibilni matice v Mat,, (R) a b € R™. Grupu vSech takovychto transformaci
oznacime A(n,R). MZeme ji pékné realizovat jako podgrupu v GL(n+1,R) prvka
tvaru

1 0 n
(b A) , AeGL(n,R),beR
piisobicich na body (1,2)7 € R™. Z této reprezentace je evidentni, 7e isotropni
podgrupa bodu (1,0,...,0)” je GL(n,R), tzn. je tvofena prvky s b = 0 a ze akce je
transitivni. Lieovu algebru a(n,R) je pak mozno realizovat jako matice v Mat, (R)
s nulovym prvnim radkem a zavorka je dana

(0 x) (0 )] = (e xolvx)

Mizeme nyni shrnout nékolik vlastnosti:

1. R" = A(n,R)/GL(n,R), R™ lze ztotoznit s translacemi jakozto komutativni
podgrupou R™ C A(n,R) a adjungované zobrazen{ na pifislusné komutativni podal-
gebfe R™ C a(n,R) zadava akci GL(n,R)

10 0 0 1 0 (0 0
0 A v 0 0 A1) \Av 0
tj. standardni akci GL(n,R) na R".
2. Jednoparametrické podgrupy exptX pro X € R” jsou

0 0 1 0
X_(v 0>7 eXth_(tv E)

tzn. jsou to pfimky prochézejici vybranym pocatkem (zadanym jednotkovym prv-
kem grupy A(n,R)).

3. Vyse uvedeny rozklad a(n,R) = R" @ gl(n,R) je rozklad na pfimy soucet
GL(n,R)-moduli (s akci danou Ad).

4. A(n,R) pusobi na afinnim prostoru R™ efektivné, tzn. je-li akce néjakého
prvku identickd, pak jde o jednotku v afinni grupé.

5. Maurer—Cartanova forma w4, r) zobrazuje

0 0Y_0, (1 0Y(1 0
Av 0)  at°\w A tv E
na v € R" C a(n,R).

Tento priklad snad bude vhodnou motivaci pro sledovani obecnéjsSich definic.
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5.1. Kleinova geometrie. Bud G Lieova grupa, H C G uzaviend podgrupa
takova, ze G/H je souvisla. Kleinova geometrie s hlavni grupou G je dvojice
(G, H). Rozklad M = G/ H se nazyvé prostor Kleinovy geometrie (G, H) a nejvétsi
podgrupa K C H, kterd je norméalni v G se nazyva jddro Kleinovy geometrie.
Kleinovu geometrii nazveme efektioni, pokud je K = {e} a lokdlné efektivni, je-
li K diskrétni. Daéle fekneme, zZe (G, H) je rozloZitelny, je-li g = h @ p soucet
podalgeber a reduktivni, jestlize je g = b & p rozklad na Adgy—moduly.

Poznamky. Protoze je podgrupa H C G uzaviend, existuje na G/H jednoznacéné
struktura hladké variety a G/H se nazyva homogenni prostor grupy G. Leva akce
faktorgrupy G/K na G/H, indukovand levou akci G na G/H, je transitivni{ s iso-
tropni podgrupou (G/K) = H/K. Je tedy G/H = (G/K)/(H/K). Pro kazdou
Kleinovu geometrii (G, H) takto sestrojime tzv. asociovanou efektivni Kleinovu
geometrii (G/K, H/K); miZzeme se zabyvat jenom jimi. Z nékolika rozumnych
davodu je vSak vyhodné uvaZovat i neefektivni Kleinovy geometrie.

K ovéfeni, zda Kleinova geometrie (G, H) je reduktivni, potfebujeme ukazat, ze
Ady(p) Cp pro kazdé h € H (h zfejmé Ady—modul je). Jestlize plati Ady(p) € p,
pro vSechna h € H a p € p, je také ad(v)(p) = [v,p] € p pro vSechna v € h ap € p,
nebot ad = T,Ad. Odtud, je-li p Adg—modul, je také ady—modul, tj. ideél v g.

5.2. Hyperbolicka rovina. Bud M = {z +iy;y > 0} € C a G = GL"(2,R).
Pro libovolné z € M je predpisem

a b _az+b
c d Z_cz—i—d

popsana transitivni akce G na M (ovéite si, Ze jde skuteéné o akcil). Isotropni
podgrupa H; je po snadném vypoctu

H —C" = {(_“b 2)} c GL*(2,R),

tj. grupa matic vSech R-linearnich transformaci, které jsou soucasné C-linearni.
Dohromady mame M = GL'(2,R)/C*. Tato geometrie neni efektivni, nebot
jadro je tvaru K = {aF;a # 0} C C*, a jisté je rozlozitelnd — komplement

p= { ((c) 2) } prostoru ¢* je podalgebra. Asociovana efektivni Kleinova geome-

trie na M je potom (SL(2,R),SO(2,R)). Je rozlozitelnd a neni reduktivni, nebot

wer-{(2 %)} wen-{(5 1))

a

a napiiklad komplement p = {( b

0@)} je podalgebra. Zadna podalgebra
v 5[(2,R) vSak neni idedlem.

5.3. Eliptickad rovina. 1. M = Py(R) s hlavni grupou SO(3,R), jejiz akce na
Py (R) je indukované standardni akci SO(3, R) na okolnim vektorovém prostoru R3.
Isotropni podgrupa napf. v bodé (1:0:0) je O(2,R) v pfirozeném vlozeni

detA~1 0

O(2,R)5 A+—> < 0 A

) € SO(3,R).
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Dohromady je P2(R) = SO(3,R)/O(2,R) efektivni a celkem snadno se ukaze, ze
neni rozlozitelna.

2. Na stejném prostoru muzeme definovat Kleinovu geometrii s naprosto odlis-
nymi vlastnostmi, napt. Po(R) = GL(3,R)/H, kde

H= {(g Z)} C GL(3,R)

je isotropni podgrupa bodu (1 : 0 : 0). Takova geometrie neni efektivni, nebot
matice tvaru aF, a # 0, jsou jisté obsazeny v jadru. Je vSak rozlozitelnd —

{ (g 8) } = R? je podalgebra.

5.4. Afinni rovina. M = R? s afinni grupou

A@2,R) = {(i 2)} C GL(3,R)

je specialni pfipad naseho ivodniho motivujiciho pfikladu. Pfipomenme, ze leva
akce afinni grupy na R? je pii vlozeni R? > (z,y) — (1,z,y) € R3 déna ptimo
nasobenim matic a je efektivni. Isotropni podgrupa pocéatku (1,0,0) je

-{(& ) o

a R? = A(2,R)/GL(2,R). Lieova algebra afinni grupy je a = {<2 2)} a kom-

plement {(2} 8)} =~ R? k gl(2,R) je ideal. Afinni geometrie na R? je tedy
reduktivni. Jinak pfimym vypoc¢tem se snadno ukaze, Zze adjungovani akce pro
A€ GL(2,R) aw € R? je tvaru

Ada(w) = (sz 8>7

tedy R? je skuteéné Adg L(2,r)~modul.

5.5 Homogenni bandly. Homogenni bandl je asociovany bandl G xgx S
k hlavnimu bandlu G — G/H se stukturni grupou H, kde S je hladka varieta
s levou akci A : H x § — S. Nejobvyklejsi jsou homogenni vektorové bandly,
které odpovidaji linedrnim reprezentacim H na vektorovém prostoru S. Jde tedy
o specialni pripad objektt, které jsme studovali uz v 0.6.

Pfipomenmem ze fezy obecného asociovaného bandlu ¢ : M — P xpg S ¢asto
ztotoznujeme s hladkymi zobrazenimi, znacenymi stejnym symbolem, o : P — S,
kterd jsou H—ekvivariantni, tj. o(u - h) = A\j,—1 - o(u) pro vSechna uw € P, h € H.
Zptsob konstrukce asociovanych bandli je pékné vidét na diagramu

p X7, pyg

pl l"
M T> PxygS

Zde q pfitazuje dvojici (u, s) t¥idu {u, s}.

Specialné vsechny fezy na homogennim bandlu G x g S jsou dany pravée H—
ekvivariantnimi zobrazenimi o : G — S vztahem [g] — {g, c(g)} a plati nasledujici
tvrzeni.
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Tvrzeni. Prifazenim o —— o0ol,-1, g € G, je dana leva akce na fezech homogen-
niho bandlu indukovand nasobenim zleva na G.

Dukaz. Uvedeme pro osvézeni paméti alternativni dikaz k dikazu lemmatu v 0.6.
Obecné kazdy automorfismus ¢ : P — P hlavniho fibrovaného bandlu indukuje au-
tomorfismus ¢ asociovaného bandlu dobfe definovanym  pfifazenim
{u, s} — {p(u), s} a dale automorfismus na Fezech asociovaného bandlu vztahem
o+ @ocop ! kde ¢ je difeomorfismus na bazi komutujici s ¢.

Nyni automorfismem I, : G — G hlavniho bandlu G — G/H je pro kazdé g € G
dan automorfismus l; na fezech homogenniho bandlu a plati

Ly(o([M) =1y - {9~ h,o (g7 h)} = {h,o(9™"h)}
pro kazdé h € G. Skutecné je I’ leva akce, nebot l;,h =lgol,. O

5.6 Teény bandl homogenniho prostoru. Oznacime homogenni prostor
G/H = M a ukazeme, Ze te¢ny bandl homogenniho prostoru je pfirozené isomorfni
s vektorovym bandlem G x gy g/h vzhledem k adjungované akci H na g/bh. Hledana
identifikace G x g g/b — TM je ddna pfedpisem {g, [X]} — Tp - Lx(g), kde p je
kanonicka projekce G — G/H a Lx je levoinvariantni vektorové pole s Lx (e) = X,
neboli Lx(g) = wg'(X)(g). Toto zobrazeni je dobte definovano, nebot

{gh,[Adp-1 - X]} = Tp- Lag, ,-x(gh) =Tp(Trn - Lx(g9)) =Tp- Lx(g)

podle véty 4.1. Dale je urcité prosté mezi prostory stejné dimenze, dohromady tedy
skuteéné plati T(G/H) = G xp g/b.

Dusledkem této identifikace je, Ze vektorova pole na homogennim prostoru lze
chépat jako H-ekvivariantni zobrazeni G — (g/h).

Odtud okamzité také plyne, Ze kotetny prostor T*(G/H) je homogenni bandl
prislusny k dudlni adjungované reprezentaci na (g/h)* a linearni formy na G/H jsou
H—ekvivariantni zobrazeni G — (g/h)*. Vy¢isleni forem na vektorovych polich pak
odpovida presné prislusnému vy¢isleni na urovni standardnich fibri.

6. Obecné konexe

Bud E fibrovany bandl nad varietou M s projekci oznadenou p. Jadro teéného
zobrazeni Tp : TE — TM nazveme vertikdlni bandl a oznac¢ime VE. Obecnd
koneze na bandlu E je distribuce H na E komplementarni k VE. Je tedy

T,E = H(u) & V,E

pro kazdé u € E a H(u) se nazyva horizontdlni prostor konexe.

Ekvivalentné lze obecnou konexi na E definovat jako fez v bandlu J'E — E.
Skuteéné, je-li o fez bandlu E — M, pak 1-jet jlo, © € M, zad4ava horizontalni
prostor H(o(z)) = Tyo - T, M.

Poznamky. Obecnou konexi na F muzeme rovnéz zadat vertikdlni projekci ® :
TE — VE, ktera uré¢i horizontalni prostor H(u) = Ker ®,. Zobrazeni definované
x = idrg — ® nazveme horizontdlni projekce. VE je zfejmé integrovatelnd distri-
buce — pro kazdé u € E je V, E teény prostor k fibru, jez tento bod obsahuje.
O integrovatelnosti horizontalni distribuce se zminime pozdéji.
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Déle je J'E — FE afinni bandl, na kterém lze najit globalni fez%, proto na kazdém
bandlu F — M existuje obecna konexe.

6.1. Priklady.
1. Trividlni bandl E = M x S m4 trividlni (nulovou) konexi

(z,8) = Jaly — (y,5)) € J(M x S).

Horizontélni distribuce H C T'M x T'S je tedy identifikovana s pullbackem te¢ného
bandlu TM vzhledem k pry : E — M, tj. H(z,s) = priT, M. Obecné nam zadani
horizontalnich podprostort infinitesimalnim zpisobem fika, jak se ma ”paralelné”
pohybovat bod v E ve sméru zadaném vektorem na bazi. V pfedeslém trivialnim
pripadé pak vzdy volime pfesné to, co patrné intuitivné vnimame jako ”paralelni”
podél M.

2. Plocha v euklidovském prostoru M € R3, E = T M. Konexe na TM je auto-
maticky déna strukturou euklidovského prostoru, tj. moznosti kolmého promitani
posunutych vektorti. Pro kazdy te¢ny vektor £ € T, M a vektor n € T, M, ve kte-
rém chceme urc¢it horizontalni podprostor v T, 7'M, musime urcit 5 (n) € T,TM,
ktery se promitne na £. To mtizeme ucinit tak, ze zvolime kfivku reprezentujici £ a
paralelné posouvame 7 podél této kiivky v R3. Derivace kolmého primétu do TM
pak zada pravé hledany vektor 5 . Pozdéji uvidime, Ze presvédcivéji 1ze vSe popsat
pomoci tzv. hlavni konexe na prostoru bazi te¢ného prostoru 7M.

3. Je-li homogenni prostor M = G/H prostorem rozloZitelné Kleinovy geometrie,
pak Maurer—Cartanova forma w : TG — g urcuje obecnou konexi na bandlu G —
G/H predpisem H(g) = w1 (p)(g). Je totiz T,G = pdh a b je jeho vertikalni cst.

4. Pokracujme v predeslém ptikladé pro reduktivni piipad. Podle véty 4.1 je
pro kazdé g, h € G

W(Try - €()) = Ady 1 - w(€(h)),

odtud pro w(é(h)) = X € g mame
Try - w ' (X)(h) =w '(Ady-1 - X)(hg).

V ptipadé, ze Kleinova geometrie je reduktivni, tzn. p je Adgy—modul, plati
W™ (p)(hg) = Try-w ™ (p)(h),

tedy

(6.1) H(hg) =Trg - H(h).

6.2. Véta. Obecna konexe na bandlu E — M urcuje:

1. liftovani vektorovych poli v : (M) — X(E) takové, ze v&{(u) € H(u) a Tpo
v¢ = €. Mluvime o y-liftu ¢i horizontalnim liftu.

2. paralelni pfenos bodu u € E podél kiivek ¢ : (a,b) — M, kde 0 € (a,b)
ap(u) = ¢(0). Jinymi slovy lokdlné kolem bodu u existuje jedind kiivka é : (a',0’) —

5Divodem je afinni struktura na fibrech prvniho jetového prodlouzeni, lze tedy snadno slepit
lok4lné definované fezy pomoci rozkladu jednotky. Vice podrobnosti 1ze najit napf. v [KMS]
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E, 0¢€ (d,V), takova, Ze ¢(0) = u a po ¢ = c¢. Déle je ¢ kompatibilni s reparamet-
rizacemi ktivky c a hladce zavisi na jejich pfipadnych dalSich parametrech.

Dukaz. 1. Tvrzeni je zfejmé z faktu, ze T'p |y : H — TM je na fibrech prosté line-
arni zobrazeni a Im Tp = TM, tedy H = TM. V lokilnich soufadnicich (z¢,y?) na
fibrovaném prostoru F vyjadfime horizontalni lift vztahem (jako obvykle uzivime
smacni konvenci)

.0
(6.2) =855

;0
TS g

kde £ = ¢ 8‘; je vektorové pole na M, (a%p) je baze na VE aI'? jsou funkce na F,
které budeme nazyvat Christoffelovy symboly konexe ~.

2. Vektor &(u) € T, F lezi v H(u) pravé kdyz ®(&(u)) = 0. K dané kiivce ¢
hledame takovou kfivku ¢, aby ® (%’56) = 0. Resime tedy autonomni systém
obyéejnych diferencidlnich rovnici prvniho fddu — k pocateéni podmince ¢(0) = u
existuje lokalné pravé jedno feseni. [

6.3. Invariantni (absolutni) derivovani. Pro obecnou konexi v : E — JE na
bandlu E — M, vektorové pole £ € X(M) a fez s : M — E definujeme invariantni
derivact Vgs : M — VE fezu s ve sméru vektorového pole ¢ jako

VgS:,C’YgS:TSOf—’nyS:Q

2o F174 05 0 FIS .

Ztejmé Vs = 0 pravé kdyz Tso { € H.

6.4. Linearni a hlavni konexe. Je-li E — M vektorovy bandl, pak je J'E také
vektorovy bandl s pfirozenou vektorovou strukturou:
o0 + JaT = Golo + 7). a-jpo = jy(ao).

Linedrni konexi definujeme na vektorovém bandlu £ — M jako linearni fez ~
bandlu JE — E. Konexe je tedy linearni pravé kdyz H(w) = Ty (ac + br) - T, M,
kdykoli w = ao(z) + br(x) pro libovolné dva fezy o a 7.

Bud P — M hlavni bandl se strukturni grupou G. Na JP je piedpisem (jlo) -
g = jily — o(y) - g), g € G, ddna prava akce grupy G a hlavni konexi na P
definujeme jako G—ekvivariantni fez v : P — J'P. Jinak feGeno, 7 je hlavni konexe
na P pravé kdyz H(u - g) = Try - H(u) nebo také Tryo ® = & o T'ry.

Poznamky. Maurer—Cartanova forma v pfikladu 6.1.4 uréovala hlavni konexi na
bandlu G — G/H, viz vztah (6.1).

Vertikalni bandl V P miizeme diky hlavni akci r ztotoznit s vektorovym bandlem
P x g. Oznatme r,: G — P ztzeni r: {u} x G — P. Je-li konexe na P déna
vertikalni projekci ®, pak predpisem

V(€)= Tu(ra) ™ - 2(E(w) : TP — T.G,

definujeme 1-formu v na P s hodnotami v g, ktera se nazyva forma hlavni konexe
s vertikalni projekci ®. Formu konexe 7 jsme mohli také definovat rovnosti ®(§) =
Cy(¢), kde ¢ : g — X(P) pfifadi kazdému X € g tzv. fundamentdlni vektorove pole
Cx(u) = %|Ou'exth =T.r, - X. Plati tedy ® = (o ~.
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Tvrzeni. Forma hlavni konexe v ma nasledujici vlastnosti:
(1) v je G—ekvivariantni, tj. r;y = Adg-1 0.
(2) ~ reprodukuje fundamentalni pole, tj. v({x(u)) = X.

Dukaz. 1. Tvrzeni plyne z toho, ze Ter, : g — V., P je linedrni isomorfismus pro
kazdé u € P a pfi oznadeni v(£(u)) = X plati

Terug - g7(§(w)) = Terug - V(Turg - (u)) = ®(Turg - §(u)) = Turg - ®(£(u))
0

u-exptX = —| u-exptX-g

=Turg-Cx(u) =Tyrg - 5o

atlo

0 _
= ol u g (97" - exptX - g) = Caa, . x(ug) =
=Teryg - (Adg-1 - X).

g—l

2. Podobné pro libovolné X € g je

Teru ' P)/(CX (U)) = (I)(CX (u)) = (X('LL) = Teru - X.
O

6.5. Indukované konexe. Bud v hlavni konexe na P — M, W vektorovy prostor,
A G — GL(W) representace strukturni grupy G a W = P xg W asociovany vek-
torovy bandl k hlavnimu bandlu P. Indukovand konexe na W je dana horizontalni
distribuci H € TW = TP xrg TW néasledujicim zptisobem®

H({u, w}) = {{€(w), 0};€(u) € H(u)}.

Takto definovana horizontalni distribuce vystihuje intuitivni predstavu, ze je-li
{u,w} chapéno jako ”soufadnice” w v "repéru” u, pak je ”paralelni” posunuti
odpovida ponechani ”konstantnich” soufadnic a ”spravnému” posunuti repéri. Ze
se takto skutecné podafilo vytvorit rozumny pojem indukované konexe je nazorné
vidét z tvrzeni nésledujici véty.

Véta.

(1) Paralelni pfenos cyy na W podél kiivky ¢ na M, s pocateéni podminkou
ew (0) = {€(0), wo}, je ddn vztahem cw (t) = {&(t), wo}, kde &(t) je paralelni
prenos bodu ¢(0) na P podél kiivky c.

(2) Invariantni derivaci Fezu zadaného ekvivariantnim zobrazenim s: P — W
vzhledem k indukované konexi hlavni konexi ~ dostaneme derivaci s ve
sméru horizontélniho liftu v(§). Zejména je tato derivace opét ekvivariantni
vektorovou funkci na P.

(3) Pro fezy asociovaného bandlu s: P — W je invariantni derivace Vgs opét
fezem téhoz bandlu a v souradnicich je dana

vgs = 3;10’62 - )\/(F’LE’L) oS,

kde £ = ¢ 8‘; a N :g— gl(W) je representace Lieovy algebry g na W dand
representaci A : G — GL(W).

STQ@G je Lieova grupa s nasobenim T'm : TG x TG — TG, kde m : G x G — G je nasobeni
na G, viz 4.1.
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Dukaz. 1. V projekci p: W — M je jisté pocy = c a

O (E(0), w0} = {r] 20,0} € H({e(s), wo )

pro kazdé s. K pocate¢ni podmince ey (0) = {&(0),wo} je pfenos cy na W uréeny
jednoznacné, je tedy nase formule tou spravnou.

2. Rez méame lokdlné zadany vztahem z — {o(z),s(o(x))} pro jakykoliv fez
o: M — P. Formule pro invariantni derivaci tedy dava

v§{0', 50 0} = T{Uv §0 U}g - {(75) °0, 0}

a volbou o tak, aby v pevné zvoleném u € P platilo v¢(u) = To.§ dostaneme

Vg{o‘, s§0 U} = {’Yg(u)) Tso (75)(”)} - {7€<u)v 0}

coz popisuje pravé vertikdlni vektor odpovidajici prvku T's(v£(u)) ve standardnim
fibru. Na kazdém vektorovém bandlu E ovSem muizeme ztotoznit vertikalni tecny
prostor v jednom bodé s fibrem do néhoz tento bod patii.

3. Podle pfedeslé casti dikazu je invariantni derivace Vgs = L ¢s derivace
vektorové funkce s ve sméru vektorového pole v¢. Také jiz vime, Ze Vgs je pro
kazdy tez s na W fezem téhoz bandlu. Plati

Loes(ug) = Lye(sorg)(u) = Lyg(Ag-105)(u) = Ag-1 - Logs(u),

kde jsme vyuzili, ze s je G-ekvivariantni a A;-1 je linedrni zobrazeni na W. Dohro-
mady je Vgs : P — W G—ekvivariantni zobrazeni, tedy fez asociovaného bandlu W
(viz lemma 0.6).

Vztah (6.2) pfepiSeme pro hlavni bandl P v lokalni trivializaci P|y = U x G ve
tvaru v¢ = {i% + (r,¢i- Zde T piifadi kazdému £ € T, M prvek z agebry g. Nyni
zderivujeme vektorovou funkci s ve sméru pole €.

_ Os
9zt

0s 0 ,
= () + o] Mexpt(-Tig") o 5(u) =

ds . _
= 5o W)~ X(TiEh) o s(u),

Vis(u) = 22 u) + | (s (o expr(lig) =

nebot s je G—ekvivariantni. [J

Priklady. Bud ~ hlavni konexe na P. Pak konexe na W indukovana k hlavni
konexi v je pfi libovolné representaci A : G — GL(W) jisté linedrni a od nynéjska
budeme linedrni konexi na M rozumét pravé indukovanou konexi na W = P xgW.
Zejména pro P = PM, W = jisty tensorovy prostor, jsou soufadnicova vyjadieni
linearnich konexi na M znamé vzorce ze zakladniho kursu diferencidlni geometrie:

1. W = R s trivialni representaci strukturni grupy. Zde jde o obycejny diferencil
realné funkce na varieté:

0s
Vzii_s =

5= € = MITE)s = ds(€) — 0
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2. W=R™ W =TM = P'M x R™ se standardni representaci obecné linearni

grupy na R™.
-0 sk AN
1 (9L ) 2 (2 i) O
Ve 57 (8 3:17J> <6xl§ 5SS )6‘:1:’C

3. W=R"™ W =T*M = P'M x R* s dudlni representaci ke standardni.

. Osr . .
Vi (o)) = (ke T, st

Meélo by byt nyni zcela ziejmé, jak budou vypadat formule pro libovolna tenso-
rova pole.

6.6. Kriivost konexe. Bud F — M fibrovany bandl s obecnou konexi ~. Kfi-
vost R dané konexe definujeme pro &,n € X(M) pomoci y-liftu X(M) — X(F) jako
rozdil

R(&,n) = [v&,m] — [, n] € CZ(VE).

Zde zévisi jen na hodnotéch liftovanych poli a je tedy R € p*(T*M ANT*M) @ VE
a. Uvazujeme-li R jako tensor R€ T*ENT*E® VE, je

R(&m) = @([x & xnl)

striktné horizontalni, tzn. R(§,n) = 0, kdykoli je jeden z vektord £, € TE ver-
tikdlni. Dale je ziejmé, viz. 0.9, Ze je kfivost obstrukce proti integrovatelnosti
horizontalniho podbandlu.

Protoze ma kfivost vertikdlni hodnoty, budeme na hlavnim bandlu P — M se
strukturni grupou G definovat formu krivosti K jako 2—formu s hodnotami v g,
podobné jako u formy konexe:

K(&(u),n(u) = =Tu(ra) ™" - R(E(w), n(w)).

Zfe.]mé je CK(E,?]) = _R(£777)7 tedy R = _C © K7 a K(fﬂ?) = _W([Xgaxn]% kde
v € QY(P, g) je forma konexe. Smysl zdporného znaménka v definici formy konexe
bude patrny z dikazu druhé c¢asti nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. Forma kiivosti K € Q?(P,g) hlavni konexe v méa nésledujici vlastnosti:
(1) K je G-ekvivariantni, tj. r; K = Ady-— o K.
(2) K =dy+3[7.7]-

Dukaz. 1. Tvrzeni plyne z G—ekvivariantnosti formy . Podrobnéji, horizontalni
lifty hlavnich konexi jsou pravoinvariatni vektorova pole a zavorka pravoinvariant-
nich poli je opét pravoinvariantni. Je tedy K(£,7) pravoinvariantni vertikalni pole
na P a proto spliiuje uvedenou rovnost.

2. Vnéjsi diferencidl linearni formy se vycisluje na vektorovych polich takto

dy(&,m) = & (n) — ny(§) — (€ n])-

Zvolme nejprve fundamentélni pole ¢ = (x za prvni argument a néjaké dalsi pole
1, které s £ komutuje. (Dimenze P je asponn dvé a lokalné lze takova linedrné
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nezavisla pole jisté najit pro kazdé zvolené hodnoty z nichz jedna je vertikalni.)
Vyraz (dy + 1[v,7])(£,n) je pak roven

Cx () = n(Cx) —7(0) + [X,v(n)]-

Diky pravoinvariatnosti v je prvni ¢len roven —ad(X)(v(n)), zrusi se tedy s po-
slednim. Druhy ¢len je derivaci konstantniho zobrazeni, vynuluje se tedy také.
Celkem vidime, Ze je vyraz dvy + %['777] striktné horizontalni, stejné jako kfivost.
Zbyva tedy ovérit rovnost na dvou vektorovych polich v horizontalni distribuci. Na
téch ale je forma konexe nulové a z celého vyrazu zistava —y([€,7n]). Jsou-li zvo-
len4a horizontalni pole lifty poli na M, dostavame tak presné nasi ptvodni definici
kiivosti. O

6.7. Konexe na G—strukturach. G-struktura na varieté M je redukce ¢: P —
PM ke strukturni grupé G C GL(m,R). Koneze na G—strukture P je tedy hlavni
konexe na hlavnim bandlu P.

Lemma. Kazdd hlavni konexe ~ na P uréuje jedinou hlavni konexi 4 na P'M
takovou, ze 1*y = .

Dukaz. Hlavni konexe na P necht je dana formou « : TP — g. Na repéry mimo P
rozsifime formu konexe y pomoci pravého nasobeni

Y(Try - €) :=ryy(€) : TPM — gl(m,R),

kde £ € TP a g € GL(m,R). Jisté plati 4 |rp =~. O

Poznamka. Opacné, zjistit, zda k hlavni konexi 4 na PM existuje konexe v na
néjaké G-struktuie takova, Ze *4 = v, neni jiz tak snadné. Odpovéd pro obecny
fibrovany bandl ddvd Ambrose-Singerova véta, [KMS] 9.11.

6.8. Kanonické formy na G-strukturach. Na G-struktufe P C PM se defi-
nuje tzv. kanonickd forma” 6 € Q'(P,R™) nasledovné. Pro ¢ € T, P, kde u = jio,
o:R™ — M ao(0) = p(u) € M, polozime 0(§) = To~(Tp-£).

Tvrzeni. Kanonicka forma 0 m4 nasledujici vlastnosti:

(1) 0 je G-ekvivariantni, tj. r;6 = Adg-—1 0 0.
(2) 0(¢) = 0 pravé kdyz je £ vertikdlni.

Duikaz. Druhd ¢ast tvrzeni je ziejmé z definice kanonické formy, pro dikaz prvniho
uvazme ¢ = jle, ¢ : R — PIM a g = jip, ¢ : R™ — R™. Nyni miZeme psat
0(&(u)) = jg(o~ ! opoc) a vyjadiime

7’;9(5(1‘)) = Q(Turg : §(u)) = Tw(}_l(Tugp : g(“.g))
Jop~toa topoc)=js(ph) 0 B(E(u)),

nebot jio = u-g=j(o o). Plati tedy 730 = Adg-1 00, viz piiklad 5.4. [

Smysl nasledujici konstrukce bude patrny az v dalsi ¢asti této kapitoly.

7 Anglicky soldering form..
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6.9. Véta. Necht w = 0+~ € QY(P,R™ @ g C a(m,R)), kde ~y je forma hlavni
konexe na P. Forma w ma nasledujici vlastnosti:

(1) w je G—ekvivariantni, tj. r;w = Adg-1 o w.

(2) w reprodukuje fundamentalni pole, tj. w({x(u)) =0+ X = X.
(3) w je absolutni paralelismus, tj. w|r,p : T,P — R™ @ g je linearni isomor-
fismus pro kazdé u € P.

Dukaz. Vsechna tfi tvrzeni jsou zfejmymi dusledky jiz dokdzanych vlastnosti 6 a
~. O

Formu w z predchozi véty nazyvame absolutnim paralelismem na G-strukture P
zadanym linearni konexi v. Pro kazdy vektor X € R™@g definujeme tzv. konstantni
vektorové pole w™1(X) na P rovnosti w(w (X)) = X.

6.10. Véta.

(1) Pro kazdé X € R™ je w™1(X) horizontalni vektorové pole, pro X € g je
w™(X) fundamentélni vektorové pole a plati

w X)) (ug) = Tr, ~w*1(Adg - X)) (w).
(2) Budéx(z) ={u,X} € PxgR™=TM, x = p(u). Plati
Tp-w H(X)(u) = Ex (@) avéx (u) = w™ H(X)(u),

kde v¢x je ~-lift vektorového pole €x.
(3) Invariantni derivovéni je déno vztahem

Vi s(u) = Ly-1(x)s(u).

(4) K := dw + 3[w,w] zadavd horizontalni 2—formu K € Q*(P,R™ & g).

(5) Pro kazdé u € P je zobrazeni ¢,(X) :=p o Fl‘fil(x)(u) : R™ — M difeo-
morfismus na okoli 0 € R™, ktery nazyvame normdalni soutadnice, a plati

Pu.g = Pu © Ady.

(6) Geodetiky na M jsou kiivky a:X(t) :=po Flffl(X)(u). Plati

. X Ad,- X
Via=0aa, =ayus .
Kazdy tecny vektor {u,X} € T, M urcuje pravé jednu geodetiku a v
normalnich soutradnicich jsou geodetiky obrazem piimek v R™.

Dukaz. 1. Prvni ¢ast je zfejmé z definice formy w, zbytek plyne z jeji G—ekvivariantnosti,
podobné jako v prikladu 6.1.4.

2. Plyne z 1, w!(X) je horizontalni pole.

3. Plyne z 2, w™}(X) je y-lift £x.

4. K = Kgm + K, kde K je kiivost konexe «y definovand v odstavci 6.6. Ziejmé
K je horizontalni a pro horizontalni vektorova pole w™!(X) a w=1(Y), X,Y € R™,
je K(w™H(X),w 1(Y)) = —w(w 1(X),w Y (Y)]) + [X,Y] =: k(X,Y). Definovali
jsme tak G—ekvivariantni k¥ivostni funkei x: P — R™ AR™ @ (R™ & g).

5. Plyne bezprostiedné z 1.

6. & je vektorové pole na M nebo G—ekvivariantni zobrazeni P — R™ které je
konstantni. Proto V1ia =0. O
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7. Cartanovy konexe

Necht P — M je obecny hlavni bandl se strukturni grupou H C G. Dale
predpokladejme, Ze existuje rozklad g = g_ @ h na podalgebry. Cartanovou konexi
na P nazyvame 1-formu w € Q!(P, g) s nasledujicimi vlastnostmi.

(1) w je H—ekvivariantni, tj. row=Adj-10ow, g€ H.

(2) w reprodukuje fundamentalni pole, tj. w(¢x(u)) = X, X € h.

(3) w je absolutni paralelismus, tj. w|p, p : TP — g je linedrni isomorfismus
pro kazdé u € P.

Plati analogickd véta jako 6.10. Rozdily jsou v piipadech, kdy se vyuzivala
reduktivnost R™ @ g, nyni je g = g_ @ b pouze rozlozitelna. Podobné jako v minulé
¢asti budeme psat w = w_ + wy.

7.1. Véta.

(1) w™!: g — X(P), konstantni pole. Kazdy vektor X € g_ zadava horizont4ln{
vektorové pole w™!(X), pro X € b je w (X)) fundamentélni vektorové pole
a pro libovolné u € P, g € H plati

W (X)(ug) = Trg - w™ ' (Ady - X)(u).
(2) Budéx(r) ={u,X} € Pxgg_ =TM, x = p(u). Plati
Tp-w™H(X)(u) = Ex() a wyx (u) = w ™' (X)(u),

kde wy&x je wy—lift vektorového pole {x. Zde jiz wy obecné nezadava hlavni
konexi, zejména neni obecné ekvivariantni.
(3) Invariantni derivovéani definujeme vztahem

Vees(u) = Lo-1x)s(u).

(4) K := dw + }|w,w] zadéva horizontalni 2—formu K € Q*(P,g). Je-li K =0,
Ize podle véty 4.9 lokalné ztotoznit hlavni bandl P — M s bandlem G —
G/H tak, ze w je Maurer—Cartanova forma.

(5) Pro kazdé u € P je zobrazeni ¢, (X) :=p o FI} 1(X)(u) tgo 2R > M
difeomorfismus na okoli 0 € R™, ktery nazyvame normdlni soutadnice.
Neplati vsak py.q = @y 0 Ad,.

(6) Geodetiky na M jsou kiivky a:X(t) :=po Flf_l(X)(u). Plati V1é = 0, ale
neplati a;X = ozﬁ.(;g'x, ponévadz obecné Ad, - X ¢ g—. Celkem k danému
tecnému vektoru existuje mnoho geodetik, jednoznacné je kazda urcena az
se zrychlenim.

Dukaz. Pfesné jako u véty 6.10.

7.2. Ricciho a Bianchiho identity. Iterované uziti definice invariantniho derivo-
vani ddva invariantni diferencialy vyssich fadi. Protoze je V¢ s(u) = V¥s(u)(X)
linearni v X, dostavame

(V“’)ks(u)(Xl, ce ,Xk) = L‘;w—l(xk) ©...0 wal(Xl)S(u).
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Zejména, pro diferencial druhého Ffadu a jeho naslednou antisymetrizaci plati

Alt(V“’)zs(u)(X, Y) Ew—l(y) o ﬁw—l(X) — ﬁwfl(X) o £w71(y))s(u)
[

= (

= Liy-1(v)w-1(x))5(w).

Kiivost K Cartanovy konexe w se vyjadiuje pomoci funkce x: P — A%g* ® g,
K(u)(X,Y) = [X, Y] = w(lw™ (X), 0™ (Y)])

a infinitesimalni verze pravoinvariantnosti s fika, ze Lieovska derivace ve smérech z
b je dana algebraickou akci. Celkem jsme tedy odvodili obecnou Ricciho identitu:

AL (V)2 s(u)(X,Y) = V¥s(u) (kg_ (u)(X,Y)) = Vs(u) ([X, Y]) — iy (u) (X, V) -5 ().

Vsimnéme si, ze pro konexe s komutativni podalgebrou g_, tj. napf. afinni ko-
nexe, dostavame klasickou Ricciho identitu pro kovariantni derivace na libovolnych
tensorovych bandlech (véetné pfipadii s netrividlni torzi).

Dalsim jednoduchym dusledkem definice invariantniho diferencidlu je néasledujici
vyjadieni zékladnich (obecné nelinedrnich diferencidlnich) symetrii kiivosti. Vyéis-
lenim strukturni rovnice na konstantnim poli Z = w™~'(Z) a na zévorce konstantnich
poli [X,Y] dostaneme

_EZW([X’Y]) - w([X’?L Z) + [[X7 Y]7Z] - [’%<X7 Y),Z] = _K(KB—(X’ Y)’Z)'

Aplikaci cyklické sumace pres argumenty X, Y a Z vypadnou iterované zavorky tii
poli na P nebo tfi prvka v g a zlstane pravé obecna Bianchiho identita

Z([H(X, Y), Z] - k([ X,Y],2) — k(kg_(X,Y), Z) — “éﬁ(X,Y)) =0

cycl

Jesté struénéji ji zapiseme s pouzitim diferencidlu 9 z kohomologické teorie H*(g—, g)

—OK(X,Y,Z) =) (VHr(X,Y) + k(k(X,Y), 2)).

cycl

Formule se opét vyrazné zjednodusi v klasickém pfipadé afinnich konexi bez
torze, kde nejen vypadne kvadraticky ¢len s torzi, ale navic se celd Bianchiho iden-
tita rozpadne podle hodnot v g_ a g na dvé ¢asti znamé pod nazvy prvni a druha
Bianchiho identita. ProtoZe je navic i diferencidl 0 v tomto pfipadé pouho anti-

symetrizaci, je prvni Bianchiho identita v soufadnicich prave Rfjk” = 0, zatimco
druhé 7ika Ze antisymetrizace zahrnujici prvni kovariantni derivace k¥ivosti mizi,
i pi _

tj. Rj[kl;m] =0.

Zkuste najit explicitni souradné vyjadieni Binachiho identity pro afinni konexe
s torzi a porovnejte snadnost naseho odvozeni s literaturou.

7.3. Torze konexi na G—strukturach. Nechtf v je konexe na G-struktuie P C
P'M, 0 kanonicka forma a K = K_ + Ky € Q?(P,R™ @ g) forma zkonstruovana ve
vété 6.8. Pro &,n € X(M) a y-lift X(M) — X(P) definujeme torzi konexe v jako
2-formu T € Q2(M,R™) predpisem

T(&n)(x) = K- (v, vn)(u).
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Rozepsanim dostavame

T(Em)(w) = (d0(E vm) + 5 (16:2] + b1 D)3, ) () =
= (Lgb(ym) = Lyn8(1E) = O([&, 7)) (u) =
= (Ven — V& = [&1]) (@)

Cestou jsme vyuzili toho, ze [6,60] = 0, [v,7] € g a (7€) vyjadii soufadnice vektoru
& v bazi u. V lokélnich soutadnicich je
on? 1313 0

T(6)(e) = (€~ Tha'e® = Gt + The'nt ~ 6] 505 () =

. . B
= (0, ~ 1)) 5= (@),

neboli T/, = F{ik]‘
7.4. Konexe pati¥ici G—struktufe. Podle vztahu (6.2) je obecnd konexe v ddna
piifazenim &' 52 +— IPE° agp, které uréuje vertikalni ¢ést liftovaného pole &2
Pro konexe na G—strukturach je kazdy vertikalni prostor ztotoznén s vektorovym
prostorem g C gl(m,R) = R™ @ R™ a konexi na G-struktufe pak identifikujeme
s tensorem I" € R™* @ R™* @ R™ takovym, Ze pro pevné X € R™ je ['(X,—) € g.
Jingmi slovy I' € (R™* @ R™ @ R™) N (R™ @ g).

Zadani konexe na G—struktufe P je nyni totéz, jako zadani globéalniho fezu aso-
ciovaného afinniho bandlu P X S se standardnim fibrem S = (R™* @ R™* @ R™) N
(R™* ® g), ktery umime rozlozit na jeho symetrickou a antisymetrickou ¢ast

S = (Rm* OR™ Rm) N (Rm* ® g) e (Rm* AR™ Rm) N (Rm* ® g)

Symetricka ¢ast je pravé prvni prodlouzeni Lieovy algebry g, prvky z antisymetrické
Casti odpovidaji zméné torze konexe 7, podobné jako prvky S predstavovali rozdil
konexe v od pevné zvolené konexe 7y na P.

Dusledek. Konexe s pevné danou torzi na G—struktufe P jsou v bijektivni kore-
spondenci s globalnimi fezy asociovaného bandlu P x g gV

8. Prodluzovani G—struktur

V Sesté kapitole jsme zkonstruovali afinni konexi w = 6 & v € QY (P,R™ & g)
na G—struktufe P, jejiz element v kazdém repéru u € P je linearni isomorfismus ¢
komutujici s diagramem

0 V, P T,P —— T,P/V,P —— 0
SER P
0 g R"Gg —s R™ ——50

Jinymi slovy prokazdé A € ga X € R™ plati (0, A) = Ca(u) a8(u)(p(X, A)) = X.
Je-li ¢ jiny isomorfismus komutujici s diagramem, pak obrazy ¢ a ¢ se lisi pouze
ve vertikalni slozce — existuje takové linearni zobrazeni ¢ : R™ — g, Ze

(@ = )X, A) = Gy (u).



40 CAST II. KONEXE NA G-STRUKTURACH

Pomoci vnéjsiho diferencidlu kanonické formy 6 definujeme torzi ptislusnou ¢,
t, € R™ AR™ @ R™, nasledovné

ttp(X7 Y):= d@(u)(go(X, 0), (Y, 0))

Rozdil torzi ¢ a ¢ mtzeme snadno vyjadrit pomoci zobrazeni .

8.1. Lemma. V zavedeném oznaceni plati pro kazdé X, Y € R™

t@(X’ Y) - ts&(X’ Y) = _[’(/}(X)>Y] + ['(/}(Y)aX]

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme piimym vypoctem. Po dosazeni $(X, A) = o(X, A) +
Cox) (1) je leva strana

df(u)(p(X,0), Cyyy () + dO(u)(Cyx) (u), (Y, 0)) + db(u)(Cyx) (u), Cy(vy (1)

Posledni ¢len je nulovy, nebot kanonicka forma 6 je striktné horizontalni a zavorka
dvou vertikalnich vektorovych poli je opét vertikalni. Znovu diky horizontalnosti
formy 6 pro libovolné A € g plati L, 0 = ic,df a z G—ekvivariantnosti 6 plyne

_ 9 Cayx*
ceb="2| (Figry

0

=5 O(TGXPM)*G = —ad(A)o#.

Odtud i¢,df = —ad(A) o 6, zejména

df(w)(Cy(x) (u), (Y, 0)) = =[¢(X), 0(u) (¢(Y;0))] = —[¢(X), Y]

a podobné pro zbyly ¢len. [

Protoze g C R™ ® R™, budeme kazdé linedrni zobrazeni ¥ : R™ — g chapat
jako tensor z R™* @ R™* ® R™. Po alternaci v prvnich dvou slozkach dostavame
pfirozené piifazeni 0 : R™* @ g — R™* AR™* @ R™ a zfejmé plati, ze 1) € Ker d
pravé kdyz ¢ € g, Tvrzeni piedchoziho lemmatu mtzeme nyni prepsat

to(X,Y) — t,(X,Y) = —(9)(X,Y).

8.2. Strukturni funkce. Dosavadni Gvahy nyni zaruc¢i, Ze zobrazeni ¢ : P —

c(u)(X,Y) := [dO(u)(p(X, 0), o(Y; 0))],

je dobfe definovano. Jmenuje se pruni strukturni funkce G-struktury P. Ziejmé
G—struktura P pripousti konexi bez torze pravé kdyz ¢ = 0.

Piiklad (dusledek). Na ortogondlni struktufe existuje pravé jedna konexe bez
torze.

Duikaz. Tvrzeni plyne z faktu, ze o(m,R)") = Kerd = 0. Zobrazeni 0 je proto
prosté mezi prostory stejné dimenze (algebru o(m,R) tvoii antisymetrické matice),
tudiz Im 0 = R™ A R"™ ®@ R™ a existuje konexe bez torze. Podle dusledku 7.4 je
takova konexe jedina. Jeji explicitni popis bude zfejmy z pozndmky 8.4. O
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8.3. Prvni prodlouzeni. Fibr P, C P nad bodem x € M je tvofen linedrnimi
isomorfismy w : R™ — T,M, z nichz kazdé dva se lisi o néjaky prvek g € G C
R™* @ R™ (akce G je na fibrech transitivni).

Nyni definujeme Pqﬁl) jako mnozinu vsech linearnich isomorfismt ¢ : R™ & g —
T, P, které komutuji s diagramem z tivodu této kapitoly a splnuji ¢, € D, kde D je
néjaky dopliiek k I(R™*®g) v prostoru R™*AR™* QR™. Zfejmé plati, ze ¢, ¢ € pY
pravé kdyz ¢ € g1). Zkonstruovali jsme proni prodlouzeni G-struktury P:

Lemma.

(1) PM £ ¢ a PY — P je hlavni fibrovany bandl se strukturni grupou
expgV) € GL(R™ @ g), kde expg?) je vektorova grupa isomorfni s g(1).

(2) Je-li D € R™ AR™* ® R™ G-invariantni podprostor, pak P®) — M je
hlavni fibrovany bandl se strukturni grupou G x expg), kterou budeme
znadit G'.

(3) Kanonickd forma 6 na G-strukture P se rozsifuje na 636, € Q'(PM R™®
g), ktera je horizontalni pro P — P, G'-ekvivariantni a reprodukuje
fundamentalni vektorova pole (4 € TP, A € g.

Duikaz. 1. Prvni ¢ast tvrzeni je ziejma, druhé plyne z definice P(Y). Zejména, pro
NS Pisl) je z predeslych tvah patrné, Ze vSechny transformace ¢t € GL(R™ @ g)
takové, ze pot € qul) jsou uréeny pravé zobrazenimi v € g() ¢ R™*®g. Explicitné
exp g(!) je grupa linedrnich transformaci ¢ prostoru R™ @ g, ktera jsou tvaru

HX, A) = (X, A+ (X, -)),

kde p € g1) a X e R™, A € g.

2. Nejdiiv strukturni grupu G' popiseme, pak budeme definovat pravou akci
na P — M. Bud G' podgrupa JZ(R™,R™), obsahujici 2-jety zobrazeni ¢ :
R™ — R™, kterd jsou automorfismy ploché G—struktury R™ x G spliiujici ¢(0) =0
(viz 1.4). Je-li ¢ automorfismus G-struktury, je jl¢ = g € G a budeme psat
o =goglop = gop kde ziejmé jip = jiidgm, coz implikuje, Ze P1<ﬁ|0 :
{0} x G — {0} x G je identita.

Kazdy jip nahradime 1-jetem j(lo’e)Plgp, zejména j2¢ nahradime T(O’E)Plgﬁ :
R™ x g — R™ x g. Z predeslych tvah plyne, ze T(O,e)Plgb je tvaru

(X,A) = (X, A+ Z(X)),

kde linearn{ zobrazeni Z : R™ — g je 2-jetem ;2 jednoznaéné uréeno. Z konstrukce
vyplyva, ze Z je dano druhymi derivacemi zobrazeni ¢ v pocatku, zejména tedy
je symetrické, kdyz realizujeme vlozeni g C R™ ® R™. To ale pravé znamena
Z e gW,

Kazdy prvek b = jip € G ztotoziiujeme s dvojici (g,72), kde g = jip € G
aexpZ = j2p € expgM). Budeme psat také b = gexp Z. Nasobeni v G' dané
sklddanim jetd funguje néasledovné

(g expZ') - (gexp Z) = j3(¢' o) = 33((d'99 ') (99)) =
=j3(('9)(Conjy-1¢")p) = g'gexp (Ady1 Z' + Z).

Odtud G! je skutecné polopfimy souéin G x exp g(!).
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Na fibrovaném bandlu P(Y) — M definujeme pravou akci grupy G predpisem
(@) = -b=Tr" opo Ad,

pro kazdé b = bpexpZ € G'. Zde symbolem Ad oznacujeme zobrazeni G' —
GL(R™ @ g) definované pro libovolné X € R™ a A € g takto:

Ady, (X, A) = (bo(X), Ady, A)
Adexp 2(X, A) = (X, A + Z(X)).

V prvnim fadku je bg(X) = Adp, X a Adyp, A skuteénd adjungovand akce grupy G na
R™@®g C a(m,R), viz tvod paté kapitoly. Definice ze druhého Fadku koresponduje
se skutecnym Ad® ve specidlnich piipadech jako napf. v odstavci 8.5.

Nyni dokéZeme, Ze jsme definovali akci a ze P(Y) — M je hlavni bandl.

a) Nejdiiv ovéiime, ze r? : P() — P je pravé akce

(p-b)- b =Tr%o(p-b)oAdy =Tr% o Tr? o po Ady o Ady = ¢ - (VD).

b) Dokazeme transitivnost. ProtoZe G pusobi transitivné na fibrech P — M,
stadi ovéfit, ze exp g!) piisobi transitivné na fibrech P(Y) — P. To jsme ale dis-
kutovali pfi dokazovani prvni ¢asti tohoto lemmatu, fibr nad u € P je totiz pravé
mnozina PV = {p 0 Adeypz = 1P %(9); Z € gV}, kde ¢ je néjaky isomorfismus
R™® g — T, P, ktery komutuje s diagramem ze zacatku kapitoly a spliuje ¢, € D.

c¢) Akce je efektivni, nebot uvazime-li ¢ - b = ¢, je nutné by = e a b = exp Z.
PiepiSeme ¢ - b = ¢ 0 Adexp z = ¢, neboli Adexp z = idrmgg a b je neutralni prvek
grupy G'.

d) Ovéfime, ze ¢ - b € PO . to € D pro libovolné b = bpexpZ € G!
ape Pél),

tpp(X,Y) = df(u - bo)((¢ - 0)(X,0), (- b)(Y,0)).
Protoze kanonickd forma 6, tedy i df, jsou G—ekvivariantni, je pfedchozi fadek
roven

Ady-1(dO(u) (p(Ady(X, 0)), o(Ady(Y,0)))) =
= Adbal (de(u)(w(AdboX’ 0) + @(0’ AdboZ<X))’ @(Adbox 0) + @(Oa AdbOZ(Y))))’

coz plyne z definice Ad, konkrétné
Adpy exp z(X,0) = Ady, (X, Z(X)) = (Adp, X, Adpy Z(X)).
Podobné jako pfi dikazu lemmatu 8.1 odvodime

Ad,1 (d6(u)(p(Ady, X, 0), p(Ady, Y, 0)) -
— [Ady, Z(X), Adp, Y] + [Adp, Z(Y), Ady, X]) =
= Ady (to(Ady, X, Ady, ) + Ad, ([Z(Y), X] - [Z(X),Y]) =
= (Ad,11,)(X,Y) + Ady, (92)(X,Y).

8Pro obecnou Lieovu grupu G s Lieovou algebrou g plati pro adjungovanou akci Ad : G —
GL(g) rovnost Adexp x (Y) =Y + [X, Y] + 51X, [X, Y]] + 5 [X, [X, [X, Y]] + -
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Ponévadz 0Z = 0, dokdzali jsme, ze t,p, = Adbaltw. Ale D je G—invariantni
podprostor R™* AR™ @ R™, tedy t,., € D.

3. Vzhledem k projekci 7 : P(Y) — P definujeme pro kazdj vektor §o € TLPP(l)
hodnotu formy 0_ & 6y : TP — R™ & g takto

(0- o 90)(5%) = ‘Pil(TW : fsa)-

oW (Tr-€,). Ziejmé Tr-€, = p(X, A) €
=X =0(p(X, A)), tedy 6_ = 7*0.

a) Z definice formy 0_ ®0, je 0_(&,) =
T (p)P pro vhodné X, A. Odtud 6_(&,)
b) Horizontélnost je ziejma.
c) Ukézeme, Ze forma je G'-ekvivariantni. V zavedeném oznaceni pocitdme

(r")*(6- © 00)(&p) = (0— @ 00)(Tr" - &) = (¢ - b) (T (Tr - &,)),

b

7Z ptsobeni grupy G! na bandlu P — M plyne, #e 7o r® = r% o 7 a pfedchozi

vyraz je roven
(-0) " (Tr"(T7-8,)) = (Adyr06™ TP ) (T (Tr-€,)) = Ady1 (8- 860) (&),

coz jsme chtéli ukazat.
d) Pro A € g je Tm - (4 € TP fundamentilni vektorové pole odpovidajici A,
odtud

00(Ca()) = ¢ ' (0(0, A4)) = A.
O

8.4. Poznamka. Pro G-struktury s G C O(m,R) je ziejmé g(!) = 0, odtud
P =~ P Forma 0_ & 6y zkonstruovana v predeslém lemmatu je pak kanonické
afinni konexe zminovana v odstavci 8.2. Specidlné pro G = O(m,R) je to konexe
bez torze.

8.5. NerozloZitelné parabolické geometrie. V tomto odstavci budeme studo-
vat geometrické struktury, jejichz strukturni grupa Gg je podgrupou néjaké polojed-
noduché Lieovy grupy G s gradovanou Lieovou algebrou g = g_1 @ go ® g1. Potom
[g-1,0-1] = 0, tj. g_1 je komutativni. Déle gy ptsobi zévorkou na g_; = R™
a go — gl(R™) je inkluse. Uvedeme dva piiklady algeber tohoto typu.
1. g =s(m+1,1LR) = {X € gl(m+ 2,R); XTS + SX = 0}, kde S =
0 0 1
0 E, 0| jematice definujici pseudometriky signatury (m -+ 1,1) na R™*2,
1 0 0
V blokovém vyjadieni je

0 0 0
g-1= g 0 0];9€eR™,

0 —¢7 0
- 0 0

go = 0 A 0];A€es0(mR),AeR =co(m,R),
0 0 X
0 r 0

g1 = 0 0 —rT |;reR™
0 0
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Homogennim prostorem konformni geometrie je sféra S™ = SO(m+1,1,R)/B, kde
B je (parabolickd) Poincarého konformni grupa, s algebrou b = go 6 g;.
2. g = sl(p+¢q,R), algebra matic s nulovou stopou. Gradace vypada nésledovné.

— 0 0 . p* q
= {(8 Dixemroml

(At b 0 ‘Acsl(p.R),Besl(q.R),AeR
g0 = 0 B_%Eq ’ €5(p, )’ Es(q, )v € )

_ 0 ZY, qx p
91—{(0 0>,Z e R ®R}.

Odtud go = sl(p,R) @ sl(q,R) @ R. Specidlné pro p = 1 dostédvame standardni
projektivni strukturu na g-rozmérné varieté.

V odstavci 8.1 jsme zkonstruovali zobrazeni 0 : g*; ® go — ¢7; A g1 @ g_1,
o kterém ukazeme, ze je diferencidlem v tzv. Spencerové kohomologii.

Spencerova kohomologie je kohomologie Lieovy algebry g_; s koeficienty v (g_1)—
modulu g zadand komplexem

7] o 7]
0 —— Co(gflag) — 01(97179) —_—
kde C*(g_1,g) jsou koretézce stupné k definované jako C*(g_1,g) = A*g*, ® g
a diferencial 0 : C*(g_1,g) — C**1(g_1,0) je zadany predpisem

k
(at)(XOa v 7Xk) = Z(il)z[Xza t(XOa s 7Xi7 s 7Xk)]+
i=0
+ 3 ()X, X, Koy X X X,

i<j
Protoze je podalgebra g_; komutativni, je v nasem piipadé diferencial 0 : AFg* , ®
g — AFlg* | ® g tvaru

k
(8t)(X0; s an) = Z(_l)l[th(XOa s aXi7 s 7Xk)}
i=0
a gradace Lieovy algebry g = g_; @ go @ g1 indukuje diferencial 0 : A¥g* ; ® g; —
AkFlg* | ®g,-1 a tzv. bigradovanou Spencerovu kohomologii Hf(g-1,9).
Specialné H{(g_1,g) = Ker 05/Im 8 je prvni kohomologicka grupa komplexu

O 16) % O * * o:
0 —— g1 —— 05, ®g0 —— g5 1 Ag  ®g1 —— -+

Nyni 0 je pravé zobrazeni 0 z odstavce 8.1, kde jsme ukazali, Ze Ker 0y = g(()l).

Lemma. Plati g\") = g1 pravé kdyz H}(g_1,g) = 0.

Dukaz. Zobrazeni 0; : g1 — Imd; C g*; ® go je zfejmé bijekce — explicitné pro
libovolné Z € g1, X € g_1 je z definice (012)(X) = [X,Z] € go C g°1 ® g1
a (hZ2)(X)(Y) = [[X,Z],Y]. (Z Jacobiho identity je zfejmé, ze (0. 2)(X)(Y) =
(W Z)(Y)(X), tedy 01(g1) C g* 109* ;®9_1, coz jsme v€déli, nebot Im 9 C Ker 0z).

Je-li tedy Hi(g_1,g) = 0, skutecné plati g; = Imd; = g(()l) a opatné. [
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Tvrzeni. Ve vsech piipadech kromé g = sl(1 + ¢,R) plati H{(g_1,g) = 0.

Toto tvrzeni dokazovat nebudeme. V piipadé g = sl(1+4 ¢, R) (projektivni struk-
tura) je go = sl(q,R) ® R = gl(q, R), tedy g(()l) =g¢",00";,®g-1almo; C g(()l).
Odtud Hi(g_1,g) je netrividlni.

8.6. Druhé prodlouzeni. Z odstavce 8.3 umime pro kazdou G-strukturu P —
M zkonstruovat jeji prvni prodlouzeni — hlavni (exp g("))-bandl PV — P, tj.
(exp g(V))-strukturu na varieté P. Stejnym zptisobem miizeme sestrojit (k + 1)-ni
prodlouzeni G-struktury P — M jako prvni prodlouzeni G*)—struktury P*) —
P*=1) kde G*) = expg).

Ve zbylém textu podrobné ukazeme, ze druhé prodlouzeni struktur stejného typu
jako v minulém odstavci (kromé projektivni) je trivialni, neboli P(2) — PM) je {e}-
struktura, tj. absolutni paralelismus. Tak ziskame kanonickou Cartanovu konexi,
podobné jako pro ortogonalni strukturu z prodlouzeni prvniho.

V oznaceni z minulého odstavce je prvni prodlouzeni Ggo—struktury P — M
hlavni fibrovany bandl P() — P se strukturni grupou G; = exp gi. Souc¢asné pro
Go—invariantni volbu doplitku D C g*; A g*; ® g—1 k podprostoru d2(g*; ® go) je
PM — M hlavni bandl se strukturni grupou Gy x G1.

Pro dané ¢ € P uvazme linearni isomorfismy ® : g — TwP(l) komutujici
s diagramem

0o —— vV,pY —— 1,P0 — 17, POV, PO — 0

ch T«p gle,@eo

00— o — g1 DPgoDg1 — g-1Dgo — 0

Tj. pro kazdé X € g_1, A € go a Z € g1 ma platit (_ & 0y)(0)(®(X,A,2)) =
(X,A) a ®(0,0,7) = Cz(p). Protoze P — M je hlavni fibrovany (Go x Gp)—
bandl, budeme uvazovat pouze takové isomorfismy @, které splnuji také jemnéjsi
pozadavek ®(0,A4,7) = Ca1z(p). Duvod je ziejmy z dikazu véty 8.7 — chceme,
aby ®1: TP — g rozsifovala formu 6_ @ 6, kterou nyni budeme znaéit 6.

Torzi to € (9-1 D g0)* A (g—1 D g0)* ® (g—1 D go) piislusnou ® nyni definujeme
prirozené vztahem

Lemma. Pro kazdé X,Y €g_1, A, B € gy aZ,W € gy plati

d0()(B(X, A, Z),®(Y, B,W)) =
d0()(®(X,0,0), ®(Y,0,0)) — [X + A+ Z,Y + B+ Wly_,eq,-

Dukaz. Indexem g_1 @ go u zévorky znaéime projekci pr: g — g_1 ® go. Z (Go %
G1)—ekvivariantnosti fromy 6 plyne

i¢ar,d0 = —proad(A+Z)ob.

Odtud po dosazeni
(X, A,7) =2(X,0,0) + Catz(p)
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z bilinearity formy df a zavorky na g obdrzime dokazovanou rovnost. []

Z dokézaného lemmatu je hned vidét, ze torze t3((X, A), (Y, B)) je zcela uréena
vyrazem

d9(<p)(<I>(X7 0, 0)7 (I)(Ya 0, 0)) = _0(90>([(I)(X7 0, 0)7 (I)(Y, 0, 0)])7

jez mé hodnotu v go — je totiz [®(X,0,0), ®(Y,0,0)] € V,,P(!) vzhledem k projekci
p: PY — M. Odtud torze p¥islusna ® je zadana svoji ¢asti v g, Ng" ®go.

8.7. Kanonicka Cartanova konexe. Jsou-li ® a ® dva isomorfismy vyhovujici
nasim pozadavkim z minulého odstavce, pak zfejmé

DX, A, Z) =D(X, A, Z) + Cuix) ()

pro vhodné ¢ € g*; ® g1. Stejnym zptsobem jako pii dokazovani lemmatu 8.1
mizeme odvodit, Zze zménu torze lze vyjadfit vztahem

t<I>((X’ A)a (K B)) - té((Xv A)7 (Y7B)) - 7[7/}(X)7Y] + [w(Y)vX]

a pravou stranu budeme opét psat jako —(99)(X,Y), kde 9 : g*; ® g1 — g*1 A
g1 ® go je sloZenina inkluse g* ; ® g1 C g*; ® g*; ® go a alternace v prvnich dvou
slozkéach.

Oznacme Péz) mnozinu vSech linearnich isomorfisma ¢ : g — TwP(l) s disku-

tovanymi vlastnostmi, pro néz ts € D, kde D je doplitkkovy podprostor k Imd
v gt Ag" ®go. Pak zfejmeé P, P e Pf) pravé kdyz ¢ € Ker 9. Snadno lze ovérit,
ze Ker 0 je préavé 962), kdykoli g1 = g(()l).
Poznamka. Nez zformulujeme posledni vétu, bud C*(g_1, g) komplex zadavajici
Spencerovu kohomologii. Na C*(g_1,g) existuje skalarni souéin tak, ze 9 : C¥ —
C*k*! m4 vzhledem k nému adjungovany diferencial 9* : Ck*1 — C* [Kostant].
Odtud Ker 0* je kanonicky doplitkovy podprostor k Im 0.

Véta. Ve vsech ptipadech kromé sI(2, R) existuje pro kazdé ¢ € P1) jediny linearni
isomorfismus ® vyhovujici pozadavkum z odstavce 8.6 takovy, ze te € Kerd*.
Inverze &1 : T¢P(1) — g zadévaji kanonickou Cartanovu konexi na P(1).

Dukaz. Stejné jako v odstavci 8.5 je O diferencidl ve Spencerové kohomologii
a Kerd = g(()z) odpovida kohomologické grupé Ha(g_1,¢g) komplexu

0 — g, ®91 —— g5 ANg, ®gp —— -+

Ve vSech pripadech kromé s[(2,R) je tato grupa trivialni [Ochiai], proto isomorfis-
mus ® s danou torzi je jediny.

Ovéiime, 7e w € QY (PW, g) definovana w, = ®~! je Cartanova konexe. Diky
rovnosti (0, A, Z) = (a1 z(p) zfejmé w reprodukuje fundamentalni vektorova pole,
staél ovéfit uz jen (Go % Gi)—ekvivariantnost formy w. Nejdiiv ukdZeme, Ze pro
® e PV alibovolné b € Go » G je také @ -b € PC), kde

S-b="Tr"o®oAd,.
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Potom wy., = (® - b)~! a dokdZeme ekvivariantnost.
a) Z (Go »x G1)—ekvivariantnosti formy 6 plyne
0 - D)((® - B)(X, 4, 2)) = Ady16() (B(Ad,(X, 4, 2))) =
= Adb_1 (Adb(X7 A)) = (Xv A)

b) Protoze Trb-C(A,Z)(QO) = CAdb,l(A,Z)((,D'b), plati (®-5)(0,A4,7) = Ca+z(¢-b).
c¢) Chceme dokézat, Ze te., € Ker 0*. Diky ekvivariantnosti § mame

df(p - b)((® - b)(X,0,0), (2 - b)(Y;0,0)) = Ady-1(d8(0)(2(Adyp X), D(AdyY))).

Protoze b = bpexpZ pro by € Gy a Z € g1, je AdyX = Adp, (X + [Z,X] +
%[Z, [Z, X]]) (viz 8.3) a podle lemmatu 8.6 je pfedesly vyraz roven

Adp-1((dO() (P(Adp, X), B(Ady,Y))) — [Adp X, AdyY g, g0 )-

Druhy ¢len je projekce Ady[X, Y], tedy je nulovy. Z diikazu lemmatu 8.3 se snadno
odvodi, Zze b~ = bal exp (—Ady, Z) a po rozepsani zbylého ¢lenu je go—Cast torze
rovna

Ady1[Ady, Z, df 1 (B(Ady, X), D(Ad, )] -
—Ad,_1 (do(®(Ady, X), B(Ady, Y))).

Zde druhy clen je praveé Adbglt@ tedy patf{ do Ker 9*, nebot to je Gp—invariantni
podprostor g*; A g*; ® go. Déle v prvnim ¢lenu je df_1(P(Ady, X), P(Adp,Y)) =
—0_1([Adp, X, Adp, Y]) = 0, tedy jisté lezi v Ker 0*. Z explicitniho popisu diferen-
cidlu 0*, ktery jsme zde neuvadéli, bezprostiedné plyne, ze ad(Z) 0 9* = 9* ocad(2)
pro kazdé Z € g;. Odtud skutecné t3., € Ker0* C g*; A g*; ® go-

Nyni miizeme dokazat ekvivariantnost formy w. Bud §, € TLPP(l) abe GyxGy,

(Tb)*w(&a) =(®- b)_l(TTb &) = Adgl ° (I)_l(fw)a

coz jsme chtéli dokazat. [
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