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i OBSAH

Poznamka ivodem

Druha cast prednasky geometrické algoritmy je daleko blizsi ,¢isté* matematic-
ké teorii nez cast predchozi. S tim jisté souvisi pozorovana nechutf podstatné casti
studentu informatiky tuto cast studovat. Vérim vsak, Ze pravé uvazovani nad mate-
matickym formalismem t¢inné t¥ibi analytické schopnosti, proto jsem po tvahach o
vesmes linearné zadanych objektech v prvni ¢asti prednasky zvolil pravé matematicky
vzajemnou polohou objekti zadanych algebraickymi rovnicemi.

Ustfednim pojmem a néastrojem jsou zde tzv. Grébnerovy baze a algoritmus pro je-
jich sestrojeni. Tim zaroven podavam tvod do algoritmického pristupu ke komutativni
algebre a elementarni algebraické geometrii a predstavuje se tak jeden ze zakladnich
piliti kazdé soucasné implementace tzv. pocitacové algebry. Pro jednoduchost nevy-
chazi text z ramce okruhu polynomu vice proménnych nad realnymi nebo komplexnimi
skalary. Uzite¢nost odvozenych vysledku se snazim predvést na (algoritmickém) feseni
praktickych aplikaci (Teseni a TeSitelnost systému algebraickych rovnic, implicitizace
parametrickych popist variet, singularity a obalky algebraickych kfivek, algebraické
(pocitacové) dukazy geometrickych tvrzeni). Véfim, Ze studium téchto textu prispéje
k vzdélani studentu, kteri si k této problematice najdou cestu.

Tézkého tkolu sepsani téchto ucebnich textu se ujal pan Ales Kienek, touto cestou
mu moc dékuji. Tak jako v predchozi casti, texty vznikly na zakladé mych prednasek
prakticky bez moji dalsi Gcasti a podle mého nazoru se Ales svého tkolu zhostil vybor-
né. Samozrejmeé, za obsahovou stranku musim rucit sam. Jakékoli komentare, dotazy,
vyhrady apod. posilejte prosim na adresu slovakmath.muni.cz.

Brno 1995, Jan Slovak



1 Afinni variety

V této a nékolika nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat formalnim aparatem,
ktery mtze mit mnoho aplikaci vSude, kde se pracuje s objekty nebo déji popsatelnymi
polynomy, resp. systémy polynomialnich rovnic.

Jedna se naptiklad o

e Hledani prislusnosti bodu k néjakému télesu
e Hledani extrému na plose

e Analyza pohybt soucasti néjakého stroje atd.

1.1 Zakladni pojmy

Pristupme nejprve k formalnimu aparatu, konkrétnich aplikaci se snad doc¢kame poz-
déji.

1.1 Definice. Monomem v proménnych 1, ..., x, nad polem k nazveme vyraz x{* - - -

An
n 7

kde «; € N. Za stupen tohoto monomu (znac¢ime dega{*---x%") povazujeme ¢islo
o1+t Q.

Zavadime pojem multiindexu pro o = (o, ...,a,) a pro zjednodusSeni piseme z* =
it eatmralal =ap + 0+ .

Polynomem v proménnych xq,...,x, nad polem k£ rozumime

Zaaxa kde a, € k a suma je konecna
(o}

MnoZinu vech polynomi v proménnych 1, ..., z, nad polem k oznac¢ime k[z1, ..., z,].
S¢itani na ni je veelku ziejmé (u stejnych monomu se sectou koeficienty v k), nasobeni
definujeme takto

(az®) - (ba”) := (ab)x*TF
Tim jsme definovali strukturu okruhu!. Za stupen polynomu povazujeme maximum
stupnt jeho monomu v daném usporadani multiindexu.
To bylo jisté pouhé opakovani z algebry, pristupme déle.

1.2 Definice. Afinnim n-rozmérnym prostorem rozumime k™ = k x --- X k se stan-
N— ——’

n
dardni afinni strukturou.

Polynom f = Y, a,x® € k[ay...,2,] lze pochopitelné pfirozenym zpusobem chéapat
jako zobrazeni f: k™ — k definované

Sfut,oouy) =Y aqu®  kde u® = uft -+ ulr
(&3

Plati implikace, ze pokud f € E[xy,...,x,] je identicky roven 0 (tj. z definice a, = 0
pro kazdé «), pak je f: k" — k nulové zobrazeni. Obraceni ale nemusi obecné platit,

INepiitel necht si samostatnd dokaie, ze je tomu skuteéné tak.
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Obr. 1: V((2? + y*)* — 42*y?)

uvazme tieba k = Z, f = 2? — x. Z¥ejmé f(x) = (v — 1) = 0 na Z, pro kazdé z, ale
f neni nulovy polynom.

Ve dvou proménnych stadi vzit g(z,y) = 2%y + y*x. Obecné pro kazdé prvoéislo p
a a#0plati a?* =1 v Z,, a tedy 2¥ — x je vzdy nulové zobrazeni.
1.3 Véta. Necht k je nekonecné pole, [ € k[zq...,x,]. Pak f =0 v k[zy..., x,] pravé
tehdy, kdyz f: k" — k je nulové zobrazeni.
Diikaz: Indukcei podle n. Je-li n = 1, pak ma kazdy polynom stupné r > 0 nejvyse r
kofent. Pokud je f nulové zobrazeni, musel by polynom mit nekone¢né mnoho kofent,
a tedy je stupné 0 nebo nulovy. Konstantni polynom, ktery je nulovym zobrazenim,
ovsem musi byt nutné nulovy.

Indukéni krok. Mizeme psat f = 3, gi(w1, ..., 2, 1)2%. Pro pevné zvolené hod-

noty x1,...,&,—1 je f polynom jedné proménné, a tedy g;(x1,...,2,-1) = 0. To plati
pro libovolnou volbu x,...,x,_1, tedy ¢; jsou nulova zobrazeni a podle indukéniho
predpokladu i nulové polynomy. O

1.4 Dusledek. Pro nekonecné pole a polynomy f,qg € k[xq, ..., x,] plati
f =g pravé tehdy, kdyz f,qg: k" — k jsou stejna zobrazeni

1.5 Definice. Necht fi,..., fs € klz1,...,x,]. Afinni varietou v k™ uréenou polynomy
fi, ..., fn nazveme mnozinu

‘Z](f1,...,f5):{(al,...,an)Ek”|fi(a1,...,an):0; izl,...,s}

Afinni variety jsou napriklad vSechny kuzelosecky, kvadriky a nadkvadriky singular-
ni i regularni. Ze zajimavéjsich dvourozmérnych uvedme ¢tytlistek (obr. 1) — varietu
B((2*+y?)* —42?y?), z trojrozmérnych pak obrazek z titulni strany — V(2 —y?2? 4 2°),
Whitneyho destnik (obr. 2) — V(x*z —y?), ktery obsahuje celou pfimku {z = 0,y = 0},
a konecné Enneperovu plochu (obr. 3).

Varieta urcena vice polynomy je pak prunik variet jednotlivych polynomu. Tedy
naptiklad U(x? + y* — 1, 2) je kruZnice se stfedem (0, 0,0), polomérem 1 leZici v roviné
xy. Déle V(xz,yz) je sjednoceni pfimky x = 0, y = 0 a roviny z = 0, protoze pro body
téchto dvou utvaru jsou oba polynomy zz,yz nulové.
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Obr. 2: Whitneyho destnik

1.6 Véta. NechtV =U(f1,...,fs), W =D(¢1,...,9:) C k" jsou afinni variety. Potom
1 VUW, VW jsou afinni variety a plati

VOW:‘Z](fl,...,fs,gl,...,gt)
VUW =9(fig;)) prol <i<s, 1<5<t

O
Na poslednim prikladé se objevuje prvni problém — jak chapat dimenzi. Staci zminéna
piimka, aby varieta byla tfirozmérna, nebo ji jesté budeme povazovat za dvojrozmérnou
s jistou anomalii?
V nasledujici ¢asti se mimo jiné pokusime zodpovédét otazky, které se v souvislosti
s varietami bezprostredné nabizeji.

L. Plati B(f1,...,fs) =07
2. JeB(f1,...,fs) konecna mnozina?

3. Jak lze chapat pojem dimenze v pripadé variet?

Jak se ukaze, tyto problémy lze ,rozumné® tesit pro variety v oboru komplexnich ¢isel
(resp. pro vSechna algebraicky uzaviena pole), pro ¢isla realna je to komplikovanéjsi a
velmi zlé pro obecna pole, tj. napiiklad racionalni ¢isla?.

1.2 Parametrizace

Pro nékteré ryze praktické operace s varietami je vhodné pouzivat implicitni reprezen-
taci (tedy az dosud pouZivané vyjadieni), napf. pro zjisténi, zda dany bod do variety

e s

jedna, ukazeme na prikladech.
V(r+y+z—1,04+2y—2z—3) udava piimku (prinik dvou rovin). Resime-li systém

r+y+z—1=0
r+2y—2—3=0

?Takové rozhodnuti, zda B(z"™ + y* — 2") =  vede na velkou Fermatovu vétu.
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Obr. 3: Enneperova plocha

dostaneme primo parametrické vyjadieni této primky

z=—1-3¢
y=2-—21
z=1

V nasledujicim se pokusime o precizni a obecné vyjadreni parametrizace.

1.7 Definice. Necht k je pole a f,g € Kk[t1,...,1,] polynomy. Pak f/g nazveme
raciondlni funkci nad polem k.

Mnozina racionalnich funkci rozlozena na tridy ekvivalence podle

flg=h/l <= f-l=g-h vE[,... 1]

tvoii podilové téleso okruhu polynoma klty, ..., t,]; znacime k(ty,...,t,).
1.8 Definice. Raciondlni parametrickou reprezentact variety U(fi,..., f,) C k" roz-
umime racionalni funkce rq,...,r, € k(t1,...,ts) splnujici nasledujici podminky
o Jeli vy = ri(ty,...,ts) proi = 1,2,...,n pak (z1,...,2,) € B(f1,..., fr) pro
libovolna tq,...,t,.
e B(fi,...,f)]je minimalni afinni varieta obsahujici takto dané body (x1,...,2,).

V této souvislosti se nabizi dalsi otazky.

4. Existuje parametrizace dané variety, resp. l1ze ji nalézt?

5. Naopak, existuje (Ize nalézt) k parametricky zadané varieté implicitni popis?
Obecna odpovéd na prvni z téchto otazek je zaporna. V podstaté lze tvrdit, Ze vétsinu
afinnich variet parametrizovat nelze, respektive neexistuje algoritmus parametrizace
implicitniho popisu. Ty, u kterych se to podaii, nazyvame neiraciondlni®>. Opét obecné
neni jednoduché rozhodnout, zda dana varieta je neiracionalni. Cesta opa¢nym smérem
je v nekone¢nych polich zvladnutelna, algoritmus predvedeme v kapitole 5.2.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze pro jednu a tutéz varietu existuje vice implicitnich,
pripadné i parametrickych popisti. Opomeneme-li parametricky popis, nejednoznacnos-
t1 implicitniho jsou zpusobeny pro tento tcel nevhodnou reprezentaci pomoci nékolika
ygenerujicich® polynomau.

3Piimy preklad anglického unirational.
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1.3 Idealy

Pripomenme si trochu algebry.
1.9 Definice. Mnozinu I C A, kde A je okruh, nazveme idedlem, plati-i 0 € [ a

zaroven

f,gel — f+gel
fel,heA — f-hel

Pojem generdtoru idedlu je snad zfejmy, pfipomenme jen znaceni [ = (aq,...,a,).
Je-li generatoru konecny pocet, rikame, Ze ideal je konecné generovany. Pro varietu

V =9(f1,...,[s) klademe
J(V):= {f € klxq, ... 2] | flar,...,a,) =0 pro vSechna (aq,...,a,) € V}

1.10 Véta. Necht fi,...,fs,q1,..., 9t € K[x1,...,2,] jsou polynomy. Pak plati
1. Jestlize (fi,..., fs) = (g1, ., 9t), pak B(fr,.... fs) = D(g1,...,9).
2. 3(V) je idedl a plati (f1,...,f,) CI(V), kde V =B(f1,..., f).

Diikaz:
1. Uvazujme libovolny (ay,...,a,) € V(f1,..., fs). Pro néj plati

filar,...,a,) =0 proi=1,2,... s

ProtoZe ¢1,...,q: € (f1,..., [s), existuji néjaké polynomy hq1,...,hts v n pro-

ménnych tak, ze
S

gj:th'-fi proj:1727___7t

=1

Odtud g;(a1,...,a,) =0proj=1,2,...,t. Mame tedy

Q](fl, . .,fs) g Q](gl, PN 7915)-

Opacna inkluze se dokaze zcela analogicky.

2. Necht ¢g,¢' € 3(V), h € k[xq,...,x,]. Potom pro zvoleny bod (aq,...,a,) € V
plati g(aq,...,a,) =0, a tedy

(g-h)(ar,....a,) =0 = g-he€TI(V)
(g—l_g/)(alv'--van):() = g+g/€3(V)

Proto J(V) je ideal. Uvazujme libovolny f € (f1,..., fs). Ten lze psat jako

f=>_hi-fi pron&jaka hy,... hs € kla1,..., )

=1

Pro (a1,...,a,) € V je tedy f(ay,...,a,) = 0. Proto plati (fi,...,fs) CI(V).
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O
Jednoduché priklady:

3({(0,0,....0)}) = (1, x0)

J(k") ={0} pro libovolné nekone¢né pole k
Inkluze opaéné k druhé ¢asti véty obecné neplati. Napiiklad varieta U(z?, y*) méa jediny
bod — (0,0). 3(V) je potom {(x,y) D (z?, y?).
Jsou-li V.W C k™ variety, pak plati

VW = 3(V)23(W)
Neboli polynomy, které se nulovaly na néjaké varieté se nutné musi nulovat i na jeji
podmmnoziné.

Objevuji se dalsi problémy

6. Je kazdy ideal I € k[, ..., z,] koneéné generovany?
7. Lze algoritmicky zjistit, zda f € (f1,..., f5)?
8. Jaky je presny vztah mezi (fi,..., fs) a ’J(‘Z](fl, cee fs))?

1.4 Dimenze 1

Na vSechny vyse zminéné otazky se pokusime odpovédét nejprve ve zjednoduseném,
ale nazorném pripadé polynomu v jedné proménné. Konvencéné pouzivame promeénnou
x a koeficienty v polynomu znac¢ime

f=aox" + a1z '+ +a, kde ap # 0.
Vedouci ¢len polynomu (leading term) definujeme jako LT(f) := aga™. Ziejmé plati
deg f < degg < LT(f)|LT(g)

1.11 Véta ALGORITMUS DELENI SE ZBYTKEM. Necht k je pole a g nenulovy polynom.
Pak kazdé f € k[z] Ize jednoznacné psat jako

f=q-g+r kder =0 nebo degr < degg

Diikaz: je pochopitelné konstruktivni, podil g a zbytek r poc¢ita nasledujici algoritmus.
Algoritmus 1.1

1. g:=0,r:=f

2. whiler £ 0A LT (g)|LT(r)

)
21. q:=q+ LT(r)/LT(g)
22. r:=r—LT(r)/LT(g) g
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Pro priuchod cyklem plati invariant f = ¢-g+r, algoritmus tedy dava spravny vysledek.
Stupen r se kazdym prichodem zmensuje, algoritmus tedy zastavi.

Pripustme, Ze existuji jesté jina ¢',r’ tak, ze f = ¢' - g + r'. Protoze stupné r a r’ jsou
ostte mensi neZ stupen g, musi platit i deg(r — r') < degg (protoze r # ', ma smysl
uvazovat deg(r — r')). Zaroven ale plati

deg(r —r') = deg(q — ¢') + deg g > deg g

coz je spor. Dvojice ¢, r je tedy urcena jednoznacné. O
1.12 Dusledek. Je-li k pole, mé kazdy f € k[x] nejvyse deg f korenti.

Diikaz: Je-li deg f = 0 (konstantni polynom), neexistuje zadny koten. Necht deg f =
n >0 a f ma kofen a. Potom podle véty 1.11 existuji g, r tak, ze

f=qlx —a)+r azaroven degr =0 nebo r = 0.

ProtoZe a je kofen, r nemuze byt konstantni a tudiz f = ¢(x — a). Stupen ¢ je n — 1,
podle indukéniho predpokladu ma nanajvys n — 1 kofent, a tedy f jich ma nejvyse n.
O
1.13 Diusledek. Necht k je pole. Pak kazdy idedl v k[x] je tvaru (f).
Diikaz: Necht I C k[x]. Pokud I = {0}, pak I = (0). Predpokladejme I D {0} a nechf
f € I je minimalniho stupné. Pak zfejmé (f) C [I.
Naopak uvazujme néjaké g € I. Podle véty 1.11 existuji g, r takové, ze g =¢q- f +r
a zaroven degr < deg f nebo r = 0. Protoze g, f € I, plati g- f € I, a tedy r € I.
Polynom f byl vybran s nejmensim stupném z I, a proto r = 0. Odtud uz plyne

g€ (f), atedyil C(f). O

1.14 Definice. Necht f, g € k[z]. Nejvétsim spolecnym délitelem polynomu f, g, zna-
¢ime GCD(f,g), nazveme takovy polynom h, Ze h|f, h|g a plati

Vp € k[x]: p|f Aplg = plh

Nejvétsiho spolecného délitele 1ze pochopitelné spocitat
Algoritmus 1.2
1. h:=f,s:=¢g
2. while s # 0
2.1. r:= zbytek po déléni h/s
2.2. h:=s
2.3. s:=r
Nechf f=¢q-g+rah= GCD(f,g). Potom h|r,g a zaroven

Vp € k[x]: plr,g  tedy p|f a plh

Odtud h je GCD(r,g). Trivialné GCD(h,0) = h, proto algoritmus pocita spravné
GCD(f,g). ProtoZe stupné r postupné klesaji, algoritmus zastavi.
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Nejvétsi spolecny délitel dvou polynomt tedy existuje. Je urcen jednoznacné az na
nasobek skalarem. Dva ruzné GCD se totiz musi délit navzajem a to je u polynomu
mozné pravé v tomto pripadé.

Pro korektnost nasledujici véty jesté definujme nejvétsiho spolecného délitele vice
nez dvou polynomu. Je-li s > 2, potom

GCD(frs..., J.) = GCD(f1, GCD(fa..., 1))

1.15 Véta. Pro polynomy fi,..., fs plati (GCD(f1,.... fs)) = (f1,-- ., fs).
Diikaz: Protoze GCD(fr,..., flfv.. ... foplati (fr,.... f.) € (GCD(fi,..., f.)). Na-

opak pfimo z algoritmu vypoctu GCD plyne Bezoutova rovnost, tj.
GCD(f1,....fs)=hifi+ -+ hsfs pro vhodnd hy,... hs

Odtud jiz vyplyva opacna inkluze. O

Béhem kapitoly jsme polozZili nékolik otazek. Nyni mame jiz vse potrebné k jejich
zodpovézeni pro pripad polynomu jedné proménné.

1. Protoze U(f1,...,[s) = B(GCD(f1,...,[fs)) (dusledek véty 1.10), problém

prazdnosti variety se redukuje na problém existence korene polynomu.

2. Ze stejného duvodu je vidy kone¢nou mnozinou izolovanych bodu — korenu
GCD(f1,..., fs)sjedinou vyjimkou GCD(f1,..., fs) = 0; to nastane pouze v pii-

padé, ze f1 = fo = --- = f; = 0. Pak je varietou cela mnozina k.

Pojem dimenze v tomto piipadé postrada smysl.

Stejné tak neni nijak tcelné parametrizovat konecnou mnozinu.

Kazdy ideal je generovatelny jedinym polynomem — dusledek véty 1.15.
Felfin i fs) < GCD(f1,....f.)|f (disledek véty 1.13).

Oznacime-li (f) = I(BV(f1,...,fs)), pak f a GCD(f1,...,[fs) se mohou lisit

pouze nasobnosti korent.

S N
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Obr. 4: Stejna varieta?

2 Grobnerovy baze

Jak uz bylo feceno, implicitni reprezentace variety neni vzdy nejvhodnéjsi. Jen pro
k* = R? je pri komplikovanéjsim zadani obtizné viibec interpretovat, jak dané va-
rieta vypada. Znamenalo by to urcit prunik obecné i dost komplikovanych utvara.
Demonstrujme na jesté pomérné jednoduchém prikladé. Varieta na obr. 4 vlevo je
V(x?+y?+ 22— 1,22 +y*+2). V tomto piipadé lze jesté pomérné snadno uréit, ze priv-
nikem koule a paraboloidu je kruznice lezici v roviné z = %— %\/5, tedy varietu lze stejné
dobfe vyjadiit jako V(a? +y? + 22 — 1,22 — z— 1), piipadné V(z? +y* + 2,2 — 2 + %\/5)
a podobné.

Obrazek 4 a predchozi odstavec nabizi dalsi problém. Jak rozhodnout, zda dvé
implicitné zadané variety jsou stejné? Zrovna tak prazdnou varietu (opét v R3) lze
popsat U(z?+1) 1 V(1) nebo dokonce V(x? + y? + 22 — 1, 2% + y? + 2* — 2). Podobnym
problémem je i uréeni priiniku, odvolame-li se opét na obr. 4, prinik koule U(z? + y* +
z?* — 1) a paraboloidu U(z? + y* + z) lze vyjadiit jednodusgeji jako prinik nékterého
z téchto objektt a roviny.

Vétginu téchto problému pomérné uspokojivé fesi aparat prezentovany v [1]. Jak
se pokusime ukazat, varietu je vhodnéjsi reprezentovat generujicim idealem a pro ten
se podafi nalézt vyjadreni nezavislé na volbé generatoru, resp. predvedeme algoritmus
prevadéjici kazdou mnozinu generatori na jisty jednoznacny kanonicky tvar.

2.1 Deéleni se zbytkem

U polynomii vice proménnych je situace daleko komplikovanéjsi nez byla ve vété 1.11.
Kuprikladu zde neexistuje primy ekvivalent pojmu stupné, je nutné definovat ho pod-
statné opatrnéji. Ani pojem vedouciho ¢lenu polynomu neni zcela pfimocary, je zde
nutné volit néjaké usporadani na proménnych a monomech; cela teorie pak prestava
byt vici proménnym symetricka.

Déleni se zbytkem zde znamena vyjadiit f € klzq,...,z,] jako

f:alfl—I'""l’asfs‘l’r

Naptiklad mé&jme f = 2%y +zy? + 9% fi = zy—1 a fo = y?> — 1. Prvnim délenim
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ziskame
f=@+y)- h+@+y +y)

LT(y*—1) nedéli z (vedouci ¢len zbytku), a tak bychom teoreticky nemohli pokracovat
dal. Presuneme-li vsak toto x do zbytku, dostavame teprve vysledek

f=+y)-hi+Lo+(@+y+1)

Zde jiz zadny ¢len zbytku neni délitelny zadnym z LT(f1), LT (f2). To je také pozado-
vana vlastnost na vysledek déleni se zbytkem.

2.1 Definice. Uplné (linearni) dobré (tj. kazda neprazdna podmnoZina mé nejmensi
prvek) uspofadani < na Nj spliujic

Va,3,v€Z":a<fB = a+y< B+~

nazveme monomidlnim usporaddnim na k[xq, ..., x,].
Takto poloZzena definice neni plna. Usporddani na Nj indukuje pouze usporadéni na
monomech. Kazdy polynom lze vsak preskladat jako klesajici posloupnost monomi (na
koeficienty ted nehledime). Usporadani se na polynomy rozsiii ,lexikograficky“, tedy
vétsi je ten polynom, ktery ma vétsi prvni monom, pokud tak nelze rozhodnou, bere
se v potaz druhy monom atd.

Nasledujici t1i definice zavadéji nejbéznéji uzivana monomialni usporadani. Vsechna
se opiraji o predem dané usporadani jednotlivych proménnych, standardné x; > x5 >

2.2 Definice. Lexikografické uspordddni je takové <., Ze pro kazdé a, 3 € Ny plati
a >1ex <= Nejlevéjsi nenulovy ¢len v o — 3 je kladny

2.3 Definice. Gradované lexikografické usporddini je takové <giex, Ze pro kazdé
a, 3 € Nj plati:
a >glex < |a] > |F] nebo

la] = |3 a zaroven a > 8

2.4 Definice. Gradované opacné lexikografické usporddani je takové <geyiex, Z€ Pro
kazdé o, 3 € Ny plati:

«a >grevlex 6 — |Oé| > |6| nebo
la| = |B| a zaroven nejpravéjsi nenulovy ¢len (a — [3) je zaporny
2,,.2 3
Tedy 21 >greviex T2 >greviex ** * >greviex Tn, ale pokud & >y > 2z, pak 2°yz* > 2y°2,
2,,.2 3
ale 2°y2° <greviex Y~ 2.
2.5 Lemma. >y, > glex; > greviex jSoU monomialni usporadani.

2.6 Definice. Necht [ = Yaen? o € kl[z1,...,2,] je nenulovy a < monomialni.
Pak definujeme:

e Stupent multideg f := max{a € N} | a, # 0}
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o Vedouci koeficient LC' f := tmultideg f

o Vedouci monom LM f := gmultides/

o Vedouci ¢len LT f:=LC f- LM f
Tyto pojmy jsou tedy pro polynomy vice proménnych vesmés silné zavislé na volbé
konkrétniho usporadani.
2.7 Lemma. Necht [, g € k[zq,...,2,] a < je monomialni. Pak

1. multideg(f- g) = multideg f + multidegg

2. f4+9#0 = multideg(f + ¢g) < max{multideg f, multideg g}

2.8 Véta DELENI SE ZBYTKEM. Necht < je monomialni a I' = (f1,...,fs) s-tice
polynomii v k[xq, ..., x,]. Pak kazdy [ € k[x1,...,x,] Ize vyjadrit jako

f=afi+ - +asfs+r kdea,r €klzy,...,x,] proi=1,2,... s

a navic r = 0 nebo r je linedrni kombinaci monomii, z nichZ zadny neni délitelny
kterymkoli z LT fi,..., LT f; a pokud a;f; # 0 pak multideg f > multidega; f; pro
kazdé i. Polynom r nazyvame zbytkem po déleni f/F.

Je zfejmé, Zze narozdil od jedné proménné vysledek déleni se zbytkem neni dan jed-
noznacné ani vzhledem k pevné zvolenému usporadani monomu. Véta také nic o jed-
noznacnosti netvrdi, nasledujici algoritmus dava jedno mozné teseni. Nadale budeme
vysledkem déleni se zbytkem chépat pravé jeho vystup.

Algoritmus 2.1
1. ag:=0,...,a,:=0,r:=0,p:=f

2. whilep # 0
2.1 1:=1
2.2. d:= false

2.3. while: < s Anotd
2.3.1. if LT f;|LTp
23.1.1. a;:=a;+ LT p/LT f;
2312 pi=p— (LT p/LT f3)- f;
2.3.1.3. d := true
2.3.2. elser1:=1+1
2.4. if notd
24 1. re=r+ LTp
242. p:=p—LTp
Dikaz: Pii kazdém priachodu vnéjsim cyklem se pravé jednou provede pravé jeden
z prikazi 2.3.1.2, 2.4.2, a tedy stupen p klesne. Proto algoritmus skondi.
Plati invariant f = a1f1 + -+ + p + r a pritom kazdy ¢len kazdého «a; je podilem
LT p/LT f; z néjakého okamziku. Proto stupen téchto ¢lent je mensi nez stupen p

v daném okamziku a ten je nejvyse roven stupni f. Dohromady stupen kazdého a;f; je
mensi nebo roven stupni f. O
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V k[z] byl kazdy ideal tvaru [ = (f) a algoritmus déleni se zbytkem plné Fesil
prislusnost k idealu. Oproti tomu v k[zq,...,z,] plati pouze implikace

f=afi+ - Faf+0 = fe(fi,.... [
Obraceni obecné neplati, uvazujme f = ay* — 2z, fi = 2y + 1, f; = y* — 1. Potom
algoritmus déleni da
f=yley+ 1) +0(y" = 1) + (—z —y)
ale pfitom evidentné f = z(y* — 1), a tedy f € (f1, f2)-

2.2 Monomialni idealy

2.9 Definice. Idedl I C Kkf[aq,...,x,] nazyvame monomidlni, existuje-li mnoZina
A C Nj tak, Ze I se sestavé pravé ze viech polynomti tvaru 3 ,c4 hoz®, kde h, €
Elx1,...,x,]. Potom piseme I = (z* | o € A).

Ztejmé pro monomialni ideal I plati
el = Jac A2’

2.10 Lemma. Necht | C k[xq,...,x,] je monomialniideél, f € klxq,...,x,] polynom.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. fel
2. Kazdy ¢len polynomu f je prvkem I.
3. Polynom f je linearni kombinaci monomu z [ s koeficienty z k.
Diikaz: Implikace (3) = (2) = (1) je trivialni. Zbyva ukazat (1) = (3).
Plati f = >, anx® € I, kde a, € k. Z predpokladu vyplyva, ze lze vyjadfit

[ = Ygsea hpa®, kde hg € klzy,...,2,). Kazdy ¢len a,a® se musi rovnat nékterému
¢lenu z druhé rovnosti, tedy existuji takové d € k,§ € Ny tak, ze a,z® = dz’*4. Proto
x® € 1, a tedy plati (3). O

2.11 Ddsledek. Dva monomialni idealy splyvaji pravé tehdy, kdyz obsahuji stejné
monomy.

2.3 Dicksonovo lemma

2.12 Véta DICKSONOVO LEMMA. Kazdy monomialni idedal I = (z® | a € A) C
Elx1,...,x,) Ize psdt ve tvaru [ = (a1, ..., 2%), kde o, ..., 05 € A.

Diikaz: Dikaz vedeme indukel podle poc¢tu proménnych. Necht n = 1. Pak I C k[z],
I = (2] a€ ACN). Polozme 3 := min A. Potom zfejmé I = (z).

Uvazujme tedy n > 1. Pro prehlednost oznac¢ime proménné jako xy1,..., x,_1,9,
monomy potom budou tvaru z%y™, kde o € Ni™', m € Ny, a mnozinu monomi z”
s € A budeme znacit [4. Predpokladejme, ze I C k[xq,...,2,_1,y] je monomialni.
Definujme J C k[xq,...,2,_1] ndsledovné

Ji= (x| Im e Ng: 2%y™ € I4)
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Obr. 5: Monomy v idedlu I = (2°y, zy*) C R[z,y]

Ztejmé J je monomialniideal v n—1 proménnych, a tedy podle indukéniho predpokladu
lze psat J = (a1, ..., 2%). Déle z definice J vyplyva, Ze existuji takovd minimalni
m; € Ny tak, Ze 2®y™ € [4. Oznacme tedy m := max{m;} a definujme analogicky
systém idedlu Jy C k[zq,..., 2,1 pro 0 <k <m —1

Jp = (27 | PyF € 1)
Opét vsechny Ji, splhuji indukéni predpoklad, a tedy je lze vyjadrit

Jp = (@ o xR,

Zbyva ukazat, ze I je generovany touto mnozinou monomu

xty™ L xTey™
xo01y? | p0soy0
2Om—11 ym—l L pOm=lem ym—l

Uvazujme libovolny monom z®y? € I4. Nastane jeden ze dvou pripadi
e p > m. Potom jisté x® € J, a tedy néktery z x“1y™, ... a%y™ déli z°y’.

e p < m. Potom analogicky 2 € J, a néktery z xo%1y* .. . 2% sry® déli xyP.

Podle lemmatu 2.10 lze kazdé f € [ vyjadrit jako linearni kombinaci monomu z [4,
ty jsou jiz délitelné nékterym ze zminénych generatoru, a tedy f patii do ideéalu jimi
generovaného. Proto [ je jeho podmnozinou.

Opacna inkluze je zcela trivialni. O
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2.13 Dusledek. Necht < je relace na N splitujici podminky
1. Relace < je uplné usporadani.
2. a<pB,yeEN, = a+y<fB+7y

Pak < je dobré usporadéani pravé tehdy, kdyz Vo € Ny: a >0

Dikaz:

“—" Protoze < je dobré, existuje ap € N nejmensi. Piedpokladejme ap < 0. Podle
podminky (2) zkonstruujeme nekone¢nou posloupnost 0 > a9 > 2a9 > -+, coz
je spor s tim, ze < je dobré.

“<=" Nechf Vo € Nj: a > 0. Uvazme libovolnou mnozinu ) # A C Nj. Potom
I = (x%| a € A) je konecné generovany néjakymi monomy 1, ..., 2% € A. Bez
ujmy na obecnosti predpokladejme oy < --+ < ag.

Uvazujme libovolné o € A. Potom nutné z%|z® pro vhodné ¢ = 1,...,s, tj.

a = a; + 7, kde v > 0 (predpoklad této implikace). Potom ale plati

azoa+0>o

a tedy a7 je nejmensi v A. Protoze A byla zvolena libovolné, je usporadani <

dobré.
O

2.4 Hilbertova véta

Je-li I C k[xq,...,2,] nenulovy, oznacme
LTI :={az® |3f € I: LT f = ax*}

Ziejmé (LT I) je monomialni, a tedy podle Dicksonova lemmatu lze psat (LT I) =
(LT ¢1,..., LT gs) pro néjaka vhodna ¢1,...,95 € I.

2.14 Véta HILBERTOVA. Kazdy ideal [ € k[xq,...,x,] je konecné generovany.

Diikaz: Pokud by I = {0}, je tvrzeni trivialni. Uvazujme tedy [ O {0}. Podle Dic-
ksonova lematu a predchozi poznamky existuji takova g¢1,...,9; € I, ze (LT 1I) =
(LT ¢1,..., LT g5) Z¥ejmé (g1,...,gs) C I. Vezméme libovolné f € I a provedme déle-
ni se zbytkem s-tici ¢q, ..., gs. Dostavame

f=a1g1 + -+ asg; +r kde zadny ¢len r neni délitelny LT ¢y, ..., LT g,.

Protoze r = f — a1q1 — -+ — asg5, plati v € [, a tedy LT r € LT I. 7Zfejmé tedy
LTr € (LTI). Pfipustme, ze r # 0. Protoze (LT I) je monomialni, musi byt LT r
délitelny nékterym z jeho generatort, tj. LT ¢4, ..., LT g;. To je ovsem spor s vysledkem
algoritmu déleni. Proto r = 0 a [ je tedy generovany ¢, ..., gs. g
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2.15 Definice. Kone¢nd baze g1, ..., gsidedlu I C k[zq,. .., z,] se nazyva Grébnerova,

jestlize plati (LT I) = (LT ¢1,..., LT gs).
Baze pouzita v diukazu Hilbertovy véty byla Grobnerova.

Jak uz to na svété byva, Grobnerovy baze nevymyslel pan Grobner, ale jeho aspirant
B. Buchberger, ktery je tak tidajné nazval na pocest svého ucitele. Jesté navic nebyl prvni.
V polovine sedesatych let popsal H. Hironaka ,,standardni baze“, v podstaté se jednalo o totéz.
Ke cti pana Buchbergera nutno podotknout, ze o praci svého soucasnika patrné nemél ani
ponéti a dovedl j1 déle.

Ani pan Hilbert to nemél ve své dobé jednoduché. Vétu, ktera byla ostatné jako hypoté-
za uz zformulovana drive, dokéazal podstatné komplikovanéjsim zpusobem, nez jsme uvedli.
Navic nekonstruktivni dikazy nebyly tenkrat prilis oblibeny, a tak se od svych kolegi uznani
nedockal.

Inkluze (LT I) O (LT ¢1,...,LT gs) plati pro libovolnou bazi ¢1,...,gs, a tedy se
staci omezit na dokazovani opacné. Ta obecné platit nemusi. Uvazujme napiiklad <gpiex
a polynomy z°® — 22y a a’y — 2y* 4+ . Potom 2? = z(2?y — 2y? + x) — y(2° — 2zy),
a tedy 2? € I, ale zfejmé a? ¢ (2°, 2%y).

2.16 Dusledek. Kazdy ideal I C k[xq,...,x,] ma Grébnerovu béazi. Naopak kazda
mnozina polynomi ¢1, . .., gs € I splitujici (LT I) = (LT ¢1,..., LT gs) je Grébnerovou
bazi idealu I.
Na ilustraci uvedme jednoduchy pripad, kdy generatory idealu I budou polynomy stup-
né 1 a usporadani bereme <j.x. Ozna¢me generatory f; = >, a;;v; + a;0. Uvazujme
matici A = (a;;), kdet=1,...,sa j=0,...,n a aplikujme na ni Gausovu eliminaci.
Zisklame B = (b; ;) ve schodovitém tvaru, z ni navic vypustime nulové fadky. Mame
novou bazi ¢, ..., g, kde t < s. Vzhledem k provedenym tpravam je kazdé f; vyjadri-
telné jako linearni kombinace ¢1,..., g, a tedy (f1,..., fs) = (¢1,...,g:) Tvrdime, Ze
q1,-- -, g: Je Grobnerova baze.

Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, Ze proménné jsou znaceny tak, ze LM ¢g; =
x; proi = 1,...,1. Uvazujme libovolny [ € I. Ten lze psat

f=hfi+ o+ hsfs=hg+ -+ kg

Chceme,aby LT f € (LT ¢1,..., LT g}, tj. LT f mabyt délitelny nékterym z a4, . .., ;.
Predpokladejme, Ze f je pouze v proménnych z4y,...,x,. Pak ale A} = 0, pro-
toze x; je vzhedem ke schodovitosti B pouze v ¢;. Analogickym postupem ziskame
hy=---=h,=0,atedy f=0. Baze ¢1,...,q: je tedy Grobnerova.

Pouziti Gausovy eliminace zde neni nahodné, v nasledujici ¢asti ukazeme algoritmus
pocitajici Grobnerovy baze, ktery je v podstaté zobecnénim Gausovy eliminace pro
polynomy vyssich stupnt.

2.17 Véta ASCENDING CHAIN CONDITION. Necht Iy C I, C --- je neklesajici neko-
necnéa posloupnost ideala v k[xq, ..., x,]. Pak existuje N > 1 tak, ze Iy = Iyy1 = -+

Dikaz: Oznacme I 1= J72, I;. Ziejmé [ je ideal. Podle Hilbertovy véty existuji fi,..., fs
tak, ze I = (f1,..., fs). Jisté existuje takové N, ze fi1,..., fs € In. Potomuz [ = Iy =
Ingr =+ n
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2.18 Definice. Necht [ C k[zq,...,z,]. Oznacme
V() :={(as,...,a,) €EK" |VfEI: flay,...,a,) =0}

Podle Hilbertovy véty je I = (f1,..., fs) a V(I) je rovno varieté U(f1,..., fs).

V obecné teorii se okruhy, kde je kazdy ideal konecné generovany, nazyvaji noethe-
rovské. Ukazuje se, ze okruh je noetherovsky, pravé tehdy, kdyz v ném plati tvrzeni
véty 2.17. V tomto kontextu ma Hilbertova véta hlubsi smysl. Dokazuje totiz, ze okruh
polynomu nad noetherovskym okruhem je opét noetherovsky.
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3 Buchbergertv algoritmus

Pouhé tvrzeni, Zze kazdy ideal ma Grobnerovu bazi (dusledek Hilberovy véty) by asi
nebylo prilis prakticky pouzitelné. Proto se budeme dale zamérovat na algoritmické
nalezeni takové baze, a protoze pro dany ideal muze Grobnerovych bazi existovat vice,
pokusime se identifikovat i jakousi jednoznacnou kanonickou formu.

3.1 Kiritéria pro Grobnerovy baze

3.1 Véta. Necht G =A{q,...,q:} je Grobnerova baze idealu I C k[xq,...,x,] a [ je
polynom v k[zy, ..., x,]. Pak existuje pravé jednor =3, a,x® € klxq,...,x,] s témito
vlastnostmi

1. Zadny ¢&len r neni délitelny Zadnym z LT gy, ..., LT g;, tj. Va¥Vi: LT g; } agz®.

2. dgel: f=qg+r
Diikaz: Algoritmus pro déleni se zbytkem da

f=ag14+ -+ ag, +r kde r spliuje podminku 1.

Za g uz vezmeme a1gy + - - - + a,q;, které trivialné padne do 1.

Zbyva dokazat jednoznacnost. Predpokladejme f = g4+ r = ¢ + r/, kde r # r'.
Ziejmé plati r — 1’ = ¢’ — g € I. Protoze G je Groebnerova, je LT (r — ') délitelny
nékterym z LT ¢1,..., LT ¢;. Diskutujme nasledujici moznosti

o LMr = LMvr'. Pak ten s vy$$im stupném musi byt délitelny nékterym z vedou-

cich ¢lena LT ¢1,..., LT g;, coz je spor s prvnim bodem.

o LMr = LM+ ANLCr # LCr'. Potom ale oba LM r, LM 1" musi byt délitelné
nékterym z LT ¢1,..., LT g;.
Proto tedy LT r = LT r" a induktivni ivahou odtud plyne r = ', O
Predchozi véta je vlastné zobecnénim déleni se zbytkem, kde na misté délitele vystu-
puje idedl. V pripadé jedné proménné nebylo co zobecnovat, protoze kazdy ideal byl
generovany jednim polynomem. Zajima-li nas pouze zbytek, véta navic rika, ze nezalezi
v 1s o ;s , ; v ., FF v ;
na poradi polynomu v bazi. Proto ma smysl zavést znaceni f~ pro zbytek po déleni

f/F, pokud F' je Grobnerova baze.

3.2 Dasledek. Necht G ={g1,...,q:} je Grobnerova baze idedlu I C k[xq,...,2,] a
f je polynom v k[xq,...,x,]. Pak plati

| €l < zbytek po déleni f/G je nulovy

Diikaz:

“<=" Necht f = g 4 r je rozklad z predchozi véty a r = 0. Potom trivialné f € I.

“—7" fel = f = f+0. ProtoZe f vyhovuje podminkam pfedchozi véty, a takovy
polynom podle jejiho tvrzeni existuje pravé jeden, musi byt zbytek po déleni f/G
nutné nulovy.

4
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3.3 Definice. Pokud a = multideg [ a # = multideg g, bud

¥ = (7,.--,7) kde v = max{ay, 8;}

Monom 27 nazyvame nejmensim spoleénym ndsobkem (least common multiple) mono-
mu LM f a LM g a zavadime ponékud matouci oznaceni LCM (LM f, LM g) := a”.

Vyraz
x7 x7

g

nazyvéme S-polynomem?* polynomi f,g.

Jedna se o nastroj k jakési eliminaci vedoucich ¢lent, Gaussova eliminace je specialnim
pripadem tohoto postupu pro stupen 1. Narozdil od ni ale mtze dojit ke zvySeni stupné,
i kdyz puvodni vedouci ¢leny odstrani.
Vezméme napiiklad f = 2%y* — 2%y® + 2, ¢ = 3z*y + y*, tedy polynomy stupné 5
v Rz, y] a uspofadani <giex. Pak v = (4,2) a
4,2 4,2 1 1

ety Lty
S(f,9) = $3y2f RET vf —3y9 = —ay’ + 2’ — oy

coz je polynom stupné 6.
Nasleduje lemma technického razu, které je nutné pro dikaz stézejni véty.

3.4 Lemma. UvaZzmepolynom f = Y!_, c;x%g;, kdecy, ..., ¢; € k aa;+multidegg; =
0 pro néjaké pevné § kdykoli ¢; # 0. Pokud multideg f < 4, pak existuji takova ¢, ;, ze

t t

Yo=Y cipa" 1 S(g5 g8)  kde 2t = LOM(LM g;, LM gy)
=1 7,k=1

a dale kazdy x®~+S(g;, gx) ma stupeti mensi nez §.

Diikaz: Oznaéme d; := LC g; a p; = x%g;/d;. Uréité ¢;d; = LC(¢;x%g;) a LCp; = 1.

ProtoZe multideg(c;2% ¢g;) = § a zérovenh multideg f < §, musi nutné platit >>t_, ¢;d; =

0. Pokusme se ted f vyjadfit jako kombinaci S-polynomii.

t
f= Zcidipi = C1d1(p1 - pz) + (Cldl + C2d2)(p2 - PS) +oe
=1

+ (crdy + -+ cordir)(peo1 — pe) + (ady + -+ + Ctdﬂpt

0

Kazdy rozdil p; — py lze vyjadrit v S-polynomech

§ 8 Y3,k Y5,k
x x 5—’7 . ' ' 5—’7 i
P - =z Js R— = I S .
djx(s_aj g] dkx(s_akgk (LTg]g] LTgkgk (g]7gk)
Z obou rovnosti se uz snadno odvodi jednotlivé koeficienty ¢; . O

4Ze syzygy neboli spiezeni, vice kapitola 3.4.
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3.5 Véta. Necht'l C k[xq,...,x,]jeidedl. Pak jeho bdze G ={g;,...,qg:} je Grobnerova
pravé tehdy, kdyz pro kazdé i # j je zbytek po déleni S(g;,g;)/G nulovy.

Diikaz:

“==" Plyne bezprostredné z dusledku 3.2.

“—=” Uvazujme 0 # f € I. Potfebujeme LT f € (LT ¢1,... LT g;). Podafi-li se zaru-
¢it, aby pro f =Yt hig; platilo
multideg f = max{multideg(higi)}

bude LT f nutné délitelny nékterym LT g;, a tedy GG bude Grobnerova.

Ozna¢me m; := multideg(h;g;), 6 := max{mq,...,m;}. Z¥ejmé multideg f < 4.
Necht hy,..., ks jsou zvolena tak, Ze ¢ je minimalni. Protoze pracujeme s mono-
mialnim usporadanim, které je dobré, takové § existuje.

Dokazme tedy, Zze multideg f = 4. Lze psat
) F= 3 higi+ > higi= > (LT h)gi+ > (hi — LT hi)gi + > higi
m;=§ ms<§ m;=§ m;=§ ms <&

Vsechny s¢itance druhé a t¥eti sumy maji jisté stupen mensi nez §. Pfipustime-li,
ze multideg f < 4, potom nutné

multideg ( S (LT hi)gi) <4

m; =6

Oznac¢me nyni ¢;z® := LT h; a aplikujme lemma 3.4.
Yo (LT higi = Y cx®gi =Y cipx’ S (g5, i)
m;=§ m;=6 Jik

7 predpokladu véty a algoritmu o déleni se zbytkem ziskavame

g;,gk Zaz,],kgz

a navic multideg(a; jxg;) < multideg S(g;, gx). Oznacime-li b; ;5 1= 2°Vka; ; .,
dostavame

2745 (g;, 91 Zb,mgz
Podle druhé casti lemmatu 3.4 plati
multideg(b; j rg;) < multideg(xé_%ka(gj,gk)) <4

a dosazenim

S (LT h) Zc]k(Zb%kgz) _i(zc],kb,],) o

=1 7.k



20 3 BUCHBERGERUV ALGORITMUS
pricemz plati

multideg (Z cj7kbi7j7kgi) < proi=1,...,t
5k
Dosazenim do rovnosti (1) ziskavame vyjadieni f jako kombinace g1, ..., g:, kde
vSechny sc¢itance jsou stupné mensiho nez ¢. To je spor s minimalni volbou ¢, a
tedy multideg f = 6, odkud LT f € (LT ¢1,..., LT ¢:) a baze GG je Grébnerova.
O

3.2 Algoritmus

Véta 3.5 poskytuje uz ucinny prostredek pro zjisténi, zda néjaka baze je Grobnerova.
Uvazujme napiiklad I = (x + y,y — z). Jediny S-polynom, ktery ptipada v Gvahu je

T T

y y
Styy—2) ="ty - Sly—2) =ezty’

Délenim ziskame zz + y* = 2(z + y) + y(y — z), a tedy dan& béaze je Grébnerova.
Spolu s vétou 2.17 ziskavame také navod k naivnimu algoritmu pro vypocet Grob-
nerovy baze. V kazdém jeho kroku k jiz zkonstruované bazi G = {fi,..., fs} pridame
viechny nenulové S(f;, f;) . Ziskime tak bazi G, Ztejme jsme nic nového nepridali, a
tak (G") = (G). Navic (LT G) C (LT G").
Pokud ovsem G C (', pak také (LT G) C (LT G'), protoZe pridavame zbytky po
déleni ¢ a ty nemohou byt délitelné zadnym z LT f1,..., LT fs, a tedy (LT () obohati.

Méame tedy neklesajici posloupnost idealt
(LT Gy) C(LTGy) C -+

A ta ma podle véty 2.17 jisty index, od kterého je stabilni. Pfipustime-li, Ze pridavani
zbytkt k bazim nikdy neskonci, dostavame se tak do sporu. Nasledujici algoritmus
pocitajici Grobnerovu bazi G idealu (F) je tedy korektni
Algoritmus 3.1
. G:=F,G =1
2. while G # (¢
21. " =G
22.Vp,ge G':p#gdo

!

2.2.1. s:=S5(p,q)
2.2.2. if s #0
2221, G := G U {s}

Tento algoritmus ovsem neni zdaleka idealni. Lze vymyslet velmi jednoduse vypadajici
vstupy, pro néz vraci divoké vysledky. Dale vystupni baze se pfimo odviji od vstupni, a
tedy pro tentyz idedl zadany rtznymi bazemi da také razné vysledky. 7 hlediska cisté
rutinniho algoritmus také neni optimalni, mnoho vypoctu zbytka zbytecné opakuje, i
kdyz je ziejmé, ze jakmile byly zbytky jednou vynulovany, budou nulové i v néasleduji-
cich krocich.
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3.3 Redukované baze

Jak jiz bylo feceno, Grobnerovych bazi daného idealu existuje vice. Zamérime se tedy

na nalezeni jednoznac¢né kanonické podoby, ktera dany ideal bude identifikovat.

3.6 Lemma. Necht G je Grobnerova baze idedlu I a p € G takovy, ze LT p €

(LT(G —{p})). Pak G — {p} je také Grébnerova baze I.

Diikaz: 7. definice Grébnerovy baze plati (LT 1) = (LT (). Protoze LT p € (LT (G —

{p})), plati (LT(G —{p})) = (LT G). Odsud jiz, podle dusledku 2.16, plyne tvrzeni.
O

Nasledujici definice je tedy smysluplna.

3.7 Definice. Minimalni Grébnerovou bdzi idedlu [ je takova Grobnerova baze G, Ze
pro vsechna p € G plati LC p =1 a zaroven LT p ¢ (LT (G — {p}))

Napiiklad mé&me k[z,y] a <giex, I = (f1, f2) = (2® — 22y, 2%y — 2y* + ). Zminény
algoritmus da

(f17 s '7f5) = (1'3 - 21’y,$2y - 2y2 + Z, _x27 —21’y, _2y2 + l’)

Ptitom plati LT fi = 2° = —a LT fs a LT f, = —%:1; LT f; a tedy f1 a f jsou podle
lematu 3.6 zbytecné.

Minimalni Grobnerova baze jesté stale neni to, co hledame, protoze ideal muize mit
vice minimélnich bazi. Napiiklad pro kazdé a je {x* + axy, zy,y* — 1/22} minimalni
Grobnerovou bazi uvedeného idealu. Proto nasledujici definice
3.8 Definice. Polynom ¢g € GG nazveme redukovany pro bazi G pokud Zadny z jeho
monomtu nelezi v (LT(G —{g})). Redukovanou Grébnerovou bdzi idedlu I potom na-
zveme takovou Grobnerovu bazi (G, ze pro vSechna p € GG plati LC p = 1 a zaroven p
je redukovany pro G.

Zejména kazda redukovana Grobnerova baze je minimalni.

3.9 Lemma. Je-li polynom ¢ redukovany pro néjakou minimalni Grobnerovu bazi
G idedlu I, pak je také redukovany pro kazdou minimalni Grébnerovu béazi G' téhoz
idealu, ktera jej obsahuje.

Diikaz: Tvrzeni dokazeme sporem. Uvazme G = {¢1,...,95}, G' = {g1,...,9;} a
g=--+m+--- kde m € (LT(G' — {g})) (tj. g neni redukovany pro G’). Po-
tomm =ay; LT gy +---+ a; LT g, pro néjaké vhodné polynomy aq, ..., a;. Protoze G i
(" jsou Grobnerovy baze téhoz idedlu, plati (LT G) = (LT ('), a tedy kazdé LT ¢! lze
vyjadfit jako kombinaci LT g1, ..., LT g;. Odtud uz plyne m € (LT &) a protoze je G/
minimalni, je m € (LT(G'\{g})), coZ je spor s pfedpokladanou redukovanosti g pro G.

0

3.10 Véta. Necht'I C k[zq,...,x,] je nenulovy. Pak pro kazdé monomialni usporadani
existuje pravé jedna redukovana Grobnerova béaze idealu I. Navic kazdou Grobnerovu
bazi Ize algoritmicky redukovat.

Diikaz: Piedpokladejme, Ze (G) = I, G je Grobnerova. S ohledem na lemma 3.6 lze
predpokladat, Ze GG je i minimalni. (Algoritmus minimalizace je zFejmy, staéi testovat
pouze délitelnost vedoucich monomii.)
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Nechf ¢ € G neni redukovany. Pti déleni g/(G'—{g}) se tedy LT g nutné dostane do
zbytku, protoze nema ¢im byt délitelny (béaze je minimalni). Tedy LT (g%~ 19}) = LT g,
protozZe nic jiného uz nemuze byt vedoucim ¢lenem zbytku. Oznac¢me

g =3 a G =(G-{g})Uis}

G je opét minimélni Grobnerovou bazi idealu I, protoze (LT G') = (LT ), tjtaké plati
(LT G')Y = (LT I). Polynom ¢’ je zfejmé redukovany pro ' diky vlastnostem algoritmu
pro déleni. Byl-li néjaky h # ¢ redukovany pro (7, zustava podle predchoziho lemmatu
redukovany i pro GG'. Tim je dan algoritmus pro redukci Grobnerovy baze.

Zbyva dokazat jednoznacnost. Predpokladejme dvé redukované Grobnerovy baze
G, G nenulového idealu I. Plati tedy (LT G)y = (LTI)= (LT é> Protoze tento ideal
je monomialni, 1ze pro néj aplikovat Dicksonovo lemma. S odvolanim na konstrukci
baze v jeho dikazu lze tvrdit, Ze existuje pravé jedna monomialni baze monomialniho
idealu tak, ze koeficienty jejich ¢lenu jsou rovny jedné a zadny z ¢lent této baze nedéli
jiny.

Podle definice minimality musi byt LT G i LT G pravé takovou bazi. Tedy LT G =
LT G. Ke kazdému g € G tedy exisuje pravé jedno § € G takové, ze LT g = LT §.

Plati ¢ — g € I. Protoze GG je Grobnerova, plati HG = 0. Cleny LT ¢, LT § se
odectou uz v ¢ — g. Protoze obé baze jsou redukované, nemuze byt zadny ze zbyvajicich
dentt g — ¢ délitelny kterymkoli z LT G = LT G. Musi se tedy dostat do zbytku. Plati
tedy

g-9=9-3 =0
Tim je jednoznacnost dokazana. O
Algoritmus konstrukce redukované Grobnerovy baze vyplyvajici z predchozi véty
sice vede k cili, ale zdaleka neni optimalni. Jeho prvni ¢ast, algoritmus uvedeny za vé-
tou 3.5 totiz muze dat vysledek z mnoha polynomt, resp. polynomu vysokych stupnt
¢ koeficientti. Optimalizace® spoéiva v ptibézném aplikovani minimalizace, normovéani
a redukce na mezivysledky. Sice jsme neukazali, ze si to miuzeme dovolit, v dukaze
predchozi véty se silné vyuzivalo toho, Ze baze, ktera je redukovana, byla minimal-
ni Grobnerova, v jistych pripadech ale tento postup aplikovat 1ze. Bohuzel neni jed-
noduché rozhodnout, kdy a ktery ze tii zminénych kroka pouzit. Vsechny dostupné
algoritmy se tedy opiraji o néjakou heuristiku, nicméné ke kazdému lze zkonstruovat
yrozumné vypadajici® vstup, pro ktery na soudobé technice zhavaruje pro nedostatek
paméti. Neptilis povzbudivé, ale pro vétsinu béznych aplikaci nastésti algoritmy prilis
neselhavaji.

V tuto chvili mame odpovédi na dvé z diive polozenych otazek.

o fcl] — TG = 0 pro Grébnerovu bazi (G idealu I (dusledek 3.2).

e Dva idealy jsou stejné pravé tehdy, kdyz maji stejné redukované Grobnerovy
baze.

V obou pripadech nezalezi na zvoleném monomialnim usporadani.

>Tento termin chapeme ve smyslu informatickém, matematici by snad radéji vidéli vylepseni —
meliorace.
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3.4 Zefektivnéni algoritmu

Podstatnym kritériem pouzitym v naivni verzi algoritmu je tvrzeni véty 3.5. Vypocet

v

S-polynomu a nasledné déleni se zbytkem je nejbolestivéjsi misto algoritmu z hledis-
ka Casové naro¢nosti. Pokusime se nalézt ekvivalentni kritérium, které bude snadnéji

implementovatelné.

3.11 Definice. Zvolme pevné monomialni usporadani. Necht G = {¢1,...,q:} C
k[z1,...,7,). Rekneme, Ze f € k[x1,...,2,] se redukuje na g modulo G (piseme f —¢
g), pokud existuji néjaka aq,...,a; € k[z1,...,x,] tak, Ze

f=ag+ - +ag+g

a zaroven multideg f > multideg a;g; pro kazdé 1 = 1,... ¢t
Polynomy aq, ..., a; v definici jsou veskrze libovolné, nemusi se jednat o vysledek déleni
se zbytkem.

3.12 Lemma. Necht G = (¢1,...,9s5) € (K[x1,...,x.])°, [ € kl[x1,...,2,]. Plat{
implikace
T9=0 = f—=40

Opak obecné neplati. O
Napiiklad f = 2y* — 2, G = (zy + 1,y* — 1). Potom TG = —x — y, ale pritom
=y’ =1).

V dikazu stéZejniho kritéria (véta 3.5) se ale vyuziva pouze vlastnosti f —¢ 0.
Odtud plyne nasledujici
3.13 Dasledek. Béze G = {q1,...,q:} je Grobnerova pravé tehdy, kdyz S(g¢;,9;) —a
0 pro vsechna 1, j.
3.14 Véta. Necht G C k[xq,...,x,] je konecna, f,g € G. Necht navic LCM (LM f, LM g) =
LM f- LM g. Potom S(f,g) —¢ 0.

Diikaz: Bez ymy na obecnosti muzeme predpokladat LC f = LC g = 1. Potom lze

vyjadiit
f=LMf+p
g=_LMg+q
Pocitejme
S(fg)=LMg-f—LMf-g=(9—a)f—(f—plg=9p—fq
Ptitom stupné gp i fq jsou jisté mensi neZ stupen S(f, g). O
3.15 Definice. Necht F' = (fi,...,fs) € (k[z1,...,2.])*. Syzygy® vedoucich ¢lentt
nazyvame s-tici polynomua S = (hq, ..., hs) takovou, Ze

S hi LT f: = 0
=1

Symbolem S(F') zna¢ime mnoZinu vsech s-tic, které danou podminku spliuji.

6Cesky ,spiazeni“, zachycuje algebraické relace mezi vedoucimi ¢leny.
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Oznaéime-li e; jednotkové vektory ve volném modulu” (k[zy,...,2,])*, kaZdou syzygy
lze vyjadrit

S = Z hiei
=1

Kazdy S-polynom nad {f;, f;} € F odpovida prvku volého modulu

x” x”
S

_ C_ , v . ,
: LTfieZ LTfjej kde ¥ = LCM (LM f;, LM f;)

ktery vzdy patii do S(F'). Termin S-polynom pochazi pravé z této korespondence. Na
druhé strané kazdou syzygy S € S(F') lze vyjadfit jako linearni kombinaci vyrazu S; ;.
3.16 Véta. Necht F = (fi,...,fs) € (klx1,...,2,])° a S € S(F). Potom Ize vyjadrit

S = Zui7j5¢7j kde u; ; jsou vhodné polynomy
i<
Dukaz je analogicky dikazu lemmatu 3.4 a pro velkou osklivost ho radéji vypustime.[

3.17 Definice. Homogenni syzygy S € S(F) stupné a € Ny je tvaru
crx™le; + - 4 c.x¥e,

kde ¢; € k a a; + multideg f; = « pro vSechna takova i, kde ¢; # 0.

3.18 Lemma. Necht I'=(fy,...,[s) € (k[z1,...,2,])%. Plati
1. Kazdou syzygy S € S(F) Ize vyjadrit jednoznacné jako soucet homogennich
syzygy z S(F).
2. S(F) je podmodul ve volném modulu (k[z1,...,x,])° s bazi vybranou z homo-
gennich syzygy S; ;.
0
Podmodul S(F') pro netrivialni F' neni volny. Pro bazi S(F') nejsou nutné tteba vSechny
S; ;. Napiiklad v lexikografickém uspotadani © < y < z pro F' = {a?y*+2, 2y —y, 2%y +
yz} dostavame Sy 5 = (1, —2,0), S13 = (1,0, —y), Sa3 = (0,2, —y), tj. Sa3 = S15— 51,2
3.19 Véta. Bize G ={q1,...,q:} idedlu I C klzq,...,z,] je Grébnerova pravé tehdy,
kdyz pro kazdou syzygy S = hyie; + - - - + hye; v homogenni bazi S(G) plati

S-G =40 kdeS'G:Z§:1hi9i

Dukaz je opét analogicky véte 3.5. g

Jako kritérium pro zjisténi, zda dana baze je Grobnerova tedy staci testovat reduko-
vatelnost jistych velmi specialnich syzygy (pouze prvkia homogenni baze podmodulu

S(G)) na 0.

"Zobecnéni vektorového prostoru. Definice modulu je zcela stejna, jen pole skal4rti zaménime libo-
volnym okruhem. Volné moduly jsou pravé kartézské mocniny okruhu skalara s operacemi definova-
nymi po komponentach. Vsechny vektorové prostory jsou volné diky invertibilité nenulovych skalar.
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3.20 Véta. Necht G = (¢1,...,9:) a © C {S;; | 1 <1 < j <t} je baze S(G).
Predpokladejme, ze pro néjaké ruzné ¢;, g;, g, plati LT gi,| LCM (LM g;, LM g;). Jestlize
Siks Sik € 6, pak & — {5, ,} je také baze S(().

Diikaz: Oznacme 279 := LCM (LM g;, LM g;). Piedpokladame, ze a7k a7k |70 . Od-

tud zfejmé
x Vi x Vi
ik~

Sij =

S,
:E'W,k ‘77k

Tedy 95;; je v bazi & zbytecny. O
Dusledek 3.13 poskytuje nahradni kritérium pro vypocet Grobnerovy baze, navic veé-
ty 3.14 a 3.20 dava zefektivnéni. V tuto chvili jiz muZeme formulovat algoritmus,
ktery je vylepsenou podobou naivniho Buchbergerova. Vstupem je néjaka baze F' =

x'yj,k

(fi,--., fs), vystupem Grobnerova baze G.
Algoritmus 3.2
L. B={(i,)|1<i<j<s},G:=F t:=s
2. while B# 0

2.1. vezmi libovolné (i,7) € B
2.2, if LCM(LT fi7 LT f]) 7£ LT fZ - LT f]‘ and not Test(fi, f]‘, B)

221, 8 :=S(fuf)

2.2.2. if S # 0
2.22.1. ti=t+1
2.2.22. f =S

2223. G:=GU{f}
2224 B:=BU{(@,t)|1<i<t}
23. B:=B—{(4,7)}

Funkce Test ovéfuje podminku véty 3.20, tj. vraci true, pokud existuje néjaké k ¢
{1,7} takové, Ze (i,k), (5, k) € B (pti vhodném poradi dvojic) a pritom zaroven plati
LT fi| LCM (LT f;, LT f;). Invarientem algoritmu je tvrzeni, Ze B neobsahuje ty dvoj-
ice, 0 nichz vime, ze se S-polynom redukuje na nulu (bud je to patrné z testu 2.2, nebo
si to zaruéime krokem 2.2.2.3). Algoritmus zastavi v dusledku véty 2.17 (Ascending
Chain Condition) a vystupem je skutecné Grobnerova baze.

Testy jsou v souhrnu podstatné méné pracné, nez vypocty S-polynomu v puvod-
nim algoritmu a nasledné opakované déleni. Problémy okolo vhodnosti minimalizace a
redukce Grobnerovy baze v daném okamziku vypoctu ovsem zustavaji.

Jako vedlejsi produkt algoritmu ziskame informace o algebraickych relacich mezi
polynomy vzniklé Grobnerovy baze. Zamérme se o néco podrobnéji na manipulaci algo-
ritmu se syzygy. Ozna¢ime-li [ mnoZinu vsech dvojic (¢, 7) takovych, Ze Test(f;, f;, B) =
false v okamziku zastaveni, je mnozina

&:={S;16.j)el}
takova baze S((), ze pro viechny jeji prvky S;; plati
Sij-G=5(fi,fi) a0
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Toto tvrzeni plyne ze zpétné rekonstrukce vypoctu algoritmu, dvojice (¢, ) byla totiz
odstranéna z B bud tehdy, bylo-li mozné S;; vyjadiit z ostatnich, nebo pfi platnosti
vySe uvedené podminky. Tedy algoritmus navic produkuje bazi S(G).

Néjaka verze Buchbergerova algoritmu je naimplementovana ve vSech programo-
vych systémech zahrnujicich pocitacovou algebru, vétsinou je na ném podstatna cast
algebraickych manipulaci zaloZena. Jako priklad uvedme systém MAPLE, ktery je patr-
né v nasi siti nejdostupnéjsi, a MATHEMATICA (ten je bohuZel dostupny pouze na
stroji princ.math.muni.cz).

Velice stru¢nou ukazku miuzete vidét na obr. 6. Prvni prikaz slouzi k nacteni kni-
hovny grobner, druhy vyvola napovédu tykajici se této knihovny, treti pocita reduko-
vanou Grobnerovu bazi pro ideal uvedeny za definici 3.7 v gradovaném lexikografickém
usporadani (tdeg je zkratka pro total degree), dalsi totéz v lexikografickém usporadani
(plex=pure lexicographic). Nasledujici prikazy ilustruji rizné chovani pouZitych uspo-
fadani (leadmon dava vedouci koeficient a monom, spoly je S-polynom v zadaném
usporadani, normalf je v podstaté zbytek po déleni).

Snadna modifikace predchozi teorie (od zacatku kapitoly 2) vede k rozsifeni na
podmoduly ve volnych modulech. Pak 1ze aplikovat predchozi algoritmus na vlastni
vysledek, dostaneme piislusnou Groébnerovu bazi podmodulu S(G) atd. Lze ukazat,
ze tento postup také zastavi. Pocty generatoru v ziskanych Grobnerovych bazich maji
mimo jiné topologickou interpretaci, lze z nich odvodit napt. po¢ty k-rozmérnych ,dér®
ve varieté apod.

Pripadny zajemce muze najit vice podrobnosti v diplomové praci Zorky Velenové,
ktera je k dispozici ve stejném adresari, jako tyto texty.®

8Zorka uvadi obecné vlastnosti modulii nad komutativnimi okruhy, Buchbergertiv algoritmus v této
obecné situaci véetné zminéné iterace a ukazuje, ze tato se musi zastavit nejpozdéji po tolika krocich,
kolik je volnych proménnych. Navic pfedstavuje specializovany software — Macaulay.



3.4 Zefektivnéni algoritmu 27

\

vV VvV

\

wi t h(grobner);
[finduni, finite, gbasis, gsolve, leadmon, normalf,
solvable, spoly |

?gr obner
gbasi s([ x"3-2*x*y, x"2*y-2*y"2+x], [ X, y], tdeq);

[xy. 6% x+2y%]

gbasi s([ x"3-2*x*y, x"2*y-2*y"2+x], [ X, VY], pl ex);
[x-25%y°]

| eadnon( x-2*y~2, [Xx,y], plex);

[1.x]
| eadnon( x- 2*y~2, [X,y],tdeg);

['29 yZJ
spol y(x-2*y"2,y*"3, [X,VY], plex);
normal f (spol y(x-2*y~2,y*3, [X,y],plex),[x-2*y"2,y"3],
[x,y],plex);

_2y5

0

spol y(x-2*y”2,y*3, [x,y], tdeg);
N N

normal f (spol y(x-2*y*2,y*3, [X,y],tdeg),[x-2*y"2,y"3],
[x,y], tdeg);

xy

xy

Obr. 6: Ukazka zapisniku systému MAPLE
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4 Teorie eliminaci proménnych

Pro Gvahy o polynomech v raznych poctech proménnych budeme povazovat okruh
Elxp41, .., 2] 2a podokruh k[xq, ..., x,]. Jednd se o polynomy, v nichz se nevyskytuji
proménné z1, ..., z,. Je to skutecné podokruh, ale uz ne ideal.

4.1 Eliminace
4.1 Definice. Necht I = (fi,..., fs) C k[z1,...,2,]. Pro p=1,...,n definujeme
L= TN k[x,,. .., 2]

Tuto mnozinu nazveme p-tym eliminacnim idedalem.

Samoziejmé [, je idedlem pouze v k[@pt1, ..., 2,]. Na Grovni polynomialnich rovnic I,
obsahuje vsechny rovnice, které jsou dusledky systému f;1 = 0,..., f;, = 0 a v kterych
vystupuji pouze promeénné , q,...,T,.

4.2 Véta ELIMINACNI. Necht I C k[zy,...,x,] je idedl, G = {qg1,...,9m} jeho
Grobnerova baze vzhledem k <joy. Proménné necht jsou usporadany xq >jex T2 >jex « -
Potom pro kazdép =0,...,n je G, := GNEk[xp41,...,2,] Grébnerovou bazi idedlu I,.
Diikaz: Bez Gjmy na obecnosti muzeme uvazovat G, = {¢1,...,¢,}. Protoze G C I, je
i G, C 1. Inkluze (G,) C I, plati trivialné. Dokazeme opa¢nou. Necht f € [,, chceme

f=hg+-+hg
Provedeme déleni ptuvodni Grobnerovou bazi . Protoze f € [, plati TG =0, a tedy
f: hlgl —I_‘I'hrgr +h7°+lg7°+1”'+hmgm

Kazdy z polynomt ¢,41, .. ., ¢, musi obsahovat né¢jakou z proménnych x4, ..., z,, jinak
by byl prvkem G,. Vzhledem k vlastnostem lexikografického usporadani takovou pro-
ménnou obsahuji 1 LT ¢,11,..., LT g,. Uvédomime-li si postup algoritmu pro déleni
se zbytkem a skutecnost, ze v f neni zadny monom obsahujici nékterou z z4,. .., z,,
musi byt hypq =+ = hy, = 0. Tedy f € (G,).
Dokazali jsme nejen pozadovanou inkluzi, ale i fakt, ze déleni f/G dopadne na I,
stejné jako f/G,. Pro 1 <1 < j <r uvazujme S-polynomy S(g;,g;). Plati
S0 " =S(g9,) =0

a tedy G, je Grobnerova baze idealu I,. O

Ztejmé aplikaci eliminac¢ni véty na minimalni resp. redukovanou Grobnerovu bazi zis-
kame opét bazi minimalni resp. redukovanou.

Jedina v dikazu vyuzita vlastnost lexikografického usporadani je tvrzeni, ze z né-
kterych proménnych objevujicich se v polynomu se ta, ktera je v .daném usporadani
nejveétsi, objevi 1 ve vedoucim ¢lenu. To je ovSem podstatné slabsi pozadavek, nez de-
finice lexikografického usporadani. Proto lze pii skutecnych implementacich pouzivat
usporadani v podstaté gradované s touto vlastnosti zajisténou. Dosahne se tak vét-
sinou efektivnéjsich vypocti, protoze cisté lexikografické usporadani zpravidla vede
k neprijemnému narustu exponentu.
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4.2 Véta o rozsireni

Spole¢nou myslenkou néasledujicich vah je chapani k[aq, ..., x,] jako k[zq, ... x,][21],
tedy polynom v proménnych xq,...,x, povazujeme za polynom v jedné proménné
a koeficientech z klz,, ..., z,]. To ovSem neni pole, ale pouze okruh. Proto misto ngj
pro ucely dikazu pouZijeme odpovidajici podilové téleso k(xq,...,x,) a na zavér vidy
ukaZzeme, Ze se vie podstatné stejné odehralo v k[, ..., x,].
4.3 Véta O ROZSIRENI. Necht I = (f1,...,fs) CClzy,...,x,]. Prokazdéi=1,...,s
polozme

fii=gi(xg, ..., x)x + Cleny nizstho stupné v
kde ¢g; € Clzg,...,x,]| je nenulovy. Necht (as,...,a,) je prvek variety V(I;) dané
prvonim eliminacnim ideadlem. Pak plati

(agy...,an) € B(g1,...,9:) = Jar € C: (ay,az,...,a,) € V(I)

Ke korektnimu dikazu se ¢asem propracujeme (kapitola 4.4), zatim jen ilustrativni
priklad. Necht f = a2y — 1, g = vz — 1, [ = (f, g). Grobnerova baze je y — z, 2z — 1,
proto podle eliminacéni véty Iy = (y — z). Pro kazdé a € C plati (a,a) € V(I).
Vyjadiime polynomy y — 2z, xz — 1 podle stupné v x

y—z=(y—z)’
rz—1=z2"—1

Ziejmé pro a # 0 existuje rozsiteni (1/a,a,a) € V(I).

Rozsiteni znamena postup do znacné miry opa¢ny k eliminaci. K varieté prvniho eli-
minac¢niho idedlu (predpokladame, Ze tu uz uréime snaz) hledame hodnoty pro x4, aby
vysledny bod padl do ptvodni variety. Cely problém lze chapat jako hledani spole¢ného
kofene polynomu po dosazeni uz znamych n — 1 slozek.

4.3 Existence spoleénych korent
4.4 Definice. Necht k je pole. Polynom f € k[zq,...,z,] nazveme ireducibilni nad k,
plati-li f ¢ k a f neni sou¢inem nekonstantnich polynom.

4.5 Lemma. Necht [ € klzy,...,2,] a plati flgh. Pokud je f ireducibilni, pak f|h
nebo f|g.

Dikaz je jednoduchy ale technicky zdlouhavy a opira se o zminénou myslenku rozsiteni
na podilové téleso. Vede se indukei k poc¢tu proménnych. O

4.6 Lemma. Necht f, g maji kladny stuper v x1. Potom maji spolecny faktor v k[z, . ..

s kladnym stupném v xq pravé tehdy, kdyz maji takovy faktor v k(xa, ..., x,)[x1].
Diikaz: Implikace od piipadu v E[xa,...,x,)[#1] k k(2o ..., 2,)[x1] je zcela zrejma.
Zam&Fme se tedy na opacnou. Pidme f = hfi, g = hi: kde h, f1, 1 € E(xa, ... x,)[21].
Déle za d ozna¢me spoleény jmenovatel ,zlomki“ A, fi, ¢ a polorme

h:= diL, fi:= dfh g1 :=dgq

][]
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Ty uz nutné padnou do k[zg, ..., x,][x1]. Plati d*f = hfi, d*q = hg: a opét se pohy-
bujeme v k[z, ..., 2,][x1]. Protoze h = h/d a d € k[x, ..., x,], musi nutné existovat
ireducibilni faktor hy v h s kladnym stupném v .

Vime, Z%e hy|d*f. Protoze je ireducibilni, musi délit d nebo f. Ale d nemd s z; nic
spolecného, a tak nutné hq|f. Délitelnost hq|g se ukaze analogicky. O

4.7 Véta. Kazdy nekonstantni polynom [ € kl[aq,...,x,] Ize psat jako f = f1--- [,
soucin ireducibilnich polynomii. Toto vyjadreni je jednoznacné az na permutaci faktoru
a nasobky skalarem.

Dikaz: Tvrzeni v pripadé polynomi jedné proménné je vieobecné znamé. Na zakladé
predchoziho lemmatu lze zobecnit 1 do okruhu polynomu vice proménnych. O

4.8 Lemma. Necht f,g € k[z], deg f =1 > 0, degg = m > 0. Polynomy f, g maji
spolecny faktor pravé tehdy, kdyz A, B € k[z] tak, ze
e A, B nejsou oba nulové
o deg A< m,degB <
e Af+Bg=0
Diikaz:
“—" Pidme f = hfi, g = hg,. Pak deg fi < [, deg g, < m. Plati

O0=a9/i — figi = qhfi — fiher = f — fig

coz bylo tifeba dokazat.

“«<=" Sporem. Predpokladejme, Ze f, g nemaji spolecny faktor. Nechf naptiklad B #
0. Plati GCD(f,g) = 1. Z Bezoutovy rovnosti dostavame

Af+Bg=1 = B=(Af+ Bg)B=ABf — BAf = (AB — BA)f

a tedy deg B > [, coz je spor.

Oznac¢me ¢leny polynomu A, B z predchoziho lemmatu
A=cox" "+t epm
B=dox"™" - +d,

Porovname-li koeficienty u jednotlivych mocnin x pii tomto vyjadieni treti podminky
lemmatu, dostavame homogenni systém rovnic

aogCo —|— bodo = 0
aico + aocr + bidg + body =0

A1Cm—_1 + bmdl—l =0

Ten ma nenulové feseni (v proménnych co,...¢pn_1,do,...,di—1) pravé tehdy, kdyz je
jeho matice singularni. Pro ni zavadime zvlastni oznaceni.
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4.9 Definice. Necht f, g € k[x] jsou kladného stupné. Oznacme

f=aw'+ - +aq
g =box™ + -4 by

Sylvesterovou matici polynomu f, g rozumime matici Syl(f, g, ) fadu m + [ tvaru

do 0 ce 0 bO 0 ce 0

aq (273} bl bo :
ag  dq . 0 bz bl . 0
: (273} bo
ap bm

0 aj 0 bm

Rezultantem polynomu f, g vzhledem k proménné = nazveme jeji determinant. Znacime

Res(f,g,).
Pro f,g € Ek[x] kladnych stupnt je Res(f,g,x) zfejmé prvkem pole k. Lze jej chapat
jako polynom v proménnych ag,...,a;,bg,...,b, s celociselnymi koeficienty.

4.10 Dusledek. Polynomy f,g € k[x] maji spolecny faktor (tedy i kofen pro algeb-
raicky uzaviené k) pravé tehdy, kdyz Res(f,g,x) = 0.
Diikaz: Plyne bezprostredné z lemmatu 4.8 a definice rezultantu. g
4.11 Lemma. Necht f, g € k[z] jsou polynomy kladného stupné. Pak existuji takova
A, B € k[z] tak, Ze plati

Af+ Bg = Res(f,g,x)
Diikaz: Pro Res(f,g,x) = 0 je tvrzeni pfimym dusledkem lemmatu 4.8. Uvazujme

tedy pripad Res(f,g,x) # 0. Z Bezoutovy rovnosti plyne existence A, B, takovych, ze
Af 4+ Bg = 1. Oznac¢me jednotlivé ¢leny téchto polynomt

A=cox" P 4 Feny
B=dox™ - +di_y

Porovname-li koeficienty u jednotlivych mocnin proménné x v Bezoutové rovnosti,
ziskame systém

aogCo + bodo =0
aico + aocr + bidg + body =0

A1Cm—_1 + bmdl—l =1
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Chapeme-li tento systém v proménnych ¢q, ..., ¢pn_1,do,...,d;_1, je jeho matice pravé
Syl(f,qg,x). Protoze predpokladame nenulovost rezultantu, lze aplikovat Cramerovo
pravidlo a ziskavame

N A . B
A - B = -
Res(f,g,) Res(f,g,)
pro néjaka vhodna A, B. Odtud jiz plyne pozadovana rovnost. O

Rezultant lze pomérné efektivné vypocitat modifikaci Euklidova algoritmu. Zrejmé
plati

R&S(f,g, l’) = (_1)lm Res(g, f7 l’)
Dé se ukazat, ze pokud f = gg + r, kde degr < deg g (krok algoritmu), pak

R&S(f,g,x) = Res(r,g,x) ) bé—degr kde by = ch

Névod k dikazu je uveden v ramci cviceni ke kapitole tykajici se rezultanti v [2].

S ohledem na myslenku predloZzenou na zacatku kapitoly miuzeme zobecnit definici
rezultantu na polynomy ve vice proménnych. Res(f, g, x1) definujeme zcela analogicky,
jen polynomy f, g chapeme jako polynomy v proménné z; a koeficientech z k[, . .., z,].
4.12 Véta. Necht f,g € k[z1,...,2,] jsou kladného stupné v xy. Pak

1. Res(f,g,21) € I1, kde I je prvni eliminacni idedl (f, g).

2. Res(f,g,x1) = 0 pravé tehdy, kdyz f,g maji spolecny faktor kladného stupné
v 1.

Diikaz: Uvazujme opét f,g € klxa, ..., x,][x1] C k(g ..., 2,)[x1]. To uz je pole, a tak
lze aplikovat dusledek 4.10 a lemma 4.11.

1. Pokud Res(f,g,21) = 0, je tvrzeni zrejmé. Piimo z definice rezultantu ply-
ne Res(f,g,x1) € k[xa,...,x,]. Podle lemmatu 4.11 existuji néjaka A, B €
k(xa, ..., x,)[x1] tak, Ze Res(f,g,21) = Af + Bg, coz uz je i prvek (f,g). Zbyva
ukazat, ze A, B € k[xq,...,x,]|[x1]. Ale tyto polynomy jsou konstruovany v diu-
kazu lemmatu 4.11 tak, ze tuto podminku splhuji.

2. Lemma 4.6 umoziuje pohybovat se bez problému mezi okruhem k[z,, ..., 2,] a
polem k(xy,...,x,). V poli je ale druha ¢ast tvrzeni zfejma.

4

4.4 Dukaz véty o rozsireni

Nyni méame k dispozici nastroje dostateéné silné pro dikaz véty o rozsifeni (4.3). Pro
jednoduchost ho detailné provedeme pouze pro idealy generované jen dvéma polynomy.
Diikaz 4.3: Uvazujme f,g € Clay,...,2,] C Claz,...,x,)[x1] s vedoucimi koeficienty

ag, bp. Tradicné oznacime I, := (f,¢) N Clzq,...,x,]. Chceme ukazat, Ze pro kazdé
(c2,...y¢n) € V(1) — B(ag, by) existuje ¢; € C tak, Ze (c1,...,¢,) € V(([, 9)).

Ozna¢me ¢ := (c2,...,¢,) a konven¢né pisme f(x1,¢) = f(a1,¢2,...,¢,). Stadi
ukazat

Res (f(l’h c),g(x1, C)) =0
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Potom uZ podle predchoziho bude existovat spoleény koten ¢; € C a (¢4, ..., ¢,) padne
do (/. g).

Predpokladejme nejprve, Ze ag(c) # 0 a zaroven by(c) # 0. Oznac¢me h := Res(f, g, x1).
Podle véty 4.12 plati h € [, a tedy zejména h(c) = 0. Dosazenim ¢ za (x2,...,2,)
ziskavame

ReS(f(il/’l,C)vg(il?hC)) =h(c) =0

Uvazujme nyni napt. by(c) = 0, ag(c) # 0. Potom stupenr g(x1,¢) v x1 je mensi nez m
a h(c) nelze pouZit jako v predchozim piipadé. MuZeme ovsem uvazit jinou bazi idealu
(f,q), napt. (f, g+ f) a volit N tak velké, aby stupen = f v z; byl vétsi, nez stupen
g. Potom bude vedouci koeficient g + zV f roven ag a je mozno aplikovat prvni ¢ast
dukazu. O

Uvazmenapiiklad idedl I = (z*y—1, 2*2—1). Prvni eliminac¢niideal je potom (y—z).
Varieta V(1) je ,jakasi hyperbola® o dvou vétvich poloZena v roviné y = z. Tato rovina
je vlastné V(Iy). Véta o rozsiteni tvrdi, Ze ke kazdé dvojici (y,z) € V(I1) s vyjimkou
jistych bodu nalezneme hodnotu pro x, abychom ziskali bod ptvodni variety. Jinymi
slovy na témér kazdé primce dané dvojici y, z (tedy volné v ) lze najit bod patfici do
puvodni variety. Problematickym bodem v tomto prikladé je pravé y = z = 0, k némuz
rozsiteni neexistuje. Obecné se jedna praveé o ty body, které nelezi v projekci ptuvodni
variety podle proménné xq, ale padnou do nejmensi afinni variety, ktera tuto projekci
obsahuje (viz. kapitola 4.6).

Obecny dukaz véty o rozsiteni je v podstaté analogicky predchozimu, je vsak tech-
nicky naro¢ny. Pro idedl I = (f1,..., fs) se vytvorl polynom g = usfo + -+ + usfs €
Clug, ... us, 21, ..., 2,]. Uvazuje se rezultant

Res(fi,g,21) =3 _ halwa, ..., 2,) - u® kde u = (ug,...,u,)
a porovnavaji se koeficienty u®. Véfme a detaily prenechejme jen vaznym zajemcum.

4.5 Hilbertova véta o nulach
4.13 Véta HILBERTOVA O NULACH. Necht pole k je algebraicky uzaviené, f, f1,..., fs €
klz1,...,2,]. Plat{
fe 'J(‘Z](fl,...,fs)) — f"e(fi,...,[fs) pro vhodné m € Ny
Diikaz: Nejprve dokdzeme, ze kazdy idedl I C k[zq,...,z,] spliuje
(2) V() =0 < [ =k[zy,...,z,]

To je bezprostredni dusledek véty pro f = 1. V zavéru ukazeme, ze se jedna o ekviva-
lentni tvrzeni.

Kazdé algebraicky uzaviené pole je nekonecné. Jinak by stacilo uvazovat polynom
(x —ay)--- (¥ —a,)+ 1, ktery nema koten — spor. Proto implikace zprava doleva plati
trivialné. Dikaz zleva doprava vedeme indukci. Predpokladejme V(1) = 0.
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1. Necht n = 1. Pak I = (f;) podle duasledku 1.13. ProtoZe fi nema koteny a k je
algebraicky uzaviené, musi byt fi konstanta. Tedy (f1) = k[x4].

2. Necht I = (f1,...,fs). Je-li néktery z fi,..., fs konstanta, je tvrzeni ziejmé.
Predpokladejme tedy nekonstantni polynomy. Predpokladejme navic, ze fi je
velmi specialniho tvaru

fi(z1, .., 2,) = call + &leny s nizsim stupném v x;

kde ¢ € k, ¢ # 0 je konstanta. Posléze ukazeme, Ze si tento predpoklad muzeme
dovolit. Z véty o rozsiteni (4.3) diky specialnimu tvaru f; plyne m(V (1)) = V(7).
Predpokladame V(1) = 0, a tedy i m(V (1)) = 0. I; uZ je pouze v n—1 proménné,
a tedy podle induk¢niho predpokladu 1 € [;. Odtud zreyjméi 1 € [.
Zbyva ukazat, Ze v obecném pripadé umime problém redukovat tak, abychom moh-
i predpokladat specidlni tvar f;. K tomu uZijeme homomorfismus k[zq,...,z,] —
k[Z1,...,2,] .
x1 =14

Ty 1= T + Al

Ty = Ty + apdy
Pokud neexistuje Teseni systému rovnic po této transformaci, neexistovalo ani pred
ni, pokud patii 1 do obrazu néjaké mnozZiny, patii i do vzoru (vse jsou vlastnosti
homomorfismu).

Tyto transformacni rovnice s neznamymi parametry dosadime do f;. Chtéli by-
chom, aby koeficient ¢lenu nejvyssiho stupné v a; byl konstantni. Pfitom monom s
nejvyssim stupném v #; muze vzniknout z monomu s nejvyssim souctem stupnu ve
vsech proménnych x;. Pozadavek, aby jeho koeficient nezavisel na ostatnich proménny
je polynomialnich podminka na parametry as, ..., a,.

Tim je dokazano tvrzeni (2). Zbyva ukazat, Ze implikuje dokazovanou vétu. Nejprve
smér tvrzeni zprava doleva. Pokud f™ € (fi,..., fs), také f™ € J(U(f1,..., [s)), to
znamena (f(a))” = 0 pro viechna a € U(f1,..., fs). Protoze k je obor integrity, musi
nutné i f(a) =0, a tedy f € J(U(f1,...,[5)).

Obracené chceme f™ =37 | h; f;. Uvazme ideal

[ = (fio.oonfs, L—yf) Cklre, ... 20,y

Zvolme a = (aq,...,an41) libovolné. Pokud (ay,...,a,) ¢ V(I), pak zfejmé a ¢ V([N)
Pokud naopak (ai,...,a,) € V(I), plati i f(ay,...,a,) =0, a tedy 1 — yf se urcité

nenuluje na a. Dohromady V(1) =0, tedy 1 € I a lze psat

I = sz(xh?xn?y)fl —I_Q(xl?vxnvy)(l - yf)
=1

Za y dosadime 1/ f(x1,...,2,). Potom v k(x1,...,2,) dostavame rovnost

1 = Zszpi(xl,...,xn,m)ﬁ
i=1

Vynasobenim f™ s m dostate¢né velkym ziskame pozadovanou rovnost. O
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4.6 Véta o uzavéru

Pripomenme, Ze projekci ,,odrezavajici prvnich £ soufadnic znacime my.
4.14 Lemma. Necht I, = (fi,...,fs) N Cltg41,...,2,). Potom

T (B((frse 0 o)) SV

Dikaz: Necht f € I je libovolny. Je to polynom pouze v proménnych xpiq,...,2,.
Uvazme libovolné (aq,...,a,) € B((f1,...,[fs)). Protoze f € (fi,...,fs), jisté plati
flagsrs - oyan) =0, a tedy f(mg(as,...,a,)) = 0. Tim je inkluze dokazana. O

Obecné m(V) nemusi byt varieta, tj. inkluze je ostra. Viz piiklad u véty o rozsiteni.
4.15 Lemma. Necht V =9(f1,...,[fs) € C", I je prvni eliminacni ideédl a g; jako
ve vété o rozsiteni. Pak v C"™! plat{

V() =m(V)U (Bgr,-...g.) N V(L))
U

Tedy varieta dana prvnim eliminac¢nim idedlem se sklada pravé z projekce puvodni
variety a oné ,méné rozmérné“ mnoziny vymykajicich se bodt, které dotvori projekci
na afinni varietu.

S pravé diskutovanymi vlastnostmi souvisi pojem Zariského topologie. To je takova
topologie na k", kde k je pole, ze uzaviené mnoziny jsou pravé nulové mnoziny systémi
racionalnich lomenych funkei.

4.16 Véta O UzZAVERU. Necht V =(fi1,...,fs) CC" a I}, je k-ty eliminacni ideal.
Potom plati
1. V(Iy) je nejmensi afinni varieta obsahujici mi(V'), tedy uzavér v Zariského topo-
logii.
2. Pokud V # 0, pak existuje afinni varieta W C V(I) tak, ze V(1) — W C mi (V).
Diikaz: Pottebujeme dokazat V(Iy) = V(I(mr(V))). Uvazme libovolny f € J(mp(V)) C

Cltktts .-y 2n). Z¥ejmé f(agsr, ..., an) = 0 pro véechna (agq1,...,a,) € mp(V), a tedy
také f(ay,..., a,) =0 v Clxy,...,x,] pro vSechna (ay,...,a,) € V. Podle Hilbertovy
véty o nulach tedy existuje m tak, ze f € (fi,..., fs). ProtoZe f nezavisi na x1,..., zy,

nezavisi na nich ani f.

Uvazujme nyni libovolné a € V(I;). Vime, ze ke kazdému polynomu f € J(my(V))
existuje m tak, ze f € [. Pokud f™(a) = 0 musii f(a) =0, atedyia € V(3(mr(V))).
Opacné inkluze je zfejma, protoze I, C J(mi(V)).

Dikaz druhé ¢asti véty patii k netrivialnim a opét formalné komplikovanym. Pro-
vedeme ho jen pro pripad k£ = 1. Podle lemmatu 4.15 muzeme vyjadrit

V(h) =m(V)U (Bgr, .. .0:) N V(1))

w

Toto W je ziejmé afinni varieta. Pokud W C V/(I), je vSe v poradku. Pro pfipad
W = V(1) lze, podobné jako v diikazu véty 4.3, ,zlepsit® generatory, aby pouZita baze
indukovala pozadovanou vlastnost. K tomu budeme potiebovat nasledujici lemma.
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4.17 Lemma. Pokud W =V(I1), pak V. =0(f1,..., fss01,--.,9s).
Diikaz: Protoze se jednéd o variety, je ztejmé U(fi,..., fs,91,...,9s) € V. Zvolme
libovolné (aq,...,a,). Protoze m (V) C V(I), je (as,...,a,) € V(I1) = W. Tedy
nutné z definice W plati g;(as,...,a,) = 0 pro vechna i. Odtud opacné inkluze.
O
Vratme se k vlastnimu ditkazu véty. Definujme novy ideél I := (froeo s fsrGuyeensgs).
Ten podle lemmatu urcuje stejnou varietu. Polynomy ¢; uz maji nulovy stupen v xq,
f; mizeme nahradit f; := f; — g, které maj{ ostfe mensi stupeii v 4.

Podle lemmatu 4.15 ziskame novy rozklad a nové W. Pokud bude opét W =V (1),
cely postup zopakujeme. Po konecném poétu krokt bud dojdeme k zddané vlastnosti
anebo vynulujeme stupeii v z1. To ale znamena (V) = V(I;) a muzeme volit W = (),
coz je také afinni varieta. O
V prikladu na strané 33 je varieta W pravé bod y = z = 0. Véta byla sice pro jednodu-
chost dokazana pro okruhy polynomu nad C, ale zfejmé plati pro libovolné algebraicky
uzavrené pole.

4.7 Korespondence ideali a variet

Sumarizujme na zavér vysledky celé teorie s ohledem na korespondenci algebraickych
struktur (ideély) a geometrickych objektu (variety) a na odpovidajici si operace na
nich.

4.18 Definice. Radikalovym idedlem idealu I C k[zq,...,z,] nazveme
VI:={(f €kles,...,x,] | Im e N: f" e 1)

Jako dusledek Hilbertovy véty o nulach dostavame

4.19 Dausledek. Je-li k algebraicky uzavienmé, pak pro kazdou varietu B(f1,..., fs)
plati

D1, f)) = fo)
4.20 Definice. Idedl [ C k[zy,...,z,] nazyvame prvoidedlem, jestlize pro kazdé f-g €
I'jeuz f € I nebo g € I. 1dedl je vlastni, pokud {0} # [ C k[xq,...,x,], mazimdlni,
neni-li obsazen v zadném ostie vétsim vlastnim idealu.
4.21 Definice. Afinni varieta V' C k™ se nazyva ireducibilni, jestlize kdykoli V' =
V1 UV, kde Vi, V5 jsou afinni variety, plati uz V' = Vj nebo V = V5.
To je vcelku piirozeny pojem. Naptiklad varieta U(zy) C R? neni ireducibilni, tvo¥i
ji dvé primky, které jsou pochopitelné afinni variety. V tuto chvili se nabizi hypotéza,
dokazana v nasledujici véte.
4.22 Véta. Afinni varieta V C k" je ireducibilni pravé tehdy, kdyz 3(V') je prvoideél.
Diikaz:
“=" Necht f-g € 3J(V) a ozname

Vi =V NU((f)
Vo=V N Y(g)
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To jsou zfejmé afinni variety. Plati V' = Vj U V4, protoze na kazdém bodé V' se
musi nulovat alespon jeden z f, g. Predpokladame, ze V' je ireducibilni, necht tedy
napiiklad V' = V4. Urcité f € 3(V1), a tedy i f € FJ(V). To znamena, Ze J(V) je
prvoideal.

“«=” Predpokladejme naopak, ze J(V') je prvoideal, V = V; UV a napiiklad V; #
V. Odtud ostra inkluze J(V) C J(Vy). Urdité také J(V) C F(V3). Zvolme f €
J(V1)—=3(V), g € 3(V3). Protoze V. = ViU V;, plati f-g € F(V). To je prvoideal,
a tedy f € 3(V), coz jsme vyloudili volbou f, anebo g € J(V). Ukazali jsme
J(Va) C3(V). Tedy tyto idealy se rovnaji a musi se rovnat i variety V a V5.

0

Vsechny zavéry jsou shrnuty v tabulce 1. K ni je nutné jen poznamenat, Ze pti projekci

musime uvazovat uzavér, protoze, jak jiz vime, projekce samotna nemusi jesté byt

varieta.
Algebraické objekty Geometrické objekty
radikalovy ideal varieta
I — V(I)
J(V) — V
soucet idealu prunik variet
I+J — V(HnV(J)
JV)+3(W) — Vnw
soucin idealu sjednoceni variet
r-J — V(I uV(J)
J(V)-3(W) — Vuw
eliminace proménnych projekce variety
VIN K[, 2] — V(D))
prvoideal ireducibilni varieta
maximalni ideal jednobodova varieta
Ascending Chain Condition Descending Chain Condition

Tabulka 1: Korespondence idealu a variet
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5 Aplikace

5.1 Resitelnost systémui rovnic

5.1 Véta. Systém f1 = 0,...,fs =0, kde f1,....fs € klz1,...,2,] a k je algeb-
raicky uzavrené pole, nema reseni pravé tehdy, kdyz 1 € (f1,..., fs), tj. redukovand
Grobnerova béze tohoto idealu je {1}.

Dikaz: Pokud je varieta prazdna, lze tvrdit, Ze libovolny polynom se nuluje na vsech
jejich bodech?, tedy i polynom 1. Potom ale, podle Hilbertovy véty o nuldch (4.13),
plati 1™ € (fi,..., fs) pro néjaké m.

Naopak je-li 1 € (fi,..., fs), musi to byt nutné cely okruh. Protoze pole k predpo-
kladame algebraicky uzaviené a tedy nekonecné, varieta, kde se nuluji vSechny poly-
nomy, je uz trivialné prazdna. O
Tedy o daném systému algebraickych rovnic lze algoritmicky rozhodnout, zda ma nebo
nema feseni. Alternativni metodou pro tohoto rozhodnuti je pfimé pouziti aparatu
rezultant, patrné se tak dosdhne i lepsi ¢asové slozitosti. Tato problematika ale neni
nasim cilem, a tak pripadné zajemce odkazujeme na literaturu.

5.2 Véta. Necht V = V(I) C C" je afinni varieta a < libovolné monomidlni uspora-
dani. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. V je konecna
2. ¥i=1,...,n3m; € Ng: 2/ € (LT 1)
3. Necht G je redukovana Grobnerova baze I. Pak

Vi=1,...,n3m; € Ng: 2/ = LM g pro nékteré g € G

4. Faktorokruh'® Clzy,...,x,]/I nad C je konecné rozmérny vektorovy prostor.
Diikaz:
“l = 2" Pokud je V =10, potom 1 € I a mizeme brat m; = 0 pro kazdé i.
Predpokladejme tedy V' # () a zvolme i. Necht a; € C pro j = 1,...,k jsou ruzné
1-té souradnice bodua V. Polynom

flai) = 1:[(90 —a;)

je nulovy ve vSech bodech V. Podle Hilberovy véty o nulach existuje m tak, ze
fm e I. Odtud uz zf™ € (LT I) a staéi polozit m; = km.

“2 = 3”7 Prfedpokladame, ze «"* € (LT I). Protoze GG je Grobnerova, plati (LT I) =
(LT G). Oviem jedna se o monomialni idealy, a tak musi existovat g € G takové,
ze LT glxi™ (pfimo z definice 2.9). Tedy pro néjaké vhodné m! musi byt LT g =

k3
X

“Ponékud krkolomné, ale podrobnym rozebranim dikazu Hilbertovy véty o nulach pro tento pifpad
tvrzeni skutecné dostaneme
0Pfipomenme, 7e faktorokruh Clz,...,z,]/I nad C je mnozina t¥id ekvivalence f ~ g <=

f—gel
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“3 = 27 je zcela trivialni.

“2 = 4”7 Necht 2/ € (LT I). Definujme vektorovy prostor nad C
= (2| 2 ¢ (LT 1))

Zde je na misté podotknout, zZe se nejedna o tytéz ,zobaky“. Vnéjsi znamenaji gene-
rovani vektorového prostoru, tedy mame k pouziti scitani uvnitf a nasobeni skalarem
(tj. komplexnim cislem), vnitini generuji ideal, tedy se scita uvniti a nasobi zvenku
polynomem.

Napiiklad pro I = (2?,y*) je S = (1,2,y,2y). Vzhledem k pfedpokladu je S
konecnérozmérny nanejvys dimenze my - - - m,. UkdZeme, ze zobrazeni

S = Clay, ..., z,)/1
% = [27]
prirozené rozsifené na polynomy je izomorfismus vektorovych prostoru.

e Necht 27 je také vzorem [z°]. Potom z” € [2°], tedy 2 — 2 € I. Protoze
oba jsou prvky S, neni ani jeden z nich prvkem LT I. Kdyby rozdil byl
nenulovy, jeho vedouci monom, tj. jeden z 2, x? by patfil do LT I. Proto
jejich rozdil musi byt nulovy. To znamené = = 2, tj. zobrazeni je prosté.

o Necht f = 3", a,z® je libovolny. Jsou-li vSechny monomy z* € S, pak
téida [f] je jeho obrazem. Pokud nejsou, vezmeme z jeho monomu % ¢ S
nejvétsiho stupné. Pak urcité existuje g € [ takové, ze LT g = a,x®. Ziejmé
[f] = [f — g] a problematicky monom v f — ¢ je ostfe nizsiho stupné. Po
koneéném poctu kroku ziskame reprezentanta [f] tvoreného pouze monomy
S. Zobrazeni je tedy surjektivni.

e Scitani i nasobeni skalarem je ziejmé zachovano.

“4 = 17 Staci ukazat, ze pro dané 1 existuje pouze konecné mnoho moznych i-tych
soutadnic bodi z V.
Uvazme proto t¥idy [:L'f] € Clz1,...,2,])/1. Dimenze je konecnd, a tedy, pro do-
statecné velké m, existuje nenulova linearni kombinace
S eled] = [0

J=

o

coz lze psat
Sl =[0]
7=0

Odtud 37, cj:lif € I, coz je nenulovy polynom v z; a ten ma nejvyse konecné
mnoho korenu.
O
V obou vétach nezalezelo na volbé monomialniho usporadani. V praxi to znamena,
ze pokud vypocet zhavaruje pro néjaké, je mozné jej provést s jinym usporadanim a
pravdépodobnost tspéchu se tak zvysuje.
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5.2 Polynomialni a racionalni implicitizace

Pripomenme, Ze parametricka reprezentace variety v £™ je dana systémem n racional-
nich funkei (viz. 1.8). Uvazme mnoZinu definovanou parametricky systémem polynomu
F = (fi,..., fa), kde fi,....fn € k[t1,...,tm]. F je mozno chéapat jako zobrazeni

E™ — k™ takto
1 = fl(tla---atm)

Tn = fulte, oo tm)

Cilem implicitizace je nalézt varietu B(gy, ..., gs) parametricky zadanou systémem F',
tj. nejmensi afinni varietu V' C k™ obsahujici F'(k™). Podobné pro racionalni paramet-
rizace.

Napiiklad kruznice (obréazek 7) U(z* 4+ y* = 1) je implicitizaci parametrického
vyjadreni

1—1? 21
Ty Tt
Bodu (0, 1) oviem parametrickym vyjadienim nikdy nedoséhneme, bez néj by ale F'(R?)
nebyla varieta.

Yy

Obr. 7: Implicitizace kruznice

5.3 Véta O POLYNOMIALNI IMPLICITIZACI. Necht k je nekonecné pole, I': k™ — k"

polynomialni zobrazeni F' = (f1,..., fn) al = (x1—f1,.. . ,xn—Ffo) S k[t1,.. o tm, @1, ...

Pak V(1) m-tého eliminacniho idedlu je nejmensi afinni varieta v k™ obsahujici F'(k™).
Tedy sestrojime-li varietu V = U(x1 — fi1,..., 2, — fn), a ,vyeliminujeme* z prslusnych
polynomu hodnoty parametru ty,...,t,,, dostaneme pravé implicitni popis hledané va-
riety — uzavéru F(k™). Dikaz: Oznaéme p,, : k™" — k™ projekci zapominajici prvnich
m komponent. Piimo z definice [ je F(k™) = pn, (‘Z]([)) Proto pro algebraicky uza-
viené pole k plyne tvrzeni pfimo z véty o uzavéru (4.16).

Uvazujme tedy algebraicky uzaviené rozsiteni K D k, oznaé¢me [ = (z;—f1,...,2,—
) € K[ty ...ty 1,y ..y 2,]. Pimo z definice I a I je

F(E™) = pp (VD)) € V(1)
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Obr. 8: Enneperova plocha a Whitneyho destnik

Uvazme tedy né&jakou jinou varietu 7 = U(q1,...,9s) C k" tak, ze F(k™) C Zj.
Odsud ¢; o F = 0 na kazdém (t1,...,t,) € k™. Stejna vlastnost plati i v K™, a tedy i
varieta Zx generovana stejnymi polynomy gi,...,gs v K" obsahuje F(K™). Lze tedy
aplikovat vétu o uzavéru a dostavame V(jm) C Zk. Zpétnym zuzenim na k ziskame
zadané V (I,,) C Z. O
7 predchozi véty uz vyplyva podoba algoritmu pro implicitizaci. Spoc¢teme reduko-
vanou Grébnerovu bazi idealu (@1 — fi,...,x, — fn) v lexikografickém usporadani, kde
t; > x; pro kazdé 1, 5. Dale snadno stanovime [,,, a to je presné hledany ideal.
Respektive staci takové usporadani, které zaruci prevahu vsech ¢; nad z;, aby se algorit-
mein pro vypocet Grobnerovy baze eliminovalat;, jinak muze byt usporadani libovolné. Mame
tak nadéjn dosahnout efektivnéjsiho vypoctu, nez s ¢istym lexikografickym usporadanim.
Jako piiklady miiZzeme uvést uZ diive zobrazené variety v R® nazyvané Enneperova
plocha a Whitneyho destnik, viz. obr. 8. Jejich parametricky popis je x = 3u+3uv?—u?,
y = 3v + 3u?v —v?, 2 = 3u® — 3v?, resp. ¥ = uv, y = v, z = u?. Aplikace eliminad-
ni procedury (napt. v systému MAPLE za pouZiti gbasis s usporadanim plex) da
odpovidajici implicitni popisy. V pripadé Enneperovy plochy je to odpudivy polynom:
—59049z — 10497622 — 6561y* — 729002° — 18954y 2z — 233282" + 328052722 + 145802322 +
3645207 — 1296y*z — 1676Ty?2* — 6156122 — T83y% 21+ 39366222+ 1968322 — 1296y* — 243025+
43225 4+ 10827 4+ 4862522 — 432y*2% + bdy?2® + 272527 — 48y* 2% + 15y%2° — 64y° — 2°
Vysledny implicitni popis Whitneyho destniku je jednodussi: 22 — y?z
Racionalni implicitizact rozumime analogicky postup pro racionalni lomené funkce

o fi(th' 7tm)
gi(th . 9 tm)
Piimocafe se nabizejici feseni dosadit do predchozi véty idedl (z191 — fi,..., 2000 — fo)
nefunguje. Napriklad uvazujme
u? v?
r=— Yy=— z=u
v U

Dostavame I = (va — u?, uy — v?, z — u) a po eliminaci I, = (z(z%y — z°)). Spravny vysledek
je ale jenom V(ax?y — z°), tedy postup piidal navic celou rovinu.
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Reseni vypada tak, Ze zavedeme varietu nulovych bodii jmenovateldt W = (g, ..., g,)
a zobrazeni I’ chapeme jako (k™ — W) — k. Pro implicitizaci pouzijeme idedl

I:<glxl_fjv"wgnxn_fnvl_gl"'gny> gk[y7t17"'7tm7$17"'7$n]

Potom V(1,,,41) je minimalni afinni varieta obsahujici (k" —W). Dikaz uz se vede v podstaté
analogicky predchozi véte, Stézejnim bodem je ovéreni, ze pokud se polynom nuluje na k™ —
W, nuluje se uz na celém k™. Viz. [2], str. 132,

5.3 Algebraické kiivky
5.4 Definice. Necht f € k[z,y]. Varietu B(f) nazveme algebraickou kiivkou v k* (v roving).

V nasledujici casti pujde predevsim o postizeni pojmu teény a singularniho bodu, t].
takového bodu na kfivce, kde je pojem tecny tézko definovatelny.

5.5 Definice. Necht m € N, (a,b) € T(f) a L je piimka takova, ze (a,b) € L. Rekneme, ze
L protina V(f) v (a,b) s ndsobnosti m, jestlize L lze parametrizovat

r=a-+ct
y=>b+dt

tak, ze t = 0 je m-nasobny kofen polynomu f(a + ct, b+ dt) € k[t].

Oznacme

d d
VIp.q) = (8—52(197 q)ya—‘g(n q))
5.6 Lemma. Necht f € k[z,y] a (a,b) € V(f). Pak plati

1. Je-li Vf(a,b) # (0,0), pak existuje pravé jedna primka L prochazejici bodem (a,b),
kterd v ném protina U(f) s nasobnosti alespon 2.

2. Je-li V f(a,b) = (0,0), pak kazda primka prochdzejici (a,b) v ném protind U(f) s na-
sobnosti alespon 2.

Diikaz: Oznacme ¢(t) = f(a+ ct,b+dt). Protoze (a,b) € B(f), je t = 0 koren g. Derivujme
podle proménné ¢

of of

g(t)I%( +ct,b+dt)-c+8—y( +ct,b+dt) - d
V bodé t = 0 potom
O of
g'(0) = 8x(a7b) c—|—8y(a,b) d

Tedy pokud V f(a,b) = (0,0), je ¢’(0) = 0, a tedy ¢ = 0 je alespon dvojnasobny — druhéa cast
tvrzeni.

Pokud V f(a,b) # (0,0), dostaneme z podminky ¢'(0) = 0 jednorozmeérny prostor reseni
pro dvojici (¢, d). To spolu s pozadavkem (a,b) € L udava primku jednoznacné. O



5.3 Algebraicke krivky

Obr. 9: Kvivky B(f) s f(z,y) = (z2? + y* — 22)* — a*(2* + ¢?), a = 0,1,2,3

43
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5.7 Definice. Necht f € k[z,y]. Body (a,b) € D(f) s vlastnosti V f(a,b) = (0, 0) se nazyvaji
singuldrni body kiivky B(k), ostatni reguldrni. Piimka protinajici U(f) v regularnim bodé
s nasobnosti alespon 2 se nazyva tecna.

Singularni body mohou velmi zajimat inzenyry. Pokud kiivka popisuje pohyb néjaké soucasti,
singularni bod je vzdy podezrelé misto — jedna se o bod zvratu, kizeni apod. Jejich urceni
ma tedy bezprostiedni prakticky vyznam.

Mnozina singularnich boda dané kfivky je zfejmé pravé varieta

o122
T oy
Existence singularnich bodu je tedy na zakladé predchozi teorie problém algoritmicky resi-
telny (nad C), mnohdy se podari je pfimo nalézt.
Napriiklad pro kiivky z obr. 9 dostaneme (tfeba aplikaci procedury gsolve v MAPLE), ze
pro kazdou hodnotu parametru a existuje vzdy prave jeden singularni bod (0,0). Pro a > 1
je to 1zolovany bod, pro a = 1 je to ,bod vratu®“, pro mensi dochézi k samoprotnuti kfivky.

5.4 Obalky systému krivek

Polynom F € k[z,y,t] budeme chapat jako proménnou ¢ parametrizovany systém kiivek
B(F;) v klz,y] danych rovnicemi F(z,y,t) = 0. Napfiklad

(z—1)?+(y—200°—1=0

definuje systém kruznic o poloméru 1, jejichz stfed se pohybuje po parabole y = 222, viz.

obr. 10.

5.8 Definice. Rikame, ze dvé kiivky maji dotyk rddu m, jestlize je lze lokalné parametrizovat!'!
hladkym zobrazenim tak, aby parametrizace v bodé dotyku mély stejné derivace az do radu
m vcéetné. Maximalni kfivka, kterou lze lokalné parametrizovat tak, aby kazdy bod v této pa-
rametrizaci byl prvkem praveé jedné z kiivek daného systému a mél s ni v ném dotyk alespon
radu 1, se nazyva obdlka daného systému.

5.9 Veéta. Obdlka systému krivek F' € k[xz,y,t] je obsazena ve varieté
oF
Y| F,—

( 7 3t)

Diikaz: Necht je obalka parametrizovana @ = f(t), y = ¢(t). Pro kazdé ¢t € k pozadujeme
prislusnost ke kiivce, tj.

(f(1),9(1)) € B(F?)
Navic, aby kfivka byla obalka, musi byt VF; v bodé (f(t), ¢(t)) kolmy na (f'(¢), ¢'(t)). Kdo

nevérl, at si zopakuje analyzu. Kolmost znamena nulovou hodnotu skalarniho souéinu, tj.

(3) U0 90.0) S0+ 50,9000 - '(0) =0

HK¥ivku nemusi nutné jit parametrizovat, ale pro né&jaké dostateénd malé okoli daného bodu se to
podari.
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Obr. 10: Systém kiivek (x —¢)* 4 (y — 2t2)2 — 1 =0 a jejich obalka

Pouhym derivovanim slozené funkce ¢ — F(f(t), ¢(t),t) a naslednym dosazenim za ¢ dosta-
neme

S| U000 = S99 760+ S9.909.9)9'09)+ G (99099

Funkce I je na vsech bodech tvaru ( f(s), g(s), s) nulova (vlastnost obalky), a tedy musi
byt nulova 1 jeji derivace podle ¢t. O prvnich dvou ¢lenech pravé strany vime, ze jsou dohro-
mady nulové, pokud uvazovana kiivka je obalka. Dohromady tedy dostiavame

O (51,00, = 0

d
Pro vsSechny singularni body kfivek systému je rovnost 3 splnéna trivialné, a tedy 1 singularni
body budou zahrnuty do vysledné variety.

Obalku systému kruznic se stfedy na parabole vidime na obr. 10. K jejimu zadani jako
afinni variety lze dospét v MAPLE napf. posloupnosti piikazu h := proc(z,y,t) (z —t)* +
(y — 2% t%)? — 1 end; gbasis([h(z,y,t),dift(h(z,y,t),t)],[t, z,y], plex), piicemz polynom
definujici hledanou obalku je generator prvniho eliminacniho idedlu (posledni z vysledného
seznamu). Vyjde 2562° 4+ 2562*y? — 3202y — T642* — 2562%y° — 3842%y* + 602y + 68827 +
64y? — 272y° + 225y* + 272y — 289.

5.10 Te¢ny v singularnich bodech. Pravé studium chovani kiivky v okoli singu-
larnich bodia nam podéa dobrou informaci o celé ktivce. Vsechny primky prochazejici
takovym bodem sice maji dotyk vyssiho radu, jisté je ale vSechny nechceme povazovat
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Obr. 11: Te¢ny kuZel kiivek B(z® + 2 — y*) a B(X? — y?) v singuldrnim bodé

za tecny. Podle Taylorovy véty (snad dobte znamé z matematické analyzy) ma polynom
f rozvoj v singularnim bodé (a, b)

0 0
flow) = flab)  + b+ b
=0 protoze (a,beK)

=0 protoZe je (a,b) singuldrni

: aigywvb)(f—a)(y—bwg—y?;w,b)(y—am...

92 f
+ @(d,b)(l‘ - Cl) +

¥ PN > _ 7 arf 7 r—1i 3 1
Predpokladejme, Ze f.(z —a,y —b) = Y4 W(a,b)(:p —a)(y —a) ™" je prvni
nenulova homogenni ¢ast. Pak mnoZina vsech FeSeni (u : v) rovnice f,(u,v) = 0 dava
smérové vektory tecen v singuldrnim bod¢ (a,b). MnoZinu vsech téchto tecen nazyvame

tecny kuzel kiivky K v singularnim bodé (a,b).

5.11 Pi#iklad. Pro kubickou kiivku K = V(z® 4+ 2* — y?) snadno spocteme, Ze jeji
jediny singularni bod je (0,0), prvni nenulovad homogenni ¢ast polynomu je x? — y?,
tecny kuzel je tedy tvoren dvéma primkami x £ y = 0, viz. obrazek 11.

5.12 Deformace singularit. Jednoduchy postup jak zjistit chovani kiivky v okoli
regularniho bodu je spocist jeji tecnu v tomto bodé. Pro singularni body je to sice s
tecnami slozitéjsi, casto viak staci libovolné mélo pozménit vhodny parametr (tj. koe-
ficient) definujiciho polynomu a singularita vymizi. Z chovani te¢en pro blizké hodnoty
parametru mizeme usuzovat na typ puvodni singularity. Jiz jsme se potkali se singula-
ritou v pocatku u kiivek V(z® —y?) (nasobné teéna — osa ) a V(2 + 2? — y?). Uvazme
polynomy

fo=a—y*—c,gs =2 + 32> —y?, hos = 2° + 52° — y* — &

Polynomy fy a go davaji prvni z nasich kiivek, ¢; da druhou.
Podivejme se nejprve na chovani kiivek V(gs). Snadno spocteme, ze vidy maji
pouze jeden singularni bod (0,0), jeho typ je ovSem zcela odlisny pro § < 0 a § > 0.
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Obr. 12: Deformace singularit krivek

Je-li § kladné, pak nam vyjdou dvé redlné tecny ve smérech (1 : :I:\/g), zatimco pro
d < 0 vyjdou obé teény imaginarni, je proto pocatek izolovanym bodem krivky, viz.
levy obrazek na 12.

Pti deformacich f. je situace jesté daleko jednodussi. Pro nenulové e totiz budou
vsechny body k¥ivky regularni, viz. pravy obrazek na 12.

V obou pripadech ziskavame jasnou predstavu o typu singularity Neilovy paraboly
V(z® — y?). Diskus{ soucasnych deformaci h. s dospéjeme ke kiivce hodnot parametrii
V(e)UV(e— %), pro které kiivky obsahuji néjaky singularni bod, pro vsechny hodnoty
vné této krivky jsou vsechny body regularni. Tvar kfivky se pritom podstatné méni
pouze pii prechodech mezi uvedenymi ¢tyrmi oblastmi. Hodnoty odpovidajici Neilové
parabole jsou praveé jedinym bodem spoleénym vsem ¢tyfem oblastem.
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6 Algebraické dikazy geometrickych tvrzeni

Néktera geometricka tvrzeni lze pomérné jednoduse prevést na algebraicka a pouzit
algebraické metody k jejich dukazu. Takovych postupu je k dispozici nékolik, my se
soustfedime pouze na jednu metodu, ktera vuziva k diakaztm jiz vybudovaného apa-
ratu.

6.1 Metoda Grobnerovych bazi

Zacnéme prikladem. Budeme cviéné uvazovat tvrzeni, ze uhlopricky rovnobéZnika se
navzajem puli. Uvazujme rovnobéznik se souradnicemi vrcholu podle obrazku 13. Pro-
meénné uy, Uz, uz jsou volné, zadavaji rovnobéznik, x1,..., x4 jsou na nich zavislé.
Sformulujme nejprve predpoklad, Ze se jedna o rovnobéznik. P¥imka C'D musi byt
rovnobéina s AB, tedy hy := 23 — us = 0. Podobné se musi rovnat smérnice AC a BD
Us T2

= tedy hg := us(x1 —u1) — uzx2 =0
Usg T — Uy

Varieta U(hq, he) dava podminky na rovnobéznik. Pozadujeme kolinearitu boda A, N, D,
tedy dostavame hs := zy24 — x9x3 = 0. Analogicky z kolinearity B, N, C' ziskame poly-
nom hy := x4(ug —uy) — (x3— ug)us. Tim jsme popsali, Ze N je prusecik uhlopficek. Sa-
moziejmé, Ze jsme mohli zvolit i jiny (dokonce jednodussi) systém polynomi popisujici
stejny geometricky objekt. Ten nas je v jistém smyslu co nejprimitivnéjsi, vyuzivajici
jen popis rovnosti sméru a rovnosti vzdalenosti bodu.

Chceme ukéazat, ze se uhlopficky pili, tedy x3+a3 = (x5 —21)*+ (24— 22)*. Podobné
pro druhou uhlop#icku (z3 — u1)?* + 23 = (23 — uz)? + (4 — uz)?. Dostaneme tak poly-
nomy ¢i, g2 jejichz vynulovani mame odvodit za predpokladu vynulovani predpokladu

hi,hayhs, hy.

C(UQ,Ug) D(l’l,l’g)

A(0,0) B(u1,0)

Obr. 13: Oznaceni bodu v rovnobéZniku

7.da se tedy, ze vse co potiebujeme je presné zachyceno v nasledujici definici.
6.1 Definice. Rekneme, 7e g € Rluy, ..., up,21,...,2,] silné vyplyvd z hy, ... h,,
jestlize g € 3(V(h1,...,h,)).
6.2 Véta. Je-lig € /(hi,..., h,), pak g silné vyplyva z hy, ..., h,.
Diikaz: 7, definice radikalového idedlu plyne ¢* € (hq,...,h,) pro vhodné s. Tedy

S

¢° se nuluje na vSech bodech dané variety, a tedy nutné i ¢ € JI(U(hq,...,h,)).
O
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Obraceni véty v pripadé algebraicky uzavieného pole plyne z Hilbertovy véty o nulach.
Prislusnost polynomu ¢ k radikalovému ideéalu se uré¢i snadno vypoctem redukované
Grobnerovy béaze (dokonce pro libovolné nekonecné pole k):

6.3 Véta. Necht k je libovolné nekonecné pole a g, hq,..., h, € k[zy,...,2,]. Pak g €
(hi,...,h,) pravé kdyz je {1} redukovana Grébnerova béze idealu I = (hy, ..., h,,1—

yg) C klx1, ... kn,y).

Dikaz: Predpokladejme nejprve, ze konstantni polynom 1 patii do I. Pak stejné jako v

zavéru dukazu Hilbertovy véty o nulach dostavame 1 jako linearni kombinaci polynomu

hial—ygavk(xy,...,,)y] miZzeme za y dosadit 1/¢g a ovéfime tak prislusnost ¢

do (h1,...,h,). K tomuto kroku jsme ale nepottebovali algebraickou uzavienost k.

Naopak, je-li g™ € (hq,...,h,), pak

l=y"g" +(1—y"g")=y"g" + (1 —yg) 1 +yg+---+(yg)" ") e I

O

Spocitame-li Grobnerovu bazi idealu (hq,...,hs,1 — yg1) z pfedchoziho piipadu,

neziskame {1}, tedy ¢; z predpokladi hyq, ..., hy nevyplyva silné. Je-to diky pripadum,

kdy w; = 0 nebo us = 0 a rovnobéznik degeneruje na usecku. Potom prisecikem

uhlopii¢ek je dokonce nekoneéné mnoho bodu a ty vSechny nesplnuji podminku puleni.

Zkuste si spocist Grébnerovu bazi polynomu hy, ha, hs, by (v lex. usporadani). 7

ni bude jasné vidét, Ze v nasem prikladé ziskame ve skutecnosti ¢tyfi komponenty
diskutované variety V C R”. Miizeme je zapsat napiiklad jako

Uy + Uz U3

VI =B(2y — uy — ug, w9 — U3, 3 — ———, g — —)
2 2

Uy = ‘1](1?2751?47“3)

Uy = Q](ilflafl?zaul - U27U3)

Us = ‘1](51?1 — U2, Uz — U3, T3U3 — T4lUg, U1)

Obecné jsou problémy tohoto razu zpusobeny pravé neireducibilnimi varietami.
Jedina mozna cesta z téchto komplikaci je revize pojmu disledku. Budeme pozadovat,
aby dokazované tvrzeni platilo pouze na téch komponentach, kde jsou nami zvolené
volné parametry u; skutecné nezavislé:

6.4 Definice. Necht W C R”"" jeireducibilni varieta, soufadnice zna¢ime uy, . . ., Uy, T1, . . -
2 2 2 2 2

Rekneme, Ze soufadné funkce uq, ..., u,, jsou algebraicky nezdvislé na W, jestlize nee-
xistuje polynom v Rluy, ..., u,] patiici do J(W).
6.5 Definice. Rekneme, Ze hypotéza g vyplyvéa genericky z predpokladt hy, ..., h,,
jestlize
g €TV CRuty v oy Uy @1y ey Ty

kde V' C R™*" je sjednoceni téch ireducibilnich komponent variety V = B(hy,... h,),
na kterych jsou uq, ..., u,, algebraicky nezavislé.

Rozklad variety na ireducibilni komponenty lze provést algoritmicky. Jde vsak o

komplikovanou proceduru, je naimplementovana napiiklad v systému Axiom. Neni vsak
nezbytné nutny, jak ukaZzeme v nasledujicim.

y T
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6.6 Véta. Hypotéza g vyplyva genericky z hq, ..., h,, jestlize existuje nenulovy poly-

c-g€rf(h1y..., hy).

Je-li pole k algebraicky uzavrené, pak plati i obrazena implikace

nom ¢ € Rluy, ..., u,] tak, ze

Diikaz: Necht V; je néjaka z komponent V' dle definice 6.5. ProtoZe cg se nuluje na V,
musi se nulovat i na Vj, tedy cg € 3(V;). To je prvoideal podle véty 4.22, ale ¢ ¢ 3(V})
(pozadovano v definici 6.5), a tedy g € J(V;).

Predpokladejme nyni, ze g vyplyva genericky z hq, ..., h, a k je algebraicky uzavre-
né. Necht Vi,...,V; jsou vsechny ireducibilni komponenty na kterych jsou uq, ..., u,
algebraicky zavislé, tjéxistuji polynomy ey,...,¢cx € K[ug,...,uy], ¢ € J(V;). Nyni
staci zvolit ¢ = ¢jcy... ¢ a z definice plyne, Ze cg € J(V). ProtoZe je k algebraicky
uzaviené, plyne odtud prislusnost do radikalnového idedlu. O

Pro praktické pouziti pfedchozi véty je vhodné formulovat ekvivalentni kritéria.
Jako obvykle, budeme uvazovat

Rl .oyt @1y ey @n] CR(ugy ooy tm) [T, .. 0.

6.7 Véta. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. Existuje ¢ € Rluy, ..., u,| nenulovy tak, ze cg € \/(hy,..., h;).
2. g€ VH, kde H = (hy,...,h,) CR(ug,...,upm)x1,...,2,].

3. {1} je redukované Grébnerova béze (hy, ..., h.,1 —yg) opét v okruhu polynomu
Rty ooy ti)[T1,. .oy 2).
Diikaz: Ukazeme nejprve (1) < (2). Predpokladejme, ze plati (1), tj. (cg)® = 37—, a;h;
pro vhodné polynomy a; € Ruy, ..., tm,21,...,2,] a s > 1. Odtud

n
a
s __ J .
9 _Z sh]
- C
J=1

coz znacl pravé ¢° € (hy,...,h,) C R(u1, ..., up)[x1,..., 2], neboli g patii do prislus-
ného radikalu.

Naopak, patti-li g do/(hy, ... hr) CR(up, ..o up)[@r, ..., 2,], pak g° = 320, bih;.
Vynasobenim mocninou spolec¢ného nasobku vsech jmenovatelt racionalnich funkei lo-
menych b; dostaneme vyraz tvaru (cg)® = 35;_, bih;, kde koeficienty b jsou jiz poly-
nomy.

Ekvivalenci druhého a tretiho tvrzeni jsme jiz ukazali, viz. 6.3 g

Tedy opét vystacime s poc¢itamim Grobnerovych bazi, rozklad na ireducibilni kom-

ponenty neni pro tyto ucely tieba.

6.2 Priklady

Zavérem ukazeme aplikaci predchozich uvah pii dikazu jedné z Apolloniovych vét.
Vratme se ale nejprve k tivodnimu prikladu.
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Jiz jsme zminili rozklad B(hq,..., hs) na variety
V/ = Q](l’l — Uy — Ug,Ty — U3,T3 — (u1 —|— UQ)/2,$4 — U3/2)
Ul — Q](l’g, Ly, U3)
Uy = ‘1](51?1751?27% - U27U3)
Us = ‘1](51?1 — Ug,Uy — U3, T3U3z — T4lUg, U1)

Jediné na komponenté V' jsou uy, us, uz algebraicky nezavislé, zbyvajici komponenty
popisuji degenerované piipady. Vi a V, znamenaji, ze bod C lezi na pifmce AB, Vs
znamena splynuti bodi A a B.

Ovérme si vysledek nalezenim prislusné Grobnerovy baze. V systému MAPLE to
vypada takto:

with(grobner):

> gl:=x17"2 - 2%x1*x3 - 2*x4*x2 + x272:

> g2:=2*x3%ul - 2*x3*u2 - 2*x4*u3 - ul"2 + 12”2 + u3"2:

> gbasis([x1-ul-u2, x2-u3,x3-(ul+u2)/2,x4-u3/2,1-y*gll,
[ul,u2,u3,x1,x2,x3,x4,y]);

1]

> gbasis([x1-ul-u2, x2-u3,x3-(ul+u2)/2,x4-u3/2,1-y*g2],
[ul,u2,u3,x1,x2,x3,x4,y]);
[1]

Odtud je vidét, Ze na komponenté V' opravdu ¢y i g, skuteéné silné vyplyva z piedpo-
kladt. Pro puvodni polynomy A; ovsem dostaneme néco jiného:

> gbasis([x2-u3, (x1-ul)*u3- x2*u2, xl1*x4 - x2*x3, x4*(u2-ul) -
(x3-ul)*u3, 1-y*xgil,[ul,u2,u3,us,x1,x2,x3,x4,y]);

[—zlzd + 24 u2, zdul, —1 +yxl* —2yzl a3 — 2y xd 22 + y 222,
—a2 4+ ud, —xlad + 2223, 22ul, 22 u2 — 22 21]
Pokud ovsem pouzijeme puvodni polynomy, ale test pro generické implikovani, do-
stavame opét potrebnou bazi:

> gbasis([x2-u3, (x1-ul)*u3- x2*u2, xl1*x4 - x2*x3, x4*(u2-ul) -
(x3-ul)*u3, 1-y*xgil,[x1,x2,x3,x4,y]);

[1]

> gbasis([x2-u3, (x1-ul)*u3- x2*u2, xl1*x4 - x2*x3, x4*(u2-ul) -
(x3-ul)*u3, 1-y*xg2],[x1,x2,x3,x4,y]);

[1]

Nyni slibena Apolloniova tiloha. Chceme dokazat, ze pro pravothly trojihelnik jsou
stredy vsech tii stran a pata vysky nad preponou na jediné kruznici. K formulaci zadani
budeme potrebovat osm polynomu hq, ..., hs, obsahujici dva volné parametry (délky
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odvésen) a osm volnych proménnych w1, ..., x5 (posledni dvé jsou souradnice stiedu
kruznice prochazejici stiedy stran trojuhelnika). Dokazované tvrzeni je pak vyjadieno
jedinym polynomem g¢:

> hil:= 2*%x1 - ul: h2 := 2%x2 - u2: h3 := 2%x3 - ul: h4 := 2*%x4 - u2:

> hb:= xb*ul - x6%u2 : h6:= xb*u2 + x6%ul - ul*u2:

> h7 := (x1-x7)"2 + x8°2 - x7°2 - (x8 - x2)"2:

> h8:= (x1-x7)"2 + x8°2 - (x3-%x7)"2 - (x4-%x8)"2:

> g = (x5-x7)"2 + (x6-x8)72 - (x1-x7)"2 - x872:

> x:= seq(x.i, 1=1..8): u:= ul,u2: h:= seq(h.i, i=1..8):

Nakreslete si sami obrazek! Potfebny test ovérujici, ze g genericky vyplyvaz hy, ..., hs
je positivni:

> gbasis([h,1-y*gl, [x,y]);

[1]

Silné ovsem tvrzeni nevyplyva:

> gbasis([h,1-y*g]l, [u,x,y]);

[21, 23, 24, 22,u2, —1 + yad* — 2y adaT + yx6® — 2y 26 28, ul |
ze g patii piimo do idealu generovaného h; (v okruhu polynomu v nezavislych pro-
ménnych nad podilovym télesem R(wuy, us)). Staci pak provést déleni se zbytkem podle
Grobnerovy baze:

> F:= gbasis([h], [x],plex);

Fi=[221 —ul,222 —u2,223 —ul, 224 — u2, —u2® ul + (u2* +ul?)z5,
—ul?u2 + (u22 + ul? )6, —ul + 427, —u2 + 4 28]

> normalf(g, F, [x],plex);
0

vvvvvv
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