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Poznamka tivodem

Citim povinost fici ivodem néco o smyslu a cili prednasek, na jejichz zadkladé tyto ucebni
texty vznikly, a také o okolnostech jejich vzniku.

V ramci zavadéni nového cyklu prednasek blizkych aplikacim, ale s matematickou néaplni,
pro studenty vyssich ro¢nikti odborné informatiky a odborné matematiky, jsem pftijal kol pti-
pravit prednasky z oboru, kterému se anglicky fika ,,computational geometry*. Nékteti kolegové
to (skoro skodolibé) komentovali, ze z dostupnych geometri jsem najcastéji zapinal pocitac,
proto pry ja. Hned jsem zjistil, Ze se jedna o obor v bouflivém rozvoji, se stovkami nedavnych
casopiseckych publikaci, ale s velice malo monografickymi texty. Shromézdil jsem tedy alespon
to, co bylo dostupné, vybral jsem nekolik témat a snazil se uvést zadjemce do této oblasti. Roz-
hodl jsem se, ze tématicky prednasku rozdélim na dveé poloviny. V prvnim semestru se zabyvam
lineadrné definovanymi objekty, ve druhém pak obecnymi algebraicky zadanymi atvary. V obou
pripadech mi jde o predvedeni nékolika zakladnich principti vystavby algoritmt a predvedeni
jejich moznych aplikaci.

Tento text pokryva prednasky z prvni ¢asti. Musim Tici, Zze v roce jeho vzniku jsem mél
radost z dobré odezvy u posluchac¢t a zejména si moc cenim prace pana Josefa Pojsla, ktery,
prakticky bez mého dalsiho prispéni, celé ucebni texty na zakladé prednasek sepsal, opattil
obrazky a typograficky dovedl do stavu, ktery nyni mate pired sebou.

Za obsahovou stranku ovSem musim rucit sdm. Pfednaska se jisté castecné prekryva s pred-
naskou z grafiky, zejména 1. kapitolu je tfeba brat jako jakousi rozcvicku. V dalsich ¢tyrech
kapitolach se snazim systematicky probrat fadu zékladnich tloh a zaroven zakladnich prin-
cipti tvorby algoritmi. Jakékoli komentafe, dotazy, vyhrady apod. posilejte prosim na adresu
slovakmath.muni.cz.

Brno 1995, Jan Slovak

O rok pozdéji nemam moc co dodat, snad jen, Ze v obou polovinach prednasky stale
vice vyuzivam sluzeb programového systému MAPLE V. Doufam, Ze to neni jen mij dojem,



OBSAH iii

ze se jednd o systém uziteCny, a vérim, ze seznameni s nim je samo o sobé prinosem. Za-
poctové projekty, pfevazné vypracované pravé na zakladé tohoto systému, lze najit v mém
adresaii /VYUKA/Maple/galg na stroji hunter, pfipojim do néj i letosni.

V textech jsem v podstaté jen opravil nékteré z pravopisnych chyb, preklepi, apod. Dékuji
vsem, které mne na spoustu takovych nedostatkii upozornili.

Brno 1996, Jan Slovak



1 Konvexni mnohothelniky

Objekty, které budeme popisovat (a nejen v této kapitole), se vzdy nachazeji v Euklidovském
prostoru piislusné dimenze d, ktery znac¢ime E?. Bude-li v textu uveden prostor R? budeme
s nim nékdy implicitné zachéazet jako s jeho euklidovskym rozsifenim.

Bez snahy o exaktni definice zavedeme nyni pojmy, u kterych by mohl nejednoznacny vyklad
vést ke zmateni.

1.1 Definice.

Konvezni mnoZina: Mnozina D v prostoru E? je konvexni, pokud pro kazdé jeji dva elementy
q1, q2 je cela tsecka 1z obsazena v mnoziné D.

Konvexni obal: Konvexni obal mnoziny S je hranice nejmensi (ve smyslu mnozinové inkluze)
konvexni mnoZiny obsahujici celou mnozinu S*.

Mnohothelnik: V E? je mnohothelnik definovan jako koneéns mnozina tseéek, jejichz koncové
body jsou sdileny vzdy pravé dvémi z nich, pficemz zadna vlastni podmnozina téchto
tseCek neni mnohothelnik (tedy nemé tu vlastnost, Ze by koncové body vsSech takto
vybranych tseéek byly sdileny pravé dvéma tseckami z této podmnoziny). Takova definice
nam zaruci, ze budeme pracovat s cyklickymi fetézci na sebe navazujicich tsecek.

Jednoduchy mnohotuhelnik: je takovy, ve kterém se zadné dvé nesousedici hrany neprotinaji.
Jednoduché mnohotihelniky déli rovinu na dvé ¢asti, z nichz jedna je ohranicend (vnitrek)
a druh& neohranicené (vnéjsek mnohoihelnika).

Konvexni mnohotuhelnik: je takovy jednoduchy mnohotihelnik, jehoz vnitiek je konvexni mno-
Zina.

Jadro mnohothelnika: je mnozina bodi k£ z vnitiku jednoduchého mnohothelnika takovych, ze
pro kazdy bod p mnohothelnika je celd tsecka kp uvnitf mnohothelnika.

Analogicky definujeme pojmy mnohostén, jednoduchy mnohostén, konvexni mnohosten a jadro
mnohosténu.

V této kapitole se budeme zabyvat konvexnimi atvary. Nejprve predstavime konvexni mno-
hotihelniky a jednu jejich reprezentaci, s niz se nauc¢ime provadét zakladni operace. Piejdeme
k problému nalezeni konvexniho obalu mnoziny bodi, a nakonec uvedeme nékolik aplikaci to-
hoto problému.

1.1 Priuniky konvexnich mnohouhelnika

Mnohothelnik P s n body budeme nékdy znacit P".
Zakladni operace a problémy nad konvexnimi mnohotuhelniky jsou tyto (v zavorce je vzdy
uveden cas, kterého dosdhneme)

1. Pro konvexni mnohotihelnik P" rozhodnéte, zda dany bod lezi uvnitt ¢i vné P™ (lze v ¢ase

O(logn))

2. Pro danou pfimku (asecku) p najdéte p N P™ (1ze v ¢ase O(logn))

INe kazdy systém mnoZin obsahuje nejmensi prvek. My vSak méame existenci takové nejmensi mnoziny
zaruc¢enu. Ovéfeni ponechavame ¢tenari.
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P

5
35.0010.00140.0060.002 40.0060.00360.0035.004 60.0035.00535.0010.006119.0015.007120.0025.008

Obrazek 1: Vyvazena hierarchicka reprezentace konvexniho sedmithelnika

3. Pro P" a Q™ zjistéte, zda P* N Q™ = () (Ize v ¢ase O(log(n + m)))
4. Pro P" a Q™ najdéte P" N Q™ (1ze v ¢ase O(n +m))

Casové slozitosti, kterjch dosdhneme, budou silné ovlivnény datovou strukturou, kterd nam
bude slouzit pro reprezentaci mnohotuhelnikt.

1.2 Definice. Posloupnost Fy, ... , P, mnohothelniki se nazyva vyvdZend hierarchickd repre-
zentace (VHR ) konvexniho mnohothelnika P, pokud

e [y ma nejvyse 4 vrcholy
o Pk =P

e P, se obdrzi z P; vynechanim vhodnych vrcholt, pfitom z kazdyjch tii po sobé jdoucich
je alespon jeden vynechan a ze ¢tyt po sobé jdoucich alespon jeden ztistane zachovan.

VHR lze uchovavat jako vyvazeny (2,4) strom (viz obrazek 1). Po¢itdme-li trovné stromu od
nuly, 1ze i-tou droven stromu VHR chapat jako posloupnost vrcholti, které dohromady davaji
mnohothelnik P;. V kofeni stromu na obrazku 1 je mnohothelnik Py = 1-3-5-1. Usecka 1-3 se
v levém podstromu rozviji na fetézec 1-2-3, tsecka 3-5 v prostfednim podstromu na 3-4-5, a
usecka 5-1 v pravém podstromu na 5-6-7-1.

Kazdy uzel stromu VHR miize mit dva nebo tii nasledniky, kromé uzl na posledni trovni,
které nemaji zadné nasledniky, a korene, ktery méa dva, tfi nebo ¢tyri nasledniky.

VHR je linearni strukturou viic¢i poc¢tu vrcholt. Ovéreni je ponechano na ¢tenafi.

Pro odvozovani casovych slozitosti jednotlivych algoritm® nas bude zajimat, jakych cast
lze dosahnout pti prochazeni VHR.

1.3 Lemma. Vsechny obvyklé operace v (2,4) stromu lze provadét v case O(logn); vyska
takového stromu je O(logn). VHR mnohothelnika P Ize ziskat v ¢ase O(n).
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Diikaz: Obvyklou operaci zde rozumime napt. Insert a Delete, pii nichz projdeme strom od
kofene k néjakému listu. Takova cesta ma délku rovnou vysce stromu. (2,4) strom méa nej-
vyse O(logyn), nejméné O(log,n) trovni, celkem tedy O(logn). Udrzeni vyvazeného stromu
vyzaduje nejvyse jeden dalsi priichod zpét ke kofeni, coz nenarusi logaritmickou slozitost.
Konstrukei stromu VHR muZeme provadét tak, Ze jdeme od posledni trovné (cely mno-
hotihelnik) smérem nahoru. Musime vzdy projit vSechny uzly dané Grovné a vytvafet uzly na
nizsi trovni. Vysledny ¢as bude odpovidat celkovému poctu uzli ve stromu, a ten je linearni.
O
Dospéli jsme do stadia, kdy se mizeme pustit do feSeni jednotlivych probléma.

1.4 Véta. Necht P,, ... , P, je VHR konvexniho mnohotihelnika P". Problém, zda bod x € P",
Ize rozhodnout v case O(logn).

Diikaz: Analyzou nasledujiciho algoritmu.

Algoritmus 1.1 ROZHODNUTI, ZDA BOD LEZ[ UVNITR NEBO VNE MNOHOUHELNIKA

Vstup: bod x a VHR mnohotihelnika P
Vystup: zjisténi, zda x € P

Vv

2. while P, # P do

2.1. zjistime, ve které vyseci z p na vrcholy P; lezi x

2.2. i:=1+ 1 a v dalsi iteraci rozvijime nalezenou vysec¢

3. urc¢ime, zda je x uvnitt vysledné vysece

Algoritmus nejprve v cyklu nalezne vyse¢ danou polopfimkami spusténymi z bodu p na vsechny
vrcholy P, ve které lezi bod z. Pak se ovéri, zda je bod x vné nebo uvniti trojihelnika, ktery
vznikne ohranicenim této vysece hranou odpovidajici této vyseci.

Bod p = tézisté Py najdeme v konstantnim case. Tento bod je vnitinim bodem vSech P;.
Bodem p vedeme poloptimky do vSech vrcholi Fy. V konstantnim case zjistime, ve které vyseci
lezi x. V uzlu nésledujici trovné, ktery je rozvinutim hrany dané touto vysec¢i, budeme déale
hledat, ve které vysec¢i P; lezi bod z. Az se timto zptsobem dostaneme k Py, zndme vysec¢
P, = P, ve které lezi bod z. Pak zjistime v konstantnim case, zda bod v nalezené vyseci lezi
uvnitt ¢i vné mnohouhelnika.

Vsechny operace v jednom uzlu lze provést v ¢ase O(1). Casova slozitost je tedy timérna
hloubce stromu, coz je O(logn). O

1.5 Véta. Necht Py, ..., P, je VHR(P"), p je pfimka. Prinik p N P Ize najit v ¢ase O(logn).

Dikaz: Budeme opét prochézet VHR od kofene az k listu. Jestlize pii priichodu narazime na
prunik P; s pfimkou p, zjistime hrany e; (i), e2(i) z P;, které ptimka p protind. Déle piejdeme
k e (i +1),es(i + 1) z Piyq, které p protind. To zabere konstantni ¢as, protoze ei(i + 1) je
prvkem ,rozvinuti“ hrany e;(i) pfi pfechodu od P; k P;;;. Jakmile tedy v priibéhu provadéni
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maxg(

Obrazek 2: Vztah maximalnich bodi a priniku pfimky s mnohothelnikem

algoritmu zjistime, ze p ma s néjakym mnohothelnikem P; neprazdny prinik, najdeme takto
nakonec prinik P* = P s piimkou p, coz je kyzeny vysledek.

Nez se vSak k takovému P; dostaneme, musime projit mnohouhelniky P;, které piimka p
neprotini. Pokud tato situace trva az k P* = P, ziskdvame informaci, ze p N P = ().

V piipadé, ze p N P; = 0, rozvijime vrcholy ,maximalni“ ve sméru kolmém na p. Jsou
to vrcholy, jejichZz priméty na primku kolmou na p jsou nejblize piimce p. Takové mohou byt
nejvyse dva, viz lemma 1.6. Jestlize p neprotina F;, ale protina P, musi pfimka p protinat P,
v jednom z fetézci, které vzniknou rozvinutim téch hran P;, které inciduji s maximalnimi body
ve sméru kolmém na p. Toto si miazeme dovolit tvrdit diky konvexnosti vSech mnohothelnikti
P;. Obrazek 2 ilustruje situaci. Bod 3.1.3 algoritmu 1.2 se odkazuje na tuto uvahu.

Nasledujici lemma postihuje vztah mezi maximalnimi body v pevném smeéru po sobé jdou-
cich mnohothelniki ve VHR.

1.6 Lemma. Necht d(P;) je mnozina vrcholii maximalnich ve sméru d. Pak |d(P;)| < 2 a
pokud v € d(P;y1), pak existuje w € d(P;) tak, Ze bud v = w nebo mezi v a w lezi nejvyse dva
vrcholy v seznamu P .

Diikaz: Kdyby mezi body v a w byly tfi nebo vice vrcholl, nemohl by se zadny z nich vyskytovat
v P;, jinak by byl maximalni misto w. Potom ale tyto tfi vrcholy spolu s v tvori souvislou fadu
¢tyt vrcholi, které byly pfi pfechodu od P;.; k P; vynechany, coz odporuje definici VHR.
O
Zname tedy zptisob, jak v konstantnim case prejit od maximalnich vrchold v daném sméru
k maximalnim vrcholim v tomto sméru pro néasledujici mnohothelnik ve VHR. V nésledujicim
algoritmu se body d(P;) v bodé 3.1.2 naleznou vySe popsanym zpiisobem.
Prejdeme nyni k samotnému algoritmu.

Algoritmus 1.2 NALEZENI PRONIKU PRIMKY S MNOHOUHELNIKEM

Vstup: primka p a VHR mnohothelnika P
Vystup: pN P

1. 2:=0
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2. najdeme d(Fp)
3. if pN Py =0 then

3.1. repeat

3.1.1. 1 : =141

3.1.2. najdeme d(F;) s pomoci d(P;_1)

3.1.3. zjistime s pomoci d(P;), zda pN P, = ()
3.2. until pN P, #Qor P,=P

4. if pN P, = () then /* i=k
4.1. return ()

5. else

5.1. while P, # P do

5.1.1. najdeme e;(i), ea()
5.12. 1:=1+1
5.2. return (pNe(k)) U (pNea(k))

Algoritmus projde vzdy strom VHR a na kazdé trovni stromu (jeden prichod cyklem)
provede konstantni operaci v obou cyklech algoritmu, tedy vysledny cas je O(logn). a

1.7 Dusledek. Problém nalezeni P N s, kde s je usecka, lze fesit v case O(logn).

Diikaz: Aplikujeme algoritmus 1.2 na pfimku, na které tsecka s lezi, a pak v konstantnim case
zjistime prinik vysledku algoritmu s tseckou s. a

1.8 Poznamka. Algoritmy 1.1 a 1.2 jsou typickymi priklady metody vyhleddvdni ve stromu.
Oba postupuji od kofene a na zakladé jistého kriteria se na kazdé drovni stromu rozhoduji,
které uzly budou ,zajimavé“ na pristi arovni. Takto se dostanou az k listtiim, kde se da jiz
zjistit konecny vysledek.

Nasledujici dvé tlohy zkoumaji prinik dvou konvexnich mnohotihelnikt. Uvidime, Ze pro
pouhé zjisténi, zda tento prinik je prazdny ¢i ne, lze nalézt pti pouziti VHR rychlejsi algoritmus,
nez pro nalezeni celého priniku.

1.9 Véta. Necht Py az P, je VHR mnohotihelnika P™ a )y az Q; je VHR mnohotihelnika Q™.
V case O(log(m + n)) Ize rozhodnout, zda Q N P = () ¢i nikoli.

Diikaz: Ozna¢me Pp, a Pg tzv. levy a pravy monoténni mnohothelnikovy fetézec (Fetézce vznik-
nou roztrzenim celého mnohothelnikového fetézce na dva podretézce v bodech s maximalni a
minimalni y-ovou soufadnici — viz obrazek 3). Je ziejmé, ze PLNPr = P a Q; NQgr = Q. Déle
plati:

PNQ=0<=P.NQr=0VQ.NPr=10 (1)



6 1 KONVEXNI MNOHOUHELNIKY

3.005.001155.005.002 155.0050.0033.0050.004 80.0050.00559.0042.006 59.0042.00759.0019.008 59.0(

Obrazek 3: Pravy a levy monoténni fetézec mnohothelnika

Bereme tedy v uvahu dvé dvojice monoténnich fetézcti. PopiSeme nyni, jak hledat priinik
jedné takové dvojice, napt. Pp a (g, druhy pfipad je symetricky.

Na fetézcich P, a QQp budeme postupovat metodou piileni intervalu (zde délici ,body*
intervaltt budou jednotlivé hrany Fetézcii). Na poc¢atku bereme v tivahu celé fetézce, v kazdém
kroku se pak rozhodneme, zda nés zajima oblast nad nebo pod aktualni hranou v obou fetézcich.
Z takovych dvou oblasti pak vybereme hrany uprostied (piulici hrany), a dale postupujeme
stejné. Jestlize dojdeme k nedélitelnému intervalu a na cesté jsme nenarazili na pripad, ktery
nam zarucuje existenci priniku P, a Qg — viz obr. 4a), potom priinik neexistuje. Tento postup
nam zarucuje logaritmicky cas.

Diskusi vzajemnych poloh aktualnich hran popiSeme za pomoci obrazku 4. Nastane-li pfipad
a), pak fetézce Pr, a Qg maji neprazdny prunik. V pfipadé b) nas u P;, bude dale zajimat oblast
nad aktuélni hranou. V pfipadé, kdy aktualni hrany jsou ,zady k sobé“ — pfipady c), d), e) na
obrazku, diskutujeme ptfimky, na kterych lezi aktualni hrany. Protoze tyto pfimky ohranicuji
poloroviny, ve kterych lezi vzdy cely odpovidajici mnohothelnik (diky jejich konvexnosti), mtize
nastat prunik pouze tam, kde se tyto pfimky protinaji. V ptipadé c) nés tedy budou dale zajimat
horni oblasti pro oba Fetézce, v pfipadé d) spodni oblasti, a v pfipadé e) uz prunik nemuize
existovat, protoze primky jsou rovnobézné.

Celkem v logaritmickém case zjistime, zda existuje prunik P, a (g, a totéz se da zcela
analogicky zjistit pro Pr a Q). Diky vztahu 1 tak zndme v logaritmickém case odpovéd na
otazku, zda existuje prinik mnohotihelniki P a Q). a

1.10 Poznamka. Algoritmus popsany v predchozim dikaze pouziva metody tzv. bindrni
lokalizace. Cesky termin ptleni intervalu je v podstaté ekvivalentem. Tyto algoritmy se snazi
lokalizovat dany jev tak, ze rozpili interval, ve kterém probiha hledani jevu, a podle né€jakého
kriteria mohou jeden ze dvou takto vzniklych intervali vyloucit. Hledani pak rekurzivné probiha
na tomto mensim intervalu.

Musi vSak existovat néjaka ,zarazka“, ktera na jisté Grovni rekurze algoritmus zastavi. V na-
sem pripadé je to nedélitelnost intervalu. Hledame-li touto metodou iracionalni kofen polynomu,
musime mit jako zarazku jistou ,pfesnost®, nebo-li velikost intervalu, ktery uz nebudeme déle
pulit, pouze jeho stfed prohlasime za koten.



1.1 Priniky konvexnich mnohothelnikii
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Obrazek 4: Diskuse vzajemnych poloh aktualnich hran monoténnich fetézcti
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Obréazek 5: Praniky délky O(m + n) a) troj- a pétithelnika b) dvou ¢tyfthelnika

1.11 Véta. Necht P™, Q" jsou konvexni mnohotihelniky. Pak PNQ Ize zjistit v ¢ase O(m+n).

Diikaz: Nejdiive ziskdme bod p uvnitt P (napf. tézisté libovolnych t¥{ vrcholit P). Z bodt P i @
vytvorime posloupnosti bodt py, ... ,pm aqi,... ,q, takové, ze vidy sousedni body jsou spojeny
hranou. Oznacime pro ¢ = 1...n vysece ohrani¢ené polopfimkami pp; a ppir1 (Pn+1 = p1) jako
s;. V linedrnim Case se da zjistit, ve které vyseéi s; se nachazi bod ¢;. V ¢ase O(k + 1) urc¢ime
prunik usecky L(qi1,q2) s P, pfipadné jeji polohu (uvniti — vné). Zde k je pocet poloptimek
ppi protatych tseckou L(qi, ¢2). Z¥ejmé je k < m. Takto pokracujeme pro vSechny body ¢;. Po
prichodu ziskdme bud priniky hran, nebo informaci, zda @ C P nebo P C @ nebo PNQ = (.
Protoze kazda hrani¢ni poloptfimka oblasti s; protind nejvyse dvé hrany, potfebujeme nejvyse
¢as O(2m) pro nalezeni priseciki. Zaroven vSak musime projit vSechny body Q", proto vysledny
¢as je O(m +n). O

Lepsiho ¢asu nez O(m+n) nelze obecné doséhnout, protoze vysledek mé v nejhorsim pripadé
pravé tuto délku. Prinikem troj- a pétithelnika na obrézku 5a) je totiz pravé osm bodt. Dva
¢tverce na obrazku 5b) maji rovnéz prinik délky osm.

1.12 Poznamka. Postup uvedeny v dikazu véty 1.11 nachazi prisec¢iky hran mnohothelnikt
v takovém poradi, které produkuje mnohotihelnik ohranicujici prinik vnittktt mnohotihelnikia P
a ). Chceme-li tedy najit prinik vnitika P a (), nemusime body dale t¥idit. Pro ovéfeni si staci
uvédomit, ze uvedeny postup prochézi hrany @ postupné podle sousednosti. Useky hran z Q,
které ohranicuji prunik, jdou za sebou ve stejném poradi, pouze se mezi né pripadné vkladaji
useky hran z P. K pochopeni zde opét pomiize obrazek 5.

1.2 Konvexni obal bodu v roviné

Nalezeni konvexniho obalu kone¢né mnoziny bodt v roviné chapeme jako zadani hrani¢nich
bodt konvexniho obalu sefazenych v jistém sméru (napf. ve sméru hodinovych rucicek).

Uvedeme postupné nékolik algoritmi, u kterych urc¢ime nejprve asymptoticky nejhorsi casy.
V ¢asti 1.4 tyto algoritmy porovname z hlediska casu ocekavaného.

1.13 Poznamka. Konvexni obal mnoziny S budeme znacit BCH (S) (z angl. Boundary Convex
Hull). Vnitfek konvexniho obalu budeme znacit CH(S) (Conver Hull).
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horni konvexni obal

Obrazek 6: Horni konvexni obal

1.14 Vé&ta. Necht S C R? je konecna mnoZina bodii v roving, P" jednoduchy mnohotihelnik,
jehoz vrcholy jsou pravé vSechny body z S. Konvexni obal BCH (S) Ize spocitat v linedrnim
case O(|S|) ([Preparata-85], str. 166—-171).

Diikaz: V linedrnim case najdeme vrcholy p;, p, € S s minimélni a maximalni z-ovou souradnici.
Usecka L(p,,p;) lezi v konvexnim obalu. Diky jednoduchosti P lze tilohu fesit zvlast pro tzv.
horni a dolni konvexni obal (viz obr. 6 a nasledujici odstavec).

Konvexni obal je vlastné konvexni mnohothelnik. Body p, a p; budou zcela jisté jeho vrcholy.
Tyto dva vrcholy roztrhnou konvexni obal na dva fetézce tisecek, vedouci z p, do p;, kazdy v jiné
poloroviné podle p¥imky p,p;. Retézec nad touto pfimkou nazveme horni konvezni obal, pod
ni dolni konvexni obal bodi mnoziny S. Problém nalezeni dolniho konvexniho obalu je dualni
k nalezeni horniho konvexniho obalu a nize uvedeny algoritmus se da snadno upravit tak, aby
pocital dolni konvexni obal.

Oznaceni ,napravo“ resp. ,nalevo“ od pq, ktera se v algoritmu hojné vyskytuji, znamenaji
lokalizaci v pravé resp. levé poloroviné dané piimkou pg. Orientace je takova, jako bychom se
,divali“ od bodu p smérem k bodu ¢. Prakticky se tento test pro bod z provede vypoctem de-
terminantu matice ze sloupct pq, pr. Tim ziskdme orientovany obsah prislusného rovnobéznika,
a podle znaménka + /- je bod nalevo/napravo.

Algoritmus 1.3 NALEZENI HORNIHO KONVEXN{HO OBALU JEDNODUCHEHO MNOHOUHEL-

NiKA

Vstup: jednoduchy mnohotihelnik P" zadany jako seznam bodi py, . . . , p, usporadany ve sméru
hodinovych rucicek

Vystup: hrani¢ni body horniho konvexniho obalu vSech vrcholi mnohotihelnika P™ ve sméru
hodinovych rucicek

V algoritmu vystupuje zasobnik @ : qo,...,q, kde t je vzdy vrchol tohoto zasobniku.
Zasobnik méa dno ¢y pristupné ke ¢teni.

1. najdi body p, a p;
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9t ps
O
q1 =P o = Pr 41 qo
a) b)
OpS qut
qt o0
q1 qo q1 qo0

c)
10.0050.00115.0045.002 15.0045.00324.0045.004 24.0045.00529.0055.006

Obréazek 7: Konstrukce horniho konvexniho obalu jednoduchého mnohotihelnika

2. inicializuj zasobnik: ¢y :=p, ; ¢1 :=p;
3. 5:=0

4. while p; je vrchol nalevo od gy do /* pfesko¢ime body pod ptimkou p,p; — viz obr. 7a)

41. s:=s5+1
5. pridej ps na vrchol zasobniku

6. while s <n do
6.1. repeat /* vyhleddme body, které jsou mimo mnohothelnik dany body v zasobniku @
— viz obr. 7b)
6.1.1. s:=s+1
6.2. until p, je napravo od Goq; or p, je nalevo od z_1G; or s =n

6.3. while p; je nalevo od §;_1¢; and s < n do /* piidame bod ps, ale tak, aby nova
hrana neporusila konvexnost — viz obr. 7c)

6.3.1. odstran ¢; z vrcholu zasobniku

6.4. pridej ps na vrchol zasobniku
qo, - - - ,q je horni konvexni obal

Diskusi poloh bodu ps vii¢i bodim zasobniku @) (obrazek 7) si ovéfime nasledujici invarianty,
které plati vzdy na zacatku cyklu 6:

® Q=D ;@ =p;t>2;q=ps

e s<n



1.2 Konvexni obal bodi v roviné 11

® qo,...,q Qo je konvexni mnohothelnik
e horni konvexni obal S je posloupnost vybrana z qo, ... , ¢, Psi1,--- > Pn

Prvni dva body jsou zfejmé. Zachovani konvexnosti ve tfetim bodé se ukaze snadno z obrazku 7,
kdyz si uvédomime, v jakém poradi nastava pridavani a ubirani bodd na vrcholu zasobniku.
K ovéreni ¢tvrtého bodu vede ponékud slozitéjsi vaha.

V situacich a) a b) na obrazku 7 nenastane zadna komplikace. Nastane-li situace c¢) — bod
ps nalevo od §_1q;, mize byt bod ps nalevo (jako je tomu na obrazku) nebo napravo od Gpg;.
V druhém pfipadé je jasné, zZe bod ¢; a ani zddny jiny bod vylouceny ze zasobniku v cyklu 6.3
nemohou byt uz vrcholy konvexniho obalu. Pro prvni ptipad si musime uvédomit, Ze z bodu p,
vede lomena ¢ara jako soucast mnohothelnika P™ do bodu ¢y. Ta musi protinat primku ¢ _1¢,
protoze bod ps je od ni vlevo a bod ¢y vpravo (jinak by ¢; nebyl pfidan do zasobniku za ¢;_1).
Protoze je mnohotihelnik P" jednoduchy a jeho vrcholy jsou zadany podle sméru hodinovych
rucicek, bude tato lomena c¢ara protinat poloptimku ¢;_7¢; az za bodem ¢;. Bod ¢; se tak octne
uvnitt konvexniho obalu, a nemize uz byt na jeho hranici. To stejné plati i pro ostatni body
odstranéné ze zasobniku v cyklu 6.3.

K odvozeni ¢asu béhu algoritmu vede tvaha zkoumajici zachézeni s jednotlivymi vrcholy
mnohotuhelnika. Po nalezeni bodi p, a p;, které je linearni zalezitosti, je kazdy vrchol P" kon-
frontovan se zasobnikem () pravé jednou, nepocitame-li cyklus 6.3. Tento cyklus bude vSak mit
maximalné n iteraci v prtibéhu celého algoritmu, protoze je zde odstranovan vrchol zasobniku,
a to se kazdému bodu z P™ miize stat nejvice jednou. Protoze ptislusnost bodu do jedné z polo-
rovin urc¢enych danou primkou lze testovat v konstantnim case, algoritmus 1.3 pracuje linearné.

U

1.15 V&ta. Necht S C R? je konecnd mnozina o n bodech. Pak BCH(S) Ize spocitat v case
O(nlogn).

Diikaz: Problém tesi nasledujici algoritmus.

Algoritmus 1.4

Vstup: kone¢na mnozina S bodu v roviné

Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

Lexikograficky uspofadame S, tj. p < ¢ jestlize z(p) < x(q) nebo z(p) = z(q) a y(p) < y(q).
Necht py, ..., p, je vysledna posloupnost. Na ni aplikujeme algoritmus 1.3.

I kdyz takto zadana posloupnost bodt py, ... , p, neni mnohothelnikem, lze ji pouzit jako vstup
vyse uvedeného algoritmu, protoze ten vyzaduje pouze to, aby se zadné dveé nesousedni hrany
pi—1pi; pro ¢ = 1,... ,n neprotinaly a aby z kazdého bodu p; pro ¢ < n existovala lomena cara
tvofenad posloupnosti hran vybranou z P™ do bodu ¢y. V nasem ptipadé gy = p,, a tedy obé
podminky jsou splnény.

Vysledny ¢as je O(nlogn) + O(n). O

Vstup pro algoritmus 1.3 se d4a ziskat z obecné mnoziny bodi jesté jinym zptisobem. Cely
algoritmus je nazvan Graham’s Scan.

Algoritmus 1.5 GRAHAM’S SCAN
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Vstup: konecnd mnozina S bodt v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

Vybereme libovolny vnitini bod konvexniho obalu (nemusi byt prvkem S) a spojime ho se
vsemi body S. Setfidime body podle velikosti thl jejich spojnic s vybranym bodem a takovou
posloupnost posleme na vstup algoritmu 1.3.

Posloupnost bodt settidénych podle jejich thld uz jisté dava jednoduchy mnohotihelnik a je tedy
pouzitelna pro algoritmus 1.3. Graham’s Scan pracuje diky tiidéni bodi opét v ¢ase O(nlogn).

1.16 Poznamka. Naésledujici t¥i algoritmy pracuji tak, Ze pocitaji konvexni obal néjakych
podmnozin vstupni mnoziny, a pak s pomoci téchto castecnych vysledktt produkuji celkovy
konvexni obal. Prvni algoritmus se lisi od zbyljch dvou pouze v tom, jakym zptsobem déli
vstupni mnozinu.

Tato metoda se nazyva rozdél a panuj a je pro ni charakteristické (i kdyZz ne nutné) re-
kurzivni volani procedur. Typicky algoritmus rozdel a panuj rozdéli vstupni soubor na nékolik
¢asti (mohou byt bud srovnatelné velké nebo jsou zadmérné nékteré vétsi a jiné mensi), a pro né
zavola rekurzivné sdm sebe (¢ast rozdél). Jakmile jsou znamy vysledky téchto volani, aplikuje
se na né néjaka efektivni metoda, ktera produkuje celkovy vysledek (Cast panuj).

Metoda rozdél a panuj se ¢asto pouziva v praxi pii analyze problému (mize to byt analyza
hospodateni podniku nebo prepis algoritmu do proceduralniho programovaciho jazyka). Cela
tloha se déli na podproblémy, az vznikne jista hierarchie ¢astec¢nych problémi. Jejich spojovani
do vysledki je pak jasnéjsi a prehlednéjsi.

Po rozdéleni vstupni mnoziny a spocitani konvexnich obalt takto rozdélenych ¢asti budeme
mit za kol spocitat konvexni obal dvou konvexnich obalt (tedy konvexnich mnohothelniki),
nebo bodu a mnohothelnika. Néasledujici lemma fesi oba problémy, v pfipadé dvou mnoho-
thelnikt vsak pouze pro pripad, kdy jsou jejich vnitiky disjunktni. Tuto vlastnost v nasem
algoritmu zarucime.

1.17 Lemma. BCH(PUQ) disjunktnich konvexnich mnohotihelnikii P™ a Q™ Ize najit v ¢ase
O(m+n).

Dikaz: V ¢ase O(m) najdeme hranu v P nebo () tak, ze P a () padnou do ruznych polorovin.
Tim umoznime nalezeni dvou nejblizsich bodt z py € P a gy € Q.

V prvnim kroku postupujeme po P proti sméru hodinovych rucicek, dokud se zmensuje
thel s vybranou hranou v (). Oznac¢me ziskany bod p,. Tak ziskdme te¢nu z ¢y na P. V dalsim
kroku zaménime P a (), postupujeme po ) ve sméru hodinovych rucicek, a ziskame tecnu z p;
na (). Po konec¢ném poctu krokt dostaneme jednu z tecen P a () — viz. obrazek 8. Obracenim
orientaci ziskdme druhou tecnu. Pfi celém pribéhu algoritmu prochazime kazdym vrcholem
nejvyse jednou. a

1.18 Lemma. VHR(BCH(P U()) dvou disjunktnich konvexnich mnohothelniki P™ a Q",
zname-li jejich VHR a tecny, lze spocist v case O(log(m + n)).
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|/

95.0027.00153.0051.002 53.0051.00338.0056.004 38.0056.00521.0048.006 95.0027.007103

Obrazek 8: Te¢ny dvou konvexnich disjunktnich mnohothelniki

Diikaz: Musime vyloucit fetézce mezi body dotyku. Mizeme si to predstavit tak, ze ziskame
v kazdém ze stromt VHR pro oba mnohothelniky dva ukazatele na listy, z nichz jeden znamena
zacatek a druhy konec Fetézce, ktery ma byt odstranén ve vysledném mnohotuhelniku (body
dotyku tecen). Odstranime nyni tyto listy v obou stromech, a ve vyssich tirovnich stromu dale
ty uzly, které vedou pouze na listy, jez maji byt odstranény. Ziskame tak dva ,hybridni“ stromy
(viz obr. 9a), které nemusi spliiovat podminky VHR. Z nich musime stvofit jediny VHR strom.

Konstrukci zacneme na nejnizsi Grovni. Jeden Tetézec listli vlozime mezi fetézec zbylych
listh ve druhém stromeé, a to na misto, odkud byly piedtim listy odstranény. Tim na této
drovni koncime.

Na kazdé vyssi trovni je tieba zajistit, aby platily podminky VHR. Jde predevsim o zajisténi
toho, aby kazdy uzel mél dva az ¢tyri potomky. Vezmeme v tvahu serazené uzly této trovné
obou hybridnich stromti. Budou néas nyni zajimat pouze krajni uzly obou téchto posloupnosti.
Nékdy dva z téchto uzli splynou v jeden, jindy je tieba uzel rozdélit na dva (viz obr. 9b,c).
Vnitini uzly téchto posloupnosti vSak mohou byt zachovany. Tato vlastnost, zjednodusené vy-
svétlitelna tim, ze jsme vzali vzdy souvisly fetézec listd a jejich predchidci v ptivodnim VHR,
nam zaruci konstantni ¢as vypoctu na kazdé tirovni konstrukce nového stromu. Nové zkonstruo-
vany strom uz mé vSechny vlastnosti VHR, a pocet jeho vrcholl je maximélné m +n. Znamena
to tedy, ze konstrukce VHR zabere O(log(m + n)) ¢asu. O

1.19 Véta. Necht' S C R? je mnoZina o n bodech, p € R? je bod. Je-li ddna VHR(BCH(S)),
pak
VHR(BCH (S U {p}))

spocteme v case O(logn).

Diikaz: Podle véty 1.4 zjistime v ¢ase O(logn), zda p € BCH(S). Pokud ano, je vysledkem
BCH(S). Pokud ne, najdeme v ¢ase O(logn) body dotyku teden spusténych z bodu p na
BCH(S):

Body dotyku teCen z p na F, lze ziskat v konstantnim case. Jdeme-li od P; k P;, musi lezet
novy bod dotyku v rozvinuti nékteré ze dvou hran, které sousedi s ptivodnim bodem dotyku,
pokud jim neziistane on sdm. Kazdy krok je konstantni, proto celkové mame ¢as O(logn).
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Obréazek 9: Postup pii spojovani VHR disjunktnich mnohothelnikt; a) hybridni strom, b) spo-
jeni uzld, c) rozdéleni uzlu
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Tyto body dotyku jsou vrcholy mnohothelnika BCH (S). Aktualizace VHR pak probéhne
v ¢ase O(logn) podle lemmatu 1.18, dosadime-li za mnohothelnik @™ bod p. a

Mizeme pristoupit k prvnimu algoritmu rozdél a panuj. Ten ze vstupni mnoziny vybere
jeden bod, spocita konvexni obal zbylych n — 1 bodfi, a pak tento jeden bod prida. Rekurze se
zde da snadno nahradit iterativnim postupem. Vyhodou tohoto pristupu je jeho dynamicnost
— po zpracovani libovolné podmnoziny elementti ze vstupu zname pro né vysledek.

Algoritmus 1.6

Vstup: konecnd mnozina S bodu v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

Algoritmus pro tvorbu konvexniho obalu lze ziskat jako disledek véty 1.19 tak, ze body mnoziny
S bereme ze vstupu po jednom a konvexni obal konstruujeme iterativné pridavanim téchto bodi.
Vysledny ¢as je opét O(nlogn)).

Druhy algoritmus rozdéluje vstupni mnozinu na dvé stejné velké podmnoziny, pro které
rekurzivné zavola sam sebe. Vysledky pak spoji v konvexni obal pomoci lemmatu 1.17. Aby toto
lemma bylo pouzitelné, musime zarucit disjunktnost ¢aste¢nych vysledkt. To provedeme tak, ze
obé podmnoziny budou vzdy celé lezet v riznych polorovinach podle né€jaké primky rovnobézné
s osou ¥. Za timto ucelem body na zac¢atku algoritmu t¥idime podle x-ové soutradnice.

Algoritmus 1.7 ALGORITMUS PRO ZISKANI KONVEXNIHO OBALU METODOU Rozdél a panuj

Vstup: konecna mnozina S bodu v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1. Usporaddme body podle z-ovych soufadnic (pro jednoduchost predpokladejme, ze jsou
navzajem ruzné).

2. Rozdélime body na dvé stejné velké poloviny podle z-ové souradnice, pro néz rekurzivné
zavolame tento algoritmus. Zbyvéa-li nyni jediny bod, nepouzijeme dalsi rekurzivni volani,
ale posleme tento bod na vystup jako konvexni obal sama sebe (,zardzka“ rekurze).

3. Pouzijeme linedrni algoritmus pro nalezeni konvexniho obalu dvou disjunktnich konvex-
nich mnohothelnikt (viz lemma 1.17) aplikovany na konvexni obaly obou polovin piivodni
mnoziny, které jsme dostali jako vysledky rekurzivnich volani v pfedchozim kroku.

Pocateéni uspotradani spotfebuje O(nlogn) ¢asu.
Cas rekurzivni ¢asti:

T(n) =T([n/2]) + T(In/2]) + O(n)
T(n/2) = T([n/4]) + T([n/4]) + O(n/2)
atd. Celkem to je O(nlogn).

1.20 Poznamka. Nasli jsme doposud ¢tyti algoritmy, které pracuji v ¢ase O(nlogn). MiZeme
si tedy mezi nimi vybrat metodu odpovidajici nejlépe konkrétni implementaci. Lepsiho ¢asu nez
O(nlogn) vSak uz nelze dosdhnout, protoze dostaneme-li na vstupu mnozinu bodi ndhodné
rozmisténych na kruznici, nalezeni jejich konvexniho obalu znamend pravé jejich setfidéni podle
hl na této kruznici. Proto nenajdeme algoritmus pracujici v lepsim asymptotickém case.
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Tato ivaha by mohla znamenat, Ze jsme nasli optimalni algoritmy pro nalezeni konvexniho
obalu. Uvedeme vsak jesté dalsi dva algoritmy, jejichz obecné ¢asova slozitost bude v jednom
ptipadé i horsi nez O(nlogn), ale o¢ekavana slozitost pro jisté distribuce bodi v roviné bude
lepsi. Tento rozbor provedeme v ¢asti 1.4.

Nasledujici algoritmus kombinuje metodu Graham’s Scan a ptistup rozdél a panuj. Budeme
nyni rozdélovat vstupni mnozinu na podmnoziny bez ohledu na rozdéleni bodt podle souradnic.
Konvexni obal téchto podmnozin se bude pocitat rekurzivné. Pro vysledné mnohotuhelniky
s potencialné neprazdnym prinikem spocitame jejich konvexni obal metodou Graham’s Scan.
Vyuzijeme k tomu néasledujici lemma.

1.21 Lemma. Mame-li k dispozici dvé setfidéné posloupnosti bodi, setiidime je vSechny
v linearnim case.

Dikaz: Udrzujeme dva ukazatele dovnitf posloupnosti, do kazdé jeden. Na pocatku ukazuji oba

na nejmensi prvky obou posloupnosti. Postupujeme tak, zZe vybereme vzdy mensi ze dvou prvkii,

na které ukazujeme, a odpovidajici ukazatel posuneme na dalsi prvek v jeho posloupnosti.
O

A nyni jiz samotny algoritmus.

Algoritmus 1.8 MERGEHULL

Vstup: kone¢na mnozina S bodu v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1. Pro jisty maly pocet bodi na vstupu spocitame konvexni obal pfimo (napf. jediny bod
je sém svym konvexnim obalem)

2. Rozdélime body na dvé ¢asti priblizné stejné mohutnosti a zavolame rekurzivné MergeHull

3. Mame nyni dva konvexni mnohothelniky, které se mohou prekryvat. Vybereme libovolny
vnitini bod p jednoho z nich. Ten bude jisté uvnitt jejich konvexniho obalu.

Je-li p zaroven uvnitf druhého mnohotuhelnika, jsou vrcholy obou mnohothelniki jak
spolu sousedi monoténnimi posloupnostmi vzhledem k hltim, které sviraji jejich spojnice
s bodem p.

Neni-li p vnitini bod druhého mnohothelnika, spustime nan z bodu p tecny. Body do-
tyku roztrhnou mnohothelnik na dva fetézce. Ten blizsi bodu p bude jisté cely uvnitt

posloupnosti monoténni vzhledem k thlim spojnic jednotlivych bodt s bodem p.

Dostavame tak dvé posloupnosti bodt setiidéné podle jejich thli. V linedrnim case
z nich umime sestrojit jedinou monoténni posloupnost, kterou pak posleme na vstup
algoritmu 1.3.

MergeHull pracuje opét v ¢ase O(nlogn), coz se odvodi ekvivalentné odvozeni ¢asu algo-
ritmu 1.7. Na rozdil od ného vsak MergeHull nettidi na zacatku body, a tak ocekavany cas
bude jisté lepsi. Linearita jednoho volani MergeHull (bez rekurzivni ¢asti) je nejhorsi piipad,
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kdy obé podmnoziny budou mit linearné veliké konvexni obaly. Diskuse ocekavanych casi bude
provedena v ¢asti 1.4.

Algoritmus Jarvis’s March postupuje po vrcholech konvexniho obalu. Najde nejprve jeden
vrchol, ktery mé nékterou soufadnici extrémni a bude tedy jisté vrcholem konvexniho obalu.
Tento vrchol oznacime za aktualni a hledame jeho souseda v BCH.

Déle postupujeme tak, ze ,natac¢ime“ poloptimku vychézejici z aktualniho vrcholu do ostat-
nich bodt, az najdeme primku, v jejiz jedné poloroviné lezi vSechny ostatni body vstupni mno-
ziny. Znamena to vlastné najit bod, pro néjz primka spusténd z aktualniho vrcholu na ného ma
extrémni tthel. Tento bod je rovnéz vrcholem BCH . Prohlasime jej za aktualni vrchol. V hledani
vrcholt takto pokracujeme, dokud se nevratime do tplné prvniho vrcholu.

Algoritmus 1.9 JARVIS’S MARCH — ALGORITMUS PRO ZISKANI KONVEXNIHO OBALU
MNOZINY BODU V ROVINE

Vstup: konecna mnozina S bodi v roviné
Vystup: vrcholy konvexniho obalu S, setfidéné ve sméru hodinovych rucicek

1. vybereme bod s nejmensi y-ovou soufadnici za aktualni vrchol
2. repeat

2.1. spojime aktualni vrchol s ostatnimi body a za dalsi vrchol BCH vybereme nejblizsi
z téch, které spojuje s vychozim nejmensi tthel pocitany mezi jejich spojnici a posledni
pfidanou hranou (méme-li zatim pouze prvni bod, vezmeme misto této hrany osu )

2.2. aktualni vrchol := nové vybrany vrchol

3. until aktudlni vrchol je opét ten uplné ptvodni

Prvni krok algoritmu je linearni. V kazdém kroku cyklu je identifikovana pravé jedna hrana
konvexniho obalu. Tento krok zjistuje extrém mezi nejvyse n vrcholy, proto zabere O(n) casu.
Jarvis’s March pracuje tedy v ¢ase O(n) + O(nH) = O(nH), kde H je pocet hran vysledného
BCH.

Pocet hran vysledného konvexniho obalu miize byt az O(n) — opét piiklad se vSemi body na
kruznici. Proto Jarvis’s March pracuje v kvadratickém ¢ase O(n?). Tento algoritmus vsak, na
rozdil od ostatnich uvedenych v této casti, bude vétsinou pracovat v lepSim case, nez ktery jsme
odhadli pro nejhorsi pripad. Vice k tomu podkapitola 1.4.

1.3 Konvexni obal mnozZiny bodua ve vyssich dimenzich

1.22 Poznamka. Predpokladame-li, Ze zZadné tii body z mnoziny bodid v roviné nelezi na
primce, je konvexnim obalem téchto bodii konvexni mnohothelnik. Nelezi-li zadné ¢tyii body
v roviné ze vstupni mnoziny bodt v prostoru, je jejich konvexnim obalem konvexni simplicialni
mnohostén. Obecné, konvexnim obalem mnoziny bodt v R? je d-dimenziondlni simplicidlni
mnohostén, jehoz stény jsou v prostoru R4™! simplexy. MiiZzeme je tedy nazvat simplicidlni
nadstény. To ovSem plati za predpokladu, ze zadnych d + 1 bod@ vstupni mnoziny nelezi
v (d — 1)-dimenzionalni nadroviné.
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hrana | V1| V2| F1 | F2| P1| P2

Obrazek 10: Jedna polozka dvojitého spojového seznamu

Metoda Graham’s Scan z algoritmu 1.5 neni ve vicerozmérném prostoru aéinna.

PopiSeme si nyni zobecnéni principu Jarvis’s March ve tfech dimenzich (algoritmus 1.9).
Budeme se snazit pohybovat po povrchu vysledného simplicidlniho mnohosténu a postupné
zafazovat jeho vrcholy, az zjistime, Ze jsme se dostali na zacatek naseho hledani. Metoda se
vsak da pouzit obecné v d-dimenzionalnim prostoru.

Algoritmus 1.10 GIFT-WRAPPING METHOD

1. Najdeme nejprve bod s nejmensi z-ovou soufadnici a jednu hranu konvexniho obalu. Tuto
hranu mtzeme ziskat napt. tak, Ze vstupni mnozinu promitneme do roviny urc¢ené osami
rz a tam metodou Jarvis’s March najdeme tuto jednu hranu. Zvolime tuto hranu za
aktualni.

2. repeat Kolem aktualni hrany natacime rovinu do vSech bodi vstupni mnoziny a vybereme
ten bod, pro néjz odpovidajici rovina déli prostor na dva poloprostory, z nichz jeden
obsahuje celou vstupni mnozinu bodt. Takovy bod se da opét najit ur¢enim minimalniho
uhlu, ktery sviraji vSechny takové roviny s rovinou stény BCH, jejiz je aktudlni hrana
Casti (opét, mame-li zatim k dispozici pouze inicializa¢ni hranu z prvniho kroku, vezmeme
rovinu xy).

3. until Mnohostén je uzavien, tedy neexistuji v ném ,neuzaviené“ hrany (jsou to hrany,
které zatim inciduji pouze s jednou sténou). Najdeme-li takovou hranu, vezmeme ji za
aktualni a pokracujeme v cyklu.

Celkovy ¢as algoritmu je opét O(nH), kde H je zde pocet stén vysledného BCH. VSechny
operace v prvnim kroku jsme schopni vykonat v linearnim case, cyklus probéhne H-krat, a
bude hledat extrém mezi nejvyse n vrcholy. Tento ¢asovy odhad je platny pro vSechny dimenze,
jen H zde vystupuje jako pocet simplicidlnich nadsténti, které tvoii vysledny konvexni obal.

Odvodime nyni ¢asovou slozitost pro tfi dimenze.
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1.23 Véta. Algoritmus Gift-wrapping method pracuje ve tfech dimenzich v ¢ase O(n?).

Dikaz: Potfebujeme dokazat, ze nejvyssi mozny pocet stén je linearni. Musime pocitat s nejhor-
Sim piipadem, tedy Ze vSechny body ztstanou vrcholy konvexniho obalu (napf. kdyz vSechny
lezi na povrchu koule). Vime, Ze hran je v mnohosténu pravé %—kraﬁt tolik, co stén. Bereme-li
totiz jednotlivé stény a davame do posloupnosti jejich hrany (vzdy tfi), dostaneme posloupnost
hran, v niz bude kazda hrana pravé dvakrat. Dosadime-li do Eulerova vzorce

h+2=s+v
kde h je pocet hran, s je pocet stén a v pocet vrcholil, dostaneme rovnost
s=2v—-4

Neni-li vysledny mnohostén simplicidlni, 1ze kazdou sténu, kterda neni trojuihelnikem, na
trojuhelniky rozdélit. Pro takto zvétseny pocet stén plati vztah z pfedchoziho odstavce, je tedy
pro nas hornim odhadem.

Celkem dostavame slozitost O(n?). O

Pamétové struktury pouzitelné pro algoritmus Gift-wrapping method stoji za poznamku.

1.24 Poznamka. Pro mnohostény a planarni grafy se da pouzit struktura dvojitého spojového
seznamu (double connected edge list, DCEL, viz také [Preparata-85|, str. 15-17). Pro kazdou
hranu mame Sest atributi V1, V2, F1, F2, P1, P2. V1 a V2 jsou ukazatele na vrcholy, které jsou
krajnimi body hrany. F7 a F2 ukazuji na stény, které inciduji s hranou, nejlépe v dohodnutém
poradi (napf. F1 je ta sténa, ktera se jevi nalevo od hrany, divaim-li se ve sméru od VI k V2).
P1 je pak odkaz na tu hranu, ktera ma s danou hranou spolecnou sténu F'1 a vrchol VI, resp.
sténu F2 a vrchol V2 pro ukazatel P2. Budou to vlastné hrany ,sousedici“ v krajnich bodech
dané hrany s touto hranou ve sméru proti ota¢eni hodinovych ru¢icek (viz obr. 10).

Zaroven s vyse popsanym seznamem hran udrzujeme seznam vrcholi a stén, pro néz udr-
Zujeme jediny atribut, a to nékterou incidentni hranu. Uvnitf seznamu hran jiz mtzeme velmi
efektivné vyhledat vSechny hrany na okraji jisté stény, vsechny hrany vychézejici z jistého vr-
cholu, vSechny vrcholy na okraji jisté stény atd. Vsechna tato vyhledavani lze provadét primo,
a vysledny cas je imérny velikosti vysledku.

V pripadé algoritmu Gift-wrapping method je uzitecné mit zvlastni seznam netplnych hran.
Vyhledani takové hrany pak bude probihat v konstantnim case, stejné jako ovéreni, zda takové
hrany jesté existuji, coz odpovida testu na konec algoritmu.

1.25 Poznamka. Algoritmus Gift-wrapping se da snadno zobecnit do vyssich dimenzi. Kon-
vexni obaly v R? pro d > 2 lze takto najit v ¢ase O(nl%/21+1)4-0(nl¥? log n), viz [Preparata-85].

1.4 Porovnani algoritmu pro nalezeni konvexnich obalti bodii

V roviné jsme nalezli nékolik algoritmii pracujicich v ¢ase O(nlogn). V praxi od nich nemtizeme
ocekavat lep$i ¢as, protoze pouzivaji v néjaké podobé bud t¥idéni nebo rekurzi.

Jak uvidime, lze od algoritmt Jarvis’s March a Gift-wrapping method ocekavat ve skutec-
nosti lepsi casy, nez ty, které jsme odvodili pro nejhorsi pripady. Dalsim algoritmem, ktery je
z hlediska ocekdvaného ¢asu vyrazné lepsi nez v nejhorsim pfipadé, je MergeHull (alg. 1.8).



20 1 KONVEXNI MNOHOUHELNIKY

Tento algoritmus pracoval metodou rozdel a panuj a volal rekurzivné sam sebe. Jeho casova
slozitost T'(n) se odvodi pomoci vztahu

T(n) =2T(n/2) 4+ C(n), (2)
kde C'(n) je ¢as potfebny na ,panovani®.

1.26 Véta. Plati ndsledujici zavislost hodnoty T'(n) na C(n) ze vztahu 2:

T(n) C(n)

O(n) O(nlogn)
O(n/logn) | O(nloglogn)

O(n) On?)p<1

Diikaz: uvedeno v [Preparata-85], str. 153 bez dikazu O
Tabulka 1 shrnuje nejhorsi i o¢ekavané c¢asy algoritmi pro nalezeni konvexniho obalu.
Uvedeme, jaky pocet simplicialnich nadstén konvexniho obalu mnoziny bod budeme oce-

kavat u nékterych distribuci bodt vstupni mnoziny.

1.27 Véta. Je-li n bodii vybrano nahodné uniformni distribuci v rovinném konvexnim r-
tthelniku, pak pro n — oo se pocet hran konvexniho obalu téchto n bodu blizi

B(H) = ()3 + log, n) + O(1), 3

kde v je Eulerova konstanta 2.

Diikaz: Neuveden, [Preparata-85] odkazuje na text [Rényi-63]. O

1.28 Véta. Je-li n bodi vybrano nahodné uniformni distribuci uvniti d-dimenzionalni hy-
perkoule, pak pro n — oo se pocet simplicialnich nadstén konvexniho obalu téchto n bodii
blizi

E(H) = O(nt*=D/(+0), (4)

1.29 Véta. Je-li n bodii vybrano nahodné normélni distribuci v celém prostoru R% pak pro
n — oo se pocet simplicialnich nadstén konvexniho obalu téchto n bodit blizi

E(H) = O((logn)*"V72), ()

Diikaz: Ani dikaz poslednich dvou tvrzeni neuvadime, [Preparata-85] odkazuje na [Raynaud-70).
O

2y = Timy, o0 (320, 1/i — log, n) = 0.577215664901532860606512090082 . . .
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nejhorsi distribuce bodt
algoritmus pripad | v r-tthelniku | v kruhu vV roviné
pocet hran O(n) O(rlogn) | O(n'’3) | O((logn)'/?)
Jarvis’s March | O(n?) O(nlogn) | O(n'3) | O(ny/logn)
MergeHull O(nlogn) O(n) O(n) O(n)
ostatni O(nlogn)

nejhorsi distribuce bodt
algoritmus pripad v kouli | v prostoru
pocet stén O(n) O(n'/?) O(logn)
Gift-wrapping O(n?) O(n3?) | O(nlogn)

Tabulka 1: Shrnuti ¢asovych slozitosti algoritmt pro nalezeni konvexniho obalu

Obrazek 11: Konvexni vrstvy

1.5 Aplikace

Uvedeme nyni dva problémy, které jsou pribuzné konvexnim obaltim.

Konvexni vrstvy (Convex Layers) Zadani spoc¢ivd v nalezeni do sebe vnofenych kon-
vexnich oballi, mezi nimiz nelezi zadné dalsi body vstupni mnoziny. Jde vlastné o opakované
hledani konvexniho obalu pro body uvnitt predchoziho konvexniho obalu — viz obr. 11.

S tim souvisi i problém zjisténi hloubky bodu v dané mnoziné, coz je poradi konvexni vrstvy,
ve které bod lezi, pocitano od vnéjsku. Napf. na obrazku 11 ma bod A hloubku 3 a bod B
hloubku 2.

Je jisté mozné opakované aplikovat néktery algoritmus pro hledani konvexniho obalu, to
by vsak vedlo ke sloZitosti nejhorsiho piipadu O(n?logn). Vhodngjsi by byl Jarvis’s March,
ktery bude pracovat v ¢ase O(n?). [Preparata-85] uvadi na strané 173 odkaz na [Chazelle-83],
kterému se podafilo docilit pro oba problémy ¢asu ©O(nlogn).

Shluky Jde o nalezeni shluki (clusters) bodi s co nejmensim priamérem.
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P1i hledani shlukd narazime na problém primeéru mnoziny bodt, coz je nejvétsi vzdalenost
mezi dvojici bodt v mnoziné. Tento primér odpovida priméru konvexniho obalu dané mnoziny.
Je-li jiz znAm BCH této mnoziny, lze pramér najit v c¢ase linedrnim (jednoduché cviceni).
Konvexni obal dané mnoziny najdeme v ¢ase O(nlogn).

2 Voroného diagramy

Voroného diagramy® maji nékolik modifikaci. Budeme se zabyvat nejprve nejjednodussi z nich,
a pak uvedeme jista zobecnéni tohoto pripadu. V nékterych podkapitolach se budeme zabyvat
problémy, které lze s vyuzitim Voroného diagramt efektivné fesit.

2.1 Konstrukce Voroného diagramu

V této casti uvedeme definici nejjednodussiho Voroného diagramu v roviné. Ukazeme nékolik
zékladnich vlastnosti, a prejdeme ke konstrukci tohoto diagramu v optimalnim case.

2.1 Definice. Necht S = {zy,... ,2,} C R2 Voroného oblast bodu x; € S je
VRs(z;) = {y € R* | V1 < j <n: dist(v;,y) < dist(zj,y)}

Voroného diagram prislusny mnoziné S je rozdéleni roviny na n Voroného oblasti, znac¢ime
VD(S).

Na obrazku 12 je ilustrovan pfipad Voroného diagramu pro mnozinu péti bodi v roviné.
2.2 Lemma. VR(z;) je konvexni mnohotihelnikova oblast.

Diikaz: Oznacme
H; ;= {y € R*| dist(w;,y) < dist(z;,y)}

To je ziejmé polorovina a zarovern konvexni ttvar. Navic VRg(z;) se da zapsat jako M;.; H; ;.
Pak VRg(z;) musi byt konvexni a je prinikem polorovin, tedy je to mnohothelnikova oblast.
O

2.3 Lemma. VRg(x;) je neohranic¢ena oblast pravé tehdy, kdyz x; lezi na okraji konvexniho

obalu mnoziny S (x; € BCH(S)).

Diikaz: =>: Necht VRg(x;) je neohranicena. Pak v ni jisté lezi néjaka polopfimka vychazejici
z x;. Tato musi protinat BCH(S), napf. v hrané L(z;,z;). Za Gcelem sporu dale predpokla-
dejme, Ze z; nelezi na hranici konvexniho obalu. Tedy z; & L(xj,zy), a ve VR(z;) jsou body,
které jsou bliZze z; nebo zj, nez x;, coz je spor.

<=: Necht z; € BCH(S), x; a xj jsou jeho sousedi. Pak body na polopfimce kolmé
k L(xj,x;) prochazejici bodem z; jsou blize k z; nez ke vSem ostatnim bodtm, tedy oblast
VR(x;) neni ohranicena. O

3V anglickém literatufe je uveden termin Voronoi diagrams. Diagramy uvadime jako Voroného, protoze
Voronoiho je jazykolam, a kromé toho je pravdépodobné, Ze jméno je to ruské [voronoj| nebo francouzské
[voronoa]. V obou pfipadech je ptivlastiiovaci tvar [voroného).
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65.0025.00165.005.002 65.0025.00391.0051.004 91.0051.00568.0058.006 68.0058.00747.C

Obrazek 12: Voroného diagram péti bodt

Seznamime se nyni s pojmem Delaunayova triangulace. Souvisi tzce s Voroného diagramy,
je vlastné prvni jejich vyuzitelnou aplikaci. S pomoci této triangulace lze také snadno ukazat
nékteré vlastnosti Voroného diagrami.

2.4 Definice. Necht S C R?, |S| = n. Piedpokladejme dale, Ze zadné ¢tyti body z S nelezi na
kruznici. Pak graf D s vrcholy z S a hranami spojujicimi prave ty body z .S, jejichz Voroného
oblasti sdili hranu, je triangulaci CH(S). Nazyvame ji Delaunayova triangulace.

2.5 Véta. Delaunayova triangulace ma tu vlastnost, ze kruznice opsana libovolnému jejimu
trojuhelniku neobsahuje jiz zadné dalsi body vstupni mnoziny.

Diikaz: Voroného oblasti jsou mnohothelnikové oblasti, ohranicené osami tsecek, které spojuji
jisté dvojice bodi z mnoziny S. K tomuto vysledku vede iivaha z diikazu lemmatu 2.2. Vezmeme
nyni v ivahu libovolny trojihelnik ABC Delaunayovy triangulace, jak ukazuje také obrazek 13.
Osy tsecek AB, BC, AC, znadené postupné c, a, b, tvoii hranice jednotlivyrch Voroného oblasti
odpovidajicich bodim A, B a C. Jejich prisecik K je tedy bodem, ktery patii zaroven do
vSech tii oblasti. Jeho vzdalenost je tedy od vsech tii bodl stejné, a zaroven vzdalenost od
libovolného jiného bodu mnoziny je vétsi. Tento bod je tedy stifedem kruznice, na niz lezi body
A, B i C, a uvnitt niz nelezi jiz zadny dalsi bod mnoziny S. a

2.6 Lemma. Voroného diagram mnoziny S s n body ma nejvyse 2n —4 vrcholii a 3n — 6 hran.

Diikaz: Delaunayova triangulace Dg je rovinny graf, mé tedy nejvyse 3n — 6 hran (pro n > 2).
Zdtvodnéni:
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Obrazek 13: Jeden trojuhelnik Delaunayovy triangulace a jeho souvislost s Voroného diagramem

Uspotradame do posloupnosti vsechny hrany vsech stén v rovinném grafu. Pocet hran budeme
znacit h, pocet stén s a vrcholi n. Kazda hrana se v této posloupnosti vyskytuje praveé dvakrat
(za kazdou sténu, kterou ohrani¢uje, jednou), posloupnost ma proto délku 2h. Za kazdou sténu
jsou v posloupnosti pro n > 2 alespon tti hrany, proto délka posloupnosti je alespon 3s. Tedy
2h > 3s. Vyuzijeme Eulerova vztahu h 4+ 2 =n + s:

3h+6 = 3n+3s
3h+6—-3n = 3s < 2h
h < 3n—6

V nedegenerovaném pripadé (zadné ¢tyfi body nelezi na kruznici) jsou hrany v bijekci

s hranami VD(S) a pocet hran je roven 3n — 6, v degenerovaném piipadé méné. Vsechny

vrcholy VD(S) maji stupen alespon t¥i, proto pocet vrcholi je nejvyse %(3n —6) =2n — 4.

O

Nyni se vrhneme na konstrukci Voroného diagramu. Nejprve odhadneme nejlepsi ¢asovou
slozitost, které mtizeme dosahnout.

2.7 Véta. Kazdy algoritmus pro nalezeni Voroného diagramu mnoziny n bodii bude pro nej-
horsi pripad potiebovat alespori Q(nlogn) casu.

Diikaz: Uvazime-li nejhorsi pripad mnoziny n bodi lezicich na kruznici, budou Voroného oblasti
ohranicené vzdy dvéma polopfimkami vychazejicimi ze stredu této kruznice. Tyto polopfimky
jsou osami tsecek spojujicich sousedni body. Pro nalezeni Voroného diagramu je tedy potieba
odhalit dvojice sousednich bodi na kruznici, coz odpovida setiidéni bodt podle thl. a
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Néasledujici véta se sklada z nékolika tvrzeni, na kterych je postaven cely nas algoritmus kon-
strukce Voroného diagramu. Véta operuje se dvéma stejné velkymi podmnozinami mnoziny .S,
jejichz Voroného diagramy jsou znamy. To vlastné uz napovida, jak bude vypadat algoritmus
ke kterému sméfujeme: metoda rozdel a panuj s rekurzivnim voldnim sebe sama.

2.8 Véta. Necht' S = {zy,...,z,} C R? necht S; a Sg je levd a pravd polovina S vzhledem
k lexikdlnimu setiidéni. Pfedpoklddejme, ze zname VD(Sy) i VD(Sg). Definujme

P = {y - R2 | dZSt(y, SL) = dlSt(y,SR)}

P je tedy mnozina vSech bodi, které maji stejnou vzdalenost od Sy, a Sg. Oznacme dale L(P)
¢ast roviny nalevo od P, R(P) napravo od P.
Potom plati:

1. P ={y |y lezi na hrané VD(S) kolmé na spojnici L(x;, ;) pro néjaké x; € Sr,, v; € Sg}
2. P je monoténni (pfi vhodné orientaci zadna z hran P nesméiuje doli)
3. VD(S) = (VD(SL)NL(P))UPU(VD(Sg) N R(P))

4. ,Nejspodnéjsi“ hrana P je polopiimka a zéarover osa dolni tecny BCH (S1) a BCH(Sg).

Dikaz:

1. Ozna¢me pravou stranu vyrazu jako (). Mame nyni dokézat dvé mnozinové inkluze.

e P C Q: Necht bod y € P. Tedy vzdélenost bodu y od mnozin S;, a Si je stejné.
Vybereme nyni ten bod z mnoziny S, ktery ma od y nejmensi vzdalenost, a oznac¢ime
xr. Stejné vybereme bod xr v mnoziné Sg. Vime, ze vzdalenost y od x je stejna
jako jeho vzdalenost od zg. Kromé toho je libovolny jing bod Sy i Sk (a tedy i .S)
déle od bodu y. Proto y ve VD(S) oddéluje VR(xr) od VR(zRr), lezi tedy na hrané

kolmé na spojnici bodi x a xg.
e () C P: Necht y € Q. Pak

Vo € Sdist(y, S) = dist(y, x;) = dist(y,z;) < dist(y, x)
7 toho uz plyne, ze
dist(y, Sp) = dist(y, z;) = dist(y, x;) = dist(y, Sg)
a bod y je tedy prvkem P.

2. Diky lexikalnimu rozdéleni mnoziny S na S; a Sk miZeme tsecky v P orientovat tak,
aby body z Sy, byly vzdy vlevo pii pohledu ve sméru orientace tisecek.

3. Oznacme pravou stranu vyrazu jako D. Mame nyni dokazat dvé mnozinové inkluze.

e VD(S) C D:y € VD(9), tj. y lezi na nékteré z hran, proto existuji i,; tak, Ze
dist(y, x;) = dist(y,x;) < dist(y,x) Vo € S. Pokud wz;,z; € Sp, pak zfejmé y €
VD(S.) N L(P). Je-li z; € Sp,x; € Sk, pak y € P. Analogicky pokud z;,z; € Sg,
pak y € VD(Sg) N R(P).
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e VD(S)D D:ye D.Jeliye P,pak y € VD(S5).
y € VD(SL) N L(P): y € L(P) = dist(y,S.) < dist(y, Sg) a protoze y € VD(SL),
existuji x;,x; € Sp, tak, ze dist(y,Sr) = dist(y, ;) = dist(y,x;) < dist(y,z) Vo €
S =y e VD(S).
Pro y € VD(Sg) N L(P) je dikaz analogicky.

4. Vime, Ze nejspodnéjsi hrana P je také hranou VD(S). Je zfejmé, Ze je to polopfimka.
Zbytek tvrzeni je intuitivné jasny, formalné plyne z lemmatu 2.3.

U

V nésledujicim algoritmu budeme piedpokladat, ze uz zname VD(SL) i VD(Sg), a Ze mno-
ziny Sp a Sg jsou rozdéleny podle lexikografického usporaddani jako ve vété 2.8. Podle bodu
3 predchozi véty staci najit délici lomenou ¢aru P, a ohranic¢it pomoci ni ptivodni Voroného
diagramy. Sjednocenim dostaneme Voroného diagram celé mnoziny S. Jde vlastné o posledni
krok algoritmu rozdél a panuj, ktery spojuje dohromady mezivysledky.

Oznac¢ime L nejspodnéjsi hranu lomené ¢ary P (bod 4 véty 2.8).

Ptredpokladejme, ze postupujeme pii hledani P odspodu, a mame uz ¢asti L, e, es,... e,
lomené ¢ary P, pricemz posledni tisecka ¢i polopfimka zatim neni omezena. Pak bud nepro-
tin& zadnou z hran VD(Sy), VD(Sg) — v tom piipadé jsme pravé ziskali posledni polopfimku
(,,nehorngjsi“ hranu) L' ¢ary P, nebo protina napi. nejdiive VD(Sy), a to v bodé z na hrané
e. V.51, jsou body x;,x; takové, ze e € VR(z;),e € VR(z}), dist(z;, z) = dist(z}, ). e, vSak
musi byt osou tsecky spojujici jeden z bodu z;, x; (necht je to napt. x;) a né&jaky bod z Sk,
napi. z;. Jelikoz bod z lezi na e,, je stejné vzdalen od bodu x;, ] i ;. Zaroven vSak zadny
bod mnozZiny S neni bodu z blize, proto z je vrchol VD(s). Zde také je konéi hrana e, lomené
cary P, a zacina dalsi hrana e, , ktera je osou tsecky L(x},x;).

Algoritmus 2.1 ALGORITMUS TzZV. ,SESIVANI“ VD(Sp) A VD(Sg)

Vstup : VD(SL), VD(SR)
Vistup : VD(Sp U Sg)

1. h:=1

e 77 ... dolni te¢na BCH(SL), BCH(SR) spojujici z € Sp,y € Sk
e L ... polopfimka, ktera je osou L(z,y)

2. ll =L
3. while L protind VD(SL) nebo VD(SR)

3.1. if L protne nejdiive e € VD(SL) then
3.1.1. z := bod pruniku
3.1.2. 1, ukondi v z
3.1.3. 2’ := bod S, tak, ze e € VR(x),e € VR(2')
314 x:=2";h:=h+1

3.1.5. L := poloptimka zacinajici v z, osa L(x,y)
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3.1.6. I, ;== L

3.2. else SYMETRICKY PRO Sp

Casové slozitost tohoto algoritmu pii reprezentaci Voroného diagramu dvojitym spojovym se-
znamem (double-connected-edge-list, viz poznamka 1.24 a algoritmus 1.10 Gift- Wrapping) je
O(n), kde n je pocet bodi sjednoceni mnozin Sk a Sp. Pocet vSech hran obou diagramt
VD(SL) i VD(Sg) totiz nepfevysi dohromady 3n — 6 podle lemmatu 2.6, a ani ¢ara P nemiize
mit vice nez n hran, tedy Cas zlstava linearni.

Nyni si mtzeme dovolit tvrdit, Ze
2.9 Véta. Voroného diagram lze sestavit v optimalnim ¢ase O(nlogn).

Diikaz: Optimalnost ¢asu ukazuje véta 2.7. Algoritmus pracujici v tomto ¢ase 1ze zkonstruovat
metodou rozdeél a panuj. Musime nejprve lexikalné usporadat body mnoziny S. Potom budeme
délit S vzdy na dvé stejné velké poloviny podle usporadani, a rekurzivné volat tento algorit-
mus pro obé poloviny zvlast. Spojeni vysledkt zafidi predchozi algoritmus (2.1). Jako zarazka
rekurze miuze slouzit test na velikost vstupni mnoziny. Je-li totiz vstupem jediny bod, jeho
Voroného diagram je celd rovina.

Pocate¢ni faze setiidéni bodd bude trvat O(nlogn) casu. Oznaéime-li ¢asovou slozitost
zbytku algoritmu pro n bodi jako T'(n), dostavame: T'(n) = 2T (n/2) + O(n) a T(1) = 1, tedy
T(n) = O(nlogn). O

2.2 Voroného diagramy v rece

Prvnim moznym zobecnénim Voroného diagramt je uvedeni roviny do rovnomérného pohybu.
Primeér k tekouci fece je zde velice vystizny. Obycejny Voroného diagram je specidlnim pfipadem
tohoto pro rychlost plovouci roviny rovnu nule.

Z danych bodi roviny se §ifi konstantni rychlosti v vzruch vsemi sméry. Mame vytvorit
rozdéleni roviny, kterd ,pluje konstantni rychlosti w. Ozna¢me o = %> — tzv. relativni rychlost.

Z bodu (0,0) se v ¢ase ¢ rychlosti v pod thlem 6 dostaneme do bodu
(x,y) = (tw + tvcos b, tvsinf)
Jde tedy o kruznici se stfedem (tw,0) a polomérem tv.

2.10 Definice. Voroného diagram VD*(S) definujeme jako rozdéleni celé roviny na oblasti
VR*(z;),z; € S, do nichz se z bodu z; dostaneme nejrychleji za vyse uvedenych podminek.

2.11 Poznamka. Predchozi definice je korektni, protoZe pro pfislusnost k Voroného oblastem
v fece nejsou rozhodujici obé hodnoty w i v, ale staci jejich pomeér a. K ovéreni vede nasledujici
uvaha.

Necht hodnoty rychlosti jsou v a w a do bodu y se dostaneme z bodu z; v ¢ase t;. Zménime-li
obé hodnoty rychlosti na jejich k-nasobek, lze snadno ovérit, ze se z bodu x; dostaneme v case
t;/k do bodu y. Minimum mezi témito hodnotami zistane tedy zachovano, a s nim i pfislusnost
bodu y k Voroného oblasti prislusného diagramu.
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Q) O

116.0025.001135.0014.002 116.0025.003135.0036.004

Obréazek 14: Kruznice dosahu pro nékteré hodnoty «

10.0040.00120.0060.002 20.0060.00340.0060.004 40.0060.00530.0040.006 30.0040.00710.0040

Obrazek 15: Kuzele pod body mnoziny S a thel primétu zpét do roviny
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15.0030.00132.0013.002 15.0030.00328.0052.004 15.0030.0053.0026.00690.0052.00790.0013.008150.0

Obrazek 16: Vysledné Voroného diagramy v fece pro nékteré hodnoty o

2.12 Poznamka. Pro a > 1 ve VR®(x;) neni zadny bod s mensi z-ovou soufadnici nez ma
ZTi.

Voroného diagram VD(S) lze sestrojit pomoci kuzelt pod body mnoziny S. VloZime nasi
rovinu do tfirozmérného prostoru a necht tieti rozmér odpovida ¢asu t, pficemz nase ptuvodni
rovina budiz polozena v casové roviné ¢t = 0. Z kazdého bodu vysleme po jeho casové ose
kruznice, do kterych se pravé da z tohoto bodu dostat v daném case t. Tyto kruznice budou mit
rovnomérné rostouci polomér a dostaneme tak vzdy plast kuzele. Tento postup je ilustrovan na
obrazku 15. Promitneme-li priiniky téchto kuZeltt kolmo zpét do roviny, dostaneme VD°(S) =
VD(S).

Vyse uvedeny postup lze zobecnit pro plovouci rovinu. Kruznice pod body mnoziny S bu-
dou v Case nejen rovnomérné zvetsovat sviij polomér a pohybovat se zaroven po ose kolmé na
ptvodni rovinu (rychlosti v), ale budou se zaroven pohybovat ve sméru osy x rovnomérnym
pohybem rychlosti w. Kuzely budou v kolmém primeétu presné kopirovat dosah vzrucht vypus-
ténych z bodd mnoziny S. Tim docilime toho, ze kolmym primétem prinikt takovych kuzelt
budou Voroného oblasti VR®.

Kruznice pod body se vlastné pohybuji rychlosti danou vektorovym souctem rychlosti ¢ a .
Jeji vyslednice svira s rovinou zy thel v z obrazku 15. Promitneme-li tedy priniky ptvodnich
kuzelii, nepohybujicich se ve sméru osy z, zpét do roviny zy pod tthlem znazornénym na obrazku
15, dostavame opét spravny vysledek.

Po promitnuti se paraboly (priniky plasta kuzeli) promitnou na hyperboly. V pfipadech,
kdy o > 1, prichazi do tvahy pouze ty oblasti, kam se viibec d& z jednotlivych boda dostat.
Ty jsou ohranic¢eny polopfimkami vedenymi z téchto bodt pod thlem ~; viz také obrazek 14,
pripad o > 1. Tyto polopiimky jsou primétem povrsek na prislusném kuzelu vymezujicich vi-
ditelnost pii promitani. Odtud plyne, Ze hranice Voroného oblasti pirechazi z téchto poloptimek
na paraboly pravé v primeétech mist, kde se protinaji zminéné povrsky s priniky kuzeld. Obra-
zek 16 naznacuje vysledné Voroného diagramy VD?(S), rozdélené na charakteristické pfipady
podle hodnoty a.
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2.13 Poznamka. Pro a > 1 je kazdy bod mnoziny S nejlevéjsim bodem své oblasti. Diky tomu
mizeme zvolit alternativni postup pro konstrukci VD<(S). Jedna se o metodu tzv. procesavani
(plovouci horizont, sweep). Tento algoritmus nebudeme podrobné rozebirat, zminime se ale
stru¢né o principu metody, kterda bude pozdéji uzitecna v radé dalsich problémi. Tato metoda
je zaloZena na (lexikografickém) setfidéni bodi v S a zavedeni tzv. horizontdlni a vertikdlni
struktury.

e Horizontalni struktura, tedy rovnobézna s osou x, obsahuje polohy tzv. procesdvaci primky,
které je treba diskutovat. Jde tedy o jakysi setfidény seznam bodt na ose x, o kterych
vime, Ze se v nich miize ménit pro nas vyznamna veli¢ina. Zpocatku algoritmu bude tato
struktura obsahovat pravé z-ové soutadnice bodu z S, pozdéji se k nim budou pridavat
pruseciky hranic jednotlivych oblasti a body, ve kterych prechazi hranice oblasti z primek
na hyperboly.

e Vertikdlni struktura (procesdvaci primka) je rovnobéiné s osou y. Nechdme ji probihat
postupné vsemi body z horizontalni struktury. Na ni budou vzdy lezet vyznamné hranice
oblasti (bud body z ptivodni mnoziny, nebo jiné pruseciky oblasti).

P1i jednotlivych diskusich vertikdlni struktury (procesavaci piimky) v ¢ase O(logn) ziskdme
algoritmus o celkovém ¢ase O(nlogn), protoZe vSech bodii ze vstupni mnoziny i pruseciki
oblasti dohromady (a tedy prvki horizontalni struktury) je O(n).

V nékterych dalsSich procesavacich algoritmech muze byt procesavaci piimka naopak hori-
zontalni. V téchto pripadech bude zaménén fakticky vyznam horizontalni a vertikalni struktury.
Obecné se 1ze setkat i s jinym procesavacim objektem nez je primka, napt. ve vyssich dimenzich,
casto také hovorime o strukture udalosti, resp. o statutu udalosti.

Podstatou procesavani je redukce dimenze za cenu prechodu k dynamickym strukturam.
Pozdéji se k této tridé algoritmt vratime podrobné;ji.

V dalsich dvou podkapitolach zminime aplikace Voroného diagrami pfi feSeni dvou castych
uloh: nalezeni nejblizsich sousedd v mnoziné bodii a nalezeni minimalniho pokryvajiciho stromu
mnoziny bodl v Euklidovské rovine.

2.3 Problémy nejbliZsich sousedu

Budeme se zabyvat tfemi problémy nejblizsich soused:

1. Z kone¢né mnoziny bodtt S C R? |S| = n vyber takové dva body, které maji nejmensi
vzdélenost (problém nalezeni nejblizsiho paru)

2. Pro kazdy bod x € S najdi jeho nejblizsiho souseda (problém nalezeni nejblizsich sousedit)

3. Mame-li danu pevné mnozinu S a libovolny bod v roviné x, najdi v mnoziné S bod
nejblizsi bodu x

Problém 3 znamené vlastné vyhledani oblasti ve Voroného diagramu mnoziny S, ve které lezi
bod x. Mame-li tedy predspocitan Voroného diagram, staci pouzit néktery z algoritmt na
vyhledavani v rovinnych rozdélenich, které uvedeme v kapitole 3.2.
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Na prvni pohled se muze zdat podivné, Ze prvni dva problémy budeme fesit ve stejném
case. Nalezeni nejbliz§iho paru budeme totiz feSit tak, ze najdeme nejblizsi sousedy, a pak
z nich vybereme tu nejblizsi dvojici.

Pokusime se naznacit dikaz, ze vyse uvedeny postup nam skutecné zaruci optimalni cas i
pro nalezeni nejblizsiho paru. Vyuzijeme obecny princip redukce problémi:

Podafi-li se transformovat v ¢ase O(f(n)) problém A na problém B, a mé-li problém B
¢asovou slozitost O(g(n)) nam predem zndmou, a je-li funkce g asymptoticky vétsi nez f, vime,
ze problém A miuzeme Fesit v ¢ase O(g(n)) nebo horsim. Kdyby se ndm totiz podafilo vytesit
problém A v ¢ase lepsim, mohli bychom pomoci transformace v ¢ase O(f(n)) dosdhnout celkem
¢asu lepsiho nez O(g(n)) k vyfeSeni problému B, coz je spor.

Problém 1 je transformovatelny na

zjisti, zda mezi n redlnymi ¢isly jsou alespon dvé stejna

takto:

Najdeme nejblizsi dvojici z (z;,0), (x;,0). Pokud je jejich vzdalenost vétsi nez nula, jsou
vSechna dana ¢isla rtizna. Problém, zda mezi n redlnymi Cisly jsou 2 stejna, je feSitelny v case
Q(nlogn). Dikaz je uveden v [Preparata-85], strana 192. Transformace zabere ¢as O(n). Kdyby
se tedy podafilo najit nejblizsi par v ¢ase lepsim nez Q(nlogn), po transformaci bychom znali
lepsi ¢as nez Q(nlogn) i pro problém zjisténi rovnosti ¢isel.

Problém nalezeni nejblizsich sousedii se da v ¢ase O(n) transformovat na nalezeni nejblizsiho
paru. Ten totiz musi byt mezi n nejbliz§imi sousedy, a prostym vyhleddnim minima ho lze
vyhledat. Nejblizsi sousedy tedy také nepijde nalézt v ¢ase lepsim nez Q(nlogn). Nasledujici
uvahy sméruji ke zjisténi, ze to pravé v uvedeném case jde.

Nésledujici lemma charakterizuje chovani nejblizsich sousedit ve Voroného diagramu.

2.14 Lemma. Necht S C R%*x,y € S. Je-li VR(x) N VR(y) = 0 nebo | VR(z) N VR(y)| = 1,
pak existuje z € S tak, ze dist(z,z) < dist(z,y) a VR(x) a VR(z) sdili hranu.

Diikaz: Pro piipad VR(z) N VR(y) = 0 je to ztejmé. Necht {p} = L(z,y) N VR(z). Bod p patii
do VR(z) pro jisté z takové, ze VR(x) a VR(z) sdili hranu. Zaroven dist(x,p) = dist(z,p), tedy

dist(x,z) < 2 dist(x,p) < dist(z,y)

Rovnost mize nastat pouze pro dist(p,x) = dist(p,y) a p € L(x, z). a
7 lemmatu bezprostiedné plyne

2.15 Dusledek. Pro kazdy bod x z mnoziny S plati, zZe jeden z jeho nejblizsich sousedii mezi
body z S s nim sdili hranu ve VD(S).

Nejblizsi sousedy lze tedy hledat mezi sousedy ve Voroného diagramu.

2.16 V&ta. Necht S C R? |S| = n. Je-li dén VD(S), pak problém nalezeni vSech nejblizsich
sousedu je fesitelny v ¢ase O(n). Proto i problém nalezeni nejblizsi dvojice Ize fesit v ¢ase O(n).

Diikaz: Podle lemmatu 2.14 ma kazdy prvek x € S nejblizsi sousedy y € S takové, ze VR(x)
a VR(y) sdili hranu. Pfi hleddni budeme pro kazdy bod hledat pouze mezi jeho sousedy ve
VD(S). Projdeme tedy kazdou hranu nejvyse dvakrat. Poc¢et hran VD(S) je podle lemmatu 2.6
linedrni. VD(S) reprezentovany dvojitym spojovym seznamem mizeme projit v linedrnim case.
Mezi linearnim poctem vysledki najdeme minimum, tedy nejblizsi par, také v linearnim case.

O
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2.17 Dusledek. Problém nejblizsich sousedu i nejblizsiho paru lze resit v optimalnim case

O(nlogn).

Dikaz: Tvrzeni plyne z tvah o optimalité problémi drive v této podkapitole, z véty 2.9 o
konstrukei Voroného diagramu v ¢ase O(nlogn), a z predchozi véty. O

2.4 Minimalni pokryvajici strom

Obecny problém nalezeni minimalniho pokryvajiciho stromu (kostry) je pokryt pfednaskou doc.
Polédka Grafové algoritmy. BéZné se uvadi dva algoritmy (napi. v [MIT]?):

o Kruskaliv algoritmus pracuje v ¢ase O(Elog E), kde E je pocet hran grafu

e Primiv algoritmus dava vysledek v ¢ase O(E log V') pti pouziti haldy, resp. O(E+V log V)
pri pouziti Fibonacciho haldy, kde E je opét pocet hran a V' pocet vrcholi grafu

Stoji za zminku, ze pravdépodobné prvni algoritmus fesici tento problém nabidl brnénsky ma-
tematik prof. Otakar Bortvka, kdyz dostal ve 20-tych letech za kol navrhnout elektrifikaci
Moravy.

My se budeme zabyvat Euklidovskou modifikaci problému. Uzly naseho grafu budou vnoteny
do roviny s Euklidovskou metrikou, a graf budeme povazovat za tuplny.

Problém Naleznéte pro S C R? |S| = n strom T takovy, Ze uzly jsou vSechny body z S,
hrany jsou ohodnoceny vzdalenosti mezi odpovidajicimi body, a soucet délek hran stromu 7' je
minimalni mezi vSemi takovymi stromy.

Aplikujeme-li Kruskalovy a Primovy vysledky, dostavdame éas O(n?logn), resp. O(n?) v pii-
padé Primova algoritmu s pouzitim Fibonacciho haldy.

Dale uvidime, ze specialni pripad Euklidovské varianty nam za pomoci Delaunayovy trian-
gulace da vysledek lepsi.

2.18 Lemma. Minimalni pokryvajici strom T mnoziny n bodu existuje tak, ze vsechny jeho
hrany lezi v Delaunayové triangulaci D dané mnoziny.

Diikaz: Necht T je strom minimélni pokryvajici a ze vSech takovych ten, ktery mé maximalni
pocet hran v D. Pfedpokladejme, ze v T je hrana (z,y), kterd nelezi v D. Potom VR(z)a VR(y)
nemaji spole¢nou hranu. Pak (podle lemmatu 2.14) existuje z € S tak, ze VR(z) a VR(z) maji
spole¢nou hranu a dist(z, z) < dist(z,y), navic dist(y, z) < dist(z,y). Ob& hrany (y, z) a (z, 2)
nepatii zaroven do 7', a bud

Ty = (T —A{(z,y)}) U{(z,2)}
nebo
T = (T —{(z,9)}) U{(y,2)}

bude opét pokryvajici strom. 75 méa mensi ocenéni hran a 7} ma sice mensi nebo rovné ocenéni
hran jako 7', ale ma zato vice hran z D. V obou pripadech tedy nastane spor. a

4Jde o brozurku, kterou pouziva pii vyuce doc. Polak. Bohuzel nezndm piesnéjsi tidaje, jako rok a misto
vydéni, proto se obratte pfimo na pana docenta.
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Obrazek 17: Prichod kostrou pfi navstiveni kazdého uzlu alespon jednou a kazdé hrany praveé
dvakrat

2.19 Véta. Minimalni Euklidovsky pokryvajici strom koneéné mnoziny S C R? lze najit
v ¢ase O(n), je-li dana Delaunayova triangulace D.

Diikaz: Podle predchoziho lemmatu stac¢i diskutovat hrany D, coz je rovinny graf, a ten ma
linearni pocet hran. O

Znamou aplikaci minimalni kostry je nalezeni jistého priblizného feseni pro problém ob-
chodniho cestujiciho v grafu.

Problém obchodniho cestujiciho spo¢iva v nalezeni Hamiltonovské kruznice (kruznice pro-
chazejici kazdy vrchol pravé jednou), kterd ma minimalni soucet délek hran.

Pohybujeme-li se pouze po minimalni kostie a kazdou hranu miizeme navstivit pravé dva-
krat, lze projit vSemi vrcholy alespon jednou a dostat se zpatky do vychoziho vrcholu. Na
obr. 17 je naznacen takovy prichod ocislovanim vrcholti, jak jsou postupné navstiveny. Dosta-
vame tak cestu délky dvojnasobné oproti minimalni kostfe. Kazda Hamiltonovska kruznice, i
ta nejkratsi, ktera je kyzenym feSenim, mé o jednu hranu vic nez néjaké kostra. Tato kostra je
vsak delsi nebo rovna nez minimalni kostra. Celkem je dvojnasobek miniméalni kostry mensi nez
dvojnéasobek feseni problému obchodniho cestujiciho, a pfitom jsme v této délce mohli navstivit
vsechny uzly.

V Euklidovském prostoru mizeme pii prochazeni grafem preskocit ty uzly, které uz byly
navstiveny. Vime totiz, ze takova ,zkratka“ bude skutecné kratsi. Na obr. 17 tak dostaneme
kruznici prochéazejici postupné uzly 1 -2 -3 —+5—-6 -8 — 11 = 1.

2.20 Dusledek. Pro Euklidovsky problém obchodniho cestujiciho Ize najit v ¢ase O(nlogn)
(nebo v case O(n), je-li uz dana Delaunayova triangulace) pfiblizeni, jehoz délka dosahuje
maximalné dvojnasobku optima.

2.5 Dynamicka aktualizace Voroného diagramu

Mnoho skute¢nych aplikaci ma dynamickou povahu, data se méni v ¢ase. Abychom nemuseli
datové struktury vzdy celé znovu pocitat i pfi malé zméné dat, navrhujeme tzv. dynamicke
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datove struktury. Jde vlastné o navrh algoritmi, které umoznuji efektivné do struktury vlozit
prvek a vybrat z ni prvek.

Uvedeme nyni algoritmus pro pridani prvku do Voroného diagramu a popiSeme algoritmus,
ktery by prvek z Voroného diagramu naopak vybral.

Algoritmus pridani prvku y do Voroného diagramu predpoklada znalost bodu x € S, v jehoz
Voroného oblasti VR(z) € VD(S) lezi bod y. Problémem vyhledani takové oblasti se budeme
zabyvat v kapitole 3.2. Najdeme sice algoritmus, ktery vyhledava v ¢ase O(logn), nebudeme
vSak schopni v takovém case aktualizovat prislusnou vyhledavaci strukturu. V kazdém pripadé
se nabizi linearni prohledavani vSech oblasti.

Nasledujici popis algoritmu je mozné konfrontovat s obrazkem 18.

Budeme postupovat po hranici Voroného oblasti nové pridavaného bodu y. Nejprve najdeme
hranu, ktera lezi uvniti VR(z). Tou bude osa tsecky L(z,y) ohranic¢ena oblasti VR(z). Prunik
této osy s Voroného oblasti bodu = budou dva body {a, b}, které se jisté stanou vrcholy v novém
Voroného diagramu. Necht napi. bod b lezi na hranici mezi VR(z) a VR(z). Pak bod b je stejné
vzdalen od bodil z, vy, z, a uvniti kruznice témto tfem bodim opsané uz nelezi zadny dalsi bod
z S U{y}, proto b bude vrcholem vysledného diagramu.

Bodem z nyni nahradime bod z. Budeme tedy hledat priiseciky L(z,y) s Voroného oblasti
bodu z. Jednim z nich bude jisté bod b, protoze je stfedem kruznice opsané trojuhelniku Axyz.
Druhy takovy bod vSak jiz nemusi existovat, jako v ¢asti b) obrazku 18. V tomto pfipadé je
nutné se vratit k vychozimu bodu z a postupovat opac¢nym smeérem, tedy pomoci vrcholu a
k bodu r atd. V pfipadé, ze koneéna Voroného oblast bodu y bude ohrani¢end jako v ¢asti a)
obrazku 18, nebude nutné se vracet, protoze se po hranici této oblasti dostaneme zpatky do
vychoziho bodu x.

Algoritmus 2.2 PRIDANI PRVKU DO VORONEHO DIAGRAMU
Vstup: Mnozina S, jeji Voroného diagram VD(S), bod y & S, ktery méa byt pfidan do diagramu,
a bod z € S takovy, ze y € VR(x)
Vystup: Vrati VD(S U {y})
l.p:==x

2. repeat

2.1. {a,b} := prunik osy tsecky L(p,y) s hranici Voroného oblasti bodu p (a a b mohou
byt identické)
2.2. Najdi bod z takovy, ktery je sousedem bodu p ve VD(S) a na jehoz hranici lezi

néktery z bodu a, b, navic z jsme jesté v tomto algoritmu nenavstivili (takovy bod
nemusi existovat, nebo mohou byt dva a musime jeden vybrat)

23. p:==z

3. until Vréatime se zpatky do vychoziho bodu x (tedy p = x), nebo nelze najit bod z
v bodu 2.2

4. if Do bodu x jsme se v predchozim cyklu nevratili then

4.1. Zopakuj predchozi postup z bodu x opa¢nym smérem
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75.00100.00175.0080.002 75.00100.003101.00126.004 57.00118.00575.00100.006 57.00118.00737.

Obrazek 18: Dynamicka aktualizace Voroného diagramu — pfidani bodu
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Aktualizace probéhne v ¢ase O(s), kde s je pocet sousedti bodu y. I s vyhledanim vychoziho
bodu z tedy lze dosahnout ¢asu O(s + logn).

Algoritmus pro nalezeni VD(S \ {y}), tedy vypusténi prvku z mnoziny S, spotfebuje ¢as
O(slog s), kde s je pocet sousedit bodu y ve Voroného diagramu. Staci totiz vyhledat tyto sou-
sedy a prepocitat Voroného diagram pouze pro né. Hranice jejich Voroného oblasti s ostatnimi
body zlstane nezménéna.

2.6 Voroného diagramy vyssich radiu

Vratme se k definici Voroného diagramu z podkapitoly 2.1. Pro kazdy bod p roviny jsme hle-
dali ten bod x z dané koneéné mnoziny bodi S, pro ktery je vzdalenost dist(p,x) minimalni.
Vybirame tedy tu jednoprvkovou podmnozZinu S, ke které ma bod p nejblize. Tento Voroného
diagram oznacime jako diagram prvniho radu.

Voroného diagram druhého radu bude vychazet z vyhledani dvouprvkové podmmmnoziny S,
ke které ma bod p nejblize ze vSech moznych dvouprvkovych podmnozin S. Pro kazdou dvou-
prvkovou podmnozinu 7" C S pak oznac¢ime vSechny body, které byly takto prifazeny této
mnoziné, jako Voronéeho oblast druhého radu mnoZiny T.

Nasledujici vyklad pracuje s obecnym fadem Voroného oblasti a diagram?.

2.21 Definice. Necht S C R? je konetna mnoZina, T jeji podmnoZzina. Pak Voroného oblast
podmnoziny 7" mnoziny S definujeme takto:

VR(T):={peR*:Vz € (S—T)Vy € T : dist(p,y) < dist(p,r)}

S takto definovanou mnozinou bodd se nepracuje pfilis pékné. Radéji si vyjadiime kazdou
Voroného oblast pomoci jednodussich utvari.

2.22 Véta.
VR(T)= () H,
;€T
z; €8T

kde H,; ; = {y; dist(x;,y) < dist(x;,y)}.

2.23 Poznamka. Mnozina H,; z predchazejici véty je polorovina, jejiz hrani¢ni prfimkou je
osa usecky L(z;,z;) a ktera obsahuje bod z;.

2.24 Dausledek.
1. VR(T) je vzdy konvexni mnohoitihelnikova oblast.
2. VR(T) muze byt i prazdna mnozina.

2.25 Definice. Voroného diagram k-tého radu VD (S) je rozdéleni roviny na Voroného oblasti
VR(T') pro vSechny podmnoziny 7" mnoziny S, které obsahuji pravé k prvka.
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2.26 Poznamka. VDy(S), stejné jako VD, (S) pro |S| = n jsou trividlni diagramy s jedinou
oblasti, a to celou rovinou. VD1(S) je nejjednodussi pfipad Voroného diagramu ze zacatku této
kapitoly.

Vrchol ve VDy(S) se najde napf. takto: Zvolime libovolné t¥i body z,y,z € S. Pak stied
kruznice prolozené témito body je vrcholem hranic ve VDy(S), kde k — 1 je pocet bodd uvnitt
této kruznice (nepocitaje body z,y, z).

Podrobny popis vSech vrcholi ve VD (S) je obsazen v nasledujici vété, kterd zaroveri ukazuje
zajimavou souvislost mezi vrcholy a hranami diagrami sousednich fadt. Tim ziskame iterativni
konstrukei Voroného diagramii vSech rada.

2.27 Véta. Vrcholy hranic oblasti ve VD(S) se objevi pravé ve dvou Voroného diagramech
VD(S), VD41(S), kromé téch, které jsou pouze ve VD,,_1(5);|S| = n. Kazdy vrchol, ktery se
objevi poprvé ve VD,(S), odpovida volbé

Ty =RU{x},To = RU{y}, T3 = RU{z}
pro jistou podmnozinu R C S, ktera ma | — 1 prvkad, a body z,y, z € S nepatfici do R (tento

vrchol je stiedem kruznice prochazejici body x,y, z). Tentyz vrchol se pak objevi ve VD 1(S)
jako vrchol odpovidajici

Ti = RU{y,2}, Ty = RU{w, 2}, Ty = RU{x,y},

pri¢emz puvodni hrany ve VD,(S) vychazejici z tohoto vrcholu jsou v bijekci s hranami vycha-
zejicimi ze stejného vrcholu ve VD y1(S), jedna se o opacné polopiimky (viz obr. 20). Navic je
ve UpZ1 VDy(S) O(n®) vrcholi.

Diikaz: pouziva slozitou konstrukei. Nejprve vlozime rovinu xy do tf¥irozmérného prostoru (je
déna osami, tedy prochazi bodem [0,0,0]). V tomto prostoru sestrojime rota¢ni paraboloid P
dany rovnici

P=z(ny) =2+ (6)

Paraboloid P se dotyka roviny xy pravé v bodé [0, 0, 0].

K prvkim s; € S sestrojime body z; € P jako jejich kolmé projekce na paraboloid P.
V kazdém z; uvazujme tec¢nou rovinu m; k P. Parametrizujeme-li m; body kolmé projekce do
roviny zy, dostaneme:

p € R¥(zy) : mi(p) = zi + 2/ (s:)(p — s1) (7)
Nyni si dokédzeme nasledujici lemma:
2.28 Lemma. Body stejné vzdalené od s; a s; jsou pravé priimétem mnoziny m; N 7;
Diikaz: Hledame takové body, pro které m;(p) = m;(p). Necht p = (x,y).
27 47 4 2wi(x — 23) + 24i(y — i) =

= 2% 43 4 205 (r — a5) 4+ 2y;(y — ;) =

= 22 4y} — 2w — 2y5y = [+ 22+ y?
= x?+yjz-—2xjx—2yjy = /4274y
= (@—z)+y—w)=@—2)+{y—y)

tedy vzdalenost bodu p od bodi s;, s; je shodna. O
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Obrazek 19: Konstrukce Voroného diagramii vyssich radt na primce

Pokracovani dikazu véty 2.27:

Roviny m; déli R3 na oblasti Dy,..., D,,. Pro kazdy bod s; € S definujme H; jako ten
poloprostor vymezeny 7;, ktery neobsahuje paraboloid P. Pro kazdou rovinu 7; mohou nastat
ve vztahu ke konkrétni oblasti D dva ptipady:

1. Oblast D lezi cela v H; (tedy lezi v jiném poloprostoru ohrani¢eném pi; nez paraboloid P)

2. Oblast D nelezi v H; (a lezi ve stejném poloprostoru jako P).

Obrazek 19 ilustruje situaci v roviné. Misto paraboloidu zde mame parabolu a k ni tecné
primky. H; zde bude vzdy ta polorovina, kterd neobsahuje parabolu a jejiz délici primka odpo-
vida té tecné k parabole, jejiz bod dotyku je kolmou projekci bodu z; z osy x (ktera koresponduje
s prostorem, ve kterém hleddme Voroného diagramy) na parabolu.

Ke kazdé oblasti D muzeme definovat mnozinu 7'(D) C S téch s;, pro néz je D C H;. Nyni
dokazeme, ze priumét oblasti D zpét na rovinu zy nam dé pravé Voroného oblast mnoziny 7'(D).
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Necht ¢ € D a g je projekce ¢’ do roviny xy. Vezmeme nyni v ivahu kazdou dvojici bodu
si,s; € S takovou, ze s; € T(D) a s; ¢ T(D). Pak ¢ € H;,¢ ¢ H;. Podle lemmatu 2.28
musi tedy byt primét ¢’ blize bodu s; nez s;. To ale znamend, ze ¢ € H; ;. Odtud plyne podle
véty 2.22, ze ¢ € VR(T'(D)).

Nyni musime jesté dokazat, ze neni-li bod ¢ primétem zadného prvku oblasti D, pak neni
prvkem VR(T'(D)). K tomu budeme potiebovat jesté jedno lemma:

2.29 Lemma. Pro libovolné ¢islo 0 < k < n a pro kazdy bod q v roviné xy Ize najit bod ¢
takovy, ze ¢ je prvkem néjaké oblasti D, jejiz mnozina T'(D) ma pravé k prvki, a q je kolmym
prumétem ¢’ na rovinu xy.

Dikaz: V bodé ¢ vztycime kolmici [ na rovinu xy. Jeji prisecik s paraboloidem P oznacime ¢q.
Tento bod lezi v oblasti Dy, pro niz plati, ze T'(Dy) = ). Tato oblast (obsahujici cely parabo-
loid P) je totiz vi¢i vSem rovindm 7; v poloprostoru obsahujicim P, a tedy neni v Zddném H;.
Z4dné rovina 7; neni kolmé na rovinu zy, proto piimka [ protne postupné viechny tyto roviny.
Budeme-li ptimku [ trasovat od bodu ¢y dold, pii kazdém protnuti s rovinou m; se dosta-
neme do poloprostoru H;. Tim se dostaneme do oblasti D, kterd mé o jeden vice bodi ve
své mnoziné T'(D) nez predchézejici. Po protnuti vSech n rovin tak ziskame pro kazdé ¢islo k
odpovidajici vzor prumétu ¢'. a

Diky tomuto lemmatu mtzeme dokoncit dikaz véty 2.27.

Neni-li tedy bod ¢ v roviné zy primétem zadného bodu oblasti D, je jisté primétem jiného
bodu ¢’ oblasti D’ takové, ze T'(D) a T'(D') maji stejny pocet prvki. Bod ¢ je tedy prvkem
VR(T(D")), a nemtize byt zaroven prvkem VR(T(D)).

s; € T(D) jsou pravé body urcujici VR(T'(D)) a patii do VD ppy(S).

Vezméme libovolny vrchol v Voroného diagramu libovolného fadu. Vime, ze musi byt pri-
métem vrcholu nékteré oblasti D podle predchozich ivah. Tedy pouze vrcholy téchto oblasti se
mohou stat vrcholy Voroného diagramu.

Necht v" je vrchol v rozdéleni prostoru rovinami m;. Pak v’ je prunikem t#i rovin (zde
zanedbame pripad, kdy se ¢tyfi takové roviny protinaji v jednom bodé — ¢tyii body mnoziny S
lezi na kruznici). Dostavame tedy trs tii rovin, které rozdéluji prostor na osm oblasti. Navic
Zaddna z rovin neni kolma na rovinu xy. Dvé z téchto osmi oblasti budou obsahovat po promitnuti
do roviny zy bod v’ uvnitf sebe. Nazveme je ,horni“, resp. ,dolni“ oblast a oznac¢ime D",
resp. D?. Mnozinu T'(D") ozna¢ime jako R, pocet jejich prvkii necht je [ — 1. Body odpovidajici
jednotlivym rovindm oznaéime z,vy, 2. Je ziejmé, ze T'(D?) = T(D") U {z,vy, 2}.

Zbyvajicich Sest oblasti tvotri dvé sdruzené trojice. Do oblasti ,,vysSich“ se dostaneme z horni
oblasti tak, ze prekroc¢ime pravé jednu ze tii rovin, které ji ohranicuji. Po promitnuti téchto
oblasti (pfipadné ohrani¢enych dalsimi rovinami) dostaneme Voroného oblasti mnozin RU {z},
RU{y} a RU{z}, podle toho, kterou rovinu jsme ptekrocili. Obraz v bodu v' po promitnuti
bude vrcholem takovych Voroného oblasti, tedy vrcholem tadu .

Analogicky ziskame z dolni oblasti tfi ,nizsi“ oblasti, které po promitnuti odpovidaji Vo-
roného oblastem mnozin R U {z,y}, RU{y,z} a RU{z,z}. Tyto tii oblast maji také jeden
z vrcholi bod v. Bod v se tedy opakuje jako vrchol radu [ + 1.

Celkem dostavame, Ze kazdy vrchol bude v pramétu jednou ve VD, (S) a jednou ve VD, 1(S5)
s vyjimkou téch, které se objevi poprvé ve VD, _1(S).
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Kazdy vrchol Voroného diagramu je dan trojici bodd vybranych z mnoziny S, jejichz odpo-
vidajici roviny se protinaji ve vzoru pro tento vrchol. Takovych prisecikt rovin najdeme g ,
coz je O(n?). O

S pomoci pravé dokazané véty se lze pustit do konstrukce Voroného diagrami vyssich radu.

Algoritmus 2.3 NALEZENf VORONEHO DIAGRAMU LIBOVOLNEHO RADU

Vstup: Mnozina bodt v roviné S a pozadovany fad diagramu k < |S|
Vystup: VDy(S)

1. Setrojime VD{(S) a vSechny jeho vrcholy hranic ozna¢ime jako vrcholy typu I.

2. forj=1tok—1do
Ptivodni vrcholy typu I ztistavaji a oznacime je jako vrcholy typu II. Pivodni vrcholy typu
IT zmizi. Ten, ktery odpovidal volbé 7] = RU{y, z},T5 = RU{x, 2z}, Ty = RU{z,y}, se
stane vnitinim bodem oblasti odpovidajici mnoziné R U {x,y, z}.

Ptvodni oblasti VR;(T') potfebujeme rozdélit na ¢asti pfislusejici oblastem VR (T U
{z}), kde x € S\ T. Toto rozdéleni provedeme konstrukci VD;(S\ T') provedenou pouze
na ,zemi“ oblasti VR;(T'). Potom oblast VRi(x) v diagramu VD;(S \ T') v prtniku
s puvodni oblasti VR;(T") davéa oblast VR,1(T"U {z}) Voroného diagramu fadu j + 1.

P1i konstrukei diagramu VD, (S '\ T') sta¢i pfitom uvazovat body S\ T" sousedici s vrcholy
typu I na hranici oblasti VR;(T).

Zjednodusené se da tato konstrukce popsat také takto: Vezmeme v Givahu kazdy vrchol v
typu L. Ten je prusecikem ti{ isecek (nebo polopiimek), které jsou osami tsecek, spojujici
vzdy néjakou dvojici bodi mnoziny S. Na obrazku 20 jsou tyto hrany souvislé ¢ary. My
tyto ¢ary ve vrcholu v ,,obratime*, ¢imz vzniknou hrany Voroného diagramu vyssiho radu,
na obrazku vyznacené prerusované. Vrchol v zlistane nadale vrcholem Voroného diagramu,
ale stane se vrcholem typu II.

Vzniklé obracené hrany se mohou protinat. Najdeme-li takovy priisecik, oznacime ho jako
vrchol typu I a obé hrany do ného smétujici ukon¢ime. Tyto hrany budou osami tisecek
L(z,y) a L(z, z) pro néjaké tii body z,y,z € S. Necht si ¢tenadf rozmysli, pro¢ tomu tak
je. Z uvazovaného vrcholu nyni vypustime novou hranu Voroného diagramu, ktera je osou
usecky L(y, z), orientovanou tak, aby lezela ve vétsim thlu sviraném pivodnimi hranami.
Na obrazku 21 jsou ptuvodni hrany nakresleny plnymi ¢arami a nova hrana prerusované.

Casovd sloZitost: Sestrojeni diagramu VD;(S) zabere O(nlogn) &asu. Pfechod od diagramu
VD;(S) k diagramu VD;1(S) zabere ¢as O(slogs), kde s je pocet vrchold typu I.
Lze ukazat, ze s pro VD (S) je nejvyse

2k(N — 1) — k(N — 1) — ¥, neomezenych oblasti VD;(S)

2.30 Tvrzeni. Voroného diagram fadu k, VDy(S),|S| = n lze ziskat v case O(k*nlogn).
Vsechny VDy(S) Ize takto ziskat v ¢ase O(n®logn).
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28.008.00128.0030.002 28.0030.00328.0032.004 28.0034.00528.0036.0

Obrazek 20: Obraceni polopfimek ve vrcholu typu I pii konstrukei Voroného diagramu vyssiho
radu

O O
Yy z
O
15.0010.0010%25.0030.00102 25.0030.0010335.0010.00104 25.0030.00:

Obrazek 21: Nalezeni nového vrcholu typu I jako priseciku hran
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2.31 Poznamka. Optimalni ¢as pro nalezeni Voroného diagramt vSech ¥add je O(n?®). Lze ho
dosahnout pfimym vypoctem vrcholti pomoci konstrukce s paraboloidem, ktera byla pouzita
v ditkazu véty 2.27. Viech téchto bodii je O(n?) a algoritmus je mtiZe po¢itat pfimo analyticky
pro vSechny mozné trojice rovin.

Problém nejblizsich sousedii 1ze zobecnit pro libovolny 1ad, stejné jako Voroného diagramy.
Ve vyssich tadech vsak budeme uvazovat pouze dotazovou variantu problému k nejblizsich
sousedti z podkapitoly 2.3.

Problém Maéame-li ddnu mnozinu bodua S, ¢islo £ a libovolny bod v roviné x, najdi téch k
bod mnoziny S, které jsou bodu x nejblize.

Problém lze Tesit pfedspocitanim Voroného diagramu daného fadu nebo vSech 7adt, a na-
slednym vyhledanim v takovém rovinném rozdéleni. Jak uvidime v kapitole 3.2, 1ze v rovinnych
rozdélenich vyhledavat v logaritmickém case.

2.32 Dusledek. Problém k nejblizsich sousedii Ize fesit v ¢ase O(logn + k) s predpfipravou
O(k*nlogn).

Na zavér povidani o Voroného diagramech vyssich rad uvedeme nékolik poznamek k dualite.
Voroného oblast mnoziny 7', jak jsme ji definovali, je mnozina vsech bodi, které jsou blize vSem
bodim mnoziny 7" nez libovolnému bodu mnoziny S\7'. To ale znamen4, Ze je to oblast takovych
bodt, které jsou dale vSem bodim mnoziny S \ 7" nez libovolnému bodu mnoziny 7'. Problém
nejvzdalenéjsich sousedi je tedy dualni k problému nejblizsich sousedii a da se na ného prevést.
Hledame-li totiz k nejvzdalenéjsich sousedit bodu x mezi body mnoziny S, vyhleddme oblast
VR,—x(T) v diagramu VD,,_,(S) a vysledkem je mnozina S \ 7. Zejména diagram VD,,_1(S5)
lze pouzit pii hledani nejvzdalenéjsiho souseda.

2.33 Dusledek. Problém k nejvzdalenéjsich sousedii Ize fesit v ¢ase O(logn+ (n—k)) s pred-
piipravou O((n — k)?nlogn).

Je tedy Voroného diagram VD,,_;(S) dualni k VD,(S). Vezmeme-li poloroviny H, ; z lem-
matu 2.2 definované

H;;:={ye R? | dist(x;,y) < dist(xj,y)}

pro kazdou dvojici bodti z;,2; € S a z nich dostaneme Voroného oblast prvniho fadu jako
VR(x;) = Niz; Hij, lze dudlné definovat opacné poloroviny

H,;:={ye R? | dist(z;,y) > dist(z;,y)}

a potom analogicky plati VR, _1(x;) = N;; H;;°. Ve vysledném Voroného diagramu fadu (n—1)

budou vsak existovat oblasti pouze pro body na konvexnim obalu celé mnoziny .S, coz si muze
¢tenar dokazat jako cviceni.

57Zfejmé zde plati vztah H; ; = Hj ;. Pro lepsi ilustraci duality vSak uvddime tuto notaci.
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2.7 Voroného diagramy ve vyssich dimenzich

Posledni moznosti rozsireni Voroného diagramti, kterou se budeme zabyvat, je zvétSeni dimenze
naseho prostoru. Jak dale uvidime, s dimenzi roste rychle slozitost Voroného diagramu.

Uz v dimenzi d = 3 miize mit Voroného diagram VD1(S),|S| = n az O(n?) hrani¢nich stén.
Napf. [Preparata-85] uvadi nésledujici piiklad:

2.34 Priklad. Méjme mnozinu n bod v prostoru se sudym pocétem prvka n. Necht polovina
z nich je rozmisténa na ose z a druhé polovina na kruznici lezici v rovin€ xy se stfedem v bodé
[0,0,0]. Voroného oblasti patficné k bodim na kruZnici maji za sousedy vSechny oblasti bodu
na pfimce a naopak. Celkem je tedy O(n?) hran vysledného diagramu, piestoze ma O(n) oblasti.

Casy dosazené v roviné tedy v prostoru nutné selhdvaji.

Naznac¢ime nyni postup konstrukce Voroného diagramu v prostoru. Udélame to tak, ze
popiseme konstrukci v roviné s tim, ze jeji rozsititelnost o jednu dimenzi bude intuitivné jasna.
Takovy postup volime proto, Ze je pti konstrukci nutno pracovat v prostoru o dimenzi vyssim nez
je prostor vysledného diagramu. VsSechny néasledujici ivahy tedy povedou k diagramu v roviné.

Konstrukce bude probihat tak, Ze rovinu vlozime do prostoru jako rovinu rovnobéznou
s rovinou zy na drovni z = 1. Pomoci zobrazeni inverze vzhledem ke sfére promitneme vsechny
mnoziny S z této roviny na sféru. Potom dokézeme tizkou souvislost mezi Voroného diagramem
puvodni mnoziny a konvexnim obalem obrazi bodt této mnoziny.

Body v prostoru bude potieba vlozit do ¢tyfrozmérného prostoru a zde najit konvexni obal
jejich obrazli v inverzi. VSechny tyto operace umime analyticky provést, prestoze si je neumime
predstavit.

2.35 Definice. Pro p = [z,y, 2] znafime |p| = /2% + y? + 22. Funkce ¢ : R* — R? defino-

vana »
VPER?’WO(P):W

se nazyva inverze vzhledem ke sfére
k=a? 4+ +22=1

2.36 Poznamka. Koule k je v inverzi z pfedchozi definice pravé mnozinou samodruZnych
bodt.

2.37 Véta. Roviny a sféry jsou v inverzi vzhledem ke stéfe k zobrazeny na roviny nebo sféry.

Dikaz: Uvazujme sféru se sttedem s a polomérem r. Pak jeji rovnice je

p— s =1

(= (2(p) = z(s))* + (y(p) — y(s))?)

Pro |s| # r uvazme p’ = ¢(p) )
|z —y[" = (z —y,2 —y)

o ; 2

’p |S|2 _7,2|
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1 N |s|? 2ps B
P (s =72)  [pP(Is]* = ?)
2
R
Je tedy ¢(sféry) = sféra se stfedem s’ = ez a polomérem ﬁ

Jestlize stied s zvolime pevné a r — [s|, pak s’ ,utikd“ po polopiimce 0s do nekonecna,
proto obrazem limitni sféry prochazejici poc¢atkem bude rovina kolmé na Os.

Vime, zZe slozeni dvou inverzi po sobé dava identitu

pop=rid

Vezmeme-li tedy vsechny sféry prochazejici poc¢atkem, jsou jejich obrazy vSechny mozné ro-
viny pocatkem neprochéazejici. Po aplikaci stejné inverze zobrazime tedy tyto roviny na sféry
prochézejici pocatkem.

Roviny pocatkem prochazejici se zobrazi samy na sebe.

Celkem tedy se kazda sféra zobrazi na sféru nebo rovinu, a kazda rovina se zobrazi na rovinu
nebo sféru. a

Uvazme rovinu n = z = 1, kterd je tecna ke sféfe k v bodé (0,0,1). Jeji obraz je sféra
se stfedem s = (0,0,1/2) a polomérem 1/2. Uvazme body p; € n,i = 1,... ,n (mnozina S).
Oznac¢me z; = ¢(p;) € p(n), S" = {z1,... ,2,}. Konvexni obal BCH (S") rozdélime na disjunktni
¢asti C7 — body viditelné z pocatku O a Cy — neviditelné pres BCH. Protoze zadné ¢tyti body
v S nelezi na kruznici, jsou v BCH (S’) samé trojuhelniky.

1. Necht F' je neviditelna sténa v BCH (S’) (tj. aspoii jeden bod z; € Cy). Pak rovina zadana

vrcholy z;, 25, 2, € I se zobrazi na sféru kp. Na vnitiek kp se zobrazi ve ¢ poloprostor

neobsahujici poc¢atek a oddéleny rovinou F'. Odtud plyne, Ze vnitiek kr neobsahuje zadné
body S. Proto stfed kruznice, kterd je prinikem sféry kg s rovinou 6, je vrchol VD(S).

2. Necht F je viditelna sténa v BCH(S’). Pak ze stejného dtivodu bude kr prochézet body
Pi, Dj, Pr @ uvnitt budou vSechny body S. Proto stfed kruznice kN6 je vrchol VD,,_;(S).

Vyse uvedeny algoritmus 1ze zobecnit pro vSechny dimenze d > 3.

Konvexni obaly v R? pro d > 2 umime najit v ¢ase O(nl¥2+1) + O(nl?/? logn), pro R?
specidlné v ¢ase O(nlogn). Viz poznamka 1.25 a algoritmus typu rozdél a panuj v R3.

Navic musime rozdélit vrcholy v BCH(S’) na Cy, Cy podle ,viditelnosti“ z poc¢atku. Prak-
ticky test provedeme snadno vypoctem orientovaného objemu prislusného rovnobéznosténu.

2.38 Poznamka. 7 konstrukce VD, _1(S) plyne, Ze neprazdné oblasti piislusi (v interpretaci
nejvzdalenéjsich bodi) pravé bodim na hranici konvexniho obalu (BCH (S)).

2.8 Diry a pokryti
Kratce se zminime o sadé problému souvisejicich s Voroného diagramy, které se daji souhrnné
oznacit jako diry a pokryti.

2.39 Definice. Dirou pro S C R? rozumime kruh neobsahujici Z4dny bod mnoziny S.
Pokryti je mnozina kruhti pokryvajicich spole¢né celou mnozinu S.

Budeme se zabyvat pouze dvéma problémy. Moznosti je vSak vice, zdjemce odkazujeme na
[Preparata-85|.



2.8 Diry a pokryti

Obrazek 22: Nustrace kruhové inverze v dimenzi 2
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O O

O

Obrazek 23: Nejvétsi prazdny kruh

Problémy

1. Najdi nejvétsi diru pro mnozinu 5, jejiz stied lezi uvniti konvexniho obalu mnoziny S
(nejvétsi prazdny kruh — viz obréazek 23)

2. Najdi nejmensi pokryti mnoziny S skladdajici se z jediného kruhu (nejmensi pokryvajici
kruh — viz obrazek 24)

Na obou ilustracich jsou body, které urcuji vysledny kruh, vyznaceny plnym krouzkem, ostatni
body mnoziny prazdnym krouzkem.

2.40 Poznamka. Nejmensi pokryvajici kruh je jednoznac¢né urcen a bud prochazi tfemi body
z S nebo jeho primér je primérem S. Obé moznosti ukazuje obrazek 24.

Problém nejvétsiho prazdného kruhu je zndm v opera¢nim vyzkumu jako Minimum Facilities
Location Problem.

Problém 2 je dualni k 1. Oba byly studovany od roku 1860 a jesté v 70tych letech tohoto
stoleti s vysledky

1. Nejvétsi prazdny kruh: O(n?)
2. Nejmensi pokryvajici kruh: O(n?)

S pomoci Voroného diagrami dosdhneme pro oba problémy néasledujicich casti.
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Obrazek 24: Dvé moznosti pro nejmensi pokryvajici kruh

2.41 Véta. V obou pripadech obsahuje vstupni mnozina S n bodii.
1. Nejmensi kruh pokryvajici S Ize sestrojit v ¢ase O(nlogn)

2. Nejvétsi prazdny kruh se stiedem uvnitt CH(S) Ize ziskat v ¢ase O(nlogn)

Dikaz: Nejmensi pokryvajici kruh: Pokud kruh prochéazi tfemi body z S, pak jeho stied je
vrcholem VD,,_(S). Takovych vrchold je linedrné mnoho. Nechtf kruh ,realizuje* pramér S.
Pak jeho stied je na ose tisecky L(x;, x;). Cést této osy musi byt hranou ve VD,,_1(S). Tedy sta¢i
projit hrany VD,,_1(S) a hledat nejvzdalenéjsi dvojici bodi z S odpovidajici témto hrandm.

Nejvétsi prazdny kruh: V tomto piipadé je stfed kruhu nutné vrcholem VD1(S) nebo né-
kterym z nové vzniklych vrchold VD,(S) N BCH(S). My vsak vime, zZe

e kazda hrana VD;(S) protinéd nejvyse dvé hrany BCH (.S)
e kazda hrana BCH (S) protne alespon jednu hranu VD(S)

Kazdou hranu VD;(S) projdeme nejvyse dvakrat a najdeme vSechny priniky v ¢ase O(NV).
V linearnim case také najdeme vSechny vrcholy VD;(S). Nejvice ¢asu tedy zabere sestrojeni
VD,(S) a BCH(S), coz lze oboje v ¢ase O(nlogn). O

2.42 Poznamka. Pan Megiddo ([Megiddo-83]) vylepsil hledani nejvétsiho prazdného kruhu
tak, ze prohlizi a konstruuje jen ¢ast VD,,_1(S) a jeho algoritmus pracuje v optimalnim ¢ase ©(n).

3 Triangulace a vyhledavani v rovinnych rozdélenich

V této kapitole se budeme zabyvat nejprve triangulaci mnoziny bodt v roviné. Ziskdme tak
rozdéleni roviny na trojuhelnikové oblasti.

Budeme dale pozadovat, abychom v takto vytvorené struktufe mohli efektivné vyhledavat,
tedy pro dany bod zjistit, v které ¢asti triangulace lezi. Tuto ulohu, zvanou wvyhleddvdni v ro-
vinnych rozdeélenich, zobecnime na déleni roviny na mnohotihelnikové oblasti, a tak ziskame
zaroven algoritmy na vyhledavani ve Voroného diagramech uvedenych v predchozi kapitole.



48 3 TRIANGULACE A VYHLEDAVANI V ROVINNYCH ROZDELENICH
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10.0010.00115.0035.002 15.0035.00340.0040.004 40.0040.00570.0040.006 70.0040.0

Obrazek 25: Triangulace bodi v roviné

3.1 Triangulace

BéZznou tlohou v mnoha geometrickych aplikacich je nalezeni triangulace mnoziny bodid v ro-
viné. Jde o vytvoreni sité trojuhelniki, které se nepiekryvaji a pfitom pokryvaji cely vnitiek
konvexniho obalu dané mnoziny. Pfitom vrcholy trojihelnik maji byt identické s body vstupni
mnoziny. Jinymi slovy, hleddme rovinny graf s vrcholy identickymi s body dané mnoziny, pfi-
cemz stény tohoto grafu maji byt trojihelniky. Obrazek 25 ukazuje priklad takové triangulace.

V predchozi kapitole jsme pomoci Voroného diagramu nalezli tzv. Delaunayovu triangulaci
(viz definice 2.4, nésledujici véta a obrazek 13). Naucili jsme se ji také konstruovat v case
O(nlogn).

Pro danou mnozinu bodi vsak jisté existuje mnoho triangulaci. Proto se ¢asto na triangu-
la¢ni algoritmy aplikuji rizné pozadavky.

Bézné pozadavky na triangulaci:

e minimalizovat vahy hran (napf. délky)

Neni znamo, zda existuje polynomialni algoritmus

e minimalizovat thly trojuhelnikt

Neni znamo, zda existuje polynomialni algoritmus

e mame pfedem zadanu mnozinu ,povinnych“ hran v triangulaci

Uvedeme dva algoritmy

Je dokazano, ze Delaunayova triangulace minimalizuje maxima thlt v trojuhelnicich. Kromé
toho ma tato triangulace dalsi pfijemnou vlastnost: uvnitf kruznice opsané kazdému jejimu
trojuhelniku nelezi jiz zadny dalsi vrchol triangulace.

Naivni implementace triangulace (tzv. hladovd):

Algoritmus 3.1 HLADOVA TRIANGULACE (GREADY TRIANGULATION)

1. < g) moznych hran usporadame dle velikosti do zasobniku
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2. repeat odeber aktudlni (resp. nejkratsi) hranu v ze zésobniku a testujeme kompatibilitu
(napt. kifzeni hran) v T'U {v}

3. until je dosazen potiebny pocet hran nebo zasobnik je prazdny

Casova slozitost:
1. O(n?logn)

2. Je-li p(m) doba potiebnd pro test kompatibility grafu o m vrcholech, pak ¢as je O(n*p(n))

Testujeme-li protnuti nové pridavané hrany se vSemi hranami uz v triangulaci obsazenymi,
je o(n) = O(n) a tedy celkovy das O(n?)

Lepsi test kompatibility, ktery pracuje v ¢ase O(logn), byl navrzen v [Gilbert-79], a je uveden
také v [Preparata-85]. Pfitom nedojde ke zvyseni pamétovych narokt. My zde uvedeme pouze
vysledek.

3.1 Tvrzeni GILBERTOVO. Hladova triangulace pro n bodi v roviné se da provést v case
O(n?logn) a prostoru O(n?).

3.2 Poznamka. Hladova triangulace nefesi optimalnost hran. MuzZe vSak zahrnout piredem
zadanou mnozinu hran povinnych.

Hladova triangulace nas co do ¢asové slozitosti nemtize uspokojit. Uvedeme dale algoritmus
lepsi, ktery se da nazvat triangulace pomoci monotonnich retézci.

Princip spociva v rozdéleni tlohy na postupné triangulovani jednodussich oblasti. Pro S C
R? |S| = n, chceme triangulaci konvexniho obalu mnoziny S. Rozdélime si jej tedy na tzv.
monotonni polygony a provedeme jejich triangulaci.

3.3 Definice. Polygon P se nazyva monotonni vzhledem k primce [, je-li jednoduchy a je
sjednocenim dvou monotdnnich Fetézct vzhledem k [ (tzn. praméty vrcholi na [ tvofi monoténni
posloupnost).

Nejprve sestrojime algoritmus na rozdéleni CH (S) na monoténni polygony s vrcholy v .S. Kon-
struujeme posloupnost monoténnich retézct s vlastnostmi

1. fetézce obsahuji vsechny body S a vSechny zadané hrany

2. pro kazdé fetézce P;, P; plati, Ze vSechny vrcholy P;, které nepatii do F;, lezi na stejné
strané od P;

3.4 Definice. Systém Fetézcli vySe popsany nazyvame monotdnni uplnd mnoZina fetézci (pro
rovinny graf G).

Priklad monoténni uplné mnoziny retézcii je na obrazku 26.
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Obrazek 26: Monoténni Gplnd mnozina fetézcti

3.5 Definice. Necht G je rovinny piimocary graf s vrcholy Vi = {vy,... ,v,} usporadanymi
lexikograficky podle [y, x]. Vrchol v; v G nazveme reguldrni, pokud existuje i < j < k tak, ze
hrany (v, v;) a (vj,vx) patii do G. Graf G nazveme reguldrni, je-li kazdy vrchol vj,1 < j <n
regularni. Hrany (v;,v;),7 < j, oznacujeme jako vstupni pro v; (€ IN(v;)), resp. vystupni pro
(% (E OUT(Ul))

Predpokladejme, ze v G méame vybrany monoténni Fetézce spojujici v, s v; a ozna¢me w(e)
jako pocet Tetézct, ve kterych hrana e lezi (védha e). Klademe

Win(v) := Z w(e)

e€IN (v)

Wour(v) :== > w(e)

ecOUT (v)

3.6 Poznamka. Pokud mame naopak zadany vahy hran vzniklé z mnoziny fetézcti, umime
sestrojit né¢jakou mnozinu fetézcti kompatibilni s vahami. Pokud systém byl Gplny, opét ziskame
Uplny systém. Postupné z v,, tvofime cesty do v; tak, Ze z usporadanych mnozin IN (v;) (podle
hodinovych rucicek) zvolime posledni jako nasledujici hranu cesty a snizime jeji vdhu o 1.

Diky regularnosti G umime pro kazdy vrchol v € G najit monotonni fetézec prochazejici v.
Tomuto algoritmu budeme tikat balancovdni vah, protoze najdeme vahy pro néjakou tplnou
mnozinu fetézcl, z nichz se daji podle predchoziho bodu tyto fetézce zkonstruovat v linearnim
case.

Pottebujeme ,,prelozit” vlastnosti monotonni iplné mnoziny retézcii do ,,jazyka vah“. Nasle-
dujici vlastnosti vah nam zaruci, ze vahy budou popisovat né€jakou monoténni iplnou mnozinu
fetézct.

1. w(e) > 1

... 11k4, ze kazd4 hrana i kazdy vrchol se objevi v mnoziné fetézcii (iplnost)

2. VUJ' < G,]. <j <n: W]N(’Uj> = WOUT(Uj)
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... zajistuje, Ze pujde o monoténni fetézce, tedy kolik jich do vrcholu vstoupi ,zespodu®,
tolik jich bude pokracovat ,vyse“

Nasleduje algoritmus, ktery v regularnim grafu spocita takové vahy, které budou reprezentaci
néjaké monoténni uplné mnoziny fetézci.

Algoritmus 3.2 BALANCOVANI VAH

Vstup: Regularni graf G
Vystup: Vahy W hran, které reprezentuji né¢jakou monoténni iplnou mnozinu fetézct

1. for vSechny hrany e do W(e) :=1

2. fori:=2ton—14do

2.1 Win(vi) == Yeemv(w) W(e)
2.2. d := prvni vystupni hrana v OUT (v;)
2.3. if Wiy (v;) > | OUT(v;)| then

2.3.1. W(d) :=Win(v;) — | OUT (v;)| + 1

3. fort:=n—1to 2 do

3.1 Wour(vi) := Xecovr(w,) W(e)
3.2. d := posledni vstupni hrana v IN(v;)
3.3. if Wour(vi) > Win(v;) then
3.3.1. W(d) := Wouyr(v;)) — Win(v;) + W(d)

Spotfebujeme linedrni mnozstvi paméti. Cas je také linearni, protoze prochazime dvakrat
v8echny vrcholy (kromé v; a v,,), pfi¢emz akce provedend v kazdém prichodu je konstantni.

Uvedli jsme algoritmus na nalezeni mnoziny fetézcl regularniho grafu. Budeme vsak na
celkovém algoritmu pozadovat, aby pracoval s libovolné zadanou mnozinou povinnych hran.

Tento neuplny graf je tfeba nejprve regularizovat, abychom mohli vysSe uvedeny algoritmus
aplikovat.

Regularizaci grafu provedeme metodou procesdvdni, kterd jiz byla zminéna v kapitole 2.2.
Metoda procesavani (sweep) potiebuje nasledujici pamétové struktury:
e (vertikalni) struktura pro zachyceni udélosti pro nas vyznamnych

...uspotradané vrcholy od shora dolt (za predpokladu, Ze zadné dva z nich nemaji shodnou
y-ovou souradnici)

e (horizontalni) struktura pro zachyceni statutu procesdvaci primky

...seznam prusecikll primky usporadany zleva doprava a kazdému intervalu na piimce
pritadime vrchol s nejnizsi y-ovou souradnici ,,nad nim*
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Obrazek 27: Regularizace grafu — proc¢esavaci algoritmus

P1i priichodu shora dolti zajistime, aby z kazdého vrcholu vedla alespon jedna hrana ,nahoru®,
nebo-li OUT (v;) # (). Analogicky po prichodu zdola nahoru povede z kazdého vrcholu alespori
jedna hrana ,doli“. Obrazek 27 ilustruje priichod shora dold a tfi pozice procesavaci primky;,
ktera je vzdy horizontalni. Na této pfimce budou vzdy intervaly s tzv. pritazenym vrcholem
(s nejnizs$i y-ovou souradnici nad timto intervalem). Procesavaci pfimka v nejvyssi pozici je
rozdélena na pét intervalt. U tii prostfednich je naznacen vrchol, ktery je jim pfirazeny. V pro-
stfedni pozici prochéazi procesavaci primka vrcholem, méni se zde jeji stav. Intervaly pod body
vj, V), jsou nejprve vylouceny dle mnoziny hran OUT(v;). Poté je vloZen novy interval pod
vrcholem v;. Takovy je také stav procesavaci primky ve tieti pozici.

Algoritmus 3.3 REGULARIZACE GRAFU

Vstup: Rovinny graf G

Vystup: Regularni graf obsahujici G

Reprezentace struktur jako vyvéazeny vyhledévaci strom (= upravy v O(logn)).

1. inicializace procesavaci pfimky pro v, (kazda hrana v IN(v,) je hranici intervalu a v, je
pfifazenym bodem vsech)

2. fort:=n—1to1ldo

2.1. vyhledej interval, ve kterém lezi v;

2.2. if | OUT (v;)| = 0 then spoj v; s bodem pfifazenym nalezenému intervalu

2.3. obnov statut procesavaci pfimky (sloucit intervaly ohrani¢ené OUT (v;) v jeden, a
ten rozdélit podle hran IN(v;))

3. SYMETRICKY JAKO BOD 2, ZDOLA NAHORU

Cas potfebny k jednomu priichodu cyklu 2 (analogicky bod 3) je diky vyhledavani mezi
intervaly O(logn + h;), kde h; je pocet hran vychéazejicich z bodu v; (déleni na intervaly po-
moci v;, analogicky pro opa¢ny prichod). Soucet h; pfes vSechna i je linearni, proto v celkové
¢asové slozitosti dominuje O(logn). Cas je tedy celkem O(nlogn). Prostor je linearni (O(n)).
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3.7 Véta. Pro danou mnozinu bodu v roviné S = {v1, ... ,v,} Ize najit rozdéleni konvexniho
obalu CH (S) monotonni tiplnou mnozinou fetézci zahrnujici vSechny piedem dané hrany M
v ¢ase O(nlogn) a prostoru O(n).

Diikaz: V ¢ase O(nlogn) sefadime vrcholy a ve stejném ¢ase provedeme regularizaci grafu.
V ¢ase O(n) pak provedeme balancovani vah a zaroven sestrojime pozadované fetézce. a

3.8 Véta. Monotonni polygon s n hranami lze triangulovat v ¢ase O(n).

Dikaz: V linedrnim case sestrojime setfidéni dvou hrani¢nich monoténnich fetézci, necht
Uty ... Uy, je vyslednd posloupnost. Pak Vu;,1 < i < n — 135 > 1 tak, ze (u;,u;) je hrana
v P.

Idea algoritmu: v priichodu shora dolt lze pridavat ,diagonaly“. Uzijeme zasobnik s pri-
stupnym dnem (k nahlédnuti). V zésobniku bude vzdy ¢éast hranice P tak, ze u;, w1, uj42 tam
patii, jestlize

L (U5, Ujatjr) = 180°
V zésobniku jsou uloZeny vrcholy (usporaddané podle y-ové soufadnice), které uz byly navstiveny,

ale stale jesté se pro né nenasla vhodna diagonaéla.

Algoritmus 3.4 TRIANGULACE MONOTONNIHO POLYGONU

1. u1,us ddme do zasobniku STACK; i :=1
2. for vSechny u;,72 > 2 do

2.1. if w; sousedi s vy := bottom(STACK) ale nesousedi s v := top(STACK) then
2.1.1. pridej hrany (u;, ve), (u;, v3), ... , (u;,v)
2.1.2. smaz zasobnik a vloz do ného prvky v, u;
2.2. elsif wu; sousedi s v := top(STACK) ale nesousedi s vy := bottom(STACK) then
2.2.1. while délka zasobniku je vétsi nez 1 a Z(u;vipviop—1) < 180° do
2.2.1.1. pridej hranu (u;, vy, —1) a seber vrchol zasobniku
2.2.2. pridej u; do zasobniku
2.3. else /* sousedi s obéma

2.3.1. ptidej diagonaly (w;, Vbottom+1), - - - » (Wis Vsop—1) /™ algoritmus konci

Na obrazku 28 jsou v ¢astech a), b) a ¢) ilustrovany polohy vrcholt diskutované postupné

v bodech 2.1, 2.2 a 2.3 algoritmu. Plné ¢ary jsou vzdy hrany uz dfive zndmé a prerusované Cary

znaci hrany praveé pridavané. Podrobnou diskusi spravnosti algoritmu prenechavame ¢tenari.
O
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55.0010.00190.0015.002 90.0015.00385.0025.004 55.0010.00559.0012.006 61.0013.00765.0015.0(

Obrazek 28: Mozné pozice vrcholi monoténniho polygonu diskutované pti jeho triangulaci
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3.9 Véta. Triangulaci konvexniho obalu mnoziny S C R?,|S| = n s pfedem zadanou mnozinou
hran T' C S? Ize provést v optimdlnim case O(nlogn) a prostoru O(n).

Diikaz: Podle véty 3.7 Gplnd mnozina monoténnich fetézci délici cely CH (.S) na linedrné mnoho
monoténnich polygont s hrani¢nimi Fetézci bez splyvajicich hran se najde v ¢ase O(nlogn).
Ptitom lze zaroven odebirat vznikajici monotonni polygony. Pak kazda hrana je nejvyse ve dvou
polygonech, tj. celkem potfebujeme cas

BCH regularizace fetézce triangulace
O(nlogn) + O(nlogn) + O(n) + O(n)

3.2 Vyhledavani v rovinnych rozdélenich

Anglicky termin je Geometric Searching. Jde v podstaté o problém typu dotazu na prislusnost
bodu v roviné (daného dotazem) k burice rovinného rozdéleni (daného predem).
Jinymi slovy, méme déno pevné (ve smyslu okamziku dotazu) rovinné rozdéleni. Na vstup
prichazeji dotazy ve formé bodu a vystupem je burika rozdéleni, ve které tento bod lezi.
Rozdéleni se vsak muze cas od ¢asu ménit, mluvime pak o dynamické struktufe.
Vyhledani 1ze feSit prochazenim celé struktury v linearnim case. Dotazy jsou vsak castou
operaci, a budeme od nich asi ocekavat cas lepsi.
Budeme pouzivat tato kriteria:

e Cas potfebny pro odpovéd (prumérny, nejhorsi)
e spotfebovand pamét
e Cas potfebny na predpfipravu (konstrukce pamétovych struktur)

e (as potfebny na tpravu struktur pfi zméné dat (dynamicka struktura)

3.10 Definice. Rovinné rozdéleni je pfimocdaré vnoteni rovinného grafu do R2. Zobecnéné
rovinné rozdélent mize navic obsahovat neohranicené mnohotihelnikové oblasti.

Takové definici odpovidaji vSechny triangulace a Voroného diagramy. Naucime se tedy vyhle-
dévat mimo jiné v nich.
Uvedeme nyni tfi mozné pristupy k feseni problému.

3.2.1 Metoda pasua

Idea Setiidime vrcholy podle y-ové souifadnice. Tim se R? rozpadne na horizontalni pésy.
Prinik grafu G s jednim pasem se sestava z usecek, které jsou ¢astmi hran v G. Tyto se navic
neprotinaji (mohou mit jeden spoleény bod na hranici pasu). Proto mtizeme setfidit tsecky
(napt. odleva doprava). Tim ziskdme zjemnéni G na ,kachlicky“ lexikograficky usporadané.
V této strukture jiz mtizeme efektivné vyhledavat.

Pocet kachlicek vSak muze byt az kvadraticky, jak ukazuje piiklad na obrazku 29. Tak
obrovské naroky na pamét jsou pro aplikace s velkym mnozstvim dat nepfijatelné.
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5.005.00110.0055.002 10.0055.00315.0010.004 15.0010.00520.0050.006

Obrazek 29: Pro tento vzor rozdéleni roviny na dvé ¢asti roste pocet kachlicek kvadraticky
oproti poc¢tu vrcholi

Pfesto umime postavit vyvazeny strom pro O(n?) kachlicek, ve kterém se d4 vyhled4vat
v case O(log(n?)) = O(logn). Cas pifpravy je ohranien poc¢tem kachlicek, a bude tedy také
kvadraticky.

Pti konstrukci kachli¢ek 1ze vyuzit procesavani, kde struktura udalosti je usporadany seznam
vrcholt a statut procesavaci pfimky jsou hrany uchovavané ve (2, 3) stromu.

3.11 Tvrzeni. Metodou pdsu lze vyhledavat v rovinném rozdéleni s n vrcholy v ¢ase O(logn)
s paméti O(n?) a ¢asem piipravy O(n?).

3.2.2 Metoda cest

Jestlize pouzijeme tplnou monoténni mnozinu fetézct v grafu G (tzv. cesty), dostaneme al-
goritmus, ktery bude vyhledavat v ¢ase O(log?n), potfebna pamét bude O(n) a &as piipravy
O(nlogn).

e Algoritmus regularizace 3.3 neptidava vrcholy, vyslednych hran je O(n), potfebny cas je
O(nlogn).

e Algoritmus pro nalezeni cest pracuje v ¢ase O(n). Jestlize prohledame cesty zleva doprava,
pak v kazdé cesté pfibereme alespon jednu novou hranu, tedy cest je O(n).

e Linearnim hledanim najdeme dvé nasledujici cesty, mezi kterymi se hledany bod nachazi,
proto ¢as vyhledani je O(log®n).

Kdybychom si pamatovali vSechny cesty jako posloupnosti hran, dostali bychom kvadratic-
kou pamétovou slozitost. D4 se v8ak vyuzit faktu, Ze hran i cest je dohromady linedrné mnoho,
a pii malém snizeni ¢asového vykonu také dosdhneme paméti O(n).

Budeme si pamatovat cesty v binarnim stromu, a kazdou hranu v tomto stromu ulozime
pouze pro jednu cestu, a to pro tu, ktera je ve stromu nejvyse z téch cest, ve kterych se dana
hrana nachazi. Tak zajistime lineadrni spotiebu paméti. Pti vyhledavani pak ale budeme muset
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O

48.00100.00118.0010.002 19.0010.00349.0075.004 49.0075.00549.00100.006 50.00100.00°

Obrazek 30: Graf, na némz ilustrujeme implicitni reprezentaci cest

mozné prohledavat nejen hrany alokované dané cesté, ale i vSem cestach vyse ve stromu. Téchto
cest bude O(logn), a v kazdé bychom provadéli vyhledavani v ¢ase O(logn), proto mizeme
ocekavat celkovy ¢as O(log?n). Skutecné realizace bude trochu odlisna, bude ale pracovat v
uvedeném case a prostoru.

3.12 Definice. Implicitni reprezentace cest je tabulka usporadanych dvojic (L(e), R(e)) pro
hrany e € G s vlastnosti, Ze e patii pravé do cest P; takovych, ze L(e) < j < R(e).

3.13 Poznamka. Tabulku implicitni reprezentace cest 1ze zkonstruovat v linearnim case piimo
v algoritmu balancovani cest (3.2).

Obrazek 30 a tabulka 2 ilustruji tabulku implicitni reprezentace cest pro Sest bodii v rovineé.

3.14 Definice. Redukovand vyhleddvaci struktura (RVS) je vyvazeny strom obsahujici v kaz-
dém uzlu ¢ vyhledavaci strom T; pro y-ové soutadnice koncovych bodt vSech hran e, pro které
je i-t4 cesta nejvyse polozenou cestou ve stromu, ve které se nachazi. Pro jednotlivé hrany
oznacime jejich vyskyt ve stromu jako Pos(e) (viz obrazek 30 a 31).

3.15 Véta. Vyhledavani v redukované vyhledavaci strukture probihd v ¢ase O(log?n), pro-
storu O(n) a pfipravném case O(nlogn).
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hrana e | L(e) | R(e) | Pos(e)
el 1 1 1
€9 2 5 4
cestal:0e; b s 0 0 0
€4 2 2 2
cesta2:0ey1e45
es 3 3 3
cestad:0eylesden 4 4 4
C€St&430621€63€104€125 € 5 5 5
cestab:0eyle;2eg3e115 er
cesta 6:0e32e9b c8 0 o o
e eg 6 6 6
€10 4 4 4
€11 5 5 5
€12 3 4 4

Tabulka 2: Popis priibéhu cest v grafu a tabulka implicitni reprezentace cest

43.0015.00147.0025.002 47.0030.00333.0040.004 32.0040.00518.0030.006 18.0025.00722.0015.008 :

Obrazek 31: Redukovana vyhledavaci struktura
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Diikaz: Pokud umime ziskat Pos(e) v ¢ase alespoit O(nlogn), umime sestrojit RVS v tomto
case téz. Nasledujici algoritmus zalozeny na vyjadfeni ve dvojkové soustaveé to zvladne v case
logaritmickém.

Algoritmus 3.5 ZJISTENI Pos(e) PRO HRANU e

Vstup: hrana e a hodnoty L(e), R(e)
Vystup: hodnota Pos(e)

1. if L(e) = R(e) then
1.1. Pos(e) := L(e) a skonci
2. else
2.1. poc:= —1;1:= L(e);r :== R(e);b:=TRUE

2.2. while [ # r do
2.2.1. poc :=poc+1
2.2.2. if [ je liché then b := FALSFE
2.2.3. 1:=[1/2]
2.24. r:=|r/2]
2.3. if b then
2.3.1. Pos(e) := L(e)
2.4. else
2.4.1. Pos(e) := (20 + 1).2r°

Casovou slozitost vyhledavani a prostor jsme jiz odvodili diive. Nyni nabizime algoritmus
takového vyhledavani.

Algoritmus 3.6 VYHLEDAVANI v RVS

Vstup: bod ¢ a RVS pro cesty s vrcholy v mnoziné S
Vystup: dvé sousedni cesty v RVS a jejich hrany, mezi kterymi bod ¢ lezi, nebo informace, ze

lezi mimo CH (S)
1. Pokud ¢ nelezi v pasu mezi nejvyssim a nejnizsim vrcholem, pak nelezi v zadné buiice
2. 1:=0;7:=k+1 (k je poCet cest, k =221 —1)
3. By := Py; Pyyq := Py; L := horizontalni pfimka prochézejici q
4. e; := hrana v P, protinajici L
5. e, := hrana v P, protinajici L
6. Pokud ¢ neni mezi hranami ¢;, e,, pak neni v zadné burice

7. whiler >+ 1 do
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50.0010.00110.0010.002 10.0010.00330.0044.004 30.0044.00550.0010.006 50.0010.00735.00

Obrazek 32: Vypusténi mnoziny nezavislych vrcholi v grafu

7.1 m:=[(l+7r)/2]
7.2. if R(e;) > m thenl:=m
7.3. elsif L(e,) < m thenr:=m

7.4. else najdi hranu v P,, protinajici L a aktualizuj [, r, e, e,

Invariant cyklu 7: q lezi mezi P, P, a L protina e;, e,. Protoze zacneme s [ =0 ar =k + 1, je
podminka v 7 poprvé splnéna a m ukazuje na koren RVS. V dalsich priichodech cyklem 7 se
pak posunujeme od kofene k listim. Tim je zajisténo, ze prinik L s P,, mizeme vzdy hledat
v prislusném vyhledavacim stromu 75,,. a

3.16 Poznamka. [Preparata-85] uvadi zpisob, jak dosdhnout v RVS vyhleddvaciho casu
O(logn) pti zachovani paméti na O(n). Ve vyhledavaci struktufe se pridaji tzv. mosty, coz
jsou ukazatele mezi jednotlivymi hranami alokovanymi v riznych uzlech nadfazeného stromu
(odtud nézev premostovdni). Pomoci takovych mosti se lze z uzlu odpovidajicimu dané cesté
dostat ke vSem hrandm a nemusi se provadét hledani ve vSech uzlech vyse ve stromu.

3.2.3 Metoda postupného zjemnovani

Kazdé rovinné rozdéleni umime triangulovat tak, ze nepfidavame nové vrcholy a zachovavame
dané hrany, a to v ¢ase O(nlogn) a prostoru O(n). Mtzeme se tedy v dalsim omezit na tzv.
jednoduchd rozdelent, tj. takova, ze vSechny bunky rozdéleni jsou trojuhelniky vcetné neohra-
nicenych.

Postupné prochazime velké mnoziny nezavislych vrcholt v grafu (tedy téch, které nesdili
hranu), tyto vypustime a vysledek znovu triangulujeme (viz obrazek 32). Po jistém poctu
krokt dostaneme jediny trojihelnik (abychom to zajistili, musime piidat t¥i nové body, jejichz
trojihelnik bude obsahovat vSechny ostatni body).

Pfi odstranovani vrchold budeme mezi trojihelniky ve staré a nové triangulaci, které spolu
inciduji, udrzovat ukazatele. Miizeme tak vytvorit strom, jehoz kofenem bude uz zminény troj-
thelnik obsahujici vSechny ostatni body. Kazda jednotliva troven stromu bude reprezentovat
jednu triangulaci, uzly budou trojihelniky. S hloubkou stromu budou ptibyvat vrcholy, az na
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66.0035.00155.0050.002 55.0050.00344.0035.004 44.0035.00566.0035.006 66.0035.00755.

Obréazek 33: Cast vyhledavaci struktury pro zjemiiovani

posledni irovni bude prvotni triangulace. Hrany ve stromu budou odpovidat relaci incidence, a
povedou vzdy mezi uzly sousedni trovné. Nepijde vSak o typicky strom, protoze do uzlu muze
vést vice hran z uzll predchozi trovné. Cést takového stromu ukazuje obrazek 33. Vyhledavani
bude zac¢inat v kotfeni a pokracovat pouze po hranach.

Nyni odvodime slozitost tohoto algoritmu.

3.17 Lemma. Necht G = (V, E) je rovinny graf s n = |V| vrcholy s minimalnim stupném 3.
Necht' V! C V. Pak existuje nezavisla mnozina I C V\V' vrcholi stupné nejvyse 9 o mohutnosti
alespon

(4n + 12 = 7|V'])/70

Navic I Ize nalézt v case O(n).

Diikaz: Necht V" je mnozina vrcholi v G se stupni nejvyse 9, ozna¢me x = |V”|. G je rovinny
graf, proto ma nejvyse 3n — 6 hran. Dale mame n — x vrcholi stupné alespon 10 a kazdy
jiny vrchol mé stupen alespon 3, tedy [3z + 10(n — z)]/2 < 3n — 6. Odtud = > (4n + 12)/7.
Uvazme nyni podgraf indukovany uzly V" — V', Ten m4 alesponi © — |V’| vrcholt a kazdy méa
stupenn nejvyse 9. Tzn. mizeme obarvit vrcholy deseti barvami tak, aby kazdé dva sousedni
byly obarveny rtzné. To lze provést v ¢ase O(n). (Barvit barvami 1,...,10 a vrcholy bereme
v libovolném poradi, pouzijeme vzdy nejnizsi barvu dosud nepouzitou u sousedi.) Pak tam musi
podle Dirichletova principu existovat mnozina vrcholt se stejnou barvou o mohutnosti alespon
(x — |V’|)/10, a ty spolu po dvou nesousedi. Zaroven (x — |V’|)/10 > (4n + 12 — 7|V’|)/70.
O

3.18 Véta. Necht G je jednoduché rovinné rozdéleni s n vrcholy. Pak vyhledani v hranach G
Ize Tesit v ¢ase O(logn), prostoru O(n) a v piipravném case O(nlogn).

Dikaz: Zvolime si vhodny konstantni pocet vrcholi, pro které tlohu fesime pifimou diskusi,
napf. n = 100. Necht n > 100. Nechf I je nezavisl4 mnozina vrcholl se stupném nepfevy-
Sujicim 9, které nelezi na hrani¢nim trojihelniku. Pouzijeme lemma 3.17 s |V'| = 3 (hrani¢ni
trojuhelniky). To znamen4, ze v ¢ase O(n) najdeme takovou mnozinu, pro niz || > (4n—9)/70.
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Vynechanim I ziskdme G; s nejvyse n — |I| < 66n/70 + 1. Pfitom buiky v G7 jsou mnoho-
thelniky s 3 < m < 9 hranami, tj. kazdou z nich umime triangulovat v konstantnim case
O(1).

Rekurzivni aplikaci tohoto postupu ziskdme pozadovanou vyhledavaci strukturu. a

4 Priniky

V této ¢asti uvedeme feseni nékolika tloh, které jsou zaloZzeny na vyhledéni priniku (nebo
pruniki) jistych geometrickych objektu.

V prvnim pripadé piijde o nalezeni prinikii vSech dvojic tisecek. Budeme tedy mit za tikol
zjistit, které dvojice z nich vybrané se protinaji a ve kterém bodé.

Ostatni tlohy budou mit pon¢kud jiny charakter. Ptijde o nalezeni spole¢ného priniku vSech
objektti na vstupu.

4.1 Protinani tsecdek

Méjme n tsecek L1, ... , L, v roviné. Ukolem je najit viechny jejich vzajemné priseciky. Je-li
pocet priisecikit s = O(n?), nelze ¢ekat lepsi ¢as béhu algoritmu.

Najdeme algoritmus pracujici v ¢ase O((n + s)logn) metodou procesdvani, kde s je délka
vystupu, tedy pocet prisecikti. Budeme postupovat zleva doprava, tedy procesavaci primka
bude vertikalni.

o Statut procesdvaci primky (vertikalni struktura) bude tvofen aktivnimi tseckami, tedy
témi, které procesavaci primka pravé protina, setiidénymi podle vysky pruniku s proce-
savaci primkou L do vyhledavaciho stromu.

o Struktura uddlosti (horizontalni struktura) bude setfidéna posloupnost koncovych bodi
usecek a pruniki aktivnich tsecek, lezicich napravo od L (ve vyhledavacim stromu).

Pozadujeme, aby kazdy prichod novou udélosti byl zvladnut v ¢ase O(logn). Potfebujeme tedy
vhodnou datovou strukturu, poskytujici nasledujici funkce:

Find(p) — pro dany bod najde interval jej obsahujici
Input(q) — vlozi dalsi tsecku do L nebo udélost
Delete(q) — zrusi tsecku nebo udélost

Pred,Succ — predchidce a naslednik

Interchange(p,q) — vyména dvou tsecek protinajicich L

Struktura procesavaci piimky je jako seznam aktivnich tisecek inicializovana na prazdnou. Na
zacatku algoritmu bude vSak potieba setiidit koncové body tsecek podle jejich z-ové souradnice
a inicializovat podle nich h—strukturu.

Algoritmus 4.1 NALEZENI VSECH PRUSECIKU MNOZINY USECEK

Vstup: mnozina usecek Lq, ..., L, v roviné
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Vystup: mnozina jejich priseciki
1. v-struktura := ()
2. h—struktura := vSechny koncové body tsecek settidéné podle x-ové souradnice
3. while h-struktura # () do

3.1. p:= bod v h—-struktufe s minimalni z-ovou soutradnici

3.2. odstran p z h—struktury

3.3. if p je levy koncovy bod tsecky then /* novd aktivni isecka
3.3.1. j := ¢islo usecky, jejiz je p koncovy bod (L;)
3.3.2. vloz L; do v—struktury
3.3.3. vyhledej ¢isla sousedt (i, k) tsecky L, ve v—struktufe
3.3.4. vloz L, N L; a L; N Ly, do h-struktury, pokud existuji
3.3.5. odstran L; N Ly z h-struktury, pokud tam je

3.4. elsif p je pravy koncovy bod usecky then /* stard aktivni usecka je odstranéna
3.4.1. j := ¢islo usecky, jejiz je p koncovy bod (L;)
3.4.2. vyhledej ¢isla sousedt (i, k) usecky L; ve v—struktufe
3.4.3. odstran L; z v—struktury
3.4.4. vloz L; N Ly do h—struktury, je-li napravo od procesavaci primky
3.5. else /* p musi byt prisecik primek
3.5.1. (i,7) := indexy tsecek, jejichZ je p prisecik
3.5.2. zamén L; a L; ve v—struktufe
3.5.3. vyhledej ¢isla (h, k) dalsich sousedit L; a L; ve v—struktufe
3.5.4. vloz L, N L; a Lj N Ly, do h-struktury, je-li L, nyni soused L; (resp. Lj soused
L;), a jsou-li tyto priniky napravo od procesavaci pfimky
3.5.5. odstran L, N L; a L; N Ly, z h-struktury
3.5.6. posli (p,i,j) na vystup

Invariant algoritmu: je-li p prinik aktivnich tsecek (tedy zatazenych v soucasné dobé
ve v-struktufe) L;, L; a ve vertikdlnim pasu neni zadny koncovy bod nebo dalsi prinik,
pak p se objevi v horizontalni struktuie pro dalsi priichod. Z toho také plyne, Ze vSechny
pruniky nalevo od procesavaci primky uz byly nalezeny.

Cas: O(n + s) prichodti udalostmi, kazdy v ¢ase O(logn), proto vysledny ¢as je O((n +
s)logn).

Vertikalni struktura je realizovatelnd v prostoru O(n). Pfi naivnim p¥istupu k horizontalni

struktufe (bez odstranovani v bodech 3.3.5 a 3.5.5) dostaneme prostor O(n+s), v opacném
ptipadé dosdhneme O(n).
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4.1 Poznamka. Modifikaci algoritmu 4.1 lze ziskat algoritmus, ktery v ¢ase O(nlogn) zjisti,
zda existuje prisecik alespoii dvou tisedek. Uprava spoc¢iva ve vypusténi viech krokt oetiujicich
nalezené priniky. Pokud bychom tento modifikovany algoritmus nezastavili po nalezeni prvniho
pruseciku, urcité nalezne prinik s nejmensi x-ovou souradnici, ne vsak nutné jako prvni nalezeny
prunik.

Mnoho problémt vede na tlohu nalezeni prisecikii sady tisecek. Uvedeme nékteré z nich
spolu s c¢asy, kterych lze pomoci naseho algoritmu dosahnout.
4.2 Dusledek.

1. Protnuti dvou mnohotihelniki Ize zjistit v ¢ase O(nlogn) a prostoru O(n).

2. Jednoduchost mnohotihelnika Ize zjistit v ¢ase O(nlogn) a prostoru O(n).

3. Protnuti hran grafu vnofeného do roviny Ize zjistit v ¢ase O(nlogn) a prostoru O(n).

4.2 Prunik polorovin

Necht Hy, ..., H, jsou poloroviny v roviné. Ukolem je nalézt jejich primnik N, H;.
Pouzijeme metodu rozdél a panuj. Pro tuto metodu je charakteristické vyuziti rekurze.

Algoritmus 4.2 NALEZENI PRUNIKU POLOROVIN

Vstup: poloroviny Hy, ..., H,
Vystup: jejich pranik N, H;

1. if n <2 then
1.1. Spocitej prinik dvou polorovin a posli ho na vystup
2. else

2.1. Rozdél Hy, ..., H, na dva priblizné stejné velké dily a zavolej rekurzivné sama sebe
pro kazdy z nich

2.2. Takto ziskané ¢aste¢né vysledky jsou konvexnimi mnohothelnikovymi oblastmi (na
rozdil od konvexnich mnohotihelnikt nemusi byt ohranicené). Na takové mutze byt

aplikovana véta 1.11 o nalezeni priniku dvou konvexnich mnohothelniki v linearnim
case, protoze v jejim diikazu neni ohrani¢enost mnohothelniki pouzita.

Cas: Je-li T'(n) cas, ktery algoritmus spotiebuje, plati T'(n) = 27(n/2) + O(n) a T(1) = 1.
Odtud plyne, ze T'(n) = O(nlogn).

Dosahli jsme tedy ¢asu O(nlogn). Jisté nas bude zajimat, zda lze dosdhnout vysledku v ¢ase
lepsim. Na ptikladé si ukazeme, Ze ne.

4.3 Priklad. Poloroviny H; necht maji hranice te¢né k parabole y = x? v bodech (z;,z?).
Prinik ma hranici danu hrani¢nimi pfimkami danych polorovin usporddanymi podle smérnice.
Nalezeni jejich priiniku tedy znamenda pravé usporadani smérnic takovych hrani¢nich piimek.
Proto feseni tohoto problému bude ¢asové alespon tak slozité jako t¥idéni, tedy O(nlogn).
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Na zakladé tohoto vysledku jiz mtzeme formulovat vétu.
4.4 Véta. Prunik n polorovin lze ziskat v optimalnim ¢ase O(nlogn).

Diikaz: plyne z predchozich avah. O

4.3 Prunik konvexnich mnohouhelniku

Budeme nyni zkoumat nalezeni priiniku n konvexnich mnohotihelniki.

Kazdy konvexni k-tthelnik je prinikem polorovin ohranic¢enych hranami k-tthelnika (tzv.
opérné nadroviny). Lze pouzit pfedchozi vysledek pro prinik polorovin s vyuzitim znalosti
asociativity priniku. Proto prinik n konvexnich mnohothelnikii, kde -ty mnohothelnik ma k;
vrcholti (hran), lze spoditat v case

O kilog(d_ ky)).
i=1 i=1
Jestlize pro jednoduchost ohrani¢ime pocet vrcholi pro téchto n mnohotihelniki ¢islem k, pak
dostaneme ¢asovou slozitost O(knlog(kn)).

Ve vyse popsaném algoritmu jsme postupovali tak, ze jsme rozdélili vSechny mnohothelniky
podle jejich opérnych primek na poloroviny a pak jsme spocitali prinik vSech téchto polorovin.
Mizeme vSak pouzit jiného postupu: Nebudeme mnohothelniky rozbijet, ale radéji s nimi co
nejdéle pracovat jako s objekty vcelku.

Nase procedura bude mnozinu n k-thelnikia délit metodou rozdel a panuj na stejné dvé
stejné velké podmnoziny n/2 k-tthelnikii, a pro né oddélené zavola rekurzivné sama sebe. Po
zjisténi vysledkd spocita jejich prinik metodou uvedenou v dikazu véty 1.11. Pokud je na
vstupu jediny mnohithelnik, je prinikem sama se sebou a tedy vystupem algoritmu. Tento
pripad slouzi jako zarazka rekurze.

Cas T'(k,n) tohoto algoritmu odvodime, pokud si uvédomime, Ze plati

T(k,n) =2T(k,n/2) + kn, T(k,1) = O(k)

Celkové dostavame ¢as O(knlogn).

4.4 Jadro jednoduchého mnohouhelnika

Budeme se zabyvat problémem nalezeni jadra jednoduchého mnohotihelnika.

V tGvodni kapitole jsme uvedli definici jadra jednoduchého mnohothelnika (tedy takového,
jehoz hrany se neprotinaji). Toto jadro je vlastné prinikem vsech polorovin, které ohranic¢uji
vnitfek jednoduchého mnohothelnika.

4.5 Poznamka.
e Jadro je vzdy konvexni mnohothelnik (viz obr. 34).
e Jednoduchy mnohothelnik je konvexni pravé, kdyz je roven svému jadru.

e Pro mnohothelnik, ktery neni jednoduchy (jeho nékteré hrany se protinaji jinde nez ve
vrcholech), jadro viibec nedefinujeme.
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60.0030.00110.0010.002 10.0010.00320.0030.004 20.0030.00510.0050.006 1

Obréazek 34: Jadro nekonvexniho jednoduchého mnohothelnika

Pfi testovani p¥islusnosti daného bodu x € R? do vnitiku daného konvexniho mnohotihelnika
jsme vyuzivali binarniho vyhledavani. Tento princip lze pouzit vzdy, kdyz jadro mnohotuhel-
nika P je neprazdné.

Ptimé aplikace priniku prislusnych polorovin dava algoritmus nalezeni jadra o slozitosti
O(nlogn), kde n je pocet hran mnohouhelnika. Lze to vSak zlepsit na O(n) néasledujicim zpu-
sobem.

Mnohotihelnik budeme reprezentovat jako dvojity cyklicky seznam vrcholi v; a hran

€j: Vp€1V1€2 ... €140V14€0

Za vg zvolime vrchol reflexni (s tthlem vét$im nez 180°), pokud takovy neexistuje, je uvazo-
vany mnohothelnik konvexni, tj. roven svému jadru. Budeme postupovat po vrcholech vy, ...
mnohotithelniku a v kazdém kroku ziskdme mnohotihelnik K, ktery nemusi byt ohraniceny. Vzni-
kajici mnohotihelniky K; budou vzdy konvexni aproximaci vysledného jadra. Posledni z nich,
oznacime jej K, bude jadrem mnohotihelnika.

Budeme potifebovat dva body F;, L; definované jako nejvzdalenéjsi body dotyku tecen spus-
ténych z vrcholu v; na mnohothelnik K;. Body F;, L; lezici na te¢nach f;,[l; spusténych z bodu
v; na mnohotuhelnik K; jsou ilustrovany na obrazku 35.

Algoritmus 4.3 NALEZEN{ JADRA JEDNODUCHEHO MNOHOUHELNIKA

Vstup: Mnohothelnik e;: vgejvies ... e vpeq

Vystup: Jeho jadro K (muze byt i prazdné)

Inicializace: Najdeme vy, pokud neexistuje, je ptivodni mnohothelnik svym jadrem. Déale po-
tfebujeme inicializovat K, I, Lq:

Ky := ooejvgegoo
F} := bod v nekonecnu na polopiimce ooe;vy
L1 := bod v nekonec¢nu na poloptfimce vyeqo00

Prechod od K; ke K;1: F;, L; jsou body na hranicich opérnych polorovin pro K; prochézejicich
vrcholem v;, a to ty nejvzdalenéjsi v K.
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O

60.0010.00140.0030.002 40.0030.00370.0045.004 70.0045.00590.0030.006 90.0030.(

Obrazek 35: Tecny spusténé z bodu na mnohothelnik a jejich nejvzdalen€jsi body dotyku

1. v; byl reflexni vrchol, poloptimka v;17v; urc¢uje dalsi mozné zmenseni K;

1.1. F; je nalevo od ooe;11v;41 (tedy tecna f), potom zatim nic neménime

1.2. F; je napravo a L; nalevo, pak musime najit nové priniky a dostaneme novou cast
K 1. Navic musime aktualizovat F;, L;

2. Podobné pro v; konvexni.

Algoritmus se bud ukondi jiz v nékterém z krokt z vrcholu v; do vrcholu v;,; zjiSténim,
Ze jadro je prazdné, nebo po projiti vSech vrcholi. V kazdé konstrukci nasledujiciho ;4
provadime: vypousténi hran (kazdou nejvyse jednou), nalezeni novych bodu Fjq, L; 11 (posunuji
se vzdy proti sméru hod. rucicek). Pokud K # (), nemohou F; a L; obéhnout kolem celého
mnohotuhelnika vice nez jednou, najdeme tedy timto algoritmem jadro K v celkem linearnim
¢ase O(n). Bohuzel, jestlize K = (), mohou tyto body obihat az O(n) kréat kolem dokola, pribéh
algoritmu si tedy v tomto ptipadd vyzdda cas (n?), viz obr. 36. Jednoduchou modifikaci
algoritmu spocivajici v ptridani testu kontrolujiciho obihani bodi Fj, L; doséhneme linearniho
¢asu i v pripadé K = 0.

4.5 Prinik poloprostora

V podkapitole 4.2 jsme se zabyvali nalezenim priniku polorovin. Nyni bude vstupem pro stejnou
ulohu mnozina 3-dimenzionalnich poloprostorii.

Pomoci konstrukce jisté relace mezi body a nadrovinami v prostoru libovolné dimenze pie-
vedeme problém nalezeni priniku poloprostori na dualni problém nalezeni konvexniho obalu
mnoziny bodi.

4.6 Definice. Necht h je (nevertikalni) nadrovina v R%"! dand rovnici xg = pyoy +. . .+ parg+
pas1- Pak definujeme dudlni bod k nadroviné h: 6(h) = [p1, ... , P4, Par1] = p a dudlni nadrovinu

k bodu p=[p1,...,pd,Pat1): 0(p) = To = —P171 — ... — Pa¥a + Pa+1

4.7 Definice. Vertikdini vzddlenost bodu p = [p1,. .. , pa, Pat1) od nadroviny h = xy = q1x1 +
oo+ qatg + g1 definujeme

vd(h,p) == pas1 — (P1q1 + - . - Paga + Ga+1)
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52.0045.00153.0033.002 53.0033.00376.0055.004 76.0055.00528.0055.006 28.0055.00750.0023.C

Obrézek 36: Skaredy mnohotihelnik s prazdnym jadrem

4.8 Lemma.
vd(h, p) = —vd(d(p), d(h))

peh < 5(h) € dp)

Dikaz: Pfimym dosazenim. O

4.9 Dusledek. Necht pi,p; € R? jsou body v prostoru, hy, hy C R? roviny. Jestlize L(py, p2) C
hl N hg, pak L(d(hl), 5(h2)) C (5(]?1) N (5(]32)

Necht h; je mnozina rovin v R?, hif piislusné poloprostory nad resp. pod h;. Chceme dostat

S=hrn () ki =8StNS" (8)

=1 i=m+1

4.10 Lemma. Rovina h, neobsahuje zadnou sténu S* pravé tehdy, kdyz 0(h,) neni vrcholem
horniho konvexniho obalu mnoziny {§(h;) | 1 <i < n}.

Dikaz: h, ,nadbytecna“, potom existuje nejblizsi vrchol v v ST a tii incidentni stény h;, h;, hy
tak, ze
hi ORI O =hi 0hi by Nk,

Pak 0(h,) lezi na nebo pod §(v). Navic 6(v) je rovina uréenad body d(h;),d(h;),d(hy). Proto
d(hg) neni v pfislusném konvexnim obalu. O
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Najdeme-li tedy vrcholy konvexnich obalt mnozin

S(hi), ..., 6(R})

5(h;1+1>7 to 75(hr:)7

zname mnoziny ST a S” ze vztahu 8. Jsou to konvexni mnohostény. Spo¢itanim jejich priniku
dostaneme priinik vSech poloprostorii. Tuto fazi algoritmu rozebird podrobnéji [Preparata-85].

5 Vyhledavani dle rozsahu

Anglicky ekvivalent pro tuto tfidu problému zni Range Searching.

Budeme mit zaddnu mnozinu S o n zdznamech (mohou to byt bud body nebo celé objekty
= mnoziny bodu). Dotaz je zadani rozsahu, tedy ve sméru vSech os maxima a minima, ktery
nas zajima. Odpovédi na dotaz je podmnozina S’ C S, kterd inciduje se zadanym rozsahem.

Na c¢as pfipravy se nebudeme zaméfovat, bude nds zajimat hlavné pamét a ¢as potiebné
k realizaci a zpracovani dotazu. Podstatnou roli hraje volba vhodné datové struktury.

5.1 Priklad. Uvazujme mnozinu n bodi na pfimce a dotazovany rozsah je interval [z, z”].
Vyhledani provedeme takto:

1. Bindrnim vyhleddvanim najdeme nejlevéjsi bod p v intervalu [z/, 2”].
2. Postupné zpracovavame bod za bodem, a7 narazime na pravy konec x”.

Pottebna datova struktura je binarni strom, jehoz listy jsou propojeny ukazately do fetézu
(threaded binary tree).
Cas vyhledani je ©(logn + k) (optimalni) pfi pouZité paméti ©(n).

V dalsim se soustfedime na vyhledavani bodti ve vicerozmérnych prostorech, které uz neni tak
elementarni jako na pfimce. Navic nenajdeme algoritmus pracujici v optimalnim logaritmickém
vyhledévacim ¢ase a pfitom s linedrnimi naroky na pamét. Uvedeme tii algoritmy, které budou
predstavovat jisté kompromisy mezi pozadavky na pamét a ¢as.

5.1 Multidimenzionalni binarni strom

V této podkapitole nadefinujeme strukturu zvanou multidimenzionalni nebo také k-D strom.
Uvedeme algoritmus na vyhledani dle rozsahu v tomto stromé. V k-D stromech se daji provadét
také operace vkladani a odstranovani bodt, jde tedy o dynamickou strukturu. Tyto algoritmy
jsou uvedeny v [Bentley-75].

5.2 Definice. Zobecnéng obdélnik v R? je kartézsky soucin intervalt [xq,xo] X [y1,s], kde
x1, 2,91, Y2 € RU {00, —0o}. Pfipoustime tedy také neohranicené piipady obdélniki.
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5.3 Definice. 2-D strom mé s kazdym uzlem spojen obdélnik R(v) a mnozinu bodu S(v) C S
obsazenych v R(v).

S v spojujeme vybrany bod P(v) € S(v). Bodem P(v) vedeme pfimku rovnobéznou s jednou
z 08, které rozdéli S(v) pfiblizné na poloviny. V déleni pokrac¢ujeme pii obraceni orientace délici
primky na kazdé Grovni stromu, az v ziskanych obdélnicich nejsou zadné body z S. Takové uzly
jsou listy 2-D stromu.

5.4 Poznamka. Kazdy uzel mé tvar (P(v),t(v), M(v)), kde P(v) je bod spojeny s timto
uzlem, t(v) je orientace (vertikalni nebo horizontélni), a M(v) je bud z-ova soufadnice (pro
vertikalni uzly) nebo y-ovéa (pro horizontalni uzly).

Na obrazku 37 je znazornén 2-D strom pro mnozinu deviti bodt v roviné€.

A nyni jiz slibeny algoritmus vyhledavani. Jde o vyhleddvani ve stromu, proto uvedeme
algoritmus, kde vrchol stromu, ve kterém vyhledavani za¢ina, bude dan parametricky. Vyhledani
v celé struktufe se provede volanim této procedury se skute¢nym parametrem, ktery je korenem
stromu.

Algoritmus 5.1 RANGE SEARCHING METODOU 2-D STROMU

Vstup: vrchol v, ve kterém zacind vyhledavani, interval D = [z1, 5] X [y1, yo]
Vystup: na vystupu se postupné objevuji vysledné body dotazu

Vyvoldni: je-li T' 2-D strom, pak SEARCH(root (7))

Procedure SEARCH

1. if t(v) = vertikalni then
1.1. (I,r) :== (21, 22)
2. else
2.1. (I,7r) == (y1,92)
3. if [ < M(v) <r then
3.1. if P(v) € D then posli P(v) na vystup
4. if v neni list then

4.1. if [ < M(v) then SEARCH(LSON (v), D)
4.2. if M(v) < r then SEARCH(RSON (v), D)

Prostor: 2-D strom potfebuje pamét O(n)

Priprava: 2-D strom se sestroji v ¢ase O(nlogn)

Cas vyhleddni: Neni logaritmicky, jak by se mohlo zdat. Algoritmus totiz navstévuje fadu uzli
stromu ,zbyteéné“, tj. aniz by to vedlo k pfispévku do vystupu. Podrobné&jsi (nepiijem-
nou) diskusi se ovéfi, ze jejich pocet je nejvyse O(y/n), proto vyhledani probéhne v case
O(y/n + s), kde s je délka vystupu.

Odvozeni ¢asovych i pamétovych slozitosti pro rozsahovy dotaz v d-D stromu (tedy libovolné
dimenze) je uvedeno v [Preparata-85] s vysledky:

5.5 Tvrzeni. Pomoci obecnych d-D stromu Ize pro vSechny dimenze d > 2 Fesit rozsahovy
dotaz pro n bodii v R? v ¢ase O(dn'~Y/4 + s), pii paméti ©(dn) a v c¢ase p¥ipravy ©(dnlogn).
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80.0080.00180.000.0020.0048.00380.0048.004 80.0040.005157.0040.006 110.0040.007110.0080.008 13.

Obrazek 37: 2-D strom pro devét bodu v roviné
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Obrazek 38: Rozdéleni roviny na (n + 1)? zobecnénych obdélnikt horizontélnimi a vertikalnimi
primkami prochézejicimi zadanymi body

5.2 Metoda primého pristupu

Budeme nyni pracovat pouze v roviné s mnozinou S bodt o mohutnosti n. Kazdym bodem
p € S prolozime horizontalni i vertikdlni piimku. Tyto pt¥imky rozdéli rovinu na (n + 1)?
(zobecnénych) obdélniki (viz obrazek 38). Zvolime-li rozsah D = [z, x2| X[y1, Y] a pohybujeme-
i kazdym krajnim bodem tohoto rozsahu (x1, ), (72, y2) uvniti jednoho z vyse uvedenych
(n + 1)? obdélniki, vysledek dotazu ziistane stéle stejny. Mame tedy celkem

(n—2|—1> y <n—2|—1> -

moznych vysledki (vybereme vzdy 2 z (n + 1) past na kazdé z os). K jejich ulozeni do paméti
je vSak potieba O(n®) prostoru, protoze vysledky maji délku O(n).

Velikost paméti potiebné pro provedeni dotazu se vSak d& zmensit. Pro rozsah D = [z, 5] X
[y1, Y] provedeme piimy piistup pouze ve sméru osy x. Tak dostaneme ukazatel na vyhledavaci
strom vSech bodt mnoziny S, které lezi v daném z-ovém pésu, odpovidajicim intervalu [z/, 2"
na ose x. Jinymi slovy, pro kazdou dvojici pasi, kterych je n 4 1, si pamatujeme vyhledavaci
strom vSech bodu z S, které lezi mezi témito pasy.

Provedeme nejdiive normovani redlnych souradnic na celociselné souradnice 1,... ,n, tzn.
sefadime tyto soufadnice podle velikosti a ocislujeme podle poradi. Dostaneme pak v case
O(logn) pro dany interval dvé ¢isla 4,5 € {1,...,n + 1}. Dvojice (i,j) odpovidd binarnimu
vyhledévacimu stromu s (j — ¢) listy. Celkem potfebujeme pamét

n n+l 3
>3 iy = U o)
i=1 j=i+1

Vsimnéme si, Ze pri radikalnim snizeni potfebné paméti (o dva fady), ztstal zachovan logarit-
micky vyhledavaci cas.

Dalsiho vylepseni tohoto ptistupu se d4 dosahnout tzv. kalibraci. Budeme vyhledavat na ose
x postupné ve dvou trovnich. Osa x bude rozdélena tzv. hrubou kalibraci na intervaly, jejichz
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% | Zadany interval

[ O ° O O ° O ° body na ose x

Hrub4 kalibrace

} |} |} < Jemn4 kalibrace

Obrazek 39: Kalibrace osmi bodi na ose a zasazené intervaly

hrani¢nimi body ztstavaji x-ové souradnice bodi mnoziny S, ale ne nutné vSechny. Jemnd
kalibrace nam uz konecné rozdéli kazdy interval hrubé kalibrace na konecné intervaly. Pri
vyhledévani podle zadaného intervalu [z1, z5] takto dostaneme dvojici hrubych intervalt, které
jsou intervalem [z1,xs] plné pokryty, a dvé dvojice jemnych intervalii po strandch krajnich
hrubych interval. Kazda dvojice hrubych intervalt ukazuje na néjaky vyhledavaci strom, a
kazda dvojice jemnych intervalii uvnitt jednoho hrubého intervalu ukazuje na sviij vyhledavaci
strom bodu S obsazenych v odpovidajicich pasech.

Na obrazku 39 je znazornéna kalibrace osmi bodi, rozdéleni na hrubé a jemné intervaly,
a dale hrubé i jemné intervaly, zasazené danym rozsahem (oznaceny 1 a 2). Obrazek ilustruje
specialni ptipad, kdy dvojice urc¢enych intervalii v obou kalibracich spolu sousedi. Obecné do-
staneme v hrubé kalibraci né€jakou dvojici intervalti a v jemné jednu nebo dvé dvojice, vzdy
uvniti jednoho hrubého intervalu.

Piedpokladejme, Ze hrubé kalibrace obsahuje n® intervaltt (0 < a < 1). Mame O(n?®)
moznych dvojic téchto intervald, a kazda takova dvojice ukazuje na strom o velikosti O(n).
Potfebnd pamét je tedy O(n?**1). Kazdé rozdéleni hrubé jednotky méa n'~“ jemnych intervalii,
hrubych jednotek je n®. Pro kazdou dvojici jemnych intervalt, kterych je v kazdém hrubém
intervalu O(n?1=®), si pamatujeme vyhledavaci strom o velikosti O(n'~®). Celkova pamét pro
jemnou kalibraci je tedy O(n32*). Spolu s hrubou kalibraci je potfebny prostor dohromady

O(n2a+1) + O(n3—2cx)

Minima dosdhneme pro o« = 1/2 (tedy hrubych intervalt je \/n, stejné jako jemnych uvnitf
kazdého hrubého), a toto minimum je O(n?). Casové se nic nezméni, pouze logaritmicky pro-
chazime tfi stromy za sebou (musi byt vyvazené), proto ¢as je O(3logn) = O(logn).

ZvySujeme-li pocet trovni kalibraci na k, vyjde vzdy optimum jako /n intervalii na kazdé
tirovni kalibrace, a vysledny prostor bude O(n!*2/*) pii zachovani logaritmického ¢asu.

5.6 Tvrzeni. Pro kazdé ¢ : 1 > ¢ > 0 Ize vyhledavani podle rozsahu v mnoziné n bodi
v roviné uskutecnit v ¢ase O(logn) pfi pamétové naroc¢nosti O(n'*e).

5.3 Rozsahovy strom

Pro dalsi metodu budeme potiebovat datovou strukturu vhodnou pro dynamické zpracovavani
tsecek s koncovymi body v pfedem znamé (statické) mnoziné hodnot. Tato datovéa struktura
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|
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6,778

Obrazek 40: Strom tsecek pro normalizovanou sadu bod na primce

nachazi velice rozmanité uplatnéni, my se s ni setkdme jesté v pristi kapitole. Proto ji zavedeme
obecnéji, nez budeme bezprostiedné potiebovat.

5.7 Definice. Zname-li predem mnozinu koncovych bodt uvazovanych tsecek, zkonstruujeme
strom usecek, ktery je ilustrovan na obrazku 40. Mame-li dano 2n moznych koncovych bodi,
dostaneme prave 2n — 1 tsecek, které uz neobsahuji zadné dalsi koncové body. Tyto tsecky jsou
pravé listy konstruovaného stromu tisecek. Konstrukce stromu je zfejméa z obrazku.

Strom useéek bude slouzit k uchovavani (aplikaci pozadovanych) informaci o uvazovanych
useckach. K pouziti potfebujeme implementovat operace INSERT a DELETE slouzici k vlozeni

a zruseni prislusné informace o dané tsecce. Budeme strucné hovorit o ,alokovani“ tsecky v
uzlech stromu.

Algoritmus 5.2 OPERACE INSERT NA STROMU USECEK

Vstup: Usecka (b, e) a kofen v tise¢kového stromu s uzly u = (B(u), E(u))
Viystup: Tentyz strom s alokovanou tseckou (b, e)
Vyvoldni: INSERT((b,¢),v)

1. if b < B(v) and e > E(v) then
1.1. alokuj (b,e) k v

2. else

2.1. if b < |(B(v) + E(v))/2] then
2.1.1. INSERT(b, ¢, LSON (v))
2.2. if [(B(v) + E(v))/2]| < e then
2.2.1. INSERT(b, ¢, RSON (v))



5.3 Rozsahovy strom 75

Tato procedura pracuje v ¢ase O(logn + s), kde s je ¢as potfebny k alokaci potiebné
informace. Zejména je z algoritmu patrné, ze kazda vstupni tsecka (b,e) bude alokovana
v O(log(e — b)) uzlech. Podrobnéjsi rozbor ukazuje, Ze interval (b,e) se rozlozi na nejvyse
[log(e — b)] + |log(e — b)| — 2 tsecek, které jsou uzly v naSem stromu usecek.

Procedura DELETE je zcela shodna s INSERT, az na vymeénu piikazu ,alokuj“ v 1.1 pfi-
kazem ,zrus alokaci“.

5.8 Priklad. Zpracovanirozsahového dotazu na pfimce pak lze provést tak, ze rozsah (ktery je
vlastné tseckou) zpracujeme procedurou INSERT pro strom tseéek vytvofeny pro zadané body
mnoziny S. V tomto ptipadé je vyznam piikazu ,alokuj* takovy, Ze na vystup dame vSechny
body mnoziny S patfici do prislusné usecky.

Nyni mtizeme navrhnout dalsi metodu zpracovani rozsahového dotazu, a to nad mnozinou
bodt v prostoru libovolné dimenze. Pracujeme obecné v d-dimenzionalnim prostoru a zpraco-
vavame postupné soufadnice x1,... ,x4. Pro dimenzi d = 1 definujeme rozsahovy strom jako
standardni vyhledavaci strom z prikladu 5.1.

Pro d > 2 definujeme rozsahovy strom jako strom tsecek 7™ pro mnozinu bodi na primce
{z1(p);p € S}. Vzali jsme tedy v tivahu pouze prvni soufadnice bodi a normovali a vytvorili
useckovy strom z predchozi podkapitoly. Do stromu se vSak nebudou vkladat zadné tsecky.

Vzory intervalii [B(v), E(v)] pro uzel v v projekci R? — R dané soufadnici x; oznacime
Sa(v). Jsou to ty body, jejichz prvni soutadnice lezi v intervalu odpovidajicim uzlu v, tedy
v8echny body p € S takové, ze B(v) < z1(p) < E(v). Pro tyto body definujeme mnoZinu
Sa—1(v) == {(x2(p), ... ,za(p));p € Sa(v)} bodl (d — 1)-ni dimenze, které vzniknou z Sy(v)
naopak odstranénim prvnich soutfadnic. Uzel v dale obsahuje ukazatel na rozsahovy strom
v dimenzi (d — 1) pro mnozinu S;_;(v).

Vsimnéme si, ze pro realizaci rozsahového stromu bude potfeba vice nez linedrné mnoho
pamétového prostoru. Rozsahovy strom nizsi dimenze se totiz konstruuje velice velkoryse. Je-
li napft. strom na obrazku 40 primarni strukturou rozsahového stromu, pak bod odpovidajici
bodu 7 po normovani se objevi jako (d — 1)-dimenzionalni bod v uzlech (4,91, (6,91, [6,8], |6,7
(je vhodné mit intervaly z jedné strany oteviené a z druhé zaviené, zde jsme pouzili zprava
zaviené, v opacném piipadé by se bod 7 objevil v uzlu ) Lze tedy zpozorovat pravidlo,
7e pro kazdy bod najdeme pravé jednu cestu z korene k listu stromu, pro niz je v kazdém
rozsahovém stromu dimenze (d — 1) odpovidajicim uzlu této cesty dany bod obsazen.

Vyhledavani probiha tak, ze kazdy z alokovanych intervalti pro soutadnici z; vede k dil¢imu
(d — 1)-rozmérnému problému. Vezmeme tedy interval rozsahu odpovidajici prvni soufadnici a
najdeme v rozsahovém stromu ty uzly, jejichz odpovidajici intervaly [B(v), E(v)] jsou celé v roz-
sahovém intervalu obsazeny, a to zaroven uzly nejvyse ve stromu, které této podmince vyhovuji.
V nich pak fesime stejny problém o dimenzi nizsi. V dimenzi 1 jde o problém z ptikladu 5.1.

Necht Q(n,d) je vyhledavaci ¢as pro n d-rozmérnych bodu. Dil¢ich problémi je

Q(n,d) = O(logn) + ¥ Q(n(v),d — 1),

kde sc¢itani probiha pfes alokované uzly v a n(v) = E(v) — B(v). Alokovanych uzld je méné nez
2[logn] — 2 a n(v) < n, proto mizeme aproximovat

Q(n,d) = O(logn).Q(n,d — 1)

Y Y Y
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Q(n,1) = O(logn) = Q(n, d) = O(log" n)
Podobnou tvahou odvodime potfebnou pamét
S(n,d) = O(nlog™* n)

5.9 Véta. Pomoci rozsahovych stromii Ize rozsahovy dotaz v d-dimenzich zvladnout v case
O(log?n) a paméti O(nlog® ' n).

5.10 Poznamka. S pouzitim podobné konstrukce jako v redukované vyhledavaci struktuie
pouzivané k vyhledavani v rovinnych rozdélenich (rozebird podkapitola 3.2.2) lze snizit Cas
potfebny pro algoritmus. Této technice se Fik& premostovdni, a spoc¢iva v pridéani jistych uka-
zateld mezi sekundarnimi stromy. Viz poznamka 3.16 a [Preparata-85]. Dosdhneme tak ¢asu
O(log** n) pfi prostoru O(nlog® ' n).

6 Ulohy o obdélnicich

V aplikacich se casto objevuji utvary, jejichz stény jsou kolmé na souradné osy. Hovorime o
1so-ortogonalnich objektech. V této kapitole se budeme zabyvat tillohami v roviné, zacneme ale
na pfimce, tedy s tseckami.

6.1 Mira sjednoceni asecek

Méame déano n intervald [ay,b1],... ,[an,b,] v R. Chceme ziskat miru (tedy celkovou délku)
jejich sjednoceni.

Uspotadame koncové body tisecek a budeme je postupné prochazet zleva doprava. Budeme
v kazdé chvili védét, uvniti kolika tsecek se nachazime. V kazdém bodé zvysime nebo snizime
tento pocet podle toho, zda jsme narazili na levy nebo pravy koncovy bod. Zaroven upravime
prubéznou miru, tedy pri¢teme vzdalenost k dalsimu bodu, pokud budeme uvniti alespon jedné
usecky.
Algoritmus 6.1 MIRA SJEDNOCENI INTERVALU

Vstup: tsecky [a1,b1],... ,|an, b,] na pfimce
Vystup: mira jejich sjednoceni

1. (X(1),...,X(2n)) := usporaddané posloupnost poc¢atecénich a koncovych bodu tsecek

2. X(0):=X(1)

3. M :=0

4. C:=0

5. fori:=1 to 2n do

5.1. if C' #0 then M := M + X (i) — X(i — 1)
5.2. if X (i) = levy konec then C:=C +1else C:=C —1

Casu dominuje krok &islo 1, tedy O(nlogn).
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6.2 Mira sjednoceni obdélniku

Stejnou tlohu nyni fesime pro obdélniky v roviné.

Pouzijeme metodu procesdvani. Procesavaci ptimka bude vertikalni a budeme prostor pro-
chazet zleva doprava. Zastavovat se budeme v krajnich bodech z-ovych intervali obdélnikii.
V kazdém takovém bodé spocitame miru sjednoceni tsecek, které protnou procesavaci primku,
a vynasobenou vzdalenosti k dalsimu vrcholu ji pficteme k pribézné pocitané mite.

Pti pfechodu od X (i — 1) k X (¢) musime obnovit miru sjednoceni pfislusnych intervali ve
sméru osy y. Pfi procesavani lze jako statut udalosti s vihodou pouzit tiseckovy strom z definice
5.7. Procedury na stromu tusecek si vSak musime zprecizovat, tzn. upresnit zptisob zachovavani
informace o mite. Nejprve tedy budeme definovat operace na stromu tsecek INSERT, UPDATE,
DELETE.

Globalni proménné: C(v) — pocet usefek, které jsou alokovany; m(v) — prispévek do miry

procedure INSERT(b, e, v)
1. if b < B(v) and E(v) < e then C(v) := C(v) + 1
2. else

(a) b < |(B(v) + E(v))/2] then INSERT(b, e, LSON (v))
(b) |(B(v)+ E(v))/2] < e then INSERT(b, e, RSON (v))

3. UPDATE(v)

Procedura DELETE je dudalni k INSERT, tj. misto pri¢itani se jednicka odecita.
procedure UPDATE(v)

1. if C(v) # 0 then m(v) := E(v) — B(v)
2. else

(a) if v neni list then m(v) := m(LSON (v)) + m(RSON (v))
(b) else m(v) :=0

Hlavni program bude vypadat takto:

Algoritmus 6.2 MIRA SJEDNOCENI OBDELNIKU

Vstup: Mnozina n iso-ortogonalnich obdélniki
Vystup: Mira jejich sjednoceni

1. do (X(1),...,X(2n)) uspofadame posloupnost x-ovych soufadnic bodt, v piipadé rov-
nosti spodni pfed vrchni (tj. véetné nésobnosti)

2. X(0):= X(1)
3. M:=0

4. inicializuj tseckovy strom 7' pro y-ové soufadnice bodu
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5. fort =1 to 2n do

5.1. ml :=m(root(T))
52, M :=M+mlx(X(@{G)—X(i—-1))
5.3. if X (i) je levy bod then
5.3.1. INSERT (b;, e;, root(T))
5.4. else
5.4.1. DELETE(b;, e;, root(T"))

Prochazime O(n) bodi, v nichz providdime logaritmické operace na stromé usecek, tedy algo-
ritmus probéhne v ¢ase O(nlogn).

Stoji za povsimnuti, ze pro obdélniky jsme v kazdém bodé méli vlastné za kol spocitat
miru sjednoceni n usecek, tedy tloha se ndm redukovala na problém o dimenzi nizsi. Tento
pristup lze uplatnit v libovolné dimenzi.

Pro objekty podobné ortogonalnim obdélnikiim obecné v R? lze aplikovat proéesivani po-
stupné ve vSech dimenzich az dojde na pfimku. Napf. pro d = 3 redukujeme tlohu na feseni n
problémi v R?, celkovy ¢as je tedy O(n?logn). Diky této tivaze dostdvame nasledujici vétu.

6.1 Véta. Mira sjednoceni iso-ortogonalnich objektii v R% d > 2, se d4 spocitat v cCase
O(n?tlogn)

6.2 Poznadmka. Pro d > 3 to vsak jde zvladdnout v ¢ase O(n?~1) pomoci datové struktury
zvané quad-tree — viz [Finkel-74].

6.3 Obvod sjednoceni obdélniku

Obvod sjednoceni obdélnikti (délka hranice) lze spocitat stejnou metodou jako miru jejich
sjednoceni. Budeme opét pouzivat strom tsecek jako statut procesavaci primky pri procesavani,
musime vSak upravit nékteré ¢asti algoritmu tak, abychom dostali obvod misto miry.

Vertikalni komponenty pfispivaji pfi piechodu od X (i—1) k X (¢) pravé délkou m;, pouzitou
uz v predchozim algoritmu.

Necht P; je sjednoceni disjunktnich komponent statutu udalosti. Pocet disjunktnich kompo-
nent v P; vynasobeny dvéma ulozim do parametru . K adrzbé parametru « je tfeba parametria
LBD(v), RBD(v):

LBD(v) =1 je-li B(v) dolni bod intervalu v [B(v), E(v)] N P,
LBD(v) =0 jinak
RBD(v) =1 jeli E(v) horni bod intervalu v [B(v), E(v)| N P;
RBD(v) =0 jinak

Algoritmus je velmi podobny jako algoritmus na spo¢itdni miry sjednoceni obdélniku (6.2),
proto uvedeme pouze zmény v procedufe UPDATE a hlavnim programu.

procedure UPDATE

1. if C(v) # 0 then
(a) a(v) :=2;m(v) := E(v) — B(v)
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(b) LBD(v) :=1; RBD(v) :=1
2. else if v neni list tt then
a) a(v) := a(LSON (v)) + a(RSON (v)) — 2% RBD(LSON (v)) * LBD(RSON (v))
b) LBD(v) := LBD(LSON (v))

)
)
(¢) RBD(v) := RBD(RSON (v))
(d) m(v) := m(LSON (v)) +m(RSON (v))

(
(

3. else LBD(v) =0, RBD(v) =0, a(v) =0, m(v) =0

Algoritmus 6.3 OBVOD SJEDNOCENI OBDELNIKU

Vstup: Mnozina n iso-ortogonalnich obdélniki
Vystup: Obvod jejich sjednoceni

1. do (X(1),...,X(2n)) usporddame posloupnost x-ovych souradnic bodt, v piipadé rov-
nosti spodni pied vrchni

3. m0:=0;P:=0
4. inicializuj tseckovy strom 1" pro y-ové soufadnice bodu
5. fori =1 to 2n do

5.1. al := a(root(T))
5.2. if X (i) je levy bod then
5.2.1. INSERT (b;, €;, root(T))
5.3. else
5.3.1. DELETE(b;, e;, root(T))
5.4. ml := m(root(T))
55. P:=alx*(X(i)— X(i—1))+|ml—m0|+ P
9.6. m0 :=ml

Cas: pii n zastavenich prodesavaci piimky, kdy kazdé spotiebuje logaritmicky ¢as, dostdvame
celkovy ¢as O(nlogn).
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pP1 = [xhyl] gNE = [anyl]

qgsw = [xh yz] P2 = [£U2, y2]

Obrazek 41: SW a NE body k nesrovnatelné dvojici bodi

6.4 Uzavéry sjednoceni obdélnika

6.3 Definice. O bodech p; = (x1,41),p2 = (22,y2) Tekneme, ze jsou neporovnatelné, jestlize
(1 — 22) (11 — y2) <O.

V takovém piipadé nazveme body qsw = (71,y2) a gvg = (X2,41), kde 71 < 2 a y2 < y1 ,
SW (South-West) a NE (North-East) body k bodtm py, ps (viz obrazek 41).

6.4 Definice. Oblast R C R? je NE- (resp. SW-) uzaviena, jestlize pro kazdé dva neporov-
natelné body py, ps € R lezi i jejich gng (resp. gsw) v R.

6.5 Véta. NE-, SW- i NE-SW-uzavér sjednoceni ortogonalnich obdélnikii Ize spocitat v case
O(nlogn).

Dikaz: Da se najit algoritmus pouzivajici opét metodu procesdvani pracujici v tomto case.
Popisuje jej napt. [Preparata-85]. O
SW-uzavér sjednoceni obdélniki méa praktické uplatnéni v databazich.

7 Planovani pohybu robota

7.1 Motivace

Jednim z hlavnich cili robotiky je konstrukce samostatnych roboti, tj. robotli, kterym staci
fict co maji délat, ale uz ne jak to maji délat. Mimo jiné to znamena, Ze robot musi byt
schopen planovat si vlastni cestu. K tomu ale potiebuje znat prostfedi ve kterém se pohybuje.
To spociva napt. ve znalosti rozmisténi prekazek v prostoru. Pomoci téchto znalosti se mtze
robot pohybovat aniz by se s nékterou prekazkou srazil.

V této kapitole se pokusime nastinit zakladni techniky pouzivané pfi planovani pohybu.
Obecny problém je vSak prilis slozity a proto pouzijeme nékolik zjednoduseni. Budeme se po-
hybovat pouze ve 2-rozmérném prostoru, vSechny prekazky budeme uvazovat statické a budeme
také predpokladat, ze robot se mtize pohybovat vSemi sméry.
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7.2 Pracovni prostor a konfigurac¢ni prostor

7.1 Definice. Predpoklddejme, Ze robot R je jednoduchy mnohothelnik se souradnicemi
[z1,v1], - -+, [Tn, Yn). Konfiguraci R rozumime vektor (z,y), znac¢ime R(x,y). V konfiguraci
R(z,y) mad R soufadnice [x1 + z,y1 + ¥],...,[zn + x,yn + y]. R(0,0) tedy miZzeme ztotoz-
nit s vlastnim robotem. Pracovnim prostorem robota R rozumime mnozinu S = {P,... , P}
prekazek.

Muze-1i se robot i otacet, je jeho konfigurace R(z,y, ¢).

7.2 Definice. Prostor parametri robota R nazyvame konfiguracnim prostorem a znacime

C(R).

7.3 Poznamka. Pro planarniho robota ktery se mtize jen pohybovat je C(R) rovno R? a pro
robota, ktery se miiZe i otacet je to R? x (0, 360).

Nyni tedy mame vzajemé jednoznacnou korespondenci mezi body konfigura¢niho prostoru
a umisténim robota v pracovnim prostoru. Ne vSsechny body konfigura¢niho prostoru jsou vsak
pripustné. Pripustné jsou jen ty body v nichz se robot v odpovidajicim bodé pracovniho prostoru
nedotyka zadné prekazky.

7.4 Definice. Zakdzanym prostorem, znacime C,(R,S), rozumime ty body konfigura¢niho
prostoru R, které odpovidaji bodiim v nichz se R protind s néjakou prekazkou ze S. Ostatni
body C(R) nazyvame volngm prostorem a znacime C,(R,S).

Kazda cesta robota pracovnim prostorem odpovida kiivce v konfiguraénim prostoru. Do-
konce kazdéa bezkolizni cesta odpovida kiivce v volnym prostoru. Nyni umime pfenaset jak
robota, tak i cestu z pracovniho do konfiguera¢niho prostoru. Ted to jesté naucime prekazky.

7.5 Definice. Mnozinu bodu p € C(R) takovych, ze R(p) se protina s prekdzkou P nazjvame
konfiguracnim prostorem prekazky P, zkracené C-prekazkou P.

7.3 Bodovy robot

Drtive nez se budeme zabyvat obecnym mnohothelnikovym robotem, podivejme se jak vypada
situace je-li robot jediny bod. Mozna se to zda byt prilis velkym zjednodusSenim, ale ukazeme,
7e to neni tak docela pravda. Méjme tedy robota R a mnozinu mnohothelnikovych disjunktnich
prekazek Py, ..., P, jejichz celkovy pocet cholt e n. Pro naseho bodového robota konfiguracni i
pracovni prostory splyvaji. Nebudeme se zabyvat hledanim jediné cesty robota, ale pokusime se
reprezentovat volny prostor vhodnou datovou strukturou pomoci které budeme moci co mozna
nejrychleji nalézt libovolnou cestu robota.

Pro zjednoduseni situace si pfidame jesté jednu obdélnikovou piekazku B takovou, ze
vSechny prekazky lezi uvnitt tohoto obdélniku a prekazka samotna je vnéjsek tohoto obdél-
niku. Mame tedy

Cp:B\UPi-
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K reprezentaci C, pouzijeme lichobé&Znikovou mapu. LichobéZnikovad mapa mnoziny ohranice-
nych tsecek dostaneme tak, ze z kazdého koncového bodu tsecky spustime dveé tsecky. Jednu na-
horu a jednu doltt az narazi bud na dalsi useku nebo na hranici. Sest4 kapitola knihy [Berg-97]
uvadi pravdépodobnostni algoritmus, ktery dokaze najit lichobéznikovou mapu v ocekdvaném
¢ase O(nlogn) 9. Nyni uvedeme algoritmus pocitajici C,, ktery tento algoritmus pouziva.

Algoritmus 7.1 SPOCTI VOLNY PROSTOR

Vstup: Mnozina disjunktnich mnohothelnikt S
Vystup: Lichobéznikova mapa C,(R,S) pro robota R

1. Bud F mnoZina hran mnohotthelnikd z S

2. Vypoéti lichobéznikovou mapu 7 (E) algoritmem LICHBEZNIKOVA MAPA

3. Vymaz z T (E) lichobéZniky, které lezi uvnitf néjakého mnohothelniku z S

Zbyva jen promyslet, jak rozhodnout, lezi-li lichobéznik uvnitt prekazky nebo ne. To je ale
jednoduché, protoze vime ke které prekazce patii horni i dolni hrana kazdéhu lichobéznika.
O tom zda méame lichobéznik vymazat nebo ne umime vzhledem k uspofddani hran v 7 (E)
rozhodnout v konstantnim case. Dostavame tedy nasledujici lemma.

7.6 Lemma. Lichobéznikovou mapu volného prostoru (znacime T (C,)) bodového robota po-
hybujiciho se v prostoru disjunktnich mnohotihelnikovych prekazek s celkem n hranami miizeme
spocitat pravdépodobnostnim algoritmem v oc¢ekdvaném case O(nlogn).

Jak pouzit 7(C,) k nalezeni cesty robota z pozice p; do p.? Jsou-li ps i p. ve stejném
lichobézniku, je to snadné, nebot cesta je prave tsecka p,p.. V opa¢ném piipadé zkonstruhujeme
atlas v 7(C,). Tento atlas je graf vlozeny do C,. Kromé prvni a posledni ¢asti bude cesta vést
po tomtu grafu. Zkonstruhujme nejprve vrcholy tohoto grafu. Vrcholem budou stfedy vsech
lichobéznikt a také stfedy vsSech vertikalnich hran dvou sousednich lichobéznikti. Hrany bodou
pravé ty spojnice dvou vrcholi z nichz jeden lezi v centru lichobéznika a druhy na jeho hranici.
Pouziti atlasu k nalezeni cesty cesty z ps do p. demostruje nasledujici algoritmus.

Algoritmus 7.2 SPOCITEJ CESTU

Vstup: Lichobéznikova mapa T (C,), atlas G a startovni a cilova pozice ps a p.
Vystup: Cesta z p, do p. pokud existuje, oznameni Ze neexistuje jinak

1. Najdi lichobézniky A, a A. obsahujici ps a p,.
2. if A, nebo /A, neexistuji then

2.1. return Cesta neexistuje. ps; nebo p. lezi v zakdzaném prostoru
3. else

3.1. Budte v, resp. v. vrcholy G ve stfedu A, resp. A\,

6Zatim nebude uveden. Mon4 ¢asem budu-li na to mit ¢as.
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3.2. Najdi v G cestu z v do v. pomoci prohledévani do Sirky
3.3. if takova cesta neexistuje then

3.3.1. return Cesta z p, do p. neexistuje
3.4. else

3.4.1. return Vrat cestu slozenou z usecky z p, do vy, cesty z v, do v, v G a tsecky
z v, do p.

Prodiskutujme nejdrive korektnost algoritmu. Kazda vracend cesta je bezkolizni, protoze
vSechny tseky kazdé cesty lezi uvniti lichobézniki, které celé lezi v volném prostoru. Naopak
existuje-li néjaka cesta z py do p., musi p, i p. lezet v néjakém lichobé&zniku v C,. Cesta z
ps do p. musi prochézet posloupnosti lichbéznika Ay, Ag, ..., Ak. Z definice je A, = A; a
A, = A\y. Bud v; stfed A; a necht cesta vede z A\; do A;;1, pak A; a /\;;1 musi byt sousedni
a mit spolecnou svislou hranu. Z konstrukce atlasu G plyne, ze v G existuje cesta z v; do v;41
skladajici se ze dvou hran, existuje tedy cesta z vy do v, a algoritmus prohledavani grafu do
sitky néjakou takovou cestu najde.

Podivejme se nzni na c¢asovou slozitost tohoto algoritmu. Konstrukce lichobéznikové mapy
zabere ¢as O(nlogn). Nalezeni A, a A, zabere O(n). Prohledavani do 8itky je linedrni vzhledem
k velikosti grafu. Pocet vrcholt G je linearni vzhledem k poc¢tu vrcholt prekazek. Pocet hran je
také linearni, protoZe se jednd o planarni graf. Prohledavani tedy zabere ¢as O(n). Cas k vypsani
cesty je zhora omezen po¢tem hran v G, ktery je O(n). MuZeme tedy formulovat nésledujici
vetu.

7.7 Véta. BudR bodovy robot a S mnozina mnohotihelnikovych piekazek s celkem n hranami.
Pak si muzeme predpocitat S v ocekdvaném case O(nlogn) tak, Ze kazdou cestu robota R
miizeme najit v ¢ase O(n) pokud existuje, pfipadné ve stejném case rozhodnout, Ze neexistuje.

Ptedchozi véta nam zarucuje nalezeni cesty pokud existuje, nefika vsak nic o tom nakolik
je takto nalezena cesta optimalni.

7.4 Minkowského sumy

7.8 Definice. Minkovského soumou mnozin S;, Sy C R2?, znaéime S; @ Ss, rozumime mnozinu

S1® 52 = {(pz + ¢o: Py + @); (P2: Py) € 51, (¢, Gy) € S2}-
Déle pro p € S a S C R? definujme —p := (—p,, —p,) a =S :={—p;p € S}.

Jednoduchym pozorovanim vidime, ze maximalni bod Minkowského sumy P & R, kde P a
R jsou roviné objekty, ve sméru d je souctem maximalnich bodd P a R ve sméru d.

7.9 Véta. Minkowského suma P & R dvou konvexnich mnohotihelniki s n a m hranami je
také konvexni mnohotihelnik s nejvice n + m hranami.

Diikaz: Konvexnost plyne piimo z definice. Vezméme hranu e z P® R. Tato hrana je maximalni
ve sméru své normaly. Musi byt tedy generovana body z P a R které jsou maximalni v témze
sméru. Navic bud v P nebo R (nebo i v obou) musi byt hrana, kterd je v tomto sméru také
maximalni. Poznamenejme si tuto hranu. Timto zpiisobem je kazda hrana oznacCena nejvice
jednou. Celkovy pocet hran P @ R je tedy maximalné n + m. a
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7.10 Definice. Dvojici rovinych objektli 0; a 05 nazyvame parem pseudodiski, jestlize mnoziny
01\02 a 02\02 jsou souvislé. Mnozinu objektii nazveme mnozinou pseudodiski, jestlize kazda
dvojice objektl je par pseudodikii.

7.11 Véta. Budte P, a P, disjunktni konvexni mnohothelniky a R konvexni mnohothelnik.
Pak Minkowského sumy P, & R a P, ® R tvori par pseudodiskii.

Diikaz: Diikaz se provede tak, ze predpokladame existenci alespon dvou souvislych kompo-
nent (P, & R)\(P, @ R) a jednoduchymi hratkami s maximalnimi sméry dojdeme ke sporu.
O

7.12 Véta. Slozitost sjednoceni mnoziny mnohotihelnikovych pseudodiskii s celkem n hranami

je O(n).

Diikaz: Dikaz se provede tak, ze kazdy vrchol sjednoceni piitadime néjakému vrcholu né-
jakého pseudodisku tak, ze kazdy vrchol je pfifazen nejvice dvakrat. To vede k hranici 2n pro
slozitost sjednoceni. O
Algoritmus 7.3 MINKOWSKEHO SUMA

Vstup: Konvexni mnohothelniky P a R s vrcholy vy,... v, a wy,... ,w,, setfidénymi proti
sméru pohybu hodinovych rucic¢ek tak, ze v; a w; maji nejmensi y-ové souradnice (pii-
padné i z-ové)

Vystup: Minkowského suma P @ R

l.i+1,5+1
2. Upg1 ¢ V1, Wipg1 < Wy
3. repeat

3.1. Piidej v; + w; do P® R

3.2. if Z(vvi41) < Z(w;wjqq) then
321 1+ 1+1

3.3. else if Z(v;vi41) > Z(wjwjy1) then
331 jej+1

3.4. else

34.1. i+ i+1
342, j+ j+1

4. untili=n+land j=m+1

Vyrazem Z(uv) znacime thel, ktery svird vektor ud s kladnym smérem osy z.

Algoritmus pracuje v linedrnim case, protoze pfi kazdém priichodu cyklu se inkrementuje
bud 7 nebo j a po dosazeni hodnoty n + 1 resp. m + 1 tato jiz neroste. K ditkazu korektnosti
algortimu lze vyuzit stejné argumenty jako v diikaze véty 7.9. Mizeme tedy formulovat vétu.

7.13 Véta. Minkowského suma dvou konvexnich mnohotihelniki s n resp. m vrcholy je mozné
spocitat v ¢ase O(n + m).
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7.5 Mnohuhelnikovy robot

7.14 Definice. C-piekazkou P, znac¢ime CP, rozumime mnozinu
CP :={(z,y) € C(R); R(z,y) N P # 0}.
7.15 Véta. Bud R robot a P prekazka. Pak CP = P @ (—R(0,0)).

Diikaz: Nasim cilem je ukazat, Ze mnoziny R(z,y) a P maji neprazdny prinik, pravé tehdy,
kdyz (z,y) € P ® (—R(z,y)).

Predpokladejme nejprve, ze ¢ = (¢s, qy) lezi v R(z,y) N P. Z toho, ze ¢ € R(z,y) mame
(¢z — ,qy —y) € R(0,0) neboli (—¢, + z,—¢q, +y) € —R(0,0). Protoze ¢ € P dostavame
(z,y) € P& (=R(0,0)).

Naopak, necht (z,y) € P& (—R(0,0)). Pak musi existovat (r,,r,) € R(0,0) a (p,,p,) € P
takové, ze (z,y) = (px — Tz, Dy —1y), CGili (pz, py) = (rz +2,7,+y) coz implikuje R(z,y) NP # 0.

O

7.16 Véta. Bud R konvexni mnohotihelnikovy robot a S mnozina mnohotihelnikovych pieka-
zek s celkem n hranami. Pak slozitost volného prostoru C,(R,S) je O(n).

Diikaz: Nejdfive natriangulujeme kazdou prekazku. Tim dostaneme mnozinu O(n) troji-
helnikti. Povoleny prostor je doplnék sjednoceni C-piekazek téchto trojihelnikti. Podle véty
7.11 tvorii tedy mnozinu pseudodiskil a podle véty 7.12 ma jejch sjednoceni linedrni slozitost.

O

Zbyva najit algoritmus hledajici volny prostor. Misto toho uvedeme algoritmus, ktery pocita
zakézeny prostor a ten volny dostaneme jako jeho doplnék. Pfipomenme, ze mame-li mnozinu
{Py, ..., P,} trujthelniki ziskanych triangulaci prekazek, je

C.= HCP,- = QB @ (=R(0,0)).

K vypoctu jednotlivych Minkowského sum miizeme pouzit algoritmus 7.3.

Algoritmus 7.4 ZAKAZANY PROSTOR

Vstup: Mnozina C-ptekazek CPq,... ,CP,
Vystup: Zakézany prostor C,

1. if n=1 then
1.1. return CP;
2. else

2.1. C! < Zakdzany prostor(Pi,. .. , Pp,/21)
2.2. C? < Zakdzany prostor(Pl,a)+1, . .- » Pn)
2.3. return C! U C?
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7.17 Lemma. C, konvexniho robota a mnoziny mnohothelnikovych prekazek s celkem n hra-
nami Ize spocitat v ase O(nlog®n).

Diikaz: Mnohothelnik s m hranami umime triangulovat v ¢ase O(mlogm). Je-li tedy m; slozi-
tost prekazky P;, pak triangulace vSech ¢ prekazek trva pravé O(nlogn), protoze

t t
Zmilogmi < Zmilogn = nlogn.
i=1 i=1

Spocitat v8echny C-prekazky trava celkem O(n). Sjednoceni z fadku 2.3 1ze podle druhé kapitoly
knihy [Berg-97] provést v ¢ase O((ny + na + k) log(ny + ny)), kde ny, ny a k je slozitost CL, C2
a Cl UC2. Podle vety 7.16 je slozitost volného a tedy i zakadzaného prostoru linedrni vzhledem
k celkové slozitosti vSech ptrekazek. ny, ny i k jsou tedy vSechny O(n) a slozitost fadku 2.3 je
tedy O(nlogn). Pro celkovou slozitost algoritmu tedy dostavame rekurentni formuli 7'(n) =
T([n/2]) + T(|n/2]) + O(nlogn). Jejim fesenim je O(nlog®n).
O
Nyni mame spocitan volny prostor a muzeme pokracovat jako v kapitole 7.3 o bodovém
robotovi. Spocitame lichobéznikovou mapu volného prostoru a atlas. Pro startovni a cilovou
pozici v pracovnim prostoru najdeme odpovidajici body v konfigura¢nim prostoru, najdeme
cestu pomoci lichobéznikové mapy a atlasu a vysledek preneseme zpét do pracovniho prostoru.
Néasledujici véta nam shrnuje predchozi vysledky.

7.18 Véta. Bud R konvexni mnohotihelnikovy robot a S mnozina disjunktnich mnohothel-
nikovych prekazek s celkem m hranami. Pak si mizeme predpocitat S v ocekavaném case
O(nlog®n) tak, Ze kazdou cestu robota R miiZeme najit v ¢ase O(n) pokud existuje, piipadné
ve stejném case rozhodnout, ze neexistuje.

7.6 Rotacéni robot

Méjme konvexniho mnohotihelnikového robota R, ktery se mtze pohybovat a otacet v prostoru
tvofeném mnozinou P, . .. , P, disjunktnich mnohothelnikovych prekazek. Konfiguracni prostor
robota je tedy R? x (0,360). V tomto piipadé je CP definovano jako

CP = {(x,4,¢) € R x (0,360); R(x,y,6) N P # 0}.

Volny prostor je opét komplement sjednoceni C-prekazek. Uz samotna C-prekazka je pomérné
komplikovana a tim vice volny prostor. Zjednodusime si tedy cely problém v tom smyslu, ze
nebudeme uvazovat libovolné ¢, ale dovolime robotovi pootocit se jen o néjaky pevné stanoveny
thel 360/k, ¢imz nam vznikne kjakychsi ,Fezi“. Pro kazdé ¢; =i - (360/k) ¢ = 0,... ,k =1
spoc¢itame Fez volného prostoru. Nyni muzeme pro kazdé R (0,0, ¢;) spocitat T; a G; s vyuzitim
teorie z predeslych kapitol. Pohyb robota se ted sklada ze dvou typt pohybu. Bud to je klasicky
pohyb v jednom fezu, nebo pootocCeni coz reprezentuje preskok z fezu prislusného ¢; do ¢;.1.
Ted potFebujme spojit G; do G. Udélame to tak, Ze pro kazdé dvé sousedni lichobé&znikové mapy
T; a Ti+1 (index 0 ztotoziniujeme s k) sestrojime jejich prekryv (kapitola 2 knihy [Berg-97]). Tim
najdeme vSechny dvojice Ay € T; a Ay € T;11 které se protinaji. Necht bod (z,y,0) je z tohoto
priniku. Do G priddme vrvholy (z,y, ¢;) a (x,y, ;41 a spojime je hranou. Cesta vedouci pies
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tuto hranu bude reprezntovat ono pootoceni. Vrchol (z,y, ¢;) spojime hranou se stiedem A a
(x,y, ¢ir1 se stfedem As. Tyto hrany lezi v pfislusnych fezech a odpovidaji tedy obyc¢ejnému
pohybu. Ted kdyz mame sestrojen graf G, mizeme hledat cestu z R(zs, ys, ¢s) do R(Zc, Ye, c)-
Nejdfive najdeme nejblizsi fezy k ¢, a ¢.. V téchto fezech nejdeme odpovidajici lichobézniky A
a A\, obsahujici startovni a cilovou pozici. Pokud alespon jeden z nich neexistuje, lezi néktery z
bodt v zakdazaném prostoru a cesta neexistuje. V opa¢ném ptipadé ur¢ime vrholy v, a v, grafu
G lezici v stfedech Ay a A.. Nyni mizeme v G najit cestu z vy do v. (pokud existuje). Cela
cesta se tedy sklada z péti casti. Nejdiive otoceni do fezu ¢;, dale z posunuti do v, cesty z v,
do v. v G, posunuti do (z, Y., ¢;) a otoceni do (., Y., ¢.)-

Tato metoda méa jednu drobnou vadu: neni vzdy korektni. V nékterych ptipadech miize
algortimus chybné ohlasit, Ze cesta neexistuje. Nastava to napt. kdyz startovni bod lezi ve vol-
ném prostoru, ale tento bod v nejblizsim fezu uz lezi v zakazaném prostoru. Dalsi chybou mtize
byt, Ze nalezena cesta nemusi byt bezkolizni. Posuny jsou v porfadku. Problémy mtze zptsobit
otaceni. Tyto problémy muze zptsobit ,naptl“ pootoceny robot. Oba dva problémy mtizeme
castecné Tesit zvySenim poctu fezi, ale korektnost vysledku nam to nezaruci. K vyreseni dru-
hého problému miizeme pouzit maly trik. Misto robota R budeme uvazovat robota vzniklého z
R tak, ze R pootoc¢ime ve sméru i proti sméru pohybu hodinovych rucicek o 360/k a budeme
uvazovat konvexni obal takto vzniklé plochy R’. Lichbéznikové mapy a graf budeme pocitat
s pouzitim R’ misto R. Plati Ze cesta nalezenéd pro robota R’ je bezkolizni pro R. Problém s
nenalezenim existujici cesty tim vSak vyfeSen neni.
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