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 �� K�ivky zadan� f
x� y� � x� � y� a f
x� y� � x� � x� � y�

� P��klady a motivace

P�edm�tem 
klasick�� algebraick� geometrie je studium objekt� zadan�ch algebraick��
mi rovnicemi nebo parametrizacemi� zejm�na jejich geometrick�ch vlastnost�


V t�to  vodn� ��st� si uvedeme n�kolik motivuj�c�ch p��klad� a pokus�me se diskuto�
vat probl�my souvisej�c� s vhodn�m vymezen�m t��dy objekt�� kter� budou p�edm�tem
na�eho z�jmu


��� K�ivky v a�nn� rovin� R�� Ka�d� nenulov� polynom f
x� y� ve dvou prom�n�
n�ch zad�v� !k�ivku" v R� rovnic� f
x� y� � �
 Jde tedy o mno�inu nulov�ch bod�
jednoho polynomu f � budeme ji zna�it K � V
f�
 Odvo#te si� �e je�li f � f� � � � fk�
pak V
f� � V
f�� � � � � � V
fk�


P��klady takto zadan�ch k�ivek jsou ovedeny na obr�zc�ch � � �


��� Parametrizace k�ivek� K�ivky se m��eme pokusit zadat rovnicemi x � f
t��
y � g
t�� kde f� g � R$t%
 K�ivka je pak zadan� jako !polynomi�ln� vlo�en�" re�ln�
p��mky do roviny


Nap��klad rovnice x � �� � t� y � t
� � t�� d�v� k�ivku V
x� � x� � y��� viz

obr�zek �
 
Tuto parametrizaci snadno odvod�te v�po�tem pr�nik� p��mek y � tx s
na�� k�ivkou� tj
 parametrizujeme sm�rnic� t�chto p��mek
�

O n�co v�ce k�ivek obdr��me� kdy� budeme v parametrizaci uva�ovat pod�ly poly�
nom� f � f�

f�
� g � g�

g�

 Hovo��me pak o racion�ln� parametrizaci
 P��kladem m��e b�t

parametrizace kru�nice

x �
�t

� � t�
� y �

�� � t�

� � t�

kterou obdr��me tzv
 stereogra�ckou projekc�� viz
 obr�zek �
 
Spo�t�te si sami&� V�im�
n�me si� �e tentokr�t vlo�en� re�ln� p��mky d� pouze !skoro v�echny body" paramet�
rizovan� variety� jeden z nich 
tj
 bod z kter�ho prom�t�me� toti� nen� dosa�iteln� pro
��dnou hodnotu parametru t
 To nen� zp�sobeno na�� ne�ikovnost�� z rozd�ln�ch topolo�
gick�ch vlastnost� p��mky a kru�nice toti� vypl�v�� �e glob�ln� parametrizace existovat
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Obr
 �� K�ivky zadan� f
x� y� � �x� � �x�y � y� � �y� � y� a f
x� y� � x� � y�

nem��e


��� Probl
my s R��

� Proto�e R nen� algebraicky uzav�en� pole� m�me probl�my s existenc� ko�en�
polynom�
 V d�sledku toho se p�i mal� zm�n� koe�cient� zad�vaj�c� rovnice m��e
drasticky zm�nit v�sledn� varieta
 Nab�z� se pracovat s komplexn�mi polynomy v
C $x� y% a jimi zadan�mi podmno�inami c C � 
 To n�s nemus� nijak d�sit� naopak
na�e p�vodn� re�ln� k�ivky jsou obsa�eny ve sv�ch !komplexi�kac�ch" 
re�ln�
polynomy prost� ch�peme jako komplexn�� kter� maj� n�hodou re�ln� koe�cienty�
a pouze z�sk�v�me bohat�j�� n�stroje pro popis jejich vlastnost� 
imagin�rn� te�ny
apod
�


� Chyb� n�m !nevlastn� body"
 Nap�
 p�i parametrizaci kru�nice m��eme chyb�j�c�
bod popsat jako obraz jedin�ho nevlastn�ho bodu re�ln� p��mky� tj
 bodu v !ne�
kone�nu"
 T�chto probl�m� se nejl�pe zbav�me t�m� �e budeme pracovat v tzv

projektivn�m roz���en� 
re�ln� nebo komplexn�� roviny


Nazna�en� technick� postup sice s sebou nese pon�kud slo�it�j�� algebraick� apar�t�
vede ale k daleko bohat�j��� p�ehledn�j�� a symetri�t�j�� teorii


��	 P��klad �Komplexn� kru�nice�� Uva�me mno�iny bod� X� � V
z���z����� �
C
� pro libovoln� � � R n f�g
 P��slu�n� re�ln� k�ivky jsou

X�
R
� X� � R� �

��
�kru�nice s polom�rem

p
� � � �

� � � �

Budeme ps�t zj � xj � iyj � xj �
p��yj� je tedy X� zad�no jako podmno�ina v R�

syst�mem dvou re�ln�ch rovnic

Re
z�� � z�� � �� � x�� � x�� � y�� � y�� � � � �

Im
z�� � z�� � �� � �
x�y� � x�y�� � �
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 �� Stereogra�ck� projekce kru�nice

Lze proto o�ek�vat� �e X� bude !dvourozm�rn� plocha" v R�� zkus�me si ji p�edstavit
jako plochu v R� ve vhodn�m pr�m�tu R� 	 R�
 Zvolme si za t�m  �elem zobrazen�

�� � 
x�� x�� y�� y�� 
	 
x�� x��
x�y� � x�y�q

x�� � x���

�

Ozna�me je�t� V podmno�inu v R� zadanou druhou na�� rovnic�� tj


V � f
x�� x�� y�� y��' x�y� � x�y� � �� 
x�� x�� �� 
�� ��g�
Z �en� zobrazen� �� na V je invertibiln� a jeho inverze �� je d�na

�� � 
u� v� w� 
	 
u� v�
�vwp
u� � v�

�
uwp
u� � v�

��

V�imn�me si nyn�� �e �
�x�y� � x�y�q

x�� � x��

�
A�

� y�� � y��

a odtud vypl�v�

��
V �X�� � H� � f
u� v� w�' u� � v� � w� � j�j � �g�
Nyn� m��eme slo�it zkonstruovan� zobrazen�

�� � X� 	 V
���	 R

� n f
�� �� ��g � H�
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 �� Zobrazen� komplexn� kru�nice do R�

a pro ka�d� � � � z�sk�me bijekci �� � X� 	 H�
 Re�ln� ��st t�to variety je !neju���
kru�nice" na jednod�ln�m rota�n�m hyperboloidu H�� viz
 obr�zek �


Pro � � � m��eme zopakovat p�edchoz�  vahy� pouze v de�nici �� p�ehod�me
prom�nn� x a y a znam�nka�

�� � 
x�� x�� y�� y�� 
	 
�y���y�� �y�x� � y�x�q

y�� � y���

�

co� p�ivod� zm�nu inverze ��

�� � 
u� v� w� 
	 

�vwp
u� � v�

�
uwp
u� � v�

��u��v��

Nyn� je op�t H� jednod�l� rota�n� hyperboloid� ov�em jeho re�ln� ��st je X�
R
� �


V komplexn�m p��pad� m��eme pozorovat� �e p�i spojit� zm�n� koe�cient� se v��
sledn� varieta v�t�inou v podstat� nem�n�� a� na jist� !kastastro�ck�" body� kdy m��e
doj�t ke kvalitativn�mu skoku
 (�k� se tomu princip permanence
 V re�ln�m p��pad�
tento princip v�bec neplat�


��
 Projektivn� roz���en� p��mky a roviny� Re�ln� prostor P�
R� je de�nov�n jako
mno�ina v�ech sm�r� v R�� tj
 jeho body jsou jednorozm�rn� podprostory vektorov�ho
prostoru R�


Komplexn� projektivn� prostor P�
C � je de�nov�n jako mno�ina v�ech sm�r� v C � �
jeho body jsou tedy jednorozm�rn� podprostory komplexn�ho vektorov�ho prostoru C � 


Analogicky� body re�ln�ch� resp
 komplexn�ch� dvourozm�rn�ch projektivn�ch pro�
stor� jsou de�nov�ny jako sm�ry v R�� resp
 C � � viz
 obr�zky �� �
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Obr
 �� Ilustrace de�nice projektivn�ch ro���en�

p	r�imka nevlastn�ich bod�u

vlastn�i body se sou	radnicemi �x� y� ��

p	r�imka zadan�a dv	ema body

x

y

z

Obr
 �� Projektivn� ro���en� a�nn� roviny
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Zkusme si nyn� roz���it de�nici stereogra�ck� projekce tak� aby kru�nice byla para�
metrizov�na body P�
R�
 Pod�vejme se tedy� jak bude vypadat odpov�daj�c� zobrazen�
P�
R�	 P�
R��
 Body v projektivn�ch roz���en�ch budeme zad�vat tzv
 homogenn�mi
sou�adnicemi� kter� jsou d�ny a� na spole�n� n�sobek
 Nap�
 body v P�
R� budou

x � y � z�


Kru�nice v rovin� z � � je d�na jako pr�nik ku�ele sm�r� zadan�ch rovnic� x� �
y� � z� � � s touto rovinou
 Inverzi k sterogra�ck� projekci 
tj
 na�� parametrizaci
kru�nice� m��eme nyn� zapsat takto�


t � �� 
	 

�t

� � t�
�
t� � �
t� � �

� �� � 
�t � t� � � � t� � ���

P�itom je pro t �� � 
t � �� � 
�t� � �t� a p�vodn� stereogra�ckou projekci 
tj
 inverzi
p�edchoz� zobrazen�� m��eme tak� zapsat pomoc� line�rn�ho p�edpisu


x � y � z� 
	 
y � z � x�

kter� roz�i�uje na�� parametrizaci i na nevlastn� bod 
� � �� 
	 
� � � � ��
 Zobrazn�
cel�ho P�
R� na kru�nici m� pak !line�rn�" z�pis

P�
R� 
 
x � y� 
	 
�x � x� y � x� y� � P�
R��

Pod�vejme se je�t�� jak jednoduch� je spo��st p��mo vzorec pro stereogra�ckou pro�
jekci v projektivn�ch roz���en�ch� Vlo��me si P�
R� jako body s homogenn�mi sou�ad�
nicemi 
t � � � �� a mezi line�rn�mi kombinacemi bod� 
� � � � ��� 
tj
 p)l ze kter�ho
prom�t�me� a 
x � y � z� 
obecn� bod kru�nice� mus�me naj�t ten� kter� m� sou�adnice

u � � � v�
 Jedin� mo�nost je bod 
x � � � z � y�� co� je n�� p�edchoz� vztah


��� Probl
my� M��eme si nyn� vyty�it probl�my� kter�mi se budeme zab�vat

� Jak vhodn� de�novat obecn� objekty podobn� k�ivk�m� zejm�na ve vy���ch di�
menz�ch*

� Jak� algebraick� n�stroje m�me k dispozici pro studium takov�ch objekt�*

� Jak� jsou vhodn� zobrazen� zachov�vaj�c� podstatn� vlastnosti na�ich objekt�*

� Jak poznat� �e geometrick� vlastnosti dvou objekt� na�� t��dy jsou stejn�*

� Jak nal�zt body na�ich objekt�� v nich� se v�razn� projevuj� jejich vlastnosti� a
jak studovat chov�n� objektu v okol� takov�ch bod�*

� Jak studovat glob�ln� vlastnosti na�ich objekt�*
Zdaleka se n�m nepoda�� uspokojiv� vypracovat odpov�di na v�echny nazna�en� ot�zky�
na konci p�edn��ek by v�ak poslucha� m�l m�t alespo+ jistou p�edstavu� jak� techniky
by k uspokojiv� teorii v�st mohly


��� Singularity k�ivek� Zat�m budeme  pln� ignorovat z�sadn� probl�m� jak budou
na�e  vahy t�kaj�c� se k�ivky K � V
f� z�viset na volb� de�nuj�c�ho polynomu f 

Z technick�ch d�vod� v�ak budeme p�edpokl�dat� �e neexistuj� polynomy g� h takov��
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�e f � gh
 Rovnici f � � budeme ��kat redukovan� rovnice nerozlo�iteln� k�ivky K a
stupe+ polynomu f je stupe� k�ivky K


Ka�d� p��mka L v a�nn�m prostoru R� je zad�na parametricky rovnicemi 
x� y� �

a� b�� t
u� v�
 Dosazen�m do polynomu f dostaneme polynom g
t� � f
a� tu� b� tv�
v jedn� prom�nn� t
 Body pr�niku L�K jsou d�ny ko�eny tohoto polynomu
 N�sobn�
ko�eny t� vypov�daj� o dotyku vy���ho ��du a zad�vaj� te�ny k�ivky K v bodech 
a�
t�u� b � t�v�
 Zvol�me�li pevn� bod 
a� b� � K� a hled�me 
u� v� takov�� aby t � � byl
n�sobn� ko�en� dostaneme vztah

dg

dt
�
�f

�x

a� b� � u� �f

�y

a� b� � v� � ��

Tato rovnice m� prostor �e�en� dimenze � pr�v�� kdy� alespo+ jedna z parci�ln�ch
derivac� f v 
a� b� je nenulov�
 Takov� body naz�v�me regul�rn� body k�ivky K
 Ostatn�
jsou singul�rn� body k�ivky K


��� Te�ny v singul�rn�ch bodech� Pr�v� studium chov�n� k�ivky v okol� singu�
l�rn�ch bod� n�m pod� dobrou informaci o cel� k�ivce
 V�echny p��mky proch�zej�c�
takov�m bodem sice maj� dotyk vy���ho ��du� jist� je ale v�echny nechceme pova�ovat
za te�ny
 Podle Taylorovy v�ty 
snad dob�e zn�m� z matematick� anal�zy� m� polynom
f rozvoj v singul�rn�m bod� 
a� b�

f
x� y� � f
a� b�� �z 	
�� proto�e 	a�b�K


�
�f

�x

a� b�
x� a� �

�f

�y

y � b�� �z 	

�� proto�e je 	a�b
 singul�rn�

�

�
��f

�x�

a� b�
x� a�� �

��f

�x�y

a� b�
x� a�
y � b� �

��f

�y�

a� b�
y � a�� � � � �

P�edpokl�dejme� �e fr
x � a� y � b� �
Pr

i��
�rf

�xi�yr�i

a� b�
x � a�i
y � a�r�i je prvn�

nenulov� homogenn� ��st
 Pak mno�ina v�ech �e�en� 
u � v� rovnice fr
u� v� � � d�v�
sm�rov� vektory te�en v singul�rn�m bod	 
a� b�
 Mno�inu v�ech t�chto te�en naz�v�me
te�n
 ku�el k�ivky K v singul�rn�m bod� 
a� b�


��� P��klad� Pro n�m ji� zn�mou kubickou k�ivku K � V
x��x��y�� snadno spo��
teme� �e jej� jedin� singul�rn� bod je 
�� ��� prvn� nenulov� homogenn� ��st polynomu
je x� � y�� te�n� ku�el je tedy tvo�en dv�ma p��mkami x� y � �� viz
 obr�zek �


���� Objekty ve vy���ch dimenz�ch� P��mou analogi� k�ivek v C � jsou plochy v
C �� kter� jsou op�t zad�ny jedin�m polynomem
 Pokud chceme obdr�et k�ivky v C � �
mus�me pou��t polynomy alespo+ dva� tj
 k�ivku zad�me jako pr�nik dvou ploch


Pro plochy m��emepo��tat te�ny v regul�rn�ch bodech a te�n� ku�ely v singul�rn�ch
bodech velmi podobn� jako tomu bylo u k�ivek v rovin�
 Nap�
 v regul�rn�ch bodech
je alespo+ jedna parci�ln� derivace nenulov� a z�skan� rovnice pro sm�rov� vektory
p��mek maj�c�ch prot�n�n� vy���ho stupn� bude m�t prostor �e�en� kodimenze jedna�
tj
 pro plochy v R� dostaneme pr�v� te�n� roviny
 V singul�rn�ch bodech dostaneme
opravdov� analogie ku�el� 
kter� ov�em mohou zdegenerovat nap�
 na dvojici rovin�
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 �� Te�n� ku�el k�ivky V
x�� x�� y�� v singul�rn�m bod� a plocha V
x�� y�z��
z�� � R�

Jako p��klad k�ivek n�m m��e slou�it tzv
 tvistovan� kubika V
y � x�� z � x�� v
R

� zn�zorn�n� 
v�etn� odpov�daj�c�ch ploch z de�nuj�c�ch polynom�� na obr�zku 	

Uv�domme si� �e u k�ivek u� de�nice te�n�ch prostor� nen� zdaleka tak jednoduch�

Uvid�me� �e ve skute�nosti nen� ani tak slo�it� te�n� prostory v regul�rn�ch bodech
de�novat� jako je spolehliv� spo��st z generuj�c�ch polynom�


���� Deformace singularit� Jednoduch� postup jak zjistit chov�n� k�ivky v okol�
regul�rn�ho bodu je spo��st jej� te�nu v tomto bod�
 Pro singul�rn� body je to s te�nami
slo�it�j��� �asto v�ak sta�� libovoln� m�lo pozm�nit vhodn� parametr 
tj
 koe�cient�
de�nuj�c�ho polynomu a singularita vymiz�
 D�ky principu permanence pak z chov�n�
te�en pro bl�zk� hodnoty parametru m��eme usuzovat na typ p�vodn� singularity
 Ji�
jsme se potkali se singularitou v po��tku u k�ivek V
x��y�� a V
x��x��y��
 Uva�me
polynomy

f� � x� � y� � �� g� � x� � 	x� � y�� h��� � x� � 	x� � y� � ��

Polynomy f� a g� d�vaj� prvn� z na�ich k�ivek� g� d� druhou

Pod�vejme se nejprve na chov�n� k�ivek V
g��
 Snadno spo�teme� �e v�dy maj�

pouze jeden singul�rn� bod 
�� ��� jeho typ je ov�em zcela odli�n� pro 	 � � a 	 � �

Je�li 	 kladn�� pak n�m vyjdou dv� re�ln� te�ny ve sm�rech 
� � �p	�� zat�mco pro
	 � � vyjdou ob� te�ny imagin�rn�� je proto po��tek izolovan�m bodem k�ivky� viz

lev� obr�zek na �


P�i deformac�ch f� je situace je�t� daleko jednodu���
 Pro nenulov� � toti� budou
v�echny body k�ivky regul�rn�� viz
 prav� obr�zek na �


V obou p��padech z�sk�v�me jasnou p�edstavu o typu singularity Neilovy paraboly
V
x� � y��
 Diskuz� sou�asn�ch deformac� h��� dosp�jeme ke k�ivce hodnot parametr�
V
���V
�� ��


�
 �� pro kter� k�ivky obsahuj� n�jak� singul�rn� bod� pro v�echny hodnoty
vn� t�to k�ivky jsou v�echny body regul�rn�
 Tvar k�ivky se p�itom podstatn� m�n�



� P��KLADY A MOTIVACE �

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5

0

0.5

1

1.5

2

-3

-2

-1

0

1

2

3

Obr
 	� Tvistovan� kubika v R�
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 �� Deformace singularit k�ivek
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pouze p�i p�echodech mezi uveden�mi �ty�mi oblastmi
 Hodnoty odpov�daj�c� Neilov�
parabole jsou pr�v� jedin�m bodem spole�n�m v�em �ty�em oblastem


� Projektivn� roz���en� a�nn�ho prostoru

��� De�nice� n�rozm	rn
 projektivn� prostor nad polem K je mno�ina jednorozm�r�
n�ch podprostor� v Kn��� zna��me jej Pn
K�
 Je�li p � Pn
K�� naz�v�me libovoln�
nenulov� vektor x � 
x�� � � � � xn� � p � Rn homogenn� sou�adnice bodu p
 P��eme
p � 
x� � � � � � xn�


��� V�ta� Podmno�iny Ui � f
x� � � � � � xn� � Pn
K�' xi �� �g jsou a�nn� prostory se
zam	
en�m K

n � P
itom P
n
K� n Ui

�� Pn��
K��

D�kaz
 Homogenn� sou�adnice jsou ur�eny jednozna�n�� a� na n�sobek skal�rem z
K
 Proto�e K je pole a xi �� �� lze v�dy naj�t pr�v� jeden skal�r 
 � K tak� �e


x�� � � � � 
xn� maj� na i�t�mm�st� �
 Touto volbou u� jsou zbyl� hodnoty 
x�� � � � � 
xn
d�ny jednozna�n�
 T�m tedy m�me zkonstruov�no zobrazen�

� � Kn 	 Ui� 
y�� � � � � yn�	 
y�� � � � � yi� �� yi��� � � � � yn�

a z�ejm� jde o bijekci
 Naopak� zobrazen�

� � Ui 	 Kn � 
x�� � � � � xi��� xi� xi��� � � � � xn�	 �
xi

x�� � � � � xi��� xi��� � � � � xn�

je dob�e de�nov�no a plat� � � � � idUi� � � � � idKn

Z�ejm� plat� Pn
K� n Ui � f
x� � x� � � � � � xn� � Pn
K�' xi � �g
 P�itom zbyl�

skal�ry x�� � � � � xn jsou op�t ur�eny a� na n�sobek a zobrazen�

� � Pn
K� n Ui 	 Pn��
K�


x� � x� � � � � � xi�� � � � xi�� � � � � � xn�	 
x� � � � � � xi�� � xi�� � � � � � xn�

je dob�e de�novan� bijekce
 �

��� Pozn�mka� Mno�ina Hi � Pn
K�nUi se naz�v� projektivn� nadrovina bod� v ne�
kone�nu
 Cel� projektivn� prostor Pn
K� lze tak� zkonstruovat tak� �e za�neme s a�nn�
rovinou U� a vytvo��me jej� !projektivn� roz���en�" p�id�n�m H� � Pn��
K�� kde H� lze
ch�pat jako mno�inu sm�r� v U� 
de�novan�ch jako t��da ekvivalence rovnob��n�ch
p��mek v Kn �


Sou�adn� pak vznikl� prostor popisujeme tak� �e pro !kone�n� body" 
x�� � � � � xn� �
U� u��v�me sou�adnice 
�� x�� � � � � xn�� zat�mco pro !body v nekone�nu" u��v�me sou�
�adnice 
�� y�� � � � � yn� � H�� a v�echny sou�adnice jsou ur�eny a� na n�sobek jedno�
zna�n�


��	 P��klad� V a�nn�m prostoru R� uva�ujme dv� p��mky L� � y � x � � � � a
L� � y � x� � � �

Jestli�e budeme body p��mek L� a L� ch�pat jako kone�n� body 
tj
 body v U�� v



� PROJEKTIVN� ROZ
��EN� AFINN�HO PROSTORU ��

projektivn�m prostoru P�
R��� budou zjevn� jejich homogenn� sou�adnice 
x � y � z�
spl+ovat rovnice

L� � y � x� z � �� L� � y � x� z � ��

Pod�vejme se� jak budou rovnice t�chto p��mek vypadat v sou�adnic�ch v U�
 Za t�m
 �elem sta�� dosadit y � � do p�edchoz�ch rovnic�

L�� � � � x� z � �� L�� � �� x� z � �

Nyn� jsou !nekone�n�" body na�� p�vodn� a�nn� roviny U� d�ny vztahem z � � a vid��
me� �e na�e p��mky L�� a L

�
� se prot�naj� v bod� 
�� �� �� � U�
 To odpov�d� geometrick�

p�edstav�� �e rovnob��n� p��mky L�� L� � U� v a�nn� rovin� se prot�naj� v nekone�nu

a to v bod� 
� � � � ���


��
 De�nice� Projektivn� p��mka v projektivn�m prostoru Pn
K� je mno�ina bod�
p � Pn
K� takov�� �e jejich homogenn� sou�adnice p � 
x� � � � � � xn� zapln� pr�v�
v�echny nenulov� vektory ��rozm�rn�ho podprostoru v Kn�� 


Obecn�� podprostor v Pn
K� dimenze k je mno�ina bod�� jejich� homogenn� sou�ad�
nice vypln� 
k����rozm�rn� podprostor v Kn�� 
 Ekvivalentn�� k�rozm�rn� podprostor
v Pn
K� je podmno�ina v Kn�� � zadan� v homogenn�ch sou�adnic�ch syst�mem 
n�k�
nez�visl�ch line�rn�ch homogenn�ch rovnic


��� P��klad�

�� Ka�d� dv� r�zn� p��mky v P�
R� se prot�naj� v jednom bod�
 
Je�li L� � ax�by�
cz � �� L� � dx�ey�fz � � a 
a � b � c� �� 
d � e � f�� pak homogenn� sou�adnice bod�
pr�niku jsou v�echna �e�en� syst�mu t�chto dvou nez�visl�ch homogenn�ch rovnic
 Jde
tedy o pr�v� jeden bod v P�
K�
�

�� Ka�d� dva r�zn� body v P�
R� ur�uj� jedinou p��mku je obsahuj�c�
 
Dosazen�m
homogenn�ch sou�adnic dvou r�zn�ch bod� do obecn� rovnice ax� by� cz � � p��mky
v P�
K� z�sk�me syst�m dvou nez�visl�ch rovnic pro koe�cienty a� b� c� proto dostaneme
pr�v� jedno �e�en� a� na n�sobek
�

�� Ka�d� dv� r�zn� roviny v P�
R� se prot�naj� v jedin� projektivn� p��mce
 
Roviny
jsou d�ny rovnicemi �� � a�x�b�y�c�z�d�w � �� �� � a�x�b�y�c�z�d�w � �� kter�
jsou nez�visl�� proto�e �� �� ��
 Prostor v�ech �e�en� syst�mu t�chto dvou rovnic je tedy
dvourozm�rn�� proto zad�v� projektivn� p��mku
 Spo�t�te si� �e pro rovnob��n� roviny
v a�nn� rovin� U� dostaneme p��mku� jej�� v�echny body le�� v H�� tzv
 projektivn�
p��mku bod� v nekone�nu&�

��� Projektivn� sou�adn
 syst
my� Podle na�� de�nice je Pn
K� mno�ina v�ech
jednorozm�rn�ch podprostor� v Kn�� a pomoc� standardn�ch sou�adnic 
tj
 standard�
n� b�ze� v Kn�� jsme de�novali homogenn� sou�adnice
 Zcela stejn�m zp�sobem lze
ov�em pou��t libovolnou b�zi v Kn��
 Op�t bude ka�d� jednorozm�rn� podprostor za�
d�n sou�adnicemi libovoln�ho sv�ho nenulov�ho vektoru ve vybran� b�zi
 Hovo��me o
projektivn�m sou�adn�m syst�mu ur�en�m baz� e�� � � � � en prostoru Kn�� 
 Podobn� jako
pro homogenn� sou�adnice jsou projektivn� sou�adnice 
x�� � � � � xn� bodu p � Pn
K� 
v
p��slu�n� projektivn� sou�adn� soustav�� d�ny vektorem v � p� v � x�e� � ���� xnen


Z line�rn� algebry zn�me� jak se m�n� sou�adnice vektor� p�i zm�n�ch baz�� v�dy
se jedn� o n�soben� vhodnou invertibiln� matic� 
zleva�
 Nech, tedy jsou v Kn zvoleny
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b�ze e�� � � � � en a e��� � � � � e
�
n a p��slu�n� matice p�echodu A nech, m� prvky aij
 Tzn
� �e

sou�adnice x � 
x�� � � � � xn� odpov�daj� sou�adnic�m x� � 
x��� � � � � x
�
n� � A � xT 
 
Mus�

tedy platit ei � a�ie
�
� � � � �� anie

�
n
�

Naopak� kdykoliv zvol�me invertibiln� matici A s n� � ��dky a sloupci� dostaneme
zobrazen� Pn
K� 	 Pn
K�� kter� homogenn� sou�adnice xT zobraz� na A � xT 
 Takov�
zobrazen� naz�v�me kolineace a je z�ejm�� �e matice kolineace je ur�ena a� na n��
sobek skal�rem
 Pod�vejme se nyn�� jak takov� kolineace mohou vypadat
 V a�nn�ch
podprostorech U�� U� � Pn
K� z�sk�me zejm�na speci�ln� volbou matic tvaru

A �

�
BBBB�

� � � � � � �
a�� a�� a�� � � � a�n









an� an� an� � � � ann

�
CCCCA � B �

�
BBBB�
b�� b�� b�� � � � b�n
� � � � � � �









bn� bn� bn� � � � bnn

�
CCCCA

v�echny a�nn� transformace U� 	 U� a v�echny a�nn� transformace U� 	 U�
 V�imn��
me si� �e pevnou volbou a�� � �� resp
 b�� � �� jsme ji� jednozna�n� vybrali matici A�
resp
 B� zad�vaj�c� danou kolineaci
 Sou�iny matic t�chto dvou typ� ji� snadno z�sk�me
v�echny invertibiln� matice
 Vid�me� �e kolineace jsou p�esn� zobrazen�� kter� z�sk�me
!roz���en�m" a�nn�ch zobrazen� na cel� projektivn� roz���en� a�nn�ch prostor�


��� Pozn�mka� Obecn�ji� projektivn� prostor P
V � je de�nov�n jako mno�ina jedno�
rozm�rn�ch podprostor� ve vektorov�m prostoru V a kolineace jsou takov� zobrazen�
� � P
V �	 P
W �� pro kter� existuj� invertibiln� line�rn� zobrazen� � � V � W � tak �e
�
hvi� � h�
v�i

��� Projektivn� nadroviny� Projektivn� podprostory v Pn
K� dimenze n � � se
naz�vaj� projektivn� nadroviny
 Vznikaj� �e�en�m jedin� nenulov� rovnice a�x� � � � � �
anxn � � pro homogenn� sou�adnice
 Proto�e koe�cienty t�to rovnice jsou ur�eny a� na
n�sobek� lze nadrovinu ztoto�nit s bodem 
a� � a� � � � � � an� � Pn
K�
 Proto se mno�in�
v�ech nadrovin v Pn
K� ��k� du�ln� projektivn� prostor k prostoru Pn
K�
 Tento prostor
ozna�ujeme Pn
K��


���� De�nice� Jsou�li M � Pn
K� a M � � Pn
K� dv� mno�iny bod� takov�� �e
existuje kolineace � � Pn
K� 	 Pn
K� spl+uj�c� �
M� � M �� pak ��k�me� �e mno�iny
M a M � jsou projektivn	 ekvivalentn�


���� Body v obecn
 poloze� Je evidentn�� �e v�b�rem sou�adnic� tj
 popisem n��
jak�ho objektu v homogenn�ch nebo jin�ch projektivn�ch sou�adnic�ch nemohou b�t
ovlivn�ny geometrick� vlastnosti studovan�ho objektu
 Zejm�na mus� b�t v�echny geo�
metrick� vlastnostnosti invariantn� vzhledem k p�soben� kolineac�
 V�imn�me si nyn�
nejjednodu���ch objekt�� kone�n�ch podmno�in bod� projektivn�ch prostor�


O 
n � �� bodech p�� � � � � pn�� � Pn
K� �ekneme� �e jsou v obecn� poloze� jestli�e
neexistuje projektivn� nadrovina � � Pn
K� obsahuj�c� v�echny pi� i � �� � � � � n � �

O mno�in� bod� M � Pn
K� mohutnosti v�t�� ne� n � � �ekneme� �e je v obecn�
poloze� je�li ka�d� jej� podmno�ina n � � bod� v obecn� poloze
 Je z�ejm�� �e v�e�
chny mno�iny M � p�� � � � � pn�� bod� v obecn� poloze jsou projektivn� ekvivalentn�




� POLYNOMY ��


Zvol�me�li nenulov� vektory v� � p�� � � � � vn�� � pn��� jsou tyto jist� line�rn� nez��
visl� a proto m�me b�zi na Kn�� � tj
 projektivn� sou�adnice na Pn
K�� ve kter� je
p� � 
� � � � � � � � � � ��� p� � 
� � � � � � � � � � ��� � � � � pn�� � 
� � � � � � � � ��
�
���� V�ta� Bu�te p�� � � � � pn�� a q�� � � � � qn�� dv	 skupiny bod� v Pn
K� v obecn�
poloze� Pak existuje kolineace � � Pn
K� 	 P

n
K� takov�� �e �
pi� � qi�

D�kaz
 Proto�e body p�� � � � � pn�� jsou v obecn� poloze� de�nuj� jejich libovoln� zvolen�
homogenn� sou�adnice v Kn�� projektivn� sou�adnice na Pn
K�
 Homogenn� sou�adnice
bodu pn�� pak m��eme vyj�d�it jako


xn��
� � � � � � xn��

n � � 
�
x�� � � � � � x�n� � � � �� 
n��
xn��
� � � � � � xn��

n ��

P�itom v�echny koe�cienty 
�� � � � � 
n�� mus� b�t nenulov�� proto�e jinak by n�kter�ch
n�� bod� le�elo v jedn� nadrovin�
 Tot�� plat� pro body q�� � � � � qn��� nech, tedy bod
qn�� m� sou�adn� vyj�d�en�


yn��
� � � � � � yn��

n � � -
�
y�� � � � � � y�n� � � � �� -
n��
yn��
� � � � � � yn��

n ��

Zvol�me 
jednozna�n� ur�en� a invertibiln�� line�rn� zobrazen� � � Kn�� 	 Kn�� zob�
razuj�c� 

i
xi�� � � � � x

i
n� na -
i
yi�� � � � � y

i
n�� i � �� � � � � n��
 P��slu�n� kolineace � zobraz�

pi na qi a


xn��
� � � � � � xn��

n � 
	 -
�
y�� � � � � � y�n�� � � �� -
n��
yn��
� � � � � � yn��

n � � 
yn��
� � � � � � yn��

n �

�

� Polynomy

��� De�nice� Nech, K je komutativn� okruh
� Polynom f nad okruhem koe�cient�
K je v�raz f � anx

n � � � � � a�x � a�� kde an� � � � � a� � K� an �� �
 (�k�me� �e f m�
stupe� n� zna��me deg f � n
 Mno�inu v�ech polynom� nad okruhem koe�cient� K 
v
prom�nn� x� zna��me K$x%


Polynom lze v�dy ch�pat jako zobrazen�� f � K 	 K� b 
	 f
b� � anb
n�� � ��a�b�a�


Sou�et polynom� f � anx
n � � � � � a� a g � bmx

m � � � � � b� je d�n form�ln�m
se�ten�m koe�cient�

f � g � anx
n � � � � � a� � bmx

m � � � �� b� � 
a� � b�� � 
a� � b��x� � � �

a sou�in polynom� f a g je d�n form�ln�m sou�inem

f � g � 
a� � � � �� anx
n�
b� � � � �� bmx

m� �
n�mX
j��



jX

i��

aibj�i�xj�

Takto de�novan� s��t�n� a n�soben� zad�v� na K$x% strukturu komutativn�ho okruhu s
jedni�kou


�Uvid�me v dal��m� �e budeme uva�ovat v�hradn� okruhy bez d�litel� nuly	
�Pro rozumn
 okruhy K jsou si dva polynomy f a g rovny �jako form�ln� v�razy
 pr�v�� kdy� ur�uj�

stejn
 zobrazen�	
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S��t�n� a n�soben� polynom� je kompatibiln� se s��t�n�m a n�soben�m zobrazen�� tj


f � g�
a� � f
a�� g
a� a 
f � g�
a� � f
a�g
a�
 V�imn�me si� �e znak � zna�� n�soben�
v okruhu K$x% zat�mco n�soben� v K zna��me prost�m z�et�zen�m v�raz�


��� Polynomy v�ce prom�nn�ch� Okruhy polynom� v prom�nn�ch x�� � � � � xr de�
�nujeme induktivn� vztahem

K$x�� � � � � xr% �� K$x�� � � � � xr��%$xr%�

Nap�
 K$x� y% � K$x%$y%� tzn
 �e uva�ujeme polynomy v prom�nn� y nad okruhem
K$x%
 Snadno si ka�d� ov��� 
prove#te si to&�� �e polynomy v prom�nn�ch x�� � � � � xr lze
ch�pat jako v�razy vznikl� z p�smen x�� � � � � xn a prvk� okruhu K kone�n�m po�tem

form�ln�ho� s��t�n� a n�soben� v komutativn�m okruhu
 Nap��klad prvky v K$x� y% jsou
tvaru

f � an
x�yn � an��
x�yn�� � � � �� a�
x�

� 
amnx
m � � � �� a�n�yn � � � �� 
bp�xp � � � �� b���

� c�� � c��x� c��y � c��x
� � c��xy � c��y

� � � � �

Pro zjednodu�en� z�pisu zav�d�me tzv
 multiidexovou symboliku
Multiindex 
 d�l�
ky r je r�tice nez�porn�ch cel�ch ��sel 

�� � � � � 
r�
 Cel� ��slo j
j � 
� � � � � � 
r

naz�v�me velikost multiindexu 

 Stru�n� pak p��eme x� m�sto x��� x��� � � � x�rr 
 Pro po�
lynomy v r prom�nn�ch pak m�me symbolick� vyj�d�en� velice podobn� obvykl�mu
zna�en� pro polynomy v jedn� prom�nn��

f �
X
j�j�n

a�x
�� g �

X
j�j�m

a�x
� � K$x�� � � � � xr%�

(�k�me� �e f m� celkov� stupe+ n� je�li alespo+ jeden z koe�cient� s multiindexem 

velikosti n nenulov�


Okam�it� se tak� nab�zej� analogick� vzorce pro s��t�n� a n�soben� polynom�

f � g �
X

j�j�max	m�n



a� � b��x�

fg �
m�nX
j	j��

�
� X
����	


a�b��x	
�
A

kde multiindexy se s��taj� po slo�k�ch a form�ln� neexistuj�c� koe�cienty pova�ujeme
za nulov�


Samoz�ejm� mus�me ov��it� �e tyto vzorce opravdu popisuj� s��t�n� a n�soben� v
induktivn� de�novan�m okruhu polynom� v r prom�nn�ch
 Dok��eme to indukc� p�es
po�et prom�nn�ch
 P�edpokl�dejme� �e vztahy plat� v K$x�� � � � � xr��% a po��tejme sou�
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�et

f � ak
x�� � � � � xr���xkr � � � �� a�
x�� � � � � xr��� �


X
�

ak��x
�

�
xkr � � � �

g � bl
x�� � � � � xr���x
l
r � � � �� b�
x�� � � � � xr��� �

�
�X

�

bl��x
�

�
Axkr � � � �

f � g �
�
a�
x�� � � � � xr��� � b�
x�� � � � � xr���



�

�
�
a�
x�� � � � � xr��� � b�
x�� � � � � xr���



xr � � � �

�
�X

	


ak�	 � bk�	�
x�� � � � � xr���	


xkr � � � ��

�X
	


a��	 � b��	�
x�� � � � � xr���	



�
X
		�j



aj�	 � bj�	�
x�� � � � � xr���	xjr�

Podobn� se provede d�kaz pro sou�in 
prove#te&�


��� Lemma� Jestli�e v okruhu K nejsou d	litel� nuly� pak tak� v okruhu polynom�
K$x�� � � � � xr% nejsou d	litel� nuly�

D�kaz
 Budeme postupovat indukc� p�es po�et prom�nn�ch r
 � Pro r � � uva�ujme
polynomy f � anx

n
� � � � � � a�x� � a� a g � bmx

m � � � � � b�� p�i�em� bm �� � a
an �� �
 Vedouc� �len sou�inu fg je anbmx

n�m� proto�e anbm �� �� zejm�na tedy je
sou�in nenulov�ch polynom� op�t nenulov�


Pokud tvrzen� plat� pro r � � prom�nn�ch� pak pou�ijeme p�edchoz�  vahu pro
okruh polynom� v jedn� prom�nn� xr s koe�cienty v K$x�� � � � � xr��%
 �

��	 Pod�lov
 t�leso� Nech, K je komutativn� okruh 
s jedni�kou� bez d�litel� nuly

Jeho pod�lov� t	leso de�nujeme jako t��dy ekvivalence dvojic 
a� b� � K � K� b �� ��
kter� zapisujeme a

b
� a ekvivalence je d�na

a

b
�
a�

b�
� ab� � a�b�

S��t�n� a n�soben� de�nujeme prost�ednictv�m reprezentant� t��d

a

b
�
c

d
�
ad� bc

bd
a

b

c

d
�
ac

bd

Snadno se ov��� korektnost t�to de�nice a v�echny axiomy komutativn�ho t�lesa
 Zejm��
na je �

� neutr�ln� prvek vzhledem ke s��t�n�� �
� je neutr�ln� prvek vzhledem k n�soben�

a pro a �� �� b �� � je a
b
b
a
� �

� 

Pod�lov� t�leso okruhu K$x�� � � � � xr% naz�v�me t	leso racion�ln�ch funkc� a zna��me

je K
x� � � � � � xr�


�D�kaz lze v
st tak
 p��mo s pou�it�m multiindexov�ch formul� pro sou�in� ale museli bychom si
nade�novat ur�it
 vhodn
 uspo��d�n� monom�� abychom mohli pracovat s vedouc�m koe�cientem	
Zkuste si to�
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��
 D�litelnost a nerozlo�itelnost� Nech,R je komutativn� okruh bez d�litel� nuly

(ekneme� �e b je d�liteln� a a p��eme ajb� jestli�e existuje c � R takov�� �e b � ac
 Plat�

�
 je�li ajb a z�rove+ bjc pak tak� ajc
�
 ajb a z�rove+ ajc pak tak� aj

b� �c� pro v�echny 
� � � R

�
 aj� pro v�echny a � R

�
 je�li b � ac a b �� � pak c je jednozna�n� d�no volbou a� b 
pro b � ac � ac� toti�
� � a
c� c�� a a �� ��

�
 invertibiln� prvky v R 
naz�v�me je jednotky� tvo�� komutativn� podgrupu vzhle�
dem k operaci n�soben�

�
 ka�d� prvek a � R je d�liteln� v�emi jednotkami e � R a jejich n�sobky ae 
plyne
z existence e���

(ekneme� �e prvek a � R je nerozlo�iteln
� jestli�e je d�liteln� pouze jednotkami
e � R a jejich n�sobky ae
 (ekneme� �e okruh R je obor integrity s jednozna�n
m
rozkladem� jestli�e plat�

�
 pro ka�d� nenulov� prvek a � R existuj� nerozlo�iteln� a�� � � � � ar � R takov� �e
a � a�a� � � � ar

	
 jsou�li prvky a�� � � � � ar a b�� � � � � bs nerozlo�iteln�� nejsou mezi nimi ��dn� jednot�
ky a a � a�a� � � � ar � b�b� � � � bs pak je r � s a ve vhodn�m p�euspo��d�n� plat�
aj � ejbj pro vhodn� jednotky ej


��� P��klad�

�� Zje obor integrity s jednozna�n�m rozkladem

�� Ka�d� pole 
komutativn� t�leso� je obor integrity s jednozna�n�m rozkladem 
a

ka�d� nenulov� prvek je jednotka�

�� Nech, R m� prvky tvaru a� �

Pk
i�� ai

�
�ni
p
xmi



kde a�� � � � � ak �Z�mi� n �Z
�


Pak jednotky jsou pouze prvky ��� v�echny prvky s a� � � jsou rozlo�iteln�� ale nap�

v�raz x nelze vyj�d�it jako sou�in nerozlo�iteln�ch
 
Nerozlo�iteln�ch je zde p��li� m�lo
�

��� V�ta� Je�li R obor integrity s jednozna�n�m rozkladem� pak tak� okruh polynom�
R$x�� � � � � xr% je obor integrity s jednozna�n�m rozkladem�

D�kaz
 My�lenka d�kazu je velice jednoduch�
 Sta�� toti� prov�st d�kaz pro polynomy
v jedn� prom�nn� nad oborem integrity s jednozna�n�m rozkladem R a zbytek plyne
p��mo z induktivn� de�nice polynom� v�ce prom�nn�ch
 Uva�ujme tedy f � R$x%
 Je�li
f rozlo�iteln�� pak je f � f�f�� kde ��dn� z polynom� f�� f� � R$x% nen� jednotka

P�edpokl�dejme na chv�li nav�c� �e je�li f d�liteln� nerozlo�iteln�m polynomem h� pak
jist� h d�l� f� nebo f�


Pokud tomu tak v�dy bude� doc�l�me postupnou aplikac� p�edchoz�  vahy jedno�
zna�n� rozklad
 Pokud je toti� f� d�le rozlo�iteln�� op�t f� � g�g�� kde g�� g� nejsou
jednotky� a p�itom v�dy bu# oba polynomy g� a g� maj� men�� stupe+ ne� f � nebo
se sn��� po�et nerozlo�iteln�ch faktor� ve vedouc�ch �lenech g� a g� 
nap�
 nad cel�mi
��sly Z je �x� � �x � � � �
x� � x � ���
 Proto po kone�n�m po�tu krok� dojdeme
k rozkladu f � f� � � � fr na nerozlo�iteln� polynomy f�� � � � � fr
 Z na�eho dodate�n�ho
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p�edpokladu tak� plyne� �e ka�d� nerozlo�iteln� polynom h d�l�c� f � d�l� n�kter� z
f�� � � � � fr
 Proto pro ka�d� dal�� rozklad f � f ��f

�
� � � � f

�
s nutn� ka�d� z faktor� fi d�l�

n�kter� z f �j a v takov�m p��pad� mus� b�t f �j � efi pro vhodnou jednotku e
 Postup�
n�m kr�cen�m takov�ch dvojic odvod�me� �e r � s a jednotliv� faktory se li�� pouze o
n�sobky jednotek


Zb�v� tedy dok�zat� �e je�li f � f�f� d�liteln� nerozlo�iteln�m polynomem h�
pak jist� h d�l� f� nebo f�
 To bude c�lem n�sleduj�c� s�rie technick�ch lemmat
�

�

��� Lemma� Nech� R je obor integrity s jednozna�n�m rozkladem� Pak plat�
�� jsou�li a� b� c � R� a je nerozlo�iteln� a ajbc� pak bu� ajb nebo ajc
�� jestli�e konstantn� polynom a � R$x% d	l� f � R$x% pak a d	l� v�echny koe�cienty

polynomu f

�� je�li a nerozlo�iteln� konstantn� polynom v R$x% a ajfg� f� g � R$x%� pak ajf nebo
ajg�

D�kaz
 �
 Podle p�edpokladu bc � ad pro vhodn� d � R a nech, d � d� � � � dr�
b � b� � � � bs� c � c� � � � cq jsou rozklady na nerozlo�iteln� faktory
 Tzn
 ad� � � � dr �
b� � � � bsc� � � � cq
 Z jednozna�nosti rozkladu ad plyne a � ebj nebo a � eci pro vhodnou
jednotku e


�
 Nech, f � b� � b�x � � � � � bnx
n
 Proto�e ajf � jist� existuje polynom g � c� �

c�x� � � � ckx
k takov�� �e f � ag
 Odtud okam�it� plyne k � n� ac� � b�� � � � � acn � bn


�
 Uva�ujme f� g � R$x% jako v��e a p�edpokl�dejme� �e a ned�l� ani f ani g
 Pak
podle p�edchoz�ho bodu existuje n�jak� i tak� �e a ned�l� bi a n�jak� j tak� �e a ned�l�
cj
 Zvolme takov� i� j nejmen�� mo�n�
 Koe�cient u xi�j v polynomu fg je b�ci�j �
b�ci�j���� � ��bi�jc�
 Podle na�� volby a d�l� v�echny b�ci�j � � � � � bi��cj��� bi��cj��� � � � � bi�jc�

A z�rove+ ned�l� bicj
 Proto nem��e d�lit cel� koe�cient
 �

��� Lemma� Nech�K je pod�lov� t	leso oboru integrityR s jednozna�n�m rozkladem�
Je�li polynom f nerozlo�iteln� v R$x% je nerozlo�iteln� tak� v K$x%�

D�kaz
 Uva�me libovoln� nenulov� polynom f � R$x% � K$x% 
ka�d� koe�cient a �
R m��eme pova�ovat za prvek a

� � K�
 P�edpokl�dejme� �e f � g�h� pro vhodn�
g�� h� � K$x%� kde polynomy g�� h� nejsou jednotky v K$x% 
tzn
 nejsou to konstantn�
polynomy� nebo, K je pole�
 Nech, a je spole�n� n�sobek jmenovatel� koe�cient� v
g� a b je spole�n� n�sobek jmenovatel� koe�cient� v h�
 Pak bh�� ag� � R$x% a plat�
abf � 
bh��
ag��
 Nech, c je nerozlo�iteln� faktor v rozkladu ab
 Pak c d�l� 
bh��
ag��
a proto c d�l� polynom bh� nebo polynom ag� 
podle p�edchoz�ho lemmatu�
 To ale
znamen�� �e c m��eme vykr�tit
 Po kone�n�m po�tu takov�ch kr�cen� zjist�me� �e
f � gh pro polynomy g� h � R$x%
 P�itom stupe+ polynom� se nem�nil� proto i g a h
nejsou konstantn�
 T�m jsme dok�zali negaci po�adovan� implikace
 �

���� Lemma �Algoritmus pro d�len� se zbytkem�� Nech� R je komutativn�
okruh bez d	litel� nuly a f� g � R$x%� g �� �� Pak existuje a � R� a �� �� a polynomy
q a r spl�uj�c� af � qg � r� kde r � � nebo deg r � deg g� Je�li nav�c R pole� nebo je

�A p�i prvn�m �ten� bude mo�n� vhodn
 tuto pas�� vynechat a vr�tit se k n� pozd�ji	
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aspo� vedouc� koe�cient polynomu g roven jedn�� potom lze volit a � � a polynomy
q� r jsou v tomto p
�pad	 ur�eny jednozna�n	�

D�kaz
 Tvrzen� dok��eme indukc� vzhledemke stupni f 
 Je�li deg f � deg g nebo f � ��
pak vol�me a � �� q � �� r � f � co� vyhovuje v�em na�im podm�nk�m
 Pro konstantn�
polynom g klademe a � g� q � f � r � �


P�edpokl�dejme tedy� �e deg f � deg g � � a pi�me f � a� � � � � � anx
n� g �

b�� � � �� bmx
m
 Bu# plat� bmf � anx

n�mg � � a nebo je deg
bmf � anx
n�mg� � deg f 


V prv�m p��pad� jsme hotovi� ve druh�m pak� podle induk�n�ho p�edpokladu� existuj�
a�� q�� r� spl+uj�c� a�
bmf � anx

n�mg� � q�g � r� a bu# r� � � nebo deg r� � deg g
 Tzn


a�bmf � 
g� � a�anx
n�m�g � r��

P�itom je�li bm � � nebo R je pole� pak podle induk�n�ho p�edpokladu lze volit a� � �
a q�� r� jsou tak ur�eny jednozna�n�
 V takov�m p��pad� ov�em z�sk�me bmf � 
g� �
anx

n�m�g � r� a je�li R pole� m��eme rovnost vyn�sobit b��
 P�edpokl�dejme� �e f �
q�g � r� je jin� �e�en�
 Pak � � f � f � 
q � q��g � 
r � r�� a bu# je r � r�� nebo
deg
r � r�� � deg g
 V prv�m p��pad� odtud ov�em plyne i q � q�� proto�e R$x%
neobsahuje d�litele nuly
 Nech, axs je �len nejvy���ho stupn� v q � q� �� � 
ur�it�
existuje�
 Potom jeho sou�in se �lenem nejvy���ho stup+e v g mus� b�t nulov� 
proto�e
nejvy��� stupe+ dostaneme tak � �e vyn�sob�me nejvy��� stupn��
 To ov�em znamen��
�e a � �
 Proto�e axs byl nejv�t�� nenulov� stupe+� nutn� dost�v�me� �e q � q� ��dn�
nenulov� monomy neobsahuje� je tedy ur�it� nulov�
 Pak ov�em i r � r�
 �

���� Lemma �Bezoutova rovnost�� Nech� K je pole a nech� f� g � K$x%� Pak
existuje nejv	t�� spole�n� d	litel� h polynom� f a g� Polynom h je ur�en� jednozna�n	�
a� na n�sobek nenulov�m skal�rem� P
itom existuj� polynomy A�B � K$x% takov�� �e
h � Af �Bg�

D�kaz
 P��m� konstrukce polynom� h� A a B se provede tzv
 Euklidov�m algoritmem

Prov�d�me postupn� d�len� se zbytkem 
K je pole� tak�e to v�dy um�me jednozna�n��
viz
 p�edchoz� lemma��

f � q�g � r�

g � q�r� � r�

r� � q�r� � r�





rp�� � qp��rp � ��

V tomto postupu neust�le klesaj� stupn� ri� proto jist� nastane rovnost z posledn�ho
��dku 
pro vhodn� p� a ta ��k� �e rpjrp��
 Z p�edposledn�ho ��dku pak ale plyne rpjrp�� a
postupn� dojdeme a� nazp�t k prvn�mu a druh�mu ��dku� kter� daj� rpjg a rpjf 
 Pokud
hjf a hjg� pak ze stejn�ch rovnost� postupn� plyne� �e h d�l� v�echny ri� zejm�na tedy
rp� tzn
 z�skali jsme nejv�t��ho spole�n�ho d�litele h � rp polynom� f a g


�Tzn	 �i
 hjf � hjg �ii
 kjf � kjg � kjh	
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Nyn� m��eme postupn� dosazovat z posledn� do p�edchoz�ch rovnic


h � rp � rp�� � qprp��

� rp�� � qp
rp�� � qp��rp���

� �qprp�� � 
� � qp���rp��

� �qprp�� � 
� � qp��qp�rp��

� �qprp�� � 
� � qpqp���
rp�� � qp��rp���





� Af �Bg�

�

���� Lemma� Nech� R je obor integrity s jednozna�n�m rozkladem a f� g� h � R$x%�
P
edpokl�dejme� �e f je nerozlo�iteln� a f jgh� Pak bu� f jg nebo f jh�
D�kaz
 Je�li f konstantn� polynom 
tj
 prvek v R�� pak jsme tvrzen� ji� dok�zali� viz

jedno z p�edchoz�ch lemmat


P�edpokl�dejme� �e deg f � �
 Ji� v�me� �e f je nerozlo�iteln� tak� vK$x%� kdeK je
pod�lov� t�leso okruhu R
 P�edpokladejme tedy nejd��ve� �e R je pole 
a je tedy rovno
sv�mu pod�lov�mu t�lesu�
 P�edpokl�dejme d�le� �e f jgh a z�rove+ f ned�l� g
 Uk��eme�
�e pak jist� f jh
 Nejv�t�� spole�n� d�litel polynom� g a f mus� b�t konstantn� polynom
v K� proto existuj� A�B � K$x% takov�� �e � � Af � Bg
 Odtud h � Afh � Bgh a
proto�e f jgh mus� platit i f jh


Vra,me se nyn� k obecn�mu p��padu
 Podle p�edchoz�ho vypl�v� z na�ich p�edpo�
klad�� �e f jg nebo f jh v okruhu polynom� K$x% nad pod�lov�m t�lesem K okruhu
R
 Nech, nap�
 h � kf v K$x% a zvolme a � R tak� aby ak � R$x%
 Pak ah � akf
a pro ka�d� nerozlo�iteln� faktor e � a mus� platit ejak� proto�e f je nerozlo�iteln�
a nekonstantn�
 M��eme proto e kr�tit
 Po kone�n�m po�tu takov�ch kr�cen� je z a
jednotka� tzn
 h � k�f pro vhodn� k� � R$x%
 �

D�kaz tohoto lemmatu ukon�il cel� d�kaz v�ty �
�


���� Ko�eny polynomu� Hodnotou polynomu f � R$x% v bod� a � R rozum�me
prvek f
a� � a� � a�a � � � � � ana

n � R
 Ko�en polynomu f je takov� prvek a � R�
pro kter� je f
a� � �
 D�len�m polynomem x � b� b � R� 
v�imn�me si� �e vedouc�
koe�cient je jedni�ka� tedy algoritmus pro d�len� v�dy funguje jednozna�n�� dostaneme
jednozna�n� zadan� polynomy q� r spl+uj�c� f � q
x� b�� r� kde r � � nebo deg r � ��
tj
 r � R
 Tzn
� �e hodnota polynomu f v b � R je rovna pr�v� f
b� � r
 Z toho
plyne� �e prvek b � R je ko�en polynomu f pr�v�� kdy� 
x � b�jf 
 T�m jsme dok�zali
n�sleduj�c� tvrzen��

���	 Lemma� Ka�d� polynom f � R$x% m� nejv��e deg f ko
en��

���
 D�sledek� Nech� f � R$x�� � � � � xr%� Je�li f
a�� � � � � ar� � � pro libovolnou volbu
prvk� a�� � � � � ar z nekone�n� mno�iny D � R� pak f � ��

D�kaz
 Provedeme indukc� p�es po�et prom�nn�ch
 Pro polynomy v jedn� prom�nn�
tvrzen� plyne okam�it� z p�edchoz�ho lemmatu
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Nech, f � R$x�� � � � � xr��%$xr% a p�edpokl�dejme� �e pro men�� po�et prom�nn�ch
tvrzen� plat�
 M�me f � f� � f�xr � � � � � fnx

n
r a fn �� �
 Proto podle p�edpokladu

existuj� prvky a�� � � � � ar�� z D takov�� �e fn
a�� � � � � ar��� �� �
 Z toho ale plyne� �e
pouze pro kone�n� mnoho ar z D m��e b�t f
a�� � � � � ar� � �
 �

Pokud m� ka�d� nekonstantn� polynom f � R$x% ko�en� pak je R pole 
v�imn�te
si� �e polynom ax� �� a �� �� m� m�t ko�en� tj
 v�dy existuje a�� � R�
 Pro ka�d� pole
to ale samoz�ejm� neplat�� nap�
 polynom x��� � R$x% ko�en nem�
 Pole R se naz�v�
algebraicky uzav�en�� jestli�e m� ka�d� nekonstantn� polynom ko�en


���� V�ta �Z�kladn� v�ta algebry�� Pole C je algebraicky uzav
en��

D�kaz
 P�edpokl�dejme� �e f � C $z% je nenulov� polynom� kter� nem� ko�en� tj

f
z� �� � pro v�echny z � C 
 De�nujme zobrazen�

� � C 	 C � z 
	 f
z�
jf
z�j

tj
 � zobraz� cel� C do jednotkov� kru�nice K� � feit� t � Rg � R� � C 
 D�ky
na�emu p�edpokladu o nenulovosti f
z� je to skute�n� dob�e de�novan� zobrazen�
 D�le
de�nujme zobrazen� s hodnotami v kru�nici Kr � C se st�edem v nule a polom�rem
r � �

�r � R	 Kr� t 
	 �
t� � reit�

Pro ka�d� r � h���� m�me de�nov�no spojit� zobrazen� �r � � � �r � R 	 K�
 Ze
spojit� z�vislosti � na parametru r nav�c vypl�v� existence zobrazen� 
r � R 	 R

jednozna�n� zadan�ch podm�nkami � � 
r
�� � �� a �r
t� � ei�r	t

 Z�skan� zobrazen�

r op�t spojit� z�v�s� na r
 Celkem tedy m�me spojit� zobrazen�


 � R� h����	 R� 
t� r� 
	 
r
t�

a z jeho konstrukce plyne �e pro v�echna r je �
�� 

r
��� � 
r
��� � nr � Z� viz
 ��


Proto�e je 
 spojit�� znamen� to� �e nr je celo��seln� konstanta nez�visl� na r&
Pro dokon�en� d�kazu si sta�� uv�domit� �e pokud f � a�� � � ��adz

d a ad �� �� pak
pro mal� r se bude 
r chovat podobn� jako konstantn� zobrazen�� zat�mco pro velk�
r to vyjde stejn�� jako kdyby f � zd
 Nejprve si spo�t�me� jak tedy nr dopadne p�i
f � zd� pak toto tvrzen� up�esn�me a d�kaz t�m bude ukon�en


Funkce C 	 C � z 
	 zd� z 
	 zd

jzdj
se snadno vyj�d�� pomoc� goniometrick�ho tvaru

komplexn�ch ��sel z � r
cos
� i sin
�


zd � rd
cos d
 � i sin d
� � rdeid�

zd

jzdj � �
cos d
 � i sin d
� � eid�

zobrazen� � je tedy v tomto p��pad� pouze !zato�en�" na jednotkov� kru�nici
 Pak tedy
�r
t� � eidt a proto 
r
t� � dt� nez�visle na r
 Odtud pro na�i volbu f � zd vypl�v�
nr � d
 Pokud zvol�me f � azd� a �� �� nebude to m�t na p�edchoz� v�sledek ��dn�
vliv 
p�esv�d�te se&�




� POLYNOMY ��

��

�

�r
�r

psi�

K�

�eit

Kr

��

�

Obr
 ��� Konstrukce zobrazen� 


Zvolme nyn� obecn� polynom f � a�� � � �� adz
d� kter� nem� ko�en
 V�me tedy� �e

a� �� � 
pokud by bylo a � �� existoval by ko�en�
 Pro z �� � plat�

f
z�
adzd

� � �
�
ad

a�z�d � � � � � ad��z

���

a proto limjzj��
f	z

adz

d � �
 Kdy� tohle v�me� m��eme spo��tat

lim
jzj��

����� f
z�jf
z�j �
adz

d

jadzdj

����� � lim
jzj��

�����f
z�adzd
adz

d

jadzdj
jadzdj
jf	z�j �

adz
d

jadzdj

����� � ��

Proto nr � d pro velk� r

Podobnou  vahu ud�l�me i pro mal� r
 P�ipome+me si� �e a� �� �


f
z�
a�

� � �
�
a�

a�z � � � � � adz

d�

proto limjzj��
f	z

a�

� �
 P�itom op�t plat� f	z

jf	z
j �

f	z

a�

a�
ja�j

ja�j
jf	z
j 
 Odtud limjzj��

f	z

jf	z
j �

limjzj��
a�
ja�j

� tj
 nr � � pro mal� r
 Celkem vid�me� �e stupe+ na�eho polynomu je d � �


�

���� De�nice �Algebraick� definice derivace�� Nech, R je obor integrity s
jednozna�n�m rozkladem� f � a� � a�x � � � � anx

n � R$x%
 Derivaci f � polynomu f
de�nujeme vztahem

f � � a� � �a�x� �a�x� � � � �� nanx
n���

Derivace f � polynomu f � R$x�� � � � � xr% podle prom�nn� xi se de�nuje jako derivace
polynomu f � R$x�� � � � � xi��� xi��� � � � � xr%$xi%
 Hovo��me o parci�ln� derivaci polyno�
mu f a zna��me ji �

�xi
f 
 Z�ejm� je op�t �

�xi
f � R$x�� � � � � xr%
 Derivace vy���ch ��d�

de�nujeme indukc�� tj
 �k

�xi� ����xik
f � �

�xik

 �k��

�xi� ����xik��
f�




�� ALGEBRAICK� GEOMETRIE

���� Lemma� Nech� R je obor integrity s jednozna�n�m rozkladem a f� g � R$x%�

�� 
f � g�� � f � � g�

�� je�li a � R� pak a� � � a 
af�� � af �

�� 
fg�� � f �g � g�f � 
fk�� � k
fk���f �

�� pro f � R$x�� � � � � xr% a g�� � � � � gr � R$x% je derivace slo�en� funkce g
x� �
f
g�
x�� � � � � gr
x�� � R$x% rovna

g�
x� �
rX

i��



�

�xi
f

� �
g�
x�� � � � � gr
x�



g�i
x��

D�kaz
 Tvrzen� �
 a �
 jsou z�ejm� p��mo z de�nice derivace

�
 Zvolme dva polynomy f � a�� � � ��anx

n� g � b�� � � ��bmx
m v R$x% a po��tejme


fg� �
n�mX
j��

�
� jX

i��


aibj���

�
Axj


fg�� �
n�mX
j��

j

�
� jX
i��

aibj��

�
A xj�� �

n�m��X
j��


j � ��

�
�j��X
i��

aibj�i��

�
Axj

f �g � g�f �
m�n��X
j��

�
� jX

i��


i� ��ai��bj�i

�
A xj �

m�n��X
j��

�
� jX
i��


j � i� ��aibj�i��

�
A xj

�
m�n��X
j��

�
� jX

i��


i� ��ai��bj�i � 
j � i� ��aibj�i��

�
Axj

a p��m�m srovn�n�m se ov���� �e v�sledn� sumy d�vaj� tent�� v�sledek
� Zbytek tvrzen�
se odvod� snadno indukc�


�
 V�me� �e derivace sou�tu je sou�et derivac�� proto n�m sta�� dok�zat tvrzen� pro
polynomy tvaru x� � x��� � � � x�rr 
obecn� p��pad pak plyne z �
 a �
�
 To znamen�� �e
g
x� � 
g�
x���� � � � 
gr
x���r � ale pak �
 poskytuje pr�v� po�adovan� tvrzen�
 �

���� V�ta� Nech� R je obor integrity s jednozna�n�m rozkladem a s charakteristikou


v	t�� ne� �� Nech� g � R$x% je nerozlo�iteln� a nekonstantn�� Pak g�jf pr�v	� kdy� gjf
a z�rove� gjf ��
D�kaz
 P�edpokl�dejme gjf � tj
 f � gh 
de�nice d�litelnosti�
 Pak f � � g�h � gh�

Pokud nav�c gjf �� pak tak� gjg�h
 Proto�e je g nerozlo�iteln�� d�l� bu# h nebo g�� ale g�

m� men�� stupe+ ne� g� tak�e gjh
 Proto plat� g�jf 

Naopak� je�li g�jf � tj
 f � g�h� je f � � �gg�h � g�h�
 Odtud plyne� �e gjf �
 �

�D�kaz lze v
st tak
 nap�	 matematickou indukc� p�es stupe� polynom�� nebo pomoc� distributivity
a �vah o monomech	

�Nap�	 R � R�x�� � � � � xr�� R � C �x� � � � � � xr� apod	



� POLYNOMY ��

���� D�sledek� Za p
edpoklad� p
edchoz� v	ty� prvek a � R je v�cen�sobn� ko
en
polynomu f pr�v	� kdy� polynom 
x� a� d	l� f i f ��

���� V�ta �Taylorova v�ta pro polynomy jedn� prom�nn��� Pro ka�d� po�
lynom f � R$x% stupn	 n a ka�d� prvky a� b � R plat�

f
b� � f
a� � f �
a�
b� a� � � � �� �
n&
f 	n

a�
b� a�n�

D�kaz
 Po dosazen� prvku x�a do polynomu f dostaneme rozn�soben�m polynomi�ln�
v�raz g
x� � f
x� a� � a� � a�x� � � �� anx

n
 Iterovan� derivov�n� nyn� d�

g
�


x� � a� � �a�x� � � �� nanx
n��

g
��


x� � �a� � ���a�x� � � �� n
n� ��anxn��






g	n
 � n&an

a dal�� derivace je ji� nulov�
 Dosazen�m x � � dostaneme

f
a� � a�� f
�
a� � a�� � � � � f

	n

a� � n&an�

Vy��slen�m g
b� a� z�sk�me pr�v� po�adovan� vztah
 �

���� V�ta �Taylorova v�ta pro polynomy v�ce prom�nn	ch�� Pro ka�d� po�
lynom f � R$x�� � � � � xr% s celkov�mstupn	m n a pro libovoln� prvky a�� � � � � ar� b�� � � � � br �
R plat�

f
b�� � � � � br� � f
a�� � � � � ar� �
rX

i��

�

�xi
f
a�� � � � � ar�
bi � ai� � � � �

�
�
n&

X
j�j�n



���

�x���
� � �

��r

�x�rr
f

�

a�� � � � � ar�
b� � a���� � � � 
br � ar��r �

D�kaz
 Uva�me polynom F 
t� � f
a� � 
b� � a��t� � � � � ar � 
br � ar�t� pro a �

a�� � � � � ar�� b � 
b�� � � � � br� pevn�� tj
 F � R$t%
 Podle ji� dok�zan� Taylorovy v�ty
plat�

F 
t� � F 
�� � F �
��t� � � � � F n
��tn

� f
a�� � � � � ar� � 

rX

i��


a�� � � � � ar�
bi � ai��t� � � �

�
�
n&

X
j�j�n

��

�x�
f
a�� � � � � an�
b� a��tn�

Pro t � � dost�v�me pr�v� tvrzen� v�ty
 �
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	 A�nn� variety

	�� De�nice� A�nn� varieta V � K
n zadan� mno�inou polynom� S � ff�� � � � � fsg �

K$x�� � � � � xn% je mno�ina v�ech bod� x � K
n takov�ch� �e f
x� � �
 P��eme V �

V
f�� � � � � fs� � V
S�
 Mno�inu v�ech polynom� g � K$x�� � � � � xn% spl+uj�c�ch g
x� � �
pro v�echny x � V � naz�v�me ide�l variety V � zna��me I
V �


Varieta V � Kn se naz�v� nerozlo�iteln� 
ireducibiln�� jestli�e neexistuj� dv� vlastn�
podvariety V�� V�� V� �� V� V� �� V � takov�� �e V � V� � V�
 V opa�n�m p��pad� ��k�me�
�e varieta V je rozlo�iteln�


	�� V�ta� Pro a�nn� variety V�W � Kn � V � V
f�� � � � � fk��W � V
g�� � � � � gl� plat�
�� I
V � je ide�l v K$x�� � � � � xn%�

�� I

V
S�� � hSi� kde hSi ozna�uje ide�l generovan� mno�inou S� tj� nejmen��
ide�l obsahuj�c� S�

�� V �W pr�v	� kdy� I
V � � I
W �

�� V �W � V
ffigj ' i � �� � � � � k' j � �� � � � � lg�
�� V �W � V
f�� � � � � fk� g�� � � � � gl��

D�kaz
 
��� I
V � je ide�l� jestli�e je tato mno�ina uzav�ena vzhledem ke s��t�n� plynom�
a pro v�echny g � K$x�� � � � � xn% a pro v�echny f � I
V � je tak� gf � I
V �
 Skute�n�
f
x� � � zaru�uje 
gf�
x� � g
x�f
x� � � a tak� uzav�enost v��i s��t�n� je z�ejm�



��� prvky hf�� � � � � fni jsou tvaru h � h�f� � � � � � hsfs� kde hi � K$x�� � � � � xn%�
proto se jist� nuluj� ve v�ech bodech variety V
S�



��� !�" Vezmeme x � V � f � I
W �
 Proto�e V �W a tud�� x � W � je f
x� � �
a tedy f � I
V �


!�" Nech, x � V 
a chceme dok�zat x � W �
 Nech, W � V
f�� � � � � fn� 
takov� fi
jist� existuj� podle de�nice�� pak tak� fi � I
W � � I
V � a tud�� fi
x� � �� tj
 x � W 



��� !�" Zvolme si x � V � tzn
 fi
x� � � pro v�echny i
 Tedy pro v�echny i� j je
figj
x� � �
 Stejn� pro x � W 


!�" P�edpokl�dejme� �e x �� V �W 
 Pak existuje i� takov�� �e fi
x� �� � a z�rove+
existuje j� tak �e gj�
x� �� �
 Proto fi�gj�
x� �� � a tedy x �� V
figj�



��� x � V � W pr�v�� kdy� v�echny fi i gj se v x nuluj� a to je pr�v�� kdy�
x � V
f�� � � � � fk� g�� � � � � gl�
 �

	�� Nadplochy v Kn � Nadplochou v Kn rozum�me varietu V � V
f� zadanou jedn�m
polynomem f � K$x�� � � � � xn%
 Tzn
 ide�l hfi generuj�c� V je hlavn� ide�l
 Sjednocen�
nadploch V � V
f�� � � � � � V
fk� je op�t nadplocha� V � V
f� � � � fk�
 Podle v�ty
�
� lze naopak ka�d� polynom f � K$x�� � � � � xn% rozlo�it na sou�in f � af l�� � � � f lkk
nerozlo�iteln�ch polynom� f�� � � � � fk � K$x�� � � � � xn%� a � K� a podle p�edchoz� v�ty
je V
f� sjednocen�m nerozlo�iteln�ch nadploch V
fi�
 P�itom p�vodn� varieta je tak�
d�na V � V
f� � � � fk� pro polynom g � f� � � � fk obecn� ni���ho stupn�� v jeho� rozkladu
se ji� nevyskytuj� exponenty r�zn� od jedni�ky
 (�k�me� �e nadplocha V
f� � � � fk� je
d�na redukovanou rovnic� g � �
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Obr
 ��� paraboloid s 
redukovanou� rovnic� f � x� � y� � z a ku�elov� plocha dan�
f � x� � y� � z� se singul�rn�m bodem v po��tku

	�	 P��klady nadploch� (adu p��klad� nadploch v R�� tj
 algebraick�ch k�ivek v
rovin�� jsme ji� diskutovali v  vodn� motiva�n� kapitole
 Na serii obr�zk� �� � ��
m��eme shl�dnout n�kolik p��klad� nadploch v R�� tj
 obvykl�ch algebraick�ch ploch


V�imn�me si� �e paraboloid nem� ��dn� singul�rn� body� zat�mco ku�elov� plocha
jeden singul�rn� bod m�
 Velmi zaj�mav� je singularita variety zadan� polynomem xy�
z�� prozkoumejte jej� �ezy r�zn�mi rovinami
 Posledn� dv� variety d�vaj� nahl�dnout
dal�� mo�nosti singularit� prvn� je analogie bodu vratu u k�ivek� v druh� m�me celou
p��mku singul�rn�ch bod�
 Ve v�ech uveden�ch p��kladech tvo�� mno�iny singul�rn�ch
bod� op�t variety� kter� p�sob� dojmem men�� dimenze
 To nen� n�hoda� uvid�me� �e
je tomu tak v�dy


Ve v�ech na�ich p��kladech jsou tak� variety zad�ny redukovan�mi rovnicemi
 To je
vid�t nap�
 z toho� �e singularity m��eme opravdu spo��st jako spole�n� nulov� body
v�ech parci�ln�ch derivac�
 Kdyby toti� n�kter� z faktor� vystupoval ve vy��� mocnin��
tj
 mohli bychom ps�t f � g�h� pak by v�echny parci�ln� derivace ve v�ech bodech
komponenty p��slu�n� faktoru g byly nulov�
 Je tedy vid�t� �e i u nadploch nem��eme
vyb�rat generuj�c� polynomy jakkoliv
 Z teorie ku�elose�ek a kvadrik patrn� v�te� �e
technicky se 
pro pot�eby klasi�kac�� m��e hodit tak� po��tat komponenty variety s
n�sobnostmi dan�mi pr�v� exponenty v p��slu�n�m rozkladu
 Nap�
 mo�nost jedin�
p��mky odpov�d� dvojn�sobn� komponent� ku�elose�ky


Pro ide�l generovan� obecnou varietou I
V
f�� � � � � fs�� � hf�� � � � � fsi� a to i v
p��pad� nadplochy� tzn
 p�i s � �� m��e tedy b�t inkluze ostr�
 Nejjednodu��� p��klad
je hx�i �� hxi� p�i�em� ide�l generovan� V
x�� je pr�v� hxi
 Pro obecn�j�� variety
budeme proto pot�ebovat dal�� vhodn� algebraick� pojmy


	�
 De�nice� Nech, R je libovoln� okruh a I � R je ide�l
 (ik�me� �e ide�l I je
vlastn� � jestli�e I �� R a I �� f�g
maxim�ln�� jestli�e neexistuje vlastn� ide�l I � takov�� �e I �� I � a I � I � � R

kone�n	 generovan
� jestli�e existuj� f�� � � � � fs � R takov�� �e I � hf�� � � � � fsi




�� ALGEBRAICK� GEOMETRIE

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-2

-1

0

1

2

-1-0.500.51

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

Obr
 ��� variety zadan� polynomy f � x� � y� � z� � z� a f � xy � z�� prvn� m�
singularitu v nule� �ezy druh� rovinami x � �y d�vaj� Neilovu parabolu
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Obr
 ��� prvn� zadan� f � x� � y� � z� a tzv
 Whitneyho de�tn�k f � x� � y�z
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hlavn� ide�l � je�li I � hfi

prvoide�l � jestli�e z f �� I a g �� I vypl�v� fg �� I

radik�lov
 � jestli�e z fk � I pro jist� k � � plyne f � I

okruh R naz�v�me noetherovsk
� je�li ka�d� jeho ide�l kone�n� generovan�


	�� Pozn�mka� Ka�d� okruh s jedni�kou je kone�n� generovan�
 Pole nem� nevlastn�
ide�ly� zejm�na je tedy ka�d� pole je noetherovsk�
 Pojem prvoide�lu zobec+uje vlast�
nosti prvo��sel v Z� radik�lov� ide�ly jsou takov�� kter� obsahuj� i v�echny odmocniny
sv�ch prvk� 
odtud n�zev�


	�� V�ta �Hilbertova v�ta o b�zi�� Je�li R noetherovsk� okruh� pak tak� okruh
polynom� R$x% je noetherovsk��

Tuto v�tu nebudeme nyn� dokazovat
�

	�� D�sledek� Je�li R noetherovsk�� pak
�� R$x�� � � � � xn% je tak� noetherovsk��

�� Okruhy R je noetherovsk� pr�v	� kdy� ka�d� neklesaj�c� posloupnost I� � I� �
I� � � � � ide�l� v R se stabilizuje �tj� pro jist� N � N plat� IN � IN�� � IN�� �
� � � ��

�� Variety V � Kn jsou pr�v	 mno�iny v�ech bod� v Kn � ve kter�ch se nuluj� v�echny
polynomy n	kter�ho ide�lu I � R$x�� � � � � xn%� tj� V � V
I��

D�kaz
 �
 Plyne okam�it� indukc� p�es po�et prom�nn�ch z Hilbertovy v�ty

�
 Sjednocen� v�ech ide�l� Ik je op�t ide�l a ten mus� b�t kone�n� generovan� podle

Hilbertovy v�ty
 V�echny gener�tory pak ov�em le�� v n�kter�m IN � tj
 ka�d� takov�
posloupnost ide�l� se zastav�
 Naopak� pro ka�d� ide�l I � K$x�� � � � � xn% je mo�n�
vytvo�it posloupnost I� � I� � � � � � I generovanou postupn� v�ce a v�ce gener�tory
z I
 P�edpokl�d�me�li platnost podm�nky !neklesaj�c�ch �et�zc�"� pak jist� dojde p�i
vhodn� volb� k rovnosti I � IN � tj
 dost�v�me Hilbertovu v�tu


�
 Na�e de�nice variety pou��vala jen prvky kone�n� generovan�ch ide�l�� takov�
jsou v�ak v�echny
 �

	�� Pozn�mka� P�i�azen�� kter� variet� V p�i�ad� I
V �� tj
 ide�l asociovan� s V �
je mimo��dn� d�le�it�� proto�e tento ide�l nejen zad�v� varietu V � ale z�rove+ nijak
nez�le�� na na�ich volb�ch gener�tor�
 Proto v�e co spo�teme pomoc� algebraick�ch
manipulac� s t�mto ide�lem opravdu popisuje geometrick� vlastnosti variety V 
 Zejm�na
tedy V � V
I
V �� a z �
� plyne� �e V � W pr�v�� kdy� I
V � � I
W �


Dal�� podstatn� pokrok v algoritmizaci studia variet spo��v� v zaveden� jist�ch ka�
nonick�ch baz� pro ide�ly I
V �
 Takov� objekty nejen�e existuj�� ale dokonce jsou k
dispozici efektivn� algoritmy na jejich konstrukci
 Jedn� se tzv
 Gr.obnerovy b�ze poly�
nomi�ln�ch ide�l�
 Touto problematikou se zde nebudeme podrobn�ji zab�vat� budeme
v�ak tyto b�ze pou��vat� ani� bychom se o to zaslou�ili� p�i v�po�tech v softwarov�ch
syst�mech pro algebraick� manipulace� zejm�na v syst�mu Maple V
 Z�jemce odkazuji
na moje p�edn��ky Geometrick� algoritmy� II� jejich� texty jsou dostupn� v lok�ln� s�ti


�Element�rn� d�kaz zalo�en� na d�len� polynom� se zbytkem lze nal
zt v m�ch p�edn��k�ch �Geo�
metrick
 algoritmy� II�� na stejn
m WWW�serveru jako tyto p�edn��ky	
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	��� Lemma �Slab� v�ta o nul�ch�� Nech� pole K je algebraicky uzav
en��
I � K$x�� � � � � xn% je ide�l� Pak V
I� � � pr�v	� kdy� I � K$x�� � � � � xn%�

V�imn�me si� �e ve speci�ln�m p��pad� polynom� v jedn� prom�nn�� I � K$x%� I �
hfi� lemma ��k�� �e pokud f nen� invertibiln� prvek okruhu polynom�� pak f m� ko�en

V polynomech o jedn� prom�nn� je ka�d� ide�l hlavn� ide�l� tj
 v�echny ide�ly jsou
tohoto tvaru
 M��eme tedy Slabou v�tu o nul�ch pova�ovat za velmi siln� zobecn�n�
Z�kladn� v�ty algebry
 D�kaz
 Jeden sm�r implikace je trivi�ln�� Je�li I � K$x�� � � � � xn%
pak � � I� tj
 V
I� � � 
podle de�nice � v ��dn�m bod� nen� nulov� konstantn�
polynom ��
 Opa�n� sm�r vy�aduje dal�� technick�  vahy� op�t odkazuji na svoje texty
Geometrick� algoritmy� II
 �

	��� V�ta �Hilbertova v�ta o nul�ch�� Nech� K je algebraicky uzav
en� pole�
S � K$x�� � � � � xn% je libovoln� ide�l� Pak I
V
S�� je radik�lov� ide�l

p
S ide�lu S� Tzn�

polynom f spl�uje f
a� � � pro v�echny a � V
S� pr�v	� kdy� fm � S pro vhodn� m�
Je�li S � hf�� � � � � fsi� pak to znamen�� �e fm � h�f�� � � ��hsfs pro vhodn� polynomy
h�

D�kaz
 Ve skute�nosti se jedn� o tvrzen� ekvivalentn� p�edchoz�mu lemmatu
 Uva�me
g � I
V
S��� tj
 g se nuluje ve v�ech bodech variety V
S�� a p�edpokl�dejme S �
hf�� � � � � fsi
 De�nujeme

-S � hf�� � � � � fs� �� ygi � K$x�� � � � � xn� y%�

Z p�edpoklad� plyne V
 -S� � �
 Skute�n�� pro bod 
a�� � � � � an� an��� � Kn�� p��me
a �� 
a�� � � � � an� a je bu# f�
a� � � � � � fs
a� � �� a tedy i g
a� � �� a proto
� � an��g
a� � � �� �� nebo je � � an��g
a� � �
 Pak ale nen� a � V
S�� nutn� je
proto n�jak� z polynom� f�� � � � � fs v a nenulov�
 Podle Slab� v�ty o nul�ch je nyn�
-S � K$x�� � � � � xn� y%� co� znamen�� �e � � -S
 Odtud

� � h�f � � � � � �� hsfs � hs��
�� yg��

Nyn� v pod�lov�m t�lese K
x�� � � � � xn� y� m��eme dosadit y � �
g
� tj


� � h�
x�� � � � � xn�
�
g
�f�
x�� � � � � xn� � � � �� hs
x�� � � � � xn�

�
g
�fs
x�� � � � � xn� � ��

Vyn�soben�m vhodnou mocninou g z�sk�me rovnost v K$x�� � � � � xm% tvaru

gm � h��f� � � � �� h�sfs�

�

	��� D�sledek� Pro algebraicky uzav
en� pole je korespondence V � I
V � bijekce
mezi varietami a radik�lov�mi ide�ly�

D�kaz
 V�me �e I
V
S�� je v�dy radik�lov� ide�l a podle Hilbertovy v�ty o nul�ch
je to ten nejmen��� kter� obsahuje S
 Nav�c V � W pr�v�� kdy� I
V � � I
W �


�
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	��� D�sledek� Polynom f � C $x�� � � � � xn% nem� ve sv�m rozkladu na nerozlo�iteln�
polynomy faktory s mocninou vy��� ne� � pr�v	� kdy� hfi je radik�lov�� Zejm�na pak
pro g � I
V
f�� je g � fh pro vhodn� h�

D�kaz
 P�edpokl�dejme f � g�h a g je nerozlo�iteln�
 Pak g�h� � fh � hfi� tj

i 
gh�� � hfi
 Polynom gh do tohoto id�lu jist� nepat��� proto�e gh nelze napsat
jako n�sobek f 
 Proto hfi nen� radik�lov� ide�l
 T�m jsme dok�zali� �e pokud hfi je
radik�lov�� pak f neobsahuje kvadr�ty


P�edpokl�dejme naopak� �e f � f� � � � fr je rozklad na nerozlo�iteln� a v�echny fi�
i � �� � � � � r� jsou r�zn� polynomy stupn� alespo+ �
 Nech, gm � hfi� tj
 gm � fh pro
vhodn� h
 Nech, g � g� � � � gk� h � h�� � � � � hs jsou rozklady na nerozlo�iteln� faktory

Tedy gm � gm� g

m
� � � � gmk � f� � � � frh� � � � hs
 V�echny f�� � � � � fr jsou r�zn�� proto mus�

b�t i mezi g�� � � � � gk
 Nech, jsou to g�� � � � � gr� tzn


gm � fmgmr�� � � � g
m
k � fh� � � � hs�

Zejm�na fm��gmr�� � � � g
m
k � h� � � � hs
 Potom gr��� � � � � gk jsou mezi h�� � � � � hs a odtud


nech, jsou to op�t ty prvn��

g � g� � � � grgr�� � � � gk � f� � � � frh� � � � hk�r � fh��

T�m jsme dok�zali� �e radik�lov� ide�l
q
hfi � hfi
 Druh� polovina tvrzen� plyne z

Hilbertovi v�ty o nul�ch
 �

	��	 V�ta� Varieta V � V
S� je nerozlo�iteln� pr�v	� kdy� I
V � je prvoide�l�

D�kaz
 !�" P�edpokl�dejme� �e f� g �� I
V � a fg � I
V � pro dva nekonstantn�
polynomy f� g
 Mno�iny W� � V
f�� V a W� � V
g�� V jsou op�t variety
 Uk��eme�
�e tyto variety jsou vlastn� podvariety
 Existuje b � V s vlastnost� f
b� �� �� odtud
b �� V
f� a proto W� �� V 
 Je to tedy vlastn� podvarieta
 Podobn� W� �� V 
 P�itom ale
pro a � V je f
a�g
a� � �� tj
 bu# a � W�� nebo a � W�
 Odtud plyne� �e V � W��W�

je rozlo�iteln� varieta

!�" P�edpokl�dejme� �e V je rozlo�iteln�� tj
 V � W� �W�� kde W� � V � W� �

V � W� �� V � W� �� V jsou vlastn� podvariety
 Odtud plyne� �e I
W�� � I
V � a
I
W�� � I
V � jsou ost�e v�t�� ide�ly
 Proto existuj� polynomy f� g takov�� �e f �� I
V ��
f � I
W�� a g �� I
V �� g � I
W��
 P�itom plat� fg � I
W� �W�� � I
V �� tzn
 I
V �
nen� prvoide�l
 �

	��
 V�ta� Ka�d� varieta V � Kn je sjednocen�m takov�ch nerozlo�iteln�ch variet
V�� � � � � Vk� �e neplat� Vi � Vj pro jak�koliv r�zn� i� j a variety V�� � � � � Vk jsou ur�eny
jednozna�n	� a� na po
ad��

D�kaz
 Nejprve sporem uk��eme� �e existuje n�jak� rozklad
 P�edpokl�dejme tedy�
�e pro danou varietu V neexistuje ��dn� rozklad po�adovan�ch vlastnost�
 Pak nutn�
V � V� � V� pro dv� vlastn� podvariety 
jinak by se jednalo o rozklad s jedin�m
objektem�
 D�le alespo+ jedna z nich se d� op�t rozlo�it� p��eme V� � V�� � V�� nebo
V� � V�� � V��
 Induktivn� m��eme pokra�ovat d�le a tento proces se nikdy nezastav�

jinak bychom m�li po�adovan� rozklad�
 Tzn
� �e jsme z�skali posloupnost

V � W� �W� � W� � � � � �Wk � � � �
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kde v�echny inkluze jsou ostr�
 Pro p��slu�n� asociovan� ide�ly t�m dostaneme nekle�
saj�c� posloupnost

I
V � � I
W�� � I
W�� � � � � � I
Wk� � � � �

kter� se nikdy nestabilizuje� ale to je spor s tvrzen�m Hilbertovy v�ty o b�zi
 Proto
p�i p�edchoz� konstrukci postupn�ch rozklad� nutn� dojdeme do stavu� kdy v�echny
variety Vij budou nerozlo�iteln� a pokud je n�kter� z nich obsa�ena v jin�� prost� ji
vynech�me


Nyn� jednozna�nost
 P�edpokl�dejme� �e V � W� � � � � �Wl � V� � � � � � Vk jsou
dva takov� rozklady
 Chceme dok�zat� �e jsou a� na po�ad� stejn�
 Plat� W� � 
W� �
V�� � 
W� � �k

i��Vi�
 Proto� pokud W� nen� pod V�� je W� � �k
i��Vi� proto�e je W�

nerozlo�iteln�
 Podobn�� pokud W� nen� obsa�eno v V� � � � � � Vs� pak W� � �k
i�s��Vi


Celkem tedy vid�me� �e v�dy existuje n�jak� j takov�� �eW� � Vj
 Podobn� pro v�echny
ostatn� W�� � � � �Wk a tak� naopak pro inkluze Vi � Wj
 Celkem jsme tedy ov��ili� �e
Vi � Wki � Vji 
 To je ale mo�n� jen pro Vji � Vi� tj
 Vi � Wki � Vi� a v�ude mus�
nastat rovnost� tedy Vi � Wki � Vi
 Stejn� pro komponenty Wj 
 �

	��� Pozn�mka� Ka�d� prvoide�l I je radik�lov� ide�l
 Je�li toti� gm � I� pak bu#
gm�� nebo g je v I� tj
 po kone�n� mnoha kroc�ch ov���me g � I
 Proto je V
S�
nerozlo�iteln� varieta� kdykoliv je S prvoide�l v algebraicky uzav�en�m K


	��� P��klad�

�� V � V
y � x�� z � x�� � C � je tzv
 tvistovan� kubika
 Uk��eme� �e ide�l S �
hy � x�� z � x�i je prvoide�l
 De�nujme homomor�smus okruh� � p�edpisem

� � C $x� y� z%	 C $t%� x 
	 t� y 
	 t�� z 
	 t��

Nyn�� je�li �
fg� � �
f��
g� � �� pak bu# �
f�� nebo �
g� je nulov� polynom
 Sta��
tedy uk�zat� �e S je j�dro homomor�smu �
 Pak toti� bude platit� �e p�i fg � S je
�
fg� � � a proto bu# �
f� nebo �
g� je � v C $t%� tzn
 bu# f nebo g pat�� do S
 Ka�d�
f � S lze vyj�d�it jako f � h�
y� x�� � h�
z � x��� proto �
f� � �
 Odtud S � ker�

Z tvaru gener�tor� S plyne� �e ka�d� polynom h � C $x� y� x% lze vyj�d�it ve tvaru

h � h�
y � x�� � h�
z � x�� � r� r � C $x%�
Odtud ji� vypl�v�� �e ker� � S a je tedy S prvoide�l
 Zejm�na je tvistovan� kubika
nerozlo�iteln�


�� Pro plochy v C � a k�ivky v C � je situace jednodu���
 Jsou zadan� polynomem
f � fk�� � � � fkrr � � a hfi je prvoide�l pr�v�� kdy� rozklad m� jen jeden faktor v prvn�

mocnin�
 P�itom jsme ji� dok�zali� �e hfi �
q
hfi pr�v�� kdy� f je redukovan� rovnice

nadplochy

�� Uva�me dal�� k�ivku v C � zadanou ide�lem S � hy� � xz� z� � y�i
 Zd� se� �e

stejn� varieta by m�la b�t zadan� tak� ide�lem hy� � xz� z� � xyzi
 Snadn� v�po�et
ukazuje� �e dokonce i tyto ide�ly jsou si rovny�

z� � xyz � 
z� � y�� � y
y� � xz�

z� � y� � 
z� � xyz�� y
y� � xz�
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Je tedy V
S� � V
y� � x�� z
z � xy�
 Snadn�  vaha nyn� d�v�� �e ve skute�nosti je
V
S� � V
y� � xz� z� � V
y� � xz� z � xy�


Prvn� z komponent� V� � V
y� � xz� z� � V
y�� z� � V
y� z�� je nerozlo�iteln�
varieta� proto�e hy� zi obsahuje pr�v� polynomy v C $x%$y� z% bez absolutn�ch �len� a v
sou�inu fg bez absolutn�ch �len� mus� jist� m�t tuto vlastnost bu# f nebo g� je to tedy
jist� prvoide�l
 Je vid�t� �e jde o v�echny body na ose x


Druh� komponenta je V� � V
y� � xz� z � xy�
 V�imn�me si� �e y� � xz � 
y� �
x�y� � x
z � xy�� tzn
 V� � V
y
y � x��� z � xy� � V
y� z � xy� � V
y � x�� z � xy�

Prvn� z t�chto komponent u� nemus�me znovu uva�ovat� zb�v� V �

� � V
y� x�� z� xy�
co� je varieta z prvn�ho p��kladu
 
Je toti� z�x� � 
z�xy��x
y�x��
� Celkem jsme
z�skali rozklad uva�ovan� variety na dv� komponenty� tvistovanou kubiku V � a body
na ose x
 V�imn�me si� �e osa x se p�itom v na�em rozkladu vyskytuje !dvakr�t"


	��� De�nice� Pro libovoln� polynom f � K$x�� � � � � xn% de�nujeme jeho line�rn� ��st
v bod� p � 
p�� � � � � pn� � Kn jako polynom

D�
pf �

�f

�x�

p�
x� � p�� � � � �� �f

�xn

p�
xn � pn��

Te�n
 prostor k variet� V v bod� p � V je varieta TpV � V
hD�
pf ' f � I
V �i�


	��� V�ta�

�� Te�n� prostor k variet	 V v libovoln�m bod	 p � V � Kn je a�nn� podprostor v
Kn �

�� Je�li I
V � � hf�� � � � � fsi� pak TpV � V
D�
pf�� � � � �D

�
pfs��

D�kaz
 Sta�� dok�zat pouze druh� tvrzen�� proto�e pak je vid�t� �e TpV je mno�ina
v�ech �e�en� syst�mu line�rn�ch rovnic


Spo�t�me D�
p
hf� pro sou�in
 Podle de�nice to je

�
hf�
�x�


p�
x� � p�� � � � � � 

�h

�x�

p�f
p� � h
p�

�f

�x�

p��
x� � p�� � � � �

Proto�e p je bod variety� pro ka�d� polynom h � h�f� � � � �� hsfs � I
V � dostaneme
D�

ph � h�
p�D�
pf� � � � � � hs
p�D�

pfs
 Pro libovoln� polynom h v asociovan�m ide�lu
je tedy D�

p
h� line�rn� kombinac� D�
p
f��� � � �D

�
p
fs�
 Proto D�

ph � hD�
pf�� � � � �D

�
pfsi a

v�ta je dok�zan�
 �

	��� V�ta� Nech� L je p
�mka v Kn zadan� parametricky� L � p � tv� a V � K
n

varieta� Pak L � TpV � p � V � pr�v	� kdy� pro ka�d� f � I
V � je hodnota t � �
ko
enem polynomu f
p � tv� � K$t% s n�sobnost� alespo� ��

D�kaz
 Ozna�me g
t� � f
p � tv� � K$t%
 Skal�r t � � je ko�en s n�sobnost� alespo+ �
pr�v�� kdy� je i ko�enem derivace g�
t�
 Spo�teme

g�
�� �
�f

�x�

p�v� �

�f

�x�

p�v� � � � �� �

�xn

p�vn � D�

pf
p � v�

kde v � 
v�� � � � � vn�
 Odtud plyne� �e g�
�� � � pr�v�� kdy� v � TpV 
 To nastane pr�v��
kdy� L � TpV 
 �
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	��� D�sledek� Pro nadplochu V � K
n s redukovanou rovnic� V � V
f� je TpV �

V
D�
pf�� P
itom� je�li f � f� � � � fr rozklad na nerozlo�iteln� faktory a Vi � V
fi� jsou

p
�slu�n� komponenty� pak pro v � Vi je dimTpV � n � � pr�v	� kdy� D�
pfi �� � a

dimTpVi � n v opa�n�m p
�pad	� D�le� dimTpV � dimTpVi pr�v	� kdy� p �� Vi � Vj pro
n	jak� i �� j�

	��� P��klad� Uva�me polynom f � 
x� � y� � ��
x � ��� tj
 V
f� je sjednocen�
jednotkov� kru�nice a jej� te�ny v bod� p � 
�� ��
 Ide�l I � hfi je radik�lov�� proto�e
f je redukovan�
 Plat�

D�
pf � 
�x� � �x� x� � y� � �� j	���
 
x� �� � 
�y
x� �� j	���
 
y� � � � ��

V tomto bod� tedy bude ka�d� j�m proch�zej�c� p��mka v TpV 
 Ve v�ech ostatn� budou
te�n� prostory jednorozm�rn� 
te�ny k p��slu�n�m k�ivk�m�


	��� De�nice� Pro nerozlo�itelnou varietu V de�nujeme jej� dimenzi vztahem

dimV � minfdimTpV� p � V g�

Obecn�� pro varietu V a bod p � V de�nujeme dimenzi V v bod	 p�

dimpV � maxfdimenze komponent do nich� p pat��g�

Dimenze variety V je pak maximum dimenz� v bodech p � V 
 Body ve kter�ch je
dimV � dimTpV jsou regul�rn� � ostatn� naz�v�me singul�rn�


Zave#me nyn� p�esn� pojem parametricky zadan� variety


	��	 De�nice� Racion�ln� parametrickou reprezentac� variety V
f�� � � � � fr� � Kn

rozum�me racion�ln� funkce r�� � � � � rn � k
t�� � � � � ts� spl+uj�c� n�sleduj�c� podm�nky

� Je�li xi � ri
t�� � � � � tn� pro i � �� �� � � � � n� pak 
x�� � � � � xn� � V
f�� � � � � fr� pro
libovoln� t�� � � � � ts


� V
f�� � � � � fr� je minim�ln� a�nn� varieta obsahuj�c� takto dan� body 
x�� � � � � xn�

Pokud jsou v�echny ri polynomy v K$t�� � � � � ts%� pak hovo��me o polynomi�ln� paramet�
rizaci


	��
 V�ta� Nech� V � K
n je a�nn� varieta zadan� parametricky ve tvaru x� �

g�
t�� � � � � tm�� � � � � xn � gn
t�� � � � � tm�� kde gi � K
t�� � � � � tm�� Pak V je nerozlo�iteln��

D�kaz
 Provedemenejprve d�kaz pro polynomi�ln� parametrizace� tj
 gi � K$t�� � � � � tm%�
kdy je celkem snadn�


Uva�me zobrazen� � � Km 	 Kn � 
t�� � � � � tm� 
	 
g�
t�� � � � � tm�� � � � � gn
t�� � � � � tm��

Pak I
V � � I
�
Kn ��
 Je tedy f � I
V � pr�v�� kdy� f � � � � jako polynom v
K$t�� � � � � tm%
 Chceme uk�zat� �e asociovan� ide�l je prvoide�l� p�edpokl�dejme tedy�
�e fh � I
V �
 Pak 
fh� �� � 
f ��� � 
h ��� � �� jako polynom v K$t�� � � � � tm%
 Proto
bu# f � � nebo h � � je nula


Obecn� p��pad vy�aduje o trochu slo�it�j�� postup
 Nech, h�� � � � � hn jsou jmenovate�
l� racion�ln�ch funkc� z parametrizace a p�edpokl�dejme� �e nejsou v�echny konstantn�




� AFINN� VARIETY ��

Ozna�meW � V
h�� � � � � hn� varietu nulov�ch bod� alespo+ jednoho polynomu hi
 Ny�
n� m��eme de�novat � � Km nW 	 K

n � �
t�� � � � � tm� � 
g�
t�� � � � � tm�� � � � � a op�t plat�
I
V � � I
�
Km nW ��
 Uva�me fh � I
V �� tj
 
f � �� � 
h � �� � �� kde posledn� rov�
nost ch�peme v pod�lov�m t�lese
 Jeden z nich mus� tedy b�t nulov� prvek pod�lov�ho
t�lesa


Nech, f�� � �� tj
 f
 r�
h�
� � � � � rn

hn
� � � na KmnW 
 Tzn
 do oby�ejn�ho polynomu dosa�

zujemepod�ly n�jak�ch polynom�
 Existuje p�itom k takov�� �e sou�in 
h� � � � hn�k
f���
je ji� oby�ejn� polynom v K$t�� � � � � tm%
 Pak ov�em tak� 
h� � � � hn�k
f � �� � � v
K$t�� � � � � tn% a hodnoty tohoto polynomu na Km nW � co� je otev�en� podmno�ina� jsou
nulov�
 Proto je tento polynom identicky nulov� v�ude� je proto identicky nulov� i f ��
a to jsme pot�ebovali uk�zat
 �

	��� P��klad�

�� Uva�me varietu zadanou parametricky

x � t
u� � t��� y � u� z � u� � t�

Jde o varietu vyobrazenou na tituln� stran� text�
 P�esv�d�it se o tomm��eme eliminac�
prom�nn�ch t� u z rovnic


x � tz� z � y� � t�

x� � t�z� � 
y� � z�z� � y�z� � z�

Dostali jsme tedy skute�n� varietu V
x�� y�z� � z��
 Podle p�edchoz� v�ty je nerozlo�
�iteln�
 Te�n� prostory k t�to variet� jsme po��tali ji� v  vodn� kapitole


�� Tvistovan� kubika je d�na V
y�x�� z�x�� a jej� parametrizace je vid�t okam�it��
x � t� y � t�� z � t�
 Znovu jsme tedy uk�zali� �e hy�x�� z�x�i je pvoide�l� tentokr�t
daleko jednodu�eji
 Ka�d� prvoid�l je radik�lov�� proto pro te�n� prostory dost�v�me

TpV � V
D�
p
y � x���D�

p
z � x����

Ozna��me�li p � 
px� py� pz�� dostaneme

TpV � V
��px
x� px� � 
y � py����p�x
x� px� � 
z � pz���

Nap�
 pro p � 
�� �� �� je te�n� prostor p��mka V
��
x����
y������
x����
z����

�� Varieta V
x� � y�z� je zad�na parametricky

x � uv� y � v� z � u�

je tedy nerozlo�iteln�
 Pro libovoln� bod tvaru p � 
�� �� 
� je te�n� prostor TpV �
V
�� � K� 
 Jsou tedy v�echny body na ose z singul�rn�


Bez d�kazu uvedeme obecnou v�tu o rozkladu variet na komponenty
 Pro speci�ln�
p��pad nadploch je ale d�kaz ji� snadn�� zkuste si sami&

	��� V�ta� Nech� V � Kn je a�nn� varieta a ozna�me/ � fp � V ' p je singul�rn� bodg
�� / je a�nn� varieta obsa�en� ve V �



�� ALGEBRAICK� GEOMETRIE

�� Pro p � / je dim
TpV � � dimpV �

�� / neobsahuje ��dnou nerozlo�itelnou komponentu V �

�� Jsou�li Vi� Vj r�zn� nerozlo�iteln� komponenty V � pak Vi � Vj � /�

	��� Pozn�mka� Ka�dou s�tici polynom� 
f�� � � � � fs� m��eme ch�pat jako zobrazen�
� � 
f�� � � � � fs� � Kn 	 Ks 
 Vlastnosti tohoto zobrazen� ve spole�n�m nulov�m bod�
p � Kn jist� budou vypov�dat i n�co o chov�n� variety V
f�� � � � � fs� v okol� bodu p
 Z
anal�zy je zn�mo� �e !line�rn� ��st chov�n�" je zachycena tzv
 Jacobiho matic�

J
f�� � � � � fs�
p� �

�
BB�

�
�x�

f� � � � �
�xn

f�














�
�x�

fs � � � �
�xn

fs

�
CCA 
p�

Determinant t�to matice se naz�v� Jacobi�n p��slu�n�ho zobrazen� v bod� p
 Hodnost
J
f�� � � � � fs�
p� � min
n� s�
 P�edpokl�dejme� �e hodnost je rovna s� zejm�na je tedy
s � n
 Pak 
jak je zn�mo z anal�zy� je varieta V
f�� � � � � fs� � ���
�� lok�ln� grafem
jist�ho zobrazen� Kn�s 	 K

n 
tzv
 v�ta o implicitn� funkci�
 Zejm�na tedy v tomto
p��pad� jist� bude bod p regul�rn�m bodem variety


Samoz�ejm�� naopak tvrzen� neplat�
 Nap�
 f � 
x��y�� zad�v� parabolu� v�echny
body jsou regul�rn�� Jacobiho matice ale bude pro v�echny bdy na parabole nulov�


	��� De�nice� Uva�me polynom f � K$x�� � � � � xn% stupn� d a bod p � Kn 
 Taylor�v
rozvoj f v bod� p d�v�

f
x� � f
p� �D�
pf
x� p� � � � � � �

k&
Dk

pf
x� p� � � � �� �
d&
Dd

pf
x� p�

kde Dk
pf �

P
j�j�k

�j�jf

�x�

p�
x � p��� viz
 tzv
 multiindexovou symboliku zavedenou v

�
�
 Homogenn� polynom Dk
pf � kter� je bu# stupn� k nebo nulov�� naz�v�me k�line�rn�

��st f v bod� p
 De�nujeme Dmin
p f jako prvn� nenulovou homomgenn� ��st f v p
 Pro

ka�d� nenulov� polynom f je jeho prvn� nenulov� ��st dob�e de�novan� v ka�d�m bod�
p � Kn � pro body mimo V
f� je to konstanta f
p�


Te�n
 ku�el variety V � V
f�� � � � � fs� v bod� p � V de�nujeme vztahem

Cp
V � � V
Dmin
p f ' f � I
V ���

Te�n� ku�el je podle de�nice pr�nik variet �f�I	V 
V
Dmin
p f�


	��� V�ta� Nech� V � V
f� je nadplocha a I
V � � hgi� Pak Cp
V � � V
Dmin
p g�� Je�li

K � C � pak nav�c tak� Cp
V � � V
Dmin
p f��

D�kaz
 Polynomy z I
V � � hgi jsou n�sobky g
 Spo��t�me pro libovoln� polynom h
minim�ln� nenulovou ��st Dmin

p 
hg�
 Dostaneme

Dk
p 
hg� �

X
j�j�k

�j�j

�x�

hg�
p�
x � p��

�
X
j�j�k



X

��	��



�j�j

�x�
h�


� j	j

�x	
g�
p��
x � p��
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Ozna�me minim�ln� stupn� k
�
pro g� k

��
pro g
 Je�li k � k

�
� k

��
� pak bu# �j	j

�x	
h nebo

�j
j

�x

g je nulov�
 Proto dostaneme minim�ln� nenulovou ��st pro k � k

�
� k

��
� tzn


Dmin
p 
hg� � 


X
j�j�k�



�j�j

�x�
h�
p�
x� p��� � 
 X

j	j�k��


� j	j

�x	
g�
p�
x� p�	�

� 
Dmin
p h�
Dmin

p g�

Odtud plyne� �e pro hg � I
V � je V
Dmin
p 
hg�� � V
Dmin

p g�

P�edpokl�dejme nav�c� �e K � C 
 Spo�teme� �e ide�ly hfi a I
V � budou d�vat ten�

t�� ku�el 
ale s n�sobnost��
 M�me h � I
V � pr�v�� kdy� hm � hfi pro vhodn� m
 Po�
dle p�edchoz�ho v�po�tu je Dmin

p 
hm� � 
Dmin
p h�m a proto V
Dmin

p h� � V
Dmin
p hm� �

V
Dpf� plyne z p�edchoz� ��sti d�kazu
 �

	��� P��klad� Pro variety v�t��ch kodimenz� je bohu�el situace daleko slo�it�j��
 Vez�
m�me k�ivku V � V
xy� xz � z
y� � z��� � C �
 Lze spo��tat� �e hxy� xz � z
y� � z��i
je radik�lov� ide�l
 Mohli bychom doufat� �e C�
V � � V
xz� xz�� uvid�me v�ak� �e to
nen� pravda
 Uva�me f � y
xz � z
y� � z��� � z
xy� � zy
y� � z�� � I
V �
 Poly�
nom Dmin

f � zy
y� � z�� nen� nulov� v bodech roviny x � �� kter� je cel� obsa�ena v
V
xz� xz�& Te�n� ku�el proto mus� ve skute�nosti b�t daleko men��


N�sleduj�c� v�ta ��k�� �e te�n� ku�el v libovoln�m bod� je vypln�n pr�v� v�emi
limitn�mi stavy se�en t�mto bodem proch�zej�c�ch
 O se�n�ch Lk proch�zej�c�ch bodem
p p�itom �ekneme� �e konverguj� k p��mce L � p � tv� jestli�e existuj� sm�rov� vektory
vk� vk 	 v� takov�� �e Lk � p � tvk�


	��� V�ta� Nech� V je a�nn� varieta v C n � P
�mka L � p�tv le�� cel� v CpV pr�v	 kdy�
existuje posloupnost bod� qk � V� qk �� p konverguj�c�ch k p takov�ch� �e Lk � p� t
qkp�
konverguje k L�

D�kaz
 Nap�ed uk��eme� �e pro body qk � V � qk 	 p� konverguj� se�ny k p��mce v
CpV 
 Zvol�me p � � 
bez  jmy na obecnosti m��eme prov�st posunut� do po��tku�

P�edpokl�dejme� �e Lk � p � t
qk � p� � tqk konverguje k p��mce L � p � tv � tv
 Tzn

existuje vk 	 v� qk � tkvk
 Zjevn� tk 	 �
 Nech, f � I
V �� tj
 f � � na V
 D�le nech,
k je minim�ln� ��slo takov�� �e Dk

�f �� �
 Tzn
 f � Dk
�f � � � � �Dd

�f � kde d je stupe+
f 
 Nyn�

� � f
tlvl� � tklD
k
�f
vl� � tk��

l Dk��
� f
vl� � � � �� tdlD

d
�f
vl�

� � Dk
�f
vl� � tlD

k��
� f
vl� � � � �

Limitn�m p�echodem l 	 �� tj
 tl 	 �� dostaneme Dk
�f
v� � �
 To ale znamen�� �e

p��mka L je obsa�ena v te�n�m ku�eli C�V � co� jsme cht�li dok�zat

Opa�n� sm�r je nep��jemn�j��
 V podstat� se jedn� o diskuzi� jak� je nejmen�� varieta

obsahuj�c� v�echny limity se�en
 Prov�d� se v C $t� x�� � � � � xn%
 Detaily vynech�me
 �

	��� V�ta� Nech� p � V � C n � Pak dimp V � dimCpV �

D�kaz
 Pro nadplochy plyne z de�nice� obecn� d�kaz vynech�me �



�� ALGEBRAICK� GEOMETRIE

	��	 D�sledek� Nech� p � V � C
n � N�sleduj�c� podm�nky jsou ekvivalentn��

�� p je regul�rn� bod

�� dimC p
V � � dimTpV

�� CpV � TpV


 Projektivn� variety

P�ipome+me� �e projektivn� prostor Pn
K� je mno�ina jednorozm�rn�ch podprostor�

a� � a� � � � � � an� v Kn�� 



�� De�nice� Homogenn� polynom stupn	 k v K$x�� � � � � xn% je takov� polynom� jeho�
v�echny monomy maj� stupe+ k
 Tj
 f �

P
j�j�k c�x

�
 Ka�d� f � K$x�� � � � � xn% je
jednozna�n� vyj�d�en jako sou�et homogenn�ch komponent f �

Pk
i�� f	i
� kde f	i
 je

homogenn� polynom stupn� i� i � �� � � � � k

Ide�l I � K$x�� � � � � xn% je homogenn�� jestli�e pro ka�d� polynom f � I jsou i

v�echny jeho homogenn� komponenty v I



�� Lemma� Nech� f � K$x�� � � � � xn% je libovoln� polynom a f
x� � � pro v�echny
homogenn� sou
adnice x � 
x� � x� � � � � � xn� jist�ho bodu p � Pn
K�� Pak v�echny
homogenn� komponenty polynomu f spl�uj� f	i

x� � ��

D�kaz
 Nech, je f �
Pk

i�� f	i

 Plat� f	i


x� � 
if
x�
 Je�li f

x� � � pro v�echny
hodnoty 
� pak � � f

x� �

Pk
i�� f	i

x�


i je identicky nulov� polynom� mus� tedy m�t
nulov� v�echny koe�cienty
 Pr�v� to jsme m�li dok�zat
 �


�� Pozn�mka� Pro mno�inu S � Pn
K� de�nujeme

I
S� � ff � K$x�� � � � � xn%� f
x� � � pro v�echny homogenn� sou�adnice bod� v Sg
Zjevn� je I
S� ide�l a z p�edchoz�ho lemmatu plyne� �e I
S� je homogenn� ide�l
 Nab�z�
se de�novat !nejmen�� varietu" obsahuj�c� S jako mno�inu v�ech bod� v Pn
K�� jejich�
homogenn� sou�adnice jsou nenulov�mi body v�ech f � I
S�
 N�sleduj�c� v�ta ukazuje�
�e homogenn� ide�ly jsou generov�ny kone�n� mnoha homgenn�mi polynomy
 To n�m
umo�n� pou��t explicitn�j�� de�nici



�	 V�ta� Ide�l I � K$x�� � � � � xn% je homogenn� ide�l� pr�v	 kdy� existuj� homogenn�
polynomy f�� � � � � fs � K$x�� � � � � xn% takov�� �e I � hf�� � � � � fsi�
D�kaz
 Uva�me dva polynomy f �

Pk
i�� f	i
� g �

Pl
j�� g	j

 Pak


f � g� �
max	k�l
X
q��


f	q
 � g	q
�


fg� �
k�lX
q��



X

i�j�q

f	i
g	i
�

Z Hilbertovy v�ty o b�zi plyne� �e I � hf�� � � � � fsi pro vhodn� gener�tory fi � P
j fi	j



Proto�e I je homogenn� ide�l� jsou fi	j
 � I 
z de�nice�
 D�le fi le�� v ide�lu generova�
n�m fi	j
� tzn
 I � hfi	j
i




� PROJEKTIVN� VARIETY ��

P�edpokl�dejme naopak� �e I � hf�� � � � � fsi s homogenn�mi polynomy fi � I
 Nech,
f � h�f�� � � ��hsfs a nech, f �

Pk
j�� f	j

 Pak f	k
 se vyj�d�� jako sou�et 
n�kter�ch�

nejvy���ch homogenn�ch komponent hifi
 Ty jsou ale sou�iny fi s nejvy���mi kompo�
nentami hi
 Odtud f	k
 � I
 Nyn� f�f	k
 � I a nejvy��� homogenn� komponenta f�f	k

op�t le�� v I
 Po kone�n�m po�tu krok� v�echny f	j
 � I
 �


�
 De�nice� Projektivn� varieta V � Pn
K� je mno�ina zadan� homogenn�mi poly�
nomy f�� � � � � fs � K$x�� � � � � xn%�

V � V
f�� � � � � fs� � f
a� � � � � � an� � Pn
K� ' fi
a�� � � � � an� � � ' i � �� � � � � s�g
Projektivn� varieta se naz�v� nerozlo�iteln� � jestli�e ji nelze vyj�d�it jako sjednocen�
V � V� � V� dvou projektivn�ch variet takov�ch � �e Vi �� Vj � i �� j



�� V�ta� Pro ka�d� nekone�n� pole K zad�vaj� p
i
azen� V 
	 I
V �� I 
	 V
I�
korespondence

f projektivn� variety g� f homogenn� ide�ly g
a plat� V
I
V �� � V � Zejm�na V � W pr�v	� kdy� I
V � � I
W ��

D�kaz
 0pln� stejn� jako v a�nn�m p��pad�
 �


�� V�ta� Ka�dou projektivn� varietu lze jednozna�n	 �a� na po
ad�� vyj�d
it jako
sjednocen� nerozlo�iteln�ch variet V � V� � � � � � Vk� Vi �� Vj pro v�echny i �� j�

D�kaz
 Stejn� jako v a�nn�m p��pad�� z�sk�me pro V klesaj�c� �et�zec V � V� �
V� � V� � � � � projektivn�ch variet
 Odtud I
V�� � I
V�� � � � � je rostouc� �et�zec
homogenn�ch ide�l�
 Proto existuje N takov�� �e I
VN � � I
VN��� � � � � 
 Pro z�skan�
rozklad se pak analogicky k a�nn�mu p��padu odvod� jednozna�nost
 �


�� Pozn�mka� Projektivn� prostor jsme vyj�d�ili jako Pn
K� �� U� � Pn��
K�� kde
U� je a�nn� rovina Kn a o jednu dimenzi men�� projektivn� prostor Pn��
K� hraje roli
bod� v nekone�nu
 P�esn�ji� U� � fp � 
x� � � � � � xn�'x� �� �g� p �� 
�� x�� � � � � xn� ��

x�� � � � � xn�� a podobn� m��eme do Pn
K� vlo�it a�nn� roviny Ui � fp � 
x� � � � � �
xn�'xi �� �g
 Pro varietu V � Pn
K�� V � V
f�� � � � fs�� de�nujeme jej� !a�nn� ��st
v Ui" jako Vaf � V � Ui
 R�di bychom tak� naopak um�li k variet� Vaf � U� naj�t
odpov�daj�c� projektivn� varietu V 



�� V�ta� Nech� V � V
f�� � � � � fs� � Pn
K� je projektivn� varieta� De�nujeme gi �
K$x�� � � � � xn%� gi
x�� � � � � xn� � fi
�� x�� � � � � xn�� i � �� � � � � s� Pak Vaf � V � U� �
V
g�� � � � � gs� � Kn �

D�kaz
 Je�li 
� � a� � � � � � an� � V � U�� pak fi
�� a�� � � � � an� � gi
a�� � � � � an� � �
 T�m
je dok�z�no� �e Vaf � V
g�� � � � � gs�
 Naopak� je�li gi
a�� � � � � an� � �� i � �� � � � � s� pak
fi
�� a�� � � � � an� � gi
a�� � � � � an� � �� tj
 
� � a� � � � � � an� � V � U�
 �


��� De�nice� Nech, I � K$x�� � � � � xn% je ide�l
 Homogenizac� ide�lu I je ide�l

Ih � hfh' f � Ii � K$x�� � � � � xn%

kde fh je tzv
 homogenizace polynomu f �
Pk

i�� f	i
� dan� vztahem

fh
x�� � � � � xh� �
kX
i��

f	i

x�� � � � � xn�x
k�i
� � xk�f


x�
x�
� � � � �

xn
x�
��
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Projektivn� roz���en� a�nn� variety V � V
f�� � � � � fs� � K
n �� U� � Pn
K� de�nujeme

jako projektivn� varietu V

I
V ��h�


��� V�ta� Nech� V je nadplocha v Kn zadan� redukovanou rovnic� f � �� Potom
projektivn�m roz��
en�m variety V je V
fh��
D�kaz
 Nadplocha V je zad�na hlavn�m ide�lem hfi� kter� je radik�lov�� proto je tak�
asociovan� ide�l I � I
V � � hfi
 Z formule pro homogenizaci polynomu ihned plyne�
�e homogenizace sou�inu dvou polynom� je sou�in jejich homogenizac�
 Pak ov�em
libovoln� prvek g homogenizovan�ho ide�lu Ih je nutn� op�t n�sobkem fh
 Odtud
vypl�v� dokazovan� tvrzen�
 �


��� P��klad� Tvistovan� kubika W � V
x� � x��� x� � x��� 
parametricky je zadan�
x� � t� x� � t�� x� � t��
 Homogenizac� gener�tor� f � x� � x��� g � x� � x��� z�sk�me
polynomy fh � x�x� � x��� g

h � x��x� � x��

Uva�me varietu V � V
x�x��x��� x��x��x���
 Jej� pr�nik s projektivn� rovinou bod�

v nekone�nu je V �H � V
x�x��x��� x
�
�x��x��� x�� � V
x�� x��� co� je cel� projektivn�

p��mka
 D� se proto tu�it� �e varieta V je zbyte�n� p��li� velik�

Skute�n�� m� tak� V

�
� V
x�x� � x��� x

�
�x� � x��� x�x� � x��� a�nn� ��st v U� rovnu

W 
 P�itom V � � H � V
x�x� � x��� x
�
�x� � x��� x�x� � x��� x�� � V
x�� x�� x��� tzn
 v

!nekone�nu" p�ibyl jedin� bod 
� � � � � � ��
 To odpov�d� daleko l�pe intuitivn�
p�edstav� o roz���en� k�ivky o body v nekone�nu


P�itom si v�imn�me� �e I � hx��x��� x��x��i je prvoide�l� tedy zejm�na radik�lov�
ide�l� sta�� proto uva�ovat homogenizovan� ide�l Ih
 To v�ak neznamen�� �e sta��
zhomogenizovat libovoln� gener�tory
 V na�em p��pad� jsme museli p�idat polynom�
kter� je v I� je homogenn�� ale nen� v hfh� ghi


��� P��klad� Graf re�ln� funkce y � x� � x je varieta W � V
y � x� � x� jej��
projektivn� roz���en� je podle p�edchoz� v�ty V � V
z�y � x� � z�x� � R�
 Jej� body
v projektivn� rovin� H bod� v nekone�nu spo�teme p�id�n�m rovnice z � �� tj
 vyjde
jedin� bod 
� � � � �� � H � V 


Pro polynom g � z�y � x� � z�x �e�me soustavu rovnic

g � ��
�g

�x
� ��

�g

�y
� ��

�g

�z
� �

(e�en�m je jedin� bod 
� � � � �� � P�
R�� co� znamen�� �e nevlastn� bod je jedin�m
singul�rn�m bodem k�ivky
 Pod�vejme se jak se chov� na�e k�ivka v okol� sv�ho jedin�ho
singul�rn�ho bodu
 Sta�� zvolit jin� vlo�en� a�nn� roviny do projektivn� roviny� nap�

uva�ujme body s nenulovou y�ovou sou�adnic�
 Tzn
 dosad�me y � � do g� ozna�me
nov� vznikl� polynom h � z� � x� � xz
 P�vodn� nekone�n� bod nyn� p�ejde na bod

�� �� a snadno p�epo��t�me� �e prvn� derivace h jsou v tomto bod� nulov�
 Nem� proto
smysl po��tat te�nu� m��eme se ale zaj�mat o te�n� ku�el v singul�rn�m bod� 
�� ��

Spo�teme D�

	���
h � z�� je tedy te�n�m ku�elem dvojn�sobn� te�na z � �
 Prohl�dn�te
si situaci na obr�zku ��


Bez d�kazu uvedu obecnou v�tu popisuj�c� vztah mezi p�vodn� a�nn� varietou a jej�m
projektivn�m roz���en�m
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Obr
 ��� Graf funkce y � x� � x a chov�n� v okol� nevlastn�ho singul�rn�ho bodu

� � � � ��
 V�imn�te si� �e t�i nulov� hodnoty p�vodn� funkce se ocitaj� na projektivn�
p��mce nevlastn�ch bod�� proto se k�ivka vpravo zd� na prvn� pohled nesouvisl�



��	 V�ta� Nech�W � K
n je a�nn� varieta a nech� V � V

I
V ��h� je jej� projektivn�

roz��
en�� Potom

�� Vaf � V � U� � W

�� V je nejmen�� a�nn� varieta v Pn
K� takov�� �e jej� a�nn� ��st Vaf � W

�� ��dn� komponenta projektivn�ho roz��
en� V nele�� cel� v projektivn� nadrovin	
nevlastn�ch bod� H � V
x��

�� Je�li W nerozlo�iteln�� potom je i V nerozlo�iteln��


��
 Pozn�mka� Je�li K � C 
a stejn� pro libovoln� algebraicky uzav�en� pole�� pak
nen� t�eba zn�t asociovan� ide�l I
W � pro nalezen� projektivn�ho roz���en�
 Je�li toti�
W � V
I�� pak p��mo plat� V � V
Ih�
 D�vodem je platnost Hilbertovy v�ty o nul�ch
a skute�nost� �e homogenizace sou�inu polynom� je sou�in jejich homogenizac�


Bohu�el� pro obecn� pole to neplat�
 Nap�
 I � hx��y�i � R� d�v� V
I� � f
�� ��g�
ale Ih � hz�x� � y�i zad�v� varietu f
� � � � ��� 
� � � � ��g
 P�itom samoz�ejm� je
nejmen�� varieta v P�
R� obsahuj�c� jedin� bod f
� � � � ��g zase tento jedin� bod

Kdy� p�itom vezmeme cel� asociovan� ide�l hx� yi� dostaneme spr�vn� v�sledek



��� P��klad� Zkoumejme k�ivku zadanou polynomem f � y�� x� � �x� � �x
 Jeho
homogenizace je g � zy� � x� � �zx� � �z�x
 Snadno spo�teme� �e jedin� singul�rn�
bod projektivn�ho roz���en� je bod 
� � � � �� s te�n�m ku�elem y �p�
x�p�z� � �

Dehomogenizac� dosazen�m y � � dostaneme polynom h � z � x� � �zx� � �z�x a j�m
zadan� a�nn� varieta je bez singul�rn�ch bod�
 v�imn�me si je�t�� �e jedin� nekone�n�
bod projektivn�ho roz���en� na�� k�ivkym� homogenn� sou�adnice 
� � � � ��� tj
 p�ech�z�
na bod 
�� �� � V
h�
 Tento bod je sice regul�rn�� te�na v n�m je ale p��mka y � ��
je to tedy pr�v� p��mka nevlastn�ch bod� p�vodn� a�nn� roviny
 Proto na�e p�vodn�
k�ivka V
f� nem� asymptoty
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Obr
 ��� Ilustrace p��kladu �
��� vlevo V
y��x���x�� �x�� vpravo V
z�x���zx��
�z�x�

Nyn� se pod�vejme podrobn�ji na nejjednodu��� nadplochy
 Po projektivn�ch na�
drovin�ch 
zadan�ch jedn�m line�rn�m homogenn�m polynomem�� jsou nejjednodu���
tzv
 kvadriky� zadan� homomogenn�m polynomem stupn� �
 P�ipome+me� �e dv� pod�
mno�iny S�� S� � Pn
K� jsou projektivn� ekvivalentn�� jestli�e existuje kolineace �
zobrazuj�c� bijektivn� S� na S�



��� Lemma� Nech� A � GL
n � ��K� je matice kolineace � na Pn
K�� Pak pro
ka�dou varietu V � V
f�� � � � � fs� � Pn
K� je �
V � projektivn	 ekvivalentn� varieta
V
g�� � � � � gs� zadan� polynomy

gi
x�� � � � � xn� � fi
b��x� � b��x� � � � �� b�nxn� � � � � bn�x� � � � �� bnnxn�

kde B � 
bij� � A��� V�echny gi jsou homogenn� polynomy stejn�ch stup�� jako fi�

D�kaz
 Sta�� si uv�domit� �e kolineace � p�sob� prost�ednictv�m n�soben� homogenn�ch
sou�adnic matic�A
 Pro y � �
x� z�sk�me hodnoty gi
y� tak� �e vezmeme fi a vy��sl�me
je v B
Ax�� tzn
 fi
B
Ax�� � fi
x�� ale to je pr�v� kdy� x � V 
 �


��� Lemma� V�echny projektivn� podprostory stejn� dimenze k v Pn
K� jsou pro�
jektivn	 ekvivalentn��

D�kaz
 V libovoln�ch projektivn�ch sou�adnic�ch je takov� prostor d�n n�k nez�visl�mi
line�rn�mi rovnicemi
 Proto ve vhodn�ch sou�adnic�ch je ka�d� k�rozm�rn� podprostor
zad�n rovnicemi x� � � � � � xn�k � �
 �


��� De�nice� Nadplochy V � V
f� � Pn
K� zadan� kvadratick�m homogenn�m
polynomem se naz�vaj� �hyper�� kvadriky 
 Kvadriky bez singul�rn�ch bod� se naz�vaj�
regul�rn� � ostatn� jsou singul�rn� 


Ka�d� homogenn� kvadratick� polynom je v homogenn�ch sou�adnic�ch zad�n v��
razem f
x� �

Pn
i�j�� aijxixj � xTAx kde A � 
aij� je symetrick� matice stupn� n� �
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��� Kanonick
 formy� Z element�rn� line�rn� algebry v�me� �e ve vhodn� b�zi m�
kvadratick� forma 
tj
 n�� homogenn� polynom� f diagon�ln� matici� tj


f
x� � c�x
�
� � c�x

�
� � � � � � ckx

�
k� ci �� ��

kde ��slo k � � � n� � se naz�v� hodnost formy f 

Nav�c p�i K � C lze dos�hnout� aby v�echny nenulov� ci byly rovny jedn�� tj


f
x� � x�� � � � � � x�k kde k � � je hodnost formy
 Je�li K � R� pak dos�hneme pouze
f
x� � x�� � � � � � x�r � x�r�� � � � � � x�k a ��slo � � r � � � k � � se naz�v� signatura
formy f 


Nap�
 formy x�� � x�x� a x�� � x�x� � x��� kter� vzniknou homogenizac� rovnic pro
parabolu a hyperbolu� vyj�d��me postupnou zm�nou sou�adnic takto

x�� � x�x� � �
y� � y��
y� � y�� � y��

� �y�� � y�� � y��

x�� � x�x� � x�� � 
x� � �
�
x��� � �

�
x�� � x��

� z�� � z�� � z��

a je vid�t �e ob� k�ivky jsou jist� projektivn� ekvivalentn�

Hodnost a signatura z�ejm� nez�vis� na volb� homogenn�ch sou�adnic� m��eme pro�

to hovo�it o hodnosti a signatu�e kvadrik
 Proto�e f a �f zad�vaj� stejnou varietu�
budeme pro kvadriky v�dy p�edpokl�dat k � r � r



��� V�ta� Kvadriky V
f�� V
g� v Pn
K� jsou projektivn	 ekvivalentn� pr�v	� kdy�

� K � C a maj� stejnou hodnost

� K � R a maj� stejnou hodnost i signaturu�

D�kaz
 Element�rn� line�rn� algebra �


��� D�sledek� Regul�rn� kvadriky jsou pr�v	 kvadriky hodnosti n�� �


��� D�sledek� V�echny komplexn� regul�rn� kvadriky jsou projektivn	 ekvivalentn��


��	 Segreho zobrazen�� De�nujme zobrazen� � � Pn
K� �Pm
K� 	 Pn�m�nm
K�
p�edpisem



x�� � � � � xn�� 
y�� � � � � ym�� 
	 
x�y�� x�y�� � � � � x�ym� x�y�� � � � � x�ym� � � � � xnym�

Pou�ijeme�li jin� homogenn� sou�adnice t�ch� bod�� obraz se zm�n� jen o n�sobek� je
tedy na�e zobrazen� skute�n� dob�e de�novan�
 Uk��eme� �e je prost�


P�edpokl�dejme �
p� q� � �
p�� q��
 Pak jist� existuj� homogenn� sou�adnice� pro
kter� u� de�ni�n� p�edpis pro � m� stejn� hodnoty
 Zejm�na je x�
y�� � � � � ym� �
x��
y

�
�� � � � � y

�
m�� tj 
 bu# q � q� nebo x� � x�� � �
 Pokud q �� q�� pak stejn� argu�

ment d� postupn� x� � x� � � � � � xn � �� to je ale ve sporu s na��m p�edpokladem� �e

x� � � � � � xn� jsou homogenn� sou�adnice bodu v Pn
K�
 Analogicky se dok��e i p � p�
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Z �en�m na vno�en� a�nn� roviny x� � �� y� � � dostaneme zobrazen� Kn � Km 	
K
n�m�nm �



� � x� � � � � � xn�� 
� � y� � � � � � ym�� 
	

	 

� � y� � � � � � ym � x� � x�y� � � � � � x�ym � x� � � � � � xnym�
�� 
x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� x�y�� � � � � x�ym� � � � � xnym�

Nejjednodu��� p��pad je ���� � P�
K� �P�
K� 	 P�
K�



��
 Lemma� Obrazem Im���� je varieta V
z�z� � z�z���

D�kaz
 Zobrazen� � je d�no vztahem 

x� � x��� 
y� � y��� 
	 
x�y� � x�y� � x�y� � x�y���
pro body 
z� � z� � z� � z�� obrazu m�me tedy rovnice

z� � x�y�� z� � x�y�� z� � x�y�� z� � x�y�

Jist� proto Im� � V
z�z� � z�z��
 P�edpokl�dejme 
w� � w� � w� � w�� � V 
 Pro
ur�itost p�edpokl�dejme� �e t�eba w� �� � 
jinak m��eme prom�nn� p�e��slovat�
 Pak

w� � w�� � P�
K� a 
w� � w�� � P�
K�
 Nyn�

�
w� � w� � w� � w�� � 
w�
� � w�w� � w�w� � w�w��

� 
w�
� � w�w� � w�w� � w�w�� � 
w� � w� � w� � w��

�

V z�v�ru t�to kapitoly se zm�n�me o speci�ln�ch konstrukc�ch variet vy���ch dimen�
z�� kter� jsou !poskl�d�ny" z projektivn�ch podprostor� v jist�m smyslu podobn�m
zp�sobem� jako je jednod�ln� rota�n� hyperboloid vypln�n p��mkami



��� P��mkov
 plochy� Dosazen�m pevn�ho bodu p � P�
K� dostaneme �
p� � �
P�
K� 	 P�
K�� p��padn� �
 � p� � P�
K� 	 P�
K�
 Pro pevn� p � 
a � b� je v prv�m
p��pad� obrazem projektivn� p��mka proch�zej�c� body 
a � � � b � �� a 
� � a � � � b�� ve
druh�m p��pad� p��mka proch�zej�c� 
a � b � � � �� a 
� � � � a � b�
 Obrazem � je tedy
plocha z�skan� sjednocen�m s�t� p��mek
 Takov�m ploch�m se ��k� p��mkov� plochy


Celkem jsme zjistili� �e regul�n� kvadrika V
z�z�� z�z�� v P�
C � je prost�ednictv�m
Segreho zobrazen� ztoto�n�na s P�
K� � P�
K� a toto zobrazen� je d�no s�t� p��mek

V�imn�me si� �e tato varieta tak� obsahuje body tvistovan� kubiky 
� � t � t� � t��


Dal�� speci�ln� p��pad je ���� � P�
K��P�
K� 	 P�
K�
 Obraz tohoto zobrazen� op�t
vypl+uje projektivn� varietu
 Ozna�me 
z��� z��� z��� z��� z��� z��� sou�adnice v P�
K�� tj

Segreho zobrazen� m� rovnice zij � xiyj
 Obraz � je varieta zadan� v�emi minory
stupn� � v matici �

B� z�� z��
z�� z��
z�� z��

�
CA

tj
 Im� � V
z��z�� � z��z��� z��z�� � z��z��� z��z�� � z��z���

Dosad�me�li z�� � �� dost�v�me a�nn� ��st t�to variety V
z��� z��z��� z��� z��z����

proto�e zbyl� rovnice z��z�� � z��z�� je d�sledkem p�edchoz�ch
 A�nn� varieta zadan�
rovnicemi z�� � z��z��� z�� � z��z�� je vypln�na ! s�t� p��mek a rovin"


Podobn� lze z�skat popis v obecn�ch dimenz�ch
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��� Pl�uckerovy sou�adnice� Z technick�ch d�vod� je vhodn�� aby co nejv�ce b���
n�ch objekt� v algebraick� geometrii m�lo strukturu variety
 Mno�ina v�ech bod�
Pn
K� je varieta V
��� nadroviny odpov�daj� bod�m du�ln�ho projektivn�ho prostoru

V P�
K� tedy mezi line�rn�mi podprostory zb�v� popsat mno�inu v�ech projektivn�ch
p��mek v P�
K� jako algebraickou varietu
 Ka�d� p��mka je d�na dvojic� r�zn�ch bod�
p � 
a� � a� � a� � a��� q � 
b� � b� � b� � b�� v P�
K�� tj
 jejich v�echny homogenn�
sou�adnice vypl+uj� rovinu v K�
 Dv� volby takov�ch bod� 
p� q� a 
p�� q�� jsou sv�z�ny
line�rn�mi z�vislostmi
 V ka�d�m p��pad� ale na takov� volb� nebudou z�viset hodnoty
minor� stupn� � v matici 


a� a� a� a�
b� b� b� b�

�

Proto dan�m bod�m p a q p�i�a#me v�echny determinanty submatic ��du �
 Ozna�me
si tyto sou�adnice postupn� w��� w��� w��� w��� w��� w�� 
tj
 nap� w�� � a�b� � a�b��

Z�skan� hodnoty jsou d�ny libovoln�mi homogenn�mi sou�adnicemi bod� p� q a� na
n�sobek� m�me proto dob�e de�novan� bod

w � 
w�� � w�� � w�� � w�� � w�� � w��� � P�
K��


��� V�ta� V��e popsan� zobrazen� 
p� q� 
	 w je bijekce

fp
�mky v P�
K�g 	 V
z��z�� � z��z�� � z��z���

D�kaz
 Uva�ujme body p � 
a� � a� � a� � a�� a q � 
b� � b� � b� � b�� a ozna�me L
p� q�
p��mku jimi ur�enou


z��z�� � 
a�b� � b�a��
a�b� � b�a��

� a�b�a�b� � a�b�b�a� � b�a�a�b� � b�a�b�a�

�z��z�� � �
a�b� � b�a��
a�b� � b�a��

� �a�b�a�b� � a�b�b�a� � b�a�a�b� � b�a�b�a�

z��z�� � 
a�b� � b�a��
a�b� � b�a��

� a�b�a�b� � a�b�b�a� � b�a�a�b� � b�a�b�a�

Pro w � w
L
p� q�� � 
w�� � w�� � w�� � w�� � w�� � w��� spo�teme

b�p � a�q � 
���w����w����w��� � L
p� q�

b�p � a�q � 
w��� ���w����w��� � L
p� q�

b�p � a�q � 
w��� w��� ���w��� � L
p� q�

b�p � a�q � 
w��� w��� w��� �� � L
p� q�

v�e za p�edpokladu� �e jsou p��slu�n� body nenulov�
 Dok��eme nyn�� �e w je prost�

Nech, tedy body 
p�� q�� zad�vaj� stejn� bod w� s homogenn�mi sou�adnicemi w�

ij� tzn

wij � 
w�

ij pro jist� nenulov� skal�r 

 Pro ur�itost p�edpokl�dejme� �e w�� �� �
 Potom

� � �w�� � �w�� � �w��� a 
w�� � � � �w�� � �w��� pat�� do obou p��mek� jsou tedy ob�
p��mky toto�n�




�� ALGEBRAICK� GEOMETRIE

Nech, d�le w � 
w�� � w�� � w�� � w�� � w�� � w��� � V
z��z�� � z��z�� � z��z���

P�edpokl�dejme op�t w�� �� � a uva�me p � 
� � �w�� � �w�� � �w���� q � 
w�� �
� � �w�� � �w���
 Potom w
L
p� q�� � 
w�

�� � w��w�� � w��w�� � w��w�� � w��w�� �
w��w�� � w��w�� � w��w���� co� je p�vodn� zadan� bod
 Je tedy na�e zobrazen� tak�
surjektivn�
 �


��� De�nice� Pl�uckerovy sou�adnice projektivn�ch p��mek jsou sou�adnice obrazu
t�chto p��mek v P�
K� v pr�v� zaveden�m zobrazen�


� Homogenn� polynomy

V t�to ��sti je R v�dy obor integrity s jednozna�n�m rozkladem


��� V�ta� Je�li R obor integrity s jednozna�n�m rozkladem a f � R$x�� � � � � xn% je
homogenn� polynom� pak i ka�d� �len fi �jednozna�n�ho� rozkladu f � f� � � � fs na
�nerozlo�iteln�� faktory je homogenn��

D�kaz
 P�edpokl�dejme� �e f � gh a g � g	i
�g	i��
� � � ��g	l
� h � h	j
�h	j��
� � � ��
h	k
� jsou rozklady na homogenn� komponenty� g	i
 �� �� g	l
 �� �� h	j
 �� �� h	k
 ��� �

Rozklad sou�inu na homogenn� ��sti je f � g	i
h	j
 � � � �� g	l
h	k

 Je�li f homogenn��
je i� j � l � k� a z nerovnost� l � i� k � j proto plyne i � l� j � k
 Tedy g a h jsou
homogenn�
 �

��� V�ta� Nech� f � R$x�� � � � � xn% a g � R$x�� � � � � xm% je jeho homogenizace�

�� Jsou�li f � f� � � � fs a g � g� � � � gr rozklady na nerozlo�iteln� faktory� pak s � r
a v�echny gi jsou homogenizac� faktor� fi �po p
�padn� permutaci index���

�� f je nerozlo�iteln� pr�v	� kdy� je jeho homogenizace g nerozlo�iteln��

D�kaz
 Dok��eme nap�ed druh� tvrzen�
 P�edpokl�dejme� �e f je rozlo�iteln�� tzn

f � f�f� � � � 
 Proto�e ze vztahu pro homogenizaci ihned plyne� �e homogenizace sou�inu
je sou�inem homogenizac� �initel�� je samoz�ejm� g � fh � fh� f

h
� � � � 
 Je�li naopak

g � g�g� � � � a

f � g
�� x�� � � � � xn� � g�
�� x�� � � � � xn�g�
�� x�� � � � � xn�

p�i�em� komponenty gi jsou nenulov�ho stupn� v prom�nn�ch x�� � � � � xn� pak zjevn� je
f rozlo�iteln�
 Slo�en�m p�edchoz�ch dvou  vah dost�v�me po�adovanou ekvivalenci


Nyn� ji� v�me� �e

f
x�� � � � � xn� � g
�� x�� � � � � xn� � g�
�� x�� � � � � xn�g�
�� x�� � � � � xn� � � � gr
�� x�� � � � � xn�

a z jednozna�nosti rozkladu plyne 
po p��padn�m p�e��slov�n� faktor��

f�
x�� � � � � xn� � g�
�� x�� � � � � xn�� � � � � fr
x�� � � � � xn� � gr
�� x�� � � � � xn��

Proto jsou gi homogenizac� fi
 P�itom je gi nerozlo�iteln� pr�v�� kdy� je gi
�� x�� � � � � xn�
rovn�� nerozlo�iteln�
 �
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��� V�ta �Eulerova�� Homogenn� polynom f � R$x�� � � � � xn% stupn	 k spl�uje pro
v�echny � � s � k X

j�j�s

x�
�j�jf

�x�
� k
k � �� � � � 
k � s� ��f

D�kaz
 Pro homogen� polynony stupn� k plat� f
tx�� tx�� � � � � txn� � tkf
x�� x�� � � � � xn�

Ob� strany derivujme s�kr�t podle t


L
s� �
�s

�ts
f
tx�� � � � � txn�

P 
s� �
�s

�ts
tkf
x�� � � � � xn�

� k
k � �� � � � 
k � s� ��tk�sf
x�� � � � � xn�

L
�� �
X �f

�xi

tx�� � � � � txn�xi

L
�� �
X
i�j

��f

�xixj

tx�� � � � � txn�xixj






Provedeme�li derivaci lev� strany s�kr�t� pak po dosazen� t � � dostaneme po�adovanou
rovnost
 �

��	 De�nice� Nech, f� g � R$x%� f � anx
n � an��x

n�� � � � � � a�� an �� �� g �
bmx

m�� � � � b�� bm �� �
 N�sleduj�c� matice s m�n ��dky a sloupci se naz�v� Sylvestrova
matice� ozna�ujeme ji Syl
f� g�
�

BBBBBBBBBBBBBBB�

an an�� an�� � � � a� � � � � � � � �
� an an�� � � � a� a� � � � � � � �














� � � � � � an an�� an�� � � � a�
bm bm�� bm�� � � � b� � � � � � � � � � �
� bm bm�� � � � b� b� � � � � � � � � �














� � � � � � � � � � � bm � � � � � � b�

�
CCCCCCCCCCCCCCCA

Determinant t�to matice se naz�v� resultant f a g� ozna�ujeme ho jako Res
f� g�


��
 Pozn�mka� P��mo z de�nice plyne Res
f� g� � 
���nm Res
g� f�

��� Lemma�Nech� K je pole� f� g � K$x% polynomy stup��m a n� n�m � �� Polynomy
f� g maj� spole�n� faktor �tj� f � hf�� g � hg�� kde h � K$x% je nekonstantn� polynom�
pr�v	� kdy� existuj� polynomy A�B � K$x% takov�� �e plat�

�� Af �Bg � �

�� A �� �� B �� �

�� degA � m � deg g� degB � n � deg f � zde degA je stupe� polynomu A��
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D�kaz
 Nap�ed sm�r !�"
 Nech, f � hf�� g � hg�
 Je�li deg h � �� pak lze volitA � g��
B � �f�
 Potom Af � Bg � g�hf� � 
�f��g�h � �� p�i�em� degA � deg� � deg g�
degB � deg f�� � deg f a sou�astn� g� �� �� f� �� �


Sm�r !�" dok��eme sporem
 Nech, polynomy A�B dan�ch vlastnost� existuj�� ale
f a g nemaj� spole�n� faktor
 Nejv�t�� spole�n� d�litel f� g je tedy konstantn� polynom
�
 Podle Bezoutovy rovnosti 
Lemma �
��� pak existuj� polynomy -A� -B takov�� �e
-Af � -Bg � �
 Proto�e Af � �Bg� plat�

A � A -Af �A -Bg � 
A -B � -AB�g�

P�itom polynom v z�vorce je nenulov�� co� je ve sporu s p�edpokladem degA � deg g

�

��� V�ta� Nekonstantn� polynomy f� g � K$x% maj� spole�n� faktor pr�v	� kdy�

Res
f� g� � ��

D�kaz
 Podle p�edchoz�ho lemmatu maj� f� g spole�n� faktor pr�v�� kdy� existuj� A�B
spl+uj�c� �
�

���
��
 Pi�me

f � anx
n � � � �� a�� g � bmx

m � � � � � b��

Hled�me tedy polynomy A�B ve tvaru

A � cm��x
m�� � � � �� c�� B � dn��x

n�� � � � �� d�

kde alespo+ jedno ci a dj jsou nenulov�
V rovnostiAf�Bg � � porovn�me koe�cienty u
jednotliv�chmocnin x
 T�m dostaneme soustavu rovnic pro nezn�m� cm��� cm��� � � � � c��
dn��� � � � � d�


xn�m�� � ancm�� � bmdn�� � �

xn�m�� � ancm�� � an��cm�� � bmdn�� � bm��dn�� � �





x� � a�c� � b�d� � �

P�epi�me soustavu v maticov�m tvaru K � L � M 
v�imn�me si� �e rovnic je m � n��
kde

K �

�
BBBBBBBBBB�

an � � � � � � � � � bm � � � � � � � � �
an�� an � � � � � � � � bm�� bm � � � � � � � �
an�� an�� an � � � � � bm�� bm�� bm � � � � �


















� � � � � � � � � � � a� � � � � � � � � � � � � � b�

�
CCCCCCCCCCA

LT � 
cm��� cm��� � � � � c�� dn��� dn��� � � � � d��

MT � 
�� �� �� � � � � ��

Matice K t�to soustavy je pr�v� transponovan� Sylvestrova matice Syl
f� g�T 
 Proto
m� tato homogenn� soustava line�rn�ch rovnic netrivi�ln� �e�en� pr�v�� kdy� Res
f� g� �
det
Syl
f� g��T � �
 �
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��� Lemma� Nech� f� g � K$x�� � � � � xr% a nech� maj� kladn� stupe� v xr� Pak f a g
maj� spole�n� faktor s kladn�m stupn	m v prom	nn� xr pr�v	� kdy� maj� spole�n�
faktor v K
x�� � � � � xr���$xr%�

D�kaz
 Jeden sm�r implikace je z�ejm�� jestli�emaj� f a g spole�n� faktor v K$x�� � � � � xr%�
pak jej maj� i v K
x�� � � � � xr���$xr%


Naopak p�edpokl�dejme� �e f � -h -f�� g � -h-g�� kde -h� -g�� -f� � K
x�� � � � � xr��$xr%� a
pi�me -h � h

d
� -f� � f�

e
� -g� � g

c
� kde h� f�� g� � K$x�� � � � � xr% a c� e� d � K$x�� � � � � xr��%



Pro ilustraci

-h �
an
bn
xnr �

an��

bn��
xn��
r � � � � � Anx

r �An��x
r�� � � � ��A�

bnbn�� � � � b�

kde an� bn � K$x�� � � � � xr��%
� Vyn�soben�m dost�v�me

def � hf�� dcg � hd�

p�i�em� hm� kladn� stupe+ v xr
 Proto m� h n�jak� nerozlo�iteln� faktor h� s kladn�m
stupn�m v xr
 Nyn� tedy def � h�h�f�� tj
 h� d�l� n�kter�ho z �initel� def 
 P�itom de
nez�vis� na xr� proto h� d�l� f 
 Obdobn� z druh� rovnosti dlg � h�h�g� z�sk�me� �e h�
d�l� g
 Tud�� h� je spole�n� faktor f a g s kladn�m stupn�m v xr
 �

��� De�nice� Nech, f� g � K$x�� � � � � xr%
 Potom m��eme f a g ch�pat jako prvky
K
x� � � � � � xr���$xr% a de�novat jejich resultant vzhledem k prom�nn� xr

Res
f� g� xr� � Res
f� g� � K
x� � � � � xr����

���� V�ta� Nech� f � g jsou polynomy v K$x�� � � � � xr��%$xr% stup�� m a n� Potom

�� Res
f� g� xr� � K$x�� � � � � xr��%

�� polynomy f a g maj� spole�n� faktor s kladn�m stupn	m v prom	nn� xr pr�v	�
kdy� Res
f� g� xr� � �

�� existuj� nenulov� polynomy A�B � K$x�� � � � � xr��% takov�� �e Res
f� g� xr� �
Af �Bg

D�kaz
 Zvolme libovoln�

f � an
x�� � � � � xr���xnr � � � �� a�
x�� � � � � xr���

g � bm
x�� � � � � xr���xmr � � � �� b�
x�� � � � � xr���

kde ai� bi � K$x�� � � � � xr��%� an �� �� bm �� �
 Polynomy f� g ch�pejme jako prvky
K
x� � � � � � xr��$xr%
 Potom pou�ijeme v�tu �
� 
to lze� proto�e K$x% v odkazovan�m
tvrzen� je libovoln� t�leso� tedy zejm�na plat� pro K
x� � � � � � xr���$xr%� a podle n� f
a g maj� spole�n� faktor pr�v�� kdy� Res
f� g� xr� � K
x� � � � � � xr��� je nulov

 Podle
lemmatu �
	 maj� f a g spole�n� faktor v K
x�� � � � � xr���$xr% pr�v�� kdy� maj� spole�n�
faktor v K$x�� � � � � xr% s kladn�m stupn�m v xr
 T�m jsou dok�z�na prvn� dv� tvrzen�
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�� Je�li resultant nulov�� je tvrzen� z�ejm�
 Nech, Res
f� g� xr� �� �� pak je to
nenulov� polynom v K$x�� � � � � xr��%
 Pak jist� lze naj�t -A� -B ve tvaru�

-A � cm��
x�� � � � � xr���xm��
r � � � � � c�
x�� � � � xr���

-B � dn��
x�� � � � � xr���x
n��
r � � � �� d�
x�� � � � xr���

takov�� aby byla spln�na rovnice -Af � -Bg � �

Porovn�n�m koe�cient� u jednotliv�ch mocnin xr v p�edchoz� rovnosti dost�v�me

xn�m � ancm�� � bmdn�� � �

xn�m�� � an��cm�� � ancm�� � bm��dn�� � bmdn�� � �





x� � a�c� � b�d� � �

V maticov�m tvaru op�t z�sk�me rovnost

K�L �M

kde maticeK a L jsou stejn� jako v d�kazu �
� aMT � 
�� � � � � �� ��
 Zejm�na je matice
zhomogenizovan�ho syst�mu op�t pr�v� Sylvestrova matice polynom� f a g


V�echna ai� bi� ci� di jsou prvky K$x�� � � � � xr��% � K
x� � � � � � xr���
 Tak�e budeme
op�t �e�it soustavu line�rn�ch rovnic nad t�lesem K
x�� � � � � xr��� a vzhledem k p�edpo�
kl�dan� nenulovosti determinantu matice syst�mu m��eme pou��t Cramerovo pravidlo

P�ipome+me� �e pro syst�m R � S � T s nenulov�m detR�

BBBB�
r�� r�� � � � r�n
r�� r�� � � � r�n









rn� rn� � � � rnn

�
CCCCA �

�
BBBB�

x�
x�




xn

�
CCCCA �

�
BBBB�

b�
b�




bn

�
CCCCA

m� 
jednozna�n� ur�en�� �e�en� 
x�� � � � � xn�T se sou�adnicemi

xi �

����������

a�� a�� � � � b� � � � a�n
a�� a�� � � � b� � � � a�n









an� an� � � � bn � � � ann

����������
�

detR

kde zam�n�n� sloupec je na i�t�m m�st�

V na�em p��pad� z�sk�v�me

cm��
x�� � � � � xr��� �

����������

� � � � � � bn � � � � �
�









� � � � � � �

����������
Res
f� g� xr�
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co� je polynom v x�� � � � xr��
 Podobn� dostaneme i ostatn� koe�cienty
 Tedy

-A �
A
x�� � � � � xr���
Res
f� g� xr�

-B �
B
x�� � � � xr���
Res
f� g� xr�

Nyn� A�B jsou hledan� polynomy� tj


Af �Bg � Res
f� g� xr��

�

���� V�ta� Nech� f� g jsou homogenn� polynomy v K$x�� � � � xr%maj�c� stupn	 n�m � �
v K$x�� � � � � xr��%$xr% � Pak Res
f� g� xr� je bu� � nebo homogenn� polynom stupn	
mn v K$x�� � � � xr��%$xr%� Nav�c� jestli�e vznikly f� g homogenizac� polynom� -f� -g �
K$x�� � � � � xr%� pak dehomogenizac� resultantu Res
f� g� xr� z�sk�me Res
 -f� -g� xr��

D�kaz
 Dehomogenizace znamen�

-f 
x�� � � � � xr� � f
�� x�� � � � � xr�

-g
x�� � � � � xr� � g
�� x�� � � � � xr�

a chceme tedy uk�zat� �e

Res
 -f� -g� xr� � Res
f
�� x�� � � � � xr�� g
�� x�� � � � � xr�� xr� � Res
f� g� xr�
�� x�� � � � � xr��

D�le chceme dok�zat� �e Res
f� g� xr� je homogenn� polynom vhodn�ho stupn� k 
nebo
nula�� co� je ekvivalentn� vztahu

Res
f� g� xr�
tx�� � � � � txr��� � tk Res
f� g� xr�
x�� � � � � xr����

Zb�v� tedy pouze vypo��st

Res
f� g� xr�
tx�� � � � � txr��� �

��������
an
tx�� � � � � txr��� an��
tx�� � � � � txr��� � � �





bm
tx�� � � � � txr��� � � �

��������
V�echny koe�cienty ai� bj jsou homogenn� polynomy stup+� 
n� i�� 
m� j�
 M��eme
proto vyn�sobit vhodn� ��dky mocninami t tak� abychom mohli vyt�kat ze sloupc�
 K
c�li vede n�soben� i�t�ho ��dku s koe�cienty a mocninou ti�� a podobn� j�t�ho ��dku
mocninou tj��
 Dost�v�me���������������������

an tan�� t�an�� t�an�� � � � tna� � � � � � � � �
� tan t�an�� t�an�� � � � � � � tn��a� � � � � �









� � � � � � tn�m��a�
bm tbm�� � � � tmb� � � � � �
� tbm � � � tm��b� � � � � �









� � � � � � tn�m��b�

���������������������
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Po proveden�  prav tak z�k�me vztah 
sta�� se p�esv�d�it� �e plat� 	m�n��
	m�n

�

�
n	n��


�
� m	m��


�
� mn�

t
�m�n����m�n�

� Res
f� g� xr�
x�� � � � � xr��� � t
m�m���

� � �n���n
� Res
f� g� xr�
tx�� � � � � txr���

a odtud vypl�v�

Res
f� g� xr�
tx�� � � � � txr��� � tmn Res
f� g� xr�
x�� � � � � xr���

co� je po�adovan� vztah �

���� P��klad�


�� Nech, f � xy� �� g � x� � y�� �
 Jak vypad� resultant t�chto dvou polynom� 
v
prom�nn� x�*

Res
f� g� x� �

�������
y �� �
� y ��
� � y��

������� � yy
y�� �� � �

� y� � �y� � � � 
y� � ��� � 

p
���

Podle p�edchoz� teorie tedy f a g nemaj� spole�n� nenulov� faktor


�� Pro polynomy f � x�y � x� g � x� � xy � �x ur��me resultant v prom�nn� x


Res
f� g� x� �

������������

y �� � � �
� y �� � �
� � y �� �
� � y � � � �
� � � y � � �

������������
� �

tzn
� �e polynomy maj� spole�n� nenulov� faktor


�� Pro polynomy f � xy � z�� g � x� � y� � �z

Res
f� g� x�

�������
y �z� �
� y �z�
� � y� � �z

������� � y�
y� � �z� � z� � y� � �y�z� � z�

tzn
 tyto polynomy nemaj� spole�n� nenulov� faktor nenulov�ho stupn� v x


���� V�ta� Polynom f � K$x%� kde K je algebraicky uzav
en�� m� v�cen�sobn� ko
en
pr�v	� kdy� Res
f� f �� � ��

D�kaz
 Polynom f m� v�cen�sobn� ko�en pr�v�� kdy� f � g�h� tzn
 f � � �gg�h� a to je
mo�n� pr�v�� kdy� f a f � maj� spole�n� faktor g
 �

���	 De�nice� Resultant Res
f� f �� se naz�v� diskriminant polynomu f 


���
 P��klad� Pro polynom druh�ho stupn� f � ax� � bx � c' f
�
� �ax � b je jeho

diskriminant

Res
f� f �� �

�������
a b c
�a b �
� �a b

������� � a

�������
� b c
� b �
� �a b

�������
� a$b�� �
b� � �ac�% � �a
b� � �ac��
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 ��� Dv� r�zn� homogenizace V
xz� � y� � xy��� vlevo V
x � y� � xy��� vpravo
V
xz� � � � x�


���� Pozn�mka� Pomoc� resultant� m��eme po��tat pr�niky k�ivek
 Resultant dvou
homogenn�ch polynom� v prom�nn�ch x�� x�� x� podle x� bude polynom v x�� x�
 Ho�
mogenn� polynom f � K$x�� x�% nad algebraicky uzav�en�m K m�� a� na po�ad� a
konstantn� n�sobky jednozna�n� vyj�d�en� f � f�f� � � � fs� kde s je stupe+ f a fi jsou
line�rn� polynomy
 Jist� existuje bod 
x� � x�� pro kter� f
x�� x�� �� �
 Vhodnou vol�
bou projektivn�ch sou�adnic doc�l�me 
x� � x�� � 
� � ��
 
Tj
 polynom nem� ko�en v
nekone�nu�
 Hled�me pak f
x�� x�� � 
a�x�� b�x�� � � � 
asx�� bsx��
 Dosazen�m x� � �
dostaneme f
x�� �� � 
a�x� � b�� � � � 
asx� � bs�


� Rovinn
 algebraick
 k�ivky

Budeme zpravidla uva�ovat k�ivky v P�
C �� pokud mo�no zadan� redukovanou rovnic�

Jako rozcvi�ku si prodiskutujme singul�rn� body v n�kolika p��kladech


��� P��klad�

�� Uva�me nejprve V � V
xz� � y� � xy�� � P�
R�
 Homogenizac� pomoc� z � �
dost�v�me a�nn� varietu Vaf � V
x� y��xy�� s jedin�m nevlastn�m bodem 
� � � � ��
a bez singul�rn�ch bod�
 Homogenizac� s y � � dostaneme k�ivku V
xz� � � � x� s
asymptotou x � �
 Rozmyslete si� jak existence t�to asymptoty souvis� s tecnou k Vaf
v pocatku


�� K�ivka K � V

x�y�z�����xyz� m� v�echny t�i homogenizace stejn� a jedin�
singul�rn� bod 
� � � � ��
 Te�n� ku�el v tomto bod� je ale imagin�rn�� proto se mus�
jednat o izolovan� bod k�ivky
 1�st t�to k�ivky 
bez izolovan�ho bodu 
�� ��� je na lev�
��sti obr�zku ��


�� Jednoparametrick� syst�m k�ivek

K� � xy� � yz� � x�z � x�y � y�z � xz� � 
xyz
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 ��� Ilustrace druh�ho a t�et�ho p��kladu v �
�


obsahuje skoro sam� regul�rn� k�ivky
 Pouze p�i 
 � �� dost�v�me jeden singul�rn�
bod 
� � � � �� s imagin�rn�m te�n�m ku�elem 
tedy je izolovan��� p�i 
 � � existuje
pouze jeden nere�ln� singul�rn� bod a pro hodnotu 
 � � cel� k�ivka t�et�ho stupn�
degeneruje na sjednocen� t�� p��mek prot�naj�c�ch se ve t�ech bodech 
�� � � � ���

�� � �� � ��� 
� � �� � ��
 Na obr�zku �� je zobrazena k�ivka pro hodnotu 
 bl�zkou
dv�ma 

 � ����


��� De�nice� Redukovan� rovnice rovinn� algebraick� k�ivky K � V
F � je d�na
homogenn�m polynomem F � F� � � � Fk� kde polynomy F�� � � � � Fk jsou r�zn� nerozlo�i�
teln� homogenn�
� Stupe+ polynomu F naz�v�me stupe� k�ivkyK
 K�ivkyKi � V
Fi�
naz�v�me komponenty k�ivky K


��� N�sobnost pr�nik�� Pro p��mku L � P�
C � zadanou parametricky rovnicemi
x� � a�s� � b�s�� x� � a�s� � b�s�� x� � a�s� � b�s� 
tzn
 L je obrazem P�
C � ve
vhodn�m homomor�smu� a homogenn� polynom F stupn� m bude

2F 
s�� s�� � F 
a�s� � b�s�� a�s� � b�s�� a�s� � b�s��

bu# nulov� polynom v K$s�� s�%� nebo homogenn� polynom stupn�m
 V druh�m p��pad�
m� 2F pr�v� m ko�en� 
s� � s�� � P�
C �� v�etn� n�sobnost�
 Z�sk�me tedy� v�etn�
n�sobnost�� pr�v� m pr�nik� L s k�ivkou K � V
F �
 Pro takov� bod pr�niku c � K
ozna�me n�sobnost pr�slu�n�ho ko�ene 2F v�razem n
c�K�L�
 Je�li 2F � �� pak jist�
L � V
F � a klademe n
c�K�L� � �� pro c �� K de�nujeme n
c�K�L� � �
 Skal�r
n
c�K�L� naz�v�me n�sobnost� pr�niku L a K v bod� c


��	 V�ta� Nech� K je k
ivka v P�
C � stupn	 m� L p
�mka� kter� nen� komponentou
K� Pak

m �
X

a�K�L

n
a�K�L�

D�kaz
 Tvrzen� plyne okam�it� p��mo z de�nice n�sobnosti pr�nik�
 �

	Za stejn
 pova�ujeme p�itom polynomy� kter
 se li�� jen o n�sobek skal�rem	
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��
 V�ta� Nech� K � V
F � je k
ivka stupn	 m s redukovanou rovnic� F � �� Pak
a � P�
C � je singul�rn� bod k
ivky K pr�v	� kdy� derivace 
 �F

�x�
� �F
�x�

� �F
�x�

�
a� � �� Je�li
a regul�rn� bod k
ivky K� je te�na v a �tj� te�n� prostor TaK� d�na rovnic�

�F

�x�

a�u� �

�F

�x�

a�u� �

�F

�x�

a�u� � ��

D�kaz
 Jde o speci�ln� p��pad obecn�ch tvrzen� z kapitoly �tvrt�
 �

��� V�ta� Nech� K� je k
ivka stupn	 m a K� k
ivka stupn	 n a nech� K� a K� maj�
v�ce ne� mn pr�se��k�� Pak maj� spole�nou komponentu�

D�kaz
 P�edpokl�dejme� �e K�� K� maj� v�ce ne� mn pr�se��k� a vyberme z nich
pevn� mn � � bod� a	i
 � 
a	i
� � a	i
� � a	i
� �
 Vhodnou volbou projektivn�ch sou�adnic
dos�hneme� �e bod 
� � � � �� nele�� na ��dn� p��mce spojuj�c� libovoln� dva z vybran�ch
bod�� ani na K� �K�
 Zejm�na pak rovnice k�ivek maj� tvar

K� � F 
x� � p�x
m
� � p�
x�� x��xm��

� � � � �� pm
x�� x�� � �

K� � G
x� � q�x
m
� � q�
x�� x��xm��

� � � � �� qm
x�� x�� � �

kde p�� q� � C a pi� qi jsou homogenn� polynomy stupn� i

Pak resultant Res
F�G� x�� je bu# nula� nebo homogenn� polynom stupn� mn
 V

ka�d�m p��pad� je Res
F�G� x��
a
	i

� � a

	i

� � � �� proto�e resultant n�le�� ide�lu polynom�

hF�Gi
 Kdyby 
a	i
� � a
	i

� � � 
a	j
� � a

	j

� � pro jist� i �� j� pak by p��mka zadan� body a	i
�

a	j
 byla zad�na rovnic� a	i
� x� � a
	i

� x� � � a obsahovala by bod 
� � � � ��
 Proto jsou

v�echny 
a	i
� � a	i
� � � P�
C � r�zn� ko�eny resultantu
 Proto�e ale polynom stupn� mn
m� nejv��e mn r�zn�ch ko�en�� je Res
F�G� x�� � � a k�ivky proto maj� spole�nou
komponentu
 �

��� Lemma� Nech� k
ivkyK��K� maj� rovnice F 
x� � G
x� � � s polynomy stejn�ho
tvaru jako v  ��� Je�li a � 
a� � a� � a�� � K��K� takov�� �e a je r�n�sobn� bod�� k
ivky
K� a s�n�sobn� bod k
ivky K�� pak 
a� � a�� je ko
enem Res
F�G� x�� s n�sobnost�
alespo� rs� nebo je Res
F�G� x�� nulov� polynom�

D�kaz
 Nejprve uk��eme� �e vhodnou volbou sou�adnic lze dos�hnout a � 
� � � � ��

Potom tvrzen� snadno dok��eme ve vlo�en� a�nn� rovin� x� � � v P�
C �
 P�edpo�
kl�dejme Res
F�G� x�� �� �
 Z volby na�ich polynom� vypl�v�� �e a �� 
� � � � ��� a
m��emep�edpokl�dat� �e a� �� � 
jinak p�ehod�me prvn� dv� sou�adnice�
 Transformace
sou�adnic

x�� �
�
a�
x�� x

�
� � x� � a�

a�
x�� x

�
� � x�

p�evede bod 
a� � a� � a�� na 
� � � � a�� a z�ejm� m� Res
F �� G�� x��� ztransformovan�ch
polynom� v 
� � �� ko�en stejn�ho stupn� jako p�vodn� resultant v 
a� � a��
 Jako dal��
se nab�z� transformace

x�� � x�� x
�
� � x�� x

�
� � x� � a�x�

�
P�ipome�me� �e to znamen�� �e v�echny derivace de�nuj�c�ho polynomu a� do stupn� r�� v�etn�
jsou nulov
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po kter� by a � 
� � � � ��� mus�me ale zjistit co se p�i t�to transformaci stane s
resultantem 
nyn� m�n�me prom�nnou x�� vzhledem ke kter� se resultant po��t��


Zave#me do uva�ovan� transformace voln� parametr 
 � C m�sto a�� tj


x�� � x�� x
�
� � x�� x

�
� � x� � 
x�

a ozna�me Res
F
� G
� x
�
�� � C $
% resultant transformovan�ch polynom�� tj


F

x
�
�� x

�
�� x

�
�� � F 
x��� x

�
�� x

�
� � 
x���

a podobn� pro G
 Pro 
 � � dost�v�me p�vodn� Res
F�G� x�� �� �� je tedy

Res
F
� G
� x
�
�� � c�
x��� x��� � c�
x��� x���
 � � � �� cN
x��� x���


N

pro jist� N � �
 Sta�� n�m uk�zat� �e c� � � � � � cN � �� pak dokonce resultant
polynom� F
� G
 na hodnot� 
 v�bec nez�vis�


P�epdokl�dejme tedy� �e cN �� �� N � �
 Jist� pak existuj� b�� b� � C takov�� �e
c�
b�� b�� �� � a cN 
b�� b�� �� �
 Existuje ale tak� 
� � C takov�� �e Res
F
�
b�� b��� G
�
b�� b��� x

�
��

polynom� v prom�nn� x�� je nulov�
 Tzn
� �e polynomy F
�
b�� b�� x
�
��� G
�
b�� b�� x

�
�� �

C $x��% maj� spole�n� ko�en b�
 Pak ov�em polynomy F
� a G
� maj� spole�n� ko�en

b�� b�� b�� a proto p�vodn� polynomy F a G maj� spole�n� ko�en 
b�� b�� b� � 
�b��
 To
je ve sporu s p�edpokladem Res
F�G� x��
b�� b�� � c�
b�� b�� �� �
 Proto je cN � � pro
v�echny N � �


Zb�v� studovat n�sobnost ko�ene 
� � � � �� pro Res
F�G� x��� m��eme to prov�st
v a�nn� rovin� x� � �
 Uva�ujme tedy polynomy f � g vznikl� dehomogenizac� F � G�
kter� maj� v 
�� �� parci�ln� derivace a� do ��du r � �� resp
 s� �� nulov�
 Tj


f
x� y� � f�x
r � f�x

r�� � � � �� fry
r � � � �� fmy

m

g
x� y� � g�x
s � g�x

s�� � � � � � gsy
s � � � � � gny

n

kde fi a gi jsou polynomy v prom�nn� x
 Nyn�

Res
f� g� y� �

��������������

fm fm�� � � � fr � � � f�x
r�� f�x

r � � � � � �
� fm � � � fr�� � � � f�x

r�� f�x
r�� f�x

r � � �
� � �

gn � � � � � � � � � � � � � � � g�x
s � � � � � �

� � �
� � � � � � gn � � � � � � � � � � � � � � � g�x

s

��������������
Vyn�sob�me ��dky mocninami x tak� abychom pak mohli vyt�kat ze sloupc�� U ��dk�
s f postupn� vyn�sob�me 
n � j��t� mocninou xs�j� j � �� � � � � s � �� u g postupn�

m � j��t� mocninou xr�j 
 Pak v 
m � n � � � i��t�m sloupci m�me spole�n� faktor
xr�s���i� a to pro i � �� � � � � r � s
 Celkem tedy m�me

x
Ps

i��
i�
Pr

i��
iRes
f� g� y� � x

Pr�s

i��
	r�s���i
h
x�

kde h je jist� polynom
 Odtud plyne� �e resultant bude d�liteln� mocninou x s expo�
nentem

�
�


r � s � ��
r � s�� 
s� ��s � 
r � ��r� � rs

c�m� je d�kaz ukon�em
 �
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��� D�sledek� Nech� F a G jsou redukovan� rovnice k
ivek K� a K�� Je�li bod
a � 
a� � a� � a�� � K� � K� r�n�sobn� bod K� a s�n�sobn� bod K�� pak 
a� � a�� je
rs�n�sobn� bod resultantu Res
F�G� x���

��� V�ta� Nech�K� aK� jsou k
ivky v P�
C � stup��m a n� bez spole�n� komponenty�
Jsou�li a	�
� � � � � a	k
 v�echny pr�se��ky k
ivekK� a K�� p
i�em� ka�d� a	i
 je ri�n�sobn�
bod K� a si�n�sobn� bod K�� pak

Pk
i�� risi � mn�

D�kaz
 Zvol�me op�t zou�adnice tak� aby redukovan� rovnice m�ly tvar jako v �
� a
aby ��dn� p��mky proch�zej�c� dv�ma pr�se��ky neobsahovaly bod 
� � � � ��
 Pak

a	i
� � a	i
� � jsou r�zn� ko�eny Res
F�G� x��
 P�itom je Res
F�G� x�� polynom stupn�
mn a ka�d� z pr�se��k� d�v� ko�en stupn� alespo+ risi
 �

���� D�sledek�

� Nerozlo�iteln� k
ivka stupn	 m � � m� singul�rn� bod nejv��e stupn	 m� ��

� M��li nerozlo�iteln� k
ivka 
m � ���n�sobn� bod� pak ji� nem� ��dn� dal�� sin�
gul�rn� body�

D�kaz
 Nech, je K nerozlo�iteln� k�ivka stupn� m � �� a � K nech, m� n�sobnost k

Pak pro b �� a� b � K spl+uje p��mkaL zadan� body a� b rovnost k������ � k�� � m���
tj
 k � m��
 Pokud je p�itom a m�n�sobn� bod� pak b u� nem��e m�t n�sobnost v�t��
ne� �
 �

���� Pozn�mka �Bezoutova v�ta�� Tvrzen� v�ty �
� lze podstatn� roz���it
 Ve
skute�nosti toti� nast�v� v nerovnosti

P
i risi � mn v�dy rovnost� pokud se k�ivky

prot�naj� !dostate�n� regul�rn�"� nap�
 kdy� se prot�naj� v regul�rn�ch bodech� ve kte�
r�ch maj� r�zn� te�ny
 Obecn� mus�me zapo��tat n�sobn� prot�n�n� k�ivek zp�soben�
!stykem vy���ho stupn�"� viz
 nap��klad dotyk te�ny ke k�ivce
 Budeme�li potom po���
tat ka�d� bod s koe�cientem dan�m touto n�sobnost�� z�sk�me skute�n� rovnost
 Pro
�ist� algebraickou de�nici ��du dotyku k�ivek nem�me vybudovan� dostate�n� apar�t��

a vyu�it� prost�edk� diferenci�ln� geometrie se chci vyhnout
 Tento v�sledek je zn�m�
pod jm�nemBezoutova v	ta a ��k� �e po�et pr�se��k� dvou nerozlo�iteln�ch k�ivek bez
spole�n� komponenty� v�etn� n�sobnost�� je roven sou�inu jejich stup+�
 V�imn�me si�
�e speci�ln�m p��padem� kdy je jedna z k�ivek stupn� �� je v�ta �
�


���� Line�rn� syst
my k�ivek� V�echny k�ivky K stupn� m v P�
C � jsou d�ny
homogenn�mi polynomy tvaru

F 
x� �
X

����ga�m

c��	x
�
�x

�
�x

	
�

kde po�et koe�cient� c��	 je roven

mX
i��


m� i� �� � 
m� ��

m� ��� �
�
m� �

�
�

m� ��
m� ���

��V�hodn
 je pou��vat parametrizace k�ivek pomoc� pod�lov
ho t�lesa form�ln�ch mocninn�ch �ad�
pak jde o shodn
 koe�cienty a� do ur�it
ho stupn� v�etn�	
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Polynomy li��c� se o n�sobek skal�rem ov�em zad�vaj� stejnou k�ivku� tj
 k�ivky stupn�
m jsou parametrizov�ny�� body PNm
C �� kde

Nm �
�
�

m� ��
m� ��� � �

�
�
m
m� ���

Zvol�me�li body a	i
� i � �� � � � � Nm� a po�adujeme F 
a	i
� � � 
tj
 zvolen� body maj�
le�et na uva�ovan� k�ivce�� dost�v�me Nm line�rn�ch rovnic na koe�cienty c��	
 Jsou�li
tyto rovnice nez�visl�� pak je body a	i
 jednozna�n� ur�ena k�ivka K
 Nap�
 pro m � �
je N� � � a je zn�mo� �e k�ivky zadan� homogenn�mi polynomy druh�ho stupn� jsou
d�ny p�ti sv�mi body v obecn� poloze� tj
 ��dn� �ty�i z nich nele�� na p��mce


Mno�ina Nm bod� k�ivky K zadan� polynomem stupn� m se naz�v� obecn� mno�
�ina bod� k�ivky K� je�li K jedin� takov� k�ivka�kter� jimi proch�z�


Ka�d� projektivn� podprostor v PNm
C � zad�v� line�rn� syst�m k�ivek
 Nap�
 po�
�adavek a � K pro pevn� zvolen� a � C � zad�v� k�ivky parametrizovan� nadplochou
v PNm
C �


���� P��klad� Obecn� bohu�el neplat�� �e k zvolen�mi body proch�z� 
Nm � k��
rozm�rn� syst�m k�ivek
 Nap�
 pro m � �� je N� � � a pokud � ze zvolen�ch �
bod� jsou v p��mce L� pak ka�d� ku�elose�ka jimi proch�zej�c� obsahuje celou p��mku
L 
viz
 v�ta �
��
 Pokud je �tvrt� zvolen� bod tak� na L� nezad�v� pak nez�vislou
podm�nku
 Proto v�sledn� syst�m nen� ��rozm�rn�� ale je to dvourozm�rn� syst�m
v�ech rozlo�iteln�ch ku�elose�ek obsahuj�c�ch danou p��mku L


Zvolme je�t� m � �� tj
 Nm � �
 Lze snadno naj�t dv� kubiky K� � V
F � a
K� � V
G�� kter� se prot�naj� v dev�ti bodech 
nap�
 ka�d� z nich m��e b�t sjednocen�
� p��mek�
 Pak jednorozm�rn� syst�m k�ivek V

�F � 
�G� proch�z� t�mito dev�ti
body
 P�itom je Nm � � � �


���	 De�nice� Line�rn� syst�my dimenze jedna se naz�vaj� svazky� syst�my dimenze
jsou s�t	 a trojrozm�rn� jsou tk�n	
 U vy���ch dimenz� tak� hovo��me o v�cerozm�rn�ch
s�t�ch


Svazky maj� d�le�itou vlastnost� pr�se��ky dvou nez�visl�ch k�ivek ve svazku pro�
ch�z� i v�echny ostatn� k�ivky tohoto svazku
 Jednoduchou aplikaci t�to skute�nosti
ukazuje n�sleduj�c� v�ta


���
 V�ta� Jestli�e se dv	 k
ivky stupn	 m prot�naj� v m� bodech a jestli�e je pr�v	
mn z nich na nerozlo�iteln� k
ivce stupn	 n� pak zbyl�chm
m�n� bod� le�� na k
ivce
stupn	 nejv��e m� n�

D�kaz
 Nech,K��K� jsou dv� takov� k�ivky zadan� polynomy F � G
 Nech,K� � V
H�
je nerozlo�iteln� k�ivka stupn� n obsahuj�c� pr�v� mn z m� pr�se��k�
 Vhodnou volbou
prametr� 
�� 
� lze naj�t k�ivku ve svazku V

�F � 
�G�� kter� proch�z� libovoln�m
p�edem dan�m bodem
 Zvolme takov� bod na K�� ale mimo K� � K�
 Potom K� a
V

�F � 
�G� maj� nejm�n� nm � � spole�n�ch bod�� proto maj� spole�nou kompo�
nentu
 Touto komponentou ov�emmus� b�t cel�K�� nebo, je podle p�edpokladu neroz�
lo�iteln�
 Odtud plyne 
�F �
�G � HH � a V
HH �� proch�z� v�emim� pr�se��kyK� a

��Nyn� po��t�me komponenty k�ivek v�etn� n�sobnost�� nap�	 dvojn�sobn� p��mka je ku�elose�kou
a zad�me ji polynomem druh
ho stupn�	
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K�
 Zejm�na je stupe+H � rovenm�n a V
H �� mus� obsahovat v�echny zbyl� pr�se��ky

�

���� D�sledek �Pascalova v�ta�� Dvojice prot	j��ch stran �esti"heln�ku vepsan��
ho regul�rn� ku�elose�ce se prot�naj� ve t
ech koline�rn�ch bodech�

D�kaz
 Ozna�me strany �esti heln�ka L�� � � � � L�
 Pak kubiky tvo�en� sjednocen�m L��
L� � L� a L� � L� � L� se prot�naj� v �esti vrcholech �esti heln�ku a t�ech pr�se��c�ch
protilehl�ch stran� tj
 v �� � � bodech
 Nerozlo�iteln� ku�elose�ka proch�z� pr�v� �esti
z nich� mus� proto existovat k�ivka stupn� �� na kter� jsou zb�vaj�c� �
 �

���� Pozn�mka� Jestli�e se dv� kubiky V
F �� V
G� prot�naj� v pr�v� � bodech� pak
p��m� diskuse vyu��vaj�c� toho� �e v�echny kubiky ve svazku V

�F � 
�G� proch�zej�
t�mito dev�ti pr�se��ky� ukazuje� �e ka�d� kubika� kter� proch�z� osmi z nich proch�z�
i posledn�m
 Pou�it�m tohoto v�sledku m��eme v p�edchoz� v�t� roz���it tvrzen� pro
p��pad m � �� n � � i na rozlo�iteln� ku�elose�ky
 Pascalova v�ta plat� tedy i pro
singul�rn� ku�elose�ky� tj
 dvojici p��mek
 Toto tvrzen� je zn�mo pod n�zvem Pappova
v�ta


Ve zbytku kapitoly se budeme podrobn�ji zab�vat te�nami ke k�ivk�m


���� De�nice� Nech,K � V
F � a a � K je regul�rn� bod
 D�le nech, L je te�na K v
bod� a s n�sobnost� prot�n�n� n
a�K�L� � �
 Pak L naz�v�me in�exn� te�nou k�ivky
K� bod a in�exn�m bodem k�ivky K a ��slo 
n
a�K�L�� �� n�sobnost� in�exe v bod�
a


V�imn�me si� �e ka�d� bod p��mkov�komponenty k�ivkyK je in�exn� 
s nekone�nou
n�sobnost� in�exe�


���� De�nice� Pro k�ivku K stupn� m � � s redukovanou rovnic� F � � de�nujeme
jej� hessi�n jako k�ivku HK zadanou hessi�nem polynomu F � tj


HK � V
det
 ��F

�xi�xj
���

���� V�ta� Nech� K je k
ivka stupn	 m � � bez p
�mkov�ch komponent s redukova�
nou rovnic� F � Pak in#exn� body k
ivky K jsou v�echny regul�rn� body K le��c� na na
pr�niku K �HK �

D�kaz
 Nech, a � 
a� � a� � a�� � K je regul�rn� bod a b � P�
C � je libovoln�

Rozvineme kompozici F s parametrizac� p��mky proch�zej�c� a� b


F 
sa� tb� � F 
a�sm �
X
i

�F

�xi

a�bism��t�

�
�

X
i�j

��F

�xi�xj

a�bibjsm��t� � � � �

Ozna�me L a Q p��mku a ku�elose�ku zadan� rovnicemi

X
i

�F

�xi

a�xi � �� sumi�j

��F

�xi�xj

a�xixj � ��
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Je z�ejm�� �e L je te�nou v bod� a� a n�sobnost n
a� L�K� � � pr�v�� kdy� L � Q

Ku�elose�ka Q m� ov�em p��mkovou komponentu pr�v�� kdy� je singul�rn�� tj
 kdy�
hessi�n F je v a nulov�


Naopak� nech, a je regul�rn� bod k�ivky K� a � K �HK 
 V�dy plat�

X
i�j

��F

�xi�xj

a�aiaj � m
m� ��F 
a�

proto a � Q
 D�le X
i�j

��F

�xi�xj

a�aixj � 
m� ��

X
i

�F

�xi

a�xi

je tedy p��mkov� komponenta
P

i�j
��F

�xi�xj

a�aixj kvadrikyQ skute�n� te�nou k�ivkyK


�

���� D�sledek� K
ivka stupn	m � � bez singul�rn�ch bod� a p
�mkov�ch komponent
m� alespo� jeden in#exn� bod a nejv��e �m
m� �� in#exn�ch bod��

D�kaz
 Dv� k�ivky v P�
C � maj� jist� alespo+ jeden spole�n� bod
 
Plyne z toho� �e
resultant jejich polynom� m� jist� ko�en� nebo je identicky nulov�
�

Hessi�n HK � V
det
 ��F
�xi�xj

�� je d�n polynomem stupn� �
m���� je to proto k�ivka
stupn� alespo+ � a nejv��e �
m� ��
 Proto bu# maj� K a HK spole�nou komponentu�
nebo maj� nejv��e �m
m � �� spole�n�ch bod�
 Proto�e p�edpokl�d�me� �e K nem�
ani singul�rn� body ani p��mkov� komponenty� jsou v�echny tyto spole�n� body in�exn�
body K� podle p�edchoz� v�ty


Pokud by ale existovala spole�n� komponenta K � v K � HK� pak by te�ny ve
v�ech bodech K � m�ly dotyk ��du v�t��ho ne� jedna
 Parametrizujme hladce K � v okol�
n�jak�ho takov�ho bodu v a�nn� rovin� funkcemi 
f
t�� g
t��
 Dotyk alespo+ druh�ho
stupn� pak znamen�� �e druh� derivace 
d

�

dt
f
t�� d

�

dt
g
t�� zmiz� identicky na otev�en�

mno�in�
 To ale znamen�� �e parametrizujeme p��mku
 K tomuto z�v�ru dojdeme v
okol� kter�hokoliv bodu K �� je to tedy p��mkov� komponenta� co� nen� mo�n�
 Proto
K a HK nemohou m�t spole�nou komponentu
 �

���� D�sledek� Nech� K nem� p
�mkov� komponenty� Pak v K � HK jsou pr�v	
v�echny singul�rn� body a in#exn� body k
ivky K�

D�kaz
 Zb�v� jenom dok�zat� �e ka�d� singul�rn� bod je bodem hessi�nu k�ivky K

Pro body n�sobnosti v�t�� ne� � je p��mo matice druh�ch derivac� identicky nulov�

Zb�vaj� tedy dvojn�sobn� body
 Pro ty plat�

X
i�j

��F

�xi�xj

a�aixj � 
m� ��

X
i

�F

�xi

a�xi � �

proto V
 ��F
�xi�xj

� obsahuje p��mkovou komponentu� je tedy p��slu�n� kvadratick� forma

singul�rn�� neboli det
 ��F
�xi�xj

� � �
 �



 ROVINN! ALGEBRAICK! K�IVKY ��

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

y

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x

-2

-1

0

1

2

z

-2 -1 0 1 2
x

Obr
 �	� Descart�v list v a�nn� rovin� z � � a jeho chov�n� v okol� in�exn� te�ny

zobrazeno v a�nn� rovin� y � ��


���� P��klad� K�ivce K � V
x� � y� � �axyz� � P�
R�� a �� �� se ��k� Descart�v
list
 Jej� vyobrazen� 
v a�nn� rovin� z � �� je na obr�zku �	
 Snadno se spo�te� �e
jedin� singul�rn� bod je 
� � � � ��� jedin� re�ln� nevlastn� bod je 
�� � � � �� 
dal��
dva komlexn� zdru�en� n�s te# nezaj�maj�� a te�na v nevlastn�m bod� m� rovnici
x� y � az � �
 Hessi�n KH je zad�n rovnic� x� � y� � axyz a spole�n� body KH �K
jsou dva re�ln� 
� � � � ��� 
�� � � � �� 
a dal�� dva komplexn� zdru�en��
 Jedin� re�ln�
in�exn� te�na je tedy asymptota y � �x� a


���	 Asociovan
 symetrick
 formy� Nech, F � K$x�� � � � � xn% je homogenn� poly�
nom stupn� k
 Pi�me na chv�li multiindexy velikosti k jako posloupnosti k cel�ch ��sel

i�� � � � � ik�� � � ij � m
 Polynom F pak m��eme vyj�d�it

F 
x�� � � � � xn� �
X

��i������ik�n

ci������ikxi� � � � xik

kde koe�cienty ci������ik jsou symetrick� ve v�ech indexech ij
 Pro ka�d� polynom existuje
pr�v� jedna volba takov�ch symetrick�ch koe�cient�
 Stejn� koe�cienty n�m de�nuj�
k�line�rn� zobrazen� 3F � K � � � � � K vztahem��

3F 

x	�
� � � � � � x	�
n �� � � � � 
x	k
� � � � � � x	k
n �� �
X

��i������ik�n

ci� �����ikx
	�

i�
� � � x

	k

ik
�

Zobrazen� 3F je jedin� symetrick� k�line�rn� zobrazen� spl+uj�c�

3F 
x� x� � � � � x� � F 
x�

pro v�echny vektory x � Kn��
 (�k�me mu pol�rn� forma homogenn�ho polynomu F 


��k�line�rnost znamen�� �e v�echna zobrazen� vznikl� z dan
ho dosazen�m pevn�ch sou�adnic za
n�kter�ch k � � argument� jsou line�rn�	
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���
 De�nice� Nech,K je k�ivka v P�
C � stupn� m � � s redukovanou rovnic� F � �

Pro libovoln� bod a � C � de�nujeme polynomy F �i�

a � C $x�� x�� x�%
F ���
a 
x� � 3F 
a� x� x� � � � � x�

F ���
a 
x� � 3F 
a� a� x � � � � x�






F �m���
a 
x� � 3F 
a� a� � � � � a� x�

Z�ejm� je v�dy F �j�
a bu# nulov� polynom� nebo homogenn� polynom stupn� m � j


Hodnoty polynom� F �j�
a sice z�visej� na v�b�ru homogenn�ch sou�adnic bod� a� x �

P�
C �� je ov�em F �j�
�a
�x� � 
j�m�jF �j�

a 
x�
 Proto jsou dob�e de�nov�ny k�ivky

K �j�
a � V
F �j�

a �

pro v�echny body a � P�
C �� pro kter� jsou p��slu�n� polynomy nenulov�
 Tyto k�ivky
naz�v�me j�t� pol�ry bodu a vzhledem ke k�ivce K


Ve formulaci dal�� v�ty budeme jako argumenty a polynom� F �j�
a uv�d�t p��mo

body projektivn�ho prostoru
 Je tedy t�eba i tyto polynomy ch�pat !a� na n�sobek
skal�rem"
 P�esn� zna�en� by vedlo k nep�ehlednosti


���� V�ta� Nech� je K k
ivka v P�
C � stupn	 m s redukovanou rovnic� F � ��
�� Je�li a � K r�n�sobn� bod k
ivky� pak plat� F �m���

a � � � � � F �m�r���
a � � a pol�ra

K �m�r�
a ji� existuje�

�� Plat��li F �m���
a � � � � � F �m�r���

a � �� F �m�r�
a �� �� pro n	jak� bod a� pak je a

r�n�sobn� bod k
ivky K�

�� Je�li a � K regul�rn� bod k
ivky� je K �m���
a p
�mka� kter� je te�nou k
ivky K v

bod	 a�

�� Pro libovoln� dva body a� b � P�
C � je a � K
�j�
b pr�v	� kdy� b � K �m�j�

a �

�� Nech� a � P�
C � a nech� pol�ra K �r�s�
a existuje� Pak s�t� pol�ra bodu a vzhledek

k r�t� pol�
e bodu a �vzhledem ke K� je 
r � s��t� pol�ra bodu a vzhledem ke
K�

�� Ka�d� s�n�sobn� bod k
ivkyK je bodem pol�rK �r�
b � pro v�echny r � s a libovoln�

bod b�

D�kaz
 
��� 
��� P��mka proch�zej�c� body a� x � P�
C � m� parametrick� tvar u �

a� �x
 Hodnota polynomu ve vektoru u je

F 
u� � 3F 
u� � � � � u� � 3F 

a� �x� � � � � 
a� �x�

� 
mF 
a� �m
m��� 3F 
a� � � � � a� x� � � � �� �mF 
x�

Je�li a � K r�n�sobn�� pak 

 � �� � 
� � �� je r�n�sobn� ko�en F 

a� �x� pro ka�d�
x �� a� tzn


F 
a� � 3F 
a� � � � � a� x� � 3F 
a� � � � � a� x� � � � � x� �z 	
r��

� � �
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a dal�� u� mus� b�t nenulov�
 To dokazuje 
��
 Naopak� z platnosti t�chto rovnost�
vypl�v�� �e a je skute�n� r�n�sobn� bod k�ivky
 T�m jsme ov��ili i 
��



��� Je�li bod a � K regul�rn�� pak na�e vyj�d�en� hodnoty F 
u� ukazuje� �e pol�ra
K �m��� jist� existuje� a volba x � K �m���

a n�m d� p��mku s n�sobn�m pr�nikem� tj

te�nu



��� Je a � K
�j�
b pr�v�� kdy� 3F 
b� � � � � b� �z 	

j

� a� � � � � a� �z 	
m�j

� � �
 Proto�e je 3F symetrick� ve

sv�ch argumentech� je tvrzen� z�ejm�


��� r�t� pol�ra bodu a vzhledem ke K je d�na polynomem

G
x� � 3F 
a� � � � � a� �z 	
r

� x� � � � � x�

a s�t� pol�ra vzhledem k n� je tedy zad�na polynomem

3G
a� � � � � a� �z 	
s

� x� � � � � x� � 3F 
a� � � � � a� �z 	
r�s

x� � � � � x��


��� Ji� jsme uk�zali� �e pro s�n�sobn� bod existuje pol�ra K �m�s�
a 
 Pak tedy j�t�

pol�ra vzhledem ke K �m�s�j�
a je pr�v� K �m�s�

a 
 Podle 
��� 
�� je ov�em bod a s�n�sobn�
pr�v�� kdy�

3F 
b� � � � � b� �z 	
j

� a� � � � � a� �z 	
m�j

� � �

pro libovoln� b � P�
C � a j � �� � � � � s� �
 Tzn
 skute�n� a � K
�j�
b pro j � �� � � � � s� �


�

���� Pozn�mka� Pro ka�d� bod a � 
a�� a�� a�� ozna�me Da !diferenci�ln� oper�tor"
a�

�
�x�

� a�
�

�x�
� a�

�
�x�

na polynomech
 Bodem 
a� � a� � a�� � P�
C � je Da samoz�ejm�
ur�eno a� na n�sobek
 Pro homogenn� polynom F � K$x�� x�� x�% stupn� m plat� 
viz

Eulerova v�ta� X

i

�F

�xi

a�ai � m 3F 
a� x� � � � � x��

Proto� pokud existuje pol�ra K ���
a bodu a vzhledem k variet� V
F �� je rovna V
DaF �


Iterac� tohoto postupu dost�v�me K �i�
a � V

Da�iF �� pokud tato pol�ra existuje
 Jsou

tedy rovnice pol�ry d�ny iterovan�m derivov�n�m polynomu F ve sm�ru vektoru a


���� P��klad� Budeme zkoumat tzv
 Dioclesovu cissoidu K � V
x
y��x��� �ay�z�

Je to op�t nerozlo�iteln� k�ivka� jej�� a�nn� ��st v rovin� z � � m� jedin� re�ln�
nevlastn� bod 
� � � � �� 
a dva imagin�rn� komplexn� sdru�en�� a jedin� singul�rn�
bod 
� � � � ��
 Jedin�m in�exn�m bodem je nevlastn� bod 
� � � � �� k�ivky a in�exn�
te�na je asymptota x � �a
 A�nn� ��st k�ivky vid�me na lev�m obr�zku ��


Spo�t�me te�nu ve sm�ru 
� � � � ��
 Za t�m  �elem najdeme pol�ru K
���
	�����
 a jej�

pr�nik s K bude obsahovat pr�v� singul�rn� bod 
� � � � �� a bod a � K dotyku hledan�
te�ny
 Pak spo�teme K ���

a � co� je p��mo hledan� te�na
 V�sledn� k�ivky jsou zobrazeny
na prav�m obr�zku ��
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Obr
 ��� Dioclesova cissoida a jej� te�na ve sm�ru 
� � � � ��


� Dodatek

V t�to ��sti jsou vyti�t�ny z�pisn�ky programov�ho syst�mu MAPLE V� kter� vznikly
b�hem v�uky p�i uk�zk�ch ilustra�n�ch p��klad�
 V�echny z�pisn�ky jsou k nalezen� na
s�ti ve stejn�m adres��i jako tyto texty
 V���m� �e si poslucha�i po  vodn�m sezn�men�
MAPLE V obl�b� a ocen� mo�nost interaktivn� pr�ce se syst�mem a experimentov�n�
na jejich z�klad�
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��� K�ivky v prostoru� te�ny a te�n� ku
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��� A�nn� variety �ag��ms
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��� Projektivn� roz���en� rovinn�ch k�ivek �ag��ms
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