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1 PRIKLADY A MOTIVACE 1

Obr. 1: Kiivky zadané f(x,y) = 2° —y* a f(z,y) = 2° + 2® — y?

1 Priklady a motivace

Predmétem (klasické) algebraické geometrie je studium objektu zadanych algebraicky-
mi rovnicemi nebo parametrizacemi, zejména jejich geometrickych vlastnosti.

V této tvodni c¢asti si uvedeme nékolik motivujicich prikladi a pokusime se diskuto-
vat problémy souvisejici s vhodnym vymezenim tridy objektu, které budou predmétem
naseho zajmu.

1.1 Kfivky v afinni roviné R? KaZdy nenulovy polynom f(x,y) ve dvou promén-
nych zadava  kiivku® v R? rovnici f(x,y) = 0. Jde tedy o mnozinu nulovych bodi
jednoho polynomu f, budeme ji znac¢it K = V(f). Odvodte si, Ze je-li f = fi... fx,
pak V(f) = V(fi) U+~ UV(fi).

Priklady takto zadanych kfivek jsou ovedeny na obrazcich 1 — 2.

1.2 Parametrizace kfivek. Kriivky se muZeme pokusit zadat rovnicemi x = f(?),
y = ¢g(t), kde f,g € R[t]. Kiivka je pak zadané jako ,polynomialni vloZeni“ redlné
primky do roviny.

Napiiklad rovnice # = —1 + ¢, y = (1 — ¢*) dava kiivku V(z® + 2? — y?), viz.
obrazek 1. (Tuto parametrizaci snadno odvodite vypoctem pruniku pfimek y = tz s
nasi kiivkou, tj. parametrizujeme smérnici téchto primek.)

O néco vice krivek obdrzime, kdyz budeme v parametrizaci uvazovat podily poly-

o _ h _ N
momuf—f—2,g—g—2

parametrizace kruznice

. Hovorime pak o raciondlni parametrizaci. Prikladem miuze byt

2 -4
Tyl T e

kterou obdrzime tzv. stereografickou projekci, viz. obrazek 3. (Spoctéte si sami!) V&im-

néme si, ze tentokrat vlozeni redlné primky da pouze ,skoro vsechny body* paramet-
rizované variety, jeden z nich (tj. bod z kterého promitame) totiz neni dosazitelny pro
zadnou hodnotu parametru ¢t. To neni zpusobeno nasi nesikovnosti, z rozdilnych topolo-
gickych vlastnosti primky a kruznice totiz vyplyva, ze globalni parametrizace existovat
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Obr. 2: Kiivky zadané f(x,y) = 22* — 322y +y* — 20> + y* a f(z,y) = 2* — y?

nemuze.
1.3 Problémy s R2.

e Protoze R neni algebraicky uzaviené pole, mame problémy s existenci korenti
polynomu. V dusledku toho se pii malé zméné koeficientu zadavajici rovnice muze
drasticky zménit vysledna varieta. Nabizi se pracovat s komplexnimi polynomy v
Clz,y] a jimi zadanymi podmnoZinami ¢ C*. To nas nemusi nijak désit, naopak
nase puvodné realné kiivky jsou obsazeny ve svych  komplexifikacich® (realné
polynomy prosté chapeme jako komplexni, které maji nadhodou realné koeficienty)
a pouze ziskavame bohatéjsi nastroje pro popis jejich vlastnosti (imaginarni tecny
apod.).

e Chybi nam ,nevlastni body“. Napr. pfi parametrizaci kruznice muzeme chybé&jici
bod popsat jako obraz jediného nevlastniho bodu redlné primky, tj. bodu v ,ne-

kone¢nu®. Téchto problému se nejlépe zbavime tim, Ze budeme pracovat v tzv.
projektivnim rozsiteni (realné nebo komplexni) roviny.

vede ale k daleko bohatéjsi, prehlednéjsi a symetric¢téjsi teorii.

1.4 Piiklad (KOMPLEXNI KRUZNICE). Uvazme mnoziny bodt X¢ = V(27425 —¢) C
C* pro libovolné € € R\ {0}. Pfislusné realné k¥ivky jsou

kruznice s polomérem /¢ & > 0

X: = X°NR?=
® {@ e<0

Budeme psat z; = x; + iy; = x; + V/—1ly;, je tedy X¢ zadéno jako podmnoZina v R*
systémem dvou realnych rovnic

Re(zf + 25 —e)=al4a;—y;—y; —c=0

Im(z] + 25 — &) = 2(x191 + 22y2) = 0
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Obr. 3: Stereograficka projekce kruznice

Lze proto ocekévat, ze X° bude ,dvourozmérné plocha® v R* zkusime si ji predstavit
jako plochu v R? ve vhodném primétu R* — R3. Zvolme si za tim éelem zobrazeni

T1Y2 — T2l

Yt (51?1751?27917312) — (1?1,1‘2, - -
(a1 +23)

Oznacme jesté V podmnozinu v R* zadanou druhou nasi rovnici, tj.

Vo= {(21,22,¥1,92); T1y1 + 22y2 = 0, (21, 22) # (0,0)}.
Z0zZeni zobrazeni ¢4 na V je invertibilni a jeho inverze iy je dana

—vw uw

Y Vu? 4+ 02 Vu? + 0?

2
T1Y2 — T2l
C=

/.2 2
r] + 3

Yyt (u,v,w) = (

).

Vsimnéme si nyni, ze

a odtud vyplyva
o (VX = H = {(u,0,0); u? + 07— w? — |e] = 0}.
Nyni muZzeme slozit zkonstruovana zobrazeni

wo: X° =V 5 R33N {(0,0,0)} D H®
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redlnd ¢4st kruznice pfi ¢ > 0

Obr. 4: Zobrazeni komplexn{ kruZnice do R?

a pro kazdé ¢ > 0 ziskame bijekci p. : X° — H°®. Realna cast této variety je ,nejuzsi
kruznice® na jednodilném rota¢nim hyperboloidu H*, viz. obrazek 4.

Pro ¢ < 0 muzeme zopakovat predchozi tvahy, pouze v definici ¢4 prehodime
promeénné x a y a znaménka:

—Y1%2 + Yoy
P (@1, 92) = (=Y, Y2 — ———
Vi +43)
coz privodi zménu inverze t_

—vw uw
Yyt (u,v,w) — (\/u2 T VT v2,—u,—v).

Nyni je opét H* jednodily rota¢ni hyperboloid, ovsem jeho realna ¢ast je Xg = 0.

V komplexnim pripadé muzeme pozorovat, Ze pri spojité zméné koeficientu se vy-
sledna varieta vétsinou v podstaté neméni, az na jisté ,kastastrofické* body, kdy muze
dojit ke kvalitativnimu skoku. Rik4 se tomu princip permanence. V realném piipadé
tento princip vubec neplati.

1.5 Projektivni rozsifeni pfimky a roviny. Redlny prostor Pi(R) je definovan jako
mnozina vsech sméri v R? tj. jeho body jsou jednorozmérné podprostory vektorového
prostoru R2.
Komplexn{ projektivn{ prostor P1(C) je definovan jako mnoZina viech smérii v C?,
jeho body jsou tedy jednorozmérné podprostory komplexniho vektorového prostoru C2.
Analogicky, body realnych, resp. komplexnich, dvourozmérnych projektivnich pro-
storti jsou definovany jako sméry v R?, resp. C*, viz. obrazky 5, 6.
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/_,\vlastni‘ body se soufadnicemi (z, 1)

jeding nevlastni bod, smér (1 : 0)

Obr. 5: Tlustrace definice projektivnich rositent

vlasgni body se soufadnicemi (z, y, 1)

pffmka zadand dvéma body

- pffmka nevlastnich bodi

Obr. 6: Projektivni rositeni afinni roviny
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Zkusme si nyni rozsitit definici stereografické projekce tak, aby kruznice byla para-
metrizovana body P1(R). Podivejme se tedy, jak bude vypadat odpovidajici zobrazeni
Py(R) — Py(R?). Body v projektivnich rozsifenich budeme zadavat tzv. homogennimi
soutadnicemi, které jsou dany aZ na spoleény nasobek. Napt. body v Py(R) budou
(x:y:z).

KruZnice v roviné z = 1 je déna jako priinik kuZele sméra zadanych rovnici z% +
y? — 2% = 0 s touto rovinou. Inverzi k sterografické projekci (tj. nasi parametrizaci

kruznice) muzeme nyni zapsat takto:

26t -1
T+2 22 +1°

(t:1) —( D= (2t:*—1:¢4+1).
Pfitom je pro t # 0 (¢ : 1) = (2¢? : 2¢) a ptivodni stereografickou projekei (tj. inverzi
predchozi zobrazeni) muZeme také zapsat pomoci linearniho piedpisu

(x:y:z)—=>(y+z:2)

ktery rozsifuje nasi parametrizaci i na nevlastni bod (0 : 1) — (0 : 1 : 1). Zobrazni
celého P1(R) na kruznici ma pak ,linearni“ zapis

Pi(R)> (z:y)— 2e:x—y:x+y) e Py(R).

Podivejme se jesté, jak jednoduché je spocist primo vzorec pro stereografickou pro-
jekei v projektivnich rozsitenich: Vlozime si Py(R) jako body s homogennimi soutad-
nicemi (¢ : 0 : 1) a mezi linedrnimi kombinacemi bodua (0 : 1 : —1) (tj. pdl ze kterého
promitame) a (x : y : z) (obecny bod kruZnice) musime najit ten, ktery méa soutadnice
(u:0:v). Jedind moZnost je bod (x:0: z+y), coz je nas piedchozi vztah.

1.6 Problémy. MuZeme si nyni vytycit problémy, kterymi se budeme zabyvat.

o Jak vhodné definovat obecné objekty podobné kiivkam, zejména ve vyssich di-
menzich?

Jaké algebraické nastroje mame k dispozici pro studium takovych objekta?
e Jaka jsou vhodna zobrazeni zachovavajici podstatné vlastnosti nasich objektu?
o Jak poznat, ze geometrické vlastnosti dvou objekti nasi t¥idy jsou stejné?

e Jak nalézt body nasich objektu, v nichz se vyrazné projevuji jejich vlastnosti, a
jak studovat chovani objektu v okoli takovych boda?

o Jak studovat globalni vlastnosti nasich objekt?

Zdaleka se nam nepodafi uspokojivé vypracovat odpovédi na viechny naznacené otazky,
na konci prednasek by vsak poslucha¢ mél mit alespon jistou predstavu, jaké techniky
by k uspokojivé teorii vést mohly.

1.7 Singularity k#ivek. Zatim budeme tplné ignorovat zasadni problém, jak budou
nase uvahy tykajici se kiivky K = V(f) zaviset na volbé definujiciho polynomu f.
7 technickych duvodu v$ak budeme predpokladat, Ze neexistuji polynomy ¢, h takové,
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ze f = gh. Rovnici f = 0 budeme tikat redukovand rovnice nerozloZitelne krivky K a
stupen polynomu f je stupen krivky K.

Kazd4 pifmka L v afinnim prostoru R? je zadédna parametricky rovnicemi (z,y) =
(a,b) 4 t(u,v). Dosazenim do polynomu f dostaneme polynom ¢(t) = f(a + tu, b+ tv)
v jedné proménné ¢. Body priniku L N K jsou dany kofeny tohoto polynomu. Nasobné
kofeny to vypovidaji o dotyku vyssiho fadu a zadavaji teény kiivky K v bodech (a +
tow, b + tov). Zvolime-li pevné bod (a,b) € K, a hledame (u,v) takové, aby ¢ = 0 byl
nasobny koren, dostaneme vztah

Ay _OF o
= Gl G ) =0

Tato rovnice ma prostor feSeni dimenze 1 pravé, kdyz alespon jedna z parcialnich
derivaci f v (a, b) je nenulova. Takové body nazyvame reguldrni body kiivky K. Ostatni
jsou singularni body kiivky K.

1.8 Te¢ny v singularnich bodech. Pravé studium chovani kiivky v okoli singu-
larnich bodia nam poda dobrou informaci o celé ktivce. Vsechny primky prochazejici
takovym bodem sice maji dotyk vyssiho radu, jisté je ale vSechny nechceme povazovat
za tecny. Podle Taylorovy véty (snad dobte znamé z matematické analyzy) mé polynom
f rozvoj v singularnim bodé (a, b)

fany = feh) +Fane-a+Lu-ns

=0 protoze (a,beK)

=0 protoZe je (a,b) singuldrni

*f ., O*f O*f 2
+ 5 (e b)(z —a)” + 8x8y(a’ b)(x —a)(y —b) + a—yg(av b)(y —a)” +...
Predpokladejme, Ze f.(x —a,y —b) = >0, %yfr_i(a, b)(x — a)(y — a)"~" je prvni

nenulova homogenni ¢ast. Pak mnoZina vsech FeSeni (u : v) rovnice f,(u,v) = 0 dava
smérové vektory tecen v singuldrnim bod¢ (a,b). MnoZinu vsech téchto tecen nazyvame
tecny kuzel kiivky K v singularnim bodé (a, b).

1.9 P¥iklad. Pro nam jiz znamou kubickou kiivku K = V(2 + 2? — y*) snadno spoc-
teme, Ze jeji jediny singularni bod je (0,0), prvni nenulova homogenni ¢ast polynomu
je 22 — y?, teény kuZel je tedy tvoren dvéma piimkami x &y = 0, viz. obrézek 7.

1.10 Objekty ve vyssich dimenzich. Piimou analogii kiivek v C? jsou plochy v
C2, které jsou opét zadany jedinym polynomem. Pokud chceme obdrzet kiivky v C?,
musime pouzit polynomy alespon dva, tj. kifivku zadame jako prunik dvou ploch.

Pro plochy muzeme pocitat tecny v regularnich bodech a te¢né kuzely v singularnich
bodech velmi podobné jako tomu bylo u kfivek v roviné. Napt. v regularnich bodech
je alespon jedna parcialni derivace nenulova a ziskana rovnice pro smérové vektory
primek majicich protinani vyssiho stupné bude mit prostor feseni kodimenze jedna,
tj. pro plochy v R® dostaneme pravé teéné roviny. V singuldrnich bodech dostaneme
opravdové analogie kuZelu (které oviem mohou zdegenerovat napf. na dvojici rovin).
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Obr. 7: Teény kuzel kiivky V(2® + 2* — y?) v singularnim bodé a plocha V(z? — y?z? +
) C R?

Jako piiklad kiivek ndm mtiZe slouzit tzv. tvistovand kubika V(y — 22,z — 2®) v

R? znézornénd (véetné odpovidajicich ploch z definujicich polynomt) na obrazku 8.
Uvédomme si, ze u kfivek uz definice tecnych prostorti neni zdaleka tak jednoducha.
Uvidime, Ze ve skutecnosti neni ani tak slozité tecné prostory v regularnich bodech
definovat, jako je spolehlivé spocist z generujicich polynomi.

1.11 Deformace singularit. Jednoduchy postup jak zjistit chovéani kiivky v okoli
regularniho bodu je spocist jeji tecnu v tomto bodé. Pro singularni body je to s te¢nami
slozitéjsi, casto viak staci libovolné malo pozménit vhodny parametr (tj. koeficient)
definujiciho polynomu a singularita vymizi. Diky principu permanence pak z chovani
tecen pro blizké hodnoty parametru muzeme usuzovat na typ puvodni singularity. Jiz
jsme se potkali se singularitou v pocatku u kiivek V(z® —y?) a V(2® + 2 —y?). Uvazme
polynomy

f6:x3—y2—5,g5:x3—|—5:1;2—y2, h575::1;3—|—5:1;2—y2—5.

Polynomy fy a ¢go davaji prvni z nasich kifivek, ¢; da druhou.

Podivejme se nejprve na chovani kiivek V(gs). Snadno spocteme, ze vidy maji
pouze jeden singularni bod (0,0), jeho typ je ovSem zcela odlisny pro 6 < 0 a 6 > 0.
Je-li ¢ kladné, pak nam vyjdou dvé redlné tecny ve smérech (1 : :I:\/g), zatimco pro
6 < 0 vyjdou obé tecny imaginarni, je proto pocatek izolovanym bodem kfivky, viz.
levy obrazek na 9.

Pti deformacich f. je situace jesté daleko jednodussi. Pro nenulové e totiz budou
vsechny body ktivky regularni, viz. pravy obrazek na 9.

V obou ptfipadech ziskavame jasnou predstavu o typu singularity Neilovy paraboly
V(2® — y?). Diskuzi soucasnych deformaci h. s dosp&eme ke kiivce hodnot parametrii
V(e)UV(e— %), pro které kiivky obsahuji néjaky singularni bod, pro vsechny hodnoty
vné této krivky jsou vsechny body regularni. Tvar kfivky se pritom podstatné méni
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Obr. 8: Tvistovana kubika v R?
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Obr. 9: Deformace singularit krivek
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pouze pii prechodech mezi uvedenymi ¢tyrmi oblastmi. Hodnoty odpovidajici Neilové
parabole jsou praveé jedinym bodem spoleénym vsem ¢tyfem oblastem.

2 Projektivni rozsireni afinniho prostoru

2.1 Definice. n-rozmérny projektivni prostor nad polem K je mnoZina jednorozmeér-
nych podprostortt v K**!, znadime jej P, (K). Jeli p € P,(K), nazyvame libovolny

nenulovy vektor @ = (zq,...,2,) € p C R” homogenni soufadnice bodu p. Piseme
p=(x0:...:2,).
2.2 Véta. Podmnoziny U; = {(z0 : ... : x,) € Po(K); x; # 0} jsou afinni prostory se

zamérenim K*. Pritom P"(K) \ U; = P,_1(K).

Dikaz: Homogenni soufadnice jsou urceny jednoznacné, az na nasobek skalarem z
K. Protoze K je pole a x; # 0, lze vidy najit pravé jeden skalar A € K tak, Ze
(Axg, ..., Ax,) majina i—tém misté 1. Touto volbou uZ jsou zbylé hodnoty Axq, ..., Az,
dany jednoznacné. Tim tedy mame zkonstruovano zobrazeni

© - K* — Uiv (ylv"'vyn) — (ylv'"7yi717yi+17"'7yn)
a ziejmé jde o bijekci. Naopak, zobrazeni

1
iU = Ky, (o, ooy @ic1, Ty Tig1y e oy Ty) — f(fﬁo, ey Ty gLy e ey L)
je dobre definovano a plati ¢ o ¢ = idy,, 1 o p = tdgn.
Ziejmé plati P,(K) \ U; = {(x0 : @1 ¢ ... 1 x,) € Pu(K); x; = 0}. Pfitom zbylé

skalary xq,...,x, jsou opét urceny az na nasobek a zobrazeni

n:Py(K)\U; = P,_1(K)

(o:ar oo i @img t 0@t oo @y) = (o v DTy S @iy Dt X))

je dobfe definovana bijekce. O

2.3 Poznamka. Mnozina H; = P,(K)\ U; se nazyva projektivni nadrovina bodi v ne-
konecnu. Cely projektivni prostor P,(K) lze také zkonstruovat tak, ze za¢neme s afinni
rovinou Uy a vytvorime jeji ,projektivni rozsiteni® pridanim Hy = P,,_1(K), kde Hy lze
chapat jako mnozinu sméru v Uy (definovanych jako tiida ekvivalence rovnobéZnych
piimek v K").

Soutadné pak vznikly prostor popisujeme tak, ze pro ,koneéné body“ (z1,...,2,) €
Uy uzivame soufadnice (1, xy,...,x,), zatimco pro ,body v nekoneénu® uzivame sou-
fadnice (0,y1,...,y,) € Hop, a viechny souradnice jsou uréeny aZ na nasobek jedno-
znacne.

2.4 Priklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé p¥imky L; : y —2 —1 = 0 a
Ly:y—a+1=0.
Jestlize budeme body pfimek Ly a Ly chapat jako koneéné body (tj. body v Us) v
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projektivnim prostoru Py(R?), budou zjevné jejich homogenni soufadnice (z : y : z)
splnovat rovnice

Ly:y—2—2=0, Ly:y—ax+2=0.

Podivejme se, jak budou rovnice téchto primek vypadat v souradnicich v U;. Za tim
ucelem staci dosadit y = 1 do predchozich rovnic:

Li:l—a2—2=0, Ly:1—242=0

Nyni jsou ,nekonecné” body nasi puvodni afinni roviny Us dany vztahem z = 0 a vidi-
me, Ze nase piimky L} a L) se protinaji v bodé (1,1,0) € U;. To odpovida geometrické
predstavé, ze rovnobézné primky Ly, L, C U, v afinni roviné se protinaji v nekone¢nu

(a to v bodé (1:1:0)).

2.5 Definice. Projektivni piimka v projektivnim prostoru P,(K) je mnoZina bodu
p € P,(K) takova, Ze jejich homogenni souradnice p = (g : -+ : x,) zaplni pravé
vsechny nenulové vektory 2-rozmérného podprostoru v K, 1.

Obecné, podprostor v P,(K) dimenze k je mnoZina bodu, jejichz homogenni soufad-
nice vyplni (k4 1)-rozmérny podprostor v K**!. Ekvivalentné, k-rozmérny podprostor
v P,(K) je podmnozina v K"*!  zadand v homogennich soufadnicich systémem (n — k)
nezavislych linearnich homogennich rovnic.

2.6 Priklad.

1. Kazdé dvé ruzné primky v Py(R) se protinaji v jednom bodé. (Je-li Ly : ax+by+
cz=0,Ly=dr+ey+fz=0a(a:b:¢c)#(d:e: ), pak homogenni souradnice bodu
pruniku jsou vSechna feseni systému téchto dvou nezavislych homogennich rovnic. Jde
tedy o pravé jeden bod v Py(K).)

2. Kazdé dva razné body v Py(R) urcuji jedinou primku je obsahujici. (Dosazenim
homogennich souradnic dvou rtiznych boda do obecné rovnice ax + by + ¢z = 0 primky
v Py(K) ziskame systém dvou nezavislych rovnic pro koeficienty a, b, ¢, proto dostaneme
pravé jedno Feseni az na nasobek.)

3. Kazdé dvé ruzné roviny v P3(R) se protinaji v jediné projektivni piimce. (Roviny
jsou dany rovnicemi oy : a1x + by +ciz+diw =0, 03 agx + by + caz + dyw = 0, které
jsou nezavislé, protoze oy # oy. Prostor viech feseni systému téchto dvou rovnic je tedy
dvourozmeérny, proto zadava projektivni primku. Spoctéte si, ze pro rovnobézné roviny
v afinni roviné Us dostaneme primku, jejiz vsechny body lezi v Hj, tzv. projektivni
pfimku bodi v nekonecnu!)

2.7 Projektivni soufadné systémy. Podle nasi definice je P,(K) mnozina vsech
jednorozmérnych podprostori v K**! a pomoci standardnich soutadnic (tj. standard-
ni baze) v K"t jsme definovali homogenni{ soutadnice. Zcela stejnym zpisobem lze
ovsem pouZit libovolnou bazi v K", Opét bude kazdy jednorozmérny podprostor za-
dan souradnicemi libovolného svého nenulového vektoru ve vybrané bazi. Hovorime o
projektivnim souradném systému uréeném bazi e, ..., e, prostoru K", Podobné jako
pro homogenni soutadnice jsou projektivni soufadnice (xq,...,x,) bodu p € P*K) (v
prislusné projektivni souradné soustavé) dany vektorem v € p, v = xgeg + ... + Ty,
Z linearni algebry zname, jak se méni souradnice vektoru pfi zménach bazi, vzdy
se jednéd o nasobeni vhodnou invertibilni matici (zleva). Necht tedy jsou v K" zvoleny
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baze eg, ..., €, a €, ..., e a prislusna matice pfechodu A necht méa prvky a;;. Tzn., Ze
soufadnice x = (g, ..., x,) odpovidaji soufadnicim 2’ = (zf,...,2") = A-zT. (Musi
tedy platit e; = agieq + - -+ + ani€l.)

Naopak, kdykoliv zvolime invertibilni matici A s n + 1 fadky a sloupci, dostaneme
zobrazeni P,(K) — P,(K), které homogenni soufadnice z zobrazi na A - 2T. Takové
zobrazeni nazyvame kolineace a je ziejmé, ze matice kolineace je urcena az na na-
sobek skalarem. Podivejme se nyni, jak takové kolineace mohou vypadat. V afinnich
podprostorech Uy, U; C P,(K) ziskame zejména specialni volbou matic tvaru

1 0 0 Ce 0 boo 601 boz Ce bOn
A= a1 a11 12 ... aip 7 B— 0 1 0 ce 0
tpo Qp1 Qp2 ... Gnn bnO bnl bn2 oo bnn

vsechny afinni transformace Uy — Uy a vSechny afinni transformace U; — U;. VSimné-
me si, ze pevnou volbou agy = 1, resp. by = 1, jsme jiz jednoznacné vybrali matici A,
resp. B, zadavajici danou kolineaci. Souciny matic téchto dvou typu jiz snadno ziskame
vsechny invertibilni matice. Vidime, Ze kolineace jsou presné zobrazeni, ktera ziskame
yrozsitenim® afinnich zobrazeni na cela projektivni rozsifeni afinnich prostort.

2.8 Poznamka. Obecnéji, projektivni prostor P(V) je definovan jako mnozina jedno-
rozmérnych podprostorti ve vektorovém prostoru V' a kolineace jsou takova zobrazeni
o : P(V) — P(W), pro ktera existuji invertibilni linearni zobrazeni ¢» : V. € W, tak Ze

p((v) = (¥ (v)).

2.9 Projektivni nadroviny. Projektivni podprostory v P,(K) dimenze n — 1 se
nazyvaji projektivni nadroviny. Vznikaji fesenim jediné nenulové rovnice agzg + - -+ +
a,r, = 0 pro homogenni souradnice. Protoze koeficienty této rovnice jsou uréeny az na
nasobek, 1ze nadrovinu ztotoznit s bodem (ag : a1 : -+ : a,) € P(K). Proto se mnoziné
viech nadrovin v P,,(K) tika dudlni projektioni prostork prostoru P,(K). Tento prostor
oznacujeme P, (K*).

2.10 Definice. Jsou-li M C P,(K) a M’ C P,(K) dvé mnoZiny bodu takové, Ze
existuje kolineace ¢ : P, (K) — P,(K) spliwjici (M) = M’, pak tikame, Ze mnoZiny
M a M’ jsou projektivné ekvivalentni.

2.11 Body v obecné poloze. Je evidentni, Ze vybérem soutadnic, tj. popisem né-
jakého objektu v homogennich nebo jinych projektivnich souradnicich nemohou byt
ovlivnény geometrické vlastnosti studovaného objektu. Zejména musi byt vSechny geo-
metrické vlastnostnosti invariantni vzhledem k ptisobeni kolineaci. Vsimnéme si nyni
nejjednodussich objektu, konecnych podmnozin bodu projektivnich prostort.

O (n+ 1) bodech p1,...,pps1 € Pu(K) fekneme, Ze jsou v obecné poloze, jestlize
neexistuje projektivni nadrovina o C P,(K) obsahujici vSechny p;, ¢ = 1,...,n + 1.
O mmnoziné bodu M C P,(K) mohutnosti vétsi nez n + 1 fekneme, Ze je v obecné
poloze, je-li kazda jeji podmnozina n 4+ 1 bodi v obecné poloze. Je ziejmé, ze vse-
chny mnoziny M = py,...,p,11 bodli v obecné poloze jsou projektivné ekvivalentni.



3 POLYNOMY 13

(Zvolime-li nenulové vektory vy € p1,..., 0041 € Pny1, jsou tyto jisté linedrné neza-
vislé a proto mame bazi na K"t!, tj. projektivni soufadnice na P,(K), ve které je
pr=1:0:0:--:0),p2=(0:1:0:---:0),...,ppp1=(0:---:0:1).)

2.12 Véta. Budte p1,...,pnt2 @ q1y. .., Qe dvé skupiny bodii v P(K) v obecné
poloze. Pak existuje kolineace ¢ : P*(K) — P™(K) takova, ze o(p;) = ¢;.

Diikaz: Protoze body p1,...,p,y1 jsou v obecné poloze, definuji jejich libovolné zvolené
homogenni soutadnice v K"*! projektivn{ soutfadnice na P,(K). Homogenn{ soufadnice
bodu p,42 pak muzeme vyjadrit jako

(g™ e rag™) = Mlag o rag) o+ A (e T,

n n

Pritom vsechny koeficienty Ay, ..., A,41 musi byt nenulové, protoze jinak by nékterych
n+ 1 bodu lezelo v jedné nadroviné. Totéz plati pro body ¢y, ..., ¢,t2, necht tedy bod
Gnt+o Ma soutadné vyjadreni

(o™ eyt ™) = Myg too ) o+ Ao (g™ ey,

Zvolime (jednoznac¢né urdené a invertibiln{) linedrn{ zobrazeni ) : K"t — K**! zob-
razujict (A;(@h, ..., x8) na A(yd, ..., yh), ¢ = 1,...,n+ 1. Pfislusna kolineace ¢ zobrazi
pi na ¢ a

(g™ al®) s My ) e A (0 ) = ()

4

3 Polynomy

3.1 Definice. Necht K je komutativni okruh.! Polynom f nad okruhem koeficienti
K je vyraz f = apa” + -+ 4+ a1x + ao, kde ay, ..., a0 € K, a, # 0. Rikdme, Ze f ma
stupeni n, znac¢ime deg f = n. MnoZinu vSech polynomu nad okruhem koeficientu K (v
proménné x) znac¢ime Kzx].
Polynom lIze vZzdy chapat jako zobrazeni* f : K — K, b — f(b) = a,b"+- - -+a1b+ao.
Soucet polynomu f = a,z2" +--- 4+ ag a g = bpa™ + -+ + by je dan formalnim
sectenim koeficientl

fHg=aa"+ - +ag+bux™ + - +by=(ao+bo) + (a1 + by)x + ...
a soucin polynomu f a ¢ je dan formalnim sou¢inem
n+m J .
frg="(ao+-+aa") b+ +bna™) = D (3 aibj_i)a’.
7=0 =0

Takto definované séitani a nasobeni zadava na K[z| strukturu komutativniho okruhu s
jednickou.

YUvidime v dalsim, ze budeme uvazovat vyhradné okruhy bez déliteli nuly.
2Pro rozumné okruhy K jsou si dva polynomy f a g rovny (jako formalni virazy) pravé, kdy# uréuji
stejné zobrazeni.
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S¢itani a nasobeni polynomu je kompatibilni se s¢itanim a nasobenim zobrazeni, tj.
(f+9)a)= fla)+gla)a(f-g)(a)= fla)g(a). VSimnéme si, Ze znak - znac¢i nasobeni

v okruhu K[z] zatimco nasobeni v K zna¢ime prostym zfetézenim vyrazu.

3.2 Polynomy vice proménnych. Okruhy polynomu v proménnych x4,...,z, de-
finujeme induktivné vztahem

Klay, ..., 2] = Klzy, ..., 2q][x,]

Napt. Klz,y] = Klz][y], tzn. Ze uvazujeme polynomy v proménné y nad okruhem
K[z]. Snadno si kazdy ovéri (provedte si to!), Ze polynomy v proménnych x4, ..., z, lze
chapat jako vyrazy vzniklé z pismen xq,...,x, a prvku okruhu K koneénym poctem
(formalniho) s¢itani a nasobeni v komutativnim okruhu. Napiiklad prvky v K[z, y] jsou
tvaru

f = Gn(l')yn + an—l(l')yn_l + -+ Clo(l‘)
= (amnl'm‘|‘""|‘Cl0n)yn‘|‘“"|‘(bp051?p—|-"'—|-boo)
= ¢go + C10% + Cory + 020:1:2 +cnixy + c02y2 —+ ...

Pro zjednoduseni zapisu zavadime tzv. multiidexovou symboliku. Multiindex o dél-
ky r je r-tice nezapornych celych ¢isel (aq,..., ). Celé &islo |a| = ag + -+ 4+ o,
nazyvame velikost multiindexu a.. Struéné pak piSeme 2 misto 7252 ... 2". Pro po-
lynomy v r proménnych pak mame symbolické vyjadreni velice podobné obvyklému

znaceni pro polynomy v jedné promeénné:

f: Z aoéxav g = Z aﬁlﬁEK[l'l,...,l'r].

la|<n 1B]<m

Rikame, Ze f ma celkovy stupen n, je-li alespon jeden z koeficientu s multiindexem «
velikosti n nenulovy.
Okamzite se také nabizeji analogické vzorce pro s¢itani a nasobeni polynomt

fH9=">  (aa+bs)2”

|o|<maz(m,n)

fg = %ﬂ ( > (aabﬁ)ﬂ)

[v|=0 \a+8=~

kde multiindexy se sé¢itaji po slozkach a formalné neexistujici koeficienty povazujeme
za nulové.

Samozrejmé musime ovérit, ze tyto vzorce opravdu popisuji s¢itani a nasobeni v
induktivné definovaném okruhu polynomt v r proménnych. Dokazeme to indukei pres
pocet proménnych. Predpokladejme, Ze vztahy plati v K[z, ..., 2,_1] a poditejme sou-
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cet
f=ap(aq,... ,xr_l)xf + - Fao(Tr, .. ) = (Z a;“a:z;a) :L'f + ...

g="bi(xy,. .., xe)xl 4+ Fbo(xr,. .., 20 q) = (Zblﬁxﬁ) A
B

f + g = (Clo(l’l, .. .,l’r_l) + bo(l’l, Ce ,%—1)) +
+ (Cll(l’l, Ce ,%—1) + bl(l'l, .. .,:1;,,_1)):1;,, + ...
= (Y (are + bes) (- wn) )2k o (Y (a0 + bos) (21, 20m1))

vy vy

= Z (a]fy —I_ b]7’7)(x17 trt xr—l)wxi"

(v:4)

Podobné se provede diikaz pro soucin (provedtel!).

3.3 Lemma. Jestlize v okruhu K nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu polynomii
Klay,...,2,] nejsou délitelé nuly.

Diikaz: Budeme postupovat indukei pfes pocet proménnych r. 2 Pro r = 1 uvazujme
polynomy f = a,a} + -+ + a1y + ap a g = bya™ + -+ 4 by, pficemz b, # 0 a
a, # 0. Vedouci ¢len soudinu fg¢ je a,b,x"t™, protoze a,b, #* 0, zejména tedy je
souc¢in nenulovych polynomt opét nenulovy.

Pokud tvrzeni plati pro r — 1 proménnych, pak pouzijeme predchozi tvahu pro
okruh polynomu v jedné proménné z, s koeficienty v K[zq,..., z,_q]. O

3.4 Podilové téleso. Necht K je komutativni okruh (s jednickou) bez délitelt nuly.
Jeho podilové téleso definujeme jako tiidy ekvivalence dvojic (a,b) € K x K, b # 0,

a

7> a ekvivalence je dana

které zapisujeme

/

a a
- = — p =4 Clb/ = Cl/b.
b v
S¢itani a nasobeni definujeme prostrednictvim reprezentantu tiid
a ¢ ad + be
— 4 - =
b d bd
ac ac
bd  bd

Snadno se ovéri korektnost této definice a vsechny axiomy komutativniho télesa. Zejmé-
na je % neutralni prvek vzhledem ke séitani, % je neutralni prvek vzhledem k nasobeni

aproa#0,b#0je =1

ba 1
Podilové téleso okruhu K[z, ..., z,] nazyvame téleso raciondalnich funkci a znacime

je K(zg,...,2,).

3Dikaz lze vést také pfimo s pouzitim multiindexovych formulf pro souéin, ale museli bychom si
nadefinovat urcité vhodné usporadani monomi, abychom mohli pracovat s vedoucim koeficientem.
Zkuste si to!)
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3.5 Délitelnost a nerozloZitelnost. Necht R je komutativni okruh bez déliteli nuly.
Rekneme, Ze b je délitelné a a piseme alb, jestlize existuje ¢ € R takové, ze b = ac. Plati

1. je-li alb a zaroven b|c pak také alc

2. alb a zaroven a|c pak také a|(ab+ Be¢) pro viechny o, 8 € R
3. al0 pro vSechny a € R
4

. jelib=ac a b+# 0 pak ¢ je jednoznacné dano volbou a,b (pro b = ac = ac totiz

0=alc—¢)aa#0)

5. invertibilni prvky v R (nazyvame je jednotky) tvori komutativni podgrupu vzhle-
dem k operaci nasobeni

6. kazdy prvek a € R je délitelny véemi jednotkami e € R a jejich nasobky ae (plyne
z existence e™1)

Rekneme, Ze prvek a € R je nerozloZitelny, jestlize je délitelny pouze jednotkami
¢ € R a jejich nasobky ae. Rekneme, %e okruh R je obor integrity s jednoznacnim
rozkladem, jestlize plati

7. pro kazdy nenulovy prvek a € R existuji nerozlozitelné aq,...,a, € R takové ze

a=aa;...a,

8. jsou-li prvky ay,...,a, a by,...,bs nerozlozitelné, nejsou mezi nimi zadné jednot-
ky a a = ajay...a, = biby...bs pak je r = s a ve vhodném preusporadani plati
a; = e;b; pro vhodné jednotky e;.

3.6 Priklad.

1. Z je obor integrity s jednozna¢nym rozkladem.

2. Kazdé pole (komutativni téleso) je obor integrity s jednozna¢nym rozkladem (a
kazdy nenulovy prvek je jednotka).

3. Necht R méa prvky tvaru ap + Y5, a; ( 2W) kde ag,...,ar € Z, m;,n € Zg.
Pak jednotky jsou pouze prvky +1, vSechny prvky s ag = 0 jsou rozlozitelné, ale napft.
vyraz x nelze vyjadrit jako soucin nerozlozitelnych. (Nerozlozitelnych je zde prili§ méalo.)

it

3.7 Véta. Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh polynom
Rlzq, ..., 2, je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.

Diikaz: Myslenka diikazu je velice jednoducha. Staci totiz provést dukaz pro polynomy
v jedné proménné nad oborem integrity s jednoznac¢nym rozkladem R a zbytek plyne
primo z induktivni definice polynomu vice proménnych. Uvazujme tedy f € R[z]. Je-li
| rozloZitelny, pak je f = fifs, kde Zadny z polynomu fi, fo € R[z] neni jednotka.
Predpokladejme na chvili navic, ze je-li f délitelny nerozloZitelnym polynomem h, pak
jisté h déli f; nebo f,.

Pokud tomu tak vzdy bude, docilime postupnou aplikaci pfedchozi Gvahy jedno-
znacny rozklad. Pokud je totiz f; dale rozlozZitelné, opét fi = ¢192, kde ¢1, g2 nejsou
jednotky, a pritom vzdy bud oba polynomy ¢; a g, maji mensi stupen neZ f, nebo
se snizl pocet nerozlozitelnych faktort ve vedoucich ¢lenech ¢; a g2 (napf. nad celymi
Cisly Z je 22* + 2z + 2 = 2(2* + @ 4+ 1)). Proto po koneéném poctu krokit dojdeme
k rozkladu f = f;...f, na nerozlozitelné polynomy fi,..., f.. Z naseho dodatecného
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predpokladu také plyne, Ze kazdy nerozlozitelny polynom h délici f, déli néktery z
fi,..., fr. Proto pro kazdy dalsi rozklad f = f|f; ... f nutné kazdy z faktoru f; déli
néktery z fi a v takovém piipadé musi byt fi = ef; pro vhodnou jednotku e. Postup-
nym kracenim takovych dvojic odvodime, Ze r = s a jednotlivé faktory se lisi pouze o
nasobky jednotek.

Zbyva tedy dokdazat, Ze je-li f = fif, délitelny nerozloZitelnym polynomem #,
pak jisté h déli fi nebo f;. To bude cilem néasledujici série technickych lemmat.*

O
3.8 Lemma. Necht R je obor integrity s jednoznac¢nym rozkladem. Pak plati

1. jsou-li a,b,c € R, a je nerozloZitelné a al|be, pak bud alb nebo alc

2. jestlize konstantni polynom a € R[z] déli f € R[z] pak a déli vSechny koeficienty
polynomu f

3. je-li a nerozlozitelny konstantni polynom v R[x] a a|fg, f,g € R[z], pak a|f nebo
alg.

Diikaz: 1. Podle predpokladu bc = ad pro vhodné d € R a necht d = d;...d,,
b =10 ...b, ¢c = cy...¢; jsou rozklady na nerozlozitelné faktory. Tzn. ad;...d, =
by ...bscy ... cq. Z jednoznacnosti rozkladu ad plyne a = eb; nebo a = ec; pro vhodnou
jednotku e.

2. Necht f = by + byx + -+ - + b,2". ProtoZe a|f, jisté existuje polynom ¢ = ¢ +
cix + ... cpx® takovy, Ze f = ag. Odtud okamzité plyne k = n, acy = by, ..., ac, = b,,.

3. Uvazujme f,g € R[z] jako vySe a pfedpokladejme, Ze a nedéli ani f ani ¢g. Pak
podle predchoziho bodu existuje néjaké i tak, Ze a nedéli b; a néjaké j tak, ze a nedéli
¢;. Zvolme takova 7,j nejmensi mozna. Koeficient u 2%/ v polynomu fg je bociy; +
bicitj—1+- - +biyjco. Podle nasi volby a déli vsechny bocitj, ..., bi—1¢iv1, bixicj—1, ..., bipjco.
A zaroven nedéli b;c;. Proto nemuze délit cely koeficient. O

3.9 Lemma. Necht K je podilové téleso oboru integrity R s jednoznacnym rozkladem.
Je-li polynom [ nerozlozitelny v R[z| je nerozlozitelny také v K|x].

Diikaz: Uvazme libovolny nenulovy polynom f € R[x] C Kz] (kazdy koeficient a €
R muzeme povazovat za prvek 7 € K). Predpokladejme, Ze [ = g¢'h’ pro vhodné
g’ h' € KJz], kde polynomy ¢', b’ nejsou jednotky v K[z] (tzn. nejsou to konstantni
polynomy, nebot K je pole). Necht a je spoleény nasobek jmenovatelu koeficienti v
g a b je spoleény nasobek jmenovatelu koeficienti v A'. Pak bh' ag’ € R[x] a plati
abf = (bh')(ag’). Necht ¢ je nerozlozitelny faktor v rozkladu ab. Pak ¢ déli (bh')(ag’)
a proto ¢ déli polynom bh’ nebo polynom ag’ (podle pfedchoziho lemmatu). To ale
znamena, ze ¢ muzeme vykratit. Po koneéném poctu takovych kraceni zjistime, ze
f = gh pro polynomy ¢, h € R[z]. Pfitom stupen polynomt se neménil, proto i g a h
nejsou konstantni. Tim jsme dokazali negaci pozadované implikace. O
3.10 Lemma (ALGORITMUS PRO DELEN{ SE ZBYTKEM). Necht R je komutativni

okruh bez délitelii nuly a f,g € R[x], ¢ # 0. Pak existuje a € R, a # 0, a polynomy
q ar sploujici af = qg + r, kde r = 0 nebo degr < degg. Je-li navic R pole, nebo je

4A pfi prvnim ¢tenf bude mozna vhodné tuto pasaz vynechat a vratit se k nf pozdéji.
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aspon vedouci koeficient polynomu ¢ roven jedné, potom lze volit a = 1 a polynomy
q,r jsou v tomto pripadé urceny jednoznacné.

Diikaz: Tvrzeni dokazeme indukci vzhledem ke stupni f. Je-li deg f < deg g nebo f =0,
pak volimea =1, ¢ =0, r = [, coz vyhovuje vS§em nasim podminkam. Pro konstantni
polynom ¢ klademe a =g, g = f, r = 0.

Predpokladejme tedy, ze deg f > degg > 0 a pisme f = ap+ -+ + a2, ¢ =
bo+ -+ bna™. Bud plati b,, f — a,2""™g = 0 a nebo je deg(b,, f — a,2""™g) < deg f.
V prvém pripadé jsme hotovi, ve druhém pak, podle indukéniho predpokladu, existuji
a'yq' " splijici @ (by, f — a2 "g) = ¢'g + " a bud ' = 0 nebo degr’ < degg. Tzn.

a'bpf = (¢ + d'a" )+ 1.

Pfitom je-li b,, = 1 nebo R je pole, pak podle indukéniho predpokladu lze volit ¢’ = 1
a ¢',r" jsou tak urceny jednozna¢né. V takovém pripadé ovsem ziskame b, f = (¢’ +
a,x""™)g + " a je-li R pole, miizeme rovnost vynéasobit . Pfedpokladejme, ze [ =
q1g + 71 je jiné feseni. Pak 0 = f — f = (¢ — ¢1)g + (r — r1) a bud je r = rq, nebo
deg(r — r1) < degg. V prvém piipadé odtud ovSem plyne i ¢ = ¢, protoZe R[z]
neobsahuje délitele nuly. Necht axz® je ¢len nejvyssiho stupné v ¢ — ¢1 # 0 (urcité
existuje). Potom jeho soucin se ¢lenem nejvyssiho stupiie v g musi byt nulovy (protoze
nejvyssi stupen dostaneme tak , Ze vynasobime nejvyssi stupné). To ovSem znamena,
ze a = 0. Protoze ax® byl nejvétsi nenulovy stupen, nutné dostavame, ze ¢ — q; zadné
nenulové monomy neobsahuje, je tedy urcité nulové. Pak ovsem i r = ry. O

3.11 Lemma (BEZOUTOVA ROVNOST). Necht K je pole a necht f,g € K|z]|. Pak
existuje nejvétsi spoleény délitel’ h polynomii f a g. Polynom h je uréeny jednoznaé¢né,
az na nasobek nenulovym skalirem. Pritom existuji polynomy A, B € K|[z] takové, zZe

h=Af+ By.

Diikaz: Pfima konstrukce polynomu h, A a B se provede tzv. Euklidovym algoritmem.
Provadime postupné déleni se zbytkem (K je pole, takze to vidy umime jednoznacéné,
viz. pfedchozi lemma):

f=qg+m
g = qar1+ 172

T = 3T + 73

Fp—1 = qp17p + 0.

V tomto postupu neustale klesaji stupné r;, proto jisté nastane rovnost z posledniho
fadku (pro vhodné p) a ta tika ze rp|r,—1. Z predposledniho fadku pak ale plyne r,|r,—2 a
postupné dojdeme az nazpét k prvnimu a druhému radku, které daji r,|g a r,|f. Pokud
hlf a h|g, pak ze stejnych rovnosti postupné plyne, Ze h déli vSechny r;, zejména tedy
rp, tzn. ziskali jsme nejvétsiho spoleéného délitele h = r, polynomu f a g.

5Tan. (i) h|f Ahlg (i) k|f A klg =  k|h.
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Nyni muZeme postupné dosazovat z posledni do predchozich rovnic.

h=r,=r,_o—qry_1
= 1p-2 — ¢p(Tp-3 — ¢p—17p—2)
= —qprp-3 + (L + gp—1)7p—2
= —qprp—3 + (1 + ¢p-14p)7p—2
= —¢prp-3 + (1 + ¢pqp—1)(rp-a — gp—2rp—3)

= Af + Bg.

4

3.12 Lemma. Necht R je obor integrity s jednoznacnym rozkladem a f,g,h € R[z].
Predpokladejme, Ze [ je nerozlozZitelné a f|gh. Pak bud f|g nebo f|h.

Diikaz: Je-1i f konstantni polynom (tj. prvek v R), pak jsme tvrzeni jiz dokazali, viz.
jedno z predchozich lemmat.

Predpokladejme, ze deg f > 0. Jiz vime, ze f je nerozloZitelny také v K[z], kde K je
podilové téleso okruhu R. Predpokladejme tedy nejdfive, Ze R je pole (a je tedy rovno
svému podilovému télesu). Pfedpokladejme déle, Ze f|gh a zaroven f nedéli g. UkaZeme,
Ze pak jisté f|h. Nejvétsi spoleény délitel polynomt ¢ a f musi byt konstantni polynom
v K, proto existuji A, B € K[z] takové, ze 1 = Af + Bg. Odtud h = Afh 4+ Bgh a
protoze f|gh musi platit i f|h.

Vratme se nyni k obecnému pripadu. Podle predchoziho vyplyva z nasich predpo-
kladu, Ze f|g nebo f|h v okruhu polynomu K[z] nad podilovym télesem K okruhu
R. Necht napt. h = kf v K[z] a zvolme ¢ € R tak, aby ak € R[z]. Pak ah = akf
a pro kazdy nerozloZitelny faktor e € @ musi platit e|ak, protoze [ je nerozloZitelny
a nekonstantni. Mazeme proto e kratit. Po konecném poctu takovych kraceni je z a
jednotka, tzn. h = k'f pro vhodné k' € R|[z]. O

Dukaz tohoto lemmatu ukoncil cely dukaz véty 3.7.

3.13 Koteny polynomu. Hodnotou polynomu f € R[z] v bodé a € R rozumime
prvek f(a) = ag+ ara + -+ + a,a™ € R. Kofen polynomu f je takovy prvek a € R,
pro ktery je f(a) = 0. Délenim polynomem = — b, b € R, (vSimnéme si, %e vedouci
koeficient je jednicka, tedy algoritmus pro déleni vzdy funguje jednoznacéné) dostaneme
jednozna¢né zadané polynomy ¢, r spliwjici f = ¢(x —b)+r, kde r = 0 nebo degr =0,
tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je rovna pravé f(b) = r. 7 toho
plyne, Ze prvek b € R je koten polynomu f pravé, kdyz (¢ — b)|f. Tim jsme dokazali
nasledujici tvrzeni:

3.14 Lemma. Kazdy polynom f € R[x] ma nejvyse deg [ korenti.

3.15 Dausledek. Necht f € Rlxy,...,2.]. Je-li f(aq,...,a,) =0 pro libovolnou volbu
prvki ay,...,a, z nekonecné mnoziny D C R, pak f = 0.

Dikaz: Provedeme indukei pres pocet proménnych. Pro polynomy v jedné proménné
tvrzeni plyne okamzité z predchoziho lemmatu.
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Necht f € R[xy,...,2,_1][z,] a pfedpokldadejme, Ze pro mensi podet proménnych
tvrzeni plati. Mame f = fo + fiz, + -+ + f.zl a f, # 0. Proto podle pfedpokladu
existuji prvky ai,...,a,_1 z D takové, ze f,(ai,...,a,—1) # 0. Z toho ale plyne, ze
pouze pro koneéné mnoho a, z D muzZe byt f(aq,...,a,)=0. O

Pokud ma kazdy nekonstantni polynom f € R[x] koTen, pak je R pole (vSimnéte
si, ze polynom ax — 1, a # 0, mé& mit koten, tj. vzdy existuje a=! € R). Pro kazdé pole
to ale samozfejmé neplati, napf. polynom z? + 1 € R[z] kofen nemd. Pole R se nazyvé
algebraicky uzavrené, jestlize ma kazdy nekonstantni polynom kofen.

3.16 Véta (ZAKLADNI VETA ALGEBRY). Pole C je algebraicky uzavrené.

Diikaz: Predpokladejme, Ze f € C[z] je nenulovy polynom, ktery neméa koten, tj.
f(2) # 0 pro vsechny z € C. Definujme zobrazeni

/(=)
(=)l

tj. @ zobrazi celé C do jednotkové kruznice K; = {e!,# ¢ R} c R? = C. Diky
nasemu predpokladu o nenulovosti f(z) je to skutecné dobfe definované zobrazeni. Dale

definujme zobrazeni s hodnotami v kruznici K, C C se stfedem v nule a polomérem
r>0

p:C—C, 2z~

bR = K., tes op(t) = re'.

Pro kazdé r € (0,00) mame definovano spojité zobrazeni x, = ¢ o, : R — K. Ze
spojité zavislosti k na parametru r navic vyplyva existence zobrazeni «, : R — R
jednoznaéné zadanych podminkami 0 < a,(0) < 27 a #,(1) = €@, Ziskané zobrazeni
a,- opét spojité zavisi na r. Celkem tedy mame spojité zobrazeni

a:Rx(0,00) =R, (f,r)— a.(t)

a z jeho konstrukce plyne ze pro viechna r je 5-(a,(27) — a,(0)) = n, € Z, viz. 10.
ProtoZe je o spojité, znamena to, Ze n, je celociselna konstanta nezavisla na r!

Pro dokonéeni diikazu si stac¢i uvédomit, ze pokud f = ag+---+agz? a aq # 0, pak
pro mala r se bude «, chovat podobné jako konstantni zobrazeni, zatimco pro velka
r to vyjde stejné, jako kdyby f = z¢. Nejprve si spoctéme, jak tedy n, dopadne pfi
f = 2% pak toto tvrzeni upfesnime a diikaz tim bude ukondcen.

Funkce C — C, z + 24, 2 % se snadno vyjadri pomoci goniometrického tvaru

komplexnich ¢isel z = r(cos a + i sin ).
2t = rd(cos da + isinda) = rdeide
d

;—d| = 1(cos da + isinda) = e

do

zobrazeni ¢ je tedy v tomto pripadé pouze ,zatoceni® na jednotkové kruznici. Pak tedy
k(1) = € a proto a,(t) = dt, nezavisle na r. Odtud pro nasi volbu f = 2% vyplyva
n, = d. Pokud zvolime f = az?, a # 0, nebude to mit na pfedchozi vysledek Zddny
vliv (pfesvédcte sel).
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Py sty

Obr. 10: Konstrukce zobrazeni «

Zvolme nyni obecny polynom f = ag+ - - - + aqz?, ktery nemé koien. Vime tedy, Ze
ag # 0 (pokud by bylo a = 0, existoval by koten). Pro z # 0 plati

1
=1+ —(apz™ 4+ ag1z7)

aq

a proto limy,| %% = 1. KdyZ tohle vime, muzeme spocitat

flz) agz?
IFE) Jaqz]

Proto n, = d pro velka r.

f(2) agz® |adzd| agz? —0
agz?lagz?| | fiz)]  laqzd] '

= lim
|z| o0

lim
|z| o0

Podobnou tvahu udélame i pro mala r. Pfipomenme si, Ze ag # 0.

M:l—l—i(alz—l—---—l—adzd)

ao ao
proto limy,|o %f) = 1. Pfitom opét plati % = fij)%% Odtud limy.|_0 % =
limy.| 0 |Z—2|, tj. n, = 0 pro mala r. Celkem vidime, Ze stupen naseho polynomu je d = 0.
O

3.17 Definice (ALGEBRAICKA DEFINICE DERIVACE). Necht R je obor integrity s
jednoznac¢nym rozkladem, f = ag + ayz -+ + a,2™ € R[z]. Derivaci f' polynomu f
definujeme vztahem

1= a; + 2az2 + 3asz? + - + na,a™ !

Derivace f’ polynomu f € R[zy,...,z,] podle proménné z; se definuje jako derivace

polynomu [ € R[zq,...,2i_1,%it1,...,2,.]|[2;]. Hovofime o parcidlni derivaci polyno-

mu [ a znadime ji %f. Zfejmé je opét %f € Rlzy,...,2,]. Derivace vyssich radua
8

. . , . ak . ak—l
definujeme indukci, tj. al’ilmal’ik‘f = Bur, (78%.“89%_1 ).
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3.18 Lemma. Necht R je obor integrity s jednoznacnym rozkladem a f,q € R|[z].
L(f+g)=f+d
2. jellia € R, paka' =0 a (af) =af
3.(f9) = Tag+df (f*) =k(f1)f

4. pro f € Rlzy,...,x.] a g1,...,9. € Rlz]| je derivace slozené funkce g(z) =
flgi(z),...,9,(x)) € R[z] rovna

1) =3 () ()l o)

=1

Dikaz: Tvrzeni 1. a 2. jsou zfejma primo z definice derivace.
3. Zvolme dva polynomy f = ag+---+a,2", g = bo+---+b,2™ v R[z] a pocitejme

=30 (iwbj_l)) v

7=0 =0

n+m 7 n+m—1 j+1
oy =3 i (St # = 3 G#1 Sbn |
= 7=0

mtn—1 [ j m4n—1 [ j ]
f/g —I_g/f Z (Z Z + 1 az—l—lb] 2) z’! + Z (Z ] —1 + 1)Clibj_i_|_1) x’

=0 =0

m4+n—1 7 .
= Z (Z(l —I_ 1)ai+lbj—i -I' (] - Z ‘I‘ 1)Clibj_i+1) {E]

7=0 =0

a pFimym srovnanim se ovéri, ze vysledné sumy dévaji tentyz vysledek.® Zbytek tvrzeni
se odvodi snadno indukei.

4. Vime, ze derivace souctu je soucet derivaci, proto nam staci dokazat tvrzeni pro
polynomy tvaru z® = 7' ... (obecny piipad pak plyne z 1. a 2.). To znamena, Ze
g(x) = (g1(x))*r ... (g.(x))"r, ale pak 3. poskytuje pravé pozadované tvrzeni. O

3.19 Véta. Necht R je obor integrity s jednoznacnym rozkladem a s charakteristikou”
vétsi nez 2. Necht g € R[x] je nerozloZitelny a nekonstantni. Pak ¢*|f pravé, kdyz g|f
a zarovern g|f’.

Diikaz: Predpokladejme ¢|f, tj. f = gh (definice délitelnosti). Pak " = ¢'h + gh'.
Pokud navic g|f’, pak také g|¢'h. Protoze je g nerozlozitelny, déli bud & nebo ¢, ale ¢
mé mensi stupen nez ¢, takze g|h. Proto plati ¢?|f.

Naopak, je-li ¢*|f, tj. [ = g*h, je f' = 2g¢'h + ¢*h'. Odtud plyne, Ze g|f’. O

5Diikaz lze vést také napf. matematickou indukef pfes stupei polynomi, nebo pomoci distributivity
a ivah o monomech.

"Napt. R =R[z,...,2,], R=Clzy,..., 2] apod.
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3.20 Disledek. Za predpokladiu predchozi véty, prvek a € R je vicenasobny koren
polynomu f pravé, kdyz polynom (x — a) déli f i f'.

3.21 Véta (TAYLOROVA VETA PRO POLYNOMY JEDNE PROMENNE). Pro kazdy po-
lynom f € R[xz] stupné n a kazdé prvky a,b € R plati

1
F®) = fla)+ ['(a)(b—a) + -+ — [ a)(b—a)".
Diikaz: Po dosazeni prvku a +a do polynomu f dostaneme roznasobenim polynomialni
vyraz g(x) = f(z +a) = ag + a1z + - - - + aya”. Iterované derivovani nyni da

g/(:zj) = ay +2ayx + -+ + na, "

1

g () =2ay+23azx 4+ -+ n(n — 1)a,z,—2
g™ =nla,
a dalsi derivace je jiz nulova. Dosazenim = = 0 dostaneme
fla) = ag, f'(a) = ay, .. .,f(”)(a) = nla,.
Vydislenim ¢g(b — a) ziskame pravé pozadovany vztah. O
3.22 Véta (TAYLOROVA VETA PRO POLYNOMY VICE PROMENNYCH). Pro kazdy po-

lynom f € Rlxy,...,2,]s celkovym stupnémn a pro libovolné prvky ay, ... a,,by,...,b. €
R plati

s,
f(byy...0b,) :f(al,...,a,,)—I—Z:ax.f(al,...,a,,)(bi—ai)—|—...

1 o o
+ E |O%::n (ax?l e ax?fr f) (Cll, ce 7%»)(51 — al)al .. (br — ar)ar.
Diikaz: Uvazme polynom F(t) = f(ar 4+ (by — a1)t,...,a, + (b, — a,)t) pro a =
(a1,...,a,), b = (by,...,b,) pevné, tj. F' € R[t]. Podle jiz dokazané Taylorovy véty
plati

F(t) = F(0)+ F/(0)t + - - + F™(0)t"

— f(ah . ,a,,) + (Z(al, . ,Cl,,)(bi — ai))t —+ ...

=1

1 0° o
—|— alc%::n@f(al,...,an)(b—a) t".

Pro t = 1 dostavame praveé tvrzeni véty. O
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4 Afinni variety

4.1 Definice. Afinni varieta V C K" zadanda mnozinou polynoma S = {f,..., fs} C
Klz1,...,2,] je mnoZina vsech bodu x € K" takovych, Ze f(z) = 0. Piseme V =
V(fi,..., [s) = V(5). MnoZinu viech polynomu ¢g € K[xy,...,x,] spliujicich g(x) =0
pro vsechny « € V', nazyvame idedl variety V, znac¢ime Z(V).

Varieta V. C K" se nazyva nerozloZitelnd (ireducibilni) jestlize neexistuji dvé vlastni
podvariety Vi, Vo, Vi #£ V. V4 #£ V| takové, ze V = V) U V4. V opacéném pripadé fikame,
ze varieta V' je rozloZitelna.

4.2 Véta. Pro afinni variety V.W C K", V. =V(f1,..., fi), W =V(q1,...,q) plati
1. Z(V) je idedl v K[aq, ..., x,].

2. Z((V(S)) 2 (9), kde (S) oznacuje idedl generovany mnozinou S, tj. nejmensi
ideal obsahujici S.

3. VCW pravé, kdyz Z(V) 2 Z(W)
4. VUW =V{figj;e=1,....k5=1,...,1})
5. VQW:V(fl,...,fk,gl,...,gl).

Diikaz: (1): Z(V) je ideal, jestlize je tato mnoZina uzavrena vzhledem ke séitani plynomu
a pro vSechny ¢ € Klzq,...,2,] a pro véechny f € Z(V) je také gf € Z(V). Skutecné
f(z) =0 zarucuje (¢gf)(x) = g(x)f(x) = 0 a také uzavrenost vaci s¢itani je ziejma.

(2): prvky (fi,..., fa) jsou tvaru h = hyfy + -+ + hofs, kde h; € Klzq, ..., 2.,
proto se jisté nuluji ve vsech bodech variety V(5).

(3): ,=“ Vezmeme x € V, f € Z(W). Protoze V C W a tudiz x € W, je f(x) =0
atedy feZ(V).

»<=* Necht € V (a chceme dokazat @ € W). Necht W = V(fi,..., f.) (takové f;
jisté existuji podle definice), pak také f; € Z(W) C Z(V) a tudiz fi(x) =0, tj. « € W.

(4): ,C“ Zvolme si € V, tzn. f;(x) = 0 pro vSechny i. Tedy pro vSechny i,j je
fig;(x) = 0. Stejné pro x € W.

»2“ Predpokladejme, 7e © ¢ V U W. Pak existuje iy takové, Ze fi(x) # 0 a zaroven
existuje jo tak Ze g;, () # 0. Proto fi,¢;, () # 0 a tedy = ¢ V(f;g;).

(5): @ € V.NW pravé, kdyz vsechny f; i g; se v @ nuluji a to je pravé, kdyz
r€V(fiyo s frsgiye oy g1)- U

4.3 Nadplochy v K". Nadplochou v K" rozumime varietu V = V( f) zadanou jednim
polynomem f € Klay,...,2,]. Tzn. idedl (f) generujici V je hlavni idedl. Sjednoceni
nadploch V- = V(f1) U--- UV(fr) je opét nadplocha, V' = V(fi... fr). Podle véty
3.7 lze naopak kazdy polynom f € Klzy,...,x,] rozlozit na soudin f = afi'... ,ik
nerozloZitelnych polynomu fi,..., fi € Klzy,...,2,], a € K a podle predchozi véty
je V(f) sjednocenim nerozlozitelnych nadploch V(f;). Pfitom puvodni varieta je také
déna V- =V(f1... fr) propolynom g = fi ... fi obecné nizstho stupné, v jehoz rozkladu
se jiz nevyskytuji exponenty rzné od jednicky. Rikame, 7e nadplocha V(fi... fi) je
dana redukovanou rovnict g = 0.
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Obr. 11: paraboloid s (redukovanou) rovnici f = 2* 4+ y* — z a kuZelovéa plocha dan4
[ =2*+y* — 2? se singuldrnim bodem v pocatku

4.4 Pi¥iklady nadploch. Radu piikladi nadploch v R?, tj. algebraickych kiivek v
roviné, jsme jiz diskutovali v Gvodni motivacni kapitole. Na serii obrazku 11 — 13
miiZzeme shlédnout nékolik pifkladii nadploch v R, tj. obvyklych algebraickych ploch.

Vsimnéme si, ze paraboloid neméa zadné singularni body, zatimco kuzelova plocha
jeden singularni bod ma. Velmi zajimava je singularita variety zadané polynomem zy +
23, prozkoumejte jeji fezy rfiznymi rovinami. Posledni dvé variety dévaji nahlédnout
dal$i moznosti singularit, prvni je analogie bodu vratu u ktivek, v druhé mame celou
primku singularnich bodi. Ve vsech uvedenych prikladech tvori mnoziny singularnich
bodu opét variety, které pusobi dojmem mensi dimenze. To neni nahoda, uvidime, ze
je tomu tak vzdy.

Ve vsech nasich prikladech jsou také variety zadany redukovanymi rovnicemi. To je
vidét napt. z toho, Ze singularity muzeme opravdu spocist jako spole¢né nulové body
vsech parcialnich derivaci. Kdyby totiz néktery z faktoru vystupoval ve vy$si mocniné,
tj. mohli bychom psat f = ¢?h, pak by viechny parciélni derivace ve viech bodech
komponenty ptislusné faktoru ¢ byly nulové. Je tedy vidét, Ze i u nadploch nemuzeme
vybirat generujici polynomy jakkoliv. 7 teorie kuzelosecek a kvadrik patrné vite, ze
technicky se (pro potteby klasifikaci) muze hodit také poéitat komponenty variety s
nasobnostmi danymi pravé exponenty v prislusném rozkladu. Napr. moznost jediné
primky odpovida dvojnasobné komponenté kuzelosecky.

Pro ideal generovany obecnou varietou Z(V(f1,...,fs)) 2 (fi,...,fs), atoiv
pripadé nadplochy, tzn. pri s = 1, mtze tedy byt inkluze ostra. Nejjednodussi priklad
je (z*) # (x), pficemz idedl generovany V(z?) je pravé (x). Pro obecnéjsi variety
budeme proto potirebovat dalsi vhodné algebraické pojmy.

4.5 Definice. Necht R je libovolny okruh a I C R je idedl. Rikame, Ze ideal I je

vlastni , jestlize I # R a [ # {0}

mazximdlni, jestlize neexistuje vlastni ideal I’ takovy, ze [ £ [I'a [ C I' C R.
konecné generovany, jestlize existuji fi,..., fs € R takové, ze [ = (f1,..., fs).
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Obr. 12: variety zadané polynomy f = 2? + y? — 22+ 2% a [ = 2y + 2°, prvni mé
singularitu v nule, fezy druhé rovinami x = +y davaji Neilovu parabolu

Obr. 13: prvni zadand f = 2? + y? — 2° a tzv. Whitneyho destnik f = 2? — y*z



4 AFINNI VARIETY 27

hlavni ideal | je-li I = (f).

prooidedl | jestlize z f ¢ [ a g & I vyplyva fg ¢ I.

radikdlovy , jestlize z f* € I pro jisté k > 1 plyne f € 1.

okruh R nazyvame noetherovsky, je-li kazdy jeho ideal konecné generovany.

4.6 Poznamka. Kazdy okruh s jednickou je konecné generovany. Pole nema nevlastni
idedly, zejména je tedy kazdé pole je noetherovské. Pojem prvoidealu zobecnhuje vlast-
nosti prvocisel v Z, radikdlové idedly jsou takové, které obsahuji i viechny odmocniny
svych prvki (odtud néazev).

4.7 Véta (HILBERTOVA VETA O BAZzI). Je-li R noetherovsky okruh, pak také okruh
polynomit R[z] je noetherovsky.

Tuto vétu nebudeme nyni dokazovat.®

4.8 Dusledek. Je-li R noetherovsky, pak
1. R[zy,...,z,] je také noetherovsky.

2. Okrubhy R je noetherovsky praveé, kdyz kazda neklesajici posloupnost Iy C Iy C
I3 C ... idedli v R se stabilizuje (tj. pro jisté N € N plati Iy = Iny1 = Iny2 =

)

3. Variety V. C K" jsou pravé mnoziny vsech bodiit v K", ve kterych se nuluji vsechny
polynomy nékterého idedlu I C R[xy,...,x,], tj. V =V(I).

Dikaz: 1. Plyne okamzité indukci pres pocet proménnych z Hilbertovy véty.

2. Sjednoceni vsech idealu [ je opét idedl a ten musi byt konecné generovany podle
Hilbertovy véty. VSechny generatory pak ovSem lezi v nékterém [y, tj. kazda takova
posloupnost ideala se zastavi. Naopak, pro kazdy idedl I C Klzy,...,z,] je mozné
vytvorit posloupnost Iy C Iy C --- C I generovanou postupné vice a vice generatory
z I. Predpokladame-li platnost podminky ,neklesajicich fetézcti“, pak jisté dojde pii
vhodné volbé k rovnosti I = Iy, tj. dostavame Hilbertovu vétu.

3. Nase definice variety pouzivala jen prvky konecné generovanych ideal, takové
jsou vsak vsechny. O

4.9 Poznamka. Pfifazeni, které varieté V pfifadi Z(V), tj. idedl asociovany s V/,
je mimoradné dilezité, protoze tento ideal nejen zadava varietu V, ale zaroven nijak
nezalezi na nasich volbach generatoru. Proto vse co spocteme pomoci algebraickych
manipulaci s timto idealem opravdu popisuje geometrické vlastnosti variety V. Zejména
tedy V. =V(Z(V)) a z 4.2 plyne, ze V = W pravé, kdyz Z(V) = Z(W).

Dalsi podstatny pokrok v algoritmizaci studia variet spociva v zavedent jistych ka-
nonickych bazi pro idealy Z(V'). Takové objekty nejenze existuji, ale dokonce jsou k
dispozici efektivni algoritmy na jejich konstrukei. Jedna se tzv. Grobnerovy baze poly-
nomialnich idealti. Touto problematikou se zde nebudeme podrobnéji zabyvat, budeme
vsak tyto baze pouzivat, aniz bychom se o to zaslouzili, pii vypoctech v softwarovych
systémech pro algebraické manipulace, zejména v systému Maple V. Zajemce odkazuji
na moje prednasky Geometrické algoritmy, 11, jejichz texty jsou dostupné v lokalni siti.

8Elementarn{ ditkaz zalozeny na déleni polynomt se zbytkem lze nalézt v mych prednaskach ” Geo-
metrické algoritmy, 11”7, na stejném WW W-serveru jako tyto prednasky.
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4.10 Lemma (SLABA VETA O NULACH). Necht pole K je algebraicky uzaviené,
I C Klzy,...,x,] jeidedl. Pak V(I) =0 pravé, kdyz I = Klxy, ..., z,).

Vsimnéme si, Ze ve specidlnim pfipadé polynomu v jedné proménné, I C Kz], I =
(f), lemma fika, ze pokud f neni invertibilni prvek okruhu polynomt, pak f ma kofen.
V polynomech o jedné proménné je kazdy ideal hlavni ideal, tj. vSechny idealy jsou
tohoto tvaru. Muzeme tedy Slabou vétu o nulach povazovat za velmi silné zobecnéni
Zakladni véty algebry. Dikaz: Jeden smér implikace je trividlni: Je-li [ = K[z, ..., z,]
pak 1 € I, tj. V(I) = 0 (podle definice — v zadném bodé neni nulovy konstantni
polynom 1). Opacény smér vyzaduje dalsi technické tivahy, opét odkazuji na svoje texty
Geometrické algoritmy, I1. O

4.11 Véta (HILBERTOVA VETA O NULACH). Necht K je algebraicky uzaviené pole,
S C Klzy,...,x,] je libovolny idedl. Pak T(V(S)) je radikalovy ideal /S idedlu S. Tzn.
polynom f splituje f(a) = 0 pro vsechny a € V(S) pravé, kdyz [ € S pro vhodné m.
Je-li S = (f1,...,fs), pak to znamena, ze ™ = hyfi+---+ hsfs pro vhodné polynomy
h.

Diikaz: Ve skutecnosti se jedna o tvrzeni ekvivalentni predchozimu lemmatu. Uvazme

g € I(V(S)), tj. g se nuluje ve vsech bodech variety V(S), a predpokladejme S =
(fi,..., fs). Definujeme

,SN': <f17"'7f571_yg> CK[xlv"'vxnvy]'

7 piedpokladi plyne V(S) = (. Skutecné, pro bod (ay,...,a,,a,41) € Kt piime

a := (a,...,a,) a je bud fi(a) = -+ = fs(a) = 0, a tedy i g(a) = 0, a proto
1 — apt19(a) = 1 # 0, nebo je 1 — a,119(a) = 0. Pak ale neni @ € V(S), nutné je
proto néjaky z polynomii fi,..., fs v a nenulovy. Podle Slabé véty o nulach je nyni

S =Klzq,...,2,,y], coz znamend, Ze 1 € S. Odtud

1:h1f—1‘|‘+hsfs+hs+1(1_yg)
Nyni v podilovém télese K(xy,...,x,,y) muzeme dosadit y = 517, t].

1 1
1= hl(l’l, vy Ly, ;)fl(l’l, .. .,l’n) +---4 hs(l’l, vy Ly, ;)fs(l’l, .. .,l’n) + 0.

Vyndsobenim vhodnou mocninou ¢ ziskame rovnost v K[zy, ..., z,,] tvaru
9" =hifit S

4

4.12 Dausledek. Pro algebraicky uzaviena pole je korespondence V <+ I(V') bijekce

megzi varietami a radikalovymi idealy.

Diikaz: Vime ze Z(V(9)) je vidy radikélovy idedl a podle Hilbertovy véty o nuléch

je to ten nejmensi, ktery obsahuje S. Navic V. = W pravé, kdyz Z(V) = Z(W).
O
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4.13 Dusledek. Polynom [ € Clzy,...,z,] nema ve svém rozkladu na nerozlozitelné
polynomy faktory s mocninou vyssi nez 1 pravé, kdyz (f) je radikédlovy. Zejména pak
pro g € Z(V(f)) je g = fh pro vhodné h.
Diikaz: Predpokladejme f = ¢?h a g je nerozlozitelné. Pak ¢*h* = fh € (f), tj.
i (gh)? € (f). Polynom gh do tohoto idalu jisté nepatii, protoze gh nelze napsat
jako nasobek f. Proto (f) neni radikalovy ideal. Tim jsme dokazali, ze pokud (f) je
radikalovy, pak f neobsahuje kvadraty.

Predpokladejme naopak, ze f = fi ... f. je rozklad na nerozlozZitelné a vsechny f;,
i =1,...,r, jsou ruzné polynomy stupné alespon 1. Necht ¢ € (f), tj. ¢™ = fh pro
vhodné h. Necht ¢ = ¢g1...¢g1, h = hq,..., h, jsou rozklady na nerozlozitelné faktory.
Tedy ¢" = ¢7'¢y ... 90 = fi... [rhi ... hs. VSechny fi,..., f, jsou rizné, proto musi
byt i mezi ¢, ..., gr. Necht jsou to ¢y,...,¢,, tzn.

Zejména fmlgm gl = hy...hs. Potom g,41,..., gk jsou mezi by, ..., h, a odtud
(necht jsou to opét ty prvni)

g:gl---grgr—l—l---gk:fl---frhl---hk—r:fh/-

Tim jsme dokézali, Ze radikalovy idedl \/(f) = (f). Druhéa polovina tvrzeni plyne z
Hilbertovi véty o nulach. O
4.14 Véta. Varieta V = V(9) je nerozlozitelna pravé, kdyz (V') je prvoideél.

Diikaz: ,=* Predpokladejme, Ze f,g ¢ Z(V) a fg € Z(V) pro dva nekonstantni
polynomy f, g. Mnoziny Wy = V(f)NV a Wy = V(g) NV jsou opét variety. UkaZeme,
Ze tyto variety jsou vlastni podvariety. Existuje b € V' s vlastnosti f(b) # 0, odtud
b¢ V(f)aproto Wi # V. Je to tedy vlastni podvarieta. Podobné W5 # V. Ptitom ale
proa € Vje f(a)g(a) =0, tj. bud a € Wi, nebo a € W. Odtud plyne, ze V = W, UW,
je rozlozitelna varieta.

,<=" Predpokladejme, ze V je rozlozitelna, tj. V.= W, UW;, kde W3 C V, W,y C
V, Wiy # V, Wy # V jsou vlastni podvariety. Odtud plyne, ze Z(W;) D Z(V) a
Z(W3) D Z(V) jsou ostie vétsi idealy. Proto existuji polynomy f, g takové, ze f ¢ Z(V),
feI(Wy)agé¢Z(V), g € Z(W,). Pritom plati fg € Z(W; U W) = Z(V), tzn. Z(V)

neni prvoideal. O

4.15 Véta. Kazda varieta V C K" je sjednocenim takovych nerozlozitelnych variet
Vi,..., Vi, Ze neplati V; C V; pro jakakoliv rizna ¢, a variety Vi,...,V, jsou urceny
jednoznacné, az na poradi.

Dikaz: Nejprve sporem ukazeme, Ze existuje néjaky rozklad. Predpokladejme tedy,
ze pro danou varietu V neexistuje zadny rozklad pozadovanych vlastnosti. Pak nutné
V = Vi UV pro dvé vlastni podvariety (jinak by se jednalo o rozklad s jedinym
objektem). Dale alespon jedna z nich se d& opét rozlozit, piseme V; = Vi3 U Vig nebo
Vo = Vo1 U Va,. Induktivné miazeme pokracovat dale a tento proces se nikdy nezastavi
(jinak bychom méli poZzadovany rozklad). Tzn., Ze jsme ziskali posloupnost

V=WoDW,DW,2D---DWyD...
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kde vsechny inkluze jsou ostré. Pro piislusné asociované idealy tim dostaneme nekle-
sajicl posloupnost

I(V)=I(Wo) CZ(Wh) C--- CIZ(Wy) C ...

ktera se nikdy nestabilizuje, ale to je spor s tvrzenim Hilbertovy véty o bazi. Proto
pii predchozi konstrukei postupnych rozkladt nutné dojdeme do stavu, kdy vsechny
variety V;; budou nerozlozitelné a pokud je néktera z nich obsazena v jiné, prosté ji
vynechame.

Nyni jednoznacnost. Predpokladejme, z2e V = Wy U---UW; = Vi U--- UV} jsou
dva takové rozklady. Chceme dokézat, Ze jsou aZ na poradi stejné. Plati Wy = (Wi N
Vi) U (W) N UL, V:). Proto, pokud W; neni pod Vi, je Wi C UL, Vi, protoze je W,
nerozlozitelné. Podobné, pokud Wi neni obsazeno v Vi U--- UV, pak Wy C Ufzs_l_lVi.
Celkem tedy vidime, ze vzdy existuje nejaké j takové, ze Wy C V. Podobné pro vsechny
ostatni Wy, ..., Wy a také naopak pro inkluze V; C W;. Celkem jsme tedy oveérili, ze
Vi € Wy, C V. To je ale mozné jen pro V;, = Vi, tj. V; C Wy, C Vi, a vsude musi
nastat rovnost, tedy V; = Wy, = V,. Stejné pro komponenty W;. g
4.16 Poznamka. Kazdy prvoideal [ je radikalovy idedl. Je-li totiz ¢™ € I, pak bud
g™ ! nebo ¢ je v I, tj. po kone¢né mnoha krocich ovéfime ¢ € I. Proto je V(S5)
nerozlozitelna varieta, kdykoliv je S prvoideal v algebraicky uzavieném K.

4.17 Priklad.
1. V=V(y— 2%z —2%) C C je tzv. tvistovani kubika. Ukazeme, Ze idedl S =
(y — 2,z — 2°) je prvoidedl. Definujme homomorfismus okruhti ¢ pfedpisem

o :Cla,y, 2] = Clt],x =ty — % 2 1,

Nyni, je-li o(fg) = ¢(f)e(g) = 0, pak bud ¢(f), nebo ¢(g) je nulovy polynom. Staci
tedy ukazat, ze S je jadro homomorfismu . Pak totiz bude platit, ze pri fg € S je
©(fg) = 0 a proto bud ¢(f) nebo ¢(g) je 0 v C[t], tzn. bud f nebo ¢ patii do S. Kazdé
[ € S lze vyjadfit jako f = hy(y — 2*) + ha(z — 2°), proto ¢(f) = 0. Odtud S C ker .

Z tvaru generatoru S plyne, ze kazdy polynom h € Clz,y, x| lze vyjadiit ve tvaru
h=hi(y—a®)+ ho(z — 2°) +r, r € Cla].

Odtud jiz vyplyva, ze kerp = S a je tedy S prvoidedl. Zejména je tvistovana kubika
nerozlozitelna.

2. Pro plochy v C* a kiivky v C? je situace jednodussi. Jsou zadané polynomem
f=fh fF =0a (f) je prvoidedl pravé, kdyZ rozklad mé jen jeden faktor v prvni
mocniné. Pfitom jsme jiz dokazali, ze (f) = \/(f) pravé, kdyz f je redukované rovnice
nadplochy.

3. Uvazme dals{ kiivku v C* zadanou idedlem S = (y?

— xz,2% — y?). 7Zda se, ze
stejnd varieta by méla byt zadand také idedlem (y* — zz,2* — zyz). Snadny vypoclet
ukazuje, ze dokonce i tyto idedly jsou si rovny:

—ayr= (2 —y?) Hyy’ - az)

22—y’ = (2P —ayz) —y(y® — az)
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Je tedy V(S5) = V(y* — 2%, 2(z — 2y). Snadnd Givaha nyni dava, Ze ve skutecnosti je
V(S)=V(y? —2z,2)UV(y? — 22,2 — zy).

Prvni z komponent, Vi = V(y* — zz,z) = V(3% 2) = V(y,2), je nerozloziteln
varieta, protoZe (y, z) obsahuje pravé polynomy v Clx|[y, z] bez absolutnich ¢lent a v
soucinu f¢ bez absolutnich ¢lentt musi jisté mit tuto vlastnost bud f nebo ¢, je to tedy
jisté prvoideal. Je vidét, ze jde o vSechny body na ose z.

Druh& komponenta je V5 = V(y? — 22,2 — zy). Viimnéme si, Ze y* — vz = (y* —
2?y) — x(z — ay), tzn. Vo = V(y(y — %),z —zy) = V(y,z — 2y) U V(y — 2%, 2 — 2y).
Prvni{ z téchto komponent uz nemusime znovu uvazovat, zbyva Vy = V(y — 22, 2 — ay)
coz je varieta z prvniho pifkladu. (Je totiz z — 2® = (2 — 2y) + x(y — 2?).) Celkem jsme
ziskali rozklad uvaZované variety na dvé komponenty, tvistovanou kubiku V' a body
na ose x. VSimnéme si, ze osa « se pritom v nasem rozkladu vyskytuje ,,dvakrat®.

4.18 Definice. Pro libovolny polynom f € K[zy,...,z,] definujeme jeho linedrni ¢ast
v bodé p = (p1,...,ps) € K" jako polynom

0 0
DL = 5 )= p) o+ S () )

Tecny prostor k varieté V v bodé p € V' je varieta T,V = V(D) f; f € Z(V))).
4.19 Véta.
1. Tecny prostor k varieté V' v libovolném bodé p € V C K" je afinni podprostor v
K.
2. Je-liZ(V) = (f1,.... fs), pak T,V = V(D] f1...., D, f,).
Diikaz: Staci dokazat pouze druhé tvrzeni, protoze pak je vidét, ze T,V je mnozina

vsech Teseni systému linearnich rovnic.
vV 1 v . .
Spoctéme D (h f) pro soucin. Podle definice to je

aé/;{) (P) s —p1)+ - = (aa—i(p)f(p) + h(p)aa_i(p))(xl o)+

ProtoZe p je bod variety, pro kazdy polynom h = hy fi +--- + hsfs € Z(V) dostaneme
Dlh = hi(p)D}fi + - 4 hs(p) D} fs. Pro libovolny polynom A v asociovaném idedlu
je tedy D} (h) linearni kombinaci D)(f1),...Dy(fs). Proto D)k € (D, fi,..., D} f) a
véta je dokazana. O
4.20 Véta. Necht L je primka v K" zadana parametricky, L : p+tv, a V C K"
varieta. Pak L. C T,V, p € V, pravé, kdyz pro kazdé f € I(V) je hodnota t = 0
korenem polynomu f(p + tv) € K[t] s nasobnosti alespoii 2.

Diikaz: Oznacme ¢(t) = f(p + tv) € K[t]. Skalar ¢ = 0 je kofen s nasobnosti alespon 2
pravé, kdyz je i kofenem derivace ¢'(t). Spoc¢teme

o) = 94 9/ g9
q(0) = axl(p)vl + 8:1ﬁ2<p)v2 oo dz"

kde v = (vy,...,v,). Odtud plyne, Ze ¢'(0) = 0 pravé, kdyz v € T,V. To nastane prave,
kdyz L C T,V. O

(p)on =D, f(p+v)
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4.21 Dasledek. Pro nadplochu V- C K" s redukovanou rovnici V.= V(f) je T,V =
V(D,f). Pritom, je-li f = fi...f. rozklad na nerozlozitelné faktory a V; = V(f;) jsou
prislusné komponenty, pak pro v € V; je dimT,V = n — 1 pravé, kdyz D;fi # 0 a
dimT,V; = n v opacném pripadé. Déle, dimT,V = dimT,V; prave, kdyz p ¢ V;N'V; pro
néjaka i # .

4.22 P¥iklad. Uvazme polynom [ = (2? + y* — 1)(z — 1), tj. V(f) je sjednoceni
jednotkové kruznice a jeji tecny v bodé p = (1,0). Idedl I = (f) je radikalovy, protoze
f je redukované. Plati

Dyf= (22" =2z + 2 +y* — 1) [no (e = 1)+ 2y(z = 1) [0 (y) = 0+ 0.

V tomto bodé tedy bude kazda jim prochazejici primka v T,,V. Ve vSech ostatni budou
tecné prostory jednorozmérné (te¢ny k piislusnym kiivkam).

4.23 Definice. Pro nerozloZitelnou varietu V' definujeme jeji dimenzi vztahem
dimV = min{dimT,V,p € V}.
Obecné, pro varietu V a bod p € V definujeme dimenzi V' v bodé p,
dim,V = max{dimenze komponent do nichz p patii}.

Dimenze variety V' je pak maximum dimenzi v bodech p € V. Body ve kterych je
dimV = dimT,V jsou reguldrni , ostatni nazyvame singuldrni.

Zavedme nyni presné pojem parametricky zadané variety.

4.24 Definice. Racionalni parametrickou reprezentaci variety V(fi1,...,f.) € K"
rozumime racionalni funkce ry,...,r, € k(ty,..., 1) spliujici nasledujici podminky
o Jeli vy = ri(ty,...,t,) proe = 1,2,...,n, pak (z1,...,2,) € V(f1,..., f.) pro
libovolna ¢4, ..., ;.

e V(fi,..., ) je minimalni afinni varieta obsahujici takto dané body (z1,...,2,).
Pokud jsou vSechny r; polynomy v K[ty,. .., 1], pak hovofime o polynomidalni paramet-
rizact.

4.25 Véta. Necht V C K" je afinni varieta zadana parametricky ve tvaru x; =
g1ty stm)y ey = gu(t1, ..y tn), kde g; € K(ty,...,t,). Pak V je nerozlozitelna.

Diikaz: Provedeme nejprve ditkaz pro polynomialni parametrizace, tj. ¢; € K¢, ..., 1],
kdy je celkem snadny.

Uvazme zobrazeni ¢ : K™ — K*, (t1,...,tm) = (g1(t1, -y tm)y e ooy gnlf1y o ooy tm))-
Pak Z(V) = Z(e(K")). Je tedy f € Z(V) pravé, kdyz f o ¢ = 0 jako polynom v
K[t1,...,t,]. Chceme ukézat, ze asociovany idedl je prvoideal, predpokladejme tedy,
ze fh € Z(V). Pak (fh)op = (fop)-(hop) =0, jako polynom v K[t,...,1,]. Proto
bud f o ¢ nebo ko p je nula.

Obecny pripad vyzaduje o trochu slozitéjsi postup. Necht hy, ..., h, jsou jmenovate-
1é racionalnich funkci z parametrizace a predpokladejme, Ze nejsou vsechny konstantni.
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Ozna¢me W = V(hy, ..., h,) varietu nulovych bodu alespon jednoho polynomu h;. Ny-
ni muZzeme definovat ¢ : K* \W — K", o(t1, ..., tn) = (g1(t1, ... tm), ... ) a opét plati
Z(V) =I(e(K™ \ W)). Uvazme fh € Z(V), tj. (foe) - (hop) =0, kde posledni rov-
nost chapeme v podilovém télese. Jeden z nich musi tedy byt nulovy prvek podilového
télesa.

Necht fop = 0, tj. f(;;—ll, cee 2—’;) = 0 na K" \W. Tzn. do obycejného polynomu dosa-
zujeme podily néjakych polynomii. Existuje p¥itom k takové, Ze soucin (hy ... h,)*(fop)
je jiz obyéejny polynom v K[t;,....t,]. Pak oviem také (hy...h,)"(fop) = 0 v
K[tq,...,t,] a hodnoty tohoto polynomu na K™ \ W coZ je oteviena podmnozina, jsou
nulové. Proto je tento polynom identicky nulovy vsude, je proto identicky nulové i foe
a to jsme potiebovali ukazat. O

4.26 Priklad.
1. Uvazme varietu zadanou parametricky

r=tu’—1*), y=u, z=u’-1

Jde o varietu vyobrazenou na titulni strané textu. Presvéd¢it se o tom muzeme eliminaci
proménnych ¢, u z rovnic.

x:tZ,Z:yQ—tz
22 = 42 2:(3;2—2)22:3;222—23

Dostali jsme tedy skuteéné varietu V(z? — y*2* + z*). Podle pfedchozi véty je nerozlo-
zitelna. Tecné prostory k této varieté jsme pocitali jiz v Gvodni kapitole.

2. Tvistovana kubika je dana V(y—a?, z—2?) a jeji parametrizace je vidét okamZité:
v =1,y =1 z =1 Znovu jsme tedy ukézali, Ze (y — 2*, z — 2°) je pvoideal, tentokrat
daleko jednoduseji. Kazdy prvoidal je radikalovy, proto pro tecné prostory dostavame

T,V = V(D) y — ). D= — 7).
Oznac¢ime-li p = (py, py, p-), dostaneme
T,V =V(=2pu(x = po) + (y — py), =3p2(x — po) + (2 = p2))-
Napft. pro p = (1,1, 1) je tecny prostor primka V(—2(x—1)+(y—1), =3(x—1)+(2—1)).
3. Varieta V(2* — y*z) je zad4ana parametricky

2
rT=uv, Yy=v, z=1u

je tedy nerozloZitelna. Pro libovolny bod tvaru p = (0,0, «) je teény prostor T,V =
V(0) = K°. Jsou tedy viechny body na ose z singularni.

Bez dukazu uvedeme obecnou vétu o rozkladu variet na komponenty. Pro specialni
pfipad nadploch je ale dikaz jiZ snadny, zkuste si sami!
4.27 Véta. Necht'V C K" je afinni varieta a oznacme ¥ = {p € V; p je singularni bod}

1. ¥ je afinni varieta obsazena ve V.
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2. Prop € ¥ je dim(7,V) > dim, V.

3. ¥ neobsahuje Zadnou nerozlozitelnou komponentu V.

4. Jsou-li V;, V; rizné nerozlozitelné komponenty V, pak V; N'V; C X.
4.28 Poznamka. Kazdou s-tici polynomu (fi,..., fs) muZeme chapat jako zobrazeni
© = (f1,...,fs) : K" = K°. Vlastnosti tohoto zobrazeni ve spole¢ném nulovém bodé

p € K" jisté budou vypovidat i néco o chovani variety V(fi,..., fs) v okoli bodu p. 7Z
analyzy je znamo, ze  linearni ¢ast chovani® je zachycena tzv. Jacobiho matici

alslfl awnfl
J(fr,-o o f)p) = : ()

8 8

Az vS Adrpd s

Determinant této matice se nazyva Jacobian prislusného zobrazeni v bodé p. Hodnost
J(fi,..., fs)(p) < min(n, s). Pfedpokladejme, Ze hodnost je rovna s, zejména je tedy
s < n. Pak (jak je znamo z analyzy) je varieta V(f1,..., fs) = ¢ '(0) lokdlné grafem
jistého zobrazeni K"~* — K" (tzv. véta o implicitni funkei). ZeJmena tedy v tomto
pripadé jisté bude bod p regularnim bodem variety.

Samoziejmé, naopak tvrzeni neplati. Napt. f = (2? —y)? zadéva parabolu, viechny
body jsou regularni, Jacobiho matice ale bude pro vSechny bdy na parabole nulova.

4.29 Definice. Uvazme polynom f € Klay,...,z,] stupné d a bod p € K". Tayloriv
rozvoj f v bodé p dava

F(2) = F(p) + DA (e = p) b b3y DEfw = p) o DL f(e = p)

kde Dkf = 2la|=k afo (p)(x — p)*, viz. tzv. multiindexovou symboliku zavedenou v

3.2. Homogenni polynom D]’; f, ktery je bud stupné k nebo nulovy, nazyvame k-linearni
¢ast f v bodé p. Definujeme D" f jako prvni nenulovou homomgenni ¢ast f v p. Pro
kazdy nenulovy polynom f je jeho prvni nenulova cast dobre definovana v kazdém bodé
p € K", pro body mimo V(f) je to konstanta f(p).

Tecny kuzel variety V. .=V(f1,..., fs) v bodé p € V definujeme vztahem

Co(V) =YDy f; f € (V).

Tecny kuzel je podle definice prunik variet ﬂfez(V)V(D;”mf).

4.30 Véta. Necht'V = V(f) je nadplocha aZ(V) = (g). Pak C,(V) = V(D;”i”g). Je-li
K = C, pak navic také C,(V) = V(D;”i”f).

Diikaz: Polynomy z Z(V) = (g) jsou nasobky g¢. Spocitame pro libovolny polynom h
minimalni nenulovou ¢ast D;”i”(hg). Dostaneme

||
b)) — o)

3] ]
S ST S et LI oS

lo|l=k B+y=a

Di(hg) = Y

|o|=F
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Oznaéme minimaln{ stupné k' pro ¢, k" pro ¢. Je-li k < k' + k", pak bud %h nebo

%g je nulové. Proto dostaneme minimalni nenulovou ¢ast pro k = E 4 k”, tzn.
Dy (hg) = ( D (55h) @)@ =p)") - (X (5=9)(p)(x —p))
/ 8:1: 1" axW
|3I=F lv|=k
— (D) (D)

Odtud plyne, Ze pro hg € Z(V) je V(D;””(hg)) 2 V(D;”i”g).

Predpokladejme navic, Zze K = C. Spocteme, Ze idedly (f) a Z(V') budou davat ten-
tyZ kuzel (ale s nasobnosti). Mame h € Z(V') pravé, kdyz h™ € (f) pro vhodné m. Po-
dle prfedchoziho vypoctu je D;””(hm) = (D;”i”h)m a proto V(D;””h) = V(D;”mhm) D
V(D,f) plyne z predchozi ¢asti dikazu. O

vvvvvv

4.31 Priklad. Pro variety vétsich kodimenzi je bohuZel situace daleko sloZitéjsi. Vez-
méme kiivku V = V(zy,zz + 2(y* — 2?)) C C°. Lze spocitat, ze (zy,xz + 2(y* — 2?))
je radikalovy ideal. Mohli bychom doufat, ze Co(V) = V(xz,2z), uvidime vsak, ze to
neni pravda. Uvazme f = y(zz + z(y? — 2?)) — z(zy) = zy(y* — 2*) € Z(V). Poly-
nom D}”i” = zy(y* — z*) nen{ nulovy v bodech roviny x = 0, ktera je cela obsaZena v
V(xz,xz)! Tecny kuZel proto musi ve skuteénosti byt daleko mensi.

Nasledujici véta fika, Ze tecny kuzel v libovolném bodé je vyplnén pravé vSemi
limitnimi stavy secen timto bodem prochazejicich. O secnach Ly prochazejicich bodem
p pritom fekneme, ze konverguji k ptimce L : p + tv, jestlize existuji smérové vektory
U, Vg — v, takové, Ze Ly = p + tvg).

4.32 Véta. Necht'V je afinni varieta v C". Primka L : p+tv lezi cela v C,V prave kdyz
existuje posloupnost bodi q; € V,q, # p konvergujicich k p takovych, ze Ly, : p+1t(qip)
konverguje k L.
Diikaz: Napted ukazeme, ze pro body ¢r € V, ¢ — p, konverguji secny k piimce v
C,V. Zvolime p = 0 (bez Gjmy na obecnosti muzeme provést posunuti do pocatku).
Predpokladejme, ze Ly : p + t(qx — p) = tqx konverguje k ptimce L : p 4+ tv = tv. Tzn.
existuje vy — v, qx = tyvg. Zjevné ty — 0. Necht f € Z(V), tj. f = 0 na V. Déle necht
k je minimalni &islo takové, ze DEf # 0. Tzn. f = DEf +--- 4 D2 f, kde d je stupen
f. Nyni

0= f(tw) = t{Dg f(vr) + 7T DG o) + -+ DG f(wr)

0= DEf(v) + 4 DE flo) + ...
Limitnim ptechodem [ — oo, tj. #; — 0, dostaneme Df f(v) = 0. To ale znamend, Ze
primka L je obsaZena v tecném kuzeli CyV, coz jsme chtéli dokazat.

Opacny smér je neprijemnéjsi. V podstaté se jedna o diskuzi, jaka je nejmensi varieta
obsahujici vSechny limity secen. Provadi se v C[t, z1, ..., x,]. Detaily vynechame. 0O

4.33 Véta. Necht'p eV C C*. Pak dim, V = dim(C,V.
Diikaz: Pro nadplochy plyne z definice, obecny dikaz vynechame O
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4.34 Dusledek. Necht'p € V C C*. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni.
1. p je regularni bod

2. dimC, (V) =dim T,V
3. C,V =TV

5 Projektivni variety

Ptipomenme, Ze projektivni prostor P,(K) je mnoZina jednorozmérnych podprostoru
(ap:ay: - :a,) v KL
5.1 Definice. Homogenni polynom stupné k v Klzg, ..., x,] je takovy polynom, jehoZ
vSechny monomy maji stupen k. Tj. f = Y =k cor®. Kazdy f € Klzo,...,2,] je
jednoznacné vyjadien jako soucet homogennich komponent f = Y%, Ja), kde fy je
homogenni polynom stupné ¢, e = 0,..., k.

Ideal I C K[zg,...,2,] je homogenni, jestlize pro kazdy polynom f € [ jsou i
vsechny jeho homogenni komponenty v 1.
5.2 Lemma. Necht f € Klxo,...,x,] je libovolny polynom a f(x) = 0 pro vsechny
homogenni souradnice ¥ = (w9 : x1 : -+ : x,) jistého bodu p € P,(K). Pak vSechny
homogenni komponenty polynomu f spliuji f;)(z) = 0.
Diikaz: Nechf je f = S5, foy- Plati fi;(Ax) = N f(x). Je-li f(Az) = 0 pro viechny
hodnoty A, pak 0 = f(\z) = Y5, fo(2)A" je identicky nulovy polynom, mus{ tedy mit
nulové vSechny koeficienty. Pravé to jsme méli dokazat. O

5.3 Poznamka. Pro mnozinu S C P,(K) definujeme
Z(S)={f € Klzo,...,2,], f(x) = 0 pro vSechny homogenni souradnice bodu v S}

Zjevné je Z(.S) ideal a z predchoziho lemmatu plyne, Ze Z(5) je homogenni ideal. Nabizi
se definovat ,nejmensi varietu“ obsahujici S jako mnozinu vsech bodu v P, (K), jejichz
homogenni soufadnice jsou nenulovymi body vSech f € Z(.5). Nasledujici véta ukazuje,
ze homogenni idedly jsou generovany konec¢né mnoha homgennimi polynomy. To nam
umozni pouzit explicitnéjsi definici.

5.4 Véta. Idedl I C K[xo,...,z,] je homogenni idedl, pravé kdyz existuji homogenni
polynomy fi,..., fs € Klag, ..., x,] takové, ze [ = (f1,..., fs).

Diikaz: Uvazme dva polynomy f = Y%, f(i), g = Zé‘:o 9¢;)- Pak
ax(k,l

(f+g)= Z

k41
=>.(> fugw)
q=0 i+j=q

Z Hilbertovy véty o bazi plyne, ze I = (fi,..., fs) pro vhodné generatory f; = 3_; fi(;)-
Protoze I je homogenni idedl, jsou fi;) € I (z definice). Déle f; lezi v idealu generova-

ném fi(j)7 tzn. ] = <f2(])>
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Predpokladejme naopak, ze I = (f1,..., fs) s homogennimi polynomy f; € I. Necht
f=hifi+--+h,fs anecht f = Zf:o Ji)- Pak fuy se vyjadii jako soucet (nékterych)
nejvyssich homogennich komponent h;f;. Ty jsou ale souciny f; s nejvyssimi kompo-
nentami ;. Odtud f) € I. Nyni f— fiy € I anejvyssi homogenni komponenta f— f)
opét lezi v I. Po konecném poctu krokt vSechny f(;) € I. O
5.5 Definice. Projektioni varieta V C P,(K) je mnoZina zadana homogennimi poly-
nomy fi,...,fs € Klzg,...,z,],

V=Y(fi.....fs)={(ao: - a,) €ePUK) ; filag,...,a,)=0;1=1,...,5)}
Projektivni varieta se nazyva nerozloZitelna , jestlize ji nelze vyjadiit jako sjednoceni
V = V1 UV, dvou projektivnich variet takovych , ze V; Z V;, 1 # ;.

5.6 Véta. Pro kazdé nekonecné pole K zadavaji prirazeni V — Z(V), I — V(I)
korespondence

{ projektivni variety } = { homogenni idealy }
aplati V(Z(V)) = V. Zejména V = W pravé, kdyz Z(V) = Z(W).
Diikaz: Uplné stejny jako v afinnim piipadé. O
5.7 Véta. Kazdou projektivni varietu Ize jednoznacné (az na poradi) vyjadrit jako
sjednoceni nerozlozitelnych variet V.=V, U---UV,, V; £ V; pro vSechny 1 # j.
Dikaz: Stejné jako v afinnim pripadé, ziskame pro V klesajici fetézec V = V5 D
Vi 2 Vo D ... projektivnich variet. Odtud Z(V5) € Z(Vi) C ... je rostouci fetézec
homogennich idealt. Proto existuje N takové, ze Z(Vy) = I(Vy41) = . ... Pro ziskany
rozklad se pak analogicky k afinnimu pfipadu odvodi jednoznacnost. O

5.8 Poznamka. Projektivni prostor jsme vyjadiili jako P, (K) = Uy U P,_1(K), kde
Up je afinni rovina K* a o jednu dimenzi mensi projektivni prostor P,_1(K) hraje roli

bodi v nekoneénu. Presnéji, Uy = {p = (xg: -+ 1 x,);20 # 0}, p = (Lay,...,2,) =
(x1,...,2,), a podobné muzeme do P,(K) vlozit afinni roviny U; = {p = (xg : --- :

xn);x; # 0} Pro varietu V. C Pu(K), V = V(fi1,...fs), definujeme jeji ,afinni ¢ast
v U;* jako V,; = V N U;. Radi bychom také naopak umeéli k variete V,; C Uy najit
odpovidajici projektivni varietu V.

5.9 Véta. Necht'V =V(f1,...,fs) C P.(K) je projektivni varieta. Definujeme g; €
Kla,...o2n], gi(er, .o xn) = fillieg,..,2,), 1 = 1,...,8. Pak V,y = VUU, =
V(glv---vgs) C Kn

Dikaz: Je-li (1:ay:---:a,) € VDU, pak fi(l,a1,...,a,) = gi(ay,...,a,) =0. Tim
je dokazano, ze V. C V(g1,...,9s). Naopak, je-li g;(ay,...,a,) =0,¢=1,...,s, pak
fillyar, ... an) = gilay,...,a,) =0, 85 (Liay -+ a,) € VN U O

5.10 Definice. Necht I C Klzy,...,z,] je ideal. Homogenizaci idedlu I je ideal
I"=(f"fel)CKlxo,... 2,
kde f" je tzv. homogenizace polynomu f = Y%, J(), danéd vztahem

k
=0

o) = 3 fiplwo, )y = abf(C 0.
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Projektivni rozsiteni afinni variety V- =V(f1,..., fs) C K" 2 Uy C P,(K) definujeme
jako projektivni varietu V((Z(V))").

5.11 Véta. Necht'V je nadplocha v K* zadana redukovanou rovnici f = 0. Potom
projektivnim rozsifenim variety V je V(f").

Diikaz: Nadplocha V' je zadéna hlavnim idedlem (f), ktery je radikalovy, proto je také
asociovany idedl I = Z(V) = (f). Z formule pro homogenizaci polynomu ihned plyne,
ze homogenizace souc¢inu dvou polynomi je soucin jejich homogenizaci. Pak ovsem
libovolny prvek ¢ homogenizovaného idedlu I" je nutné opét nasobkem f”. Odtud
vyplyva dokazované tvrzeni. O

5.12 Piiklad. Tvistovana kubika W = V(zy — 2,23 — @7) (parametricky je zadané
xy =1, 9 = 1?, x5 = ¢*). Homogenizaci generétorti f = x3 — a3, ¢ = x3 — x7, ziskdme

h 2 h .2 3
polynomy f" = xoxy — xf, ¢" = xgrs — x7.

Uvazme varietu V = V(zory— 27, afrs—7). Jeji prinik s projektivni rovinou bodi
v nekoneénu je VN H = V(wowg — 23, 2223 — ), 20) = V(x1, 70), cOZ je celd projektivni
primka. Da se proto tusit, ze varieta V' je zbytecné prilis velika.

v v 7 7 ! 4

Skuteéné, ma také V' = V(xawg — 27, 233 — a7, x123 — 23) afinni ¢ast v Uy rovnu
W. Pritom V' N H = V(wazo — 21,2323 — a7, 2123 — 23, 20) = V(21, T0, T2), tzn. v
wnekonecnu“ piibyl jediny bod (0 : 0 : 0 : 1). To odpovida daleko lépe intuitivni
predstavé o rozsifeni kiivky o body v nekonecnu.

Pfitom si viimnéme, Ze [ = (xy — 2], x5 — 27) je prvoidedl, tedy zejména radikalovy
idedl, stadi proto uvazovat homogenizovany idedl I". To viak neznamend, Ze stadi
zhomogenizovat libovolné generatory. V nasem pripadé jsme museli pridat polynom,

ktery je v I, je homogenni, ale neni v (f*, ¢").

5.13 Piiklad. Graf redlné funkce y = 2° — z je varieta W = V(y — 2° 4 ) jejiz
projektivni roziiseni je podle piedchozi véty V = V(z%y — 2® 4+ 2%z) C R®. Jeji body
v projektivni roviné H bodi v nekonecnu spocteme pridanim rovnice z = 0, tj. vyjde
jediny bod (0:1:0) e HNV.

Pro polynom ¢ = 2%y — 23 + 2%z fesme soustavu rovnic

Resenim je jediny bod (0 : 1:0) € Py(R), coz znamena, 7e nevlastni bod je jedinym
singularnim bodem k#ivky. Podivejme se jak se chova nase krivka v okoli svého jediného
singularniho bodu. Staci zvolit jiné vlozeni afinni roviny do projektivni roviny, napft.
uvazujme body s nenulovou y-ovou souradnici. Tzn. dosadime y = 1 do ¢, ozna¢me

2 — 2% + 2. Plivodné nekoneény bod nyni piejde na bod

nové vznikly polynom h = z
(0,0) a snadno prepocitame, ze prvni derivace h jsou v tomto bodé nulové. Nema proto
smysl pocditat teénu, muzeme se ale zajimat o tecny kuZel v singularnim bodé (0, 0).
Spocteme D(Qop)h = 22, je tedy tenym kuZelem dvojnésobné tena z = 0. Prohlédnéte

si situaci na obrazku 15.

Bez dikazu uvedu obecnou vétu popisujici vztah mezi puvodni afinni varietou a jejim
projektivnim rozsifenim.
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]

Obr. 14: Graf funkce y = 2° — 2 a chovani v okoli nevlastniho singuldrniho bodu

(0:1:0). VSimnéte si, Ze tfi nulové hodnoty ptuvodni funkce se ocitaji na projektivni
primce nevlastnich bodu, proto se krivka vpravo zda na prvni pohled nesouvisla.

5.14 Véta. Necht W C K" je afinni varieta a necht V.= V((Z(V))") je jeji projektivni
rozsireni. Potom

1. Vap=VnlUy=W
2. 'V je nejmensi afinni varieta v P,(K) takova, Ze jeji afinni ¢ast V,; = W

3. Zadna komponenta projektivniho rozsireni V nelezi cela v projektivni nadroviné

nevlastnich bodi H = V(xg)

4. Je-li W nerozlozitelna, potom je i V nerozlozitelna.

5.15 Poznamka. Je-li K = C (a stejné pro libovolné algebraicky uzaviené pole), pak
neni tteba znat asociovany ideal Z(W) pro nalezeni projektivniho rozsiteni. Je-li totiz
W = V(I), pak piimo plati V = V(I"). Diivodem je platnost Hilbertovy véty o nulach
a skutecnost, Ze homogenizace souc¢inu polynomu je soucin jejich homogenizaci.
BohuZel, pro obecna pole to neplati. Napt. [ = (z*+y*) C R? dava V(I) = {(0,0)},
ale I" = (222? + y*) zadava varietu {(0 : 0 : 1),(1 : 0 : 0)}. Pfitom samoziejmé je
nejmensi varieta v Po(R) obsahujici jeding bod {(0 : 0 : 1)} zase tento jediny bod.
KdyZ pritom vezmeme cely asociovany idedl (z,y), dostaneme spravny vysledek.

5.16 Priklad. Zkoumejme kiivku zadanou polynomem f = y% — 2° 4+ 622 — 92. Jeho
homogenizace je ¢ = zy* — 2 + 6z2? — 92%2. Snadno spocteme, Ze jediny singularni
bod projektivniho rozsifeni je bod (3:0: 1) s tenym kuZelem y £ v/3(x — v/32) = 0.
Dehomogenizaci dosazenim y = 1 dostaneme polynom h = z — 2% + 6z — 92%x a jim
bod projektivniho rozsifeni nasi kiivky ma homogenni soutadnice (0 : 1 : 0), tj. pfechazi
na bod (0,0) € V(h). Tento bod je sice regularni, tecna v ném je ale pfimka y = 0,
je to tedy pravé primka nevlastnich bodu ptuvodni afinni roviny. Proto nase ptuvodni
kiivka V(f) neméa asymptoty.
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Obr. 15: Tlustrace pifkladu 5.16, vlevo V(y* — 2° 4+ 62? — 9a), vpravo V(z — 2° + 6z2% —
9z%x)

Nyni se podivejme podrobnéji na nejjednodussi nadplochy. Po projektivnich na-
drovinach (zadanych jednim linedrnim homogennim polynomem), jsou nejjednodussi
tzv. kvadriky, zadané homomogennim polynomem stupné 2. Pfipomenme, ze dvé pod-
mnoziny 51,5 C P,(K) jsou projektivné ekvivalentni, jestlize existuje kolineace ¢
zobrazujici bijektivné S na S5.

5.17 Lemma. Necht A € GL(n + 1,K) je matice kolineace ¢ na P,(K). Pak pro
kazdou varietu V.= V(f1,...,fs) C Pu(K) je o(V) projektivné ekvivalentni varieta
V(g1,.-.,9s) zadand polynomy

gi(xoy ..., 2) = filbooxo + borxs + -+ 4 bop®ry« - oy boxo + -+ + buny)

kde B = (b;;) = A~'. Viechny g; jsou homogenni polynomy stejnych stupiiii jako f;.

Diikaz: Staci si uvédomit, ze kolineace o pusobi prostrednictvim nasobeni homogennich
soufadnic matici A. Pro y = ¢(«) ziskame hodnoty ¢;(y) tak, Ze vezmeme f; a vydislime

je v B(Ax), tzn. fi(B(Az)) = fi(x), ale to je pravé kdyz « € V. O

5.18 Lemma. Vsechny projektivni podprostory stejné dimenze k v P,(K) jsou pro-
jektivné ekvivalentni.

Diikaz: V libovolnych projektivnich souradnicich je takovy prostor dan n—k& nezavislymi
linearnimi rovnicemi. Proto ve vhodnych souradnicich je kazdy k-rozmérny podprostor
zadan rovnicemi x1 = -+ = x,,_ = 0. O]

5.19 Definice. Nadplochy V = V(f) C P,(K) zadané kvadratickym homogennim
polynomem se nazyvaji (hyper-) kvadriky . Kvadriky bez singularnich bodu se nazyvaji
requldrni , ostatni jsou singuldarni .

Kazdy homogenni kvadraticky polynom je v homogennich souradnicich zadan vy-
razem f(x) = Y1 aijriv; = a1 Az kde A = (a;;) je symetricka matice stupné n + 1.
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5.20 Kanonické formy. 7 elementarni linearni algebry vime, Ze ve vhodné bazi ma
kvadraticka forma (tj. nas homogenni polynom) f diagonalni matici, tj.

f(@) = coxy + craf 4+ -+ cpal, ¢ # 0,

kde ¢islo £+ 1 < n + 1 se nazyva hodnost formy f.

Navic pifi K = C lze dosdhnout, aby vSechny nenulové ¢; byly rovny jedné, tj.
f(z) =23+ -+ 27 kde k 4+ 1 je hodnost formy. Je-li K = R, pak dosdhneme pouze
fla)y=af+ - Fa2—al,, — - —ajadislo0 <r+4+1<k+1 se nazyva signatura
formy f.

Napft. formy @2 — x120 a 23 — xy29 — 22, které vzniknou homogenizaci rovnic pro
parabolu a hyperbolu, vyjadrime postupnou zménou souradnic takto

:1;3 — 1T = —(y1 - yo)(y1 + ?JO) + y%

= —yi + o+
2 2 Lo Ly
Ty — X129 — x5 = (xg — 5:1;1) — 7%~ %

2 2 2
=% T &%

a je vidét ze obé kiivky jsou jisté projektivné ekvivalentni.

Hodnost a signatura zfejmé nezavisi na volbé homogennich soutradnic, muzeme pro-
to hovorit o hodnosti a signature kvadrik. Protoze f a —f zadavaji stejnou varietu,
budeme pro kvadriky vzdy predpokladat & —r < r.

5.21 Véta. Kvadriky V(f), V(g) v P.(K) jsou projektivné ekvivalentni prave, kdyz

o K = C a maji stejnou hodnost

o K =R a maji stejnou hodnost i signaturu.
Diikaz: Elementarni linearni algebra O
5.22 Dusledek. Regularni kvadriky jsou pravé kvadriky hodnosti n+1 .
5.23 Dusledek. Vsechny komplexni regularni kvadriky jsou projektivné ekvivalentni.
5.24 Segreho zobrazeni. Definujme zobrazeni o : P,(K) X P, (K) — P,pp40m(K)

predpisem

((Toy e ey @)y (Y0y - - s Ym)) > (T0Y0s TOYLy + + s TOYms T1Y0s « -« s 1Yrmy « - - » LY )

Pouzijeme-li jiné homogenni soutadnice tychz bodi, obraz se zméni jen o nasobek, je
tedy nase zobrazeni skutecné dobte definované. Ukazeme, Ze je prosté.
Predpokladejme o(p,q) = o(p',¢'). Pak jisté existuji homogenni soutadnice, pro

které uz defini¢ni pfedpis pro o ma stejné hodnoty. Zejména je xo(yo,...,Ym) =
2o(Ypy - yl), tj - bud ¢ = ¢’ nebo x9 = x5 = 0. Pokud ¢ # ¢/, pak stejny argu-
ment da postupné zg = x; = --- =z, = 0, to je ale ve sporu s nasim predpokladem, ze

(xo:...,2,) jsou homogenni souradnice bodu v P,(K). Analogicky se dokaze i p = p'.
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Z0Zenim na vnorené afinni roviny zg = 0, yo = 0 dostaneme zobrazeni K* x K" —

+m+
KTL m 7’1‘77’1‘7

(Trag - ran), Loyt ym)) —
=Ly Y T Ty Y P2 Tl
(e Ty YLy e e Y T1Y Ly e vy T2y v o s Tnlfim)

Nejjednodussi piipad je o171 : Py(K) x Py(K) — P5(K).
5.25 Lemma. Obrazem Imoy; je varieta V(zozs — z129).

Diikaz: Zobrazeni o je dano vztahem ((xo : #1), (yo : ¥1)) — (ZoYo : Toy1 : T1Yo : T1Y1),
pro body (zg : z1 : z9 : z3) obrazu mame tedy rovnice

20 = ZolYo, 71 = ToY1, 22 = T1Yo, 23 = L1l

Jisté proto Imo C V(zoz3 — z122). Predpokladejme (wqo : wy @ we : w3) € V. Pro
uréitost predpokladejme, ze tfeba wy # 0 (jinak muZeme proménné precislovat). Pak

(wo : wz) € Py(K) a (wp : wy) € Py(K). Nyni

o(wo 1wy T wp s wr) = (W wew 1 wywg 1 Wywy )

= (wg : wowy : wew; : wews) = (wo : wy 1 Wy 1 ws)

0

V zavéru této kapitoly se zminime o specialnich konstrukcich variet vyssich dimen-
zi, které jsou ,poskladany“ z projektivnich podprostoru v jistém smyslu podobnym
zpusobem, jako je jednodilny rota¢ni hyperboloid vyplnén pfimkami.
5.26 Primkové plochy. Dosazenim pevného bodu p € Py(K) dostaneme o(p, ) :
Pi(K) — P3(K), ptipadné o( ,p) : Py(K) — P5(K). Pro pevné p = (a : b) je v prvém
ptipadé obrazem projektivni pfimka prochazejici body (¢ :0:6:0)a (0:a:0:b), ve
druhém ptipadé piimka prochazejici (¢ : 6:0:0) a (0:0: a: b). Obrazem o je tedy
plocha ziskana sjednocenim sité primek. Takovym plocham se fika piimkové plochy.

Celkem jsme zjistili, Ze regulani kvadrika V(zoz3 — z122) v P3(C) je prostiednictvim
Segreho zobrazeni ztotoznéna s Py(K) x Py(K) a toto zobrazeni je dano siti piimek.
Viimnéme si, Ze tato varieta také obsahuje body tvistované kubiky (1 :¢:*: ¢?).

Dalsi specialni ptipad je 021 : Poy(K) xP1(K) — P5(K). Obraz tohoto zobrazeni opét
vypliuje projektivni varietu. Oznacme (zoo, o1, 210, 211, 220, 221) souradnice v P5(K), tj.

Segreho zobrazeni ma rovnice z;; = x;y;. Obraz o je varieta zadana vSemi minory
stupné 2 v matici

200 <01

10 %11

202 %21

tj. Imo = V(ZOOZH — 210701, 00721 — 220701, £10721 — 220211)-

Dosadime-li zg9 = 1, dostavame afinni ¢ast této variety V(z11 — 210201, 221 — 220201 )5
protoze zbyla rovnice z19z21 — 220211 je dusledkem predchozich. Afinni varieta zadana
rovnicemi zy; = Z10201, 221 = Z20%21 j€ vyplnéna ,, siti pfimek a rovin®.

Podobné lze ziskat popis v obecnych dimenzich.
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5.27 Pliickerovy souradnice. 7 technickych diuvodu je vhodné, aby co nejvice béz-
nych objekti v algebraické geometrii mélo strukturu variety. Mnozina vsech bodt
P.(K) je varieta V(0), nadroviny odpovidaji bodim duélniho projektivniho prostoru.
V P5(K) tedy mezi linedrnimi podprostory zbyva popsat mnoZinu vSech projektivnich
piimek v P5(K) jako algebraickou varietu. Kazda pfimka je dana dvojici riznych bodu
p=(ag:ar:ay:as), ¢ = (by:by:by:bs) v PsK), tj. jejich viechny homogenni
soufadnice vypliiuji rovinu v K*. Dvé volby takovych bodi (p,q) a (p', ¢’) jsou svazany
linearnimi zavislostmi. V kazdém pripadé ale na takové volbé nebudou zaviset hodnoty

minort stupné 2 v matici
o a1 dz as
bo b1 by b3

Proto danym bodim p a ¢ prifadme vsechny determinanty submatic fadu 2. Ozna¢me
si tyto soufadnice postupné wgr, Wz, Wos, Wiz, W13, W (tj. napt wer = agby — a1bp).
Ziskané hodnoty jsou dany libovolnymi homogennimi soutfadnicemi bodu p,q aZ na
nasobek, mame proto dobfe definovany bod

w = (11)01 CWo2 ¢ W3 - W19 - W3 UJ23) € ]P5(K)
5.28 Véta. Vyse popsané zobrazeni (p,q) — w je bijekce
{primky v P3(K)} — V(201225 — 202213 + Z03212)

Diikaz: Uvazujme body p = (ag : a1 : az : as) a ¢ = (b : by : by : b3) a oznacme L(p, q)
primku jimi urcenou.
201723 = (Clob1 - boa1)(azb3 - 52613)
= aobrasbs — agbibyas — boarazbs + boaibaas
—Z202713 = —(Gobz - boaz)(a1b3 - b1a3)
= —agbyaibs + agbabias + boasaibs — boasbias
203712 = (Clob3 - boa3)(a1bz - 51612)

= agbsaiby — agbsbiay — boasaiby + boasbias

Pro w = w(L(p,q)) = (wor : woz : Wos : w1z : W3 : Wa3) spocteme

bop — aoq = (0, —wo1, —wo2, —wos) € L(p, q)
bip — a1q = (wo1, 0, —w12, —w13) € L(p, q)
baop — a2q = (wo2, wia, 0, —was) € L(p, q)
bsp — asq = (w3, wis, wa3,0) € L(p, q)

vse za predpokladu, Ze jsou prislusné body nenulové. Dokazeme nyni, Ze w je prosté.
Necht tedy body (p',¢') zadavaji stejny bod w’ s homogennimi soutradnicemi wy;,

w;; = Awy; pro jisty nenulovy skalar A. Pro urcitost predpokladejme, Ze wo; # 0. Potom

tzn.

(0 : —wo1 : —wo2 : —wps) a (woy : 01 —wi2 1 —wi3) patil do obou piimek, jsou tedy obé
primky totozné.
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2 7

Necht dale w = (wo1 : wez @ we3 : wig @ wis : was) € V(201223 — Z02213 + Z03712)-
Predpokladejme opét wp; # 0 a uvazme p = (0 1 —woy : —woz : —Wo3), ¢ = (wor :
) ) (2. ) ) ) .

0 : —Wi2 —wlg). Potom w(L(p,q)) == (wOI . Wo1Wo2 © Wo1Wp3 - WorlW12 - WorWis -
S " , 9 p ,

Wty — Wialgs = Wo1ta3), coZ je puvodné zadany bod. Je tedy nase zobrazeni také
surjektivni. O

5.29 Definice. Plickerovy souradnice projektivnich primek jsou soufadnice obrazu
téchto primek v P5(K) v pravé zavedeném zobrazeni.

6 Homogenni polynomy

V této casti je R vzdy obor integrity s jednoznac¢nym rozkladem.

6.1 Véta. Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem a f € Rlxy,...,x,] je
homogenni polynom, pak i kazdy clen f; (jednoznacného) rozkladu f = fi...fs na
(nerozlozitelné) faktory je homogenni.
Diikaz: Predpokladejme, ze f = ghag = ¢@ 4+¢ ) 4. g0 h = p0) U 4. 4
A jsou rozklady na homogenni komponenty, ¢ # 0, () £ 0, A9 £ 0, AF) £= 0,
Rozklad souéinu na homogenni &asti je f = ¢@DhW) 4+ ... 4 ¢gOR®) . Je-li f homogenni,
jet+ 3 =104k, aznerovnosti [ > 1, k > j proto plynet =1, 3 = k. Tedy ¢ a h jsou
homogenni. O
6.2 Véta. Necht [ € Rlzy,...,2,] ag € Rlay,...,2,] je jeho homogenizace.

1. Jsou-li f=f1...fsag=g¢g1...9, rozklady na nerozlozitelné faktory, pak s = r

a vSechny g¢; jsou homogenizaci faktori f; (po pripadné permutaci indexii).
2. f je nerozlozitelny prave, kdyz je jeho homogenizace g nerozlozitelna.

Dikaz: Dokazeme napred druhé tvrzeni. Predpokladejme, Ze f je rozlozitelny, tzn.

f = fife.... Protoze ze vztahu pro homogenizaci ihned plyne, Ze homogenizace soucinu
je sou¢inem homogenizaci ¢initell, je samoziejmé ¢ = f* = flfr.. .. Je-li naopak
g=0192... &

Ff=g(l,ar,...;0,) =q(l,ar, ..., x0)02(1, 21, ..oy 2p)

pricemz komponenty ¢; jsou nenulového stupné v proménnych x4, ..., x,, pak zjevné je
f rozlozitelné. Slozenim predchozich dvou tvah dostavame pozadovanou ekvivalenci.
Nyni jiz vime, Ze

flay, o oxn) =g(lar,. oo xn) = (e, oo xn)ge(L, g, o) oogr (L, ooy 2)
a 7z jednoznacnosti rozkladu plyne (po pfipadném precislovani faktori)
filzy, oo xn) =gl e, oo an), oo, fr(aen, ooy a) = g (L, oo ay).

Proto jsou g; homogenizaci f;. P¥itom je g; nerozlozitelny praveé, kdyz je ¢;(1, x1, ..., x,)
rovnéz nerozlozitelny. O
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6.3 Véta (EULEROVA). Homogenni polynom f € Rlxy,...,x,] stupné k splituje pro
vsechny 1 < s < k

S P Sty = st 1)

Drikaz: Pro homogeni polynony stupné k plati f(tzy,tza, ... te,) = " f(zy, 29, ..., T,).
Obé strany derivujme s-krat podle ¢.

S

~ ol
as
= atstkf(xl, cey X))

=k(k—=1)...(k=s4+ D" fxy,...,2,)

L(s) fltaey, ... txy,)

P(s)

Provedeme-li derivaci levé strany s-krat, pak po dosazeni ¢t = 1 dostaneme pozadovanou
rovnost.

6.4 Definice. Necht f.g € R[z|, [ = ap2" + ap_12™ ' + -+ + ag, a, # 0, g =
bpx™ ..., by, b, # 0. Nasledujici matice s m+n tadky a sloupci se nazyva Sylvestrova
matice, oznacujeme ji Syl(f, g).

ap OAp_1 Cp_9 ... dg 0 . ... 0
0 ay  Op_q ay  ag 0
0 0 . 0 a, Gn1 Gp_3 ... ag
by bp_1 b2 ... by ... 0
0 by b1 ... b b

0o ... R | R R /1

Determinant této matice se nazyva resultant f a g, oznacujeme ho jako Res(f,g).
6.5 Poznamka. Pfimo z definice plyne Res(f,¢g) = (—1)"" Res(g, f)

6.6 Lemma. Necht'K je pole, f, g € K[x] polynomy stuptiii m an,n,m > 0. Polynomy
f. g maji spolecny faktor (tj. f = hfi, g = hg1, kde h € K|x] je nekonstantni polynom)
pravé, kdyz existuji polynomy A, B € Klz] takové, Ze plati

1. Af+ Bg=0

2. A#0,B#0

3. deg A <m =degg, deg B < n =deg f ( zde deg A je stuperi polynomu A).
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Diikaz: Napred smér ,=“. Necht f = hfi, g = hgy. Je-lideg h > 1, pak lze volit A = ¢,
B = —fi. Potom Af + Bg = gihfi + (—f1)g1h = 0, pricemz deg A = deg, < degy,
deg B = deg f11 < deg f a soucastné ¢; # 0, f; # 0.

Smér ,,<=* dokazeme sporem. Necht polynomy A, B danych vlastnosti existuji, ale
[ a g nemaji spolecny faktor. Nejvétsi spolecny délitel f, g je tedy konstantni polynom
1. Podle Bezoutovy rovnosti (Lemma 3.11) pak existuji polynomy A, B takové, Ze
Af + Bg = 1. Protoze Af = — By, plati

A= AAf + ABg = (AB — AB)g.

Pritom polynom v zavorce je nenulovy, coz je ve sporu s predpokladem deg A < deg g.

O
6.7 Véta. Nekonstantni polynomy f,g € K[x] maji spolecny faktor pravé, kdyz

Res(f,g) = 0.

Diikaz: Podle predchoziho lemmatu maji f, g spoleény faktor prave, kdyz existuji A, B
splijici 6.6.(1)-(3). Pisme

=ttty g = bt o+ bo.
Hledame tedy polynomy A, B ve tvaru
A=cp12" '+ +co, B=dp12" "+ -+ do

kde alespon jedno ¢; a d; jsou nenulové. V rovnosti A f+Bg = 0 porovname koeficienty u
jednotlivych mocnin z. Tim dostaneme soustavu rovnic pro neznamé ¢,,_1, ¢;,_2, . . ., Co,

oy do.
-1
xn—l—m P bmdn—l =

xn—l—m—? S OpCrea = Oy 1Cm—1 + bmdn—Q + bm—ldn—l =0

l’o . doCo —|— bodo = 0

Ptepisme soustavu v maticovém tvaru K - L = M (vSimnéme si, Ze rovnic je m + n),

kde

an, 0 0 0 by 0 0 ... ... 0
ap_1 ap 0 0 bm—l bm 0 ce ce 0
Ap—2 Udp_1 ap 0 0 bm—2 bm—l bm 0 ce 0
K =
LT = (cm—h Cm—2,...,Cp, dn—h dn—27 ceey do)

M* =(0,0,0,...,0)

Matice K této soustavy je pravé transponovana Sylvestrova matice Syl(f, ¢)T. Proto
ma tato homogenni soustava linearnich rovnic netrivialni feseni pravé, kdyz Res(f, g) =

det(Syl(f,9))" = 0. O
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6.8 Lemma. Necht f,g € Klzy,...,2,] a necht maji kladny stupen v x,. Pak f a g
maji spolecny faktor s kladnym stupném v proménné x, pravé, kdyz maji spolecny
faktor v K(xy,. .., x.—1)[x,].

Diikaz: Jeden smér implikace je ziejmy: jestlize maji f a ¢ spolecny faktor v K[zq, ..., z,],
pak jej majii v K(zq,...,2,-1)[x,].

Naopak ptedpokladejme, ze f = hfi, g = hir, kde b, g1, fr € K(zg, ..., 20_1]2,], a
pisme h = %, fi = f?l, g1 =2, kde h, fi,91 € Klzy,...,z.] ace,d e Klay,... x4
(Pro ilustraci

7 ap p_1 4 Anxr + An—lxr_l + -+ AO
j= In In-1 =
RS babn 1 b
kde a,, b, € Klzy,...,2,-1].) Vynasobenim dostavame

def = hf, dcg= hd;

pricemz h ma kladny stupen v x,.. Proto ma h néjaky nerozlozitelny faktor h; s kladnym
stupném v x,. Nyni tedy def = hihs f1, tj. hy déli nékterého z ¢initeltu def. Pritom de
nezavisi na z,, proto hy déli f. Obdobné z druhé rovnosti dlg = hyhygy ziskame, ze hy
déli g. Tudiz hy je spole¢ny faktor f a ¢ s kladnym stupném v x,. O

6.9 Definice. Necht f,¢ € Kzy,...,z,]. Potom muZeme f a ¢ chapat jako prvky
K(z1,...,2,-1)[x,] a definovat jejich resultant vzhledem k proménné x,

Res(f,g,2,) = Res(f,¢9) € K(ay,...2,-1).

6.10 Véta. Necht f, g jsou polynomy v Klzy, ..., x,._1][z,] stupiii m a n. Potom
1. Res(f,g,2,) € Klxy,...,2—1]

2. polynomy f a g maji spolecny faktor s kladnym stupném v proménné x, prave,

kdyz Res(f,g,z,) =0

3. existuji nenulové polynomy A, B € Klxy,...,x,_1] takové, Ze Res(f,g,2.) =
Af+ By

Dukaz: Zvolme libovolné

f=an(xy, .. ixer)al + -+ aol@, .. 2ro1)

g="bp(xr,...;x,—1)x + -+ bo(ar, ..., 2-1)

kde a;,b; € Klzy,...,2,_1], a, # 0, b, # 0. Polynomy f,¢ chépejme jako prvky
K(z1,...,2,-1[z,;]. Potom pouzijeme vétu 6.7 (to lze, protoze K[x] v odkazovaném
tvrzeni je libovolné téleso, tedy zejména plati pro K(zq,...,2.—1)[z,]) a podle ni f
a g maji spoleény faktor pravé, kdyz Res(f,g,z,) € K(ay,...,2,—1) je nulovy. Podle
lemmatu 6.8 maji f a g spoleény faktor v K(xy,...,x,._1)[x,] pravé, kdyz maji spoleény
faktor v K[z, ..., z,] s kladnym stupném v z,. Tim jsou dokézana prvni dvé tvrzeni.
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(3) Je-li resultant nulovy, je tvrzeni ziejmé. Necht Res(f,q,z,.) # 0, pak je to
nenulovy polynom v K[zq,...,z,_1]. Pak jisté lze najit A, B ve tvaru:

N

1(1’1, Ce ,l'r_l)l';r,n_l + -4 Co(l'l, .. .1’7»_1)

= Cmp—
= dn—l(xla .. .,l’r_l)l'f_l + -4 do(l’l, .. .1’7»_1)

e

takové, aby byla splnéna rovnice Af + Bg = 1.
Porovnanim koeficientt u jednotlivych mocnin x, v pfedchozi rovnosti dostavame
"t UpCpm—1 + bmdn—l =0

xn-l—m—l . Gpye1Crm—1 _|_ Ay, Crp—2 —|— bm—ldn—l ‘I’ bmdn—Q = 0

o - doCo + bodo =1
V maticovém tvaru opét ziskame rovnost
KL=M

kde matice K a L jsou stejné jako v ditkazu 6.7 a MT = (0,...,0,1). Zejména je matice
zhomogenizovaného systému opét pravé Sylvestrova matice polynomu f a g.

Vsechna a;, b;, ¢;,d; jsou prvky Klay,...,2.—1] C K(xq,...,2,-1). TakZe budeme
opét Fesit soustavu linearnich rovnic nad télesem K(xy,. .., x,_1) a vzhledem k predpo-
kladané nenulovosti determinantu matice systému muzeme pouzit Cramerovo pravidlo.
Pripomenme, Ze pro systém K-S =T s nenulovym det R

M1 Ti12 ... Tn 1 bl

21 T22 ... Ton T2 bg

ol Tna «vv Tom X, b,

4 . d N2 v ’ v v ’ T v d . .

ma (jednoznacne urcene) reseni (ry, ..., Ty, sSe souradnicemai
a1 a1 ... bl Ce a1pn
o1 Qoo ... bg Ce dop

T; = ] ] det R

Gp1 Cpo .. bn .. apn

kde zaménény sloupec je na i-tém misteé.
V nasem pripadé ziskavame

Cm_1($17..-7x7’—1) = Res(f g, )
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coz je polynom v xy,...x,_1. Podobné dostaneme i ostatni koeficienty. Tedy
A _ A(l’l, Ce ,%—1)
Res(f, g, x,)
B _ B(l’l, Ce 1'7»_1)
Res(f, g, x,)

Nyni A, B jsou hledané polynomy, tj.
Af+ Bg = Res(f,g,2,).

4

6.11 Véta. Necht f,g jsou homogenni polynomy v Klay, . .. x,] majici stupnén,m > 0
v Klzo,...,2.—1][x,] . Pak Res(f,g,x.) je bud 0 nebo homogenni polynom stupné
mn v Klzo,...2,_1][x,]. Navic, jestlize vznikly f,g homogenizaci polynomi f,§ €
Klz1,...,,], pak dehomogenizaci resultantu Res(f, g, x,) ziskdme Res(f, g, ).

Diikaz: Dehomogenizace znamena
f(:z;l,...,x,,) = f(l,zq,...,2,)
gy, ..oyx) =gl xq,. .0 2,)

a chceme tedy ukazat, ze

Res(f,f],x,,) = Res(f(1,x1,...,2.), g(1,21,...,2,.),2.) = Res(f, g, 2, ) (1, 2q,...,2,).

Déle chceme dokazat, Ze Res(f, g, x,) je homogenni polynom vhodného stupné k (nebo
nula), coZ je ekvivalentni vztahu

Res(f,g,2,)(txo, ... tx,—1) = t* Res(f,q, 2, )(x0, ..., 2,_1).
Zbyva tedy pouze vypocist

an(tx07 e 7tx7’—1) an—l(thO, . e 7t$7,_1)
Res(f?.gvxr)(tl'o,-..,tl',,_l) =
bm(t$07 e 7t$7,_1)

Vsechny koeficienty a;, b; jsou homogenni polynomy stupnt (n — ¢), (m — j). Muzeme
proto vynasobit vhodné fadky mocninami ¢ tak, abychom mohli vytykat ze sloupct. K
cili vede nasobeni i-tého fadku s koeficienty @ mocninou ' a podobné j-tého fadku
mocninou #/~!. Dostéavame

a, ta,_1 t*a,_y tPa,_s ... t"ag 0 - - 0

0 ta, tla,_1 tPa,_y ... ... 1Tl 0 - 0
. . t”"’m_lao

by thy_1 . 1™ by 0 . 0

0 b, 1™ by 0... 0
tn—l—m—l bO
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Po provedeni tprav tak zikame vztah (staci se presvédcit, Ze plati w —
n(n=1)  m(m=1)
2

2

=mn)

(m4n—1)(m+n m(m-l-l)_l_(n-l-l n

) )
2 Res(f, g, 2. )(x0y ..., xp_1) =1 2 > Res(f,g,2,)(txg, ... ta,—1)
a odtud vyplyva
Res(f, g,z )(txo, ..., ta,—1) = 1"" Res(f, g, 2, ) (20 ., Tr_1)

coz je pozadovany vztah O
6.12 Priklad.
(1) Necht f = 2y — 1, g = 2? + y* — 4. Jak vypadé resultant téchto dvou polynomi (v
proménné x)?
y —1 0
Res(f.g,2)=|0 y —1|=yyly"—4)+1
10 gy
=y =4+ 1= (" -2 - (V3)

Podle predchozi teorie tedy f a ¢ nemaji spolecny nenulovy faktor.
(2) Pro polynomy f = 2%y — x, ¢ = 2° + 2y — 42 uréime resultant v proménné .

y —1 0 0 0
0y -1 0 0
Res(f,g,2)=]10 0 Yy -1 0/|=0
1 0 y—4 0 0
0 1 0 y—4 0
tzn., Ze polynomy maji spole¢ny nenulovy faktor.
(3) Pro polynomy f = zy — 2% g = 2* + y* — 4z
y —z2 0
Res(f,g,2)| 0y =2 |=y'(y" —4e) + 2" =y —Ay*2" 4+ 2
1 0 y?—4z

tzn. tyto polynomy nemaji spolecny nenulovy faktor nenulového stupné v .

6.13 Véta. Polynom [ € K[z], kde K je algebraicky uzavrené, ma vicendasobny koren
pravé, kdyz Res(f, f') = 0.

Diikaz: Polynom f ma vicendsobny koten prave, kdyz f = ¢?h, tzn. f' = 2g4¢’h, a to je
mozné prave, kdyz f a f’ maji spoleény faktor g. O
6.14 Definice. Resultant Res(f, ') se nazyva diskriminant polynomu f.

6.15 Piiklad. Pro polynom druhého stupné f = aa®+ bz + ¢; f = 2az + b je jeho
diskriminant

a b ¢ 1 b6 ¢
Res(f,fY)=|2a¢ b 0|=a|2 b 0
0 2a b 0 2a b

= a[b® — 2(b* — 2ac)] = —a(b* — 4ac).
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Obr. 16: Dvé riizné homogenizace V(zz* — y* + ay?), vlevo V(z — y° + zy?), vpravo

V(zz? — 1+ a).

6.16 Poznamka. Pomoci resultanti miaZeme pocitat pruniky kiivek. Resultant dvou
homogennich polynomt v proménnych xq,zq, x5 podle x5 bude polynom v xg,z;. Ho-
mogenni polynom f € K[z, 2] nad algebraicky uzavienym K mé, az na poradi a
konstantni nasobky jednoznacné vyjadieni f = fif5... f,, kde s je stupen f a f; jsou
linearni polynomy. Jisté existuje bod (¢ : 1) pro ktery f(zo,x1) # 0. Vhodnou vol-
bou projektivnich souradnic docilime (o : 21) = (1 : 0). (Tj. polynom nemé koren v
nekone¢nu). Hledame pak f(xo,21) = (a120+b121) ... (asxo+ bsxy). Dosazenim x; = 1

dostaneme f(xo,1) = (ar@o + b1)... (aszo + bs).

7 Rovinné algebraické krivky

Budeme zpravidla uvazovat kiivky v Py(C), pokud mozno zadané redukovanou rovnici.
Jako rozevicku si prodiskutujme singularni body v nékolika prikladech.

7.1 Priklad.

1. Uvazme nejprve V = V(2z? — y° + 2y?) C Py(R). Homogenizaci pomoci z = 1
dostavame afinni varietu V,; = V(x — y® + 2y?) s jedinym nevlastnim bodem (1: 0 : 0)
a bez singularnich bodi. Homogenizaci s y = 1 dostaneme kiivku V(zz? — 1 + z) s
asymptotou x = 0. Rozmyslete si, jak existence této asymptoty souvisi s tecnou k V,;
v pocatku.

2. K¥ivka K = V((z +y + 2)*— 272y2) mé viechny t¥i homogenizace stejné a jediny
singularni bod (1 : 1 : 1). Teény kuzel v tomto bodé je ale imaginarni, proto se musi
jednat o izolovany bod kiivky. Cést této kiivky (bez izolovaného bodu (1,1)) je na levé
casti obrazku 17.

3. Jednoparametricky systém krivek

K, =ay* +y22 + 2%z + 2%y + y*2 + 22° + axyz
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N
RN

Obr. 17: Tlustrace druhého a tretiho prikladu v 7.1.

obsahuje skoro samé regularni kiivky. Pouze pti @ = —6 dostavame jeden singularni
bod (1 :1:1) s imaginarnim teénym kuzelem (tedy je izolovany), pfi a = 3 existuje
pouze jeden nerealny singularni bod a pro hodnotu a = 2 celd ktivka tretiho stupné
degeneruje na sjednoceni tii piimek protinajicich se ve tfech bodech (=1 : 1 : 1),
(=1:=1:1),(L:—=1:1). Naobrazku 17 je zobrazena kfivka pro hodnotu « blizkou
dvéma (a = 2.1).

7.2 Definice. Redukovana rovnice rovinné algebraické kiivky K = V(F) je dana
homogennim polynomem F' = F} ... Fj, kde polynomy Fi, ..., F} jsou rizné nerozlozi-
telné homogenni.? Stupeii polynomu F nazyvame stupen kiivky K. K¥ivky K; = V(F})
nazyvame komponenty krivky K.

7.3 Nasobnost prunika. Pro piimku L C Py(C) zadanou parametricky rovnicemi
To = agSo + bos1, ¥1 = a1So + b1s1, ¥2 = az80 + basy (tzn. L je obrazem P(C) ve
vhodném homomorfismu) a homogenni polynom F' stupné m bude

F(so,81) = F(apso + bosi, arso + by sy, azso + basy)

bud nulovy polynom v K[sg, $1], nebo homogenni polynom stupné m. V druhém piipadé
mé F pravé m kofenti (so : s;1) € Py(C), véetné nasobnosti. Ziskame tedy, véetnd
nasobnosti, pravé m pruniku L s kiivkou K = V(F'). Pro takovy bod priniku ¢ € K
ozna¢me nasobnost prislusného kotene I vyrazem n(c, K, L). Je-li F' = 0, pak jisté
L C V(F) a klademe n(e, K, L) = oo, pro ¢ ¢ K definujeme n(c, K, L) = 0. Skalar

n(e, K, L) nazyvame nasobnosti pruniku L a K v bodé c.

7.4 Véta. Necht K je krivka v Py(C) stupné m, L primka, ktera neni komponentou

K. Pak
m= > n(a,K,L)
a€KNL
Dikaz: Tvrzeni plyne okamzité piimo z definice nasobnosti pruniki. O

9Za stejné povazujeme pFitom polynomy, které se lisi jen o nasobek skalarem.
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7.5 Véta. Necht K = V(F) je krivka stupné m s redukovanou rovnici F' = 0. Pak
a € Py(C) je singularni bod kfivky K prave, kdy# derivace (25, 22 953 (q) = 0. Je-li

o’ Dy Dy
a regularni bod kiivky K, je tecna v a (tj. tecny prostor T,K ) dana rovnici

oF oF oF
a—xo(a)uo + a—xl(a)ul + a—xz(a)UQ =0.
Diikaz: Jde o specialni pripad obecnych tvrzeni z kapitoly ¢tvrté. O

7.6 Véta. Necht K, je krivka stupné m a K, krivka stupné n a necht Ky a Ky maji
vice nez mn pruseciki. Pak maji spolecnou komponentu.

Diikaz: Predpokladejme, ze Ky, K, ma(j.i vice nez mn pruseciku a vyberme z nich
pevné mn + 1 bodi al) = (aél) : a(ll) : a;)). Vhodnou volbou projektivnich soutradnic
dosdhneme, Ze bod (0 : 0 : 1) neleZi na zadné piimce spojujici libovolné dva z vybranych

bodu, ani na K; U Ky. Zejména pak rovnice ktivek maji tvar

Ky @ F(x) = poxy + pi(xo, 21)23 ™+ - 4 plo, 1) = 0
Ky : G(x) = qoxy + 91($0,$1)$?_1 + -+ gulzo, 1) =0

kde pg, go € C a p;, g; jsou homogenni polynomy stupné z.

Pak resultant Res(F, (i, x2) je bud nula, nebo homogenni polynom stupné mn. V
kazdém piipadé je Res(F, G, $2)(Géi), a(li)) = 0, protoZe resultant nalezi idealu polynomu
(F, ). Kdyby (ag),a(li)) = (aéj),a(lj)) pro jisté ¢ # j, pak by piimka zadana body a9,
al) byla zadana rovnici aoi ry — ali xo = 0 a obsahovala by bod (0:0:1). Proto jsou
vsechny (aéi) : a(li)) € P4(C) ruzné koteny resultantu. ProtoZe ale polynom stupné mn
ma nejvyse mn ruznych korent, je Res(F, G, x3) = 0 a kiivky proto maji spolecnou
komponentu. O

7.7 Lemma. Necht krivky Ky, Ky maji rovnice F(x) = G(x) = 0 s polynomy stejného
tvaru jako v 7.6. Je-lia = (ag : ay : ag) € K{NK, takovy, Ze a je r-ndsobny bod" kfivky
Ky a s-nasobny bod krivky K, pak (ag : a1) je korenem Res(F, G, x3) s nasobnosti
alespori rs, nebo je Res(F, (i, x3) nulovy polynom.

Diikaz: Nejprve ukdZeme, Ze vhodnou volbou soutadnic 1ze dosahnout a = (1 : 0 : 0).
Potom tvrzeni snadno dokazeme ve vloZené afinni roviné zo = 1 v Py(C). Pfedpo-
kladejme Res(F, G, x5) # 0. Z volby naSich polynomu vyplyva, Ze ¢ # (0 : 0 : 1), a
miuZzeme predpokladat, Ze ag # 0 (jinak pfehodime prvni dvé soutadnice). Transformace

soutadnic
/ 1 / a /
Ty = —Tg, Ty = L1 — — Lo, Ty = T2
ao ao
prevede bod (ag : @y : az) na (1:0: ay) a zfejmé ma Res(F’, (', x}) ztransformovanych
polynomu v (1 : 0) koten stejného stupné jako puvodni resultant v (aq : ay). Jako dalsi
se nabizi transformace

! ! !
Lo = Tgy, T4 = X1, Ty = T2 — 22

10P¥ipomenme, ze to znamend, ze véechny derivace definujictho polynomu az do stupné » — 1 véetné
jsou nulové.
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po které by a = (1 : 0 : 0), musime ale zjistit co se pri této transformaci stane s
resultantem (nyni ménime proménnou x5, vzhledem ke které se resultant pocita).
Zavedme do uvazované transformace volny parametr A € C misto as, tj.

Ty = To, T] = Ty, TH = T2 — AT
a oznacme Res(F\, G\, x}) € C[A] resultant transformovanych polynomai, tj.
Fiwy ) = Py o 2+ A0))
a podobné pro . Pro A = 0 dostavame ptuvodni Res(F, G, x3) # 0, je tedy
Res(Fy, Gy, 2h) = co(2'0,2}) + e (2/0, )N + -+ - 4 en (20, )NV

pro jisté N > 0. Staci nam ukazat, ze ¢, = --- = ey = 0, pak dokonce resultant
polynomu F\, Gy na hodnoté A vubec nezavisi.

Piepdokladejme tedy, Ze ey # 0, N > 1. Jisté pak existuji by, b; € C takové, Ze
co(bo, b1) # 0acn(bo, by) # 0. Existuje ale také Ay € C takové, ze Res(F\,(bo, b1), Gy (bo, b1), 25)
polynomu v proménné x4 je nulovy. Tzn., Ze polynomy F\,(bo, b1, x}), Gy, (bo, b1, %) €
ClzY] maji spoleény koten by. Pak ovSem polynomy F)\, a (i), maji spoleény koten
(bo, b1, b2) a proto puvodni polynomy F' a G maji spoleény koten (bg, by, by + Aobg). To
je ve sporu s predpokladem Res(F, G, x2)(bo, b1) = co(bo, by) # 0. Proto je ey = 0 pro
vsechny N > 1.

Zbyva studovat nasobnost kotene (1 : 0 : 0) pro Res(F, G, x2), muZeme to provést
v afinni roviné xg = 1. Uvazujme tedy polynomy f, ¢ vzniklé dehomogenizaci F', G,
které maji v (0,0) parcialni derivace az do fadu r — 1, resp. s — 1, nulové. Tj.

f(l',y) = f0$r+f1l‘r_1 +o oy e+ fy”
g(,y) = gor° + g1a* ™+ gy’ + o+ gay”
kde f; a g; jsou polynomy v proménné x. Nyni

fm fm—l fr fll’r_l fol'r
0  fm v frgr ... fox™ % framt o foa”

Res . _ .

S

I e e .. Gox
Vynasobime radky mocninami x tak, abychom pak mohli vytykat ze sloupct: U radku
s f postupné vynéasobime (n — j)-ty mocninou z*77, j = 0,...,5 — 1, u g postupné
(m — j)-ty mocninou =" 7. Pak v (m +n + 1 — 7)-tém sloupci méame spoleény faktor
2= to proi = +,...,7 + 5. Celkem tedy mame

eZie HE Res(f,9,y) = a2im U h(a)

kde & je jisty polynom. Odtud plyne, Ze resultant bude délitelny mocninou = s expo-
nentem

S+ s+ D) = (54 s = (1 1)) = rs

cimz je dukaz ukoncem. O
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7.8 Dusledek. Necht F' a (G jsou redukované rovnice krivek Ki a K,. Je-li bod
a = (ap: ay: ay) € K1 N Ky r-nasobny bod K; a s-nasobny bod K, pak (ag : a1) je
rs-nasobny bod resultantu Res(F, G, xs).

7.9 Véta. Necht K, a K, jsou krivky v Po(C) stupiiti m a n, bez spolecné komponenty.
Jsou-li aV, ... a® viechny priseciky kfivek K, a K, pricemz kazdy a9 je r;-nasobny
bod K. a s;-nasobny bod K,, pak Zle r;5; < mn.

Diikaz: Zvolime opét zouradnice tak, aby redukované rovnice mély tvar jako v 7.6 a
aby Zadné primky prochéazejici dvéma pruseciky neobsahovaly bod (0 : 0 : 1). Pak
(aéz) : a(ll)) jsou ruzné kofeny Res(F, (G, x3). Pitom je Res(F, G, x2) polynom stupné

mn a kazdy z pruseciku dava koren stupné alespon r;s;. O
7.10 Dusledek.

o Nerozlozitelna krivka stupné m > 2 ma singularni bod nejvyse stupné m — 1.

e Ma-li nerozlozitelna kiivka (m — 1)-ndsobny bod, pak jiz nemé Zadné dalsi sin-
gularni body.

Dikaz: Necht je K nerozlozitelna kiivka stupné m > 2, a« € K necht ma nasobnost £.
Pak pro b # a, b € K spliuje pfimka L zadana body a, brovnost k-1+1-1 = k+1 < m-1,
tj. k < m —1. Pokud je pfitom a m-nasobny bod, pak b uz nemtze mit nasobnost vétsi
nez 1. g

7.11 Poznamka (BEzouTova VETA). Tvrzeni véty 7.9 lze podstatné rozsitit. Ve
skute¢nosti totiz nastava v nerovnosti > ;r;s; < mn vzdy rovnost, pokud se krivky
protinaji ,dostatecné regularné”, napr. kdyz se protinaji v regularnich bodech, ve kte-
rych maji riizné tecny. Obecné musime zapocitat nasobné protinani kfivek zpusobené
»stykem vyssiho stupné®, viz. napriklad dotyk tecny ke kiivce. Budeme-li potom poci-
tat kazdy bod s koeficientem danym touto nasobnosti, ziskame skutecné rovnost. Pro
¢isté algebraickou definici fadu dotyku kfivek nemame vybudovany dostatecény apardt!!
a vyuziti prosttedki diferencialni geometrie se chei vyhnout. Tento vysledek je znamy
pod jménem Bezoutova véta a fika ze pocet pruseciku dvou nerozlozZitelnych krivek bez
spole¢né komponenty, véetné nasobnosti, je roven soucinu jejich stupnu. Vsimnéme si,
ze specialnim pripadem, kdy je jedna z kfivek stupné 1, je véta 7.4.

7.12 Linearni systémy ktivek. Vsechny kiivky K stupné m v Py(C) jsou dany
homogennimi polynomy tvaru
F(x) = Z caﬁwxgl’?w;
atf+ga=m

kde pocet koeficientu ¢,5, je roven

io(m—i—l—l) =(m4+1((m+1)— %m) = %(m—l—l)(m—l—Z).

11V¥hodné je pouiivat parametrizace k¥ivek pomoci podilového télesa formalnich mocninnych Fad,
pak jde o shodné koeficienty az do urcitého stupné vcetné.
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Polynomy lisici se o nasobek skalarem ovsem zadavaji stejnou ktivku, tj. krivky stupné
m jsou parametrizovany'? body Py, (C), kde

N,, = %(m—l—l)(m—l—Z)—l: %m(m—l—i’)).

Zvolime-li body a9, i = 1,..., N,,, a pozadujeme F(aD) = 0 (tj. zvolené body maji
leZet na uvaZované kiivce), dostavame N, linearnich rovnic na koeficienty ¢, .. Jsou-li
tyto rovnice nezavislé, pak je body a? jednoznaéné uréena kiivka K. Napf. pro m = 2
je Ny = 5 a je znamo, ze kfivky zadané homogennimi polynomy druhého stupné jsou
dany péti svymi body v obecné poloze, tj. zadné ¢tyti z nich nelezi na primce.

Mnozina N,, bodu kiivky K zadané polynomem stupné m se nazyva obecnd mno-
Zina bodu krivky K, je-li K jedina takova krivka,ktera jimi prochazi.

Kazdy projektivni podprostor v Py, (C) zadéava linedrni systém kiivek. Napt. po-

zadavek ¢ € K pro pevné zvolené a € C, zadava krivky parametrizované nadplochou
N [EDNm((C)
7.13 Priklad. Obecné bohuZel neplati, Ze k zvolenymi body prochazi (N,, — k)-
rozmérny systém krivek. Napt. pro m = 2, je N, = 5 a pokud 3 ze zvolenych 4
bodu jsou v pfimce L, pak kazda kuZelosecka jimi prochéazejici obsahuje celou pfimku
L (viz. véta 7.9). Pokud je ¢tvrty zvoleny bod také na L, nezadava pak nezavislou
podminku. Proto vysledny systém neni l-rozmérny, ale je to dvourozmérny systém
vsech rozlozitelnych kuZelosecek obsahujicich danou primku L.

Zvolme jesté m = 3, tj. Ny, = 9. Lze snadno najit dvé kubiky Ky = V(F) a
Ky = V(G), které se protinaji v deviti bodech (napf. kazda z nich muaze byt sjednoceni
3 pfimek). Pak jednorozmérny systém kiivek V(A F + A7) prochézi témito deviti
body. Pfitom je N,, —9 = 0.

7.14 Definice. Linearni systémy dimenze jedna se nazyvaji svazky, systémy dimenze
jsou sit€ a trojrozmérné jsou tkdané. U vyssich dimenzi také hovofime o vicerozmérnych
sitich.

Svazky maji dilezitou vlastnost: pruseciky dvou nezavislych kfivek ve svazku pro-
chéazi 1 vSechny ostatni kfivky tohoto svazku. Jednoduchou aplikaci této skutecnosti
ukazuje nasledujici véta.

7.15 Véta. Jestlize se dvé kfivky stupné m protinaji v m* bodech a jestlize je prdvé
mn z nich na nerozlozitelné krivce stupné n, pak zbylych m(m —n) bodii lezi na krivce
stupné nejvyse m — n.

Diikaz: Necht K, Ky jsou dvé takové krivky zadané polynomy F', G. Necht K3 = V(H)
je nerozloZitelnd kiivka stupné n obsahujici prévé mn z m? priseciki. Vhodnou volbou
prametri A1, Az 1ze najit kiivku ve svazku V(A F' 4+ A\ (), ktera prochézi libovolnym
predem danym bodem. Zvolme takovy bod na K3, ale mimo Ky U K,. Potom K3 a
V(A F 4 X)) maji nejméné nm + 1 spolecnych boda, proto maji spole¢nou kompo-
nentu. Touto komponentou ovéem musi byt cela K5, nebot je podle predpokladu neroz-
loZiteln&. Odtud plyne Ay F'+ X\ = HH' a V(H H') prochézi viemi m? priise¢iky K a

ZNyni poéitame komponenty k¥ivek véetné nasobnosti, napf. dvojnasobna pifmka je kuzeloseckou
a zadame ji polynomem druhého stupné.
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K. Zejména je stupen H' roven m—n a V(H') musi obsahovat viechny zbylé pruseciky.

4

7.16 Dusledek (PASCALOVA VETA). Dvojice protéjsich stran Sestitihelniku vepsané-
ho regularni kuzelosecce se protinaji ve trech kolinearnich bodech.

Diikaz: Oznacme strany sestitthelnika Ly, ..., Lg. Pak kubiky tvorené sjednocenim L U
LsU Lsa LyU Ly U Lg se protinaji v Sesti vrcholech sestithelniku a tfech pruseéicich
protilehlych stran, tj. v 3% = 9 bodech. NerozloZitelna kuZelosecka prochdzi pravé Sesti
z nich, musi proto existovat kfivka stupné 1, na které jsou zbyvajici 3. g

7.17 Poznamka. Jestlize se dvé kubiky V(F'), V(G) protinaji v pravé 9 bodech, pak
piima diskuse vyuZivajici toho, Ze vSechny kubiky ve svazku V(A F + A2 (G) prochazeji
témito deviti pruseciky, ukazuje, ze kazda kubika, kterd prochéazi osmi z nich prochazi
i poslednim. Pouzitim tohoto vysledku muzeme v predchozi vété rozsitit tvrzeni pro
pfipad m = 3, n = 2 1 na rozlozitelné kuzelosecky. Pascalova véta plati tedy i pro
singularni kuzelosecky, tj. dvojici primek. Toto tvrzeni je znamo pod nazvem Pappova
véta.

Ve zbytku kapitoly se budeme podrobnéji zabyvat tecnami ke krivkam.
7.18 Definice. Necht K = V(F)a a € K je regularni bod. Déle necht L je tena K v

bodé a s nasobnosti protinani n(a, K, L) > 3. Pak L nazyvame inflexni tecnou kiivky
K, bod a inflexnim bodem kiivky K a ¢islo (n(a, K, L) — 2) ndsobnosti inflexe v bodé
a.

Viimnéme si, ze kazdy bod primkové komponenty kiivky K je inflexni (s nekonecnou
nasobnosti inflexe).

7.19 Definice. Pro kiivku K stupné m > 3 s redukovanou rovnici F' = 0 definujeme
jejl hessian jako krivku Hg zadanou hessianem polynomu £, tj.

O*F )
6:1;20% ’

H]{ == V(det(

7.20 Véta. Necht K je krivka stupné m > 3 bez primkovych komponent s redukova-
nou rovnici F'. Pak inflexni body krivky K jsou vsechny regularni body K lezici na na
prianiku K N Hy.

Diikaz: Necht a = (ap : a1 : az) € K je regularni bod a b € Py(C) je libovolny.

Rozvineme kompozici F' s parametrizaci pfimky prochazejici a, b.

oF 1 0*F
F(sa+tb) = F(a)s™ + Z £ (a)bism_lt + 5 Z Do e (a)bibjsm_ztz + ...
7 g 7 j

]

Oznac¢me L a @) primku a kuzelosecku zadané rovnicemi

oFr I F
Z axZ (Cl)l'z = 07 Summm(a)l‘il'j =0.

7
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Je ziejmé, Ze L je teénou v bodé a, a nasobnost n(a, L, K) > 2 pravé, kdyz L C Q.
Kuzelosecka () ma ovsem primkovou komponentu pravé, kdyz je singularni, tj. kdyz
hessian F' je v a nulovy.

Naopak, necht a je regularni bod kiivky K, a« € K N Hi. Vzdy plati

0*F
ZZJ: Fui01; (a)aza; = m(m —1)F(a)

proto a € (). Dale
Z OF (a)azz; = (m —1) Z (a)x;

( Ja;x; kvadriky @ skuteéné te¢nou kiivky K.
0

je tedy primkova komponenta >, ; 8 8

7.21 Dusledek. Krivkastupném > 3 bez singularnich bodi a primkovych komponent
ma alespon jeden inflexni bod a nejvyse 3m(m — 2) inflexnich bodii.
Diikaz: Dvé kiivky v Py(C) maji jisté alespon jeden spoleény bod. (Plyne z toho, Ze
resultant jejich polynomu ma jisté kofen, nebo je identicky nulovy.)

Hessian Hix = V(det(al, oe;

stupné alespon 1 a nejvyse 3(m — 2). Proto bud maji K a Hx spoletnou komponentu,

)) je dan polynomem stupné 3(m —2), je to proto kiivka

nebo maji nejvyse 3m(m — 2) spoleénych bodu. ProtoZe predpokladame, Ze K nema
ani singularni body ani primkové komponenty, jsou vsechny tyto spolecné body inflexni
body K, podle predchozi véty.

Pokud by ale existovala spole¢na komponenta K’ v K N Hy, pak by teény ve
vsech bodech K’ mély dotyk radu vétsiho nez jedna. Parametrizujme hladce K’ v okoli
néjakého takového bodu v afinni roviné funkcemi (2f g(t)). Dotyk alespon druhého
stupné pak znamena, ze druhé derivace (%f(t), dtg(t)) zmizi identicky na oteviené
mnoziné. To ale znamena, Ze parametrizujeme piimku. K tomuto zavéru dojdeme v
okoli kteréhokoliv bodu K, je to tedy primkovéa komponenta, coZ neni mozné. Proto

K a Hy nemohou mit spolecnou komponentu. O
7.22 Dusledek. Necht K nema primkové komponenty. Pak v K N Hy jsou prave
vsechny singularni body a inflexni body krivky K.

Dikaz: 7Zbyva jenom dokazat, ze kazdy singularni bod je bodem hessianu krivky K.
Pro body nasobnosti vétsi nez 3 je primo matice druhych derivaci identicky nulova.
Zbyvaji tedy dvojnasobné body. Pro ty plati

O*F OF
%: axlax] (Cl)aﬂ?j = (m — 1) Z; axi(a)xi =0

proto V(

singularni, neboli det( 8281;) = 0. 4
T{0%

821;) obsahuje pfimkovou komponentu, je tedy prislusna kvadraticka forma
J
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L
Tofs
s

Obr. 18: Descartuv list v afinni roviné z = 1 a jeho chovani v okoli inflexni tecny
(zobrazeno v afinni roviné y = 1).

7.23 Piiklad. Kfivee K = V(2° + y* — 3axyz) C Py(R), a # 0, se iikd Descartiv
list. Jeji vyobrazeni (v afinni roviné z = 1) je na obrazku 18. Snadno se spocte, ze
jediny singularni bod je (0 : 0 : 1), jediny realny nevlastni bod je (=1 : 1 : 0) (dalsi
dva komlexné zdruZené nas ted nezajimaji) a te¢na v nevlastnim bodé ma rovnici
x4+ 1y +az=0. Hessidn Ky je zadén rovnici 2° + 4° + axyz a spoleéné body Ky N K
jsou dva redlné (0:0:1), (—1:1:0) (a dalsi dva komplexné zdruzené). Jedina realna
inflexni tecna je tedy asymptota y = —x — a.

7.24 Asociované symetrické formy. Necht F' € K[z, ..., z,] je homogenni poly-
nom stupné k. Pisme na chvili multiindexy velikosti k& jako posloupnosti k& celych ¢isel
(41,...,1%), 0 < ¢; < m. Polynom F pak muZeme vyjadfit

Flzo,...,2,) = Z Ciy i iy« - Ty

Osil,...,ikgn

kde koeficienty ¢;, .. ;, jsou symetrické ve vSech indexech ¢;. Pro kazdy polynom existuje
pravé jedna volba takovych symetrickych koeficienti. Stejné koeficienty nam definuji
k-line4rni zobrazeni F': K x - -+ x K vztahem?!?

pro viechny vektory = € K**'. Rikdme mu poldrni forma homogenniho polynomu F.

I3k linedrnost znamena, ze vdechna zobrazeni vznikld z daného dosazenim pevnych soufadnic za
nékterych k — 1 argumentu jsou linearni.
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7.25 Definice. Necht K je kiivka v Py(C) stupné m > 2 s redukovanou rovnici £ = 0.
Pro libovolny bod a € C* definujeme polynomy FI1 € Clzg, x1, 2]

Ziejmé je vzdy FU! bud nulovy polynom, nebo homogenni polynom stupné m — j.
Hodnoty polynomt FU sice zaviseji na vybéru homogennich soufadnic bodi a,z €
Py(C), je oviem FUl(Bz) = of 37~ Fli(z). Proto jsou dobfe definovany kiivky

KUl — V(F[J'])

pro vsechny body a € Py(C), pro které jsou prislusné polynomy nenulové. Tyto kiivky
nazyvame j-té poldry bodu a vzhledem ke kitivee K.

Ve formulaci dal$i véty budeme jako argumenty a polynomit FUl uvadét pifmo
body projektivniho prostoru. Je tedy treba i tyto polynomy chapat ,aZz na nasobek
skalarem®. Pfesné znaceni by vedlo k neprehlednosti.

7.26 Véta. Necht je K kiivka v Py(C) stupné m s redukovanou rovnici F' = 0.

1. Je-lia € K r-nasobny bod kiivky, pak plati FI"=1 = ... = Flm=r+11 — ( 4 poldra
K™=l jiz existuje.
2. Plati-li FIm=1 = ... = ple=r+il — o plm=r1 oL 0, pro né&jaky bod a, pak je a

r-nasobny bod krivky K.

3. Je-li a € K reguldrni bod ktivky, je K™=\ primka, kterd je tecnou krivky K v
bodé a.

4. Pro libovolné dva body a,b € Py(C) je a € K;Ej] pravé, kdyz b € K=,

5. Necht a € Py(C) a necht polara KU+l existuje. Pak s-td polira bodu a vzhledek
k r-té polare bodu a (vzhledem ke K ) je (r 4 s)-ta poldra bodu a vzhledem ke
K.
6. Kazdy s-nasobny bod krivky K je bodem polar K{Er], pro vsechnyr < s a libovolny
bod b.
Diikaz: (1), (2): Piimka prochézejici body a,x € Py(C) ma parametricky tvar u =
Aa + pz. Hodnota polynomu ve vektoru u je

A

F(u):F(u,...,u):F()\a—l—/m,...,)\a—l—/m)
= )\mF(a)—I—m)\m_lﬂﬁ(a,...,a,x)—l—---—I—,umF(:L')
Je-li @ € K r-nasobny, pak (A: p) = (1:0) je r-nasobny koten F'(Aa + px) pro kazdé
r # a, tzn. ) )
F(a)=Fl(a,...,a,2)= Fla,...;a,z,...,2) =0

r—1
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a dal$l uz musi byt nenulové. To dokazuje (1). Naopak, z platnosti téchto rovnosti
vyplyva, Ze a je skuteéné r-nasobny bod kiivky. Tim jsme ovérili i (2).

(3): Je-li bod a € K regularni, pak nase vyjadreni hodnoty F'(u) ukazuje, Ze polara
Km=1 jisté existuje, a volba z € K™~ nam d4 p¥fmku s nasobnym prinikem, tj.
tecnu.

(4): Je a € K{Ej] pravé, kdyz F(b, ...ybya,...,a) = 0. Protoze je F' symetrické ve
j m—j
svych argumentech, je tvrzeni zrejmé.
(5): r-ta polara bodu a vzhledem ke K je dana polynomem

G(x):F(a,...,a,x,...,x)

r

a s-ta polara vzhledem k ni je tedy zadana polynomem

G(a,...,a,x,...,x):F(a,...,ax,...,x).
——’ ——’
s r+s

(6): Jiz jsme ukazali, Ze pro s-nasobny bod existuje polara KI™=5. Pak tedy j-ta

poléara vzhledem ke K je pravé KIm=sl Podle (1), (2) je oviem bod a s-nésobny
prave, kdyz

gn—s—ﬂ

pro libovolné b € Py(C) a j = 1,...,s5— 1. Tzn. skuteéné a € K{Ej] proj=1,....s—1.

4

7.27 Poznamka. Pro kaZzdy bod a = (ag, a1, az) oznaéme D, ,diferencialni operator®
GO% + a1% + GQ% na polynomech. Bodem (ag : a1 : ay) € Po(C) je D, samoziejmé
urceno az na nasobek. Pro homogenni polynom F' € Klxg, 1, x2] stupné m plati (viz.

Eulerova véta)
or .
> 8xi(a)ai =mkF(a,z,..., ).

7

Proto, pokud existuje polara K1l bodu a vzhledem k varieté V(F), je rovna V(D,F).
Iteraci tohoto postupu dostavame K[ = V((D,) F), pokud tato polara existuje. Jsou
tedy rovnice polary dany iterovanym derivovanim polynomu F' ve sméru vektoru a.

7.28 Piiklad. Budeme zkoumat tzv. Dioclesovu cissoidu K = V(z(y* + 2?) — 2ay?z).
Je to opét nerozlozitelna krivka, jejiz afinni ¢ast v roviné z = 1 ma jediny realny
nevlastni bod (0 : 1 : 0) (a dva imaginarni komplexné sdruZené) a jediny singularni
bod (0:0:1). Jedinym inflexnim bodem je nevlastni bod (0 : 1 : 0) kiivky a inflexni
teCna je asymptota x = 2a. Afinni ¢ast kfivky vidime na levém obrazku 19.

Spoctéme tecnu ve sméru (1 : 1 :0). Za tim acelem najdeme polaru K([}]:Lo) a jeji
prunik s K bude obsahovat pravé singularni bod (0: 0: 1) a bod @ € K dotyku hledané
te¢ny. Pak spocteme K2, coz je piimo hledana tecna. Vysledné kiivky jsou zobrazeny
na pravém obrazku 19.
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Obr. 19: Dioclesova cissoida a jeji tecna ve sméru (1 :1 :0).

8 Dodatek

V této casti jsou vytistény zapisniky programového systému MAPLE V., které vznikly
béhem vyuky pri ukazkach ilustrac¢nich prikladi. Vsechny zapisniky jsou k nalezeni na
siti ve stejném adresari jako tyto texty. Vérim, ze si posluchaci po ivodnim seznameni
MAPLE V oblibi a oceni moznost interaktivni prace se systémem a experimentovani
na jejich zaklade.

8.1 Neékolik obrazku krivek (ag0.ms)

> with(plots);

[animate, anitmate3d, con formal, contourplot, cylinderplot, densityplot,
display, dvsplay3d, fieldplot, freldplot3d, gradplot, gradplot3d,
implicetplot, implicitplot3d, loglogplot, logplot, matrizplot.
odeplot, porntplot, polarplot, polygonplot, polygonplot3d,
polyhedraplot, replot, setoptions, setoptions3d, spacecurve,
sparsematrizplot, sphereplot, sur fdata, textplot, textplot3d,
tubeplot]

> implicitplot(x~3-y~2, x=-0.5..2, y=-2..2,grid=[50,50]);
> implicitplot(x~3+x~2-y~2, x=-1.5..2, y=-2..2,grid=[50,50]);

> implicitplot(2*x~4-3*x"2xy+y 2-2*xy 3+y~4, x=-2.5..2.5, y=-1..3,
> grid=[100,100]);

> implicitplot(x~2-y~2,x=-3..3, y=-3..3,grid=[50,50]);

8.2 Komplexni kruznice, singularni body, teény (agl.ms)

> ph3:=(x1*y2-x2*y1)/(sqrt(x1~2+x272));
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xly2 — a2yl

h3 =
P Val? 4+ 222

> -x2%ph3/(sqrt(x172+x272));
22 (xly2 —a2yl)
x1? + x2?

> simplify(subs(x2=-x1*y1/y2, "));
yl

> x1*ph3/(sqrt(x172+x272));
zl(xly2 —a2yl)
x1? + x2?

> simplify(subs(x2=-x1*y1/y2, "));
Y2

> ps3:=-v*w/sqrt(u"2+v"2) ;ps4:=u*w/sqrt(u"2+v72);

vw
$3 1= — ——
p /u2—|—v2
4 uw
s 1= ——
p ‘/u2—|—v2
> (u*psd-vxps3)/sqrt(u™2+v=2);
u? w n viw
Vu? + 02 Vu? 4 o2
Vu? 4+ v?
> simplify(subs(x2=-x1*y1/y2, "));
w

> with(plots);

[animate, anitmate3d, con formal, contourplot, cylinderplot, densityplot,
display, dvsplay3d, fieldplot, freldplot3d, gradplot, gradplot3d,
implicetplot, implicitplot3d, loglogplot, logplot, matrizplot.
odeplot, porntplot, polarplot, polygonplot, polygonplot3d,
polyhedraplot, replot, setoptions, setoptions3d, spacecurve,
sparsematrizplot, sphereplot, sur fdata, textplot, textplot3d,
tubeplot]

> implicitplot(x~2+x"3-y~2, x=-1..1, y=-1..1, grid=[40,40]);
> f:=x"2+x"3-y"2;diff(£f,x); diff(f,y);
fri=a? 2% —y?
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22+ 322

solve({diff(£f,x)=0,diff(£f,y)=0,f=0},{x,y});
{y=0,2=0}

solve(subs(x=0,y=0,diff (£,x$2)*v"2 +diff(£f,x,y)*v*w +diff(f,y$2)*w"2=0),
{v,w});

{v=ww=w}{v=—-w,w=w}
implicitplot({x~2+x~3-y~2, x+y, x-y}, x=-1..1, y=-1..1, grid=[40,40]);

Krivky v prostoru, teény a teé¢né kuzely (ag2.ms)

with(plots):

plot([t~2,t73,t=-1..1]1);

f:=2%x"4 - 3*x"2%y+y 2-2%y~3+y~4;
fi=2a" =32y +y* =2y + ¢!

solve({diff (f,x)=0, diff(f,y)=0, £=0},{x,y});
{z=0y=0}{z=0,y=1}

r:=diff(f,x,x)*u*u + diff(f,x,y)*u*v + diff(Lf,y,y)*v+*v;
ro= (242" —6y)u’ —6ruv+(2—12y +12y% ) v

rl:=subs(x=0,y=0,r);
rl = 2v?

r2:=subs(x=0,y=1,r);
r2 = —6u® + 2v?

implicitplot({2*x74 - 3*x~2*y+y 2-2*%y~3+y~4,y-sqrt(3)*x-1,y+sqrt(3)*x-1},
x=-2..2, y=0..3, grid=[80,80]);
g:=X"6-x" 3%y 2-x"5;

6

g =% —2?y? —2°

solve({diff(g,x)=0,diff(g,y)=0,g=0},{x,y});
{y=y,2=0}
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>

>

implicitplot(g, x=-2..2, y=-2..2, grid=[80,80]);
solve(u~3*v"2+10%u~5=0, {u,v});

1 1
{v:v,u:()},{v:v,u:E]v\/l()},{v:v,u:—ﬁlv\/ﬁ}

V tomto pripade byly vsechny ostatni derivace nizsich radu v (0,0) nulove, ostatni deri-
vace pateho radu jsou nulove take. Vychazi trojnasobna tecna x=0 a dve jednoduche
imaginarni tecny.

8.4

8.5

>

vV vV V VV

\

\

vV VvV V Vv

plot3d([t*(u"2-t"2) ,u,u"2-t"2], u=-2..2,t=-2..2);

plot3d({[1.5*t,u+1.5,t],[-1.5%t,u+1.5,t], [t*(u"2-t"2),u,u"2-t"2]},
u=-2..2,t=-2..2);

plot3d({[0.5*t,u+0.5,t],[-0.5%t,u+0.5,t], [t*(u"2-t"2) ,u,u"2-t"2]},
u=-2..2,t=-2..2);

spacecurve([t,t"2,t"3], t=-1.5..1.5);
plot3d({[x,x"2,ul, [x,u,x" 3]}, x=-1..1,u=-1..1);

Deformace singularit kiivek (ag3.ms)

f:=x"3 - y°2;
f=a—y

with(plots):
implicitplot(f,x=0..1, y=-1..1, grid=[40,40]);
plot3d(f, x=-1..1, y=-1..1);
g:=x"3 + delta*x™2 - y~2;
g =2 +6x? — 9

obr:=seq(implicitplot(g, x=-1..1.5, y=-1..1,
grid=[40,40]), delta=[-1,-0.65,-0.35,0,0.35,0.65,1]):

display([obr], insequence=false);
h:=x"3+x"2-y"2 - epsilon;
h=a+z*—y*—¢

obr:=seq(implicitplot(h, x=-1..1.5, y=-1..1, grid=[40,40]),
epsilon=[—1,—0.65,—0.35,0,0.03,0.06,0.1,3.9/27,0.2]);

display([obr], insequence=false);

Priklady ploch v R? (ag4.ms)

with(plots):
implicitplot3d(x~2+y~2-z, x=-1..1, y=-1..1, z=-2..2);

implicitplot3d(x~2+y~2-z"2, x=-0.1..0.1, y=-0.1..0.1, z=-0.1..0.1,
grid=[15,15,15]);

implicitplot3d(x~2+y~2-z"2+z"3, x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5,
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z=-2..2, grid=[20,20,20]);
implicitplot3d(x*y+z~3, x=-1..1, y=-1..1, z=-1..1, grid=[20,20,20]);

implicitplot3d(x*y+z~3, x=-10..10, y=-10..10, z=-5..5,
grid=[20,20,20]) ;

implicitplot3d(x~2-y~2*z, x=-8..8, y=-2..2, z=-2..2, grid=[20,20,20]);

implicitplot3d(x~2+y~2-z"3, x=-1..1, y=-1..1, z=0..1.3,
grid=[20,20,20]) ;

implicitplot3d(x~2-y 2#z"2+z"3, x=-1..1, y=-1..1, z=-1..2,
grid=[20,20,20]) ;

Tecné prostory a kuzely ploch a kifivek (ag5.ms)

with(plots):

implicitplot3d(x~2-y~2#z"2+z"3, x=-1..1, y=-1..1, z=-1..1,
grid=[20,20,20]) ;

plot3d([t*(u"2-t"2), u, u™2-t"2], u=-1..1, t=-1..1);
k1:=spacecurve([t,t"2,t73], t=-1.5..1.5):
k2:=plot3d([1+s,142*s,1+r], s=-0.5..0.5, r=-0.5..0.5):
k3:=plot3d([1+s, 1+r, 1+43*s], s=-0.5..0.5, r=-0.5..0.5):
display({k1,k2,k3});

plot3d([u*v,v, u™2], u=-1.2..1.2, v=-1.2..1.2);

Afinni variety (ag6.ms)

fi=x"2-y72-1;
fi=at—y*—1
diff(f,x);
2z
diff(£f,y);
with(plots):
implicitplot(f,x=-3..3,y=-3..3);
pl:=":
p2:=implicitplot(x+y-1,x=-3..3,y=-3..3):
display({p1,p2});
{x,x,y};
{z.y}
[x,y,x];

[2,y,2]
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\

f:i=y72-x73+43;
> fx:=diff(f,x);
> fy:=diff(f,y);

> solve({f=0,fx=0,fy=0},{x,y});
> pl:=implicitplot(f,x=1.5..2.5,y=2..3):
> 7subs

> subs(x=2,y=sqrt(5),f);

> t:=subs(x=2,y=sqrt(5) ,fx)*(x-2)+subs(x=2,y=sqrt(5) ,fy)*(y-sqrt(5));

t::—12x+24+2\/5(y—\/5)

> p2:=implicitplot(t,x=1.5..2.5,y=2..3):

> display({p1,p2});

> £1:=y72-x"3+6*x"2-9%x;
fli=y*—2°+62>—9x

> fx:=diff(f1,x);
fr:=—-32*4+122 -9

> fy:=diff(f1,y);

> solve({f1=0,fx=0,fy=0},{x,y});
{z=3,y=0}

> pl:=implicitplot(£f1,x=0..6,y=-3..3):
> display(pl);
> subs(x=1,y=2,f1);

\

t:=subs(x=1,y=2,fx)*(x-1)+subs(x=1,y=2,fy)*(y-2);
t:=4y—38
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> p2:=implicitplot(t,x=0..6,y=-3..3):
> display({p1,p2});

> fxx:=diff(f1,x,x);
frae:=—6x 412

> fxy:=diff(f1,x,y);
fry:=0

> fyy:=diff(f1,y,y); ;
yy =2

> tk:=subs(x=3,y=0,fxx)*(x-3) "2+subs (x=3,y=0,fxy) * (x-3) *y+
> subs(x=3,y=0,fyy)*y"2;

tk = —6(:1;—3)2—|—2y2

> p3:=implicitplot(tk,x=0..6,y=-3..3):
> display({p1,p3});

Projektivni rozsiteni rovinnych krivek (ag7.ms)

> homog:= proc(poly,stupen)
> expand(z~stupen*subs(x=x/z,y=y/z, poly)) end;

homog :=
proc(poly,stupen)

expand(z~stupen*subs(x = x/z,y = y/z,poly))
end

> g:=homog(y-x"2,2);

g:=zy—x?

> dehomog := proc(poly,prom) subs{(prom=1,poly) end;
dehomog :=

proc(poly,prom) subs(prom = 1,poly) end

> dehomog(g, 2);

> homog(x~2*y-y~3, 3);
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> hom := proc(poly, stupen, n)
> expand(subs(seq(x.i=x.i/x0, i=1..n),poly)*x0"stupen) end;

Warning, ‘i‘ is implicitly declared local

hom :=

proc(poly,stupen,n)
local i;
expand (
subs(seq(x.i = x.1/x0,1 = 1 .. n),poly)
*x0"stupen)
end

hom(x3-x1"3, 3, 3);

\

20% 23 — z21°

> dehomog(", x3);
0% — z1°

> fi=y-x"3+x;

fi=y — 22+

> g:=homog(f,3);
g:zzzy—xS—l—ZQaj

> solve({g, diff(g,x), diff(g,y), diff(g,z)}, {x,y,z});
{e=0,2=0,y=y}

> h:=dehomog(g,y);
hi=22 -2+ 22

> solve({g, diff(g,x), diff(g,z)}, {x,z});
{z=0,2=0}

> with(plots):

> implicitplot(h, x=-5..5, z=-5..5, grid=[50,50]);

> f1:=y-x"3; gl:=homog(£f1,3); hi:=dehomog(gl,y);
fli=y—2a°

gl := 22y — 3

hl:= 2% — 23
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> implicitplot(hl, x=0..4, z=-4..4, grid=[50,50]);
> £2:=y-x"4; g2:=homog(£f2,4); h2:=dehomog(g2,y);
f2:=y—z*

g2 =2y — 2!

h2 =23 — gt

> implicitplot(h2, x=-2..2, z=0..4, grid=[50,50]);
> fi=y72-x"3+6%x72-9%x;
fi=y*—a2>+62> -9

> implicitplot(f, x=0..4, y=-3..3, grid=[30,30]);
> solve({f, diff(f,x), diff(f,y)},{x,y});
{y=0,2=3}

> D2:=subs(x=3,y=0,diff(f,x,x)*u"2 + 2*xdiff(f,x,y)*u*v +
> diff(£f,y,y)*v™2);

D2 := —6u®+20°

> solve(", {u,v});

{uzzun):”Mgu},{u::UJ):——vgu}

> g:=homog(f,3);
gi=zy* — 2>+ 622> -92%x

> h:=dehomog(g,y);
hi=z—a2°4+6z22—92%x

> solve({h,diff(h,x), diff(h,z)}, {x,z});
> implicitplot(h, x=-3..3, 2z=-3..3, grid=[50,50]);
> diff(h,x); diff(h,z);

32?4+ 1222 —922

1+62?—18zz

> f:=x"6 -x*y +y~6;
fr=a—ay+y°

> sing := proc(poly) solve({poly, diff(poly,x), diff(poly,y)},
{x,y}) end;

\

sing :=
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proc(poly)
solve(
{poly,diff(poly,x),diff (poly,y)},{x,y})
end

> sing(f);

> implicitplot(f, x=-1..1, y=-1..1, grid=[50,50]);
> dehomog (homog(£,6),y);
28—+

> implicitplot(", x=-2..2, z=-2..2, grid=[30,30]);
> f:=x"3-z*x*y +y~3;

f:= x> —zxy +—y3

> sing3 := proc(poly) solve({poly, diff(poly,x), diff(poly,y),
diff(poly, z)}, {x,y,z}) end;

\

sing3 :=

proc(poly)
solve({
poly,diff(poly,x),diff(poly,y),diff(poly,z)
+.{z,x,yH)

end

> sing3(f);

> h:=dehomog(f, z);
h=a2"—zy+y°

> implicitplot(h, x=-1..1, y=-1..1, grid=[50,50]);
> implicitplot3d(f, x=-1..1, y=-1..1, 2z=0..1, grid=[25,25,25]);

8.9 Projektivni rozsifeni prostorovych kiivek (ag8.ms)

> homog:= proc(poly,stupen)
> expand(z~stupen*subs(x=x/z,y=y/z, poly)) end;

homog :=
proc(poly,stupen)

expand(z~stupen*subs(x = x/z,y = y/z,poly))
end
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> dehomog := proc(poly,prom) subs{(prom=1,poly) end;
dehomog :=

proc(poly,prom) subs(prom = 1,poly) end

> hom := proc(poly, stupen, n)
> expand(subs(seq(x.i=x.i/x0, i=1..n),poly)*x0"stupen) end;

Warning, ‘i‘ is implicitly declared local

hom :=

proc(poly,stupen,n)
local i;
expand (
subs(seq(x.i = x.1/x0,1 = 1 .. n),poly)
*x0"stupen)
end

> hom(x3-x1"3, 3, 3);
0% 23 — z1°

> dehomog(", x3);
0% — z1°

fi=y — P4z

> with(plots):

> singn := proc(poly, prom) solve({poly, seq(diff(poly,i),i=prom)},
> {op(prom)}) end;

Warning, ‘i‘ is implicitly declared local

singn :=

proc(poly,prom)
local i;
solve({poly,seq(diff(poly,i),i = prom)},
{op(prom)})
end

> f:= x3-x1%x2; singn(f, [x1,x2,x3]);
fi=x3 —xla2

> hom(f,2,3);
2023 —xl 22
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\

dehomog(",x1);
2023 — 22

> singn(", [x0,x3,x2]);
> £:=x3-x1"2%x2;
fri=a3—z1%22

> plot3d(x172%x2, x1=-2..2, x2=-2..2);
> singn(f, [x1,x2,x3]);

> hom(f,3,3);
20% 23 — z1% 22

> dehomog(",x3);
0% — 21% 22

> implicitplot3d(", x1=-2..2, x2=-2..2, x0=-2..2);

> singn("",[x0,x1,x2]);
{21 =0,22=22,20=0}

8.10 Homogenni polynomy (resultanty) (ag9.ms)

> fi=x*y-1:g:=x"2+y"2-4:

> resultant(f,g,x);

> solve({"},y);
1 1
{y =:—-V4§%-—-\/§} ,{y::
2 2
1 1
ly=—3v6-3v2|

> so0l:=["]:

> for a in sol do solve({subs(a,f),subs(a,g)}, x) od;
1 1
= — — =2
{x 7 Vo 2\[}
1 1
{o=3VE+5v3)
2 2
1 1
- = — =2
{x 7 Vo 2\/_}
1 1

73
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fi=x*%z"2 - y73 + x*y~2;
fi=az2 =y +ay?

gz:=subs(z=1, ");

gz:::z:—y3+:1;y2

solve({gz, diff(gz,x), diff(gz,y)}, {x,y});
with(plots): implicitplot(gz, x=-2..2, y=-2..2);
gy:= subs(y=1, £f);

gyi=xz"—1+z

solve({gy, diff(gy,x), diff(gy,z)},{x,z});
f:=expand ((x+y+z) "3 - 27*x*y*z);
fr=a+32%y+32224+30y* —2laeyz+3222 +9y° +3y7 2+ 3y 2*
+2°

gz:=subs(z=1, f);
gz =2 +32%y+32° +3zy* —2ley+3x4+v°+3y  +3y+1

solve({gz, diff(gz,x), diff(gz,y)}, {x,y});

hess:= diff(gz,x,x)*u"2 + 2+diff(gz,x,y)*uxv + diff(gz, y, y)*v"2;
hess = (6x + 6y +6)u*+2(6x+6y—21)uv+ (62 +6y+6)0°

hess:=subs(x=1,y=1, hess);

hess := 18u? — 18 uv + 18 v?

solve({hess}, {u,v});
{u= RootOf( _7*— Zv+v*)v=0}

implicitplot(gz, x=0..2, y=0..2);
fi= Xky™2+ y*z72 + Z¥XT2 + XT2%y + yT2%z + z72%x + alphakx*xy*z;

f:::1;y2—|—y22+:1;22—|—:1;2y—|—y22+:1;22—|—oz:1;yz

gz:=subs(z=1,f);
gz:::I;yQ—I—y—I—:I:Q—I—:I;zy—I—yQ—I—x—I—oz:I;y
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> solve({gz, diff(gz,x), diff(gz,y)}, {x,y,alpha});
{oz:2,:1;:—l,yzl},{oz:2,:1;:—1,y:—1},{x:1,a:2,y:—1},

{1’21,0(:—6,]}:1},{
y = RootOf(_ 7>+ Z+1),2 =—1— RootOf( _Z*+ Z+1),a=3}

> gz6:=subs(alpha=-6,gz);
g6 =y’ +y+at+aty+yi+ar—6ay

> hess:=subs(x=1,y=1,diff(gz6,x,x)*u"2 + 2+xdiff(gz6,x,y)*u*v +
> diff(gz6, y,y)*v"2);

hess := 4u® —4duv + 402

> solve({hess}, {u,v});
{u= RootOf(_7*— Zv+v*)v=0}

8.11 Inflexe rovinnych kfivek (agl0O.ms)

> Fi=x"3+y " 3-3*a*xx*y*z;

F:=24+y°—3azxy=

> param:=[3*a*xt/(1+t73), 3*a*xt”2/(1+t73), t=-.7..15];

‘ at at?
param = |3 1-Ft373 1_I_t?),t::-—.7..15

> ob2:=plot(subs(a=1,param)):obl:=plot(subs(a=2,param)):
> with(plots):
> display([obl,0b2]);
> f:=subs(z=1, F);
fi=2"4+y°—3axy

> solve({f, diff(f,x), diff(f,y)},{x,y});
{y=0,z=0}

> g:=subs(x=1,F);
g:=14+y>—3ay=

> bod:=solve({g, z},{y,z});
bod :={z=0,y=—1},{z=0,y = RootOf( _Z°>— Z+1)}
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> der:=subs(x=1,z=0,y=-1, [diff(F,x),diff(F,y),diff(F,z)]);
der :=1[3,3,3a]

> hess:=linalg[matrix] (3,3, [diff(F,x,x),diff(F,x,y),diff(F,x,2),
diff (F,y,x),diff(F,y,y),diff(F,y,z) ,diff(F,z,x) ,diff(F,z,y),
> diff(F,z,z)]1);

\

6r —3az —3ay
hess:= | —3az 6y —3ax
—3ay —3acw 0

> H:=linalg[det] (hess);
H:=-542"a* —54a° zyx — 54 a’ y°
> solve({F,H},{x,y,2z});
{yzy,z:(),:z;:—y},{yzy,z:(),x:RootOf(_ZQ—_Zy—l—yQ)},
{y=0,2=0,z=2}

> solve({H,diff(H,x),diff(H,y) ,diff(H,z)},{x,y,2});
{y=0,0=0,2=2}

8.12 Polary rovinnych k¥ivek (agll.ms)

> Fi=xx(y 2+x72) - 2xa*xy 2*z;
F=z(y*+2%)-2ay’=

> with(plots):

> implicitplot(subs(z=1,a=1,F), x=-1.5..2.5, y=-10..10,
> grid=[40,401);

> solve({F,diff(F,x), diff(F,y), diff(F,z)},{x,y,z});

{2=02=2y=0}

> f:=subs(z=1,F):solve(subs(x=0,y=0,{diff(f,x,x)*u"2+2*diff (£f,x
> L y)xuxv+diff(£,y,y)*v"2}) ,{u,v});

{u=wu,v=0}%

> solve({F,z=0},{x,y,z});
{J?ZO,ZZO,y:y},{ZZO,y:y,l‘:]y},{l':—]y,ZZO,y:y}

> tangent:=subs(x=0,y=1,2=0, diff(F,x)*X+diff(F,y)*Y+diff(F,z)*Z);
tangent :== X —2a /
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tecna ve smeru:

>
>

Da :

\

Da:= proc(bod, F)
op(1,bod)*diff (F,x)+op(2,bod)*diff (F,y)+op(3,bod)*diff(F,z) end;

proc(bod,F) op(1,bod)*diff (F,x)+op(2,bod)*diff(F,y)+op(3,bod)*
diff(F,z) end

K1:=Da([1,1,0],F);
Kl:=y* 432>+ 22y —4day=

implicitplot(subs(z=1,a=1,{F,K1}),x=-0.5..2.5, y=-1.5..1.5,
grid=[40,401) ;

xxx:=solve(subs(a=1,{F,K1,z=1}),{x,y,z});
zrx:={z= 1,:1;20,3;20},{22 1,
= RootOf(2_7°—12 7* +21 7 —8),y =
—6 RootOf (2 _7° —12 7> +21 _Z —8)?
+19 RootOf(2_2° =12 _Z* +21 Z —8) — 8}

evalf(");
{z=1,2=0,y =0},{z=1.,2 = .5243134822, y = .312528396 }

bod:=subs (op(op(2,["1)),[x,y,2]);
bod:::L5243134822w312528396,1l

K2:=subs(a=1,Da(bod,Da(bod,F)));
K2 :=1.844775763 x — 1.844775762 y — .3906959932 =

implicitplot(subs(z=1,a=1,{F,K1,K2}),x=-0.5..2.5, y=-1.5..1.5,
grid=[40,40]) ;

Fi=(x+z)*(x"2+y"2);
Pim (et 2) (s +0)
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