Plosny integral

Neékolik pojmiu

e Pii nagich uvahdch budeme casto vyuzivat skalarni soucin dvou vektoru. Plati

—

F it = |F||fi| cos a,

kde « je thel, ktery sviraji vektory F ai. Vidime, ze pokud je tento thel ostry, pak je skaldrni
souc¢in kladny. Pokud je thel dvou vektoru tupy, pak je skaldrni sou¢in zaporny.

Zndme-li soutadnice vektorii F = (Fy, F», F3) a i = (ny1,n9,ng), pak

ﬁ = F1n1 + FQT],Q + F3n3.
e V nagich tivahdch budeme vzdy predpoklddat, ze plocha S je grafem funkce z = f(x,y) na uzaviené

oblasti D.

e Piipomenme, Ze tetnd rovina k plose S v bodé [xg,yo] mé rovnici
z = f(@o,%0) + fa(@o, y0) (@ — @0) + fy(20,%0) (¥ — o)-

Protoze vime, ze rovina g : ax + by + ¢z + d = 0 mé normdlovy vektor 7 = (a, b, ¢), vidime, Ze te¢na
rovina mé normalovy vektor @ = (f, fy, —1) nebo @ = (—fz, —fy, 1). Pro velikost tohoto vektoru

plati [7i] = |/ f2 + f2 + 1.

e V piipadé plosnych integralt 2. druhu budeme hovofit o orientaci plochy S. Ta je urc¢ena volbou
sméru vektoru normaly 7. Jeslize vektor 7 svird ostry thel s kladnym smérem osy z (tedy s vektorem
(0,0,1), fikdme “mif{ vzhuru”, pak i = (—fz, —fy,1). Svird-li 7 tupy thel s kladnym smérem
osy z, tedy “mifi dolu”, pak @ = (fs, fy, —1). Konetné pokud vektor 7 je kolmy na osu z, pak

7= (fe; fy,0)-

e Velikost obsahu plochy S budeme znacit m(S) a vypocteme ji ze vztahu

m(S)://D,/f%-i-ny—i-ldxdy.

Piiklad 1: Vypoéctéte obsah plochy S, kterd je grafem funkce z = xy, pro D : 2 + 3% < r? (&ast
hyperbolického paraboloidu lezictho uvniti vdlcové plochy).

Plati
fz =Y, fy:l’, pro 0§x2+y2§r2,

Po zavedeni polarnich soufadnic dostavame

27 T
m(s) = [[ Vix@rpdndy = [ do [ V¥ Podo= 146 =1l -
2m Vitr? t3 1+r2 o
:/ d<p./ 2dt=om |5 =T (JaEer-1).
0 1 3 1 3

Plosny integral 1. druhu

e Jedna se o integrél ze skaldrni funkce ptes plochu S.

e Vypocet plosného integralu 1. druhu prevadime na vypocCet dvojného integrdlu. Je-li plocha S
grafem funkce z = f(z,y) na uzaviené oblasti D, plati

//S Flz,y,2)dS = / /D F(w,y, f(z,y)/1+ f2 + 12 dady.



e Piikladem aplikace je uréeni hmotnosti M plochy S, jestlize zndme hustotu o(z,y, z) v libovolném
bodé (x,y, z) plochy. Protoze plati

m

¢ 7 n(s)

M://S@(m,y,Z)dS://Dg(x,y,f(:zuy))\/1+f§+f§dxdy-

e Priklad 2: Vypoctéte hmotnost kuzelové plochy S : z = /22 + 32, 0 < z < 2, je-li hustota plochy
o konstantni.

Plati

tedy m = om(S),

dostdvame

— z e Y
P e

2 y?
M= ds = ldzdy = V2 dzdy = 4V 2mo.
[ otenaras = [[ o) 2 G aniy = Vi [ dedy = 145rg

Pii vypoctu jsme uzili skutecnosti, ze posledni integrdl vyjadiuje obsah oblasti D, tedy kruhu o
poloméru 2.

tedy

Plosny integral 1. druhu — feSené priklady na procviceni

1. Vypoctéte integral fs xyz dS, kde S je ¢dst roviny £ +y+ 2z = 1 v 1. oktantu (tedy prox >0,y >0
az>0).
Plochu S vyjadifme takto: 0 <2 <1,0<y<1-—=z, 2= f(z,y) =1—x —y. Plat{

folm,y)=—=1,  fy(z,y)=—-1,  dS=+/1+ (1) + (1) dady = V3 dxdy.

Dostéavame
1 1—x

/xyzdS:\/g//xy(l—x—y)dxdy:\/g/ dm/ zy(l—o—y) dy=

s 0 0

371—=x 1

Y T 3 V3
_ g _ _Z = —(1— = .= —.
\f/ [ 3}0 dx \/g/o 6( x)” dx 120

v > . 7 ds . v 7z _ Y 7 2 2 2
2. Vypoctéte integral fs Vet kde S je ¢ast plochy z = zy vytaté valcem z* 4+ y~ = 1.
Plochu S vyjadifme takto: z = f(z,y) = 2y pro body oblasti D, kterou je kruh 22 + y? = 1. Plat{
folwy) =y, fylz,y) ==, dS=+/1+a°+y>dudy.

Plosny integral prevedeme na dvojny integral

1+ 22
/ // V1ita?+y? dudy.
\/1:2+y Va2 +y?

Dvojny integrél transformujeme do polarnich souradnic. Oblast D je popsdna nerovnicemi 0 < o <
1,0 <o < 2.

(L ey [ [ V50 [ 15 40 (0 V)] -
:7r<\/§+1n(1+ﬁ)).

Pfitom integrdl [ /14 0 dp Fesime metodou per partes, kde volime u = /1 + p? a v’ = 1.



3. Vypoctéte integral fs zdS, kde S je horni polovina kulové plochy z = /1 — 22 — 2.

Plochu S vyjadifme takto: z = f(x,y) = \/1 — 22 — y2 pro body oblasti D, kterou je kruh 22 +y? =
1. Plati

folw,y) - fy(@,) Y dS= 1+ —C 4V g
z\T, = T €, = T = rTay.
Y 1—a2—y? iy 1—a2—y? 1—a2—y2 1—22—9y 4

Plosny integral pirevedeme na dvojny integral a vyuzijeme polarnich soufadnic x = gcosp, x =
osinp, kde 0 < p<1a0<p< 27 Plati

27 1 1 27 1 Q2
/de:/ d<p/ gcosgouﬁgdg:/ cos<pd<p-/ ——dp.
s 0 0 1-9 0 0 1— 02

Tento integral je roven nule, protoze fOZﬂ cospdp = 0.

4. Pomoci plogného integralu 1. druhu vypoététe obsah povrchu parabolické plochy z = 22 4 2, kde
0<2z2<09.

Obsah plochy S je ddn integralem |, g dS. Mame

z=flz,y) =2>+ 9%,  folz,y) =22,  fy(z,y) =2y,  dS=/1+ 422+ 4y2dxdy.

Pouzijeme polarnich souradnic

27 3 37
1
/dS:// \/1+4x2+4y2d1'dy:/ dw/ g\/1+4g2d9:|1+492:t|:27r§ Vidt =
S D 0 0

1

37
o | Vi3 o 3
—4F3]1—6(”7—0-
Plosny integral 1. druhu — dalsi priklady k procviceni

1. Vypoctéte integrél fs (21‘ + %y+ z) dS, kde S je ¢ast roviny 6z + 4y + 3z = 12 v 1. oktantu.
Vysledek 4+/61.

2. Vypoctéte integral fs ydS, kde S je ¢ast roviny 3x + 4y + 3z = 12 v 1. oktantu. Vysledek 2+/34.

3. Vypottéte obsah ¢dsti plochy z = 3 (22 + y?) lezicf uvnitt vdlcové plochy z% + y? = 1 Vysledek

2r(2v2-1).



Plosny integral 2. druhu

VVVVVV

plochou, provedeme vyklad tohoto integrélu na vypoctu této veli¢iny.

Pritom si predstavime, ze ¢ast prostoru je vyplnéna nestlacitelnou proudici kapalinou, pficemz rychlost
kazdé castice je urcena jen jeji polohou a nezavisi na case. Pole rychlosti tohoto proudéni je popséno
vektorovou funkeci ﬁ(x,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y, z), R(x,y, 2)). Ve zkoumané ¢&sti prostoru se nachdzi
orientovand plocha S. Chceme zjistit, jaké mnozstvi tekutiny protece plochou za jednotku casu ve sméru
jeji orientace, tj. na tu stranu plochy, kam sméfuji jeji normalové vektory urcujici orientaci. I v tomto
piipadé budeme uvazovat plochu, kterd je grafem funkce z = f(z,y) na néjaké oblasti D.

Je-li plocha S orientovana tak, ze normélové vektory “sméfuji nahoru”, tj. sviraji s kladnym smérem

osy z ostry thel, pak
[] Fn 5= [[ Forc) o135
s s

kde 7 je jednotkovy normadlovy vektor plochy S

_f:t _fy 1
I+ B2+ \1v 2+ Jiv 2+ 1

Mame tedy

. _fa: _fy 1
JITBEAR 1B i s

1
- / /D (P, £, 0)), Qs y, £, 9)) Ry, F@0)) - e (— for— o 1) 1 2+ [2 drdy =

- / /D (P, y, [(z.9)), Qv [(,1)), R(x. . F(@,9))) - (— far —fyr 1) dady.

ds =

//s F(z,y,2)-dS = //S (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, 2))

Tedy

/ / Flz,y,z) - d = / / [P,y f(,9) f(2.y) — Q. f(@.9)) (. 9) + Riz,y. f(z,y))] drdy.
S D

V piipadé, ze je plocha S orientovana tak, Ze normalové vektory “sméfuji dolu”, tj. sviraji s kladnym
smérem osy z tupy uhel, pak normalovy vektor plochy S vezmeme
VIt B iz iz

Ve vysledném vzorci tedy dostaneme opacné znaménko, ale tvar zustava nezménén.
Speciélni piipady plosného integralu 2. druhu jsou:

n=

e a) Vektorové pole F = (0,0, R(z,y)) a S : z = f(x,y), pro (z,y) € D.
Pro tok T plati

7= [[ A as = [[ 0.0 R 5@ (<o) =fy o)1) dedy

Tedy
T = / /D R(z,y, f(x,y)) dady,

jestlize norméla plochy “mif{ nahoru” (svird ostry thel s kladnym smérem osy z), nebo

T= —//D R(z,y, f(z,y)) dvdy,

jestlize normala plochy “mif{ dola” (svira tupy uhel s kladnym smeérem osy z).



e b) Vektorové pole F = (P(z,y, 2),Q(z,y, 2),0) a z = konst.
V tomto piipadé 7 = (0,0,£1) a

//S F(z,y,2)-dS = //D(P(a;,y,z),Q(x,y,z)7o) - (0,0,41) dzdy = 0.

Poznamka:
Ve vétsiné textu se pro plosny integral 2. druhu pouziva néasledujici symbolika

// ﬁ(a:, Y, 2) - ds = // P(z,y,2) dydy + Q(z,y, z) dzdx + R(x,y, z) dzdy.
s s

Priklad 3: Vypoctéte tok vektorového pole F"(x, y,2z) = (0,0, 2) plochou S, kterd je orientovand tak,
ze normalové vektory sviraji s kladnym smérem osy z ostry thel nebo pravy ihel.
ea)S:z=2—y,kde0<x<4,y>0az>0.
Plati i = (—fz, —fy, 1) = (0,1,1). Dostdvame

T://ﬁ~d§://(0,0,2)~(O,1,1)dwdy:2// dxdy = 16.
S D D

Vysledek dvojného integralu jsme ziskali ivahou, protoze se jedna o obsah plochy D, kterou je
obdélnik o strandch 4 a 2 délkové jednotky. Tok plochou je tedy 16 jednotek toku.

eb)S:z=\4-y2,0<2<4,y>0,2>0.
I zde sviraji normélové vektory plochy ostry thel s kladnym smérem osy z a plati 7 = (—f,, —fy,1) =
(0, #, 1). Dostavame

T://ﬁ-dgz// (0,0,2).(0,%,1)@@:2// dady = 16.
S D 14—y D

Také tady je oblast D stejny obdélnik jako v ¢asti a). Tok plochou je tedy opét 16 jednotek toku.

e ¢) S je valcovd plocha 22 +y? =4,y >0,0< 2 < 2.

V tomto piipadé jsou normalové vektory kolmé na kladny smér osy z, a tedy také na vektor

—

F =(0,0,2) V kazdém bodé vdlcové plochy plati
F-ii=0.
Tok vektorového pole plochou je tedy v tomto pripadé roven nule.

Priklad 4: Vypoctéte tok vektorového pole F = (2,—1,1) kuzelovou plochou z = 2/x2 + y2,
0 < z <4, ktera je orientovana tak, ze jeji normalové vektory sviraji s kladnym smérem osy z tupy

thel.
Plati
_ 2x 2y
P VA
tedy

s 2x 2y 1
\/x2+y27\/m2+y27 '

Pro tok T pak dostavame

. 2x 2y
T://F~dS:// 2,-1,1) - , ,—1 | dady =
s D( ) Va2 +y2 /a2 4 y2

4z 2y // dx — 2y //
= — — 1] dedy = ————dxdy — dxdy.
//D<\/x2+y2 Va2 +y? ) D a2+ y? D




Ziskany dvojny integral jsme rozdélili na dva integrdly pouze z duvodu vypoc¢tu. Prvni integral
vypocteme transformaci do polarnich souradnic, ve kterych je oblast D ur¢ena nerovnicemi 0 < p <
2 a0 < ¢ < 27. Dostavame

2m : 2 2m
4 -2
// ; dxdy*/ dg/ S QSH.M'Z gdgp:/ gdg./ (4dcosp — 2sinp) dp =
Va4 y? V02 cos? o + p%sin? o 0 0

272
= [92} [4sin ¢ + 2cos ] 2" = 0.
0

Druhy integral, pokud neuvazujeme znaménko, vyjadiuje obsah kruhu, jehoz polomeér je 2. Mame

tedy
— / / dxdy = —4r
D

Celkovy tok T ptes plochu S je roven —47 jednotek toku.

Integralni véta Gaussova-Ostrogradského

Necht F = (P,Q, R) je vektorova funkce definovana na oblasti @ C R* a G C Q je uzaviena
ohrani¢ens oblast, jejiz hranici je uzaviend plocha S orientovana podle vnéjsich normal. Necht P,
Q, R, P, Qy a R, jsou na (2 spojité. Pak plati

//F s = /// dldexdydz—/// e + Qy + R.) dedydz.

Vypocet toku vektoru pres uzavienou plochu tedy pfevadime na trojny integral pfes vnitiek této
plochy.

Interpretujeme-li plosny integral jako tok T' vektorového pole uzavienou plochou, pak T'= T — Ts,
kde T7 je mnozstvi tekutiny, které z G vytece za jednotku casu, a Th je mnozstvi tekutiny, které do
G za stejny Cas pritece.

Je-li T = 0, pak z oblasti vytéka pravé tolik tekutiny, kolik do ni vtéka.

Je-li T' > 0, pak z oblasti vytéka za jednotku casu vice tekutiny, nez kolik do ni vtéka. D4 se to
vysvétlit tak, ze uvnitf oblasti G se nachazeji tzv. ziidla, tj. body, ve kterych néjakym zpiisobem
pribyva tekutiny.

Kdyz T < 0, pak z oblasti vytékd méné tekutiny, nez kolik do ni vtéka. To se da vysvétlit tim, ze
v oblasti se nachazi tzv. nory, ve kterych se tekutina ztraci.

Piiklad 5: Vypoctete tok T = [[,F - dS, kde F(P,Q,R) = (y? 2% 4?), pfes povrch krychle
—1<z<1, -1 <y<1a—1<z<1 orientovany tak, ze normala mifi zvnitiku ven.

Jsou splnény predpoklady Gaussovy-Ostrogradského véty. Pritom

divF = P, 4+ Q, + R. = 0.

://ﬁ.dﬁz/// div F dzdydz = 0.
S G

Plati tedy



Plosny integral 2. druhu — ptiklady do cviceni

1. Vypoctéte tok vektorového pole F= (2, —2y, 3z) plochou S, kterou je hornf polovina kulové plochy
22 4 y2 4 22 = 4, kterd je orientovand tak, ze normélové vektory sviraji s kladnym smérem osy z
ostry thel.

Plati z = f(z,y) = \/4 — 22 — 32, pro (z,y) € D, kde D je kruh 22 + y? = 4. Mame

—x —y
z\ Ty = T Zz, = T

Vzhledem k orientaci plochy dostavame

T://ﬁ-dgz//(x27—2y273\/4—$2—y2)'( SHE—— ,1>dxdy:
S D

\/4—x2—y2 \/4—x2—y2
3 3

— 22—y

Transformujeme do polarnich soufadnic a rozdélime na dva integrély

27 2 27
2
/d@/ ¢’ cos” <p Q2sm d d<p+/ d@/ 3ov4 — 0* dyp.
0 0

Q

Prvni integral je roven nule, plati totiz!

(cos® ¢ — 2sin® ) dy = 0.

L=

Pro druhy integral dostdvame

2
2 2 -
T 4 — 02)3
0 0
0

2
Celkovy tok T ptes plochu S je roven 167 jednotek toku.

2. Vypoététe tok vektorového pole F = (2,1, 3) orientovanou plochou S, kterou je kuzelova plocha
z =4 — /22 4+ 92, 2 > 0, jejiz norméalové vektory sviraji s osou z ostry thel.

Pro z = f(x,y) = 4 — /22 + y? plati
€ Y

f.r:*ima fyzfixm-

Funkce z = f(z,y) je definovdna na oblasti D, kterou je kruh 2% + % < 16. Dostadvame

T://ﬁ'dng/ 2,1,3) L 1) dedy =
s D( ) Vi +y? a4 y?
2z Y
= + + 3| dxdy.
//D<\/m2+y2 V2 +y? >

Vypocet tohoto integralu rozdélime na dvé ¢asti a pouzijeme poldrni souradnice

2z 4 2T 20cos p + psin
// = = + 2,1/ 5 dxdyz/ dg/ d @ngo:
D \/x +y \/x +y 0 0 0

4 27
:/ gdg-/ (2cos @ + sing) dp = 0.
0 0

1S vyuzitim faktu, ze fOQﬁ sin® pdp = fOQﬁ cos® pdp = 0, je-li k liché pfFirozené &fslo.



4 27 4 27 0 4
// 3dmdy:/ dg/ S,Qd<p:3/ ng-/ dy = 67 {] = 487.
D 0 0 0 0 2 1o

Celkovy tok T ptes plochu S je roven 487 jednotek toku.

. Vypoctéte tok vektorového pole F = (yz,xz,xy) orientovanou plochou S, kterou je parabolickd
plocha z = 22 + 92, 0 < 2z < 9, jejiz normélové vektory sviraji s osou z tupy thel.

Pro z = f(z,y) = 2 + y? plat{
fz = 2z, fy =2y.

Funkce z = f(z,y) je definovéna na oblasti D, kterou je kruh 22 + y? < 3. Pouzijeme tedy polarn{
soufadnice. Dostavame

7= [[ Feas= [ e+ 9.0 +42),00) - (2029, -1) dady -
s D
3 2m
= // (42%y + dzy® — zy) dady = / dg/ (40% cos® p psin g + 4o cos p o° sin®  — 0 cos psin ) o dp.
D 0 0

Vypocet tohoto integralu rozdélime na tii ¢asti

3 2w 3 2 4 3 cost 17"
/ d@/ 4Q5cos3<psin<pd<p:/ 4g5dg-/ sinp cos® pdp = |cos o = t| = = [°] - {— } =0
0 0 0 0 6 4 1o
3 27 3 27 4 5 [sin? o 27
/ dg/ 4Q5cosgpsin3<pdcp:/ 4Q5dQ-/ cospsin’® pdp = |sing = t| = = [96] . =0.
0 0 0 0 6 0 4

3 2 3 27 Q4 3 sin2go ™
/ dg/ g?’sincpcoscpdgoz/ g3dg~/ sinpcospdp =|sinp =t =|=—| - |——| =0.
0 0 0 0 4], 2 |,

Celkovy tok T ptes plochu S je roven nule.

. Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y, 2) orientovanou plochou S, kterou je ¢ast roviny § +
44 % =1v 1. oktantu, jejiz normalové vektory sviraji s osou z ostry thel.

Pro z = f(z,y) =4 — 2z — %y plati
4
$:_27 = ——,
J fo=-3

Funkce z = f(z,y) je definovdna na oblasti D, kterou je trojihelnik popsany nerovnicemi 0 < x < 2,
0<y<3-— %x Dostéavame

5 a 4 4 4 4
T://F-dS://(x,y,4—2x—fy)- 2,-,1 dmdy:// 20+ —y+4—2x— -y | dedy =
S D 3 3 D 3 3
2 3-3x 2 3 3 12
z// 4dxdy=4/ dx/ dy:4/ (3—3:)d33:4{3x—g:2} —19.
D 0 0 0 2 4 0

Celkovy tok T ptes plochu S je roven 12 jednotek toku.

. Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y, z) orientovanou plochou S, kterou je vdlcovd plocha
y? +22=4,2>0,0 <z < 3, jejiz normélové vektory sviraji s osou z ostry thel.

Pro z = f(x,y) = v/4 — y? plati



Funkce z = f(z,y) je definovédna na oblasti D, kterou je obdélnik popsany nerovnicemi 0 < z < 3,
—2 <y < 2. Dostavame

T://Sﬁ.dg://p () (0 st [ (s VA7) -

/dx/ < =+ Vi y)dy/dx/ \/7dy74[] ~{arcsingr_Q:4~3~(g+g):127r.

Celkovy tok T ptes plochu S je roven 127 jednotek toku.

6. Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y, z) orientovanou plochou S, kterou je kulovd plocha
22+ y? +22 =9, z > 0, jejiz normélové vektory sviraji s osou z ostry thel.

Pro z = f(z,y) = /9 — 22 — 2 plati

€ Y
fz:*

\/9—x2—y2’ fy:i\/Q—xQ—yQQ

Funkce z = f(z,y) je definovdna na oblasti D, kterou je kruh z? + 4% < 9. Pouzijeme proto polarn{
soufadnice a dostavame

x Y 9
- 2,9, /9 — 2% —¢?) - , 1) ded :// Y dedy—
//D( Y y) <\/9—Jc2—y2 V9 — a2 — g2 ) Y D\9—x2—y? Y

3 27 3 0
90 4 O dt Vit
= dg/ 7dg0:187r/ do =9 — ¢? t187r< ) QW{
/0 0 \/9—7Q2 0 \/9_7 | ‘ \/

Celkovy tok T ptes plochu S je roven 547 jednotek toku.



