
Extrémy funkce dvou proměnných

1. Stanovte rozměry pravoúhlé vodńı nádrže o objemu 32 m3 tak, aby dno a stěny měly nejmenš́ı
povrch.

Označme rozměry pravoúhlé nádrže x, y, z (viz obr.). Pak objem této nádrže je dán vztahem:

V = xyz

a pro velikost povrchu stěn a dna plat́ı:

P (x, y, z) = xy + 2xz + 2yz.

Funkce P (x, y, z) je funkćı tř́ı proměnných, ale ty jsou vázány podmı́nkou např.

z =
V

xy
.

Pro funkci P (x, y, z) tedy dostáváme

P (x, y) = xy + 2x
V

xy
+ 2y

V

xy
= xy +

2V

y
+

2V

x
.

Naš́ım úkolem je naj́ıt minimum této funkce dvou proměnných. Stacionárńı body obdrž́ıme z rovnic

Px = y − 2V

x2
= 0, Py = x− 2V

y2
= 0.

Řeš́ıme tedy soustavu:

x2y = 2V, xy2 = 2V,

tedy

x2y = xy2

xy(x− y) = 0.

Řešeńım jsou body, pro které plat́ı alespoň jedna z rovnost́ı:

x = 0, y = 0, x = y.

Rozměry nádrže jsou pochopitelně nenulové, proto stacionárńımi body jsou body, pro které x = y.

Pak tedy např. 2V = x3 a odtud x = 3
√

2V = y. V našem př́ıpadě tedy

x = 3
√

64 = 4 = y.

Pro “hloubku” nádrže pak dostáváme

z =
32
16

= 2.

Je třeba ověřit, že bod [4, 4] je lokálńım minimem funkce P (x, y). Vypočteme druhé derivace

Pxx(x, y) =
4V

x3
, Pyy(x, y) =

4V

y3
, Pxy(x, y) = Pyx(x, y) = 1.

Dostáváme
D(4, 4) =

4V

43

4V

43
− 1 = 4− 1 = 3 > 0.

Protože Pxx(4, 4) > 0, je v bodě [4, 4] lokálńı minimum.

Rozměry nádrže jsou tedy 4x4x2 m, kde hloubka nádrže je 2 m.
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2. Určete rozměry kvádru, který má při daném povrchu největš́ı objem.

Označme rozměry kvádru x, y a z. Povrch a objem tohoto kvádru jsou tedy rovny P (x, y, z) =
2(xy + xz + yz), resp. V (x, y, z) = xyz. Snadno odvod́ıme, že např. pro rozměr z plat́ı:

z =
P − 2xy

2(x + y)
.

Dosad́ıme-li za z do vztahu pro objem V , dostaneme funkci dvou proměnných

V (x, y) =
xy(P − 2xy)

2(x + y)
.

Urč́ıme stacionárńı body. Po úpravě dostáváme

Vx =
1
2

y2(P − 4xy − 2x2)
(x + y)2

= 0, Vy =
1
2

x2(P − 4xy − 2y2)
(x + y)2

= 0.

Řeš́ıme tedy soustavu rovnic

4xy + 2x2 = P

4xy + 2y2 = P,

ze které dostáváme x2 = y2. Protože obě hodnoty x a y jsou kladné, je tato rovnice splněna pouze
pro x = y. Dostáváme tedy např. 4x2 + 2x2 = P a odtud

x =

√
P

6
= y.

Pro rozměr z dostáváme

z =
P − 2P

6

2(
√

P
6 +

√
P
6 )

=
2
3P

2
√

P ( 1√
6

+ 1√
6
)

=
√

P

3 2√
6

=

√
P

6
.

I zde je třeba ověřit, že bod [
√

P
6 ,

√
P
6 ] je lokálńım minimem funkce V (x, y). Tento úkol přenecháváme

čtenáři.

Hledaný kvádr je tedy krychle o velikosti hrany
√

P
6 .

3. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2.

Funkce f je včetně všech svých parciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru <2, takže může mı́t
extrémy pouze ve stacionárńıch bodech.

Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 6x2 + 10x− y2 = 0

fy : −2xy + 2y = 2y(1− x) = 0.

Druhá rovnice je splněna pro y = 0 nebo x = 1. Dosazeńım těchto hodnot do prvńı rovnice
dostáváme: pro x = 1 je 6 + 10−y2 = 0, tedy y1,2 = ±4. Pro y = 0 je 6x2 + 10x = 0, tedy x1 = − 5

3 ,
x2 = 0.

Stacionárńı body tedy jsou S1 = [1, 4], S2 = [1,−4], S3 = [− 5
3 , 0], S4 = [0, 0].

Urč́ıme druhé derivace funkce f

fxx = 12x + 10, fyy = −2x + 2, fxy = fyx = −2y.
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V každém z těchto bod̊u S = [x0, y0] urč́ıme hodnotu výrazu D(S) = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0) −
fxy(x0, y0)fyx(x0, y0).

Dostáváme

D(S1) = −64 < 0, D(S2) = −64 < 0, D(S3) = −160
3

< 0, D(S4) = 20 > 0.

Lokálńı extrém tedy existuje pouze v bodě S4 = [0, 0]. Protože plat́ı fxx(S4) = 10 > 0 je v bodě S4

lokálńı minimum a plat́ı f(0, 0) = 0.

4. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 4xy + 6y2 − 2x + 8y − 5.

Funkce f je včetně všech svých parciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru <2, takže může mı́t
extrémy pouze ve stacionárńıch bodech.

Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 2x + 4y − 2 = 0

fy : 4x + 12y + 8 = 0.

Jedná se o soustavu dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých, která má jako řešeńı stacionárńı bod
S = [7,−3].

Urč́ıme druhé derivace funkce f(x, y)

fxx = 2, fyy = 12, fxy = fyx = 4.

V bodě S urč́ıme hodnotu výrazu D(S) = fxx(7,−3)fyy(7,−3)− fxy(7,−3)fyx(7,−3). Dostáváme
D(S) = 8 > 0. Protože fxx(7,−3) = 2 > 0, je bod S lokálńım minimem funkce f(x, y) a plat́ı
f(7,−3) = −24.

5. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = −3x4 − 5y4.

Funkce f(x, y) je včetně všech svých parciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru <2, takže může mı́t
extrémy pouze ve stacionárńıch bodech.

Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : −12x3 = 0

fy : −20y3 = 0.

Stacionárńım bodem je bod S = [0, 0]. Urč́ıme druhé derivace funkce f(x, y)

fxx = −36x2, fyy = −60y2, fxy = fyx = 0.

V bodě S urč́ıme hodnotu výrazu D(S) = fxx(0, 0)fyy(0, 0)−fxy(0, 0)fyx(0, 0). Dostáváme D(S) =
0. Pomoćı výrazu D(S) nelze tedy rozhodnout, zda v bodě S má funkce f(x, y) lokálńı extrém.
Pod́ıvejme se tedy, jak se funkce chová v okoĺı bodu S. Pro libovolný bod X = [x, y] 6= [0, 0] plat́ı

f(x, y)− f(0, 0) = −3x4 − 5y4 − 0 = −(3x4 + 5y4) < 0.

Podle definice lokálńıho maxima má naše funkce f(x, y) v bodě S = [0, 0] lokálńı maximum a plat́ı
f(0, 0) = 0.

6. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = ex2−y(5− 2x + y).

Funkce f(x, y) je včetně všech svých parciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru <2, takže může mı́t
extrémy pouze ve stacionárńıch bodech.

Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

3



fx : ex2−y(−4x2 + 2xy + 10x− 2) = 0

fy : ex2−y(2x− y − 4) = 0.

Protože výraz ex2−y 6= 0, řeš́ıme soustavu

−4x2 + 2xy + 10x− 2 = 0

2x− y − 4 = 0.

Vyjádř́ıme-li ze druhé rovnice y = 2x−4 a dosad́ıme-li do rovnice prvńı, obdrž́ıme rovnici −2x+2 =
0. Źıskáme tak stacionárńı bod S = [1,−2]. Urč́ıme druhé derivace funkce f(x, y):

fxx = ex2−y(−8x3+4x2y+20x2−12x+2y+10), fyy = ex2−y(−2x+y+3), fxy = fyx = ex2−y(4x2−2xy−8x+2).

V bodě S urč́ıme hodnotu výrazu D(S) = fxx(1,−2)fyy(1,−2)− fxy(1,−2)fyx(1,−2). Dostáváme
D(S) = −2e3(−e3)− 4e6 = −2e6 < 0.

Funkce f(x, y) nemá lokálńı extrém.

7. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2 + y2 − xy − x − y na oblasti popsané
nerovnicemi x ≥ 0, y ≥ 0 a x + y ≤ 3.

Vyšetř́ıme nejprve lokálńı extrémy funkce f(x, y). Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 2x− y − 1 = 0

fy : 2y − x− 1 = 0.

Snadno urč́ıme, že jediným stacionárńım bodem je bod S = [1, 1]. Plat́ı f(1, 1) = −1. (Neńı třeba
dokazovat, že jde o lokálńı minimum. Hodnotu v tomto bodě porovnáme s hodnotami źıskanými na
hranici oblasti.)

Nyńı budeme hledat největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) na hranici trojúhelńıka, který je
tvořen úsečkami:

I. y = 0, x ∈ [0, 3], II. y = 3− x, x ∈ [0, 3], III. x = 0, y ∈ [0, 3].

I. y = 0, x ∈ [0, 3]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = x2−x a hledáme absolutńı extrémy této funkce
jedné proměnné pro x ∈ [0, 3]. f ′(x) = 2x− 1 = 0, odtud x = 1

2 . Funkčńı hodnoty ve stacionárńım
bodě a v krajńıch bodech intervalu jsou f( 1

2 ) = − 1
4 , f(0) = 0 a f(3) = 6.

II. y = 3− x, x ∈ [0, 3]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = 3x2 − 9x + 6 a hledáme absolutńı extrémy
této funkce jedné proměnné pro x ∈ [0, 3]. f ′(x) = 6x − 9 = 0, odtud x = 3

2 . Funkčńı hodnoty ve
stacionárńım bodě a v krajńıch bodech intervalu jsou f( 3

2 ) = − 3
4 , f(0) = 6 a f(3) = 6.

III. x = 0, y ∈ [0, 3]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = y2−y a hledáme absolutńı extrémy této funkce
jedné proměnné pro y ∈ [0, 3]. f ′(y) = 2y − 1 = 0, odtud y = 1

2 . Funkčńı hodnoty ve stacionárńım
bodě a v krajńıch bodech intervalu jsou f( 1

2 ) = − 1
4 , f(0) = 0 a f(3) = 6.

Vid́ıme, že plat́ı: f(1, 1) = −1, f( 1
2 , 0) = − 1

4 , f(0, 0) = 0, f(3, 0) = 6, f( 3
2 , 3

2 ) = − 3
4 , f(0, 3) = 6,

f(0, 1
2 ) = − 1

4 .

Porovnáńım všech vypočtených hodnot vid́ıme, že funkce f(x, y) nabývá na oblasti své nejmenš́ı
hodnoty v bodě [1, 1] a své největš́ı hodnoty v bodech [3, 0] a [0, 3]. Plat́ı f(1, 1) = −1, f(3, 0) =
f(0, 3) = 6.

8. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2 − y2 v kruhu x2 + y2 ≤ 4.

Vyšetř́ıme nejprve lokálńı extrémy funkce f(x, y), která je včetně všech svých parciálńıch derivaćı
spojitá v celém oboru <2.

Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy
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fx : 2x = 0

fy : −2y = 0.

Jediným stacionárńım bodem je bod S = [0, 0]. Obvyklým zp̊usobem bychom nyńı mohli ukázat, že
v tomto bodě funkce f(x, y) nemá lokálńı extrém. Hledáme-li největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce
na daném kruhu, stač́ı porovnat hodnotu f(0, 0) = 0 s hodnotami, které źıskáme na hranici kruhu.
Budeme tedy nyńı hledat největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) na kružnici x2 + y2 = 4. Tu si
rozděĺıme na dvě části, horńı a dolńı p̊ulkružnici.

I. Horńı p̊ulkružnice je popsána rovnićı y =
√

4− x2, pro x ∈ [−2, 2]. Dosazeńım do předpisu funkce
f(x, y) dostáváme

f(x, y) = x2 − 4 + x2 = 2x2 − 4.

Obdrželi jsme funkci f(x) jediné proměnné a jej́ı absolutńı extrémy nyńı najdeme (v tomto jed-
noduchém př́ıpadě bychom to mohli snadno vyšetřit graficky). Jsou bud’ ve stacionárńıch bodech
funkce f(x) nebo v krajńıch bodech intervalu [−2, 2].

Polož́ıme f ′(x) = 4x = 0, odkud źıskáváme jediný stacionárńı bod x0 = 0, pro který plat́ı f(0) =
−4. V krajńıch bodech intervalu [−2, 2] nabývá funkce f(x) hodnot f(−2) = f(2) = 4.

II. Dolńı p̊ulkružnice je popsána rovnićı y = −
√

4− x2, pro [−2, 2]. Po dosazeńı do předpisu funkce
f(x, y) dostáváme stejnou úlohu, jako v př́ıpadě I.

Porovnáńım všech vypočtených hodnot vid́ıme, že

fmin = −4, pro [x, y] = [0,±2],

fmax = 4, pro [x, y] = [±2, 0].
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9. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = 3xy v kruhu x2 + y2 ≤ 2.

Vyšetř́ıme nejprve lokálńı extrémy funkce f(x, y), která je včetně všech svých parciálńıch derivaćı
spojitá v celém oboru <2.

Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 3y = 0

fy : 3x = 0.

Jediným stacionárńım bodem je bod S = [0, 0] a plat́ı f(0, 0) = 0. Budeme nyńı hledat největš́ı a
nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) na hranici zadaného kruhu, tedy na kružnici x2 + y2 = 2. Tu si
rozděĺıme na dvě části, horńı a dolńı p̊ulkružnici.

I. Horńı p̊ulkružnice je popsána rovnićı y =
√

2− x2, pro x ∈ [−
√

2,
√

2]. Dosazeńım do předpisu
funkce f(x, y) dostáváme

f(x, y) = 3x
√

2− x2.

Obdrželi jsme funkci f(x) jediné proměnné a jej́ı absolutńı extrémy nyńı najdeme. Jsou bud’ ve
stacionárńıch bodech funkce f(x) nebo v krajńıch bodech intervalu [−

√
2,
√

2].

Plat́ı

f ′(x) = 3
√

2− x2 − 3x2

√
2− x2

.

Dostáváme rovnici

3(2− x2)− 3x2

√
2− x2

=
6− 6x2

√
2− x2

= 0,

ze které vid́ıme, že stacionárńımi body jsou body x1,2 = ±1. Plat́ı f(1) = 3, f(−1) = −3. V krajńıch
bodech intervalu [−

√
2,
√

2] dostáváme f(−
√

2) = f(
√

2) = 0. Vid́ıme tedy, že plat́ı:

f(−1, 1) = −3, f(1, 1) = 3, f(−
√

2, 0) = 0, f(
√

2, 0) = 0.

II. Dolńı p̊ulkružnice je popsána rovnićı y = −
√

2− x2, pro [−
√

2,
√

2]. Po dosazeńı do předpisu
funkce f(x, y) dostáváme prakticky stejnou úlohu, jako v př́ıpadě I. Hledáme absolutńı extrémy
funkce

f(x) = −3x
√

2− x2

na intervalu [−
√

2,
√

2]. Také zde źıskáme stacionárńı body x3,4 = ±1 a plat́ı

f(−1,−1) = 3, f(1,−1) = −3.

Porovnáńım všech vypočtených hodnot vid́ıme, že funkce f(x, y) nabývá své nejmenš́ı hodnoty v
bodech [1,−1] a [−1, 1]. Největš́ı hodnoty pak dosahuje v bodech [1, 1] a [−1,−1].

10. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x3 + y3 − 9xy + 27 na čtverci, který je určen
vrcholy A = [0, 0], B = [4, 0], C = [4, 4] a D = [0, 4].

Vyšetř́ıme nejprve lokálńı extrémy funkce f(x, y). Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 3x2 − 9y = 0

fy : 3y2 − 9x = 0.
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Z prvńı rovnice dostáváme y = x2

3 . Dosazeńım do druhé rovnice obdrž́ıme po úpravě rovnici x4 −
27x = x(x3 − 27) = 0. Stacionárńımi body funkce f(x, y) jsou tedy body [0, 0] a [3, 3]. Plat́ı
f(0, 0) = 27 a f(3, 3) = 0.

Nyńı budeme hledat největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) na hranici čtverce, která je tvořena
čtyřmi úsečkami.

I. y = 0, x ∈ [0, 4], II. x = 4, y ∈ [0, 4], III. y = 4, x ∈ [0, 4], IV. x = 0, y ∈ [0, 4].

I. y = 0, x ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = x3+27 a hledáme absolutńı extrémy této funkce
jedné proměnné pro x ∈ [0, 4]. f ′(x) = 3x2 = 0, odtud x = 0. Funkčńı hodnoty ve stacionárńım
bodě a v druhém krajńım bodě intervalu jsou f(0) = 27 a f(4) = 91.

II. x = 4, y ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = y3 − 36y + 91 a hledáme absolutńı extrémy
této funkce jedné proměnné pro y ∈ [0, 4]. f ′(y) = 3y2 − 36 = 0, odtud y =

√
12. Funkčńı hodnoty

ve stacionárńım bodě a v krajńıch bodech intervalu jsou f(
√

12) = 91− 24
√

12 .= 7, 8, f(0) = 91 a
f(4) = 11.

III. y = 4, x ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = x3 − 36x + 91 a hledáme absolutńı extrémy
této funkce jedné proměnné pro x ∈ [0, 4]. f ′(x) = 3x2 − 36 = 0, odtud x =

√
12. Funkčńı hodnoty

ve stacionárńım bodě a v krajńıch bodech intervalu jsou f(
√

12) = 91− 24
√

12 .= 7, 8, f(0) = 91 a
f(4) = 11.

IV. x = 0, y ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme f(x, y) = y3 + 27 a hledáme absolutńı extrémy této
funkce jedné proměnné pro y ∈ [0, 4]. f ′(y) = 3y2 = 0, odtud y = 0. Funkčńı hodnoty ve sta-
cionárńım bodě a v druhém krajńım bodě intervalu jsou f(0) = 27 a f(4) = 91.

Porovnáńım všech vypočtených hodnot vid́ıme, že funkce f(x, y) nabývá ve čtverci své nejmenš́ı
hodnoty v bodě [3, 3], které je lokálńım minimem této funkce, a největš́ı hodnoty ve vrcholech
čtverce [4, 0] a [0, 4]. Plat́ı f(3, 3) = 0, f(4, 0) = f(0, 4) = 91.

Vázané extrémy

1. Určete nezáporná reálná č́ısla x, y tak, aby jejich součin xy byl maximálńı za podmı́nky, že pro
jejich součet plat́ı x + y = konst.

Hledejme maximum funkce f(x, y) = xy, definované pro x > 0 a y > 0. Předpokládejme, že
plat́ı x + y = k, kde k je kladná reálná konstanta. Vyjádř́ıme-li z této rovnice (př́ımky) např.
proměnnou y dostáváme y = k − x. Dosazeńım do předpisu funkce f źıskáváme funkci jedné
proměnné f(x) = x(k−x). Hledáme maximum této funkce na intervalu (0, k). Stacionárńım bodem
funkce f je řešeńı rovnice f ′(x) = k − 2x = 0, tedy bod x0 = k

2 . Druhá derivace f ′′(x) = −2
ukazuje, že v bodě k

2 nabývá funkce f svého maxima. Funkce f(x, y) = xy dosahuje svého maxima,
za podmı́nky x + y = k, v bodě [k

2 , k
2 ].

2. Určete nezáporná reálná č́ısla x, y tak, aby jejich součet x + y byl minimálńı za podmı́nky, že pro
jejich součin plat́ı xy = konst.

Hledejme minimum funkce f(x, y) = x + y, definované pro x > 0 a y > 0. Předpokládejme, že
plat́ı xy = k, kde k je kladná reálná konstanta. Vyjádř́ıme-li z této rovnice (hyperboly) např.
proměnnou y dostáváme y = k

x . Dosazeńım do předpisu funkce f źıskáváme funkci jedné proměnné
f(x) = x + k

x . Hledáme minimum této funkce na intervalu (0,∞). Stacionárńım bodem funkce f je
řešeńı rovnice f ′(x) = 1− k

x2 = 0, tedy bod x0 =
√

k. Druhá derivace f ′′(x) = 2k
x3 ukazuje, že v bodě√

k nabývá funkce f svého minima. Funkce f(x, y) = x + y dosahuje svého minima, za podmı́nky
xy = k, v bodě [

√
k,
√

k].
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Tečná rovina

1. Napǐste tečnou rovinu ke grafu funkce f(x, y) = x2 + 2y2 v bodě [1, 1].

Plat́ı f(1, 1) = 3. Normálový vektor tečné roviny v bodě [x, y] má souřadnice

~n = (2x, 4y,−1),

tedy v bodě [1, 1] dostáváme ~n = (2, 4,−1). Rovnici tečné roviny tedy máme

2x + 4y − z + d = 0.

Dosazeńım bodu [1, 1, 3] źıskáme hodnotu d = −3. Rovnice tečné roviny je tedy 2x+4y−z−3 = 0.

2. Napǐste tečnou rovinu ke grafu funkce f(x, y) = 1− x2 − y2 v bodě [1, 0].

Plat́ı f(1, 0) = 0. Normálový vektor tečné roviny v bodě [x, y] má souřadnice

~n = (−2x,−2y,−1),

tedy v bodě [1, 0] dostáváme ~n = (−2, 0,−1). Rovnici tečné roviny tedy máme

2x + z + d = 0.

Dosazeńım bodu [1, 0, 0] źıskáme hodnotu d = −2. Rovnice tečné roviny je tedy 2x + z − 2 = 0.

3. Určete tečnou rovinu ke grafu funkce f(x, y) = 36 − x2 − 4y2, která je rovnoběžná s rovinou
% : x + y − z = 0.

Normálový vektor roviny % je ~n% = (1, 1,−1). Normálový vektor tečné roviny ke grafu funkce f(x, y)
v bodě [x, y] je ~n = (fx(x, y), fy(x, y),−1), tedy

~n = (
−x√

36− x2 − 4y2
,

−4y√
36− x2 − 4y2

,−1).

Má-li být tečná rovina rovnoběžná s rovinou %, muśı platit ~n = k ~n%. V našem př́ıpadě je k = 1 a
rovnice tečné roviny je tedy x + y− z + d = 0. Hodnotu d urč́ıme, až najdeme bod [x, y], ve kterém
plat́ı

−x√
36− x2 − 4y2

= 1,
−4y√

36− x2 − 4y2
= 1.

Po úpravě a umocněńı dostáváme soustavu dvou rovnic

2x2 + 4y2 = 36

x2 + 20y2 = 36.

Tato soustava má čtyři řešeńı [4, 1], [4,−1], [−4, 1] a [−4,−1]. Protože umocněńı je d̊usledková
úprava, muśıme provést zkoušku. Zjǐst’ujeme, že p̊uvodńı soustava před umocněńım má jako jediné
řešeńı bod [−4,−1], ve kterém f(−4,−1) = 4. Tečná rovina v bodě [−4,−1] má rovnici x+y−z+9 =
0.

Tečná rovina — př́ıklady k procvičeńı

1. Ve kterém bodě je tečná rovina k ploše z = 4 − x2 − y2 rovnoběžná s rovinou a) z = 0, b)
2x + 2y + z = 0. Výsledky Ta = [0, 0, 4], Tb = [1, 1, 2]

8



Derivace složené funkce

1. Využit́ım uvedené substituce najděte všechny funkce splňuj́ıćı danou rovnost:

yzx − xzy = 0; u = x, v =
√

x2 + y2.

Hledáme funkci z(x, y), která splňuje uvedenou parciálńı diferenciálńı rovnici. Plat́ı

zx = zuux + zvvx = zu + zv
x√

x2 + y2
,

zy = zuuy + zvvy = zv
y√

x2 + y2
.

Dosazeńım dostáváme

yzu + zv
xy√

x2 + y2
− zv

xy√
x2 + y2

= yzu = 0.

Tedy zu = 0. To znamená, že funkce z(u, v) nezáviśı na proměnné u a tedy z(u, v) = g(v), kde g je
libovolná diferencovatelná funkce jedné proměnné. Dosazeńım za v vid́ıme, že všechny funkce dvou
proměnných, které splňuj́ı uvedenou rovnici, jsou tvaru z(x, y) = g(

√
x2 + y2), kde g je libovolná

diferencovatelná funkce jedné proměnné.

Zvolme např́ıklad g(v) = v2, pak dostáváme z(x, y) = x2 + y2. Snadno se přesvědč́ıme, že tato
funkce je řešeńım diferenciálńı rovnice.

2. Využit́ım uvedené substituce najděte všechny funkce splňuj́ıćı danou rovnost:

xzx + yzy = 0; u = x, v =
y

x
.

Hledáme funkci z(x, y), která splňuje uvedenou parciálńı diferenciálńı rovnici. Plat́ı

zx = zuux + zvvx = zu − zv
y

x2
,

zy = zuuy + zvvy = zv
1
x

.

Dosazeńım dostáváme
xzu − zv

xy

x2
+ zv

y

x
= xzu = 0.

Tedy zu = 0. To znamená, že funkce z(u, v) nezáviśı na proměnné u a tedy z(u, v) = g(v), kde
g je libovolná diferencovatelná funkce jedné proměnné. Dosazeńım za v vid́ıme, že všechny funkce
dvou proměnných, které splňuj́ı uvedenou rovnici, jsou tvaru z(x, y) = g( y

x ), kde g je libovolná
diferencovatelná funkce jedné proměnné.

Zvolme např́ıklad g(v) = v2, pak dostáváme z(x, y) = y2

x2 . Snadno se přesvědč́ıme, že tato funkce je
řešeńım diferenciálńı rovnice.
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Definičńı obor, parciálńı derivace

1. Určete definičńı obor funkce f(x, y) = ln(x + y).

Definičńı obor urč́ıme z podmı́nky x + y > 0, tedy y > −x. Řešeńım jsou vnitřńı body poloroviny
obsahuj́ıćı bod [0, 1], která je ohraničená př́ımkou y = −x.

2. Určete definičńı obor funkce f(x, y) =
√

y2 − 4x + 8.

Definičńı obor urč́ıme z podmı́nky y2 − 4x + 8 ≥ 0, tedy y2 ≥ 4x − 8. Řešeńım jsou body části
roviny, ohraničené parabolou y2 = 4x− 8.
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