Extrémy funkce dvou proménnych

1. Stanovte rozméry pravotihlé vodni nadrze o objemu 32 m? tak, aby dno a stény mély nejmensi
povrch.

Ozna¢me rozméry pravouhlé nddrze z, y, z (viz obr.). Pak objem této nadrze je dan vztahem:

V =uxyz

a pro velikost povrchu stén a dna plati:

P(x,y,2) = xy + 222 + 2yz.

Funkce P(z,y, z) je funkef ti{ proménnych, ale ty jsou vdzény podminkou napf.

\%4
z=—.
zy
Pro funkci P(z,y, z) tedy dostdvdme
14 v 2V 2V
Plz,y)=ay+2s— +2y— =ay+ — + —.
Ty Ty Y T

Nasim tikolem je najit minimum této funkce dvou proménnych. Staciondrni body obdrzime z rovnic

1% 1%

Resime tedy soustavu:

tedy

zy(z —y) =0.
Resenim jsou body, pro které plati alespon jedna z rovnosti:

z =0, y =0, T =1y.

Rozméry nadrze jsou pochopitelné nenulové, proto stacionarnimi body jsou body, pro které = = y.
Pak tedy napt. 2V = 22 a odtud z = v/2V = y. V nasem piipadé tedy

r=V64=4=y.

Pro “hloubku” néadrze pak dostavame

=—=2.
T 16
Je tieba ovérit, ze bod [4,4] je lokdlnim minimem funkece P(z,y). Vypocteme druhé derivace
4v 4V
sz(x’y):?a Pyy(xay):?a ny(xvy):Pyac(xay)zl
Dostdvame AV AV

Protoze P,,(4,4) > 0, je v bodé [4,4] lokdln{ minimum.

Rozméry nadrze jsou tedy 4x4x2 m, kde hloubka nadrze je 2 m.



2. Urcete rozméry kvadru, ktery mé pifi daném povrchu nejvétsi objem.

Oznacme rozméry kvadru z, y a z. Povrch a objem tohoto kvéddru jsou tedy rovny P(z,y,z) =
2(xy + xzz + yz), resp. V(x,y, z) = xyz. Snadno odvodime, ze napf. pro rozmér z plati:

P —2xy

2 ty)
Dosadime-li za z do vztahu pro objem V', dostaneme funkci dvou proménnych

zy(P — 2xy)

V(z,y) = 2T y)

Uréime stacionarni body. Po upravé dostavame

1y2(P —dzy — 22?)

Ve =
2 (z+y)?

Resime tedy soustavu rovnic

dzy +22° = P
dzy + 2y = P,

ze které dostdvame 22 = y2. Protoze obé hodnoty = a y jsou kladné, je tato rovnice splnéna pouze
pro = y. Dostdvame tedy napt. 422 + 222 = P a odtud

Pro rozmeér z dostavame

I zde je tieba ovérit, ze bod [/ %, %} je lokdlnim minimem funkece V' (z, y). Tento kol pfenechdvéme
Ctenafi.

Hledany kvadr je tedy krychle o velikosti hrany \/% .

3. Vysettete lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = 22° — 2y? + 5a? + 2.

Funkce f je véetné vSech svych parcidlnich derivaci spojitd v celém oboru Ro, takze muze mit
extrémy pouze ve stacionarnich bodech.

Stacionarni body uré¢ime ze soustavy

fo:62? +10x —y* =0
fy:2zy+2y=2y(l—2)=0.
Druhé rovnice je splnéna pro y = 0 nebo z = 1. Dosazenim téchto hodnot do prvni rovnice

dostavdme: pro z = 1 je 6410 —y? = 0, tedy y1,2 = +4. Pro y = 0 je 622 + 10z = 0, tedy z; = fg,
Tg = 0.

Stacionarn{ body tedy jsou Sy = [1,4], 52 = [1,—4],S3 = [-2,0], S4 = [0,0].

Urcéime druhé derivace funkce f



V kazdém z téchto bodu S = [z9,yo] uréime hodnotu vyrazu D(S) = fiz(x0, o) fyy(xo,y0) —
Jay(x0,90) fya (70, 90)-
Dostdvame

1
D(S1) = —64<0, D(S)=—64<0, D(Ss) = —% <0, D(Sy) =20>0.

Lok&ln{ extrém tedy existuje pouze v bodé Sy = [0, 0]. Protoze plati f;,(S4) = 10 > 0 je v bodé Sy
lok&ln{ minimum a plat{ f(0,0) = 0.
4. Vysetiete lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 2% + 4xy + 6y* — 22 + 8y — 5.

Funkce f je véetné vSech svych parcidlnich derivaci spojitd v celém oboru Ro, takze muze mit
extrémy pouze ve stacionarnich bodech.

Stacionarni body uré¢ime ze soustavy

fr:2x+4y—2=0

fydx+12y +8=0.
Jedna se o soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych, kterd ma jako feseni stacionarni bod
S =17,-3].

Uréime druhé derivace funkce f(z,y)

faca;:27 fyy:12a fwy:fuw:4

V bodé S uré¢ime hodnotu vyrazu D(S) = fu2(7, —3) fyy (7, =3) — fay(7, —3) fy=(7, —3). Dostavame
D(S) = 8 > 0. Protoze fy,(7,—3) = 2 > 0, je bod S lokdlnim minimem funkce f(z,y) a plati
f(7,-3) = —24.

5. Vysetiete lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = —3z* — 5y*.

Funkce f(z,y) je véetné viech svych parcidlnich derivaci spojitd v celém oboru #s, takze muze mit
extrémy pouze ve stacionarnich bodech.

Stacionarni body uréime ze soustavy

fo:—1223=0
fy: —20y° = 0.

Stacionarnim bodem je bod S = [0,0]. Uré¢ime druhé derivace funkce f(z,y)

f:m = _365(;2’ fyy = _6Oy27 fwy = fy:r =0.

V bodé S uréime hodnotu vyrazu D(S) = f34(0,0) fyy(0,0) — f24(0,0) fyz (0, 0). Dostdvdme D(S) =
0. Pomoci vyrazu D(S) nelze tedy rozhodnout, zda v bodé S ma funkce f(x,y) lokdlni extrém.
Podivejme se tedy, jak se funkce chovd v okoli bodu S. Pro libovolny bod X = [z,y] # [0, 0] plati

f(z,y) — £(0,0) = =32% — 5y* — 0= —(32* + 591 < 0.

Podle definice lokalniho maxima m4 nase funkce f(z,y) v bodé S = [0, 0] lokaln{ maximum a plati
£(0,0) = 0.
6. Vysetfete lokdln{ extrémy funkece f(z,y) = 6932_9(5 -2z +vy).

Funkce f(z,y) je véetné vSech svych parcidlnich derivaci spojitd v celém oboru Rs, takze muze mit
extrémy pouze ve stacionarnich bodech.

Stacionarni body ur¢ime ze soustavy



foie® V(=42 + 20y + 102 —2) =0
fy 69327‘1/(299 —y—4)=0.

~ 7 2_ ~ >~ 7
Protoze vyraz e* ~¥ # 0, fesime soustavu

—42? + 22y +102 —2=0
2v—y—4=0.

Vyjadiime-li ze druhé rovnice y = 22 —4 a dosadime-li do rovnice prvni, obdrzime rovnici —2x+2 =
0. Ziskdme tak staciondrni bod S = [1, —2]. Uréime druhé derivace funkce f(z,y):

Jrz = 61277’(—8x3+4x2y+20x2—12x+2y—|—10), fyy = ex27y(—2x—|—y—|—3), foy = fyo = exzfy(4a:2—2xy—8a:+2).

V bodé S uréime hodnotu vyrazu D(S) = fr(1, —2) fyy (1, —2) — fuy (1, —2) fye (1, —2). Dostdvame
D(S) = —2e3(—e?) — 4e® = —2¢5 < 0.

Funkce f(x,y) nemd lokdln{ extrém.

. Uréete nejvétsf a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2% + y*> — 2y — 2 — y na oblasti popsané
nerovnicemi x >0,y > 0ax+y < 3.

Vysetifme nejprve lokdln{ extrémy funkee f(x,y). Staciondrni body uréime ze soustavy

fei20—y—1=0
fy:2y—2—1=0.

Snadno uréime, ze jedinym staciondrnim bodem je bod S = [1,1]. Plat{ f(1,1) = —1. (Neni tfeba
dokazovat, ze jde o lokdlni minimum. Hodnotu v tomto bodé porovname s hodnotami ziskanymi na
hranici oblasti.)

Nyni budeme hledat nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) na hranici trojihelnika, ktery je
tvofen useckami:

Ly=0,2€[0,3,I.y=3—2,2€][0,3],IIL. z=0,y €[0,3].

Ly=0,z € [0,3]. Dosazenim dostdvédme f(z,y) = 2 —x a hleddme absolutn{ extrémy této funkce

jedné proménné pro x € [0,3]. f'(z) =22 —1=0, odtud x = % Funkéni hodnoty ve staciondrnim
bodé a v krajnich bodech intervalu jsou f(3) = —%, f(0) =0 a f(3) = 6.

1.y =3 -, z € [0,3]. Dosazenim dostdvame f(z,y) = 32% — 9z + 6 a hleddme absolutn{ extrémy
této funkce jedné proménné pro z € [0,3]. f/(z) = 6z — 9 = 0, odtud & = 3. Funkén{ hodnoty ve
staciondrnim bodé a v krajnich bodech intervalu jsou f(2) = —2, f(0) =6 a f(3) = 6.

1. z = 0, y € [0, 3]. Dosazenim dostavdme f(x,y) = y*>—y a hleddme absolutni extrémy této funkce
1

jedné proménné pro y € [0,3]. f'(y) =2y — 1 = 0, odtud y = 5. Funkéni hodnoty ve stacionarnim
bodé a v krajnich bodech intervalu jsou f(%) = —i, f(0)=0a f(3) =6.

Vidime, ze plati: f(1,1) = —1, f(3,0) = —1, f(0,0) =0, f(3,0) =6, f(3,2) = -2, f(0,3) =6,
F0,3) = -1

Porovnanim vsech vypoctenych hodnot vidime, ze funkce f(x,y) nabyvéd na oblasti své nejmens{
hodnoty v bodé [1, 1] a své nejvétsi hodnoty v bodech [3,0] a [0,3]. Plati f(1,1) = —1, f(3,0) =

£(0,3) = 6.
. Urcete nejvétsf a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = 2 — y? v kruhu 2% + 32 < 4.

Vysetiime nejprve lokélni extrémy funkce f(z,y), kterd je véetné vSech svych parcidlnich derivaci
spojita v celém oboru Rs.

Stacionarni body ur¢ime ze soustavy



fe:2x=0
fy:—2y=0.

Jedingm staciondrnim bodem je bod S = [0, 0]. Obvyklym zpusobem bychom nyn{ mohli ukazat, ze
v tomto bodé funkce f(z,y) nemd lokdln{ extrém. Hleddme-li nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
na daném kruhu, sta¢{ porovnat hodnotu f(0,0) = 0 s hodnotami, které ziskdme na hranici kruhu.
Budeme tedy nynf hledat nejvétsi a nejmensi hodnotu funkee f(z,y) na kruznici 22 +y? = 4. Tu si
rozdélime na dvé Casti, horni a dolni pulkruznici.

I. Horn{ pulkruznice je popséna rovnici y = v/4 — 22, pro x € [—2, 2]. Dosazenim do pfedpisu funkce
f(z,y) dostavdme

flz,y) =2® —4+ 2% =22% — 4.

Obdrzeli jsme funkci f(x) jediné proménné a jeji absolutni extrémy nyni najdeme (v tomto jed-
noduchém piipadé bychom to mohli snadno vysetfit graficky). Jsou bud’ ve staciondrnich bodech
funkce f(x) nebo v krajnich bodech intervalu [—2,2].

Polozime f'(z) = 42 = 0, odkud ziskdvame jediny staciondrni bod zy = 0, pro ktery plati f(0) =
—4. V krajnich bodech intervalu [—2, 2] nabyvé funkce f(z) hodnot f(—2) = f(2) = 4.

II. Dolnf pulkruznice je popsdna rovnici y = —v/4 — 22, pro [—2, 2]. Po dosazen{ do piedpisu funkece
f(z,y) dostdvdme stejnou tlohu, jako v piipade I.

Porovnanim vsech vypoctenych hodnot vidime, ze

fmin - _4a pro [xvy] = [Oa :I:2]7
fmax = 4a pro [Z’,y] = [i270]



9.

10.

Uréete nejvétsf a nejmensf hodnotu funkce f(z,y) = 3zy v kruhu 22 + 32 < 2.

Vysetiime nejprve lokélni extrémy funkce f(z,y), kterd je véetné vSech svych parcidlnich derivaci
spojita v celém oboru Rs.

Stacionarni body urc¢ime ze soustavy

fz:3y=0
fy:3z=0.
Jedingm staciondrnim bodem je bod S = [0,0] a plati f(0,0) = 0. Budeme nyni hledat nejvétsi a

nejmens{ hodnotu funkce f(z,y) na hranici zadaného kruhu, tedy na kruznici 22 + y* = 2. Tu si
rozdélime na dvé ¢ésti, horni a dolni pulkruznici.

I. Horn{ pulkruznice je popsdna rovnici y = v/2 — 22, pro x € [—\/?, \/ﬁ] Dosazenim do ptedpisu
funkce f(x,y) dostdvame

f(z,y) = 32/2 — a2

Obdrzeli jsme funkci f(z) jediné proménné a jeji absolutni extrémy nynf najdeme. Jsou bud ve
stacionarnich bodech funkce f(z) nebo v krajnich bodech intervalu [—v/2, v/2].

Plati

Dostdavame rovnici

3(2—a%) -3z  6—62° _0
V2 —z? V22—

ze které vidime, ze staciondrnimi body jsou body z1 2 = £1. Plat{ f(1) = 3, f(—1) = —3. V krajnich
bodech intervalu [—+/2,v/2] dostévame f(—+v/2) = f(v/2) = 0. Vidime tedy, 7e plati:

f(=1,1) = =3, f(1,1) =3, f(=v2,0) =0, f(v/2,0) = 0.

I1. Dolni ptlkruznice je popséna rovnici y = —v/2 — 22, pro [—v/2,v/2]. Po dosazeni do piedpisu
funkce f(x,y) dostdvdme prakticky stejnou ulohu, jako v piipadé I. Hleddme absolutni extrémy
funkce

f(x) = —3zv2 — 22

na intervalu [—+v/2, v/2]. Také zde ziskdme staciondrni body 234 = £1 a plati

f(_lv_l) =3, f(L—l) = —3.

Porovnanim vsech vypoctenych hodnot vidime, ze funkce f(z,y) nabyva své nejmensi hodnoty v
bodech [1,—1] a [—1, 1]. Nejvétsi hodnoty pak dosahuje v bodech [1,1] a [-1,—1].

Uréete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 23 + y> — 92y + 27 na étverci, ktery je uréen
vrcholy A =[0,0], B=[4,0], C =[4,4] a D = [0,4].

Vysetiime nejprve lokalni extrémy funkce f(z,y). Staciondrni body uréime ze soustavy

fo:322 =9y =0
fy:3y2—9x:O.



Z prvni rovnice dostavame y = % Dosazenim do druhé rovnice obdrzime po tpravé rovnici z* —
27x = x(x® — 27) = 0. Staciondrnimi body funkce f(z,y) jsou tedy body [0,0] a [3,3]. Plati

£(0,0) =27 a f(3,3) = 0.

Nyni budeme hledat nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) na hranici ¢tverce, kterd je tvofena
Ctyfmi tuseckami.

Ly=0,2€[0,4,1l. 2 =4,y €[0,4], 1II. y =4, 2 € [0,4], IV. 2 =0, y € [0,4].

L.y =0,z € [0,4]. Dosazenim dostévame f(x,y) = z3+27 a hleddme absolutn{ extrémy této funkce
jedné proménné pro z € [0,4]. f'(x) = 322 = 0, odtud z = 0. Funkéni hodnoty ve stacionarnim
bodé a v druhém krajnim bodé intervalu jsou f(0) =27 a f(4) = 91.

II. z = 4, y € [0,4]. Dosazenim dostavame f(x,y) = y> — 36y + 91 a hleddme absolutni extrémy
této funkce jedné proménné pro y € [0,4]. f'(y) = 3y> — 36 = 0, odtud y = /12. Funkéni hodnoty
ve staciondrnim bodé a v krajnich bodech intervalu jsou f(v/12) = 91 — 24y/12 = 7,8, f(0) =91 a
f(4) =11

II. y = 4, x € [0,4]. Dosazenim dostavame f(x,y) = 23 — 362 + 91 a hleddme absolutni extrémy
této funkce jedné proménné pro x € [0,4]. f'(z) = 322 — 36 = 0, odtud = = v/12. Funkéni hodnoty
ve stacionarnim bodé a v krajnich bodech intervalu jsou f(v/12) = 91 — 2412 = 7,8, f(0) =91 a
f(4) =11

IV. z = 0, y € [0,4]. Dosazenim dostavame f(x,y) = y* + 27 a hleddme absolutn{ extrémy této
funkce jedné proménné pro y € [0,4]. f'(y) = 3y?> = 0, odtud y = 0. Funkén{ hodnoty ve sta-
ciondrnim bodé a v druhém krajnim bodé intervalu jsou f(0) = 27 a f(4) = 91.

Porovnanim vSech vypoctenych hodnot vidime, ze funkce f(z,y) nabyva ve ¢tverci své nejmensi
hodnoty v bodé [3,3], které je lokdlnim minimem této funkce, a nejvétsi hodnoty ve vrcholech
¢tverce [4,0] a [0,4]. Plati £(3,3) =0, f(4,0) = f(0,4) = 91.

Vazané extrémy

1. Urcete nezdporna realnd cisla x, y tak, aby jejich souc¢in zy byl maximalni za podminky, ze pro
jejich soucet plati x + y = konst.

Hledejme maximum funkce f(x,y) = zy, definované pro z > 0 a y > 0. Predpoklddejme, Zze
plati  +y = k, kde k je kladnd redlnd konstanta. Vyjadifme-li z této rovnice (piimky) napf.
proménnou y dostdavame y = k — x. Dosazenim do predpisu funkce f ziskdvame funkci jedné
proménné f(z) = z(k —z). Hleddme maximum této funkce na intervalu (0, k). Stacionarnim bodem

funkce f je feseni rovnice f'(x) = k — 2z = 0, tedy bod zy = g Druhd derivace f”(z) = —2
ukazuje, ze v bodé % nabyva funk;:e kf svého maxima. Funkce f(z,y) = zy dosahuje svého maxima,

za podminky z +y = k, v bodeé 3, 5].

2. Urcete nezédporna realné ¢isla x, y tak, aby jejich soucet x + y byl minimaln{ za podminky, ze pro
jejich soucin plati xy = konst.
Hledejme minimum funkce f(z,y) = = + y, definované pro z > 0 a y > 0. Predpokladdejme, ze
plati zy = k, kde k je kladnd redlnd konstanta. Vyjadiime-li z této rovnice (hyperboly) napf.
proménnou y dostavame y = % Dosazenim do predpisu funkce f ziskavame funkci jedné proménné
flz)=z+ g Hleddme minimum této funkee na intervalu (0, c0). Staciondrnim bodem funkce f je
fesen{ rovnice f'(z) =1— % =0, tedy bod z¢ = vk. Druh4 derivace f(z) = i—’; ukazuje, ze v bodé
Vk nabyvé funkce f svého minima. Funkce f (z,y) = © + y dosahuje svého minima, za podminky
zy = k, v bode [VE, VE].



Teéna rovina

1. Napiste te¢nou rovinu ke grafu funkce f(x,y) = 22 + 2y* v bodé [1, 1].

Plati f(1,1) = 3. Normélovy vektor te¢né roviny v bodé [z, y] mé soufadnice

= (2z,4y, —1),
tedy v bodé [1, 1] dostdvdme 7 = (2,4, —1). Rovnici tetné roviny tedy méme
2z 4+4y —z+d=0.

Dosazenim bodu [1, 1, 3] z{skdme hodnotu d = —3. Rovnice te¢né roviny je tedy 2z+4y —z—3 = 0.

2. Napiste te¢nou rovinu ke grafu funkce f(z,y) =1 — 22 — y? v bodé [1,0].

Plati f(1,0) = 0. Normalovy vektor tecné roviny v bodé [z, y] ma souradnice

= (—23',‘, _2y7 _1)7

tedy v bodé [1, 0] dostavame 77 = (—2,0,—1). Rovnici teéné roviny tedy méame

2z 4+2z+d=0.
Dosazenim bodu [1,0, 0] ziskdme hodnotu d = —2. Rovnice te¢né roviny je tedy 2z + z — 2 = 0.
3. Uréete tetnou rovinu ke grafu funkce f(z,y) = 36 — 22 — 4y?, kterd je rovnobéZnd s rovinou

o:x+y—z=0.

Normélovy vektor roviny g je 11, = (1,1, —1). Normdlovy vektor te¢né roviny ke grafu funkce f(z,y)
v bodé [z,y] je T = (fu(z,y), fy(z,y), —1), tedy

—T —4y
( ) ;
V36 — 22 —4y2 /36 — 22 — 4y?

/r_i:

1)

Ma-li byt tetnd rovina rovnobéznd s rovinou o, musi platit @ = k7ij,. V naSem piipadé je k =1 a
rovnice te¢né roviny je tedy = +y — z +d = 0. Hodnotu d uréime, az najdeme bod [z, y], ve kterém
plati

- —4
° =1, — 1

V36— 22 —4y2 36 — 22 — 4y

Po tpravé a umocnéni dostavame soustavu dvou rovnic

227 + 4y® = 36
x2 + 202 = 36.
Tato soustava mé ¢tyii reseni [4,1], [4,—1], [-4,1] a [—4, —1]. Protoze umocnéni je dusledkovd

Uprava, musime provést zkousku. Zjistujeme, ze ptivodni soustava pied umocnénim md jako jediné
feseni bod [—4, —1], ve kterém f(—4,—1) = 4. Te¢nd rovina v bodé [—4, —1] mé rovnici x+y—2z+9 =
0.

Tecna rovina — priklady k procviceni

1. Ve kterém bodé je teénd rovina k plose z = 4 — 22 — y? rovnobéznd s rovinou a) z = 0, b)
2z + 2y + z = 0. Vysledky T, = [0,0,4], T, = [1,1,2]



Derivace slozené funkce

1. Vyuzitim uvedené substituce najdéte vSechny funkce spliujici danou rovnost:
Yzg — T2y = 0; u=x, v =22+ y2.

Hleddme funkeci z(z,y), kterd spliiuje uvedenou parcidlni diferencidlni rovnici. Plati
x
/22 + 2
Y

Zr = Zylg + ZyVy = 2y + 2o

Zy = Zuly + 2yVy = 2y

Dosazenim dostavame
Ty TY

Tedy z, = 0. To znamend, ze funkce z(u,v) nezévisi na proménné u a tedy z(u,v) = g(v), kde g je
libovolnd diferencovatelna funkce jedné proménné. Dosazenim za v vidime, ze vSechny funkce dvou
proménnych, které spliuji uvedenou rovnici, jsou tvaru z(z,y) = g(v/2? + y?), kde g je libovolnd
diferencovatelnd funkce jedné proménné.

Zvolme napiiklad g(v) = v?, pak dostdvadme z(x,y) = 22 + y?. Snadno se presvédéime, ze tato
funkce je fesenim diferencialni rovnice.

2. Vyuzitim uvedené substituce najdéte vSechny funkce spliujici danou rovnost:

T2y +Yzy = 0; u=uwz, v:;.

Hleddme funkei z(z,y), kterd splituje uvedenou parcidlni diferencidlni rovnici. Plat{

)

Zy = ZyUg + ZyVgp = 2y — Zvﬁv

1

Zy = Zyly + 2pUy = 2y —.

]

Dosazenim dostavame
Ty Y
Ty — Zy—5 t 2T = T2y = 0.
T T

Tedy z, = 0. To znamend, ze funkce z(u,v) nezévisi na proménné u a tedy z(u,v) = g(v), kde
g je libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné. Dosazenim za v vidime, Ze vSechny funkce
dvou proménnych, které spliuji uvedenou rovnici, jsou tvaru z(z,y) = g(¥), kde g je libovolna
diferencovatelnd funkce jedné proménné.

2
Zvolme naptiklad g(v) = v?, pak dostdvame z(x,y) = ;. Snadno se piesvédcime, ze tato funkce je
feSenim diferencidlni rovnice.



Defini¢ni obor, parcialni derivace

1. Urcete definiéni obor funkce f(z,y) = In(z + y).

Definién{ obor uréime z podminky z + 3 > 0, tedy y > —z. Resenfm jsou vnitini body poloroviny
obsahujici bod [0, 1], kterd je ohranic¢end pifmkou y = —zx.

2. Urcete defini¢éni obor funkce f(z,y) = \/y? —4x + 8.
Definiéni obor uréime z podminky y? — 4z + 8 > 0, tedy y? > 4z — 8. ReSenfm jsou body Gésti
roviny, ohrani¢ené parabolou 3% = 4x — 8.
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