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Uvod

Motivaci pro vznik této diplomové prace byla absence ucelené, cesky psané sbirky
reSenych piikladii zaméfenych na rovnice a nerovnice s parametry, kterd by presahovala
uroven béZnych stfedoskolskych ucebnic. Parametrické ulohy predstavuji pro studenty vy-
znamnou vyzvu v algebrickém uvazovani — vyZaduji nejen technickou zdatnost, ale také
schopnost piipadové analyzy, rozliSovani mezi ekvivalentnimi a disledkovymi ipravami ¢i
grafického mysleni. Cilem této prace je proto sestavit sbirku, kterd mutize slouzit jako pod-
klad pro rozsifujici vyuku, praci v matematickych krouZzcich nebo pfipravu na matematické
olympiddy a dalsi soutéZe.

Sbirka obsahuje celkem 36 tloh rozdélenych do sedmi tematickych skupin podle ty-
pické tesitelské strategie: prace s absolutni hodnotou, kvadratické a algebraické tpravy,
soustavy rovnic a nerovnic, grafické metody, logaritmické a exponencidlni vztahy, iraci-
ondlni rovnice a raciondlni lomené vyrazy. Kazda skupina reflektuje jak typ rovnic, tak
kli¢ové postupy potiebné pro jejich feSeni. V ramci jednotlivych skupin jsou tlohy sefazeny
i podle obtiznosti, coz umoZiiuje postupné prohlubovani porozuméni. Nékteré piiklady by
bylo mozné zaradit 1 do vice skupin, pfifazeny jsou vSak tam, kde nejvice vynikd jejich
didakticky pfinos.

Zadéni n&kolika piikladi bylo ziskdno prostfednictvim pana docenta Jaromira Simsi;
konkrétné se jednd o piiklady 5.3, 5.4 a 6.7. Ptiklad 6.6 byl pfevzat z Mezindrodni ma-
tematické olympiddy IMO 1963'. Piiklad 3.6 byl poskytnut panem profesorem Kucerou.
Zbytek tloh je volné prevzat a ptipadné adaptovan ze zndmych stfedoSkolskych sbirek
s rovnicemi a nerovnicemil?/®),

Text préace je vysdzen v typografickém systému IXTEX a vSechny obrazky byly vytvoreny
v prostiedi Mathcha. Véfim, Ze sbirka mize byt piinosnd jak pro ucitele matematiky, tak
i studenty gymndzii a dal$i zdjemce o hlubSi porozuméni v feSeni rovnic a nerovnic
S parametry.

Ihttps://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1963_IMO_Problems/Problem_1

_J]_
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Kapitola 1

Teoretické a didaktické vychodisko

Rovnice a nerovnice s parametry piedstavuji specifickou skupinu algebraickych tloh,
ve kterych se kromé nezndmych vyskytuji 1 dal$i proménné — tzv. parametry. Takova tloha
vlastné nevyjadiuje jediny problém, ale celou mnoZzinu tloh, které ziskdme dosazovanim
konkrétnich hodnot parametru. Zatimco u béZnych rovnic hleddme konkrétni feSeni pro
nezndmou (napiiklad x = 2), v parametrickych rovnicich se soustfedime na to, jak se
mnoZina feSeni méni v zdvislosti na hodnoté parametru. Vystupem casto neni konkrétni
hodnota, ale vztah, podminka nebo piipadové rozdéleni v podobé tabulky, kterd poskytuje
tvar feSeni pro konkrétni hodnoty parametru — takové feSeni jsou v ndsledujici sbirce
nejcastéjsi. Typy uloh se také rizni — nékdy feSitele zajimd, kdy ma udloha konkrétni,
popripadé nekonecny pocet feseni, jindy zase, pro které hodnoty parametru nemd tloha
feSeni zZadné.

Z.didaktického hlediska jsou tyto ilohy mimofadné cenné — nuti Zaky chédpat souvislosti,
pfemyslet o rovnicich jako o strukturdch a nepracovat mechanicky. Zaroven vSak nepatii
mezi oblibené. Ditvodem je pravé jejich odliSnd povaha: Zici jsou zvykli hledat konkrétni
hodnotu nezndmé, ale zde se po nich chce rozbor celého piipadu, Casto bez pevného
algoritmu. Na rozdil od linedrnich ¢i kvadratickych rovnic, se kterymi se Zaci jiz setkali,
zde neexistuje univerzilni “kuchatka”- kazda uloha vyZzaduje individudlni pfistup, ¢asto
odliSnou metodu 1 jinou miru abstrakce. Pravé tato narocnost ale ¢ini parametrické dlohy
cennymi — rozvijeji analytické mysleni, schopnost prace s podminkami a cit pro strukturu
rovnice.

V béznych stfedoskolskych sbirkach se dlohy s parametry casto objevuji pouze okra-
jové, pripadné bez didaktického komentdre. V matematickych olympiddach vSak podle
Vianil* patif rovnice a nerovnice s parametry k tém nejzajimavéjsim tloham, nebot fesitelé
pfi nich mohou uplatnit sviij vtip, znalost Skolské algebry i preciznost mysleni. Tato prace
nabizi ucelenou sbirku naro¢néjsich dloh na rovnice a nerovnice s parametry. K prikladiim
jsou pripojeny podrobnd feSeni, kterd jsou doplnéna o metodické komentéare a logické
postupy, které mohou byt inspirativni jak pro studenty, tak pro ucitele. Cilem sbirky je
nejen rozsifit nabidku feSenych tloh rovnic a nerovnic s parametry, pievysSujici zakladni
stredoskolské priklady, ale také prispét k hlubSimu porozuméni problematice parametric-
kych rovnic a nerovnic a probudit vaSenl a zalibeni v feSeni téchto, dnes bohuzel spiSe
nepopuldrnich, tloh.



Kapitola 2
Resené piiklady

2.1 Rovnice a nerovnice s absolutnimi hodnotami

V této podkapitole jsou zatazeny piiklady, ve kterych se vyskytuji absolutni hodnoty.
Tyto piiklady jsou didakticky vyznamné, nebof prace s absolutni hodnotou byva pro zZéky
casto obtiZznd, a to jak po vypoctové strance, tak také z hlediska schopnosti vyhodno-
tit spravné vétveni prikladu. Je zde potieba disledné rozliSovat podminky pro jednotlivé
vétve feSeni a spravné pracovat s ptipadovou analyzou (kterd je pro obecnou préici s para-
metry typickd). Absolutni hodnota se v nésledujicich piikladech objevuje jak v linearnim,
tak kvadratickém kontextu.

Tato podkapitola obsahuje osm tloh zaméfenych na feSeni rovnic a nerovnic s abso-
lutni hodnotou. Ptiklady 1.1 aZ 1.4 predstavuji ivodni typy, ve kterych se absolutni hodnota
vyskytuje pouze jednou a feSeni probihd vyhradné algebraicky prostfednictvim piipadové
analyzy. Priklady 1.5 a 1.6 komplikuji situaci pritomnosti vice absolutnich hodnot, ¢imz
nuti k peclivéjsi praci s podminkami vétveni. Piiklad 1.5 navic demonstruje situaci, kdy
predchozi dlohy o vyuziti grafické metody, kterd slouzi jak pro ilustraci feSeni, tak pro
jeho zptesnéni. Nékteré z téchto piikladi zaroven vedou k diskusi o poctu redlnych feSeni
v zavislosti na hodnotach parametru. Cela tato skupina piikladt systematicky rozviji do-
vednosti zakt pfi praci s absolutni hodnotou v riznych kontextech a obtiZnostech.



6 Kapitola 2. ReSené priklady

Piiklad 1.1. Reste rovnici s redlnym parametrem a:
5—2a=13x—al—3x.

ReSeni:

Rozli§ime dva piipady podle znaménka vyrazu v absolutni hodnoté.

Pokud 3x —a > 0 (tedy x > %), plati
|3x —a| =3x—a.
Po dosazeni do rovnice dostaneme
5—2a=3x—a—3x
S=a

V piipadé a = 5 budou feSenim viechna &isla z uréeného oboru (4,00, tedy Ki = (3,0).
V piipadé a # 5 je K} = .

II.3x—a <0

Pokud 3x —a < 0 (tedy x < %), plati
|3x—a] = —3x+a
Po dosazeni do rovnice dostaneme
5—2a=—-3x+a—3x
5—2a=a—6x
6x =3a—5
3a—>5
T 6
ProtoZe vSak ma platit x < 5, vyfeSime nerovnici

3a—5 a
6 <3 |6

3a—5<2a
a<s5s

X

V piipadé a < 5§ je tedy K» = {342},
V piipadé a > 5 je K, = 0.

Vysledny tvar mnoziny K = K| U K; zapiSeme do tabulky:

o | K |
(_0075) 3a6—5}

{
K

(5,%0) 0
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Priklad 1.2. V oboru R feste rovnici s redlnym parametrem a:
|2x+ 3|+ |2x — 3| = ax+6.
ReSeni:
Nejprve uréime nulové body vyrazii v absolutnich hodnotéach:
2x+3=0 2x—3=0

X=—— X =

2

| W

Sestavime tabulku, kterd zpiehledni, v jakych intervalech jsou vyrazy v absolutnich
hodnotach nezdporné a v jakych zdporné:

= (oD [E= (LD [A=(m)
2x—3 — — +

Pozndmka: V tabulce jsou do intervalu /> zahrnuty také nulové body x = i%. Pro tyto
hodnoty jsou vyrazy v absolutnich hodnotéach rovny nule, tedy nejsou ani kladné, ani za-
porné. Znaky v tabulce tak vyjadiuji nezdpornost, resp. nekladnost.

Po odstranéni absolutnich hodnot dostavame na intervalech I, I, a I5 tfi rizné rovnice.
Urcime jejich mnoZziny feSeni Kj, K, K3 na danych intervalech a nakonec je sjednotime
do vysledné mnoZiny feSeni K = K| UK, UK3.

Lxe (—00,—%) —  —(2x+3)—(2x—3)=ax+6

—4x =ax+6
—4x—ax=06
4x+ax = —6
x(4+a)=—-6
Vidime, Ze v piipadé a = —4 dostavame rovnici Ox = 6, takze K| = @. V piipadé
a # —4 ma odvozena rovnice jediné feseni
6
Ca+4
Musime ovSem zjistit, pro které hodnoty parametru a nabizené x skutecné lezi v intervalu / :

LIS (_l>
at+d "2 6
11

atd 4

Aby ﬁ > i, musi nutné a+4 > 0, tedy a > —4, a soucasné a+4 < 4, neboli a < 0. Vyse
uréené x tedy leZi v Iy, pravé kdyz a € (—4,0).
Tedy K| = {—ﬁ} proa € (—4,0), K; =@ proa € (—oo, —4) U (0, 00).
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Lxe(-3,3)] — 2x+3—(2x—3)=ax+6

6=ax+06
ax =0
Pro a = 0 dostdvame rovnici Ox = 0, coZ plati pro kazdé x € R. Jsme vSak omezeni inter-

valem b, proto dostdvdme K> = (—3,3) proa = 0.
Pro a # 0 musi nutné x =0 € b, tedy K, = {0} pro a # 0.

IH.xG(%,OO) — 2x+4+3+2x—3=ax+6

dx =ax+6
dx—ax =06
x(4—a)=06

Vidime, Ze v ptipadé a = 4 dostavame rovnici Ox = 6, odkud K3 = @. V pitipadé a # 4 ma
rovnice feseni x = &. Toto fesSeni vSak musi patfit do I3, tedy

@)

>

B

1

>

Q
A=l W
AN —

n

Q

Aby ﬁ > 4—1‘, musi nutné 4 —a > 0, tedy a < 4, a souCasné 4 —a < 4, neboli a > 0.
Tedy K3 = {&} proa € (0,4), K3 =@ proa € (—o,0) U (4,00).

Vysledek K = K; U K, U K3 zapiSeme do tabulky:

a | k|
a € (—4,0) {-2%5,0}
a=0 (=3.3)
ac(0,4) {20}
ac (_°°7 _4> U <47°°) {
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Priklad 1.3. V oboru R feste rovnici s redlnym parametrem p:

i —pl=(p—1)x.

Reseni:
Rozlisime a oddélené vyfesime dva piipady: kdy p < 0akdy p > 0.

L pE (_OO7O>

ProtoZe p < 0, bude vyraz x> — p zfejm& nezdporny, tj. miZeme rovnici piepsat do tvaru
bez absolutni hodnoty:

X —p=(p—1)x
2

X*—p=px—x
X4+x(1—p)—p=0
Odvozena kvadraticka rovnice ma diskriminant

D=(1-p)+4p=1-2p+p*+dp=p*+2p+1=(p+1)>

Z takového vyjadieni plyne, Ze D > 0 pro libovolné p s tim, Ze D = 0 pouze pro p = —1.
Pro p # —1 tedy ma rovnice dva kofeny

p—1t(p+1)
X1,2 = ) 1.
2
_2p_
X1 = D) =D,
-2
Xy = 7 = —1
pritom pro p = —1 jde o jediny kofen x| = x; = —1.

Pro uvazovand p € (—oo,0) tak mnozina K vSech feSeni x ma tvar:
K= {p,—1} pro p € (—oo,—1)U(—1,0),
K={-1}prop=—1.

IL. p € (0,0)

Leva strana rovnice ma tvar

* = pl = |(x~ vP)(x+ /)l

takZe vyraz v absolutni hodnot€ je nezdporny pro kazdé x < —,/p akazdé x > ,/p, naopak
zdporny je pro x € (—,/p,/p). Rozli§ime proto dva piipady:
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a)x € <_°°7_\/ﬁ> U <\/ﬁ7°°>

Dostavame rovnici x> — p = (p — 1)x, stejnou jako v piipadé I. Vime odtud, Ze pro kazdé
p # —1 ma dva rizné kofeny x| = p a x = —1. Musime zjistit, pro kterd p > 0 jednotlivé
kofeny x a x, leZi v uvaZované mnoziné x € (—oo, —,/p) U (/p,°).

Pro (kladny) kofen x| = p to nastane, pravé kdyZz bude p € (,/p, ), neboli p > ,/p, ¢ili
pro p € (1,00). Pro (zaporny) kofen x, = —1 to nastane, pravé kdyZ bude —1 € (—oo, —/p),
neboli 1 > ,/p, ¢ili pro p € (0, 1).

b)x € (—/P,\/P)

V tomto pifpadé je x> — p < 0, tudiZ dostavdme rovnici ve tvaru p — x> = (p— 1)x, kterou
dédle upravime:

p—x"=(p—1)x
—xz—px+x+p:O
X+ (p—1x—p=0
(x+p)(x—1)=0

Odtud dostavdme dva kofeny kvadratické rovnice x3 = 1 a x4 = —p. Obdobné jako
v pfedchozim pfipadé musime zjistit, pro kterd p > 0 leZ{ jednotlivé kofeny x3 a x4 v uva-
zovaném intervalu (—./p,/p). Pro (kladny) kofen x3 = 1 to nastane, pravé kdyZ bude
1 < /p, ¢ili pro p > 1. Pro (zdporny) kofen x4 = —p to nastane, pravé kdyz —p > —,/p,
¢ili pro p < 1.

V piipadé II. jsme tedy dostali
K= {_1,_]7} prop € (07 1)7
K={-1,1}prop=1,
K={1,p}prope (1,).

Vsechny odvozené zavéry shrneme v nésledujici tabulce:

| P | K
{-1} {=1}

(_007_1)U(_170> {_17p}
(Oa1> {—1,—p}
{1} {£1}
(1,°0) {1,p}
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Priklad 1.4. Najdéte vSechny hodnoty parametru b, pii kterych rovnice
Ix* 4 b| = a(x+b)
ma feSeni pro kazdou hodnotu redlného parametru a.

ReSeni:
RozliSme jednotlivé piipady na zdkladé znaménka parametru b € R.

.b>0

i

Z4dné b > 0 nevyhovuje. Pro b > 0 a pro a = 0 bude rovnice ve tvaru |x> 4 b| = 0, coz
nelze, nebof x> + b > 0 pro kazdé b > 0 a kazdé x € R.

I

.Lb=0

Hodnota b = 0 vyhovuje. Dostdvdme totiZ rovnici |x?| = ax, odkud je jiZ zfejmé, Ze pro
libovolné a € R bude vzdy feSenim x = 0.

1. 5 <0

Pro b < 0 si pro lepsi porozuméni piepiSeme zadédni rovnice jako

2
[x" — (=b)[ = alx— (-b)]
Zavedeme substituci ¢ = v/—b. ProtoZe b < 0, tak ¢ > 0, a soucasné ¢ = —b, proto nase
rovnice ziskava tvar

2

X —C2 :(IX—CZ .
| | =a(

Tuto rovnici s parametrem ¢ > 0 budeme feSit graficky. Uvazme funkce

f@) == a gl)=alx—c?

abudeme se zabyvat vzdjemnou polohou jejich graft v zavislosti na (kladném) parametru c.
Nejprve predstavime grafy obou funkci oddélené.
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Obrizek 2.1: Funkce f(x) = |x> — ¢?| s parametrem ¢ > 0

yﬂ \\ \ 7 -
, -
N \ s
N \ 4 -
N \ 4 s
N 7/ 7
N N , 7 a>0
N \ 4
Ny ///
N /
NN ///
Sl
N e >
P >
7 N
O PR X
v ANERN
- AN
- 4 \ AN
- / \ N
s / \
- , ~a<0
Ve \
N
-’ 4 N
7 4 ~
e /g(x) \ N
. ’ N N

Obrizek 2.2: Funkce g(x) = a(x — ¢?) pro riizné hodnoty parametru a.

Nyni rozli§ime, jak mtize dopadnout na ose x vzdjemnd poloha intervalu (—c, c) z grafu
funkce f(x) s bodem ¢? z grafu funkci g(x). Mohou nastat tfi moZnosti:

.O<ce<1

JelikoZ 0 < ¢? < ¢, dostdvame vzdy dva prise¢iky obou grafi, bez ohledu na znaménko
u koeficientu a (véetné hodnoty a = 0, kdy g(x) = 0).

N UL 4 7
S -
N \ a>07 /7
< 2 \ 4 -,
~ e N 7 7
N \ // 4
-,
f(x) \\ \ / s
NN % 7
NN ///
\\\ Vs
S >
e \:_)\
- /
¢ O /// (\”\ N ¢ X
P N \\
s 4 \ N
7 / \ N
- L’ \ S
- \ ~
7 //g(x) va<0 N
-
L 7 \ N

Obrizek 2.3: Rozbor |x*> — 2| =a(x—c?) pro0 < c < 1.
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H.c=1

Oba grafy se vZdy protnou v bodé [1,0] (podle hodnoty parametru a mohou byt prisec¢iky
dokonce dva), nebot plati ¢ = ¢> = 1. To odpovida tomu, Ze x = 1 je feSeni piivodni rovnice,
kterd pro b = —1 md tvar [x* — 1| = a(x—1).

II.c>1

Plati ¢ < ¢?, takZe bude priise¢ik grafii existovat pro ¢ > 1 uréité v piipadé, ze a < 0 (viz
modra piimka). Potfebujeme ukézat, Ze pro kazdé a > 0 najdeme c takové, Ze grafy funkci
f(x) a g(x) se neprotnou. Z obrdzku vidime, Ze toto muZe nastat, pokud bude smérnice
teny ke grafu funkce f(x) v bodé c? v&tsi (nebo rovna) smérnici piimky y = a(x — ¢?), tj.
kdyZ f'(c?) = 2¢? > a. Soudasné pozadujeme, aby ¢ > 1, takov4 c jisté existuji.

Zbyva vysvétlit, Ze tato podminka ndm skute¢né zarudi, Ze se grafy funkci f(x) a g(x)
neprotnou. Z obrazku je jasné, Ze grafy funkci by se mohly (za pfedpokladu a > 0) protnout
pouze pro x > ¢2. ProtoZe ¢ > 1, tak funkce f se tady chové jako x> — ¢?, tedy hledame-li
priseéik graféi funkei f(x) a g(x), fesfme rovnici x> — > = a(x —c?). Je-li 0 < a < 1,
pro kazdé x > c? > 1 plati x> —c? > x —c? > a(x — ¢?). Je-li a > 1, pak kvadratickd
rovnice x> — ax + c¢*(a — 1) = 0 nem4 redlné kofeny, nebot pro jeji diskriminant plati
D=a’>—-4c*(a—1)=a*—2a(a—1)=—a*+2a<0proa> 1.

y\ \ 4 //
N \ / -
N 7 s
N \ V2 < a>0
2 > Y ’
f(x) d \\ \ / //
N ///
AN [
\ a4
\}/, >
N
- O c 7R x
7z 7 NN
A \ \\
s 4 \ AN
// / \ ~
e // \ N
\ AN
- //g(x) va<0 S
e ’ \ N

Obrizek 2.4: Rozbor [x* — c?| = a(x —¢?) pro ¢ > 1.

Shrnutim situaci 1. az III. dostdvame, Ze rovnice f(x) = g(x) ma feSeni pro kazdou
hodnotu a pravé tehdy, kdyz 0 < ¢ < 1. Pro ptivodni parametr b dostavame 0 < V—b <1,
tedy —1 < b < 0. Z prvniho vétveni tlohy vSak vime, Ze i pro b = 0 feSeni existuje, a proto
tuto hodnotu pfiddme do findlni odpovédi:

Hledané hodnoty b tvoi{ interval (—1,0).
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Priklad 1.5. Urcete vSechny hodnoty realného parametru a, pfi kterych ma rovnice
x> —1| = |a+x|
maximalni pocet feSeni.

Reseni:
Budeme se zabyvat znaménky vyrazi v absolutnich hodnotach:

Lx2—1>0

Pro x2 — 1 > 0 mtiZeme absolutni hodnotu na levé stran& rovnice odstranit a dostaneme
kvadratickou rovnici
X —1=a+x|.

V zéavislosti na znaménku hodnoty vyrazu a + x dostdvdme dvé rovnice:

Je-li vyraz a + x nezaporny, miZeme odstranit absolutni hodnotu a dostaneme kvadra-
tickou rovnici:

¥—1l=a+x
¥ —x—a—1=0. (1.1)

Pokud je vyraz a 4 x zaporny, bude rovnice po odstranéni absolutni hodnoty vypadat
nasledovné:

P—l=—-a—x

X 4x+a—1=0. (1.2)

Lx2—1<0

Pro x> — 1 < 0 bude ptivodni rovnice tvaru
2 —
—x"+1=la+x|
Podle znaménka hodnoty vyrazu a + x ziskdme dvé rovnice:

X+ l=a+tx proa+x>0
x> +l=—a—x proa+x <0

Vhodnym preskladanim ¢lenti bychom vsak ziskali rovnice shodné s (1.1), respektive (1.2).
Zjistili jsme tak, Ze feSenimi ptivodni rovnice s dvéma absolutnimi hodnotami jsou pravé
ta redlnd Cisla, kterd spliuji aspon jednu z rovnic (1.1) nebo (1.2).

Miizeme tedy celkem ziskat aZ 2 + 2 = 4 feSeni. Nyni ur¢ime podminku pro parametr a,
kdy tato situace nastane. Pfedné musi mit kazd4 z obou kvadratickych rovnic kladny dis-
kriminant.
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Vyfesime jednotlivé rovnice:

X¥—x—a—1=0 (1.1)

Tato rovnice ma dvé feSeni, pravé kdyz je diskriminant kladny:

D=1-4(—a—1)=1+4a+4=4a+5>0

- 5
a —_
4

Pravé proa € (—%,oo) ma rovnice (1.1) dvé riznd feSen.

Obdobné resime druhou rovnici:
P4x+a—1=0 (1.2)
I zde spocitdme diskriminant a dofeSime:

D=1-4(a—1)=1—-4a+4=—4a+5>0

—4a+5>0

<5
a —
4

Pravé pro a € (—oo, 3) md rovnice (1.2) pravé dvé feent.

Zjistili jsme, Ze oba diskriminanty jsou kladné, pravé kdyz a € (_?T’ %) Aby uvaZované
kvadratické rovnice (kazdd se dvéma koreny) mély dohromady 4 rtizné kofeny, nesmi mit
tyto dvé rovnice spolecny kotren. Zjistime, pro kterd a tato nepiijemna situace nastane a pak
je zintervalu (— %, %) vyjmeme. Rovnici vyjadiujici tuto situaci budeme fesit disledkovymi
upravami a pak pro nalezend a provedeme zkousku:

1++v4a+5 B —1++v—4a+5

2 2
1+V4a+5=—14+v—4a+5
2+Vda+5=2V-4a+5 |?

44+4v4a+5+4a+5=—4a+5
+4v/4a+5=—8a—4
+Vda+5=-2a—1 !2
4a+5=4a>+4a+1
4a>—4=0

a?—1=0

(a—1)(a+1)=0 = ajp==I

Zkouska: Pro a = 1 jde o rovnice x> —x — 2 = 0 a x> +x = 0 se spole¢nym kofenem x = —1.

Pro a = —1 jde o rovnice x> —x = 0 a x> +x — 2 = 0 se spole¢nym kofenem x = 1.
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Pro zjisténi nevyhovujicich hodnot parametru @ miZzeme pouZzit i chytrou dvahu:

Predpokladejme, Ze néjaké ¢islo x spliluje ob€ uvazované rovnice, které prfepiSeme nyni
takto:

P =xt+a+l a ¥*=-x—a+l (1.3)
Z rovnosti pravych stran x+a+1 = —x —a+ 1 zfejmé& plyne 2x = —2a, neboli x = —a.
Dosazenim této hodnoty do rovnice x*> = x+a+ 1 dostaneme (—a)? = (—a) +a+ 1, tedy
a*> =1 neboli a = £1. To jsou dvé hodnoty, kdy rovnice (1.3) skute¢n& maji spolecny
koren.

Celkovym feSenim je tedy mnoZina a € (—%, —1)u(-1,1)u(1, %)
Pozndamka: Vzhledem ke skutecnosti, Ze pracujeme s dvéma absolutnimi hodnotami,
z nichZ kazd4 tvori jednu stranu rovnice, je nutné a staci, aby oba vyrazy v absolutni
hodnoté mély bud’ stejnou hodnotu, nebo mély dvé navzajem opacné hodnoty. To je také
diivod, pro¢ nam potencialni Ctyfi rovnice splynuly do dvou. Staci tedy sjednotit mnoziny
feSeni rovnic
X¥*—l=a+x a x¥*—1=—(a+x).
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Priklad 1.6. V oboru R feSte nerovnici
K+ 2px+1] > 1

s redlnym parametrem p, a to pouze v pripadech
a)p > \/Q,
b) p € (0,1).

ResSeni:
Diskuzi o znaménku trojclenu v absolutni hodnoté se 1ze vyhnout, uvédomime-li si, Ze
zadand rovnice je splnéna pravé pro ta x € R, pro kterd plati jedna z nerovnosti

I X¥4+2px+1>1
L 2+2px+1<—1

MnoZina feSeni ptivodni nerovnice bude tedy sestavat ze sjednoceni mnoZin feSeni rovnic
I. a IL., které nyni oznacené jako K a Kj; pro dva zadané pripady urcime.

a)p>+2

Nerovnici 1. upravime:
L X42px+1>1
X 4+2px>0
x(x+2p) >0

S ohledem na p > 0 je mnoZinou feSeni nerovnice mnozina K; = (—oo,—2p) U (0, ).
Nerovnici II. upravime

I 2+2px+1<—1
X 4+2px+2<0
a pres diskriminant vyfesime:

D=4p*—8=4(p*-2)

— 2 _
2pi22\/p 2:—pj: Tz_z

X12 =

Zdtraznéme, e diky predpokladu p > /2 plati p? > 2, tj. D > 0. MnoZinou feseni nerov-

nice IL je tedy interval Kjy = (—p— /p?>—2,—p+/p*>—2).

Zbyva ur¢it mnoZinu feSeni K = K; U Kj;. K tomu je nutné rozhodnout o poradi krajnich
bodi interval®, vystupujicich v K; a K;;. Z predpokladu p > v/2 vyplyva 0 < p* —2 < p?,
po odmocnéni 0 < 1/ p? —2 < p. V disledku poslednich dvou nerovnosti plati

2p< —p—\p*-2<—-p+/p*-2<0

odkud jiz dostdvame pro piipad a) odpovéd

K= (—c0,=2p)U(=p—/p*—=2,—p+/p>—2)U(0,00).
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bo<p<l

Nerovnice 1. pfepsana na tvar x(x+2p) > 0 ma opét mnozinu feSeni K; = (—oo, —2p) U
(0,00). Nerovnice II. pfepsand na tvar x> 4 2px +2 < 0 ma sviij diskriminant D = 4(p? —2)
zaporny, nebof z pfedpokladu 0 < p < 1 plyne p? < 1. Proto nerovnice II. tentokrét neplati
pro Zadné x € R, a tedy K;; = . V piipadé b) je tedy odpovéd

K=K/UKj = (—00, —2p) U (0,00).
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Priklad 1.7. Urcete vSechny redlné hodnoty parametru a, pfi kterych ma rovnice
|ax® +4| = [3ax| + |a|

alespon jedno feSent.
Reseni:
Posoudime piipady hodnoty parametru a podle jeho znaménka.

Pro a = 0 dostdvame rovnici

[4] = 10+ 10,
tedy rovnice nema Zadné feSeni.
a<0
UkéZeme, Ze zaddni tlohy vyhovuje kazdé a < 0. Zapiime ho jako a = —r%, kde r > 0,

a vyuzijme grafy funkci f a g levé, resp. pravé strany rovnice:

2 O

1N

Obrazek 2.5: f(x) = |ax2+4| _ |4—r2x2|

\4
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e

g(x)

v

-1 1)

Obrizek 2.6: g(x) = |3ax| + |a| = 3r?|x| +r?

ProtoZe kvadraticka funkce roste pro |x| — oo rychleji nezli funkce linearni, vidime, Ze
rovnice f(x) = g(x) ma 4, 2, resp. 3 feseni (priise¢iky funkci) podle toho, zda 0 < r? < 4,

r? > 4, respektive r* = 4:

8(x)

4 f(x)

yl

v

2 0 2 x
T

v

Obrazek 2.7: PocCet feSeni v zavislosti na hodnoté r.

a>0

Pro a > 0 miiZzeme rovnici ptepsat jako

ax? +4 = 3alx| +a.

(1.4)
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V zavislosti na hodnoté x dostavame dv€ rovnice:

ax2+4: 3ax+a

ax? —3ax+ (4—a) =0 pro x>0 (1.5)
ax’ +4 = —3ax+a
ax* +3ax+(4—a) =0 pro x < 0 (1.6)

Aby mély rovnice (1.5) a (1.6) viibec néjaké redlné koreny, musi byt jejich diskriminant
nezdaporny. Vzhledem k tomu, Ze se ob¢€ rovnice 1isi pouze linedrnim ¢lenem, a to pouze
jeho znaménkem, bude jejich diskriminant D stejny:

D =9d®> —4a(4 — a) = 9a* — 16a+4a®> = a(13a — 16) > 0.

Odsud s ohledem na a > 0 plyne nutnd podminka a > %. Pro kazdé a, které ji splituje, pro
kofeny x> rovnice (1.5) podle Vietova vzorce plati x| +x; = 33—" = 3, takZe aspoil jeden
z kofentl x1,x; je kladny. Podobné z rovnosti x3 + x4 = —3 pro kofeny rovnice (1.6) plyne,
Ze aspon jeden z kofent x3,x4 je zdporny. Proto pro kazdé a € <% , oo) ma ptivodni rovnice
aspoil dva kofeny.

Celkové md tedy rovnice alespori jedno feSeni pravé pro a € (—o0,0) U <%, o).
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Priklad 1.8. V zavislosti na redilném parametru a urcete pocet feSeni rovnice
2 _
a+2x|—x"=0
ReSeni:

Rovnice obsahuje absolutni hodnotu, takZe se potykdme s dvéma rovnicemi, v zavislosti
na znaménku vyrazu v absolutni hodnot¢:

a+2x—x>=0
X’ —2x—a=0 prox>0 (1.7)

a—2x—x>=0

P42x—a=0 prox <0 (1.8)

Dostdvdme dvé kvadratické rovnice, které budou mit sice kazda jind feSeni, nicméné
diskriminant D bude v obou piipadech stejny, nebof rozdil rovnic je pouze ve znaménku
linedrniho ¢lenu, ktery se umocni na druhou:

D= (£2)—4(—a) =4+4a
Diskriminant urcuje i pocet fesSeni:

Pro D =4 +4a < 0, neboli pro a < —1, nemd Zadna z rovnic redlna feSeni. Tedy pro
a € (—oo, —1) nemd rovnice feseni.

Pro D =4+ 4a = 0, neboli pro a = —1, ma rovnice (1.7) jediné feSeni x = 1, které
pritom splituje potiebnou podminku x > 0, a rovnice (1.8) ma jediné feSeni x = —1, které
pfitom spliiuje podminku x < 0. Tedy celkové pro a = —1 dostdvame dvé feSeni ptivodn{
ulohy.

Pro D > 4 +4a = 0, neboli a > —1, mé kazda z rovnic pravé dvé redlna feSeni. Tvary
téchto feSeni podrobnéji rozebereme, abychom zjistili, kterd feSeni spliuji potfebné pod-
minky x > 0, resp. x < 0:

Vyjadieme feSeni rovnic (1.7), respektive (1.8):
X12 =

24++/4+4
%zliw/lﬁ—a
L ”24—1_4612_1:}:,/14_0

X34 =

Zjistime, pro které hodnoty a > —1 plati jednotlivé podminky x; >0, x; >0, x3 <0 a
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x4 <0:

x1=1+v1+a>0

1+a>—1 platipro kazdé a > —1.

xn=1—-v14a>0
1>V1+a |

1>14a
0>a platipro—1<a<O0.

x3=—1+vV14+a<0
Vida<l1 |2

I+a<1
a<0 platipro —1 <a<0.

x4=—-1—+v14+a<0

—1 <+ 1+a platiprokazdé a > —1.

Pro prehlednost sestavime tabulku s pfisluSnymi pocty feSent:

| a | Pocet feSeni
(_°°7_1) 0
{-1} 2
(—1,0) 4
{0} 3
(0,00) 2

23
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2.2 Kvadratické a algebraické rovnice a nerovnice s para-
metry

V této podkapitole se zamétujeme na kvadratické a obecné algebraické rovnice, v nichZ
vystupuji redlné parametry. Jde o tematicky okruh, ktery patii k zdkladnim stavebnim ka-
menum algebraického mysleni, piesto skyta fadu prilezitosti k hlubsi analyze. V souboru
uloh kvadratické tlohy mnohdy vyvstanou aZ po provedeni vhodnych tprav, coz zvySuje
obtiZnost. Prace s parametrem zde nespocivd pouze ve formélnim vypoctu diskriminantu,
ale ¢asto vyzaduje komplexni pfipadovou diskuzi, analyzu podminek pro existenci feSeni
nebo préci s vlastnostmi souctu a soucinu kofenu. Z didaktického hlediska je tato oblast
velmi cennd — poskytuje prostor pro rozvoj strukturovaného uvazovani a vyZaduje bezpec-
nou znalost mnoha vlastnosti spojenych s kvadratickou funkci.

Naleznete zde celkem pét dloh zaméfenych na kvadratické a algebraické rovnice a
nerovnice s parametry. Piiklad 2.1, ktery pracuje s dvéma parametry p a g, ilustruje
upravu raciondlni rovnice na kvadratickou a analyzu platnosti feseni vzhledem k defini¢nim
podminkdm. V ptikladu 2.2 urcujeme hodnoty parametru, pro néZ ma rovnice pravé tfi
redlna feSeni vznikla spojenim dvou kvadratickych rovnic. VyZaduje rozbor diskriminanta
dil¢ich rovnic, po kterém je jiz snadné uhodnout spravné feSeni. Piiklad 2.3 se soustfedi
na rozbor znamének a vzdjemné polohy kofenu kvadratické rovnice pomoci Vietovych
vztaht. V piikladu 2.4 je rovnice ¢tvrtého stupné pievedena substituci na kvadratickou,
pficemz duraz je kladen na rozbor kladnosti feSeni v zavislosti na parametrech. Posledni
priklad 2.5 se vénuje parametrické nerovnici tfetiho stupné, kterd je feSena rozkladem na
soucin (uzitim vlastnosti Vietovych vztahil) a ndslednou analyzou nulovych bodi podle
hodnoty parametru.
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Priklad 2.1. V oboru R feste rovnici s redlnymi parametry p, g:

=2.

X+ X+
p 4 q
X—qg X—p
ReSeni:
Rovnice ma smysl, pravé kdyZ x # g Ax # p. Pro takovd x mGZeme rovnici vyndsobit
jmenovateli a upravit:

(x=p)(x+p)+(x+q)(x—q) =2(x—g)(x—p)
xz—pz%—xz—q2 = 2x2—2px—2qx+2pq
0=p*+4¢*+2pg—2x(p+q)
0—(p+q)2—2x(p+q)
=(p+q)(p+q—2x)

=2(p+q)(P3 4 -x) @.1)

Nyni se musime zamyslet, jak budou vypadat jednotliva feSeni v zavislosti na riznych
hodnotach parametrt:

Pokud p+¢g = 0, neboli p = —g, pak plati rovnice (2.1) pro kazdé x € R. Podle tvodu
vSak musime vyloucit situace, kdy x = ¢ = —p a x = p. Hledana x tak jsou zaddna pod-
minkami x # =+ p, které se pro p = 0 redukuji na x # 0.

Pokud p + g # 0, neboli g # —p, plati rovnice (2.1) pro jediné x = %(p +q), které
ovSem musi spliiovat podminky %( p+q) #qgAx+# %( p+q) # p, které zfejmé& znamenaji
totéZ, co g # p. Tato podminka neni splnéna, pokud ¢ = p, coZ lze spole¢né s piedpokla-
dem p + g # 0 zapsat jako g = p # 0.

Vysledna feseni sepiSeme do tabulky.

| .4 | K ]
p=q=0 R—{0}
p#0ANg=—p | R—{£p}
q#—pNg=p @
g#pAha#—p| {51}
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Priklad 2.2. Urcete, pro které realné hodnoty parametru p ma rovnice
Ipx* —x| =1
pravé tii reSeni.

Reseni:

Pokud p = 0, tak dostdvame ziejmé nevyhovujici rovnici | —x| = 1, kterd totiZ ma pouze
dveé feSeni x = £1. Ddle se proto zabyvame pripadem p # 0. Tehdy je mnoZina feSeni
zadané rovnice sjednocenim mnoZin feSeni dvou kvadratickych rovnic

1) pxz—x:l neboli pxz—x—lzo,

2) px*—x=-1 neboli px’—x+1=0.

ProtoZe z4dné x nemuze vyhovovat obéma rovnicim soucasné, hleddme pravé takova
p # 0, pfi kterych ma jedna z rovnic 1) a 2) dva rtizné kofeny a druha z nich ma jeden
dvojnésobny kofen. Pro jejich diskriminanty plati

Dy =1+4p, D, =1—4p.
S nezndmou p # 0 tak vyfesime kazdou ze dvou soustav

. Di=14+4p>0
D,=1—-4p=0
H. D1:1+4p=0
D,=1—-4p >0

a nalezené mnoZiny feSeni pak sjednotime. Prvni soustavé (p > —% Ap= %) vyhovuje

jediné p,ato p = %. Podobné, druhé soustavé (p = —% Ap < zlt) vyhovuje jediné p = —%.

Obé nalezena p jsou riznd od nuly, tudiz zadani piikladu vyhovuji pravé dvé hodnoty
1
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Priklad 2.3. Zjistéte, pro které hodnoty redlného parametru p ma rovnice
p(*+1) = 3= x(x—2p)

v oboru R dva riizné kofeny. Pro které z nalezenych hodnot p jsou oba tyto kofeny
I. kladné,

IL. zdporné,

II1. opa¢nych znamének?

ReSeni:
Nejprve rovnici upravime na standardni tvar

(p—1x*+2px+p—3=0.

Odsud Ize snadno vidét, Ze pro p = 1 se jedna o linedrni rovnici ve tvaru 2x —2 =0
s jedinym kofenem, takZe hodnota p = 1 zadani nevyhovuje. Dale se tedy budeme zabyvat
pouze pripady, kdy p # 1.

Tato kvadratickd rovnice ma dva rizné redlné koreny pravé tehdy, kdyZ pro jeji diskri-
minant D plati D > 0. Zjistime, kdy to nastane:

D=0b>—4dac=4p> —4(p—1)(p—3)=4p* —4p> +16p—12=16p—12

16p—12>0
3

P>Z

Vidime, Ze hledany parametr p vSech poduloh musi vyhovovat podmince p € <43T’ o) —{1}.

Pro fesSeni dalSich ¢asti dlohy se ndm budou hodit Vietovy vzorce. Pro kofeny xp,x»
kvadratické rovnice ax® + bx+ ¢ = 0 plati:

c b
X1 Xo=— N Xi+xp=—-
a a

L x1,x € RT

Oba kofeny x1, x» jsou kladné, praveé kdyz x; +x, > 0 a soucasné x; - x, > 0, j.:

-3 b 2
P72 50 A 22— 5
a p—1 a p—1

Pomoci nulovych bod vyfesime jednotlivé nerovnice. ReSenim prvni nerovnice je
p € (—o0,1)U(3,) afeSenfm druhé nerovnice je p € (0, 1). Zdroveii plati p € (3,0) — {1}.
Vse zaneseme do grafu:
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2,

A
i
72,

pil

1

v

v

A

v

A

oft------0
w|[---0

W

Obrazek 2.8: Uréeni hodnot p pro piipad I.

Priinikem v$ech tfi mnoZin ziskavame p € (%, 1). Pro pravé takova p md naSe rovnice dva
kladné kofeny x| # x,.

II. x1, xp e R™

Oba kofeny jsou zdporné, pravé kdyz x; -x; > 0ax;+x; <O0:

_3 2
P20 A -2 9

p—1 p—1
Prvni nerovnice plati pro p € (—oo, 1) U (3,0), druhd nerovnice plati pro p € (—e,0) U
(1,0). Hledand p tvoif mnoZinu, kterd je prinikem uréenych dvou mnozin spole¢né s diive
uréenou mnoZinou (3,00) — {1}

A

_l--0--0--4

A

-
3 >
Obrazek 2.9: Urceni hodnot p pro pripad II.

Priinikem vSech tff mnoZin je interval (3,00), proto md nase rovnice dva zdporné koreny
X1, X2 pravé pro p € (3,00).
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III. Dva kofeny opa¢ného znaménka

Jeden z kofent je kladny a druhy zdporny pravé tehdy, kdyZ x; - x» < 0. Re§ime tedy jedinou
nerovnici:
p—3
p—1
MnozZinou feSeni této nerovnice je interval p € (1,3), ktery je podmnoZinou mnoZiny
(43‘17 oo) — {1} z prvni &asti feSeni. Proto mad nase rovnice kofeny x, x, opaénych znamének
pravé pro p € (1,3).

<0

.

Obrazek 2.10: Urceni hodnot p pro pfipad III.
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- . v voe 42 3 2 . . ., .
Priklad 2.4. V oboru R feste rovnici ;% + % = g + %, kde a,b jsou nenulové redlné pa-
rametry.

ReSeni:
Rovnice ma smysl, pokud x # 0. Pro takova x se vynasobenim sou¢inem a’x? # 0 ekviva-
lentné€ zbavime zlomki:

x2+b3 b+b2 2
=+ —==—-4+— -x“a
A x2 a a
x* + a’b’ = a?bx® + ab*x*
4 .2 0 2

ProtoZe v rovnici vystupuji pouze ¢leny s mocninami x™,x“ a x°, zvolime substituci y = x~.
Po ni dostdvame kvadratickou rovnici, kterou vyfeSime pres diskriminant:
V2 +a’b® = a’by + ab’y
V2 +y(—a*b—ab®) +a*b* =0
D = (—a*b—ab*)* —4a’D® = a*b* +24°0° + a*b* — 4a°D =
= a*b?(a® — 2ab + b*) = a*b*(a—b)?
ab(a+b)+t[ab(a—b)]

Kofeny zasubstituované rovnice jsou yj » = > , neboli
a’b+ab*+a*b—ab>  24°b
yi= = =ab
2 2
a’b+ab* —a*b+ab>  2ab? )
2= 5 = = ab

Podle podminek ze zadani plati ab # 0, tedy podminka a?b # ab® riznosti kofend yi2je
ekvivalentni (po vydéleni ab # 0) s podminkou a # b. Pravé tehdy ma rovnice pro nezna-
mou y dva riizné kofeny; v piipadé a = b je y| =y, = a°.

Vritime-li se k piivodni neznamé x ze substituce y = x. S ohledem na x # 0 musi nutng&
platit y > 0, takZe posoudime, kdy jsou jednotlivé kofeny y1, y» kladné:

* Podminka y; = a?b > 0 plati pravé tehdy, kdyZ b > 0 (jelikoz a® > 0). Pivodni
rovnici pak odpovidaji dva rtizné kofeny
x=+y1 =+Va*b= +av/b.

* Podobné, podminka y, = ab? plati pravé tehdy, kdyZ a > 0. Tehdy plati

x=4/y; = £Vab? = +by/a.
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Zjisténé poznatky zapiSeme do tabulky. Nezapomeneme, Ze v piipadé€ a = b > 0 jsou
kofeny ptvodni rovnice odpovidajici y;,y, shodné rovny +a+/a.

| a,b | K |
a<0,b<0 %)
a>0,b>0Aa#b || {+avVb,+b\/a}
a=b>0 {xa/a}

a>0,b<0Na#b {xb\/a}
a<0,b>0ANa#b {+av/b}
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Piiklad 2.5. Reste nerovnici s redlnym parametrem a:
X — (37431792 +3x <0.
Reseni:
Nejprve danou kubickou nerovnici upravime do soucinového tvaru:
= (34317 43x <0
x[x*— (34317 x+3]<0 (2.2)

Nyni se zaméfime na vyraz v hranaté zavorce. UZitim Viétovych vzorci se vyraz pokusime
upravit na vyraz (x — p)(x — g). Hleddme tedy p a g, pro ktera plati:

p+q:3a+3lfa
pg=3

Z prvni rovnice se nabizi p = 3% a g = 3!7%. Pi téchto hodnotach piechazi obé rovnice do
rovnosti; pouZijeme tedy tyto hodnoty p a g k upravé rovnice (2.2) do soucinového tvaru:

x(x—3%(x—3179) <o. (2.3)

JelikozZ se jedna o soudin tif Cinitell a potiebujeme, aby byl nekladny, musi byt bud pravé
jeden z Cinitell nekladny, dva Cinitelé nulovi, anebo pravé vSichni tfi Cinitelé nekladni.
Rozlisit vSak vSechny moZné situace by zabralo spoustu Casu. Zaroven pfipomenime, Ze
plati 3 > 0 pro kazdé t € R a Ze funkce f(¢) = 3’ je rostouci.

Navrhnéme nejprve vhodné a, pro které by nerovnice nabyla zajimavého tvaru. Pro a =
jsou obé zavorky shodné, nebof plati

30 =31 =3 73170 =37 = /3,

B[ —

a tedy mame feSit nerovnici

x(x—v3)? <0.

VyuZijeme k tomu metodu nulovych bodi, které jsou v tomto piipad& dva: x = 0 ax = /3.

I I = (_0070) L= <Ov \/g) L= <\/§7°°>

znaménko — + +

Do mnoziny feSeni zahrneme interval, kdy je vyraz na levé strané nerovnice zdporny,
spole¢né s nulovymi body, tedy pro a = % je K = (—o0,0) U{/3}.

Pro obecné a # % budeme mit vZdy 3 rizné nulové body x =0, x =3%ax =317 Ty
budou mit na ¢iselné ose riizné poradi v pfipadech a < % aa> %

I.a<%

Proa < % plati @ < 1 —a, odkud plyne 0 < 3 < 3!~ proto metoda nulovych bodi
pro nerovnici (2.3) zafunguje nasledovné:
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I I =(—,0) | b=(0,3%) | 5= (3%3""%) | I, = (3179 o)
znaménko — + — +

Pro a < 3 dostdvdme mnoZinu feenf K = (—o0,0) U (3,3!79).

ILa>%

Proa > % plati a > 1 —a, tedy 0 < 3'7¢ < 3¢, Tabulka bude vypadat nasledovng:

I [h=(0)]L=039h=0"%3]L= (")
znaménko — + — i

Pro a >  je tedy K = (—o0,0) U (317¢,39).

VSechna feSeni napiSeme do findlni tabulky.

_a | K |
(—o0,3) || (—e0,0)U(39,3179)
{2} (—=,0)U{v/3}
(5.0) | (==,00U (37,39
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2.3 Soustavy rovnic a nerovnic s parametry

Podkapitola se zaméfuje na soustavy rovnic a nerovnic, v nichZ vystupuji redlné pa-
rametry. Tato oblast je typicka kombinaci algebry a logické analyzy, Casto s dirazem na
geometrii (t€ je v této praci vénovana samostatnd kapitola), mnoZinové vztahy a specidlni
podminky feSitelnosti. Parametr v soustavé neovliviiuje jen konkrétni pocet feSeni, ale Casto
1 jejich existenci, strukturu nebo vzdjemnou zavislost. Prace s témito typy uloh pfispiva
k rozvoji schopnosti formulovat podminky na existenci feSeni a rozliSovat rizné vyznamové
roviny matematického zadani — od algebraickych tprav po interpretaci vysledki.

V této podkapitole je zatazeno Sest piikladi. Piiklad 3.1 ukazuje, jak 1ze pouhou dvahou
urcit hodnoty parametru, pro néZ ma soustava dvou nerovnic spole¢né feSeni. V piikladu
3.2 feSime soustavu se dvéma proménnymi, kde parametr ovliviiuje pocet i tvar fesSeni, a
odhalujeme zvlastni pripady. Pfiklad 3.3 se zabyva podminkami nefesitelnosti kvadratické
soustavy, pficemz analyza probiha pfes substituci a diskriminant. Zaroven autor nabizi
alternativni, geometrické feSeni ulohy. V pfikladu 3.4 hleddme parametry, pro néZ maji dvé
rizné soustavy rovnic shodnou mnoZinu feSeni. Piiklad 3.5 propojuje kvadratickou rovnici
s logaritmickou rovnici a ukazuje dtlezitost prace s definicnim oborem. Na zavér, piiklad
3.6 pfedstavuje soustavu rovnic, kterd svym zadanim miiZe pusobit aZ hrozivé — rovnice
s rostoucimi mocninami a obecny pocet neznamych. Pfesto ma tato uloha prekvapivé
elegantni feseni, které ukazuje, jak mize byt zdanlivé slozita struktura ve skutecnosti
disledkem jednoduché a krasné myslenky.
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Priklad 3.1. Urcete, pro které hodnoty redlného parametru a je aspon jedno feSeni nerov-

N2

nice 2x — 3 > a rovnéz feSenim nerovnice x —a < 3.

Reseni:
Nerovnice 2x — 3 > a upravend do tvaru x > % ma za mnozinu feseni interval

a+3
KI:( ! 700).

Nerovnice x —a < 3 upravend do tvaru x < a + 3 ma za mnoZinu feSeni interval

K, = (—w,a+3).

Intervaly K; a K> maji neprazdny prinik, pravé kdyz

a+3
2

<a+3,

tj. pravé tehdy, kdyz a+ 3 > 0, neboli a > —3. Hledana a tedy tvoi{ interval (—3,00).
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Piiklad 3.2. Reste soustavu s nezndamymi x,y (kde a # 0 je redlny parametr):

X
. —+tay=a
a
L axt2=1
a

ReSeni:
JelikoZ ze zadani vime, Ze a # 0, miiZeme ob¢ rovnice ekvivalentné vyndasobit ¢islem a:

L x+a2y:a2

IL. a2x+y=a

Z rovnice II. vyjadifme y = a — a®x a dosadime do I.
I x+d(a—a*x)=a

x—f—a3 —a4x:a2

x(1—aY)=d*-d°

x(1—a)(14a)(1+d*) =a*(1 —a)

2

Nyni rozli§ime riizné pripady parametru a # 0.

La=1

Po dosazeni do rovnic L. a II. vychazi

. x+y=1
II. x+y=1

Lze vyjadfit y = 1 —x, tudiZ pro kazdé x € R dostdvame feSeni v podobé usporddané dvo-
jice (x,1 —x), tedy K = {(x,1 —x),x € R}.

La=-1

Po dosazeni dostavame

L —x—-y=-1
I —x—y=1

coz neni mozné, tedy v tomto piipadé plati K = @.
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La#—1Na+#1]

Miizeme vyd&lit vyrazem (1 —a)(1+a)(1 +a?) a dostdvame

2 2
1—
. a*(1—a) a

(1-a)(1+a)(1+a?) (1+a)(1+a?)

Nyni mizeme dopocitat neznamou y:

5 5 a2 (14

L P s Sk pramrpr s B

atad+d+a—a*  a(l+a+ad?)
- l+4a+a*+ad (1+a)(1+d?)

Resenim tedy bude jedina uspofadané dvojice tvaru (x,y) = <(1 +a;(21 eyt (TE:;;ET fjg) >

Vsechna feSeni zapiSeme do tabulky:

a | K |
{-1} %)
{1} {(x,1—x),x e R}

R—{0,£1} { ((1+a)a(21+a2)’ (?ilé;g?ltfjg)) }
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Priklad 3.3. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pfi kterych soustava rovnic

2ty =4

xy=a
nema4 feseni.

ReSeni:

LLa=0

Pro takové a = 0 mdme jednoduchou soustavu

2yt =4
xy=0

Ta mé napriklad feSeni x = 0 a y = 2. Tedy hodnota a = 0 mezi hledané nepatfi.

Predpokladejme nyni, Ze a # 0. Pak z rovnice xy = a nutné x, y # 0. Vyjadifeme si napiiklad
neznimou x = % Tu dosadime do prvni rovnice:

x2+y2:4:><;> f—4= yzy —4 |2 [#0)
&yt = 4y

Y42 +a* =0

Dostdvame rovnici ¢tvrtého stupné, kterd vSak obsahuje pouze kvarticky, kvadraticky
a absolutni ¢len. To snadno navadi na substituci z = y?, po jejimZ zavedeni dostaneme
rovnici kvadratickou:

Z?—4z+a* =0

Spocitame, pro jaké hodnoty parametru a ma rovnice redlné feSeni, tedy hledame, kdy je
diskriminant této rovnice nezaporny.

D=16—4a>>0

4—a® >0
2—a)(24+a)>0 3.1
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Vidime, Ze substituovand kvadratickd rovnice (3.1) md kofeny z; » pravé proa € (—2,2).
Proto takova a z Vietova vzorce z1 +zp = 4 pii oznaceni z; > 75 plyne z; > 0, takze pivodni
soustava bude mit napfiklad feSeni y = \/z] ax = \% Zadand soustava nema feSen{ pravé

N
proa € (—oo,—2)U(2,00).

Pozndmka: Tato tloha je dobfe interpretovatelnd geometricky. Zatimco prvni rovnice re-
prezentuje Pythagorovu vétu pravothlého trojihelnika s pfeponou délky 2 (bereme v potaz
také ’nekorektni” mozZnost, kdy jedna z odvésen je délky O a druhd 2), druhd hledd mozné
obsahy obdélnika z danych odvésen. Nesmime vSak zapomenout na mozna zdpornd zna-
ménka hodnot x, y a a.
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Priklad 3.4. Urcete, pro které hodnoty redlnych parametrti a, b maji ob& soustavy rovnic

) ax+2y=>b+1

x+y=3
) 2x+y=a’+2
x+3y=3

stejné mnoZiny feSeni.

ReSeni:
Vyfesime zvlast obé soustavy. MnoZinu feSeni I) oznaéme K;, mnoZinu feSeni 1) oznacme
K.

I. Soustava I)

Z druhé rovnice si vyjadiime napfiklad nezndmou x a dosadime do prvni rovnice:
x=3—y
a(3—y)+2y=>b+1
3a—ay+2y=>b+1
y2—a)=b+1-3a
Pro a = 2 dostavame rovnici Oy =b+1—6, neboli 5 =5b. Proa=2 a b # 5 tedy

soustava I. Zddné feSeni nemd. Pro a = 2,b =5 je feSenim kazda dvojice (x,3 — x), tedy
Ky ={(x,3—x), x e R}.

Pro a # 2 ma soustava I. jediné fesen{

b+1—-3a . b—5
2—a a—2’

y =
tedy K; = { (45,2553 ) .

II. Soustava II) ‘

Také z druhé rovnice vyjadiime x a dosadime do prvni rovnice:
x=3-13y
23-3y)+y=d*+2
6—6y+y=a’+2
—Sy=da*—4

a—4 4-a

Zpétné dosadime a dopocitame x:

4—a®> 15—12+3a*> 3+3d?

x=3-3y=3-3" : :
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Pro libovolné a € R je feSenim jedina urcena dvojice, tedy Kj; = {(3+53"2 , 4’5"2)}. Nyni
sta¢i porovnat dvojice z mnozin K; a Kj;. Pokud totiz existuji takovd a a b, pro kterd se
dvojice z mnoZin Kj a Kjj rovnaji, pak maji skute¢né vyse zminéné soustavy stejné mnoziny
feSeni. Vznikd ndm takto soustava dvou rovnic o dvou nezndmych.

b—5 3+3d®
: = . -2
o a—2 5 /-3(a=2)
3a—b—1 4—d®
) 5 /-5(a—2)
xX: 5(b—5) = (3a*+3)(a—2)

y: 5Ba—b—1)=4—-a*)(a—2)
5b—25=3a’ —6a”+3a—6

X .

y: 15a—5b—5=4a—8—a’+2d*
X 5b—19 =3a® — 6a*> + 3a
y: —5b+3=—-a’+2a*—1la
x+y: —16 =2a° —4a*> — 8a

0=a’—2a>—4a+8

0= a(a2 —4)— 2((12 —4)

0=(a*—4)(a—2)
Kofeny ziskané rovnice jsou a = £2. Kofen a = 2 jsme jiz diive vytadili, nebof soustava
II) mé vzdy jednoprvkovou mnozinu feSeni, zatimco soustava /) md pro a = 2 feSenim

kazdou dvojici (x,3 — x). ProtoZe je s¢itdni rovnic pouze disledkovou dpravou, je nutné
pro kofen a = —2 provést zkousku :

b—5 3+12
-2-2 5
5(b—5)=-60
b—5=-12
b=-7
Dosadime do druhé rovnice (a =—2a b= —7):
3a—b—1_—6+7—1_0
a-2 —4 B
4—a®> 4—4
a :—:O
5 0

Zavér:
Soustavy maji stejnou mnoZzinu feSeni, pravé kdyz platia = -2 /A\b = —7.
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Priklad 3.5. Reste soustavu rovnic s redlnym parametrem a:

L (x—a)? =8(y—x+a—2)

1-1
1 —log,x
ReSeni:
Nejdfive se zaméfme na druhou rovnici a jeji podminky feSitelnosti:
1 —log,y

=l=1-log,x#0=logyx#1=x#2
1 —log,x

Z podminek pro argument logaritmu rovnézZ mame x > 0, celkem tedy x > 0 A x # 2.
Zaroven, podil v druhé rovnici je roven jedné pravé tehdy, kdyzZ jsou si Citatel a jmenovatel
rovny. Tedy nutné musi byt 1 —log,y = 1 —log, x, odkud x = y. Celkem mdme tedy tfi
podminky, a to x > 0 A x # 2 Ax = y. Tim je automaticky splnéna podminka pro argument
logaritmu v itateli.

Soustavu feSime pomoci substituce y = x. Dosadime do prvni rovnice a dostaneme:
(x—a)? =8(x—x+a—2)
x*—2ax+a’>=8a—16
x* —2ax+a*—8a+16=0
Danou kvadratickou rovnici feSime pres diskriminant:

D =4a> —4(a* — 8a+ 16) = 4a> — 44> 4+ 32a — 64 = 32a — 64 > 0,tedy a > 2

:% V2a_4:a:|:2,/2a_4

X1,2

Dosazenim pivodni proménné dostdvime x =y = a +2+/2a—4. Pro a = 2 bude
x =y =2, coZ nelze, tedy vyplyvd, Ze a € (2,0). Pro takové a je$t€ musime posoudit
splnéni uréenych podminek x > 0 a x # 2.

Uzitim podminky x > 0 dostdvame dvé nerovnice:
x1=a+2v2a—4>0 a xx=a—2v2a—4>0.

JelikoZ plati v/2a—4 > 0 pro a > 2 a z predchozi podminky vime, Ze parametr a je
v tuto chvili uz jen z intervalu (2, 00), bude nerovnice x; > 0 platit vzdy.
Nyni posoudime nerovnici x; > O:

a—2v2a—4>0
a>2\2a—4 |2 la> 2]
a*>8a—16
a>—8a+16>0
(a—4)>>0 (3.2)
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Nerovnice (3.2) je splnéna pro a # 4, tedy pro a = 4 pfipada v ivahu pouze kofen x.

Zbyva zjistit, pro kterd a > 2 vyjdou zakdzané hodnoty x; = 2, resp. x, = 2:
xp=a+2V2a—4=2 a xx=a—2V2a—4=2
Pro x| dostavame rovnici
a—2=-2v2a—-4

s jedinym feSenim a = 2, nebota —2 > 0 a —2+/2a —4 < 0. Kofen x; = 2 je tedy vyloucen
proa = 2.
Rovnici pro x; vyreSime ekvivalentnimi dpravami:

a—2=2v2a—4 |* [a>2)]
4—4da+a*=8a—16
a> —12a+20=0
(a—10)(a—2)=0

Resenim rovnice x, = 2 jsou hodnoty a = 2 a a = 10, tedy pro a = 10 bude fe$enim tlohy
také pouze kofen x.

Shrneme poznatky z predchozich vypoéti. Uloha pro a € (—oo,2) nemé feseni. Pro
a € (2,00) jsme zjistili, Ze pro a = 4 a a = 10 nevyhovuje kofen x,, tedy tloha bude mit
pouze jedno feSeni, a to y = x = x1. Pro ostatni hodnoty tohoto intervalu mé pak uloha
feSeni dvé, atoy = x = xy 5.

Vsechna fesSeni sepiSeme do tabulky:

| a | K |
(_°°72> )
{4,10} x=yé€{a+2v2a—4}
(2,4)U(4,10)U(10,00) | x=y € {a£2v2a 4}
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Priklad 3.6. Reste soustavu rovnic s redlnym parametrem a:

X1+x24+x,=a
x%+x%+---+x%:a2

X +x5+---+x, =a", kden€N.

ReSeni:
DokéaZeme, Ze mnozina vSech feSeni té€to soustavy je mnoZina vSech n-tic, v nichZ pravé
jedna slozka je rovna a a ostatni jsou nulové.

Predpoklddejme, Ze (xp,...,x,) je feSenim této soustavy. Pro libovolné i € {1,2,...,n}
urcité bude vyhovovat kazdé feSeni tvaru

Xi=a, x1=-:--=Xi1=Xit1 =" =x,=0.

Nyni dokdZeme, Ze zadana soustava Zadné dalsi feSeni nema.
1) Pro n = 1 dostdvame ziejmé jediné xcxyfeSeni x; = a.
2) Pro n = 2 je soustava ve tvaru

X1 +x2 =a,
x% +x% =a?,

z ¢ehoZ plyne podminka
(x14+x2)% — (x3 +x3) = 2x1x = 0.

Odsud plyne, Ze jedno z ¢isel x1, x> se rovna nule, takZe podle x; +x = a je druhé z nich
rovno da.
3) Pro n > 3 se zaméfime pouze na druhy a tfeti fadek soustavy. Ty budou vypadat takto:

x%—|—~-~+x,%:a2,
x%+---+x,31:a3.

Pokud a =0, musi také x| = x, = - - - = x,, = 0. Pokud a # 0, vydélime ¢lenem s parametrem
a dostaneme (x;/a)>+---+ (x,/a)*> = 1, odkud zfejmé pro kazdé i € {1,2,...,n} plati
|x;/a| < 1, navic také (x;/a)® < (x;/a)?. Tedy

1= Y (u/a) < Y (/@ =1,

tudiZz pro kazdé i plati rovnost
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coZ znamend, Ze pro kazdé i plati bud x; = 0 nebo x; = a. Odtud uz plyne, Ze pravé
jedno x; je rovno a a ostatni x; jsou rovna nule.

Celkem dostavame n riznych feseni takovych, kdy pro kazdé i € {1,2,...,n} plati
Xi=a, X]=-:=Xi_]=Xy1=""=x=0,

tedy prave jedna slozka je rovna a, ostatni jsou nulové.
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2.4 Grafické reseni rovnic

Grafické feSeni rovnic a nerovnic s parametry umoZziiuje Zakiim chépat rovnice nejen
jako symbolické zdpisy, ale jako objekty s geometrickym vyznamem. V této podkapitole
je daraz kladen na porozuméni vzdjemné poloze grafii funkci a na schopnost vyjadfit
mnozinu feSeni jako mnoZinu prisec¢iki. Tato metoda je obzvlast cennd v pripadech, kdy
algebraickd feSeni vedou ke slozité ptipadové analyze, zatimco grafické znazornéni odhali
strukturu problému rychle a ndzorng. Zaci se tak uéf propojit analytické a vizudlni myglent,
coz je dovednost cenénd i v soutéZnich dlohéch.

Podkapitola obsahuje tfi tlohy. Pfiklad 4.1 porovnava dvé funkce s absolutnimi hodno-
tami a sleduje jejich priseciky v zavislosti na posunu jednoho z graf, pficemz vysledkem
je mnoZina feSeni odhadnutelné piimo z obrazku. V ptikladu 4.2 se pracuje s funkci danou
predpisem s odmocninou, jejiz graf méni sviij tvar podle hodnoty parametru; feSeni spoc¢iva
v urcovani poctu prisecikll s pfimkou. Pfiklad 4.3 se zamétuje na graf funkce obsahujici
soucin proménné s absolutni hodnotou linedrniho vyrazu — podle hodnoty parametru se
pak méni pocet feseni, coz vede ke krasné a systematické klasifikaci jednotlivych piipadi.
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Priklad 4.1. Rovnici |x — p| = |x| — | s redlnym parametrem p feSte grafickou metodou.

Reseni:
Obor pravdivosti K zadané rovnice, ktery bude zaviset na parametru p € R, ur¢ime jako
mnozinu x-ovych soufadnic vSech spole¢nych bodt grafii dvou funkei

fiy=lx—p|
g:y=|x—1

Nejprve nacrtneme graf G funkce g, kterd na parametru p nezdavisi. Graf je tvofen dvéma
poloptimkami se spole¢nym pocatkem [0, —1], které protinaji osu x pod dhlem 45°.

yﬂ

g(x)

v

Obrazek 2.11: Graf G

Graf F funkce f dostaneme posunutim grafu G, pii kterém poéitek [0, —1] obou polopii-
mek piejde do bodu [p,0]. Nacrtnéme dva piipady grafu F': graf F} pro p = p; <0 a graf
F, pro p=py > 0:
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yﬂ

v

p1 p2 X

Obrazek 2.12: Grafy F; pro p = p; <0Oagraf F> prop =p> >0

Nyni si rozmyslime, jakd bude vzdjemna poloha grafu G a grafli F pro rizné skupiny
hodnot parametru p.

Lp=—lap=1

Pro p = —1 a p = 1 budou mit grafy F a G nekone¢né¢ mnoho spole¢nych bodii, které
vyplni celé levé, respektive pravé rameno grafu F:

A
y /

v

Obrazek 2.13: Prinikem grafti je celé levé rameno F, respektive pravé rameno F;.

Vidime, Ze K = (—oo,—1) prop=—1a K = (1,0) pro p = 1.
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ILpe(—1,1)
Pro zadné p € (—1,1) se grafy F a G neprotinaji:
y
-1\ P1 O] P2 "M :
x
-1

Obrazek 2.14: Prinikem grafi je prdzdnd mnoZina.

Plati tedy K = @ pro kazdé p € (—1,1).

1L p € (—o0, 1) U (1,00)

Pro kazdé p € (—eo, 1)U (1,0) budou mit grafy F a G jediny prisecik, ktery oznacime Cj,

respektive C; jako na obrazku:

Pl//////// 3 O 1 & :

Obrazek 2.15: Priniky graft pro p € (—oo, 1)U (1,00)
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ProtoZe oba vySrafované trojuhelniky jsou rovnoramenné, je hledand x-ova soufadnice
bodu C; rovna aritmetickému priméru ¢isel p; a —1. Obdobné u ¢isla C, pijde o aritme-
ticky primér ¢isel 1 a p;.

. —1 +1
Plati tedy K = {Z&~} prop<laK={Z=} prop > 1.

Vsechna feSeni nakonec zaznamename do tabulky.

o | K |

(_0071) {[%1}
{=1} | (=,
(—1,1) 0]

{1} (1,00)
(]700) {p-H}
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Priklad 4.2. Graficky urcete vSechny hodnoty realného parametru a, pro které ma rovnice
x++x(a—x)=1
aspon jedno feSeni.

Reseni:
Zacnéme nejjednodussim piipadem, kdy a = 0. Tehdy rovnice vypada nasledovné:

x+vV-xt=1

Vyraz v/ —x2 je definovan pouze pro x = 0. Pokud v§ak do zapsané rovnice dosadime x = 0,
dostavame 0+ 0 = 1. Pro a = 0 tak zadand rovnice nem4 feSeni.

Zabyvejme se dale ptipady, kdy a # 0. Tehdy pivodni rovnici pfepiSeme do tvaru

e =1-x

Pocet feSeni takové rovnice uréime jako pocet pruse¢ika grafu funkce f:y = \/x(a —x)
s pfimkou o rovnici y = 1 —x.

Graf funkce f zfejmé lezi v poloroviné uréené nerovnosti y > 0. Je-li splnéna, mizeme
rovnost y = y/x(a — x) ekvivalentné umocnit a ddle upravit:

y=/x(a—x) ®
y2 —ax—x°
x> —ax+ y2 =0
a\? a\?
(=3) = (3)
Posledni rovnice je rovnice kruznice se sttedem S5, 0] a polomérem r = %, kterd zfejmé

prochazi bodem A [a,0] a pocitkem O [0,0]. Dochdzime tak k zavéru, Ze grafem funkce
f(x) je &ast této kruznice, kterd lezi v poloroviné y > 0, tedy polokruZnice s krajnimi body
A a O. Pro vykresleni této polokruznice bude vhodné rozlisit pfipady a < 0 aa > 0.

Jednu z moznych vzdjemnych poloh grafu funkce f(x) a pfimky y = 1 — x zndzornime
na obrazku:
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B
NI+
Q
>
[
=V

Obrazek 2.16: Graf funkce f(x) v pfipadé a < 0.

Do obrazku jsme prikreslili te¢nu TK ke grafu funkce f(x) s bodem dotyku T, kterd je
rovnobéznd s piimkou y = 1 — x, takZe ma stejnou smérnici rovnou —1. Pro pfeponu SK
pravothlého rovnoramenného trojihelniku SKT tak plati |SK| = /2. JelikoZ s ohledem
na a < 0 plati r = 5%, pro kladnou soufadnici k bodu K [k,0] dostdvdme vyjddfent

2 1—+v2
k:xs+]SK]:g—a§:a(T\/_).

Z obréazku vidime, Ze ptimka y = 1 —x bude mit s grafem funkce f(x) aspon jeden spole¢ny
bod, pravé kdyz bude platit 1 < k. Zbyva zjistit, pro kterd a < 0 odvozend nerovnost plati:

1<k
1—4/2 2
1§a( v2) | <0
2 1—2
2
>a

1—v2 ~

Zaporny vyraz na levé strané posledni rovnice zjednodusime:

2 2(1++2) :2(1+ﬁ):_2_2\/§

1-v2  (1-V2)(1+v2) —1

Zavér 1.: Hledané zaporné hodnoty a tvoif interval (—oco, —2 — 24/2).
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Budeme postupovat obdobné jako v ptipadé I.

yA
x
f(x) T
A,
1 r
S A! K .
o) N4 a k x
y=1-x

Obrazek 2.17: Graf funkce f(x) v pfipadé a < 0.

Opét plati [SK| = rv/2, tentokrdt oviem r = £, a proto

a V2 a(l+ \/5)
k fd K — — _——=
xs + |SK]| 3 +a 5 >
Z obréazku je patrné, Ze pifimka y = 1 — x a graf funkce f(x) maji aspori jeden spole¢ny
bod, pravé kdyz plati nerovnost 1 < k:

1<k
1 2 2
2 1+v2
2 <
a
1+v2 ™
Upravime vyraz na levé strané:
2 2(1-v/2) :2(1—ﬁ):_2+2\/§

14+v2  (1+v2)(1-+2) ~1

Zavér I1.: Hledané kladné hodnoty a tvoif interval (—2 -+ 2+/2, o).

Celkovy zéavér: Hodnoty parametru a, které spliiuji podminku ze zadani prikladu, tvori
mnoZinu (—oeo, —2 —2v/2) U (=2 +2v/2,00).
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Priklad 4.3. V zavislosti na hodnoté redlného parametru a urcete graficky pocet feseni
rovnice

xlx—2al|=a+1.
ReSeni:
Hledané pocty feSeni uré¢ime jako pocty priseéikt grafu funkce f(x) = x|x — 24|
s pfimkou o rovnici y = a+ 1. S ohledem na ptedpis pro funkci f(x) rozli§ime piipady
a=0a<0aa>1.

I.a=0

V tomto ptipad€ jde o funkci f(x) = x|x| a pfimku y = 1.
Vidime, Ze zadand rovnice x|x| = 1 md jediné feSeni x = 1.

yh

1 r y=1

f)

Obrézek 2.18: Pfipad a = 0.

Uvédomime si, Ze pro x > 2a plati f(x) = x> — 2ax, zatimco pro x < 2a plati f(x) =
—(x? —2ax). Podle toho sestrojime graf funkce f(x). Kromé toho si pov§imneme, Ze vzdy
plati > 4+a+ 1 > 0, a tak pro hodnotu a + 1 z rovnice pifmky y = a + 1 mame s ohledem
na a < 0 odhady —a®> < a+ 1 < 1. Proto rozli§fme tfi moZné polohy pfimky y=a+1, a
to podle toho, zda —a*<a+1<0,neboa+1=0,nebo0<a+1<1.
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2a a

o

f)

Y1

Obréazek 2.19: Piipad a < 0.

Vidime, Ze plati tyto tfi zavéry: Zadana rovnice ma

Y2

=y

Y3

* 3 feSenf (pifmka y3), pokud —a®> <a+1<0,t.a € (—o0,—1),

» 2 feSeni (pfimka y;), pokuda+1=0,tj.a=—1,
* 1 feseni (pfimka y;), pokud 0 < a+1 < 1, tj. a € (—1,0).

I zde plati f(x) = x*> — 2ax pro x > 2a a f(x) = —(x*> — 2ax) pro x < 2a. Pro hodnotu
a—+ 1 z pravé strany rovnice pfimky y = a+ 1 vime jen to, Ze s ohledem na a > 0 plati

Vs 2

a-+1 > 1. Nasi dlohou bude déle urcit, pro které hodnoty @ mé ptfimka y = a+ 1 jeden ze

tf{ moZnych poloh z obréazku.

Y1 v4 4
7 = o o
7 o o o
f)
@) 2a 4

Obrazek 2.20: Ptipad a > 0.

—a
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Tentokrat plati tyto tii zavéry: Zadana rovnice ma

* 3 feseni (piimka y3), pokud 1 < a+1 < a2,
* 2 fedeni (pfimka y»), pokud 1 < a+1 = a?,
+ 1 fedeni (pfimka y;), pokud a + 1 > a°.

Rovnice a+ 1 = a” m4 jen jediny kladny kofen ag = 1+T‘ﬁ Odtud tdvahou o nerovnosti

mezi &isly a+ 1 a a® dostavame, Ze 3 feSeni budou existovat pro a € (ag, ), 2 feseni pro
a = ag a jedno FeSeni pro a € (0,ag).

2

Ziskané vysledky shrneme do jedné tabulky, pfitom zdvéry o jednom feSeni ze tii
piipadu L, II, IIT shrneme do jednoho fadku: @ € {0} U (—1,0) U (0,a9) = (—1,ap).

’ a H Pocet feSeni ‘
(_°°>_1) 3
—1 2
(=1,155) 1
(155,e0) 3
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2.5 Logaritmické a exponenciilni rovnice a nerovnice

Logaritmické a exponencidlni rovnice a nerovnice s parametry na prvni pohled vzbuzuji
respekt; zdkladni Skoln{ intuice na né ¢asto nestaci — a to kvili jejich technické naro¢nosti a
mensi praktické frekvenci. O to vétsi je vSak prekvapeni, kdyz se sloZité vyrazy rozpletou
diky spravné zvolené substituci nebo jednoduché tdprave. Tato kapitola ukazuje, Ze i tech-
nicky ndro&né rovnice mohou mit feseni, kterd jsou nejen spravnd, ale i krasnd. Ulohy v této
kapitole vyZaduji peclivou prici s definicnim oborem, presné algebraické Upravy a cit pro
transformace vyrazi. Regitel se u¢i pracovat s riiznymi zéklady logaritmii, vnimat jemné
rozdily mezi podobnymi strukturami a ¢asto dospéje k prekvapivé elegantnimu zavéru.

V této podkapitole jsou zafazeny Ctyfi piiklady. Piiklad 5.1 ukazuje feSeni nerovnice
s logaritmy o riznych zakladech a proménnymi vyrazy v argumentech — diraz je kladen
na spravné uZziti vzorcl s logaritmy, pifesné odlogaritmovani a rozbor smyslu vyrazi.
Ptiklad 5.2 pracuje se substituci slozitého zlomku v argumentech logaritmi a prechazi na
kvadratickou rovnici s parametrem. V prikladu 5.3 vedou dpravy exponencidlni nerovnice
k parametrické kvadratické nerovnici, kterd se fe$i v omezeném oboru. Leh¢di piiklad 5.4
pak uzavird tuto ¢ast ulohou se dvéma logaritmy rtiznych zakladi, kde je cilem urdit
vSechna redlnd feSeni dané rovnice — feSeni je zde zaloZeno na pfevodnich vzorcich.
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Piiklad 5.1. Reste nerovnici s kladnym parametrem a # 1:
log, (x—a) >logi (x+a).
ReSeni:
Podle zadané rovnice musi platit x+a > 0 a x —a > 0, aby oba logaritmy mély smysl.

Obé upravené nerovnosti x > —a a x > a s ohledem na predpoklad a > 0 plati, pravé kdyz
x > a. Danou nerovnici proto budeme fesit v oboru x € (a,oo).

Podle zndmého prevodniho vzorce

log, c =

muZeme v pravé strané nerovnice piejit k zakladu a:

log,(x+a)  log,(x+a)  log,(x+a)
log, é log,1—1log,a —1

log: (x+a) = = —log, (x+a)

Nové ziskanou pravou stranu dosadime zpét a upravime s vyuZzitim toho, Ze log, 1 = 0:

log, (x —a) +1log,

log, (x* —a

2

log, (x* —a®) > log, 1. (5.1)

ProtoZe funkce y = log,x je v piipadé 0 < a < 1 klesajici a v pfipad€ a > 1 rostouci,
ziskanou nerovnici (5.1) podle toho odlogaritmujeme:

Lae(0,1)

Nerovnice (5.1) je platnd, pravé kdyz 0 < x> — a? < 1. Posledni dv& nerovnosti spliiuji
pravé ta kladnd x, pro kterd plati a> < x> < 1 +d?, neboli a < x < V1 +a2. Protoze cely
interval (a,V'1 4 a?) leZi v uréeném oboru (a,), plati K = (a, V1 +a?).

IL a € (1,00)

Nerovnice (5.1) je platnd, pravé kdyz x*> —a®> > 1, tedy x*> > 1 4 a?. ProtoZe vyraz
1 +a? je kladny a nerovnici fe§fme v oboru x € (a,%0) s kladnym a, musi byt i x kladné,
celkové tedy x > v/1 + a2. Soucasné v/1 + a2 > a, nebof pro a > 0 po umocnéni dostdvdme
1 +a? > a?. Tedy opét ziskany interval (v/1+a2,0) leZi v uréeném oboru (a,o), plati

K= (V1+a?,).

Vysledky obou pifipadul jsou natolik piehledné, Ze je nebudeme shrnovat do tabulky.
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Piiklad 5.2. Reste rovnici s kladnym parametrem a:

o (52 ) gy (4) gy

ReSeni:

Vsimnéme si podobnych vyrazii v argumentech logaritmii. Navic nezndma x se v rovnici

nachdzi pouze na dvou mistech, a to ve stejnych zlomcich. Je mozné tedy zvolit vhodnou
(r+1)?

substituci #(x) = ~——-. Po ni obdrzime rovnici, kterou rovnou ekvivalentn¢ upravime:

logs (7 —a) = logs(r) —logs(a)
t
logs(t —a) = logs (—) (5.2)
a
Protoze ze zadané podminky a > 0 plyne r —a < ¢, oba logaritmy v rovnici (5.2) budou
existovat, pravé kdyZz bude platit t —a > 0, neboli

t € (a,). (5.3)

Pro takova t miiZeme rovnici odlogaritmovat a dale feSit rovnici

t
t—a=- (5.4)
a

Je ocividné, Ze tato rovnice nemd feSeni pro a = 1. Totéz plati pro kazdé a € (0, 1), nebot
kvili nerovnostem r —a < t < é je rovnost v (5.4) vylou€ena. Pro kazdé a € (0,1) je tak
mnozina feseni pivodni rovnice prazdna.

Déle se budeme zabyvat piipadem a € (1,e0). Pro tento interval fe$§ime rovnici (5.4):

t
t—a=—

a
at—a* =t
at—t =a*
tla—1)=d?

t= a’
Ca—1

Skutecnost, Ze ziskany vyraz je opravdu feSenim rovnice (5.2) lze dokdzat snadno. Diky
tomu, Ze a > 1, je nalezend hodnota ¢ kladna (znovu to potvrzuje, Ze pro a < 1 ptivodni
rovnice nemd feSeni — pro a = 1 neni vyraz definovan, pro a < 1 je vyraz zdporny). Bude
to skutecné feSeni rovnice, pokud spliluje vztah (5.3), tj. t > a. ZdGvodnime ho uZitim
nerovnosti 0 < a—1 < a:
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Hodnotu 7 dosadime do rovnosti # = #(x) a rovnici pro nezndmou x za piedpokladu x # 0
ekvivalentné upravime:

(x+1)? . (x+1)?  a°

X x  a-—1
2
24 1=x
a—1
2
x2+(2— a )x+1:0
a—1

Kvadratickou rovnici vyfeSime pouzitim diskriminantu:

2 \2 2 4 2 4
a a a 4a a
( 1) a—l_l—(a—l)2 a—1+(a—1)2

a_
_at—4a*(a—1) a*'—4d*+4a®  a*(a*—4a+4)  a*(a—2)?
o (@-12 (a-1)2 (a=1)2 0 (a—1)?

Dopocitame redlné koteny kvadratické rovnice:

_2a—2-d? + a*(a—2)? —2a+2+a*+a(a—2)
a1 1)’ =

2= 2 - 2
—2a+2+a2—|—a2—2a a2—2a+1
x| = - —a—1,
2(a—1) a—1
—2a+2+d*>—a*+2a 2 1
X = g g .
2 2(a—1) 20a—1) a—1

JelikoZ a > 1, obé hodnoty x1,x; spliiuji potiebnou podminku x # 0. Rovnost x; = x;
pfitom nastane, pravé kdyz D = 0, coz spliiuje jediné a > 1, presnéji a = 2, pro které
X1 =X = 1.

Vsechny vysledky shrneme do tabulky.
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Piiklad 5.3. Reste nerovnici s redlnym parametrem a:
9t +8a-3"—a? <0.

Reseni:
Nerovnice navadi na substituci y = 3* > 0. Vyjadifme touto substituci &len 9**!:

gt _gv.9— (32)x'9 _ (3x)2.9 — 9)?
Po dosazeni substituce dostdvame nerovnici ve tvaru
9y% + 8ay —a* < 0. (5.5)
Mame kvadratickou nerovnici, kterou feSime proy > 0. Nejprve spocteme diskriminant:

D= (8a)>+4-9-d> = 64a° 4 36a*> = 100a*> > 0.
—8a+v100a? ~ —8a=+10a

Y12 =

18 18
_2a_a
MT=187 9
Y2 =—a

Nyni si rozdélime dlohu na tfi pfipady v zdvislosti na hodnoté parametru a:

Pro a < 0 bude kofen y; zdporny a kofen y, kladny. Plati tedy § < 0 < —a. Vime
také, Ze koeficient kvadratického Clenu nerovnice (5.5) je kladny, tedy graf kvadratické
funkce bude konvexni. Pro zpiehlednéni sestrojime tabulku, kde nulové body jsou koieny
nerovnice:

I |h=(==5) | h=(5~a) [ h=(-a)
znaménko + — +

Pozndmka: Nulové body nejsou do intervald zahrnuty, nebof hleddme pouze takova fesent,
pfi nichz bude leva strana nerovnice zaporna.

Vidime, Ze pro a < 0 bude leva strana nerovnice zapornd v intervalu ;. Nesmime vSak
zapomenout, Ze Glohu fesime pro y > 0, proto vysledny interval bude ve tvaru y € (0, —a).
Vrafme se k piivodni proménné substituce y = 3*. Hleddme tedy takova x, pro ktera plati
0 < 3* < —a. Prvni nerovnost je splnéna pro vSechna redlna Cisla, ta druhd je ekvivalentni
s nerovnici

x < logs(—a).

Dostavame tedy mnoZinu vSech feSeni ve tvaru K = (—oo,logz(—a)) pro a < 0.
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II.a=0

Pro a = 0 bude nerovnice (5.5) ve tvaru
9y* <0,

coz nema feSeni, nebof leva strana je vZdy kladna (vime totiZ, Ze y > 0). Pro a = 0 dosta-
vame K = Q.

Pro a > 0 bude kofen y; kladny a kofen y; zdporny, tedy —a < 0 < §. Tabulka interval
bude vypadat nasledovné:

I | h=(=—0a)|h=(-a5) | 5=(5">)
znaménko + — +

Obdobné jako u piipadu /1, i zde je feSenim cdst intervalu I. Protoze —a < 0, bude
vysledny interval ve tvaru (0, %) Vratime-li se k ptivodni proménné substituce y = 3%,
dostavame u

X € <—0<>,10g3 5)

Pro ujasnéni upravime pravou mez intervalu:
a 1
logs 9= logs 5 +logza = —2+logya
Resen je tedy ve tvaru K = (—oo, —2 + logsa) pro a > 0.

Ziskané zavéry shrneme do tabulky:

_a | K |
(==,0) || (=oo,logz(—a))
{0} 0
(0,0) || (=o2,=2+logza)
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Priklad 5.4. Reste rovnici
log,x-log,x =log, b,

kde a,b jsou kladné parametry rtizné od ¢isla 1.
ReSeni:
JelikoZ ze zadéni plyne, Ze log, b # 0, miZeme timto vyrazem rovnici vydélit:

log,x-log,x

=1
log, b
Pro dals$i apravy vyuzijeme pievodniho vztahu
log, x
1 = —4
O8p% log,b’

diky kterému rovnici ddle upravime a vyfesSime:

(log; x) - (log, x) =1
(log,x)* = 1
(log,x) = £1
Logaritmus se rovnd jedné, pokud je hodnota argumentu a zdkladu stejnd, coZ nastane

pro x = b. Pfipad log, x = —1 nastane, pokud je v argumentu pifevrdcend hodnota hodnoty
zdkladu, tedy x = }. MnoZina feSenf celé dlohy je tedy K = {b, }.
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2.6 Iracionalni rovnice a nerovnice

Iraciondlni rovnice a nerovnice s parametry vyZzaduji dislednou praci s podminkami a
obezietnost pfi kazdém kroku dpravy. Vzhledem k tomu, Ze umociiovani rovnic s odmocni-
nami Casto neni ekvivalentni tpravou, je nezbytné presné vymezit definicni obor a rozlisit
jednotlivé pripady. Reseni téchto tloh vyuZivd Sirokou paletu metod — od substituce pies
nasobeni sdruZenym vyrazem az po grafické tvahy ¢i rozbor kvadratickych tvart. Tento
typ rovnic rozviji algebraické dovednosti, systematické uvazovéni a schopnost kontrolovat
platnost ziskanych vysledki. Je také nutné si uvédomit, Ze umoctiovani je ve své podstaté
disledkovou dpravou, a proto budeme casto ovéfovat spravnost vysledku zkouskou.

V této podkapitole se nachdzi Sest tloh. Piiklad 6.1 zkouma nerovnici s odmocninou,
ktera se fesi piipadovou analyzou a poskytuje krom algebraického rovnéz grafickou vizu-
alizaci feSeni. V piikladu 6.2 feSime rozdil dvou odmocnin a vyuZivdme ndsobeni rovnice
sdruZenym vyrazem, kdy feSime vzniklou soustavu rovnic. V zavéru dlohy dochézi k rov-
nici s absolutnimi hodnotami. Pfiklad 6.3 na prvni pohled svadi k rychlému algebraickému
feSeni — po odstranéni odmocniny vede uprava k jednoduché linedrni rovnici. Skutec¢na
obtiZnost vSak spociva v disledném ovéfeni podminky, které od feSitele vyZaduje peclivé
propojeni vysledku s definicnim oborem a parametrem. V piikladu 6.4 se feSitel potykd
s vnofenou odmocninou, po jejimz umocnéni a vhodné substituci se vyhne rovnici ¢tvrtého
stupné&. Reseni dlohy vyZaduje chytry krok v podobé pficteni prom&nné x k obéma strandm
substituce. Priklad 6.5 fesi rovnost dvou odmocninovych vyrazi pfes soucet a opét pracuje
s nasobeni rovnice sdruzenym vyrazem. Uloha je pracna zejména kvili ovéfovani feseni
vlivem duasledkovych tprav. Zavérecny piiklad 6.6 vyZzaduje dvé po sobé jdouci umocnéni a
vede k vyrazu pro x v zavislosti na parametru p. Klicovym momentem je diikkladné ovéeni,
pro které hodnoty parametru ziskané feSeni skutecné plati.
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Piiklad 6.1. Reste nerovnici s redlnym parametrem a:

2vVx+a>x+1.

Reseni:
Nerovnici bychom radi umocnili. RozliSime tedy tlohu na tfi pfipady podle hodnoty para-
metru a:

I.a € (—e,0)

Podle zadani musi platit x4+a > 0, tedy x > —a > 0, a proto x+ 1 > 0. Pro x > —a tak
muZeme nerovnici ekvivalentné fesit umocnénim:

2Vx4a>x+1 2

dx+4a>x*+2x+1
4a>x* —2x+1 (6.1)
4a > (x—1)*

ProtoZe viak 4a < 0 a vizdy plati (x — 1)? > 0, v uvaZovaném piipadé a € (—o0,0) mame

K=0.

Il.ae(0,1)

Podle zadédni musi platit x4+ a > 0, neboli x € (—a,). Pak ovSem x+1>1—a > 0,
takZe zadanou nerovnici miZzeme v celém oboru x € (—a, o) fesit ekvivalentnim umoc-
nenim. Nerovnici (6.1) dale upravime a pomoci diskriminantu D ur¢ime kotfeny pfislusné
rovnice:

4a>x2—2x+1
¥ —2x—4da+1<0 (6.2)

D= (-2)%—4(—4a+1)
— 4+ 16a —4
= 16a

2416a 2+4
26“: 2¢a:1i2¢5

X2 =

Uzitim metody nulovych bodu vypocitime interval feseni nerovnice 6.2:

U I = (=0, 1 =2v/a) [ b= (1—-2y/a,1+2/a) | 5 = (1+2y/a,)

znaménko + +

Vyslednym intervalem feSeni nerovnice je interval (1 —2+/a, 1 +2+/a). Je vSak jesté nutné
ukdzat, Ze cely interval leZ{ v poZadovaném oboru (—a, ).



66 Kapitola 2. ReSené priklady

Vhodnou tpravu dokdzeme, ze —a < 1 — 2\/4_1:

—a<1-2va
0<1-2ya+a

OS (1_\/a>27

coZ plati. Proto feSenim bude cely interval, tedy K = (1 —2+/a, 1 +2+/a).

1L a € (1,00)

Stejnym zptisobem jako v pripadé II., i zde musi platit x4+ a > 0, tedy x > —a, neboli
x € (—a, ). Nyni pro x € (—a,—1) plati

2vVx+a>0>x+1

takZe pivodni nerovnice je splnéna. Pro zbyld x € (—1,00) nerovnici ekvivalentné umoc-
nime a postupem z II. dospé&jeme k nerovnici (6.2) s mnoZzinou feSeni (1 —2v/a, 1 +2+/a).
Jejich prinikem s uréenym oborem (—1,0) je interval (—1,1+ 2+/a), nebof diky nerov-
nostia > 1 plati 1 —2y/a < —1.Platitak K = (—a,—1)U(—1,1+2+/a) = (—a, 1 +2/a).

Spravnost tvah ilustrujeme graficky vykreslenim grafi funkci f(x) = x+a a
g(x) = x+ 1 v uvaZovanych téech ptipadech:

yﬂ

g()
f)

Obrézek 2.21: Pro a < 0 je feSenim prazdnd mnoZina.
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A
4 0
g()
fx)
1
o
-1 .
1-2vla O 1+2Va X
Obrézek 2.22: Pro 0 < a < 1 je feSenim interval (1 —2y/a, 1+ 2/a).
y A
o
f)
8(x)
1

-a /~1 |O 1+2Va x

Obrézek 2.23: Pro a > 1 je feSenim interval (—a, 1 +2+/a).

Vsechny vysledky zpiehlednime v tabulce.

| a | K
<_°°70> 0
(1700) <_a71+2\/a)
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Piiklad 6.2. Reste rovnici s redlnym parametrem a:

Vx+2—vVx—a+2=1.

ReSeni:

Ze zadané rovnice plyne v/x+2 > v/x—a+2, tedy x+2 > x—a+2, odkud dostdviame
a > 0. V pripadé a < 0 tak rovnice nemd feSeni. Ddle se proto budeme zabyvat pouze
ptipadem a > 0.

V této tloze je velice vyhodné vyndsobit rovnici sdruzenym vyrazem v/x +2++v/x —a + 2.
Vznikne totiZ podobnd rovnice, ktera pijde vyhodné secist s ptivodni rovnici:

L Vx+2—vVx—a+2=1 /- (Vx+2+Vx—a+2)
II. x+2—(x—a+2)=vVx+2+vVx—a+2

L Vx+2—vVx—a+2=1
. Vx+2++vVx—a+2=a Obé rovnice secteme:

2Vx+2=a-+1
1
o — a+

2
2
2a+1
o teatl
4
a*>+2a—17
X=—-"
4

Nyni dosadime tuto hodnotu x, kterou jsme ziskali diisledkovymi dpravami, do levé strany
pavodni rovnice:

L \/a2+2a—7+2 \/a2+2a—7 1o \/a2+2a+1 \/a2—2a+1
=\ — A —m8M8M —a = — —
4 4 4 4

a+1‘ a—l‘

2

Nasi ulohou tedy bude zjistit, pro kterd a > 0 je levd strana rovnice rovna jedné, tj. kdy

plati

a—1
2

a+1
2

-1
Resime tedy rovnici s absolutni hodnotou. Rovnici 1ze po vyndsobeni dvéma dostat na tvar
la+1]—|la—1]=2

Pomoci nulovych bodi sestrojime tabulku, uréujici, kdy jsou vyrazy v absolutnich hodno-
tach kladné a kdy zaporné:

a 11:(—00,—1) IzZ(—l,l) I3I<l,<>°)
+
—+

a—1 — +
a+1 — —
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Pozndmka: V tabulce jsou do intervalli zahrnuty také nulové body x = +1. Pro tyto hod-
noty jsou vyrazy v absolutnich hodnotach rovny nule, tedy nejsou ani kladné, ani zdporné.
Znaky v tabulce tak vyjadiuji nezapornost, resp. nekladnost.

Vzhledem k omezeni a > 0, které jsme zdivodnili v prvnim odstavci naseho feseni, se
budeme zabyvat pouze intervaly I, a I3, pticemz I, ziZime na (0, 1).

L =(0,1)

Vyraz a+ 1 zde bude kladny, vyraz a — 1 zadporny. Doplnime do rovnice a vyfesime:

at+14+a—-1=2
20 =2

a=1

Jelikoz musi platit a < 1, bude mnoZina hodnot x prazdn4, tedy K = @.

Iy = <17°°)

Zde budou oba vyrazy kladné:

a+1l—a+1=2
0a=0

z Y7

Posledni rovnici spliiuji vSechna a € I3, tudiZ nalezené ¢islo x zkouSce vyhovuje.

Na zavér vSechny vysledky zapiSeme do tabulky:

e | K |
(oo, 1) G

(Lo) | {4207y

Pozndmka: Rovnici |a+ 1| — |a — 1| = 2 1ze také fesit dvahou. Jak jsme zdivodnili v Gvod-
nim odstavci feSeni, zabyvame se pouze piipadem a > 0. Tehdy ovSem plati |[a+ 1| =a+1,
takZe odvozenou rovnici lze zjednodusit:

(a+1)—la—1|=2,

a—1=la—1|

Posledni ziejmé plati, pravé kdyz a — 1 > 0, neboli a € (1,0). Tedy pravé pro takova a je
nalezené ¢islo x kofenem plivodni rovnice.
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Piiklad 6.3. Reste rovnici s redlnym parametrem a:

x=1/x2+2(a+1)x+4a+a.

ReSeni:
Nejprve rovnici po odecteni a od obou stran disledkové umocnime a upravime.

x—a=1/x*+2(a+1)x+4a 2 [x—a>0]
X —2ax+a® =x*4+2(a+1)x+4a
a® —4a=2(a+1)x+2ax
a® —4a = x(4a+2)

Proa = —% vychdzi rovnice % = Ox, kterd nema feSeni. Pro a # —% muiZeme rovnici vydélit:
a* —4a
X =
4a+2

Nyni je tfeba zohlednit podminky, za kterych jsme mohli rovnici ekvivalentné umocnit.
Jsou to podminky x —a > 0 a x*> +2(a+ 1) x+4a > 0. Vysvétlime, pro¢ stali pouze prvni
znich, tj. x > a. Podle nageho postupu pro uréené x totiz plati x* +2(a+ 1) x+4a = (x— a)?,
takZe i troj¢len x> +2(a + 1)x + 4a m4 nezdpornou hodnotu.

Vénujme se tedy jen podmince x > a:

a2—4a>
X = a
da+2 —
2
a“—4a
—a >
dar2 420
a* —4a—4a* —2a
>0
4a+2 -
—3a2—6a>0
da+2 —
—3a(a+2)
2(2a+1)

Pomoci metody nulovych bodi ur¢ime intervaly feSeni. Vybereme ty, kdy je funkce kladna

a pfiddme k nim i jejich krajni body a = —2 a a = 0, ve kterych je funkce rovna nule:
1 L =(—,-2) | b=(-2,—%) | b= (-%,0) | L=(0,)
znaménko + — + —

Uloha m4 tedy jediné feSeni ve tvaru x = ‘fajfz" proa€l; UL = (—c0,—2)U(—%,0). Pro

ostatni hodnoty parametru a feSeni neexistuje.
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Piiklad 6.4. Reste rovnici s redlnym parametrem a:

\/a—+va+x=x. (6.3)
Reseni:

Z tvaru levé strany (6.3) plyne, Ze pro nezndmou x na pravé strané musi platit x > 0. Pro
takova x mizeme rovnici ekvivalentné umocnit:

Va-vaTta==x 2

a— a—i—xzx2

a—x*=+va+x (6.4)

Vidime, Ze nutné a — x% > 0, tedy a > X2, takze pro a < 0 rovnice (6.3) nema feSeni. Déle
tedy budeme ptredpokléddat, Ze obé a i x jsou nezdpornd.

Dalsi umocnéni rovnice (6.4) by vedlo na kvartickou rovnici. Té se vyvarujeme uZitim
vhodné substituce. Pro feSeni poloZime vhodné t = a — x> — x. Pak totiZ platf

a—x2 =x-+t

Po vhodném pieskladani ¢lent a pficteni vyrazu x k obéma stranam dokazeme vyjadfit
také vyraz v odmocning z rovnice (6.4):
a=x+x+t +x
a+x=x>+2x+t

Po dosazeni do (6.4) dostavame

X+t=\Vx2+2x+t.

Opét vidime, Ze nutné x +¢ > 0. Rovnici znovu ekvivalentné umocnime a upravime:

X2+ 2xt +12 = x> 4+ 2x +t
2t —2x+12—1 =0
2x(t—1)+1(r—1)=0
(t—1)(2x+1t)=0

vvvvvv

x+1t>0a2x+t=x+ (x+1), nastane moznost 2x+¢ = 0, jen kdyZ x = x+¢ = 0, tedy
kdy? x =t =0, coZ podle t = a — x> — x znamend, %e i a = 0.

Zabyvejme se moznosti, kdy ¢ = 1. Podle r = a — x> — x to znamen4, Ze x> +x + 1 = a,
takZe nutné s ohledem na x > 0 musi byt a > 1. Déle z x>+ x+ 1 = a plynou rovnosti
x+a=(x+1)? aa—x*=x+1, takZe rovnice (6.4) je skute¢né splnéna. Zbyva proto
v piipadé a > 1 najit viechna kladnd feSen{ x rovnice x> +x+ 1 = a.
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Miéme kvadratickou rovnici, kterou upravime, spocitime diskriminant D ur¢ime kladné
koteny.

P Hx+l—a=0

D=1-4(1—a)=4a—-3

—1++4a-3

X12 =
’ 2

Vidime hned, Ze kofen se znaménkem minus pied odmocninou vyjde zaporny. Proto bude

kladnym kofenem pouze x = =43 pro a € (1, 00).
Celkové tedy dostavame:
| a L 5 |
(=2,0)U(0,1) 0

{0} {0}
<1 oo) {—1+\§4a—3}
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Piiklad 6.5. Reste rovnici s redlnym parametrem a:
x=3=a—Vx—-T.

ReSeni:
Pfevedeme si vyrazy s odmocninou na jednu stranu:

Vx—=3+vVx—T=a

JelikoZ oba vyrazy na levé strané jsou nezdporné, musi nutné a > 0. Situace, kdy a =0
vsak nemizZe nastat, nebof oba vyrazy ziejmé nemohou byt soucasné rovny nule. Proa <0
tedy uloha nema feSent.

Po zbytek feSeni pracujeme s a > 0. Rovnici se nabizi vynasobit sdruzenym Cinitelem:

L Vx=3+Vx—T=a |- (Vx-3-vx-7)
II. x=3—(x=-T)=a(Vx—3—vVx=17)

ﬁ
|
w
+
ﬁ
|
-
I

a
4
1I. x—3—Vx—T=-
a
2
4
L+l 2va3=27 °
a
2 2
dx—12 = @A J;4) |4
a
442
(a>+4)? (a®> —4)? + 164> (a®> —4)?
_ T 3 3=~ 47
o 442 + 442 + 4aq2 +

ProtoZze jsme v naSem postupu provadéli disledkové upravy (secteni rovnic L. a II. a
nasledné umocnéni), provedeme pro nalezené x zkousku dosazenim do ptivodni rovnice.
Z vyjadreni uréeného x s ohledem na a > 0 plyne:

(a>+4)2  a*+4
402 2a
(a2 —4)2  |a®>—4|

|
-7 = =
o 4a? 2a

x—3=
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Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme rovnost, kterou dale ekvivalentné upravime:

a®+4 la? — 4
_=q— —

2a 2a
ad+4  |a®—4
T_a__ 2a
4—a®>  |a*—4
2a  2a

Vidime, Ze takova rovnost plati, pravé kdyZ |a*> — 4| = a*> — 4 neboli a®> —4 > 0, &ili a® > 4.
~ . . . . » 2— 2
To pro kladné a znamend a > 2. ReSenim rovnice je tedy jediné x = % + 7 pro

4a
a € (2,00), pro ostatni hodnoty a zddné feSeni neexistuje.
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Piiklad 6.6. Reste rovnici s redlnym parametrem p:

VX2 —p+2vVxt—1=x

ReSeni:
Soucet dvou mocnin na levé strané rovnice musi byt nutné nezdporny. Pro x > 0 rovnici
umocnime a poté upravime:

VaZ—p+2Vxi—1=x
xz—p+4\/(x2—p)(x2— 1) +4x> —4 =

4\/(x2—p)(x2—1) = p+4—4x°

Pokud plati p 44 > 4x2, rovnici znovu umocnime a vyjidifme neznimou x:

4\/(x2—p)(x2— 1) =p+4—4x°
16(x* — p)(x* — 1) = p*> +8p + 16 — 8px* — 32x* + 16x*
16x* — 16x> — 16px* + 16p = p* +8p + 16 — 8px* — 32x* + 16x*
16x> —8px*> +8p—p>—16 =0
(16 —8p)x” = (p—4)?

I ) Y =
R TG R e 7 R e T

Plati v§ak podminka p+4 > 452, tedy

(p—4)?°
4-2p

p+4>4x = — (p+4)(4-2p)>(p—4)? < 0>p(Bp—4).

4-p

" 4 v o _ 4
Dostdvime p > 0 a p < 3. ReSeni je tedy ve tvaru x = 55 pro p € (0,3).
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Priklad 6.7. Najdéte vSechny trojice (a,b,c) redlnych parametrt, pii kterych ma rovnice

\/x+ayx+b+/x=c

nekone¢n€ mnoho reSeni.

ReSeni:

Pro zjednoduseni piivodni rovnice vyuZijeme substituci y = 1/x, tedy x = y2, y > 0. ProtoZe
je y nezdporné, musi nutné také ¢ > 0. Rovnici pfepiSeme a disledkovymi tpravami
upravime:

VATarhty=c
VY tay+b=c—y |’
v 4ay+b=c*—2cy+y?
ay+b= - 2cy
Aby platila rovnost pro nekone¢né¢ mnoho y > 0, musi byt leva i prava strana rovnice
identické jako funkce proménné y. Porovname tedy koeficienty obou stran rovnice podle

mocnin y:
a=-2c Ab=c

ProtoZe jsme pouZili disledkové tpravy, je nutné dosadit ziskané kandidaty do ptivodni
rovnice. Dostdvame

x—2cv/x+ct=c—+/x.

Ekvivalentnimi tpravami obdrZzime

(Vi-eP=c—va
Vi =e VA

To je rovnice typu |[V| = —V s vyrazem V = /x — ¢, kterd je splnéna, pravé kdyz
V =y/x—c < 0neboli /x < c¢. Vidime, Ze musi platit ¢ > 0 a Ze vSechna feSeni pivodni
rovnice jsou pak uréena podminkami 0 < x < ¢2. Takovych x je skute¢n& nekonen& mnoho,
pravé kdyz plati ¢> > 0, tj. ¢ > 0 (nebot jak vime ¢ > 0). Ukézali jsme, Ze hledané trojice
(a,b,c) jsou skuteéné tvaru (a,b,c) = (—2¢,c?,c), kde ¢ > 0 je libovolné.
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2.7 Racionalni lomené rovnice a nerovnice s parametry

Racionédlni lomené rovnice a nerovnice s parametry vyZaduji pfesnou préci s definic¢-
nim oborem, algebraickymi tipravami a analyzou existence feSeni v zdvislosti na hodnotéach
parametru. Parametr zde ovliviiuje jak vyskyt zakdzanych hodnot ve jmenovatelich, tak sa-
motnou strukturu rovnice ¢i nerovnice. Tyto ulohy slouZi nejen k procviceni standardnich
metod, jako je pfevod na spole¢ného jmenovatele a tprava vyrazi, ale predevsim k rozvoji
schopnosti formulovat podminky platnosti feSeni a rozlisit situace, kdy formdlné ziskané
vysledky neodpovidaji skute¢nosti. Didakticky je tento okruh pfinosny zejména tim, Ze uci
studenty presnosti, logické analyze a duisledné praci s jednotlivymi kroky feSeni.

Podkapitola obsahuje Ctyfi ptiklady. Pfiklad 7.1 pracuje s nerovnosti dvou lomenych vy-
razi a ukazuje pfipadovou analyzu na zdklad¢é znamének Citatele a jmenovatele. V piikladu
7.2 se analyzuje rovnice, jejiz diskriminant rozhoduje o poctu redlnych feSeni, pricemz
podminka x # 3 vnasi do feSeni dalsi vrstvu. Piiklad 7.3 kombinuje kvadratickou nerovnici
s lomenym vyrazem a klade diraz na spravné prevedeni do tvaru vhodného pro metodu
nulovych bodu. Zavére¢ny piiklad 7.4 vyzaduje dikladné dpravy dvou lomenych vyrazi s
riznymi jmenovateli; feSeni spociva v algebraickém sjednoceni vyrazii, ptipadové analyze
a rozboru podminek na parametr.
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Priklad 7.1. V oboru R feste nerovnici s redlnym parametrem p:

X3
x—p—3

ReSeni:

Nerovnice ma smysl pouze tehdy, kdyZz x — p — 3 # 0, neboli x # p+ 3. Vyraz na levé strané

musi byt ostfe zdporny. To nastane pouze v piipadé, pokud je Citatel kladny a soucasné

jmenovatel zdporny nebo naopak. Rozd€lme si tedy dlohu na dva ptipady:

Lp+3<x<3p

Vidime, Ze takova x budou existovat a tvofit interval K; = (p+3,3p), pravé kdyZ bude
platit p 43 < 3p, neboli p > % V ptipadé p < % bude K| = @.

IL3p<x<p+3

Druhy piipad fesi situaci opacnou: s kladnym citatelem a zdpornym jmenovatelem.
Zde budou x rovnéz existovat a tentokrat tvofit interval K = (3p, p + 3) za podminky, Ze
p+3>3p,tedy p< % Pro p > % bude K, = @.

Reseni K = K| UK> zapiSeme do tabulky:

| P I K ]
pE (_O;a%) (3p7g+3)
P=5
pe ) | 4330
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Priklad 7.2. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pfi kterych ma rovnice

X2 —ax+4 B

0
x—3

prave jedno feseni.
ReSeni:
Mus{ platit x # 3. Pro takova x je dand rovnice ekvivalentni s rovnici x> — ax +4 = 0. Tato

rovnice mé pravé jedno feSeni, pokud je jeji diskriminant D roven nule:

D=a*>-16=0
(a—4)(a+4)=0
ayp==+4

Ziskané hodnoty a dosadime a ur¢ime kofeny ptivodni rovnice ovéfenim podminky x # 3:

4+0
a:4:>x:T:27é3,
—440
a=—4—x= > =—2#3.

Hodnoty parametru a = +4 jsou tedy jedina dvé feSeni této dlohy.
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Priklad 7.3. V oboru R feSte nerovnici

axz

1 < (a+ 1)2, kde a > 0 je parametr.
x —_—
Reseni:

Nerovnice ma smysl, pokud x # 1. Pro a = 0 dostavdme nerovnici ve tvaru % <1, ktera
plati pro kazdé x # 1. Pro a = 0 je tedy K = R — {1}. Déle budeme ve shodé se zaddnim
predpoklddat, Ze a > 0 a nerovnici upravime na ekvivalentni tvar:

CZXZ

< (a+1)?

ax* —(a+1)*x+(a+1)?
x—1

<0.

Kvadraticky trojClen v Citateli mé diskriminant
D=(a+1)*~4a(a+1)* = (a+1)*[(a+1)* —4a] = (a+1)*(a—1)*
Jelikoz a > 0, miize byt D = 0 pouze v piipadé a = 1, kdy plati
ax’* —(a+1)x+ (a+1)? =x> —4x+4 = (x—2)2,

—_ 2 . .
takZe nerovnice md tvar % <0.Proa=1jetedy ziejmé& K = (—eo, 1) U{2}. Pro ostatni

a>0bude D >0a+/D=(a+1)|a— 1|, takZe trojclen v Citateli m4 dva riizné kofeny

(a+1)2+(a+1)|a—1] _ (a+1)*+(a+1)(a—1)

X12 = )
2a 2a
(@®+2a+1)+(a>—1) 24d*°+2a
x| = = =a+1,
2a 2a
(@®+2a+1)—(a*—1) 2a+2 a+1
X = = == .
2 2a 2a a

Nerovnici tak miizeme piepsat do tvaru

alx—xp)(x—x2)
x—1

<0

Reseni takové nerovnice bude ziviset na uspofadani &isel x1,x, a 1 na &iselné ose. Diky
podmince a > 0 jsou oba kofeny x,x, vét§ineZ 1. Navic, proO <a < 1 platia+1 < aail,
atedy 1 < x| < xp, zatimco proa > 1 plati a+1 > %1, tedy 1 < xp < x1. Odtud plyne,

mnoZina feSeni ma tvar

a+1

K:(—oo,l)U<x1,x2>:(—oo,l)U<a+1, > proa € (0,1),

a+1 >

K= (—o0,1)U {x,x1) = (—oo,l)u< a+1) proae (1,00).
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VSechna feSeni v zdvislosti na zadaném parametru a > 0 zaznamename do tabulky:

|

H

K

|

{0}

R—{1}

{1}

(—oo, U2}

(0,1)

(

—oo, |

)U(a+l,“ai1)

(1,%)

(

—oo, |

)U<u+l

a ’

a+1)

81
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Piiklad 7.4. Reste nerovnici s redlnym parametrem a # 1:

x—1

<1- .
1—a a—1

ReSeni:
ProtoZe ze zadani je a # 1, mliZeme nerovnici upravit:

x(l—a)—a a—1—(x—1)
<
l—a a—1

Ptfevedeme oba zlomky na stejny jmenovatel 1 —a a po pfevedeni na jednu stranu vytvoiime
jeden zlomek:

x—ax—a —a-+1+x-—1

1—a 1—a
X—ax—a x—a

1—a l1—a
XxX—ax—a x—a
<0

l—a l-a
X—ax—a—Xx—+a

<0
1—a
—ax

<0
1—a
ax

<0 (7.1)
a—1

Nyni otestujeme rizné hodnoty parametru a a podle znaménka jmenovatele uré¢ime
vSechna vyhovujici x.

I.a=0

Pro a = 0 dostdvame z (7.1) nerovnici Ox < 0. Vyraz na levé strané bude vZdy roven
nule, a tedy pro a = 0 nema nerovnice zadné feseni, tedy K = @ pro a = 0.

Pro a < 0 je jmenovatel na levé strané (7.1) zdporny. Aby byl zlomek na levé strané
zaporny, musi byt Citatel kladny. JelikoZ a < 0, musi nutné také x < 0. Tedy pro a < 0 je
mnoZzinou feeni K = (—e,0).

MLO<a< 1]

V tomto ptipadé je v (7.1) opét zdporny jmenovatel, a tedy Citatel musi byt opét kladny.
Tentokrat je vSak parametr a kladny, a tedy musi nutné také x > 0. Pro 0 < a < 1 proto
dostdvame K = (0, ).
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IV.a>1
Pro a > 1 bude jmenovatel v (7.1) kladny, a proto potfebujeme, aby byl Citatel zdporny.
JelikoZ a > 0, musi nutné x < 0. Pro a > 1 tedy dostdvime stejnou mnoZinu feseni jako v

piipadé IL., tedy K = (—o0,0).

Ziskané poznatky zptehlednime do tabulky.

|

{0} 4]
(_mvo)U(Lw) (_0070)
(0,1) (0,0)




Zaveér

Cilem této diplomové prace bylo vytvofit sbirku feSenych prikladi zaméfenych na
rovnice a nerovnice s jednim ¢i vice parametry. Vyslednd sbirka obsahuje celkem 36
podrobné vyfeSenych uloh, které svou obtiZznosti prevySuji béZnou udroven stfedoSkolské
latky. Priklady jsou doplnény didaktickym komentafem a ilustrativnimi grafy. Préace je
uréena zejména jako inspirace pro studenty vyssich ro¢nikd gymnazii, ktefi se pripravuji
na matematické soutéZe, napiiklad matematickou olympiadu. Ulohy byly systematicky
roz¢lenény podle typu a naro¢nosti.

Domnivam se, Ze stanoveny cil se podatilo naplnit. Sbirka obsahuje dostatecné mnozstvi
kvalitnich piikladd, které pokryvaji §iroké spektrum rovnic, nerovnic i jejich soustav. Zadna
vyznamnd oblast v rdmci t€ématu nebyla opomenuta.

Za dalsi smér rozvoje prace povazuji doplnéni sbirky o prfiklady vlastni tvorby, které
puvodné mély byt zarazeny, ale z ¢asovych diivodi se tak nestalo.

Prace na diplomovém projektu pro mé byla pfinosnd i po osobni strdnce. Mél jsem
moznost prohloubit své porozuméni parametrickym tilohdm a soucasné jsem se zdokonalil
v praci s nastroji jako I&TEX nebo Mathcha. Psani diplomové prace mi pomohlo zlepSit
schopnost systematického uvazovani, vyjadfovdni matematickych myslenek a presného
formulovani postupti.

Véiim, Ze tato sbirka bude uZiteCcnym zdrojem nejen pro mé, ale také pro ucitele a
studenty, kterym muZe poslouZit jako podklad pro pfipravu na soutéze, rozsifujici vyuku

Vv,

—85—
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Seznam zadani prikladu

Rovnice a nerovnice s absolutnimi hodnotami
— Priklad 1.1 (str. 6): Reste rovnici s redlnym parametrem a:

5—2a=13x—al—3x.

Priklad 1.2 (str. 7): V oboru R feste rovnici s redlnym parametrem a:

|2x+ 3|+ |2x — 3| = ax+6.

Priklad 1.3 (str. 9): V oboru R feste rovnici s redlnym parametrem p:

= pl = (p—1Dx.

Priklad 1.4 (str. 11): Najdéte vSechny hodnoty parametru b, pti kterych rovnice
Ix* 4 b| = a(x+b)

ma feSeni pro kazdou hodnotu redlného parametru a.

Priklad 1.5 (str. 14): Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pfi kterych ma
rovnice
w? = 1] = |a+2]

maximadlni pocet feSeni.
— Priklad 1.6 (str. 17): V oboru R feSte nerovnici
X+ 2px+1] > 1

s redlnym parametrem p, a to pouze v pripadech
a)p> V2,
b) p€(0,1).

Priklad 1.7 (str. 19): Urcete vSechny redlné hodnoty parametru a, pii kterych ma rovnice

|ax2+4| = |3ax| + |a

alespon jedno feSent.
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Kvadratické a algebraické rovnice a nerovnice s parametry

— Priklad 2.1 (str. 25): V oboru R feSte rovnici s redlnymi parametry p, g:

x4+ X+
PJr 9 _
X—q Xx—p

2.

— Priklad 2.2 (str. 26): Urcete, pro které redlné hodnoty parametru p ma rovnice
Ipx* —x| =1
prave tii feseni.
— Priklad 2.3 (str. 27): Zjistéte, pro které hodnoty redlného parametru p ma rovnice
p(x*+1) — 3= x(x—2p)

v oboru R dva rtizné kotfeny. Pro které z nalezenych hodnot p jsou oba tyto kofeny
I. kladné,

II. zdporné,

III. opaénych znamének?

— Priklad 2.4 (str. 30): V oboru R feSte rovnici % + % =by b—;, kde a, b jsou nenulové
a X a a
redlné parametry.

— Priklad 2.5 (str. 32): Reste nerovnici s redlnym parametrem a:

X — (39439 +3x <0.

Soustavy rovnic a nerovnic s parametry

— Priklad 3.1 (str. 35): Urcete, pro které hodnoty realného parametru a je aspon jedno

Vv v

feSeni nerovnice 2x — 3 > a rovnéZz feSenim nerovnice x —a < 3.

— Piiklad 3.2 (str. 36): Reste soustavu s neznamymi x, y (kde a # 0 je redlny parametr):

X
. —4ay=a
a
I oax+2=1
a

— Priklad 3.3 (str. 38): Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pfi kterych
soustava rovnic

24y —4

xXy=a

nema feseni.
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— Priklad 3.4 (str. 40): UrcCete, pro které hodnoty redalnych parametrii a,b maji obé
soustavy rovnic

) ax+2y=b+1

x+y=3
II) 2x+y:a2+2
x+3y=3

stejné mnoZiny feSeni.
— Priklad 3.5 (str. 42): Reste soustavu rovnic s redlnym parametrem a:

L (x—a)?> =8(y—x+a—2)

1—log,y 1

II.
1 —log,x

— Priklad 3.6 (str. 44): Reste soustavu rovnic s redlnym parametrem a:

xi+x++x,=a
A+ 4 =a

X} +x5+---+x;=a", kde(neN).

Grafické reSeni rovnic

— Priklad 4.1 (str. 47): Rovnici |x — p| = |x| — 1 s redlnym parametrem p feSte grafickou
metodou.

— Priklad 4.2 (str. 51): Graficky urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro
které ma rovnice
x++/x(a—x)=1

aspor jedno feSeni.

— Priklad 4.3 (str. 54): V zévislosti na hodnoté redlného parametru a urcete graficky
pocet feSeni rovnice
xlx—2al=a+1.

Logaritmické a exponencialni rovnice a nerovnice
— Priklad 5.1 (str. 58): Reste nerovnici s kladnym parametrem a # 1:

log, (x —a) >log: (x+a).

— Priklad 5.2 (str. 59): Reste rovnici s kladnym parametrem a:

kg5<cpznz—a)::kg5<cpznz)—40g(@.
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— Piiklad 5.3 (str. 61): Reste nerovnici s redlnym parametrem a:

ot 1 8q.3* — 4% < 0.

— Piiklad 5.4 (str. 63): Re$te rovnici
log,x-log,x =log, b,

kde a,b jsou kladné parametry rtizné od ¢isla 1.

Iracionalni rovnice a nerovnice

— Piiklad 6.1 (str. 65): Reste nerovnici s redlnym parametrem a:

2v/x+a>x+1.

— Piiklad 6.2 (str. 68): Reste rovnici s redlnym parametrem a:

Vx+2—vVx—a+2=1.

Piiklad 6.3 (str. 70): Reste rovnici s redlnym parametrem a:

x= \/x2+2(a+ x+4a+a.

Priklad 6.4 (str. 71): Reste rovnici s redlnym parametrem a:

\a—Va+x=x.

— Piiklad 6.5 (str. 73): Reste rovnici s redlnym parametrem a:

x—3=a—vVx—17.

— Priklad 6.6 (str. 75): Reste rovnici s redlnym parametrem p:

\/xz—p—i—Z\/xz—l:x.

— Priklad 6.7 (str. 76): Najdéte vSechny trojice (a, b, c) redlnych parametrd, pii kterych

ma rovnice
\/x+ayx+b+/x=c

nekone¢né€ mnoho feSeni.
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Racionalni lomené rovnice a nerovnice s parametry

— Priklad 7.1 (str. 78): V oboru R feSte nerovnici s redlnym parametrem p:

-3
u < 0.
x—p—3
— Priklad 7.2 (str. 79): Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pti kterych ma
rovnice
x> —ax+4
S A
x—3

prave jedno feseni.
— Priklad 7.3 (str. 80): V oboru R feSte nerovnici

ax2

< (a+1)?, kdea >0 je parametr.

x—1

— Priklad 7.4 (str. 82): Reste nerovnici s redlnym parametrem a # 1:

YT 124 a—1
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