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Uvod

Predlozena prace je predevSim metodickym textem urcéenym stfedoskolskym ucitelim a
talentovanym zakum stifednich Skol, ktefi chtéji prohloubit své znalosti a dovednosti pii
feSeni zajimavéjsich iloh z elementarni geometrie. Tyto tlohy jsou pfitom Fesitelné uzitim
komplexnich ¢isel, jak je zaci znaji z bézného gymnazialniho uciva.

Tato rigorézni priace navazuje na mou dizertaéni praci Vektorové metody v euklei-
dovské geometrii, obhédjenou v kvétnu 2011. V této piedeslé praci jsem se pokusila ukazat,
ze mnoho zékladnich geometrickych poznatku a tloh, v jejichz zadéni nenf obvykle o vekto-
rech zadné zminka, 1ze snadno dokazat ¢i fesit pomoci vektorové metody. Z aparatu vekto-
rové algebry se tak stava efektivni prostiedek geometrického vyzkumu. Zadanim zminéné
dizerta¢ni priace puvodné bylo v eukleidovské geometrii vyclenit okruhy problémi, které
lze efektivné fesit metodami vektorové algebry a komplexnich ¢isel. Z davodu velkého
rozsahu dizerta¢ni prace v8ak nebyla komplexni ¢isla do jejiho textu vubec zafazena.

M4 nova prace je vénovana pomérné uzkému, presto vSak dostatetné nosnému tématu,
a to vyuziti komplexnich c¢isel pri zkoumani vysledku otd¢eni v roviné. V tlohach vyuzivaji-
cich néjakym zpusobem tento druh shodného zobrazeni (¢asto se jednd o pfipsané ¢tverce ¢i
trojuhelniky) pouhd vektorova metoda obvykle nestaci, nebo by feseni touto metodou bylo
prilis zdlouhavé. Komplexni ¢isla, kterymi 1ze popisovat body a vektory v roviné, se v této
situaci stavaji efektivnim prostiedkem planimetrickych vypoctu. Pii rozhodovéni o tom,
které ukazky do kone¢ného textu zaradit, jsem se snazila vybirat pouze ty ilohy, u kterych
feSeni pomoci komplexnich ¢isel umoznuje rychlejsi a prehlednéjsi postup. Na toto téma
jsem v literatufe vénované komplexnim ¢islim nenasla zddnou obsdhlejsi praci, kterd by
tyto tlohy shromaizdovala, ale jen izolované piiklady.

Popisme nyni celkovou stavbu prace. V prvni kapitole je pfipomenut stfedoskolsky
vyklad komplexnich ¢isel s vétsi pozornosti na jejich jejich geometrickou interpretaci, kte-
rou budeme v nasledujicich kapitolach vyuzivat. V dalsich kapitolach se pak vénujeme
aplikacim komplexnich ¢isel pii feSeni konkrétnich geometrickych tloh. Jejich rozdéleni
do jednotlivych kapitol prace je provedeno na zdkladé toho, o jaky uhel v feSeni téchto
uloh otécime (90°, 60°, obecny thel), posledni patd kapitola je pak vénovéna pravidelnym
mnohothelnikum. V kazdé z téchto kapitol jsou tlohy sefazeny podle stoupajici naroénosti
postupu. Touto systematizaci se snazim, aby sbirka tloh mohla byt vyuzita jako metodicka
prirucka pii feSeni tloh tohoto typu.

Pii sestavovani této kolekce piikladu a feSenych loh bylo mym cilem, aby vysledna
prace shromézdila co moznéd nejpestiejsi paletu namétu, které jsem v literatuie nalezla



a které lze tesit uvedenou metodou, do jednoho textu. Pfitom jsem byla vedena snahou,
aby byly do prace zarazeny jen ty ulohy, ve kterych je vyuziti komplexnich ¢isel opravdu
prinosné.

U zadani zatazenych piikladu a tloh uvddim vzdy odkaz na zdroj, ze kterého jsem
danou tlohu pievzala. U nékterych 1loh je poznamenéano, ze feSeni je vlastni , coz znamena,
ze doty¢éna znama tvrzeni se v literatuie obvykle dokazuji odliSnymi metodami. Nékteré
tlohy jsou taky oznaceny jako puvodni (to znamend, ze nejsou odnikud prevzaté, ¢imz
ovSem nevylucuji, ze byly nékdy publikovany ve zdroji, ktery jsem neméla k dispozici).



Kapitola 1

Teoreticky zaklad

Komplexni ¢isla jsou v souc¢asné uc¢ebnici pro gymnézia [cal-10] zavedena jako vyrazy typu
a+bi, kde a,b € R a i je ¢islo, pro néz plati i> = —1 a které nazyvame imagindrni jednotka.
Cislo a se nazyvé redlnd c¢dst komplexniho &fsla z (znaéime Rz) a &islo b imagindrni cédst
daného komplexniho ¢isla (znacime Sz). Mnozinu vsech téchto ¢isel znacime C a nazyvame
ji mnozinou komplexnich ¢isel. Pfitom dvé komplexni ¢&isla se rovnaji, pokud se rovnaji
jejich realné i imaginarni ¢asti. Je zfejmé, ze pokud je b = 0, ma komplexni ¢islo tvar
a + 0i a jednd se tedy o ¢islo redlné. Pokud a = 0, pak toto ¢islo tvaru bi nazyvame ryze
1magindrni.

Dale na mnoziné vSech komplexnich ¢isel definujeme operace sc¢itdni a ndsobent takto:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

(Komplexni ¢isla tedy nasobime a séitdame jako dvojcleny.) Snadno se ukaze, ze takto
zavedené operace s¢itani a ndsobeni komplexnich ¢isel spliiuji nasledujici vlastnosti:
(i) V21,20 € C: 21+ 29 = 29 + 21,
Vz1,20,23 € C: (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23),
Vz1 € C: 04z = 21,
Vz1€C: z1+ (—21) =0,

V21,20 € C: 21290 = 29 - 21,

Vzp € C: 121 =2,
Va=a+bi€Con £0: (atb) (plp - 2ipi) =1,

)
)
)
)
(Vi) Vz1,29,23 € C: (21-29) 23 =21 (22 23),
)
)
) Vz1,29,23 € C: 21 (224 23) =21 - 22+ 21 - 23.

Prvni ¢tyfi vlastnosti ukazuji, ze s¢itani na mnoziné komplexnich ¢isel je komutativni,
asociativni, existuje nula (nulovy prvek) a ke kazdému ¢&islu existuje prvek opaény. Vlast-
nosti (v) a (vi) vyjadfuji komutativitu a asociativitu nasobeni, (vii) pak existenci jednicky
a (viii) existenci inverzniho éisla ke kazdému nenulovému komplexnimu ¢islu. Nakonec (ix)



ukazuje, ze operace s¢itani a nasobeni jsou svazany distributivnim zakonem. To vSe do-
hromady v feci algebry znamenad, ze komplexni ¢isla spolu s operacemi s¢itani a nasobeni,
jak byly zavedeny vyse, tvoii komutativni téleso.

Necht z = a + bi je komplexni ¢islo, pak ¢islo a — bi nazyvame ¢islem komplexné
sdruzengym k ¢islu z a znacime jej Z. Snadno se ovéri, ze pro pocitani s komplexné sdruze-
nymi Cisly plati nasledujici pravidla

_ - . 21 z1
z=Z < z€R, 21+ 20 =71+ %2, Z1 20 =721 22, — | ==.

22 Z2

Lehce lze ukazat, ze soucin z - Z je nezdporné realné ¢islo pro kazdé z € C, pritom
z-z =0 jediné pro z = 0. To ndm umozinuje zavést pojem absolutni hodnoty komplexniho
¢isla, kterou definujeme jako

|z| =Vvz-Z, VzeC.
7 této definice ihned plyne, ze
2| = v/ (R2)? + (S2)?

a ze pro pocitani s absolutni hodnotou plati stejna pravidla, na kterd jsme zvykli u ¢isel
realnych:
|21

=-—, proz,zy,z €C,z2#0.
|22]

<1

z#0= 2] >0, |21 - 22| = |21] - |22 , -

Absolutni hodnota ndm umoznuje zavést jesté jeden pojem, ktery bude hrat dulezitou roli
pri TfeSeni nasich uloh: komplexni jednotka je komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota je
rovna jedné. Piiklady komplexnich jednotek jsou ¢isla 1, —1, 1 a —i.

Nyni se dostdvame k tomu, co je pro tuto praci podstatné, a to je geometrickda in-
terpretace komplexnich ¢éisel. Komplexni ¢isla jsou v [cal-10] zavedena jako vyrazy tvaru
a + bi, formalnéji je véak muzeme chipat jako usporddané dvojice (a,b), kde a,b € R.!
Scitani je pak definovano po slozkach a nasobeni stejnym predpisem, jak jsme uvedli vyse
(jednd se jen o jiny zapis téhoz):

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d), (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) .

Od tohoto zapisu komplexnich ¢&isel je jiz jen krok ke geometrické interpretaci. Zavedeme-li
v roviné kartézsky souradny systém O,, muzeme kazdému komplexnimu ¢islu z = a + bi
v této roviné prifadit bod Z o soutadnicich (a,b). Je ziejmé, Ze toto zobrazeni je vzajemné
jednozna¢né, stejné jako zobrazeni redlnych ¢&isel na piimku. Kazdy bod roviny je tedy
obrazem pravé jednoho komplexniho ¢isla z. Rovinu, jejiz body povazujeme za obrazy
komplexnich ¢isel nazyvame rovinou komplexnich ¢isel, castéji viak Gaussovou rovinou.?

!Takto chépal komplexnf &isla jiz irsky fyzik a matematik W. R. Hamilton (1805-1865).

2Historicky doslo k rozsifeni predstav o komplexnich &islech jakozto bodech roviny po publikaci Gaus-
sovy préace z roku 1831 — proto nézev Gaussova rovina. Jako prvni vsak ke geometrické interpretaci kom-
plexnich ¢isel dospél norsko-ddnsky matematik a kartograf C. Wessel (1745-1818) ve své préci z roku 1798.
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Pii tomto pfifazeni pocidtku O soufadné soustavy O, odpovidd ¢islo 0, na ose x jsou
zobrazena Cisla redlna, tikame ji tedy redind osa a na ose y jsou zobrazena cisla ryze
imaginarni, proto ji nazveme imagindrni osa.

yA

S 2
b| Z |

OCLAZ:

Komplexni ¢isla ale mizeme chapat rovnéz jako vektory v Gaussové roviné. Kazdému
komplexnimu ¢éislu z = a + bi lze pfifadit vektor z' o soufadnicich (a,b), jehoz umisténim
v Gaussové roviné je orientovana tsecka OZ, tedy z = OZ, kde O je pocatek Gaussovy a
bod Z je obraz komplexniho ¢isla z. Toto zobrazeni je také ziejmé vzdjemné jednoznacné.
S¢itani komplexnich ¢isel pak muzeme v Gaussové roviné znazornit jako séitani vektoru
a nasobeni komplexniho éisla éislem redlnym jako ndsobeni vektoru redlnym éislem (viz

obr., kde vlevo je 2= %} + Z5 a vpravo 2/ = —%z").
Yai
y A
Z —
- - @) Z
’22 Zl »
> — x
@] x z

Podivejme se nyni na geometricky vyznam absolutni hodnoty komplexniho ¢isla z = a+
bi. Jak bylo uvedeno vyse, je |z| = va? + b2, uzitim Pythagorovy véty pro trojihelnik OAZ
(viz obr.) je pak ziejmé, ze absolutni hodnota daného komplexniho ¢isla z odpovida v Gaus-
sové roviné vzdalenosti obrazu tohoto &isla Z od pocatku O, resp. velikosti vektoru Z, ktery
je timto ¢islem uréen. Viechny body odpovidajici komplexnim ¢&islim se stejnou absolutni
hodnotou pak tvoif v Gaussové roviné kruznici, v ptipadé komplexnich jednotek kruznici
o polomeéru 1.
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Poznamenejme jesté, ze absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich éisel |z — z1| od-
povida vzdalenosti bodu Z; a Za, které jsou obrazy téchto ¢isel v Gaussové roviné (plyne
to z interpretace komplexnich ¢&fsel jako vektoru v roving, nebot hodnota |z2 — 21| je rovna
velikosti vektoru 25 — 2, viz obr.).

Ya

Zapis z = a+ bi se nazyva algebraicky tvar daného komplexniho ¢isla. Geometricka in-
terpretace komplexnich ¢isel nas v8ak privadi jesté k jinému moznému zapisu komplexniho
¢isla. Danému ¢islu z = a + bi € C v Gaussové roviné odpovida bod Z, ktery je urcen
x-ovou soufadnici a a y-ovou souradnici b. Tento bod (v pfipadé z # 0) vsak muzeme urcit
také pomoci jeho vzdalenosti r od pocatku O a velikosti orientovaného thlu ¢, ktery svira
tisecka OZ s kladnou poloosou 2.3

Ya
] : 4
b
A,
0O a AT

Je pfitom zfejmé, ze r = |z| a pii pohledu na trojihelnik OAZ pro thel ¢ dostaneme

a
cosp = — .

2|

. b
smgp:g,

3Jedn4 se o tzv. poldrnd soufadnice daného bodu.
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Cislo © tedy neni urc¢eno jednoznacné, protoze pokud néjaké ¢ splituje pfedchozi rovnosti,
pak taky ¢+ 2k7, k € Z spliuje tyto dvé rovnosti. Obvykle volime ¢ € (0, 27). Komplexni
¢islo z tak muzeme zapsat ve tvaru

z = |z|(cos ¢ +isingp),

tento zapis nazyvame goniometricky tvar daného komplexniho &isla z a ¢islo ¢ nese nazev
argument daného komplexniho ¢isla.

Lze odvodit, Ze pro nasobeni a déleni dvou nenulovych komplexnich ¢isel v goniomet-
rickém tvaru z; = |z1](cos @1 +isingi) a 2o = |22|(cos p2 + isin pg) plati vzorce

. 21 |z .

21+ 22 = |21+ 22| (cos(p1 4 p2) +isin(p1+¢2)) , & @(COS(%—@2)+151n(901—<ﬁ2))-

Jiz vyse jsme pii zndzornéni komplexnich éisel jakozto vektort v Gaussové roviné
ukézali, jaky je geometricky vyznam séitdani a odéitdni komplexnich ¢éisel a nasobeni
komplexniho ¢isla ¢islem redlnym. Nyni uzitim goniometrického tvaru komplexnich ¢isel
ukazeme, jaky je geometricky vyznam néasobeni komplexnich ¢&isel, a to nejprve nasobeni
libovolného nenulového komplexniho é&isla komplexni jednotkou. Necht

w =cosy +isinyp, w#1

je komplexni jednotka. Méjme dédno libovolné komplexni ¢islo a = |a| - (cosa + isina),
jemuz v Gaussové roviné odpovida bod A (viz obr.). Vynasobime-li toto ¢islo komplexni
jednotkou w dostavédme (s vyuzitim pravidel pro ndsobeni komplexnich ¢isel v goniomet-
rickém tvaru):

w-a=(cosp+ising)-lal- (cosa+isina) = |a|- (cos(a+ ¢) +isin(a+ ¢)) =b,

kde b = w - a je vysledné komplexni ¢islo. Z predchoziho je ziejmé, ze |a| = |b| a argu-
ment ¢&sla b se 1isf od argumentu &fsla a o tihel ¢. Necht komplexnimu é&fslu b odpovidd
v Gaussové roviné bod B, pak bod B ma stejnou vzdilenost od pocatku jako bod A
a |[<AOB| = |¢|. To znamend, ze bod B dostaneme otoc¢enim bodu A kolem pocatku
o uhel |p|, pfitom se bod A otoéi v kladném smyslu (proti sméru chodu hodinovych
rucicek) do bodu B, je-li ¢ > 0 a v zdporném smyslu (po sméru chodu hodinovych rucicek)
do bodu B’, je-li ¢ < 0. Vyndsobeni komplexni jednotkou w tedy prirazuje kazdému kom-
plexnimu éislu a komplexni ¢éislo b tak, ze bod B (odpovidajici v Gaussové roviné ¢islu b)
dostaneme otoCenim bodu A kolem pocatku o tdhel |¢|. Vyndsobeni komplexni jednot-
kou w = cos ¢ + isin @ tedy charakterizuje v Gaussové roviné zobrazeni, které je otoCeni
o orientovany thel ¢ kolem pocatku.

(Y . B
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Méjme nyni v roviné dany body A, B, které jsou obrazy komplexnich ¢&isel a, b. Vek-
toru AB pak odpovidd ¢islo b — a. Vyndsobme nyni ¢islo b —a = |b — a| - (cosa + isina)
komplexni jednotkou w:

wb—a)=w-|b—a|-(cosa+isina) = (cosy+ising)-|b—al-(cosa+isina)=

=|b—al-(cos(a+¢)+isin(a+¢)) =c—a.

Vynésobenim komplexniho éisla b—a, které odpovida vektoru B , komplexni jednotkou w
jsme dostali komplexni ¢islo ¢ — a se stejnou absolutni hodnotou jako ¢islo b — a, jehoz
argument se lis{ od argumentu puvodniho &isla b — a o thel |y].

TR C’

O T

Vynésobenim vektoru E komplexni jednotkou w tedy dostaneme jiny vektor ﬁ,
ktery ma stejnou velikost jako vektor AB a s vektorem AB svird uhel |p|. Jinak feceno,
vektor 1@ dostaneme otocenim vektoru /ﬁ o uhel |p|, neboli bod C' dostaneme otocenim
bodu B kolem bodu A o thel |¢p|.

Nésobeni libovolného komplexniho ¢isla a komplexnim éislem z = |z|(cos ¢+isin ) # 0
pak muzeme jednoduse rozlozit na ndsobeni komplexni jednotkou w, = cosy + isinp a
nésledné vyndsobeni redlnym ¢islem |z|. Geometricky to tedy znamend, ze nejprve bod A,
ktery odpovidd komplexnimu ¢&islu a oto¢ime kolem pocatku o thel ¢ do bodu A; a
néasledné bod A; zobrazime do bodu As na polopiimce OA; tak, ze |OAs| = |z] - |OA4].

"\

yﬂ

X

Podivejme se jesté na geometricky vyznam podilu dvou nenulovych komplexnich ¢isel

Z Z . .
1 M(Cos(gpl — @2) +1isin(e1 — p2)).
2 |zl

—
Absolutni hodnota vysledného podilu udava pomér velikosti vektori OZ1, OZs a argument

podilu udéva thel, ktery vektory OZy, OZs sviraji.

14



yﬂ
Z
™
P2 —Pr
T
Pro umocnovani komplexniho ¢isla z = |z|(cos ¢ + isinp) libovolnym ¢islem n € Z

plati tzv. Moivreova véta:

2" = |z|"(cosny +isinngp) .
Pomoci Moivreovy véty je mozné odvodit (viz napft. [cal-10]), ze binomickd rovnice s ne-
zndmou z tvaru

2"—a=0, neN,n>1, ac€C: a=|a|](cosa+isina)#0,

mé& v oboru komplexnich ¢isel pravé n ruznych kofenu ve tvaru

2k 2k
2= ¥l (cosm—i—isina_i_ﬂ) ., k=0,....n—1. (1.1)
n

n

Jinak fec¢eno, viechny n-té komplexni odmocniny éisla a jsou tvaru (1.1) a je jich prave n.
Vsechny tyto odmocniny maji stejnou absolutni hodnotu rovnu W , v Gaussové ro-
viné tedy lezi na jedné kruznici o poloméru W . Jsou-li Zy a Zyy1 obrazy kofenu zi a
Zk11, je thel ZpOZy 1 vzdy roven %’T Vsgechny kofeny zg, ..., zk_1 tedy tvoii v Gaussové
roviné vrcholy pravidelného n-tthelniku vepsaného do kruznice se stfedem v pocatku a
polomérem W.

Na zévér uvedme jesté jeden mozny zapis komplexniho éfsla. Stejné jako v [rab—96]
definujme funkci e pro kazdé z € C, z = x + yi timto predpisem

e* ="V = e%(cosy +isiny).

15



Pro y = 0 je e* = €%, takze funkce €* je rozsitenim funkce e* z R do C. Lehce lze ukézat,
ze plati

ez+27r1 _ ez’ e“le?? — ezl+Z2 , e % =
Z definice exponencidlni funkce je ziejmé, ze kazdé komplexni ¢islo z = |z| - (cos p +isinp)
muzeme psat ve tvaru

z = |z]e'?.
Tento zapis nazyvame exponencidlni tvar daného komplexniho éisla. Jeho vyhodou je
predevsim strucnost zédpisu komplexnich jednotek a jejich ndsobeni. Zapis budeme vyuzivat
vyhradné ve ¢tvrté kapitole, pii feSeni jedné tlohy tam uplatnime i vyznamné vzorce
el? 4 e7i¥ elr — e~ iv

COs @ = f a SiHQD == 9 ;
1

jez plynou z exponencidlnich tvaru dvou komplexné sdruzenych jednotek

e'¥ =cosp +ising a e ¥ =cosp—isingp.

16



Kapitola 2
Otaceni o thel 5

V této kapitole uvedeme 14 geometrickych tloh, které lze fesit s vyuzitim otdcenf o tihel 7,
jde tedy o ulohy, které maji v zadani predpoklad o jisté kolmosti nebo naopak néjakou
kolmost dokazuji. Casto tak jde o tlohy, ve kterych vystupuji ¢tverce nebo pravoihlé
rovnoramenné trojihelniky.

Otocenf o tihel § v kladném sméru v komplexn{ roviné odpovidd nasobenif komplexniho
¢isla prislusného danému vektoru komplexni jednotkou i. Pravé tak totiz dostaneme kom-
plexni ¢islo, jez ptislusi obrazu puvodniho vektoru pfi zminéném otoceni. V nésledujicich
ulohdch budeme vyuzivat znamych vlastnosti imagindrni jednotky

?=-1, #=-i, it=1. (2.1)

Podobné otocenf o thel § v zdporném sméru znamena vynasobeni komplexni jednotkou —i
(v uvedeném vektorové-algebraickém vyznamu).

Udélejme jesté dohodu, ze body Gaussovy roviny budeme déle znacit velkymi pismeny
(A, B,...) a jim odpovidajici komplexni ¢isla piislusnymi malymi pismeny (a, b,...).
Dale se domluvme, ze zkoumané trojuhelniky a ¢tyidhelniky ze zadanich tloh lezi v jedné
roviné a jsou popisovany vzdy v kladném sméru, abychom pfi feSeni tiloh nemuseli ¢asto
upresnovat smér otaceni.

17



Uloha 2.1: Necht A1B10 a AsBsO jsou dva pravotuhlé rovnoramenné trojuhelniky s pra-
vymi ihly pri spoleéném vrcholu O. DokaZte, Ze plati rovnost |A1As| = |B1Ba| a zdroven
AjAy L BlBQ.l

B,

RESENT:

Jisté muzeme predpokladat, ze spolenému bodu O obou trojuhelniki odpovidd v Gaus-
sové roviné komplexni ¢islo 0. Protoze trojihelnik OA;B; je podle zadani rovnoramenny
a pravouhly, je vektor OB; ototenim vektoru OA; o thel § v kladném sméru, ¢emuz,
jak vime, algeﬂgicky odpovidd vyndsobeni komplexni jednotkou i. Analogicky to plati i
pro vektory OBy a OAs v trojuhelniku OAsBs, a tedy

b1:ia1, b2:ia2.

et
Vektorim A; As a By Bs pak odpovidaji komplexni &isla

— = .
A1A2 : a —aj, B1B2 . b2 — bl = 1(&2 — al) .

— ey
Odtud je ziejmé, ze vektor By By dostaneme otocenim vektoru A;As o thel 5 v kladném
sméru, a tedy ’A1A2| = ‘BlBQ‘ a zaroven A1A2 1 BlBQ. O

Uloha 2.2: Jeden muz nasel v podkrovi stary popis pirdta, ktery zemiel pred mnoha lety.
Cetl toto: Béz na ostrov X, zacéni u Sibenice G, béz k jilmu J a pocitej kroky. Pak se oto¢
doleva 0 90° a béz stejny pocet kroku aZ do bodu Gy. Znovu béz od Sibenice k fikovniku F
a pocitej kroky. Pak se oto¢ doprava o 90° a béz stejny pocet kroki aZ do bodu Gs. Poklad
je zakopdn ve stredu T spojnice bodu Gy a Go. MuZ pficestoval na ostrov, nadel jilm a
fikounik, ale Sibenici nemohl najit, pomozte mu uréit bod T .

H[svr-00], str. 24, tloha 1, fesen{ vlastni.
2[eng-97], str. 295, tloha E9; [tab-02], str. 48, tloha 10.
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RESEN(:
Vektor JG1 dostaneme otocenim vektoru ﬁ o thel § v zadporném sméru, cemuz alge-
braicky odpovidé nasobeni komplexni jednotkou —i. Pro odpovidajici komplexni ¢islo tak
dostavame
g1 —j=—i(g—j), meboli g1 =j—i(lg—7j).

—
Vektor F'Gy dostaneme otoCenim vektoru ﬁ o thel 7 v kladném sméru, ¢emuz alge-
braicky odpovida nasobeni komplexni jednotkou i. Pro ¢&islo go tak dostavame

g2— f=ilg—f), neboli go=f+i(g—f).

Bod T je podle zadani stied usecky G1Ga, odtud

G+ )+ 510~ 6). (22)

N[ =

1
t= 5(91 +g2) =

Ozna¢me nejprve komplexnf éfslo m = (j + f), obrazem tohoto éisla v Gaussové ro-
viné je bod M, stied usecky JF'. Vektor MJ = %}TJ} , jemuz odpovida komplexni ¢islo
j—m = 3(j — f) otoéime o thel Z v kladném sméru a podle (2.2) pak dostaneme vek-
tor MT: t —m = 3i(j — f). Pomoci bodu M a vektoru MT dostaneme bod T (jako obraz
éslat =m+3(t—m) = L(j + f) + 3i(j — f)), a tak vidime, Ze na umistén{ sibenice G
vibec nezalezi. O]

Uloha 2.3: Je ddin trojuhelnik ABC' s vnitinimi iihly pri vrcholech A, B vétsimi nez 7.
Nad jeho stranou AB je sestrojen pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABR tak, Ze vr-
chol R s pravym thlem lezi woniti trojihelniku ABC. Podobné strandam BC a AC jsou
po Tadé vné pripsané pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky CBP a ACQ s pravymi uhly
p7i vrcholech P a Q. Dokazte, 2e CQRP je rovnobéinik.?

3[svr-01], str. 48, tloha 1, fesen{ vlastni.
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RESENI:

Bod R je vrchol pravotihlého rovnoramenného trojihelniku sestrojeného nad stranou AB,
vektor RB je tedy otocenim vektoru RA o thel § v kladném sméru, cemuz odpovida
vynasobeni komplexni jednotkou i. Pro ptislusna komplexni ¢isla tak plati

(b—1ia) = (;—f—;l) (b—1ia) = %(a—kb—ia—kib).

1
b—r=ila—r), odtud r=q

—
Analogicky vektor Q? je otocenim vektoru QA a vektor ﬁ je otocenim vektoru ﬁ
o tihel § v kladném sméru, a tedy

c—q=1i(a—q), odtud q=

1-1

(c—ia) = <;+;1) (c—ia) = %(a—i—c—ia—l—ic),

2 2

1 1 1 1
b—p=i(c—p) neboli pzl,(b—ic):<+i>(b—ic):2(b+c—ic+ib).
Nyni najdeme vektory Cﬁ, ﬁ a jim odpovidajici komplexni ¢isla:

1 1
Q?: C*q:C**(CL‘FC*ia‘FiC):5(*Q+C+ia*ic),

2
1 1 1
RP . p—r= §(b—|—c—ic—|—ib)— §(a+b—ia—i—ib) = 5(—a+c+ia—ic).
7 predchoziho vidime, ze Q? = R?, a tedy CQRP je rovnobéznik. O

Uloha 2.4: Ctverce CBED, ACGF, BAIH jsou sestrojeny vné nad stranamsi libovolného
trojuhelniku ABC'. Trojihelniky GCD o EBH jsou doplnény na rovnobéiniky GCDQ
a EBHP. Dokazte, Ze trojuhelnik APQ je rovnoramenny a pravouhly, s pravym tuhlem
u vrcholu A

4[rad-07], str. 3, tloha 3.
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RESENI:

BE —
Vektor BH ¢tverce sestrojeného nad stranou AB dostaneme oto¢enim vektoru BA o tihel 5
v kladném sméru, tomu odpovida nasobeni komplexni jednotkou i. Pro komplexni ¢&islo
odpovidajici vrcholu H tak dostavame

h—b=1i(a—"b), odtud h=(1-1ib+ia.
Analogicky najdeme vyjadieni komplexnich ¢isel odpovidajicich vrcholim E, D, G:
e—b=—i(c—0b), odtud e=(1+1i)b—ic.

d—c=1ib-0), odtud  d=(1—-1i)c+1ib.
g—c=—ila—c), odtud g=(1+1i)c—ia.

Podle zadéani je EBH P rovnobéznik, plati proto ﬁ = ﬁ , pro odpovidajici komplexni
¢isla pak s vyuzitim pfedchozich rovnosti dostavame

p—e=h—-0, neboli p=e+h—-b=(1+i)b—ic+(l1—i)b+ia—b=ia+b—ic.
Podobné GCDQ je rovnobérmik, tedy DG = CG, odtud
g—d=g—c, neboli g=d+g—c=(1-i)c+ib+(1+i)c—ia—c= —ia+ib+c.
Nyni vyjadiime komplexni ¢isla odpovidajici vektorum zﬁ a 1@:

AP . p—a=(1-1)a+b—ic, m: g—a=(-1—1a+ib+ec.

Méme dokézat, ze trojihelnik APQ je rovnoramenny a pravouhly, coz nastane, pokud
vektor z@ dostaneme otocenim vektoru AP o thel &7, v feci komplexnich ¢isel vynéso-
benim komplexni jednotkou #4i. Z odvozenych rovnosti plyne

i(p—a)=@{2—i)a+ib—i*c= (-1 —-i)a+ib+c=q—a,

coz jsme potiebovali dokazat. O
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Uloha 2.5: Nechf P, Q, R jsou po tadé stiedy c¢tvercu sestrojengch vné nad stranami BC,
CA, AB libovolného trojihelniku ABC'. Dokazte, Ze plati rovnost |AP| = |QR| a zdroven
AP 1 QR?

RESENI:
Stied R c¢tverce sestrojeného nad stranou AB ziskame tak, ze ke stiedu strany AB, ktery
vyjadiime pomoci komplexniho ¢isla %(a + b), pri¢teme polovinu vektoru BA oto¢eného
o thel § v kladném sméru, kterému odpovidd komplexni ¢islo i%(a —b). Analogicky do-
staneme stiedy P a () dalSich dvou:

1

.1 1 1 1 1
r—i(a—i-b)—i-lg(a—b), q—i(a—i-c)—i-li(c—a), p—i(b—l—c)—i-li(b—c).

Nyni vyjadiime komplexni ¢isla odpovidajici vektorim ﬁ a Cﬁ:
1 1 1 1
AP p—a:§(b—|—c—2a)+i§(b—c), Cﬁ: r—qzi(b—c)—kii@a—b—c).

Méme dokéazat, ze vektory ﬁ a Cﬁ jsou navzijem kolmé a stejné dlouhé. To nastane,

pokud ﬁ dostaneme otocenim ]@ o thel &7, v feci komplexnich ¢isel vyndsobenim

komplexni jednotkou i nebo —i. Pro prvni z nich to z odvozenych rovnosti snadno vyplyva:

i(r—q):i%(b—c)—%@a—b—c):p—a. 0

5[8vr-00], str. 28, tloha 6, feSenf vlastni. S ohledem na symetrii dané situace majf stejné vlastnosti i
dvojice usecek BQ, PR a CR, PQ.
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Uloha 2.6: Nad stranami libovolného konvezniho ctyruhelniku ABCD jsou vné sestrojeny
Ctyri Gtverce. Jsou-li stredy ctvercu oznaceny po 7adé X, Y, Z, U, pak usecky XZ a YU
jsou navzdjem kolmé a stejné dlouhé. Dokazte.5

RESENT 1:

Stred X ¢tverce sestrojeného nad stranou AB ziskdme tak, ze ke stiedu strany AB (ktery
je obrazem komplexniho ¢isla %(a + b)) pricteme polovinu vektoru BA otoc¢eného o tihel F
(které odpovidd &fslo i3(a — b)). Analogicky dostaneme také stiedy ostatnich ¢tvercit:

1 1 1 1
az—i(a—l—b)—kli(a—b), y—§(b+c)+1§(b—c),

1 1 1 .1
z—i(c—kd)—kli(c—d), u—i(d—i-a)—i-li(d—a).

Nyni vyjadiime komplexnimi ¢isly vektory ﬁ a }/4[/}:
7 1 1
XZ: z—m:§(c+d—a—b)+1§(c—d—a+b),

1 1
YU u—y:§(d+a—b—c)+i§(d—a—b—|—c).

Tyto vektory jsou navzajem kolmé a stejné dlouhé, pokud jeden z nich dostaneme otocenim
druhého o thel £7, ¢ili vyndsobenim jednou z komplexnich jednotek +i. Skutecné,

1 1
(z—x)i:§(a+d—b—c)+i§(c—|—d—a—b):u—y.

Dukaz je hotov. O

6[eng—97], str. 296, tloha E11; [lar-90], str. 391, tloha 8.3.14; [$vr-00], str. 29, tloha 7. Tvrzenf je zndmé
pod ndzvem prvni Van Aubelova véta.
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RESENT 2:

Protoze X je stied Ctverce sestrojeného nad stranou AB, je bod A obrazem bodu B
v otoceni o tihel § se stiedem X. Pro odpovidajici komplexni ¢isla tak plati a = z+i(b—x).
Upravou ziskdme prvni ze ¢tyT rovnosti, dalsi t¥i pak dostaneme analogicky
a=(1—-i)z+ib, b= (1-1y+ic,
c=(1-1)z+id, d=(1-1u+ia.
Vynéasobime-li jednotlivé rovnosti po fadé éfsly 1, i, i2, i® a pak je se¢teme, dostaneme
a+ib—c—id=(1—-i)(z+iy—z—iu)+ (ib—c—id+a).
Vyraz nalevo je ovsem roven posledni zévorce napravo, takze s ohledem na 1—i % 0 odtud

méame = + iy — z — iu = 0, neboli z — x = i(y — u), takze tsecky XZ a YU jsou skutecné
shodné a navzijem kolmé. O

Uloha 2.7: Ctverce CBQP a ACMN jsou sestrojeny vné nad stranami daného trojihel-
niku ABC'. Ukazte, Ze stiedy D, F téchto ¢tvercu, stred G strany AB a stred F dsecky M P
jsou vrcholy ctverce.”

RESEN{:

Vsimnéme si, ze GDFFE je ctyftuhelnik, jehoz vrcholy jsou stiedy stran c¢tyfihelniku
ABPM (viz obr.), takze se jednd o rovnobéznik.® Proto staci ukézat, ze jeho strany EG
a G'D jsou stejné dlouhé a navzajem kolmé.

"leng-97], str. 296-297, tiloha E12. Tvrzen{ o bodech D, E, G (ze to jsou vrcholy pravoihlého rovnora-
menného trojihelniku) je uvedeno v [$vr—00], str. 25, jako tloha 2.
8Jde o tzv. Varignoniiv rovnobéznik daného &tyitdhelniku.
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Pro komplexni ¢islo odpovidajici sttedu G strany AB plati

1
g:§(a—|—b).

Stied E ¢tverce ACM N sestrojeného nad stranou AC' ziskame tak, ze ke stfedu strany AC
pficteme polovinu vektoru AC otoc¢eného o thel T (stejné jako v tloze 2.5). Analogicky
rovnéz dostaneme stied D ¢tverce sestrojeného nad stranou BC:

1 1 1 1
e—§(a+c)+1§(c—a), d—i(b—i—c)—f—li(b—c).

Vektory @ a G? jsou tudiz urceny ¢cisly
1 1 1 1
aD - d—g:§(c—a)+i§(b—c), GE : e—gzi(c—b)+i§(c—a).

Tyto vektory jsou navzdjem kolmé a stejné dlouhé, pokud jeden z nich dostaneme oto¢enim
druhého o tihel 7, coz algebraicky ovéfime nasobenim komplexni jednotkou i:

1 1
(d—g)i==(c—b)+iz(c—a)=e—g.
2 2
Odtud jiz plyne, ze GDF'E je skutecné ¢tverec. O

Uloha 2.8: Nad stranami libovolného rovnobéiniku ABCD jsou vné sestrojeny ctverce.
Dokaste, e jejich stiedy My, Ma, Ms, My jsou vrcholy ¢tverce.”

9[lar-90], str. 391, tdloha 8.3.12; [tab-02], str. 48, tloha 7. Pfipomenme, ze v pifpadé libovolného
¢tyfihelniku ABCD jsou stiedy My, Ma, Ms, M, vrcholy étyithelniku se stejné dlouhymi a navzdjem
kolmymi dhlopfickami (iloha 2.6).
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RESEN{:

Stied M Ctverce sestrojeného nad stranou AB ziskdme tak, Ze ke stfedu strany AB
piicteme polovinu vektoru BA ototeného o tihel § v kladném sméru. Analogicky rovnéz
dostaneme stiedy ostatnich ¢tvercu:

1 1 1 1
ml—ﬁ(a—kb)%—li(a—b), mg—i(b—kc)%—li(b—c),
~lerayrite—a ~laray+ita-a
my = 5(c i5(e : my =g a) +ig a).

Odtud vyjadiime komplexnimi ¢isly vektory MoM a MgMy:

— 1 1
MQMll m1—mgzi(a—c)—i-ii(a—b—i—c—b),

MsMy: my—mg= %(a—c)—i—i%(d—a—i—d—c).
S vyuzitim toho, ze ABCD je rovnobéznik, a tedy d—a = ¢—b a d—c¢ = a — b, dostaneme
rovnost mi — mg = my — mg, tudiz My MoMszMy je rovnobéznik. Pujde o ¢tverec, pokud
vektor My M3 dostaneme otocenim vektoru MM o § v kladném sméru, v feci komplexnich
¢isel vynasobenim odpovidajictho éisla imaginarni jednotkou i. Z odvozenych vyjadieni
obdrzime

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
mz—my = =(c—a)+iz(a—d+c—d) = -(c—a)+iz(b—c+c—d) = f(c—a)—l—ii(b—d),

2 2 2 2 2
o1 51 1 1
(mq —my)i= il(bfd)+1 §(afc) = 51(b7d)+§(cfa) =mg—my,
a tedy My MMM, je skuteéné ctverec. O

Poznamka:
V podaném feSeni jsme nevyuzili vysledku tlohy 2.6. Podle ného stacilo ukézat, ze thlo-
pricky MyMs a MM, se navzajem piuli. To z vyjadieni ¢isel mi, ma, ms, my snadno
vyplyva:

ml;m‘s - mz;m‘* - %(a—l—b—l—c-ﬁ-d),
nebof a — b+ ¢ — d = 0. Vidime navic, 7e stied ¢tverce My MoMsMy splyvé se stiedem
rovnobézniku ABCD.

Uloha 2.9: Nechf P, Q, R jsou po Tfadé stredy ctvercu sestrojengch vné nad stranami BC,
CA, AB libovolného trojuhelniku ABC. Ddle necht X, Y, Z jsou po Fadé stiedy ctverci
sestrojenyich nad stranami QR, RP, PQ trojihelniku PQR nikoliv vné, nybrz do polorovin
jeho vnitiku. Dokazte, Ze body X, Y, Z jsou stiedy stran trojihelniku ABC .0

10[tab-02], str. 48, tiloha 8, fesenf vlastni.
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RESENI:
Stfed R ¢tverce sestrojeného nad stranou AB ziskame tak, ze ke stfedu strany AB, ktery
vyjadiime pomoci komplexniho éisla %(a + b), pri¢teme polovinu vektoru BA otoceného
o thel § v kladném smeéru, kterému odpovidd komplexni ¢islo i%(a — b). Analogicky pak
dostaneme i sttedy P a (). Odpovidajici komplexni ¢isla proto jsou
1 1 1 1 1 1

r:§(a+b)+i§(a—b), q=§(a+c)+i§(c—a), p:§(b+c)+i§(b—c).
Stred Z ¢tverce sestrojeného uvniti nad stranou PQ ziskdme tak, ze ke stfedu strany PQ,
ktery vyjadiime pomoci komplexniho ¢isla %(p—i— q), pricteme polovinu vektoru PQ) otoce-
ného o thel § v kladném sméru, kterému odpovida komplexni ¢islo i%(q —p). Odpovidajici
komplexni ¢islo z je proto rovno

z:;(p—i-q)—i-i;(q—p):;(;(b—i-c)—i-i;(b—c)—i-;(a—i-c)—ki;(c—a))-i-

2\2 2 2 2 4

Bod Z je tedy skutetné stfedem strany AB puvodniho trojihelniku ABC. S ohledem
na symetrii je jasné, ze body Y, X jsou po fadé stiedy stran AC, BC a cely dukaz je
O

it <1(a+c) Fit(e—a)— S(b+o)—ir(b— c)) — Loayon) = %(a—irb).

hotov.
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Uloha 2.10: Jsou dany tri ¢tverce ABCD, AB1C1Dy, AyBoC Dy (pruni a druhy ctverec
maji spoleény vrchol A, pruni a treti étverec maji spoleény vrchol C'). Dokazte, Ze tézni-
ce BM trojuhelniku BBs By je kolmd na primku DDyt

¢, B D

v

D, A,

RESEN{:

Zvolnri vrchol A za pocatek komplexni roviny, tzn. a = 0. Vektor B? je otocenim vek-
toru BA o thel § v zdporném sméru, tomu odpovidd ndsobeni komplexni jednotkou —i,
bod C je proto obrazem komplexniho ¢&isla ¢, pro néz plati

c—b=—-i(0—0b), mneboli c=b+ib.
— — s
Podobné vektor AD; je otocenim vektoru AB; o thel § v kladném sméru a vektor C'Dj
. . 5 . ) . . PPN
je otocenim vektoru C'Bj o tihel § v zdporném sméru, odtud pro odpovidajici ¢isla plyne
dlzibl, d2—C=—i(bQ—C).

Do druhého vyjadieni jesté dosadime za ¢ a dostavame

dy =b+1b —i(be — b —ib) = 2ib — iby .
Protoze BM je téznice trojuhelniku BBy B, je bod M stied strany BjBs, pro odpovidajici
komplexni ¢islo tedy plati

1
m = 5(()1 +b2).

? ——
Nyni najdeme komplexni ¢isla odpovidajici vektorum M B a D1Do

1 1
b_m:b_ibl_in’ dz—d1:2ib—ib2—ib1.

Podil téchto dvou komplexnich ¢isel je roven

do — dy 2ib — iby — iby .
= 1 T, = 21,
b—m —ibl—QbQ

UB DD,
coz je Cislo ryze imaginarni, vektory M B a D1 Ds jsou tedy navzajem kolmé, coz jsme méli
dokazat. Navic jsme zjistili, ze |D;Da| = 2|M B|. O

[tab-02], str. 47, tiloha 4, fesenf vlastni.
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Uloha 2.11: Je ddn trojihelnik ABC. Nad stranami AB a AC vné a nad stranou BC
dovnitt jsou jako nad zdkladnami sestrojeny navzdjem podobné rovnoramenné trojuhelniky
BACy, ACBy a BCAq. Dokaste, ze ctyrihelnik ACyAgBy je rovnobézinik.'?

B, C

RESENI:
Necht D, E, F jsou postupné stiedy stran AB, BC, C'A, takze plat{

-l mE-lpe. ar-lid

Mame dokézat, ze ACyAgBy je rovnobéznik, ze tedy plati vektorova rovnost

ABy+ ACy = AAp.

Nejprve vyjadiime potiebné vektory takto:

ABy= AF + FBy=1AC + FBy,

Z—C'—O): E—FDCO:%E—FDCO,

Ady = ﬁ+ﬁ+E—AS:ﬁ+%(@—E)+m:%ﬁ+§@+m.

Protoze trojuhelniky BACy, ACBy a BC' Ag jsou rovnoramenné, jsou jejich téznice z vr-
cholu Ay, By a Cy kolmé na piislusné zakladny (jsou to tedy zaroven vysky); navic jsou
tyto trojihelniky podobné, a tedy poméry velikosti jejich stran a vysek jsou shodné:

[FBo| _ |EAs| _ [DCo| _
|AC] ~ [BC| ~ |AB]

k,

kde k € R™. Odtud plyne, Ze vektor F—Bo> dostaneme vynasobenim vektoru zﬁ redlnym
¢islem k a jeho otocenim o thel 5 v kladném sméru, cemuz v Gauiox;é roviné_oc)lpovidzi
vynasobeni komplexnim ¢islem ki. Analogicky dostaneme vektory DCy, resp. EAg z vek-
tora AB, resp. C'B. Pro komplexni ¢isla odpovidajici jednotlivym bodum a vektorim pak

12[lar-90], str. 385-387, tiloha 8.3.5.
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muzeme psat

|

ABy: by —a=3(c—a)+ki(c—a),
1 .
ACy: co—a=5(b—a)—ki(b—a),
AAy: ag—a=3(b—a)+i(c—a)+Fki(c—b).

Odtud plyne, ze

A—&)>+A_C0>:—a+<;—ki>b+<;+ki)c:A—>Ao7

tedy ACyAgBy je skutetné rovnobéznik. O

Uloha 2.12: Vysky trojuhelniku ABC prodlouzime za jejich paty aZ po takové body Ag, By,
Co, Ze |AAg| = %, |BBy| = Uﬁb, |CCo| = £, kde k je konstanta a v,, vy, ve jsou standardni

Ve’

RESENI:
Pro obsah S trojuhelniku ABC' plati

1 1 1
SZ§'|BC'|Ua:§‘|AC|Ub:§‘|AB|UCv

odtud plyne

25 25 25
Vg = —— Vp = —— Ve = ——.
“Csclr P jAcl f T |AB]
Vyjdeme-li z podminky v zadani a vyuzijeme predchoziho, dostaneme

k k
AAy| = — = —-|BC|=¢q|BC
[A4o| = - = % |BC| = ¢ BC

a
pii oznaceni konstanty g = % Analogicky

k k k k
BB = = 55 [AC| = qlAC|.  |CCh| = == = 5 |AB| = q|AB|.

C

13[lar-90], str. 391-392, tiloha 8.3.16.
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Velikost vektoru H je tudiz g-nasobkem velikosti vektoru B? a zaroven vektor A—>Ao je
kolmy na vektor BC (jde o prodlouzenou vysku na tuto stranu). To znamend, ze vek-
tor A—AO> vznikne oto¢enim vektoru C@ o thel § v kladném sméru a jeho ndslednym
vynasobenim realnym ¢islem g. V Gaussové roviné jde o vynasobeni komplexnim ¢islem gi.
Analogicky dostaneme vektory BBy a C'Cy vynasobenim vektoru AC' a BA tymz kom-
plexnim ¢islem gi. Pro odpovidajici komplexni ¢isla proto plati

ap —a =qi(b—c) mneboli ay=a+qi(b—rc),
bo —b=gqi(c—a) meboli by=0b+qi(c—a),
cop—c=gqi(a—b) mneboli cy=c+qi(a—0).

Zatimco komplexni ¢islo odpovidajici tézisti T trojuhelniku ABC' mé obecné vyjadient

1
t=glatb+o),

podle téhoz vzorce pro komplexni ¢islo odpovidajici tézisti Ty trojuhelniku AgBoCy z od-
vozenych rovnosti vychazi

1 1
to = g(a—i—bﬂ—c—l—qi(b—c—l—c—a—}—a—b)) = g(a—f—b—f—c) =t.
Teziste trojuhelniku AgByCy tedy opravdu splyva s tézistém trojihelniku ABC. O

Uloha 2.13: Nechf ABCD je konvexni c¢tyrihelnik. Vné nad jeho stranamsi jsou sestro-
jeny ctyri navzdjem podobné rovnoramenné trojuhelniky APB, BQC, CRD, DSA, jejichz
zakladny jsou strany ctyrihelniku ABCD. Ukazte, Ze pokud PQRS je pravouhelnik, pak
je ABCD kosoctverec s vijjimkou situace, kdy ABCD je rovnobézinik a ctyri sestrojené
trojuhelniky jsou pravouhlé.\*

Y[bech-95], str. 48, tloha 4, feseni pozménéno; v situaci vyloucené na konci zadan{ je PQRS nutné
Ctverec, viz uloha 2.8.
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RESEN(:
Nejprve zavedeme vektory @ = x@, b= @, c= C"ﬁ ad= 17)4, pro které zrejmé plati
i+b+é+d=3a
a necht a, b, ¢, d jsou komplexni éfsla odpovidajici po fadé témto vektorim v Gaussové
roviné. Dale ozna¢me P, Q1, Ry, S1 po fadé stiedy stran AB, BC', CD, DA. Protoze APB,
BQC, CRD, DSA jsou rovnoramenné trojuhelniky se zakladnami tvofenymi stranami
¢tyfihelniku ABCD, jsou body P, Q1, Ry, S1 také patami vysek vedenych z vrcholi P,
Q, R, S. Oznacme jesté vektory p= PP, (= Q1Q, 7= RiRa§= 55 ap,q, r, sjm
odpovidajici komplexni ¢isla. Kladné éislo A necht znaéi pomér mezi vyskou a zékladnou
v rovnoramennych trojihelnicich APB, BQC, CRD, DS A (tento pomér musi byt ve viech
trojihelnicich stejny, nebot tyto trojihelniky jsou dle zaddni podobné). Vektor p pak
dostaneme jako A-ndsobek vektoru @ otoceného o thel 5 v zdporném sméru, a tedy v feci
komplexnich ¢isel jako —Ai-ndsobek komplexniho ¢isla a. Analogicky pak dostaneme i
¢isla q, r, s:

p = —Aia, q= —Aib, r = —J\ic, s = —)id.
Protoze @+ b + &+ d = 0, je také (diky poslednim ¢tyfem rovnostem)
P+q+7r+5=0.

Predpokladejme podle zadani ulohy, ze PQR.S je pravouhelnik. Nejprve vyuzijeme v tomto
rovnobézniku vektori PQ) a SR. Vyjadieme je nasledovneé:

1 1-
PO = PP, + PB+ BO, + 0,0 = —j+ Sd+ b+,
— 1- 1
Sk =SS, + 5.0+ DR, + il = —5— Sd—50+7

Po dosazeni do rovnosti ]@ = ﬁ dostaneme

—

A +5F—F+=(@+b+c+d) =0,

[\

odtud s piihlédnutim k @ + b+c+d=20 plyne
pP+T=q+5.

Prejdeme-li v této rovnostl od vektoru p, ¢, 7, § ke komplexnim ¢éislum a, b, ¢, d od-
povidajicim vektorum &, b c, d dostaneme

Aa 4+ Aic = Aib+ Aid, mneboli a+c=b+d,

coz spolu s rovnosti a + b + ¢ + d = 0 pak znamend, ze a + ¢ = b+ d = 0, neboli ze
AB + CD = 0. Mame tedy AB = DC, a tim dochazime k prvnimu zivéru, ze totiz
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ABCD je rovnobéznik!®.
Nyni jesté vyjadieme tieti vektor S—f) podobné, jako jsme dfive vyjadiili vektory ]@ a
S .

== 1- 1
SP =99, + S1A+ AP, + PP = —5+ Sd+5a+7.
Protoze PQRS je dle predpokladu pravoihelnik, je vektor S—é realnym k-nasobkem vek-
toru S? otoceného o thel 7, takze pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

) 1 1 1 1
k1(—s—|—2d+2a—|—p) ——s—gd—§c+r.

Do této rovnosti dosadime za p, r, s a upravime:

1
76_

5 Aic,

. 1 1 ) ) 1
ki (/\1d+ §d—|— §a— Ala) = \id — id_

1 . 1 . . 1 1 .
—kAd + ikld—l- §k1a + kla = A\id — id — 50 — JAie.

Protoze, jak jsme ukazali vySe, plati ¢ = —a, lze posledni rovnost dale upravit takto:

2

(3 (eo)) <o)

V odvozené rovnosti jsou komplexni{ koeficienty u ¢isel a, d (odpovidajicich vektorum @ a
cf) komplexné sdruzend cisla, kterd zapiseme jako z = u+vi a z = u — vi. Za predpokladu,
ze jejich absolutni hodnota je nenulovd, z rovnosti dz = az dostaneme |d| = |a|. Tehdy
proto plati, ze ¢tyfuhelnik ABCD (o kterém jsme diive dokézali, ze je rovnobéznikem)
m4é sousedni strany téze délky, takze to je skutecné kosocCtverec.

Zbyva posoudit, kdy nastane ptipad z =z = 0. Rovnosti u = % —kA=0av= %kz -A=0
plati, prave kdyz k=1a A = % Podle vyznamu cisla A to znamend, ze trojuhelniky AP B,
BQC, CRD, DSA jsou pravouhlé, jak je uvedeno v zavéru zadéani ulohy. Rovnost £ = 1
je pak vyjadrenim toho, ze PQRS je ¢tverec. O

d<—k)\+;k:i—)\i—|—1> :a<—;ki—k)\+;+)\i> ,

Uloha 2.14: K pravothlému trojuhelniku ABC' s pravgm whlem p7i vrcholu C jsou vné
jeho stran pripsany cétverce BAED, CBKM a ACNL. Dokazte, Ze primky AK, BL a
rovnobézka s primkou BD prochdzejici bodem C se protinaji v jednom bodé.'®

5Dodejme, ze k takovému zavéru jsme potFebovali pouze predpoklad, ze PQRS je rovnobéznik.
16[5vr-01], str. 51, tloha 3, feseni vlastni.
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RESENI:

Zvolime-li polopiimky C'A, CB za kladnou realnou, resp. imaginarni poloosu Gaussovy
roviny, pak bodum A, B, C budou odpovidat po fadé komplexni ¢isla a, b = V'i, ¢ = 0,
kde a, b’ E_R;“. Protoze vektory BK, AL, resp. BD dostaneme oto¢enim vektorua BC,
AC, resp. BA o tihel 7 (v prvnim pifpadé v zaporném sméru, v dalsich dvou piipadech
v kladném sméru), bodum K, L odpovidaji komplexni ¢isla

k=-V 4+, l=a—ai,
zatimco vektoru ﬁ odpovidé komplexni ¢islo
BD: i(a—b)=i(a—bi) =¥ +ai.
Nyni zapiSeme parametrické rovnice piimek AK, BL:
AK: z=a+t(-b+Vi—a), teR;

BL: z=Vbi+s(a—ai-Vi), seR;

a najdeme jejich prusecik P. Porovnanim realnych a imagindrnich ¢asti obou stran rovnice
a+t(=b +bi—a)=">i+s(a—ai—0bi)
dostaneme pro neznamé ¢, s € R soustavu
a—bt—at=as a bVt=b —as—"b's,
kterou zapiseme ve standardnim tvaru

(a+V)t+as=a a bt+ (a+b)s=1b.
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Determinant této soustavy (a + b')? — ab' = a® + ab’ + b je kladny (nebot a,b’ € RT),
takze soustava ma reSeni

a a
det < b a+b ) a®
o a2+al+b? @ +al + b2
a+b a
det( b Y > 2
= a2+ab’+b’2 :a2+ab’+b/2'
Pruseéiku P proto odpovida &islo
b/2 b/ 2 b/
p=as+bti= ab” + ba = a (b +ai) .

a2 +abl +02 a2+ ab + b2

Vidime, ze komplexni ¢islo p, které odpovida vektoru (ﬁ’, je redlnym nasobkem kom-
plexntho éisla o' + ai, které odpovidd vektoru BD (viz vyse). To znamen4, ze prusecik P
piimek AK a BL lezi i na piimce rovnobézné s BD a prochazejici bodem C', a dukaz je
tak hotov. 0
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Kapitola 3
Otaceni o thel %

V celé této kapitole budeme vyuzivat oznaéeni komplexni jednotky

V3

7T+_ LT 1+
€=cos— +isin— = i—.
3 2

32
Nésobeni touto komplexni jednotkou & nam poslouzi k algebraickému popisu vysledku
otdceni v roviné o uhel § v kladném sméru. Podle Moivreovy véty je ziejmé e = -1
neboli €3 +1 = (e +1)(e? — e + 1) = 0, odtud vzhledem k & # —1 plyne €2 = ¢ — 1.
Pro komplexni jednotku ¢ tak dostavame nésledujici vlastnosti, které budeme dale ¢asto
vyuzivat:

2=c-1, ed=-1, et = —¢, H=—e?2=1—¢, ef=1. (3.1)

Otocteni o thel § v zdporném sméru je pak algebraicky popsdno pomoci ndsobeni
komplexni jednotkou —e, otoceni o 1ithel %’T pomoci nasobeni komplexni jednotkou 2.

V této kapitole uvedeme 20 geometrickych tloh, v jejichz feSeni néjakym zpiisobem
vyuzivame otocenf o tihel %, jde pfedevsim o tlohy, ve kterych se vyskytuji rovnostranné
trojuhelniky. Dale jsou zde uvedeny tlohy, ve kterych se vyuzivd otoceni o tihel % spolu
s otocenim o tihel 7, a koneéné tlohy na otoceni o thel %’r
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Uloha 3.1: Rovnostranné trojuihelniky s vrcholy E, F, G, H jsou sestrojeny vné nad
stranami libovolného étyrihelniku ABCD (viz obr.). Necht M, N, P, Q jsou po Tadé
stredy tsecek EG, HF, AC, BD. Jaky je typ c¢tyrihelniku PMQN 21

RESENT:

Nejprve najdeme komplexni &isla odpovidajici bodum F, F, G, H. Protoze trojihelnik
BAEFE je rovnostranny, je vektor BE otocenim vektoru BA o tihel § v kladném sméru,
¢emuz v komplexni roviné odpovidd nasobeni komplexni jednotkou . Analogicky to plati
pro dalsi trojuihelniky:

e—b=¢cla—b) = e=b+ela—D), f—c=¢elb—¢c) = f=c+elb—-c),

g—d=¢c(c—d) = g=d+elc—d), h—a=ed—a) = h=a+e(d—a).
Nyni najdeme komplexni &isla odpovidajici sttedum M, N, P, Q:

1 1 1 1
m = 5(64—9) = E(b—i-d—i-s(a—b—i-c—d)), n= §(h+f) = §(a—|—c—|—6(—a+b—c+d)),
1 1
pzi(a—i—c), qzi(b—i—d).

—
Pro komplexni ¢isla odpovidajici vektorim QM a ﬁ tudiz plati

1 1
Q—]\}[: m—qzis(a—lﬂ—c—d), NP: p—nzis(a—b+c—d).

s
Odtud jiz vidime, ze QM = ]Vﬁ, a tedy PM@N je rovnobéznik (piipadné zdegenerovany
v usecku ¢i bod). O

Heng-97], str. 300, tloha 35.
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Uloha 3.2: Rovnostranné trojihelniky BAE, BCF, DCG, DAH jsou sestrojeny nad
stranami libovolného konvexniho ctyrihelniku ABCD tak, Ze pruni a treti leZi vné tohoto
ctyruhelniku, zatimco druhy a ¢turty nikoliv (viz obr.). Dokazte, Ze cétyrihelnik EHGE je
rovnobéznik, ktery mize zdegenerovat v isecku. Kdy se tak stane??

RESENI:

Nejprve najdeme komplexni ¢isla odpovidajici bodum FE, F', G, H. Protoze trojihelnik
BAEFE je rovnostranny, je vektor BE otocenim vektoru BA o thel § v kladném sméru,
¢emuz v komplexni roviné odpovidd nasobeni komplexni jednotkou . Analogicky to plati
pro ostatni trojuhelniky:

e—b=c(a—b) = e=b+ela—0), f—b=¢clc—=b) = [f=b+e(c—b),
g—d=c¢(c—d) = g=d+e(c—d), h—d=e¢la—d) = h=d+e(a—d).
Pro komplexni ¢isla odpovidajici vektorum ﬁ a ﬁ tudiz plati

EF: f—e=b+e(c—b)—b—c(a—b)=ec(—a+c),

HG g—h=d+e(c—d)—d—cla—d)=¢(—a+c).

Odtud iz vidime, 7¢ EE = HG, a tedy EHGF je rovnobéznik.

Rovnobéznik EHGF piitom zdegeneruje na usecku pravé tehdy, kdyz zdegeneruje na
usecku trojuhelnik FHG (pak zdegeneruje taky trojiuhelnik EFG), coz nastane, kdyz jsou
body F, H, G kolinearni. To v fe¢i komplexnich ¢isel znamend praveé to, ze podil ¢isel %
je ¢islo realné. Protoze

g—h=c¢(c—a) a e—h=b—d+e(d—0b)=(c—1)(d—b)=e*(d—b),

2[yag-75], str. 39, tloha 24a, Fesen{ vlastni. Zavéreénou otdzku jsme doplnili sami.
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dostavame ekvivalentni podminku

g—h elc—a) (c—a)
e—h  2(d=b) ed-b)

Rovnost ¢—a = ke(d—b) bude splnéna pro néjaké k € R prave tehdy, kdyz vektor ﬁ do-
staneme otocenim vektoru ﬁ o tihel § a jeho ndslednym vynasobenim néjakym realnym
¢islem k. Rovnobéznik FHGE tedy zdegeneruje pravé tehdy, kdyz tihel mezi vektory 1@
a Eﬁ tihlopiicek ctyitihelnfku ABC'D bude roven . O

Uloha 3.3: Rovnostranné trojuhelniky BAD o CBE jsou sestrojeny vné nad stranami AB
a BC daného trojiuhelniku ABC. Dokazte, Ze stredy usecek BD, BE a AC jsou vrcholy
rovnostranného trojihelniku.’

RESEN{:

Nejprve najdeme komplexni ¢isla piislusna bodﬁg D a E. Protoze trojihelnik BAD je
rovnostranny, je vektor BD otocenim vektoru BA o thel § v kladném sméru, cemuz
odpovida nasobeni komplexni jednotkou €. Analogicky to plati i pro trojihelnik CBE:

d—b=¢eca-b) = d=b+ela—-D),

e—c=¢elb—c) = e=c+elb—c).

Ozna¢me po fadé P, Q, R stredy usetek BD, BE, AC, pro odpovidajici komplexni ¢isla
pak mame

1 1 1 1 1 1 1 1
pzi(b—l—d):b—l—iea—isb, qzi(b+e):§b+§c+§5b—§ec,

T—QG C—2a 26.

3leng-97], str. 300, tiloha 37.
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Vektorum dvou stran trojihelniku PQR proto odpovidaji ¢isla

1 1 1 1 1 1 1 1
]ﬁ): —r=——a+b— -c+ -ca— —¢b RQ : —r=——a+ -b+ -eb— —¢c.
P ¢ TP TR T RO 4 24 " T
Trojuhelnik PQR je rovnostranny, pokud vektory R? a }@ jsou stejné dlouhé a sviraji
tihel %, tj. vektor RQ) je otocenim vektoru RFP o thel 5 v kladném sméru. V fec¢i kom-
plexnich ¢isel mame tak ovérit, ze ¢islo g—1 je e-ndsobkem ¢éisla p—r. S vyuzitim vlastnosti
¢isla € dostavame

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e(p—r)= —§5a+5b— —ec+ —c?a— —e’b= ——ca+eb— —ec+ —ea — —a — 551)—1— ib =

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1
= —§a+§b+§€b— Fec=q-r,
a tedy trojuhelnik PQR je skutetné rovnostranny. O

Uloha 3.4: Lichobé&inik ABCD je vepsdn do kruzZnice k se stredem O a polomérem
r shodnym s délkami ramen BC a DA. Ukazte, Ze stiedy poloméri OA, OB a stred
strany CD jsou vrcholy rovnostranného trojihelniku.*

RESENI:

Bud O pocatek komplexni roviny, €ili obraz éisla 0. Trojtihelniky ODA a OBC' jsou podle
(. ) =~ ? " S s .

zaddni rovnostranné, proto vektory O A, OC' dostaneme oto¢enim po rfadé vektoru OD, O

o tihel § v kladném smeéru, ¢emuz algebraicky odpovida vyndsobeni komplexni jednotkou €.

Muzeme tedy psit a = ed, ¢ = ¢b. Oznaéme stiedy poloméru OA, OB po fadé P, Q a

stfed strany C'D oznatme R, pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

1 1 1 1
p 2ed, q 2b, r 25 + 2d
Vektorum stran trojuhelniku PQR tak odpovidaji komplexni ¢isla

1 1 1 1 1
]@: q—p:§b—§5d, JTE%: q—r:§b+§d—§6d.

4[eng-97], str. 300, tloha 33.
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Trojuhelnik PQR je rovnostranny, je-li vektor ﬁ otocenim vektoru fﬁ o tihel § v kladném
sméru, v fe¢i komplexnich ¢isel je-li 7 — p e-ndsobkem ¢ — p. S vyuzitim vlastnosti ¢isla e
dostavame ) ) ) ) )
—p)=—eb— —e?d=—eb— —ed+ —d =1 —
e(qg—p) 50— 5¢ 50— 5¢ +2 r—op,

a tedy trojihelnik PQR je skuteéné rovnostranny. O

Uloha 3.5: Nechf ABCDEF je Sestithelnik vepsany do kruznice se stredem O a po-
lomérem r. Dokazte, Ze kdyzZ plati |AB| = |CD| = |EF| = r, tak stiedy P, Q, R stran
BC, DE, FA jsou vrcholy rovnostranného trojihelniku.’

RESENI:

Zvolme stied O kruznice opsané zadanému Sestithelniku za poc¢atek komplexni roviny, ¢ili
obraz ¢isla 0. Protoze |AB| = |CD| = |EF| = r, jsou trojihelniky ABO, CDO a EFO
rovnostranné. To v8ak znamend, ze bod B dostaneme oto¢enim bodu A kolem bodu O
o tihel § v kladném sméru, ¢emuz v komplexn{ roviné odpovidd vyndsobeni komplexn{
jednotkou e. Analogicky dostaneme body D a F oto¢enim C' a E. Vyjadiime to rovnostmi

b=ca, d=ec, f=ce.

Odtud pro komplexni &isla odpovidajici sttedim P, @), R médme

p:%(b+c):%(c+ea), q:%(e+d):%(e+z—:6), rz%(a—l—f)z%(a%—ee).
Trojihelnik PQR je rovnostranny, je-li bod P otocenim bodu R kolem bodu @ o tihel 7.
V fteci komplexnich ¢isel to znamena ukazat, ze plati p — ¢ = e(r — ¢). Podle ptedchozich
rovnosti maji ¢isla p — ¢ a r — g odpovidajici vektorum QP a QR tvar:

1 1

Q?: p—qz%(c—e)—{—%s(a—c}, Cﬁ: r—qzi(a—e)+§5(e—c).

Ukazme s vyuzitim vlastnosti ¢isla e, ze opravdu plati p — ¢ = (r — q):
1 , 4. 1 1 1
e(r—q) = 5(6@—564—8 e—c“c) = §(sa—5e+se—e—ac+c) = i(c—e)+§s(a—c) =p—q.

Trojuhelnik PQR je tedy skute¢né rovnostranny. O

®[lar-90], str. 398, tiloha 8.4.8.
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Uloha 3.6: Nechf A1A2A3 a B1BsBs jsou dva rovnostranné trojuhelniky. DokaZte, Ze
stiedy C; tsecek A;B; jsou vrcholy rovnostranného trojuhelniku.b

RESENI:

—
Protoze trojihelniky A AsAs a B BsBs jsou podle zadani rovnostranné, je vektor A As
otocenim vektoru A; A o thel %, podobné pak vektor By B je ototenim vektor By By. Pro
odpovidajici komplexni ¢isla tedy plati:

ag = aj +¢e(ag —ay), bs = b1 +e(bay —b1).

Pro éisla odpovidajici sttedum C; pak dostavame

1 1 1 1 1
€1 = 5(014-1)1)7 co = §(a2+62), c3 = §(a3+b3) = §(a1+b1)+5§(a2+b2—a1—bl).

—
Nyni vyjadiime ¢isla odpovidajici vektoruim C1Cs a C1Cs:
1 1
02—01:§(b+d—a—c), 03—01:§€(b+d—a—c).
Vidime, ze ¢35 — ¢1 = €(cg — ¢1), coz znamend, ze trojuhelnik C1C>C5 je rovnostranny. [
Uloha 3.7: Nechf OA1B; a OA3Bs jsou rovnostranné trojuhelniky se spole¢ngm vrcho-

lem O. Ukazte, Ze stiedy usecek OBy, OAy a A1Bs jsou vrcholy rovnostranného trojihel-
niku.”

6leng-97], str. 297, tloha E13.
"[eng-97], str. 300, tloha 31.
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RESEN{:
Bud' O pocatek komplexni roviny, ¢ili obraz ¢isla 0. Protoze trojihelniky OA; By a OA;Bo
. ;. 5 A5 . o qs . ,
jsou rovnostranné, jsou vektory OBy, OB; ototenim po fadé vektorit OA;, OAz o dhel §
v kladném sméru, cemuz v Gaussové roviné odpovida nasobeni komplexni jednotkou e.
Pro odpovidajici komplexni ¢isla pak plati by = €aq, resp. by = cas.

Nyni vyjadiime komplexni ¢isla odpovidajici stfedim P, @), R isecek OBy, O Ao, A1 Bs:

1 1 1 1

P:§5a1, 925327 T:§a1+§€a2‘

Vektorum stran QP, QR trojihelniku PQR pak odpovidaji komplexni ¢isla:

1 1 1 1 1
Cg?: p_q:§€a1_§a27 Cﬁ: T—q:§a1+§€a2_§a2_

Trojihelnik PQR bude rovnostranny, jestlize vektor Q? dostaneme otocenim vektoru
QR o thel 5. O tom se miZeme snadno ptesvédcit nasobenim komplexn{ jednotkou e
s vyuzitim jejich vlastnosti jako v predchozich tlohach. Skutecné plati

( ) = 1 N 1, 1 1 4 1 1 1 1 o
e\r q) = 28&1 25 as 28(12 = 260,1 26@2 2@2 26(12 = 28&1 2&2 =p—q
a trojihelnik PQR je rovnostranny. O

Uloha 3.8: Jsou ddny rovnostranné trojuhelniky OA1B1, OAsBs a OA3B3 se spolecnym
vrcholem O. UkaZte, Ze stiedy usecek B1As, BaAs a B3Aj jsou vrcholy rovnostranného
trojuhelniku.®

RESEN{:

Bud O poéatek komplexni roviny, ¢ili obraz éisla 0. ProtoZe trojtihelnik OA; By je rovno-
stranny, je vektor OB ototenim vektoru OA; o thel §. Analogicky to plati i pro vektory
stran trojihelnikit O A2 By a OA3Bs, a tedy pro odpovidajici komplexni ¢isla mame

b1 =é&ay, b2:€a2, bgzé‘ag.

8[eng-97], str. 300, dloha 39.
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Necht P, @, R jsou po fadé stiedy tsecek By Ao, BoAsz, B3A1, pro odpovidajici komplexni
Cisla tak dostavame

1 1 1 1 1 1
p= §(b1+a2) = §(a2—|—5a1), q= §(b2+a3) = §(a3+5a2)7 r= 5(53-1-@1) = §(a1+5a3)'

Nyni vyjadiime ¢isla odpovidajici vektorum P-Cj a P‘é a ukazeme, ze druhé z nich je
e-nasobkem prvniho, a tudiz vektor PR je otocenim vektoru PQ o thel § v kladném
smeru:

1 1
]@: q—ng(ag,—ag—&al—i—eag), P—é: r—p:§(a1—a2—aa1+€a3).

S vyuzitim vlastnosti ¢isla € dostavame

1 1
e(g—p) = §(sa3 —cag — e%ay + 52a2) = 5(8&3 —eag —ea; + a1 +€ag —ag) =
1
= §(a1 —ag —eay +eag) =r—p.
Trojuhelnik PQR je tedy skute¢né rovnostranny. O

Uloha 3.9: Rovnostranné trojuhelniky s vrcholy K, L, M jsou vné pripsdny strandm AB,
BC, AC libovolného trojihelniku ABC. Dokazte, Ze tézisté pripsanych trojuhelniku tvori
rovnostranny trojuhelndk.”

RESEN{ 1:
Komplexni ¢isla odpovidajici bodam K, L, M vyjadiime jako vysledky oto¢eni vhodného
z vrcholi A, B, C kolem jiného vrcholu o tihel %, ¢ili pomoci ndsobeni komplexnim ¢islem e:

k=b+ec(la—b)=ca+ (1—¢)b, l=c+elb—c)=cb+(1—¢)c,

m=a+e(c—a)=cc+(1l—¢)a.

9leng-97], str. 295, tloha E10; [lar-90], str. 396-397, iloha 8.4.4; [svr-00], str. 28, tloha 5. Vysledny
trojuhelnik se ¢asto nazyva Napoleonuv.
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Nyni ozna¢me tézisté trojuhelniku AKB, BLC, CMA po tadé P, (), R a vyjadieme
odpovidajici komplexni ¢isla

1 1 1 1 1—-¢ 1+¢ 2—¢
== b+k)=-a+-b+ - b= b
P 3(a+ + k) gotgbtgeat — g ot —5b
1 1 1 1 1-¢ 1+¢ 2—¢
==(b I)= b+ -c+ =¢b = b
q 3(+C+) gotgetgebt ——c g bt 3¢
1 1 1 1 1—¢ 1+« 2—¢
r=-(a+c+m)=sa+ sc+ sec+ a= c+ a.

3 3 3 3 3 3 3
Dale ukazeme, ze body P, @), R tvoii rovnostranny trojuhelnik PQR. Najdéme nejprve
komplexni ¢éisla odpovidajici vektorum 1@ a P—}% Podle predchozich rovnosti plati

]@: q—p:—1+€a _1+2€b—|—2_€c: (_1_E)a+(_1+25)b+(2_5)07

3 + 3 3 3
B rp= 1—325a —23—|—<€bJr 1—;—50: (1—25)&4—(—23—!—5)1)—!—(14—6)6‘

Trojuhelnik PQR je rovnostranny, vznikne-li bod R oto¢enim bod ) kolem bodu P
o tihel %, neboli kdyz ¢islo 7 — p je e-nésobkem ¢isla g — p:

1
6((1 *p) = g ((—8 — 52)a + (75 + 252)[) 4+ (26 N 62)6) _
1
=3((ce—e+at(—e+2-2)b+ (26 —e+1)c) =
1
=3 (1=26)a+(=2+ep+(1+e)c) =r—p.
Tim je dukaz hotov.10 -

RESENI 2:
thelnika APB, BQC, CRA, které jsou pfipsdny vné strandm trojuhelniku ABC a které
maji pti vrcholech P, @, R thel 2%

OPodobné by se dalo ukézat, Ze rovnéz t&zisté dovniti pFipsanych rovnostrannych trojihelnika tvoif
rovnostranny trojihelnik.
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—
Vektor PA vznikne tedy otocenim vektoru ﬁ o thel %’T V komplexni roviné toto otoceni
dostaneme vynésobenim komplexni jednotkou €2, proto pro odpovidajici komplexni &isla
plati

1
_ 2 : _ 2
a—p=c“(b—p), neboli p= 52_1(5 b—a).
Podobné pro komplexni ¢isla odpovidajici bodum @ a R dostaneme
1
q= 52_1(520—b) a r= 52_1(€2a—c).

Trojihelnik PQR je rovnostranny, je-li vektor }@ otocenim vektoru ]ﬁ o tihel § v kladném
sméru. Vyjadieme proto komplexnimi ¢isly vektory m a R‘P)

1 1
}@ B (e*c—b—c%a+tc) = o (—e%a—b+(1+€?)c) = 5

1
ﬁ: p—r:EQ_l

Nyni vynasobime komplexni ¢islo p — 7 komplexni jednotkou € a dostaneme

1
e2—1

((1—e)a—b+ec),

(-1=ea+e*b+c).

e(p—r) = ((—e —€*)a+e®b+ec) = (1—g)la—b+ec)=q—r.

g2 -1
Trojihelnik PQR je tedy skuteéné rovnostranny. O
Uloha 3.10: Necht OA B, a OA3B; jsou rovnostranné trojihelniky se spoleéngm vrcho-

lem O, necht S je tézisté trojuihelniku OA1B1 a M, N jsou po Tadé stredy usecek AsBy a
Ay By. Ukaste, ze trojuhelniky SM By a NSAs jsou navzdjem podobné. !t

RESEN{:

Bud O poéatek k lexni iny. P tvtj’hl’k OAB OA3B5 j -
: POC& ek komplexn{ fOV{Ily rotoze trojuhelniky 1B1 a ! /2 5 jsou rovno

stranné, je vektor OB; otoCenim vektoru OA; a vektor OBs otofenim vektoru OAs

a stifedy M, N tak mame

1 1 1
s=glatear), m=glaztea), n=gla+ea).

Hleng-97], str. 300, tloha 32.
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Vyjadiime komplexnimi ¢isly vektory SM a SBy v trojuhelniku SM Bo
— 1 1 1 1 1
SM: m-—s= 5@2 + §€a1 — gal — gsal = 6(3(12 —2ay +¢€ay),
- 1 1 1
SBQ : b2 —S=&a9 — a1 — Z€ay = *(—al —€a1 + 35&2) .

3 3 3

PP . o’ . Ty . .
Nyni ukdzeme, ze vektor S By dostaneme otocenim vektoru SM o thel % v kladném sméru
a vynasobenim realnym ¢islem 2. To v fe¢i komplexnich ¢isel ovéiime takto:

1 1
2e(m—s) = §(3a25—2a1€+a162) = §(3a25—2a15+a15—a1) =3

(—a1—ea;+3eaz) = ba—s,

a tedy skutecné plati [SBs| = 2|SM| a |[<MSBs| = %.
a

e
Podobné vyjadiime komplexnimi ¢isly vektory S SAs v trojihelniku NSAs. Dosta-
neme 11 11 1
SN: n—s= ! + 5802 = ga1 — gear = E(al + 3eag — 2eaq),
— 1 1 1
SAs: as—s=as — gﬂl — geal = g(—al + 3ag — €ay),

. g _N} - a7 . g
a ukazeme, ze vektor SN dostaneme otocenim vektoru SAs o thel § v kladném sméru a
vynasobenim redlnym ¢islem %:

1 1 1 1
55(0,2—8) = 6(—5a1+35a2—52a1) = 6(—5a1+35a2—5a1+a1) = 6(a1+38a2—25a1) =n-s,

a tedy skutecné plati [SAs| = 2|SN| a [<NSAz| = %.
7 uvedenych zavéru plyne, ze trojihelniky SM Bs a NS As jsou podobné. O

Uloha 3.11: Vné nad stranami konvezniho Ctyrihelniku ABCD jsou sestrojeny rov-
nostranné trojihelniky BAP, CBM, DCQ a ADN. Necht R, S jsou po vadé téZisté
trojuhelniki ADN, BCOM. Dokazte, Ze usecka PQ je kolmd na usecku RS a zdroven plati
|PQ| = V3|RS|.1?

12[eng-97], str. 301, tloha 42.
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RESEN{:

Nasim tkolem je ukézat, ze vektor Pﬁ vznikne otocenim vektoru ﬁ o tihel § v kladném
¢i zaporném sméru a naslednym vyndsobenim redlnym éislem /3. Mame tedy dokdzat, ze
pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

q—p=+iV3(r—s).
L iy , , . ? " A
Protoze je trojihelnik BAP rovnostranny, vznikne vektor BP oto¢enim vektoru BA
o thel %, jez je algebraicky charakterizovdno ndsobenim komplexni jednotkou e. Plati

tedy
p—b=ec(a—>b), mneboli p=b+e(a—>b).

Analogicky ziskame vyjadfeni komplexnich ¢isel odpovidajicich vrcholim @, M, N zbylych
pripsanych trojihelniki:

g=d+e(c—d), m=c+e(b—c), n=a+e(d—a).

(2a +d+ed—ea) .

W =

1 1 1
r:§(b+c+m):§(b+2c+sb—sc), s:g(a+d+n):

Nyni vyjadiime komplexni ¢isla odpovidajici vektorum I@ a ﬁ:

@i g—p=d—>b+ (;—H\f) (c—d—a+0b) =

1
:2(—a—b—|—c+d)+i\g§(—a+b+c—d),
Sk r—s:é <b+26—2a—d+ (;—1—1?) (b—c—d—i—a)) =
1
:2(—a+b+c—d)—|—i\g§(a—|—b—c—d).

Odtud plyne
3 1
iV3W—S%=f§(—a+b+c—d%+20@—b+c+d):q—p.

Tim je dikaz vztaht mezi sméry a velikostmi tiseéek PQ a RS hotov. O

Uloha 3.12: Na primkdch, na kteryjch lezi vijsky daného trojuhelniku ABC vedené z vr-
choli A, B, C, jsou sestrojeny po Tfadé body P, Q, R tak, Ze plati

AP| _|BQ| _|CRl _ V3

IBC| ~ |CA| ~ |AB| ~ 3

a pritom poloptimky AP, BQ, CR neprotinaji primky protéjsich stran trojihelnika (viz
obr.). Dokazte, Ze trojiihelnik PQR je rovnostranny.'

13[bud-71], str. 130.

48



RESEN{:
Podle zadani je vektor ﬁ kolmy na vektor B olopiimka AP neprotina stranu BC
5 50,

|. Vektor AP tedy vznikne otocenim

vektoru B? o tihel § v kladném smyslu (tomu algebraicky odpovida ndsobeni komplexni

a pro velikosti téchto vektoru plati |A f|

jednotkou i) a naslednym vyndsobenim ¢islem @ Pro odpovidajici komplexni ¢isla proto
plati
3 3
p—a—i\g(c—b) , neboli p—a—i—i\gf(c—b) .
Analogicky dostaneme vyjadieni komplexnich ¢isel odpovidajicich bodim @, R

V3 V3
q:b—i—l?(a—c), r:c—f—l?(b—a).

Nyni vyjadiime komplexnimi ¢isly vektory @ a ﬁ:

m tq—p = b—l—i@a—i@c—a— £ c+i £b (—1 + 1?) a+ (1 + 1\/§> b+ (—i\/g> c,

3973 33 3 3
PR:r—p= c+i‘fb—i‘fa— - £ cti \gb - (—1 - ﬁf) a+ (ﬁf) bt <1 - ﬁf) ¢

Trojuhelnik PQR je rovnostranny, je-li vektor ﬁ otocenim vektoru ]@ o thel %, tj. je-li
komplexni ¢islo r — p e-ndsobkem ¢isla ¢ — p. S vyuzitim vlastnosti komplexni jednotky e
dostaneme

e(qg—p) = (;—1—1?) ((—14—1?)&—{— (1—1—1?)6%— (—i\f> c) =
= (—1—i\é§>a+ (i?)b—}- <1—i\g§>c:r—p.

Trojuhelnik PQR je tedy skute¢né rovnostranny. O
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Uloha 3.13: Necht T je tézisté daného trojihelniku ABC. Uvazujme dvé otocent kolem
bodu T o hel %” v kladném, resp. zdporném sméru. Obraz vrcholu B v prunim otoceni
oznaéme P, obraz vrcholu C' v druhém otoceni oznacme Q. Dokazte, Ze trojiuhelnik AQP
je rovnostranng.

RESENT:

komplexni ¢isla prislusna vrcholim A, B, C' znamena rovnost
a+b+c=0.

Vektor ﬁ je otoCenim vektoru ﬁ o tuhel 2% v kladném smyslu, v komplexni roviné
tomuto otoceni odpovida nasobeni komplexni jednotkou e2. Pro odpovidajici komplexni
cisla tak plati

p—t=¢e%(b—t), neboli p=-¢e?b.

Podobné vektor Zﬁ je otocenim vektoru ﬁ o thel %” (tj. o dhel %’r v zaporném smyslu),
tomuto otoceni odpovida nasobeni komplexni jednotkou e*, takze plati

g—t=¢e*(c—1t), neboli q=c¢c.

Trojihelnik AQP je rovnostranny, jestlize vektor ﬁ je otocenim vektoru @ o thel %
v kladném sméru, které je algebraicky charakterizovano nasobenim komplexni jednotkou €.
Vyjadiime proto komplexnimi ¢isly vektory ﬁ a 1@:

AP . p—a=cb—a=(—-1b+btc=cb+c,
@: g—a=c*c—a=—ecc+b+ec.

Nyni vynasobime nalezené ¢islo ¢ — a komplexni jednotkou € a dostaneme
e(q—a)=—e*c+eb+ec=(1—e)c+eb+ec=c+eb=p—a.

Trojuhelnik AQP je tedy skute¢né rovnostranny. O

hon-01], str. 190-191, tloha 26.
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Uloha 3.14: Vné nad stranami stiedové symetrického konvexniho Sestiuhelniku sestrojime
rovnostranné trojuhelniky a jejich nové sousedni vrcholy spojime iseckami (viz obr.).
Ukazte, Ze stredy téchto tsecek tvori vrcholy pravidelného $estitihelniku.'®

RESEN(:

Umistéme dany Sestithelnik do Gaussovy roviny tak, aby jeho stfed soumérnosti byl ob-
razem cCisla 0. Pak protilehlym vrcholim budou odpovidat navzdjem opacnd komplexni
¢isla. Cisla odpovidajici vrcholiim zadaného Sestitthelniku ABC A; B, C jsou tedy a, b, c,
a1 = —a, by = —b, ¢ = —c. Nyni najdeme komplexni ¢isla odpovidajici vrcholim D, F,
F| G rovnostrannych trojihelniku sestrojenych nad stranami AB, BC, CA; a A1 By (viz
obr.). Protoze trojihelnik ABD je rovnostranny, vektor zﬁ dostaneme otocenim vek-
toru E o thel F, cemuz algebraicky odpovidd ndsobeni komplexni jednotkou €. Odtud
vyjadiime komplexni ¢islo d a analogicky dostaneme vyjadieni komplexnich ¢isel e, f, g:

eb—a)=(d—a) = d=a+elb—a), glc=b)=(e—b) = e=b+elc—0),

e(—a—c)=(f—c) = [f=cte(—a—c), e(=b+a) = (9+a) = g= —a+te(a—b).

Nyni oznacime po fadé P, @), R stfedy usecek DE, FF a F'G. Témto stfedim odpovidaji
komplexni ¢isla

1 1 1 1
p= §(d+e) = §(a+b—|—€(c—a)), q= §(e—|—f) = §(b+c—|—6(—a—b)),
1 1
r= i(f—&-g) = i(c—a—l—a(—c—b)).
Body P, @, R jsou sousedni vrcholy pravidelného Sestitthelniku, pokud vektory Q? a
QR jsou stejné dlouhé a sviraji tihel %’r Jinak teceno, vektor QR je otoCenim vek-
toru Cﬁ’ o thel 2, éemuz algebraicky odpovidé nésobeni komplexni jednotkou £2. Nejprve
vyjadiime komplexni ¢isla odpovidajici vektorim Q? a @
1 1
QP: p-aq=gla—ctelc+t), QR: r—q= (-a—b+e(a=0),
15[eng-97], str. 300, tloha 29; [tab-02], str. 47, tiloha 5.
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a nyn{ vynasobime komplexni ¢islo p — g ¢islem e?:

1 1 1
2(p—q) = 5(52a—52c+630+53b) = 5(5@—@—5c+c—c—b) = 5(—a—b+5(a—0)) =r—q.
Odtud vidime, ze vektory Cﬁ a Q? maji potfebnou vlastnost. Analogicky se to ukéaze
pro dalsi dvojice vektoru sousednich stran zkoumaného Sestithelniku, ktery je proto pra-
videlny. O

Uloha 3.15: Nechf ABCD je konvexni étyiihelnik, ve kterém plati |AC| = |BD|. Vné
nad stranami tohoto ctyrihelniku jsou sestrojeny ¢tyri rovnostranné trojiuhelniky. Necht
O1, O, Os, Oy jsou stredy kruznic opsanych témto trojuhelnikum po Tadé se stranami
AB, BC, CD, DA. Dokazte, ze primky 0103 a O204 jsou navzdjem kolmé.*

RESEN(:

Protoze trojuhelnik sestrojeny nad stranou AB je podle zaddni rovnostranny a O; je
stfed kruznice opsané tomuto trojihelniku, je jednak velikost thlu AO,B rovna 2{ a obé
usecky O1A, O1B maji velikost rovnu poloméru kruznice opsané tomuto trojuhelniku.
Vektor O1 A proto dostaneme oto¢enim vektoru O1 B o tihel %’r v kladném sméru. Tomuto
otoceni v Gaussové roviné odpovida nasobeni komplexni jednotkou €2, pro odpovidajici

komplexni ¢isla proto dostavame

1

827_1(52() — CL) .

a— o1 :52(6—01), odkud 0] =

Analogicky dostaneme vyjadieni pro komplexni ¢isla odpovidajici stfedum Os, O3, Oy:

1 1 1
62_1(€2C*b), 03:62—1 52_1(52a*d)

02 = (e%d —¢), 04 =

Nyni vyjadiime komplexni ¢isla odpovidajici vektoruim O103 a O40s:

— 1
0103 : 03—01282_1(52d—c—62b+a)= (e*(d—b) — (c—a)) ,

e2 -1

16[rad-07], str. 3, tiloha 6.
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52_1(»320—b—52a+al): o (e*(c—a)+ (d—b)) .

Podle zadani je |AC| = |BD]|, tuto podminku muzeme pomoci komplexnich ¢isel e = ¢ —a
a f =d — b vyjadrit takto

—
0409 : 09— 04 =

le] = |f], neboli ce=ff. (3.2)

02—04

Piimky 0103 a O30y jsou navzajem kolmé praveé tehdy, kdyz podil o

Cisel odpovida-

o T =, . s, (s .
jicich vektoruim 0409 a 0103 je ¢islo ryze imaginarni. To nastane pravé tehdy, kdyz bude
platit

02 — 04 02 — 04
03 — 01 03 — 01 .
Do této rovnosti dosadime a budeme ji dale ekvivalentné upravovat, pfitom na pravé strané
rovnosti vyuzijeme toho, ze €2 = E% = 5 = —¢. Dostdvame
e+ f e+ f e2e+f —ee+f
ecf —e 2f —¢ e’f—e ef+e

(e%e+ f) (ef +e) = (*f —e) (—ee+ f) =N
Sef +e2ee+eff+ fe=—efe+eff+ece—ef &
—ef + el +elfP + fe= fe+E¥fP+eleP —ef &
¥lel* +elf|* = *If* +elel”.
Posledni rovnost diky (3.2) plati a vzéjemnd kolmost piimek O103 a 0204 je dokézéna. [J
Uloha 3.16: Nechf PBA a QAC jsou rovnostranné trojuhelniky vné pripsané strandm

AB a AC daného trojuhelniku ABC. Bod M necht je stied strany BC a T téZisté troji-
helniku QAC'. DokaZte, Ze trojihelnik PMT md vnitrni thly velikosti 5, %, g.”

17[5vr-01], str. 49, dloha 2, feSeni vlastni.
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RESEN{:
Protoze bod @ dostaneme otocenim bodu C' kolem bodu A o thel %, ¢emuz algebraicky
odpovidéd ndsobeni komplexni jednotkou e, piislusi bodu @ komplexm ¢islo
V3 1 1 V3. V3
(c~a)

1
q:a+5(c—a):a+<2—|—2i :§a+§c—7a1+7c1

Analogicky bodu P odpovida ¢islo

1 V3 11 V3. V3.
p—b+5(a—b)—b+<2+21>(a—b)—2a+2b+2a1—2b1.
Stiredu M a tézisti T tak piislusi ¢isla
1 1 1 1 V3. V3
—i(b—l—c), t—g(a+c+q) ia—i—QC—?al—i-—c

Protoze je dobfe zndmo, Ze (pravothly) trojihelnik s vnitinimi dhly 7, §, & md protilehlé
strany v poméru 2 : /3 : 1, stacf ukézat, ze vektor M P je /3 -nasobkem vysledku otoceni
vektoru M7 o thel 7 (ili komplexni ¢islo p —m je iv/3 -nésobkem é&fsla t —m). Najdeme

proto komplexni 01sla odpovidajici vektorim 1 ﬁ a pak porovnime iy/3-nasobek
prvniho s druhym ¢islem
1 V3

1 3 D 1
]\ﬁ: t—mzza—Zb—Gai—F\gci, MP: p—m= fa—fc—k—al—?bl

1
V3t —m) = \fa —?b +2a—§c—p m.

Tim je dukaz hotov. O

Uloha 3.17: V dané roviné méjme bod Py a rovnostranny trojuhelnik A1AsAs. Polozme
A; = Ai_3 pro kazdé i > 4. Sestrojime posloupnost bodi Py, Py, Py, ... tak, Ze bod Piiq
je obrazem bodu Py v rotaci kolem bodu A1 o thel %’T v zdporném smeéru, pro kazdé
k= 0, 1,2, e Uk:aéte, ze P1986 = P0.18

RESEN{: N .
Protoze je trojuhelnik A1 As As rovnostranny, vznikne vektor A; As otoCenim vektoru A As
o thel § v kladném sméru, jez je algebraicky charakterizovano nasobenim komplexni
jednotkou €. Pro odpovidajici komplexni ¢isla a; tedy plati

ag —aj; =¢e(ag —ay), mneboli az=a; —ea; +eay.

Bod P; podle zaddni dostaneme otoc¢enim bodu Py kolem bodu A; o tihel %’r v zdporném

sméru, tedy oto¢enim o thel 4% v kladném smeéru, coz odpovida nasobeni komplexni jed-
notkou €* = —&. Pro ¢&islo odpovidajici bodu P; tedy dostaneme

pL—ap = 54(p0 —aj), mneboli p; =a;+ea; —epo.

8leng-97], str. 301, tloha 44; [rad-07], str. 3, tiloha 5.
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Analogicky pro ¢islo ps odpovidajici bodu P, plati
p2 —az2 = 84(]91 —az),
odkud po dosazeni za p; a vyuziti vlastnosti ¢isla ¢ dostaneme
P2 = a2+ €az — EP] = ag + €ag — a1€ — 52a1 + 62]90 =
=ay +eay — are — eay + ay + €2py — po = a1 + az — po — 2eay + €az + Epy -

Pro &islo p3 z podobného vyjadieni p3 — ag = €*(p2 — ag) obdrzime

2 2
a2 — &€ Ppo =

pP3 = as + €az — Py = a3 + €az — £a; —€a2+5p0+252a1 — €

= a3+ e€az —ea; — €as + €pg + 2ca1 — 2a; — €ag + as — £pg + po = Po -
Posloupnost bodu Py, P, P> ... mé tedy periodu 3. Protoze 1986 je ¢islo délitelné tfemi,
je Piogs = Po. O

Uloha 3.18: Nech{ ABCD je konvexni étyrihelnik a M, N, P, Q po Tadé stredy stran
AB, BC, CD, DA. Dokazte, Ze pokud ANP a CQM jsou rovnostranné trojuhelniky, pak
ABCD je kosoétverec. Najdéte rovnéz jeho vniting 1ihly. ™

D C

B
RESENT:
Stfedum stran M, N, P, @) odpovidaji komplexni ¢isla
—Sa+b), n=:0+0. p=s(c+d, ¢=sd+a)
m=5(a , n=g c), p=5(c , ¢=3 a).

Jsou-li trojihelniky ANP a CQM rovnostranné, vznikne vektor ﬁ a stejné tak i vek-
tor CM otocenim vektoru ﬁ , resp. vektoru C@ o thel § (kterému algebraicky odpovida
nasobeni komplexni jednotkou ). Pro odpovidajici komplexni ¢isla proto plati

m—c=¢e(qg—c), p—a=c¢c(n—a).

Dosazenim za m, n, p, ¢ odtud dostdvame dvé rovnosti, které vyjadiuji zadanou podminku,
ze totiz trojuhelniky ANP a CQM jsou rovnostranné:

a+b—2c=c¢(d+a—2c), c+d—2a=c¢c(b+c—2a). (3.3)

19[bech-04], str. 98, tloha 2, feeni pozménéno.
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Sec¢tenim obou téchto rovnosti obdrzime
b+d—a—c=¢elb+d—a—c),

coz znamend, ze vektor dany ¢islem b+d —a— c se ototenim o 1ihel 5 zobrazi sdm na sebe,
¢ili jde o vektor nulovy, odtud b—a = c¢—d. To ovsem znamenad, ze ABC D je rovnobéznik.
Nyni budeme na prvni z rovnosti (3.3) aplikovat ekvivalentni dpravy (s vyuzitim jiz
dokézané rovnosti ¢ —d = b — a) tak, abychom nasli vztah mezi komplexnimi ¢isly od-
povidajimi vektorim BA a B
a+b—2c=c¢(d+a—2c),
(b—c)+(a—c)=c(a—o)+(d—0)) ,
b—c)+(a—b+b—c)=c((a—b+b—c)+(a—0)),
2(b—c)+ (a—b) =2e(a—b)+¢e(b—c),
(1-2e)(a—b)=(2—¢)(c—0).
Odtud muzeme diky nerovnostem c # b a € # % psat (s vyuzitim rovnosti €2 = ¢ — 1):
a—b -2 -1 (e+1)(e—1) e—-1 £

c—b 2—1 e+ e(e+1) T T TS

—
To vsak znamend, ze a — b = e(c — b), a tedy thel mezi vektory BA a BC je § a tyto

vektory maji stejnou délku. Zéroveﬁ ABCD je rovnobéznik, a tedy ABC D je kosoctverec.

Uhel mezi vektory AB a AD je 3 , takZe vnitin{ ihly kosoctverce maji velikost 23” . O

Uloha 3. 19 Rovnostmnné trojdheln{ky ADS, BAP CBQ o DCR jsou sestrojeny uné
niku ADS a DCR a bod T je ddn tak, Ze tmjuhelmk Mo MLT je rovnostranny. Najdéte
thly trojuhelniku PQT.?°

20leng-97], str. 300, tloha 34.
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RESEN{:

Nejprve najdeme komplexni ¢isla, které odpovidaji bodum P, @), R, S. Protoze trojuhelnik
ADS je rovnostranny, je vektor AS otocenim vektoru E o thel §, cemuz algebraicky
odpovida nasobeni komplexni jednotkou e. Analogicky to plati i pro dalsi trojihelniky:

s—a=¢(d—a), tj. s=a+e(d—a); r—d=c(c—d), tj. r=d+e(c—4d),
g—c=c¢eb—c), tj. g=c+elb—c); p—b=cla—b), tj. p=b+ela—0>).

Pro piislusnd komplexni éisla tézist My, Mo tudiz plati

1 1 1 1
my = g(a-i-d'i‘s) = §(2a—|—d+€(d—a)), my = g(c—i-d—i—r) = §(2d—|—c—|—5(c—d)).

Nyni najdeme komplexni ¢islo odpovidajici bodu T'. Je-li trojihelnik MyMiT rovno-
stranny, musi byt vektor M>T" otocenim vektoru MaM; o tihel §, neboli

t—m2:€(m1—m2).
Po dosazeni za mq, mg odtud dostaneme
1
t =ma+e(m; —may) = §(2d+c+s(c—d)+2a5+d5+52(d—a) —2de —ce —€*(c—d)) =

1 1
= §(2d+c+5c—ed+2e§a+5d+sd—d—sa+a—25d—sc—ec+c+ed—d) = g(a+2c+sa—sc).

V trojihelniku PQT oznatme o« = |<TPQ|, = |<TQP| a v = |<PTQ)| (viz obr.).
Vyjadieme ¢isla odpovidajici vektorum T_P> a T(Q a ukazme, ze druhé z nich je e2-ndsobkem
prvniho:

1 1
TP p—t:b+6a—€b—§(a+2c+sa—60):g(—a+3b—2c+2sa—36b+50).
1 1
7@: q—t:c—i—sb—sc—g(a+2c—|—€a—6c):§(—a+c—5a+3€b—250),
1
p—t) = g(—52a+3€2b—2€20+253a—3536—1—530) =

1
:g(—8a+a—|—35b—3b—2sc+2c—2a+3b—c):

1
= g(—a+c—sa+3€b—25c) =q—t.
To znamend, ze vektor @ je otocenim vektoru ﬁ o uhel %’r, tedy trojuhelnik PQT je
rovnoramenny a u hlavniho vrcholu 7' ma thel v = 2?” Z toho plyne, ze a = 3 = ¢. [
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Uloha 3.20: Nechf ABC je trojihelnik, ve kterém tihel u vrcholu C je 5, thel u vrcholu A
je a= & a délka strany AB je 1. Necht D, E, F jsou vrcholy rovnostrannijch trojuhelniki
sestrojengich vné po vadé nad stranami AB, AC a BC. Necht G je prisecik usecek DE a

AB. Urcete obsah trojihelniku DFG.?!

Y

RESENI:
Trojihelnik ABC je pravotihly s pieponou AB délky 1 a tihlem o = |[<CAB| = §. Uzitim
sinu a kosinu thlu o dostédvame

T \/3 T 1

\AC]:cos6f7, |BC|:sin6f§.

Zvolime-li piimky AC, resp. BC za redlnou, resp. imaginarni osu Gaussovy roviny, pak
bodum A, B, C budou odpovidat komplexni ¢isla dana rovnostmi

a=—, b= i c=0.

Nyni muzeme vyjadiit komplexni ¢isla odpovidajici bodum D, E, F, jako vysledkum
vhodnych otoceni vrcholi A, B, C o tihel %, pomoci ndsobeni komplexni jednotkou e:

d=b+¢e(a—-0), e=a+e(c—a), f=c+elb—rc).
Dosazenim za ¢&isla a, b, ¢ a € do téchto rovnosti dostaneme:

Vi V3 3. V31
d=-y+i e="p-gh  feop g

Déle najdeme komplexni &islo odpovidajici bodu G, ktery je prusecikem piimek DE a
AB. Rovnice téchto piimek maji tvar

1 — 1
DE:Z=§+1+7§<\Z§+11> ,teR; ABZZ:2i+S(;/§+2i>,S€R.

2 kwo-01], str. 17, tloha 5, feseni vlastni.
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Porovnanim redlnych a imagindrnich ¢asti dostaneme soustavu rovnic

3 3 3 7 1 1
£+t£:_3£, 14+-t=—-+s
2 4 2 4 2 2
s feSenim t = —%, s = —%, takze hledané ¢islo g ma hodnotu
3 1
_ 33 +<i.
8 8

Déle uréime komplexnf &fsla odpovidajici vektoram GD a GE
- 1
aD - d—g:\f—i—;i, GE f—g:58\/§+8i.

Obsah trojihelniku DFG muzeme urcit jako jednu polovinu velikosti vektorového souéinu

vektoru @ a G? :
det (

SADFGZ%‘@X@‘Zé

ot OO‘S
w
w

0ol — 00|=~Y

)%

32 0]

& ‘
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Kapitola 4

Otaceni o obecny uhel

V této kapitole uvedeme 13 geometrickych tloh, které lze fesit s vyuzitim otaceni o obecny
(orientovany) dhel . V prvni kapitole jsme popsali, jak takové oto¢eni popsat algebraicky
v piipadé, ze jeho stfedem je pocatek O Gaussovy roviny. V piipadé otoceni g o thel ¢
s obecnym stfedem S jsou komplexni ¢isla odpovidajici bodim W a Z, kde W je obraz
libovolného bodu Z, tedy W = o(Z), svdzany rovnici

w—s=e%(z—s), neboli w=s+e%z—s),

kde s je komplexni &islo odpovidajici sttedu S. K zapisu komplexni jednotky s argumen-
tem ¢ jsme pouzili s vyhodou exponencidlni tvar

e'¥ =cosp +ising,

o kterém jsme strucné pojednali v kapitole 1. Budeme ho v této kapitole bézné pouzivat.
V piipadé otoceni o (neorientovany) tihel velikosti ¢ v zdporném sméru bude zapis piislusné
rovnice vypadat takto

w=s+e ¥(z—s)

(nebot se jedné o otoceni o orientovany tihel —¢).

V nékterych tlohach budeme vyuzivat otoceni o obecny thel ¢ spolu s otocenim
o thel 7, resp. 5. Budeme tedy nadale vyuzivat vySe zavedené oznaceni komplexni jed-
notky € = cos § + isin g, zavedené v predchozi kapitole, a vsech jejich vlastnosti.
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Uloha 4.1: Slozime-li dvé (obecnd) otoceni v téze roviné, bude vysledné zobrazeni bud’
opét otocend, nebo posunuti. Dokazte.!

RESENI:

Méjme ddno otoceni g1 o orientovany thel a € (0,27) kolem stiedu S a otoc¢eni g2 o ori-
entovany thel ¢ € (0,27) kolem stiedu 7. Pro libovolny bod Z dané roviny oznacme
W = 01(Z) a X = p2(W). Pak pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

w=s4e%z—s), r=t+e%(w—t).

Slozenim obou oto¢eni dostdvame zobrazeni X = gy 0 01(Z), pro néz podle predchozich
rovnosti plati predpis

r=t+e¥ (s+ ez —5) — t)y=t(1- ei‘P) + sel¥ (1- eia) +elletal (4.1)

V pifpadé, ze ¥+ =1, neboli a + ¢ = 27 (nebot a, ¢ € (0,27)), piejde rovnost (4.1)
do tvaru

z=t(1—e%)+se —s5elTV) L 2=t (1 -e) fse¥ —s+2=(1-e¥)(t—s)+2z.
Vidime, Ze tehdy je vysledné zobrazeni g5 o o1 posunuti o vektor #, jemuz odpovida kom-
plexni ¢islo
u=(1-¢e%)(t—s).
V piipadé a + ¢ # 27 upravime (4.1) do tvaru
z =@z —q)+a

pro vhodné komplexni ¢islo a, které je feSenim rovnice

t(1- ei‘p) + sel? (1- eio‘) = —qel®t®) 4 g

Vlastn{ ndmét.
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Vysledné zobrazeni je tehdy otoceni o orientovany tihel o + ¢ se stfedem A s komplexni
soufadnici . , ,

1—e"% e (1 —e'?)
1_oilpta) T 1 aileta) ° u

a =

Uloha 4.2: Slozime-li otoéend a posunuti v téze roviné (atf uz v jednom & druhém poradi),
bude visledné zobrazent opét otoceni. Dokaste.?

X

RESENT:

1. Méjme déno otoceni g1 o orientovany tihel a € (0, 27) kolem stiedu S a posunuti f
o vektor . Pro libovolny bod Z dané roviny oznacme W = p1(Z) a X = f(W). Pak
pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

w=s4e%z—s), r=w+u.

Slozenim obou zobrazeni v potadi ,,oto¢eni — posunuti“ dostavame vysledné zobra-
zeni X = f o p1(Z), pro néz podle predchozich rovnosti plati predpis

xzs—}-eia(z—s)—l—u:s(l—eia)—l—u—l—eiaz. (4.2)

Ukézeme, ze zobrazeni f o pq je otoceni o orientovany ihel « kolem jistého stiedu A,
kdyz predpis (4.2) upravime do tvaru

z=fop(z)=a+e%z—a).

Porovnanim posledni rovnosti a pfedpisu (4.2) uréime komplexni ¢islo a odpovidajici
sttedu A vysledného otoceni f o o1:

s(l—e?) +u=—ae”+a, odkud =S5t et

2Vlastn{ ndmét.
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2. Nyni méjme dano posunuti g o vektor ¥ a otoCeni g2 o orientovany thel ¢ € (0, 27)
kolem sttedu T'. Pro libovolny bod Z dané roviny oznacme W = g(Z) a X = go(W).
Pak pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

w=z+v, r=t+eP(w—t).

Slozenim obou zobrazeni v potfadi , posunuti — oto¢eni“ dostavame vysledné zobra-
zeni X = p9 0 g(Z), pro néz podle predchozich rovnosti plati

r=t+eP(z+v—1t)=t(1—e¥) +ve¥ +e¥z. (4.3)

Ukézeme, ze zobrazeni oo 0 g je otoceni o orientovany thel ¢ kolem jistého stiedu B,
kdyz predpis (4.3) upravime do tvaru

r=b+e%2z—0b).
Komplexni &islo b odpovidajici sttedu B uré¢ime obdobné jako ¢islo a v prvni ¢asti

reSeni: )
e

b= —v.
8+1—el¢’v

Tim je dikaz hotov. O

Uloha 4.3: Vné nad stranami trojuhelniku ABC jsou jako nad zdkladnami sestrojeny

RESENI:

Nejprve najdeme komplexni ¢isla, jejichz obrazy v Gaussové roviné jsou body X, Y, Z.
Protoze trojuhelniky BCX, CAY, ABZ jsou navzdjem podobné, maji u vrcholu X, Y, Z
stejny dhel, ktery oznac¢ime . Protoze navic plati | X B| = | X C|, je vektor XB vysledkem

3[lar-90], str. 391, tiloha 8.3.15.
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otoceni vektoru ﬁ o thel ¢ v kladném sméru, coz v Gaussové roviné odpovida vynasobeni

komplexni jednotkou €Y. Pro odpovidajici komplexni ¢isla pak plati

- b—e¥c

b—xz=¢e%c—x), neboli z=-—-—.
1—ew

Analogické otoceni najdeme i ve zbylych dvou trojihelnicich, odtud

- c—e¥a - a — e'%b
Ly = (g — ; _ : s — el (p— ; —
c—y=¢e%(a—y), neboli V=T g a—z=¢e%(b—2), neboli P= T
Teziste T trojihelniku ABC je obrazem komplexniho ¢isla
1
t==(a+b+c),
3
tézisté S trojuhelniku XY Z komplexniho &isla
1 1 at+bt+c—e¥a+b+c) 1
S—g(fﬂ"‘y‘i‘Z)—g 1—ei¥7 —g(a'i‘b‘i‘C)—t
Obeé tézisté tedy skutecné splyvaji. O

Uloha 4.4: Nad stranami libovolného konvezniho ctyriuhelniku ABCD jsou jako nad
zdkladnami sestrojeny ¢ty navzdjem podobné rovnoramenné trojuhelniky ABM,, BCMs,
CDMs3 a DAMy, pritom proni a treti z nich smérem vné, druhy a ctvrty smérem dovnilt
ctyrihelniku (viz obr.). Dokazte, Ze My MoMsMy je rovnobéznik.*

*Jde o zobecnénf tlohy 3.2, tiloha 8.3.13 z [lar-90], str. 391, kde je uvazovén pouze pifpad &tyi rovno-
strannych trojuhelniku.
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RESENT:

Ozna¢me « thel u vrchola My, Ms, M3, M4 navzéjem podobnych rovnoramennych troj-
thelnika ABMy, BCM,, CDMs a DAM,. Nejprve najdeme komplexni ¢isla, jejichz ob-
razy v Gaussové roviné jsou body My, Ms, Ms, My. Protoze |M;A| = |M1B|, je vektor
]\TlA otocenim vektoru ]\ﬁ o thel a v kladném sméru, coz v Gaussové roviné odpovida
vynasobeni komplexni jednotkou e'®. Analogicks oto¢eni najdeme v dalsich trojihelnicich
(viz obr.), pro odpovidajici komplexni ¢isla tak dostaneme:

i elo 1
— Al 3 _

a—mi=¢e%b—my), neboli ml_eia—lb_eia—la’

ia : eia 1
c—m3=¢e%d—ms3), mneboli mg:eia—ld_eia—lc’

i : eia 1
c—mg =¢e%b—msg), mneboli m2:eia—1b_ei°‘—1c’

i : eia 1
a—my=e%d—my), neboli m4:eia_1d—eia_1a.

— el 1 el 1 1
MiMs: mo—mq = ela—lb_ela—lc_eia—1b+ela—1a: ela_l(a—c),
e el 1 el 1 1
MyMs: mz—my= eia—ld_eia—lc_eia—1d+eia—la: eia_l(a—c).

Odtud jiz vidime, ze M1 My = M4Mj3, a proto My MsMsM, je skuteéné rovnobéznik. [

Uloha 4.5: Rovnostranné trojuhelniky ABK, BCL, CDM, DAN jsou sestrojeny uvnitr
ctverce ABC'D. Dokazte, Ze stredy ¢tyr usecek KL, LM, MN, NK a stredy osmi usecek
AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN tvoi{ vrcholy pravidelného dvandctiihelniku.?

®leng-97], str. 301, tloha 45.
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RESENI:

—
Protoze ABCD je podle zadéani Ctverec, je vektor B? vysledkem otoceni vektoru BA
o thel § v zdporném sméru, coz odpovidad vyndsobeni komplexni jednotkou —i. Po-
dobné vektor E je vysledkem otoc¢enim vektoru ﬁ o 5 v kladném sméru, coz odpovida
vynéasobeni komplexni jednotkou i. Pro odpovidajici komplexni ¢isla proto plati

c¢c—b = —i(a—b), neboli ¢= —ia+(1+i)b; d—a =1i(b—a), mneboli d= (1-i)a+ib.
Ozna¢me komplexni jednotku

7T+_ T
w=cos— +1sin —.
6 6

Pak plati w® = —1 a w? = i, odtud vzhledem k w® —i = (w +i)(w? — iw — 1) dostaneme
W=iw+1, wt=iwaw =iw? = —w+1i.

Protoze trojihelnik ABK je rovnostranny, je vektor ZI_% otocenim vektoru E o thel %,
coz odpovidé nisobeni komplexni jednotkou w?. Analogické tvrzeni plati pro trojihelni-
ky BCL a CDM, takze

kE=a+w?(b—a), l=b+w*c—0), m=c+w(d—c).

Stired usecky KL oznacime P; a stfedy tsecek DM, AK oznacime po fadé Q1, Q2. Pro
odpovidajici komplexni ¢isla plati

1 1
p1:§(k+l):§(a+b+w2(c—a)),

q1:%(d+m):%(c+d+w2(d—c)), qz:%(a+k)=%(2a+w2(b—a))-

e e
Nyni vyjadiime ¢éisla odpovidajici vektorim Q1P a @Q1Q2

— 1 1
P pr—q = §(a+b+w2(c—a)—c—d—wQ(d—c)) = i(a—i-b—i—ia—(l—i—i)b—(l—i)a—

1 1

—ibt+w?(—a—2ia+2(1+i)b—(1—i)a—ib)) = 5(21a—2ib—|—w2(—2a+2b—ia+ib)) = 5 (2ia—2ib—
1

—2iwa + 2iwb + wa — wb — 2a + 2b —ia + ib) = 5(—2a+2b+ia—ib+w(a—b—2ia+2ib))

— 1 1
Q1Q2: @—q = 5(2a—|—w2(b—a)—c—d—wQ(d—c)) = 5(2a+ia—(1+i)b—(1—i)a—ib+
1
+wi(—a+b—ia+ (1+i)b— (1 —i)a—ib)) = 5(a—b+2ia—2ib+ w*(—2a + 2b)) .

Abychom ovéfili, ze dvandctiuhelnik popsany v zadani tlohy je pravidelny, sta¢i s ohle-
dem na symetrii celé situace ukazat, ze vektor Q1 P; je vysledkem otoceni vektoru Q1Q>
o thel %’r, coz v komplexni roviné odpovidé nasobeni komplexni jednotkou w®:

1 1
W (g —q1) = B (w5(a — b+ 2ia — 2ib) + w’(—2a + 2b)) = 5((—&1 +1i)(a — b+ 2ia — 2ib)—
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1
—w(—2a + 2b)) = 5(—wa +ia + wb — ib — 2iwa — 2a + 2iwb + 2b + 2wa — 2wd) =

1
:5(—2a+2b+ia—ib+w(a—b—Zia—i-Zib)):pl—ql.

Tim je dukaz hotov. O

Uloha 4.6: Bod D je vybrdn uvniti trojihelniku ABC' tak, Ze plati |<ADB| = |<<ACB|+5

a |AC|-|BD|=|AD|-|BC|. Najdéte pomeér p = 7&2\':;2%} 5

RESEN{:

Zvolme bod D za pocatek komplexni roviny, odpovida mu tedy komplexni ¢islo d = 0.
Ozna¢me |<CAD| = a a |[<ACB| = . Protoze pro sou¢et dhlu ve ¢tyiihelniku ACBD
plati

a—|—7—|—|<IDBC'|—|—<27r—7—E>:27r, je |<IDBC|:g—a.

2
Déle oznacime s spoletnou hodnotu dvou pomért, které se podle zadani rovnaji:
_ [AC] _ |BC]

= 1AD| ~ |BD|

7 obrazku vidime, ze vektor @ vznikne otocenim vektoru xﬁ o uhel a v kladném sméru
a jeho néslednym vynésobenim redlnym ¢islem s. Podobné vektor B? vznikne oto¢enim
vektoru BD o tdhel (g — a) v zdporném sméru (Gili o thel o — 7) a jeho ndslednym
vynasobenim realnym ¢islem s. Pro komplexni ¢isla odpovidajici vyse uvedenym dvojicim
vektoru tedy plati

c—a=se*0—a)=—se%, odtud c=a—sea,

¢—b=sele%) (0 —b) = sie'@b, odtud ¢ = b+ siel®b,

pritom jsme vyuzili rovnosti elle=3) = _jgle, Nyni vyjadiime sou¢iny z hledaného pomé-
ru p
|AC||BD| = |e—a|-[b—0| = |se'*a|-|o| = slal-[b|,  [AB[|CD| = [b—al-|c—0] = [(a—b)c].

6leng-97], str. 300, dloha 38.
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Vsimnéme si, ze plati
(a—b)c=cla—c+c—b)=c(sea+ise'b) = se'” (ac + ibc) =
= se' (a (b + sie'“b) + ib (a — se'*a)) = sabe'® ((1 +ise™) +1i (1 — se'*)) = se'®ab (1 +1) .
Proto dostavame
|AB| - |CD| = [se®ab (1 +1i)| = s|a| - [b| V2 = V2|AC| - |BD|,
a tedy hledany pomér p je roven v/2. ]

Uloha 4.7: Predpoklddejme, Ze ABCDEF je konverni Sestituhelnik, ve kterém plati

[AB| |CD| |EF| _

ABC CDE EFAl =2 =

1.

Dokaste, ze”
|BC| |AE| |FD| _

|CA| |EF| |DB|

FE
A% d
o
\\ C
f C
G W)
A a B

RESEN{:

—
Necht vektortim zﬁ , B?, @, ﬁ, ﬁ' , F'A odpovidaji v Gaussové roviné (nenulova)
komplexni ¢isla a, b, ¢, d, e, f. Sou¢iny vystupujici v zadani jsou absolutnimi hodnotami
komplexnich ¢isel

_ace  be—f)(-d=¢) _be+f)d+e)
~ bdf’ ~ (—a—Dble(~b—c) ela+b)(b+tc)’
Z druhé podminky v zadani plyne, ze |u| = 1. Déle velikost dhlu mezi vektory od-

povidajicimi ¢islim a a b je roven 7 — [<ABC/, tento thel je pak argument podilu §.
Podobny vyznam maji argumenty podili § a ? Odtud spolu s prvni podminkou ze zadani
plyne, ze

argu = (7 — |[<ABC|) 4+ (r — |[<CDE|) + (n — |<EFA|) =7.

"[01-99], str. 17, tloha 4, FeSeni pozménéno.
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Plati tedy u = —1, odkud plyne
ace + bdf =0.

Nasim tikolem je dokazat, ze |v| = 1. Ukdzeme, Ze taky plati v = —1, coz lze po rozndsobeni
vyjadrit rovnosti

bde + be? + bdf + bef + abe + ace + b*e + bece = 0.

Uzitim pfedchozi odvozené rovnosti ace + bdf = 0 a po nédsledném vykraceni nenulovym
¢islem be pfejde dokazovand rovnost do tvaru

d+e+f+a+b+c=0,

coz oviem plati, nebot soucet Sesti vektortl stran Sestitithelniku je nulovy vektor. Rovnost

v = —1 je tak dokazana. O
Pozndamka:
E
\‘\\ D
F
\ SC
A B

V uvazovaném konvexnim Sestitthelniku ABCDEF je podle prvni podminky ze zadani
soucet thla u vrcholu B, D, F roven 2w. Protoze soucet vSech dhla v Sestithelniku je
47, je soucet thla u vrcholi A, C, E roven taky 27. Navic strany Sestitthelniku vystupuji
v druhé podmince ze zaddni rovnéz zpusobem, ktery je pro trojice (B,D,F) a (A,C,E)
symetricky (viz obr.), kde strany z ¢itatele resp. jmenovatele jsou vyznaeny plnou resp.
prerusovanou carou.
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Proto vedle dokézané rovnosti (zndzornéné modfe na prvnim obrazku) z predpokladu
ulohy plynou jesté dalsi dvé analogické rovnosti (zndzornéné cervené a zelené na druhém
a tfetim obrazku), dohromady tedy plati

|BC| ‘ |AE)| ' |\FD|  |DE| ' |C Al . |BF|  |FA| ' |EC| ' |\DB| )

|CA| |EF| |DB| |EC| |AB| |FD| |AE| |CD| |BF|
Uloha 4.8: Necht trojuhelnik ABC' s vnitinim dhlem o u vrcholu A spliiuje alesporni jednu
z podminek o 2%, |AB| # |AC|. Trojihelniky PAB a QAC jsou sestrojeny vné nad
stranami trojihelniku ABC' tak, Ze |AP| = |AB|, |AQ| = |AC| a |[<BAP| = |<CAQ| = «.
Primky BQ a CP se protinaji v bodé R. Necht Z je stred kruznice opsané trojihelniku
BCR. Dokazte, ze primky AZ a PQ jsou navzdjem kolmé.®

RESEN{:
Trojuhelnik ABC umistime do Gaussovy roviny tak, ze vrchol A bude lezet v pocatku
(a = 0) a tthel BAC bude kladné orientovany. Déle oznacme komplexni jednotku

% =cosa+isina, €<#£+1.

Podle zadani plati |[AQ| = |AC| a |[<CAQ| = «, takze vektor z@ dostaneme oto¢enim
vektoru AC o thel « v kladném sméru, ¢emuz odpovidéd vyndsobeni komplexni jednot-
kou e'®. Podobné ze zadani plyne, ze vektor zﬁ’ dostaneme otocenim vektoru AB o thel o
v zaporném sméru, neboli o thel —a, ¢emuz v komplexni roviné odpovida vyndsobeni kom-

plexni jednotkou eila. Odtud pro komplexni ¢&isla p, ¢ odpovidajici bodum P, () obdrzime

; 1 : 1
qg—a=¢e¢% c—a), p—a:ei—a(b—a), neboli q=¢“%, p:ei—ab.

Nyni ukazeme, ze podminka v prvni vété zadani ndm zarucuje, ze p # ¢ a mé tedy smysl
mluvit o pifmce PQ. Piedpoklddejme, ze p = ¢ neboli b = e?“c, odtud plyne |b| = |c|,

8[gel-07], str. 211, tloha 601, FeSeni vlastni.
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z ¢ehoz dale plyne ¢ = el®b (protoze kladné orientovany tihel BAC m4 velikost a rovnou
argumentu komplexni jednotky e!*). Dohromady dostdvame e3® = 1, neboli a = %” To
je spolu s |b| = |¢| v rozporu se zaddnim, a tedy p # gq.

7 obrazku vidime, ze trojihelnik ABQ) dostaneme otocenim trojihelniku APC o thel «
v kladném sméru kolem bodu A. To znamena, ze thel mezi pfimkami PC a BQ je a.
Protoze tthel BRC ma velikost m — « resp. « (podle toho, zda « je ostry nebo tupy thel),
podle véty o obvodovém a stfedovém uhlu je |[<BZC| = 2q, piitom |BZ| = |CZ|. Bod B
tedy dostaneme oto¢enim bodu C' kolem bodu Z o tdhel 2a, ¢emuz v komplexni roviné
odpovidé vynasobeni komplexni jednotkou e?¢. Pro komplexni ¢islo z odpovidajici bodu
Z to znamena, ze

eQiac —b

b—z=e"c—2), odtud e e

nebof e #£ +1.
Protoze, jak jsme jiz difve ukézali, p # ¢ neboli €'®c # b, je z # 0 neboli z # a. M4 tedy
smysl mluvit i o pfimce AZ.

Abychom ovéfili, ze tihel mezi pfimkami AZ a PQ je pravy, ukdzeme, ze podil komplexnich
¢isel ¢ — p a z — a je ¢islo ryze imaginarni. Najdéme tento podil:

i 1 eiag_p i
g—p _¢%c—gab e &1 4, 1 oo
— J— J— — j— 10 —
= — = — = - =e" — — =¢e" —e%=12isina,
z—a €ecb _ g e%och olar ol
e2ia_] - e2ia_1
coz je skutecné ¢islo ryze imagindrni. O

Uloha 4.9: Stredy A, B, C, D kruznic ka, kp, ko, kp jsou vrcholy ¢tverce. Po téchto
kruznicich (obecné ruznijch poloméri) se pohybuji v kladném sméru body P, Q, R, S
se stejnou stdlou tihlovou rychlosti. Necht v néjakém case body P, Q, R, S tvori vrcholy
¢tverce. Dokazte, Ze je tomu tak po celou dobu pohybu.”

9[tab—02], str. 48, tiloha 6, Fesen{ vlastni.
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RESEN{:

Umistéme kruznice do komplexni roviny a oznac¢me a, b, ¢, d komplexni ¢isla odpovidajici
jejich stfedum A, B, C, D. Tyto body tvoii vrcholy ¢tverce pravé tehdy, kdyz pro od-
povidajici komplexni ¢isla plati nasledujici dvé rovnosti

a—b=d-c, a—c=1i(d—-0b). (4.4)
Prvni rovnost vyjadiuje, ze ABCD je rovnobéznik a druhd rovnost, ze jeho uhlopticky
jsou shodné a navzdjem kolmé. Necht v néjakém case to body P(to) = Py, Q(to) = Qo,
R(tg) = Ro, S(tg) = Sp tvoif vrcholy ¢tverce a necht v tomto ¢ase vektorum AP, BQy,
CRy, DSy odpovidaji komplexni éisla p, g, r, s. Pak bodum Py, Qq, Ro, Sp odpovidaji
po tadé ¢isla a+p, b+q, c+r, d+s. Tyto body tvori vrcholy ¢tverce, takze plati rovnosti
(jak jsme vysvetlili vyse):

(a+p)—(b+q)=(d+s)—(c+r), (a+p)—(c+r)=ild+s)—i(b+q),

odkud uzitim rovnosti (4.4) dostdvame

p—q=s—r, p-r=i(s—q). (4.5)

Za libovolnou dobu t — £y se vektory ﬁ, @, @, lﬁ pootoéi o stejny thel ¢ = w(t —tp)
(protoze body P, @, R, S se pohybuji po kruznicich stejnou ihlovou rychlosti w), tomuto
otoceni odpovida v komplexni roviné nésobeni komplexni jednotkou e'¥ = cos ¢ + isin ¢.
Bodum P(t), Q(t), R(t), S(t) v libovolném ¢ase ¢ tak odpovidaji komplexni ¢isla

a+e¥Pp, b+e¥Pq, c+efr, d+e¥s.
Uzitim rovnosti (4.4) a (4.5) dostavame, ze i pro tato komplexni &isla plati
(a+€'¥p)—(b+e'Pq) = (d+e'¥s)—(c+er), (a+€'¥p)—(c+e'Pr) = i(d+el¥s)—i(b+e¥q)
a tedy i body P(t), Q(t), R(t), S(t) v libovolném ¢ase ¢ tvoii vrcholy ¢tverce. O

Uloha 4.10: Dva body E a F le#i po fadé na strandch BC' a CD étverce ABCD tak, e se
obvod trojuhelniku ECFEF rovnd dvojndsobku délky strany ctverce ABCD. Najdéte velikost
tihlu EAF .10

A
Dy 1-yC
1-=x
? €T
A B !

10[tab-02], str. 46, tiloha 2, feseni vlastni.
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RESENT:
V roviné ¢tverce ABC'D zavedeme komplexni soufadnice tak, aby bod A splyval s po¢dtkem
komplexni roviny, strany AB, AD lezely po fadé na kladné redlné, resp. imaginarni polo-
ose a strana ¢tverce byla rovna 1 (viz obr.). Pak vrcholum A, B, C, D odpovidaji po fadé
komplexni ¢isla

a=20, b=1, c=1+1, d=1i

a bodum F a F ¢isla
e=1+ix a f=y+i, kde =z,y€(0,1)
ptritom x, y oznacuji délky useku |BE| a |DF|.

Podle zadéani je obvod trojuhelniku ECF roven dvojnasobku délky strany ¢tverce ABCD,
tedy ¢islu 2. Odtud uzitim Pythagorovy véty pro trojihelnik EC'F dostavame

(1=2)+ (1 -y + /A2l + (- yP =2.

Umocnénim a dalsimi tpravami najdeme vztah vyjadiujici zavislost mezi = a y:

1—2)+1—-y)?=(z+9)?%, 1—2z4+22+1-2y+y?> =2+ 4> + 22y,
2—-2 2 22y =0 ——1_x
— 20 — — 27T 5 .
Y Y Y 1+=x

Hledanou velikost ¢ tthlu EAF uréime jako argument komplexniho &isla p rovného podilu
¢isel f —a a e — a, nebot bod F dostaneme oto¢enim bodu E kolem bodu A o thel ¢
a vynasobenim néjakym kladnym readlnym c¢islem, coz dohromady odpovida vynasobeni
komplexnim ¢islem p. Zminény podil p uréime takto:

f—a f y+i T4 l-z+itiz

e—a e l+iz 14iz (1+2z)(1 +iz)

1—x+itix (1+ ) —i(x + 2?)

QI+2) +ilz+22) (1+a)—i(z+22)
B l4z—iz—ix?2—z—2?+i?+ird+i+iz+oe+22+iz+ix?+ 22+ 23
- 1422 + 222 4+ 223 4+ o4

(1+z+2?+2%) +i(l+z+ 2> +2%) (1+a+a2%+2°) .
— - — = 5 - (L+1).
142242224 22° 4+ 2 14224224+ 22° 4+
Protoze zlomek v poslednim vyjadreni je kladné realné ¢islo, je hledany thel ¢ roven ar-
gumentu cisla 1 +1, tedy ¢ = 7. O
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Uloha 4.11: Rovnostranné trojuhelniky CBM a ACN jsou sestrojeny vné nad stranami
BC a CA libovolné zvoleného trojuhelniku ABC. Necht O je tézisté trojiuhelniku ACN a
P stied strany AB. Najdéte vniting «ihly trojihelniku OPM . 11

RESEN{:

—
Trojihelniky CBM , resp. AC'N jsou rovnostranné, proto jsou vektory C'M, ﬁ vysledky
otoceni po fadé vektoru C@ , AC' o tihel § v kladném smeéru, cemuz odpovida v komplexn{
roviné ndsobeni komplexni jednotkou € = cos § +isin §. Plati tedy

m=c+elb—rc), n=a+e(c—a).

Bod P je stied strany AB a bod O tézisté trojihelniku AC N, pro odpovidajici komplexni
¢isla proto plati
1 1 1 1
p= §(a+b), 0= g(a—i-c—i-n) = g(a—i—c—i-a—i-a(c—a)) = §(2a+c—5a+€c).
Protoze se zajimame o trojuhelnik OP M, najdeme nyni komplexni ¢isla odpovidajici vek-
01} u OP
torim OM a OP:

— 1 1
OM: m-o= 5(364—36()—366—2&—04—6&—66) = g(—2a+20+5a—|—35b—450),
1 1
oP - p—o0= 6(3@—!—31)—4@—20—!—25@—250) = 6(—@—1—31)—26—1—25@—250).
Vynésobime-li komplexni ¢islo p — o komplexni jednotkou e, obdrzime
1 1 1
e(p—o) = 6(—5a+35b—2€6+25a—2a—2€c+20) = 6(—2a+2c+5a+3eb—4€c) = i(m—o).

——
Z rovnosti m — o = 2¢(p — o) vidime, ze vektor OM dostaneme, kdyz vektor OP otocime
o thel § a pak jesté vynasobime cislem 2 (¢emuz dohromady odpovida pravé nasobeni
komplexnim ¢&islem 2¢). Uhel MOP ma4 tedy velikost 7

H[tab-02], str. 48, tiloha 9, fesenf vlastni.
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Trojihelnik MOP je tedy ,,polovinou* rovnostranného trojihelniku MOP’, kde P’ je
bod ur¢eny rovnosti OP’ = 20?. Hledané vnitini dhly pii vrcholech O, P, M jsou proto
po fadé %, §, G- O

Uloha 4.12: Necht ABC je trojihelnik a M, N jsou po fadé stiedy stran BC, AC.

RESENI:

Necht O je stfed kruznice opsané trojihelniku ABC, zvolme jej za pocatek komplexni
roviny a méfritko zvolme tak, ze kruznice opsand trojihelniku ABC' je jednotkova kruznice.
Bodim M a N pak odpovidaji komplexni ¢isla

1 1
mzi(b+c), nzi(aﬂ—c).

komplexnich ¢isel

1 1
v=a+b+ec, tzg(a+m+n):6(3a+b+20).
Podle zadani plati V =T, a tedy
3a+b+2c=06a-+6b+6c, mneboli 3a+5b+4c=0.

Oznaéme thly pii vrcholech A, B, C trojihelniku ABC postupnég), B, 7y (viz obr.). Podle
véty o obvodovych a stFfedovych tihlech maji thly mezi vektory OA, OB a O? velikosti

|<<AOB| = 2v, |<BOC| =2, |<<AOC| = 20.

12[bech-02], str. 21, tloha 3.
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Protoze O je stfed kruznice opsané, plati \O/i): |OB| = |OC| (neboli |a| = |b] = |¢]).
Vektor O? tedy dostaneme otocenim vektoru OA o tihel 25 v zdporném sméru, plati tedy

¢ = a(cos2f —isin20)

a tudiz podil ¢ je komplexni jednotka tvaru
c ..
— =cos283 —isin2p.
a

——

Podobné vektor Cﬁ je otocenim vektoru OA kolem pocatku o thel 2y v kladném sméru
a vektor OB je oto¢enim vektoru O? kolem pocatku o 1ihel 2o v zaporném sméru, proto
plati

b b
— = cos2vy +1isin2vy, - =cos2a —isin2«.
a c
Pokud tedy najdeme podily ¢isel a, b, ¢, zjistime i hledané thly «, 3, v. Vyjdeme z odvo-

zeného vztahu mezi komplexnimi &isly a, b, c:

3a+5b+4c=0, odtudtaké 3a+5b+4c=0.

Vzhledem k tomu, ze a@ = bb = ¢¢ = 1, muzeme druhou rovnici zapsat jako

3 5 4
—+ -4+ —-—=0 neboli 3bc+ bac+ 4ab=0.
a b ¢
7 prvni rovnice mame b = —%a - %c, po dosazeni do upravené druhé rovnice dostaneme

3 4 3 4
——Qa — — 4 ——Qa — — =
3c< 5& 50) + bac + a< 5a 56) 0,

odtud po vynasobeni 5 a roznasobeni plyne
—12¢2 — 9ac + 25ac — 16ac — 12a®> =0, neboli ¢ +a?> =0,

a tedy

c\2 c . . .
(7) =—1, odtud — =cos28—isin2f=4i.
a a

Vybereme-li jednu ze dvou moznych hodnot 3 (viz nize), dalsi thel v pak najdeme tak,
ze rovnici 3a + 5b + 4¢ = 0 vydélime ¢islem a a pak dosadime za ¢:

b b 3
345-+45=0, odtud - =cos2y+isin2y=—-°—--°.
a a a

Zbyvajici ihel « nakonec ur¢ime ze vztahu o = 7 — 5 — 7. Ully «a, B, lezi v intervalu
(0,7), a tedy 2«, 28,2y € (0, 2m).
Je-li £ = —i, pak 23 = 7, odtud 3 = 7. Po dosazeni pak obdrzime
b 3

4
—=—— 4 -i=cos2y+isin2y, odtud
a 5 b
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4 s 4
2y =1 — arctg— boli = — — —arctg—=(= 63°
v=m—arctgy, neboli =g 2arcg3( ),

Pro thel a tak mdme o =7 — § — § + %arctg% =7+ %arctg%(i 72°).

V pifpadé ¢ =ije 28 = 37”, neboli § = %TW' Protoze tézisté T trojuhelniku AM N | které
lezi uvnitt tohoto trojuhelniku, tedy i uvniti trojihelniku ABC', mé splyvat s ortocen-
trem trojihelniku ABC', musi byt trojihelnik ABC' ostrouhly (ortocentrum tupotihlého

trojuhelniku lezi mimo tento trojihelnik). Proto 5 = %’r neni mozné.
Vnitin{ thly trojihelniku ABC jsou 7 + %arctg%, 5 %arctg%. O

Uloha 4.13: Vné nad stranami libovolného trojiuhelniku ABC' sestrojime rovnoramenné
trojuhelniky CBA1, AC By, BACY s dhly pti hlavnich vrcholech A1, By, C1 po fadé o, 3, 7.
Dokaste, Ze pokud o + 8 + ~v = 2m, pak tvar trojihelniku A1B1C1 nezavisi na tvaru

o - - - . v o, - . B 13
puwodniho trojihelniku ABC' a jeho vnitini ihly maji velikost §, 5, 3.

RESEN({:
Ze zadani plyne, ze vektory AlB, Bl(f' a C1 A jsou otocenim vektoru Alé', BiA a ClB
o dhly «a, 8 a v v kladném sméru. Pro odpovidajici komplexni ¢isla proto plati

b—ay =e%c—a), odtud b=a,+e%c—a),
c—b =e?(a—1by), odtud c:b1+ei’3(a—b1),
a—c=eV(b—cp), odtud a=ci+el(b—c).

Dosadime-li do tfeti rovnosti za b z prvni rovnosti a nésledné za ¢ z druhé rovnosti (geo-
metricky vyznam tohoto postupu je, ze nejprve otoéime bod A kolem bodu By o thel 3
a dostaneme bod C, ten nésledné oto¢ime kolem bodu A; o tihel « a dostaneme bod B,
ktery pak oto¢ime kolem bodu C; o thel v a dostaneme opét bod A), dostaneme

a=cy—eVep e (a1 + eia(c — al)) =1 —eVep e <a1 + e <b1 + eiﬂ(a —b) — a1)> =

=1 — eep + eVay — gy ety — ellatFty, 4 ellatfng

13[yag-75], str. 38, tiloha 22b, fesen{ vlastni. Jednd se o zobecnén{ tlohy 3.9 o Napoleonové trojihelniku,
27

kterou dostaneme volbou a = 8 =~y = <.
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Podle zadani je a+ 3+~ = 27, takze diky e*™ = 1 z posledni rovnosti ziskdme nésledujici
vztah mezi ¢isly a1, b1, c1, ktery rovnou ekvivalentné upravime

e —eVep +eay — @y 4@y —p =0 <

(01 — bl) + ew(al — Cl) + ei(o‘+7)(b1 — al) =
(b — a1) (€ — 1) 4 (e — ar)(1 - €)

C1 — aq ei(a—i—w) -1
= . . 4.6
b —aq e —1 ( )

0 <
0 <

Argument podilu % udévé dhel pii vrcholu Ay v trojihelniku A; B1Cy. Vidime pfitom,

ze toto komplexni ¢islo je nezavislé na volbé trojihelniku ABC. Abychom ovérili, ze
zminény thel pii vrcholu A; mé velikost §, ukazeme, Ze cislo

T —ar _ja
. 2
by — a1
je redlné a kladné. Plati
. ) . . i .
c1—a1 _je ellaty) _ 1 e (57 _ o—if  o—ig el(%+§) B e_l(%+§)
‘e 2 =—F-€ 2 = - . . — : : _

by —a; el — 1 e — 1 o i% R

R . B
_2151n(2—|—2)_sm2
17
2

~ 2isind  sin
kde v posledni dpravé jsme vyuzili rovnost § + g + 3 = 7. Ziskany zlomek je skutecné
kladny, nebot oba tihly g, 3 jsou z intervalu (0, §). Analogicky se dokdzou tvrzeni o thlech

g a 3 pfi vrcholech By a C1. Dodejme jesté, ze z provedeného vypoctu a jeho dvou analogif

plyne imeéra
o

by — ail: |e1 —aq]: |01—b1|:sin%: singz sin —

ktera je vyjadifenim sinové véty v trojuhelniku A B, C1. 0
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Kapitola 5

Pravidelné mnohotihelniky

V této kapitole budeme fesit uzitim komplexnich ¢isel 13 loh o pravidelnych mnohotihel-
nicich. Motivace k zafazeni tohoto namétu do prace o rovinnych otocenich je skutecnost,
ze pokud bod O je stfedem pravidelného n-tihelniku A As ... A,, pak v cyklické skupiné
vektort

OA;,0A,,...,04,,04A;

je kazdy nasledujici vektor vysledkem otoceni piedchoziho vektoru o thel rovny jedné
n-tiné plného uhlu 27.

Zvolime-li stfed O za pocatek komplexni roviny a zavedeme-li komplexni jednotku

j2m 2r . . 27w
w=uw, =¢€'n =cos— +isin —, (5.1)
n n
pak pro komplexni ¢isla ap odpovidajici vrcholum Ay bude v disledku zminéného otocent
platit
as = was , a3 = way , ap = Wanp—1, al] = wWay .

Vybereme-li navic osy a métitko komplexni roviny tak, aby platilo a; = 1, budou mit &isla
ap vyjadieni

o (k — 1 o (k — 1
ar =t meos EZY ian EZD . (5.2)
n n
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Jak je dobfe znamo, ¢isla ay,...,a, jsou vSechny (komplexni) hodnoty n-té odmocniny
z ¢isla 1, tedy kotfeny dvojélenu z™ — 1, jehoz rozklad na kofenové ¢initele ma proto tvar

Z—1=(z—a1)(z—a2)...(z—an) . (5.3)

Ve vSech fesenych piikladech budeme predpokladat, ze zkoumany pravidelny mnohouhelnik
m& v komplexni roviné popsané umisténi, takze jeho vrcholum Ay odpovidaji komplexni
jednotky aj dané vzorci (5.2).

Uloha 5.1: Dokazte, Ze pro komplexnt ¢isla a, b, ¢ odpovidajici vrcholum libovolného rov-
nostranného trojihelniku ABC v Gaussové roviné plati!

A+ +c—ab—bc—ca=0.

C

RESENI:
Protoze podle zadani je trojihelnik ABC rovnostranny, vrchol C' dostaneme otocenim
vrcholu B kolem vrcholu A o tihel § v kladném sméru. Jinak feceno, vektor z@ dostaneme

zminénym otocenim vektoru A.B) (viz obr.). V komplexni roviné odpovidd tomuto otoc¢eni
vynasobeni odpovidajictho komplexniho ¢isla b — a komplexni jednotkou € = €', odtud

c—a=c¢b—a).
Odtud pro éislo ¢ uzitim vlastnosti ¢éisla € dostavame
c=a+eb—ca=(1—¢c)a+eb=—c%a+eb.
Dosazenim do vyrazu a? + b 4 ¢ — ab — bc — ca tak obdrzime
a?+b? - —ab—bc—ca = a> +b*+(e'a® —2e3ab+2b%) —ab— (—%ab+eb?) — (—e%a® +eab) =
=a® +b* — ca® + 2ab + eb® — b? — ab + cab — ab — eb* + ea® — a* —ab = 0.
Tim je dukaz hotov. O

Uloha 5.2: Dokazte, Ze t7i navzdjem rizné body A, B, C tvori rovnostranny trojuhelnik
prdavé tehdy, kdyz pro komplexni ¢isla odpovidajici témto bodiim plati®

A+ b +c?—ab—bc—ca=0. (5.4)

eng-97], str. 300, tloha 28.
2 Analogie tlohy z [eng-97], str. 300, tloha 28, kde jde pouze o jednu implikaci.
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RESENT:
Mnohoélen a? + b2 + ¢2 — ab — bc — ca z rovnosti (5.4) ze zadani tlohy dostaneme, kdyz
ve vzorci

2 +y’ = (2 +y)(@® —ay +y7)
polozime x =c—aay=b—a:
(c—a)> 4+ (b—a)® = (c+b—2a)(a®+b*+c* — ab—bc — ca). (5.5)

Nyni feSeni dlohy rozdélime na dvé ¢asti. Nejprve pfedpokladejme, ze ¢ + b — 2a # 0. Pak
je rovnost (5.4) ze zadédni tlohy ekvivalentni s rovnosti

(c—a)*+(b—a)*=0
(vyuzili jsme pfitom (5.5)). To je ovsem ekvivalentni s rovnosti

c—a=wlb-a),
kde w = /—1 (jde o jednu ze tif t¥etich odmocnin z —1), tj. w je jedno ze tif cisel ¢, €3,
5. Posledni rovnost je tedy ekvivalentni s

c—a=¢clb—a), nebo c—a=c*(b—a), nebo c—a=c’(b—a).

Uzitim vlastnosti ¢isla € dostavame, ze prvni z téchto rovnosti je ekvivalentni s tim, ze
ABC je rovnostranny trojuhelnik popsany v kladném sméru, druhd rovnost ekvivalentni
s ¢c—a = —(b—a) odporuje podmince ¢+ b — 2a # 0 a tfeti rovnost je ekvivalentni s tim,
ze ABC' je rovnostranny trojuhelnik popsany v zaporném sméru.

Nyn{ predpoklddejme, ze ¢ + b — 2a = 0, neboli a = (b+ ¢) (bod A je stied tsecky BC).

Dosadfme-li do rovnosti (5.4) ze zadén{ tlohy a = 3(b + ), dostaneme

1 1 1
Z(bz+2bc+c2)+bz+c2—§(b+c)b—bc—§(b+c)c:0,

1 1 1 1 1 1 1
Zb2+§bc+102+62+02—§b2—§bc—bc—§bc—502:0,
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4
(b—c)? =0, neboli b=c.

3, 3 39
4b —2bc+ c” =0,

Protoze a = 1(b+ ¢), je rovnost (5.4) v tomto piipadé ekvivalentni s rovnosti b = ¢ = q,
coz odporuje podmince v zadédni 1lohy, ze A, B, C jsou tfi navzajem ruzné body.
Dohromady tak dostdvame, ze rovnost (5.4) je ekvivalentni s tim, ze body A, B, C tvoii

rovnostranny trojihelnik (popsany v kladném nebo zéporném sméru). O

Uloha 5.3: Rozhodnéte, zda uoniti ctverce ABCD miize existovat bod P tak, Ze |PA| =1,
|PB| = 2, |PC| = 3. V kladném pripadé urcete, jakou délku mizZe mit strana takového
ctverce.3

A

Y

C

RESENI:
Ulohu budeme fesit v Gaussové roving, ve které vrcholim A, B, C &tverce odpovidaji
po fadé komplexni &fsla il, I, —il, kde [ € R™, jak je to zndzornéno na obrazku, a bodu P
odpovidd komplexnf éfslo p. Strana ¢tverce pak mé délku a = v/21. Z podminky ze zadan{
|PA| =1, |PB| =2, |PC| = 3 pro odpovidajici komplexni ¢isla plyne

p—ill=1, |p—{=2, [|p+il]=3. (5.6)
2 =

Vyuzitim rovnosti |z|* = 2Z pro libovolné z € C dostaneme z piedchozich ti{ rovnic

po upravé vztahy
pp+illp—p)=1-01, pp—-Ilp+p)=4—-1, pp—illp—-p =9-1*. (57

Sec¢tenfm prvni a tfeti rovnice (po vydéleni dvéma) dostaneme pp = 5 — 2, po dosazeni
do prvni a druhé rovnice pak obdrzime

5P +illp—p)=1-12, respektive 5 — 1> —Il(p+p) =4 — 12,
coz po upravé vede na
_ 4 1
p—P:77 p+p=7

3[neg-05], str. 14, tloha 25.
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Sec¢tenim obou rovnic dostaneme

T S N
P=g "7 =7\ ™)

odtud pak
o> =05 = |5 +2] = o
= = —]—- 1 = — .
P=PP =113 A2
Dosazenim do rovnice pp = 5 — [> mame
17
5-1P=— 5.8
o (5.5)

neboli

414 =202 +17=0, aodtud 202 =a?=5+2V2, neboli  a=1/5+2v2.
Bod P lezi uvniti ¢tverce, a proto je ihel <APC tupy, takze
|AC|? =41 >3%4+12=10,  neboli a=IvV2>5,

¢ili mozna hodnota délky strany a musi byt

a=1/5+2V2.

7 vyjadieni p = % (% + 21) plyne nejenom pp = 41T727 ale také p —p = %i ap+p= %, takze
vztahy (5.7) maji tvar

17 17 17

— —4=1-1? — —1=4-1 — +4=9-

412 ’ 412 ’ 412 *

a vedou na rovnici (5.8), které nalezené [ vyhovuje. Proto plati nejen vztahy (5.7), ale i
s nimi ekvivalentni rovnosti (5.6).

Zbyva vysvétlit, pro¢ bod P, jemuz odpovida komplexni ¢islo p = % (% + 21) lezi uvnitf
nalezeného ¢tverce ABCD. Bod P = [u,v] lezi v prvnim kvadrantu pod piimkou AB

o rovnici z + y = [, kdyz jeho kladné kartézské souradnice v = % av = % splnuji
nerovnost u + v < [, tedy nerovnost
1 2

— 4= li 212
2l—i-l<l neboli 5 < 20%,

coz jsme vSak jiz difve zajistili vybérem kladného znaménka pod odmocninou ve vyjadieni

a=1/5+2V2.

Jedind mozna délka strany ctverce ABCD je tedy déna poslednim vzorcem a bod P
pozadovanych vlastnosti uvniti takového ¢tverce skutecné existuje. O

Uloha 5.4: Nechf ABCDEF je pravidelny Sestitihelnik, v némz jsou body M, N zvoleny
po Tadé na dhloprickich AC, CE tak, Ze plati

|AM| |CN|

ac] ~ cel "

Najdéte hodnotu podilu p v pripadé, e jsou body M, N, B kolinedrni.*

4[kwo-01], str. 17, tiloha 6, Feseni vlastn.
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RESENI:
7 podminek v zadani plynou vektorové rovnosti

m:p@, C"N}:pﬁ, (5.9)

kde p je hledané realné ¢islo z intervalu (0, 1).
Umistéme Sestithelnik v komplexni roviné tak, aby vrcholim odpovidaly komplexni ¢isla
s vyjddfenim (5.2), pficemz v piipadé Sestitthelniku w = ¢ = ¢€'3 a tedy

a=1, b=¢c, c=e’=(—-1), d=e3=-1, e=c'=—, f="=(1-¢).

Uzitim vektorovych rovnosti (5.9) pro odpovidajici komplexni ¢isla a po dosazeni z pred-
chozich vztahu dostdvame

m—a=p(c—a), odtud m=1+p((e—1)—1)=1+ep—2p,
n—c=ple—c), odtud n=(e—-1)+p(—e—(¢—1))=—-1+p—2ep.
Komplexni ¢isla odpovidajici vektorum BM a B‘ﬁ proto maji tvar
—
BM: m-b=1—c+4ep—2p, ﬁ: n—b=—-1+p—2ep.

e
Body M, N, B jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz vektor BM je redlnym nasobkem vek-
toru BN. Jinak feCeno, existuje realné ¢islo k takové, ze m —b = k(n —b). Tak dostaneme
podminku kolinearity bodu M, N, B vyjadfenou rovnosti
l—e+4ep—2p=Fk(—1+4+p—2ep).

Dosazenim za € dostaneme rovnici s komplexnimi koeficienty o dvou redlnych neznamych k

ap
1 V3. 1 V3. )
221+p<2+212> ——k—l\/gk:p.

Porovnanim redlnych a ryze imaginarnich ¢asti dostavame soustavu dvou rovnic

13 V3 V3
SytorTh Tyt grs Vil

Dosadime-li k z prvni rovnice do druhé, dostaneme po tipravé rovnici 3p? = 1. Dohromady
s podminkou, ze p € (0,1), ziskdme vysledek p = ? ]
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Uloha 5.5: Nad kazdou stranou daného trojuhelniku ABC' je wvné sestrojen pravidelny
n-thelnik. Najdéte hodnotu éisla n, pro kterou stiedy takovych tii n-uhelniku tvord vrcholy
rovnostranného trojihelniku.’

RESEN{:

Ozna¢me po fadé X, Y, Z stredy zkoumanych pravidelnych n-thelnikt po fﬁd_é nad stra-
nami AB, BC, C'A. V n-thelniku sestrojeném nad stranou AB je vektor X A otoenim
vektoru X B o thel 2% v kladném smeéru, takze pro odpovidajici komplexni ¢isla plati

i2m
2m enb—a
a—z=¢en(b—1x), odtud rT=—,
e'n —
analogicky pak pro &isla odpovidajici bodum Y a Z dostdavame
;2m ;2m
enc—b ena—c

Y= i2m ’ z= i2r
(§ — (§ —

Trojihelnik XY Z je rovnostranny pravé tehdy, kdyz vektor 17)_() je vysledkem otocenim
vektoru Y'Z o thel § v kladném sméru, tomuto otoceni v komplexni roviné odpovida
nasobeni komplexni jednotkou € = e'3. Pro odpovidajici komplexni ¢isla to znamena:

r—y=c¢e(z—vy), neboli r+(e—1y—ez=0, neboli z+ely—ez=0.

P#i posledni tipravé jsme vyuzili rovnost €2 —e+1 = 0 plynouci z €2 = —1. Nyni dosadime
za x, y, 2 a podminku s ohledem na 3 = —1 dale ekvivalentné upravime

(ei%ﬂb—a)ﬁsz(ei%ﬂc—b)—e(ei%ﬁa—c):0 & eiz?ﬂ(—sa—i—b—i-ch)—a—ezb%-sc:O &

= ei%ﬂ(—sa—kb—ks%)+63a—52b—54c:o = <ei27ﬂ—52)(_5a+b+520):0-

®[bech-07], str. 171, tiloha G.4.
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Odtud jiz vidime, ze trojihelnik XY Z je rovnostranny pravé tehdy, kdyz —ea+b+e?c =0
nebo ein — &2 = 0. Jak jsme vyse ukézali, prvni podminka —ea + b+ 2¢ = 0 je splnéna,
kdyz trojuhelnik ABC' je rovnostranny (stfedy pfipsanych pravidelnych n-ihelniku pak
tvofi rovnostranny trojihelnik pro libovolné n), druhd podminka e 2 =0 je pak
splnéna, kdyz e = cos 2% + isin %’T, tedy pro n = 3. V druhé varianté (kdy vychozi
trojuhelnik ABC' je jakykoliv a n = 3) se jednd o tzv. Napoleonuv trojihelnik daného
trojuhelniku ABC' (viz tdloha 3.9). O

Uloha 5.6: Necht A1As ... A, je pravidelny n-ihelnik vepsany do jednotkové kruznice.
Dokaste, e
’A1A2’ . ‘A1A3‘ ----- ’AlAn’ =n.
RESEN{:
Podle (5.2) pfi vhodném umisténi v Gaussové roviné vrcholum A odpovidaji komplexni
¢isla wh=1. Pak plati
|A1Ag| - |A1As| .. JAL AL = (1 —w)(1 —w?)...(1 —w" ),

pritom pro kazdé komplexni ¢islo z # 1 mame

(r=w)(z=0) ... (=) = = L (e (Ew)(ee?) () = () =

:zn—1+zn—2+_'.+1.

Ze spojitosti plyne, ze odvozena rovnost obou krajnich vyrazt musi platit i pro z = 1,
z ¢ehoz dostaneme

‘A1A2| . |A1A3| - |A1An| = ‘1’”'_1 + 172 + -+ 1| =n
a dukaz je hotov. O

Uloha 5.7: Na kruznici opsané danému pravidelnému n-thelniku A; ... A, je zvolen
bod P. Dokazle, Ze soucet |PA1|? + -+ |PA,|? je konstanta nezdvisld na volbé bodu P."
RESEN{:

Predpoklddejme, ze dany m-uhelnik je umistén v Gaussové roviné tak, ze jeho vrcholum
odpovidaji komplexni ¢isla dand vztahy (5.2). Bod P na jednotkové kruznici je pak ob-

razem komplexniho éisla p s vlastnosti [p| = 1. Pro zkoumany soucet S ze zadani tlohy
plati
n n n n
S=YIPALP =D Ip-al* =D (p—ar)®—a) =Y (0P — arP — pay + axty) =
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n
=D PP = (Q_ana—p) @t ) ot
k=1 k=1 k=1 k=1

6[gel-07], str. 212, tloha 603.
"[lar—90], str. 394, tiloha 8.4.2.
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Pritom
"~ 1—w"
dap=1ltwtw’+- " = —— =0,
Pt 1—w

nebof w" =1 a w # 0.8 Stejné tak jei > p_;a; = 0. S ohledem na |p|> =1 a |ax* = 1
pro kazdé k tak dostavame

n n n n
S=> "+ aa, =) [p*+ ) laxl* =n+n=2n,
k=1 k=1 k=1 k=1
pricemz tato hodnota nezavisi na volbé bodu P, coz jsme méli dokazat. O

Uloha 5.8: Na jednotkové kruznici s vepsangm pravidelngm n-thelnikem AiAs ... A, je
zvolen bod P. Dokaste, ze |PA1[* + -+ |PA,|* je konstanta nezdvisld na volbé bodu P.°

RESENI:
Necht vrcholum daného pravidelného n-ihelniku odpovidaji komplexni ¢isla (5.2). Bod P
na jednotkové kruznici je pak obrazem komplexniho éisla p s vlastnosti |p| = 1. Pro

zkoumany soucet S ze zadani ilohy plati

n

n n
S = Z |PAL|* = Z p—ar|* = Z(pf? — axP — pax + axa)”,
k=1 k=1 k=1
a vyuzijme toho, ze pp = |p|? = 1 a apar = |ax|?> = 1 pro kazdé k:

n

n
S = 2(2 — axp — pax)” = 2(4 +a;p’ + p°aj, — 4axP — Apay, + 2axaxpP) =

k=1 k=1
n n n n n n
=D 44> a4+’ G4y ap—4pY ap+ » 2.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Protoze a1, ..., a, jsou kofeny rovnice z™ — 1 = 0, plati podle Vietovych vztahti rovnosti
n n " 2
Zakzo a Za%z(Zak> -2 Z aja; =0.
k=1 k=1 k=1 1<i<j<n

Odtud plyne, ze také komplexné sdruzené souéty jsou nulové: > p_ @ =0a > p_; a2 = 0.
Celkové pro nas soucet dostaneme

S=4n+2n =6n,

coz je hodnota skute¢né nezavisla na volbé bodu P. O

— —
8Jinak lze rovnost > or_q ar = 0 vysvétlit takto: Soucet OA1 +OAz + - - -+ OAy je vektor, ktery splyva
s vektorem, jenz je jeho otoCenim o thel 27—2’ (protoze pii tomto otoceni prejde kazdy ze skupiny vektoru
OA1,0As,...,0A,,0A; ve vektor nésledujici, jak jsme jiz uvedli vyse). Jediny vektor s touto vlastnosti
je vektor nulovy.
9[lar-90], str. 397, tiloha 8.4.6.
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Uloha 5.9: Nechf A1 A, ... A, je pravidelny n-ihelnik vepsany do kruznice s polomérem
r a stiedem O. Necht P je libovolny bod na polopiimce OA; za bodem A;. Dokaste, ze'0

I11PAx = loP" —+".
k=1

L4 S
\ O I' A]_
RESENI:
Uvazujme dany pravidelny n-ihelnik v Gaussové roviné s pocatkem v bodé O a za kladnou
realnou poloosu zvolme polopiimku OA;. Pak komplexni ¢isla a1, ao, ..., a, odpovidajici

vrcholim pravidelného n-uhelniku A; ... A, jsou kofeny rovnice

pricemz a; = r, takze pro k =1,2,...,n plati
< 2n(k—1) . . 2w(k— 1))
a=7r|{cos—— +1slIn ———
n n

a podle véty o rozkladu polynomu na kofenové Cinitele pro kazdé z € C mame rovnost

n

zn—r":H(z—ak).

k=1

Protoze bod P lezi na kladné redlné poloose, odpovidd mu redlné ¢islo p = |OP| > r. Pak
pro zkoumany soucin dostavame

n n n
[T1PAd=T]lp—arl =1T]( = an)| = p" =" = p" — 1" = |OPI" ="
k=1 k=1 k=1

Tim je dukaz hotov. O

10[lar-90], str. 393, tloha 8.4.1.
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Uloha 5.10: Pomoci komplexnich cisel vypoctéte délky stran a uhlopticek pravidelného
pétihelniku vepsaného do jednotkové kruznice.!!

RESEN{:
Vrcholy pravidelného pétitihelniku vepsaného do jednotkové kruznice jsou obrazy kofenti
ai,...,as rovnice z° — 1 = 0, ptritom a; = 1 (viz (5.2)). Z rozkladu

D1=-DE'+2+2+241)
plyne, zZe ¢isla ao, as, a4, as jsou kofeny reciproké rovnice
A4 B4 4241=0,

kterou upravime vydélenim 22 do tvaru

1

1
Z+z+1+-+5=0.
z z

UZijeme substituce w = z + %, odtud w? = 22 +2+ Z%; pro w pak dostaneme kvadratickou

rovnici Y
—1+£+5
w?+w—1 =0, odtud wis= —
Délka strany pétituhelniku je |1 —as| a délka uhlopFicky |ag —ay| = |ag — é], sta¢i ndm tedy
najit pouze kofen ag. Dosazenim w; = %\/5 do substituéni rovnice w = z —I—% dostaneme

kvadratickou rovnici:

V5 1454+ +V-10-2V5
4 b)

1—
Z2+TZ+1:0’ odtud ag3 =

a tedy

VE—1 . \/10+2V5
+1 .
4 4
P1i oznaceni délky strany d a délky thlopticky u dostaneme

5—+5 10 — 2¢/5

ag =

d* =lag — 1] = 5 atedy d= 5
2_’ 1 2_), 10+2\/5‘2 V10+2v5
v =lag— —| =|i——| , atedy u=-—-—,
as 2 2
coz je hledana délka strany a dhlopficky. O

1yl]astn{ dloha.
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Uloha 5.11: Nechf body A1, As, A3, Ay, A5 v tomto potadi rozdéluji jednotkovou kruznici
na pét stejnyjch édsti. Dokazte, Ze pro délky tétiv Ay Ay a Ay Az plati | Ay As|-| A1 As| = /5.12
RESENI:

S vyuzitim vysledku predchozi tilohy, kde | A1 As| je délka strany a | A; As| je délka ihlopiicky
pravidelného pétithelniku A Ao A3A4As, dostavame:

10—-2v5 V10425
|A1Ag| - |AL As| = v 5 v 5 =v5. O
Uloha 5.12: Nechf A1As ... Aq je pravidelny sedmithelnik. Dokazte, ze'3

1 1 1

(5.10)

— + .
|A1As|  |ALA3]  |A1 A4

RESENT:

Sedmiuhelnik umistime v Gaussové roviné tak, aby vrcholum odpovidaly komplexni ¢isla
dané rovnostmi (5.2). Oznaéme a = |[<A4;0A4;11] = 27“ Daéle oznatme ¢ = |<OA; A1),
pak zfejmé (pro soucet thlu v trojihelniku OA;A; 1) plati 2¢p + « = 7, tedy ¢ = 51’—2.
Z obrazku je ziejmé, ze |<qA;—1A4;Ai11] = 2¢p = 57” Pro tdhel 6 = |<A2A; As| tedy plati
0= % - 2¢ = 7. Oznacme nyni komplexni jednotku

T .. T
,LL:COS?—FISID?,
pak ziejmé w = p?, a tedy as = w = p?,a3 = w? = p*, a4 = w3 = ub.
Vysledkem otoceni vektoru Ay Az o thel ¢ je vektor Ay A5, piitom bod A% je kolinearni
s body A; a Ay a plati [A1A3| = |A;Af]. Tomuto otoceni odpovidd ndsobeni komplexni
jednotkou u, odtud
ay —1=plaz —1). (5.11)

12(lar-90], str. 397, tloha 8.4.5.
13[rad-07], str. 3, tiloha 1.
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— —
Analogicky vysledkem otocen{ vektoru A; As o thel 26 je vektor A; A), pfitom bod A je
kolinedrni s body A; a A4 a plati |41 As| = |A1A4)|. Tomuto otoceni odpovidd nésobeni
komplexni jednotkou p?, odtud

ay —1=p*(a; —1). (5.12)
Rovnost (5.10) ze zadani ulohy je tedy ekvivalentni s rovnosti

U S
|Ar Ay [Ar A5 [Ar Ayl

coz je ekvivalentni s rovnosti

1 1 1
jay =1 az =1 Jas =1

0.

Protoze body A}, A5, Ay jsou kolinedrni, je pfedchozi rovnost ekvivalentni s rovnosti

1 1 -
ay—1 ay—1 ag—1|

odtud, s vyuzitim (5.11), (5.12) a nasledné toho, ze as = p?, a3 = p* ag = pb, dostdvame:

1 1 1L,
p2laz—1)  plaz—1) (aa—1) 7
1 1 1
— = =0.

et —1)  p(pt-1)  (p0-1)

Po vykraceni u? — 1 # 0 a nasledném roznéasobeni a tipravach dostdvame

1 1 1
proopt s (pt et £ 1)

)

T S T T T T T T e A A
w4 = —pt = p?=0.
Protoze u’ = —1, je u® = —p, p'® = —p2, p'? = —p®, p'® = —p3. S vyuzitim téchto

rovnosti dostavame
T+ p?+pt +pl 4+ 4+ 6+ =0,

a1 +azx+as+as+as+ag+ar=0.

Protoze A;...A7 je pravidelny sedmitihelnik se stifedem v pocatku, je posledni rovnost
splnéna a dukaz je hotov. O
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Uloha 5.13: Nechf A1 As... A je pravidelny patndctiihelnik. Dokaste, Ze ™

1 1 1 1
= + + . 5.13
[ArAz|  [A1As] - [A1As| - [A1 4] (5:13)
RESENI:
Patnactitihelnik umistime v Gaussové roviné tak, aby vrcholim odpovidaly komplexni
¢isla dané rovnostmi (5.2). Oznatme thel o = [<4;04;41] = 2£. Déle oznatme thel

¢ = |[<OA;A;11], pak ziejmé (pro soucet thlu v trojihelniku OA;A;11) plati 290 + a = T,
tedy ¢ = %ﬁ. Z obrazku je ziejmé, ze |<A;—1A;Ai11] = 2¢p = 113—5“ Pro dhel 6 = |<tA3A4; A3
tedy plati § = % - 2¢p = {¢. Oznacme nyni komplexni jednotku

7T+,, T
= COS — S -— .
a 15 M1p

2 4 7

Pak ap =w = p?,a3 = w? = p* a5 = wt = 4® ,ag = " = p't.

Vysledkem otoceni vektoru A As o thel 34 je vektor m , piitom bod Af je kolinedrni
s body A; a Ag a plati [A1 45| = |A; Af|. Tomuto otoceni odpovidd nésobeni komplexni
jednotkou p3, odtud

as —1=p3(as —1). (5.14)

Analm vysledkem otoceni vektoru m, resp. 1?142) o thel 56, resp. 6J jsou vek-
tory AjAj, resp. m, piitom body Aj a A} jsou kolinedrni s body A; a Ag a plati
| A1 Ag| = |A1 A%, resp. |A1As| = |A1AS|. Tomuto otoceni odpovidd ndsobeni komplexni
jednotkou p®, resp. u8, odtud

ay—1=p (a3 —1),  ay—1=p%a—1). (5.15)
Rovnost (5.13) ze zadani ulohy je tedy ekvivalentni s rovnosti

S U
|A1 A5 AL A |A AL A Agl]

[rad-07], str. 4, tiloha 7.
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coz je ekvivalentni s rovnosti

1 1 1 1
jay =1 oz =1 faz = 1] ag —1|

0.

Protoze body A}, A%, AL, Ag jsou kolinedrni, je predchozi rovnost ekvivalentni s rovnosti

1 1 1 L,

dy—1 ay—1 al—1 ag—1|

odtud, s vyuzitim (5.14), (5.15) a nasledné toho, ze as = p?, a3 = p*, a5 = p®,ag = p',
dostavame:

1 1 R S

plag —1)  pd(az—1) p3(as—1) (ag—1) ’
1 1 1 1

- - - —0.

po(p? =1)  p(pt=1)  pPpd-1)  (uM-1)

Po roznasobeni a upravach dostdvame
POt =1 (1 = 1) (" = 1) = (2 = P (1 = 1) (= 1) = p® (= D (u* = 1) (= 1) =

0 (p® = D (u* = DpP(p® 1) =0,
P (=t =B+ 1) (M = 1) = (" = P = B ) (M = 1) — M (O - =t 1) (M - 1)
— M’ = =+ (- 1) =0,
Po vykraceni u® # 0 a dalsich tpravach dostdvame
P I8 2212 8y 24162y 1 10y 2 8 gy
B (20— M M B2t 1) S (M 0 2 S 2t 1) =0,
P28 2212 8 25 0T 28 s 80y
B 2 T b TP 0 108 M 128106
26 25 22220 19 06 15 10 T 65 )
Protoze pu'® = —1, dostdvame
M O T S S A M — O T S P =1 =0,
0=0.
Tim je dukaz hotov. O
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Béhem piipravy rigorézni prace jsem musela vyhledat a zpracovat mmnozstvi tloh
z ruznych, nékdy tuzemskych, vét§inou v8ak zahrani¢nich zdroju. Tim jsem si rozsitila
védomosti v oblasti komplexnich ¢isel a vektorové algebry. Naucila jsem se ti¢inné pouzivat
komplexnich ¢isel pii feSeni geometrickych tloh jako dopliikovou metodu k vektorové me-
todé (zpracované v mé dizertacni praci), predevsim tam, kde by vektorové metoda nebyla
uc¢innd nebo byla piilis zdlouhava.

V této praci jsem se snazila ukdzat, jak lze efektivné vyuzivat geometrické inter-
pretace komplexnich &isel jakozto vektoru v roviné pii feSeni uloh na otaceni. Vétsina
téchto TeSeni je vyrazné jednodusSich a uspornéjsich nezli feSeni uzitim metod synte-
tické geometrie. V zadani naprosté vétsiny uvedenych geometrickych tloh pfitom neni
zminka ani o vektorech, ani o komplexnich ¢islech. Ta se tak stavaji efektivni metodickym
prostiedkem geometrického vyzkumu, dopliiujicim vektorovou metodu. Zakam st¥ednich
skol pak muze tato préce Gcinné ukazat jedno ze zajimavych moznosti vyuziti komplexnich
¢islech, vyucovanych na stifednich skolach.

U tady pirevzatych tdloh bylo nutné upfesnit zadani a mnohdy doplnit nebo zcela
prepracovat feSeni. Nékterd zadani jsem zobecnila a nékterda feseni jsou zcela vlastni
(odlisna od zdroje), na tyto piinosné prvky piredlozené préce upozoriuji v poznamkéch
pod ¢arou. Jsem si védoma, Ze jsem nemohla projit veskeré zdroje k zadanému tématu,
presto vsak doufam, ze predlozena prace podava urcity systematicky piehled tloh na za-
dané téma.

Vé&iim, ze étenaii prace, af uz soucasni ucitelé matematiky nebo jejich budouci kole-
gové, ktefl se na své povolani teprve pripravuji, oceni ¢etné ukazky vyuziti komplexnich
¢isel pii otdceni v roviné, kterému je ve vétsiné publikaci vénovana spiSe jen strucna
zminka. Doufdm, Ze z ndmétu této prace budou nékteii Cerpat inspiraci pii piipraveée
vlastniho vyucovani ¢i pfi praci s talentovanymi zaky.
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