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Uvod

Tato prace se zabyva tematikou polynomd, polynomickych rovic a jejich soustav na tirovni
matematickych seminafti na gymnéziich. Jejim cilem je poskytnout dopliikovy ucebni
materidl pro praci s nadanymi zdky, a to predevSim pfi jejich pripravé na matematickou
olympiddu. Je zpracovana tak, aby mohla slouZit nejen uciteliim matematiky, ale i samot-
nym studentim.

Cela prace se sklada ze dvou kapitol. Kapitola 1 je vénovana teoretickym poznatktim,
které jsou vyuzivany pii feSeni prikladd v kapitole 2. Nékteré zdkladni poznatky, které
jsou pii feSeni téchto piikladi vyuzity, v kapitole 1 nejsou uvedeny. Jedna se o poznatky
znamé jiz ze zéakladni pfipadné stiedni Skoly, pfi¢emZ se vzhledem k naro¢nosti priklada
pfedpokldda, Ze je s nimi ¢tendi obezndmen a dovede je plné vyuZivat. Neni proto nutné
je v kapitole 1 uvadét. Véty, které jsou zde uvedeny, jsou vzhledem k pfedpoklddanému
vyuziti prace uvedeny bez diitkazii. Pro snazsi orientaci v praci jsou také u kazdého poznatku
uvedena Cisla pfikladi, v nichZ je ho vyuZzito.

StéZejni Casti této prace je kapitola 2, kterd obsahuje celkem 50 feSenych prikladi
roz€lenénych do jedenacti tematickych podkapitol. V rdmci téchto podkapitol jsou piik-
lady fazeny podle ndro¢nosti od jednodussich dloh po dlohy sloZitéjsi. VSechna feSeni jsou
uvedena s podrobnym slovnim komentifem, ktery umoZni ¢tendiim sledovat vSechny
pocetni i myslenkové kroky feseni. U nékterych piikladd jsou uvedena dvé rizna feSeni
vyuzivajici riznych poznatki i metod a vedouci k jednomu spravnému vysledku. Pfehled
zadani a vysledki feSenych prikladul je uveden na konci prace jako priloha. VSechny piik-
lady z kapitoly 2 pochdzi ze zahrani¢nich matematickych soutézi (predevsim olympidd)
nebo sbirek tloh. V pozndmce pod ¢arou jsou u kazdého ptikladu uvedeny dostupné infor-
mace o zdroji, tedy idaje o zemi, roce, soutézi, sbirce (pfipadné jiné tiskoviné) véetné ¢isel
stran, kde je dany piiklad uveden. Velka ¢ast piiklad pochézi pfimo z broZur vénovanych
jednotlivym ro¢nikiim soutézi, neni proto vZdy mozné u nich dohledat kompletni udaje.
Jejich vyhodou ovSem je, Ze pravdépodobné nebyly v uceleném kniZnim textu zpracovény,
a tudiz by pro Ctendie mohli byt nové. Zaroven vzhledem k tomu, Ze vSechny piiklady
pochdzi ze zahrani¢nich soutéZi, mnohé z nich mohou byt pro ¢eského ¢tenafe neobvyklé
jak zptusobem zaddni, tak i postupem feSeni.



Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu je zde uveden prehled zakladniho znaceni, které se v celé praci
vyskytuje.

N={1,2,3,...} mnoZina v$ech pfirozenych ¢isel
No={0,1,2,3,...} mnozZina vSech nezapornych celych &isel
Z mnoZina vSech celych ¢isel

R mnoZina vSech redlnych cisel

C mnozina vSech komplexnich ¢isel



Kapitola 1

Zakladni teoretické poznatky
o polynomech

Stru¢ny prehled poznatk, které jsou uvedeny v této kapitole, je zpracovan podle zdroji
[3] a[4].

Polynomem (mnohoclenem) jedné proménné x rozumime vyraz, ktery lze zapsat ve
tvaru
P(x) = apX" + ap_ 1 X 4 Faix+ apx, (1.1)

kde n € Ny. Cisla g; pro i =0,1,...,n jsou z nékterého ciselného oboru (N, Z, Q, R
nebo C) a nazyvame je koeficienty polynomu. Vyrazy a;x' nazyvdme ¢leny polynomu,
pfi¢em? &len ag absolutnim &lenem. Cleny s nulovym koeficientem zpravidla v zdpise
polynomu vynechdvame. Jsou-li v§echny ¢leny polynomu nulové, nazyvame ho nulovym
polynomem. Déle pro a, # 0 nazyvame ¢islo n stupném polynomu (1.1) a ¢islo a, jeho
vedoucim koeficientem. Polynomy stupn€ 1 nazyvame linedrni a obvykle je zapisujeme
ax+ b, polynomy stupn& 2 nazyvame kvadratické a zapisujeme je ax” + bx + ¢, polynomy
stupné 3 nazyvame kubické a polynomy ¢tvrtého stupné oznacujeme jako bikvadratické.

Kazdy polynom je jednoznacné uren svymi koeficienty u prisluSnych mocnin pro-
ménné x, ackoli existuji jeho rizné zapisy.

Rovnost polynomii: Polynomy P(x), Q(x) stejné proménné x jsou si rovny, znacime
P(x) = Q(x), pravé kdyZ jsou si rovny vSechny koeficienty u stejnych mocnin proménné x.!

S¢itdani polynomii: Polynomy stejné proménné x s¢itame tak, Ze seCteme vSechny Cleny
se stejnou mocninou proménné Xx.

Odcitdni polynomii provadime pfi¢tenim opa¢ného polynomu, tedy polynomu, ktery
vznikne z plivodniho zménou znamének u vsech ¢lend.

Ndsobeni polynomii provadime tak, Ze vyndsobime kazdy ¢len jednoho polynomu
kazdym c¢lenem druhého polynomu a vzniklé souciny secteme.

"Vyuzito v piikladu 9

—10-



Kapitola 1. Zdkladni teoretické poznatky o polynomech 11

Déleni polynomii provadime algoritmem podobnym algoritmu déleni pfirozenych Cisel.
BliZe jej popisuje nasledujici véta.

Veta o déleni polynomii se zbytkem. Necht' P(x) je polynom, Q(x) nenulovy polynom.
Pak existuje pravé jedna dvojice polynomt H (x), R(x) takovd, Ze plati rovnost:

P(x) = H(x) - Q(x) + R(x),

pfi¢emz plati, Ze stupeii polynomu R(x) je menSi neZz stuperi polynomu Q(x) nebo je
R(x) = 0 (v takovém piipadé se jednd o déleni polynomul beze zbytku). Polynom H (x)
nazyvame (nedlpny) podil a polynom R(x) zbytek po déleni polynomu P(x) polynomem

0x).?
Hodnotou polynomu P(x) = a,x" +a, 1xX* 1 +--- +ayx +agx v &isle ¢ nazveme &islo
P(c) = apc" +ay_ 1"+ +ajc+ag.

Je-li P(c) =0, pak ¢&islo ¢ nazveme korfenem polynomu P(x). Pro ¢ =1 je hodnota P(c)
hodnotou souétu viech koeficientdi polynomu P(x).?

Nyni uz Ize uvést dalsi vétu, kterd blize specifikuje déleni polynomu linearnim poly-
nomem.

Bezoutova véta. Zbytek po déleni polynomu P(x) polynomem x — ¢ je roven P(c),
pfitom polynom P(x) je délitelny polynomem x — ¢, pravé kdyz je ¢islo ¢ kofenem poly-
nomu P(x). Rikdme pak, Ze x — ¢ je kofenovy &initel polynomu P(x).*

Rozkladem polynomu rozumime jeho zépis ve tvaru soucinu polynoma niZsich stuprit.
Obvykle takovy rozklad ziskame vytykanim nebo uzitim vhodnych vzorca.

Nynfi jesté tieba zminit nékolik poznatkl o kofenech polynomu.

z w7

Ndsobnym korenem polynomu P(x) nazveme takové &islo ¢, které je kofenem nenulo-

vého polynomu P(x) i kofenem polynomu %. Plati tedy, 7e (x —c)? d&li P(x) beze
zbytku. Pro kazdy kofen ¢ polynomu P(x) zfejmé existuje nejveétsi k mensi nebo rovno
stupni polynomu P(x), pro které plati (x — c)* déli P(x). Cislo ¢ tedy nazveme k-nésobnym
kofenem polynomu P(x). Dodejme, Ze pro kofeny nasobnosti 1 uzivame termin jednoduché

koreny.

Nasledujici dllezitd véta hovoii o poctu kofenli polynomu a zdroven popisuje dalsi
mozny zdpis libovolného polynomu, a to ve tvaru soucinu jeho kofenovych Ciniteli.

Zdkladni véta algebry. Kazdy nenulovy mnoho¢len P(x) stupné n ma pravé n kom-
plexnich kofent x;,x»,...,x,, po¢itime-li je i s ndsobnosti, a platl’5

P(x) = anXp+an 1 X" o aixFag = ap(x —x1) (x—x2) ... (x — X)) (1.2)

ZVyuzito v pifkladech 6 a 25
3Vyuzito v pitkladech 7, 15a 16
4Vyuzito v piikladech 10 a 42
SVyuzito v piikladech 10, 15a 16
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Dile jsou uvedeny vztahy mezi koeficienty polynomu a jeho koteny, jejichz vyuZziti
Casto vede k uréeni kofenti polynomd.

Vietovy vztahy pro polynom n-tého stupné ziskame roznasobenim kofenovych Cinitel

v (1.2) a porovnanim koeficienti u stejnych mocnin x:°
an—1
= —(_xl +x2+"'+xn)
an
an—2
PR FXIX3 A+ XXy FX2X3 e X1 X2 T Xp—1Xn
n
an-3
= —(X122X3 + X1 X2X4 + - -+ + Xp—2Xp—1%Xp)
n
ai _ n—1
= (=) (X2 X1 F XX e X2 Xy o X2X3 L X))
n
ao
— =(=1)"x1x2...x,
an

Pro kvadraticky trojélen ax® + bx + ¢ tak dostavame tvrzeni, Ze &isla x1, x» jsou jeho kofeny,
pravé kdyz plati:’

b c
X|+Xo=——, X|:X2=—
a a

Podobné pro kubicky polynom ax® + bx? + cx+d jsou &isla xq, x2, x3 jeho kofeny, pravé
kdy? plati:3

b c
X1 +x2+x3= —;, X1X2 +X1X3 + Xpx3 = E, X1XpX3 = —Z

Z Vietovych vztahi navic vyplyva, Ze pokud jsou v§echny kofeny polynomu n-tého stupné
celd &isla, pak vedouci koeficient délf viechny ostatni koeficienty.”

Méme-li zaddn polynom s celo¢iselnymi koeficienty, pak vSechny ty jeho kofeny, jez
jsou raciondlni &fsla, mizeme urcit podle ndsledujiciho pravidla. Je-li zlomek £ s nesoudél-
nymi celymi Cisly p a g kofenem takového polynomu, pak Citatel p déli jeho absolutni ¢len
a jmenovatel g délf jeho vedouci koeficient.!”

Polynom n proménnych P(xy,x3,...,x,) je algebraicky vyraz, ktery lze zapsat jako
soucet kone¢né mnoha sé¢itanci (¢lend polynomu) tvaru

ki ky k
(7790 S SR SRS AR At (1.3)
kde ki,k1,...,k, jsou celd nezdporna Cisla a Cisla ay, x, . i, nazyvame koeficienty poly-
nomu P(xy,x2,...,X,). Stejné jako v pfipad€ polynomi jedné proménné, ¢leny s nulovymi

koeficienty v zdpise vynechdvame. Polynom, jehoZ vSechny ¢leny jsou nulové, nazyvame

6Vyuiito v prikladech 5,17,18 a 50

7Vyuiito v prikladech 9, 10, 13, 14, 16, 23, 26, 31, 36 a 49
8Vyuzito v piikladech 2, 19, 31 a 33

Vyuzito v pitkladu 23

0vyuzito v piikladech 14, 18, 19 a 31
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nulovym polynomem. Pokud se v zdpise polynomu P(x,x2,...,x,) vyskytnou ¢leny se
stejnymi n-ticemi exponentl k1, ks, .. ., k,, je mozZné je seCist. Proto budeme déle uvazovat
pouze polynomy P(xy,x2,...,X,), jeZ jsou souétem ¢lenti s navzajem rdznymi n-ticemi
exponentd ki, kp, ... k.

Stupném ¢lenu (1.3) nazveme soucet ki + ko + - - - + k;,. Nejvyssi ze stupiiti ¢lent, které
jsou v daném polynomu P(xy,x3,...,X,) zastoupeny s nenulovym koeficientem, se nazyva
stupném polynomu P(x1,x,...,X,).

Polynomy vice proménnych v elementdrni matematice vystupuji predev§im v sousta-
vach algebraickych rovnic. Vyskytuji se vSak také v diofantickych rovnicich, coZ jsou
rovnice, u nichZ hleddme pouze celociselnd feseni.

Symetrickym polynomem nazveme polynom P(xj,xp,...,x,), jestliZze pro libovolné
poradi yi,ys,...,y, proménnych xi,xs,...x, plati rovnost polynomu

P(y17y27 K 7yn) = P(Xl,Xz, s 7xn)-
Elementdrni symetrické polynomy n proménnych x1,xs,...,x, jsou polynomy:

oL=x1+x2+--+x,
O) = X1Xp +X1X3 + -+ X1 X +X2X3+ - +Xp—1Xn—2 + Xn—1Xp
03 = X1X2X3 + X1X2X4 + - + Xp—2Xp—1Xn

Op—1=X1X2...Xp—1+X1X2 ... Xp02Xp + -+ X2X3...Xp,

Oy = X1X2...X,

Tyto polynomy vystupuji ve Vietovych vztazich mezi kofeny a koeficienty daného poly-
nomu jedné proménné, které jsem uvedla jiz diive.

Nyni uz lze uvést dileZitou vétu o symetrickych polynomech.

Hlavni véta o symetrickych polynomech. Kazdy symetricky polynom P(xy,xp,...,x,)
lze vyjadfit jako polynom n proménnych o71,05,...,0,, kde o} jsou pro k =1,2,...,n
elementarni symetrické polynomy n proménnych x1,x3,...,x,, tedy

P(xl,xz, - ,xn) = Q(Gl,Gz7 ceey Gn),
pfi¢em? toto vyjadfeni je az na poradi ¢lenti polynomu Q(o71,03,...,0,) jednoznaéné.'!
Napriklad pro soucet druhych mocnin n proménnych x,x3,...,x, plati
XX+ +x2=0f — 209,
coz lze ovéfit pifimym vypoctem.

V tomto textu jsou ddle pouzivany pojmy symetrickd soustava rovnic pro soustavy al-
gebraickych rovnic, které pii libovolné zaméné proménnych zustavaji identické, a cyklickd

yyuzito v pikladech 14 a 36



Kapitola 1. Zdkladni teoretické poznatky o polynomech 14

soustava rovnic pro soustavy algebraickych rovnic, které pii libovolné cyklické zaméné
proménnych zlstavaji identické.

Nyni je potfeba uvést dvé dilezité klasické nerovnosti, jichZ je v tomto textu vyuZito
pfi feSeni nékterych ptikladi.

Cauchyova nerovnost. Pro libovolné dvé n-tice redlnych ¢isel uy,uz, ... u,avy, vy, ... vy,
plati nerovnost

(wrvi +uavy + - Fugvy)? < (U 4+ w3+ ) (Vi F v D),

pficemZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ jsou si poméry u; : v; rovny pro vSechna
i=1,2,...,n12

AG-nerovnost. Pro libovolnd nezdporna redlna Cisla xq,x», .. .,x, plati nerovnost

X1+x2+---+x,
n

> WYxX1X2 ... X,

pfi¢emZ rovnost nastane, pravé kdyz x; = x, = --- = x,,.13

V textu se ddle objevuje pojem Ciselné kongruence. ProtoZe vSak vyuZivime pouze
jejich zdkladni vlastnosti, neni tfeba uvadét vice teoretickych poznatki, nez je uvedeno
v nésledujicim odstavci.

Kongruence. Jestlize dvé celd ¢isla a, b maji pii déleni pfirozenym cislem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se kongruentni podle modulu m (nebo kongruentni
modulo m), coZ zapisujeme:

a=b (modm)
Nisleduje vycet zakladnich dprav kongruenci.'

e K obéma strandm kongruence lze pricist libovolné celé ¢islo.

Obé strany kongruence 1ze vyndsobit stejnym celym ¢islem.

Obé strany kongruence 1ze umocnit na totéZ prirozené cislo.

Obé strany kongruence lze vydélit jejich spoleénym délitelem, je-li tento délitel
nesoudélny s modulem.

Obé strany kongruence i jeji modul 1ze vynésobit stejnym prirozenym c¢islem.

Obé strany kongruence i jeji modul 1ze vydélit jejich spoleCnym kladnym délitelem.

2vyuzito v piikladu 50
Bvyuzito v piikladech 45 a 46
Yvyuzito v piikladu 10



Kapitola 2

Polynomy v prikladech

2.1 Vypocty hodnot vyrazu

Priklad 1. Pro vSechna redlnd a, b, ¢ plati rovnost: !
&+ b3+ =(a+b+c)* —3(a+b+c)(ab+ bc+ ca) + kabe

Urcete hodnotu konstanty k.
Reseni. Nejprve rozndsobime vyraz (a+ b+ c)>:

(a+b+c) =a+b>+ +3d*b+3ab® + 3b*c + 3bc? + 3ca+ 3ca® + 6abe
Déle roznasobime i druhy vyraz z pravé strany rovnosti:

3(a+b+c)(ab+ bc+ ca) = 3a*b+3ab® + 3b*c 4 3bc? + 3c*a+ 3ca* + 9abe
Takto rozndsobené vyrazy dosadime do zadané rovnosti a po upraveé dostaneme:

0 = —3abc + kabc

Odtud je ziejmé k = 3.

Priklad 2. Necht u, v, w jsou kofeny rovnice X

Vypoététe hodnotu vyrazu®

—x—1 =0 v oboru komplexnich Cisel.

l—-u 1—v 1—w
+ + .
1+u 14+v 14w

Reseni. Nejprve prevedeme vyraz ze zaddni na spolecny jmenovatel:

(I—u)(1+v)(I+w)+(1=v) (1 +u)(14+w)+ (1 —=w)(I+u)(1+v)
(I+u)(1+v)(1+w)

Nyni rozndsobime zdvorky v Citateli 1 jmenovateli a Gpravach ziskdme vyraz:
34ut+v+w— (uv+vw+uw) —3uvw
l+u+v+w+u+vw+uw+uvw

'Velka Britanie 2001, [15], Invitational Mathematics Challenge, str. 73 a 79
2Slovinsko 1999, [18],str.6a 8

—15—
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3

Protoze u, v, w jsou kofeny rovnice x° —x — 1 = 0, vime z Vietovych vztahd, ze

l=ww, —l=w+w+tuw, O=ut+v+w

Diky tomu miZeme do upraveného vyrazu dosadit tyto hodnoty. Po dosazeni a vypoctu

dostavame
3+40—(—1)—3-1

1+0—-1+1
Hodnota vyrazu ze zadani je tedy 1.

=1.

Priklad 3. Pro néktera redlna ¢isla a, b plati obé rovnosti
@ =3ab*+11, b =3a’b+2.

Uréete hodnotu vyrazu a> + b3

Reseni. Nejprve ob& rovnosti ze zaddni upravime tak, aby ob& neznamé byly na levé strang:
@ —3ab> =11, b —3d’b=2

Kdybychom tyto rovnice nyni sedetli, ziskali bychom na levé strané vyraz a® — 3a’b —
—3ab? + b3, ktery aZ na znaménka prostfednich ¢lend pfipomind vzorec pro (a £ b)>.
Abychom problém se znaménky vyfesili, zkusime obé€ rovnosti umocnit na druhou, tak
dostaneme:

a® —6a*b* +94°b* =121, b° — 64%b* +9a*b> =4

Po secteni téchto rovnic uz lze zminény vzorec pouZit:
125 = a® +3a*b* + 3a?b* 4+ b° = (a® + b?)?
Odtud uZ odmocnénim spocitdme hodnotu zadaného vyrazu

a*+b* =125 =5.

Piiklad 4. Pro redln4 &isla x, y, z plati rovnost xyz = 1. Vypoététe hodnotu vyrazu®

x+1 y+1 z+1
xy+x+1 - yz+z+1 z+z+1

Reseni. Protoze zname hodnotu vyrazu xyz = 1, mizeme &islo 1 ve jmenovateli prvniho
zlomku nahradit vyrazem xyz. Vyraz ze zadani poté ziska tvar
x+1 y+1 z+1
+ + .
x(y+14yz) yz+y+1 zx+z+1

Nyni prvni dva zlomky pfevedeme na spoleného jmenovatele a po secteni dostaneme
nové vyjadieni ptivodniho vyrazu:

xy+2x+1 z+1

x(y+1+yz) zx+z+1

3Slovinsko 2005, [21], str. 5 a 7
4Slovinsko 2005, [21], str. 12 a 14
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Nyni opét nahradime ¢islo 1 ve jmenovateli prvniho zlomku vyrazem xyz a vyraz dale
upravime:
xy+2x+1 i z+1  2x+2xy+1+xyz
xy(14+xz+z)  z+z+1  xy(l+zx+z)
Nyni pro zménu nahradime Cislo 1 vyrazem xyz v Citateli zlomku a Gpravami postupné
dostaneme:

2x(14+yz+y)  2x(xyz+yz+y)  2xy(xz+z+1) _5
xy(l+xz4+2)  xy(l+xz+2) xy(l+xz+72)

Uprava kracenim je korektni, nebot’ z rovnosti xyz = 1 plyne, Ze &isla x, y, z jsou nenulova.
Hledana hodnota vyrazu je tedy rovna 2.

Priklad 5. Najdéte soucet vSech kofent, redlnych i imaginarnich, rovnice
2001
x2001 4 (% —x) =0,
jestlize vite, Ze 74dny jeji kofen neni ndsobny.”

Reseni. Nejprve rovnici upravime tak, Ze druhy s¢itanec rozvineme podle binomické véty.
Dostaneme tak:

oo (Y™ 2000y (1Y 2000y (1V 5
- | ; , :
2001\ /1\* 1909 .~ (2001 /1N 2000 2001

Ihned vidime, Ze prvni a posledni ¢len polynomu se odec¢tou a zlstane tak pouze polynom
stupné 2000. Jelikoz diky binomické vété zname koeficienty u vSech ¢lent polynomu,
muiZeme soucet vSech kofenti zadané rovnice spocitat pomoci Vietova vzorce pro soucet

kofent
a1999

I
az000

X1 +x2+ -+ X1999 +X2000 = —

1999

kde aj999, azopo jsou po fadé koeficienty u x* °*7, x2000, Tyto koeficienty jiZ zndme z (2.1).

Staci pouze dosadit do vzorce a dopocitat:

2 .
_ 41999 _ __(20201) (%) _ 200122000 % — 500
a0 (1) () 2001

Soucet vSech kofent zadané rovnice je 500.
Pro zajimavost dodejme, Ze zadand rovnice nemd Z4dny redlny kofen. KdyZ ji totiz

pfepiSeme do tvaru
1)\ 2001
2001
X =|x—=

2001

a uvédomime si, Ze funkce y = x je v oboru redlnych Cisel prostd, je v tomto oboru

zadana rovnice ekvivalentni s rovnici x = x — %, ktera nema zadné feseni.

SUSA 2001, [6], American Invitational Mathematics Examination, str. 3 a 12



Kapitola 2. Polynomy v p¥ikladech 18

2.2 Déleni polynomu a rozklady na soucin

Piiklad 6. Urcete viechna &isla a, b takova, Ze polynom ax® + bx* + 1 je délitelny poly-
nomem x> —x — 1.9

Reseni. Oznaéme P(x) polynom ax® + bx* 41 a Q(x) polynom x?

vydélime se zbytkem polynomem Q(x):

—x— 1. Polynom P(x)

(5a+3b)x+3a+2b+1
O(x)
Odtud je zfejmé, Ze polynom Q(x) déli polynom P(x) beze zbytku, pravé kdyz je polynom

(5a+3b)x+3a+2b+ 1 nulovy. To znamend, Ze hledané koeficienty a, b jsou pravé
feSenimi soustavy rovnic:

P(x): O(x) = ax® + (a4 b)x* + (2a+ b)x + 3a +2b +

Sa+3b=0
3a+2b+1=0
Tuto soustavu snadno vyfesime a dostaneme a = 3, b = —5. Polynom P(x) je tedy délitelny

polynomem Q(x) pouze, je-lia =3, b= —5.
Priklad 7. Urcete soucet koeficientd mnohoclenu P(x) z rozkladu

x4 23x!7 — 18x10 — 24515 4 108x1 = (x* —3x* — 2x+9) - P(x),
pfi¢em? skute¢nost, e takovy mnoho¢len P(x) existuje, dokazovat nemusite.’

Reseni. Tuto tdlohu bychom mohli fesit tak, Ze bychom mnohoclen z levé strany rovnosti
vydélili mnoho¢lenem x* — 3x> — 2x + 9 (d&leni by mé&lo vyjit beze zbytku) a ziskali tak
mnoho¢len P(x). Pak bychom pouze seetli jeho koeficienty. Tento postup je vSak zbytedné
pocetné narocny. Staci si uvédomit, Ze soucet koeficientti libovolného mnohoclenu Q(x)
ziskame, kdyZ do né&j dosadime hodnotu x = 1. Tuto hodnotu tedy dosadime do zadané
rovnosti dvou mnohoclenti a dostaneme tak

1+23-18—-24+108 = (1—-3-2+9)-P(1),

odkud P(1) = 95—0 = 18. Soucet koeficientti mnoho¢lenu P(x) je tedy 18.
Pro kontrolu dodejme, Ze pti pfimém déleni vychédzi

P(x) = x" 4 3x17 4 2x10 - 12414,
Piiklad 8. RozloZte polynom
(x? 42x)* — (o +2x%)% — (3% + 6x) + 9x?

na souéin polynomi déle nerozloZitelnych v oboru redlnych &isel.®

5Chorvatsko 2005, [8], City Competition, str. 4 a 8-9
TUSA 1989, [6], American Regions Math League, str. 1 a 12
8Chorvatsko 2008, [9], City Competition, str. 3a 6
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Reseni. Podivame-li se na vyrazy uvniti zavorek, zjistime, Ze v kazdém z nich lze vytknout
néjakou mocninu x, v jednom pripadé¢ s koeficientem 3 tak, abychom dostali soucin tohoto
Cinitele a dvojclenu x - 2. Toto vytknuti tedy provedeme:

Ho42)t —xH(x+2)% — 9x* (x +2)7 + 957

Nyni bude vyhodné z prvnich dvou vyrazi vytknout x*(x 4 2)? a z druhych dvou vyrazi
vytknout 9x%. Dostaneme tak:

Hr4+2)H((x4+2)2 = 1) =9 ((x+2)>—1)
Dile je mozné vytknout spole¢ny &initel x((x +2)? — 1) a dostat:
((x+2)7 = 1)(x* (x+2)* - 9)
Nyni oba vyrazy v zdvorkach upravime podle vzorce a> — b> = (a — b)(a -+ b) a dostaneme
(1) (x+3) (x(x+2) = 3) (x(x +2) +3),

po upravé
X (x+ 1D (x+3) (3 +2x—3) (x> +2x+3).

Jediny Cinitel, ktery lze je$té rozloZit, je x> +2x —3 = (x — 1)(x +3). Polynom ze zaddn{
1ze tedy zapsat jako soucin dile nerozloZitelnych polynomi takto:

K (x41)(x—1)(x+3)>(x* +2x+3)

Priklad 9. Necht f(n) = n*+2n3 —n? +2n+ 1. Uréete viechna celd &isla a, b, ¢, d takova,
7e pro kazdé n plati ®
f(n) = (n*+an+b)(n* +cn+d).

Reseni. Nejprve rozndsobime vyraz s nezndmymi a, b, c, d-
f(n) =n*+ (c+a)n® + (d +ac+b)n* + (ad +be)n+bd

Nyni miZeme porovnat koeficienty u obou tvar polynomu f(n). Dostaneme tak soustavu
rovnic:

ct+a=2 2.2)
d+ac+b=-—1 (2.3)
ad+bc=2 2.4)
bd =1 (2.5)

Protoze a, b, ¢, d maji byt celd Cisla, dostivame z rovnice (2.5), Ze b = d = 1 nebo
b = d = —1. Postupné budeme fesit oba pripady.
Pro b = d = 1 dostdvame po dosazeni soustavu rovnic:

ct+a=2

ac= -3

9Velkd Britanie 2001, [15], Invitational Mathematics Challenge, str. 52 a 55
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Z Vietovych vztahl vime, Ze feSeni této soustavy rovnic jsou pravé feseni kvadratické
rovnice k%> —2k —3 = (k+ 1)(k —3) = 0. Jeji kofeny jsou k; = —1, k, = 3. Releni
soustavy rovnic jsou tudiz usporadané dvojice (a,c) € {(—1,3),(3,—1)}. Pro kontrolu
dosadme jesté zjisténé hodnoty do rovnice (2.4), kterou jsme dosud nevyuzili. V obou
pripadech dostdvame platnou rovnost 2 = 2, proto jsou usporadané Ctvetice celych Cisel
(a,b,c,d) € {(—1,1,3,1),(3,1,—1,1)} feSenim celé ptivodni soustavy rovnic a polynom
f(n) md pozadovany rozklad f(n) = (n> —n+1)(n* +3n+ 1), ktery se pro obé& &tvefice
1i$1 pouze pofadim Ciniteld.

Pro b = d = —1 dostavame soustavu rovnic:
ct+a=2
ac=1

Odtud je ziejmé, 7ze a = ¢ = 1. Pro kontrolu dosadme je$té€ do rovnice (2.4). V tomto
piipadé obdrzime rovnost —2 = 2, ktera zfejmé neplati a Zadné nové feseni ptivodni
soustavy rovnic jsme nenasli.

Celkem jsme zjistili, Ze existuji dvé usporddané Ctvetice

(a,b,c,d) € {(—-1,1,3,1),(3,1,—1,1)},
které vyhovuji zaddni a odpovidaji pravé jednomu polynomu
f(n)=m*—n+1)(n*+3n+1).

Jiné reseni. Pokusme se polynom f(n) ze zadani pfimo rozloZzit na sou¢in kvadratickych
troj¢lent. Pokud se nam to povede, ziskdme z tohoto rozkladu koeficietny a, b, ¢, d. Nejprve
zkusime polynom f(n) doplnit na étverec tak, aby ve druhé mocning byl néjaky vhodny
kvadraticky troj¢len. ProtoZe vime, Ze (p +q -+ r)> = p*> +q*> +r* +2pq + 2pr + 2qr,
budeme hledat druhé mocniny v polynomu £ (). Témi jsou n*, n? a 1. Jejich odmocniny
tvoif hledany kvadtraticky troj¢len (n? 4+ n+ 1). Nyni doplnime na &tverec:

f(n) = (n*+n+1)>—4n*
Tento polynom miizeme dale rozlozit podle vzorce pro rozdil dvou étvercti na
f(n) = +n+1=2n)(n2 +n+142n) = (N2 —n+1)(n* +3n+1).

Nasli jsme tedy vhodny rozklad polynomu f(rn) vyhovujici zadani. Abychom vysvétlili,
pro¢ je tento rozklad az na poradi Cinitell jediny, rozlozime kvadratické troj¢leny, které
jsme nalezli, jesté ddle v komplexnich ¢islech. Tyto rozklady provedeme pomoci diskri-
minantu a ziskdme rozklad polynomu f(rn) na linedrni Cinitele:

o4 59) (5225

Tento rozklad je az na potadi Ciniteld jednoznacny. ProtoZe prvni dva Cinitelé z tohoto
rozkladu obsahuji komplexni koeficienty a druzi dva Cinitelé koeficienty redlné, je ziejmé,
Ze tyto linedrni Cinitele nelze vyndsobit tak, abychom dostali dva kvadratické troj¢leny
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s celymi koeficienty jiné, nez ty, které jsme jiz diive nasli. AZ na poradi Ciniteld tedy
existuje jediny rozklad polynomu f(n), ktery spliiuje podminky zadani, a to pravé

f(n)=m*—n+1)(n*+3n+1).
Ziskali jsme tak ob& hledané uspofadané ¢tverice hledanych koeficienti a, b, c, d:
(a,b,c,d) € {(—1,1,3,1),(3,1,—1,1)}.

Piiklad 10. Zbytek po d&leni polynomu P(x) polynomem x> — (a + b)x + ab, kde a # b,
je mx + n. Vyjadiete koeficienty m, n pomoci parametrii a, b. Potom vypocitejte tyto
koeficienty pro piipad déleni polynomu P(x) = x**° polynomem x*> — x — 2 a doka’te, Ze

z 7

jsou to celd &isla.!”

Reseni. Ze zadani vime, 7e P(x) = Q(x)(x*> — (a+b)x+ab) + mx + n, kde Q(x) je vhodny
polynom. Pfitom z Vietovych vztahi vyplyvd, Ze kofeny polynomu x*> — (a -+ b)x + ab
jsou pravé &isla a, b. Tento polynom tedy miiZzeme zapsat ve tvaru x> — (a+b)x+ab=
= (x—a)(x—>b). Potom je P(x) = Q(x)(x — a)(x — b) + mx + n. PoloZime-li nyni x = a,
dostaneme P(a) = ma + n. Stejné tak pro x = b dostaneme P(b) = mb + n. Ziskali jsme
tak soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych m, n s parametry a, b:

P(a)=ma+n, P(b)=mb+n

Tuto soustavu rovnic vyfeSime napiiklad tak, Ze nejprve odecteme druhou rovnici od prvni
a pak na pravé strané nové vzniklé rovnice vytkneme m:

P(a) — P(b)

P(a)—P(b) =m(a—b), tedy m= "

Nyni z prvni rovnice dopo&itdme n = P(a) — ma. Po dosazeni a vSech tpravach dostaneme
n= w. Prvni ¢ast dlohy je tedy vyfeSena. Nasli jsme vyjadieni koeficientl m, n
ze zadani pomoci parametri a, b:

P(a) — P(b) P(b)a—P(a)b

_ B St St 2.6
" a—>b y B a—>b (2.6)

S pomoci tohoto vysledku budeme fesit druhou &st tlohy pro P(x) = x*% a polynom

2—x-2.7 Vietovych vztahti dopocitdme, Ze a = 2, b = —1, a dosadime do vztaht (2.6):
2200 1 2200 42
M=y T3

Pro dany pfipad jsme tedy vypocitali hodnoty nezndmych m, n. Zbyva uz jen dokdzat, ze
PR 2200+2 o 220071

m, n jsou v tomto piipad€ celd Cisla. ProtoZe n = =— =5—+1,jen=m+1. Staci
tedy dokazat, ze 2°9° — | je ndsobek tii. Pak by obé& &isla m, n byla celd. Jisté plati, Ze

= —1(mod3). Pokud tuto kongruenci umocnime na 200, dostaneme 2°%° = 1 (mod3),
atedy 2°%° — 1 = 0(mod3), coz znamen4, Ze 22%° — 1 je nasobkem t¥{. Dokazali jsme tak,

Y ws

Ze obé Cisla m, n jsou v tomto piipadé cela.

10Brazilie 1979, [13], str. 3 a 39
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2.3 Kbvadratické rovnice
Priklad 11. V oboru redlnych ¢isel feste rovnici:
X4 (a—2)x—2a*+5a—-3=0

Poté urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro které je absolutni hodnota jednoho
kofene zadané rovnice dvojndsobkem absolutni hodnoty jejtho druhého kofene.!!

Reseni. Rovnici budeme fesit pomoci diskriminantu
D= (a—2)?—4(=2d°+5a—3) = 94> — 24a+ 16 = (3a— 4)>.
Jeji kofeny pro vSechna redlnd a jsou

2—a++/(3a—4)?
2 )

X1p = tedy x;=-2a+3, xx=a—1.

Nyni mame ur¢it vSechna a takové, Ze |x;| = 2|x2| nebo 2|x| = |xz|. Oba pfipady postupné

vyfe§ime. V prvnim piipadé dostavame | —2a+ 3| = 2|a — 1|, coZ je ekvivalentni s rovnici
(—2a+3)? = 4(a—1)?, kterou vyiesime:

4a* —12a+9 = 4a* —8a+ 4

da=>5
5
a=—
4

Ve druhém piipad€ dostdvame rovnici 2| —2a+3| =|a—1
4(—2a+3)? = (a— 1)?, jiz upravime na:

, kterd je ekvivalentni s rovnici

154> — 46a+35 =0

Diskriminant této rovnice je D = 16 a jeji kofeny tedy jsou ajp = %, odkud a; = %
aa) = %

Celkem jsme ziskali vSechny tfi hodnoty parametru a, které vyhovuji podmince ze zadani,

5517
atOCIE{Z,g,g .

P¥iklad 12. V oboru redlnych &isel feste rovnici!?

1
2x+1)2+y*+(y—2%)* = 3

Reseni. Nejprve vyraz na levé strané rovnice upravime rozndsobenim zavorek:

1
3
392 —6xy+ 12x° +6x+1=0

2y? +8x2 —dxy+4x+1=

1 Albénie 2002, [17], str. 2
12Chorvatsko 2003, [7], National Competition, str. 28 a 31
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Tuto rovnici budeme fesit jako kvadratickou rovnici pro nezndmou y. Ta mé realné fesent,
pravé kdyz je jeji diskriminant

D =36x>—12(12x> 4+ 6x+1) = —12(9x%> + 6x+ 1) = —12(3x +1)?

nezaporny. Musi tedy byt 3x 4+ 1 = 0 neboli x = —%. Tuto hodnotu nyni dosadime za x do
upravené rovnice a dostaneme:

32yt r =3yt 2—0 tedy y——2
y yrz=2\Yrt3) =Y y y=-3
Rovnice ze zaddni ma pravé jedno redlné feSeni, a to usporfddanou dvojici (x,y) =

11
~ (-4,
Priklad 13. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro které maji rovnice

P —Qa+1x+a=0 a xX*+(a—4x+a—1=0

postupné redlné kofeny x1, X, a x3, x4 takové, Ze plati'?

X1 +X4 _ xlxz(xl +Xx2 +Xx3 —|-X4)
X3 X2 a

Reseni. Protoze pro x; =0, x3 =0, a = 0 zfejmé nemd rovnost ze zavéru zadani smysl,
uvazujme pouze nenulové hodnoty téchto nezndmych. Rovnost pak miiZeme upravit na
tvar:

a(x1xp + x3x4) = x1x0X3%4 (X1 + X2 + X3 + x4) 2.7

Nyni vyuzijeme Vietovych vztahii pro obé rovnice ze zadani{ a ziskdme tak hodnoty souctl
a sou¢ind neznamych x1, x3, x3, x4. Pro prvni rovnici dostadvame:

X1+x=2a+1, xxx=a

A pro druhou rovnici:
x3+x4=4—a, xzxy=a—1

Muzeme tak dosadit do upravené rovnosti (2.7):
ala+a—1)=ala—1)2a+1+4—a)

Ziskali jsme tak rovnici pro vypocet vSech hodnot parametru a, které vyhovuji zadéni.
Tuto rovnici jesté déle upravime (pfipomenme, Ze a # 0):
2a—1=(a—1)(a+5)
a*+2a—4=0
Odtud dostdvame dvé mozné hodnoty parametru a;, = —1 & /5. Ovéiime jesté, zda pro

kazdou z nich maji rovnice ze zaddni kazd4 opravdu dva redlné koteny. To provedeme
dosazenim za a do obou rovnic. Pro a; dostaneme:

K+ (1-2V3)x—14vV5=0 a *>+(V5-5)x—2+V5=0

I3Bulharsko 2003, [1], Winter Mathematical Competitions, str. 2
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Diskriminanty téchto rovnic jsou
D=(1-2V5)?%—4(-1+5)=25-8V5>0,
D =(V5-5)2—4(—2+V5)=38—14V5 >0,

takZe pro a; jsou vSechny podminky tdlohy splnény. Stejnym zplisobem zjistime, Ze je
tomu tak i pro a;. Hledané hodnoty parametru jsou tedy pravé Cisla ay, a;.

Priklad 14. Necht f(x) = x> + (2a — 1)x —a — 3, kde a je redlné &islo.!*
1. Dokazte, Ze rovnice f(x) = 0 ma dva razné redlné kofeny xi, x;.
2. Urcete vSechny hodnoty a takové, Ze x? -l-x% = —72.

Reseni. Ukoly budeme fesit postupng.

1. K tomu, abychom dokazali, Ze rovnice f(x) = 0 md dva razné redlné kofeny, staci
dokazat, Ze jeji diskriminant je vétsi nez nula. Zjistime tedy hodnotu diskriminantu
D = (2a—1)?> +4(a+3) = 4a® + 13. ProtoZe druhd mocnina libovolného redlného
¢isla je vzdy nezédporné Cislo, je ziejmé D > 0, coz jsme méli dokazat.

2. Z Vietovych vztahl pro zadanou rovnici je x; +x; = —2a+ 1, xjx = —a — 3.
Bude proto vyhodné vyraz x? —l—x% vyjadfit pomoci elementdrnich symetrickych
mnohoclent:

x4 = (x +x2)° = 3(x1 4+ x2) (x1x2)
Rovnici x? +x§ = —72 muzeme po dosazeni za x| + X, a x1xp zapsat takto:
(—2a+1)*> =3(=2a+1)(—a—3) = -72
—8a® +12a> —6a+1—6a> —15a+9 = —72
—8a’ +6a* —2la+10=—72
8a® —6a* +21a—82=0

Z. této rovnice vypocitime vSechny hodnoty a, které spliuji podminky zadani.
S vyuzitim pravidla pro hledani raciondlnich kofend polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty zjistime, Ze jednim z kofend této rovnice je a = 2. Rozkladem ziskdme:

8a® —6a*> +21a—82= (a—2)(8a*+10a+41) =0

Vzhledem k tomu, Ze diskriminant kvadratického troj¢lenu v zdvorce je zaporny,
nemd dand kubicka rovnice Zadné jiné redlné kotfeny. Existuje tedy pravé jedna
hodnota a = 2, pro kterou x? —I—xg =—72.

Piiklad 15. Pro kvadraticky trojclen P(x) s celo¢iselnymi koeficienty plati
1. oba jeho kofeny jsou pfirozena Cisla,

2. soucet jeho koeficientt je prvocislo,

14Bulharsko 2005, [1], Spring Competition, str. 17
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3. pro nékteré celé &islo k plati P(k) = —55.

Dokazte, Ze jednim z kofent takového kvadratického trojclenu je ¢islo 2 a najdéte jeho
druhy kofen.!>

Reseni. Oznaéme x|, x; kofeny zkoumaného kvadratického trojélenu P(x). Podle zadani
ma mnoho¢len P(x) rozklad

P(x) = ax’ +bx+c=a(x—x;)(x — x2),

kde a, b, c jsou celd Cisla a x;, xp jsou pfirozena Cisla, o kterych miZeme bez Gjmy
na obecnosti predpokladat, Ze x; < xp. Ddle ze druhé podminky vime, Ze pro nékteré
prvodislo p je a+ b+ c = p. Protoze pro soucet koeficientl libovolného mnoho¢lenu Q(x)
plati, Ze je roven hodnoté polynomu Q(x) prox =1, je tedy P(1) = a(l —x;)(1 —xz) = p.
ProtoZe p je prvodislo, musi byt a = +1 nebo a = +p. Ulohu vyiesime postupné pro
vSechny Ctyfi pripustné hodnoty koeficientu a.

1. Je-li a = p, neboli P(x) = p(x —x1)(x —x2), pak z rovnosti p(1 —x1)(1—xp) =p
vyplyva, Ze musi byt (1 —x;)(1 —x;) = 1. Protoze 1 —x; a 1 —x; jsou celd &isla
men$i nez 1, musi byt ob& rovna &islu — 1, tedy x; = x, = 2. Odtud P(x) = p(x—2)?,
takZe podle tieti podminky musi existovat takové celé ¢islo k, pro které plati P(k) =
= p(k—2)? = —55. Posledni rovnost v$ak odporuje tomu, Ze p >0 a (k—2)> > 0.
Proto zadny kvadraticky troj¢len P(x) s koeficientem a = p zadani nevyhovuje.

2. Je-li a = —p, neboli P(x) = —p(1 —x1)(1 —x2), pak z —p(1 —x1)(1 —x2) = p
vyplyva, Ze musi byt (1 —x;)(1 —x3) = —1, coz odporuje nerovnostem 1 —x; < 0
al—xp <0, které vzhledem k prvnimu bodu zadéni musi platit. Ani pro a = —p
tedy neexistuje Zadny troj¢len spliiujici vSechny tfi podminky ze zadéani dlohy.

3. Je-li a =1, neboli P(x) = (x—x1)(x —x2), pak z (1 —x1)(1 —x2) = p vzhledem
k predpokladu 1 < x; < x, ze zacétku feSeni, ze kterého plyne 0 > 1 —x; > 1 —xp,
a k tomu, Ze p je prvocislo, musi platit rovnosti 1 —x; = —1a 1 —x; = —p. Odtud
je ziejmé& x; =2, xp =1+ p a P(x) = (x—2)(x— 1 — p). Nyni vyuZijeme tfet{
podminku, podle které pro vhodné celé k plati:

Pk)=(k—2)(k—1—p) = —55

Protoze p > 2,atedy k—2 > k— p— 1, dostdvame pro Cinitele k —2 ak — p — 1 tyto

moZznosti:
(a) k—2=55 (©) k—2=5
k—p—1=—1 k—p—1=—11
b  k—2=11 A k2=
k—=p—1=-5 k—p—1=-55

I5Kanada 2001, [6], str. 3 a 13
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V piipadé€ (a) je k =57 a p =57, coZ neni prvocislo. V pfipadé€ (b) dostdvame k = 13,
p =17, atedy i prvni hledany trojélen P (x) = (x—2)(x— 1 —p) = (x —2)(x — 18).
V ptipadé (c) mdme k =7, p = 17, tedy stejné prvocislo jako v ptipadé (b), kterému
odpovida jiz vypsany mnohoc¢len P;(x). V pfipadé (d) je k =3 a p = 57, coZ neni
prvocislo. Ukazali jsme, Ze existuje jediny troj¢len s koeficientem a = 1, ktery
vyhovuje v§em tfem podminkdm dlohy, a to pravé polynom Pj (x), jehoZ kofeny jsou
xy=2axp, =18.

4. Je-li a = —1, neboli P(x) = —(x —x1)(x — xp), musf platit (1 —x;)(1 —xp) = —p.
ProtozZe ale z pfedpokladu 1 < x; < xp, odkud plati 0 > 1 —x; > 1 —x, plyne, Ze
(1 —=x1)(1 —x2) >0, ani pro a = —1 neexistuje troj¢len spliiujici vS§echny podminky
zadani.

Zjistili jsme, Ze jediny polynom vyhovujici vSem tfem podminkdm ze zadani dlohy je
polynom P(x) = (x —2)(x — 18) = x? — 20x + 36. Dokézali jsme, &islo 2 je skute¢né jeho
kofenem a zdroven jsme nasli i jeho druhy kofen, ¢islo 18.

2.4 Rovnice vyssich stupnu
Piiklad 16. Necht' P(x) = ax? + bx+ ¢, kde a, b, c jsou redln4 &isla, pficemz a # 0. Urete
vSechna feSeni rovnice

P(x*+4x—7) =0,

jestlize vite, Ze jednim jejim kofenem je x = 1 a aspoii jeden jeji kofen je dvojnasobny.'®

Reseni. Oznaéme Q(x) = x> +4x — 7. ProtoZe vime, Ze jednim kofenem rovnice ze zadan{
je x =1, musi platit P(Q(1)) =0, a tedy po dosazeni Q(1) = =2 i P(—=2) = 0. To ale
znamend, Ze polynom P(x) lze zapsat jako P(x) = a(x+2)(x— p), kde p je vhodné redlné
¢islo. Tohoto vyjadieni polynomu P(x) nyni vyuZijeme a dostaneme:

P(O(x) =a(x* +4x—T+2)(x> +4x—T—p) =a(x— 1) (x+5)(x* +4x—7—p)

Odtud je ziejmé, Ze feSeni zadané rovnice jsou pravé x; = 1, x, = —5 a kofeny kvadratické
rovnice x> +4x — 7 — p = 0. ProtoZe aspoti jeden kofen piivodni rovnice ma byt dvojna-
sobny, musi byt bud nékteré z &isel 1 nebo —5 feSenim rovnice x> +4x — 7 — p = 0, nebo
tato rovnice musi mit dvojnasobny kotfen. Zaroven z Vietovych vztahti vime, Ze soulet
jejich kofent musi byt roven —4. To ale znamen4, Ze pokud je 1 kofenem této rovnice, je
jim i —5 a naopak. Po dosazeni tak dostavame p = —2 a poté P(Q(x)) = a(x — 1)*(x+5)2.

V tomto ptipadé m4 rovnice ze zadini dva dvojndsobné koteny x; = 1, x, = —5. Pokud
ma rovnice x*>+4x —7 — p = 0 jeden dvojndsobny kofen, musi diky hodnoté souétu
kofenii byt timto kofenem —4 : 2 = —2. Toto ¢islo je skute¢né kofenem pro p = —11, kdy

P(Q(x)) = a(x — 1)(x+5)(x+2)?. Kofeny zadané rovnice v tomto piipad& jsou x; = 1,
x» = —5 a dvojndsobny kofen x3 = —2.

16Chorvatsko 2008, [9], County Competition, str. 16 a 23
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Priklad 17. Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro které ma rovnice
= (Ba+2)x*+a*=0
Ctyfi realné kofeny, jeZ jsou po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti.!’

Reseni. Protoze kofeny této rovnice maji byt po sobé jdouci Eleny aritmetické posloupnosti,
muiZeme je oznalit xy, x, =x;+d, x3 =x1+2d, x4 =x1+3d,kde x; e RadeR je
diference aritmetické posloupnosti. Z Vietova vztahu pro soucet kofenti pfi tomto oznacen{
plati:

—(x1 +x2 +Xx3 —I-X4) =—4x1—6d=0, tedy 2x1+3d=0

Odtud dostavame nové vyjadieni vSech kofend zadané rovnice pouze pomoci diference d:

3

1 1 3
Xlz—id, Xzz—id, X3 =

—d =—d 2.8
7 X4 D) ( )
Nyni s vyuZzitim téchto vyjadfeni zapiSeme dal$i tfi elementdrni symetrické polynomy
vystupujici ve Vietovych vztazich:

3 9 1 3 3

3
X1X2 + X1X3 + X1 X4 + X0X3 + X2X4 + X3X4 = _Zdz + é_ldz + é_ldz + Zdz + Zdz — é_ldz

9 9 3
X1X2X3 + X1 X0X4 + X1X3X4 + X0X3X4 = §d3 + §d3 — §d3 — §d3

9
X1X2X3X4 = Ed4

S vyuzitim téchto vyjadieni elementdrnich symetrickych polynoml pomoci diference d
zapiSeme zbyvajici tfi Vietovy vztahy. Zjistime tak, Ze VietGv vztah pro x! je splnén vzdy.
Z dalsich dvou Vietovych vztahid ziskdme po upravé vyse uvedenych vyjadieni soustavu
rovnic o neznamych a, d:

9d* = 16a°
5d* = 6a+4

Nyni prvni rovnici této soustavy odmocnime a dostaneme tak 3d> = 4|a|. Déle z obou
rovnic eliminujeme neznamou d:

4la|  Ga+4
2= Hal _8atd - hud 10/a]—9a—6—=0
3 5
Proa2Ojejejl’mfeéem’ma:6aproa<0jej1’ma:—%.Dﬂwtomu,ie la| > 0 pro

kazdé a, mizeme ke kazdému z urCenych a vypocitat piislusné d, pro které ¢tvetice Cisel
(2.8) tvorici aritmetickou posloupnost bude spliiovat vSechny ¢tyfi Vietovy vztahy, takze
ptjde o kofeny zadané rovnice. Podmince ze zadani tedy vyhovuji pravé dvé hodnoty

— —__6
a=6,a= 15

"Moldavsko 1997, [12], str. 6 a 14-15
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Priklad 18. Najdéte vSechny hodnoty parametru , pii kterych ma rovnice
x*—18x3 + kx® +200x — 1984 = 0,
v oboru komplexnich &isel takové dva kofeny, jejichZ soucin je —32.18

Reseni. Ozna¢me r, s, t, u kofeny dané bikvadratické rovnice. Podle jejich koeficienti
maji Vietovy vztahy tvar:

rstu = —1984
rst + rsu+ rtu+ stu = —200
rs+rt+ru+st+suttu==k
r+s+t+u=18

Ze zadani vime, Ze soucin dvou z kofent r, s, ¢, u dané rovnice je —32. Bez Uijmy na
obecnosti miZeme polozit naptiklad r- s = —32. Pak z prvni rovnosti obdrzime ¢ - u = 62.
Nyni tyto hodnoty soucinti r - s, ¢ - u dosadime do druhé rovnosti a dostaneme

—32t —32u+62r+62s = —200, tedy —32(r+u)+62(r+s)=—200.

JelikoZ rovnéZ v posledni rovnosti se vyskytuji soucéty r+ s, t + u, miiZeme nyni sestavit
soustavu dvou rovnic s nezndmymia =r+s, b =t 4 u:

—32b+62a = —200
a+b=18

Odtud snadno vypocitime hodnoty a = r+s =4 a b =t + u = 14. ProtoZze uz zname
hodnoty souctd r+s,t +uisouint r-s, t - u, miZeme je dosadit do rovnosti s parametrem k,
kterou nejprve upravime na vhodny tvar pro toto dosazeni.

rs+rt4+ru+st+su+tu==k
rs+r(t+u)+tu+s(t+u) =k
rs+tu+ (t+u)(r+s)=k
—32+4+62+14-4=k

k=86

Zjistili jsme tedy, Ze pozadavku ze zadani miize vyhovovat jedind hodnota k = 86. Musime
vSak jesté ovéfit, zda pro takovou hodnotu parametru k£ ma dané rovnice skutecné takové
kofeny, Ze soucin dvou z nich je roven —32. Dosadime tedy do zadané rovnice hodnotu
k = 86, a dostaneme tak rovnici:

x — 18x° +86x% 4+ 200x — 1984 =0

o v,

Postupnym dosazovéanim déliteli ¢isla 1984 1ze urcit jeji celociselné kotfeny x| = —4,
xp = 8. Protoze tyto kofeny splituji poZadovanou podminku x;x, = —32, je ndmi nalezena
hodnota k = 86 skutecné vyhovujici. Existuje tedy pravé jedno ¢islo k& vyhovujici pod-
minkam zadani, a to k = 86.

I8USA 1984, [6], str. 3 a 12-13
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Priklad 19. Necht a je redlné Cislo. Najdéte kofeny x1, x,, x3 rovnice
3 2 —
x4+ 2ax” —ax+10=0,
jestliZe vite, Ze jsou to po sobé& jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.'
Reseni. Z Vietovych vztaht dostdvame:

X1+x2+x3=—2a
X1X2 +X1X3 +X2X3 = —a
X1x0x3 = —10
Zaroven vime, Ze x1, X2, x3 jsou po sob€ jdouci Cleny aritmetické posloupnosti. Mlizeme

2z w7

je tedy pro vhodnd &isla &, d zapsat ndsledovné:
x1=k—d, xx=k, x3=k+d
Po dosazeni do Vietovych vztahi dostavame

3k=—2a
(k—d)k+ (k—d)(k+d)+k(k+d)=—a
(k—d)k(k+d)=—10

Tuto soustavu rovnic vyfeSime pro nezndmé a, k, d, a to tak, Ze nejprve vhodnym postupem
eliminujeme nezndmé k, d a ziskdme kubickou rovnici pro nezndmou a. Z prvni rovnice

dostavame k = —27“. Ze tieti rovnice miZzeme vyjadfit rozdil k> — d:
10
(k—d)k(k+d)=—10, tedy k#0 a k*—d*>= -
Nyni dosadime do jmenovatele posledniho zlomku k = — %" a po tuprave dostaneme rovnici

k> —d?* = 1a—5 kterou lze uvazovat pouze pro a # 0. Pro a = 0 je rovnice ze zadani tvaru
x° + 10 = 0 a m4 ziejmé jeden trojndsobny kofen x = v/—10. Nasli jsme tedy prvn{ hodnotu
parametru a, vyhovujici zad4ni, a to a = 0. Pro a = 0 jsou kofeny x| = xp = x3 = v/—10
rovnice ze zadani Cleny aritmetické posloupnosti s diferenci d = 0. Nyni uz miZeme
uvaZovat pouze a # 0 a vyuZit rovnici k> —d* = % Rozdil k*> — d? vyjadiime i ze tfetf
rovnice predchozi soustavy:

K2 —kd+ (k—d)(k+d)+k +kd = —a, tedy k*—d*=—a—2k*

Opét dosadime do pravé strany za k a po tomto dosazeni dostaneme ze dvojitho vyjadieni
rozdilu k? — d?:

15 2a 2 . o 3 2
—=—a—-2 Y po upravé 8a’ +9a”+135=0
a

19Chorvatsko 2003, [7], City Competition, str. 5 a 13-14
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N OR S

Tuto rovnici vyfesime a zjistime tak dalsi pfipustné hodnoty parametru a. Jednim z kofent
je podle znamého pravidla a = —3. Vydélime tedy polynom z levé strany rovnice poly-
nomem a -+ 3, abychom ziskali kvadratickou rovnici pro pfipadné dalsi kofeny. Dostaneme
tak rovnici 8a”> — 15a + 45 = 0. ProtoZe je diskriminant této rovnice zdporny, neexistuji
Zadné dals{ pripustné hodnoty parametru a. Zjistili jsme, Ze kofeny xi, xp, x3 rovnice ze
zadani musi vyhovovat této rovnici s parametrem a = —3:

X —6x2+3x+10=0.

Vratme se nyni k soustavé rovnic s nezndmymi k a d, do které dosadime a = —3. Z prvni
rovnice dostdvame k = —%" = 2 a z tfeti upravené rovnice je d> = k*> — % =9, a tedy

d = £3. Protoze zména znaménka Cisla d pouze zpisobi zdménu kofentl x; a x3, staci
uvazovat pouze d = 3. Nasli jsme tedy kofeny x1, xo, x3 rovnice ze zadani, kterymi jsou
Cislaxi=k—d=—-1,xp=k=2,x3=k+d=5.

Rovnice ze zadéni md tedy pro a = 0 kofeny x; = xo = x3 = v/— 10, které jsou ¢leny
aritmetické posloupnosti s diferenci d = 0, a pro a # 0 kofeny x; = —1, xp =2, x3 =95,
které jsou Cleny aritmetické posloupnosti s diferenci d = 3.

2.5 Diofantické rovnice

Piiklad 20. Najdéte vSechna feSeni rovnice m> —3m+ 1 = n?> +n — 1, kde m, n jsou
nezndma pfirozens &isla.?’

Reseni. ProtoZze mame najit vSechna feSeni jedné rovnice o dvou nezndmych, vyfeSime
rovnici vzhledem k nezndmé m, pfiCemZ nezndmou n budeme povazovat za parametr.

Vv

Rovnici tedy bude vyhodné;si zapsat takto:
m? —3m—(n*+n—-2)=0

ProtoZe je to kvadratickd rovnice vzhledem k m, mizeme jeji kofeny spocitat pomoci
diskriminantu D = 9 +4(n?> +n—2) = (2n+ 1)2. Jeji kofeny tedy jsou:

m =2+n, m=1-—n

ProtozZe n je podle zadani pfirozené Cislo, je my Cislo zdporné nebo nula, coZ odporuje
zadané podmince pro ¢islo m. Jedind feSeni zadané rovnice jsou tedy usporddané dvojice
(m,n) tvaru (n+2,n), kde n je libovolné pfirozené ¢islo.

Piiklad 21. V oboru celych &isel feste rovnici:?!

2 —dxy+y* +2=0

Reseni. Rovnici budeme fesit vzhledem k nezndmé y. Pro piehlednost tedy tuto rovnici
upravime na tvar:
V2 —dxy+2x*+2=0

20Slovinsko 2005, [21], str. 6 2 9
21talie 2005, [5], I giochi di Archimede, str. 4 a 6
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Diskriminant této kvadratické rovnice je D = 16x% — 8x* — 8. Aby rovnice méla feSent,
musi byt D > 0. Navic, protoZe mame rovnici feSit v oboru celych ¢isel, musi pro nékteré

z Y7

celé &islo a platit 16x> — 8x* — 8 = 4. Levou stranu této rovnice upravime na:
—8(x* — 2?4+ 1) = —8(x* — 1)?

Ziskali jsme tedy rovnici —8(x*> — 1)? = a2, kde a je vhodné celé &islo. Vzhledem k tomu,
Ze na levé strané rovnice je soucin zaporného a nezaporného ¢isla, jediné piipustné ¢islo a
je a = 0. Rovnice —8(x*> — 1)?> = 0 md pravé dvé feSeni, a to x; = 1 a x, = —1. Nyni
pro obé tyto hodnoty x dopocitdme hodnoty y. Pro x; = 1 je rovnice ze zadani tvaru
y? —4y+4 = (y—2)2 =0, tedy y; = 2. Pro x = —1 je rovnice ze zadan{ tvaru y* + 4y +
+4=(y+2)2=0, tedy y, = —2.

Celkem jsme ziskali obé dvé feSeni zadané rovnice, a to usporadané dvojice

(xay) S {(172)7(_1a_2>}'

Priklad 22. Najdéte viechna celoéiselnd feseni rovnice??

Ax+y+4,/xy —28/x— 14,/y+48 = 0.

Reseni. Nejprve se pokusime vyraz na levé strané rovnice rozloZit na soucin. Zacneme
napiiklad tak, Ze upravime soucet prvnich tii ¢leni:

dx+4/xy+y = 2vVx+9)%

Dalsi dva ¢leny upravime vytknutim a dostaneme tak rovnici:

(2vx+3)? = 142y/x+/y) +48 =0

Nyni miZeme zavést substituci z = 2,/x + ,/y a po dosazeni dostat kvadratickou rovnici:
?—14z4+48=0, tedy (z—6)(z—8)=0

Kofeny této rovnice jsou ziejmé z; = 6, zo = 8. Pro nezndmé x, y tedy musi platit jedna
z podminek:

2Vx+./y=06
2vx+y=28

Je-li 2¢/x+/y = 6, pak je \/y = 6 — 2+/x. ProtoZe ,/y > 0, musi nutné byt 1/x < 3. Jelikoz
hleddme pouze celoiselnd feseni, musi platitx € {0, 1,4,9}. Pro tato x snadno dopocitime
y € {36,16,4,0} v poradi jako odpovidajici x.

Je-li 2¢/x+/y = 8, pak je \/y = 8 —2+/x. Opét z ,/y > 0 dostdvame /x < 4. Vyhovujf
tedy x € {0,1,4,9,16} a jim odpovidajici y € {64,36,16,4,0}.

Celkem jsme tedy zjistili, Ze zadand rovnice ma devét celociselnych feSeni. Jsou jimi
usporddané dvojice (x,y) z mnoZiny

{(0,64),(1,36),(4,16),(9,4),(16,0),(0,36),(1,16),(4,4),(9,0)}.

22Chorvatsko 2003, [7], County Competition, str. 16 a 19-20
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Priklad 23. Najdéte vSechna raciondlni Cisla r takova, Ze rovnice
P4 (r+Dx+r=1
md celo&iselné kofeny. 23

Reseni. ProtoZe &islo r ze zaddni ma byt racionalni, Ize ho zapsat jako zlomek r = 5 kde
a, b jsou celd ¢isla. Navic bude vyhodné uvazovat pouze zlomky v zdkladnim tvaru, tedy
a >0, b # 0, pricemZ jsou ¢isla a, b nesoud€lnd. Pokud je a = 0, pak je i r = 0 a rovnice ze
zadani md jediné feSeni x = 1. Pro a > O rovnici ze zadéani prepiSeme do novych neznamych
a, b:

%x2+ (g+1)x+g =1
Celou rovnici dale vynasobime nenulovym ¢islem b a ddle upravime na tvar:

ax® + (a+b)x+(a—b) =0

Pro soudin kofeni x, x; této rovnice z Vietovych vztahid plati xjx, = “;b . ProtoZe se

zajimdme pouze o pripad, kdy kofeny xi, x jsou celd Cisla, musi platit, Ze a déli rozdil
a— b. Tuto podminku lze zapsat jako a — b = ka, kde k je vhodné celé Cislo. Po tpravé této
rovnosti dostaneme vyjadieni b = a(1 — k), odkud zfejmé a déli b. ProtoZe ale uvazujeme
pouze nesoudélna Cisla a, b, existuje jediné a > 0 spliiujici tuto podminku, a to a = 1. Pro
a = 1 dostdvdme rovnici:

X+ (14+b)x+(1—-b)=0

Tato rovnice mé celociselné kotfeny, je-li jeji diskriminant druhd mocnina celého ¢isla.
Tedy (1+4b)?> —4(1 —b) = (b+3)> — 12 = ¢, kde ¢ je vhodné celé &islo. Tuto rovnici
dale upravime tak, Ze vSechny nezndmé pievedeme na jeji levou stranu a poté rozloZime
na soucin (b+3 —c)(b+3+¢) = 12. Odtud je zfejmé, Ze ¢isla b+ 3 — c a b+ 3 + ¢ musi
byt bud obé zdpornd nebo obé kladnd. Nyni miizeme sestavit nasledujici soustavu rovnic,
kde k1, k; jsou celd Cisla takova, Ze k1k, = 12:

b+3—c=ky, b+3+c=k

Sectenim obou rovnic a ndslednou tpravou ziskdme rovnici b = @ — 3. Odtud je zfejmé,

7e soulet ki + ky musi byt sudy, tedy k;, ko musi mit stejnou paritu (bud’ jsou obé lichd
nebo ob¢ sudd). Existuji jen dvé moznosti, jak timto zptisobem rozlozit ¢islo 12, a to
12=2-6=(—2)-(—6). Pro 12 =26 dostavame, ze b =4 —3 = 1. Pak je r = 1. Tento
piipad jsme vsak jiz dfive vyfesili. Pro 12 = (—2)-(—6) dostdvime b = —4 —3 = —7
ar= —%. PGvodni rovnice je v tomto piipadé tvaru x> —6x+8 = 0, tedy (x —2)(x —4) =0,
a mé celociselné kofeny.

Celkem jsme zjistili vSechny tii hodnoty raciondlniho ¢isla r, které vyhovuji zadani. Tyto
hodnoty jsour =0,r=1ar= —%.

BSlovinsko 2001, [19], str. 12 a 15-16
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Jiné reseni. Pro r = 0 ma rovnice zfejmé jediné feSeni, a to x = 1. Déle budeme uvaZovat
pouze r # 0. MiiZeme tak pro rovnici ze zadan{ zapsat Vietovy vztahy:

r+1
X1 +Xx=—
r—1
X1x =
Z prvni rovnice vyjadiime
—1
r=—- 29
X1 +x+1 2.9)

a dosadime do druhé rovnice. Po snadnych tpravach dostaneme jednu rovnici pro kofeny
X1, X» zadané rovnice:

X1+x—x1x+2=0
O jeji spravnosti se miZzeme presvédCit i tak, Ze ur¢ime hodnotu vyrazu x| 4+ x; — x1x2

z vypsanych Vietovych vztaht. Z odvozené rovnice vyjadiime kofen x;:

2
_nt2 3
x—1 xy—1

X1
Protoze x; ma byt podle zadani celé Cislo, musi platit, Ze x; — 1 d€li 3. Cislo 3 d&li pouze
¢isla —3, —1, 1, 3, kterym po fad€ odpovidaji hodnoty x; = =2, xo =0, xo =2, xo = 4.
Pro tyto hodnoty dopocitaime hodnoty druhého kofene x;, a poté obé dvojice kofentl x, x»

dosadime do (2.9) a vypocitame hledané hodnoty r. Celkem tak pro x; = —2 dostaneme
x; =0ar=1, pro x, =0 obdrzime x; = —2 a opét r = 1, pro x, = 2 dostaneme x| =4
ar= —% a nakonec pro x; = 4 obdrzime x; =2 a opét r = —%. Ziskali jsme tak dvé dalsi

hodnoty raciondniho &isla r spliiujici zadani dlohy.
Celkem jsme tedy zjistili vSechny tii hodnoty r, které vyhovuji podminkdm ze zadéni. Tyto
hodnoty jsour =0,r=—5,r=1.

Piiklad 24. Najdéte viechna celd &isla x, y vyhovujici rovnici:>*

x3+9xy+ 127 :y3

Reseni. Protoze x, y maji byt celd &isla, je jisté mozné zapsat y jako y = x+a, kde a je

z Vs

vhodné celé ¢islo. PrepiSme tedy ptivodni rovnici s vyuZitim tohoto zapisu ¢isla y:
X+ 9x(x+a)+127 = (x+a)?
Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici s nezndmou x a parametrem a:
(9—3a)x®> + (9a—3a®)x+ (127—a*) =0 (2.10)

Pro a = 3 jsou zfejmé prvni dva ¢leny polynomu z levé strany rovnice nulové a dostdvame
tak rovnost 100 = 0, kterd zfejmé neplati. Dale budeme uvazovat pouze a # 3. Pro takova
a je tato rovnice kvadratickd s diskriminantem

D = (9a—3a*)?—4(9—3a)(127 —a*) = (9 — 3a)(a* + 9a*> — 508).

2Slovinsko 1999, [18], str. 16 a 17
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Rovnice m4 tedy fesent, pokud je aspoi jeden z vyrazi 9 — 3a, a’> + 9a> — 508 roven nule,
nebo pokud jsou oba tyto vyrazy kladné, nebo jsou-li oba zdporné. Vyraz 9 — 3a je roven
nule pro a = 3, ale tuto hodnotu a jsme jiz dfive vyloucili. Kladny je tento vyraz pro
a < 3 a zdporny pro a > 3. V prvnim piipadé hleddme takova celd a < 3, pro ktera plati
a®+9a* — 508 > 0. ProtoZe je ale ziejmé a° + 94> = az(a +9) <0 pro vechna a < -9,
a tedy a®+9a* —508 < 0 pro vSechna a < —9, anavic i procelda € {—8,—7,...,1,2}
je tento vyraz zaporny, neexistuje v tomto piipadé zddné vyhovujici a. Ve druhém piipadé
hleddme ta celd a > 3, pro kterd plati a® + 94 — 508 < 0. Postupnym dosazovanim celych
Cisel a > 3 zjistime, Ze vyhovuji pouze hodnoty a € {4,5}, nebot’ uz pro @ = 6 je dany
vyraz kladny. Zjistili jsme tak, Ze rovnice (2.10) s celo¢iselnym parametrem a ma v oboru
redlnych &isel feSeni pouze pro a € {4,5}. Budeme tedy fesit oba tyto ptipady:

L.
Po dosazeni do (2.10) dostaneme rovnici —3x? — 12x + 63 = 0, kterou upravime
na (x+7)(x—3) = 0. Pro oba kofeny této rovnice x; = —7, x, = 3 dopoéitdme y
ze vztahu y = x+a = x+4. V tomto piipadé tedy existuji dvé usporddané dvojice
celych &isel x, y vyhovujici zadéni, a to (x,y) € {(—=7,-3),(3,7)}.

2. [a=5]

Po dosazeni do (2.10) dostaneme rovnici 3x2 + 15x — 1 = 0, kterd viak nema celoci-
selné koteny, proto v tomto pripadé Zadné fesSeni zadané tlohy neexistuje.

Celkem tedy existuji pravé dvé uspotradané dvojice celych Cisel x, y vyhovujici rovnici ze
zadani, a to (x,y) € {(—=7,-3),(3,7)}.

Piiklad 25. V oboru celych &isel feste rovnici:>

1 +x2y :x2—|—2xy+2x+y
Reseni. Rovnici budeme nejprve fesit pro nezndmou y. PrepiSeme ji tedy do tvaru:
yx2—2x—1)=x"42x—1

Pokud by platilo x> — 2x — 1 = 0, pak pomoci diskriminantu D = 8 ziskdme kofeny této
rovnicexjp = 1+ V2, coz nejsou celd &isla. Mtizeme tedy rovnici pro nezndmou y vyrazem

x% —2x — 1 vyd&lit. Dostaneme tak:

_)c2+2x—1_)c2—2x—1+4x_1+ 4x
o2 —2x—1  x2—2x—-1 x2—2x—1

y

Znamend to tedy, Ze vyraz # musi byt celé ¢islo. Pro x = 0 dostavame jedno z feSeni

puvodni rovnice, a to x = 0, y = 1. Dale budeme uvaZovat pouze nenulova cisla )ﬁ’;_].

To ale znamend, Ze musi platit 24—)“) > 1. Aby tato nerovnost platila, musi zfejmé byt
x-—2x—1

|4x| > |x? — 2x — 1|. ProtoZe vime, Ze pro viechna redln4 &isla a, b plati, Ze |a| > |b| pravé
kdy? a®> > b?, miizeme predchozi nerovnici zapsat jako

16x2 > (x> —2x— 1),

25Velk4 Britdnie 2001, [15], Invitational Mathematics Challenge, str. 108-110
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coZ po prevedeni mocniny z pravé strany na levou dédle upravime podle vzorce pro rozdil
druhych mocnin:
(4x— x> +2x+1)(4x+x>—2x—1) >0

Po dalsi ekvivalentni dpravé dostaneme nerovnici:
(¥ —6x—1)(x*+2x—1) <0

Tuto nerovnici vyfeSime pomoci nulovych bodli obou zastoupenych Ciniteld. Nejprve
proto vyfesime rovnice x> — 6x — 1 = 0 ax*> +2x— 1 = 0. Pro prvni rovnici je D = 40 a jeji
kofeny jsou xj > =34 v/40. Pro druhou rovnici je D = 8 a jeji kofeny jsou X34=—1=x V2.
Nalezené nulové body lezi na ¢iselné ose v poradi daném nerovnostmi:

1 -V2<3-VI0< —14+vV2<34+V10

Snadno zjistime, Ze vyraz (x> —6x — 1)(x> +2x — 1) je zdporny pravé v intervalech
(=1 —+/2,3—-10) a (=1 ++/2,3++/10). Cel4 &isla, kterd leZi ve sjednoceni téchto

intervald, jsou pravé &islax € {—2,—1,0,1,2,3,4,5,6}. Pro tato zjisténd x dopocitime y
zrovnice y = 1+ x2—42)§c — - Timto zpiisobem zji§t€né uspofddané dvojice (x,y) pro prehled-
nost zapiSeme do tabulky:

—2|-1(0] 1 2 1314|516
| 23 | I7 | 47

Z této tabulky vyplyva, Ze zadand rovnice ma v oboru celych ¢isel pravé pét reSeni. Jsou
jimi uspotadané dvojice

(x,y) S {(_17_1)7<07 1)7(17_1)7(27_7)7(357)}'

2.6 Soustavy rovnic stejného stupné

s w7s

Priklad 26. Najdéte vSechna redlnd ¢isla x, y takové, Ze plati rovnosti:2°

X =y =7(x—y) (2.11)
X4y =5(x+y) (2.12)

Reseni. Nejprve levé strany obou rovnic rozloZime na soucin:

T(x—y) (2.13)
5(x+y) (2.14)

(x—y) (o +xy+)7)
(x4y) (2 —xy+y?)

Diky tomuto rozkladu mizeme dale uvaZovat tii pripady, které pro neznamé x, y mohou
nastat, a t¢ém se dale samostatn¢€ vénovat. V piipad¢€, kdy x = y nebo x = —y, budeme fesit
plivodni soustavu rovnic, v opacném priipad€ vyuZijeme ndmi upravenou soustavu.

26S]lovinsko 2005, [21], str. 12 a 15
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Je-li x =y, je rovnice (2.11) splnéna automaticky a rovnice (2.12) pfejde na rovnici
2x® = 10x, po tpravé x(x*> —5) = 0. Tato rovnice ma tfi redlné kofeny, a to x; = 0,
X3 = ++/5 a feSenim zadané soustavy jsou v tomto piipadé pravé tii uspofadané dvojice
(0,0), (£V/5,£V/5).

Je-li x = —y, je rovnice (2.12) splnéna automaticky a rovnice (2.11) pfejde na rovnici
2x3 = 14x, po tpravé x(x2 —7) = 0. Tato rovnice ma tfi redlné kofeny x; =0, xp 3 = +/7,
a feSenim zadané soustavy rovnic jsou v tomto piipadé pravé tfi uspofddané dvojice (0,0),
(V7,=V7), (=VT,V7).

Pokud x # £y, mizeme rovnici (2.13) vydélit nenulovym ¢islem x —y a rovnici (2.14)
vydélit nenulovym ¢&islem x + y. Dostaneme tak soustavu rovnic:

Ftxy+yr =7
P —xy+y* =5

Tyto rovnice nejprve seéteme a dostaneme rovnici x> + y> = 6. Nyn{ je od sebe odeteme
a dostaneme xy = 1. Diky tomu vime, Ze (x+y)2 = 8. Proto je x+y =++/38. Cisla x, y
tedy podle Vietovych vztahl tvoii dvojici kofenti pravé jedné z kvadratickych rovnic
2> F v/8z+ 1 = 0.Tyto kofeny snadno spoé&itdme pomoci diskriminantu D = 4. Jsou to pravé
212 =V2+1, 734 = —V/2=+ 1. Dostdvame tak &ty¥i usporddané dvojice (v2+1,v2— 1),
(V2= 1L,V2+1), (=V2+1,-vV2-1)a (=vV2-1,-vV2+1).

Celkem jsme ziskali v§ech devét uspofddanych dvojic (x,y), které vyhovuji zadané sou-
stavé rovnic. Jsou to dvojice: (0,0), (\/5, \/3), (—\/5,—\/3), (\/7,—\/7), (—\/7, \/7),
(V2+1,V2-1), (V2= 1,V2+1), (—V2+1,—V2 - 1), (=V2 = 1,—V2+1).

Piiklad 27. V oboru redlnych &isel feste soustavu rovnic:?’
Py —z(x4y) =2 (2.15)
V+22—x(y+z2)=4 (2.16)
Z4x*—y(z+x) =8 2.17)

Resenti. Nejprve odecteme rovnici (2.16) od rovnice (2.15), dale rovnici (2.17) od rovnice
(2.16) a nakonec rovnici (2.15) od rovnice (2.17). Ziskdme tak novou soustavu rovnic, jez
je pouhym disledkem ptivodni soustavy, nikoli jejim ekvivalentem:

(x+y+z)(x—z)=-2
(x+y+z)(y—x)=—4
(x+y+2)(z—y) =6

Z této soustavy vyplyvd, Ze nezndmé x, y, z jsou navzdjem rizné a Ze zaroven plati
x+y+z# 0. MiZeme tedy vSechny rovnice vydélit x+ y—+z a po dalsi upravé dostat

soustavu rovnic {
X—z y—2 Z—Yy
x+y+z =2 —4 6 ’ (2.18)

2TRecko 2003, [2], str. 8-9
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kde 7 je nové nezndmé Cislo. Pokud zjistime hodnotu 7, nezndmé x, y, z snadno dopocitdme.
Secteme-li vSechny rovnice piivodni soustavy, dostaneme:

2x° —|—2y2 +27% —2xz— 2yz—2xy =14
(=2’ + =2+ -y’ =14

Do této rovnice muzeme dosadit vyrazy s nezndmou ¢, které ziskdme z rovnic (2.18), tedy
x—z=—2t,y—x= —4t,z—y=6t. Po dosazeni a dpravé dostivime kvadratickou rovnici
2= }1. Budeme tedy feSit dvé soustavy rovnic s nezndmymi x, y, Z pro tyjp = i%. Obé
soustavy vyfesime najednou:

X+y+z==2
x—z=7FI1
x—y==2

Odtud sectenim vS8ech rovnic a ndslednou tpravou dostdvame xj » = %1, déle y; » = F1
a nakonec zj = £2. Resenim zadané soustavy rovnic jsou tedy pravé dvé usporadané
trojice (x,y,z) = (£1,F1,42). Vzhledem k tomu, Ze jsme se pii nasem postupu vratili
k ptivodni soustavé rovnic a secetli je, neni zkouska nutna.

Piiklad 28. V oboru redlnych &isel feste soustavu rovnic:23
ab+c+d=3 (2.19)
bc+d+a=5 (2.20)
cd+a+b=2 (2.21)
da+b+c=6 (2.22)

Reseni. Nejprve od rovnice (2.20) odecteme rovnici (2.21) a od rovnice (2.22) odecteme
rovnici (2.19). Po dpravé dostaneme soustavu rovnic:

c(b—d)—(b—d)=3
a(d—b)—(d—b) =3

Nyni na levych strandch obou rovnic vytkneme shodné Cinitele:

(b—d)(c—1)=3 (2.23)
(d—b)(a—1)=3 (2.24)

Odectenim rovnice (2.24) od rovnice (2.23) ziskdme jednu rovnici, kterou nasledné upra-
vime:

(b—d)(c—1)—(d=b)(a—1)
(b—d)(c—1)+(b—d)(a—1)
(b—d)(c+a—2)

0
0
0

28Velka Brit4nie 2004, [14], str. 6 a 14-15
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Odtud vyplyva, Ze musi platit b = d nebo ¢+ a = 2. Piipad b = d vSak nemiZe nastat,
protoZe pak bychom z (2.23) dostali 0 = 3, coZ je spor. Proto musi platit ¢ 4+ a = 2. Tuto
hodnotu mizeme dosadit do souctu rovnic (2.19) a (2.20), jenZ je tvaru

b(c+a)+(c+a)+2d =38,
a dostat tak:
2b+2+2d =8 neboli b+d=3 (2.25)
Odtud a z rovnosti ¢ +a = 2 vychdzi a+ b+ c+d = 5. Protoze vSak podle zadani plati
1bc+d+a =15, musi byt
a+b+c+d=bc+d+a, tedy b+c=bc. (2.26)

Dalsi podminky pro ¢isla a, b, ¢, d miZeme ziskat odectenim rovnice (2.21) od rovnice
(2.22) a odectenim rovnice (2.19) od rovnice (2.20). Po tpravé dostaneme soustavu rovnic:

dla—c)—(a—c)=4
b(c—a)—(c—a)=2

Po vytknuti shodnych ¢initelti na levych strandch obou rovnic a vyndsobeni druhé rovnice
dvéma dostaneme:
(a—c)d—1)=4, (2b—2)(c—a)=4 (2.27)

Odectenim druhé rovnice od prvni ziskdme po tipravé rovnici (a —c)(d +2b—3) = 0. Musi
tedy platit a = ¢ nebo d = 3 —2b. Rovnost a = ¢ vSak ziejmé odporuje obéma rovnicim
(2.27). Musi tedy platitd = 3 —2b. Podle podminky (2.25) navic plati b+d = 3. Dostdvame
tak soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, ze které snadno vypocteme b =0, d = 3. Pro
b = 0 ovSem z rovnice (2.26), jez je tvaru b+ ¢ = bc, plyne, Ze také ¢ = 0. Z podminky
¢+ a = 2 dale dostavdme a = 2. Zadana soustava rovnic m4 tedy jediné feSeni, a to a = 2,
b=0,c=0ad=3.

2.7 Soustavy rovnic ruzného stupné
Priklad 29. Existuji redlna &isla x, y takova, Ze plati>®
x+y=1, X*>+y*=2, X¥+y’=3?

Reseni. Pokud prvni rovnici umocnime na druhou, dostaneme (x+y)? = 1, tedy x% + 2xy +

+y? = 1. Zaroveii ze zadani vime, Ze x*> +y*> = 2. Odtud dostdvame xy = —%. Déle rovnici
x+y = 1 umocnime na tietf a obdrzime (x +y)3 = 1, tedy x> +y> 4 3xy(x +y) = 1. Vime
viak, Ze xy = —% ax+y=1azaroveii x> +y*> = 3. Po dosazenf té&chto hodnot do odvozené

rovnice dostdvame 343 - (—%) -1 = 1. Takova rovnost ale neplati, protoze jeji leva strana
je rovna % Cisla x, y, kterd by spliiovala viechny tii rovnice ze zadani, tedy neexistuji.

298lovinsko 1999, [18], str. 5a 7
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Piiklad 30. V oboru redlnych &isel feste soustavu rovnic:3°
x+y+z=2 (2.28)
X =y —2=2 (2.29)
x—3y242z=0 (2.30)

Resent. Nejprve odecteme rovnici (2.30) od rovnice (2.28) a dostaneme tak kvadratickou
rovnici pro neznamou y:
32 +y—2=0

Tuto rovnici vyfeSime. Vyraz na jeji levé strané lze rozloZit na soucin takto:
By—2)y+1)=0

Kofteny této rovnice tedy jsou y; = %, vy = —1. Tyto hodnoty postupné dosadime do zadané
soustavy rovnic.
Proy; = % dostdvame:

X+z=

22—

olgel

Protoze x? —z2 = (x —z)(x +z), dostdvédme dal3{ rovnici pro nezndmé x, z, atox —z = 4.
Ze soustavy rovnic

n 4
X+z=2
3
11
X—7=—
6
seCtenim rovnic dostaneme x = %. Dile z predchozich rovnic dopo¢itdme z = —Alf. Ziskali
jsme tak prvni feSeni zadané soustavy rovnic x; = %, v = %, 71 = —JT.
Pro y, = —1 dostdvame soustavu rovnic:
x+z=3
- =3

Protoze plati x> — 72 = (x —z)(x +z) = 3, je zfejmé x — z = 1. Ze soustavy rovnic

x+z=73
x—z=1

dostavdme x = 2. Po dosazeni je z = 1. Existuje tedy jeSté jedno feSeni zadané soustavy

rovnic,atox; =2, y=—1,z=1.
Zadana soustava rovnic ma celkem dveé feSeni:
19 2 1
X1 = anl = 5721 = _Z

X=2y=—ln=1

30Velk4 Britdnie 2001, [15], Invitational Mathematics Challenge, str. 48-49
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Piiklad 31. V oboru redlnych &isel feste soustavu rovnic:3!
x+y—z=0 (2.31)
x—xy+yz=127 (2.32)
xyz =54 (2.33)

Reseni. Nejprve ze druhé rovnice vyjadiime xy = zx + yz — 27 = z(x +y) — 27. Z prvni
rovnice snadno dostaneme x +y = z, coz miZeme dosadit do upravené druhé rovnice
a ziskat tak xy = z> — 27. Po dosazeni za soucin xy do tieti rovnice dostaneme kubickou
rovnici:

2 —277-54=0

Uzitim zndmého pravidla uréime jeji celo¢iselné kofeny z = —3, z = 6, podle nichZ najdeme
rozklad:
2 —277—54=(z—6)(z+3)?

Zjistili jsme tedy vSechny mozné hodnoty nezndmé z z ptivodni soustavy rovnic. Nyni
staci pouze dosadit ob€ zjisténé hodnoty z; = 6, zp = —3 do vztahi x+y =z, xy = 574.

1 =6

Dostaneme soustavu rovnic
x+y=6,xy=09.

Pomoci Vietovych vztahti sestavime kvadratickou rovnici s kofeny x, y:
a?—6a+9=(a—3)>=0

Odtud dostavdme, Ze pro z; = 6 je x| =y = 3.

2. [r=—3]

Dostaneme soustavu rovnic
x+y=-3, xy=—18.
Opét s pomoci Vietovych vztahi sestavime kvadratickou rovnici s kofeny x, y:
a®+3a—18=(a+6)(a—3)=0
Odtud dostavame dvé rtizna fesent:

2=-3,x=-6,y,=3
B3=-3,x3=3,y3=-6

Celkem jsme tedy zjistili, Ze zadana soustava rovnic mé pravé tii feSeni, a to uspofadané
trojice (3,—6,—3), (—6,3,-3), (3,3,6).

316], str. 3a 12
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Jiné feseni. Nez zaCneme zadanou soustavu rovnic fe$it, muZeme si v§Simnout, Ze aZ na
znaky minus v prvnich dvou rovnicich se ve vSech rovnicich vyskytuji symetrické mno-
hoc¢leny. Abychom mohli postup pro feSeni soustav rovnic se symetrickymi mnohocleny
pouzit, zbavime se znakd minus ndsledujicim zpiisobem. Rovnice (2.32) a (2.33) vyna-
sobime —1 a dostaneme soustavu:

x+y—z=0
xy—zx—yz= =27
—xyz = —54
Nyni pouzijeme ve vSech rovnicich substituci u = —z. Novd soustava rovnic uzZ bude

obsahovat pouze symetrické mnohocleny proménnych x, y, u:

x+y+u=0
xy+ux+yu= =27
xyu = —54

Jsou to prave elementdrni symetrické mnohocleny vyskytujici se ve Vietovych vztazich.
Muzeme tak piimo sestavit kubickou rovnici s kofeny x, y, u:

0=a’—0a>+(—27)a— (—54) =a® —27a+54 = (a—3)*(a+6)

Kofeny této rovnice jsou a; = ap = 3, a3 = —6. Trojice (x,y,u) a (aj,az,a3) se mohou
lisit jen poradim prvkd. Dostavame tak celkem tfi feSeni:
xp=y1=3,u1=-6
x=3,y=—6,uy =3
x3=—6,y3=u3=3
Nyni se vSak jesté musime vratit k ptivodni neznamé z = —u. Tak obdrzime vSechna tfi
feSeni plivodni soustavy rovnic:
x1=y1=3,21=06
Xp=3,y2=-6,20=-3
x3=-06,y3=3,23=-3

2.8 Soustavy rovnic s parametrem

Priklad 32. Najdéte vSechna redlna ¢isla a, pro néZ rovnice

1988x* +ax+8891 =0 a 8891x>+ax+1988=0

maji spoleény kofen.>?

3Kanada 1988, [6], Canadian Mathematical Olympiad, str. 1 a 12
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Reseni. ProtoZze rovnice ze zad4ni maji mit spole¢ny kofen, budeme tuto tlohu fesit jako
soustavu dvou rovnic o nezndmych x a a.

Nejprve odecteme prvni rovnici od druhé a zbavime se tak nezndmé a. Dostaneme kvadra-
tickou rovnici 6903x% — 6903 = 0, tedy x% — 1 = 0. Tato rovnice mé dva kofeny x; =1,
xp = —1. Nyni oba kofeny dosadime do prvni rovnice.

1. Pro x; = 1 dostdvame rovnici 1988 +a+ 8891 =0, tedy a = —10879.
2. Pro x, = —1 dostdvame rovnici 1988 —a+ 8891 =0, tedy a = 10879.

Existuji pravé dvé hodnoty parametru a, pro které maji obé rovnice spolecny koten. Tyto
hodnoty jsou aj > = £10879.

Priklad 33. V oboru celych ¢isel feSte soustavu rovnic

x+y2—|—z3=a
1 1 I 1
x Y3 a

xyzz3:a2

kde a # 0 je dané celé &islo.>
Reseni. Vyndsobenim dvou poslednich rovnic ziskdme rovnici:
2 2
y 2 4x +xy"=a

Tato rovnice spolu s prvni a tfeti rovnici zadané soustavy tvofi soustavu rovnic, v nichz
vystupuji pravé elementdrni symetrické polynomy proménnych r =x, s = y*, t = z°:

r+s+t=a
st+rt+rs=a
rst:a2

Z Vietovych vztahl vime, Ze feSenim této soustavy rovnic je pravé jakkoli usporddana
trojice kotenti kubické rovnice

w—au®+au—a*=0.

Polynom z levé strany této rovnice lze rozloZit na (u — a)(u® +a). Z tohoto rozkladu je

zfejmé, Ze pokud vSechny tfi kofeny této rovnice maji byt celé ¢isla, musi byt parametr a
tvaru a = —b?, kde b € Ny. Za a tedy do této rovnice dosadime a dostaneme tak rovnici

(u+0%)(u? = b?) = (u+b*)(u—b)(u+b) =0,

jejiz kofeny ziejmé jsou —b?, b, —b. Zaroveii vime, Ze kofeny této rovnice jsou i r = x,
s =y%, t = 7°. Musime tedy zjistit, v jakém potadi si stejné kofeny mohou odpovidat.
Protoze b je jediny nezdporny koten z prvniho vyjadieni a druhd mocnina je vZdy nezdporné

3Rakousko 2006, [11], str. 10-11
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¢islo, musi byt y2 = b, a¢islo b tedy musi byt druhou mocninou nékterého ¢islaz Ny. Protoze
dal3f kofen z° se rovnd jednomu z &isel —b%, —b, musi byt &islo b i tieti mocninou nékterého
¢isla z Ny, celkem tedy b = %, kde ¢ € Ny. Znamena to, 7e pro a, které nelze zapsat ve
tvaru a = —b? = —c'?, neexistuje Z4dné celo&iselné feseni zadané soustavy rovnic. Pro
a= —c'? zrovnosti y* = b = ¢ dostdvdme y = £¢>. Pro tyto hodnoty y rozli§ime, v jakém
poiadi si odpovidajf prvky dvojic (—b, —b?) = (—c® —c'?) a (r,t) = (x,2°):

1. Je-lix = —cf, pak je 22 = —c'2, tedy z = —c*.

2. Je-lix = —c'2, pak je 22 = —c%, tedy z = —c2.

V3echna feseni (x,y,z) zadané soustavy rovnic v oboru celych ¢&isel tvoff mnoZinu uspofa-
danych trojic:
{(—06, +c3, —c4), (—clz, +c3, —cz);c € No}

Priklad 34. Reste soustavu rovnic

ax=|y—z|+y
ay =|z—x|+z
az = ]x—y\—i—x,

kde a je kladny redlny parametr.3*

Reseni. Zadand soustava rovnic je cyklickd, coZ znamend, 7e se nezméni, kdy?7 trojici
(x,y,7) nahradime kteroukoli z trojic (y,z,x), (z,x,y). MiZeme tedy pfedpokladdat, ze x <y
a x < z. Pak ze tfeti rovnice zadané soustavy dostaneme

az=(y—x)+x, tedy az=y.
Nyni mizeme dosadit y = az do prvni rovnice soustavy a ziskat
ax=|az—z|+az, tedy a(x—z)=|az—z|.

Protoze absolutni hodnota z jakéhokoli vyrazu je nezdporné Cislo, a a je kladné redlné
¢islo, musi podle posledni odvozené rovnice byt x > z. Odtud a z pfedpokladu x < z plyne,
Ze x = z. Ze druhé rovnice soustavy tak dostdvame ay = z = x. Dosazenim do tfeti rovnice
soustavy ziskdme

az=|ay—y|+ay, tedy a(z—y)=lay—y|.

Odtud opét s ohledem na a > 0 plyne, Ze musi byt z > y, a tedy s piihlédnutim k x =z
a predpokladu x < y musi platit x = y = z. Re$it zadanou soustavy rovnic tak vlastn&
znamend feSit rovnici

ax=|x—x|+x, tedy ax=nx.

Tato rovnice ma ziejmé pro a = 1 za feSeni libovolné redlné Cislo, zatimco pro a # 1
ma jediné feSeni, a to x = 0. Jedinymi feSenimi zadané soustavy rovnic jsou tak pro
a = 1 uspofadané trojice (x,y,z) = (¢,t,7), kde t € R, a pro a # 1 uspofadana trojice
(x,y,2) = (0,0,0).

34B&lorusko 1995, [16], str. 8 a 26
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Priklad 35. Necht'n > 1 je prirozené Cislo, a je redlné Cislo. Reste soustavu rovnic:3>
xX1+ax; =0
X+ a2x3 =0
k _
X+ s =0
Xp_14+d %, =0
xp+ad'x; =0
Reseni. Nejprve z posledni rovnice vyjadifme x, = —a"x; a s piihlédnutim k tomu pak
z predposledni rovnice dostaneme x, | = —a" ' (—a"x;) = a*"~'x;. Takto postupujeme

ddle az k prvni rovnici, u které dostaneme x; = (—1)Pa%x; pro nékterd celd p, q. Je zfejmé,
Ze pokud a # +1, musi byt x; = 0. V tomto pfipadé existuje jediné feSeni zadané soustavy,
a to uspofadana n-tice (0,0,...,0). Dale budeme fesit zadanou soustavu rovnic oddélené
pro zbyvajicia=1aa = —1.
Pro a = 1 jsou v8echny rovnice typu x; +x;,1 = 0,kde 1 < j <n, ax, 1 = x1. Znamend
to tedy, Ze vSechny nezndmé x; pro 1 < j < n si musi byt rovny v absolutni hodnoté€, a to
tak, Ze

X]=—X)=X3=—X4=..= (—1)"_1xn = (—1)"x;.
Odtud je zfejmé, Ze pro lichd n mé soustava rovnic pouze nulové feSeni. Pro suda n je pak
feSenim kazda uspotrddand n-tice (¢, —t,t,—t,...,t,—t), kde ¢ je libovolné redlné &islo.
Pro a = —1 jsourovnice soustavy tvaru xp; 1 —xp; = 0 axox +x2+1 = 0 a posledni rovnice
je x, + (—1)"x; = 0. Odtud dostavame, Ze plati

X] =X =—X3=—X4=X5=Xg— ...

Zakonceni tohoto fetézce zavisi na tom, jaky je zbytek ¢isla n po déleni ¢tyimi. RozlisSime
proto Ctyfi pripady.

Je-li n = 4k, konli fetézec ... = —xy4r_1 = —x4¢ = x| afeSenim je kazda usporadana n-tice
(t,t,—t,—t,t,t,...,—t,—t), kde t je libovolné redlné Cislo.

Je-li n = 4k + 1, kondi fetézec ... = —xg; = X441 = X1 a feSenim je kazdd usporddand
n-tice (t,t,—t,—t,t,t,...,—t,—t,t), kde t je libovolné redlné &islo.

Je-li n = 4k + 2, kondi fetézec ... = X441 = X4x+2 = —X1, proto x; = —x a tudiz jediné
feseni je nulova n-tice (0,0,...,0).

Je-li n = 4k + 3, kondi fetézec ... = X412 = —X4+3 = —X1, proto x; = —x a tudiz jediné

feSeni je nulova n-tice (0,0,...,0).

Zadand soustava rovnic md tedy Ctyfi typy mnoziny feSeni v zdvislosti na Cisle n a
parametru a.

Pro a =1 a n sudé je feSenim mnoZina

{(¢t,—t,t,—t,...,t,—1),t € R}.

3SRakousko 2006, [11], str. 2
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Pro a = —1 a n délitelné 4 je feSenim mnoZina
{(¢,t,—t,—t,t,t,...,—t,—1),t € R}.

Pro a = —1 a n davajici zbytek 1 po déleni 4 je feSenim mnoZina
{(t,t,—t,—t,t,t,...,—t,—1,t),t € R}.

Pro vSechny ostatni pfipady je jedinym feSenim nulové feseni (0,0,...,0).

2.9 Symetrické soustavy rovnic

Priklad 36. V oboru komplexnich &isel feste soustavu rovnic:36
x>+ y2 =25
x+y+xy=19

Reseni. Viimnéme si, Ze v obou rovnicich zadané soustavy vystupuji symetrické poly-
nomy. ProtoZe vime, Ze libovolny symetricky polynom Ize jednoznacné vyjadfit pomoci
elementarnich symetrickym polynomi, bude vyhodné uzit substituci oy = x+y, 02 = xy.
Polynom z levé strany prvni rovnice zadané soustavy lze doplnit na ¢tverec a ziskat tak
jeho vyjadreni v novych nezndmych o7, 0»:

X +y=(x+y)?-2xy=0?-20,

Do téchto novych nezndmych prepiSeme i druhou rovnici zadané soustavy a ziskdme tak
soustavu:
67 —20,=25, o1+0y=19 (2.34)

Tuto soustavu rovnic vyfeSime. Nejprve druhou rovnici vyndsobime dvéma a poté obé
rovnice seCteme. Dostaneme tak kvadratickou rovnici

6t +201-63=0, tedy (o7—7)(01+9)=0,

jejiz koteny jsou o1 =7, o1 = —9. Dopocitame pro né i prislusné hodnoty o, = 19 — o7y.
Soustava rovnic (2.34) ma tedy dvé feSeni, a to (07,02) € {(7,12),(—9,28)}. Nyni se
postupné pro oba piipady vratime k piivodnim nezndmym x, y. V prvnim piipadé dostavame
soustavu rovnic:

x+y=7, xy=12

Jeji feSeni jsou podle Vietovych vztaht pravé feSenimi kvadratické rovnice a® — 7a +
+12=0, tedy (a —3)(a—4) =0, kterymi jsou a; = 3, a, = 4. To znamend, Ze feSen{
této i zadané soustavy rovnic jsou uspofddané dvojice (x,y) € {(3,4),(4,3)}. Ve druhém
pfipad¢ dostavdme soustavu rovnic

x+y=-9, xy=28,

36Slovinsko 2003, [20], str. 7 a 11



Kapitola 2. Polynomy v p¥ikladech 46

jejiz fesent jsou opét podle Vietovych vztaht pravé feSenimi kvadratické rovnice a” + 9a +
+28 = 0. Jeji diskriminant je D = 9% — 4-28 = —31 a jeji kofeny tedy jsou a; » = __9i2,~m _

Reseni této 1 zadané soustavy rovnic tak jsou usporddané dvojice

(xy)€{<—9+i\/ﬁ —9—Nﬁ> (—9—1'@ —9+i\/ﬁ>}

2 2 2 2

Celkem jsme tedy ziskali vSechna Ctyfi feSeni zadané soustavy rovnic, a to usporddané
dvojice

() € {(3,4>,<4,3>, <—9+2"m e > | (—9—1'@’ _9+im> }

2 2
Piiklad 37. V oboru komplexnich &isel feste soustavu rovnic:>’
x(x—y)(x—z)=3 (2.35)
YO-x)-2)=3 (2.36)
2(z—x)(z—y) =3 (2.37)

Reseni. Z tvar viech rovnic je ziejmé, 7e x # 0, y # 0, 7 # 0 a Ze zdroveii musi byt
neznamé x, y, z navzajem rdzné. Nyni vyd€lime rovnici (2.35) rovnici (2.36), zaroven
rovnici (2.36) rovnici (2.37) a rovnici (2.37) rovnici (2.35). Tak dostaneme po nédsledné
upraveé soustavu rovnic:

(x—z)

Z
2(z—y) =x(y—x)
Déle vyrazy v rovnicich rozndsobime a upravime na tvar:

4y =z(x+y)
Y+ =x(y+2)
Z4+x* =y(z+x)

Seétenim téchto tif rovnic ziskdme rovnici x> + y? + z> = xy + yz + zx. Porovndme-li
ziskanou rovnici s prvnf ze tif s¢itanych rovnic, dojdeme k zavéru, ze musi platit x> = yz.
Podobné odvodime i rovnosti y* = xz a z> = xy. Odtud je také x> — y*> = yz — zx, tedy
(x—y)(x+y) = —z(x—y), proto x+y+z = 0, nebot vime, Ze x # y.

Nyni miizeme napiiklad do rovnice (2.35) dosadit yz = x> a y +z = —x a dostat tak rovnici

o jedné nezndmé x:
x(¥ = (y+2)x+yz) =3
x(¥® = (—x)x+x%) =3
X —1=0

37Chorvatsko 2003, [7], County Competition, str. 18 a 24-25
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Vyraz na levé stran€ posledni rovnice rozloZime na soucin:
(x—D(x*+x4+1)=0

Jednim z feSeni posledni rovnice je x; = 1, dalSimi dvéma feSenimi jsou komplexni
¢isla xp = # X3 = # Vzhledem k symetrii soustavy rovnic ze zadani musi
1 nezndmé y, z nabyvat jen tfi nalezené hodnoty. ProtoZe nezndmé x, y, z jsou navzdjem

ruzné, za feSeni mohou pripadat v ivahu pouze usporadané trojice

. —1+iV3 —1—iV3 . —1—iV/3 —14+iV/3
M 2 9 2 9 M 2 9 2 9

—1+iV3 . —1-iV3 —1+iV3 —1—1'\/51
2 9 9 2 9 2 9 2 M M

—1-iV3 . —1+iV3 —1—iV3 —1+i\/§1
2 9 9 2 9 2 9 2 M .

Na zavér jesté ovérme zkousSkou, Ze jde skutecné o feSeni zadané soustavy rovnic. S ohle-
dem na jeji symetrii sta¢i do rovnic (2.35), (2.36) a (2.37) dosadit pouze hodnoty x = 1,

y= *1%5 az= #g Dostaneme:

3-iV3 3+iV3 _3*-3% 12

xa—y)x—z)=1.— 5 T =13
—1+iV3 —3+iV3 2i/3 12

W=x0-2)=—F— —F— —F5 =5 =3

z—x)(z—y) = - _21'\/5' _3_2i\/§- _iﬁ =iV3(-iV3) =3

Priklad 38. Najdéte vsechny takové Ctvefice redlnych Cisel a, b, ¢, d, pro které ma soucet
soucinu libovolnych tff z téchto &isel a ¢tvrtého Eisla vzdy stejnou hodnotu nezévisle na
volbé tchto tf &isel.?®

Reseni. Zadani dlohy lze prepsat do podoby soustavy rovnic o &tyfech neznamych a, b, ¢, d:
abc+d =abd+c=acd+b =bcd+a (2.38)

Tato soustava rovnic je symetrickd vzhledem ke vSem ¢tyfem nezndmym. To znamena,
7e kazda permutace kazdého feseni soustavy je také jejim feSenim. Diky tomu miZeme
rozlisit pét piipadi, které mohou pro neznamé a, b, c, d nastat:

1. VSechny Ctyfi nezndmé jsou si rovny, tedy a =b =c =d.
2. Pravé tfi nezndmé jsou si rovny, tedy a = b =c # d.

3. Prvni dv€ neznamé jsou si rovny a druhé dvé neznamé jsou si rovny, tedy a = b #
#c=d.

38Rakousko 2004, [10], str. 4-6
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4. Pouze dvé neznamé jsou si rovny, tedy a = b, a # c,a#d, c #d.
5. Vsechny nezndmé jsou rtizné.

Zadny dalsi pfipad azZ na permutace neznamych, coz zohlednime az v zavéru feseni, nemiize
nastat. Nyni budeme soustavu rovnic upravovat tak, abychom mohli postupné uvazovat
vSechny uvedené ptipady. Z prvni rovnice dostaneme postupné:

abc+d = abd +c
abc+d —abd —c =0
ab(c—d)—(c—d)=0
(c—=d)(ab—1)=0

Stejnym zplisobem upravime vSechny rovnice plynouci ze soustavy (2.38) a dostaneme
tak soustavu Sesti rovnic o ¢tyfech nezndmych:

(c—=d)(ab—1)=0, (b—d)(ac—1)=0
(a—d)(bc—1)=0, (b—c)(ad—1)=0
(a—c)(bd—1)=0, (a—b)(cd—1)=0

Rizné rovnice z této soustavy zavislych rovnic budeme vyuzivat v jednotlivych z péti
uvedenych piipadd.

1. Protoze vSechny nezndmé jsou si rovny, ozna¢ime je pismenem r, tedy a =b =c =
= d = r. Pivodni soustava (2.38) tak pfejde v rovnice:

r3—|—r:r3+r:r3+r:r3+r,

jez jsou zfejmé splnény pro vSechna redlnd r. V tomto piipadé je tedy feSenim kazda
usporadand Ctvetice redlnych &isel tvaru (r, r, r, r). Tuto skupinu feSeni ozna¢me jako
mnozinu

K, ={(n,nrr);reR}.

2. V tomto ptipad€ je a = b = ¢ # d. S ohledem na ¢ # d dostdvame z (¢ —d)(ab —
— 1) =0, Ze musi platit ab = 1. Vzhledem k a = b tedy plati a® = 1, co? znamen4,
Zze a = *£1. Pro a = b = ¢ = 1 prejde soustava (2.38) v rovnice

+fl+d=dEtl=dt1=d=+1,

jez ziejmé plati pro vSechnd redlna d. Do celkového feSeni tohoto pfipadu nesmime
zapomenout zahrnout vSechny permutace nezndmych a, b, ¢, d. Dostidvame tak
druhou skupinu feseni

K> = {(£1,+1,+1,r),(£1,+1,r,+1),(£1,r,£1,£1),
(r,+1,+1,+1);r € R}.
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3. V tomto pfipadé je a = b # ¢ = d. Protoze b # ¢, dostavdme z (b —c¢)(ad — 1) =0,
ze musi platit ad = 1, odkud plyne a #0 a d = % Pii oznaceni a = b = r je tedy
c=d= % Piivodni soustava (2.38) tak vypada nasledovné:

1 I 1 1
r+—-=r+-—-—=—+4+r=—+r
r ror r

To plati pro vSechna redlnd nenulovd r. Se zahrnutim vSech permutaci nezndmych
pro tento piipad dostdvame skupinu feSeni:

11 11 1 1
K3 :{(7’,1"7—,—) ’ (r7_7_7r> 9 (r7_7r7_) ,FGR_{O}}
r r r r r r

4. Protoze v tomto piipadé a # ¢, a # d a ¢ # d, dostdvame postupné z rovnic (a —
—¢)(bd—1)=0a (a—d)(bc—1) =0, Ze musi platit zdroveti bd = 1, bc = 1,
tedy d = ¢, coZ je v rozporu s predpokladem tohoto ptipadu. V tomto ptipadé tedy
neexistuje Zadné feSeni.

5. V tomto pfipadé jsou vSechny neznamé rizné. Podobné jako v pfedchozim piipadé
tak dostavame, Ze musi zdroven platit napiiklad bd =1 a bc = 1. Odtud je opétd =,
coz je v rozporu s predpoklady piipadu. Ani v tomto pfipadé tedy neexistuje Zadné
reSenti.

Celkem jsme zjistili, Ze mnoZinou vSech feSeni ulohy je mnoZina usporddanych ctvefic
redlnych Cisel K = K; UK, UK3.

2.10 Dukazové priklady

Priklad 39. Pro néktera redlna Cisla a, b, ¢ plati:

a+b+c B
b+c c+a a+b

(2.39)

Dokaite, Ze pro né rovnéz plati:>

a? L b? N c? B
b+c c¢+a a+b

Reseni. Ze zadéni je zifejmé, 7e b+c #0, c4+a # 0, a+b # 0, jinak by zlomky v (2.39)
nemély smysl. Zadanou rovnost (2.39) vynasobime oddélen€ &isly a, b, ¢ a dostaneme tyto
tii disledky:

a® ba ca

b+c+c—|—a+a+b —4
ab b? cb
+ + =b
b+c c+a a—+b
ac bc c?
+ + =c
b+c c+a a+b

3 Chorvatsko 2003, [7], City Competition, str. 3 a 7
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VSechny tyto rovnosti seCteme a upravime na tvar:

a? N b? N ¢ :a+b+c_a(b+c)_b(a+c)_c(a+b)
b4+c a+c a+b b+c a+c a+b

Abychom dokézali, Ze rovnost ze zadani plati, sta¢i vypocitat hodnotu vyrazu na pravé
strané predchozi rovnosti:
alb+c) bla+c) c(a+Db)

at+b+c— — — =a+b+c—a—b—c=0
b+c a+tc a+b

Tvrzeni je dokdzano.
Priklad 40. Necht cela ¢isla a, b spliiuji rovnost:
_ 2,32
a=a +b-—8b—2ab+ 16
Dokazte, ze a je druhd mocnina celého &isla. 40

Reseni. Jelikoz mnohoclen z pravé strany rovnosti obsahuije tii druhé mocniny celého &isla,
a to a®, b*, 16, bude vhodné pokusit se ho doplnit na étverec. V zdkladu druhé mocniny
tedy zapiSeme Cisla a, b a 4. Po umocnéni dostaneme:

(a+b+4)* =a> +b*+16+2ab+8b+8a

V mnohoclenu z pravé strany této rovnosti vystupuji aZz na znaménka a ¢len 8a stejné cleny
jako v zadané rovnosti. Zménime tedy vhodnym zpisobem znaménka v umociovaném
vyrazu a dostaneme:

(a—b+4)?=a>+b*+16—2ab—8+8a
Nyni se vratime k pivodni rovnosti, kde mnohoclen z pravé strany doplnime na ¢tverec:
a=(a—b+4)?>—8a, tedy 9a=(a—b+4)>

To ale znamend, Ze 9a je druhd mocnina nékterého celého ¢&isla, tedy i a musi byt druhd
mocnina celého c¢isla, coZ jsme chtéli dokazat.

Piiklad 41. Doka’te, 7e pro viechna redlné &isla x > —1 plati nerovnost:*!

2 3 4
X+x"+x+x <9
1+x° -

Reseni. Tuto nerovnost bude vyhodné piepsat do tvaru, kdy na jedné strané bude nula:

2428 —x—x2—x3 —x*

1+x5 =0

40Bg&lorusko 1995, [16], str. 7 a 25
41 Chorvatsko 2008, [9]County Competition, str. 15 a 18
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ProtoZe jmenovatel zlomku je pro kazdé x > —1 kladny, staci dokdzat, Ze pro kazdé takové x
plati
2420 —x—x*—x —x* > 0.

Zkusme tedy polynom z této nerovnosti rozloZit na soucin. Nejprve vhodné presklddame
jeho jednotlivé Cleny a ddle zfejmym zplisobem upravujeme

-+ =) - =1)—(x—1)
Aa—D+22-1) - -1 —(x—1)
(=D =)+ -1 —1)

Protoze x* — 1= (x> = 1)(x* + 1) ax’ — 1= (x— 1) (x> +x+ 1), miiZeme v celé levé strané
vytknout (x —1)(x> — 1) a dostat:

(x—1)*=1)(2x%+x4+2) >0

(AVARAVARRLY,

0,
0,
0.

Nakonec jesté vyraz ve druhé zavorce rozloZime na soucin a dostaneme:
(x—12(x+1D(2x*+x+2)>0

Pro kazdé x > —1 jsou zfejmé vSechny vyrazy v zdvorkdch kladné. To vSak znamend,
Ze tato nerovnost za predpokladu x > —1 plati. Tak jsme dokazali i platnost ptvodni
nerovnosti.

Priklad 42. Dokazte, Ze vSechny redlné kofeny rovnice
Xt — 147 + 646 — 114x+63 =0
jsou z intervalu (0, 14).4?

Reseni. Oznaéme P(x) polynom z levé strany zadané rovnice. Tento polynom mutZeme
Jisté vydélit se zbytkem dvojclenem x — a, kde a je libovolné redlné ¢islo. Pokud zbytek
po tomto déleni neni roven nule, nenf ¢islo a kofenem polynomu P(x). Nejprve vydélime
polynom P(x) polynomem x — 0 = x:

P(x) = Q(x)-x+r=(x— 14x> + 64x — 114)x + 63

Zjistili jsme, Ze zbytek po tomto déleni je 63 # 0. Nula tak neni kofenem polynomu P(x).
Navic je patrné, Ze pro kazdé x < 0 je hodnota polynomu Q(x) zdporné &islo, protoze jde
o soulet Ctyf zdpornych &isel, a tedy Q(x) - x je kladné &islo, coz znamend, Ze Zaddné zdporné
¢islo nemuze byt kofenem polynomu P(x).

Nyni vydélime polynom P(x) polynomem x — 14:

P(x) = R(x)(x — 14) +s = (x* +64x +782)(x — 14) + 11011

Zbytek po déleni polynomu P(x) polynomem x — 14 je 11011 # 0. Cislo 14 tedy také nen{
kofenem polynomu P(x). Navic pro vSechna x > 14 jsou hodnoty polynomt R(x) i x — 14
kladnd &isla, a tedy Zddné x > 14 nemuZe byt kofenem polynomu P(x).

Celkem jsme tedy zjistili, Ze vSechny redlné kofeny polynomu P(x) musi byt z intervalu
(0,14).

4216], str. 6 a 14
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Priklad 43. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené Cislo n ma rovnice

JUC(f(x)...) =0,
——

n—Kkrat
kde f(x) = x> 42007x + 1, aspoti jedno redlné feseni.*3

Reseni. Polynom ze zadéani 1ze doplnit na ¢tverec tak, Ze dostaneme

+1.

2007\% 20072
o= (e 202

ProtoZe druhd mocnina libovolného ¢isla je vZdy nezdporné ¢islo, je zfejmé, Ze obor hodnot

. 2 7z v z z v 7 7
funkce f je A = (—% + 1,00). Pokud tedy zobrazime vSechna redlna ¢isla pomoci
funkce f, dostaneme f(R) = A. ProtoZe toto zobrazeni musime provést n-krdt, abychom
dostali obor hodnot rovnice ze zaddni, je tfeba zjistit, ¢emu je rovno f(A), nebot uz pii
druhém zobrazeni f(f(R)) provadime zobrazeni pouze ¢isel z intervalu A. Diky pfedchozi
upravé predpisu funkce f doplnénim na ¢tverec a vzniklé druhé mocning (x + @)2 vime,
Ze k tomu, abychom po zobrazeni dostali cely obor hodnot funkce f, nemusime zobrazovat
vSechna redln4 ¢isla, ale sta¢i zobrazit pouze Cisla z intervalu D = —@ o). Plati jisté
f(D) = A, pficemz je zfejm& D C A, nebot 2027 +1<— 2007 . To ale znamend, Ze
i f(A)=A, aproto f(f(...(f(R))...)) = A. ProtoZe interval A zrejme obsahuje &islo 0,

——
n—krat
musi existovat asponl jedno redlné ¢&islo x, pro které plati f(f(...(f(x))...) =0. To tedy
—
n—krat

znamena, Ze tato rovnice ma aspon jedno redlné feSeni, coz jsme chtéli dokazat.

2.11 Priklady reSené pomoci nerovnosti

Piiklad 44. V oboru redlnych &isel feste rovnici:**

2
(x2+y2—4) (y—1)*+y2=x2=0

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze druh4 odmocnina je v oboru redlnych ¢isel definovana
pouze pro nezdporna &isla. Musi tedy platit y*> > x2. Navic z definice druhé odmocniny
je v/y*> —x% > 0. ProtoZe i ¢initelé z prvniho scuance levé strany rovnice jsou jako druhe
mocniny nezdporna &isla, musi platit jednak (x> +y> —4)%(xy — 1) =0, tedy x> +y* = 4
nebo xy = 1, a soucasn& 1/y2 —x2 = 0, tedy y*> = x%. Dostdvame tak dv& soustavy rovnic
pro neznamé x, y, jejichz feSeni jsou pravé feSenimi zadané rovnice. V prvnim piipadé je
to soustava

24y —4

2 2
Yy =X

#3Brazilie 2007, [13], str. 34 a 141
4 Chorvatsko 2005, [8], City Competition, str. 4 a 7
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jejiz feseni jsou x = +v/2, y = ++/2 s nezdvislymi vybéry obou znamének. Ve druhém

pfipad¢ feSime soustavu:

1

Xy
¥ =2,

TV v

jejiz feSeni jsoux =y = +1.
Ziskali jsme tak vSech Sest feSeni zadané rovnice. Jsou jimi usporddané dvojice:

(X,y) € {(\/57 \/z)a (\/Ea _\/5)7 (_\/57 \/§>7 (_\/57 _\/E)a (17 1)7 (_17 _1)}
Piiklad 45. V oboru redlnych &isel feste rovnici:®

4xyz—x4—y4—z4:1

Re§eni. Danou rovnici nejprve upravime na tvar 4xyz = 1 +x* +y* 4 z*. Nyni mizeme
prvni i druhé dva Cleny z pravé strany rovnice doplnit na ¢tverec tak, abychom zde ziskali
soucet druhych mocnin vyrazi:

2 2
4xyz = (1 — xz) +2x% + (y2 — 22) + 2y222
Déle od obou stran rovnice odecteme Clen 4xyz a upravime vytknutim takto:

0= (1 —x2)2+ (y2 —Z2)2—|—2(x2 —2xyz—|—y2Z2)

v/ v

Posledni ¢initel polynomu z pravé strany rovnice lze zapsat jako dalsi ¢tverec. Po této
upravé dostivdme rovnici:

(1 —x2)2—|— (yz—z2)2+2(x—yz)2 =0

Na levé strané je soucet druhych mocnin vyrazi, tedy nezdpornych Cisel, ktery je proto
roven nule, pouze jsou-li hodnoty vSech téchto vyrazii rovny nule. Dostdvame tak soustavu
tif rovnic o nezndmych x, y, z:

1-x*=0
Y2 =0
x—zy=0

Z prvni rovnice této soustavy je x = 1. Pro x =1 je yz =1 a s vyuZitim druhé rovnice
tedy y =z = +1. Pro x = —1 stejnym zpisobem dostaneme y = —z = +1.
Celkem jsme ziskali vSechna Ctyfi feSeni zadané rovnice, a to uspotfadané trojice:

(x,y,2) € {(1,1,1),(1,—1,—1),(—1,1,—-1),(—1,—1,1)}

43Chorvatsko 2003, [8], City Competition, str. 17 a 19
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Jiné reseni. Rovnici ze zadéani nejprve upravime takto:

Ayt
xXyz = 1

Na pravé strané je aritmeticky priimér ¢tyf nezdpornych Cisel. ZapiSeme prislusnou AG-

nerovnost: 4 4 4
1
X'y +z7+ > 4/x4-y4-z4-1

4

Vyraz z levé strany této nerovnosti je podle upravené rovnice roven xyz a vyraz z jeji
pravé strany je ziejmé roven |xyz|. Plati tedy nerovnost xyz > |xyz|. Z vlastnosti absolutni
hodnoty ale musi platit nerovnost xyz < |xyz|. Znamend to tedy, Ze xyz = |xyz|, tedy xyz > 0.
Diky tomu z AG-nerovnosti dostdvdme rovnost. Vime vSak, Ze v AG-nerovnosti nastane
rovnost, pravé kdyz jsou si vSechny cleny, pro néZ tuto nerovnost sestavujeme, rovny. V
nasem pifpadé tedy musi platit x* = y* = z* = 1. Znamen4 to, Ze kazdé z &isel x, y, 7 je
rovno bud’ 1 nebo —1. Nesmime ov§em zapomenout na diive ziskanou platnou nerovnost
xyz > 0. VSechna feSeni zadané rovnice tedy jsou Ctyfi usporadané trojice:

(x,y,2) € {(1,1,1),(1,—1,—1),(—1,—1,1),(—1,1,—1)}
46

Priklad 46. V oboru redlnych ¢isel feste rovnici:

(16x200+ 1) (y200+ 1) — 16)6100)7100

100

Reseni. K feSen{ této tlohy vyuZijeme substituce 4x!%0 = g, y!%° = b. Rovnici ze zadani

nyni pfepiSeme do novych neznamych a, b:
(a®+1) (> +1) =4ab
Nyni vyrazy v zdvorkdch rozndsobime a ¢leny vzniklého polynomu vhodné seskupime:
a* —2ab+b*+a*b* —2ab+1=0

Dile prvni i druhou trojici &lent rozloZime na soudin podle vzorce (a — b)? = a® +2ab + b?
a dostaneme:

(a—b)*>+(ab—1)>=0
ProtoZe druhd mocnina libovolného redlného &isla je vZdy nezdporné Cislo, je tato rovnice
splnéna, pravé kdyZz plati a = b a zaroven ab = 1. To znamen4, Ze pro hodnoty nezndmych
a, b existuji pouze dvé moznosti. Budjea=b=1neboa=b=—1.Proa=b =1 se
vratime zpét k pdvodnim neznamym x, y. Dostaneme tak:

1
100 100
4 =1, y V=1, tedy x:iTﬁ, y==l1
Pro a = b = —1 dostdvame po dosazeni 4x!%0 = —1, y1%0 = _1, Levé strany t&chto rovnic
maji nezdporné hodnoty, proto v tomto piipadé zadna redlnd feSeni zadané rovnice ne-

existuji.
Zadand rovnice ma tedy pravé Ctyfi feSeni. Jsou jimi usporadané dvojice:

ore{ (1) () (s2) (350

46Chorvatsko 2008, [9], National Competition, str. 29 a 33
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Jiné reSeni. Z tvaru rovnice je ziejmé, Ze x a y musi byt nenulovd Cisla. Je tedy mozné
rovnici vydglit 4x'09y190 a dostat tak:

1 1
100 100

Tvar vyrazi v zavorkach je a + le kde a je v obou piipadech kladné &islo. Tohoto faktu

1
. Yo “r o aty NIV
déle vyuzijeme. Pro ¢isla a a é napiSeme AG-nerovnost —< > 1, tedy a + é > 2, pficemz

rovnost nastane pravé kdyz a = é tedy pro a = 1. Protoze z (2.40) vime, Ze soucin dvou
vyrazi tohoto tvaru je roven 4, musi v AG-nerovnostech nastat rovnost, a tedy musi v obou

piipadech platit ¢ = 1. Proto z (2.40) dostavame 4x'% =1 a y!% = 1. Nyn{ uZ snadno

spocitame hodnoty x = 4 <1—, y = +1. Ziskali jsme tak vechna étyfi feSeni zadané rovnice.

5% b
Priklad 47. Urcete vSechna redlna &isla a takovd, Ze nerovnost
Ayt 2axy?t > (a+1) (x3y +xy3)
plati pro viechna reéln x, y.*’
Reseni. Nerovnost upravime tak, aby na pravé strané byla nula a rozndsobime zdvorky:
x* +y4 + 2axzy2 — ax3y — axy3 — x3y — xy3 >0
Diéle jednotlivé Cinitele vhodné seskupime tak, abychom mohli vytykat:

Xt — x3y + y4 — xy3 + ax2y2 — ax3y + ax2y2 — axy3 >0

Nyni z prvnich dvou ¢&initeli vytkneme x3, ze druhych dvou y3, z daliich dvou ax?y
a z poslednich dvou axy?. Dostaneme tak:
P =y)+y (y—x) +axy(y —x) +axy’(x—y) > 0

Z celého vyrazu na levé strané nerovnosti je nyni mozné vytknout x — y. Toto vytknut{
provedeme:

(x—y) (¥ =y’ —axty+axy?) >0
Dile je jeSt¢ mozné upravit vyraz ve druhé zdvorce. Pro prvni dva jeho ¢leny uZijeme
vzorec pro rozdil tietich mocnin a ze druhych dvou vytkneme axy. Dostaneme tak:

(=) [(x=) (& +xy+)?) —axy(x—y)] >0
Z druhé zavorky tedy mizZeme opét vytknout x — y a dostat:
(x=)* (P +(1-a)y+)*) 20
Protoze druhd mocnina redlného ¢isla je vzdy nezdporné Cislo, zbyva uz jen zjistit, pro
ktera a je v redlnych proménnych x, y splnéno:
X+ (1—a)xy+y*>0
Tato nerovnost plati pro vSechna redlna x, y, je-li diskriminant této kvadratické rovnice

s neznimou x nekladny, tedy pokud plati D = (1 —a)?y? —4y> = y*[(1 —a)?> — 4] < 0.
Tato nerovnost je pro kazdé y spInéna, pravé kdy# plati (1 —a)? < 4, neboli |1 —a| < 2.

s v

Vsechna hledand &isla a tudiZ tvofi interval (—1,3).

4TB&lorusko 1995, [16], str. 8 a 28
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Piiklad 48. V oboru redlnych &isel feste rovnici:*®

5x—6—x2

\/4—)6\/4—(x—Z)\/1+(x—5)(x—7) e

Reseni. VSimnéme si, Ze na levé strané rovnice je nezdporné ¢islo, proto i na pravé stané
rovnice mus{ byt nezaporné &islo, tedy 5x — 6 — x> > 0. Tuto nerovnici vyfesime, abychom
zjistili, do kterych intervalii musi mozna feSeni dané rovnice patfit:

5x—6—x2>0
X —5x+6<0
(x=2)(x—=3)<0
Zjistili jsme tedy, Ze pro vSechna feSeni x dané rovnice musi platit 2 < x < 3. Nynf se

budeme vénovat tprave levé strany rovnice. Nejprve upravime vyraz, ktery se odmociiuje
jako prvni, tedy vyraz 1 + (x —5)(x —7):

14 (x—5)(x—7) =x* — 12x436 = (x—6)?

Odtud je ziejmé, Ze pod odmocninou je v tomto piipadé vzdy nezdporné redlné Cislo, takze
pro kofeny dané rovnice odtud nedostavdme Zaddné nové podminky. ProtoZe zéroven vime,
ze x < 3 a odmocnina z libovolného nezdporného ¢isla je opét nezdporné ¢islo, musi byt

VIH(x=5)(x-7) =1/(x—62=6—nx.

Rovnici ze zadani tak miZeme v oboru (2,3) zjednodusit na rovnici

5x—6—x2

\/4—x\/4— (x—2)(x—6) =
Nyn{ upravime vyraz 4 — (x —2)(x — 6):
4—(x—2)(x—6) =x*—8x+ 16 = (x—4)?

Opét jsme zjistili, Ze vyraz pod odmocninou je vZdy nezdporny. Zaroveii z podminky x < 3
a z toho, Ze odmocnina z nezaporného ¢isla je vzdy nezdporné Cislo, dostdvame:

VA= (x—2)x—6)=1/(x—4)2 =4—x

Rovnici ze zaddni mtizeme v oboru (2, 3) opét zjednodusit na rovnici

5x —6— x>
\/4—x(4—x):%.

I tentokrat upravime vyraz pod odmocninou a dostaneme:

4—x(4—x)=x"—dx—4=(x—2)°

48Rakousko 2004, [10], str. 2-3
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Vyraz pod odmocninou je opét vZdy nezaporné Cislo. Navic z podminky x > 2 a z toho, Ze

odmocnina z nezdporného ¢isla je vZdy nezdporné ¢islo dostdvame:

m:\/(x—2)2:x—2

Rovnici ze zadani tak mizeme v oboru (2,3) jesté jednou upravit a dostat rovnici bez
odmocnin, kterou nésledné vyfesSime:

Tato rovnice ma dva kofeny x; = 1 a x; = 2. Kofen x; = 1 ale nevyhovuje podmince
2 < x < 3 urcené na zacitku feSeni. Rovnice ze zadani tak ma v oboru R pravé jedno
feSeni, a to x = 2.

Priklad 49. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro které je mnozinou feSeni
nerovnice
(> +ax+4)(x* —5x+6) <0

pravé jeden interval redlnych &isel.*

Reseni. Ozna¢me [ interval viech feSeni zadané nerovnice a P(x) trojélen x> + ax + 4.
Interval I musi byt kviili podmince ze zadani zfejmé ohrani¢eny a uzavieny. Navic, protoze
troj¢len x> — 5x 4 6 lze rozloZit na soucin (x —2)(x — 3), odkud vime, Ze interval (2,3)
musi byt podmnozinou intervalu /, ma interval / jeden z tvard

(2,3), (2—n3), (2,3+s), (2—t,3+u),

kde r, s, t, u jsou vhodna kladna ¢&isla. Nyni postupné rozebereme, co tyto moZnosti
znamenaji pro troj¢len P(x) a hodnoty parametru a.

1. I =(2,3). Tento piipad nastane, pravé kdyz troj¢len P(x) bud nemd Zzddny redlny
koten, tedy jeho diskriminant D = a® — 16 je zdporny, coZ znamend, 7e a € (—4,4),
nebo md jeden dvojnasobny kofen z intervalu (2,3), coz znamend, Ze a = £4. Pro
a =4 je ale tento dvojnasobny kofen roven &islu —2 ¢ (2,3). Pro a = —4 je tento
kofen roven &islu 2 € (2,3). V tomto pifpadé tedy podmince ze zaddni vyhovuji
pravé hodnoty a € (—4,4).

2. I = (2—r,3). Tento piipad nastane, pravé kdyz troj¢len P(x) ma dva redlné kofeny
2 —ra2. Zrovnosti 0 = P(2) = 2% +2a + 4 viak plyne, Ze a = —4 a troj¢len P(x)
ma tedy jeden dvojnasobny kofen, jak jsme zjistili jiz v pfedchozim piipadé€. Tento
pfipad tedy za dané podminky nenastane pro Zadné redlné a.

49Rakousko 2006, [11], str. 11
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3. I =(2,3+5). Tento piipad nastane, pravé kdyZ troj¢len P(x) md dva redlné kofeny
3a3+s. Zrovnosti 0 = P(3) = 32 +3a+4 plyne, 7e a = —%, odkud je P(x) =
=x>— 1—33x + 4. Druhy kofen polynomu P(x) je z Vietovych vztaht roven 13—3 —3,coZ

je ¢islo mensi nez 3. Ani tento pfipad tak nenastane pro Zadné redlné a.

4. I =(2—1,3+u). V tomto piipadé by musel mit troj¢len P(x) kofeny 2 —¢ a 3 +u,
takZe mnoZina vSech feSeni zadané nerovnice by byla tvaru (2 —7,2) U (3,3 4+ u),
coZ nevyhovuje podmince ze zadéni.

Celkem jsme tedy zjistili, Ze hodnoty parametru a vyhovujici zad4ni tlohy jsou pravé
hodnoty z intervalu (—4,4).

Priklad 50. Najdéte vSechny mozné hodnoty absolutniho ¢lenu ag z polynomu
P(x) = 18 —dx” + 728 + asx® + aux* + asx + ax® + arx+ ag
vite-1i, Ze vSechny jeho kofeny jsou redlna &isla.>”

Reseni. Oznaéme x1, X2, . . . , xg kofeny polynomu P(x). K vyjadfeni absolutniho ¢lenu aq
vyuZzijeme Vietova vztahu, podle kterého je ag = x1 - ... -xg. Budeme tedy zjiStovat moznou

hodnotu soucinu vSech kofent polynomu P(x). ProtoZze zndme koeficienty u prvnich ti{

¢lenti polynomu P(x), miizeme Vietovy vztahy aplikovat i na koeficienty u x’ a x:

o =x1+...+x3=4
o) =X X2+ x1x3+ ... +x6x7 +x7x8 =7

Zname tedy pfedevsim hodnotu souctu vSech kofentd polynomu P(x). Pokud by se ndm

podatilo dokdzat, Ze x; = ... = xg, znali bychom vSechny kofeny polynomu P(x) a tim
1 jejich soucin.

K tomu, abychom platnost hypotézy o rovnostech x; = --- = xg dokdzali, vyuZijeme
Cauchyovu nerovnost, podle které pro libovolna redlnd ¢isla uy,...,u, avy,...,v, plati

(ulvl—i—...—i—unvn)z < (u%—i—...—l—ui)(v%—k...—kvi),

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz u; : vi = ... = u, : v,. V naSem piipadé bude

vyhodné poloZit u; = x;proi =1,...,8av; =... =vg = 1. Pak tedy dostaneme nerovnost
2 2 2

(x14...+x3)” <8(x7+...+x3), (2.41)

ve které nastane rovnost, pravé kdyz bude platit x; = ... = xg. ProtoZe soucet vSech kotfent

polynomu P(x) je o1 = 4, je leva strana nerovnosti (2.41) rovna 16. Abychom zjistili
hodnotu vyrazu na pravé strané nerovnosti, musime spocitat soucet s, = x% +... —i—x%.
K tomu vyuZijeme vzorec s, = 612 — 209, jehoz platnost 1ze snadno ovéfit umocnénim 612
a naslednym vhodnym seskupenim vsech ¢lent. Po dosazeni do tohoto vzorce ziskame
s = 4% — 2.7 = 2. Vyraz na pravé strané nerovnosti (2.41) je tedy roven 8 -2 = 16. Zjistili
jsme tak, Ze na obou strandch nerovnosti (2.41) jsou vyrazy majici stejnou hodnotu. Proto
musi platit x; = ... = xg, coZ jsme chtéli dokdzat. ProtoZe soucet vSech kofent polynomu

30 Asie 2003, [6], Asian Pacific Mathematical Olympiad, str. 9 a 15
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P(x) jeroven 4 a v§echny kofeny jsou sirovny, dostdvime x; = ... =xg = g = % Pak je tedy
hodnota soucinu xj ... -xg = ﬁ. Zjistili jsme tak, Ze jedind moZznd hodnota absolutniho
Clenu agp z polynomu P(x) je 2;—6. Dodejme, Ze z naseho postupu plyne, Ze polynom P(x)
popsané vlastnosti je jediny, totiz P(x) = (x — %)8, takZe jsou jednozna¢né urceny i ostatni
koeficienty ay,...,as.



Zaver

Tato prace je obsahové i metodicky koncipovana tak, aby mohla slouZit pfedevsim uciteliim
matematiky jako doplitkovy materidl pro matematické semindfe na gymnaziich, ptipadné
pro piipravu studentii na matematickou olympiddu. Vzhledem k podrobnosti uvadénych
feSeni v piikladové Casti a uvedeni méné znamych termind a tvrzeni v Casti teoretické, je
tato prace vhodnd 1 pro samotné studenty.

Mné osobné zpracovéni této pridce umoznilo upevnit si nékteré metody feSeni tdloh,
ve kterych se vyskytuji polynomy. Nejvice vSak tvorba této prace pfispéla ke zlepSeni
mého didaktického vyjadfovani pfi komentafich k feSenym piikladim. Jsem si jista, Ze
zkuSenosti nabyté pii tvorbé této prace i praci samotnou budu ve své budouci pedagogické
praxi plné vyuzivat.

— 60—
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Priloha: Prehled zadani a vysledku

Priklad 1. Pro vSechna redlna a, b, ¢ plati rovnost:

A+ +E=(a+b+c)} —3(a+b+c)(ab+be+ ca) + kabe
Urcete hodnotu konstanty k.
Vysledek: k=3

Priklad 2. Necht u, v, w jsou kofeny rovnice x>

Vypottéte hodnotu vyrazu {74 + 152 + 72

—x—1 =0 v oboru komplexnich cisel.

Vysledek: }%Z + }—;5 + ijr—:t =1

Priklad 3. Pro nékterd redlnd Cisla a, b plati ob€ rovnosti @ =3ab*+ 11, b> = 3d%b +2.
Urete hodnotu vyrazu a2 + b?.

Vysledek: a*+b* =5

v 2 2 Vs s . N - x+1
Priklad 4. Pro reélna ¢isla x, y, z plati rovnost xyz = 1. Vypoctéte hodnotu vyrazu ol T

y+1 z+1
+ yz+z+1 + ox+z+1°

5 | y+l z+l
Vysledek: orrrT T yerert T mredt = 2

Priklad 5. Najdéte soucet vSech kofent, realnych i imaginarnich, rovnice
201 4 (1 _x)2001 0,

jestlize vite, Ze Zadny jeji kofen neni ndsobny.

Vysledek: x1+x3 4+ -+ 4 X1999 +x2000 = 500

Piiklad 6. Urcete viechna &isla a, b takovd, Ze polynom ax’ +bx* + 1 je délitelny poly-

nomem x% —x — 1.

Vysledek: a=3,b= —5

Piiklad 7. Urcete soucet koeficienti mnoho¢lenu P(x) z rozkladu x?3 4 23x!7 — 18x'6 —
—24x13 +108x'* = (x* —3x? —2x +9) - P(x), pii¢em skuteénost, Ze takovy mnoho¢len
P(x) existuje, dokazovat nemusite.

Vysledek: P(1) =18

— 63—
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Priklad 8. Rozlozte polynom (x? +2x)* — (x* +2x%)? — (3x% + 6x)? 4 9x° na soucin poly-
nomi dale nerozloZitelnych v oboru redlnych Cisel.

Vysledek: x*(x+1)(x—1)(x+3)%(x* +2x+3)

Piiklad 9. Necht f(n) = n* 421 — n? +2n+ 1. Uréete viechna celd &isla a, b, c, d takovd,
7e pro kazdé n plati f(n) = (n> +an+b)(n*> +cn+d).

Vysledek: (a,b,c,d) € {(—1,1,3,1),(3,1,—1,1)}

Piiklad 10. Zbytek po d&leni polynomu P(x) polynomem x> — (a + b)x + ab, kde a # b,
je mx + n. Vyjadrete koeficienty m, n pomoci parametrii a, b. Potom vypocitejte tyto
koeficienty pro piipad déleni polynomu P(x) = x**° polynomem x?> — x — 2 a dokaite, Ze
jsou to celd ¢isla.

Vysledek: m = —P(a‘);i(b), n= —P(b)jjf(“)b; pro P(x) = x*? je m = 201 = 2042

Piiklad 11. V oboru redlnych &isel feste rovnici x> + (a — 2)x — 24> + 5a — 3 = 0. Poté
urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro které je absolutni hodnota jednoho
kofene zadané rovnice dvojndsobkem absolutni hodnoty jejtho druhého kofene.

Vysledek: xy = —2a+ 3, x; = a— 1 pro vSechna a € R; vlastnost maji a € {%, %, %}

Priklad 12. V oboru redlnych &isel feste rovnici(2x+ 1) 4+ + (y — 2x)2 = 1.

Vysledek: (x,y) = (—%, —%)

Priklad 13. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro které maji rovnice
X*—Q2a+1)x+a=0 a xX*+(a—4)x+a—1=0

¥ 21 2 v z N £ X X4 xle(X1+)C2+X3+X4)
postupné redlné kofeny x1, x2 a x3, x4 takové, Ze plati u T = - .

Vysledek: a1, = —1=% V5
Priklad 14. Necht f(x) = x> + (2a — 1)x —a — 3, kde a je redlné &islo.
1. Dokazte, Ze rovnice f(x) = 0 md dva rtizné redlné kofeny xp, x,.
2. Urcete vSechny hodnoty a takové, ze x? —|—x§ =-—72.
Vysledek: 2. Cast: a =2
Priklad 15. Pro kvadraticky trojclen P(x) s celo¢iselnymi koeficienty plati
1. oba jeho kofeny jsou celd kladn4 Cisla,
2. soucet jeho koeficientt je prvocislo,

3. pro nékteré celé Cislo k plati P(k) = —55.
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Dokazte, Ze jednim z kofent takového kvadratického kofenu je ¢islo 2 a najdéte jeho druhy
koten.

Vysledek: x1 =2,x) =18

Piiklad 16. Necht' P(x) = ax? +bx+ c, kde a, b, c jsou redln4 &isla, pficemz a # 0. Urete
viechna feseni rovnice P(x* +4x —7) = 0, jestlize vite, Ze jednim jejim kofenem je x = 1
a aspon jeden jeji kofen je dvojnasobny.

Vysledek: x1p =1,x34=—5nebox; =1,x0 =—5,x34= -2
Priklad 17. Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro které ma rovnice
M —(Ba+2)x*+a*>=0
Ctyfi redlné koteny, jeZ jsou po sobé€ jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti.
Vysledek: a € {6, —%}
Priklad 18. Najdéte vSechny hodnoty parametru k, pri kterych ma rovnice
Xt — 1827 +kx? +200x — 1984 =0
v oboru komplexnich ¢isel takové dva koteny, jejichz soucin je —32.
Vysledek: k = 86
Priklad 19. Necht a je redlné ¢islo. Najdéte kofeny x, x, X3 rovnice
X+ 2ax* —ax+10 = 0,
jestliZe vite, Ze jsou to po sobé jdouci Cleny aritmetické posloupnosti.
Vysledek: proa=0jex; =xy =x3=+v/—10;proa#0jex; —1,x0=2,x3=5

Priklad 20. Najdéte vSechna feSeni rovnice m?>—3m+1=n*+n—1, kde m, n jsou
neznama kladna cela cisla.

Vysledek: (m,n) € {(n+2,n),n € N}

Piiklad 21. V oboru celych &isel feste rovnici 2x* — 4xy +y> +2 = 0.

Vysledek: (x,y) € {(1,2),(—1,-2)}

Priklad 22. Najdéte vSechna celociselna feSeni rovnice:
dx+y+4\/xy—28/x—14,/y+48=0

Vysledek: (x,y) € {(0,64),(1,36),(4,16),(9,4),(16,0),(0,36),(1,16),(4,4),(9,0)}

7 X7z

Piiklad 23. Najdéte viechna raciondlni &isla r takovd, Ze rovnice rx> + (r+1)x+r =1
ma celociselné kotreny.
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Vysledek: r € {0,1,—1}
Piiklad 24. Najdéte viechna celd &isla x, y vyhovujici rovnici x> 4 9xy + 127 = y3.
Vysledek: (x,y) € {(=7,-3),(3,7)}
Piiklad 25. V oboru celych &isel feste rovnici 1+ x2y = x? +2xy 4+ 2x+y.
Vysledek: (x,y) € {(—1,—1),(0,1),(1,—1),(2,-7),(3,7)}
Priklad 26. Najdéte vSechna redlna Cisla x, y takova, Ze plati rovnosti:

¥ =y =T7x—-y), &4y =50+y)

VySZEdEk-' (xvy) S {(070)7(\/37 \/5)7(_\/57_\/3)7(\/77_\/7)7(_ 77\/7)7
(V2+1,vV2-1),(vV2=1,V241),(—V2+1,-vV2-1),(-vV2—1,—vV2+1)}

Priklad 27. V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic:
P4y —zlx+y) =2, Y+ —x(y+z)=4, 4+ —y(z+x)=8
Vysledek: (x,y,z) = (£1,F1,%2)
Priklad 28. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic:
ab+c+d=3, bc+d4+a=5 cd+a+b=2, da+b+c=6
Vysledek: a=2,b=0,c=0,d =3
Priklad 29. Existuji redlna ¢isla x, y takova, Ze plati
x+y=1, )cz—l—y2 =2, )63—|—y3 =3?
Vysledek: neexistuji
Priklad 30. V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic:
xX+y+z=2, x2—y2 —#=2, x—3y2—|—z: 0
Vysledek: (x,y,z) € {(5.3.—3),(2,—1,1)}
Priklad 31. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic:
x+y—z=0, zx—xy+yz=27, xyz=54
Vysledek: (x,y,z) € {(3,—6,-3),(—6,3,-3),(3,3,6)}

Priklad 32. Najdéte vSechna redlna cisla a, pro néZ rovnice 1988x2 4+ ax+ 8891 =0
a 8891x? + ax + 1988 = 0 maji spole¢ny koten.

Vysledek: ay» = £10879
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Priklad 33. V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic

kde a # 0 je dané celé Cislo.

Vysledek: Pro a # —c!2, kde ¢ € Ny, soustava rovnic nema4 fesent.
Pro a = —c'?, kde ¢ € Ny, je feSenim soustavy mnoZina uspofddanych trojic

(x,3,2) € {(—c® £, —c*), (=%, £, —?);c e Np}
Piiklad 34. Reste soustavu rovnic

ax=|y—zl+y, ay=lz—x[+z, az=[x—y[+x,
kde a je kladny redlny parametr.

Vysledek: Pro a =1 jsou feSenim soustavy trojice (x,y,z) = (t,¢,1), kde t € R.
Pro a # 1 je feSenim soustavy uspofddana trojice (x,y,z) = (0,0,0).

Piiklad 35. Necht' n > 1 je pfirozené &islo, a je redlné &islo. Reste soustavu rovnic:
x1t+ax; =0, x3+a’x3=0, ..., Xk+aka+1 =0, ..., % 14+d" "%, =0, x,+d"x;=0

Vysledek: Pro a =1 a n sudé je feSenim mnozina { (¢, —t,t,—t,...,t,—t),t € R}.
Proa=—1an =0 (mod4) je feSenim mnozina {(¢,t,—t,—t,t,t,...,—t,—t),t € R}.
Proa = —1an=1 (mod4) je feSenim mnozina {(¢,t,—t,—t,t,t,...,—t,—t,1),t € R}.
Pro vSechny ostatni piipady je jedinym feSenim nulové feseni (0,0, ...,0).

Priklad 36. V oboru komplexnich ¢isel feste soustavu rovnic:
2 2 __ —
x“+y =25 x+y+xy=19

Vysledek: (x,y) € {(3,4), (4,3), <*9+2i\ﬂ’ *9*2iV37> , <*972i\/371’ 79+2i\ﬂ) }

Priklad 37. V oboru komplexnich ¢isel feste soustavu rovnic:
x(x=y)(x=z2)=3, yoy—x)0—-2=3, z2z—x)(z—y)=3

Visledek: (x,3.5) € { (1, =508, =153 (1, =153 213 (=005 1 2153
(_]H\/g —1-iv3 1) <_1_i‘/§ 1 —l+i\/§> <—1—i\/§ “14iV3 1)}
2 ’ 2 ) ’ 2 s Ly 2 y 5 , 5 ,

Priklad 38. Najdéte vSechny takové Ctvefice redlnych Cisel a, b, ¢, d, pro které ma soucet
soucinu libovolnych tff z téchto &isel a ¢tvrtého Eisla vzdy stejnou hodnotu nezévisle na
volbé téchto tif Cisel.

Vysledek: (a,b,c,d) € {(r,r,r,r);r e R}U{(£1,£1,£1,r),(£1,£1,r,£1),
(ELrElLED), (nELEL 2 re RIU{(nn L D) (n L L) (nLn1);reR—{0}}

T 7
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Priklad 39. Pro néktzeré redlnd &isla a, b, ¢ plati ;5 + H»La + 55 = 1. Dokazte, Ze pro né
b

rovnéz plati % + ot % =0.
Piiklad 40. Necht celd &isla a, b splituji rovnost a = a* 4+ b> — 8b — 2ab + 16. Dokaite,
Ze a je druhd mocnina celého Cisla.

2z w7z

Priklad 41. Dokazte, Ze pro vSechna redlna ¢isla x > —1 plati nerovnost:

x4x2 423+ x4 <5
14+x° -

Piiklad 42. Doka’te, Ze viechny redlné kofeny rovnice x* — 14x> + 64x> — 114x+63 =0
jsou z intervalu (0, 14).

Priklad 43. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n ma rovnice
FUC(f(x))...) =0,
n—krit

kde f(x) = x> +2007x 4+ 1, aspoti jedno redlné fesent.
Piiklad 44. V oboru redlnych &isel feste rovnici (x* +y? —4)%(xy — 1)+ /y2 —x2 = 0.
Visledek: (x,y) € {(VZ,V2),(V2,~V2),(~VZ,V2),(~V2,~V2),(1,1),(~1,~ 1)}
Piiklad 45. V oboru redlnych &isel feste rovnici 4xyz —x* —y* —z4 = 1.
Vysledek: (x,y,z) € {(1,1,1),(1,—1,—1),(—1,1,—1),(=1,—-1,1)}
Priklad 46. V oboru redlnych &isel feste rovnici (16x2%0 +1)(y?%0 + 1) = 16x!90y100,
vt 53 { (1) (1) (1) (~41)}
Priklad 47. Urcete vSechna redlna ¢isla a takova, Ze nerovnost

x4yt 420y > (a+ 1) (Fy+xy°)
plati pro vSechna redlnd x, y.
Vysledek: a € (—1,3)

Priklad 48. V oboru redlnych ¢&isel feste rovnici:

5x—6—x2

\/4—)6\/4—(x—Z)\/1+(x—5)(x—7) e
Vysledek: x =2

Priklad 49. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro které je mnozinou feSeni
nerovnice (x*> +ax+4)(x? —5x +6) < 0 pravé jeden interval redlnych &isel.

Vysledek: a € (—4,4).

Priklad 50. Najdéte vSechny mozné hodnoty absolutniho ¢lenu ag z polynomu

P(x) =8 — 4y’ + 7x0 + a5x5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 +aix+ap
vite-1i, Ze vSechny jeho kofeny jsou redlnd ¢isla.

Vysledek: ay = %






