MASARYKOVA
UNIVERZITA

Rﬁl’RODovéDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Ulohy z rovinné geometrie
podle I. F. Sarygina

Diplomova prace

Petra Vobornikova

Vedouci prace: doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. Brno 2021



Obsah

Prehled pouZitého znaceni ........ooeeievierereescsssscosesssscssosssscssnnns viii
LR PP 1
Kapitola 1. Teoreticky Gvod ......ccvvieeieniirerccsserssccssssascassssscase 2
1.1 [jhly, KruzZnice . . . . o o e e 2
1.2 Trojahelnik . . . .. . . e 5
1.3 Shodnost a podobnost trojihelnikd . .. ......... ... .. L L. 5
1.4 CtyFahelndky . . .. oot e e e 6
1.5 Eukleidovy véty, véta Pythagorova . .. .......... ... ... .. .. .... 7
1.6 Goniometrické VZOICe . . . . . . v ittt e e e 8
L7 Trigonometri€ . . . . .. oo ittt et e e e e e e e 8
Kapitola 2. PHKIAdY ...ovvvriiieriiieiniirireereeneisessesessssnssssscsnnss 10
2.1 VlastnostiGhll . ... ... ... . ... i 10
2.2 Zakladni vlastnosti trodhelnikt . ............ .. ... ... . ... ..... 16
2.3 Podobnost, pomer . .. ... ... .. 21
2.4 Pythagorova veta . . ... .o it e e e 28
2.5 Thaletova veta . . . . . ..o it e e e 36
2.6 Vlastnosti teCen Kruznice . ... ... ... .. ... .. 38
2.7 SINOVAVELA . . . ot e e e 40
2.8 KoSInOvA veta . . ... ... i e 46
2.9 Goniometrické funkce .......... ... .. ... . ... . 50
2.10Goniometrické VZOICe . . . . . . oo it e e 55
2.11Mocnostbodu ke kruznici . . . .. ... ... . 58
2.120bsahy rovinnych Gtvarli. . . . . . ..ottt e e et e 59
2.13 Polomér kruZnice vepsané . . . . . . .. ... 67
2.14JIN€ . ... e e 73
ZAVET o uerieeennorooseesssossesassossssssssssssssssssssssassssasssssnnnss 80
Seznam pouZité lteratury .......cceeeeeeeeeeeeeeeececessssssscsssssssssnssss 81

—Vii—



Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu zde ¢tenéfi predkladame prehled zdkladniho znaceni, které se
v celé praci vyskytuje. Je-1i v ulohdch pouzito vlastni znaceni, vZdy je na daném misté
v textu dle potfeb tlohy nové zavedeno.

A bod A

p pfimka p

AB usecka AB

AB polopfimka uréené body A, B

<AXB  uhel AXB

o uhel o

0 0sa o

Va vyska ke strané a

1y téZnice trojuhelniku vedend vrcholem A
SaB stied usecky AB

AABC  trojihelnik ABC

k(S; r)  kruZnice k se sttedem v bodé S a polomérem r
Xep bod X leZi na pfimce p

pNgq prinik pfimky p s pfimkou ¢

TAB Thaletova kruznice nad tseckou AB

pLlqg pfimka p je kolma k pfimce ¢

rllaq piimka p je rovnobéznd s piimkou ¢

|<AXB| velikost tihlu AXB

|AB| velikost usecky AB

— Vil —



Uvod

Tento text Uzce navazuje na autor¢inu bakalafskou praci [4]. Hlavni motivaci pro jeji vznik
byla potieba kvantitativné zvysit mnozZstvi rozebranych piikladi ze sbirky I. F. Sarygina:
Zadaci po geometrii: Planimetria, ktera nikdy nebyla pieloZzena do ceStiny.

StéZejnim diivodem pro volbu takto unikatniho zdroje byla skute¢nost, Ze Glohy nejsou
v pivodni sbirce doplnény popisem feseni, ale pouze vysledky. Ulohy nejsou v piivodni
sbirce nijak utfidény — toto tfidéni si autorka prace klade za jeden z cili. Vzhledem
k nejednoznacnosti déleni dloh podle postupu feseni by nékteré tlohy mohly byt zafazeny
ve vice sekcich. Napiiklad pokud je vyuzita sinovd véta i mocnost bodu ke kruZnici,
nalezneme tuto tlohu v jedné ze sekci a ve druhé se na ni odkazujeme pomoci kiiZzového
odkazu.

Potfeba pieloZit a vyfesit Sarigynovy tlohy vznikala z vice diivodi. Jednak je planime-
trie autor&ina oblibend oblast matematiky a jednak si Saryginova zadéni jaksi ,,nezaslouzi”
zapadnout na dno knihovniho regdlu a byt zapomenuta. Ptiklady, které jeho sbirka obsa-
huje, jsou pozoruhodné rozmanité, ¢asto netrividlni a ndpadité. Nékdy bylo jejich feSeni
tvrdSim ofiSkem, jindy se zdélo snadné.

Igor Fjodorovi¢ Sarygin piisobil na Moskevské statni univerzité M. V. Lomonosova
v pribéhu 50. let, kdy zde studoval, az do 90. let 20. stoleti. Vénoval se popularizaci
matematiky, podilel se na vydavani vzdélavacich Casopisii, tvoril sbirky. Jednou pry na-
psal: ,,Geometrie je fenomén lidské kultury ... Geometrie, stejn¢ jako matematika obecné,
pomadha pii mordlni a etické vychové déti. ... Geometrie rozviji matematickou intuici, se-
znamuje ¢lovéka s nezavislou matematickou kreativitou. Rodny jazyk a literatura, télesna
vychova a matematika jsou tfi klicové slozky stfedoSkolského vzdélavani. Ze vSech téchto
predméti je to matematika, zejména geometrie, kterd se zabyva nejsirsi $kdlou dlouhodo-
bych a kratkodobych vzdélavacich cila.”

Geometrie byla jeho celozivotni vaSni. Po jeho umrti v roce 2004 se fada ruskych
védeckych organizaci a vzdélavacich instituci rozhodla na jeho pocest uspotrddat kazdo-
ro¢né€ od roku 2005 geometrickou olympiddu. V organiza¢nim vyboru a poroté olympiddy
byli slavni védci, ucitelé i nadSenci matematického vzdélavani z riznych ruskych regiont.
Olympiéda se sklada ze dvou kol - korespondencniho a findle, které probihd prezenc¢né.

K $ifeni Saryginova odkazu a probouzeni vasné a ldsky ke geometrii by v nasi zemi
mohla skromné pfispét i tato price.



Kapitola 1

Teoreticky uvod

Nasledujici kapitola je celd prevzata z bakaldiské prace autorky. V této diplomové préci je
zahrnuta ryze z praktickych divodi — aby mél ¢tenaf po ruce uceleny piehled zakladnich
pojmi a vysledkd stfedoSkolské geometrie. V této kapitole se tedy vénujeme teoretickému
tvodu do problematiky planimetrickych vypoctl — definice, véty ¢i poucky jsou ve vétsiné
ptipadi doslovné prevzaty z ucebnic [5] a [7].

1.1 Uhly, kruznice

1 Definice. Jsou-li polopiimky VA, V B opacné, je kazdy z obou thli AV B tihel ptimy. Déle
splyvajici polopfimky VA, V B urcuji jednak nulovy thel AV B, ktery neobsahuje Zadné dalsi
vnitini body, jednak plny thel AV B, jehoZ vnitinimi body jsou vSechny ostatni body roviny.

Uvedeme piehled vyznamnych dvojic thli, které Casto vyuZijeme v feSeni uloh.

2 Definice. Dva konvexni thly AV B, AVC, které maji spole¢né rameno VA a ramena VB,
VC jsou navzdjem opacné polopiimky, se nazyvaji uhly vedlejsi.

3 Definice. Dva konvexni thly AV B, CV D, jejichZ ramena VA, VD a rovnéz tak VB, VC
jsou navzajem opacné polopiimky, se nazyvaji vrcholové thly. Druhou dvojici vrcholovych
uhli jsou konvexni ihly AVC, BV D.

4 Definice. Pravy dhel je takovy uhel, ktery je shodny se svym tihlem vedlejSim. VSechny
pravé uhly jsou shodné.

Dile zavedeme s pomoci obrazku 1.1 uhly souhlasné a stfidavé.

5 Definice. Kazdy z bodl A, B je vrcholem &tyi konvexnich thlé. Rikdme, Ze tyto dhly
o, B,y 6,0d, B, Y, &, jsou vytaty pfickou p pfimek a, b. Dvojice o, o’; B, B’; v, Vs
0, &' se nazyvaji dhly souhlasné. Nahradime-li jeden ze dvou souhlasnych dhlG dhlem
k nému vrcholovym, dostaneme dvojici stfidavych dhli. Dvojice stfidavych thli tedy jsou

o,v;B,0;y o6, p.
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Obr. 1.1: Souhlasné a stiidavé thly

V nasledujici kapitole budeme vyuzivat i tyto poznatky:

* Vrcholové uhly jsou shodné.

* Soucet vedlejsich thli je dhel piimy.

* Jsou-li pfimky a, b rovnobézné, pak kazda dvojice souhlasnych (stfidavych) thli
vytatych prickou p ptimek a, b jsou tihly shodné.

* JestliZze jedna dvojice souhlasnych (stiidavych) thla vytatych pfickou p piimek a, b
jsou uhly shodné, pak pfimky a, b jsou rovnobézné.

Uhly p¥islu$né oblouku

6 Definice. Uhel, jehoZ vrcholem je stfed S kruZnice k a ramena prochdzeji krajnimi body
oblouku AB kruZnice k, se nazyva stfedovy uhel pfisluSny k tomu oblouku AB, ktery
v tomto Ghlu leZzi.

7 Definice. KaZzdy uhel AVB, jehoZ vrchol V je bodem kruZnice k a ramena prochdzeji
krajnimi body oblouku AB kruznice k (V # A,V # B), se nazyva obvodovy thel pfislusny
k tomu oblouku AB, ktery v tomto thlu lezi.

Plati:

Velikost sttedového tihlu je rovna dvojndsobku velikosti obvodového thlu prislusného
k témuz oblouku.

Usekovy tihel piisluny oblouku je shodny s obvodovymi tihly k témuz oblouku.

Vsechny obvodové thly pfislusné k danému oblouku jsou shodné.
* Obvodovy thel pfislusny k mensimu oblouku je ostry.
* Obvodovy thel pfislusny k vétsimu oblouku je tupy.

* Obvodovy uhel pfislusny k pilkruznici je pravy. (Thaletova véta)
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Y

Obr. 1.2: Obvodovy, stiedovy a tsekovy thel: @ = 7 = %w

8 Definice. Konvexni thel BAX (pfip. ABX), jehoZ jednim ramenem je polopfimka AB
(popf. BA), kde A, B jsou krajni body oblouku AB kruZnice k v bod€ A (popf. B), se nazyva
usekovy thel ptislusny k oblouku AB, ktery v tomto thlu leZi.

Dalsi vlastnosti kruZnice
Zde se budeme kréitce vénovat vybranym vlastnostem kruZnice, které vyuzijeme v Kapi-
tole 2. Plati:

* Pata kolmice vedené ze stfedu kruZnice na se¢nu AB je stfedem tétivy AB.

» Tecna kruZnice je kolma k poloméru, ktery spojuje bod dotyku se stfedem kruZznice.

Bodem M, ktery leZi vné kruZnice, prochédzeji pravé dvé tecny kruznice. Délka usecky M T}

(MT3) se nazyva délka te¢ny. Plati |MT;| = |MT3|. Situaci zndzornime v obrazku 1.3.
I,
M
k
T;

Obr. 1.3: Tecny ke kruZnici
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1.2 Trojuhelnik

9 Definice. Trojihelnik ABC je prunik polorovin ABC, BCA, CAB. Ptitom body A, B, C
jsou rizné a nelezi v jedné primce.

Plati:
* Soucet vnitinich Ghla trojihelnika je Ghel pfimy.
* Soucet kazdych dvou stran trojuhelniku je vétsi nez strana treti.

* Proti shodnym strandm trojihelniku lezi shodné vnitini Ghly, proti del$i strané troj-
uhelniku lezi vétsi vnitini dhel a naopak, proti vétSimu vnitinimu uhlu lezi delsi
strana.

10 Definice. Vyska trojihelnika je usecka, jejimiZ krajnimi body jsou vrchol trojihelniku
a pata kolmice vedené timto vrcholem k pfimce uréené zbyvajicimi vrcholy trojuhelniku.

Vysky trojihelniku se protinaji v jediném bodé, tzv. priseciku vysek, kterému se také
fikd ortocentrum.

11 Definice. T¢Znice trojuhelniku je tsecka, spojujici vrchol trojihelniku se sttedem jeho
protéjsi strany.

Vv ey

Vv ey

Kazdému trojihelniku miizeme opsat i vepsat kruznici. KruZnice opsand trojihelniku
je kruZnice prochdzejici vSemi vrcholy trojuhelniku. Jejim stiedem je prisecik os stran
trojihelniku.

Kruznice vepsand trojihelniku je kruznice, kterd se dotykd vSech stran trojihelniku. Jejim
stfedem je prisecik os vnitinich Ghla trojihelniku.

1.3 Shodnost a podobnost trojihelniki

13 Definice. Rekneme-li o trojihelnicich ABC a A’B'C’, e jsou shodné, znamen4 to, Ze pii
vhodném piemisténi piejde bod A do bodu A’, bod B do bodu B’ a bod C do bodu C’. Za-
pisujeme AABC = AA’B'C’. Shodnost trojihelniki zpravidla zjistujeme pomoci zndmych
vét:

* sss: Dva trojihelniky, které se shoduji ve vSech tfech stranich, jsou shodné.

 usu: Dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné strané€ a thlech k ni prilehlych, jsou
shodné.

* sus: Dva trojuhelniky, které se shoduji ve dvou strandch a thlu jimi sevieném, jsou
shodné.
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* Ssu: Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou strandch a thlu proti vétsi z nich,
jsou shodné.

14 Definice. Trojthelnik A’B'C’ je podobny trojihelniku ABC, pravé kdyz existuje kladné
Cislo k tak, Ze pro jejich strany plati |A'B'| = k- |AB|, |B'C'| = k- |BC|, |A'C'| = k- |AC|.
Zapisujeme AABC ~ NA'B'C’.

’ B

Cislo k se nazyva koeficient podobnosti trojihelnikit ABC, A’B'C’. Podobnost trojihel-
nikt zjistujeme opét pomoci zndmych vét:

* uu: Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou thlech, jsou podobné.

* sus: Dva trojuhelniky, které se shoduji v poméru délek dvou stran a thlu jimi
sevieném, jsou podobné.

1.4 Ctyrahelniky
15 Definice. Takovy n-uhelnik, kde n = 4, se nazyva Ctyfihelnik.
1. Raznobéznik je ctyithelnik, jehoz Zadné dvé strany nejsou rovnobeézné.

2. LichobéZznik je Ctyfihelnik, jehoz dvé strany jsou rovnobézné a zbyvajici dvé strany
nejsou rovnobézné. Rovnobézné strany se nazyvaji zdkladny, zbyvajici dvé ramena.

O lichobézniku vime:

- Jeho strany nejsou shodné, ramena mohou byt shodnd. LichobéZnik, jehoZ ramena
jsou shodnd, nazyvame rovnoramenny lichobéznik.

- Jen jedno rameno muze byt kolmé k zakladné. Pak je toto rameno kolmé i k druhé
zédkladné. Takovy lichobéZnik nazveme pravothly lichobéZnik.

- Soucet vnitinich Ghla pfi kazdém rameni lichobézniku je thel pfimy.

2%

- Stiedni pficka lichobéZniku, tj. isecka spojujici stiedy jeho ramen, je rovnobéZna
s obéma zdkladnami. Jeji délka je rovna aritmetickému priiméru délek obou zdkladen.

Vv,

3. Rovnobéznik je Ctyithelnik, jehoz ob& dvojice protéjSich stran jsou rovnobézné.
Podle velikosti thli miZeme rovnobézniky délit na pravouhlé (Ctverec, obdélnik)
a kosothlé (kosoctverec, kosodélnik). Podle délek stran pak na rovnostranné (¢tverec,
kosoctverec) a riznostranné (obdélnik, kosodélnik).

Zékladni vlastnosti rovnobéZniku jsou:
* Protéjsi strany rovnobéZniku jsou shodné.

* Protéjsi vnitini Ghly rovnobéZniku jsou shodné.

 Uhlopfticky rovnobéZzniku se navzdjem puli; jejich spolecny bod je stredem soumér-
nosti rovnobézniku.
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1.5 Eukleidovy véty, véta Pythagorova

V libovolném pravotihlém trojuhelniku ABC s pravym thlem pfi vrcholu C sestrojime
vysSku CP k pteponé AB. Oznacme a, b délky odvésen, ¢ délku pfepony, v vySku k pfeponé,
ca, cp délky tselek BP a AP. Usetka BP se nazyvi tsek prepony piilehly k odvésné BC;
obdobné useCka AP se nazyva usek prepony prilehly k odvésné AC. Podle obrizku 1.4
nahlédneme, Ze kazdé dva z trojihelniki ABC, ACP, CBP jsou podobné.

C

4

Obr. 1.4: Pravouhly trojuhelnik ABC

Z podobnosti trojihelnikii ACP a CBP plyne:
cb:v:v:ca:>v2:ca~cb:>v: Cq:Cp

Slovy:

V kazdém pravouhlém trojihelniku je druhd mocnina vysky k pfeponé rovna soucinu
délek obou tsektl prepony. (Eukleidova véta o vysce)

Z podobnosti trojihelniktt CBP a ABC plyne

a:ca:c:a:>a2:c~ca,

analogicky plati
bicp=c:b=b>=c-cp.

Slovy:
V kazdém pravothlém trojihelniku je druhd mocnina délky odvésny rovna soucinu
délek prepony a prilehlého tseku. (Eukleidova véta o odvésné)

Sectenim piedchozich dvou vysledki obdrZime:

a®+b> =c-(ca+cp), neboli a®+b* = 2.
Takto jsme dostali algebraicky zdpis Pythagorovy véty:
V kazdém pravodhlém trojihelniku je druhd mocnina délky pfepony rovna souctu
druhych mocnin délek obou odvésen.
Plati také véta k ni obracend:
Plati-li pro délky stran trojiihelniku ABC vztah a® + b = c?, je tento trojihelnik pra-
vouhly a c je délka jeho pfepony.
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1.6 Goniometrické vzorce

Zde uvedeme kratky ptehled zdkladnich goniometrickych vzorci. Pro vSechna redlna
¢isla x, y (pro kterd maji zastoupené hodnoty smysl) plati:

tgx-cotgx =1

2x=1

sin” x + cos

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny

sin(x —y) = sinxcosy — cosxsiny

cos(x+y) = cosxcosy — sinxsiny

cos(x—y) = cosxcosy -+ sinxsiny
sin2x =2 -sinx-cosx

C082x = cos®x — sinx

‘ . x’ 1 —cosx
sins | =4/ ————
2 2
‘Cosx’— 1+cosx
217V 2

sinx+siny:2sinx;y-cosx;y
sinx — sin —2cosx+y-sinx_y
Y= 2 2
cosx+cosy:2cosx—;y~cosx;y

Xty . ox—y

COSX —Ccosy = —2sin 5 -sin 5

Déle pro vSechna x, y od 0° do 90° plati ekvivalence

sinx =cosy < x+y =90°.

1.7 Trigonometrie

Véta 1.1 (Sinova véta). Pro kaZdy trojiihelnik ABC, jehoZ vnitini iihly maji velikosti &, B, ¥

a strany délky a, b, c, plati
a b c

sina  sinf3  siny
Pii feSenf tloh pouZivdme ¢asto sinovou vétu ve tvaru

a sina b sinff ¢ siny
b sinf’ ¢

siny’ a sino’

slovy:
Pomér délek stran trojihelniku se rovnd poméru sinti velikosti protilehlych thld.
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Véta 1.2 (Kosinova véta). Pro kazdy trojithelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, ¢ a
JjehoZ vnitini iihel proti strané BC mad velikost a, plati

a® = b>+c* —2bccosa.
Véta 1.3. Pro polomér r kruZnice opsané trojithelniku ABC plati

a b c
r= : = - = -
2sino 2sinf3 2siny

Véta 1.4. Pro obsah S kazdého trojithelniku ABC, jeho? vnitini iihly maji velikosti «, B, ¥
a strany délky a, b, c plati

1 1 1
S= Eabsin’y: Ebcsinoc = Eacsinﬁ.



Kapitola 2
Priklady

V této kapitole se budeme vénovat prvni ¢asti nendpadné tenké knizky Zadaci po geo-
metrii: Planimetria, jejimZ autorem je vyznamny rusky matematik a popularizitor vyuky
matematiky Igor Fedorovi¢ Sarygin, ktery do této prvni &asti vloZil 297 tloh. Autorka
prace ve své bakalafské praci [4] podrobné rozebrala 28 z nich, v této diplomové praci
rozebiré a tfidi dalSich 57 dloh. Kazda z dloh mé ve svém ndzvu kromé ¢isla pridéleného
kviili tiidéni také &islo, které nese jak v origindlni Saryginové sbirce, tak v jejim anglickém
prekladu [8], aby ¢tenaf mohl porovnat piivodni formulace zadani vybranych tdloh s nasim
prekladem do Cestiny. Preklad Karla Holého [1] jsme pfi psani diplomové prace prakticky
nevyuzili, ale pfesto obsahuje vybér 237 z 297 zadani Saryginovych tdloh.

V kazdé podkapitole uvedeme piehled tloh, které by bylo mozné do dané podkapitoly
také zatadit, ale byly zafazeny na do jiné sekce.

2.1 Vlastnosti ahla

V feseni ndsledujicich dloh vyuZijeme nékteré z vlastnosti dhld, resp. Ghli pfislusnych
danému kruZnicovému oblouku. Mezi tyto uilohy bychom mohli zafadit také Pfiklad 8,
Priklad 15, Ptiklad 31, Priklad 32, Priklad 35, Ptiklad 38 a Ptiklad 50.

Piiklad 1, Sar. 68

Kruznice k o poloméru r se dotyka pfimky p v bodé M. Na piimce p lezi také dva rizné
body A a B, pro které plati |[AM| = |[MB| = a. Ur€ete polomér g kruznice [, kterd prochazi
body A a B a dotyka se kruZnice k.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrdzku. Doplnime-li do zadané situace nékolik dalSich ob-
jektd, stane se dloha prihledn&jsi. Usecka CA je tétivou kruZnice [ a této tétivé je piislusny
obvodovy thel CBA, ktery jsme oznacili jako «. Stredovy thel COA, v obrdzku vyznacen
osa zdrovenl rozdéli na poloviny thel COA, proto uhel KOA ma velikost o.

Pro dalsi vypocty bude uzite¢né si vyjadrfit hodnotu sin & z pravouhlého trojihelniku
BMC,kde |CM|=2r, [MB| = a. VyuZitim Pythagorovy véty vypocitime |CB| = v4r? + a.

—10-
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Proto:

Obr. 2.1: Priklad 1

Vime, 7e plati |BC| = |CA| = V4r? +a?. Protoze bod K je stiedem tétivy AC, md
tsecka KA polovi¢ni délku oproti AC, tzn.

|AC]| B Var: +a?
2 2 '

|KA| =

Nyni uz snadno v pravouhlém trojuhelniku KAO vypocitame hledany polomér g kruz-
nice [ jako velikost jeho pfepony AO. Dosadme a zjednodu$me:

sinoc:|KA‘: 2r :\/AW:N]:\/AW:MLle
A2 2 2r .
|A0‘ 4r +a q \/m 4r

Ziskali jsme polomér g kruznice /, kterd prochdzi body A a B a dotyk4 se kruZnice k.

Piiklad 2, Sar. 80

V tétivovém Ctyfdhelniku ABCD se thlopficky protinaji v bodé K. Je déno: |AB| = a,
|BK| = b, |AK| = ¢, |CD| = d. Urcete délku thlopticky AC.
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Reseni:

Hledanou délku dusecky AC ur¢ime jako soucet |JAC| = |AK|+ |KC| = ¢+ |KC|. K ur€en{
délky |KC| provedeme nésledujici divahu. Uhly BAC a BDC jsou shodné, nebot jsou to
obvodové thly piislusné oblouku BC. Analogicky jsou shodné thly ABD a ACD.

D

A

<
B

Obr. 2.2: Pfiklad 2

Trojihelniky ABK a DCK jsou diky tomu podle véty uu podobné. Z této podobnosti
plyne nasledujici:

KC b bd
|—|:—:>|KC\:—,
d a a

bd bd
AC| = ¢+ |KC| = c 4 24 — 2¢Ehe
a a

Piiklad 3, Sar. 116

V tétivovém Ctyfthelniku jsou dvé protéjsi strany navzdjem kolmé. Jedna z nich mé délku a.
Ostry thel, ktery priléha k této strané je dhloptickou rozdélen na dva thly o velikostech o
a B, pfitom « pfiléhd k dané strané. Urcete velikosti obou thlopficek.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. Velikosti thlopficek u a v vypocitdme uZitim sinové
véty v trojihelnicich ABC a ABD, ve kterych zndme velikost strany AB a postupné urc¢ime
velikosti jejich vnitfnich @hld. Uhel ADB jsme oznalili jako y. Protoze thel BDC je
obvodovy dhel piislusny stejnému oblouku jako tihel BAC, je |[<<BDC| = o. Souet vnitinich
thlt v trojihelniku AMD je 180°, a protoZe Ghel AMD je pravy, plati: |<ADB| =y = 180° —
—90°—-2a— B =90° —2¢ — B. Plati:

a _ v S asin (o + ) :asin(oc—f—ﬁ)
siny  sin(a+B) sin(90°— 20— B) _ cos 2+ )’
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2%

Pro vypocet velikosti u thlopficky AC potfebujeme vyjadrfit velikost uhlu ABC. Jeho
velikost je soulet velikosti tthii ABD a DBC. Uhel DBC je obvodovy tihel piislusny stejnému
oblouku jako thel DAC — oba maji velikost . Uhel DBA jsme oznadili jako §.

Obr. 2.3: Priklad 3

2%

Pro vypocet velikosti u thlopticky AC potiebujeme vyjadrit velikost thlu ABC. Jeho
velikost je soucet velikosti ih1t ABD a DBC. Uhel DBC je obvodovy thel ptisluSny stejnému
oblouku jako thel DAC — oba maji velikost 8. Uhel DBA jsme oznadili jako §. Soucet
velikosti vnitinich dhli v trojihelniku ABD je 180°. Proto velikost thlu DBA vypocitime
jako 6 = 180°—a— B —y=180°—a — B — (90° —2a — ) = 90° + a. Velikost Ghlu
BCA je v, protoZe je to obvodovy thel prislusny stejnému oblouku, jako ihel ADB. UzZijme
opét sinovou vétu, nyni v trojuhelniku ABC:

a _ u N uzasin(ﬁ+90°+0¢):acos(OH—ﬁ)
siny  sin(f +9) sin(90° —2a—fB) cos(Qo+fB)’

Ur¢ili jsme velikosti obou thlopficek v zavislosti na velikostech a, o a 3.

Piiklad 4, Sar. 56

Je dana kruznice k a bod A, ktery leZi mimo ni. Z bodu A jsou ke kruZnici k vedeny te¢ny AB
a AC, kde body B a C jsou body dotyku. DokaZzte, Ze stfed kruZnice / vepsané trojihelniku
ABC leZzi na kruznici k.

Reseni:
Pii feSeni této tlohy vyuZijeme vlastnosti obvodovych a tsekovych dhli pfislusnych
oblouku.
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Mame dokazat, Ze stfed O kruZznice [ vepsané trojuhelniku ABC lezi na kruZnici k.
Pokud by toto tvrzeni platilo, lezel by bod O ve stiedu oblouku BC, nebof zcela jisté lezi
na pifmce AS, kterd je osou uhlu CAB. ProtoZe plati |[AB| = |AC|, vime, Ze trojihelnik ABC
je rovnoramenny.

Obr. 2.4: Pfiklad 4

Aby bod O, tedy priisecik piimky AS a oblouku BC, byl stfedem kruZnice vepsané troj-
uhelniku ABC, staci aby jim prochézely osy jeho vnitfnich dhli. To ukdZeme. Oblouku CO
prislusi obvodovy thel CBO, jehoZ velikost oznac¢ime . Tomuto oblouku pfislusi také
usekovy uhel OCA, jehoz velikost je rovnéz o.

Protoze ABC je rovnoramenny, mé uhel ABO diky symetrii stejnou velikost jako
thel ACO, tedy o. Potom ale poloptimka BO je osou thlu ABC a bod O je skute¢né
sttedem kruZnice / vepsané trojuhelniku ABC.

P¥iklad 5, Sar. 79

V tétivovém Ctyfdhelniku ABCD jsou dany velikosti Ghli: |<DAB| = o, |<ABC| = 3
a |<<BKC| = v,kde K je prisecik dhlopiicek daného Etyfdhelnika. Urcete velikost ihlu ACD.
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ResSeni:

Zavedeme znaceni podle obrdzku. NaSim ukolem je vyjadiit hodnotu @, tedy velikost
thlu ACD. Uhel ACD je obvodovy thel piislusny oblouku AD. Uhel ABD piislusi stejnému
oblouku, mé tudizZ také velikost ¢. Analogicky jsou shodné uhly DAC a DBC, jejichz
velikost jsme oznacili jako y.

Obr. 2.5: Priklad 5

Z obrazku plyne nasledujici vztah ¢ = B — y. Obdobné plati ¥ = o — . Velikost
uhlu o, kterou potiebujeme nahradit v predchozim vztahu vyjadiime v trojihelniku ABK,
kde pfi vrcholu je thel o velikosti 180° — 7, nebof je vedlejSim thlem k BKC, ktery ma
velikost y. V trojihelniku ABK tedy plati @ + ¢ + (180° — y) = 180°, odkud vychdzi
0=7—0.

Postupné dosazujme:

¢p=B-vyv=f-(a-0)=f-a+ty-9=
Bty—a

> .

S pomoci vlastnosti obvodovych dhli jsme nalezli hledanou velikost ¢ thlu ACD.
Za zminku jisté€ stoji, Ze s pomoci vlastnosti obvodovych thli Ize také odvodit zndmou
vlastnost tétivovych ¢tyitihelnikd, Ze soucet velikosti protéjsich vnitinich thla je vzdy 180°,
kterou jsme v feSeni nevyuZili.

=20=B+y-a=0¢=
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2.2 Zakladni vlastnosti troahelniku

V feseni nasledujicich dloh vyuZijeme nékteré zdkladni vlastnosti trojihelnikd, jako je
hodnota souctu vnitinich Ghld, velikost vySky v rovnostranném trojihelniku, atp. Do této
sekce lze zatadit také Priklad 21, Piiklad 43, Ptiklad 52, Priklad 57.

Piiklad 6, Sar. 78

V rovnostranném trojihelniku ABC, kde |AB| = a, je provedena vySka BK. Do trojihelnika
AKB a CKB jsou vepsany kruZnice k a [. Tyto dvé kruznice maji tii spolecné te¢ny. Te¢na
rovnobézna se stranou AC trojihelnika ABC, ktera je rizna od piimky AC, protina strany
BC a BA v bodech M, N. Urcete obsah trojihelnika MNB.

Reseni:

S

\r
P
Obr. 2.6: Priklad 6

Zavedeme znaceni podle obrazku. Trojihelnik MNB je zfejmé rovnostranny. Kdyz se
nam podari zjistit velikosti usecek ML a BL, budeme moci jeho obsah S vyjadfit pomoci
soucinu téchto velikosti: [ML|- |BL|.

Polomér kruZnice k, resp. I, jsme oznacili jako r. Diky tomu |BK| — 2r = |BL|. Nasim
tikolem je nyni pomoci zadané velikosti a strany trojihelnika ABC vyjadfit velikost |BK|
a pomér mezi a a r. Délka |BK]|, tedy velikost vy$ky rovnostranného trojihelnika plyne

z jeho zdkladnich vlastnosti. Tedy plati, Ze |[BK| = ‘/Tga.

O kruzZnici vepsané vime, Ze jeji stied lezi na pruseciku os vnitinich Ghlu trojihelnika.
Trojuihelnik ABC je rovnostranny, takze velikost vSech jeho vnitinich thla je 60°. Proto
i thel PCB ma velikost 60° a jelikoZ tsecka CS leZi na ose thlu ACB, ma thel PCS veli-
kost 30°. Pomoci goniometrické funkce tangens v pravoihlém trojihelniku CPS vyjadiime
velikost odvésny CP takto:

1 ]PS\ r
 —te30° = = = |PC| =rV3.
V3830 = e = fpgy  IFC
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Usetka CK md délku £, ale zdroveti Ize vyjddfit jako |PC|+ |PK| = Rv/3+r. Odtud
ziskdme kyZeny pomér mezi r a a. Plati
a 1-3 _a(l— V3)

r\/§+r:§:r:2(1+\/§)'1_\/§_ 2.(1-3) 4

(v3-1).

Odtud
3

IBL| = |BK|—2r:aT—g~ (\/5—1) - g(\/§—\/§+1) - g
Dile potfebujeme zjistit velikost tiseCky ML. O trojuhelniku MNB vime, Ze je rovnostranny,
protoZe pfimka MN je rovnobé&znd se stranou AC. Proto jsou thly ACB a NMB souhlasné
a tudiZ maji shodnou velikost. thel MBN resp. CBA je pro oba trojihelniky spole¢ny a proto
jsou AABC a ANBM podle véty uu podobné, tedy oba rovnostranné. V rovnostranném
trojihelniku plati, jak zndmo, Ze vyska je \%—nésobkem velikosti strany. Proto |MN| = % :
-|BL].

Suns = |ML| yBLy—L |BL12—L (2)2_ a
MNB — —\/5 —\/§ 2 —4\/5.

Vypocitali jsme hledany obsah Sy;yp trojihelnika MNB.
Priklad 7, Sar. 77

Je dana kruZnice k se sttedem S, do které je vepsan pravidelny Sestithelnik ABCDEF
a okolo které je opsdn pravidelny Sestithelnik GHIJKL. Urcete polomér kruZnice k, jest-
lize rozdil obvodii danych Sestithelniki ma délku a.

Reseni:

Obr. 2.7: Priklad 7

Zavedeme znaceni podle obrazku, tedy |AB| = b, |GH| = c. V rovnostranném trojihel-
niku GM H zname velikost vySky b a délku strany c. Ze zdkladnich vlastnosti rovnostranného
trojihelniku plyne vztah mezi témito délkami, tedy ¢ = \%b.
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Podle zadani plati 6¢c — 6b = a. Dosadime-li do této rovnosti ziskany vztah ¢ = \2/—%,

dostaneme
2b 126

a
6-— —6b=a=>——6b=a=b(4/3—6)=a=b= .
7 Ve ( ) 36

Takto jsme ziskali hledany polomér b kruZnice k. Usmérnénim zlomku jesté pfevedeme
na vysledek, jaky je uveden v Saryginové sbirce tloh:

a 4\/§+6_a(4\/§+6):a<4\/§ £>:a<ﬁ 1)

b= . - V- vy
43-6 4/3+6 48 —36 12 12 32

Priklad 8

Bod O je ortocentrum trojihelnika ABC. Urcete velikosti vSech ti{ vnitinich dhli trojtihel-
nika ABC, jestlize plati: |[<<BAO| = «, |[<ABO| = .

Reseni:
V této tloze zdlezi na tom, zda jsou thly o a B oba ostré a nebo je jeden z nich tupy.
Proto feSeni rozdélime na tfi piipady a kazdy z nich doplnime vlastnim obrazkem.

Obr. 2.8: Piiklad 8: o < 90°, B < 90°

* V piipadé a < 90°, B < 90° leZi ortocentrum O uvnitf trojihelnika ABC. Trojihel-
niky ABAg, ABBy jsou pravouhlé. V trojihelniku ABA plati |[<<BAAy| = a. Proto
|<TABAp| = 180° —90° — ot = 90° — ¢ Stejnym zpusobem Ize odvodit, Ze |<<BABy| =
=90° — B. Snadno Ize dopoéitat, Ze |[XACB| = 180° — (90° — ) — (90° — B) = a +
+B.

Velikosti vnitinich dhld trojihelnika ABC tedy jsou 90° — 3, 90° — @ a o + 3.

* V piipadé o > 90°, B < 90° lezi ortocentrum O vné trojihelnika ABC. Vidime, Ze
tihel BAAy je vedlejsi k thlu OAB, takZe plati |<<BAAg| = 180° — a.

Potom v pravotihlém trojihelniku ABA( plati |<<ABAo| = 180° —90° — (180° — a) =
= a —90°. Déle v pravothlém trojihelniku BCBy ma uhel pii vrcholu B velikost
B + a —90°. Proto plati |[<<BCBy| = 180° —90° — (B + a —90°) = 180° — a0 — .
Potom uZ snadno dopo¢itdme velikost thlu BAC. Plati |<<BAC| = 180° — (&t — 90°) —
— (180° — o — B) = 90° + B.
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Obr. 2.9: Piiklad 8: a > 90°, B < 90°

Velikosti vnitinich dhld trojuhelnika ABC v tomto piipadé jsou 90° + 3, a —90°
al80°—a—p.

Obr. 2.10: Pfiklad 8: a < 90°, B > 90°

* Pfipad o < 90°, B > 90° je prakticky totoZzny s pfedchozim, ale pfesto ho zde rozebe-
reme, aby byl vysledek kompletni. Plati |<<AOB| = 180° — @ — 3. V pravoihlém troj-
thelniku AOBy ma vnitini dhel pii vrcholu A velikost 180° —90° — (180° — o — B) =
= o+ f —90°. Potom uhel BAC ma velikost & + 8 —90° — o« = B — 90°. V pravo-
6hlém trojthelniku AAoC je |<<ACAo| = 180° —90° — (0t + B — 90°) = 180° — o — B.
V trojtihelniku ABC plati |[<ABC| = 180° — (180° — ot — B) — (B — 90°) = ot +90°.

Velikosti vnitfnich dhli trojihelnika ABC jsou 8 —90°, o +90° a 180° — a — 3.
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Piiklad 9, Sar. 92

Je dan ¢tverec ABCD o strané a. Urcete obsah rovnostranného trojihelnika, jehoZ jeden
vrchol lezi ve stfedu S strany AB a zbylé dva vrcholy lezi na uhloptic¢kach Ctverce.

Reseni:

A S 2d B

Obr. 2.11: Priklad 9

Zavedeme znaceni podle obrazku. Stfed S strany AB leZi na ose o usecky AB, podle
které jsou soumérné sdruzené i thlopticky AC a BD, a tedy 1 vrcholy U a V rovnostranného
trojuhelniku SVU — maji totiZ od bodu S stejnou vzdalenost.

V trojtihelniku SBV maji vnitini dhly velikosti |<<SBV | = 45°, |[<VSB| = 60°, |<BV S| =
=75°. Usecka SB ma délky %a a délku strany SV jsme oznacili jako b. UZitim sinové véty
tuto délku b vypocitame. Hodnotu sin75° jsme presné urcili v Poznamce za prikladem 30.
Plati:

b %a _asin45® a~§ _a
sinds°  sin75° . 2sin75° 5 B Bl
2V2

Pro vypocet obsahu rovnostranného trojihelnika SVU pouzijeme zndmy vzorec pro jeho
vysku v = @b. Nyni miZeme spocitat jeho obsah podle standardniho vzorce:

2
S _@_ \/§b2 _ \/§ <ﬁ> _ 612\/5 B (12\/§
T T e e T 4(B3+1)? 4(3+2VE+1)

V3 (4-2V3) A (4V/3-6) 242(2v3-3) a*(2V3-3)

T 4(4+2V3) (4-2v3)  4(16-12) 16 8
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Urcili jsme obsah rovnostranného trojuhelnika SVU, jehoz vrchol § je stfedem strany AB

2%

a vrcholy U a V lezi na thloprickdch daného ¢tverce ABCD.

2.3 Podobnost, pomér

V tlohach, které jsou zatazeny do této podkapitoly, uZijeme véty o podobnosti trojihelnik.
Didle jsou zde zatazeny ulohy, kde vyznamnou roli v feSeni hraje pomér. Kromé tloh, které

naleznete v nasledujicim vyctu, hraje podobnost nebo pomér roli také v feSeni tloh:
Priklad 2, Priklad 6, Pfiklad 54, Ptiklad 56.

Piiklad 10, Sar. 72

V pravouhlém trojihelniku ABC mé odvésna CA délku b, odvésna CB délku a a plati, Ze
useCka CH je vyska trojuhelniku ABC a AM jeho téZnice. UrCete obsah trojihelnika BMH.

Reseni:

V2

H B

Obr. 2.12: Priklad 10

Zavedeme znaceni podle obrazku. Ozna¢me déle thel ABC jako thel B. Pro uplnost
dopocitejme velikost strany AB, kterd je preponou pravouhlého trojihelnika ABC. Proto
plati = Va2 + b%. Nasim cilem je vypocitat obsah S trojuhelnika BMH, o kterém vime,
Ze [MB| = § a Ze jeho vySka v, na stranu MB je zéroven vySkou pravothlého trojihelnika
BCH na stranu BC.

O trojﬁhelnﬂm BCH vime, Ze jedna z jeho odvésen HC ma délku v| = a-sinf, ale
sin B 1ze vypoditat i z trojihelnika ABC jako sin 3 = \/7 Odtud v; = \/%.

Trojuhelniky ABC a CBH jsou si podle véty uu podobné, nebof thel pfi vrcholu B
maji spolecny a uhly pfi tfetich vrcholech maji pravé. Odpovidajici si prepony maji délky a
a v a? + b%. Diky podobnosti je velikost tisecky BC W-nasobkem velikosti usecky AC.

Stejny vztah plati i pro ostatni odpovidajici si tisecky v téchto trojihelnicich. Proto

a a a-b a*b

VEiB | V@R VR @A

V) =




Kapitola 2. Priklady 22

Nyni uZ miizeme vypocitat obsah trojihelnika MBH':
2b
Ml _$Eh a

S — .
2 2 4(a® + b?)

Piiklad 11, Sar. 63

Vyjadrete délku a strany pravidelného desetitihelniku ABCDEF GH1J pomoci velikosti R
poloméru kruZnice, kterd je tomuto desetithelniku opsédna.

Reseni:

By
T

Obr. 2.13: Priklad 11

Zavedeme znaceni podle obrazku. Pravidelny desetithelnik 1ze rozdélit na deset rov-
noramennych trojihelnikl s velikostmi vnitinich dhli % = 36° pri vrcholu S a 72° pro

zbylé dva vnitini uhly. ProtoZe sinus je pomér protilehlé odvésny ku pfeponé, plati

_BT| _ 3

= = £ = g=2Rsin18°.
|IBS| R

sin(|<<BST|)

Pivodni dloha prechdzi v zajimavou ulohu, a to jak urcit exaktné hodnotu sin18°.
Zaméime se na trojihelnik ABS. Je rovnoramenny, délka jeho ramen je R a délka zdkladny
a. Rozdélime-li ihel BAS na dva stejné dily jeho osou, protne tato osa stranu BS v bodé
O a uhly BAO a OAS maji oba velikost 36°. V trojihelniku ABO plati |[<OAB| = 36°,
|<<ABO| = 72°, |AB| = a, proto |<AOB| = 72° a |AO| = a. Vidime, Ze podle véty uu je
trojuhelnik BOA podobny trojihelniku ABS. Ddle vidime, Ze v trojuhelniku SAO plati
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|<<OSA| = 36°, |<SAO| = 36°, |AO| = a. Odtud plyne, Ze ASAO je rovnoramenny a
|OS| = a. Use¢ka SB ma ze zadani délku R. ProtoZe |BS| = |BO| +| 0S| a protoze |OS| = a,
vime, Ze |BO| = R — a. Z podobnosti trojuhelnikit BOA a ABS plyne vztah

R a

a R—a

Ten upravime a dostaneme kvadratickou rovnici a? + Ra — R*> = 0, jejiZ kofeny snadno
vypocitame.

Temito kofeny jsou Cisla a; = R%ﬁ aay = R’l%ﬁ. Prvni z nich je urcité zdporné
¢islo, proto nasi dloze nevyhovuje. Proto plati mezi a a R nésledujici vztah a = R_l%g.
Takto jsme dosli k vysledku, aniZ jsme potfebovali urcit hodnotu sin 18°, piesto v poznamce
tuto hodnotu dopocitidme.

Poznamka. Porovnejme nyni vysledky: @ = 2Rsin18° a a = R’l%g. Plyne z nich

rovnost
—14++/5
i
Zajimavé je, Ze pomér mezi délkami R a a je hodnotou tzv. zlatého fezu. To je velmi
pozoruhodnd konstanta vyskytujici se mnohokrdt nejen v planimetrii, ale i mimo svét
matematiky. Zlatym fezem se oznacuje rozdéleni usecky na dvé ¢ésti tak, aby platilo, Ze
pomér mensi ¢asti k veétsi Casti bude ten samy jako pomér vétsi Casti k celé usecce. Jedna se
o iraciondlni ¢islo s pfibliznou hodnotou 1,618 a setkdme se s nim napiiklad v architekture,
uméni i fotografii.
Toto téma by ovSem stacilo na dalsi diplomovou praci, k dalsimu studiu doporucujeme
napiiklad knihy [2], [3] a [6].

sin18° =

Piiklad 12, Sar. 85

Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC. Bod K déli stranu AC v poméru 2 : 1 a bod M déli
stranu AB v poméru 1 : 2 (v obou piipadech vychdzime od vrcholu A). DokaZte, Ze velikost
useCky KM je rovna poloméru kruzZnice opsané trojihelniku ABC.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. Zadani ndim neukldd4 Zadnou velikost strany troju-
helnika ABC, proto ji pro jednoduchost zvolime jako 3a. Proto plati [AM| = a a |AK| = 2a.
PrestoZe o trojuhelniku AMK tusSime, Ze je pravouhly, budeme to muset dokdzat. Jeho
vnitini thel pfi vrcholu A ma velikost 60°. UzZijeme kosinovou vétu, nebof zndme velikosti
dvou stran a dhlu jimi sevieného v doposud obecném trojihelniku.

Urcime velikost tfeti strany KM:

|KM|2=4az+02—2'2a-a-cos60°=3a2: |KM| :a-\/g_

Nyni jesté pouZijeme obriacenou Pythagorovu vétu, s jejiz pomoci miiZzeme ovéfit, zda
je trojuhelnik, u néhoz zndme délky vSech stran, pravouhly. V trojihelniku AMK zndme
délky vsech stran. Tedy poZzadujeme platnost ndsledujici rovnosti:

2
(2a)* = d® + (a\/§> & 4a® = 4d?
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Obr. 2.14: Priklad 12

Rovnost zfejmé plati a proto je trojuhelnik AM K skute¢né pravouhly. Proto je podle véty

uu trojihelnik AMK podobny trojihelniku OSA. Z této podobnosti plyne vztah %—ﬂ = %.

Délka tsecky AS je 2. Po dosazent:

a3 3a
W2 20 40| = a3,
20~ 2ja0] ~ A9 av3

Dokazali jsme, Ze velikosti usecek KM a AO jsou shodné, pfi nami zvoleném znaceni
maji délku av/3, co? je \/Tg—nésobek velikosti strany rovnostranného trojuhelnika.

Piiklad 13, Sar. 55

V trojuhelniku ABC na strané AB lezi body M a N tak, 7ze |[AM|: |MN|: |[NB|=1:2:3.
Body M a N jsou vedeny pifimky rovnobézné se stranou AC. Urcete obsah té ¢4sti trojihel-
nika ABC, kterd lezi mezi t€émito rovnobéZzkami, jestlize obsah celého trojihelnika ABC je
dand hodnota S.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. Trojihelniky ABC, MBO a NBP jsou podle véty uu
vSechny podobné, protoZze uhel pfi vrcholu B maji spolecny a thly vyznacené dvojitou
¢arou jsou souhlasné.

Zadany pomér [AM|: [MN|: [NB| =1:2:3 lze obméiiovat riznymi zpisoby. Pro nés
bude uzite¢né napiiklad védét, Ze plati |MB| = %|AB|, a také |NB| = %|AB |. Z podobnosti
ABC, MBO a NBP plynou proto vztahy v, = %vl avy= %vl. Ze zadani plyne vztah
L. AB|-vi =S
5| Vi .
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Vi

N D R
A /M /N B

Obr. 2.15: Priklad 13

Nasim ukolem je vyjadfit obsah Ctyfuhelnika MNPO, ktery lze vypocitat jako rozdil
obsaht trojihelniki MBO a NBP. Tyto obsahy trojihelnikti dokdZzeme diky podobnosti
vyjadrit jako nasobky obsahu S trojihelnika ABC. Plati:

1 15 5 25
SyBo =~ |MB| - vy =~ -2 |AB|- 2 v = =25,
M302| [-v2 26||6Vl 36

1 1 1 1 1
SNBP:§|NB|V3:§E’AB‘EVIZZS

Odeétéme:

S g s _2SS 1S_25—9S_4S
MNPO = SMBO — ONBP = 70 = 719 = T35 = (o

Nalezli jsme hledany obsah ¢ésti trojuhelnika ABC, ktery je roven g celého obsahu.

Piiklad 14, Sar. 98

V pravoidhlém trojihelniku ABC mé nejmensi thel velikost «. Pfeponu protind kolma
primka p, ktera rozdé€luje trojihelnik ABC na dvé ¢asti o stejném obsahu. Urcete, v jakém
poméru rozdéluje piimka p preponu AB.

Reseni:
Zavedeme znaceni podle obrdazku (podle zadani pfimka p protind del$i odvésnu AC,

vvvvvv

délkami b a y, kterd nezavisi na uhlu «.

Trojuhelniky ABC a AQP jsou podle véty uu podobné. Plati tudiZ nasledujici vztah,
z néhoZ rovnou vyjadiime a:

Z a y

Trojihelnik APQ ma podle zadani polovi¢ni obsah oproti trojihelniku ABC. Odtud
plyne:

b b
y_b_ bz

a-b=2-z7-y.
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Obr. 2.16: Priklad 14

Dosadime za a:

b-b-z

:2.Z.y:>b2:2.y2:>y: _—

y V2
Nyni délku strany AB vyuzitim goniometrické funkce kosinus vyjadiime jako |AB| =
b

= cosa’ usecka PB ma proto délku:

b _i_b(\/i—cosa)
cos 2  2cosa

Hledany pomér x : y ziskdme dosazenim a dpravou:

x=|PB| = |AB| ~|AP| = |AB| —y =

b(v2— b 2—
x:y:mi—:ml12(\/§—COS(X):COS(X.

V2coso V2 cos o,

Urcili jsme, v jakém poméru rozdéluje piimka p preponu pravouhlého trojuhelnika ABC.

Piiklad 15, Sar. 81

Lichobézniku ABCD je opsana kruznice. DelSi zdkladna AB svird s ramenem uthel o a
s Ghlopfickou uthel B. Urete pomér mezi obsahem lichobéZnika a obsahem kruhu, ktery
je ohrani¢en opsanou kruZnici.

Reseni:

Zavedeme znacleni podle obriazku. V této uloze budeme porovndvat dva obsahy —
obsah kruhu Sj a obsah lichobéZnika §;. Lichobé&znik, kterému se d4 opsat kruZnice, je
vzdy rovnoramenny, nebof osy obou jeho zdkladen jako osy dvou rovnobéZznych tétiv
opsané kruznice prochdzeji jejim stredem O, takZe splyvaji. Obsah §; rovnoramenného
lichob&Zniku ABCD je ziejmé roven dvojnasobku obsahu trojihelniku APC, tj. S; = |AP| -
-|PC|.
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Uhel CAB je obvodovy tihel pfislusny kratSimu oblouku BC. ProtoZe thel BOC je
sttedovy thel piislusny témuz oblouku, plati |[<<BOC| = 2f3. Trojihelnik BOC je rovnora-
menny s rameny o délce r. Jeho vySka MO splyva s osou thlu BOC, a proto m4 tthel MOC
velikost B. Trojtihelniky APC a OMC jsou tudiz podobné podle véty uu.

V pravotdhlém trojihelniku MOC vyjadiime velikost strany MC jako |MC| = rsinf3
a dile velikost strany OM jako |OM| = rcos3. Usec¢ka BC ma tedy velikost |BC| =
= 2rsinf. Vysku v = |PC| lze z pravoihlého trojihelnika PBC vyjadiit jako v = |BC]| -
-sina = 2rsinocsin B. Délku tdsecky AP vypocitame diky podobnosti trojihelnikd APC
a OMC.

A B
(0]
Obr. 2.17: Piiklad 15
Plati:
AP oM PC|-|OM| 2r’sinasi
—’ | = —’ | = |AP| = |PCl-| | s sma.smﬁcosﬁ = 2rsinacos f3.
|PC|  |MC| IMC| rsinf3

Obsah S lichobéZznika ABCD vypocitime dosazenim a uzitim goniometrickych vzorct
nasledovné:

S; = |AP|-|PC| = 2rsinocos B - 2rsinasin B = 217 sin ot sin 23.
Obsah S; kruhu je 7£7%. Pomér mezi obsahy tedy je:

Se:S =mr?: (21’2 SiHZOCSiIIZB) =T: (ZSinzasin2B) .

Priklad 16, Sar. 54
Na strandch AB a AD kosoctverce ABCD jsou dany po fadé body M a N tak, ze useCky MC

AR P4

a NC déli kosoctverec na tfi ¢asti téhoz obsahu. Urcete |[MN|, jestlize |BD| =d.
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Reseni:

Uhlopiicka AC rozdéluje kosoétverec na shodné trojiihelniky ABC a CDA. Jestlize
useCky MC a NC rozdéluji kosoctverec na tfi stejné velké ¢asti, rozdéluje dsecka MC troji-
helnik ABC na dva trojihelniky, jejichZ obsahy Saac a Syrpc jsou v poméru Sayc : Sype =
= 1:2. My vime, Ze pokud je trojihelnik rozdélen tseckou jdouci z jednoho vrcholu na
protéjsi stranu, jsou useky protéjsi strany ve stejném pomeéru, jako obsahy nové vzniklych
trojuhelnikt. Proto [AM| : [MB| =1: 2.

Obr. 2.18: Ptiklad 16

Analogicky |AN|: [ND| =1 : 2. Trojihelniky AMN a ABD jsou oba rovnoramenné
se stejnym thlem pfi vrcholu A. Jsou proto podobné a plati |AM| : |AB| = |MN]| : |BD|.
ProtoZe ale |[AM| = 1|AB|, plyne odtud, Ze hledand velikost isecky MN je:

1 d
[MN| = 5 -1BD| = 3.

2.4 Pythagorova véta

Kdybychom méli do této sekce zaradit vSechny tlohy, kde k feSeni uZivime Pythagorovu
vétu, patfila by sem snad vétSina tloh. Proto jsou zde zatazeny pouze tlohy, kde Pythago-
rova véta hraje hlavni, nebo alespoi hlavnéjsi roli. Dale se vyskytuje v feSeni tloh:
Priklad 1, Pfiklad 12, Pfiklad 25, Ptiklad 29, Ptiklad 43, Ptiklad 51, Ptiklad 52, Piiklad 53
a Priklad 56.

Piiklad 17, Sar. 95

V trojiihelniku ABC m4 strana AB délku 3 a vyska CD spusiténd na stranu AB m4 délku v/3.
Pata vysky D lezi na strané AB a plati |AD| = |BC|. Urcete |AC|.

Reseni:
Nejprve v pravoihlém trojihelniku DBC pomoci Pythagorovy véty vypocitame a.
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>

a /D
A 3 B

Obr. 2.19: Ptiklad 17

Plati |DB| = |AB| — |AD| =3 —a = |BC|> = |CD|> +|DB|* = a®> =3+ (3—a)’ = a=
= 2. Délku strany AC opét s pomoci Pythagorovy véty vypocitame v trojuhelniku ADC.
Plati: |AC|> =3 +a®> = |AC|? =3+4 = |AC| = /7.

Ur¢ili jsme velikost strany AC.

P¥iklad 18, Sar. 61

Do kruhové tsece o dané vySce h a prislusSném stfedovém udhlu 120° je vepsdn obdél-
nik ABCD s pomérem stran |[AB| : [BC| = 1 : 4 (strana BC leZi na tétivé, kterd ohranicuje
danou kruhovou tsec). Urcete obsah tohoto obdélniku.

Reseni:
N
A 2a D
NP
a
K L
B M C
r
S k

Obr. 2.20: Priklad 18

Zavedeme znaceni podle obrazku. Pro vypocet obsahu obdélniku ABCD, jehoZz strany
maji podle zadani délky a a 4a, musime vyjadfit délku a pomoci jediné dané délky h.
Nejdrive vSak musime zjistit, jak na této vySce h kruhové usece zavisi polomér r jejitho
oblouku.

Proved'me nésledujici dvahu.
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V pravouhlém trojdhelniku KSM zndme velikost pfepony |KS| = r a velikost dhlu
|<<KSM| = 60°. (Pfimka SN je osou dhlu KSL, jehoZ velikost je 120°.) S pomoci gonio-
metrickych funkci vyjadiime délku jeho odvésny SM.

|SM|
o

Proto plati 1 = |[MN| = |SN| — |MN| =r — 5 = 5, odkud r = 2h.

Plati tedy také |SM| = h. V pravouihlém trojihelniku ASO jisté plati nasledujici — délka
jeho ptepony |AM| je 2h. Déle vime, Ze délka odvésny AO je 2a, nebof se jedna o polovinu
délky strany obdélnika ABCD, jehoZz strany maji délky a a 4a, a konecné o odvésné
OS vime, Ze pro jeji délku plati: |OS| = |OM| + |SM| = a + h. Uzijeme Pythagorovu
vétu v zminovaném trojihelniku ASO a po dalSich dpravach ziskdme hledany vztah mezi
délkami a a h.

cos60° = :>|SM|:§.

(2h)? = (2a)* + (a+h)* = 4a® + a® + 2ah + h* — 4> =0 =
—2h=+8h
= 5a2+2ah—3h2 :0:>(1172 = T

Ze dvou korenti kvadratické rovnice musime vybrat pravé ten nezaporny, v nasem
pfipadé po zjednoduSeni vyrazu a = %h Nyni uz snadno vypocitdme hledany obsah So

obdélniku ABCD:

33 36,

Piiklad 19, Sar. 82

V rovnoramenném lichobézniku ABCD ma zakladna DA délku a, zdkladna BC délku b,
|AB| = d. Vrcholem B vede ptimka p prochdzejici sttedem L thlopticky AC a protinajici
zakladnu AD v bodé€ K. UrCete obsah § trojahelnika BDK.

Reseni:

p
C b /B

D R al K A
Obr. 2.21: Piiklad 19

Zavedeme znaceni podle obrazku. ProtoZe bod L je stfedem tsecky AC, maji usecky
AL a CL shodnou délku. Dale jsou shodné stiidavé thly BCL a LAK a také vrcholové thly
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BLC a KLA. Proto podle véty usu jsou trojuhelniky KAL a BCL shodné. Odtud plyne,
Ze |CB| = |AK|. Z rovnosti |DA| — |KA| = |DK| plyne rovnost |DK| = |a — b|. Zname
tedy velikost jedné ze stran trojihelnika DKB. Ur¢ime-li vysku na tuto stranu, miZeme
snadno vypocitat hledany obsah trojihelnika. VySka na stranu DK trojihelnika BDK je ale
shodnd s vyskou lichobéZnika ABCD, kterou vypocitime pomoci Pythagorovy véty uZzité
v pravouhlém trojihelniku DRC, o jehoZz odvésné DR vime, Ze mé délku |a—;b|, coZ plyne
z toho, Ze lichobéZnik ABCD je rovnoramenny.

2 2 a—b2 5 a—b2
e e e L

Obsah S trojihelnika DKB vypocitdme z obvyklého vzorce

v naSem piipadé

_Hh\2
_DK|-[RC| _la—bl-\/d> = (3*) |a—b|

S
2 2 4

4d2 — (a—b)2.

Piiklad 20, Sar. 60

Ctverec ABCD o strané a je vepsan kruznici k. UrCete velikost b strany &tverce KLMN,
ktery lze vepsat do nékteré ze Ctyf vzniklych kruhovych dseci.

Reseni:

D C
av2
2
N M
-/ T % S
L
A B

Obr. 2.22: Ptiklad 20
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Zavedeme znaceni podle obrazku. Velikost b strany ctverce KLMN dokdzeme zjistit
vyuzitim Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku RSN, kde |[RN| = %, a velikosti |SN
a |SR| ur¢ime niZe. Zaméfme se na |SN| — jednd se vlastné o polomér kruZnice k, ktera

2%

je opsand ctverci o stran€ a. Polomér této kruZnice je roven poloviné thlopticky daného
Ctverce. V naSem piipadé proto plati |[SN| = %ﬁ

Velikost tsecky SR je souctem velikosti isecek RT a TS, kde |[RT|=b a [TS| = 5.
Nyni se vratme k trojuhelniku RSN. Je zfejmé pravouhly a zndme velikosti vSech jeho stran.
Dosadime-li je do Pythagorovy véty, dostaneme rovnici pro neznamou délku b zavislou na
délce a. Rovnici postupné upravime na jednodussi tvar.

2 2
2 b 2
INS|? = |NR|*> + |RS|> = (%) = (-) + <b+ f) -

2 2
2 2 2 2 2 2
a2 b 5 a a a , b
=—++b b+—=————b"———ab=0
= 1 ) +b"+ab+ ) = > "2 1 a =
2 2
5b
= -7 — 0= —dab—5p*=0.
4 4
Tato rovnice md kofeny b; = —a, b, = % Ale aib jsou zfejmé kladna ¢isla, proto tloze

vyhovuje pouze feSeni b = 5.

Piiklad 21, Sar. 65

Je dan ctverec ABCD o strané a. Urcete polomér kruZnice k, kterd prochdzi sttedem E

2%

strany AB, prusecikem S thlopii¢ek AC, BD a vrcholem C.

Reseni:

< 0sc
D N K C
\
N k
| F
S
S
e d N N _
OES M, L\\
N
N
A E B N

Obr. 2.23: Priklad 21
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Zavedeme znaceni podle obrazku. Nejprve je nutno si uvédomit, Ze hleddme polomér
kruznice opsané trojihelniku ECS. Odivodnime, kde lezi jeji stfed L a pak vypocitame
jeho vzdalenost od libovolného z bodii E, S nebo C. Jak vime, stfed kruZnice opsané
trojuhelniku leZi na priseciku os stran trojihelniku. V obrazku jsou zakresleny pouze dvé
z té€chto 0s, og¢c a oggs, protoze dveé osy ndm k urceni bodu L staci.

Trojuhelnik KML je ziejmé pravouhly s pravym thlem pii vrcholu M, protoZze osa ogg
je kolma na dsecku ES. Velikost tihlu pfi vrcholu K je 45° (rozmyslete si podle obrdzku),
proto i thel pfi vrcholu L mé velikost 180° — 90° — 45° = 45°. Trojdhelnik KML je proto
rovnhoramenny a plati

LM| = |KM]| = |KS| + |sM] = |KS| + ~|sE| = ¢+ L. 1 =3
[LM| = |KM| = |KS|+|SM| = | |+§| |—§+§'§a—za-
Nyni uZitim Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku EML dostaneme

2
2_ ‘l)z 3a\"_10 5 _aVv10
IEL| _<4 +(4> = e = |EL| = Z =,

Velikost usecky EL je hledanym polomérem kruZnice k.

Piiklad 22, Sar. 70

Je dan ctverec ABCD o strané a. Urcete vzdalenost mezi stiedem S usecky AM, kde M je
stied strany BC, a bodem N, ktery leZi na strané CD tak, Ze plati |CN|: [ND| =3: 1.

Reseni:

D N C

|

|

|

|
I M

|

|

P 'l
- > o )
S

|

A a B

Obr. 2.24: Pfiklad 22

Teprve kdyZz do obriazku zadané situace doplnime pieruSovanou Carou narysované
usecky, zjistime, Ze vypocet bude veelku snadny. Vznikne tak pravouhly trojahelnik PSN,
jehoZ odvésny maji délky |PN| = %a al|PS|= }‘a. Proto uzitim Pythagorovy véty zjistime
snadno délku piepony |SN|:

=1/ (La) 4 (3a) = /€ 9 _ av10
N 4 4°) Vie 16 4 °
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Piiklad 23, Sar. 75

V kruZnici k o poloméru R je narysovan primér a na ném lezi bod A ve vzdalenosti a
od stiedu S kruZnice k. Urcete polomér r kruznice /, kterd se dotykd priméru v bodé A
a s kruznici k ma vnitini dotyk.

Resent:
Zavedeme znaceni podle obrdzku. Hledany polomér r vyjadiime s pomoci pravouhlého
trojihelnika ASQ. Pro jeho strany plati plati |AS| = a, |AQ| = ra |SQ| = |ST|—|TQ|=R—r.

Obr. 2.25: Priklad 23

Uzijme Pythagorovu vétu:

a+r-= (R—r)2 =d+rP=R’-2Rr+r*=>
R? —a?
2R
Vypocitali jsme délku r poloméru kruZnice k.

= r=

Ptiklad 24, Sar. 112

Je dén kosodélnik ABCD, ve kterém |AB| = a, |BC| = b, |<ABC| = o. Uréete vzddlenost
mezi stiedy kruZnic, které jsou opsany trojihelnikim ABD a BCD.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. ProtoZe kosodélnik ABCD je soumérny podle stfedu
M thlopticky BD, jsou kruznice opsané trojihelnikim ABD a BCD shodné, a pro jejich
vzddlenost jejich stfedt Sy, Sy plati [S1S>| = 2|S1M|.

Uhel ABC mi podle zadan{ velikost . Proto tihel DAB ma velikost 180° — a. Pro tyto
thly plati sin @ = sin (180° — &) a cos @ = — cos (180° — ). Zname-li kosinus thlu DAB
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a délky stran DA a AB trojuhelniku ABD, miZeme uzitim kosinové véty vypocitat délku
jeho tteti strany DB:

|DB|2 = b2+a2—2ab(—cosa) = a®+b*+2abcosa =

= |DB| = Va4 b2 +2abcosa.

Uzitim roz$ifené sinové véty lze vypocitat velikost poloméru r kruZznice k; opsané
trojihelniku ABD. Plati:

|DB| IDB|  Va*+b2+2abcosa Va2 + b2 +2abcos
2r = = = = r= .

~ sin(180° — @)  sina sin@ 2sin o

ko

OBC

Obr. 2.26: Priklad 24

Nyni uZijeme Pythagorovu vétu v pravouhlém trojihelniku S1MD, kde |S|D| = r
a |DM| = }|DB|. Plati:

1 > a>+b*+2abcosa 1
|51M|2:”2_(§|DB|> _ Lo Ao ——(a2+b2+2abcosa):

(2sina)? 4
1 1 1 —sin® o
— ( — ——) -(a2+b2—|—2abcosoc) :_S—Hzl- (a2+b2+2abcosa) =
4sin“¢ 4 4sin”
2 2
a tg- o
= COSZ ~(a2+b2+2abcosa) :&-(az—kbz—l—ZabCOSOC)-

4sin“ o
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Odmocnénim uréime velikost |S;M|. Tu pak vyndsobime podle Gvodu feSeni dvéma,
abychom ur¢ili velikost |S1S|:

tg o
|ISIM| = ’CO—Zg’\/az-i—bz—f—Zabcosa = |S152| = |cotgax|- Va2 + b2+ 2abcos .

Vypocitali jsme vzdéalenost stfedd dvou kruZnic, které jsou opsany trojihelnikim ABD
a BCD v kosodélniku ABCD.

2.5 Thaletova véta

V nésledujicich dvou tlohach uzijeme pfi feSeni Thaletovu vétu. Déle ji uZijeme v Prikladu
50 a Prikladu 53.
Priklad 25, Sar. 53

V étytihelniku ABCD je ddno: |[<<DAB| =90°, |<<DBC| =90°, |DB| = a a |DC| = b. Urcete
vzdélenost mezi stfedy dvou kruZnic, z nichZ jedna prochdzi body D, A, B a druhd body B,
C,D.

Reseni:

Obr. 2.27: Ptiklad 25

Zavedeme znaceni podle obrdzku. O kruZnici k vime, Ze prochazi body A, B, D. To
ale neznamend nic jiného, neZ Ze se jedna o kruZnici opsanou trojihelniku ABD, o kterém
navic vime, Ze je pravouhly. Je-li pravotihlému trojihelniku opsdna kruZnice, je to Thaletova
kruZnice nad primérem BD, tedy pfeponou pravouihlého trojihelnika. Potom stied U této
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kruznice leZi ve stfedu tsecky DB a polomér této kruZznice je %a. Analogicky: kruZnice [ je
opséna trojihelniku BCD, proto jeji stied V lezi ve stfedu pfepony CD. Polomér kruZnice
lje 1b.

Usecka UV tedy spojuje stiedy stran BD a CD v trojihelniku BCD. Je to tudiZ stiedni
pricka, o které vime, Ze ma polovi¢ni délku oproti strané, se kterou je rovnobézna. Plati
tedy |BC| = 2|UV/|. Strana BC je ale odvé&sna pravodhlého trojdhelnika DBC, takZe jeji
délku vypocitdme s uzitim Pythagorovy véty:

Vb2 — 2
‘BC\ZZ|CD‘2—|DB]2=b2—a2:>|BC|=‘/b2—612:>|UV\:Ta_

Nalezli jsme hledanou vzdélenost stfedi U a V kruznic k a [.

P¥iklad 26, Sar. 107

Pravouhly trojihelnik mé pfeponu délky c¢. Kazdy z jeho vrcholii je zaroven stfedem kruZz-
nice o poloméru %c. Urcete polomér té kruZnice k, ktera se dotyka vSech tfi kruZnic vnéj$im
zpusobem.

Reseni:

Obr. 2.28: Ptiklad 26

Hledame-li stfed kruznice, kterd se dotykd dvou kruznic o stejném poloméru, pak jisté
tento stfed leZi na ose usecky, kterd spojuje stfedy dvou pivodnich kruznic. Proto stfed S
kruZnice k bude prisecikem os stran daného trojihelnika, ktery oznacime ABC, jako na
obrazku. Ten je ale pravouhly, a proto prisecik os jeho stran (coz je také stfed kruZnice
opsané) lezi podle Thaletovy véty ve stiedu S pfepony AB. Polomér |T'S| kruZnice k tudiz
uréime snadno. Plati:

3

1 1
TS| = |AS| — |AT| = ¢ — —c = —c.
78] = |AS| ~ [AT| = Se— e = o

3

Polomér kruznice k je roven {5c.
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2.6 Vlastnosti tecen kruznice

V nésledujicich ilohdch kromé jinych poznatkill pouZijeme k feSeni vlastnosti te¢en z bodu
ke kruznici. Pfedevs§im pak tu vlastnost, Ze délky tecen spusténych z bodu ke kruZnici se
rovnaji. Vlastnosti teCen uzijeme ddle pro feSeni Prikladu 52.

Piiklad 27, Sar. 67

Jsou dany tii navzdjem se dotykajici kruznice o poloméru r. Urete obsah trojihelnika

vymezeného témi spolenymi vnéjSimi teCnami kazdych dvou z nich, které neprotinaji
treti kruZnici.

Reseni:

Obr. 2.29: Ptiklad 27

Zavedeme znaceni podle obrazku. Maji-li vSechny tii kruznice stejny polomér a vza-
jemné se dotykaji, pak jejich stfedy tvoii vrcholy rovnostranného trojuhelnika. (Nebereme
v uvahu pfipad, kdy nékteré dvé, resp. vSechny tfi, kruznice splynou.) Tecny, které maji
kruZnice po dvojicich spole¢né, jsou rovnobé€zné se spojnicemi jejich stiedti. V obrazku
napt. AC || 0,0;.

Pro vypocet obsahu rovnostranného trojihelnika ABC potfebujeme znat délku jeho
strany. Jak je vyznac¢eno v obrdzku, pro stranu AC plati |AC| = |AU |+ |UV |+ |V C]|. Velikost
tseCky AU vypocitdme z pravodhlého trojahelniku AT 05, kde |[TO;| = ra o« = 30°. (AO,
je osa uhlu CAB, proto o0 = %600.)

UZitim goniometrické funkce tangens dostaneme { = tg30° = L = 5 =ry3. Usetka

V3
AU ma tedy velikost /3, totéZ plati i pro tdsecku VC.
Dile staci si uvédomit, Ze diky vlastnostem tecen ke kruznici sviraji usecky OV a O,U
se stranou AC pravy thel a proto je Ctyfuhelnik UO,01V obdélnikem se stranami délek r
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a 2r. Odtud |UV| = 2r a pro stranu rovnostranného trojihelnika ABC plati

IAC| = |AU |+ UV |+ |VC| = rvV3+2r+rV3 =2r-(1+V3).
V3

V rovnostranném trojuhelniku je vyska %—nésobkem strany. Proto obsah Sspc troju-
helnika ABC spocitdme podle standardniho vzorce pro vypocet obsahu trojihelnika.

V3-2r-(1++3)-2r- (14+V/3) :,2.\/5.(1+2\/§+3> =
22

:2r2-\/§-<2+\/§> e (2\/§+3).

Sapc =

Piiklad 28, Sar. 102

V trojihelniku ABC je déno: |BC| = a, |[<BAC| = a, |[<ABC| = . Urcete polomér kruz-
nice k, kterd se dotyka strany AC v bodé A a rovnéz se dotykd v nékterém bodé strany BC.

Reseni:

Obr. 2.30: Priklad 28

Zavedeme znaceni podle obrazku. Velikost strany AC jsme pro piehlednost vypoctl
oznacili jako b. Pti konstrukci stiedu S zadané kruZnice je tfeba si uvédomit, Ze z bodu C
vychazi dvé tecny této kruznice — CA a CB s body dotyku A a T. Poloha bodu T neni
zad4dnim urcena, ale plati, Ze body dotyku jsou vZdy od priseciku tecen stejné vzdaleny.
Proto |CT | = b. Pokud mame dvé te¢ny ke kruZnici, i body dotyku, sta¢i vést z t€chto boda
kolmice a hledany stfed S bude leZet v jejich priseciku. Stfed S lezi ovSem také na ose
uhlu ACT. Vznikne tak pravouhly trojihelnik ASC, jehoZ odvésny maji délky b a r. Pokud
zjistime velikost thlu ASC a vyjadiime délku b uzitim sinové véty v trojuhelniku ABC,
budeme moci hledany polomér r vypocitat uzitim funkce tangens.

Zminénd sinova véta vede k vyjadrent:

a b __asinf

—=———=>b=—.
sinoe sinf3 sino
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Nyni vypoéitdme velikost tihlu CSA. Plati, Ze |<BCA| = 180° — a — f3. Uhel BCA je
polopiimkou CS rozpilen, proto je |<<SCA| = M. Velikost tihlu CSA vypocitame
jako |<<CSA| = 180° —90° — BY-=F _ @B Nynfuz v trojihelniku ASC uZijeme funkci
tangens a po dosazeni hodnoty b vypocitame r.

o+ b b o+p asinf o+
T2 T T g TR T e T

Urcili jsme polomér r kruZznice, ktera se dotykd strany AC v bod€ A a strany BC v nezndmém
bodé T.

2.7 Sinova véta

Kromé tloh zatazenych do této sekce, je sinova véta vyuzita pfi feSeni: Prikladu 3, Pii-
kladu 9, Pfikladu 24 a Pfikladu 28.

Piiklad 29, Sar. 66

Je dan kosoctverec ABCD se stranou dané délky a a s danym ostrym thlem & pii vrcholu A.
Urcete polomér kruZznice k, kterd prochazi body A a B a dotykd se strany CD, nebo jejitho
prodlouZeni.

Reseni:

| 0
[
[
[
'V D C
[
|

k [
[
[

b a [ h b
OI
:\ r
B [

Jalla

A la S, P B

Obr. 2.31: Priklad 29
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Zavedeme znaceni podle obrdzku. Je zde znazornéna situace, kdy kruznice k neprotne
stranu CD, ale jeji prodlouZeni. KruZnice k, jejiZ polomér mame za tkol urcit, je kruZnice
opsand trojuhelniku ABV, kde V je bod dotyku kruZnice k a pfimky CD. Tento trojihelnik
je nutné rovnoramenny, protoZe stfed O kruZnice k leZi na ose o useCky AB. Tato osa je
kolma k te¢né CD kruznice k, takZe prochdzi bodem dotyku.

Nejprve vyjadiime vysku /i kosoctverce uzitim goniometrické funkce sinus. V pravo-
tihlém trojihelniku APD plati |AD| = a, |[<<PAD| = o. Proto zfejmé plati = asinc.

Dile uZijeme Pythagorovu vétu v pravouhlém trojihelniku ASV, kde plati [SV|=h =
=asina, |AS| = %a, k vypoctu délky b jeho piepony AV :

1 /1
b = Za2+azsin2a:>b:a Z+Sin2 .

Déle ur¢ime sinus thlu f, a to z pravouhlého trojihelniku ASV .

. h asin o sin &
S]nﬁ:zz g

a\/}‘—i—sinza 1/%+sin2a

Konec¢né uzijeme rozsifenou sinovou vétu v trojuhelniku ABV, kde pfi vrcholu A je
thel B a protéjsi strana ma délku b, nebof se jednd o rovnoramenny trojuihelnik.

b a\/Zlﬁ‘Sinza_a(i—ksinza) _a(4sin2a+1)

© 2sinff _2Zsna . 2gina 8sin o
%Jrsinzot

r

Nalezli jsme velikost  poloméru kruZnice opsané trojihelniku ABV'.

Piiklad 30, Sar. 84

Spolecna tétiva dvou protinajicich se kruznic k a [ je z jejich stfedt vidét pod thly 90°
a 60°. Urcete poloméry r a R kruZznic k a [, je-li vzdélenost jejich stfedl rovna a.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrdzku. Existuji dvé mozna feSeni dané ulohy. Stfed S mensi
kruznice k lezi bud uvnitf, nebo vné vétsi kruznice /. Jde tedy bud o kruZnici k = ky se
sttedem S nebo o kruZnici k = k, se stfedem S5.

Nejprve vyfesime poloméry kruznic / a kj. Podle zadani je |S3S|| = a, |<S1S3P| =
=30°, |<t$381P| =30° atedy |<tS3PS;| = 15°. V trojihelniku S35 P uZijeme sinovou vétu
a vypocitame r:

a r _ asin30° a-% av2 \/§+1_a\/§(\/§+1)

— = — = = . = .
sin15°  sin30° ' sinl5° f3—; V3—1 V3+1 2
22
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Obr. 2.32: Priklad 30

Pii vypoctu poloméru R z téhoZ trojihelniku vezmeme v Gvahu, Ze sin 135° = sin45°:

Sin135°  sinls° 7 sinlse :fs_fl_\@—l'\/@rl
24/2

‘4850 V2
R 4 5= 2 1
a o sind5 . a 3+ :a<\/§+1>.

Nyni vyfeSime poloméry kruZnic / a k. Podle zadéni je |S3S:| = a, |<S3S,P| = 45°,
|<tS>83P| = 30°. Tudiz velikost thlu S>PS3 je 180° —45° —30° = 105°. Zaroven plati
sin105° = sin75°.

Uzitim sinové véty v trojihelniku S35, P vypocitime r a R:

r a _asin30° a3 av2 V3-1_ aV2(V3-1)

f = — e f . —
sin30°  sin75° | sin75° B+l 311l V31 2
2V2
. ° 2
.R _ .a :>R:a§1n45 :a-%: 2a '\/5—1:a<\/§_1>'
sin45°  sin75° sin75° \f3_\;1 V3+1l V3-1
2v2

Vypocitali jsme dvé rizné dvojice polomérii R a r v zdvislosti na velikosti a.

Poznamka: Pii vypoctech jsme vyuZili netrividlni hodnoty sin15° a sin75°, které v
této pozndmce pro uplnost odvodime. Postaci pouzit souctové vzorce pro funkce sinus a
kosinus. Plati:

sin 15° = sin (45° — 30°) = sin45° cos 30° — cos45°sin30° =
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VIVE VI VEVE VA(VA-L)

2 2 2 2 4 4 22
sin75° = sin (45° 4+ 30°) = sin45° cos 30° + cos45° sin30° =

V2 V3 V2 VeHV2 V2(VEHD) VB
B I R T S e R W B

Piiklad 31, Sar. 74

Trojihelniku ABC je opsdna kruZnice k. Je ddno: |BC| = a, |[<XABC| = a a |<BCA| = B.
Osa vnitiniho thlu CAB protina kruznici k v bodé K. Urcete |AK|.

Reseni:

Obr. 2.33: Piklad 31

Zavedeme znaceni podle obrazku. Pro dalsi vypocty bude vhodné vyjadrit velikost r
poloméru kruznice k v zavislosti na zadané délce a strany BC. Polomér kruznice opsané
trojuhelniku lze snadno urcit uZzitim rozsitené sinové véty. V trojuhelniku ABC zname
velikosti vnitinich Ghld |[<ABC| = o a |[<<BCA| = B. Jisté tedy plati |[<CAB| = 180° —a.— .
Odtud:

a a
=2 = r= .
sin(180°—a—pB) "7 2sin(180°— a— B)
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Funkce sinus nabyva stejnych hodnot pro vedlejsi dhly (tj. plati sin ¢ = sin (180° — ¢)),
proto lze velikost r vyjadfit zjednodusSené jako:

" 2sin(a+ )’

Osa o tihlu BAC rozdéluje na poloviny nejenom thel BAC, ale také mensi z obloukt BC.
Ze jsou takto vzniklé oblouky BK a KC opravdu stejné, miizeme zdéivodnit napiiklad tak,
Ze jim pfislusi stejné velké obvodové ihly BAK a KAC. Proto jsou stejné dlouhé i tétivy BK
a KC ajejich délku ozna¢ime jako x. Vypocitadme-li délku této tétivy, budeme znat velikost
strany KC v trojuhelniku AKC, v némz mame urcit velikost strany AK.

Osa o thlu BAC rozdéluje na poloviny nejenom thel BAC, ale také mensi z oblouk
BC. Ze jsou takto vzniklé oblouky BK a KC opravdu stejné, mizeme zddvodnit napiiklad
tak, Ze jim prislusi stejné velké obvodové thly BAK a KAC. Proto jsou stejné dlouhé i
tétivy BK a KC a jejich délku ozna¢ime jako x. Vypocitime-li délku této tétivy, budeme
znat velikost strany KC v trojuhelniku AKC, v némZ méame urcit velikost strany AK.

Uhel BCK je obvodovy thel piisluiny oblouku BK a ma tudiZ stejnou velikost jako
tihel BAK, ktery je polovi¢ni oproti znimému thlu BAC, ktery ma velikost 180° — o — f3.
Plati tedy, Ze € ma velikost 90° — #. Vnitini thel KCA trojihelniku AKC ma velikost
|<KCA| = B +90° — 48 — 900 — 2B

Posledni udaj, ktery potiebujeme pro sestaveni sinové véty, je velikost x tétivy KC. Plati,
Ze thel PSC je polovicni oproti sttedovému thlu KSC, ktery ma velikost 2€. V pravotihlém
trojuhelniku PSC uZzijeme funkci sinus pro thel PSC:

x a x
sine=2 = sin (900— +ﬁ) = Z )
r 2 2sin(o+f)

Nyni vyuZijeme tvrzeni, které plati pro dvojici dhld, jejichZ soucet je roven 90°, tj.
cos @ = sin (90° — ¢). Plati:

- acos (£
COS(a—ZkB):szméquﬁ) Lo Sin((§+2[3)>'

Nyni vyuZijeme sinovou vétu v trojuhelniku AKC, a uréime tak hledanou délku
|AK| = y. Nejprve sestavime zdpis sinové véty a potom budeme postupné dosazovat vyse
vypocitané hodnoty:

y x xs1n(ﬁ+£ acos( >s1n (B+e)
= =
s1n(B—|—8) sin€g sine in(a+f)sine

_ceos (537 sin (907 = 58) _acos (458 )eon (%57) _acon (%)

sin(a + B) sin <90°—#> sin(a + ) cos <O‘—J2rﬁ> sin(a+p)
Ur¢ili jsme hledanou délku usecky AK:
)

sin(a+pB)

L

acos (
AK| =



Kapitola 2. Priklady 45

Piiklad 32, Sar. 94

Kruznice k prochéazi vrcholy A a B trojihelnika ABC a protind stranu BC v bodé D. Urcete
polomér kruZnice /, kterd prochdzi body A, D a C, jestlize |AB| = ¢ a |AC| = b.

Reseni:

Obr. 2.34: Pfiklad 32

Zavedeme znaceni podle obrazku. Zadané dvé kruznice k a [ jsou kruZnice opsané
trojihelnikim ABD a ADC. Polomér kruznice opsané lze urcit uzitim rozsifené sinové
véty, nebof v libovolném trojihelniku plati:

a b c
4 7 _° o
sina  sinf3 siny

V trojuhelniku ABD ma strana AB délku c a velikost vnitiniho dhlu pfi vrcholu D jsme
oznacili jako €. UZijme sinovou vétu:

— =2r
sing
V trojihelniku ADC ma strana AC velikost b a velikost vnitfniho thlu pfi vrcholu D lze

vyjadrit jako 180° — €. UZijme opét sinovou vétu:

b

P 9.
sin(180°—¢) P
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Nyni vyuZijeme vlastnosti vedlejSich dhla — plati sin& = sin (180° — €). Plati:

p 1 I N _b-r
b 2sin(180°—¢) 2sme ¢  PT o

Nalezli jsme polomér p kruZnice /.

2.8 Kosinova véta

Kromé nésledujicich dloh bychom do této sekce mohli zaradit také Priklad 12, Piiklad 24,
Priklad 40.

P¥iklad 33, Sar. 106

Je déan kosodélnik ABCD, ve kterém |<BAD| = o < 90°, |[AB| = a, |[BC| =b ab > a. Na
stranach BC a AD lezi body K a M tak, ze BKDM je kosoctverec. UrCete délku jeho strany.

Reseni:

Obr. 2.35: Priklad 33

Délku strany kosoétverce oznaéme jako c. Z |[MD| = ¢ plyne |MA| = b — c. Pak v troji-
helniku ABM, kde |AB| = a, |[BM| = ¢, |MA| = b —c a |[<BAM| = a., 1ze vyuZit kosinovou
vétu a velikost ¢ vypocitat:

> =a*+ (b—c)* —2a(b—c)cosa = a* + b* — 2bc + c* — 2abcos & + 2accos o =

a*+b* —2abcos o
2(b—acosa)

= 2bc —2accos o :a2+b2—2abcosa =c=

Ur¢ili jsme délku c strany koso¢tverce BKDM.
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Piiklad 34, Sar. 113

V trojihelniku ABC je déno: |[<CAB| = o, |AB| = a, |AC| = b. Na stranich AC a AB leZi
body M a N. Bod M je stfed strany AC. Uréete [M N/, jestliZe obsah trojihelnika ABC je
tiikrat vétsi, nez obsah trojihelnika ANM.

Reseni:

Obr. 2.36: Priklad 34

V této tloze potfebujeme urcit délku |AN|, abychom uZitim kosinové véty mohli vy-
poditat velikost strany MN v trojihelniku ANM, kde |[AM| = b a [<MAN| = c.

Plati Savy = 3Sasc @ Sagy = 3Sapc. Odtud Sany = 3Sapy. Trojihelniky ANM a
ABM maji ale stejnou vysku z vrcholu M, proto pro délky prot&jsich stran plati |[AN| =
= % |AB| = %a. Nyni uZ zndme vSechny potfebné tidaje a vypocitdme pomoci kosinové véty
velikost usecky MN:

1\> /2)\? 1 2
|MN|2:<—b> —|—(—a) —2-—b-§a-cosa:>

2 3 2
v = 24 2 cosa
= — _ = = COS (X.

49 3¢

Ur¢ili jsme hledanou délku tsecky MN.
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Piiklad 35, Sar. 83

Na daném priméru kruzZnice k o poloméru R lezi bod M a jeho vzdalenost od stiedu S
kruznice je rovna a. Urcete soucet druhych mocnin vzdélenosti bodu M od koncovych
bodi libovolné tétivy kruZnice k, ktera je rovnobé&zna s jejim danym primérem.

Reseni:

Obr. 2.37: Ptiklad 35

Zavedeme znaceni podle obrazku. V rovnoramenném trojihelniku ABS oznac¢ime veli-
kost thlu p¥i zdkladné jako ct. Uhly, které sviraji ramena AS a BS s danym priimérem, jsou
vuci uhlum BAS a ABS stiidavé, proto maji také velikost . Nyni uZijeme kosinovou vétu
ve dvou trojuhelnicich. Plati:

x* =da®+R*—2aRcos a,

y? = a* +R*> —2aRcos (180° — o) = a® + R> 4+ 2aRcos .

Secétenim obou rovnic dostaneme:
x2+y2 —2a*+2R*=2 (a2+R2) .

Ur¢ili jsme hledany soucet druhych mocnin délek dsecek MA a MB.
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Piiklad 36, Sar. 86

Dv¢é kruznice o polomérech R a % maji vnéjsi dotyk. Je ddna tsecka, kterd svird se spojnici
stfedl kruZnic dhel 30°, ma délku 2R a jeden z jejich koncovych bodu splyva se stfedem
mensi z kruZnic. Vypoctéte, jaka dst této tsecky lezi vné obou kruznic. (Use&ka protind
obé kruZnice.)

Reseni:

YX1

A\Y)
30°

S R

(Sl

Obr. 2.38: Priklad 36

Zavedeme znaceni podle obrazku. Délky x; = [S2X1| a x» = [S2Xz| vypocitime jako
koteny x1, x; kvadratické rovnice, kterou dostaneme, kdyZ pro trojihelniky S15,X; a S15:X>
uzijeme kosinovou vétu:

2
» 3V3_. 5

— " "Rx+>R*=0
X > x+4

2, L, T,
D=""R_sr2—- "R~
4 an

3R+ YIR  (3V3+V7)R
2 B 4
Protoze x; = 1,96R a x; = 0,63R, lezi body X, X>, X3 uvniti tiseCky S,Y délky 2R ze
zadénf tlohy, a to v pofadi vyznaceném na obrazku. Cast tsecky S,Y, kterd leZ{ vn& obou
kruZnic, je proto sloZena z tsecek Y X a X,X3 a m4 celkovou délku:

YX1|+ X2 X3] = (|27 | — [S2X1|) + (|S2X2| — [$2X3]) =
_ <2R_MR> _ (MR_1R> 3=V,

2 3 2 2 3 o
R°=|=R) +x —25R-x-cos30

X120 =

4 4 2 2

Je to tedy Cast celé délky 2R zadané usecky, kterd je vyjadrena zlomkem }1(3 —V7).
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2.9 Goniometrické funkce

Pfi feSeni nésledujicich dloh uZijeme goniometrické funkce. Ty samoziejmé uZivime v
mnoha dal$ich tlohach, viz Priklad 1, Piiklad 6, Priklad 10, Priklad 14, Priklad 18, P1i-
klad 24, Priklad 27, Priklad 28, Priklad 29, Ptiklad 31, Ptiklad 42, Ptiklad 44, Ptiklad 50
a Priklad 52.

P¥iklad 37, Sar. 117

Je dan kosodélnik ABCD, ve kterém ma ostry dhel DAB velikost o a plati |AB| = a,
|BD| = b (a < b). Oznalme patu vySky spusténé z vrcholu B na stranu AD jako K a patu
vySky spusténé z bodu K na prodlouzeni strany CD jako M. Urcete obsah trojuhelnika BKM.

Reseni:

Obr. 2.39: Ptiklad 37

Obsah trojuihelnika je moZné vypocitat nékolika zptisoby. Pro tuto dlohu bude vyhodné
pouZzit nasledujici vzorec:

1
Szi-a-b-sin'y.

Abychom tento vzorec mohli pouZit, potfebujeme vyjadfit velikost use¢ek BK a KM,
které jsme oznacili jako v a k, a velikost thlu BKM. Velikost v vypocitdme uZitim funkce
sinus v pravouhlém trojihelniku ABK, kde plati:

. v .
SIno = = v=asmao.

a

Abychom ur¢ili velikost k£ useCky KM, potiebujeme znat velikost dsecky KD. Plati
|KD| = |AD| — |AK|. Ze zadéni vime, Ze |AD| = b a délku |AK| vypod&itame uZitim funkce
kosinus v pravouhlém trojuhelniku ABK:

AK]

cosa =—— = |AK|=acosaq.
a
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Odtud |KD| = b—acos a. Protoze ihel ADM je souhlasny s thlem BCM, md tihel KDM
v pravouhlém trojuhelniku velikost . Velikost k strany KM uré¢ime uZzitim funkce sinus:

sind=-—— = k=|KD|-sinot = (b—acosa)-sina.

Posledni hodnota, kterou potfebujeme uréit je sinus tihlu BKM. Uhel DKM mi velikost
90° — a a ihel BKM ma tudiz velikost 180° — a. Sinus vedlejsich dhla ale nabyva stejnych
hodnot, a proto plati:

sin (<BKM) =sin (180° — &) = sina.

Nyni poskladdame dil¢i vysledky do vzorce a vypocitame obsah S trojuhelnika BKM:

1 1
S= 5v-k-sin(<IBKM) = Easin(x-(b—acosa)sinoc~sinoc =

1
=S5= Ea(b—acos o) sin’ .

Nalezli jsme obsah trojuhelnika BKM.

Piiklad 38, Sar. 93

Na stranach ¢tverce ABCD jsou zvoleny body M, N a K nasledujicim zplisobem. M je
sttedem strany AB, N leZi na strané BC a plati [NC| = 2|BN|, K leZi na strané AD a plat{
2|DK| = |KA|. Ur¢ete sinus menstho z thlu, ktery sviraji dsecky MC a NK.

Reseni:

D S C
[
|
|
|
K |
|
. LI
§(ZQ ________ l____R
Pl______E_J_OL
|
|
|
|
T [
A M %a B

Obr. 2.40: Ptiklad 38

N

Situace ze zaddni je zndzornéna na obrazku, ktery je doplnén o dalsi usecky, které maji

Vv

pro naSe feSeni vyhodné vlastnosti. Bez nich by byla tloha stéZ{ uchopitelna. Pro usec¢ky ST
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a OR plati, ST || AD, QR || AB a ze prochézi bodem L, ktery je prise¢ikem dseéek MC
a NK. Usecka PN je rovnobéznd se stranou AB. Protoze PN a OR jsou rovnob&zky, sviraji
s useckou KN thly KLQ a KNP, které jsou souhlasné a maji stejnou velikost, oznaéme ji
. Podobné AB a QR sviraji s tiseckou CM thly BMC a QML, které jsou stiidavé a proto
maji shodnou velikost, kterou ozna¢ime . Odtud |[<KLM| = |<KLQ|+ |<QLM|= o+ .
Uhel KLM je rozhodné jednim z thld, které sviraji tise¢ky KN a MC, ale zadani nam iik4,
Ze mame vypocitat sinus mensiho, tedy ostrého, z té€chto dhli. Jeden ze dvou vedlejsich
uhli KLM a MLN je jisté tupy. Sinus tupého thlu je ovSem zaveden jako sinus thlu
vedlejsiho k tomuto tupému thlu. Proto plati sin(|<<KLM|) = sin(|<<MLN|). Hleddme tedy
sin(a+ B).

Pro tento vypocet nejprve potiebujeme urcit hodnoty sina, cosc, sinf3, cosf3. Pro
usnadnéni oznacime délku strany ctverce ABCD jako a, a z pravodhlych trojihelniki
PNK a MBC postupné vypocitame vSechny hodnoty. Uzitim Pythagorovy véty dostaneme

nejprve [INK| = \/a®+ % = “3@ a analogicky |[MC| = /a2 + % = # UZitim gonio-

metrickych funkci vypocteme ndsledujici hodnoty

o 3 1 a3
sSIno = a 310 - \/E’ CoOsSUX = 4 310 — \/m,
, a 2 5 1
Slnﬁ_a\zﬁ_%, COSﬁ—@—%.

Nyni mdme vSechny potiebné vysledky a miizeme je dosadit do vzorce pro sinus souctu
dvou uhli
sin(ot+ ) = sinoccos B + cos o sin 3,

. 11 3.2 1 V2
31n(a+ﬁ)—ﬁ-ﬁ+ﬁ~%—@— 10

Ur¢ili jsme tak hledany sinus thlu KLM.

Piiklad 39, Sar. 73

V rovnoramenném trojihelniku ABC je ddno |<<BAC| = a > 90° a |BC| = a. UrCete vzda-
lenost mezi ortocentrem a stiedem kruznice opsané trojuhelniku ABC.

ReSeni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. Nasim tikolem je zjistit velikost |OV|. Dil¢{ potiebné
vysledky ziskdme uZitim goniometrickych funkci v nékterych pravodhlych trojihelnicich,
které v obrazku vznikly. Podle obrdzku plati: |OV | = |VS|+|SO|, kde |SO| = |AO| — |AS]|.
Postupné uré¢ime |V S|, |AO| a |AS].

Nejprve se ov§em zaméfime na velikosti thld 3, y a 6. VSechny tfi lze vyjadfit v za-
vislosti na velikosti dhlu ¢, ktery md zadanou velikost. V pravothlém trojuhelniku SCA
md vnitnf dhel pii vrcholu A velikost %, proto ziejmé & = 90° — %. Uhel § je vedlejsi
k thlu o, proto ma velikost 180° — . V trojihelniku ACM ma dhel y velikost 90° — 3,
odkud y = a —90°. V pravouhlém trojihelniku SCV ma vnitini dhel pii vrcholu C velikost
8+y=90°—$+ (a—90°) = . Proto plati, Ze tihel CV'S m4 velikost 6 = 90° — .
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D
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/

Obr. 2.41: Priklad 39

Nyni budeme postupné urcovat potfebné velikosti usecek |V S|, |AO| a |AS|. Zaénéme
s |AS|. V pravouhlém trojihelniku SCA plati:

a [0
2 a acos )

(04
t —_ = = AS — - .
82" as] = 1= 742 = 2gne

Dile je vhodné urcit velikost tsecky AN, kterd ma polovicni délku oproti strané¢ AC
trojihelnika SCA. Proto:

a

bl a a
= |AC| = = |AN| = .
[AC] 2sin% |AN] 4sin%

V pravouhlém trojuhelniku AON zndme velikost odvésny AN a velikost vnitfniho
uhlu NAO. Uzitim funkce kosinus lze tedy vypocitat velikost jeho pfepony AO:

o |AN|  zwnZ a

— = =—= = |AOl=——7+——.
%% T a0| T a0 40| 4cos Lsin g

Posledni potifebny ddaj je velikost |V S|. V pravodhlém trojihelniku SCV zndme velikost
odvésny SC a velikost vnitfniho thlu SCV. UZitim funkce tangens ziskdme:

o |VS| atg§
tg ~ = = |VS§|= .
2 4 2

Dosazenim do rovnosti |OV| = |VS| + |AO| — |AS
goniometrickych vzorct dojdeme k vysledku:

, ndslednymi Upravami a vyuZitim
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o o
tgf I a _ClCOSj o
O 34 O o

2 4cosjsm7 251n7

s O o

(sm7 N 1 _cos7> B

o . O o . O -

cos 5 2sin Fcos5  sing
_a 1—2cosa B

2 2 sin o N

a(l—cosoc cosa) a(l—(1—2sin2%) )
) - =5 —cotga | =

a 2sin2%+ 1 —ZCOSZ%
A O o
251n7c057

sinQ sin o 2 2sin % cos %
a sin% o a(t a . oc)
= —co =—(tg——co )
2 cos% & 2 g2 &

Vypocitali jsme vzdalenost mezi stfedem kruZnice opsané tupothlému rovnoramen-
nému trojuhelniku a jeho ortocentrem.

Piiklad 40, Sar. 108

Urcete polomér kruznice, kterd protind obé ramena uhlu velikosti o tak, Ze na obou rame-
nou tak vytind tétivy délky a, pficemz vzdalenost mezi bliz§imi konci tétiv je b.

Reseni:

Obr. 2.42: Priklad 40

Zavedeme znaceni podle obrazku. Velikost poloméru r vypocitdme jako velikost pie-
pony v pravothlém trojihelniku OSP. K tomu predné potfebujeme vypocitat velikost
odvésny OP — ta md polovi¢ni délku oproti |[PQ|. Délku |PQ| vypocitime uZitim kosinové
véty v trojihelniku POR, kde |PR| = b, |RQ| = a a |<PRQ| = ¢. Plati:

|POI> =d®+b*—2-a-b-cos .
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Hodnota funkce kosinus pro vedlejsi thly je shodnd az na znaménko, tj. cosot = —
—cos (180° — ). Proto hodnotu cos ¢ Ize vyjadrit také jako — cos €. Diky vztahu sin @ =
= c0s(90° — ) plati:

. a
COS(P = —COSE = —SIHE.

Proto:

1 1 o
= _ = _ 2 2 .a-b-sin—
|PO| 2|PQ| 2\/a +b°+2-a-b sin .

Nyni zaméfme pozornost na velikost vnitintho uhlu PSO ve stejnojmenném trojuhel-
niku. Del§imu z obloukli PQ piislusi obvodovy thel PRQ, ktery ma velikost ¢. Proto
velikost nekonvexniho thlu PSQ je 2¢. Velikost konvexniho thlu PSQ je tudiz 360° —2¢,
tudiz |[<PSO| = 180° — @ = €.

Konecné v pravouhlém trojihelniku PSO uzZitim funkce sinus a Upravou ziskdme hle-
danou velikost poloméru r:

PO PO a2+b2+2-a~b-sin%
Sinf = —— = r= = )

sin€ 2.cos %

Ur¢ili jsme hledany polomér zadané kruznice.

2.10 Goniometrické vzorce

V nasledujicich dlohach uZijeme nékteré z goniometrickych vzorcli. Lze sem fadit také
Priklad 15, Ptiklad 30 a Ptiklad 39.

Piiklad 41, Sar. 105

Dvé kruznice [ a m se spolecnym stfedem O maji poloméry R a r, kde R > r. Tteti kru-
Znice k se obou téchto kruznic dotyka a lezi uvniti vzniklého mezikruZzi. Urcete tangens
thlu, ktery sviraji teCny vedené z bodu O ke kruZnici k.

Resent:
Zavedeme znaceni podle obrazku. NaSim tkolem je urcit tangens uhlu, ktery sviraji
teCny 71 a fp. Velikost thlu SOT jsme oznacili jako &, hledanou hodnotou tedy bude tg2c.

Plati: ) .
sin2o 2sin ot cos &
tg2o = =

cos2a  cos?a —sin® o
Postaci tedy urcit hodnoty sin & a cos &. V pravoihlém trojihelniku OT S ma strana ST
délku 237 a strana OS délku r+ 252 = BE2 7 toho uZitim Pythagorovy véty uréime délku

tieti strany OT':
2 2
R R —
orf =jos - stP = (37 - (%57) -
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Obr. 2.43: Priklad 41

R%+2Rr+r*— (R —2Rr + 1> 4R
- ( ) AR o= VR

4 4
R—r 2
- R-— 2V R R— 4R
Odtud: sino = R_ZH = r’ coso = r’ sina = ( r)z’ cos’a = ! 5
> R"‘V R+r (R+r) (R+r)

Déle dosazenim a postupnymi Upravami vypocitdme hledanou hodnotu tg2o::

4(R—r)VRr
- —r 2 4(R—r)VRr
tg2a = 2sin 0 cos ¢ _ 2-§—+;' R@ _ (Rir) _ 4 /_Rr(R—r)
cos?a—sina 4k (R  AR—R1ORr2  GRr—R2—r2’
(R+r)*>  (R+r)* (R+r)

Piiklad 42, Sar. 115

Jsou dany dva cCtverce o strané a. Maji spole¢ny jeden vrchol a oto¢enim kolem tohoto
vrcholu o 45° pfejde jedna ze stran prvniho ¢tverce ve stranu druhého Ctverce. Vypocitejte
obsah oblasti, kde se oba Ctverce prekryvaji.

Reseni:
Zavedeme znaceni podle obrazku. Mdme vypocitat obsah ¢tyfihelnika ABHG. Ten lze
rozdélit na dva trojihelniky AHB a AHG, které jsou podle véty Ssu shodné.
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Obr. 2.44: Pfiklad 42

Protoze jsou pravouhlé, 1ze jejich obsah vypocitat jako Sayp = Sapc = %. Neznamou
délku b vyjadiime pomoci délky a uzitim goniometrickych funkci.

Uhel BAG mi podle zadani velikost 45°, takZe oba thly BAH a GAH ve shodnych
trojuhelnicich maji poloviéni velikost. Aby byl zéapis piehledny, budeme velikosti Ghlt
psit nikoliv ve stupnich, ale v obloukové mife. Plati tedy |[<BAG| = § = |<HAG| = §.V
pravothlém trojihelniku HAG plati:

( T b
88 T
Uloha se tedy redukuje na otdzku, jak pfesné vypoéitat hodnotu tg - VyuZijeme k tomu
vzorec pro tangens dvojndsobného argumentu:

PouZijeme ho pro hodnotu x = £. Plati:
T T
=g =t (2- —)
g 4 g 3
2tg %
tg (2. E) _ %

Zavedeme substituci tg § = y a ndsledné vyfesime kvadratickou rovnici:

= —2y2—2y+1=0 = y1,2=—1—\/§»—1+\/§-
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ProtoZe funkce tangens nabyva v prvnim kvadrantu kladnych hodnot, vyhovuje pouze
feéeniy:tg% =v2-1.
Nyni se vrafme k trojihelniku AHB. Zde plati, ze b =a-tg g = a- (\/§ — 1) .Dosazenim
do dfive uvedenych vzorct dostaneme:
a-b a?
SAHB = SAHG = —~ = & <\/§—1>7
2 2
SABHG = Sasr + Sang = a* (\/5 — 1) :

2.11 Mocnost bodu ke kruznici

Piiklad 43, Sar. 76

V kruzZnici k se stiedem S jsou provedeny tfi tétivy, které se po dvou protinaji. Kazda je
takto rozdélena na ti1 stejné tseky. Urcete polomér r kruZnice k, jestliZze jedna z téchto tétiv
ma délku a.

Reseni:

Obr. 2.45: Priklad 43

Zadéani ndm nic netikd o délkach zbylych dvou tétiv, ale my ukdZeme, Ze vSechny tfi
tétivy maji stejnou délku. Vezméme bod M — tedy jeden z prisecika tétiv. Prochdzi jim dvé
tétivy nezndmé délky, ale obé jsou jim rozdéleny na dseky v poméru x : 2x, resp. y : 2y.
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UZijeme-li poznatky o mocnosti bodu ke kruznici, pro tétivy prochdzejici bodem M
plati, Ze soucin délek jejich usekt je konstantni, tzn. 2x-x = 2y -y. Proto plati x = %y,
zapornd varianta vSak nemd smysl, a tak dostaneme x = y. Analogicky bychom mohli
zvolit jiny z praseciku tétiv, bod N nebo bod O a dostali bychom stejny vysledek. Vime
tedy, Ze vSechny tii tétivy jsou stejné dlouhé, tudiZ vSechny jejich tseky jsou stejné€ dlouhé.

Hledany polomér r kruZnice k miZeme nyni vypocitat jako délku piepony AS pravo-
Ghlého trojihelnika ABS. Plati [AB| = |AN|+ |[NB| = x+ £x = 3x. Je nutné ur¢it velikost

Vv

nika MON, tudiz jeho vzdalenost od stfedu strany je tfetina velikosti téZnice. Navic tato
téZnice je i vySkou rovnostranného trojuhelnika. Ma-li jeho strana velikost x, mé jeho vy-

y:

Ska velikost \/Tgx a jeji tfetina ma délku |BS| = V. Uzijeme Pythagorovu vétu a uréime
velikost prepony AS trojuhelnika ABS.

2
3\2 3 9 3 21 V21
|AS|> = |AB|* + |BS|* = (§x> + (%_x) = Zx2+ %xz — Exz = |AS| =r= =5

Nyni jesté prevedeme vysledek vyjadieny pomoci délky x dseku na tvar vyjadieny
pomoci délky a tétivy.

VAL Vil a_avi

a
3 T3 3733

2.12 Obsahy rovinnych dtvaru

Reseni nasledujicich dloh n&jakym zptisobem souvisi s obsahy rovinnych ttvart. Nékdy
je potieba znat méné bézny vzorec, nékdy vyuZijeme vztahy mezi obsahy. L.ze sem zaradit
téZz Priklad 13, Priklad 19 a Ptiklad 37.

Piiklad 44, Sar. 101

V lichobéZniku maji dhly pfi vrcholech A, B velikosti 60° a 30° (AB je zdkladna). Bod N
lezi na zdkladné CD a plati 2|CN| = |ND|. Bod M leZi na zdkladné AB tak, Ze piimka MN
je kolma na obé zdkladny a rozdéluje lichobéznik ABCD na dvé ¢ésti o stejném obsahu.
Urc&ete pomér |[AM| : [MB|.

ReSeni:

Zavedeme znaCeni podle obrdzku, kde Sy, S», S3 a S4 oznacuji obsahy obdélnikt
nebo trojihelniki, ve kterych jsou umistény. Podle zadani plati S; 4+ S3 = S, + S4, protoze
piimka MN rozdé€luje lichob&Znik na stejné velké &dsti, a S| = 285, protoZze |PM| = 2|M Q.
Nejprve vyjadiime vySku v spole¢nou pro lichobéZnik ABCD 1 trojuhelniky APD a QBC
pomoci délek a = |AP| a b = |BQ|, abychom nasli vztah mezi nimi. V pravothlém trojui-
helniku APD uZijeme funkce tangens a vidime, Ze tg60° = = = v = av/3. V pravothlém
trojihelniku QBC uZijeme opét funkci tangens a vidime tg30° = ; = v = \%. Odtud

a\/§:\%:>b:3a.
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D N C
Sz VY S1 Sy |V 84
a a ™
A a P M 0 b B

Obr. 2.46: Priklad 44

ProtoZe trojuhelniky APD a OBD maji stejnou vySku v a jedna strana OB, na kterou
je tato vyska spusténa, je tiikrat dels$i neZ druhd strana AP, na kterou je tato vySka také
spuSténa, plati mezi jejich obsahy nasledujici vztah: S4 = 353. Dosazujme:

1 1
S1+853=854+854 = S1—|—S32551+3S3 = 551=ZS3=>

4
= § =483 = |PM|-V:% = |PM|=2a.

Z |PM| = 2a plyne |MQ| = %]PM\ = a. Hledany pomér [AM| : [MB| lze tedy vyjadfit
jako:

|AM| : |MB| = (|AP|+ |PM]) : (IMQ|+|0OB|) = (a+2a) : (a+3a) =3 :4.

Piiklad 45, Sar. 62

Obsah mezikruZzi vymezeného soustiednymi kruZnicemi k a / je roven S. Polomér p vétsi
z kruZnic je roven délce krat$i z kruZnic. Uréete polomér mensi kruZnice.

Reseni:

Obr. 2.47: Ptiklad 45
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Zavedeme znaceni podle obrazku. Ze zadani zname vztah p = 27r. Rozdil obsaht
kruhti vymezenych kruznicemi k a [ je

np?—nrt=S5.

Dosad'me:
S

Am3 — 1

n2ar)? - =S=r’@4n’ —n)=S=r=

Nasli jsme hledany polomér r mensi z kruZznic.

Piiklad 46, Sar. 64

Ke kruznici k o daném poloméru R jsou z vné€jSiho bodu M provedeny te¢ny MA, M B, kde
A, B jsou body dotyku. Tyto teCny sviraji dany thel . Urcete obsah obrazce ohraniceného
use¢kami MA, MB a men$im z oblouku AB.

Reseni:

Obr. 2.48: Ptiklad 46

Odpovéd na zadanou otdzku nalezneme v nékolika krocich. Nejprve si uvédomme, Ze
obsah zadaného tutvaru lze vypocitat jako rozdil dvou obsahi, a to obsahu ¢tyfihelniku
MBSA a obsahu kruhové vysece ohranicené tuseckami BS, SA a krat§im z obloukt AB.
Druhy z téchto obsahi je ziejmé mensi.

Oznacme ¢ délku use¢ek AM, BM, jako je to provedeno v obrazku. Obsah ¢tyruhelniku
MBSA je roven souctu obsahil shodnych pravouhlych trojihelniki MBS a MAS (tyto jsou
shodné podle véty Ssu). Plati tedy
=t-R.

+

‘R t-R
Smmsa =5t
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Nyni je zapotiebi vyjadrit délku ¢ v zavislosti na daném uhlu o a zndmém poloméru R
kruZnice k. V pravouhlém trojihelniku MBS plati:

oa t o
COthZI_Q = t:R~cotg5.

Pro vypocet obsahu kruhové vysece potfebujeme znat velikost B Ghlu ASB, ktery je
jednim z vnitinich Ghli ¢tyfihelniku MBSA. V ném zname velikost thlu o a také vime,
Ze pri vrcholech A a B jsou pravé thly, coz plyne z vlastnosti tecen ke kruznici. Odtud:
B =360°—90°—-90° — o = B = 180° — a. Nyni Ize vypocitat obsah Sk kruhové vysece
jako

180° — o >
Sk = ——7R".
K7 3600
ZapiSme pro piehlednost tento vzorec s thly v radidnech:
T—O T—O
Sk = TR = ——R%
2
Hledany obsah nekonvexniho obrazce ozna¢me jako Sp. Nyni uZ jen dosazujme:
T—O (04 T—0O
So=3S8uypsa —Sxk =t-R— -RZZR-COth-R— > . R?

Po vytknuti R? dostavame vysledek, ktery se shoduje s vysledkem v pivodni sbirce I. F.
Sarygina

(04 T—O
So = R*( cotg — — .
[0) (C0g2 > )

Piiklad 47, Sar. 71

V trojuhelniku ABC prochézi vrcholem A piimka p, ktera ptli t€Znici BD. (Bod D lezi na
strané AC.) V jakém poméru déli pfimka p stranu BC?

Reseni:

Obr. 2.49: Priklad 47
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Pismena S s dolnim ¢iselnym indexem v obrazku oznacuji obsahy jednotlivych dil¢ich
trojihelnikd, v nichZ se nachazeji. Napf. S| reprezentuje obsah trojihelnika CDL.

V této uloze vyuZijeme nasledujiciho poznatku — shoduji-li se dva trojihelniky ve veli-
kosti jedné ze stran a velikosti vysky na tuto stranu, maji shodné obsahy. Nejprve ukdzeme,
ze trojihelniky ADL a CDL obé€ podminky spliiuji.

ProtoZe bod D je stiedem tsecky CA, plati rovnost [AD| = |DC|. Vyska obou téchto
trojihelnikl ze spole¢ného vrcholu L je pomyslnd kolmice spusténd z bodu L na stranu AC.
V obrazku by ndm ale pfekazela, proto si ji pro pochopeni pouze predstavime. Trojihelniky
ADL a CDL tak skute¢né obé podminky spliiuji.

Objasnili jsme tedy rovnost S; = S,. Analogicky plati S, = §3, protoZze bod L puli
useCku BD.

VyuZivany poznatek jesté rozSifime na ptipad, kdy maji trojihelniky spolec¢nou vysku,
ale jejich strany, ke kterym je tato vySka spusténa nejsou stejné dlouhé, ale jejich délky
jsou v urcitém poméru. Napf. trojihelniky BKL a KLC maji spole¢nou vySku spusténou
z vrcholu L, ale strany, na které je spusténa, jsou v poméru x : y. I jejich obsahy jsou tudiz
v tomto poméru, tzn. Sy : S5 = x : y. VyuZijme tento poznatek jesté pro obsahy trojihelnikt
BKA a KCA. Vyska spusténd z vrcholu A je spole¢nd a plati |BK| : |KC| = x : y. PfepiSme
obsahy trojuhelnikit BKA a KCA jako soucty dil¢ich obsahu. Plati:

S3+ 84 X
Si+S,+Ss y

ProtoZe ale Sy : S5 = x : y, musi platit také S3 : (S} +S2) = x : y. Ale protoZe plati
S1 =87 = 83, je hledany pomér x : y roven 1 : 2. To je odpovéd na zadanou otazku.

Piiklad 48, Sar. 52

Vné kruZnice k o poloméru R leZi bod A, kterym prochazi dvé piimky protinajici kruZnici.
Jedna z nich prochazi stfedem kruZnice k a druhd z nich je od stfedu kruznice vzdédlena
o polovinu poloméru R. Urcete obsah oblasti, kterd lezi uvnitf kruZnice k a zdroven je
ohranic¢ena danymi dvéma pifimkami.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. Mame-li urcit obsah oblasti ohrani¢ené se¢nami KL
a MN a oblouky KM a NL, odecteme od poloviny obsahu kruhu obsah mensi kruhové
usece nad tétivou MN.

Obsah kruhové usece nad tétivou MN vypocitame tak, Ze od obsahu kruhové vysece
prislusné oblouku MN odecteme obsah rovnoramenného trojihelnika SMN. Abychom
urcili obsah kruhové vysele, potfebujeme znét velikost dhlu MSN. Vidime, Ze |MS| =
=R, |SQ| = %R. Proto v pravodhlém trojihelniku MQS plati cos<<QSM = % takZe
|<<QSM| = 60°. Trojihelniky MSQ a NSQ jsou podle véty sus shodné a proto md uhel
QSN velikost 60°. Pocitdme tedy obsah Sky kruhové vysece nad obloukem MN s tdhlem
|<<MSN| = 120°:

120° 1
TR* = — - R

Sev = .
KV = 3600 3
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Obr. 2.50: Pfiklad 48

Abychom mohli vypocitat obsah trojihelnika MSN, potiebujeme znat délku tétivy MN.
Plati |[MN| =2-|MQ]|. UseCka MQ je odvésna pravoihlého trojihelnika M QS. Délku jeho
odvésny lze vypocitat Pythagorovou vétou nebo goniometrickymi funkcemi. Vidime, Ze

IMQ| = @R. Proto obsah Sygy trojihelnika MSN vypocitame zndimym vzorcem:

_R="‘R%.

1
2 2 4

Obsah Sy kruhové usece je tedy:

Smsy =

3.1 3
2 g L3

1 3 4m —3v/3
Sku = Skv — Smsy = §7TR2 — \/T_Rz = nl—z\/_Rz.

Hledany obsah Skasny, oblasti vymezené tétivami KL a MN a oblouky KM a NL uréime
nasledujicim vypoctem (od obsahu ptilkruhu odecitime obsah kruhové tsece):

nR> 4m—-3vV3 , , 6n—4n+3V3 R’ (m /3
SKMNL = - R*=R"- =5 |3zt
2 12 12 2 32
Nalezli jsme odpovéd na zadanou otdzku.
Priklad 49, Sar. 104

Na strané AB trojuhelnika ABC lezi bod M a na strané AC bod N. Pfitom |[AM| = 3|MB| a
2|AN| = |NC|. Urcete obsah ¢tyftihelnika MBCN v zavislosti na obsahu S trojihelnika ABC.
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Reseni:

A M B
Obr. 2.51: Priklad 49

Zavedeme znaceni podle obrazku. Usecky oznacené jako u a v jsou vysky spolené
nékolika trojihelnikim. Vyska u je spolecnd napiiklad trojihelnikim ABN a MBN, proto
jsou jejich obsahy v takovém poméru, v jakém se k sob&€ maji zdkladny AB a M B, na které
je tato vyska spusténa (v druhém piipadé€ na jeji prodlouZeni za bod M). Proto plati:

’AM| = 3|MB’ = ‘AB| :4|MB| = SABN :4SMBN-

Vyska v je spolecna trojuhelnikim ABC, NBC a ABN. Stejné jako v pfedchozim piipadé
dokaZeme urcit, v jakém pomeéru jsou jejich obsahy. Plati:

1 1

Sasv = =Sapc = =Snac.
ABN 3 ABC ) NBC

Hledany obsah ¢tyfihelnika MBCN lze vypocitat jako soucet obsaht trojihelniki MBN
a BCN. Tyto dokdzeme vyjadfit v zdvislosti na obsahu S trojuhelnika ABC:

1 2 11 2 1 2 3
SmBcN = SmBn +Spen = ZSABN + §SABC =7 §SABC+ §SABC = (E + §> “SaBc = ZS'

Obsah ctytuhelnika MBCN je roven %S .

P¥iklad 50, Sar. 109

Strana BC trojthelnika ABC je primérem kruZnice k, kterd protind strany AB a CA v bodech
M a N. Urcete obsah trojihelnika AMN, kdyZ obsah trojuhelnika ABC je S a tihel BAC ma
velikost o.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrazku. Nasim tkolem je vyjadrit obsah trojuhelnika AMN
v zévislosti na obsahu § trojihelnika ABC.
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Obr. 2.52: Ptiklad 50

Jeden z moznych zptsobu, jak vypocitat obsah trojihelnika, je pouZit vzorec S =
-a-b-siny, kde a, b jsou dvé strany trojihelnika a 7y je uhel, ktery sviraji. V nasem
adé:

1
V/2
pfip

1
S= 3 (m+Db)-(n+c)-sina.
Hledany obsah trojihelnika AMN podle tohoto vzorce vyjadiime jako:

SAMNZE-m%-sinoc.

Vidime, Ze mezi Sqynv a S plati ndsledujici vztah:

m-n
S =S
AMN (m+b)-(n+c).
Vyraz W, kterym nasobime hodnotu S, je jesté nutné vyjadfit pomoci néjaké

zadané hodnoty. Jedina zadana hodnota je velikost o thlu BAC.
Podle Thaletovy véty jsou thly CNB a CM B pravé. Z toho plyne, Ze i thly BNA a CMA
jsou jako jejich vedlejsi thly pravé. V pravouihlém trojihelniku BNA plati:

coso = .
n+c

Analogicky, v pravotihlém trojihelniku CMA plati:

n

o= .
COS mtb
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Vynasobenim levych a pravych stran pfedchozich dvou rovnic dostaneme:

m-n

cos” at = (m+b)-(nt0o)’

Tim jsme ale nalezli hledané vyjadieni vyrazu ( e v zavislosti na velikosti uhlu o.

m+b)-(n+c)
Hledany vztah je tedy:

Samn = S-cos? a.

2.13 Polomér kruznice vepsané

V feSeni nésledujicich dloh vyuZijeme vzorec pro vypocet délky poloméru kruzZnice ve-
psané trojuhelniku. Tento vzorec je v prvni z nich odvozen.

Ptiklad 51, Sar. 69

Je dan ¢tverec ABCD o strané a. Na strané BC lez{ bod M tak, ze |BM| = 3-|MC|, a na
strané CD lezi bod N tak, Ze 2-|CN| = |[ND|. Ur¢ete polomér p kruznice vepsané trojihel-
niku AMN.

Reseni:

2 1
D 34 N 3¢ C
\ ’
\ / 14
\ // y 4
\
_____ ___/\_p__ _ M
z NG
\
’
’
Vi \
’ \
e X ! 3
\ 2
it 54
’
/
’
’
’
’
’
2
4
A a B

Obr. 2.53: Priklad 51

Zavedeme znaceni podle obrdazku. V obrdzku jsou uvedeny délky nékterych dsecek, jako
napft. |BM| = %a. Vsechny uvedené hodnoty piimo vyplyvaji ze zadané polohy bodi M a N.
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Pro vypocet velikosti p poloméru kruznice vepsané trojuhelniku, ktery ma strany
délek a, b, c, existuje ndsledujici vzorec (viz pozndmka za koncem tohoto prikladu):

— —b)(p— b
p:\/@ Q(p=b)(p=¢) g, ,_atbre
P 2
Pouzijme tedy vzorec pro trojihelnik AMN a nejprve se zaméfme na vypocet potieb-

nych délek jednotlivych stran x, y, z. VSechny tii tdaje 1ze s pomoci Pythagorovy véty
vypocitat jako délky pfepon pravouhlych trojihelniki ABM, MCN a NDA:

5 V13
x= \/ —a2 = \/—a2 = ~a, analogicky y= o 2=

Nyni uréime hodnotu p ze zadaného vztahu

Cxty+z datvSa+Ya 15a+50a+4v13a  a(5+13)
2 2 B 122 B 6 '

Dalsim z dil¢ich vypocti je urcit rozdily p —x, p—y, p— 2

a(5+V13) 5 <1o+2\/_—15> (2\/_ 5)

L 12

a(5+Vv13) 5 10+2V13-5 a
o 3 WV =o) _ 4 (557 )
Py 6 ¢ a( 12 12(5+ 3)

a(5++/13) \/Ba:a<5+\/ﬁ—2\/ﬁ> :a(s_\/1—3).

S 6 6

Nyni mame vSechny potfebné hodnoty pro vypocet poloméru kruznice vepsané troju-
helniku AMN a miZeme dosadit do dfive uvedeného vzorce

p— \/(p—X)(p—y) (p—2) | 5(2V13-5)%(2V13+5)4(5-V13)

p a(S-i—\/ﬁ)
6

\/122 (4-13-25)- (5—\/3)_2_\/27.5—\/3_5%/?_
B 5+13 12 5413 5+V13

a 3a
= V27 12 = ————.
12- (5+13) 2(5+13)
Takto jsme ziskali hledany polomér p kruznice vepsané trojuhelniku AMN.
Poznamka. PouZivany vzorec pro vypocet velikosti poloméru kruZnice vepsané troju-
helniku jesté odvodime. K tomuto tcelu je zde dalsi pomocny obrdzek obecného trojtihel-
nika ABC se standardnim oznacenim.
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Obr. 2.54: Pomocny obrazek

Obsah S trojihelniku ABC lze vyjadfit jako soucet obsahi tif trojihelniki se spolecnym
vrcholem O.

a+b+c

1 1 1
S = Sapo +Spco + Scao = Fep+ap+ EbP =pp, kde p= >

Polomér p kruZnice vepsané tedy lze vyjadfit jako p = % Porovname-li toto vyjadieni
se zndmym Heronovym vzorcem, dostaneme:

(p—a)(p—b)(p—c)
. .

pp=+/p(p—a)(p—b)(p—c) ;‘p=\/

P¥iklad 52, Sar. 100

V pravotihlém trojihelniku ABC, kde o = 30°, rozdéluje osa o ostrého thlu 3 tento trojui-
helnik na dva mensi trojihelniky ABD a BCD, kde bod D je prusecikem piimky AC a osy o.
Urcete vzdalenost mezi stiedy kruZnic, které jsou vepsany trojihelnikim ABD a BCD, jest-
lize délka kratsi odvésny trojihelnika ABC je 1.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrdzku. Po doplnéni dsecky S>Q, kterd je kolmd na NS,
vyplyne, Ze vzdalenost stfedu S| a S» dvou kruZnic vepsanych lze vypocitat jako velikost
prepony pravouhlého trojihelnika §15,Q s pravym thlem pii vrcholu Q.

Body M, N jsou body dotyku kruznic se stranou AC a poloméry r a s obou kruZznic jsou
délky dvou stran ctyithelnika MS1S>N. ProtoZze ale NMQS, je obdélnik, je thel S,0S
pravy (je totiz vedlejsi k pravému thlu M QS5). Velikosti odvésen OS1, OS; urc¢ime v dalSich
uvahdch a nakonec budeme moci pouZzit Pythagorovu vétu.
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Obr. 2.55: Piklad 52

Plati |QS;| = |[MS| — [MQ| = s — r. Odvésna OS, ma4 stejnou velikost jako dsecka M N,
pro niz plati |[MN| = |AC| — |AM| — |NC|. Ziejmé |[NC| = r a |MA| ur¢ime nasledujici
tvahou. V trojuhelniku ABC je pfi vrcholu B dhel B = 60°, ktery je osou rozdélen na
poloviny. Trojuhelnik ABD ma4 proto oba thly pfi zdkladné AB stejné velké a je tudiz
rovnoramenny. Zikladna AB ma délku 2 — to plyne z uZiti goniometrické funkce sinus
v pravotihlém trojihelniku ABC. Plati |AB| = 2|AP|, odkud |AP| = 1. Protoze ale body M
a P maji od vrcholu A stejnou vzddlenost, jisté plati i |[AM| = 1. (Jsou to body dotyku na
te¢nach vedenych z bodu A ke kruznici vepsané trojihelniku ABD.)

Dal$im nevyhnutelnym krokem v této dloze je vycislit oba poloméry r 1 s, nebof
r potiebujeme uz pro urceni velikosti isecky MN a obé hodnoty potfebujeme pro urceni
jejich rozdilu s — r. Pro vypocet velikosti poloméru kruznice vepsané je nutné znat velikosti
vSech stran daného trojuhelnika, jemuZ je kruznice vepsana. To v piipadé trojihelnika
ABD neni t€zké. Uz vime, Ze |AB| = 2, ddle snadno pomoci Pythagorovy véty uréime
|AC| = v/2% — 12 = /3. Mimo to také vime, Ze osa vnitiniho thlu trojiihelnika d&l{ prot&jii
stranu v takovém poméru, v jakém jsou velikosti stran k tomuto thlu pfilehlé, to znamena
ze |AB| : |BC| =2:1=|AD|: |DC|. Odtud |[AD| = %]AC\ = %g Trojihelnik ABD je ale
rovnoramenny, tudiz |AD| = |BD|. Zname uz velikosti vSech tii stran a pouZijeme vzorec
pro vypocet poloméru kruZznice vepsané:

_ —b\(p— b 2—1—%—1—Mg 2V3
S:\/@ VDo) g, p_atbie 203K :HTf
p

Upravme a vyraz pod odmocninou roz§ifme vhodnym vyrazem:
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A
12
3 12 3

(2E-1) (3¢ -) (2\/' ) I <2f )f 3

Obdobnym zptsobem spocitime velikost poloméru r. V trojihelniku BCD zname
velikosti vSech stran: |BC| = 1, |BD| = V3 4 |CD| = \/T§ UZijeme stejny vzorec, v tomto

pripadé plati:
IR T IR B RV
P= 2 )
() () ()

ry =
1+v3
2

() (52 (2522) AN

- 1+V/3 6 V3+1

2

1 6-(vV3—1 3—-1 1 6 3
_1 e (3o (va-l :_.(@_Q.\ﬁ:i.(\@_l)
(V3+1)(V3-1) 6 27 6

Vypocitali jsme velikosti obou polomérti vepsanych kruznic. V predchozich dvahach
jsme vyjadfili délku MN jako |[MN| = |AC| — |AM| — |[NC| = |AC| — |AP| —r =+/3—1—

~ 2 (V3=1) = (V3-1)- (1 - %). Posledni chyb&jte hodnota je s — r. Platf

V3 \/—(\/'—1> 6(12 6v3-3+3) = (9 5v3).

s—r=2—

Hledanou velikost tsecky S152 vypocitame s pomoci Pythagorovy véty:

[S182] = \/IQS1|2+|QSz|2 = \/(S—r)2+|MN|2 —
= (é (9—5\/§)>2+ <<\/§—1) - (1\?))2

35\62 1 ﬁz 9 30v3 25-3 7\/§32
B <___> +(\/§___1+_> “\2 12 36 +< 6 _§> B

~\[\2 6 2 6

B 4 2 "12'12 2 "4

9 53 25 493 423 9 |9 5/3 25 49 T3 9
V3B, V3L 0_ 2 5V3 25 4 T3 9
4- 2 "T127 736 12 a4
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274+254+49+27 12 2
:\/ +51+29+ B ;/§: 3?_6\/5

Posledni vyraz jesté pfevedeme na tvar uvedeny v Saryginovych vysledcich.

32 1
1518, | = ,/?—6\/5: §\/96—54\/§.

Nalezli jsme vzdalenost stiedt Sy, S» dvou vepsanych kruZnic.

Piiklad 53, Sar. 96

Do kruZnice k o poloméru R je vepsan pravidelny Sestithelnik ABCDEF . Urcete polomér r
kruZnice [ vepsané trojihelniku ACD.

Reseni:

Obr. 2.56: Priklad 53

Zavedeme znaceni podle obrazku. Pro vypocet velikosti poloméru r kruznice vepsané
trojuhelniku ACD je tfeba znat velikosti vSech jeho stran. Vzhledem k tomu, Ze strana AD
je primérem kruZnice k, ma délku 2R. Strana CD je stranou pravidelného Sestitihelnika,
tudiZ m4 stejnou délku jako polomér kruZnice, kterd je tomuto Sestithelniku opsand, tzn.
|CD| = R. Navic bod C leZi na Thaletové kruznici nad primérem AD, a proto je pfi vrcholu
C pravy tuhel. Proto uzitim Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku ACD snadno
vypocitame velikost strany AC.

|AC|> = 4R> — R* = |AC| = RV/3.



Kapitola 2. Priklady 73

Nyni mZeme pouZit vzorec pro vypocet poloméru r kruznice vepsané trojuhelniku.
Nejprve uréime hodnotu p:

a+b+c R+2R+RV3 343

Dosadme do vzorce a postupné zjednoduSme vyraz:

,,:\/<p—a><p—b><p—c>

4

( ()R ) ) (e () 1)
()
R(EG2)R(UGH)R(E22) g \/ (3+1)(V3-1)3-V3)
R(*32) 2
_R\/(3—1)(3—\/§)_5\/2(3—\/5)(3—\/3)
(B+v3) 2\ (3+V3)(
R(3_\/§) 2 R(3—\/§).

£

2

(O8]
|
>
~—

6 23

Nalezli jsme polomér r kruznice vepsané trojuhelniku ACD.

2.14 Jiné

Nasledujici dlohy byly seskupeny, prestoze jejich feSeni spolu nijak nesouvisi. Tato pod-
kapitola je tedy pouze sbérnd pro nékolik jedinecnych tloh.

Piiklad 54, Sar. 57

Rovnostrannému trojihelniku ABC je opsdna kruznice. Na jejim krat$Sim oblouku BC je
libovolné zvoleny bod M. Dokazte, ze |[AM| = |BM|+ |CM|.

Reseni:

Reseni ulohy za¢neme netradi¢né dikazem tvrzeni, diky kterému bude uloha zcela
prihledna. Zmirnované tvrzeni se jmenuje Ptolemaiova véta, a protoZe se v Zadné dalsi
uloze nevyuzije, odvodime ji zde.

Ptolemaiova véta 1ikd, Ze v kazdém tétivovém ctyriihelniku je soucin délek iihlopricek
roven souctu soucinui délek protéjsich stran. Pt oznaceni |AB| = a, |BC| = b, |CD| = c,
|IDA| =d, |AC| = e a |BD| = f lze vétu piehledné zapsat ve tvaru ef = ac + bd.
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Obr. 2.57: K dikazu Ptolemaiovy véty

Tvrzeni dokdZeme s pomoci obrazku 2.57. V tétivovém Ctyithelniku ABCD je doplnéna
polopiimka AK, kterd svird se stranou AB stejny thel @, jaky svird dhlopticka AC se stranou
AD. Na uhlopti¢ce BD vytina tato polopiimka bod K. V obrazku jsou dile shodné obvodové
uhly zvyraznény stejnou grafickou tupravou.

Zaméiime se na podobnost nékterych vzniklych trojihelnikti a ukdZeme tak platnost
nékolika rovnosti. Podle véty uu jsou podobné trojihelniky ACD a ABK. Dale podle véty
uu jsou rovnéz podobné trojihelniky ACB a ADK. Diky t€émto podobnostem jisté plati:

AC| e a |AC| e |AD] 4

ICD| ¢ |BK|” |BC| b |DK| |DK|

Jinak feceno e|BK| = ac, e| DK| = bd. Se¢tenim téchto rovnosti a s pfihlédnutim k rov-
nosti |BK|+ |DK| = |BD| = b dostaneme:

e|BK|+e|DK|=ac+bd = ef = ac+bd.

Tvrzeni jsme dokdzali. Vratme se nyni k na$i tloze.

Obrazek 2.58 znazoriiuje situaci ze zadani. PouZijeme odvozenou Ptolemaiovu vétu
pro ctyithelnik ABMC:
a-|AM|=a-|BM|+a-|CM]|. To je ale po vydéleni obou stran ¢islem a dokazovand rovnost
|AM| = |BM| + |CM|.
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Obr. 2.58: Priklad 54

Piiklad 55, Sar. 99

Uvnitf rovnostranného trojihelnika se stranou délky 1 jsou umistény dvé dotykajici se
kruZnice. Kazd4 z nich se dotyka dvou stran trojihelnika. (Kazd4 strana se dotyka alespon

jedné kruznice.) Dokazte, Ze soucet polomérii té€chto kruznic je alespon @

Reseni:

Obr. 2.59: Priklad 55 — obecny piipad

Pifimka, kterd je spolecnou vnitini te€nou obou danych kruznic, rozdé€luje dany troj-
thelnik na dvé ¢asti — obecné jde o trojuhelnik a ¢tyiihelnik. Volme oznaceni vrcholl



Kapitola 2. Priklady 76

tak, aby Slo o trojuhelnik ADE a ctyiuhelnik BCED (ktery v pfipadé E = C degeneruje na
trojuhelnik BCD).

V pravothlych trojihelnicich APS| a BOS> maji tihly u vrcholl A resp. B thly o velikosti
30°. Odtud plynouci vztahy |[AP| = ry -1/3 a |BQ| = r» - v/3 dosadime do rovnosti:

I =[AB| = |AP| +|PQ| +|OB|,

pfi¢emz soucasné vyuzijeme nerovnosti |[PQ| < |S1Sz| plynouci z toho, Ze tsecka PQ je
kolmym pramétem usecky S5, na piimku AB. Diky tomu, Ze |S;S2| = r| + r», dohromady
dostaneme:

1< rV3+(ri+n)+nV3=(rn+rn)1+V3).

Odtud plyne nerovnost:

1 3—1
r1+r22 :\/_ ’

143 2

pfitom podle naSeho postupu rovnost r; +r; = %(\/5 — 1) nastane, pravé kdyZ bude
S182 || PQ neboli r; = rp. Tehdy ze soumérnosti podle pfimky DE kolmé k AB plyne
E=C.

A

A P D O B

Obr. 2.60: Priklad 55 — pfipad, kdy C = E

Piiklad 56, Sar. 87

V trojtihelniku ABC jsou narysovédny téZnice BK, osa uhlu ABC, kterd protina stranu AC
vbodé E, a vySka AD. Urcete délku strany AC, jestliZze usecky BK a BE rozd€luji useCku AD
na tii stejné dlouhé ¢4sti a |AB| = 4.

Reseni:
Na zacétku feSeni této ulohy musime zjistit, jak zadany trojuhelnik ABC vypada.
PredloZeny obrdzek 1ze narysovat azZ po nékolika uvahach, které v ivodu feSeni vysvétlime.
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Obr. 2.61: Ptiklad 56

Zavedeme znaceni podle obrazku. Bod F lezi na ose thlu CBA, a proto ma od obou
ramen, tj. od pfimek BC a BA stejnou vzdalenost. Trojuhelniky ABF a BDF maji tudiz
stejné vysky z vrcholtl F (vzdéalenost bodu F od ramen ihlu ABD) a B (velikost tise¢ky BD).
Odtud plyne nésledujici:

Sapr _ |AF| _ |AB|
Sgpr |FD|  |BD|

V pravouhlém trojthelniku ABD je strana AB pfepona a BD odvésna. Jisté plati:

|AB| |AF |

— > 1, dtud —— > 1.
D[~ O |FD)

Posledni nerovnost ndm prozradi, Ze bod F, ktery je jednim ze dvou bodu, které
rozd@luji vysku AD na tietiny, lez{ blize k bodu D. Odtud |AF|: |FD|=2: 1. Proto plati
také |AB| : |[BD| =2: 1, aprotoZe |AB| = 4, je |[BD| = 2. Na piimku téZnice BK tudiz zbyv4,
aby z vysky AD oddélila tfetinu |AG|.

DalSim krokem feSeni je nalézt krajni bod K téZnice BK. VySka AD je rozdélena
body F a G na tfetiny. Jak uZ vime, bodem F prochdzi osa BE dihlu ABC. Podle zadéani
musi bodem G prochdzet pfimka téZnice BK. Stied K strany AC trojihelniku ABC leZi na
pfimce BG a zarovent ma od piimky BC polovi¢ni vzdalenost, neZ bod A. Proto bod K lezi
na ose o vySky AD, ktera je i1 osou usecky F'G. Odtud plyne konstrukce bodu K, i bodu C,
jak je vidét na obrazku.

Dle zadani mame vypocitat velikost strany AC. Vime jiz, Ze |AB| = 4, |BD| = 2. Uzitim
Pythagorovy véty vypocteme velikost vysky AD jako |[AD| = v/42 —22 = \/12.
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Trojthelniky GLK a BMK jsou podle véty uu podobné, a protoze |GL| = }|GF| = ¢|AD|
anavic |MB| = |LD| = 1|AD|, plati:

ILG|:|MB|=1:3=|KL|:|KM|=1:3.
Ale |[KL|+|KM|=|LM|= |BD| =2.0dtud |KL| = } a|MK| = 3. ProtoZe KL je stfedn{

piicka trojihelniku ACD, plati |CD| = 2|KL| = 1. Kone¢né v pravouihlém trojihelniku CDA
vypocitdme délku prepony AC uzitim Pythagorovy véty:

IAC| = /|AD]2+|CD> = V12+1 = V13,

Nalezli jsme délku strany AC v zadaném trojuhelniku ABC.

Piiklad 57, Sar. 111

V trojuhelniku ABC ma nejdelsi strana BC délku b. Na nf je libovolné zvolen bod M. Urcete
nejkrat$i moznou vzdéalenost mezi stfedy kruznic opsanych trojihelnikim ABM a AMC.

Reseni:

N\
Ny
X 52
7\

/ \

Obr. 2.62: Priklad 57

Pro prehlednost feSeni nebudeme opsané kruznice do obrazku kreslit. Ke konstrukci
jejich stfed S; a S, postaéi v kazdém trojuihelniku sestrojit osy dvou stran. V obrizku
je vyznacena osa o1 strany CM trojuhelnika AMC, osa o, strany BM trojuhelnika ABM
a osa o3 strany AM, kterd je obéma trojihelnikiim spole¢na. Oba stfedy S; a S, jisté leZi na
ose 03 a jejich vzddlenost 1ze odecist na této piimce. Logickou tvahou dospéjeme k tomu,
Ze nejkrat$i moznd vzdélenost mezi stfedy Sy a S, je Sitka padsu mezi osami o1 a 0. Kazda
z téchto os pili jednu z tseCek CM a MB. Vzdélenost téchto os je tedy:

1 1 1
—|CM|+ <-|MB| = = |BC| = =
ICM |+ 5 |MB) = S |BC
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To je skutec¢né nejkrat$i mozna vzdalenost stfedd S; a S, — nastane v situaci, kdy osa 03
je kolma na osy o7 a 03, coZ nastane, pravé kdyz usecka AM bude kolma na stranu BC.
Bod M je v tom piipadé pata vySky na nejdelsi stranu BC trojuhelnika ABC.



Zaveér

Cilem této diplomové prace bylo predevsim navySit mnoZstvi zpracovanych uloh ze sbirky
I. F. Sarygina. Metodika zpracovani byla uréena uZ pii psani bakalafské prace. V této
diplomové prici je zahrnuto 57 podrobné feSenych tuloh, které byly metodicky utfidény
podle toho, jaké poznatky byly pouZzity pfi jejich feSeni.

KomentaF zaslouZi i to, Ze tlohy z Saryginovy sbirky jsem nevybirala namétkové, ale
postupné jsem podle jeho poradi promyslela a feSila vSechny ulohy. Do diplomové prace
jsem nakonec zaradila ty, které jsem povazovala za zajimavé, nerutinni, nebo poucné.

Po dopsani préce si troufim ¥ici, Ze jeji cil jsem naplnila. Cerpala jsem piiklady ze
zadaného zdroje, nalezla jejich fesSeni a toto feSeni metodicky popsala a doplnila ndvodnym
obrazkem.

Psani této diplomové prace mi pfineslo mnohé - oprésila jsem si rustinu a zdokonalila
se v odborné slovni zdsobé nejen v rustiné ale i v anglic¢tiné. Ddle jsem vylepSila své
dovednosti pfi pouZivani programu Geogebra a préci v prostfedi IXIEX. Rozhodné tyto
dovednosti vyuZiji ve své budouci ucitelské profesi. Naucila jsem se také formulovat své
myslenky a logicky je vyuZivat v feSeni vybranych tloh. Neméné dilezity je mij osobni
pokrok v oblasti planimetrickych vypoctl a celé elementarni geometrie.

Pevné vérim, Ze tato sbirka feSenych uloh pfinese uZitek nejenom mné, a dal§Sim
kolegiim uciteltim, ale hlavné i odvaznym studentiim, ktefi se neboji ud€lat v matematice
néjakou praci navic.

—-80—-
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