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Uvod

Téma planimetrickych vypocti potazmo celé planimetrie je daleZitou soucasti vyuky
matematiky na stfedni i zdkladni Skole. Podstatnd nenf jenom pro Zdky, jejichZ nasledujici
cesta vzdélavanim povede na vysoké Skoly technického rdzu, nebot vSichni lidé potiebuji
jistou geometrickou pifedstavivost, aby se mohli orientovat, pohybovat. Geometrie nas
pfedevS§im uci myslet. Vzhledem k ndrocnosti je jeji vyuka obCas opomijena, a to zv1ast
v situacich, kdy uditele tlaci ¢as z divodu ,,pfedimenzované* naplné€ predmétu matematika
vzhledem k jeho nizké hodinové dotaci v soucasnych SVP.

Jako posluchacka bakalarského studia pfipravujici se na ucitelské povolani povazuji
za dobrou pfilezitost, Ze mohu zpracovat svoji bakaldiskou praci jako sbirku feSenych
planimetrickych uloh.

,K pochopeni geometrie nevede zadnd kralovska cesta,” odpovidd Eukleidés egypt-
skému faraonovi na otdzku, zda se dd snadno porozumét geometrii. Nejvyssi poctou uciteli
muZe byt tuto cestu, a cesty ji podobné, vlastnim studentim zjednodusovat a pomdhat jim
pfi jejich hledani. Hlavni motivaci vénovat se potom tématu planimetrickych vypoéti pro
mé bylo nejen vlastni zdokonaleni se v této oblasti a Sance pfinést ostatnim kolegiim
v ucitelské praxi kvalitné zpracovanou sbirku uloh, kterymi se d4 doplnit sttedoskolsky
i zdkladoskolsky vyklad matematiky, ale pfedev§im pomoc zaklim na jejich cesté geometrii.
Prace by méla diky metodickym vykladim jednotlivych tdloh poslouzit Zakiim zdkladnich
i stfednich $kol, ktefi se rozhodnou postoupit kri¢ek za ramec dloh predkladanych ve
Skole.

Cilem je pro mé prehledné zpracovat sbirku tloh ruského matematika I. F. Sarigyna,
kterd se kromé& ruského dockala 1 anglického (ne vSak ¢eského) vyddni, takZe neni Ceské
ucitelské vetfejnosti prili§ zndma. Autor se v zadsadé nezabyval tfidénim uloh - at’ uz podle
obtiZnosti, nebo podle témat, a také sbirku az na vyjimky neopatfil ndvodem pro feSeni
uloh. Proto jednotlivé tilohy hodlam postupné vyfesit a roztfidit do kapitol podle zptisobu
reSeni.

ProtoZe je jiZ nyni jasné, Ze se v mnoha dlohdch budou kombinovat riizné poucky
a véty, nebude tfidéni dloh do tematickych celkl zcela jednoznaéné. Proto v kazdé sekci
uvadim, které dalsi dlohy by do ni mohly byt zatazeny, pfestoZe jsem je z urcitych divodu
zaradila jinam. Nékteré tlohy neni mozno zatadit nikam, nebo by stily samy ve své sekci,
proto jsem jsou zahrnuty do posledni podkapitoly druhé kapitoly pod ndzvem Jiné.

Ke tvorbé obrazki, které nechybi u Zadného piikladu, byl pouZzit matematicky program
GeoGebra, ktery je volné dostupny. Text prace véetné matematickych formuli je vysazen
v systému IXTEX.


http://www.geogebra.org/

Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu zde Ctendfi predkladame prehled zdkladniho znaceni, které se
v celé praci vyskytuje. Je-1i v ilohdch pouZito vlastni znaceni, vZdy je na daném misté v
textu dle potieb ulohy nové zavedeno.

A bod A

p piimka p

AB useCka AB

AB polopiimka urcend body A, B

<JAXB  uhel AXB

(07 uhel o

0 0sa o

Vg vyska ke strané a

ty téZnice trojuhelniku vedena vrcholem A
SAB stfed usecky AB

AABC  trojihelnik ABC

k(S; r)  kruZnice k se stfedem v bodé S a polomérem r
Xep bod X leZi na pfimce p

pNq prinik pifimky p s pfimkou ¢

TAB Thaletova kruznice nad dseCkou AB

pLlqg primka p je kolma k ptimce ¢

rllaq pfimka p je rovnobéZna s pfimkou ¢
|<AXB| velikost thlu AXB
|AB| velikost tseCky AB
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Kapitola 1

Teoreticky uivod

V této kapitole se ve zkratce budeme vénovat teoretickému dvodu do problematiky pla-
nimetrickych vypocti. Nasledujici definice, véty ¢i poucky ve vétsing€ piipadi doslovné
prevzaté z ucebnic [2] a [1] zde uvedeme (bez dikazll) proto, aby pfi studiu této prace
nebylo tfeba pouZzivat dalsi literaturu. Veskeré postupy uvedené pfti feSeni tloh v praktické
Casti bakalarské prace se budou opirat o tuto kapitolu.

1.1 Uhly, kruZnice

1 Definice. Jsou-li polopiimky VA, V B opacné, je kazdy z obou thli AV B thel piimy. Dile
splyvajici poloptimky VA, V B urCuji jednak nulovy thel AV B, ktery neobsahuje Zadné dalsi
vnitini body, jednak plny thel AV B, jehoZ vnitinimi body jsou vSechny ostatni body roviny.

Uvedeme prehled vyznamnych dvojic thla, které casto vyuzijeme v feSeni tloh.

2 Definice. Dva konvexni uhly AVB, AVC, které maji spolecné rameno VA a ramena VB,
VC jsou navzdjem opacné polopiimky, se nazyvaji thly vedlejsi.

3 Definice. Dva konvexni thly AVB, CV D, jejichz ramena VA, VD a rovnéz tak VB, VC
jsou navzdjem opacné polopiimky, se nazyvaji vrcholové uhly. Druhou dvojici vrcholovych
uhll jsou konvexni thly AVC, BVD.

4 Definice. Pravy thel je takovy dhel, ktery je shodny se svym thlem vedlejsim. VSechny
pravé uhly jsou shodné.

Diéle zavedeme s pomoci obrazku 1.1 Ghly souhlasné a stfidavé.

5 Definice. Kazdy z bodi A, B je vrcholem &tyf konvexnich dhld. Rikdme, Ze tyto dhly
o, B,v, 8, a,B’, Y, 8, jsou vytaty pfickou p piimek a, b. Dvojice a, o'; B, B’; v, Vs
0, 0’ se nazyvaji tihly souhlasné. Nahradime-li jeden ze dvou souhlasnych thli dhlem k
nému vrcholovym, dostaneme dvojici stiidavych dhli. Dvojice stiidavych uhli tedy jsou

o,v;B,6y d50,p.
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Obr. 1.1: Souhlasné a stiidavé dhly

V nasledujici kapitole budeme vyuzivat i tyto poznatky:

e Vrcholové thly jsou shodné.
e Soucet vedlejsich thli je dhel piimy.

e Jsou-li pfimky a, b rovnobézné, pak kazda dvojice souhlasnych (stfidavych) Ghld
vytatych prickou p pfimek a, b jsou Ghly shodné.

e Jestlize jedna dvojice souhlasnych (stfidavych) thla vytatych piickou p piimek a, b
jsou uhly shodné, pak pfimky a, b jsou rovnob&zné.

Uhly piislusné oblouku

6 Definice. Uhel, jehoZ vrcholem je stied S kruZnice k a ramena prochézeji krajnimi body
oblouku AB kruZnice k, se nazyva stfedovy thel piisluSny k tomu oblouku AB, ktery
v tomto thlu lezi.

7 Definice. Kazdy uhel AVB, jehoZ vrchol V je bodem kruZnice k a ramena prochdzeji
krajnimi body oblouku AB kruZnice k (V # A,V # B), se nazyva obvodovy thel pfislusny
k tomu oblouku AB, ktery v tomto dhlu lezi.

Plati:

e Velikost stfedového thlu je rovna dvojndsobku velikosti obvodového thlu prislus-
ného k témuz oblouku.

e Usekovy thel piisluiny oblouku je shodny s obvodovymi thly k témuZ oblouku.
e Vsechny obvodové uhly pfislusné k danému oblouku jsou shodné.

e Obvodovy uhel pfislusny k menSimu oblouku je ostry.

e Obvodovy uhel piislusny k vétsimu oblouku je tupy.

e Obvodovy thel piislusny k pilkruznici je pravy. (Thaletova véta)
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Y

Obr. 1.2: Obvodovy, stfedovy a tisekovy thel: @ = 7 = %co

8 Definice. Konvexni thel BAX (piip. ABX), jehoZ jednim ramenem je polopifimka AB
(popf. BA), kde A, B jsou krajni body oblouku AB kruZnice k v bod€ A (popt. B), se nazyva
usekovy thel pfislusny k oblouku AB, ktery v tomto dhlu leZi.

Dalsi vlastnosti kruznice
Zde se budeme kratce vénovat vybranym vlastnostem kruZnice, které vyuZijeme v Kapi-
tole 2. Plati:

e Pata kolmice vedené ze stfedu kruznice na secnu AB je stfedem tétivy AB.

e Tecna kruznice je kolma k poloméru, ktery spojuje bod dotyku se stfedem kruznice.

Bodem M, ktery lezi vné kruznice, prochazeji pravé dvé teCny kruznice. Délka dsecky
MT, (MT>) se nazyva délka te¢ny. Plati |MT;| = [MT|. Situaci zndzornime v obrazku 1.3.

I,

T;

Obr. 1.3: Te¢ny ke kruznici
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1.2 Trojahelnik

9 Definice. Trojihelnik ABC je prunik polorovin ABC, BCA, CAB. Pfitom body A, B, C
jsou rizné a nelezi v jedné primce.

Plati:
e Soucet vnitfnich thlad trojihelnika je thel pfimy.
e Soucet kazdych dvou stran trojihelniku je vétSi nez strana treti.

e Proti shodnym strandm trojuhelniku lezi shodné vnitini uhly, proti delSi strané troj-
uhelniku lezi vétsi vnitini Ghel a naopak, proti vétSimu vnitinimu dhlu lezi delsi
strana.

10 Definice. Vyska trojihelnika je tsecka, jejimiz krajnimi body jsou vrchol trojihelniku
a pata kolmice vedené timto vrcholem k pfimce uréené zbyvajicimi vrcholy trojihelniku.

Vysky trojihelniku se protinaji v jediném bodé¢, tzv. priseciku vysek, kterému se také
fika ortocentrum.

11 Definice. TéZnice trojuhelniku je dsecka, spojujici vrchol trojihelniku se sttedem jeho
protéjsi strany.

Vv

Vv e

KaZzdému trojihelniku mizeme opsat i vepsat kruznici. KruZnice opsana trojihelniku
je kruznice prochazejici v§emi vrcholy trojihelniku. Jejim stiedem je prisecik os stran
trojihelniku.

KruZnice vepsana trojihelniku je kruznice, kterd se dotyk4 vSech stran trojihelniku. Jejim
sttedem je prasecik os vnitinich Ghli trojihelniku.

1.3 Shodnost a podobnost trojiuhelniki

13 Definice. Rekneme-li o trojihelnicich ABC a A’B'C’, 7e jsou shodné, znamen to, Ze pii
vhodném piemisténi piejde bod A do bodu A’, bod B do bodu B’ a bod C do bodu C'. Zapi-
sujeme AABC = AA’B'C’. Shodnost trojihelniki zpravidla zjistujeme pomoci zndmych
vét:

e sss: Dva trojuhelniky, které se shoduji ve vSech tfech stranich, jsou shodné.

e usu: Dva trojihelniky, které se shoduji v jedné stran€ a dhlech k ni pfilehlych, jsou
shodné.

e sus: Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou stranich a dhlu jimi sevieném, jsou
shodné.
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e Ssu: Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou strandch a thlu proti vétsi z nich,
jsou shodné.

14 Definice. Trojthelnik A’B’C’ je podobny trojihelniku ABC, pravé kdyZ existuje kladné
Cislo k tak, Ze pro jejich strany plati |A’B'| = k- |AB|, |B'C’'| = k- |BC|, |A'C'| = k- |AC|.
Zapisujeme AABC ~ NA'B'C’.

) ’

Cislo k se nazyva koeficient podobnosti trojihelnikit ABC, A’B'C’. Podobnost trojihel-
nikt zjistujeme opét pomoci znamych vét:

e uu: Dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou dhlech, jsou podobné.

e sus: Dva trojihelniky, které se shoduji v poméru délek dvou stran a uhlu jimi
sevieném, jsou podobné.

1.4 Ctyrahelniky
15 Definice. Takovy n-tihelnik, kde n = 4, se nazyva ¢tyfihelnik.
1. Raznobéznik je ¢tyithelnik, jehoz Zadné dvé strany nejsou rovnobézné.

2. LichobéZnik je ¢tytuhelnik, jehoz dvé strany jsou rovnobézné a zbyvajici dvé strany
nejsou rovnobézné. Rovnobézné strany se nazyvaji zdkladny, zbyvajici dvé ramena.

O lichobézniku vime:

- Jeho strany nejsou shodné, ramena mohou byt shodna. LichobéZnik, jehoZ ramena
jsou shodnd, nazyvame rovnoramenny lichobéZnik.

- Jen jedno rameno miZe byt kolmé k zakladné. Pak je toto rameno kolmé i k druhé
zdkladné. Takovy lichobé&znik nazveme pravouhly lichobéZnik.

- Soucet vnitinich dhli pfi kazdém rameni lichobéZniku je thel piimy.
- Stiedni pricka lichobéZniku, tj. isecka spojujici stfedy jeho ramen, je rovnobézZna
s obéma zakladnami. Jeji délka je rovna aritmetickému priméru délek obou zakladen.

3. RovnobéZnik je Ctyfuhelnik, jehoZ ob& dvojice protéjSich stran jsou rovnobézné.
Podle velikosti thli miZeme rovnobézniky délit na pravouhlé (Ctverec, obdélnik)
akosouhlé (kosoctverec, kosodélnik). Podle délek stran pak na rovnostranné (Ctverec,
kosoc¢tverec) a riznostranné (obdélnik, kosodélnik).

Zékladni vlastnosti rovnobézniku jsou:
e Protéjsi strany rovnobézniku jsou shodné.
e Protéjsi vnitini thly rovnobéZniku jsou shodné.

e Uhlopficky rovnobéZzniku se navzajem puli; jejich spolecny bod je stfedem soumér-
nosti rovnobéZzniku.
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1.5 Eukleidovy véty, véta Pythagorova

V libovolném pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C sestrojime
vysku CP k preponé AB. Oznacme a, b délky odvésen, ¢ délku pfepony, v vySku k pfeponé,
ca, cp délky tselek BP a AP. Usetka BP se nazyvi tsek prepony piilehly k odvésné BC;
obdobné usecka AP se nazyva usek prepony pfilehly k odvésné AC. Podle obrazku 1.4
nahlédneme, Ze kazdé dva z trojihelniki ABC, ACP, CBP jsou podobné.

C

4

Obr. 1.4: Pravouhly trojahelnik ABC

Z podobnosti trojuhelnikit ACP a CBP plyne:
ChiV=Vica =V =cu-Cp=V=1/Ca Cp

Slovy:

V kazdém pravotihlém trojihelniku je druhd mocnina vysky k pfeponé rovna soucinu
délek obou tusekt prepony. (Eukleidova véta o vySce)

Z podobnosti trojuhelnikit CBP a ABC plyne

a:Ca:C:a:>a2:C'Ca,

analogicky plati
b:cb:c:b:>b2:c-cb.

Slovy:
V kazdém pravouhlém trojihelniku je druhd mocnina délky odvésny rovna soucinu
délek prepony a prilehlého dseku. (Eukleidova véta o odvésné)

Sectenim piedchozich dvou vysledki obdrzime:

a®+b> =c-(ca+cp), neboli a®+b* = 2.
Takto jsme dostali algebraicky zapis Pythagorovy véty:
V kazdém pravouhlém trojihelniku je druhd mocnina délky pfepony rovna souctu
druhych mocnin délek obou odvésen.
Plati také véta k ni obracena:
Plati-li pro délky stran trojihelniku ABC vztah a® + b?> = ¢?, je tento trojihelnik pra-
vouhly a ¢ je délka jeho pfepony.
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1.6 Goniometrické vzorce

Zde uvedeme kratky pirehled zdkladnich goniometrickych vzorct. Pro vSechna redlna
¢isla x, y (pro kterd maji zastoupené hodnoty smysl) plati:

tgx-cotgx =1

2y =1

sin® x + cos

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny

sin(x —y) = sinxcosy — cosxsiny

cos(x+y) = cosxcosy — sinxsiny

cos(x —y) = cosxcosy -+ sinxsiny
sin2x =2 -sinx-cosx

C082x = cos®x — sinx

‘ . x’ 1 —cosx
sins | =4/ ————
2 2
‘cosx’— 1+cosx
217V 72

sinx+siny:2sinx;y-cosx;y
sinx — sin —2cosx+y-sinx_y
Y= 2 2
cosx+cosy:2cosx—;y-cosxgy

Xty . x—y

COSX —Cosy = —2sin 5 -sin 7

Dile pro vSechna x, y od 0° do 90° plati ekvivalence

sinx =cosy < x+y=90°.

1.7 Trigonometrie

Véta 1.1 (Sinova véta). Pro kazdy trojihelnik ABC, jehoZ vnitini iihly maji velikosti o, B, ¥

a strany délky a, b, c, plati
a b c

sinoe  sinf3  siny

Pti feSeni uloh pouZivdme Casto sinovou vétu ve tvaru

a sino b sinff ¢

siny
b sinf’ ¢ siny’ a sina’

slovy:
Pomér délek stran trojihelniku se rovna poméru sinti velikosti protilehlych dhla.
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Véta 1.2 (Kosinova véta). Pro kazdy trojiihelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, ¢ a
JjehoZ vnitini tihel proti strané BC md velikost o, plati

a® = b>+c* —2bccosa.
Véta 1.3. Pro polomér r kruZnice opsané trojiihelniku ABC plati

a b c
r= : = - = -
2sina 2sinf3 2siny

Véta 1.4. Pro obsah S kaZdého trojiihelniku ABC, jehoZ vnitini iihly maji velikosti o, B, ¥
a strany délky a, b, c plati

1 1
S= Eabsiny: Ebcsina = EacsinB.



Kapitola 2
Reseni dloh

V této kapitole se budeme vénovat nendpadné tenké knize Zadaci po geometrii: Planime-
tria, jejimZ autorem je vyznamny rusky matematik Igor Fedorovi¢ Sarygin, ktery do jeji
prvni ¢asti vlozil 297 dloh, z nichZ 28 v nasi préci ted podrobné vyfesime a roztéidime do
mensich tematickych celkii. Kazd4 z tloh ve svém ndzvu kromé ¢isla ptidéleného z divodu
tiidéni v této praci nese i &islo, které mé v ptivodni Saryginové sbirce, aby ji étendi mohl
pripadné dohledat v origindle.

2.1 Vlastnosti ahlu

V feseni nasledujicich dloh vyuZijeme nékteré z vlastnosti Ghld, resp. thli piislusnych
danému kruZnicovému oblouku.
Piiklad 1; Sar. 39

V lichobé&zniku ABCD je déno |AB| = a, |BC| = b (a # b). Rozhodnéte, kdy osa thlu pfi
vrcholu A protne zdkladnu BC a kdy rameno CD.

Reseni:
~0 “~_ 0
\~\ \~\\
C \\M b B X
N <@
N
~ . a
\\
A 04
\\
D AT~ D

Obr. 2.1: Priklad 1

Je-li vyloucena rovnost mezi a a b, pak mohou nastat pouze situace a > b, nebo b > a.
Rozeberme si je. V piipadé b > a (na obrdzku vlevo) zdivodnime, Ze osa o Ghlu DAB

—9_
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protne polopifimku BC v takovém bodé X, ktery lezi na zdkladn€ BC. Protoze uhly DAX
a AXB jsou stiidavé, jsou shodné. ProtoZe osa o puli thel DAB, jsou shodné tihly DAX
a XAB, tudiZ i thly BXA a XAB jsou shodné a trojuhelnik ABX je diky tomu rovnoramenny
se zdkladnou XA. Pak ale |AB| = |BX| = a < b a proto osa o protne skute¢né zdkladnu BC
lichobéZnika ABCD.

Na obrazku vpravo vidime situaci, kdy a > b. Analogickou uvahou zjistime, Ze je troju-
helnik ABX rovnoramenny, tudiZ |AB| = |BX| = a > b. Proto bod X leZi na prodlouZen{
zakladny BC za vrchol C a osa o tak neprotne zakladnu BC lichobéZnika, ale rameno CD.
Pfipustime-li variantu, kdy a = b, je nyni jasné, Ze osa o by tehdy prochdzela bodem C.

Piiklad 2; Sar. 34

Dvé nesoustfedné kruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B. Bodem A prochdzi secna AD
kruznice k, kterd je zarovei tecnou kruznice / s bodem dotyku A. Analogicky se¢na AC
kruZnice [ je te¢nou kruZnice k s bodem dotyku A. Dokazte, Ze |AC|?-|BD| = |AD|? - |BC]|.

Reseni:

Obr. 2.2: Priklad 2

Pii feSeni pfedloZené ulohy je vhodné si uvédomit, Ze podle véty o shodnosti obvodo-
vého a usekového tihlu jsou shodné thly BDA a BAC a také uhly BAD a BCA. A tedy diky
vete uu jsou si trojuhelniky ADB a CAB podobné. ZapiSme rovnosti pomért stran, které si
v této podobnosti odpovidaji:

IBC|  |AB|  |AC]|
|AB| ~ |BD|  |AD|

Odtud vyjadiime:
|AC|*>  |AC| |AC| |BC| |AB| _ |BC|
|AD|2 ~ |AD| |AD| |AB| |BD| |BD|

Dokazali jsme:

AC|*> |BC
|AC| :u, neboli |[AC|?-|BD| = |AD|? - |BC]|.
|AD[>  |BD|
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Piiklad 3; Sar. 40

Zakladny lichobéznika maji délku a, b. Pfimka p je rovnobé€Znd se zakladnami a prochazi
prise¢ikem tuhlopiicek daného lichobéznika. Urcete délku usecky, ktera je na piimce p
ohranicena rameny lichobéznika.

Reseni:

Obr. 2.3: Priklad 3

Zavedeme znaceni podle obrdzku. Necht' |AS| = u,
trojihelnikti APS a ADC plyne Hgg" = ||£g|| Dale jsou podle véty uu podobné trojuhelniky

150l _ |BO|
|DC| — 1BCl*

AP B
B, C, D od pfimky p, plati: “ AD“ = ‘| B%' Odtud

PS| _ 1P| _ |BO| _|sQ

|IDC| |AD| |DBC| |DC|
Oznacme tuto velikost |PS| = |SQ| = x. Trojthelniky ABS a CDS jsou podle véty uu
podobné, protoZe se shoduji v thlech ABS a CDS, resp. BAS a DCS, které jsou po dvojicich

=v. Zpodobnosti podle véty uu

BQS a BCD, z ¢ehoz plyne rovnost Podle vyznacenych vzdalenosti bodl A,

= |PS| = [SQ|.

N7 z a __ —
stiidavé. Z toho plyne vztah § = o7 = 7.

Dal§fmi podobnymi trojihelniky jsou, opét podle véty uu, ASP a ACD. (Uhly APS a ADC,

resp. ASP a ACD jsou po dvojicich souhlasné.)
1PS| _ |AS]

Proto plati D] = JAC]” coz je ale totéZ jako 3 = -—. Nékolika elementdrnimi Gpravami
a s vyuZitim substituce ; = % = ¢ vyjadifme x v zav1slost1 naaab.
u : a ab

b
= x=
11 a+b SRR

x_ —_—
b_u+v_%+1

Proto dsecka PQ ma délku 2x = 21’;)

SR

Poznamka. Pokud vysledny zlomek jesté€ upravime nasledujicim zptisobem
2ab 2 1

— 1,1 1
atb oty

b

S —
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dosdhneme zajimavého vysledku. Posledni tvar je totiZ zdpisem harmonického priméru
délek a, b. Harmonicky primér je jednim z méné znamych typt priméru. (Dal$imi jsou
napf. aritmeticky, geometricky, ¢i kvadraticky.) Definuje se jako pfevrdcena hodnota arit-
metického priiméru prevracenych hodnot, a své vyuziti nachazi napiiklad v dlohach, kde
se zjiStuje primérna délka ¢asu nutnd k provedeni né€jakého tkonu. Dalsi uplatnéni ma
ve statistice.

Piiklad 4; Sar. 29

V rovnobézniku se stranami o délkach a, b jsou sestrojeny osy vnitinich tihli. Ostré z nich
maji velikost a. Urcete obsah Ctyfihelniku vymezeného témito osami.

Reseni:

Obr. 2.4: Priklad 4

Uvazme situaci jako je vyznalena v obrazku. Reknéme tedy, Ze a > b. Nejprve si
uvédomme, Ze z rovnosti o+ 8 = 180° plyne 5 + % = 90°. To znamen4, Ze v trojihelniku
ABS plati, Ze thel pti vrcholu S je pravy. Analogicky jsou pravouhlé i trojihelniky BCR,
CDQ a DAP. Proto je utvar PQRS zcela jisté pravouhelnik a jeho obsah Spogrs snadno
spocitame jako soucin |PQ| - |PS|. Velikost isecky PS miZeme vyjadfit jako rozdil |AS| —
— |AP|. VyuZijeme pfitom toho, Ze plati vztahy cos § = sing asing =cos 5.
|AS| vyjadiime z trojihelnika ABS takto: |[AS| = a-cos 5.
|AP| vyjddifme z trojthelnika DAP jako |[AP| = b-sin& = b.cos &.

Proto |PS| =a-cos§ —b-cos§ = (a—b)cos .
Podobnym zptsobem vyjadiime i |PQ| = |DQ| — |DP].
|PQ| =a-sin%—b-cos§ =(a—b)sin§

Dohromady:

o . o 1
Spors = |PS| - |PQ| = (a— b)*cos ) sinE = E(a —b)?sino
Pokud bychom na zacatku teSeni predpoklddali, Zze b > a, dosli bychom k obdobnému
vysledku, tedy %(b —a)?sina . Protoze (a —b)?> = (b —a)?, je vyse uvedeny vysledek
spravny v obou ptipadech.
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Piiklad 5; Sar. 42

V lichobézniku se zdkladnami AB, CD plati |AB| = a, |CD| = b a jeho thlopficky lezi na
osach thlti ABC a DAB. Urcete jeho obsah, vite-li, Ze a > b.

Reseni:

D b C
[5 o
B
7 D B
A P a B

Obr. 2.5: Priklad 5 — varianta a > b

Zavedeme znaceni podle obrdzku a rozeberme s jeho pomoci nejprve situaci a > b.
Vidime, Ze thly BAC a ACD jsou stfidavé, tudiz maji stejnou velikost. Diky tomu, Ze
thlopficka AC puli thel DAB, plati |<<DAC| = |<<CAB| = |<<ACD|. To ale znamena, Ze
trojuhelnik DAC je rovnoramenny se zdkladnou AC. Pak se ale rovnaji 1 velikosti jeho
ramen a diky tomu |DC| = |DA| = b.

Analogicky: |[<ABD| = |<<DBC| = |<<BDC]|. Pak ale trojtihelnik DBC je také rovnoramenny
aplati [IDC| = |BC| =b.

Nyni vime, Ze lichob&Znik ABCD je rovnoramenny a proto |AP| = %. Uzitim Pythagorovy
véty v pravouhlém trojuhelniku APD zjistime vysSku v lichobéZnika a snadno uz vypocitame

jeho obsah.
2
2 2 a—>b
—pr
ey

vzzbz—%-(az—Zab—i—bz)

1
v:i-\/—a2+2ab+3b2

Obsah S lichobéZznika ABCD je tedy:

. b b
s vlath) _atb b+ 3k
2 4
Rozeberme nyni jesté situaci, kdy b > a. S pomoci nového obrdzku budeme postupovat

analogicky.
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Obr. 2.6: Piiklad 5 — varianta a < b

Zavedeme znaceni podle obrdzku. Trojihelniky ACD a BCD jsou oba rovnoramenné
s rameny délky b (zdivodnéno v predchozim postupu). Proto pocitame-li uzitim Pytha-
gorovy véty vySku v lichobéznika ABCD z pravouhlého trojuhelnika APD, dobereme se
nasledujiciho vysledku.
b—a\*
2 _ 2
= b2 —
(5

vzzbz—%-(bz—Zab—kaz)

1
v:z-\/—a2+2ab+3b2

Vidime, Ze velikost vysky v je stejnd jako v situaci a > b, protoZe plati (b —a)? = (a —
— b)2. Piipad a = b nemiiZe nastat, nebot lichob&Znik je definovan tak, Ze jeho zdkladny
nemaji stejnou délku. (Zadéani by ale vyhovoval ¢tverec, jehoZ obsah je trividlné vyjadien
. 2
jako a“.)

2.2 Podobnost

V tlohéach, které jsou zafazeny do této podkapitoly, uzijeme véty, které zpravidla uzivime
ke zjisténi podobnosti trojihelnikli. Podobnost trojuhelnikit vyuZijeme také pfi feSeni
Prikladu 2 a Ptikladu 3.

Piiklad 6; Sar. 38

Je dan lichobéznik. ﬁseéky délek dy, d;, které jsou rovnobézné s jeho zdkladnami délek a, c,
rozdé€luji obé ramena lichobéznika na tfi shodné useky. UrCete obsah prostfedni casti
lichobéznika rozdéleného takovymi useckami, jestlize u horni a dolni Casti zndme ob-
sahy S1, 3.
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Reseni:

Obr. 2.7: Priklad 6
Ozna¢me obsah celého lichobéZznika S a obsah prostiedni ¢4sti Sp. Levé rameno li-
chobéZnika je danymi tseckami rozdéleno na tii shodné dsecky délky x. U tohoto ramene
tak vznikly tfi podobné pravouhlé trojuhelniky. Z jejich podobnosti plyne, zZe vSechny tfi
mensSi lichobéZzniky maji shodnou vysku, kterou ozna¢ime v.

Plati: 3
S:Sl—f-Sz—i—Sp:%
(a+dy)-v (dry+c¢)-v (di+dp) v
sy = 2T g T V g, TR)Y
: 2 ? 2 F 2
_(a+di)-v (da+c)-v (a+c)v (di+dy)-v 1
S1+82 = > + 2 = > + 5 =3 S+Sp
1
S1+52:§-(51+52+Sp)+5p
1
SPZE'(Sl‘i‘Sz)

Obsah prostfedni ¢asti lichobéznika je, jak vidime, aritmetickym primérem obsahti jeho
krajnich ¢asti.

Piiklad 7; Sar. 26

Na zédkladné AB rovnoramenného trojihelniku ABV je zvolen bod M. Z bodu M spustime
kolmice k ramenim VA, VB a paty téchto kolmic ozna¢ime M,, M;. DokaZte, Ze soucCet
|MM, |+ |MM),| je konstantni a Ze je tento souet roven velikosti vy$ky daného trojihelnika
spusténé k libovolnému z ramen.
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Reseni:

Obr. 2.8: Priklad 7

Zvolme body C, D podle obrazku. Trojihelniky AMM,;, a MAC se shoduji ve strané AM
a ddle jsou shodné jejich thly MCA a AM,M. Diky rovnob&znosti CM || BV vime, Ze oba
uhly MAM;, a AMC jsou shodné s thlem ABV . Z téchto informaci diky vété usu miizeme
o trojuhelnicich AMM}, a MAC prohlasit, Ze jsou shodné. Z jejich shodnosti plyne rovnost
|AC| = |MMj|. Protoze MM,DC je obdélnik, plati rovnost |[MM,| = |CD|, coz ale znamena,
Ze hledany soucet |MMp| + |MM,| je roven souctu |AC| + |CD]|, tedy vySce z vrcholu A
k rameni BV

Piiklad 8; Sar. 45

Je dén lichobéZnik ABCD se zakladnami AB a CD a v ném jsou narysovany uhlopficky,
jejichZ prusecik oznacime S. Urcete obsah daného lichobéZnika, znéte-li obsahy S, S>
trojihelniki ABS a CDS.

Reseni:

V2

V1

Obr. 2.9: Priklad 8 — zadani
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Ukéazeme dva zpiisoby feseni, z nichZ prvni je nasledujici:
Zavedeme znaceni jako v obrazku. Obsah trojuhelnika ABS je S1, obsah trojihelnika CDS
je Sz, ozna¢me tedy obsah zbylé ¢asti S3, tzn. S3 je souctem obsaht trojihelnikii ASD a
BCS. Plati tedy, Ze obsah Sapcp lichobéZznika ABCD je roven souctu Sy + 5> + S3. Tuto
rovnost budeme postupné upravovat a dosazovat do ni zjisténé vysledky, abychom vyjadfili
hodnotu S3 pomoci Sy a S;. Plati:

a-vi c-v (a+c)-(vi+v)

Si=—, $2=—, § = .
1 3 2 7 ABCD >

Dosadime do vySe zmitlované rovnosti piedchozi vysledky:

(a+c)-(vi+v2) a-vi ¢

= S
2 y Ty s
avy +avy +cvy +cvp _ avy +cvy 5
2 2
avy + cvy
— =S
2 3

Dale vyuZijeme, Ze jsou si trojuhelniky ABS a CDS podobné, coz plati diky vét€ uu. Dvojice
<ABS, <SDC a <BAS, <<SCD jsou totiz dvojicemi navzajem shodnych stfidavych dhlu.
a C

Z této podobnosti plyne mnoho vztahli, mimo jiné nasledujici: VT v, T ava = ol To

ale miizeme vyuZzit pro nas zamér — vyjadfit S3 v zavislosti na §1 a S,. Plati:
_avy+avy
2

S%zavz-cvl:>S%:2-%-2~%:>S%:4-51-SZ:>S3:2 155

Nyni uZ miiZzeme vypocitat obsah Sspcp lichobéZnika.

2
Sapcp = S1+ 52+ 2/ 5152 = Sapcp = <\/Sl + \/Sz> )

Abychom ndzorné vysvétlili druhy z moznych zpiisobl feSeni, doplnime ho vlastnim
obrazkem.

S3 =avy = cvy

S

Obr. 2.10: Ptiklad 8 — pomocny obrazek
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V obrazku jsou vyznaceny obsahy S1, S», S3, S4, jednotlivych ¢asti obecného Ctyruhel-

nika ABCD, tedy obsahy trojihelniki, které jsou vymezeny jeho thlopfic¢kami. Prisecik

< . vox < wy . s s xS S
téchto dhlopricek oznaCme P. Pro kazdy takovy obecny ctyfihelnik plati, Ze S—; = S—;,
neboli $157 = §354. Oba podily totiz odpovidaji podilu %. Tuto skutecnost si miizeme

zdivodnit napiiklad tak, Ze se podivame na trojihelniky ABP a PBC, které maji shodnou
vysku, tj. vzdalenost bodu B od piimky AC. Jestlize ale maji shodnou vysku, jsou jejich
obsahy ve stejném poméru, jaky je mezi délkami jejich zdkladen |AP| a |PC|. Analogicky
to plati pro trojuhelniky APD a PCD.

V této uloze se zabyvame lichobéZnikem, coZ ov§em znamend, Zze AB || CD. To ale zna-
mend, Ze S + 53 = S| + 4, protoZe oba tyto soucty jsou obsahy trojihelniki se zakladnou
AB a shodnou vyskou, kterd je zdroven vzdalenosti mezi rovnobézkami AB a CD. Odtud
plyne rovnost S4 = S3 a proto S15, = $354 prejde v 15, = S2, odtud S3 = Sy = /S15,.
Coz je ale stejny vysledek, jako v prvnim feSeni:

2
Sapcp = S1+ 52+ 2/ 5152 = Sapcp = <\/Sl + \/Sz) )

Piiklad 9; Sar. 47

V pravouhlém trojihelniku ABC, je narysovédna osa o pravého thlu BCA, ktera rozdéli
trojuhelnik ABC na dva trojihelniky. V nich jsou narysovany vysky, jejichZ pruseciky
oznacme Vi, V5. Urcete velikost usecky Vi V5.

Reseni:

N
Obr. 2.11: Ptiklad 9
Zavedeme znaceni podle obrdzku. Pfedpoklddejme, Ze a > b, kdy bod P je vnitinim

bodem tdsecky AD, nebot’ |[ACP| < |<<BCP|. V trojihelniku PDV; je thel pii vrcholu P
pravy, thel pfi vrcholu D je souhlasny s uhlem ABC, takZe ma s nim shodnou velikost.
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Proto uhel pfi vrcholu Vi ma velikost & a trojihelniky ABC a DV P jsou podle véty uu
podobné. Podle véty uu jsou si podobné i trojihelniky ABC a V1 V,D. Odtud

ViD
= v = P

b

ViVal _ D)
AB| ~ JAC|

Dile podle véty uu jsou si podobné trojihelniky Vi DP a ACP. Plati

ViD| _ |DP| __[ViD| _ |DP|
lAC| ~ |CP| b |CP|

Predchozi vysledek miZzeme dosadit a dostat |V;V,| = ||?P| Va? + b?, takze zbyva urcit
|DP|

nezndmy pomér e Velikost tisecky CP jakoZto vySky trojuhelnika ABC ur¢ime pomoci
néasledujicitho vypoctu ptes obsah trojihelnika ABC:

G ab _ |CP|vVa®+b? ~ Icp| = ab
ABC P

2 2
Velikost dse¢ky DP uréime z rozdilu |DP| = |AD| — |AP|, kde |AP| pomoci Pythagorovy
véty uzité v pravouhlém trojuhelniku APC vyjadiime jako:

212 2
APR =2 —|CPP = [APR =12 — 40 P (1o ) =
B T a2 +b? B a?+b?
b b?
= [AP]? =b*——— = |AP| = ——.

Potiebujeme jesté velikost useCky AD. Zde vyuZijeme vlastnosti, kterou ma osa vnitiniho
uhlu trojihelnika, Ze totiz rozdé€luje protéjsi stranu v poméru rovném poméru délek zbylych
dvou stran trojuhelniku. Pro nds to znamena

AD V@ + b2
ADL_ . 4 odkud |AD| = 24 Eb°
|BD| a+b

Dosadime zjisténé délky |AD| a |AP| do rozdilu |AD| — |AP| = |DP|, abychom zjistili

\DP

hledany pomér icp:

bVa?+b* B b(d*+b*)—b*(a+b)
at+b Va4 D? (a+b)Va® +b?

|DP| = |AD| — |AP| =

ab(a—b)
_ ab(a—b) IDP|  (a+b)Va+p2 _a—b
= = - = :
(a+b)Va*+b? |CP| —h a+b
Hledany pomér ‘| CP|‘ je tedy 4= +b, coz dosadime do rovnosti |ViV,| = | CP‘| Va*+b*. Hle-

dand hodnota je [ViVa| = 42 - v/a? + b2 = ‘ZJF? va+b2.

Poznamka. Diky tvaru s absolutni hodnotou ve vysledku nemusime rozliSovat, zda plati
a>bnebob >a.Pokuda=>b,je V) =V, =P.
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2.3 Thaletova véta

V nasledujicich dvou tlohach pouZijeme Thaletovu vétu.

Piiklad 10; Sar. 35

Dokazte, Ze osa pravého thlu ACB v trojihelniku ABC je zaroven osou uhlu, ktery spolu
sviraji t€Znice a vyska spusténé z téhoz vrcholu C.

Reseni:

Obr. 2.12: Priklad 10

Zavedeme znaceni podle obrazku. Mame ovéfit rovnost |<<SCO| = |<<OCP|. Protoze
o je osa thlu ACB, plati rovnost |[<XACO| = |<<OCB|. Potiebujeme tedy ukdzat, Ze plati
rovnost mezi uhly ACS a PCB. Diky Thaletové vété uZité v pravouhlém trojuhelniku ABC
vime, Ze |AS| =t = |SC|. Proto je trojihelnik ASC rovnoramenny se zdkladnou AC, takze
jsou i thly pfi zdkladné shodné a velikost thlu ACS je . V pravothlém trojihelniku ABC
ovSem plati o = 90° — 3. PouZijeme-li stejny poznatek v pravodhlém trojihelniku PBC,
vidime, Ze thel PCB ma velikost . Ale to je pfesné to, co jsme chtéli ukazat.

|<TACO| = |<OCB|
|<XACS| + |<1SCO| = |<OCP| + |<<PCB|
0+ |<tSCO| = |[<OCP| + a
|<SCO| = |<OCP|

Osa o je tedy jak osou thlu ACB, tak osou uhlu SCP.

Priklad 11; Sar. 24

Je dan pravouhly trojihelnik KLM a v ném té€Znice spusténd z vrcholu M. Tato t€Znice ma
délku ¢ a déli pravy dhel <LMK v poméru 1:2. Urcete obsah trojihelnika.
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Reseni:

Sm

=
03
IR
&~

Obr. 2.13: Priklad 11

Oznacme k, [, m strany trojuhelnika podle obrazku. Pii vrcholu M se nachazi pravy
thel, ktery je téZnici t rozdélen na dva thly, jejichZ pomér velikosti je 1:2. Proto miZeme
jejich velikosti reprezentovat hodnotami o a 2a, kde ov = 30°. T€Znice ¢ je usecka, kterad
spojuje bod M se stfedem strany m. Tento stied S, tedy puli usecku KL, které 1ze opsat
Thaletovu kruznici se stiedem v S,,,. Bod M na této kruznici jist€ lezi a z toho vyplyva, Ze
ti 75 jsou polomérem této Thaletovy kruZnice a proto maji shodnou délku. Proto m = 2t.
Protoze t = %, Ize o trojihelniku S,,LM fici, Ze je rovnoramenny se zdkladnou k, a Ze
tedy uhly pfi vrcholech L, M jsou shodné a maji velikost 2oc = 60°. Pak ale i tieti thel pfi
vrcholu S, je s nimi shodny a AS,,LM je rovnostranny, tedy k = ¢.

Uzitim Pythagorovy véty v AKLM uréime velikost strany /:

P=m?—k=(2)?->=1=1V3.
Nyni mdme vSe potiebné pro to, abychom vypocitali obsah trojuhelnika KLM:

k-l t-tv3 /3 2

S = — =
KIM 2 2

2.4 Pythagorova véta

Prestoze je do této podkapitoly zarazena pouze jedna tloha, pouzivdme Pythagorovu vétu
v mnoha jinych ulohéach. Jsou to: Priklad 9, Priklad 11, Priklad 15, Priklad 16, Ptiklad 18,
Priklad 21 a Pfiklad 23.

Piiklad 12; Sar. 59

Urcete velikost strany kosoctverce, je-li dan jeho obsah S a soucet délek jeho thlopficek
jerovent.
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Reseni:

Obr. 2.14: Priklad 12

Oznacme stranu kosoctverce a a thlopficky u a v. Ty jsou navzdjem kolmé a jejich
prisecik E je obé pili, takZe hledané a mizeme diky Pythagorové vété pro AABS vyjadrit

jako: , ,
ORI
Pomoci obrazku je snadné si uvédomit vztah mezi obsahem kosoctverce a délkami jeho
uhlopficek:
S SABE = ﬁ =u-v=25
4 — OABE — ) u-v= .

Postupnymi tpravami a dosazenim uz bez obtizi vyjadiime pozadované a.

t=u-+tv

2 = (u+v)?

12 = u? + 2uv +?

> =u? +454+1°
w12 =1> —4S

1
azzz(t2—4S):>a: 1248

1
2
2.5 Vlastnosti tecen

V feSeni nésledujicich uloh kromé jinych poznatkli uzZijeme vlastnosti te¢en z bodu ke
kruznici, pfedev§im pak tu vlastnost, Zze délky teCen spusténych z bodu ke kruznici se
rovnaji.

Piiklad 13; Sar. 28

V rovnoramenném trojihelniku ABC je na zakladné AB zvolen bod M tak, Ze |AM| = a,
|IMB| = b. Do trojihelniki AMC a MBC jsou vepsany kruznice. Najdéte vzdélenost mezi
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body dotyki téchto kruznic se stranou MC.

Reseni:

A a-x QX M Y R b—y B
Obr. 2.15: Piiklad 13

Zavedeme znaceni podle obrazku. X, Y jsou body dotyku kruZnic k1, resp. k3 s iseckou
MC. Polozme |MX| = x, |MY| =y, |AC| = |BC| =r.

Spustime-li teny z bodu ke kruznici, m4 tento bod stejnou vzdalenost od obou vznik-
Iych bodi dotyku. VyuZijeme-li tento poznatek, snadno vidime:
x=|MX| = |MQ| = |AQ| = |[AM| - |OM| = a —x.
Analogicky: y = |MY| = [MR| = |RB| = |MB| — |MR| = b — y. Na ramenech AC a BC
trojuhelnika ABC vznikly také body dotyku P, S. Protoze |AP| = |AQ| a |AC| = r, plati
|PC| = r — (a —x) = r — a+x. Analogicky vyjadiime |CS| jako r — b +y. Z tGseCky CM
muiZeme vyjadfit dvéma riiznymi zpusoby vztah mezi x, y, a a b. Plati tedy:

|CM| = |CY |+ |YM| = (r —b+Yy) +y, ale také

CM|=|CX|+|XM|=(r—a+x)+x.
Porovname pravé strany rovnic:

(r—=b+y)+y=(r—a+x)+x
2x—2y=a—>b
a—>b
2

YX|=x—y=
To je hledana vzdélenost.

Piiklad 14; Sar. 36

Na kruzZnici o poloméru r jsou vybrany body K, L, M tak, Ze ji rozdéluji na 3 oblouky,
jejichz délky jsou v poméru 3:4:5. Urcete obsah trojuhelnika vymezeného te€nami dané
kruZnice sestrojenymi v bodech K, L a M.
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Reseni:

R , K p—r 0
[~
-
p—r
q—r "
q—r
P

Obr. 2.16: Priklad 14

Zavedeme znaceni podle obrazku, z néhoZz plyne, Ze |<KSL| = 13—2 -360° = 90°, ddle
|<<LSM| = 14—2 -360° = 120°, a také |<MSK| = 15—2 -360° = 150°. Mame-li vyjadfit obsah
Spor pomoci rozméru r, je tfeba pomoci r vyjadrit také velikosti stran trojihelnika POR,
nebot’ Spor = %. Velikosti stran p a g postupné vyjadiime s pomoci goniometrickych
funkci uZitych v pravothlych trojihelnicich PSL a MQS.

Protoze tisecka PS puli thel MPL velikosti 180° — 120° = 60° (stfed kruZnice vepsané
totiZ lezi na priseciku os vnitinich thli trojihelnika), ma dhel SPL velikost 30°. Proto:

r

tg 30°

:r\/§:>q:(1+\/§)r.

q—r=

Analogicky dhel SOK ma velikost %(180o —150°) = 15° a proto

o
Ctgl5e’

p—r
Hodnotu tg 15° spocitdme pomoci vzorce pro tangens dvojndsobného argumentu:

1 2-tg15°
— =1g30° = ——
V3 £ 1 —tg215°

Takto jsme ziskali kvadratickou rovnici, jejiz kofeny neni obtizné nalézt. Ziskame dva, z

nichZ jeden je zdporny, a proto nevyhovuje skute¢nosti, Ze funkce tangens je na intervalu
(0, %) rostouci a nabyva kladnych hodnot. Vyhovuje tedy pouze kofen s hodnotou 2 —

= 1—1tg?15° =2v3tg15° = tg?15°+2V/3tg15° — 1 = 0.

— /3, proto p —r = #@ =p=r- (1 + ﬁg) Nyni uz miZeme vypocitat obsah Spor
trojuhelnika POR:

g rU+V3(1+ %)
SPQRzpzqz 5 2237 _2.(342.4/3).
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Systematicky vypocet pies hodnotu tg15° lze obejit, uvédomime-li si, Ze v pravodhlém
trojihelniku POR zndme velikost vnitfniho thlu |[<RPQ| = 60° a velikost strany |RP| =
= g = (14 +/3)r. Pak v trojihelniku POR vyuZijeme goniometrické funkce a vidime:

p=IRQ| =|PR| tg60° = (1+V3)r-V3=(3+V3)r.

Odtud dochazime ke stejnému vysledku:

SPQR:péq: r2(1+\/§2)(3+\/§) =’ (3+2-/3).

Piiklad 15; Sar. 23

V pravouhlém trojuhelniku ABC s preponou AB jsou dany odvésny a, b. Urcete vzdalenost
vrcholu C od nejbliz§tho bodu kruznice vepsané.

Reseni:
\ 7
. B .
\ P
\ ,° O¢
\ a—r /
\ 7
a—r \ /./
\ Co"
\ /
04 \ )
=< - \ r/'/
Ag B ’s b—r
2 N k
’ -
r . r\\ S~
X \ Tl
‘\ RN "~ -
/./ C By b—r A
,’ \
/' \ Ob

Obr. 2.17: Priklad 15

Z obrazku plyne, Ze CBpSAq je Ctverec. Nejblizsi bod kruznice k od C je prusecik k
s tisetkou CS. Oznaéme tento priseéik X. Vidime, Ze |CX| = |CS| — |SX| =rv2 —r =
= (V2 — 1)r. Zbyva vypocitat r. |CAg| = |CBy| = r = |BAo| = a—r, |ABy| = b — r. Proto

¢ = |AB| = |ACy| +|BCo| = |ABy| + |BAy| = (a—r)+ (b—r).

Odtud
c—a—b Vat+b —a—>b
r= = )
2 2

Odpovéd na zadanou otdzku je |CX| = (ﬁ;l) (Va?+b*>—a—b).
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Piiklad 16; Sar. 37

Urcete obsah S rovnoramenného lichobéZnika, kterému lze vepsat kruznici. Délka jeho
ramene je /, a délka jedné z jeho zdkladen je a.

Reseni:

BN
QS
~
IS
oo

Obr. 2.18: Priklad 16

Zavedeme znaceni podle obrdazku a vyuZijeme symetrie podle pfimky PR a rovnosti
|BP| = |BQ| a |CQ| = |CR|. Zjistime, Ze druhd zdkladna md délku 2 (I — §) =2/ —a.
Pro vypocet obsahu lichobéZnika potfebujeme znat velikost jeho vySky v. V naSem li-
chobéZniku ji snadno spocitime pomoci Pythagorovy véty pouzité v pravouhlém trojihel-
niku AT D. Nejdfiv ale vyjadiime velikost jeho strany AT':

R
P=vV+(a-1)?=v=1+/a - (2l—a).

Hledany obsah S lichobéZnika ABCD vypocitime podle obvyklého vzorce:

|AT| = |AP|—|TP| = |AP|— |DR| =

N

21—
S:v'w:l' a (2l —a).

Piiklad 17; Sar. 44

Je dan rovnoramenny lichobéZnik o obsahu S, kterému lze vepsat kruZnici. Jeho vyska je
dvakrat krats$i nez jeho rameno. Urcete polomér kruZnice vepsané tomuto lichobéZniku.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrizku. Podle zadéani je |AD| = 2|PQ| = 2v. Vidime, Ze
|AP| = |AS| a Ze |SD| = |DQ]|. Pak ale |AP| + |DQ| = |AS|+ |SD| = |AD| = 2v. Z toho, ze
P a Q jsou stfedy zakladen plyne, Ze |AB|+ |CD| = 2(|AP| + |DQ|) = 4v. Stiedni pticka
TU je polovinou tohoto souctu, tzn. |TU| = 2v. JestliZze ale mame velikost stfedni pficky
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a zndme vysku lichob&Znika v, miZeme vyjadfit znamy obsah jako S = |[TU|-v = 212,

odkud v = \/g

0 2v

A P 'B
Obr. 2.19: Ptiklad 17

Nas ale zajima polomér kruznice vepsané danému lichobéZniku. Polomér » ma stejnou
velikost jako OP, tedy polovinu vysky v:

Piiklad 18; Sar. 41

Je dan rovnoramenny lichobéznik, kterému lze vepsat kruznici. Urcete velikost ostrého
z jeho dhlq, vite-li, Ze jedna ze zdkladen je k-ndsobkem druhé, kde k > 1.

Reseni:

IN)
o

NSRS
. ]

A %< E 5 P

Obr. 2.20: Priklad 18

Zavedeme znacent jako v obrazku. Necht |AB| = a, |CD| = c. Reknéme, Ze a = k- c.

Diky tomu, Ze je lichobéZnik rovnoramenny, je [AQ| = |AP| — |QP| = § — § = %5¢. ProtoZe

BP| = |BQ| aprotoze |QC| = |RC|, je délka ramene daného lichobé&Znika %<, (Rozmyslete
P J 2 y
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si podle obrazku.) Potom uz snadno vyjadfime velikost thlu o uZitim goniometrickych
funkci v pravothlém trojihelniku AED.

S

= O = arccos

G T grc kete k+l k+1

>~ a—c¢ kc—c k—1 k—1
cos ol = —— = =

2.6 Goniometrické vzorce, sinova a kosinova véta

Tato podkapitola sdruzuje tlohy, v jejichZ feSeni vyuZijeme nékteré poznatky z oblasti
goniometrie, tedy goniometrické funkce ostrého thlu, goniometrické vzorce a sinovou a
kosinovou vétu. Kromé nésledujicich péti tloh by do této podkapitoly mohly patfit také
Priklad 4, Ptiklad 14 a Priklad 18.

Piiklad 19; Sar. 31

Urcete ostry thel kosoctverce, ve kterém plati, Ze velikost jeho strany a je geometrickym
primérem velikosti u, v jeho thlopricek tj. plati a = /u - v.

Reseni:

>
IR

A a=\/u-v ‘B

Obr. 2.21: Priklad 19

V feSeni vyuZijeme vzorec pro sinus dvojndsobného tihlu:

sin2¢ =2-sin¢ -cos ¢

S vyuzitim obrazku vyjadiime potiebné vztahy:

o u o % . 1
=sino =2-

u %
2 2\/u-v 2 2Vu-v 2\/u-v.2\/u~v_§

1
o = arcsin = = 30°
arcsin >
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P¥iklad 20; Sar. 30

Do kosoctverce s vySkou h a ostrym uhlem « je vepsdna kruZnice k. Najdéte polomér
takové kruznice [, kterd se dotyka dvou stran kosoctverce a kruznice k, a zdrovei je z ta-
kovych kruznic nejveétsi.

Reseni:

D C
/ o
S k
)
A 5 0 P B

Obr. 2.22: Priklad 20

Zavedeme znaceni podle obrazku. Intuitivné vime, Ze nejvétsi z kruznic [, které pripa-
daji v Gvahu, je ta, kterd se dotykd pravé té€ch stran kosoctverce, které spolu sviraji ostry
z jeho whla, ktery oznac¢ime «. (Jako je to provedeno v obrazku.) Pro¢ to neni kruznice
dotykajici se stran, které sviraji tupy z dhld, vysvétlime v pozndmce za feSenim.

Abychom zjistili velikost poloméru r kruznice /, potiebujeme zjistit dal§i rozméry
v obrdzku. V feSeni budeme postupovat tak, zZe vyjadiime velikost usecky OS dvéma
zptsoby a vysledky potom porovname. Potfebnou velikost tsecky OS ziskdme z roz-
dilu |AS| — |AO| = |OS|. Na to ovSem potiebujeme vyjadfit |AS| a |AO|. V pravouhlém
trojuhelniku APS plati:

h
AS| = .
48] 2sin§
V pravouhlém trojihelniku AQO plati:
r
AO| = .
[40] sin §

Potom ale

Druhd moZnost, jak vyjadiit velikost dsecky OS, je |OS| = |OT|+ |TS| = r+ %, coZ nds
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navede na nasledujici rovnici, ze které postupnymi Upravami ziskame kyzené r.

h 1 (h >
— = — — —7r
2 sm% 2
+ o h
sin— = — —
r 5 =57

h (l—sma (l—l—sina)
2 2 2

h 1—sm2
2 1+sm2

v, 2

10 O [0
Pro dalii dpravy dosadme nésledujici: 1 = sin® g+ cos’ &, sing =2sin§cos §.

h (sin%—cos%)2 h (g——l) h tg2<n a)
y = — = — = — . _—

Poznamka. Nyni vysvétlime volbu polohy kruznice /. Velikost thlu pfi vrcholu B, resp. D,

je @ — . Po dosazeni velikosti tohoto thlu do vysledného vzorce pro polomér r kruznice /,

/) __ h 2(m -0\ _ {52 & / £y £
dostaneme r' = 7 - tg (Z — T) =tg” 7. Nerovnost ' < r dokdZeme porovnanim hodnot

tg ( g) a tg2 2. Funkce tangens je na intervalu (0,%) rostouci, proto porovnidme
hodnoty 7 — % a ¢.

a< i a@oc<7r ou:>205<7r<:>oc<7r

4 4 4 2’

« , s . s 2 T
coz ale plati, nebot o je ostry thel, tzn. @ < 7

Piiklad 21; Sar. 22

Je dén pravouhly trojihelnik ABC, jehoZ piepona ma zadanou délku a. Uhel pii vrcholu
B ma velikost 30°. Najdéte polomér takové kruZnice, kterd ma stfed ve vrcholu B a kterd
rozd€li trojihelnik ABC na dvé ¢asti o stejném obsahu.

Reseni:

A c—r r B

Obr. 2.23: Priklad 21
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Zavedeme znaceni podle obrazku. Ze zadani vime, ze S| = S, = % -Sapc. Podle sinové
véty uzité v AABC vyjadiime velikost strany b pomoci velikosti strany a:

b a e a
sin30°  sin90° 2

Abychom mohli urcit obsah AABC, potiebujeme jesté vyjadrit velikost strany c¢. UZijeme
Pythagorovu vétu:

2_ 2 p2_ 2 (a)z 3 5 :ﬂ’

c"=a =a + 5 :Za = 5
2 2 8

Vime, Ze kruhova vyse¢ ma polovi¢ni obsah S, oproti obsahu trojihelnika ABC a zaroven
tvori % kruhu omezeného kruzZnici k. Z obsahu tohoto kruhu, ktery oznacime Sj, uz
muiZeme vyjadfit kyzené r. Vypada ndsledovné:

Si _Sagc _ 1 V3,

2 2 2 8
33

Sp = \/_-az

4

S:TCr2:>r: &: ﬂ:g. ﬂ
k V & \/ T 2 T

Piiklad 22; Sar. 166

Strana rovnostranného trojihelniku ABC ma délku a. Na strané BC lezi bod D tak, ze
BD = %a. Na strané AB lezi bod E tak, Ze |AE| = |DE|. Urcete |CE|.

Reseni:

wI

Obr. 2.24: Ptiklad 22
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V prvni ¢4sti feSeni uvedeme myslenkovy postup vedouci k poZadované odpovédi, ve
druhé ¢asti se budeme vénovat samotnym vypocétim. Zavedeme znaceni podle obrazku,
necht’ tedy |[AE| = |ED| = e, |<EAD| = «. UZitim kosinové véty miZeme pozadovanou
velikost tsecky CE ziskat z trojuhelnika AEC, kde zndme |AC| = a a |[<EAC| = 60°, kdyZ
k tomu jesté uréime velikost useCky AE, kterou jsme pro pfehlednost vypocti oznacili e.

Hodnotu e zjistime z AAED. Diky rovnosti |AE| = |DE| je AAED rovnoramenny
a jeho zadkladnou je AD. Této vlastnosti vyuZijeme a hledanou velikost AE dostaneme
uzitim kosinové véty v AAED, pokud budeme znat délku strany AD a hodnotu cos ¢.

Délku AD i hodnotu cos@ uz dvojim uZzitim kosinové véty uréime z AABD, kde

|AB| = a, |BD| = %, |<ABD)| = 60°.

2 7
) —2-a-§-cos60°:> |AD| :ga,

a

IAD|? = &® + (3

2
<c_1>2: ﬁa +a2—2-a-£a-cosa:>cosoc:i.
3 3 2V7

Odtud

2
7 7 5 7
62262+(§a> _Z.e.g.a-m:}ezga_

A konecné

7\ 7 13
|CE|2:612+ <Ea) —2-a-Ba-cos6O°:> |ICE| = 5%

Hledana velikost usecky CE je tedy %a.

Piiklad 23; Sar. 33

Je dan obdélnik ABCD, jehoz strana AD je ttikrat delsi neZ strana AB. Body M, N leZi na
strané AD a rozd&luji ji na tfi shodné asti. Urcete |<<AMB| + |<ANB| + |<ADB|.

Reseni:

Zavedeme znaceni podle obrdzku. Reknéme, Ze strana AB md délku a. Pak podle zadani
|AD| = 3a. Body M, N vyneseme na stranu AD tak, Zze |[AM| = |MN| = [ND| = a. Zvolime
oznaceni Ghlt <AMB = o, <ANB = 3, <ADB = 7.

Urc¢ime jejich velikosti postupné.

Uhel a: Protoze |AM| = |AB| = a, je AABM rovnoramenny a jeho zdkladnou je strana
BM. U vrcholu A je pravy uhel. ProtoZe soucet vnitinich thla v trojihelniku je roven 180°
a protoZe uhly pii zdkladné v rovnoramenném trojihelniku jsou shodné, plati nasledujici
rovnost: 180° = 90° 4+ 2 - . Odtud o = 45°. Pro dal$i vypocty budeme potiebovat znét
velikosti usecek BN a BD.
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A . a B
Obr. 2.25: Pfiklad 23
Podle Pythagorovy véty uzité v AABN:
IBN|? = a* 4 (2a)* = |BN| = a\/5.
Dale podle Pythagorovy véty uzité v AABD:
IBD|* = a® + (3a)* = |BD| = a/10.
Uhel B: Vyuzijeme kosinovou vétu v AABN:
a® = (2a)*+5a* —2-2a-aV/5 -cos
RS
B =26°33'54.18"
Uhel y: Znovu pouzijeme kosinovou vétu, tentokrét v trojihelniku ABD:

a® = (3a)* +10a> —2-3a-av/'10- cos y
94> 4+ 10a* — a® 3

6a2/10 /10
y= 18°26'5.82"

cosy =

Odpovéd na zadanou otdzku, tedy hodnota souctu |[<TAMB| + |<ANB| + |<ADB|, je nésle-
dujici:
a+B+y=45"+26°33'54.18" +18°26/5.82" = 90°.
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Poznamka. Pfes pomérné presné vyjadieni dhli  a Y nemdame matematickou jistotu, Ze
spravnd odpovéd je presné 90°. Vénujme se exaktnimu dikazu potfebné rovnosti f + 7 =
= 45°, kterou ekvivalentné zapiSeme jako 23 + 2y = 90°. Takova rovnost pro ostré tihly
plati, pravé kdyz sin2y = cos2f3. Poéitejme:

4 3

cosf = —:>cos2[3 2cos?’B—1=2-——1==
NG 5 5

Ccos —i:>sin = 1—<i>2—L
= e Jio) ~ Vio
3

3
sin2y =2sinycosy =2- =

VIRV

Rovnost cos 28 = sin 2y plati, proto plati i 28 +2y = 90°, tudiz skute¢né o+ + 7y = 90°.
Dalsi moZnost feSeni nabizi vcelku jednoduchy a tcinny postup. Uplatnéni kosinové

(a vlastné i Pythagorovy) véty lze vynechat, kdyZ dhly B a y ur¢ime jejich hodnotami

funkce tangens, které lze vycist z obrazku:

g_lABl_a 1 AR _a |
BTN T2a 2 YT D T3a 3

K odvozeni ptesné rovnosti B + y = 45° pak staci dosadit do vzorce:

1 1
tgf +1 141

— :1:>ﬁ—|—'}/:450
I-tgftgy 1-3-3

2.7 Jiné

Nésledujici dlohy vzhledem k jejich jedineCnosti jsou seskupeny k sobé, prestoze vzdjemné
nesouvisi. Nicméné jejich nezaraditelnost jim nijak neubird na zajimavosti a netradi¢nosti.

Priklad 24; Sar. 27

Dokazte, ze pro libovolny bod M rovnostranného trojihelnika ABC plati, Ze soucet jeho
vzdalenosti od vSech tfech stran trojihelnika je roven vySce tohoto trojihelnika.

Reseni:

Oznac¢me vzdalenosti bodu M od jednotlivych stran trojuhelnika ABC podle obrazku vy,
v2, v3. Abychom snadno dokézali poZadovanou rovnost mezi sou¢tem vy + v, +v3 a vySkou
v trojihelnika ABC, vyuZijeme k tomu vztah mezi obsahy trojuihelnikl. Z obrazku plyne:

Samc +Sapm +Secm = Sabc-
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Py
M
V2
NI ‘
A P P B
Obr. 2.26: Ptiklad 24
Po rozepsdni: %31 + %32 + 473 = 42 Upravou této rovnosti dostaneme:

a (v1 2 +v3) a

—(vi+va+v3) =2,

it vtv) =3

odkud jiz plyne pozadovand rovnost vi 4+ vy +v3 = v.

Piiklad 25; Sar. 21

Na jednom rameni pravého thlu NOP leZi body A a B tak, Ze |OA| = a, |OB| = b. Urcete
polomér kruznice k, kterd prochdzi body A, B a dotyka se druhého ramene daného pravého
uhlu.

Reseni:

! o

0 A_—"—~_B P

-/

Obr. 2.27: Ptiklad 25
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Bez tjmy na obecnosti zvolime body A, B na rameni OP tak, Ze a > b. ReSeni tlohy
popiseme tGvahou. Pro snazsi pochopeni se ¢tenaf mize drzet obrazku.
Vychazime-li z definice kruZnice, pak vime, Ze vSechny body na ni leZici maji stejnou
vzdélenost od jejiho stiedu. ProtoZe zadané body A, B leZi na zminéné kruZnici k, jeji stted
Sy je bodem osy o tsecky AB. (Jen body této osy maji stejnou vzdélenost od A jako od B.)
Vlastnosti této osy je, Ze je kolmé na useCku AB. To ale znamend, Ze je rovnobéZni
s druhym ramenem thlu NOP.
Dalsi z bodl kruznice mé byt bodem dotyku 7 kruZnice k s ramenem NO. Polomérem
kruznice tedy bude vzdalenost osy o od ramene NO.

Ta je na obrazku reprezentovana tiseckou OS4p. Jeji délku miiZzeme vyjadfit jako soucet
|OA| + }|AB|. ProtoZe |OA| = a a protoZe |AB| = b—a, je

b—a_2a+b—a_a+b
2 2 2

r=a-+

Piiklad 26; Sar. 25

V trojihelniku ABC o stranich |AB| = ¢, |BC| = a, |CA| = b jsou narysovény osy vSech
vnitfnich dhli. V jakém pomeéru je prisecikem P téchto os rozdélena jedna z nich, feknéme
osa dhlu f = <ABC?

Reseni:

Obr. 2.28: Priklad 26

Zavedeme znaceni podle obrdzku. V této iloze budeme vyuZivat zndmou vétu, kterd
iikd, Ze osa thlu déli protéjsi stranu ve stejném pomeéru, jaky je mezi prilehlymi stranami
k tomuto dhlu. (Tzn. |AB| : |BC| = |AOy| : |0pC|.) UZitim zminované véty a s vyuZitim
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obrazku dostaneme nasledujici soustavu rovnic, z niz vyjadiime neznamou délku AOj:

|AOp| : |OpC|=c:a
|AOy| +|0pC| =b
alAO| = c|OpC| = c(b—|AO|)
(a+c¢)|AOy| = bc
bc
a+c

|AOy| =

Nyni zminovanou vétu uZijeme jesté jednou, tentokrat v trojihelniku ABOj,, abychom
zjistili hledany pomér |O,P| : |PB|:

b
|ObP| _ |AOp| _ave _ b
|PB| |AB| c a+tc

Piiklad 27; Sar. 43

Je dan rovnoramenny lichobéZnik, jehoZz dhlopficky jsou na sebe kolmé a jehoZ stfedni
pricka mé délku a. Urcete obsah tohoto lichobéZnika.

Reseni:

D M 5 C
C
2

. S

N L
b
2

| [\ |

A K 3 B

Obr. 2.29: Priklad 27

Zavedme znaCeni podle obrazku. Ozna¢me délky zakladen |AB| = b, |DC| = c.
Chceme-li vypocitat obsah lichobéznika, uzivdme k tomu vlastn€ soucin velikosti stfedni
pricky s vyskou lichobéZnika. Velikost stfedni pfi¢ky je totiz (jak zndmo) aritmetickym
prumérem délek zakladen lichobéZnika, v naSem piipadé a = %.

Zam&fme se nyni na vy$ku lichob&znika ABCD. Uhlopficky v ném vymezily &tyii pravo-
uhlé trojihelniky, z nichZ se budeme vénovat trojihelnikim ABS a CDS. Dany lichobéZnik



Kapitola 2. Reent iiloh 38

je rovnoramenny, je tedy osové symetricky podle pfimky KM spojujici stfedy K, M obou
zékladen. Diky této symetrii vime, Ze |AS| = |BS| a Ze |DS| = |CS|. Trojdhelniky ABS
a CDS jsou tak oba dva rovnoramenné a zdrovenl podle zadani pravouhlé. V takovych
trojuhelnicich (predstavme si je jako po thlopricce rozpilené Ctverce) plati, Ze zakladna
je dvakrét delsi nez vyska na zdkladnu, kterd je zdroven pieponou. S pomoci obrazku uz
vidime, pro¢ vySka KM lichob&Znika ma délku |[KM| = % + 5, coz je ale to samé, jako a.

\ , . « oy o 2
Pozadovany obsah S4pcp tedy velmi obratné miizeme vypocitat jako Sapcp = (%) =a?.

Piiklad 28; Sar. 49

Je dan pilkruh, jehoZ hranici tvoii priimér AB a polokruZnice se stiedem S, ktery je zaroven
sttedem usecky AB. Bod M leZi ve stiedu oblouku AB. Bodem M prochézeji dvé piimky p,

g, které rozdéli palkruh na tfi ¢asti o stejném obsahu a které protinaji tiseCku AB v bodech
P, Q. V jakém pomeéru je témito dvéma body tsecka AB rozdélena?

Reseni:

Obr. 2.30: Priklad 28

Zavedeme znaceni jako v obrazku. Maji-li se rovnat obsahy boc¢nich tdtvarti, musi byt
nutné tyto dva utvary shodné (jinak je jeden vlastni podmnoZzinou druhého, takZe plati
|AP| = |QB|. Z této symetrie plyne, Ze polomér r lze vyjadfit jako a + g, coZ je zaroven

b (a+g)

vyska trojihelnika POM spusténd z vrcholu M. Jeho obsah Spgy, je tudiZ roven T
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coZ je ale podle zadan{ tfetina obsahu celého ptilkruhu, ktery ma obsah %ﬂrz.
nr? _3 b- (a+§)
2 2
2
w(a+5%)"  3b Wb
- @&l = . a —
2 2 2
s b\ 3b b 3p— 1 6—7
_p ~|===ma+n-=3b=a= 2 sa=b——
2 (‘” 2) y Tt =T 2

Hledany pomér Ize tedy vyjadfit nasledujicim zptisobem:

|AP|: |PQ|:|OB|=a:b:a=(6—m):2x: (6—m)
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Biografické okénko

3.1 L F.Sarygin

Igor Fedorovi¢ Sarygin se narodil v roce 1937 v Moskvé. V ruské metropoli prozil také
cely svij Zivot, s vyjimkou jednoho roku béhem 2. svétové valky, kdy byl evakuovan do
Kazanég. Zemtel 12. bfezna 2004.

Obr. 3.1: L. F. Sarygin
[4]

Po uspésnych studiich na Katedfe matematiky a mechaniky Moskevské stitni univer-
zity pokracoval v postgradudlnim studiu a pozdéji na zminované katedfe také vyucoval.
To trvalo az do roku 1972, kdy musel z univerzity odejit kvtli tomu, Ze podepsal dopis
ve prospéch disidentského matematika. Po odchodu z univerzity se dédle vénoval vyuce
matematiky a pfedevsim geometrie v riiznych moskevskych institucich poskytujicich vyssi
vzdélani. [4] V roce 1985 se stal vyzkumnym pracovnikem Moskevského tstavu vzdéla-
vacich systému a metod ruské akademie Skolstvi (dfive Akademie pedagogickych véd) a
pozdéji byl povysSen na pozici vedouciho vyzkumného pracovnika. Az do samého konce
svého Zivota pokracoval v psani knih a bojoval za zlepSeni matematické vychovy v Rusku.

Sarygin béhem svého Zivota napsal vice neZ 30 uebnic, zv14sté v oblasti geometrie. V
této bakalafské praci vds budeme provézet vybranymi tilohami z Saryginovy prvni knihy

— 40—



Kapitola 3. Biografické okénko 41

Zadaci po geometrii: Planimetria. V této i mnoha dalSich ucebnicich a sbirkach se projevila
Saryginova snaha prohlubovat kreativni mysleni 74ks. Obdivuhodné je, Ze vétSina tloh
predloZenych v jeho sbirkdch jsou jeho vlastnimi dlohami. [4] Byla by proto Skoda je

nechat zapadnout v pfilivu novych uéebnic a neprovést jimi i Ctendre této préce.



Zaveér

Cilem této bakalarské prace bylo sestavit metodicky utfidénou sbirku fesenych prikladii na
planimetrické vypocty bez uziti prostfedkii analytické geometrie, které jsou ndplni bézZného
gymnazidlniho uciva, jaké najdeme v seSitech Planimetrie a Goniometrie ze série ucebnic
pro gymndzia, vydané nakladatelstvim Prometheus. Pro splnéni tohoto cile jsem Cerpala
piiklady z pozoruhodné rozsahlé sbirky ruského matematika I. F. Sarygina, kterd nikdy
nebyla preloZena do CeStiny a ve které ono metodické utfidéni provedeno neni. Hlavnim
diivodem pro tuto volbu unikatniho zdroje byla vSak skutecnost, Ze priklady, které byly
pro bakalarskou préaci vybirdny, jsou ve sbirce opatfeny pouze vysledky, ne vSak postupy
jejich fesend.

Po dopsani poslednich fadki si troufdm fici, Ze cil jsem v zdsadg splnila. Cerpala jsem
ptiklady ze zadaného zdroje, vyfesila je a doplnila vlastnimi obrazky a ndzornymi postupy,
jak dojit k feSeni predloZenych priklada.

Psani této bakalafské prace mi pfineslo mnohé — oprasila jsem si rusStinu a zdokonalila
se v odborné slovni zdsobé pii prekladu zadani. Déle jsem se naucila pracovat v prostiedi
IXTEX a s programem GeoGebra na takové trovni, Ze je mohu naddle vyuZzivat, zvIasté
pak ve své budouci praxi ucitele, ktery potiebuje efektivné pfipravovat pisemnd zadéani
kontrolnich praci. Naucila jsem se také formulovat své myslenky, a logicky je vyuZivat
v feSenich vybranych tdloh. Neméné diileZity je miij osobni posun v oblasti elementarni
geometrie, predevs§im planimetrickych vypocti.

Posledni komentaf zaslouZi i to, Ze dlohy z Saryginovy sbirky jsem nevybirala namét-
kové, ale postupné jsem podle jeho poradi promyslela vSechny a do bakalarské prace jsem
nakonec zaradila ty, které jsem povazovala za zajimavé, nerutinni nebo pouc¢né. Protoze
jsem zatim prosla pouze pfiblizné 30 % obsahu celé sbirky, rdda bych zbylou ¢4st obdobné
zpracovala ve formé budouci diplomové préce.
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