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Uvod

Cilem této bakalarské prace je ukdzat, Ze komplexni Cisla se daji v kombinatorice uZzit
nejen k urcovani kone¢nych souctli tvofenych kombinac¢nimi ¢isly. Tato mylnd predstava
pramenti z faktu, Ze na stfednich Skoldch se jiné aplikace neprobiraji. V této praci na nékolika
prikladech nazorné ukdzeme, jak se daji vyuZit pfi uréovani po¢tu prvki konkrétni mnoziny
patficich do jisté zbytkové tiidy a téZ — ponékud necekané — v kombinatorické geometrii,
konkrétné pfi feSeni tloh o pokryvani Sachovnic.

Ze mohou byt zde vyloZené aplikace uZite¢né i stfedoskolskym studentiim potvrzuje
fakt, Ze nékteré z uvedenych piikladd pochédzeji z riznych matematickych semindit a olym-
piad. Cela préce je tak cilena pravé na stiedoskolského studenta a predpoklada u Ctenére
pouze znalost stfedoSkolské matematiky a zdjem o dané téma. Muze byt tedy pouZivina
napiiklad na gymndéziich pfi ptfiprav€ na matematickou olympiddu, ovSem diky méné tra-
di¢nim aplikacim neni nezajimavé ani pro studenty matematiky na vysokych Skolach.

Préce je rozdélena do dvou kapitol, prvni teoretické a druhé praktické. Prvni se vénuje
teoretickym poznatkiim o komplexnich ¢islech, zbytkovych tfidach a je zakonc¢ena nékolika
specidlnimi praktickymi tvrzenimi. Nejprve zavedeme komplexni ¢isla jako usporddané
dvojice redlnych ¢isel a nékteré s nimi spojené pojmy, véetné jejich algebraického tvaru,
a uvedeme a dokdZeme jejich zdkladni vlastnosti. V nasledujicich dvou ¢astech zavedeme
goniometricky tvar komplexniho ¢isla a popiSeme dal$i vlastnosti, pficemz se vykladem
zaméfime predevSim na komplexni odmocniny z jedné. Poté se podivime na zbytkové
tfidy a jejich souvislost s odmocninami z jedné a nakonec dokdZeme nékolik specidlnéjSich
tvrzeni, kterd budeme potiebovat ve druhé kapitole. Prvni kapitola je zpracovana predev§im
dle [8] a [9].

Druha kapitola pak podava prakticky vyklad o uZiti komplexnich ¢isel v kombinatorice
na nékolika konkrétnich piikladech. Nejprve popiSeme pravé ono zndmé urovani riznych
koneénych souctd tvofenych kombina¢nimi ¢isly, vychazejici z faktu, Ze libovolné kom-
plexni ¢islo miizeme vyjadfit jednak v algebraickém tvaru a umocnit ho uZitim binomické
véty, jednak v goniometrickém tvaru a umocnit uZitim Moivreovy véty. Poté jiZ pfejdeme
k tomu méné zndmému, totiZ k urCovani poctu prvki konkrétni mnoziny patiicich do jisté
zbytkové tfidy s vyuZitim komplexnich odmocnin z jedné. Vrcholem celé prace je pak
posledni ¢dst vénovana oblasti kombinatorické geometrie, a to problematice pokryvani
Sachovnic obecnych rozmérd soustavami Sachovnic mensich zadanych rozméri. Uvedené
ptiklady vychazeji v prvni ¢asti z [5], ve druhé a tfeti pak z [1].

Prace je sdzena programem IXTEX.



Kapitola 1

Teoreticky zaklad

Pred tim, nez ve druhé kapitole vyloZime nékterd uziti komplexnich ¢isel v kombinato-
rice, podivejme se na komplexni ¢isla a jejich vlastnosti trochu obecnéji. V prvni ¢4sti
této kapitoly zavedeme komplexni ¢isla jako uspofddané dvojice redlnych cEisel a nékteré
s nimi spojené pojmy, vcetné jejich algebraického tvaru, a uvedeme a dokdzeme jejich
zakladni vlastnosti. V dalSich dvou &éastech zavedeme goniometricky tvar komplexniho
Cisla a popiSeme dalsi vlastnosti, pficemz se vykladem zaméfime predev§im na komplexni
odmocniny z jedné. Poté se podivime na zbytkové tfidy a jejich souvislost s odmocni-
nami z jedné a nakonec dokdZeme nékolik specidlnéjSich tvrzeni, kterd budeme potiebovat
ve druhé kapitole. Problematika komplexnich ¢isel je zpracovana dle [8].

1.1 Komplexni ¢islo a jeho algebraicky tvar

Definice 1.1. Komplexnim &islem z rozumime libovolnou uspotfddanou dvojici redlnych
Cisel, tedy z := (x,y), kde x,y € R.

MnoZinu viech komplexnich &fsel znadime C := R x R = R

Redlnou casti komplexniho cisla z = (x,y) rozumime &islo Rez :=x € R.

Imagindrni &dsti komplexniho Cisla z = (x,y) rozumime ¢islo Imz:=y € R.

Komplexni ¢islo, které ma nenulovou imaginarni ¢ast, nazyvame cislem imagindrnim.
Imaginarni ¢islo, které ma nulovou redlnou ¢ast, nazyvame cislem ryze imagindrnim.

Definice 1.2. Nechf z; = (x1,y1),22 = (x2,y2) € C.
Rekneme, Ze Cisla z1, 2, se rovnaji, piSeme z; = z», jestlize x; = x a soucasné y; = y;.

Definice 1.3. Nechf z; = (x1,y1),22 = (x2,y2) € C.

Soucet Cisel 71,7, znacime 7 + zp a definujeme predpisem zj + 25 := (x] +x2,y1 +¥2).
Soucin Cisel 71 , 7o znaime 7 - 75 a definujeme piedpisem zj - zp 1= (X1 - X2 — Y1+ Y2,X] -
Y2+ X2-Y1).

Definice 1.4. Nechf z = (x,y) € C.

Cislo —z:= (—x,—y) € C nazveme ¢islem opacnym k Cislu z.

Definice 1.5. Nechf z = (x,y) € C,z # (0,0).

Cisloz ! := ()ﬁyz, )ﬁyyz € C nazveme prevrdcenym Cislem k Cislu z.
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Véta 1.6. Pro libovolnd z,z1,22,23 € C plati:
l. 21+ =22+21;
2. (m+z)+z =2+ (22+23);
3. z4+(0,0) =1z
4. z+(—2) = (0,0);
5. 210 =221
6. (z1-22)-z3=21-(22-23);
7. z-(1,0) =1z
8. z-z271 =(1,0), je-li z # (0,0);
9. (1+22)-z3=2-23+22-23

Diikaz. Nechtz = (x,y),z1 = (x1,y1),22 = (%2,)2),23 = (x3,)3).
Duikaz provedeme s vyuzitim zndmych vlastnosti télesa redlnych ¢isel. U kazdého bodu
uvedeme konkrétni vyuZivanou vlastnost a konkrétni misto jejtho pouZiti oznaéime £.

1. Z komutativity s¢itani redlnych Cisel plyne

21 +22 = (x1,y1) + (x2,¥2) = (x1 +x2,y1 +y2) £ (x2+x1,y24+y1) =
= (x2,y2) + (x1,31) =22 +21.

2. Z asociativity s¢itani redlnych ¢isel plyne

(z1+22) +23 = ((x1,31) + (x2,52)) + (x3,¥3) = (x1 +x2,y1 +y2) + (x3,y3) =
= ((x1 4x2) +x3, (y1 +y2) +y3) = (x1+ (2 +x3), 91 + (2 +3)) =

= (x1,y1) + (02 +x3,52+¥3) = (x1,31) + ((x2,32) + (x3,53)) =
=2z1+ (Z2 +Z3).

3. Z toho, zZe ¢islo 0 je neutrdlnim prvkem scitini redlnych Cisel, plyne
z+(0,0) = (x,y) +(0,0) = (x +0,y+0) = (x,y) = z.

4. Z toho, Ze inverznim prvkem libovolného a € R vzhledem k s¢itani je Cislo —a € R,
plyne
2+ (=2) = (1) + (=x,—y) = (x+ (=x),y+ (=¥)) = (0,0).
5. Z komutativity s¢itani a nasobeni redlnych c¢isel plyne

21-22 = (x1,01) - (02,32) = (X1 - X2 — Y1 - Y2, X1 - Y2 +X2-y1) =

2 (X2 X1 — Y2 Y1,%2 Y1 +x1-32) = (x2,52) - (x1,51) =22 21.
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6. Z komutativity sCitdni a ndsobeni redlnych Cisel a platnosti distributivniho zdkona
plyne
(z1-22) 23 = ((x1,31) - (x2,32)) - (x3,y3) =

= (%1 %2 —y1-Y2,%1 Y2 +x2-¥1) - (%3,¥3) =

= ((xl X2 —y1-¥2) %3 — (X1-y2+x2-¥1) -3,
(x1-x2—=y1-y2) - y3+x3- (x1-y2+x2-y1))

£ (X1 (x2-x3—y2-y3) = y1- (%2 y3+x3-32),
X1+ (X2 y3+x3-y2) + (320 x3 —y2-¥3) ‘yl) =

= (x1,y1) - (2-X3 = y2-¥3,X2-y3 +X3-)2) =

= (x1,y1)" ((Xz,yz) ) (x3,y3)) =71 (22-23).

4L

7. Z toho, Ze ¢islo 1 je neutrdlnim prvkem ndsobeni redlnych Cisel, a vlastnosti redlnych
¢isel, Ze pro libovolné a € R platia-0=0-a =0, plyne

z-(1,0) = (x,y)-(1,0) = (x- 1 —y-0,x-0+1-y) = (x,y) = z.

8. Z toho, Ze inverznim prvkem libovolného a € R, a # 0, vzhledem k ndsoben{ je Cislo
% € R, pfi z1 # (0,0) plyne

- (x,y).( x -y > _ (x2+y2 —x-y+x-y) 2 (1,0).

x2_|_y2’x2+y2 x2_|_y2’ x2+y2

9. Z komutativity a asociativity s¢itani redlnych Cisel a platnosti distributivniho zakona
plyne
(z1+22) 23 = ((x1,31) + (x2,2)) - (13,y3) = (x1 +x2,y1 +32) - (x3,¥3) =
(1 +x2) -x3 = (y1+y2) - y3, (¥1 +22) -y3 +x3- (1 +32)) £
2 ((x1-x3—y1-y3) + (x2-x3—y2-¥3),
(x1-y3+x3-31)+ (2 y34+x3:32)) =
= (103 =1 y3,01 33 y1) + (X2 X3 —y2-¥3, X2 y3+ X3 )2) =
= (x1,51) - (x3,53) + (x2,¥2) - (x3,¥3) = 21273 + 22 - 23

]

Poznamka 1.7. Prvni vlastnost z pfedchozi véty nam fikd, Ze s¢itani komplexnich Cisel je
komutativni, a druhd, Ze je i1 asociativni. Tteti pak, Ze neutrdlnim prvkem s¢itani komplex-
nich &isel je ¢islo (0,0), a ¢tvrtd, Ze opacné &islo —z je inverznim prvkem k z vzhledem
ke scitani. Celkem tedy mnoZina komplexnich ¢isel se s¢itdnim tvofi komutativni grupu.
Péta vlastnost ndm tikd, Ze ndsobeni komplexnich ¢isel je komutativni, a Sestd, Ze je 1 aso-
ciativni. Sedmd pak, Ze neutrdlnim prvkem ndsobeni komplexnich &isel je ¢islo (1,0),
a osmd, Ze prevracené &islo z! je inverznim prvkem k z # (0,0) vzhledem k ndsobent.
Celkem tedy mnoZina nenulovych komplexnich &isel C\ {(0,0)} s ndsobenim tvoii téZ
komutativni grupu.

To vSe spolu s posledni vlastnosti, kterd ndm tika, Ze komplexni Cisla se s¢itdnim a né-
sobenim spliiuji distributivni zdkon, znamend, Ze celkové komplexni Cisla se s¢itdnim
a ndsobenim tvoii komutativni téleso.
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Poznamka 1.8. Ztotoznime-li redlné &islo a s komplexnim &islem (a,0), dostaneme izo-
morfismus mezi télesem R a podtélesem R x {0} = {(a,0) | a € R} télesa C. Mén&
formélné I1ze psat R C C.

Ovéime, Ze R x {0} je skute¢né podtéleso C:

pro libovolnd redlnd ¢isla z; = (a,0),z2 = (b,0) € R x {0} plati:

z1+22 = (a,0)-(b,0) = (a+b,0) € R x {0};
z1-22=(a,0)-(b,0)=(a-b—0-0,a-0+a-0) = (a-b,0) € R x {0};

—z1 = (—a,0) e R x {0};

21 #(0,0): ;' = (ﬁ,ﬁ) = (1,0) eRx {0}

0=(0,0) € R x {0}:

1=(1,0) € R x {0}. 0

M

6.

Definice 1.9. Necht n € Z.
Pak n-tou mocninou komplexniho ¢isla z rozumime komplexni ¢islo z* definované predpi-
sem

z:2+...-z pron€N;
N—_——

n.__ n

£ 73 (1,0) pron =0,z # (0,0);

(z)™ proneZ,z+#(0,0).

Poznamka 1.10. Z asociativity ndsobeni komplexnich &isel pro z € C,z # (0,0),n € N
libovolné, plati
=) =@

Z komutativity a asociativity ndsobeni komplexnich ¢isel pro libovolna celd ¢isla m,n a li-
bovolna komplexni ¢isla z, 71,22, nenulova pokud jsou umoctiovdana na nekladny exponent,
plati:

=" ()"t =8, ) =T
Poznamka 1.11. Pro dvé komplexni ¢isla téZ mizeme formalné definovat i jejich rozdil
a podil.
Necht z; = (x1,y1),22 = (x2,y2) € C.
Rozdil éisel z1,z, znaéime z; — 7 a definujeme predpisem z; —zp 1= 71 + (—22).
Podil &isel 71,22, kde zp # (0,0), znacime % a definujeme predpisem % =212y I
Véta 1.12. Nechf z; = (Xl,yl),Zz = (Xz,yz) e C.
Pak plati

21— 22 = (X1 —x2,y1 = 2)- (1.1)
Je-li navic z; # (0,0), pak plati

a <X1XZ +y1y2 X2y —x1yz)

) (1.2)
2 X3 +y3 X343

Diikaz. Dukaz provedeme pouhym rozepsanim z definice.

21 —22 =21+ (—22) = (x1,y1) + (—x2,—y2) = (1 —x2,y1 —y2)
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21 =7 Z_l _ (xl yl) ( X2 _)’2 ) . (X1x2 —|—y1y2 x2y1 _xlyZ)
o Xy ; s = 7
2 3+y3 X343 2+ 2172

]
Poznamka 1.13. ProtoZe pocitani s komplexnimi Cisly jako uspofddanymi dvojicemi re-
alnych ¢isel je ponékud nepraktické, vyuzivdme rovnosti
(a70) + (b,O) ) (07 1) = (Ll,O)+ (bO_O 1,b-1 +OO) = (a,0)+ (07b) = (Cl,b),
kterd ndm pfi vySe zminéném ztotoznéni redlnych &isel a = (a,0) a oznadeni i := (0, 1)
ddvd moznost zédpisu komplexniho &isla z = (a,b) ve tvaru
z=(a,b) =a+bi=Rez+ilmz.

Definice 1.14. Necht z € C,z = (x,y).

Zapis &isla z ve tvaru z = x + yi, resp. ve tvaru z = Rez+1Imz, nazyvdme algebraickym
tvarem komplexniho Cisla z.

Cislo i := (0, 1) nazyvame imagindrni jednotkou.

Poznamka 1.15. Komplexni ¢isla v algebraickém tvaru mlzeme scitat a nasobit jako
dvoj¢leny s proménnou i splitujici rovnost i> = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-1+0-1) =
= (—1,0) = —1. Ovéfime to snadno rozepsanim.

Necht z; = (x1,y1),22 = (x2,y2) € C. Pak

21+ 22 = (01 +y1i) + (2 +y21) = (x1 +x2) + (y1 +y2)i = (x1 +x2,y1 +32);
21+ 22 = (x1 +y1i) - (x2 4+ y21) = X122 + X1 y21 + x231i + y1y2i® =
= (X122 = y1y2) + (X152 +x2y1)i = (X132 — y1y2, X152 +2X2)1).

Opacné ¢islo k ¢islu z = x+yi € C v algebraickém tvaru je —z = —x — yi. MiZeme to psat
i pfimo jako vyndsobeni —1, tj. —z = —(x+yi) a rozdil psat jako béZny rozdil dvoj¢leni.
Ze je splnéno zavedeni rozdilu v Pozndmce 1.11 a Vété 1.12 opét ovéifime rozepsanim.
Necht z1 = (x1,y1),22 = (x2,)2) € C. Pak

21 =22 = (%1 +y11) — (k2 +y21) = (x1 + 1) + (=x2 = y2i) = (x1 —x2) + (y1 —y2)i=

= (1 = X2, 1 —2)-

Algebraicky tvar se d4 s velkou vyhodou vyuZzit k vypoctu podilu dvou komplexnich isel,
nebof neni potfeba si pamatovat slozity vzorec a staci provést béZzné rozsiteni zlomku,
o ¢emzZ se nyni presvédcime.
Necht z; = (x1,y1),22 = (x2,y2) € C,22 # (0,0). Pak

. . . . .2
21 Xyl xp—yal XX — Xyl oyl —yiyelt

22 Xa+yi xp—yai x% — Xo Y21+ X271 —y%i2
_ (x4 yiya) 4 (oyr —xiy)i (Xlxz +y1y2 X2)1 —x1y2>
X3 +y3 a+y; 5+

Proto ani neni nutné si pamatovat vzorec pro prevricené &islo z~! k &islu z = (x,y) #
# (0,0), nebot ho miZeme urcit z faktu, Ze ¢islo (1,0) = 1 je neutrdlnim prvkem vzhledem
k ndsobeni, diky emuz lze psatz ! =1.-z7! = % Dostavame tak

1 1 _ 1 .x—yi_ x—yi x—yl X —y
x2+y2’x2+y2 .

x4+yi x—yi X2 —xyi+xyi—yiz a24yr

Z
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Definice 1.16. Nechf z = (x,y) € C.
Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z zna¢ime |z| a rozumime ji nezdporné redlné &islo

definované ptredpisem |z| := \/x% +y2.

Definice 1.17. Komplexni jednotkou rozumime kazdé takové komplexni Cislo, jehoZ abso-
lutni hodnota je rovna jedné.

Definice 1.18. Nechf z = (x,y) € C.
Cislo 7 := (x, —y) nazyvame &islem komplexné sdruZenym s Cislem z.

Véta 1.19. Pro libovolnad komplexni ¢isla z = x+ yi, z; = x; +y11, 22 = x2 + y»i a libovolné
celé ¢islo n plati:

1. @)=z

2. z=7&z€R;

0. (2) =4
22 2’
11, 77 =7, je-liz £ 0.

Diikaz. Dukaz jednotlivych bodl provedeme piimym rozepsanim, s pfipadnym vyuZi-
tim predchozich bodt, pouze posledni bod dokazeme matematickou indukei. Pro lepsi
prehlednost vyuZijeme zdpisy komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru namisto zdpist
usporddanymi dvojicemi.

1. @: (x—i—yi) =xX—yl=x+yl=¢
2. z=7x+yi=x—yiey=0&zeR
3. z4+Z=(x+yi)+ (x—yi) =2x

4. 7-7 = (x+yi) - (x —yi) = x> —xyi +xyi — y*i® = x> +y* = |7

5.1+ =1 +3i)+ (+y21) = (x1+x2) + (1 +)i=

= (x1+x2) — (V1 +y2)i = (x1 —y1i) + (2 — i) =21 + 22

z=—(x+yi)=—x—yi=—x+yi=—(x—yi)=-2
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_ —————bod5 — bod 6 __ .
T u—n=u+-2)"%" 0+ 2 g+(-2)=0-o

8. Zi 22 = (x1 +y1i) - (2 +y2i) = xixp +x1y2i +x0y1i + Y1202 =
= (Xlxz —)’1)’2) + (lez +x2y1 )i = (Xlxz —)’1Y2) - (Xl)’z +X2)’1)i =
=(x1—yii)- (2 —wi)=21-22

10.

21 T Tbod8__ —Thod9__ 1 _ 2l
— )| =2y = 2% = A2 ==
22 22

11. Diikaz rozdélime na tfi Casti podle signatury n.

. ;0 7 bod?2 v
(@) Pron=0jetvrzeni 20 =1 =" 1 =7V ziejmé.

(b) Pro n € N diikkaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni z_l =
=7 =7 ziejmé. Dile budeme piedpokladat, 7e tvrzeni plati pro 1,2,...,n
a ukdZeme, ze plati i pron+ 1.

bodS _IP_, _ _
=717 7z=7"z=7""

(c) Pron € Z~ dostaneme rozepsanim

Z_n _ Wbod:llb (F) —n bai() (Z_l)fn _

]

Véta 1.20. Pro libovolnd komplexni ¢isla z = x+ yi, z; = x1 + y11,22 = x2 + y»i a libovolné
celé cislo n plati:

1. |z| >0, pficemZ |z] =0 < z=0;
2. |2 = |-zl =zl = |=z;

3. [ = g jeliz £ 0;

4. |z1-22] = |z1] - |z2l;

5. |2 = }ZZ| je-li 22 # 0;

6. |7"| = |z|", je-li z # O;

7.

8. |z1| = |z2| < |21 £ 22| < 21| +z2]-
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Diikaz.

1. Plyne z definice |z| = \/x?+y2, nebof odmocnina z nezdporného (isla, kterym
kvadrat i soucet kvadratl jsou, je ¢islo nezdporné, pfi¢emzZ se rovnd nule pravé
tehdy, kdyzZ je ¢islo pod odmocninou rovno nule, coz nastava pravé tehdy, kdyz x =0
a soucasné y =0, tedy z = 0.

2. Z faktu, 7e pro redln &isla plati a®> = (—a)?, postupné dostdvame

VAN =\ (=224 (232 = a2 () = (=02 92,

3.
. . 2 2
‘Zil‘z 1 _ 1 Xy (Xt X n Y O\
Z X+yi x—yi x2+y? x2 +y2 x2 +y2
RV R S
24y V/xZ2 +y2 I
4.
|21 - 22| = |(x1%2 — y1y2) + (x1y2 +x201)i| = \/(X1X2 —y1y2)? + (x1y2 +x2y1)* =
X33 — 210y 1y + VY3 + x93 4 2x100)1y2 +23y7 =
XPx5 +Y1y3 +7y; + a5y = \/ (5 +y3) 315 +y3) =
:wx%ﬂ%)-(x%ﬂ%): 24y lE =l
5. ]
Z] ,1 bod 4 bod 3 |<1
I = O
)y a2

6. Dikaz rozdélime na tfi ¢asti podle signatury n.

= |7|° ziejmé.

(a) Pron=

(b) Pro n € N diikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni |7!| =
= |z| = |z|' zfejmé. Déle budeme piedpokladat, Ze tvrzeni plati pro 1,2,...,n
a ukdZeme, Ze plati i pron+ 1.

n+1

[ =122 "2 2 | E e 2] = |l

(¢c) Pron € Z~ dostaneme rozepsanim

2=z -1 ‘bod6b{ _1|nb0d3<ﬁ) -
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7. Plyne z vlastnosti redlnych &isel, kde je kvadrat &fslo nezdporné, tudiz x* < x> +
+y? a analogicky y* < x* + y2. Obg strany nerovnosti jsou nezdporné, lze je tedy
beze zmény znaménka nerovnosti odmocnit, ¢imZ dostaneme poZadovana tvrzeni.

8. Tzv. trojuhelnikovou nerovnost v této praci ddle nevyuzivdme, proto ji pro tsporu
mista nebudeme dokazovat. Uvadime ji zde jen pro tplnost. Dikaz lze nalézt napii-
klad v [2, strana 16]. O

1.2 Goniometricky tvar komplexniho cisla

Poznamka 1.21. V této c¢asti budeme potiebovat nékteré vlastnosti goniometrickych
funkci. Kromé faktu, Ze funkce sinus a kosinus maji periodu 27, to budou nékteré vzorce,
které zde uvedeme bez diikazd, jez lze nalézt napiiklad v [7]. Na zacdtek pfipometime
tzv. goniometrickou jednicku, tedy poznatek, Ze pro libovolné o € R plati

sin o +cos? o = 1. (1.3)

Definice 1.22. Nechf z € C,z # 0.

Zapis &isla z ve tvaru z = r(cos @ +isin @), kde r € Rt a ¢ € R, nazyvame goniometrickym
tvarem komplexniho ¢isla z.

Cislo ¢ nazyvame argumentem komplexniho Cisla z.

Pokud ¢ € (0,27), nazyvame &islo ¢ hlavnim argumentem komplexniho Cisla z.

Véta 1.23. Libovolné nenulové komplexni Cislo z lze vyjadfit ve tvaru
z=r(cos@+isin@),

kde r = |z| a &islo @ je ur€eno dvojici rovnosti

cos @ =

)

Rez . Imz
—_—, sinQ = ——
2| |z

pfi¢emz ¢islo r je ur€eno jednoznaéné a ¢islo ¢ je urceno aZ na ndsobek 27.

Diikaz. Existence.
Pouhym dosazenim uvedenych hodnot r, cos @ a sin ¢ dostdvame

. Rez .Imz .
r(cos@+isin@) = |z (H—HW) =Rez+ilmz =z

Jednoznacnost.
Spocteme-li absolutni hodnotu ¢isla z v goniometrickém tvaru, dostaneme

|z| = |[rcos @ +irsing| = \/(rcos 0)> + (rsin@)? = \/r2 (cos? @ +sin’ @) /220,

Ze je kazdy argument @ urfen zminénymi rovnicemi pak plyne z porovnani redlnych
aimagindrnich ¢asti téhoz komplexniho ¢isla z v algebraickém a goniometrickém tvaru, tedy
Rez =rcos¢@ aImz = rsin@. Z pribéhu goniometrickych funkci plyne, Ze v libovolném
intervalu (@, o +27) md prvni rovnice nejvyse dvé feSeni, pfi¢emz v piipadé dvou feSeni
je jejich sinus rtzny. O
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Poznamka 1.24. Z predchozi véty plyne, Ze hlavni argument libovolného nenulového
komplexniho ¢isla z je uren jednoznacné.

Napiiklad v [8] se hlavnim argumentem rozumi argument ¢ € (—mx, 7). Nase zavedeni je
stfedoSkolsky vyhodnéjsi, nebof se tak vyhneme zde mirné nepfirozenym goniometrickym
funkcim ze zdpornych Cisel, jelikoz pravé na stiednich Skoldch jsou studovany prevazné
na intervalu (0, 27). Déle je to vyhodné i pro zapis FeSeni binomické rovnice, viz Véta 1.31,
kde v ptipadé, Ze  je hlavni argument a, je 1 mnoZina feSeni zapsdna pomoci ¢isel s hlavnimi
argumenty, navic pfirozené€ postupné rostoucimi od 0 do 27.

s vr

Poznamka 1.25. Komplexni ¢islo v algebraickém tvaru lze zndzornit jako bod v roviné
s kartézskou soustavou soutadnic, pfi¢emz jeho x-ovd soufadnice je rovna jeho redlné

7 Y2z

¢asti a y-ova souradnice imagindrni ¢asti. Tato rovina se nazyva Gaussovou rovinou a jeji

O v wve

zavedeni ndm umoziiuje mnoho planimetrickych problému fesit pomoci komplexnich ¢isel.
Tim se ale v této praci nezabyvame, mnohé aplikace lze najit napiiklad v [2]. Pfechod
na goniometricky tvar pak v Gaussové rovin€ neni nic jiného, neZ piechod od kartézskych
k polarnim soutfadnicim.

Poznamka 1.26. Pred dal$im vykladem pfipomenime zndme souctové vzorce goniomet-
rickych funkci. Pro libovolnd o, 8 € R plati:

sin(ot + ) = sincos 8 + cos asin 3;
sin(a — ) = sinacos B — cos asin 3;
cos(a+ ) = cosacos B — sinasin fB;
cos(ax — f3) = cosacos B + sinasin fB.
Véta 1.27. Nechf z;,z> jsou nenulova komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru,

71 =ri(cos @y +isin@y),zo = ra(cos @ +isin @y).
Pak plati:

1. z1-zp=rin [cos((pl + @) +isin(@; + (Pz)];
2. 2=4 [cos(@1 — @) +isin(@) — @)].
Diikaz.
1. z1-z2= [rl(cosqol —|—isin(p1)] . [rz(cosqoz—l—isin(pz)] =
= r1ry[cos @1 cos @y +icos @y sin @y +isin @) cos @2 +i%sin @y sin @] =
= riry[(cos Q| cos @ — sin @; sin @) +i(cos @y sin @ + sin @; cos ;)| =
= riry[cos(@i + @) +isin(@; + @2)]

71 ri(cos@p+isin@;) cos@, —isin@,
72 ra(cos@y+isingy) cos@, —ising;
1 COS @ COs (P —icos @ sin @y +isin @; cos @y — i sin @ sin @,

) cos2 @y — oS @7 sin @ +isin @ cos @y —i2sin® @»
_ 11 (cos@cos @ +sin@sin@,) +i(sin @y cos g —cos @y singy)
) sin” @, + cos? ¢,

r ..
= é[cos((pl — @) +isin(¢; —(pz)] =
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Véta 1.28 (Moivreova). Pro libovolné nenulové komplexni ¢&islo z = r(cos ¢ +isin@)

z w7

a libovolné celé ¢islo n plati
7' = r"[cos(n@) +isin(ng)].
Diikaz. Dukaz rozdélime na tfi ¢asti podle signatury n.
1. Pron =0 je tvrzeni 2° = r%(cos0 +isin0) = 1(1 +0i) = 1 ziejmé.

2. Pro n € N diikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni z! =

= r'[cos(1¢9) +isin(1¢)] = r(cos @ +isin@) = z zfejmé. Ddle budeme predpo-

kladat, Ze tvrzeni plati pro 1,2,...,n a ukdZeme, Ze plati i pro n+ 1.
=gk {r(cos@+ising)}-{r"[cos(np)+isin(ng)]} =
VLT nd [cos ((n+1)¢) +isin ((n+ 1)(p)}
3. Pron € Z~ dostaneme rozepsanim
a1 st 1 _cos(—ng@) —isin(—ng)

ST T r="[cos(—n@)+isin(—n@)| cos(—n@) —isin(—ng)

_ ncos(=n@) —isin(—ng)
cos?(—ng) + sin*(—n@)
= r"[cos(n@) +isin(ng)]

= [ cos(—ng) —isin(—np)] =

]

Definice 1.29. Binomickou rovnici s neznamou z € C rozumime rovnici tvaru 7" = a,
kde a € C an € N jsou dand ¢isla a z € C je nezndma.
Libovolny kofen z této rovnice nazyvame (komplexni) n-fou odmocninou 7z a a piSeme

1
z= \/anebo z=an.

Poznamka 1.30. V oboru redlnych &isel se \/a definuje pouze proa € ]Rar akvili jednozna-
¢nosti (pro sudd n) se doddvd podminka /a € ]Ra“ . V oboru komplexnich ¢isel hodnoty /a
existuji pro libovolné a € C, ale jednoznaén& existuje pouze /0 = 0 pro libovolné n
a v/a = a pro libovolné a. Jak vypadaji vSechny n-té odmocniny z nenulového komplex-
niho ¢isla ndm fekne nésledujici véta, ve které s vyhodou vyuZijeme goniometrického tvaru
odmocnovaného ¢isla i vysledné odmocniny.

Véta 1.31. Mnozina kofend binomické rovnice 7" = a, kde a # 0 ma goniometricky tvar
a=a|-(cosa+isina), je tvaru

2 2
K:{W- [cos (g—kk—n)—i—isin(g#—k—n)}; k:O,l,...,n—l}.
n n n

n
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Diikaz. Ukazme, Ze libovolny prvek mnoziny K je feSenim dané binomické rovnice.
Umocnime-li jej totiZ na n, dostaneme uZitim Moivreovy véty

2 2 "
({’/ |a| - {cos (E —l—k—ﬂ) +isin (E +k—ﬂ)]) viz
n n n n

=" || [cos (a+k2m) +isin (o +k27) | = [a| - (cosa +isina) =a,

tedy je feSenim dané binomické rovnice.

Prvky mnoziny K jsou zfejmé po dvou rizné. Mame tedy n riiznych feSeni binomické
rovnice, kterd je specidlnim ptipadem polynomidlni rovnice stupné n, tudiz jsou to podle
Zakladni véty algebry (viz [9, strana 93]) vSechna jeji feSeni. [l

1.3 Komplexni odmocniny z jedné

Poznamka 1.32. Dosadime-li do Véty 1.31 a = 1 = 1(cos0+isin0), dostaneme vSech
n riznych komplexnich n-tych odmocnin z jedné, které ddle oznacme

2 2
glgn) = CoSs (k—n> +1isin (k—n’> , k=1,2,....n,
n n

pfitom jsme k = 0 nahradili k = n, coZ bude v dal$im vhodné;jsi tvar. Mohli jsme to udélat,
nebof cos (022) +isin (022) = cos (n2Z) +isin (n22) = 1 +0i = 1, z EehoZ téZ vidime,
Ze jednicka jako jedind n-td odmocnina z jedné v nezapornych redlnych Cislech je 1 jednou
z n-tych odmocnin z jedné v komplexnich ¢islech. Rozepsdnim piislusné binomické rovnice
na kofenové Cinitele pak dostdvame rovnost polynomi

1= (z—l)(z—sl(n)> (z—ez(n)>... <Z—8,(l’1)1>.

Horni exponent (n) budeme v dal$im, kdy nebude hrozit pochybnost o n, pro lepsi zapis
mocnin ¢asto vynechdvat. S vyuZitim Moivreovy véty navic mliZeme psat

2 .. 2 2 . (2m\1* X
g=cos|k— )+isin|{ k— | = [cos| — | +isin|[ — =g,
n n n n

tedy &y = V/1,e2 =V/1,...,€ = 1 = /1, pfi¢emZ jsme takto dostali vSechny hodnoty /1
pomoci hodnoty €. Dosazenim do vySe odvozené rovnosti dostdvame duilezity rozklad

z”—l:(z—l)(z—el)(z—elz)...(Z—S?fl).
Véta 1.33. Nechf € = V/1,& = V1,8 = /1 am € Z. Pak plati:

1. 8’1:\"/T;

2. E:\’VT;
3. —& = /1, je-li n sudé;
4, "= 1;

5. e -8=11.
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Diikaz. Rozepsanim dostaneme:
Le ) =) =1 =1

_n V119

2. € gi=1=1;

3. (—&)"=(-1)"eg"=(-1)"1=(-1)"=1,
4. (em'=(eM"=1"=1,
5 (e1-8)"'=¢-e=1-1=1. O

Poznamka 1.34. Z goniometrického tvaru odmocniny z jedné ihned vidime, Ze jeji ab-
solutni hodnota je rovna jedné. Kazda komplexni odmocnina z jedné je tedy komplexni
jednotkou. OvSem naopak kazda komplexni jednotka neni odmocninou z jedné. UkdZeme
si nutnou a dostate¢nou podminku pro to, aby byla.

Véta 1.35. Komplexni jednotka € = cos @ +1isin & je komplexni n-tou odmocninou z jedné
pro vhodné n € N pravé tehdy, kdyZ existuje k € QQ takové, Zze o0 = k.

Diikaz. Existuje-li takové k € Q,k =} ,a € Z,b € N, Ze o = kn = § 7, dostaneme pii volbé
n = 2b rovnost

2b

.. a ... a ..
b= lcosa+isinal" = coszﬂ—i—lsmzﬂ = cos2am +isin2anw = 1.

g" = g2

Komplexni jednotka € je tedy napiiklad (2b)-tou odmocninou z jedné.

Je-li naopak komplexni jednotka € = cos ¢ +-1sin & n-tou odmocninou z jedné, pro néjaké
n € N, musi podle Moivreovy véty pro takové n existovat a € Z tak, ze an = 21a, odkud
a=knprok=2¢cQ. O

Definice 1.36. Primitivni n-tou odmocninou z jedné rozumime libovolnou n-tou odmocninu
z jedné € takovou, Ze jeji mocniny €¥, k = 1,2,...,n, jsou pravé viechny n-t¢ odmocniny
z jedné.

Poznamka 1.37. Dle definice je n-td odmocnina € primitivni pravé tehdy, kdyz e, €2, ..., €"
jsou vSechny n-t€ odmocniny z jedné. Protoze n-tych odmocnin z jedné je pravé n, nastane
to pravé tehdy, kdyZ hodnoty €, €2, ...,€" = 1 jsou po dvou riizné.

Z Poznamky 1.32 plyne, Ze sl(n) je primitivni n-t4 odmocnina z jedné pro libovolné pfirozené
¢islo n. Naopak ¢islo 1, které je n-tou odmocninou z jedné pro libovolné n € N, je primitivni
pouze v piipadé /1 pron = 1.

Véta 1.38. Necht ¢ je libovolna primitivni n-t4 odmocnina z jedné a nechf ¢ € Z.
Pak € = 1 pravé tehdy, kdyz ¢&islo ¢ je délitelné &islem n.

Diikaz. Vyjadfeme Cislo t podobné jako pfi déleni celych Cisel se zbytkem, zde ovSem
t=nl+k1cZ,kc{l,2,...,n},aupravujme &' = "k = (en)lek = &k Protoze prok =n
je €F = " = 1 a z definice primitivni odmocniny z jedné jsou mocniny £* po dvou rizné,
dostévame ekvivalenci mezi €' = 1 a k = n, coZ je ekvivalentni pravé podmince n | 7. [J
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Véta 1.39. Dand n-t4 odmocnina z jedné

2 2
£ = cos (k-”) tisin (k-’r) . kdeke {1,2,...,n},
n n

je primitivni prave tehdy, kdyz ¢islo & je nesoudélné s ¢islem n.
Diikaz. Z definice je odmocnina &, primitivni pravé tehdy, kdyZ hodnoty

2
&, €y & =1

v W,

jsou navzdjem rizné. To znamend, Ze pro kazd4 dvé Cisla p,g € N,
I<p<qg=n, (1.4)

musi byt
el #¢& neboli g 7 #1.

Ponévadz g, = 8{‘, miZeme nutnou a dostate¢nou podminku, aby dand &, byla primitivni,
vyjadfit ve tvaru

(

qu_p)sél provsechna p,geN/1<p<g<n.

Rovnost ef(q_p ) =1 je dle Véty 1.38, nebof € je primitivni n-td odmocnina z jedné,
ekvivalentni s tim, Ze n déli k(g — p).

Pro ptipad, kdy je k nesoud€lné s n, ptfipomeiime pravidlo, Ze pro libovolnd a, b, ¢ € Z plati
alb-c A (a,b)=1 = alc,

coz by v naSem piipadé n | k(¢ — p) znamenalo, Ze n | p — q. To je v8ak ve sporu s (1.4),
coz dokazuje, Ze & je primitivni.

Jsou-li naopak k a n soudé€lnd, existuji m,l € N,m < n, takova, ze mk = In, a tedy existuji
P,q € N vyhovujici (1.4), pro néz g — p = m. Pro tato p,q je 8f(q_p) =1 a & neni tedy
primitivni. =
Diisledek 1.40. Necht p je prvocislo a necht &€ = {/1.

Pak ¢ je primitivni pravé tehdy, kdyz € # 1.

Diikaz. Tvrzeni plyne z predchozi véty, nebof pro libovolné prvocislo p plati (p,k) =1
pro vSechnak=1,2,....,p—1a (p,p) = p, pfi¢emz 8[(,p) =1. O

Véta 1.41. Necht € je libovolnd primitivni n-t4 odmocnina z jedné a necht z € Nj,.
Jestlize ¢islo ¢ neni délitelné ¢islem n, pak plati:

1_|_8t_’_82t_+_”__+_8(n—1)t:0.

z Y2

JestliZe je naopak Cislo ¢ délitelné Cislem n, pak plati:

1_|_8t_’_82t_+_”__+_8(n—1)t:n.
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Diikaz. Pokud n 11, pak, dle Véty 1.38, € # 1 a lze tudiZ vyuZit vzorce pro soucet ¢lent
geometrické posloupnosti, odkud

(n—1)t _ e —1 o 0

= =0.
e —1 e —1

1+e+e¥+ +¢
Pokud n | ¢, pak, dle Véty 1.38, &' = 1, odkud
]+g’+82f_|_..._|_g(”*1)f:]+1+]+..._|_1:n,

]

Poznamka 1.42. Tvrzeni predchozi véty pro ¢t = 1 Ize vidét piimo z piislusné binomické
rovnice. Podle vzorce pro rozdil dvou n-tych mocnin, n > 2, plati

Z—1=(E-D(l+z+2++2""),
tudiZ z toho, Ze € je n-td odmocnina z jedné, tedy " — 1 = 0, pfiCemz € # 1, dostaneme
l+e+e+---+e1=0.

Tuto pro nés velmi dileZitou vlastnost komplexnich odmocnin z jedné v dal§im mnohokrat
vyuZijeme, pricemz ji vZdy pro zapamatovani radéji pfipomeneme.

Poznamka 1.43. Ozna¢me {/1} mnoZinu viech n-tych odmocnin z jedné, tedy
{(V1} = {sl("),sz("),...,e,sn) = 1}.

Tato mnoZzina je ziejmé podmnoZinou mnoziny vSech nenulovych komplexnich cisel,
je uzaviena vici nasobeni, coZ plyne z Véty 1.33 bodu 5, obsahuje neutrdlni prvek vici na-

sobeni 1 = 8,(,n) a ke kazdému prvku obsahuje i prvek inverzni, coZ plyne z Véty 1.33 bodu 1.

Celkem je {+/1} s ndsobenim podgrupou grupy C \ {0} s nisobenim. MnoZina { V1 } sna-
sobenim je tedy sama grupou, pfi¢emz

() =&,

Mnozinu {¥/1} mdZeme téZ vygenerovat pomoci jedné, libovolné vybrané hodnoty €
primitivni n-t€ odmocniny z jedné, tedy

{(V1} ={e,e*,....e"=1}.
V této reprezentaci jsou inverzni prvky tvaru

(ek)_lze"*k proviechna k=1,2,...,n.
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1.4 Zbytkové tridy

V této Casti podame stru¢ny vyklad o zbytkovych tfid4ch a izomorfnich zobrazenich grup.
Je zpracovana podle [9, ¢asti 1.3 a 1.6], kde je mozno nalézt i dikazy zde zminénych
tvrzeni, které tu pro stru¢nost uvadét nebudeme. Na zavér této ¢asti ukdZzeme souvislost
mezi odmocninami z jedné a zbytkovymi tfidami, kterou budeme v piikladech vyuZzivat.

Definice 1.44. Necht n je pfirozené Cislo.
Dvé celd Cisla a, b se nazyvaji kongruentni podle modulu n, jestlize n | a — b.
PiSeme a = b (mod n).

Definice 1.45. Necht n je pfirozené Cislo.
Mnoziny [a], = {kn+a | k € Z}, kde a € 7Z, se nazyvaji zbytkové tFidy podle modulu n.
MnoZinu vSech zbytkovych tfid podle modulu n ozna¢ujeme symbolem Z,,.

Véta 1.46. Pro dvé zbytkové tiidy podle téhoz modulu n plati [a], = [b], pravé tehdy,
kdyZa =b (mod n).

Poznamka 1.47. Z piedchozi véty plyne, Ze Zy, = {[0,, [1]n,...,[n— 1], }.

Definice 1.48. Necht n je prirozené ¢islo.
Na mnoZiné Z, vsech zbytkovych tfid podle modulu n definujeme operaci s¢itani predpisem

[a]n+ [b]n = [a+ D]y

Véta 1.49. MnozZina Z, s operaci s¢itani tvoii komutativni grupu pro libovolné pfirozené
¢islo n. Pficemz roli neutrdlntho prvku hraje zbytkova tfida [0], a roli inverzniho prvku
k libovolné zbytkové t¥idé [a], tfida [—a|, = [n — a],.

Definice 1.50. Necht mnozina G s operaci * a mnozina G, s operaci ¢ jsou dvé grupy.
Necht f: G| — G je bijektivni zobrazeni.
Rekneme, Ze f je izomorfismus grupy G| na grupu G, jestlize pro libovolné dva prvky
a,b € G plati

fla)o f(b) = flaxb).
Grupy G, G, se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje izomorfismus G| — G».
PisSeme G| = G».

Véta 1.51. Necht f: G| — G, je izomorfismus grup.
Pak inverzni zobrazeni f~!: G, — G| je rovnéZ izomorfismus.
Odtud G; = G, & G, = Gh.

Véta 1.52. Necht n je pfirozené Cislo.
Pak grupa Z, se s¢itdnim je izomorfn{ s grupou {{/1} s ndsobenim.

Diikaz. Necht € je primitivn{ n-td odmocnina z jedné a {V/1} = {€,€2,...,e" = 1}.
UvaZme zobrazeni f: Z, — {V/1} definované predpisem

f(laln) = &
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a ukazme, Ze se jednd o izomorfismus.
ProtoZe € je primitivni a |Z,| = ‘{\'VT }| = n, jde o bijektivni zobrazeni. Rozepsanim

S+ [bln) = f(la+Dly) = e =& €” = f([al,) - £ ([]n)
dostavame, Ze f je izomorfismus a Z,, = {\"/T } O]

Poznamka 1.53. Izomorfismus f z dikazu pfedchozi véty budeme casto uzivat v piikla-
dech, kdy pfislusnost uvazovaného celého ¢isla k néjaké zbytkové tiidé budeme s vyhodou
reprezentovat odpovidajici mocninou komplexni jednotky €.

1.5 Pomocna tvrzeni

Na zéavér prvni kapitoly dokdaZeme nékolik tvrzeni, kterd vyuZijeme ve druhé kapitole
v prikladech.
Prvni pomocné tvrzeni se bude tykat jedné vlastnosti kombinac¢nich ¢isel. DokdZeme ji

uzitim znadmé rovnosti |
n n n—+
- 1.5
(k)+(k+l) (k—i—l)’ (1.5)

na které je také zaloZen rekurentni vypocet binomickych koeficientd uspotfddanych do Pas-
calova trojuhelniku (viz [3, strana 169]).

Lemma 1.54. Pro libovolnd n,s € Ny plati

kzib(n:k> _ <n+i+1>'

Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukci pies s. Pro s = 0 je tvrzeni zfejmé, nebof

(6)-1-C5)

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro 0, 1,...,s — 1 a ukazme, Ze plati i pro s. Pak
> (n+k s (n+k n+s n+s n+s\ (1.5 (n+s+1
OB (0EC) (1) ()
=\ k =\ k s s—1 s s
¢imz je tvrzeni dokdzano. 0

V nasledujicim budeme vyuZivat pojmy a tvrzeni z algebry mnohoclent, které 1ze nalézt
napt. v [9].

Lemma 1.55. Necht p je prvoéislo. Pak polynom f(x) = x*~! 4---- +x + 1 je ireducibilni
nad Q.
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Diikaz. Pro p =2 je tvrzeni zfejmé. Dale tedy necht p > 3. K diikazu uZijeme tvrzeni, které
nam fika, Ze polynom f(x) je ireducibilni nad Q pravé tehdy, kdyz je nad Q ireducibiln{
polynom f(ax+b), kde a,b € Q,a # 0. Uvazme tedy polynom f(x+1):

fa+D) =@+ )P - DP 24 (b D) H L =2 fap, P2 agx+ p,
kde kazdy koeficienta, s pros=1,...,p—2 je dan rovnosti

s

p—1—s+k
ap—1—s = Z ( k )

k=0

Dosadime-li do vzorce z Lemmatu 1.54 zan = p — 1 — s, dostaneme
5 —1—s+k
a,,lszkzo<p k” >= (’:) prokazdé s=1,....p—2.

Protoze viak p | (Y) pros=1,...,p—2,tedy p|a, pron=1,...,p—2 asoucasné p | p,
p11a p?{p, tak podle Eisensteinova kritéria (viz [9, strana 101]) je polynom f(x+1),
a tedy i polynom f(x) ireducibilni nad Q. O

Nasledujici véta je spolecné s rovnosti z Pozndmky 1.42 zdkladnim kamenem feSeni fady
prikladd, které uvedeme ve druhé kapitole této prace.

Véta 1.56. Necht p je prvocislo a necht € znac¢i primitivni p-tou odmocninu z jedné,
tedy € = {/1,€ # 1.
Necht ¢isla ag, ay, . ..,a,—1 € Q jsou takovd, Ze

ag+aje+---+a, 11 =0.

Pak plati
ay=ay=---=dap_1.

Diikaz. Uvazme polynomy ag+ ajx+ - -- +ap_1x1’_1 al+x+---+x""1. Tyto dva po-
lynomy maji spolecny koten &, nejsou tedy nesoudélné. Protoze je vSak polynom 1+ x +
+---+xP~! podle Lemmatu 1.55 ireducibilni nad Q, musi délit polynom ag +ajx -+ - - - +
+ ap,lxp’l. To je ziejmé ekvivalentni podmince ag = ay = -+ = a,_1, ¢imZ je tvrzeni
dokdzéno. ]

Lemma 1.57. Pro libovolné n € N a libovolné g € C,q # 1, plati

5 .
(g—1)
Diikaz. Tuto identitu je mozno dokdzat vice zplsoby, zde si ukdZeme dva z nich. Dals{ je

mozno najit v [4, piiklad 2.27]. Nejprve bézny zptisob zndmy predevsim z ditkkazu vzorce
pro soucet ¢lent geometrické posloupnosti, tedy ode¢tenim R;(g,n) od jeho g-ndsobku:

Ri(g,n) := 1q+2q2+---+nq" =

(1.6)

Ri(g,n) = q+2¢*+3¢+ -+ nq" (1.7a)
q-Rilg,n)=  @+2¢+ -+ (n—1)g"+ng"" (1.7b)
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(1.7b) — (1.7a):
_ . n+l 2 ny __ n+1 qn+1_q o
(g—1)-Ri(g,n) =ng""" —(g+q" +---+4") =ng ERrET
= o
Odtud jiZ po vydéleni ¢islem g — 1 plyne (1.6). 0

Druhy zpiisob, ktery si zde uvedeme, bude uzitim diferenéniho a sumacniho poctu, jehoz
zédklady jsou vyloZeny v [6].

Ri(q,n) =q+2¢>+3¢4> +---+ng"

Ri(g,n+1) =q+2¢*+3¢ +--+ng"+ (n+ 1)g""!
)
)

AR{(q,n) = Ri(g,n+1)—Ri(q,n) = (n+ 1)g"""!
Ri(g,n) =Y (n+1)¢""" = (an+b)g"" +c

(n+1)g"" = Al(an+b)g" +c] = [a(g— )n+aq+b(g—1)]g"""

Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin n dostaneme

1 1
a=——, b=——-—,
g—1 (g—1)?
tedy
n 1 nq”“—(n—i—l)q”“
Ri(g,n) = { - }q"“%—c: +c.
@m =321 g1y (g—1)?
Podminka R;(g,1) = g ndm da
q
c= ,
(g—1)?
odkud jiz plyne (1.6). 0

Lemma 1.58. Nechf p > 2 je prvocislo a necht € zna¢i primitivni p-tou odmocninu z jedné,
tedy € = {/1,€ # 1.
Pak plati rovnost polynomt

(P +1)? = (xte)(x+e?)-- (x+P). (1.8)
Diikaz. Uvazme binomickou rovnici z” = —1. ProtoZe p je liché, je

(")’ =(—1)P(er)f=-1-1=-1

pro kazdé k = 1,2,...,p. Mame tedy p raznych kofenli rovnice z” + 1 = 0, coZ jsou
podle Zdkladni véty algebry vSechna feSeni této binomické rovnice. Rozepsanim na soucin
kotfenovych Ciniteld dostaneme polynomickou rovnost

1=+ 1)(x+e) (x+elh).

Umocnime-li tuto rovnost na druhou a vyuZijeme-li periodi¢nosti mocnin &, tedy rov-

nosti (x+ 8k)2 = (x + ek) (x + ghtr ) pro kazdé k = 1,2,..., p, dostaneme dokazovanou
rovnost (1.8). ]
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Lemma 1.59. Necht p > 2 je prvocislo a nechf € znaci primitivni p-tou odmocninu z jedné,
tedy € = ¥/1,e # 1.
Pak plati

1 1
) :__(gp_2-|-2gp_3+---+(p—2)8+p—1). (1.9)
- p

Diikaz. UvaZme polynom x?~2 +2xP~3 4 ...+ (p —2)x+ p — 1. Vynasobime-li ho poly-
nomem x — 1, dostaneme
(xp_2+2xp_3+---+(p—2)x+p— 1)(x—1)=
—xP 2P (p—2)x + (p— Dx—
—xP 2P —(p—2x—(p—1)
— (xP*1+xP*2+...+x+])_p'

(1.10)

Dosadime-li do (1.10) x = &, dostaneme vzhledem k €?~! +eP~24+... 4 e+ 1 = 0 rovnost
(eP2+2eP 4. +(p—2)e+p—1)(e—1)=—p,

kterd po vydéleni —p(e — 1) piejde v dokazovany vzorec (1.9). 0
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Praktické uziti

2.1 Konecné soucty kombinacnich cisel

Jediné zndmé;jSi uplatnéni komplexnich ¢isel v kombinatorice je jejich uZiti pfi urovani
riznych kone¢nych souctd tvofenych kombina¢nimi ¢isly. Vychazi se ptitom z faktu, Ze li-
bovolné komplexni ¢islo miizeme vyjadfit jednak v algebraickém tvaru a umocnit ho uZzitim
binomické véty, jednak v goniometrickém tvaru a umocnit uzitim Moivreovy véty. Tato
problematika je v naSem textu zpracovdna podle [4, ¢4st 1.7.].

Binomickad véta ndim umoZziuje n-tou mocninu souctu dvou ¢isel rozepsat na soucet s kom-
bina¢nimi Cisly. Je-lin € Na A, B € C, pak ji Ize vyjadfit vzorcem:

n__ n n n n—1 n n—-2p2 , . n n—1 n n
(A+B) _(O>A +(1)A B+(2>A B+ +(n_1>AB +<n)B (2.1

Pro zac¢dtek uved'me dva vzorce pro soucty kombinacénich &isel, které plynou ze samotné
binomické véty po volbé A=1,B=1,resp.A=1,B=—1.

e (e ()o@ (1)) e
= (- () () e

Secteme-li, resp. odecteme-li tyto dvé rovnosti a vydélime-li vysledek dvéma, dostaneme

identity
2.2)4@2.3) ' n n n el
ey, (0>+(2)+<4)+..._2 , 2.4)

(2.2)—(2.3) n n n el
— (1>+(3>+<5)+...—2 , (2.5)

kde souéty kon¢i (1), resp. '(nfl), piipadné (," ), resp. (), podle toho, zda je &islo n sudfj:,
piipadné liché. V dals$im jiz posledni ¢len zdiiraziiovat nebudeme a budeme takto znacit
soucet vSech kombinacnich cCisel (Z) tvorenych podle zfejmého pravidla azZ po k nejvySsi
mozné, pfi umluvé, Ze kombinacéni ¢islo (Z) mame definované pouze pro k =0,1,...,n.

_22_
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Nejjednodussi soucty s vyuzitim komplexnich ¢isel dostaneme, zvolime-li ve vzorci (2.1)
A =1aB=1.Protoze

i4k _ 1’ i4k+1 —; 4k+2 — _1’ i4k+3

i, 1 =1 pro vSechna k € Ny,

dostaneme z binomické véty

e et e

Z goniometrického tvaru ¢isla 1 +1 = (cos 7 Tising ) dostaneme pro jeho n-tou moc-
ninu z Moivreovy véty druhé vyjadieni
T " T T
(1+1)" = [\/E <COSZ +isin Zﬂ = (\/E)n (cos% +isin %) : (2.7)

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti obou vyjadieni téZe mocniny dostaneme

Re(2.6) = Re(2.7): (g) - (’;) + (Z) Fo=(V2)'eos®E28)
Im(2.6) = Im(2.7): <'11) . ('31) + (Z) +...=(v2)"sin %. (2.9)

Sectenim a odec¢tenim identit (2.4), resp. (2.5), a (2.8), resp. (2.9), a ndslednym vydélenim
dvéma dostaneme ndsledujici Ctyfi identity.

200 () (1)

(2.5)+(2.9)  on2 n-2 . nx
f +...=2 —|—(\/§) sin 7]

)

)+ () 6)
CH-28) <n) . (n>+(n> (3 e

5+ ()G

S

_ An—2 n—2 ﬂ
+...=2 —1—(\/5) cos4

2 4

(2.5)—(2.9) 2 n-2 . nx
# +...=2 (\/5) sin 7]

Pro odvozeni dalSich identit oznaéme

27 2t 1 V3
W= — SV — T X A
cos 3 +1isin 3 2+1 >
tedy @ je primitivni tfeti odmocnina z jedné. Umocnime-li @ na n-tou, jednak v alge-
braickém tvaru podle binomické véty, jednak v goniometrickém podle Moivreovy véty,

dostaneme rovnosti

o' — <_%+i?)": (g) (_2’11)” . (,11> (_1);#1_ (Z) (—1)”;(\@)2_

(M)
3 T
21 27 2nm . 2n7r

W = [cos?—f—lsm?} —COST—i—lSln 3
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u kterych porovname redlné a imaginarni ¢asti

2nm (n) (1) <n) (—1)"2(V3)? . (n) (—1)*(v3)*

COS —— =

3 0/ 2n 2 2n 4 2n
n\ (1) (V3)°
_(6) o

S0+ () )

3T = 1) 3 n s n -
OISO
7 on .

P00 0 26)]
odkud dostdvdme identity
(g) —3(2) +32(Z> —3? (Z) to= (—1)"2”c052nTﬂ,
(Y) —3<Z) +32(Z> —3? (';) to.= (—1)"1\2/—;sin2nTﬂ.

s s

Spolu s @ uvazme nyni dal$i vhodnd komplexni ¢isla v algebraickém i goniometrickém
tvaru:

0= —%—Hg :cosz?ﬂ—i—isinz?jr

w? = —% —i? = cos (—2?7!) +1sin (_2%)
l+w= %+i? :cos§+isin§
1+’ = %—i? = COs (_§> +1sin (_§>

Umocnéme na n-tou &isla (14 1), (14 @) a (1 + @?), tedy &isla jedna plus nékterd ze i
tietich odmocnin z jedné, opét v algebraickém i goniometrickém tvaru:

aer= () () + () + () + () () +-

(1+1)"=2"

tror= (o)« (e ()t )+ (Do (o

T s
(1+ )" :cos%—i-isin%
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= () (s (o () () (o

(1+ 0?) —cos< >+1s1n< >—cos%—1sm%

Soucet téchto tif mocnin §; = (1+1)" + (1 +®)" + (1+ ®?)" je, pii vyuZiti rovnosti
1 + o+ ®? =0, v algebraickém tvaru

S) = (g)(1+1+1)+(T>(1+w+w2)+(g)(1+w2+w)+
+(Z)(1+1+1)+(Z>(1+w+w2)+(Z>(1+w2+a))+...

[+ )+ ()

a v goniometrickém tvaru

T T T T V[
S :2"+cos%+isin%+cos%—isin% :2"+2005n?,

odkud porovnanim dostavame identitu

(g) ; (3) ; (6) b= 200 ]

Vyndsobime-li druhy, resp. téeti s¢itanec, ®?, resp. ®, dostaneme v algebraickém vyjadien{
zjevné tvary, v goniometrickém pak

+1sin

b

» n Aw . . 4w nw . . nm (n+4)rm
o (1+w)" = cos?—l—lsm? cos?%—lsm? = 008 ————

o(1+02)" = [cos (—%) +isin (—4?”)] {cos(—?) +isin(—%)} _

(n+4)m
3

Novy soucet S> = (1+1)" + 0*(14+ 0)" + o(1 + @?)" je v algebraickém tvaru
Szz(g)(1+w2+w)+<’ll)(1+1+1)+(Z)(1+w+w2)+
n ) n n )
+15 (1+o0°+ o)+ 4 (14+14+1)+ 5 (I+o+o°)+...

=[()+()+6)+-]

a v goniometrickém tvaru
(n+4)m
3

(n+4)m
3 b

(n+4)m (n+d)m .. (n+4d)m

S, = 2" +cos +1isin 3 4+ cos 3 —1isin 3 =

=2"4+2cos
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odkud porovnanim dostavame identitu

(';) n (Z) n (:) T {MMW].

Proved'me nynf to samé, jen druhy, resp. tietf s¢itanec, vyndsobme @, resp. @?.

n 2n .. 2% nmwo . . nm (n+2)r .. (n+2)m
o(l+w)" = COS?-I-ISIH? cos?—l—lsm? :cosT-l—lsmT

o(l+0?)" = {cos (—Z?ﬂ) +isin (_Z?EH [cos (— ?) +1sin (—%)} =

— cos (_M> +isin (-@) _ cos@ —isin@

Novy souet S3 = (14 1)" + o(1 + )" + 0*(1 + ®*)" je v algebraickém tvaru

0 1 2

+(Z)(1+w+w2)+<2)(1+w2+w)+(Z)(1+1+1)+---

=[6)-()+ ()]

a v goniometrickém tvaru

S3 = (")(1+w+w2)+<n)(1+w2+w)+<n)(1+1+1)+

5322"+cos—<n+ )ﬂ:-l—isin(n+ )ﬂ:—l—cosm+ )ﬂ:—isin(n+ L
3 3 3 3
:2”+2C05M
3 b

odkud porovndnim dostavdme posledni identitu

(Z) +(Z>+(g>+---=%[2n+2cos@ .

2.2 Pocty prvku ve zbytkovych tiidach

Jak jsme zminili jiZ v prvni kapitole, 1ze diky izomorfnosti grupy zbytkovych tfid Z,
se s¢itdnim a grupy n-tych odmocnin z jedné {\"/T } s ndsobenim s vyhodou reprezentovat
piislusnost Cisla k néjaké zbytkové tfid€ podle daného modulu » mocninou pevné zvolené
primitivni n-té odmocniny z jedné. Zde si ukdZeme nékolik pfikladii vyuZivajicich nejen
vlastnosti odmocnin z jedné, ale 1 diive uvedenych pomocnych tvrzeni. Tato méné tradi¢ni
problematika je v naSem textu zpracovédna dle [1, Chapter 7].
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Priklad 1. Kolik n-cifernych c¢islech sloZzenych z cifer 1,3,4,6,7,9 ma ciferny soucet
délitelny sedmi?

Reseni. Oznaéme ag,k) pocet n-cifernych ¢isel slozenych z cifer 1,3,4,6,7,9, jejichZ ciferny
soucet je kongruentni s k modulo 7. Nami hledany pocet je pak a,(lo). Déle oznacme €
primitivni sedmou odmocninu z jedné. Pomoci € budeme reprezentovat prisluSnost Cisel
k jednotlivym zbytkovym tfiddm modulo 7: ¢islim kongruentnim s 0,1,2,...,6 budou
po fadé odpovidat mocniny e0=1,¢el €2 ... €.
Uvazme nyni sumu

6
k
Y al ek,
k=0

v niZ jsou jednotliva n-cifernd Cisla s cifernym souc¢tem kongruentnim s kK modulo 7 repre-
zentovdna svym poctem a,(f) a mocninou &X.

Ke stejnému souctu se dostaneme, budeme-li pfes vSechna jednotlivd n-ciferna &isla
z téchto cifer sc¢itat mocniny € s exponentem rovnym nikoliv zbytku k ciferného souctu
po déleni sedmi, nybrZ rovnym pifmo cifernému souétu ¢; 4+ ¢ + - - + ¢y, nebof €7 =1,

atedy g1ttt = gk Dostaneme tak rovnost komplexnich &isel

6
k
Y aek = y gerterttan,
k=0 €1,¢2,-.,cn€{1,3,4,6,7,9}

Protoze gf1te2t+en — gl . g2, . g% mizeme si tuto sumu predstavit jako soulet
vSech soucint ¢isel z uspotadanych n-tic slozenych z el g3 e* 0 ¢7 &9, pficemz kazdé
poradi s opakovdnim je tam pravé jednou. To ale neni nic jiného, nez rozepsani mocniny
(e'+ & +e*+ €%+ &7 +€°)" rozndsobenim na jednotlivé Eleny. Tedy

ghrtatta = (e +et+e0+el )
Cl7C23"'7Cn€{17374767779}

Protoze e’ =1, =€2al+e+e2+e3+e*+65+¢€%=0, dostaneme

e+edtet+ebrel e =1+e+e?+ed+et+eb=—g.

Dochézime tak k rovnosti komplexnich ¢isel
6
3 e = (~&5"
k=0

(k)

s nezndmymi celociselnymi koeficienty a;, ’.

Nyni musime rozli$it jednotlivé piipady v zdvislosti na tom, jaky zbytek dava n po déleni
¢islem 7. Rozebereme tedy 7 piipadu, kdy n = 7r+s,s € {0,1,...,6}.

Ve vSech piipadech provedeme nésledujici dpravu:

(— &%) = (~1)"(e%)" = (~1)"(e5) " = (~1)"(e7) e = (~1)"e>
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i)n=0 (mod 7),tj. n=Tr+0,r € N.

6 K 6 k
Y aleb = (—1)"e" = (=1)" neboli Y allek—(—1)"=0.
k=0 k=0

Rozepsanim sumy

aflo) —(=1)" +a£,1)81 +a,(12)82 +a£,3)83 +a,(14)84 +a£5)85 +a£l6)86 =0

vidime, Ze miZeme pouZzit Vétu 1.56, ze které plyne

O _ (1) = g = o = o) = o — 4

an -

Protoze se téchto sedm hodnot rovnad, je jejich soucet roven sedmindsobku prvni hodnoty:
6
7@~ (-1 = L a - (-1
k=0

6
Suma Y a,(lk) reprezentuje soucet pocti n-cifernych ¢isel tvofenych ciframi 1,3,4,6,7,9,

jez poksn?pné davaji zbytek 0,1,...,6 po déleni Cislem 7. Udavd tedy celkovy pocet
n-cifernych ¢isel z téchto cifer. ProtoZe Zadna z nich nenfi nula, je takovych n-cifernych
Cisel pravé 6”.

(0)

Nyni uz jen dosadime za sumu do posledni rovnosti a vyjadiime a, .

7[a” —(<1)"| =6" = (~1)", odkud a(O)zﬁﬂL(—l)"'

ii.yn=1 (mod 7),tj.n="Tr+1,r € N.
Budeme postupovat analogicky dle vySe uvedenych uvah, které jiz zapisovat nebudeme.

6 k
Z a,(1 )gk _ (_1)1’185
k=0

O _ 4D — 0@ _ g _ 4® _ g _ (_1yr = o

0 0 k
k=0

Je zfejmé, Ze rovnéZ v ostatnich piipadechn =2, 3,4,5 a6 (mod 7) dostaneme stejné vy-
(3)

jadfeni poctu, nebot &islo (—1)" se jen bude v rozepsané sumé presouvat postupné k a,,”,

aﬁ,l), 26), a,(14) a a,(f), ovSem dalsi kroky vypoctu jiZ budou shodné.

(0)

Shrnuti: pocet a, ’ n-cifernych cisel sloZenych z cifer 1,3,4,6,7,9 jejichz ciferny soucet
je délitelny sedmi, je pro dané n € N roven

ay) = ———+(=1)" pron=0 (mod7);

pron#0 (mod 7). [
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Priklad 2. Hodime n-krat po sob&€ obvyklou hraci kostkou. Jaka je pfi daném n pravdépo-
dobnost, Ze soucet padlych ¢isel bude délitelny péti?

Reseni. Na zadstek podotknéme, Ze hazime klasickou kostkou s ¢isly 1,2,3,4,5, 6, pfi¢emZz
kazdé ¢islo ma stejnou pravdépodobnost, Ze padne, a pro vypocet uzivame klasickou prav-
dépodobnost, kterd je rovna podilu poctu vSech ptiznivych ku poctu viech moznych vy-
sledkd.

(k)

WV k Vv 7z 7 o v pd A . O . v b4
Oznalme a, ' pocet sérii n-hodu kostkou po sobé, dédle fikejme n-hodu, u nichZ soucet

padlych &isel je kongruentni s k modulo 5. Cislo aE,O) pak oznacuje pocet vSech prizni-
vych n-hodii. Ddle ozna¢me € primitivni patou odmocninu z jedné. Pomoci € budeme
reprezentovat piislusnost padlych ¢isel k jednotlivym zbytkovym tfidim modulo 5: ¢islim
kongruentnim s 0, 1,2, 3,4 budou po fad¢ odpovidat mocniny eV =1,¢el 2 &3 ¢,
UvaZme nyni sumu

4
k

) al ek,

k=0

v niZ jsou jednotlivé n-hody se souc¢tem padlych ¢&isel kongruentnim s £ modulo 5 repre-
zentovany svym poctem a,(f) a mocninou &X.

Ke stejnému souctu se dostaneme, budeme-li pies vSech 6" jednotlivych n-hodu s¢itat moc-
niny € s exponentem rovnym nikoliv zbytku k souctu padlych Cisel po déleni péti, nybrz
rovnym pfimo souétu ¢y +c + - - -4 ¢, padlych &isel, nebof €° = 1, atedy g1 72+ Fn — gk,
Dostaneme tak rovnost komplexnich &isel

4

k g e

Y aek = Y gerterttan,
k:0 Cl76.27"'7(‘.116{15253547576}

Protoze gf1te2t+en — gl . g2 . g% mizeme si tuto sumu predstavit jako soulet

vSech soucint ¢isel z uspotadanych n-tic slozenych z el g2 g3 &4 ¢ ¢f, pficemz kazdé

poradi s opakovdnim je tam pravé jednou. To ale neni nic jiného, neZ rozepsani mocniny
n 2 P . sz w s
(81 +e2+ed+etted+ 86) rozndsobenim na jednotlivé ¢leny. Plati tedy rovnost

Y gatertta— (el 434 et e’ 65"
€1,62,-.,cn€{1,2,3,4,5,6}

Protove 3 =1,e%=€cal+te+el+e3+¢et= 0, dostaneme
e+l ettt +el=1+etel++etre=e,
Dochédzime tak k rovnosti komplexnich ¢&isel

S0
Y an ek =¢",
k=0

(k)

s nezndmymi celociselnymi koeficienty a; * spliiujicimi podminku

4
a +al) +a +a) +dl = Y o) =6,
=0
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nebof pocet vSech n-hodu je pravé 6”.

Nyni musime rozli$it jednotlivé piipady v zdvislosti na tom, jaky zbytek dava n po déleni
¢islem 5. Rozebereme tedy 5 ptipadt, kdy n = 5r+s,s € {0,1,...,4}. Uvazime pfi tom,
7e z periodi¢nosti mocnin € plyne £" = &' = &,

i)n=0 (mod 5),tj.n=5r+0,r € N.

4 k 4 k
Y aleb=e"=1 neboli Y aek—1=0.
k=0 k=0

Rozepsanim sumy

aslo) —1 +a£,1)81 +a,(,2)82 +a,(13)83 +a£,4)84 =0

vidime, Ze miZeme pouzit Vétu 1.56, ze které plyne

(ny_ @2 _ G _ @)

a,’ —l=a,’ =a, =a, =a,’ .

Protoze se téchto pét hodnot rovna, je jejich soucet roven petindsobku prvni hodnoty:
0 4 k
sla —1] = Y a) —1=6"—1,
k=0

kde jsme vyuZili vySe zminéného poznatku o poc¢tu vSech n-hodu.
Z. této rovnosti pro aﬁ,o) dostavdme vyjadieni

n
4
NSRS

5

Hledan4 pravdépodobnost P, je tak v ptipadé n = 5r,r € N, rovna

(0)

ap

1
P, = - .
6" 5 5-6"

ii.yn=1 (mod5),tj.n=>5r+1,r € Ny.
Budeme postupovat analogicky dle vySe uvedenych tvah, které jiz zapisovat nebudeme.

k=0
aﬁ,):a,gl)—lza,(lz):a?):a,(f)
(0) K 1 _en (0 _6"—1
San —kgoan 1=6"—1 = ay =~
6" 5 5.6

Je ziejmé, Ze rovnéz v ostatnich pifpadech n = 5r+s, kde s € {2,3,4} dostaneme stejné
vyjadieni pravdépodobnosti, nebof ¢islo —1 se jen bude v rozepsané sumé presouvat po-
2) (3) (4)

stupné k a;, ’,a, ’,a, ', ovSem dal$i kroky vypoctu jiz budou shodné.



Kapitola 2. Praktické uZiti 31

Shrnuti: pravdépodobnost P, toho, Ze soucet padlych Cisel pii n hodech kostkou bude
délitelny péti, je pro dané n € N rovna

1 4
P, =- = ;
A 5+5~6” pron=0 (mod 5);
1
P”:§_5.6n pron#0 (mod 5).

Vidime, Ze s rostoucim n tato pravdépodobnost rychle konverguje k ocekévatelné hod-
noté 0,2, pficemz pro n délitelnd péti konverguje shora, pro ostatni n zdola. Vyznacné
odchylky jsou ale pouze u P = 0,167 a P, = 0,194. Od n = 3 je jiz odchylka mensi
nez 0,001 a od n = 12 dokonce nez 10~ 10. [ |

Priklad 3. Nechf p > 2 je prvocislo. Kolik existuje p-prvkovych podmnozin mnoZiny
A=1{1,2,...,2p} takovych, Ze soucet jejich prvka je délitelny p?

Re§eni. Ozna¢me ag,k) pocet p-prvkovych podmnoZin B mnoziny A takovych, Ze sou-
et m(B) jejich prvkia je kongruentni s k modulo p, tedy |B| = p a m(B) =k (mod p).
Néami hledany pocet je pak ag,o). Déle ozna¢me € primitivni p-tou odmocninu z jedné.
Pomoci € budeme reprezentovat prisluSnost podmnozin k jednotlivym zbytkovym tfidam
modulo p: podmnoZindm se souctem prvki kongruentnim s k € {0,1,...,p — 1} bude
odpovidat mocnina &*.

UvaZme nyni sumu
p—1
(k) ok
Y ay’e",
k=0

v niZ jsou jednotlivé p-prvkové podmnoziny se souctem prvkii kongruentnim s k modulo p
reprezentovany svym poctem aék) a mocninou &X.

Ke stejnému souctu se dostaneme, budeme-li pies vSechny jednotlivé p-prvkové podm-
noziny B mnoZziny A s¢itat mocniny € s exponentem rovnym nikoliv zbytku k souctu m(B)
po d&leni &islem p, nybrz rovnym piimo soutu m(B), nebof €” = 1, a tedy e"(B) = gk,
Dostaneme tak rovnost komplexnich cisel

pzlag,k)ek: Yy B
k=0

BCA,|B|=p

JelikoZ soucet prvkt m(B) je tvofen vzdy p riznymi séitanci od 1 do 2p a kazd4 takova
moznd p-tice se v sumé vyskytuje pravé jednou, miiZzeme tuto sumu pies podmnoziny B
nahradit sumou pfes vSechny mozné kombinace p Cisel od 1 do 2p:

Z Sm(B) — Z 861+Cz+"'+cp.

BCA,|B|=p 1<c1<ep<-+<ep<2p

Po dpravé gflteat -t — gfl.g2. . g% vidime, Ze v sum& mdme vSechny souciny
p po dvou riznych mocnin € s exponenty od 1 do 2p. Tato suma tak neni nic jiného,
nez koeficient u x” v polynomu

(x+8)(x+82) (x-l—ezP).
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Z Lemmatu 1.58 plyne, Ze
(x+e)(x+82) - (x+P) = (W +1)" =P+ 24 41,

tudiz koeficient u x” je 2.

Celkem
p—1
Z ag,k) ek=2
k=0
S uzitim Véty 1.56 dostavame
ag,o)—2:a§,]) = :aﬁ,p_])

Vsech p-prvkovych podmnozin B 2 p-prvkové mnoziny A je pravé (2;) , takze

_ 2
a® 4ol 4o alr ) = ( P)
p
Dosadime-li sem za ag,l), ... ,ag,p -1 hodnotu ago) — 2, dostaneme
ag,o) + (ag,o) —2) +-+ (aéo) —2) = <2p>, odkud ag,o) =2+ ! {(Zp) —2] -l
p p p

Priklad 4. Nechf p > 2 je prvocislo, nechf m,n jsou pfirozené nasobky p a n je liché.
m

Pro kazdou funkci f: {1,2,...,m} — {1,2,...,n} spliiujici ¥ f(i) =0 (mod p) uvazme
i=1

m
soucin [] f(i). DokaZte, Ze soucet vSech téchto soucinti odpovidajicich vSem takovym
i=1
m
funkeim £ je délitelny &islem (g) .

(k)

v m
ReSeni. Pro k=0,1,...,p—1 ozna¢me s,  soucet vSech soucini [] f(i) vSech funkcf
i=1

m
f:{1,2,....om} — {1,2,...,n} takovych, ze ¥ f(i) =k (mod p). Uvazovany soucet je
i=1

0 ’ « c e . . . .
pak sg, ). Déle ozna¢me € primitivni p-tou odmocninu z jedné. Pomoci € budeme reprezen-

tovat prislusnost funkci k jednotlivym zbytkovym tfiddm modulo p: funkcim se souctem
funké&nich hodnot kongruentnim s k € {0, 1,..., p — 1} bude odpovidat mocnina ek,
UvaZme nyni sumu

p—1

(k) .k
Y sy €k,
k=0

v niZ jsou jednotlivé funkce se sou¢tem funkcnich hodnot kongruentnim s £ modulo p
z v k Ve o 7 4 7 .

reprezentovany souctem sg, ) soucinéi svych funkénich hodnot a mocninou &*.

Ke stejnému souctu se dostaneme, budeme-li pfes vSechny jednotlivé funkce f sCitat sou-

¢iny ajay...a, jejich funkénich hodnot vyndsobené mocninou € s exponentem rovnym
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nikoliv zbytku k souctu funkénich hodnot po déleni Cislem p, nybrz rovnym piimo sou-
&tuay +ar+ - - - +a,, funk&nich hodnot, nebot £” = 1, atedy 1742+ +am — gk Dostaneme
tak rovnost komplexnich ¢isel

k
Talde L aaperini
k=0 ar,an,....ame{1,2,....n}

ProtoZe ajay - - - ame™ T2t = (a1 ) (aye™) - - - (a,,€™), miiZeme si tuto sumu pied-
stavit jako soulet viech soucinii &isel z uspofadanych m-tic sloZenych z 1e!,2¢2, ... ne",
pficemz kazdé poradi s opakovanim je tam pravé jednou. To ale neni nic jiného, nez roze-
psani mocniny (8 42824 ne")m rozndsobenim na jednotlivé ¢leny. Tedy

ajay - ame Tt T = (g4 26?4 )"
a17a27“-7am€{]727-“1n}

Dosadime-li do identity z Lemmatu 1.57

(g—1)?

komplexni ¢islo ¢ = € # 1, dostaneme s ohledem na €” = 1 rovnost

1q—|—2q2+---+nq"=

ne"r—(n+1)e"+e  ne?—(n+1l)e+e
(e—1)° (e—1)°
ne(e—1) ne

(e—1)?* &-1

e+2e* 4 +ne" =

ze které po umocnéni na m-tou s ohledem na € = 1 vychdzi

(8—|—282—|—--~—|—ng”)m: ne m: nm |
e—1 (e—1)"

Celkem

p—1 m

(k) .k n
S 8 = —m.
k;) g (e-1)

K rozvinuti ziskaného zlomku do mocnin ¢isla € vyuZijeme specidlniho mnohoclenu
z Lemmatu 1.59, ktery umocnime na m-tou. Z binomické véty plyne, Ze existuji cela
¢islabj, j=1,2,...,m(p—2), takovd, Ze plati rovnost polynomi

(xp*2 +2xP 3 (p—2)x+p— l)m =by+bx+--- +bm(p_2)xm(p*2).
Odtud po dosazeni x = € a vyuZiti periodi¢nosti mocnin € dostaneme

(er 24263+ +(p—2)e+p—1)"=cotcie+-+cp 1677,



Kapitola 2. Praktické uZiti 34

kde ¢; = Yy bj je celé cislo pro kazdé i = 0,1,...,p— 1.
i=j (mod p)
VyuZijeme-li nyni vzorec z Lemmatu 1.59 umocnény na m-tou, dostdvdme

1 ", _
(e—1)" <_E> ("2 +2e" 44 (p-2)e+p—1)"

1 m
= (—;) (cotcie+-+cp_1e’ 1),

z ¢ehoZ po vyndsobeni n mame rovnost
m

p—1 m

k n n _
E Sé)gkzmz<—]—?) (C0+C1£+"'+Cp718p 1).
k=0

m m
Oznalme r = <—%> . Je zteymé, Ze délitelnost celymi Cisly (%) a r je ekvivalentni,

muZeme tedy dokazovat, Ze r | sE,O).
Rovnost
=
sp e =r(coteie+-+cp1€”71),
k=0

P . . . v k . . . Yy o\
v niZ, jak vime, nejen nezndmé soucty sg, ), ale 1 koeficienty c;, jsou celd ¢isla, miizeme

upravit na
(sg,o) —rco> + <S1(71) — rc1> e+ + (s},P‘l) —rcp,1> eP1=0

a uzit Vétu 1.56, podle které plati
(0) (1) (p—1)

Sp’ —rcg=S8p —rcp=-:--=35) —rcp_1.

(0) (p—1)

Oznacime-li k =5, —rco=--- =3 — rcp—1, pak z pifpadného r | k jiZ vyplyne
potiebné r | sg,o). Nasim cilem je tak dokdzat, Ze r | k. Z definice &isla k plyne, Ze jeho
p-nasobek mé vyjadieni

pk:sg,o)—f—sg,l)+---+s§,p_1)—r(co—I—cl—f—---—I—cp_l).
L , N . O 2 n\m ; :
Stejnou tvahou jako pii souctu ) s, &" = (8+28 +---4+ne ) , akorat bez mocnin &,
k=0

dospéjeme k rovnosti

Ze zavedeni Cisel ¢; plyne, Ze co+c1+ - +cp1 =bo+ by +--- ~|—bm(p,2), a z uvazo-
vaného polynomu pfi x = 1 dostaneme bg + by + -+ +byy(p_2) = (1 +2+---+p—1)".
Porovnanim vychazi

p(p—1) ) "

co+c1+~~+cp_1=( 5
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Dosadime-li dvé odvozené rovnosti do pivodniho vyjadieni pk, dostaneme

= () (P Y e[ (M) - (55 ]

Vzhledem k pfedpokladu, Ze p a n jsou lichd &isla, odtud jiz plyne, Ze r | k, coZ, jak vime,
dokazuje poZadované tvrzeni. [

2.3 Pokryvani Sachovnic

V této Casti kapitoly vénované ukdzkam kombinatorického uZziti komplexnich ¢isel se po-
divame, jak tato ¢isla mizeme — ponékud necekané — uplatnit pii feSeni dloh o pokryvani
Sachovnic obecnych rozméri soustavami Sachovnic mensich zadanych rozméri. Omezime
se pritom na piipady, kdy budeme ctvercové ¢i obdélnikové Sachovnice, s pfipadnymi vy-
nechanymi poli, pokryvat pouze obdélnicky, jejichz jeden rozmér je roven jedné a budeme
je moci kldst na Sachovnici jen v jednom sméru. Budeme tedy hovofit o Sachovnicich m x n
o m tadcich a n sloupcich a obdélni¢cich 1 x x ve vodorovném a y x 1 ve svislém sméru.
Tato problematika vychdzi z [ 1, Chapter 7], odkud jsou pfevzaty a rozpracovany Pfiklady 5
a 6, a ndmi je poté déle rozvedena k vétsi obecnosti v Pfikladech 7 a 8. Jednd se o presun
od zjisfovani existence zaplnéni pro konkrétni velikost Sachovnice a zadané pozice vyne-
chanych poli ke hledan{ v§ech moZnych pozic vynechanych poli na obdélnikové Sachovnici
obecnych rozméri.

Priklad 5. Urcete nutnou a dostate¢nou podminku na ¢isla m,n,x,y € N k tomu, aby bylo
mozné zaplnit Sachovnici m X n obdélnicky 1 x xay x 1.

Reseni. V piipadé x = 1 nebo y = 1 lze zfejmé zaplnit obdéInicky 1 x 1 Sachovnici libo-
volnych rozméra. Déle tedy feSme piipad x # 1 ay # 1.

Ozna¢me € primitivni y-tou odmocninu z jedné a & primitivni x-tou odmocninu z jedné.
Pomoci jejich mocnin zapliime celou Sachovnici, a to tak, Ze do pole na soufadnicich (k, j)
vepiSme Cislo 8{(85.

Nejprve ukazme, Ze ¢isla v kazdém obdélnicku 1 X x €1y x 1 davaji soucet 0. Pfipometime,

vedle Véty 141 plati 1 +&,+-+& ' =0al+e+-+& =0
Obdélnicek 1 x x zacinajici na pozici (k, j):
ele] vefel™ 1 refe] el (14 e+ +e ) =efe]-0=0

Obdélnicek y x 1 zaCinajici na pozici (k, j):

ko | okt+1gJ kty=1goj _ ckeoi Y1) ogkel g —
& +E &+ FE & =& (1+&+--+g =£&-0=0

Z pravé dokazané vlastnosti plyne: Abychom mohli poZadovanym zpiisobem zaplnit celou
Sachovnici, musi byt soucet v§ech mn Cisel do této Sachovnice vepsanych nulovy.
Soucet S vSech Cisel vepsanych do Sachovnice lze vyjadiit jako

S=(e1+ef+-+e) (+e+ - +e),
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nebof soucin k-tého scitance 8{‘ z prvniho Cinitele a j-tého s¢itance 8% z druhého Cinitele je
roven pravé ¢islu 8{‘85 zapsanému na pozici (k, j). Vidime, Ze jde o soucin dvou soudtti m
an po sobé jdoucich ¢lent geometrickych posloupnosti, prvni ma tivodni ¢len i kvocient €1,
druhd ma dvodni ¢len i kvocient &, pficemz diky x # 1 ay# 1je & # 1 a & # 1. UZijeme
tedy vzorec pro soucet ¢lenti geometrické posloupnosti a dostaneme
m n
& - i
g —1 g —1

S:81-

Mai-li byt soucet S nulovy, musi byt €' — 1 =0 nebo & — 1 =0, tedy €' = 1 nebo & = 1.
ProtoZe jsou €] a & primitivni, je to podle VEty 1.38 ekvivalentni s tim, Ze x | n nebo y | m.
Dostali jsme tak nutnou podminku k tomu, aby bylo moZzné zaplnit Sachovnici m X n
obdélniCky 1 x x a y x 1. Jde v8ak i o podminku dostate¢nou, nebof v piipadé x | n,
resp. y | m, mizeme celou $achovnici ziejmé zaplnit pouze obdélni¢ky 1 x x, resp. y x 1.
ProtoZe jednicka déli libovolné pfirozené Cislo, je tato podminka v souladu i se specidlnimi
pfipady x = 1 neboy = 1.

Podminka x | n nebo y | m je tedy nutnd a dostate¢nd k tomu, aby bylo mozné zaplnit
Sachovnici m x n obdélnicky 1 x xay x 1. [ |

Priklad 6. Muizeme zaplnit Sachovnici 13 x 13, ze které jsme odstranili stfedové pole,
obdélnicky 1 x4 a4 x1?

Reseni. Budeme postupovat podobné jako v pfedchozim piikladé. VyuZijeme zde mocnin
primitivni ¢tvrté odmocniny z jedné (pro jednoduchost zvolme hodnotu 1), kterymi vypl-
nime celou $achovnici 13 x 13 tak, Ze do pole na soufadnicich (k, j) vepiSeme &islo iK+2/.!
Je to obdoba feSeni z Piikladu 5 pro € =ia & = i> = —1. ProtoZe & = —1 je primitivn{
druha odmocnina z jedné, zkoumame vlastné obecnéjsi zaplnéni obdélnicky 1 x2 a4 x 1,
z jehoZ piipadné neexistence vyplyne i neexistence poZadovaného zaplnéni obdélnicky
I x4a4x1.

Nejprve ukdzeme, Ze ¢isla v kazdém obdélnicku 1 x 2 ¢i 4 x 1 davaji soucet 0.
Obdélnicek 1 x 2 zaCinajici na pozici (k, j):

K427 k242 :ik+2j(l+i2) :ik+2j_(l —1) —i**2i.0=0

Obdélnicek 4 x 1 zacinajici na pozici (k, j):

ik+2j+ik+2j+]+ik+2j+2+ik+2j+3 :ik+2j (1+1+12+13) :ik+2j-0:0

Z pravé dokdzané vlastnosti plyne: Abychom mohli poZzadovanym zplisobem zaplnit Sa-
chovnici bez stiedového pole, musi byt soucet viech 132 — 1 = 168 &isel do této upravené
Sachovnice vepsanych nulovy. To je ekvivalentni s tim, Ze je soucet vSech 169 ¢isel vepsa-
nych do celé Sachovnice roven ¢islu vepsanému do sttedového pole.

Soucet S vSech Cisel vepsanych do celé Sachovnice ma hodnotu

-1 , -1

S—=(i+i2+- i3 (2% .. 1i20) =3. . -
(i +i7) (T +i*+-+i°) =i —
i—1 —1-1
=i (=1)- —
ST R

'Pfi vepisovani &isla i¥/, coZ nechdvame na vyzkouSeni Gtenafi, by nebyla porusena nutnd podminka,
takZe existenci zaplnéni bychom nasim vypoc¢tem nemohli vyloucit.
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Stfedové pole je na pozici (7,7), je v ném tedy &islo

4 21
Zjistili jsme, Ze soucet vSech ¢isel vepsanych do celé Sachovnice je rizny od ¢isla vepsaného
do stfedového pole (—i # 1), z Cehoz plyne, Ze Sachovnici 13 x 13 bez stfedového pole nelze
zaplnit nejen obdélnicky 1 x4 a4 x 1, ale ani obdélnicky 1 x2 a4 x 1. |

Nyni se podivejme na zapliiovani ¢tvercové Sachovnice bez jednoho pole obecnéji.
Budeme ji zapliiovat obdélnicky 1 x x a x x 1, bude tedy vhodné vyjadfit rozméry Sachov-
nice jako (xm+y) x (xm+y), kde x,m € N,y € {0,1,...,x — 1}. Vynechané pole bude
na zadané pozici (r,s), r,s € {1,2,...,xm+y}. Dodejme, Ze rozméry Sachovnice by mohly
byt 1 mensi neZ x, tedy s hodnotou m = 0, neni ale téZké rozmyslet, Ze by pak jedina
vyhovujici Sachovnice byla 1 x 1, kde je ono jediné pole vynechéno.

Abychom viibec mohli o takovémto zaplnéni uvazovat, musi byt pocet poli upravené Sa-
chovnice délitelny ¢islem x. Podminku x ‘ [(xm +y)? — 1} vyfesime pomoci kongruenci:

(xm+y)>=1 (mod x)
X*m? 4+ 2xmy+y* =1 (mod x)
y¥=1 (mod x)
Dostavame tedy prvni nutnou podminku ve tvaru jednoduché kongruence y> = 1 (mod x).

Déle vyuZijeme samotného vepisovani komplexnich ¢isel do jednotlivych poli Sachovnice.
Zde si nejprve musime uvédomit, Ze podminka nulového souctu vSech ¢isel vepsanych
do upravené Sachovnice, neboli rovnosti souctu vsech cisel vepsanych do celé Sachovnice
a Cisla vepsaného do odstranéného pole je téZ pouze podminkou nutnou.

Oznacime € primitivni x-tou odmocninu z jedné a celou Sachovnici zaplnime mocninami €
tak, Ze do pole na soufadnicich (k, j) vepiSeme &islo €%*+bJ kde a,b jsou pevné zvolend
¢isla z mnoziny {1,2,...,x—1}.

To, Ze ¢isla v kazdém obdélnicku 1 x x ¢i x x 1 davaji soucet 0, ukdZeme s vyuZitim
Véty 1.41 na obdélnicku 1 x x zaéinajicim na pozici (k, j):

gaktbi | gak+b(j+1) 4 paktb(j+x—1) _ gak+bj (1_’_8b+._'+8(x—1)b>’ibgak-i-bj‘ozo

Stejnym rozepsdnim bychom to dokdzali i pro libovolny obdélnicek x x 1.

Timto dostavdme daliich (x — 1)? nutnych podminek, Ze se totiZ soucet viech &isel 0/
vepsanych do celé Sachovnice (ktery zde obecné upravovat nebudeme) musi rovnat ¢islu
£9+bs pro viechny mo#né dvojice (a, b), kterych je pravé (x — 1)2. (Netvrdime viak, Ze jsou
to navzdjem nezavislé podminky.)

OvSem ani pii splnéni vSech téchto (x — 1)2 + 1 nutnych podminek nemizeme tvrdit,
Ze pozadované zaplnéni existuje. Tyto nutné podminky pouze vyrazné zredukuji pocet
pozic (r,s) vynechaného pole, které pro mozné zaplnéni viibec pfichdzeji v tivahu. Na né
pak miizeme aplikovat néjaky pocitacovy algoritmus, ktery nim takové zaplnéni bud najde,
nebo po vyzkouSeni vSech moZnosti rozhodne, Ze takové zaplnéni neexistuje. Zminéna
redukce tak mtize pfinést citelnou usporu strojového Casu.

Dle predchoziho obecného ndvodu nyni kompletné rozeberme situaci pro x = 4.
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Priklad 7. Jakd je moZn4 pozice (r,s) jediného vynechaného pole na ¢tvercové Sachovnici,
pfi které 1ze takto upravenou Sachovnici zaplnit obdélnicky 1 x4 a4 x 1?7

Reseni. Zachovdme oznaceni (xm +y) X (xm+y) rozméri celé Sachovnice, popsané v pied-
chozim textu. Prvni podminka y?> = 1 (mod 4) ndm dév4, e y = 1 nebo y = 3. Opét zvolme
pro jednoduchost € = i a vepi§me do pole na pozici (k, j) mocninui%*%/ kde a,b € {1,2,3}
jsou pevné& zvolend. Resme nyni zvl4st piipady pro ob& moznd y.

i.) y =1, tj. Sachovnice (4m+1) x (4m+1)

Nejprve spoctéme soucet vSech ¢isel vepsanych do celé Sachovnice:

§— (ia+12a+'__+i(4m+1)a) (ib+12b+._.+i(4m+1)b> _

o i(4m+l)a -1 ib i(4m+l)b_1 _ 41 b ib—l B

-a b ca+b
- - - - - = 1=1
i“—1 it —1 i9—1 it —1

1“-1-1

Pro moZnou polohu vynechaného pole jsme dostali podminku i +% = {9%? _ ktera m4 platit

pro vSechny mozné dvojice a,b € {1,2,3}. Tuto podminku vyfesime pomoci kongruenci:

iar+bs _ ia—i—b

ar+bs=a+b (mod 4)
a(r—1)+b(s—1)=0 (mod 4)

Je zfejmé, Ze tato podminka je splnéna pro r =1 (mod 4) A s =1 (mod 4). UkdZeme,
Ze je to jedind moZnost, a to tak, Ze uvdzime nékteré konkrétni dvojice (a,b):

(a,b) = (1,1): (r—1)+(s—1)=0 (mod 4) (2.10)
(a,b) = (2,1): 20r—1)+(s—1)=0 (mod 4) (2.11)
(a,b) = (1,2): (r—1)+2(s—1)=0 (mod 4) (2.12)

Q11— (210 (r—1)=0 (mod4) (2.12)—(2.10:: (s—1)=0 (mod 4)
r=1 (mod 4) s=1 (mod 4)

Tedy r=1 (mod 4) A s=1 (mod 4) jsou jediné mozné polohy vynechaného pole.

Jak jsme upozorniovali jiz diive, nemame stdle jistotu, Ze poZadované zaplnéni pro vSechny
nalezené polohy vynechaného pole opravdu existuje. V tomto piipad€ v§ak miiZzeme vhodné
zaplnéni snadno popsat.

Libovolnou Sachovnici (4m+ 1) x (4m+ 1) zaplnime tak, Ze nejprve zaplnime sloupec
s vynechanym polem od néj obdélnicky 4 x 1 a poté od toho sloupce vysklddame zbytek
Sachovnice obdélnicky 1 x 4. Oboji je mozné pravé diky tomu, ze r=1 (mod 4) as =1
(mod 4).

ii.) y = 3, tj. Sachovnice (4m+3) x (4m+3)

Nejprve spoctéme soucet vSech Cisel vepsanych do celé Sachovnice, tentokrate s vyuZi-
tim Véty 1.41,kde 41aad{b:

S = <ia+i2a+_._+i(4m+3)a> <ib+i2b+"'+i(4m+3)b>
— [m (ia+i2a+i3a+i4a) + (ia+i2a_|_i3a>:| [m (ib+i2b+i3b+i4b>+

+(ib+i2”+i3b>} =m0+ (=) [m-0+ (=1)] = (=1)- (=1) = 1
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Pro mozZnou polohu vynechaného pole jsme dostali podminku i +55 = 1, kterd m4 platit

pro v8echny mozné dvojice a,b € {1,2,3}. Tuto podminku opét vyfesime pomoci kongru-
enci:

iar+bs -1
ar+bs=0 (mod 4)
Stejné snadno jako v prvnim piipadé lze ukdzat (nebudeme to zde popisovat), Ze pouze

zfejmé feSeni r =0 (mod 4) A s =0 (mod 4) jsou jediné mozné polohy vynechaného
pole.

Obrazek 2.1: Zaplnéni Sachovnice 7 x 7 bez stitedového pole.

Uvedeny obrazek 2.1 ukazuje piiklad vhodného zaplnéni pro nejmensi m = 1, kdy za-
pliiujeme Sachovnici 7 x 7 bez stfedového pole. Rozsiteni na vétsi Sachovnice (4m + 3) X
X (4m+ 3) pak provedeme tak, Ze nejprve podle obrazku 2.1 zaplnime ¢dst 7 x 7 ,.kolem*
vynechaného pole na pozici (r,s) a poté zbytek Sachovnice snadno zaplnime prvné obdél-
nicky 4 x 1 ,,nad* a ,,pod* zaplnénou ¢asti 7 x 7 a pak obdélnicky 1 x 4 ,,vlevo* a ,,vpravo*
od zaplnéné Casti (4m+ 3) x 7. Oba posledni kroky jsou mozné pravé diky podminkdm
r=0 (mod 4)as=0 (mod 4). [

Popsanou metodou je mozné feSit 1 problematiku zapliiovani obdélnikovych Sachovnic
zadanymi obdélnic¢ky riznych délek, coz potvrzuje zavérecny piiklad.

Priklad 8. Jakd je mozna pozice (r,s) jediného vynechaného pole na Sachovnici m x n,
m > 3 an > 2, pti které 1ze takto upravenou Sachovnici zaplnit obdélnicky 1 x2 a3 x 1?

Reseni. Ozna¢me &; primitivni tfeti odmocninu z jedné a & primitivni druhou odmocninu
z jedné (& = —1). Zapliime celou Sachovnici mocninami €; a & tak, Ze do pole na po-
zici (k, j) vepiSme Cislo e{‘e{, takZe soucet ¢isel v kazdém z obdélnickt 1 x2 a 3 x 1
bude nulovy. Podminka rovnosti souctu vSech ¢isel vepsanych do celé Sachovnice a ¢isla
ve vynechaném poli je pak tvaru

(e1+ef++e) (2+e+--+&)) =¢fes.
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ProtoZe na pravé strané rovnosti je zfejmé Cislo nenulové, dostavame z vysledku Pfikladu 5
podminku 2 { n a soucasné 3tm. Tedy n =1 (mod 2) am = 1, nebo 2 (mod 3). Z pod-
minky n =1 (mod 2) a Véty 1.41 plyne, Ze je druhy Cinitel & + €5 + - - + €} roven &,.
Dalsi postup musime rozdélit podle toho, zda je m kongruentni s 1, ¢i 2 modulo 3.
i)m=1 (mod 3), tj. Sachovnice (3k+1) x (2I+1),k,l €N

V tomto ptipadé€ pro prvni Cinitel plati & + 812 +---+ €' = €. Podminka pro polohu vy-
nechaného pole je tak tvaru €&, = £[€5, neboli 811 = 8‘2‘*1. Posledni je rovnost nékteré
hodnoty v/1 a nékteré hodnoty v/1. ProtoZe spole¢na hodnota t&chto odmocnin je ziejmé
jedind a je rovna jedné, je dand rovnost ekvivalentni podmince r =1 (mod 3) A s =1
(mod 2). Ukazme, Ze pro kazdou pozici (r,s) vynechaného pole spliiujici nalezenou pod-
minku pozadované zaplnéni existuje.

Libovolnou Sachovnici (3k+ 1) x (21 4+ 1) zaplnime tak, Ze nejprve zaplnime sloupec
s vynechanym polem od néj obdélnicky 3 x 1 a poté od toho sloupce vysklddame zbytek
Sachovnice obdélnicky 1 x 2. Oboji je mozné pravé diky tomu, Ze r =1 (mod 3) as=1

(mod 2).
ii.) m =2 (mod 3), tj. Sachovnice (3k+2) x (2I+1),k,l €N
V tomto piipad€ pro prvni Cinitel plati £ + 812 +-tet =g+ 812 = —1 =&, a proto

je podminka pro polohu vynechaného pole tvaru 822 = £1&5, neboli 1 = g{&5. Odtud se
stejné jako v prvni ¢asti odvodi podminka r =0 (mod 3) A s=0 (mod 2). Opét ukazme,
Ze pro kazdou pozici (r,s) vynechaného pole spliiujici nalezenou podminku poZadované
zaplnéni existuje.

Obrazek 2.2: Zaplnéni Sachovnice 5 x 3 bez stiedového pole.

Pro nejmensi uvaZzovanou Sachovnici 5 x 3 bez stfedového pole je mozné zaplnéni zndzor-
néno na obrdzku 2.2. Roz§iten{ na vétsi Sachovnice (3k+2) x (21 + 1) pak provedeme tak,
Ze nejprve podle obrazku 2.2 zaplnime ¢ast 5 x 3, kolem* vynechaného pole v pozici (r, s)
a poté zbytek Sachovnice snadno zaplnime prvné obdélnicky 3 x 1 ,,nad“ a,,pod* zaplnénou
Casti 5 x 3 a pak obdélni¢ky 1 x 2 ,,vlevo* a ,,vpravo* od zaplnéné ¢asti (3k+2) x 3. Oba
posledni kroky jsou mozné pravé diky podminkdm r =0 (mod 3)as=0 (mod 2). W
Na uplny zavér této Casti se v kratkosti podivime na jeSté obecnéjsi pripad, ve kterém
budeme obdélnicky 1 x x a y x 1 zapliiovat Sachovnici m x n, ve které bude vynechano
p poli na pozicich (ry,s1),(r2,82),...,(7p,8p).

Podminku na pocet poli Sachovnice tentokrate dostaneme ve tvaru, Ze musi existovat feSen{
(c1,¢2) € N} diofantické rovnice

C1X+cy =mn—p.
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Ozna¢me € primitivni y-tou odmocninu z jedné a & primitivni x-tou odmocninu z jedné.
Zaplime celou Sachovnici mocninami €] a & tak, Ze do pole na pozici (k, j) vepiSeme
Gislo ekl
x—1}.
Nyni s vyuZzitim Véty 1.41 ukdZzeme, Ze Cisla v kazdém obdélnicku 1 x x ¢i y x 1 davaji
soucet 0.

Obdélnicek 1 x x zacinajici na pozici (k, j):

, kde a, b jsou pevné zvolend ¢isla, pficemza € {1,2,...,y—1}abe{1,2,...,

bj b(j+1 b(j+x—1 bj x—1)b\ xb bj
gikell 4 gaklUTh) | gakghUtxml) _ gakghi <1+8§+---+82( ) ) = ef*e)’.0=0

Obdélnicek y x 1 zacinajici na pozici (k, j):

k+1) a(k+y—1)

. . . . D ,
akghi et el — gfkel! <1+sf’+---+el(y )“>yiefke§”-0:0

eikel 4 gl

Podminek rovnosti pro soucet vSech ¢isel vepsanych do celé Sachovnice a ¢isel na vyne-
chanych polich je dle vSech moznych dvojic (a,b) pravé (x — 1)(y — 1) (opét netvrdime,
Ze jsou navzijem nezdvislé) a vypadaji nasledovné:

b. b. ar, bs
<8f+812“+---+£{”“> (8§’+822b+---+e§b> =l 4 ele)? 4t gl ey”

Na zavér jesté jednou pfipomenime, Ze téchto (x — 1)(y — 1) + 1 podminek je pouze nutnych
a jejich splnéni ndm jesté existenci poZadovaného zaplnéni negarantuje. Slouzi ndm tedy
pouze k uspore strojového ¢asu, nebof algoritmy ovétujici tyto podminky mohou mit fadovée
nizsi slozitost neZ algoritmy zkousejici vSechny moZnosti zaplnéni. Ty tak miZeme diky
odvozenym podminkdm aplikovat jen na ty zbylé ,,nadéjné* pripady.



Zaveér

Cilem této prace bylo ukdzat riizna uZiti komplexnich ¢isel v kombinatorice. K tomu je
nutné nejprve sezndmit ¢tendfe s potfebnymi teoretickymi poznatky, cemuz se vénuje prvni
kapitola. V jejich prvnich dvou ¢astech zavadime komplexni ¢isla jako uspotfddané dvojice
redlnych Cisel, a poté zavadime 1 jejich algebraicky a goniometricky tvar. TéZ ukazujeme
a dokazujeme mnohé jejich zakladni vlastnosti. Specidlné chceme zminit uplné€ rozepsany
diikaz toho, Ze komplexni ¢isla jako usporadané dvojice redlnych ¢isel spliuji vlastnosti
komutativniho télesa, kteryZzto byva v literatufe Casto odbyt tim, Ze se snadno ukdze
s vyuzitim vlastnosti ¢isel redlnych. Dalsi Cast je pak vénovana komplexnim odmocnindm
z jedné, pricemz je ddna odpovéd na pfirozenou, a pritom méné tradicni, otazku, kdy je
komplexni jednotka komplexni n-odmocninou z jedné pro néjaké piirozené n. Nejveétsi
pozornost je zaméfena na primitivni odmocniny z jedné, a to nejen na to, kdy je zvolend
odmocnina primitivni, ale i na fakt, Ze mnoZina v8ech n-tych odmocnin z jedné s ndsobenim
generovand libovolnou primitivni odmocninou je grupou, kterd je, jak je ukdzano v dalsi
¢asti, izomorfni s grupou vsech zbytkovych tiid modulo n se sCitdnim. Prvni kapitola
je pak zakoncena Casti s n€kolika ryze praktickymi, a ne uplné obvyklymi, tvrzenimi,
ktera uplatnime ve druhé kapitole. VSechna tato tvrzeni jsou dokdzdna, ¢imZ je Ctendr
ochranén od neoblibenych prostych konstatovani béhem vypoctd. Zejména zmifime asi
nejpodstatnéjsi vétu celé prace, tj. Vétu 1.56, a novy zpiisob dikazu vzorce z Lemmatu 1.57
pomoci diferen¢niho poctu.

Druhd kapitola pak podava prakticky vyklad o uZziti komplexnich ¢isel v kombinatorice
na nékolika konkrétnich piikladech. Nejprve se vénujeme onomu sttedoSkolsky znamému
ur¢ovani kone¢nych souctl tvofenych kombina¢nimi &isly, kdy vhodné komplexni ¢islo
vyjadiime jednak v algebraickém tvaru a umocnime uZitim binomické véty, jednak v go-
niometrickém tvaru a umocnime uzitim Moivreovy véty. V dalsi ¢ésti je poté na Ctyfech
prikladech, jejichz feSeni je rozepsano krok po kroku, ukdzano, jak lze vyuzit vySe zmino-
vané izomorfnosti ke stanoveni poctu prvkt konkrétni mnoZiny patiicich do jisté zbytkové
ttidy. Vrcholem celé price je pak posledni ¢ast vénovand oblasti kombinatorické geo-
metrie, ilohdm o pokryvani Sachovnic obecnych rozméri soustavami Sachovnic mensich
zadanych rozméru. V této ¢asti ukazujeme nejen, jak je mozné rozhodovat o existenci za-
plnéni pro konkrétni velikosti Sachovnice a obdélnickii a zadané pozice vynechanych poli,
ale i jak hledat v§echny mozné pozice vynechanych poli pro konkrétni velikosti obdélni¢ka
na obdélnikové Sachovnici obecnych rozmért.

Jsme si védomi toho, Ze problematika uZiti komplexnich ¢isel v kombinatorice touto
praci nebyla plné vycerpdna. O to ndm vSak ani neslo. Cilem této prace bylo ukazat, ze kom-
plexni ¢isla mohou byt v kombinatorice uziteCnym nastrojem, ktery Ize uzit v mnohych,
mnohdy az necekanych, situacich.
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