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Uvod

Tato rigorézni prace pojednava o zékladech vyuziti komplexnich ¢isel v planimetrii,
kdy jsou jimi reprezentovany body a vektory eukleidovské roviny. Hlavni vyhoda to-
hoto netradi¢niho piistupu ke studiu rovinné geometrie ptritom spoc¢iva nejen v kom-
paktnim a prehledném zapise vzajemnych vztahtt mezi body, jejich mnozinami a
vektory, ale pfedevsim v moznosti vyuziti operaci na komplexnich ¢islech definova-
nych, tj. jejich s¢itani a ndsobeni, s jasnym geometrickym vyznamem, ktery je mozné
pri studiu planimetrie plné vyuzit, jak se tato préice snazi ukéizat.

Uvedenému tématu jsem se vénoval jiz ve svych pfedchozich pracich, a sice
v praci bakalarské nazvané Geometrie komplexnich ¢isel a préaci diplomové s na-
zvem Eukleidovskad geometrie v komplexni roviné (|8], resp. [10]). PredloZen4 rigordzni
prace pritom vychazi zejména ze druhé jmenované, je vsak doplnéna o dikazy ele-
mentarnich tvrzeni pochazejici z prace bakalarské, na ktera se diplomova prace pouze
dovolévala jako na diive dokdzand, prip. ta, jez byla brana za zcela samoziejma;
predlozeny text je tedy z tohoto pohledu tuplny. Navic kazda kapitola nové préce
obsahuje fadu mnou dosud neuvedenych tvrzeni, avizovanych v pfehledu na zacatku

kazdé kapitoly. Zaroven je tato prace odleh¢ena o chyby a preklepy, na které jsem byl

N NV,
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mentafe, ktery, jak doufam, napomtze potencidlnimu ¢tenéfi ve snazSim pochopeni
textu. Pro lepsi orientaci méné zkuseného ¢tenare je prace rovnéz, zejména ve svych
uvodnich c¢astech, doplnéna fadou novych obrazku.

Prace se svym pojetim a zpusobem vykladu podobé spiSe textiim urc¢enym stu-
dentim zéakladniho kurzu vysokoskolské matematiky, a je vénovana predevsim tém
z nich, ktefi by si chtéli prohloubit a obohatit svoje dosavadni chapani analytické ge-
ometrie v roviné o tento nevsedni pohled optikou komplexnich ¢isel, jemuz se mnoho
mista v ¢eské matematické literature ani v kurzech vysokoskolské geometrie obvykle

nedostava. Rovnéz by se v kombinaci s prvotni bakalaiskou praci, ktera se na rozdil



Uvob 9

od pfedlozené rigorézni prace vénovala i praktickym otédzkam, mohla stat zdrojem
inspirace a jistého vyukového materidlu do vybérovych seminait pro stredoskolské
ucitele, nebot ani ve stfedoskolské matematice k vyznamnéjsimu spojeni analytické
geometrie v roviné s komplexnimi ¢isly zpravidla prakticky nedochézi, a pokud ano,
spiSe na poli fyziky, elektrotechniky ¢i jinych aplikovanych predmétii.

Samotna prace je rozdélena po vzoru diplomové prace do ¢tyf kapitol. Prvni
viny komplexnich ¢&isel, které v prevazné vétsiné nachéazeji uplatnéni v pozdéjsich
castech textu. Kapitola je oproti mym predeslym pracim doplnéna tvodnim para-
grafem, ve kterém jsou komplexni ¢isla zavedena coby usporadané dvojice redlnych
¢isel a plynule prechazi v propojeni analytické geometrie roviny s algebrou komplex-
nich ¢isel, jez je pro tuto praci zcela zasadni. Vétsina textu prvni kapitoly se zaobira
piimkami a jejich vyznamnymi podmnozinami, kolinearitou t7 riznych bodi, tedy
situaci, kdy tyto body lezi na jedné piimce, a to prostiednictvim délictho poméru
tri riznych kolinedrnich bodi znamého a vyuzivaného v teorii afinnich prostori a
jeho prirozeného rozsiteni na pomér tri rizngch (obecné nekolinearnich) bodi. Po-
zornost je rovnéz vénovana vzajemnym vztahtim dvou piimek, jakymi jsou jejich
rovnobéznost, kolmost a obecnéji odchylka. Na to navazuje dalsi ¢ast kapitoly zamé-
fend na orientované i neorientované thly a jejich miru zavedenou pomoci otoceni.
Kapitolu nakonec uzavira analytické vyjadreni prfimky a kruznice a nékteré pomocné
vysledky s ni souvisejici. Na samy zavér posledniho paragrafu prvni kapitoly je zara-
zeno nové pojednéani o Apolloniové kruznici dvou bodu, jez bude vyuzito v kapitole
druhé.

Druhéa kapitola navazuje vykladem koncyklicity a kolinearity ctyr riznych bodii,
tedy situace, kdy tyto body lezi na jedné kruznici, resp. piimce, k ¢emuz je vyuzito
v planimetrii znamého nastroje, totiz dvojpomeéru ctyr riznich kolinedrnich bodii,
ktery je zde navic, obdobné jako diive délici pomér, rozsifen i na piipad bodi neko-
linearnich. Tato kapitola je dale, stejné jako v diplomové praci, doplnéna o ptvodni
diskusi kladnosti resp. zdpornosti dvojpoméru v piipadé, zZe je redlny, coz, jak bylo
predtim ukazano, je splnéno pouze pro body koncyklické ¢i kolinearni. Zvlastnim
pripadem tzv. harmonické ctverice bodii, jejiz dvojpomér je roven —1, se zabyva zé-
vérecny, v diplomové praci neuvedeny, paragraf druhé kapitoly, kde je mj. odhaleno
pozoruhodné a ne¢ekané spojeni harmonické ¢tverice bodli na pfimce s geometrickou
neboli paprskovou optikou, jez zda se neni Siroce znédmé.

Treti kapitola je pak vénovana zakladnim vlastnostem obecnych trojuhelnikta

Yvoev
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trojuhelniku). Oproti diplomové praci je doplnéna o vétu o stiedu kruznice troj-
thelniku vepsané a stfedech kruznic jemu pripsanych, které hraji vyznammnou roli
v zavérecné kapitole pri studiu kruzZnice deviti bodu. Tteti kapitola navic podrobné
pojednava o podobnosti dvou trojithelniki, nebot ta hraje v planimetrii ilohu jedné
z nejjednodussich a nejvyuzivanéjsich relaci mezi dvéma trojuhelniky.

Konec¢né ctvrta kapitola této prace je kolekei dvanacti vyznamnych vét plani-
metrie a s nimi souvisejicich vysledki dokazanych zde uzitim metod vybudovanych
v pfedchozich kapitolach. Oproti diplomové praci je doplnéna o vcelku naroény dui-
kaz slavné Feuerbachovy véty o dotyku kruznice deviti bodi trojihelniku s kruznici
jemu vepsanou a jemu pfipsanymi, kterd v predchozi praci byla pouze zminéna.
Také ptibyla neptilis zndma Schickova véta s pfimou navaznosti na tvrzeni o exis-
tenci Simsonovy primky. Kazdé z tvrzeni zde uvedenych vét je pritom pro nazornost
ilustrovano nejméné jednim obrazkem. Tyto véty byly vybrany tak, aby co nejlépe
demonstrovaly vyhody, které uziti komplexnich ¢isel v planimetrii mize pfinést. Je
samoziejmé, ze ne vzdy je tento pristup optimalni, zejména v piipadech Tfesitelnych
prostiedky syntetické geometrie v roving, kterym jsem se ve svém vybéru zameérné
vyhnul.

Jesté bych rad upozornil, Ze charakter vysledku préace je vzajemné odliSen uzitim
tT1 riznych nézva tvrzeni, a sice véta, disledek a lemma, kde véta je chapana jako
fundamentalni tvrzeni studované teorie a dusledek jako vyznamné tvrzeni bezpro-
stfedné plynouci z predchozich poznatki, zatimco lemma povazuji za tvrzeni (¢asto
pouhy speciélni pfipad), jehoz hlavnim ucelem je zestru¢nit a zpiehlednit dukazy
pozdéjsich hlubsich vysledk.

V textu je pouzito nékolik standardnich matematickych symboli a oznaceni, je-
jichz vyznam neni tfeba vysvétlovat. Symboly R*, iR*, iR predstavuji po radé mno-
zinu nenulovych realnych ¢isel, mnozinu ryze imaginérnich ¢isel a mnozinu ryze ima-
ginarnich ¢isel doplnénych nulou. Pro uzavienou tusecku s krajnimi body A a B je
ponechano oznaceni pouzité v bakalarské i diplomové praci, a sice [AB], stejné jako
pro vnitiek této usecky, tj. (AB), a otevienou polopfimku s po¢ateénim bodem A a
vnitinim bodem B, tedy (AB. Podobné je ponechana i symbolika pro oznaceni relace
usporadani tii bodi, kdy bod M lezi mezi dvéma body A, B, tedy A — M — B a
miry m(ZB\C') orientovaného thlu ABC. Pro substituci symbolu y za symbol x je
uzito zapisu r — y.

Préace je vysazena systémem TEX ve forméatu HTEX 2¢, obrazky byly pfipraveny

programem Ipe 6.



Kapitola 1
Zakladni teoretické poznatky

V tvodnim paragrafu této kapitoly zavedeme pojem komplexniho ¢isla jakozto uspo-
radané dvojice redlnych cisel, tedy zptisobem béznym ve vétsiné vysokoskolskych
ucebnic zabyvajicich se komplexnimi ¢isly, a pfirozené jej propojime s nejjednodus-
sSimi objekty analytické geometrie roviny, tj. bodem a vektorem, zavedenim pojmu
komplexni soutadnice bodu, resp. vektoru. Vyklad prvniho paragrafu do znac¢né miry
vychézi z intuitivniho pohledu, jeho charakter je tedy ponékud volnéjsi, nez je tomu
v navazujicich c¢astech textu. Dodejme, Ze zavedeni komplexnich ¢isel a operaci
timto splacen jisty dluh.

Jelikoz pfimky jsou vedle samotnych bodu nejzakladnéjsimi objekty geometrie
viibec, nemala ¢ast této kapitoly je vénovano pravé jim. Pojem tsecky, resp. polo-
primky, resp. pfimky je pritom vybudovan za pomoci metrickych vlastnosti roviny.
Mezi prvnimi vysledky je mnozstvi ekvivalentnich podminek kolinearity trojic bodi
vedouci az k pojmu poméru tii rizngch (obecné nekolinearnich) bodi a néasledné
formulaci jednoduché podminky jejich kolinearity v podobé redlné hodnoty jejich
poméru. Poté jsou s vyuzitim vyjadieni skaldrniho soucinu dvou vektori v feci kom-
plexnich ¢isel rozebirany nejjednodussich vzajemné vztahy dvou primek, a sice jejich
rovnobéznost a kolmost, smétujici az k obecnéjsimu pojmu odchylky dvou primek.

V dalsich dvou paragrafech zaméiime svoji pozornost na otazky spojené s ori-
entovanymi i neorientovanymi thly a jejich mirou zavedenou ve spojeni s otocenim
v komplexni roviné a jeho jednoduchym komplexnim zapisem, jenz je jednim z nejza-
kladnéjsich a nejuzivanéjsich néastroju, kterym lze fesit fadu tloh planimetrie pomoci
komplexnich ¢isel. I pfesto, Ze se v nasi praci feSenim tloh pfimo nezabyvame, pova-

Zujeme za podstatné tento konstrukt alespon strucné zminit. O uzitecnosti rovnice

11



1.1. KOMPLEXNI CISLA A JEJICH GEOMETRICKY VYZNAM 12

otoceni se lze presvéd¢it napft. v rigorozni praci [11], p¥ipadné i v praktické ¢asti
bakalarské prace [3, s. 41, 42, 46, 50-55].

V poslednich dvou paragrafech této kapitoly se budeme vénovat analytickému vy-
jadieni dvou nejjednodussich typu kiivek v roviné, a sice piimky a kruznice. Kromé
komplexni rovnice primky urc¢ené dvéma ruznymi body uvedeme i fadu ekvivalentnich
podob zapisu komplexni rovnice piimky. Zaroven zde odvodime tvar komplexnich
rovnic dvou specialnich typu piimek, a to kolmice vedené na piimku danym bo-
dem a osy tsecky, které naleznou mnoho vyuziti v poslednich dvou kapitolach prace.
Nasledné odvodime tvar komplexni rovnice obecné kruznice a tvar komplexnich rovnic
pfimek s kruznici spojenych (seéna a tecna kruznice), pfi¢emz se omezime na jed-
notkovou kruznici se stfedem v pocatku soustavy komplexnich soufadnic, nebot ta
zéveér této kapitoly jsme oproti diplomové préci zaradili nové pojednani o Apolloniové
kruznict dvou bodi, jehoz uziteénost dolozime v navazujici kapitole.

Dodejme, Ze tato kapitola je kombinaci prvni kapitoly diplomové prace s teo-
retickou ¢asti prace bakalaiské. Bylo pfitom tfeba sjednotit formu obou texti a
podstatnym zpisobem pozménit poradi i logickou strukturu paragrafi, ze kterych
sestava, s ohledem na vlastni vyvoj a pochopeni problematiky autora.

Prvni kapitola pfitom prvotné z velké ¢asti vychazi z knihy [0, s. 53-65], ktera
poslouzila jako zdroj paragrafi 1.2, 1.3, 1.7 a 1.8, publikace [3, s. 12-20] pak inspi-
rovala psani paragrafi 1.5, 1.6, 1.9 (zde spoleéné s knihou [I, s. 58 a 59]) a 1.10
(Cerpali jsme vysledky souvisejici s jednotkovou kruznici). Publikace |2, s. 3-5, 13,
14 a 17, 106-108] se stala podkladem pro paragrafy 1.1 a 1.4.

1.1 Komplexni cisla a jejich geometricky vyznam

Definice 1. Komplexnim ¢islem z rozumime uspotrdadanou dvojici (a,b) realnych
¢isel a, b. Pritom redlné ¢islo Rez := a oznacujeme jako jeho redlnou cdst, realné

¢islo Im 2z := b nazyvame jeho imagindrni cdsti.

Z této definice primo plyne, ze dvé komplexni ¢isla (ay, as), (b1, by) se sobé rovnaji
tehdy a jen tehdy, kdyz se rovnaji jak jejich redlné, tak imaginarni ¢asti, tj. a; = by
a zaroven a, = bs.

Na mnoziné C := R? vech komplexnich ¢isel zavadime operaci séitani + a naso-

beni - dvou komplexnich ¢isel (ai,as), (b1, by) pomoci stejnojmennych operaci defi-
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novanych pro redlna cisla vztahy:

(a1, az2) + (by,be) = (a1 + by, as + ba), (1.1)
(a1,a2) : (51752) = (fh by —as- 52,611 ~by + ay - bl)- (1-2)

Pozndmka. Upozornéme, ze symbol + je v prvnim zapise pouzit ve dvou vyznamech.
Jednou jako znak nové zavadéné operace s¢itani na mnoziné vSech komplexnich ¢i-
sel, podruhé jako symbol pro obycejné s¢itani realnych cisel, podobné i v pripadé
znaku - ndsobeni komplexnich i redlnych ¢isel. Neni ovSem bézné ani tcelné symboly
téchto dvojic operaci od sebe odlisovat, nebot z kontextu bude vzdy ziejmé, na ktera
mnoziné se dand operace provadi (jak vzapéti ukdZzeme, neni takové rozliseni ani
nezbytné).

Dohodnéme se navic, ze nebude-li hrozit nebezpe¢i nedorozuméni, budeme v dal-
sim symbol - v zapise operace nasobeni (komplexnich) ¢isel podle potieby vynechavat,

tj. budeme psat ab namisto a - b apod.

Vsimnéme si, Ze pro specidlni komplexni ¢isla tvaru (¢,0), kde ¢ € R, plati:
(a,0) + (b,0) = (a +b,0) a (a,0)-(b,0) = (ab,0).

Komplexni ¢isla tohoto typu se tedy s¢itaji i nésobi stejnym zptsobem jako ¢isla
realna. Je tedy prirozené kazdé komplexni ¢islo tvaru (¢,0) ztotoznit s redlnym ¢is-
lem t (zejm. (0,0) = 0). Oznacime-li navic komplexni ¢islo (0,1) symbolem i, lze

kazdé komplexni ¢islo z = (a, b) vyjadfit jako
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) =a+bi = Rez+ilm z.

O tomto zapisu komplexniho ¢isla z = (a, b) pak hovotime jako o algebraickém tvaru
komplezniho ¢isla z. P¥itom o komplexnim ¢&isle i := (0,1) se budeme vyjadiovat
jako o imagindrni jednotce!.

Kazdé komplexni ¢islo, které neni readlné neboli ma nenulovou imaginérni ¢ast,
se nazyva cislo imagindrni. Komplexni ¢isla tvaru (0,t) = ¢i, kde t je realné ¢islo
riazné od nuly, pak oznacujeme jako ¢isla ryze imagindrni a mnozinu vsSech ryze
imaginarnich ¢isel zna¢ime symbolem iR*. Odtud a z predchoziho je také ziejmy

divod pro zavedené pojmenovani realné a imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla.

17Zejména, v elektrotechnice se lze setkat s oznacenim imaginarni jednotky symbolem j, nebot
pismeno i, resp. i, zde obvykle vystupuje ve vyznamu (okamzité) hodnoty elektrického proudu.
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Uvazujme libovolné komplexni ¢islo z = a + bi a oznatme —z = —a — bi a

! el ag—j’rbgi. Uzitim zakladnich

vlastnosti operaci s¢itdni a nasobeni definovanych na mnoziné R vSech redlnych ¢isel

pokud navic z # 0, zavedme oznaceni z~

(viz [2, s. 1]) se snadno ovéTi, Ze vyse zavedené operace s¢itani a nasobeni na mnoziné

komplexnich ¢isel spliuji nasledujicich devét vlastnosti:
1. V21,20 € C: 2y + 29 = 29 + 21
2. Vz1,20,23 €C: (21 + 20) + 23 =21+ (220 + 23) ;
3.VzeC: 24 0=z
4. VzeC: z+ (—2) =0
5. V21,20 €C: 21 - 29 = 29 - 215
6. Vz1,20,23 € C: (21 29) - 23 =21 - (22 23) ;
7. Vz2eC:z-1=z
8. V2e€C,z#0:2-271 =1;
9. Vz1,20,23 € C: 21 - (20 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23.

Pozndmka. Prvni ¢tyfi vlastnosti po fadé fikaji, Ze operace s¢itani je na mnoziné
vSech komplexnich ¢isel komutativni, asociativni, ze vzhledem k této operaci na ni
existuje neutrdlni prvek 0 = 0 + 0i a ke kazdému komplexnimu ¢islu z existuje
na C vzhledem k operaci + prvek inverzni, kterym je ¢islo —z nazyvané c¢islo opacné
k cislu z; TfikdAme, Zze mnozina komplexnich ¢isel tak spolu s operaci sc¢itani tvori
tzv. komutationi grupu.

Dalsi ¢tverice vlastnosti pak znaci, ze rovnéz mnozina vSech nenulovych komplex-
nich ¢isel je s operaci ndsobeni komutativni grupou, kde roli neutralniho prvku hraje
¢islo 1 = 1 4 0i a inverzi ke kazdému nenulovému komplexnimu ¢&islu predstavuje
¢islo 271, které pojmenovavame jako ¢islo inverzni k ¢islu z.

Toto vsSe spolu s devatou vlastnosti, tzv. distributivnim zdkonem, znamena, Zze
mnozina komplexnich ¢isel s operacemi s¢itani a nasobeni tvoii tzv. komutativni
téleso.

Dohodnéme se, Ze podobné jako tak ¢inime v piipadé realnych ¢isel, budeme zapis
21 + (—29) nahrazovat strucnéjsim vyjadienim z; — z; a budeme hovofit o rozdilu
dvou komplexnich &isel, a zapis 21 - 2, * vyjadienim z; - i, resp. Z-, pfitom hovorime
o podilu dvou komplexnich ¢isel (kde z musi byt nenulové).
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Dodejme jesté, ze vztah (1.2) pro soucin dvou komplexnich ¢isel ay + asi, by + boi

méa v algebraickém tvaru snadnéji zapamatovatelnou podobu
(CLl —+ CLQi) . <b1 -+ le) = Cblbl —+ alei -+ alei —+ CL2b2i2 = a1b1 — CLQbQ —+ ((Ile + (Igbl) i,

kde jsme kromé vysSe uvedenych zakonitosti pro pocitani s komplexnimi ¢isly vyuzili
snadno ovéfitelné rovnosti i2 = —1. Tedy komplexni ¢isla zapsana v algebraickém
tvaru se nasobi (a ziejmé i s¢itaji) jako dvojcleny.

S libovolnym komplexnim ¢&islem z = a + bi je$té spojujeme komplexni ¢islo
zavedené vztahem Z := a — bi a nazyvame jej cislo komplexné sdruZené k cislu z. Je

pritom zfejmé, Ze pro libovolné komplexni ¢islo z potom plati

z2+zZ z2—Z
Rez = , Imz = - 1.3
2 2i (13)
Neni dale slozité ovérit, ze pro takto zavedeny pojem plati vztahy:
z=Ze z€R, z=—-%z <z €iR =iR* U {0},

- Z 1 (1-4)

21+ 2 =7 + %, Z- =72 % A (—1>::1 pro zy # 0.

22 22

Pro sou¢in komplexné sdruzenych ¢isel z a Z dostavame
z-Z=(a+0bi)-(a—bi)=a*+0b

Jedné se tedy vzdy o nezaporné realné ¢islo, jez je nulové pouze v situaci, kdy z = 0,

je tudiz zarucena korektnost nasledujici definice:

Definice 2. Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z = a + bi nazyvame cislo defi-

nované vztahem |z| := v/z - Z = Va2 + b2.

Je snadné se presvédcit, ze pro pravé zavedené realné ¢islo jsou zachovana pravidla

pro pocitani s absolutnimi hodnotami zndmé z realného oboru:

al_ lal pro zy # 0. (1.5)

2#0& 2] >0, |21-2] =|2] |22] a =l
2

Z9

Komplexni ¢islo z, jehoz absolutni hodnota je rovna jedné, tj. plati pro néj 2z = 1,
nazyvame komplexni jednotka.
Zasadni vyznam pro zavedeni vzdélenosti dvou bodt roviny v néasledujicim para-

grafu 1.2 a budovani zékladnich planimetrickych pojmu (tsecka, poloptimka, pfimka)
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v paragrafu 1.3 bude mit nasledujici lemma, zndmé i v redlném oboru pod nazvem

trojuhelnikovd nerovnost:

Lemma 1. Pro libovolnd komplexni c¢isla zy, zo plati
|21 + 22| < |21| + |22, (1.6)

pricemz rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ alespon jedno z cisel zy, z je

nulové nebo jsou obe nenulovd a jejich podil Z- je redlné kladné cislo.

Dikaz. Podle Definice 2 a ziejmé nerovnosti Rez < |z| platné pro libovolné kom-

plexni ¢islo z mame

|21 + 22‘2 = (21 + 22) (21 + 22) = (221 + 22) (Z_1+Z_2) = 2121 + 21%2 + 2122 + 2922 =

=|a1|* + 2Re (21:) + |2* < |21 + 2 |z120] + |22)* = (J2a] + | 22))°,

odkud po odmocnéni dostaneme dokazovanou nerovnost (1.6) (jejiz obé strany jsou
vzdy nezaporné, proto je tento obrat ekvivalentni).
Zbyvé tak ovérit tvrzeni o rovnosti obou jejich stran. Z uvedeného vypoctu do-

stavame, ze ona rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
2Re(2173) = 2|21 22| neboli 2175 + Z120 = 24/ 21212273 (1.7)

Predevsim je jasné, ze posledni podminka stejné jako rovnost v (1.6) plati v situaci,
kdy z; = 0 nebo 2z, = 0. Pfedpokladejme tedy dale, ze z; # 0 # 2z, pii splnéni

podminky (1.7), kterou postupné upravujeme:

22 | 2.2 —
21%Z9° + 221212079 + 71 25 = 4217129723,
22 — | =22
217Z9° — 22721707 + 717 25 = 0,
= )2 —
(2’122 —212’2) =Y,

2123 = Z1%2.

Jelikoz jsme predpokladali, ze z5 # 0 (a z; # 0), dostaneme odtud podminku

21

2 = <ﬁ> neboli &l e R*.
22 22 z2 22
Tedy pokud v uvedené situaci plati (1.7), je podil 2 redlny (a nenulovy). Uprava

umocnéni na druhou, kterou jsme pfi ditkazu této implikace vyuzili, je ekvivalentni
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upravou jediné v situaci, kdy obé strany rovnosti (1.7) maji stejné znaménko, vzhle-
dem k jeji pravé strané, kterd je pro nenulova z; a zy vzdy kladna, je jim plus.

Oznacime-li k = 2t € R*, dostaneme pro levou stranu rovnosti (1.7)
0% + T = k2% + kZaze = 2k |Z2|2 .

Rovnost (1.7) mé tedy smysl jen pro k = = > 0, kdy vSechny upravy v provedeném

vypoctu jsou ekvivalentni, a tim je ditkaz hotov. Q.E.D.

Klicovym tkolem nasi prace je interpretovat komplexni ¢isla coby body, resp. vek-
tory v roviné. Ze zakladni skoly jsme zvykli chapat realna cisla jako body piimky,
ciselné osy. Komplexni ¢isla se v8ak, na rozdil od redlnych, sestavaji ze dvou nezavis-
lych slozek s uréenym potradim. Je proto nanejvys prirozené reprezentovat komplexni
¢islo 2z = a + bi bodem M v roviné uréenym soufadnicemi v jistém kartézském? sou-
fadnicovém systému jako M [a, b] a naopak (obr. 1.1).

Komplexni ¢islo 2z = a + bi takto pridruzené bodu M budeme déle oznacovat
jako komplexni soutadnice bodu M. Je ziejmé, Ze toto pfifazeni je (pfi pevné za-
daném soutradnicovém systému) vzajemné jednoznaéné, tedy jednomu komplexnimu
¢islu odpovida praveé jeden bod roviny. Vzajemnou piislusnost bodu M ke komplex-
nimu ¢islu z, bude-li nutné nebo ucelné ji explicitné zdiiraznit, budeme vyjadiovat

zapisem M (z).

A A
Re Y
be--—---- o b e~ M
0 ZL Imr 0, ZL x -

Obrazek 1.1

Rovinu, jejiz body pokladame za obrazy komplexnich ¢isel, nazyvame rovinou

komplexnich ¢isel, cast&ji viak Gaussovou® rovinou. PridruZenou (kartézskou) sou-

2Tj. bézném pravothlém systému se stejnym méfitkem na obou osach. Piivlastek ,kartézsky*“
budeme v dalsim obvykle vypoustét, nebot jiné systémy v praci neuvazujeme.

3Carl Friedrich Gauf (1777-1855) — némecky matematik a fyzik, jeden z nejvétsich matema-
tikd v8ech dob.
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stavu soufadnic budeme v této praci nazyvat soustava komplexnich souradnic, na jeji
osy x, y se pak budeme odkazovat jako na redlnou a imagindrni osu v tomto poradi.

Komplexnim ¢isltim lze jednoznacéné prifadit nejen body, ale také vektory v ro-
viné. Pokud 4 = (a,b) je souradnicové vyjadieni vektoru v jisté ortonormalni* bézi
(na obr. 1.1 jsou jednotkové vektory baze oznaceny €, f), je prirozené priradit mu
komplexni ¢islo z = a + bi, které budeme dale nazyvat komplexni souradnice vek-
toru 4. Stejné jako u bodiu roviny, budeme v ptipadé potieby vzajemnou prislusnost

vektoru « ke komplexnimu ¢&islu 2z vyjadfovat zapisem @ (2).

Poznamka.

1) Pocatku O soustavy komplexnich soufadnic piislusi ziejmé komplexni souiad-

nice 0 (obr. 1.1), stejné tak i nulovému vektoru 0 = (0, 0).

2) Jsou-li @ (u), v (v) vektory a t je realné &islo®, pak vektory o 4 ¥ a t0' maji zfejmé
komplexni soufadnice u+ v a tv v tomto pofadi (na obr. 1.2 je nazna¢eno mj. po-
uziti zndmého rovnobéznikového pravidla pro soucet dvou vektori, resp. komplex-

nich &isel).

Obrazek 1.2

3) Necht a = aj + asi, b = by + bsi jsou po fadé komplexni souradnice bodu A, B.
Vime, ze body A, B jednoznac¢né urcuji vektor 1@ s pocateénim bodem A a kon-

covym bodem B (obr. 1.3). Tomuto vektoru (povazujeme-li jej za volny) pfitom

4Tj. pravouhlé s jednotkovymi vektory béze.
5V tomto kontextu zejm. ve fyzice oznadované slovem skaldr odvozeného z latinského ,,scala“
¢ili zebrik, schody, stupnice apod. Téhoz ptivodu je i bézné uzivané slovo ,,skila“.
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prislusi komplexni soutadnice b — a. Opravdu, plati totiz

AB = A0 + OB = OB — OA = (b1, bs) — (ar, az) = (by — ar, by — as).

B(b)

OB ()

N u(b—a)
\

R " 0A (—a)

Obrazek 1.3

4) Je-li A (a) bod a @ (u) vektor, pak ziejmé bodu A" = A+ (tj. bodu A posunutému

o vektor ) prislusi komplexni soufadnice a + u (obr. 1.4).

A A'(a+u)

4 \
S0

Obrazek 1.4

5) Uvazujme bod A roviny s komplexni soutadnici z = a + bi. Z Definice 2 absolutni

hodnoty |z| komplexniho ¢isla z dostavame, ze

1zl =Vz-Z=/(a+bi) - (a — bi) = Va2 + 12,
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coz rovnéz predstavuje vyjadieni vzdalenosti » bodu A [a,b] od pocatku O sou-

stavy soutadnic znamé z analytické geometrie roviny.

Popsana geometricka interpretace komplexnich ¢isel s sebou mj. pfinasi jesté je-
den, casto vyuzivany a uzitecny tvar jejich zapisu. Kazdé nenulové komplexni ¢islo z

lze totiz psat v tzv. goniometrickém (polarnim) tvaru
z =71 (cosp +isingp), (1.8)
kde r = |z| (obr. 1.5) a realné ¢islo ¢ vyhovuje rovnostem

CoSp = —— singp = —— (1.9)

Rez Imz
2] E

Toto realné ¢islo ¢ nazyvame argument komplexniho ¢isla z a znac¢ime jej arg z.

A
Im
z
R ¢ Imz
E r=|z|
| \so
Rez 0 Re

Obrazek 1.5

Argument (nenulového) komplexniho ¢isla ziejmé neni uvedenymi rovnostmi
urceny jednoznac¢né. Pokud totiz néjaké realné ¢islo ¢y vyhovuje obéma rovnos-
tem (1.9), spliwji je i ¢isla ¢ = @ + 2k, kde k je libovolné celé ¢islo, a zadna jina.
Abychom se této mnohoznacnosti vyhnuli, sta¢i si napf. zvolit libovolny polouza-
vieny interval realnych ¢isel délky 2n, na némz budeme argumenty komplexnich
¢isel dale uvazovat. Nebude-li feceno jinak, budeme proto v dalsim pouzivat pouze

takovy argument® arg z komplexniho ¢isla z, pro néjz plati —x < arg z < .

Poznamka.

1) Uvédomme si zfejmou skutecnost, ze pro ¢t € R* plati ¢ > 0 tehdy a jen tehdy,

kdyz argt = 0 a t < 0, pravé kdyz argt = —n. Ze zpisobu zavedeni argumentu

6Né&kdy se tento argument upfesiiuje piivlastkem hlavns.
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nenulového komplexniho ¢isla z je zaroven vidét, ze nasobenim realnym kladnym

¢islem ¢ > 0 se jeho argument neméni, tj arg (tz) = arg 2.

2) Relaci ¢ = ¢ + 2kn, k € Z, budeme v podobnych piipadech struéné zapisovat
¢ ~ o a budeme se na ni v ptipadé potieby odkazovat jako na kongruenci (dvou)

redlnijch cisel @, ©o pri modulu 2.

Pro aplikace komplexnich ¢isel v planimetrii hraje zasadni tlohu geometricky
vyznam jejich nasobeni a déleni. Je mozné odvodit (viz [2, s. 20, resp. 36 a 37]), ze

pro dvé nenulova komplexni ¢isla z; = 71 (cos 1 +1isingy), 2o = 79 (cOS s + isin @y)

plati
21+ 29 =11 - o [cos (p1 + a) +isin (1 + ¢2)] (1.10)
neboli
|21+ 20| =11 - 1o a arg (21 - z9) ~ arg z; + arg z» (1.11)
a
= leos (o1~ ) +isin (91— )], (1.12)
.
G g a argﬁ ~ arg z; — arg 2. (1.13)
Z2 ) <2

Pritom rovnosti absolutnich hodnot soucinu a podilu dvou komplexnich ¢isel jsou
v souladu s pravidly (1.5) pro po¢itani s absolutnimi hodnotami komplexnich ¢isel

uvedenymi na str. 15.

Dohodnéme se, Ze od této chvile budeme komplexni soutfadnice vsech bodi zna-
¢enych velkymi pismeny latinské abecedy oznacovat jim odpovidajicimi pismeny ma-
Iymi, nebude-li feceno jinak, pri¢emz bude-li tfeba pouzit pro odliseni bodi dolni,
resp. horni, indexy, budeme je pii znaceni jim piislusejicich komplexnich soufadnic
zachovavat. Podobné komplexni souradnice v8ech vektorii znacenych malym latin-
skym pismenem s horni vodorovnou sipkou budeme znagcit tymz pismenem bez Sipky.
Zavedme jesté umluvu, Zze body s komplexné sdruzenymi soufadnicemi k soufadni-
cim puvodnich bodu znacenych velkymi latinskymi pismeny budeme znacit stejnymi
pismeny doplnénymi o horni vodorovny pruh. Nasi posledni amluvou bude, Ze ve for-
mulacich vét a definic nebudeme uvadét predpoklad, ze zkoumané body i dalsi itvary

lezi v roviné, jez interpretujeme jako rovinu komplexnich ¢isel.
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1.2 VzdAalenost dvou bodu

Pomoci absolutni hodnoty komplexniho ¢isla, kterou jsme zavedli v Gvodnim para-
grafu préce, 1ze definovat vzdalenost dvou bodu (v roving) tak, Ze bude mit ocekavané
vlastnosti zndmé ze stredni skoly. Zaroven ukazeme, ze uvedena definice presné od-
povida znamému vztahu pro vyjadieni eukleidovské” vzdalenosti bézné z analytické

geometrie roviny.

Definice 3. Necht A a B jsou dva body. Jejich (eukleidovskou) vzdalenost |AB|
zavadime vztahem

|AB| == [b—al. (1.14)

Ze takto zavedend vzdalenost dvou bodi méa ofekavané vlastnosti charakterizujict
metriku na daném metrickém prostoru (v tomto ptipadé na C) ukazuje nasledujici

véta:

Véta 1. Zobrazeni p : C* — R definované predpisem
pla,b) = [b—al (1.15)

splnuje vSechny axiomy metriky:

1) aziom nezdpornosti a totoZnosti:

p(a,b) >0 pro viechna a,b € C, pFicemz p (a,b) =0 < a =0 (1.16)

2) axiom symetrie:
p(a,b) = p(b,a) pro vSechna a,b € C; (1.17)

3) trojuhelnikovou nerovnost:
p(a,b) <p(a,c)+p(c,b) pro viechna a,b,c € C. (1.18)

Pritom rovnost v (1.18) nastane pravé tehdy, kdyz je bud a = ¢ nebo b = ¢, nebo

existuje kladné redlné cislo k takové, Ze

c—a=kb-c).

" Jelikoz zadné jiné vzdalenosti v praci nezmiiiujeme, budeme piivlastek ,eukleidovska® v dalsim
obvykle vypoustét.
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Diikaz. Platnost vztahi (1.16) a (1.17) je zfejma. Splnéni trojihelnikové nerov-
nosti (1.18) neboli

b—al=llc=a)+ (b= <|c—al+]b—c,

pak plyne z Lemmatu 1, str. 16, polozime-li v nerovnosti (1.6) 21 = c—a a z, = b—c.

Odtud také dostaneme tvrzeni o pfipadné rovnosti v (1.18). Q.E.D.
Pozndamka.

1) Ozna¢me a = a; + asi a b = by + byi komplexni soufadnice bodua A, B v tomto

poradi. Z Definice 2 absolutni hodnoty komplexniho ¢isla plyne, ze

b—a] = |(br — ar) + (bs — a2) | = /(b1 — @1)® + (bs — @),

coz predstavuje znamé vyjadieni vzdalenosti dvou bodiu se soufadnicemi [ag, as]
a [by, bo], tj. bodi A a B, v eukleidovské metrice.

2) Vztah (1.14) zaroven vyjadiuje normu H@H vektoru AB.

1.3 Usecky, polopfimky a piimky

V predchozim paragrafu jsme zavedli vzdalenost libovolnych dvou bodu roviny. Jak
nyni ukdzeme, je mozné na jejim zakladé s vyuzitim relace usporaddni t7i bodi (je-
den bod lezi mezi dvéma dalsimi) vybudovat pojem usecky, polopfimky a nakonec i

primky samotné.

Definice 4. Necht A a B jsou dva ruzné body. Rekneme, ze bod M lezi mezi body
A a B, pokud m # a, m # b a plati nasledujici rovnost:

|m —a|+|b—m|=|b—aql. (1.19)

Pro tuto relaci uzivime oznaceni A — M — B.
Mnozina (AB) := {M | A— M — B} se nazyva vnitiek isecky urcené body A, B.
Mnozinu [AB] := (AB) U{A, B} nazyvame useckou s krajnimi body A, B.

Pozndmka. Podle definice je evidentni symetrie A — M — B< B — M — A.
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Véta 2. Predpoklddejme, Ze A a B jsou dva rizné body. Pak pro kazdiy bod M jsou

ndsledugjici tvrzeni ekvivalentni:

1) M € (AB);

2) existuje kladné redlné ¢islo k takové, Ze m —a =k (b — m);

3) existuje redlné c¢islo t € (0, 1) takové, Ze m = (1 —t) a + tb;

4) existugi kladnd redlnd cisla N\, As takovd, Ze Ay + Aa = 1 a plati m = Aja + Aqb.

Driikaz:

»1) © 2)“ Podle Definice 4 plati M € (AB) & |m—a|+[b—m| =|b—al a
zarovenn m # a, m # b, tj. (podle tvrzeni o rovnosti v trojihelnikové nerovnosti
z Véty 1) existuje realné ¢islo k > 0 takové, ze m —a =k (b —m).

,2) < 3) < 4)¢ Polozme pro k > 0t = Hik € (0,1) neboli k = & > 0
pro t € (0,1). Pak dostavame

Lk,
T+k 11k

m—a=k(b—m)<sm=

¢ili m = (1 —t)a + tb. Polozime-li dile A\; = 1 — ¢ a Ay = ¢, dostaneme zaroven
platnost ekvivalence 3) < 4). Q.E.D.

Pozndmka. Pojmy vnitiku tsecky (AB) s krajnimi body A, B a tsecky [AB] urfené
témito body zavedené Definici 4 pfesné odpovidaji bézné predstavé o téchto geome-
trickych objektech, nebot podle pravé dokazané véty plati M € (AB) tehdy a jen
tehdy, kdyz existuje kladné realné ¢islo k takové, ze m —a = k (b —m) (viz obr. 1.6,

kde k = 2).

Obrazek 1.6

Dodejme, Ze realna dcisla Ay, Ao z pravé dokdzané véty maji svij jasny fyzi-
kalni vyznam. UvaZzujeme-li totiz, ze body A, B jsou hmotnymi body® o hmotnos-

tech my, ms v tomto poradi, pak téziste, resp. hmotny stied, této soustavy dvou

8Hmotny bod ve fyzice pfedstavuje nejjednodussi model realného télesa uzivany v situaci, kdy
rozméry télesa nehraji ve zkoumaném ¢i popisovaném jevu podstatnou roli. Formalné se jedna
o bodovy objekt, jemuz pfisuzujeme urcitou (kladnou) hmotnost.
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hmotnych bodi lezi podle zptisobu svého zavedeni uvadéného v zékladnim kursu

mechaniky (viz napf. [0, s. 209]) v bodé M o komplexni soufadnici
b
PRLL Ul L S L S L S S W W
my + Mo mi + ma my + Mo

Cisla A1, A\s z tohoto vztahu pak evidentné spliwji podminky z 4) pravé dokazané
véty a predstavuji tak po rfadé pomeérné hmotnosti hmotnych bodiu A, B vzhledem
k celkové hmotnosti m; + ms soustavy.

Dodejme, ze koeficienty A;, Ay uvedenych vlastnosti jednozna¢né urcuji polohu
bodu M na vnitiku tsecky [AB]. Rikame pak, Ze bod M je urcéen svymi barycent-

rickymi® souradnicemi A, Ao vzhledem k bodim A, B.

Definice 5. Necht A, B jsou dva rizné body. Mnozinu (AB :={M |A— M — BV
VM =BV A— B— M} nazveme otevienou poloprimkou s pocdtecnim bodem A a

vnitinim bodem B.

Véta 3. Predpokladejme, Ze A a B jsou dva rizné body. Pak pro kazdyj bod M jsou

ndsledugici tvrzeni ekvivalentni:
1) M € (AB;
2) existuje kladné redlné cislo t takové, Ze m = (1 —t) a + tb;

3) arg (m —a) = arg(b—a);
m—a
A
Diikaz:
,1) = 2)“ Predpokladejme, ze plati 1), tedy A — M — B nebo M = B nebo
A — B — M. Splyvaji-li body M a B, pak m = b = (1 — 1) a + 1b, tedy tvrzeni 2)
plati pro ¢t = 1. Pokud v8ak M # B, pak podle Véty 2 existuji realna ¢isla ¢,1 € (0, 1)
takova, ze bud m = (1 —t) a + tb, anebo b = (1 — [) a + Im. V prvnim piipadé jsme

eRT.

hotovi, ve druhém vyjadieme m jako

1 1
m = <1—7>a+jb:(1—t)a+tb,

kde jsme polozili t = % € (1, 00), tedy plati 2).

9Barycentrum — slovo starofeckého piivodu (,,barys® — t&zky; ,kentron — bod, hrot) oznacujici
hmotny stfed zejm. ve fyzice a astronomii.
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»2) = 3)“ Zrovnostim = (1 —t)a+1tb,t >0 plyne, Ze m—a=1t(b—a),t >0,
odkud je s prihlédnutim k a # b ihned patrné, ze m # a a arg (m — a) = arg (b — a)
(viz poznamku ze str. 20).

ze druhého

»3) = 4)“ Predpokladejme, ze plati 3). Pro nenulové ¢&islo 2

ze vztaha (1.13), str. 21, dostavame

m—a

b—a

arg ~ arg(m —a) — arg(b —a) = 0.

Protoze viak arg =% € (—m; 1), mame pifmo arg =% = 0 neboli =% € R* (opét
podle poznamky uvedené na str. 20).

»4) = 1)“ Necht plati 4). Oznacme t = =2 € R*. Vyjadienim ¢isla m dostaneme
m=a+t(b—a)=(1—t)a+1tb,t > 0. Pokud ¢t € (0,1), pak z Véty 2 dostavame
M € (AB) C (AB. Jestlize t =1, pak m =ba M = B € (AB. Konec¢né, je-li t > 1,
pak polozenim | = % € (0,1) dostaneme b = (1 — ) a + Im, coz podle zminéné véty
znamend, ze A — B — M, a tedy M € (AB. Q.E.D.

Definice 6. Necht A a B jsou dva rtuzné body. Uvazujme bod C, pro ktery plati

C — A — B. Potom primkou urcenou body A, B rozumime mnozinové sjednoceni

AB = (AC U {A} U (AB.

Véta 4. Predpoklidejme, Ze A a B jsou dva rizné body. Pak pro kazdiy bod M jsou

ndsledugici tvrzeni ekvivalentni:

1) M lezi na primce AB;

2)

m—a
b—a

€R;
3) existuje redlné cislo t takové, Ze m = (1 —t) a + tb;

4) existugi redlnd ¢isla M, Ag takovd, Ze Ay + Ao = 1 a plati m = A\ja + A2b;

m—-—a m-—a
5) _ =0;
b—a b—a
m m 1
6) | a a 1|=0
b b 1
Diikaz:

»1) < 2)“ Podle Definice 6 mame M € AB < (ACU{A}U(AB, kde C—A—B,
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tj. podle Véty 3 plati =% € R™ nebo m = a nebo 3=* € R™. Pokud nastane posledni

vypsany piipad, jsme hotovi. Jestlize m = a, mdme 7= = 0 € R. V situaci, kdy plati
M € (AC, tedy =2 € R", dostaneme z relace C' — A — B, tj. A € (BC) a Véty 2

zaruku existence kladného realného cisla k takového, 7ze a — b = k(¢ — a) neboli

existuje zaporné realné ¢islo ¢ = —k, pro né&jz plati b — a = ¢ (c — a). Cislo 7=* lze
potom vyjadrit jako 7= = ﬁ, které je pii splnéni podminky 2=% € R realné

a zaporné. Opac¢nou implikaci zfejmé obdrzime zpétnym rozborem situace podle

m—a

b—a
Ekvivalence ,,2) < 3) < 4)“ se dokazi stejnym a ziejmym zpusobem jako obdobné

znaménka zlomku . Dohromady tak dostdvame platnost dokazované ekvivalence.

ekvivalence z Véty 2.

»2) € 5) ¢ 6)°. Ziejmé plati 7= € R & 7=2 = (T_‘;) = ?__g, coZ lze v situaci

a # b zapsat ekvivalentné jako
(m—a)(b—a) — (m—a)(b—a) =0.

Posledni rovnost je v8ak totozna s rovnosti z 5) po rozepséani v ni vystupujiciho deter-

minantu, tedy plati 2) < 5). Navic ze znamych pravidel pro pocitani s determinanty

plyne, Ze
m m 1 m—a m—a 0 _
m—a M—a
a a 1|=0% a a 11=0& _ =0.
_ _ b—a b-—a
b b 1 b—a b—a 0
Plati tak i posledni ekvivalence 5) < 6) a dikaz je hotov. Q.E.D.

Pozndmka. Podobné jako v pozndmce uvedené na str. 24 za ditkazem Véty 2 hovotime
o realnych ¢islech A\;, Ay z pravé dokézané véty jako o barycentrickych souradnicich
bodu M € AB vzhledem k bodum A, B. Jejich fyzikalni vyznam pfitom ztstane za-
chovan, pripustime-li ponékud nefyzikalni moznost nekladnych hmotnosti nékterého
z hmotnych bodu A, B.

1.4 Kolinearita a pomér tii bodu

V teorii afinnich prostorti nad R hraje vyznamnou roli pojem délicitho poméru trojice
ruznych kolinearnich (tedy lezicich na jedné p¥imce) bodi A, B, C, jenz je definovan
jako realné ¢islo A z rovnosti 1@ =\ B? .V pfipadé koplandrnich (tj. nalezejicich

jedné roving, ne nutné kolinearnich) vektori muzeme rovnost pro piislusné komplexni
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soufadnice ¢ —a = X (¢ — b) splnit komplexnim ¢islem A a mluvit tak o (délicim) po-
meéru trojice raznych bodu A, B, C'i v pfipadé, kdy nejsou kolinearni. Jak se pozdéji
ukaze (Véta 33, str. 97), pro trojice nekolinearnich bodi mé takové komplexni ¢islo A
vyznamnou geometrickou roli. Pro tento zobecnény pojem neni v ¢eské matematické
terminologii patrné ustéleny nazev. Protoze piivlastek ,,délici” méa vyrazné kolinearni
podtext, nebudeme ho v obecné situaci radéji pouzivat a zavedeme tak nasledujici

termin:

Definice 7. Necht A, B, C' jsou tfi navzajem ruzné body. Komplexni ¢islo

c—a
c—b

(C;A,B) = (1.20)

nazyvame pomérem bodi A, B, C'. V piipadé kolinearnich bodiu A, B, C' mluvime
o tomto ¢isle jako o jejich délicim pomeéru.
Pozndmka.

1) Geometricky vyznam poméru (C; A, B) je nasledujici. Jeho absolutni hodnota
je zfejmé rovna pomeéru vzdalenosti bodu A, C' a bodu B, C' a jeho argument
se rovnd mife orientovaného thlu ECT‘L o které podrobné pojedname v para-

grafu 1.8.

2) Vsimnéme si, Ze diky podminkdm a # b, b # ¢, a # ¢ je pomér (C; A, B) vzdy

definovan, a to tak, ze je ruzny od 0 i od 1.

Z kazdych tii raznych bodu A, B, C lze ziejmé sestavit 3! = 6 poméru. Z de-

finice poméru A = (C;A4,B) = <% vyplyvaji rovnosti (C;B,A) = <2 = 1
(B;A,C) = Z‘T‘Z = b_ff% =1 — ), tedy zaménou potadi poslednich dvou bodu

ziskame prevracenou hodnotu puvodniho poméru a pii vyméné potradi prvniho bodu
s poslednim dostaneme , doplnék” ptuvodniho poméru k jedné. Odtud bezprostiedné

dostavame tvrzeni nésledujici véty:
Véta 5. Necht A, B, C jsou tFi navzdjem rizné body, jejichz pomeér (C; A, B)
oznacme \. Pak

(C;B,A) = —, (B;A,C)=1-X, (B;C,A)=——

1—=X

> >

-1 A
(A,B,C):T, (A,C,B):ﬁ
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Pozndmka. Pro zajimavost si lze vSimnout, ze z podminky A ¢ {0, 1} lze algebraicky
vysvétlit stejnou podminku i pro pét dalsich poméra z pravé dokézané veéty. Také
je zfejmé, Ze se pro danou trojici A, B, C' bodu vSech Sest hodnot jejich poméru
predstavuje bud Sest realnych, nebo Sest imaginarnich ¢isel.

Nyni uvedeme a dokazeme zcela zasadni tvrzeni, které pomoci poméru tii riznych

bodu udava nutnou a dostatecnou podminku jejich kolinearity.

Véta 6. Tri navzdajem rizné body A, B, C' lezZi na jedné primce prdavé tehdy, kdyz

jegich pomer je rediné cislo, coZ lze zapsat rovnosti

a
=0 nebols b b

Diikaz. Uvazujme tii rizné body A, B, C' a oznacme (C; A, B) = A € R. Pak plati
c—a=A(c—"b)nebolia=(1—X)c+Ababody A, B, C tak podle Véty 4, str. 26,

lezi na jedné piimce, pricemz diky ni plati i tvrzeni opacné. Q.E.D.

Pozndmka. Je ztejmé, ze v tvrzeni pravé dokazané véty nezalezi na tom, ktery ze Sesti
moznych poméru bodu A, B, C' uvazujeme, jak plyne z poznamky uvedené za Vétou 5
i z tvaru determinantu vystupujiciho v posledni rovnosti z (1.21), jejiz splnéni evi-
dentné nezavisi na potradi jeho fadka (ani sloupcit). Proto jsme v Definici 7 poméru
bodu A, B, C nesvazovali poradi doty¢énych bodt s jejich konkrétnim pomérem.
Uvédomme si, ze jsou-li A, B dva riuzné body, pak je pomérem A = (C; A, B)
riznym od nuly i jedné jednozna¢né urcen tieti bod C', C' # A, C # B, o komplexni
soutfadnici N
a—
=T (1.22)
ktery navic pro realné A podle Véty 6 lezi na pfimce AB. Podle této realné hodnoty A

lze snadno urcit, ve které ¢asti primky AB bod C lezi, nebot

AC (¢ - a) BC (c—b)

A C B

Obrazek 1.7

1) v pfipadé A < 0 plati ¢ = ﬁaJr %ﬂ/\‘b =(1—-t)a+tb kde t = %ﬂ/\‘ € (0,1),
tedy podle Véty 2 uvedené na str. 24 a Definice 4 ze str. 23 plati C' € (AB) &
& A—-C—-B< (C;A,B) =X <0 (naobr. 1.7 je situace znazornéna pro piipad

A=—1);
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@(C—a)

R Al

éﬁr(c—b)

e @

Obrazek 1.8

2) pripad A > 1 nastane pouze a jen tehdy, kdyz A — B — C neboli C' € (AB\ (AB),
nebot podle predchoziho bodu a Véty 5 mame A — B - C < (B;A,C) < 0 &
< 1—-A<0< \>1 (obr. 1.8 znazoriuje situaci pro A = 2);

BC (c—b)

Q2

TJoe o

m(c—a) :1

Obrazek 1.9

3) konecné A € (0,1) odpovida situaci, kdy B — A — C, tj. C € (BA\ (AB), nebot
opét podle prvniho bodu a Véty 5 dostavaime B — A — C < (A;B,C) < 0 &
& 2L <0e Xe(0,1) (obr. 1.9 ukazuje situaci, kdy A = 1).

Dodejme, Ze stied S usecky [AB] lze zavést vztahem (S; A, B) = —1 (viz rovnéz
obr. 1.7), takze dosazenim A = —1 do vztahu (1.22) pro komplexni soufadnici s stfedu
usecky s krajnimi body A, B dostaneme s = “T*b

Pomoci ruznych ekvivalentnich podob zapisu posledniho determinantu vystupuji-
ctho ve Vété 6 lze ziskat fadu tvrzeni udéavajicich podminku kolinearity t¥i bodi (neni
pritom tfeba predpokladat, Ze jsou navzajem rizné, pokud vSak splyvaji vSechny tii,
neni ziejmé piimka téchto bodu uréena jednozna¢né), napi. jeho rozepsanim podle

prvki prvniho sloupce dostaneme

a 1
b b 1|=(0b-2at+E—a)b+(a—b)c,
c ¢ 1

a tim i nasledujici tvrzeni, jez muze byt v nékterych situacich diky své symetrii

Vv

Disledek 1. T7i body A, B, C leZi na jedné piimce prdve tehdy, kdyZ jejich kom-

plexnt souradnice spliugi vztah

(b—2)a+(—a)b+ (a—b)c=0. (1.23)
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Dalsi, pro urcité situace vhodnou formou nutné a dostateéné podminky kolinea-

rity t¥{ raznych bodu predstavuje nasledujici vysledek:

Véta 7. Tri navzdjem ruzné body A, B, C leZi na jedné primce prdavé tehdy, kdyz

existugi nenulovd redlnd c¢isla o, B, v takovd, Ze plati
aa+ b+ =0 a zdroveri a+pB+~v=0. (1.24)

Pokud trojice (v, B,y) nenulovijch redlnijch cisel spliiujicich (1.24) existuje, pak exis-
tuji i dalsi takové trogice, jez jsou vsechny tvaru (ka, kB, kv), kde k je nenulové redlné

¢islo.

Diikaz. Dokédzeme nejprve implikaci ,,=“. Predpoklddejme tedy, Ze tfi navzijem
ruzné body A, B, C jsou kolinedrni. To podle Véty 6 znamené, Ze jejich pomér
A= (C; A, B) = &=} je redlné cislo. Odtud vSak mame

c—a=MXc—0) neboli a—A+(A—1)c=0. (1.25)

Polozime-li nyni a« = 1, § = =)\, v = A — 1, dostaneme tak trojici nenulovych
realnych ¢isel (nebot pomér libovolnych tii riznych bodi je rizny od nuly i od jedné)
spliiujicich prvni ze vztaha z (1.24), jejichz soucet je zfejmé roven nule.

Nyni dokdzeme implikaci ,,<=“. Necht pro komplexni soutfadnice bodu A, B, C
existuji t¥i nenulové redlna ¢isla a, (3, v takova, ze plati (1.24). Z prvniho z téchto

vztaht po vydéleni nenulovym ¢islem o méame

B

a+—b+lc:()
a o«

a vyjadrenim a dosazenim za ¢islo v ze vztahu druhého déle dostaneme

o+ Py 28 0 4 e+ Pes <—1—é>c:().
« « Q@ a

Pokud polozime v posledni rovnosti A = —g, dojdeme ke stejnému vztahu, jakym
je (1.25). Realné cislo A je tedy pomérem (C; A, B) bodu A, B, C, a ty jsou tak
podle Véty 6 kolinearni.

Tim je dikaz ekvivalence proveden. Nyni ovéfime druhou ¢ast tvrzeni véty. Je
ziejmé, ze pokud trojice nenulovych redlnych ¢isel (o, 8,+) spliuje vztahy (1.24),
pak jim vyhovuje i trojice realnych ¢isel (ka, kf3, k7y), kde k je libovolné realné ¢islo.

Zbyvé tak dokazat, ze kazda jina vyhovujici trojice nenulovych ¢isel je pravé tohoto
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tvaru. Pfedpokladejme tedy, Ze pro t¥i rizné kolineédrni body A, B, C' existuje kromé

a, B,~) dalsi trojice (o, 5',7") nenulovych realnych ¢isel takova, ze plati
Y J Y Y Yy p
da+ Bb++c=0 a zaroveil o + 3 ++"=0.
Pak pro pomér A\ = (C; A, B) podle predchozich tivah dostéavame
a/ B/

A=——=—— ted —===keR".
o o’ a teay o 3 S

/
Staci nyni ukazat, ze rovnéz % = k, avsak

Vo =B k(a+f)

:k’
vy —a—p a+f

tudiz plati (o, §',v") = (ka, kB, kv), a tim je cely dikaz hotov. Q.E.D.

Pozndamka. Uvédomme si, Ze nenulova realna ¢isla a, £, v z pravé dokadzané véty pired-
stavuji koeficienty pro linearni zavislost fadka posledniho determinantu uvedeného

ve Véte 6.

1.5 Skalarni souc¢in dvou vektoru

Jak znamo, skalarni soucin vektort « a ¢ s kartézskymi souradnicemi (up,us) a
(v1,v9) mé v odpovidajici ortonormalni bazi vyjadieni @ - ¥ = ujv; + ugve. Ukazme,

jak 1ze pomoci komplexnich ¢isel reprezentujicich oba vektory toto ¢islo vyjadrit:
Véta 8. Pro skaldrni soucin libovolnijch dvou vektord u, v plati

w-v= % (ut 4+ uv) = Re (uv) = Re (uv). (1.26)

Diikaz. Vime, Ze U - U = w101 + Ug¥s, tzn.

u+u v+7v U—Uu v—7

01U = I I = . =
@ -7 = Re(u)Re (v) + Im (u) Im (v) 5 5 + o8 o8
1 1 1
:Z(u—i—ﬂ)(zﬁLﬁ)—Z(u—ﬂ)(U—@):Z(uv—i—u@—i—ﬂv—i—m—

N N =
—uv+uv+uv—uv):Z(qu+2uv):§(uv+uv).

Tim je tedy tvrzeni véty dokazano. Q.E.D.
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Pozndmka.

1) Kolmost v eukleidovském vektorovém prostoru se definuje tak, ze dva vektory i, ¥

jsou kolmé préavé tehdy, kdyz @ - v = 0, tedy v nasem pojeti @ L ¢ < Re (uv) = 0.
2) Jsou-li dany ¢ty body A, B, C, D, pak vektory /@ a @ maji komplexni

soufadnice b — a a d — ¢ v tomto potradi. Podle posledni véty potom

AB-CD=Re[(b—a)(d—7)] == [(b—a)[d—2) + (b—a) (d—0)].

DO | =

Odtud a z obvyklé definice vzdalenosti dvou bodt coby normy vektoru ur¢eného
témito body znovu dostavame vyjadieni (1.14) z Definice 3 na str. 22 pro vzda-
lenost dvou bodu A a B:

AB| = | AB| =V@w@=\/% (b-a)(b-a)+(b-a) b-a)] =
=Jo—a)(b—a)=y/lb—a]’ = |b—al.

Pomoci skalarniho soucinu lze v eukleidovskych prostorech definovat odchylku
dvou vektori jako velikost (neorientovaného) thlu ¢ mezi dvéma nenulovymi vek-

tory i, ¥ lezici v intervalu (0; 1), ktera je urcena vztahem

w-U  Re(up)

(1.27)

T a1 Tl el
kde jsme vyuzili rovnost @ - ¥ = Re (uv). Hodnota posledniho vyrazu v (1.27) zjevné
lezi pro libovolna nenulova komplexni ¢isla u, v na intervalu (—1; 1), a proto existuje
jedind hodnota ¢ € (0;n) tomuto vztahu vyhovujici, nebot funkce kosinus je zde
prosta a nabyvé pravé vsech hodnot z rozmezi (—1;1).

V komplexnim ¢islech reprezentujicich rovinné vektory «, v ma potom jejich od-

chylka ¢ hodnotu danou nasledujicim vysledkem:

Véta 9. Necht i, v jsou dva nenulové vektory a oznacme 1 = arg=. Pak pro od-

chylku ¢ vektori u, v plati

=1 nebo Y = —1, (1.28)

pFitom proni mozZnost nastane pro ¢ € (0; 1) a druhd pro i € (—m;0).
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Diikaz. Pro odchylku ¢ nenulovych vektoru «, ¢ plati vztah (1.27) neboli

cosp = Re <ﬂ> , (1.29)

juv]

pricemz ‘—ij' a %‘ jsou dvé komplexni jednotky, jejichz argumenty jsou po fadé argu
uv

a argv ~ —argv, tedy jejich souc¢in ] je rovnéz komplexni jednotkou, pro jejiz

argument mame

arg <%> = arg (uT) ~ argu — argv ~ arg% =) cili arg <%> = ).
Tudiz komplexni jednotka % mé podle vztahu (1.29) s komplexni jednotkou
cos i + isin ¢ stejnou realnou ¢ast, proto pokud ¥ € (0; 1), tyto dvé komplexni jed-
notky se sobé& rovnaji a maji stejné argumenty ¢ili ¢ ~ 1), jestlize viak ¢ € (—m;0),
jedné se pak o dvé ¢isla komplexné sdruzend, jejichz argumenty jsou svazany pod-

minkou ¢ ~ —. Tim je tvrzeni véty dokazano. Q.E.D.

Pozndmka. Vztahy (1.29) pro odchylku ¢ dvou nenulovych vektoru o, ¢ jsou, jak
Ize oCekéavat, symetrické vici jejich zaméné, nebot plati arg 2 ~ argv — argu =

= —(argu — argv) ~ —arg .

1.6 Rovnobéznost, kolmost a odchylka dvou primek

Rovnobéznost a kolmost dvou piimek jsou jednémi z jejich nejzékladnéjsich spolec-
nych vlastnosti, jez vystupuji v mnoha predpokladech tvrzeni planimetrie. Je proto
nezbytné ukazat, jakym zptisobem lze zapsat podminky rovnobéznosti a kolmosti
dvou piimek za pomoci komplexnich ¢isel. Piitom zcela pfirozené vedou otéazky
tohoto typu k formulaci obecnéjsiho nastroje odchylky dvou pfimek, jenz nachazi

uplatnéni zejm. v praktickych tlohéch geometrie roviny.
Definice 8. Necht A, B, C, D jsou ¢tyii body takové, ze A # B, C' # D. Rekneme,
ze primky AB, C'D jsou rovnobézné, pokud plati

b—a
d—c

€ R*. (1.30)

Skute¢nost, ze pfimky AB, C'D jsou rovnobézné, budeme oznacovat AB || C'D.
Primky AB, C'D, které nejsou rovnobézné, potom nazyvame riznobézkami, pripadné

také raznobéznymi primkami, a piseme AB }f CD.
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Pozndmka. Defini¢ni podminka (1.30), tj. =% = k € R*, tedy b—a = k (d — c) neboli
1@ =k- @, presné odpovida elementérni predstavé o dvou rovnobéznych piim-
kach ¢ili rovnobézkach jako situaci, kdy smérovy vektor jedné z nich je rovnobézny
se smérovym vektorem druhé pfimky, tedy je jeho nenulovym nésobkem. Pfitom
pro % € R jsou vektory 1@ , @ souhlasné rovnobézné, v opacném piipadé jsou

rovnob&zné nesouhlasné!®.

Véta 10. Necht A, B, C, D jsou ctyri body takové, Ze plati A # B, C' # D. Primky
AB, CD jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz

= 0. (1.31)

Diikaz. Dikaz tvrzeni plyne piimo z Definice 8, nebot (pokud a # b) mame

b—a N b—a <b—a> N b—a b-—a
d—c d—c \d-c) "d—c d-cz
a posledni rovnost je (v pfipadé ¢ # d) ekvivalentni s rovnosti (1.31). Q.E.D.

Pozndmka. Dodejme, Zze v urcitych situacich mohou byt uzitecna obé ,podilova‘“

vyjadieni rovnobéznosti

b—a_E—
d—c d—7¢

Qf

b—a_d—c
S d-¢

resp.

ol
(=l

S|

jez jsou vzhledem k podminkam A # B, C' # D zjevné ekvivalentni.
Definice 9. Necht A, B, C', D jsou ¢tyfi body takové, ze A # B, C' # D. Rekneme,
ze piimky AB a C'D jsou na sebe kolmé, tj. jsou vzajemné ortogondlni, jestlize plati

b —
; iR = {it |t e R*}. (1.32)
— C

Kolmost dvou piimek AB a C'D znac¢ime AB 1 CD.

Pozndmka. Podminka (1.32), tj. 2% = ik pro jisté k € R*, tedy (b — a) = ik (d — c),

d—c =

znamena, ze pro nenulova komplexni ¢isla u = b — a a v = d — ¢ plati

W+ =ik (d—c)(d—¢) —ik (d—7) (d—c) =0,

1ONgkdy se iika, ze vektory E, CTﬁ maji v tomto pfipadé stejny smér, ale opacény smysl.
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tudiz skalarni soucin smérovych vektori «, v pfimek AB a C'D je roven nule, a proto

plati @ L ¥, tedy piimky AB a C'D jsou v obvyklém pojeti kolmé.

Disledek 2. Necht A, B, C jsou tri ruzné body. Primky AC, BC' jsou na sebe

kolmé prdavé tehdy, kdyz pomer (C; A, B) je ryze imagindrni ¢islo.

Véta 11. Necht A, B, C, D jsou ctyri body takové, Ze A # B, C' # D. Pak ndsle-

dugict tvrzent jsou ekvivalentni:

1) primky AB a C'D jsou na sebe kolmé;

b—a b—a
2 = = :
)d—c d—7¢
b—a d—c
3) = = —= :
)b—a d—7¢
b—a b—a
_ =0.
4) c—d d—c¢

Diikaz. Podle Definice 9 jsou piimky AB a C'D kolmé, pravé kdyz je podil % ryze

imaginarni. Podle druhého ze vztahii (1.4) uvedenych na str. 15 vime, Ze nenulové
komplexni ¢islo z je ryze imaginarni tehdy a jen tehdy, kdyz z = —Z. Aplikaci této

b—a
d—c

Podle predpokladu véty A # B, C' # D neboli b—a # 0, d—c # 0, tedy podminky

2) a 3) jsou zjevné ekvivalentni.

rovnosti na dostavame platnost ekvivalence 1) < 2).

Z platnosti 2) plyne, ze (b—a)(d—2) + (b —a) (d — ¢) = 0, coz znamené, ze
determinant ze 4) je nulovy. Je-li naopak tento determinant nulovy, pak (vzhledem
k A # B, C # D) plati 2), dohromady tedy 2) < 4) a dikaz je tim kompletni.

Q.E.D.

Podil ve vztahu kolmosti (1.32) je stejny jako ze vztahu rovnobéznosti (1.30), a jak
vzapéti ukdzeme, hraje vyznamnou roli v uvahach o odchylce dvou primek AB, C'D.
Tu pfitom chapeme jako velikost (neorientovaného) thlu ¢ sevieného témito piim-

kami lezici v intervalu (0; %), jez je ur¢ena vztahem

AB - CD)| o)
cos = 1.33
[AB|| - [|CD|
¢ili v nasem pojeti, kdy komplexni ¢isla a, b, ¢, d zastupuji body A, B, C, D, podle

vztahu (1.26) uvedeného na str. 32 ve Vété 8 (resp. podle bezprostifedné navazujici
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poznamky) mame

‘Re [(b —a) (3 — E)] ‘
b—al-|d—

(b—a)(@—7)+ (b—a) (d—o)|
[b—al-|d—c|

1
cos = o (1.34)
Hodnota posledniho vyrazu v této rovnosti ziejmé pro libovolna komplexni ¢isla
a, b, c, d, kde a # bac# d,nalezi intervalu (0; 1). Existuje tak jediné ¢islo ¢ € (0; §)
ji vyhovujici, nebot funkce kosinus je na intervalu (0; 5) prosta a nabyva zde prave
v8ech hodnot z rozmezi (0;1). Vyjadfeni odchylky dvou piimek AB, C'D pomoci

komplexnich ¢isel poskytuje nasledujici véta zobecnujici vztahy (1.30) a (1.32):

Véta 12. Necht A, B, C, D jsou body takové, ze A # B a C # D a oznacme
Y = arg %. Pak odchylka ¢ primek AB, CD je podle hodnoty v dana nékterou

2 TOVNOSty

p=v pro v e03), p=r+¢ pro Y€ (-m—),
nebo (1.35)
p=—1 pro Y€ (-50), p=r—1 pro 1€ (&)
Diikaz. Podobné jako v dikazu Véty 9, str. 33, se ukaze, ze komplexni ¢islo %

je komplexni jednotkou, jejimz argumentem je pravé cislo 1 a ktera ma podle
vztahu (1.34) s komplexni jednotkou cos p+i sin ¢ stejnou nebo opacnou realnou ¢ast.
Proto pokud ¢ € (0; %), jedna se o tataz ¢isla a plati prvni ze vztahu (1.35), v situaci,
kdy 1 € (—35;0), jsou to ¢isla komplexné sdruzena a plati druhy ze vztahu (1.35).
Jelikoz pro kazdé nenulové komplexni ¢islo z ziejmé plati arg (—z) ~ n + arg 2
dostaneme odtud pro zbyvajici dvé moznosti ¢ € (—m;—%) a ¢ € (5;n) po fadé
posledni dvé rovnosti z (1.35), a tim je dikaz hotov. Q.E.D.

Pozndmka. Povsimnéme si, zZe zpusob zavedeni odchylky ¢ dvou pfimek jakozto
jediné hodnoty vyhovujici vztahu (1.33), resp. (1.34), zarucuje, Ze je rovna odchylce
prislusnych smérovych vektora téchto primek, a sice mensi z nich (pokud se nejedna
o piimky na sebe kolmé, kdy jsou si obé rovny). Opravdu, pokud oznacime @ urcity
smérovy vektor piimky AB a v jisty smérovy vektor primky C D, plati pro odchylku ¢

piimek AB, C'D bud
Re (uv)

Jul - o]

cos p =

jestlize vyraz na pravé stranné posledni rovnosti je kladny (a odchylka vektoru @, ¢
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tak lezi v intervalu (0; 3)), nebo

Cosp = —

Re(—uv) <Re (uﬁ)) |

[—ul -l \Jul - o]

v piipadé, Ze vyraz v zavorce posledni rovnosti je zaporny (a odchylka vektora u, ¢/

tak spada do intervalu (3; m)). Dohromady tak pro odchylku ¢ piimek AB, C'D plati

|Re (uD)]

Aol (1.36)

cosp =
Muzeme tak ¥ici, ze odchylka ¢ piimek AB, C'D je bud rovna odchylce vektoru i, ¥,

nebo odchylce vektora —u, ¢ (viz obr. 1.10). Z rovnosti (1.36) je pfitom patrné, ze

nezalezi na konkrétni volbé doty¢nych smérovych vektori onéch dvou primek.

AB

<y
S

CD

Obrazek 1.10

1.7 Otoceni v roviné

Uvazujme libovolné realné ¢islo ¢ a komplexni jednotku danou vztahem
e = cos @ + isin .

Necht M je libovolny bod nesplyvajici s poc¢atkem O soustavy komplexnich sou-
fadnic a m = r(cosy + isint) je jeho (nenulova) komplexni soutradnice zapsana
v goniometrickém tvaru.

Utvoime podle pravidla (1.10), str. 21, pro nasobeni dvou (nenulovych) kom-
plexnich ¢isel v goniometrickém tvaru soucin me = r[cos(y) + ) +isin(y + )] a
povSimnéme si, ze |me| = r a arg(me) ~ argm + . Odtud plyne, ze bod M’
o komplexni soufadnici me predstavuje otoceni bodu M o thel velikosti || kolem po-
¢atku O soustavy komplexnich soutradnic (obr. 1.11), pfitom toto otoceni ,,probé&hlo®

v kladném smyslu, tj. proti sméru chodu hodinovych rucic¢ek pro ¢ > 0 a v zdporném
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\

O T

Obrazek 1.11

smyslu, tedy po sméru chodu hodinovych rucicek, v pripadé, ze ¢ < 0. Rikéme po-
tom, Ze bod M’ je oto¢enim bodu M o orientovany thel ¢ kolem pocatku O soustavy

komplexnich souradnic.

Pozndmka. Presnéji bychom se méli vyjadirovat ve smyslu tom, ze bod M’ je obrazem
bodu M v otocenim o orientovany thel ¢ kolem poc¢atku O soustavy komplexnich
soufadnic, nebot otoceni samotné v uvedeném vyznamu reprezentuje jistou transfor-
maci komplexni roviny. Nicméné takovito terminologie neni bézné uzivana, proto se
pridrzime puvodné uvedené formulace.

Dodejme, Ze pojmu orientovaného thlu se vénuje az nasledujici paragraf, je zde
tedy vyuzito dosud nedefinovaného konstruktu. Neni vSak nikterak na zavadu, kdyz
prozatim budeme s pojmem otoceni o orientovany tihel nakladat jako s ¢isté termi-

nologickou formulaci bez dalsich konotaci.
Nyni mame vSechno potiebné k ovéreni nasledujiciho tvrzeni:

Véta 13. Predpoklddejme, Ze bod C' je otocenim bodu B kolem bodu A o orientovany
thel @. Pak pro komplexni soutadnice bodu A, B, C plati

c=a+ (b—a)e, (1.37)
kde e = cos ¢ +1isin ¢.

Diikaz. Posunuti o vektor @ (—a) zobrazi body A, B, C na body O, B’, C" o kom-
plexnich soufadnicich 0, b — a, ¢ — a v tomto poradi (viz obr. 1.12). Bod C” je potom
obrazem bodu B’ pfi otoc¢eni kolem pocatku O o orientovany thel ¢, tedy v pripadé
b — a # 0 podle predchoziho plati ¢ — a = (b — a)e neboli ¢ = a + (b — a)e, jak jsme

oCekavali.
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Obrazek 1.12

Pokud vsak b —a = 0, tj. a = b, pak také ¢ = a a rovnice (1.37) plati i v tomto
pripadé. Q.E.D.

1.8 Orientovany tihel a jeho mira

Definice 10. Uvazujme tfi ruzné body A, B, C. Rekneme, e thel ACB je ori-
entovany, pokud je urceno poradi polopiimek (CA a (CB, kde (C'A nazyvame po-
Gateénim ramenem orientovaného thlu ACB a (C'B nazyvame koncovym ramenem
orientovansho thlu ACB.

Mirou orientovaného tihlu AC B rozumime redlné &islo m(A/C\B ) udavajici velikost
oto¢eni v kladném smyslu otaceni (tj. proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek) kolem

bodu C, pii kterém pocatecéni rameno thlu prejde v koncové.

Pozndmka. Miru kazdého orientovaného thlu lze zfejmé vyjadrit nekoneéné mnoha
realnymi ¢isly lisSicimi se o celo¢iselny nasobek 2n. Abychom tuto mnohoznac¢nost
odstranili, budeme, podobné jako tak ¢inime v pfipadé (hlavniho) argumentu li-
bovolného nenulového komplexniho &sla (viz komentaf ke goniometrickému tvaru
nenulového komplexniho ¢sla na str. 20), dale predpokladat, ze —n < m(@ ) < T

Zaroven dochézime k vysvétleni pojmu otoceni o orientovany tihel kolem daného
bodu. Pokud je totiz bod M’ oto¢enim bodu M o orientovany thel ¢ kolem daného
bodu V' # M, tvori poloptimky (V M, (VM' po fadé pocateéni a koncové rameno
orientovaného @hlu MV M’ , pro jehoz miru plati m(m )~ p.

Je nyni zfejmé, Ze pro libovolny bod A a libovolny bod M lezici na kladné ¢asti
realné osy x, tj. m > 0, plati m(m) = arga, kde O jako obvykle znac¢i pocatek

soustavy komplexnich soufadnic (obr. 1.13).
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Obrazek 1.13

Nejen k diukazu pristi véty je ucelné zavést nékolik pojmu tykajicich se orientace

trojihelniki:

Definice 11. Rekneme, Ze trojihelnik je orientovany, pokud je urceno potadi jeho

vrcholi. Je pritom orientovany kladné, jestlize ,,pohyb* podél jeho obvodu souhlasné

s poradim jeho vrcholt probiha proti sméru chodu hodinovych rucicek. V opacném

pripadé tikame, ze je trojuhelnik orientovany zdporné.

Véta 14. UvazZujme tri rizné body A, B, C'. Mira m(@) orientovaného ihlu ACB
c—b

c—a

je rovna arg

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze bod C' splyva s poc¢atkem O soustavy komplex-

nich soutradnic, tj. ¢ = 0. Uvazujme dva nésledujici pripady:

A

Y B

»
>

O ]\'4 T

Obrazek 1.14
1) Pokud trojuhelnik AOB je zaporné orientovany (obr. 1.14), pak

b

)
a

m(ITO\B) ~ m(ﬁO\B) — m(ﬁO\A) =argb—arga ~ arg
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kde M je libovolny bod lezici na kladné ¢asti realné osy x. Odtud dostavame

vzhledem k tomu, Ze m(@), arg 2 € (—m; ) pfimo rovnost
— b
m(AOB) = arg —.
a
2) Pokud trojthelnik AOB je kladné orientovany (obr. 1.15), pak
m(@) ~2m — m(@) =21 — arg %,

protoze trojihelnik BOA je zaporné orientovany. Tedy

A

Y

Obrazek 1.15

m(@) ~ 2n—argg ~ 21 — <27t—argé> = argé,
b a a

a odtud opét dostdvame piimo rovnost m(@) = arg g
Dohromady je tim ovéfena platnost tvrzeni v situaci ¢ = 0.

Posunuti o vektor 4 (—c) zobrazi body A, B, C' na body A’, B’, O o komplexnich
soufadnicich a — ¢, b — ¢, 0. Navic plati m(@) = m(@’) Odtud a uzitim

predchoziho plyne

b—c c—0b
= arg )
a—c c—a

jak mélo byt dokézano. Q.E.D.

m(@’) = arg

Pozndmka.

1) Tvrzeni pravé dokdzané véty zustava v platnosti i v piipadé, kdy body A, C, B
leZi na téze piimce, tzn. bud B € (C'A, a pak podle Véty 3, str. 25, arg E%Z =0,
nebo A — C — B, a pak argg%z = —T.
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2) Povsimnéme si jiz difve zminéné souvislosti poméru tfi riznych boda s mi-
rou orientovaného uhlu (viz poznamku na str. 28 za Definici 7). Mame totiz
m(BCA) = arg =2 = arg (C; A, B). Vysledek Véty 14 pro vnitinf thel troja-
helniku ABC' pii vrcholu C pak miiZzeme zapsat pomoci goniometrického tvaru

komplexniho ¢isla jako

(C;A,B):Z:Z: Z:Z cos(argz:z>+isin<argz:z> =
[AC]

= BC| {cos [m(BCA)] + isin {m(B/CT‘l)] } :

1.9 Rovnice primky

Po zbytek této kapitoly se budeme vénovat az doposud opomijenému, v mnohych si-
tuacich v8ak uzite¢nému, analytickému vyjadieni kiivek komplexni roviny, a sice téch
nejjednodussich, tedy primky a kruznice. Pritom tak uc¢inime nezavisle na znalostech
bézné (realné) analytické geometrie roviny. Nicméné vSechny zde uvedené vysledky
lze pomoci transformace z = z + yi komplexni soufadnice z do (kartézskych) sou-
fadnic x, y vzdy prevést na vyjadieni znadma ze stfedni skoly. Stejné tak lze zpétnou
transformaci
z2+zZ z2—Z
T = ) Y= :
2 21

prevadét klasickd vyjadieni do fec¢i komplexnich ¢isel.

Véta 15. Necht A, B jsou dva rizné body. Pak komplexni rovnice primky urcené

temito dvema body je

a a 1
b b 1[=0 (1.38)
z zZ 1

Diikaz. Podle Véty 6, str. 29, bod Z ruzny od bodu A i B lezi na ptimce AB, pravé
kdyz plati rovnost (1.38), ktera vSak zfejmé plati i pro Z = A nebo Z = B, tedy
jejl splnéni je skuteéné nutnou a dostatecnou podminkou k tomu, aby bod Z lezel
na piimce ur¢ené body A, B, proto (1.38) predstavuje komplexni rovnici ptimky AB.

Q.E.D.

Pozndmka. Komplexni rovnici pfimky (1.38) lze zfejmé zapsat fadou vzajemné ekvi-
valentnich zpusobt (je napf. jasné, Ze v této rovnici nezélezi na poradi fadka nebo

sloupctt determinantu, ktery v ni vystupuje). V této praci budeme ¢asto vyuzivat jeji
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tvar vznikly rozepsanim determinantu z (1.38) podle prvki jeho posledniho Fadku,
tj.

>
o>l 2

=(@—b)z+ (b—a)z+ ab—ab,

—_ = =

I}
8]

tedy komplexni rovnici piimky AB lze zapsat také v podobé
(@—0b)z+(b—a)z+ab—ab=0, (1.39)

pfi¢emz obé dvé rovnice, tj. rovnici (1.38) i rovnici (1.39), budeme v dalsim pojme-

novavat jako komplexni rovnici primky AB.

Muzeme si povS§imnout, Ze komplexni rovnice pfimky (1.39) je tvaru
Uz —uz +v =0, v € iR, (1.40)

kde u # 0 je komplexni soufadnice smérového vektoru dané primky. Ukazme, Ze
pro libovolné zvolena komplexni ¢isla v € iR, u # 0 rovnice (1.40) vzdy predstavuje

komplexni rovnici jisté primky.

Uvedené rovnici ziejmé vzdy vyhovuji dvé riizna komplexni ¢isla a = —3& a
b= —5t — u, pro néz zfejmé plati b — a = —u, resp. @ — b = 7, ale také
aE—Eb:—l-<l—ﬂ> _l.(_l_u> :—i+l+i+1:7,
2u \2u 2u 2u duw 2 duu 2

tedy komplexni rovnici pfimky uréené body A (a), B (b) dostaneme podle (1.39) jako
0=(@—0b)z+(b—a)z+ab—ab="1uz—uz+7,

coz je pravé komplexni rovnice (1.40).
Komplexni rovnice piimky zapsana ve tvaru (1.40) se obvykle nazyva komplexni
rovnice primky ve smérovém tvaru. Jejim vynasobenim komplexnim ¢islem —i pfitom

obdrZzime ekvivalentni rovnici
—iuz + iuz — iy = (iu)z + iuz — iy = 0,

tj. komplexni rovnici tvaru

nz+nzZ+a =0, a e R, (1.41)
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kde n # 0 je komplexni soufadnice normalového vektoru dané primky. Komplexni
rovnice primky (1.41) byva proto nazyvana komplexni rovnice primky v normdlovém
tvaru.

Nyni uvedeme jednoduché pomocné tvrzeni, které pozdéji vyuzijeme, bude-li
tfeba pohotové urcovat priseciky dvou rtznobéznych piimek zadanych dvéma dvo-

jicemi ruznych boda.

Lemma 2. Necht A, B, C, D jsou ¢tyri body takové, ze A # B, C # D a necht
primky AB a CD jsou riznobéiné (tj. nejsou rovnobézné). Pak prisecik Z téchto
dvou primek ma komplexni souradnici z urcenou vztahem

(ab—ab) (c —d) + (b — a) (cd — 2d)

Aot h-a )

Diikaz. Komplexni rovnice piimek AB, C'D lze podle (1.39) pséat po radé jako

(@—0b)z+ (b—a)z+ab—ab=0, (1.43)

(c—d)z+(d—c)z+cd—2d = 0. (1.44)

Najit komplexni soufadnici z pruseciku Z piimek AB, C'D znamené fesit soustavu

rovnic (1.43), (1.44). Vyndsobenim druhé rovnice soustavy nenulovym &islem %2

jejim pri¢tenim k rovnici prvni ziskdme jedinou rovnici

- (a—=0) (E—E)

a—TB4 (a—b)(ca—éd)

. z 4 ab—ab+ p— =0,

ve které jiz nevystupuje neznama Zz. Vynasobenim této rovnice nenulovym c¢islem

d — c a prevedenim absolutniho ¢lenu na jeji pravou stranu dale dostaneme
[(@—0)(d—c)+ (a—b) (c—d)]z= (ab—ab) (c—d) + (b—a) (cd —ed) . (1.45)

Abychom mohli posledni rovnici vydélit ¢islem stojicim u neznamé z, a dostat tak

jeji TeSeni, musime se presvédcit, ze jde o ¢islo ruzné od nuly. Avsak podminka
(@—0)(d—c)+(a—0)(c—d) #0
je ekvivalentni tomu, Ze

(@—0)(d—c) # (a—0b)(d—7),
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coz po vydéleni obou stran nerovnice nenulovym ¢&islem (d — c) (3 — E) dava pod-

minku B
a—b a-0»
E—E#d—c’

ktera je v8ak podle Definice 8 uvedené na str. 34 ekvivalentni predpokladu AB }f C'D.

Tedy ¢islo
(@—0)(d—c)+(a—10)(c—d)

je opravdu nenulové a po vydéleni rovnice (1.45) timto ¢islem obdrzime pozadované
vyjadieni (1.42) komplexni souradnice (jediného) pruseciku piimek AB, C'D.
Q.E.D.

Ve dvou ze t¥i bezprostiedné nasledujicich vétach (Véta 16 a Véta 18) odvo-
dime tvary komplexnich rovnic dvou vyznamnych p¥imek, a sice kolmice vedené da-
nym bodem na danou pifmku a rovnice osy dané tsecky, které najdou svoje vyuziti
v nasledujicich kapitolach prace, zejména pak v kapitole tieti vénované vlastnostem
obecnych trojuhelnikt a zavérecné kapitole prace.

Véta 16. Necht' A, B jsou dva rizné body a necht M je libovolny bod. Pak komplexnt

rovnice kolmice vedené bodem M na primku AB je

= 0. (1.46)

Diikaz. Kolmice vedena bodem M na piimku AB je mnozina takovych bodu Z,
pro které plati AB 1 MZ nebo Z = M. Prvni podle Definice 9, str. 35, nastane,
praveé kdyz

Z—m zZ—m Z—m m-—7z
== neboli _ =0,
b—a b—a —a b—a
pricemz tato rovnost je zfejmé splnéna i v pripadé Z = M. Q.E.D.

Poznamka. Komplexni rovnici (1.46) kolmice vedené danym bodem na danou piimku
lze zfejmé zapsat, podobné jako komplexni rovnici pfimky, mnoha vzajemné ekviva-

lentnimi zpusoby. V dalsim uzijeme tvar vznikly rozepsanim determinantu z (1.46), tj.

:(z—m)(5—6)+(§—m)(b—a):

= (b—a)z+ (b—a)Z+ am +am — bm — bm,
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tedy komplexni rovnici (1.46) 1ze ekvivalentné zapsat jako
(b—a)z+ (b—a)z+am+am—bm — bm = 0. (1.47)

Je pritom zfejmé, Ze komplexni rovnice (1.47), a s ni ekvivalentni rovnice (1.46),
opravdu predstavuji komplexni rovnice jisté piimky, nebot v zapisu (1.47) poznavame
komplexni rovnici pfimky v normalovém tvaru (1.41) ze str. 44.

Na obé rovnice, tj. (1.46) i (1.47), se budeme dale odvolavat jako na komplexni

rovnice kolmice k pfimce AB vedené bodem M.

Véta 17. Necht A, B, M, Z jsou body takové, Ze A #+ B a Z je kolmym priumétem
bodu M na primku AB. Pak pro jeho komplexni soutadnici plati
a(M—b)—b(Mm—a) m

22 7) + 5 (1.48)

Zz =

Diikaz. Bod Z je prusecikem piimky AB a kolmice vedené bodem M na piimku AB.
Jeho komplexni soufadnice je proto feSenim soustavy rovnic téchto dvou piimek,

pfitom komplexni rovnici pfimky AB lze zapsat podle (1.39), str. 44, jako
@—b)z+(b—a)z+ab—ab=0
a pro komplexni rovnici zminéné kolmice mame podle posledni poznamky
(b—a)z+ (b—a)Z+ am+am — bm — bm = 0.
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme rovnici
2(@—b)z—m(@a—>b) —a(m—>b)+b(m—a) =0,

ve které jiz nevystupuje neznama z, a ze které z mizeme vzhledem k tomu, ze a # b,
a tedy ani @ # b, vyjadiit vztahem (1.48). Q.E.D.

Véta 18. Necht A, B jsou dva rizné body. Pak komplexni rovnice osy usecky [AB] je

S
=l

(1.49)

o
Q|
— =
Il
(@)

Diikaz. Protoze osa tsecky [AB] je mnozinou takovych bodt Z, jeZ maji stejnou
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vzdalenost od obou jejich krajnich bodu A, B, je jeji rovnice tvaru
|z —al’ = |z —b? neboli (z—a)(z—a)=(2—0)(z—10).
Po roznasobeni obou stran a jednoduché tupravé odtud dostaneme

2Z — Az — aZ + aa = ZZ — bz — bz + bb,

(b—a)z+(b—a)z+|a]* — b* =0,

tj. stejnou komplexni rovnici jako po rozvinuti determinantu v rovnici (1.49) podle
prvki jeho posledniho fadku. Q.E.D.

Poznamka. Stejné jako v pripadé komplexnich rovnic piimky a kolmice na danou
pfimku vedenou danym bodem, i komplexni rovnici (1.49) osy dané tusecky lze za-
psat Tfadou vzajemné ekvivalentnich zptsobt, pricemz déle v textu uzijeme tvaru

odvozeného v ramci dikazu posledni véty, tj.
(b—a)z+(b—a)z+|a]* - b =0, (1.50)

ktery budeme spoletné s rovnici (1.49) nazyvat komplexni rovnici osy usecky [AB].
Opét se snadno vidi, ze rovnice (1.50) pfedstavuje komplexni rovnici pfimky zapsa-

nou v normalovém tvaru (1.41), str. 44.

1.10 KruZnice a rovnice s ni spojené

V tomto paragrafu nejprve uvedeme komplexni rovnici obecné kruznice, nasledné se
omezime na studium secen a tecen jednotkové kruznice se stfedem v pocatku sou-
stavy komplexnich soufadnic. Tuto redukeci pozdéji docenime pii dokazovéani slozitéj-
sich tvrzeni, kde ztotoznéni nékterych z jejich vyznamnych kruznic pravé s kruznici
jednotkovou se stfedem v pocatku prinese citelné zjednoduseni vypocti. Nakonec
pojedname o Apolloniové kruznici dvou bodi, kterou vyuzijeme v nasledujici kapi-

tole.

Véta 19. Necht' S je libovolny bod a necht'r je kladné redlné cislo. Potom komplexni

rovnice kruznice o polomeéru r se stredem v bodé S je

7Z—sZ—Sz+s5—1r>=0. (1.51)
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Drikaz. Podle bézné definice kruznice jako mnoziny boda Z majicich stejnou vzda-

lenost r od daného bodu S jsou jeji body uréeny rovnici
(z—3s)(2—3) =17, (1.52)

ze které po roznéasobeni a prevedeni vSech ¢lent na levou stranu dostaneme (1.51).

Q.E.D.

Pozndamka. Oba dva ekvivalentni zapisy (1.51) a (1.52) budeme v dalsim oznacovat

jako komplexni rovnice kruznice o poloméru r se stfedem v bodé S.

V nasledujicich nékolika lemmatech se budeme, jak jiz bylo naznaceno v tvodu
tohoto paragrafu, vénovat geometrii jednotkové kruznice se stfedem v pocatku O
soustavy komplexnich soutadnic, jejiz komplexni rovnice ma podle posledni véty
velmi jednoduchy tvar zZ = 1. Dohodnéme se, Ze pro stru¢nost se na ni budeme

ve zbytku tohoto paragrafu pevné odvolavat jako na kruznici e.

Lemma 3. Necht'T' je bodem kruznice €. Pak komplexni rovnice tecny ke kruznici e
v bode T je
tz +1z = 2. (1.53)

N

Obrazek 1.16

Dikaz. Vektor OT () je zfejmé normalovym vektorem zminéné tecny (obr. 1.16),
navic komplexni rovnici (1.53) evidentné vyhovuje sama komplexni soutradnice ¢
bodu T, nebot ¢t = 1. Dohromady tak dostavame, Ze se jedna o zapis komplexni

rovnice te¢ny ke kruznici v bodé T' v normélovém tvaru (1.41), str. 44. Q.E.D.
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Lemma 4. Budte T', U body dotyku dvou riznobéinijch tecen kruznice €. Pak jejich

prisecik Z md komplexni souradnict urcenou vztahem

2tu
z = .
t+u

(1.54)

Diikaz. Podle vzorce (1.53) z predchoziho lemmatu zapiSeme rovnice obou tecen a

pro komplexni souradnici z jejich prusec¢iku Z tak dostaneme soustavu

tz +1tz =2, uz +uz = 2.

Po vynasobeni prvni rovnice soustavy nenulovym ¢islem —% a pricteni ke druhé

rovnici dostavame jedinou rovnici

<ﬂ—%u>z:2—2—u (1.55)

ve které jiz nefiguruje neznaméa z. Jelikoz body dotyku 7', U a stfed O kruZnice ¢
nejsou podle predpokladu o riznobéznosti tecen kolinearni, dostavame pro jejich
pomér (O; U, T) podminku

=(0;U,T), tj. tu +# tu.

0—wu U
U T) = = —
(O;U,T) 03 "

Il |

Cislo u— %“ je proto nenulové, miizeme jim vydélit obé strany rovnice (1.55) a obdrzet
tak jeji Teseni
2(t—u)

tu —tu’

které s vyuzitim toho, Ze tt = uu = 1, jesté upravime do podoby

u 22 - t )
- 7 u
t tu +

ya—

C2(t—u)  2(t—u) 2tu

¢imz je dikaz poveden. Q.E.D.

Lemma 5. Budte A, B dva rizné body kruznice €. Pak
z4+abz=a+b (1.56)

je komplexni rovnice secny AB kruznice €.
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Diikaz. Komplexni rovnice se¢ny AB je podle (1.39), str. 44,
(@—0b)z+(b—a)z+ab—ab=0,

odkud s vyuzitim toho, Ze pro komplexni soufadnice bodit A, B plati aa = bb = 1,

dostaneme L )
_ a .

a dale vynasobenim (nenulovym) ¢islem ab a naslednym vydélenim nenulovym ¢islem

b — a obdrzime

(b—a)z+ (b—a)abz+ (a—b) (a +b) =0,
z + abz — (a + b) = 0.

Vzorec (1.56) je tak dokazan. Q.E.D.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze pro a = b piejde rovnice (1.56) seény AB kruZnice ¢

v rovnici (1.53) jeji teény v bodé A = B. Opravdu, z rovnice
2+ a*z = 2a,
po vydéleni obou jejich stran komplexni jednotkou a dostaneme
p +az =2 neboli az +az = 2.

Lemma 6. Necht A # B, C' # D jsou c¢tyri body kruznice € takové, Ze secny AB, CD

jsou riuznobéziné. Komplexni soutadnice z jejich priseciku Z je pak uréena vztahem

(a+b)—(c+d).

Z= o od (1.57)
Diikaz. Podle predchoziho lemmatu jsou rovnice se¢en AB, C'D po radé
z+abz =a+b, z+cdzZ=c+d,
odkud odec¢tenim druhé rovnice od prvni ziskdme
(ab—cd)Z=(a+0b) — (c+d). (1.58)

Ukazme nyni, zZe podminka ab — c¢d # 0 je v na$i situaci ekvivalentni predpokladu
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AB }Jf CD. Opravdu, podle defini¢niho vztahu (1.30) uvedeného na str. 34 v definici

rovnobéznosti piimek 1ze tento pfedpoklad zapsat nerovnosti

S|

b—a  b-—
d—c%a—é’

kterou s vyuzitim vztahti aa@ = bb = c¢ = dd = 1 upravime do tvaru

b—a%%—%:‘la—f’:(a—b)cd
d—c’ 1-1 =& (c—d)ab

neboli (pfipomenme, Ze a # b, ¢ # d)
d
129 Gl ab—ed 0.
ab

Rovnici (1.58) tak mtZeme vydélit nenulovym ¢islem ab — cd, ¢imz dospéjeme k po-
zadovanému vysledku (1.57). Q.E.D.

Pozndmka. Povsimnéme si, ze vztah (1.57) je, jak lze o¢ekavat, neménny pii zaméné
bodti A, B, resp. bodu C, D stejné jako pii zaméné dvojic bodu (A, B) a (C, D).
Zéaroven si uvédomme, Ze v situaci, kdy a = b=+t a ¢ =d = u, t # tu, obdrzime
odtud dfive odvozeny vztah (1.54) pro komplexni soufadnici priseciku dvou razno-
béznych tecen kruznice . Opravdu, dosazenim do rovnosti (1.57) a vyuzitim vztaht
tt = uu = 1 mame
2(t—u) 2 2 2tu

z = = neboli z= = )
t2—u?>  t+u

coz je pravé rovnost (1.54). Podobné bychom tak mohli ziskat vyjadieni komplexni
soufadnice pruseciku teény a s ni riznobézné secny ke kruznici €.

Dodejme, ze k nalezeni vztahu (1.57), resp. k nalezeni jeho komplexné sdruze-
ného protéjsku, bylo rovnéz mozné vyuzit vysledku Lemmatu 2 ze str. 45. Vzhledem

k jednoduchosti jsme vSak zvolili nazornéjsi pfimy postup.

Lemma 7. Necht A, B jsou dva riuzné body kruznice € a Z je kolmym primétem

libovolného bodu M na jeji secnu AB. Pak plati

1
zza(a+b+m—abm). (1.59)

Diikaz. S vyuzitim tohoto, Ze a@ = bb = 1, vypisme podle vzorce (1.48) z Véty 17,
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str. 47, komplexni soufadnici z prumétu Z bodu M na piimku AB. Podle tohoto
vztahu plati

b =b(m— m—-—Y_—p(m=1
_emD)bmen) o _a(m-p)—b(m=) m_
2(a—b> 2 2(5—5) 2

abm—a abm—b
b - a m  a*bm—a®—abPm+b> m
2(b—a) 2 2(b—a) 2
ab
_b2_a2_(b—a)abm+m_a+b—abm+@_l(a+b+m_abm)
B 2(b—a) 2 2 2 2 ’

coz je presné dokazovany vzorec (1.59). Q.E.D.

Zabyvejme se nyni mnozinou bodu (v roviné), jez maji od danych dvou raznych
bodi konstantni pomér vzdalenosti. UkaZeme, Ze pro libovolny (kladny) pomér razny
od jedné se jedna o kruznici, ktera byva oznacovana jako Apolloniova' kruznice dvou
(rizngch) bodi (zadand danym pomérem). Tvrzeni o Apolloniové kruznici zde uva-
dime proto, Ze jej vyuzijeme pozdé&ji pti konstrukei tzv. harmonického ctyrihelniku

(viz str. 71, resp. str. 74).

Véta 20. Mnozina bodi Z majicich od danijch dvou riznych bodi A, B konstantni

pomer vzddlenosti
|z —al
|z — 0]

=AcR" (1.60)
je pro A =1 osou usecky [AB] a pro X # 1 kruznici, jejiz stied leZi na primce AB.

Diikaz. Skutecnost, ze rovnost (1.60) pfedstavuje pro A = 1 komplexni rovnici osy
usecky [AB] (viz Vétu 18 na str. 47) je zfejma, proto déle predpokladejme, ze A # 1.

Ekvivalentnimi tupravami rovnosti (1.60), véetné umocnéni obou jejich stran

na druhou (jez je ekvivalentni upravou z duvodu A > 0), postupné obdrzime

|z —al = Alz 0],
(z—a)z—a)=N(z—b) (z-b),
2Z—az—az+aa =\ (22 — bz — bz + bb)
(1=X)2z— (a—Ab)Z— (a— A) 2+ aa — \*bb = 0,

" Apollénios z Pergy (cca. 262 pi. n. 1. — cca. 190 p¥. n. 1.) — starovéky fecky geometr a
astronom.
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a odtud po vydéleni obou stran posledni rovnosti nenulovym (redlnym) ¢islem 1 — \2
ziskdme ) - -
a— \b a— \°b aa — \°bb
Z— = 0. 1.61
e 1ot 7Y (1.61)

Podle Véty 19, str. 48, komplexni rovnici kruznice se stfedem v bodé S a polomérem r

Zz —

lze zapsat jako
22— SZ—524s5—12=0.

v . —)\2 v v P . LS 3
OznaCme nejprve s = “1_)3\21’ ¢islo ur¢ené podle koeficientu stojiciho v komplexni
rovnici (1.61) pfi ¢lenu zZ. Ovéfme nyni, Ze ta predstavuje komplexni rovnici jisté
aa—\2bb

-2

kruznice. K tomu zfejmé staci ukazat, ze komplexni ¢islo s5 — je realné a

kladné a udava tak kvadrat jejtho poloméru, nebot podminka

(_)a—)\zb_ a— 22
T e T 1o

je evidentné splnéna, a komplexni ¢islo s tak predstavuje komplexni souradnici jejiho

stfedu. AvSsak vynéasobenim nerovnosti

(a—A%) (@— A%)  aa — \%bb .
(1—22)? 1— )2 ’

kladnym ¢islem (1 — )\2)2 a dalsimi ekvivalentnimi tpravami postupné dostaneme
(a — A%) (@— A?b) — (a@ — A?bb) (1 — A?) > 0,
a@ — Nab — \?ab + \'bb — (a@ — Na@ — A*bb + A'bb) > 0,
A2 (bb —ab — ab + aa) > 0,

a odtud jiz po vydéleni obou stran posledni nerovnosti kladnym &islem A2 ziskdme

po jednoduchém slouc¢eni podminku

(b—a)(b—a) >0 meboli  |[b—al> >0,
ktera je vzhledem k predpokladu a # b splnéna. Tedy rovnice (1.61) je opravdu
komplexni rovnici kruznice. Z vyjadreni komplexni souradnice jejiho stfedu

a— \b 1 A2

I VE s vi i s VLR Ll

S =

navic okamzité dostavame, ze ten lezi na piimce AB, nebot A + Ay = ﬁ +
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+ (—%) = 1, tedy realna ¢isla Ay a Ay predstavuji barycentrické souradnice

stfedu S vzhledem k bodim A a B (viz Vétu 4 uvedenou na str. 26 a poznamku

za jejim dukazem). Q.E.D.

Obrazek 1.17

Pozndamka. Pro zajimavost si lze povsimnout, Ze polomér r Apolloniovy kruZnice
bodu A, B zadané pomérem 0 < A\ # 1 lze podle préavé ukonc¢eného dikazu vyjadrit
vztahem

A

T:m|AB|,

ktery je navic evidentné symetricky viuc¢i zaméné \ — % (coz ostatné lze vytusit i
z vyznamu poméru A, viz obr. 1.17). Je z n&j také dobfe patrné, Ze polomér Apollo-
niovy kruznice roste nade vSechny meze pro A blizici se jedné.

Dodejme, 7Ze je dale mozné dokazat, ze Apolloniovy kruznice bodu A, B za-
dané libovolnym pomérem 0 < A # 1 protinaji kolmo kazdou kruznici prochézejici
body A, B (tj. dva pary tecen k obéma kruznicim sviraji v obou mistech jejich spo-
le¢ného priiniku pravy thel, coz je dobfe patrno na obr. 1.17, kde jsme vzajemnou
kolmost jednotlivych kruznic z divodu piehlednosti explicitné neoznacili). Dikaz

tohoto tvrzeni, jenz presahuje ramec naseho textu, lze vyvodit napf. z poznatki
uvedenych v publikaci |2, s. 114-133|.



Kapitola 2
Koncyklicita a kolinearita ¢tyr bodiu

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, jak lze s vyuzitim komplexnich ¢isel a
béznych operaci na nich definovanych jednoduse zachytit ¢astou a vyznammnou si-
tuaci, kdy ¢tyfi navzajem rizné body jsou koncyklické nebo kolinedrni, tj. kdy lezi
na jedné kruznici nebo piimce. Za timto tcelem vyuzijeme v geometrii zndmy né-
stroj zvany dvojpomeér ctyr ruzngch kolinedrnich bodi, ktery vSak, na rozdil od jeho
bézného vyznamu, prirozenym zptsobem rozsifime na libovolné ¢tvefice bodu ro-
viny podobné, jako jsme tak ucinili v prvni kapitole v pripadé délictho poméru tif
raznych kolinearnich bodi. Na zavér kapitoly se budeme, oproti autorové diplomové
préaci [10], vénovat zvlastnimu pfipadu rozloZeni ¢tyf riznych bodi na pfimce nebo
kruznici, zndmému jako harmonickd ctvetice.

Prvni paragraf kapitoly z vétsi ¢asti vychazi z knihy |2, s. 144-150] stejné jako
uvodni pojednani o harmonické ¢tverici, kde cennym zdrojem poznatki se stala rov-
néz publikace [7, s. 41-48|, rozbor kladnosti a zapornosti dvojpoméru je pak ptvod-
nim prispévkem autora prevzatym z jeho diplomové prace. Pivodni, alespon v tom
smyslu, ze jsme ji neprevzali z zadné literatury, je i diskuse tzv. Descartesova vztahu
prinasejici spojeni vzdalenych a zdanlivé nesouvisejicich oblasti pfirodni védy véetné
konstrukce harmonické ¢tvefice bodu na primce zalozené na poznatcich geometrické
(paprskové) optiky.

Kvuli zestrucénéni nékterych formulaci ponechme v platnosti amluvu z posled-
niho paragrafu predchozi kapitoly, ze jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku O
soustavy komplexnich souradnic budeme i nadale oznacovat symbolem .

Dodejme, Ze kniha [2] je jedingm ndm znamym zdrojem, kde je podminka kon-

cyklicity ¢tyr bodu skuteéné odvozovana. Jinde, napt. v [1] a [3], se k jejimu ovéTeni

o6
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bez diukazu vyuziva tvrzeni elementarni planimetrie znamé jako véta o obvodouvijch

wthlech v kruznici.

2.1 Dvojpomér ¢tyr bodi

Definice 12. Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi navzajem rizné body. Pak komplexni
¢islo

c—a d-—a
c—b d-b

(A,B,C, D) = (2.1)

nazyvame dvojpomérem bodu A, B, C, D.

Nézev ,,dvojpomér” je ve shodé s tim, ze defini¢ni vztah (2.1) lze zapsat pomoci

dvou poméri trojic bodu jako
(4,B,C,D) = (C; A, B) : (D; A, B). (2.2

Uvédomme si dale, ze pfimo z definice dvojpoméru ¢tyf vzajemné ruznych bodu
predevsim ihned plyne, Ze se jedna o ¢islo ruzné od nuly, ale také od jedné, nebot
podminka ; p
c—a —a ) c—a —a
c—b:d—bzl neboli N R
by znamenala A = B, ptip. C = D.
Jelikoz lze ze ¢tyt prvki utvorit celkem 4! = 24 permutaci, lze pro ¢tyfi navzajem

ruzné body sestavit celkem 24 dvojpoméri. Oznacme A = (A, B, C, D), pak

a—c b—c a—c a—d
(CDAB) = i T e h—d
c—b d—b 1

(B,A,C,D) =

c—a d—a N

b—a d—a b—a c—d bc—bd—ac+ad
b—c d—c c—b d—a  (c—b)(d—a)
cd —cd+ab—ab+bc—bd —ac+ad

(A,C,B,D) =

(c—0b)(d—a)
_(c=b(d—a)—(c—a)(d—D) c—a d—a
B (c—b) (d— a) DA P b

Slovné lze tyto vztahy popsat tak, zZe zdménou prvni a posledni dvojice bodi se dvoj-
pomér nezmeéni, zdména prvnich dvou bodi vraci prevracenou hodnotu pivodniho
dvojpoméru a zaména prostiednich dvou bodi dava ,,doplnék® ptivodniho dvojpo-

méru do ¢isla 1.
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(A,B,C,D)=(B,A,D,C)=(C,D,A,B)=(D,C,B,A) = X,

(A,B,D,C)=(B,A,C,D)=(C,D,B,A)=(D,C,A,B) = i\,

(A,C,B,D) = (B,D,A,C):(C,A,D,B):(D,B,C,A)—l—)\,

(A,C,D,B)=(B,D,C,A)=(C,A,B,D)=(D,B,A,C) = _)\

(A,D,C,B)=(B,C,D,A)=(C,B,A,D)=(D,A B,C) = )\i

(A,D,B,C)=(B,C,A,D)=(C,B,D,A)=(D,A,C,B) = Al
Tabulka 2.1

Na zékladé téchto pravidel 1ze snadno sestrojit tiplnou tabulku vSech moznych
hodnot dvojpoméru v zavislosti na potadi jeho bodu (tab. 2.1). Vidime, ze pro danou

¢tverici bodu A, B, C, D jde bud o 24 realnych, nebo 24 imaginarnich cisel.

Pozndmka. Podobné jako znamy pomér tii bodi pfi znalosti komplexnich soutadnic
dvou z nich uréuje jednozna¢né komplexni soufadnici t¥etiho (viz poznamku uvede-
nou na str. 29), rizného od obou, i zndma hodnota dvojpoméru A = (A, B, C, D),
A # (C;A B), A\ # 0, A # 1 pii zadanych komplexnich soufadnicich t¥i riznych
bodu A, B, C dovoluje jednoznacné urc¢it komplexni soufadnici zbyvajictho bodu

D ¢ {A, B,C}. Opravdu,

c—a d—a
c—b'd—l)_)\7
c—a d—a
b N aw
(c—a)(d—b)=A(d—a)(c—b),

cd —be —ad+ ab = \(cd — bd — ac + ab) ,
d(c—a— Ac+ Ab) = bc — ab — Aac + Aab,
av8ak plati ¢ — a — Ac + Ab # 0, nebot v opa¢ném pripadé bychom dostali

c—a d—a

= (C;A,B), a odtud

c—a=MXc—0), tj. A=

C —

Tuto situaci jsme vSak ze svych ivah vyloudili jiz v predpokladu, nebot posledni pod-

minku nelze vzhledem k pozadavku a # b pro kone¢nou hodnotu d splnit. Dvojpomér
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A= (A, B,C, D) tak jednozna¢né urcuje bod D o komplexni soutradnici

_be—ab—Xac+Xab  b(c—a)— Aa(c—0D)

d =
c—a— A+ c—a—Ac—0)

Defini¢ni vztah (2.1) pro dvojpomér (A, B,C, D) bodu A, B, C, D lze zapsat
fadou vzajemné ekvivalentnich formuli. Jednu takovou, kterou pozdéji v praci vyu-

zijeme, uvadi nasledujici pomocné tvrzeni:

Lemma 8. Pro c¢tyri rizné body A, B, C, D plati

(A,B,c,D)=b=a d—a (2.3)

b—a c—a

Diikaz. Postupnou tupravou slozeného zlomku na pravé stranné vztahu (2.3) dosta-

neme
1 1 d—a—b+a
b—a d—a_(b—a)({d—=a) d=b c=b c—a d—a _
1 c—a—b+a _d—a'c—a_c—b'd—b_(A’B’C’D)’
b—a c—a (b—a)(c—a)
a tim je tvrzeni lemmatu ovéreno. Q.E.D.

Nyni uvedeme véetné ditkazu zasadni tvrzeni, jez v fe¢i dvojpoméru ¢tyf riznych

bodu udava nutnou a dostate¢nou podminku jejich koncyklicity nebo kolinearity.

Véta 21. C’tyfz’ navzdjem ruzné body A, B, C', D lezi na jedné kruznici nebo primce

prdvé tehdy, kdyz jejich dvojpomeér (A, B, C, D) je redlné cislo.

Diikaz. Dokazeme nejprve implikaci ,,=“. Pro ptipad, kdy jsou dané ¢tyfi vzajemné
ruzné body A, B, C, D kolinearni, je platnost implikace trividlni, nebot oba poméry
vystupujici ve vyjadieni dvojpoméru (2.2) uvedeném na str. 57 jsou pak nenulova
realna ¢isla (Véta 6, str. 29), a proto i jejich podil, tj. dvojpomér (A, B,C, D), je
(nenulové) realné ¢islo.

Necht nyni ¢tyfi navzajem ruzné body A, B, C, D lezi na jedné kruznici, kte-
rou muzeme pro tuto chvili bez Gjmy na obecnosti povazovat za kruznici € (nebot
zména méfitka ani pripadné posunuti o libovolny vektor v roviné nema na hodnotu

dvojpoméru bodu A, B, C, D vliv). S vyuzitim vztahti a@ = bb = c¢ = dd = 1
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dostaneme
___ _ __ ¢—-a d-g -1 1_1 a—c a—d c—a d—a
A’B’C’D — _ . —c a:d a _ _ac . ad  __ . —
( ) c—b d-b 1-3 1-—3 beibd b d-b
:(A7B7C7D>

¢ili dvojpomeér (A, B, C, D) je pro ¢tyfi vzajemneé ruzné koncyklické body realné éislo.
Dikaz ¢asti ,,=“ je tak hotov.
Nyni dokazme opa¢nou implikaci ,,<=“. Bud tedy dvojpomér (A, B, C, D) reélné

¢islo. Pak méame

Il

c—a d—a ©¢—

d—a
: = = 2.4
c—b d—-b ©¢—b d-—b (24)
Povazujme nyni komplexni souradnici d bodu D za proménnou z takovou, Ze plati
z # a, z # b a oznacme dale m = < - %, |m| = 1. Pak ekvivalentnimi tpravami

podminky (2.4) dostaneme

c—a z—b ¢—a Z-—0b
. - _ . 2.5
c—b z—a ¢—b zZ-—7a (2.5)
2—b Z-—0
m- = —,
z—a Z-—a

m(z—">0)(zZ—1a) =

—~
N

—b)(z—a), (2.6)
m (2% — @z — bz +ab) = 2Z — az — bz + ab,

(m—1)2z — (mb—a)Z — (ma —b) z + mab — ab = 0. (2.7)
Pro m = 1 nabude posledni rovnice tvaru
(a—b)z—(@—"b)z+ab—ab=0,

coz je, podle vztahu (1.39) ze str. 44 zapsaného v komplexné sdruzené podobé, kom-
plexni rovnice pfimky AB, a body A, B, D jsou proto kolinearni. Ze zpusobu zave-
deni komplexni jednotky m je viak ziejmé, Ze plati (C; A, B) = m - (C; A, B), tedy
pro m = 1 dostavame, ze pomér (C'; A, B) je realné ¢islo, a tedy také bod C' je bodem
piimky AB.

Uvazujme dale, ze m # 1. Pak podminka (2.7) po vydéleni nenulovym ¢islem
m — 1 prejde do tvaru

mb—a_ ma—>b mab — ab
Z =0. (2.8)
m—1

ZZ —

z
m—1 m—1
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Nyni ukdzeme, podobnym zptsobem jako v ditkazu Véty 20 o Apolloniové kruznici
ze str. 53, Ze takto upravenou komplexni rovnici je urcena kruznice, jejimiz body jsou,
kromé bodu D, rovnéz body A, B, C. Podle Véty 19, str. 48, mizeme komplexni

rovnici kruznice se stfedem v bodé S a polomérem r psat jako
22— 52— 52+s55—1r>=0.

Abychom dokazali, Ze rovnice (2.8) je komplexni rovnici kruznice, musime se pie-

svédéit, ze komplexni ¢islo s, které definujeme podle koeficientu pii ¢lenu z v (2.8)

mb—a
m—1"

pii ¢lenu z v (2.8), takze predstavuje komplexni soutadnici jejiho stfedu a ze kom-

rovnosti s = je cislo komplexné sdruzené se zaporné vzatym koeficientem

mab—ab
m—1

realné cislo. Je tak nutné ovérit, ze plati

plexni ¢islo s5— udéava kvadrat jejitho praméru, ze se tedy jedna o jisté kladné

b— a—b ab — ab
(s =) 7:; — 1@ = (ma > a zaroven 55— 2Dy 0, (2.9)

m—1 m—1

coz provedeme v nékolika krocich, pfitom vyuzijeme ziejmého faktu mm = 1 (viz za-
vedeni ¢isla m). Ekvivalentnimi tpravami prvni z podminek (2.9) postupné dosta-

neme

mb—a Ta-—>

m—1 m—1"
(mb—a)(m—1)=(m—1)(ma—0b),

b—mb—ma+a=a—mb—ma-+b,

coZ je trividlné splnéno, a proto i rovnost z (2.9) plati. Zbyva tak ovéfit nerovnost

z (2.9), coz provedeme postupnou tpravou jeji levé strany:

_ mab—ab mb—a mb—a mab— ab
55 — = . — =

m— 1 m—1 m—1 m— 1
(mb —a) (Mb — @) — (mab — ab) (M — 1)
B (m—1)(m—1) N
_ bb — mab — mab + aa — ab + mab +mab —ab  bb—ab—ab+aa
N m —1* N m —1* N
(b-a)(b—7a) |b—af
o m=1 m— 1

ProtoZe a # b, je posledni vyraz kladny, tedy i druha podminka v (2.9) plati. Dokéazali
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jsme tak, Ze rovnice (2.8) je skuteéné rovnici kruznice se stfedem S o komplexni
|a—b|
Im—1["

mb—a
m—1

Body A, B, C, D lezi na zminéné kruznici tehdy a jen tehdy, kdyz jejich komplexni

soufadnici s = s polomérem 7 rovnym
souradnice vyhovuji jeji rovnici (2.8), resp. ekvivalentnim rovnicim (2.7) a (2.6)
(pro m # 1), ptip. (2.5) (pro z # a). AvSak komplexni ¢isla z = a, z = b evidentné
vyhovuji rovnici (2.6), tedy oba dva body A, B lezi na oné kruznici. Komplexni
souradnice ¢ bodu C' pak zjevné spliuje rovnici (2.5), nebot pro z = ¢ jsou obé jeji
strany rovné 1.

Z volby komplexni souradnice d bodu D jako neznamé z plyne bezprostiedné, ze
tento bod je prvkem kruznice o rovnici (2.8). Dohromady tak dostavame, Ze v situaci,
kdy m # 1, jsou body A, B, C, D koncyklické, a tim je dikaz véty kompletni.

Q.E.D.

Postup, ktery jsme uplatnili pii dikazu Véty 21, vede rychle ke dvéma zajima-
vym vysledkiim o kruznicich uréenych tfemi body. Opustme proto na chvili téma

dvojpoméru a dokazme dotycéné dvé véty.

Véta 22. Komplexni souradnice stiedu S kruznice libovolnému trojuhelniku ABC

opsané je urcena vztahem

c—b)+\b_|2(a—c)+\c\2(b—a)
(c=b)+bla—c)+c(b—a)

(2.10)

2
ol
a

Drikaz. Podle postupu dukazu predchozi véty kruznice prochazejici tfemi rtznymi

mb—a

body A, B, C' mé komplexni soufadnici s svého stiedu S urenou vztahem s = 7=¢,

kde m = % . % Dosazenim za m tak odsud dostavame

(Sl

“t-2b-a (c—a)(e-b)b—a(c—b)(c—a)
e.=lo1 (c-ae-b) (-7
be(c—a) —bb(c—a)—ac(c—b)+aa(c—b)
c¢ — bc — ac + ab — ¢t + ac + be — ab

ad (c —b) + bb (a — ¢) + bcc — abe — act + abc

@c —ab + ab — be + bc — ac B
_al e =t + [ (a—c) + e (b~ a)
 ale—b)+bla—c)+c(b—a)

V‘al
el

ol

Ziskali jsme tak pro komplexni soufadnici s stfedu S kruznice trojuhelniku ABC

opsané pozadované vyjadieni (2.10) a dikaz je tim hotov. Q.E.D.
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Pozndmka. Dodejme jesté, ze dikaz existence stfedu kruznice opsané libovolnému
trojuhelniku ABC' jakozto pruseCiku os vSech tii jeho stran a platnosti vyjad-
feni (2.10) jeho komplexni soufadnice poddme nezéavisle pozdéji v kapitole tieti vé-

nované geometrii trojihelniku (Véta 29 na str. 83).

Véta 23. Polomer r kruznice opsané libovolnému trojihelniku ABC' je urceny vzta-

hem
la —b||b—c||c—a]

- ‘E(C—b)+l_7(a—c)+5(b—a)‘.

(2.11)

Diikaz. Podle dikazu Véty 21 ma kruznice prochazejici body A, B, C' polomér r

rovny 124 kde m = <2 . =2 Odtud s vyuzitim vztahu mm = 1 dostavame
|m—1| c—b c—a
2 2 2 2
b do=b =W la—b _ ja—

Cm=17 (m-1)(m-1 mm-m-m+1 2-m-m

coz je po dosazeni za m rovno

ja —bf* _ ja —bf*
9 ca.gb % ) 5%2 2b—cf?|c—a|?— (¢-5)" (c—a)®—(c—b)(c-a)®

|b—c|?|c—al?

ja =0 [b—c*[c —af*

(e (c—aP=2b—cPle—al+(c—b)*(c—a)?
ja = b* b = ¢|* |c — a|”
[(c=0) (c—a)— (c—b) (c—a)]’
ja =" b —¢*|c — af” _ a=bPp—cfle—a|’

(cE—aE—Ec+a5—cE+Ec+bE—6b)2 (EC—EZ)—FCLE—EC—FZ)E—CLE)T

Jelikoz vyraz v zévorce jmenovatele posledniho zlomku zfejmé predstavuje jisté ryze

imaginarni ¢islo, plyne odtud bezprostifedné tvrzeni véty. Q.E.D.

Vratme se k hlavnimu tématu paragrafu a zkoumejme hloubéji situaci, kdy dvoj-
pomér (A, B,C,D) = ¢ % ¢tyf navzajem ruznych bodu A, B, C, D je reilné
¢islo. Z dukazu Véty 21 je vidét, Zze tyto body jsou kolinearni tehdy a jen tehdy,
kdyz pomér (C; A, B) = =% je realné ¢islo (tedy je délicim pomérem bodu A, B, C).
V opacném piipadé jsou body A, B, C, D koncyklické. Znamené to tedy, ze konvex-
nimu c¢tyiihelniku 1ze opsat kruznici, pravé kdyz dvojpomér jeho vrcholi je realny
a zadné tii jeho vrcholy nelezi na jedné piimce. Takovéto konvexni Ctyrihelniky

nazyvame tetivové.
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Dokazanou Vétu 21 by bylo podle definice dvojpoméru mozné formulovat také
takto:

Véta 24. C’tyfi navzdjem ruzné body A, B, C, D lezi na jedné kruznici nebo primce

pravé tehdy, kdyz

<c—a.d—a>_ b <c—a.d—a>_ (2.12)
arg i nebo arg e T. .

Jelikoz podle pravidel pro pocitani s argumenty (nenulovych) komplexnich ¢isel

a Véty 14 uvedené na str. 41 plati

c—a d—a — —
: ~m(BCA) —m(BDA 2.13
g (=5 : 5= ) ~m(BCA) - m(BDA) (213)
iika posledni véta, ze pro Ctyfi navzajem rizné koncyklické nebo kolinedrni body
A, B, C, D je rozdil mér orientovanych thli sevienych polopfimkami (C'B, (CA,
resp. (DB, (DA branych v obou pfipadech v uvedeném poradi roven 0 nebo —xn
az na celo¢iselny nasobek 2 (obr. 2.1, ¢ € (—n;0)). Odtud dostavame nasledujici

dvé tvrzeni znaméa z elementarni planimetrie!:

Obrazek 2.1
Disledek 3. Necht c¢tyri navzdjem rizné body A, B, C, D leZi na jedné kruznici, pak
odchylka primek AC, BC' je rovna odchylce piimek AD, BD (obr. 2.2, ¢ € (0;7)).

Disledek 4. Konvexni ctyrihelnik je tetivovy tehdy a jen tehdy, kdyz soucet velikosti

dvou vnitrnich uhli pri jeho protilehlyjch vrcholech je roven .

'V druhém z nich pfitom vyuZijeme terminu velikost vnitiniho tihlu konvexniho &tyftuhelniku,
¢imz myslime velikost neorientovaného thlu z intervalu (0; ).
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Obrazek 2.2

Posledni dusledek byva rovnéz oznacovan jako kritérium tétivového ctyriuhelniku.
Pozdé&ji v textu prace uvedeme jesté jedno méné znamé (Ptolemaiovo) kritérium
tétivového ¢tyiahelniku (Dusledek 8 na str. 135).

Plyne odtud, Ze napt. kazdy pravouhelnik (tj. ¢tverec nebo obdélnik) je tétivovym
¢tytiahelnikem. Jako dalsi priklad uvedme jesté deltoid (tedy konvexni ¢tyiuhelnik
osové soumeérny podle pravé jedné své thlopticky), ktery je podle posledniho disledku
tétivovy tehdy a jen tehdy, kdyz pravé dva z jeho vnitinich dhla pti protilehlych
vrcholech jsou pravé (obr. 2.3), nazyvame jej potom tétivovy deltoid. Mimo jiné tak
odtud Ize vyvodit platnost tvrzeni Thaletovy véty, kterou vsak pozdéji dokédzeme
analyticky (viz Vétu 36 na str. 108).

Obrazek 2.3
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2.2 Polarita redlného dvojpoméru

V tomto paragrafu se budeme zabyvat otazkou, pro jakd usporadani ¢tyf rtznych
bodia A, B, C, D na kruznici nebo pfimce je jejich dvojpomér (A, B, C, D) kladné
¢islo a pro jaka se jedna o ¢islo zaporné. Pro pohodlnost vyjadiovani se dohodnéme,
ze kladnost nebo zapornost (realného) dvojpoméru budeme oznacovat struéné jako
polaritu (redlného) dvojpoméru.

Vénujme se nejprve pripadu ¢tvefice ruznych kolinearnich bodu A, B, C, D. Jejich
jednotliva usporadani na piimce budeme pfirozenym zptsobem reprezentovat odpo-
vidajicimi permutacemi pismen A, B, C, D tak, ze napt. permutace ACDB bude
oznac¢ovat to uspofadani, kdy A—C —D a C' — D — B (viz Definici 4 na str. 23). Pri-
tom z kontextu bude vzdy zfejmé, Ze nehovofime napt. o ¢tyfuhelniku AC DB apod.
Uvédomme si, ze téchto usporadani je celkem 45! = 12, nebot ur¢itd permutace
(napt. BADC') ¢tené bézné zleva doprava prectend zprava doleva (tj. C DAB) ziejmé
popisuje totéz usporadani bodu na primce. Dohodnéme se, ze v dalsich ¢astech textu
pro jisté uspofadani tif riznych bodi na piimce budeme k jejimu popisu volit tu
z obou moznych permutaci, kterd ma v bézném slovnikovém uspotradani prednost
(tj. BADC namisto CDAB).

Podle vzorce (2.2) ze str. 57 a tvah na str. 63 uvedenych za dikazem Véty 23
lze dvojpomér (A, B,C, D) ¢tyt ruznych kolinearnich bodua vyjadfit pomoci dvou

délicich pomért, a to nasledujicim zpiisobem:
(A,B,C,D)=(C;A,B):(D;A,B). (2.14)

Odtud dostavame, ze dvojpomér (A, B, C, D) ¢tyt kolinearnich bodu nabyva klad-
nych hodnot v p¥ipadé, ze plati bud

(C;A,B) >0 a zaroven (D; A, B) >0, (2.15)

nebo
(C;A,B) <0 a zaroven (D; A, B) < 0; (2.16)

zapornych hodnot nabyva jen tehdy, kdyz bud
(C;A,B) >0 a zaroven (D; A, B) <0, (2.17)

nebo
(C;A,B) <0 a zaroven (D; A, B) > 0. (2.18)
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Zbyva tedy urcit, jakym uspofadanim ¢tyt ruznych bodia A, B, C, D na piimce tyto
situace odpovidaji.

Je-1li splnéna podminka (2.15), pak podle poznamky uvedené na str. 29 za du-
kazem Véty 6 lezi oba dva body C, D na pifimce AB, avSak mimo tsecku [AB].
Takovéto usporadani je ziejmé mozné pouze pro permutace ABCD, ABDC, BACD
a BADC, CABD a CBAD.

Pokud plati (2.16), pak oba body C, D lezi ve vnitiku (AB) usecky [AB], ¢emuz
odpovidaji pouze usporadéni ACDB a ADCB.

Situaci (2.17) pak vyhovuji moznosti ADBC a BDAC' a konetné posledni pod-
mince (2.18) odpovidaji permutace ACBD a BC'AD, ¢imz je vyGerpano vsech dva-

nact moznosti. Dokazali jsme tak nésledujici tvrzeni:

Véta 25. Dvojpomer (A, B,C, D) ctyr riznych kolinedrnich bodi A, B, C, D na-
byjvd kladnijch hodnot pro uspordddni popsand permutacemi ABCD, ABDC, ACDB,
ADCB, BACD, BADC, CABD, CBAD (tj. tehdy, kdyz body A, B nebo C, D jsou
sousedni) a zdporngch pro uspordiddni podle permutaci ACBD, ADBC, BCAD,
BDAC (tj. tehdy, kdyz ani body A, B, ani body C, D spolu nesousedi).

Zabyvejme se nyni druhou nastolenou otazkou, a sice pro jaka z usporadani ¢tyt
riuznych bodu A, B, C, D na kruznici nabyva jejich dvojpomér (A, B, C, D) kladnych
a pro jaka zapornych hodnot, jinymi slovy, kdy nastane piipad arg (A, B,C, D) =0 a
kdy arg (A, B,C,D) = —x.

étyfi vzajemné ruzné koncyklické body A, B, C, D je na kruznici mozné uspo-

a
=
cich 2.4, 2.5 a 2.6 (¢ € (—x;0)), kde kazdé usporadani je charakterizovano jednou

radat celkem 3! = 6 zpusoby. Vsech Sest moznosti je zachyceno na obraz-
ze Sesti permutaci pismen A, B, C, D zac¢inajicich pismenem A branou v kladném
smyslu, tj. proti sméru chodu hodinovych rucicek.

Zduraznéme, ze na rozdil od usporddani ¢tyr riznych bodi na pifimce, zAmérné
nehodlame ztotoznit v pfipadé koncyklickych bodt usporadéni charakterizované
permutacemi pfectenymi zleva doprava a zprava doleva. Duvod je ten, Ze v mno-
hych planimetrickych tlohach hraje orientace hli podstatnou roli a transformace
(napf. osova soumeérnost podle osy prochazejici stfedem oné kruznice), ktera by pie-
vedla usporadéani ¢tyt ruznych koncyklickych bodi popsané napt. permutaci AC BD
(obr. 2.5(a)) na usporadani dané permutaci DBCA, tj. ADBC' (obr. 2.6(a)) by sice,
jak vzapéti odhalime, polaritu dvojpoméru zachovala, avsak nutné by orientaci tthla
ménila.

Uvedené prifazeni permutaci jistym usporddanim ¢tyt riznych bodu na kruznici



2.2. POLARITA REALNEHO DVOJPOMERU 68

bychom korektnéji zavedli podobné jako v pripadé usporadéani téchto bodii na piimce,
jen namisto relace uspotradani t¥i bodd bychom museli zavést obdobnou relaci pro tii
body kruznice, resp. oblouku kruznice, pficemz by navic bylo nutné brat v uvahu

orientaci souhlasnou nebo nesouhlasnou se smérem chodu hodinovych rucicek.

(a) ABCD (b) ABDC

Obrazek 2.4

K urc¢ovani polarity dvojpoméru ¢tverice ruznych koncyklickych bodu A, B, C', D

vyuzijeme vzorce (2.13) uvedeného na str. 64, tedy

c—a d—a

c—b d—1b

arg (A, B,C, D) = arg < > ~ m(@) — m(ﬁ)\A)

Vénujme se nejprve piipadum zachycenym na obr. 2.4. Pokud body A, B, C, D jsou
na kruznici rozmistény podle permutace ABC'D (obr. 2.4(a)), pak mira orientova-
nych uhli BCA a BDA je podle uvah na str. 64 taz, ozna¢me ji podle obrazku ¢.

Pak ovsem

c—a d—a — —
arg(c_b : d—b> ~m(BCA) —m(BDA)=¢—p =0,
tedy v tomto piipadé je dvojpomér (A, B,C, D) kladné realné ¢islo. Stejnym zpi-
sobem bychom dosli k zavéru, ze pro permutaci ABDC' (obr. 2.4(b)) je dvojpo-
mér (A, B, C, D) taktéz kladny, coz mj. plyne také z toho, Ze pro toto usporadani je
podle predchoziho pfipadu dvojpomér (A, B, D,C) = k kladny stejné jako dvojpo-
mér (A, B,C, D) =1 (viz tab. 2.1 na str. 58).

V situaci ACBD zachycené na obr. 2.5(a) dostavame

—a d-— J— S
arg(i_z : d—Z) ~m(BCA) —m(BDA) ~n+¢— ¢~ —nx,
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(b) ACDB

Obrazek 2.5

takze dvojpomér (A, B,C, D) je pro tento pfipad zaporné &islo.

Uspotfadani bodu A, B, C, D na kruznici popsanych permutacemi ACDB,
ADBC, ADCB (po fadé obr. 2.5(b), 2.6(a), 2.6(b)) lze ziskat z prvnich ti{ vySet-
fenych permutaci ABDC, ACBD, ABCD obracenim jejich sméru, o kterém jsme
diskutovali pfi zavadéni reprezentace usporadani ¢tyi koncyklickych bodt pomoci
permutaci ¢tyl pismen. Tato uspofadani vzniknou napft. osovou soumérnosti apli-
kovanou na doty¢né kruznice podle libovolnych os vedenych jejich stiedy. Je vsak

ziejmé, 7Ze tato operace zachovava polaritu jednotlivych dvojpomérii, nebot méni ori-

entaci obou orientovanych thli BCA a BDA soucasné. Dostavame tak, ze dvojpo-
mér (A, B, C, D) je pro permutace ACDB, ADBC, ADC B po fadé kladny, zaporny
a opét kladny (coz je ostatné patrné i z prislusnych obrazki). Pravé jsme tak dokazali

nasledujici tvrzeni:

(b) ADCB

Obrazek 2.6
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Véta 26. Dvojpomeér (A, B,C, D) ¢tyr riznych koncyklickych bodi A, B, C, D na-
byjvd kladnijch hodnot pro uspordddni popsand permutacemi ABCD, ABDC, ACDB,
ADCB (1. tehdy, kdyz body A, B i C, D jsou sousedni) a zdpornijch pro uspoidddni
podle permutaci ACBD, ADBC' (tj. tehdy, kdyz ani body A, B, ani body C, D spolu

nesousedi).

Pozndmka. Dodejme, Ze odlisnou metodu urc¢ovani polarity dvojpoméru Ctyt riz-
nych koncyklickych bodt od té, kterou jsme pravé prezentovali, nastinime v kapitole

¢tvrté, konkrétné v poznamce na strané 118 za ditkazem Véty 42.

Porovnanim Vét 25 a 26 dojdeme k zavéru, Ze je mozné spojit je jednoduse v je-
diné tvrzeni, nebot ze zpusobu prifazeni permutaci pismen A, B, C, D usporadéa-
nim jim pfisluSnych ¢ty rtznych bodt na kruznici nebo piimce je zifejmé, Ze kazda
z permutaci BACD, BADC, CABD, CBAD, pro néz je dvojpomér (A, B,C, D)
¢tyt ruznych kolinearnich boda A, B, C, D kladny, odpovida na kruznici uspora-
dani pro nékterou ze ¢tyt permutaci ABCD, ABDC, ACDB, ADCB, pro kterou
je dvojpomér (A, B, C, D) rovnéz kladny (toto pfifazeni ziejmé neni jednoznaéné,
nebot kazdé jedné z vyjmenovanych permutaci pro ¢tverice kolinearnich bodu zjevné
odpovidaji dvé rizné permutace pro uspoifadani bodu na kruznici) a podobné per-
mutace BOCAD, BDAC, kdy dvojpomér (A, B,C, D) je pro usporadani jimi popsa-
nymi v piipadé kolinearnich bodu zaporny, predstavuji na kruznici usporadéani podle
nékteré z permutaci ADBC, ACBD (ani toto pfifazeni ziejmé neni jednoznaéné),
pro které je jejich dvojpomér (A, B, C, D) zaporny. Muzeme tedy vyslovit nasledujici

tvrzeni:

Véta 27. Dvojpomer (A, B, C, D) ctyr riznijch koncyklickych nebo kolinedrnich bodi
A, B, C, D nabyvd kladnych hodnot pro uspordddni popsand permutacemi ABCD,
ABDC, ACDB, ADCB, BACD, BADC, CABD, CBAD a zdpornyjch pro uspo-
radani podle permutaci ACBD, ADBC, BCAD, BDAC.

Pozndmka. Moznost spojeni Vét 25 a 26 v jediné tvrzeni patrné neni ndhodné. Plyne
ze zpusobu reprezentace usporadani ¢tyr riznych bodt na kruznici ¢i piimce a z toho,
ze kazdou primku lze chéapat jako jisté zobecnéni kruznice (kruznice i piimka je tak
interpretovana jako zvlastni pripad tzv. zobecnéné kruznice), kdy jeji polomér neni
kone¢ny. Ov8em tvahy tohoto typu ponékud prevysuji zaméreni této rigordzni prace,

proto jsme obé situace vysetfili zvIast.
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2.3 Harmonicka ¢tverice

Jestlize (A, B,C, D) = —1, fikdme, Ze body A, B, C, D tvori v tomto poradi harmo-
nickou?® ctverici. Jelikoz je jejich dvojpomér redlny a navic zaporny, lezi tyto body
bud na piimce, nebo na kruznici, a to v poradi danych vysledkem posledni véty,
tj. ACBD, ADBC, BCAD, BDAC, ptitom v druhém jmenovaném piipadé tvori

vrcholy tzv. harmonického ctyrihelniku, pro néjz plati

c—a‘d—a
c—b d—0»

c—a

c—b

=1 neboli

Y

d—b

_‘d—a

tj.
lc—al-|d—b]=|d—al-|c—b],

coz znadi, ze souciny velikosti protilehlych stran harmonického c¢tyfihelniku jsou
stejné. Zdiuraznéme, Ze tato vlastnost jesté nezarucuje, ze dany konvexni ¢tyiihel-
nik je harmonicky, nebot vyjadiuje pouze podminku, ze dvojpomér (A, B,C, D) je
komplexni jednotkou. K tomuto se vratime jesté v Dusledku 9 na str. 135.
Pozndamka. Jedinym pravouhelnikem, ktery je tak zarovein harmonickym ¢étyiahel-
nikem, je proto ¢tverec. Harmonickym ctyfihelnikem je ziejmé i tétivovy deltoid

(viz obr. 2.3 na str. 65).

Upozornéme na dalsi zajimavou vlastnost harmonické ¢tvetice, a sice, Ze po-
¢et moznych hodnot dvojpoméru (A, B,C, D) = X ¢tyf ruznych bodu A, B, C, D

pfi v8ech moznych zaménéch poradi jeho bodiu, tj. (podle tab. 2.1 na str. 58)

()\,i,l — )\,ﬁ,ﬁ,%) se v pripadé harmonické c¢tverice A = —1 zredukuje
na (—1, —1,2,%, %,2), tedy na pouhé tfi hodnoty —1, % a 2. Odtud a z pravidel

uvedenych v tab. 2.1 mimo jiné plyne zdménnost bodu A, B, resp. C, D stejné jako
dvojic (A, B), (C, D) v harmonické ¢tvefici.

Dodejme, ze podobnou vlastnost redukce moznych hodnot dvojpoméru mé
pouze piipad, kdy (A, B,C,D) = % + i?, pfitom mozné hodnoty dvojpoméru
bodiu A, B, C, D jsou v obou piipadech pouze dvé, a sice pravé % + i@, jak se
lze snadno presvédcit. Jelikoz tyto hodnoty dvojpoméru nejsou realné, nelezi jim
prislusné body A, B, C, D na jedné piimce ani kruznici, a tvori tak vrcholy jistého
¢tytiahelniku, ktery byva nazyvan ekvianharmonicky ctyrihelnik (pro néjz soudiny
velikosti jeho protilehlych stran jsou, stejné jako v pripadé harmonického ¢tyithel-

niku, stejné).

2Harmonie — slovo starofeckého piivodu ve vyznamu souhra, soulad, souzvuk.
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Je pfitom zfejmé, ze obdobnou tulohu hraji hodnoty —1, % + i@ také v pripadé

pomeéru ti{ raznych bodu (viz Vétu 5 na str. 28).

Jak jsme jiz jednou zminili, existuje mnoho ekvivalentnich zapisi dvojpoméru
¢ty ruznych bodi, a s kazdym z nich je spojeno alternativni vyjadieni podminky
definujici harmonickou ¢tverici. Jedno takové, které dale v tomto paragrafu vyuzi-

jeme, uvadime v nésledujicim lemmatu:

Lemma 9. étyfi ruzné body A, B, C, D tvori v tomto poradi harmonickou ¢tverici

prave tehdy, kdyZ jejich komplexni souradnice vyhovuji rovnosti

= + . (2.19)

Diikaz. Podle zavedeni harmonické ¢tvefice a vztahu (2.3) uvedeného na str. 59
v Lemmatu 8 pro dvojpomér (A, B,C, D) plati, ze ¢tyfi razné body tvoii harmo-

nickou ¢tvetici pravé tehdy, kdyz jejich komplexni soutadnice splhuji vztah

1 1

b—a d—a _ s 1 1 1
1 T = -1 ¢ili — = —

b—a c—a

a odtud jiz okamzité plyne dokazované tvrzeni. Q.E.D.

Pozndamka. V situaci, kdy bod A splyva s pocatkem O soustavy komplexnich sou-

fadnic, piejde vztah (2.19) v jednodussi rovnost

(2.20)

nékdy (zejm. ve francouzsky mluvicich zemich) oznacovanou jako Descartesiv® vztah.

Pokusme se zde alespon stru¢né naznacit $ifi vzajemnych souvislosti, které s se-
bou tato rovnost piinasi. Za predpokladu c¢,d € R* totiz vyjadfuje skutecnost, Ze
realné cislo b je tzv. harmonickym primérem reélnych ¢isel ¢ a d znamym z matema-
tické statistiky?*, coz vnasi moznou souvislost s pojmenovanim samotné harmonické

¢tverice. Existuje dale pfimy vztah mezi harmonickym primérem a tzv. harmonickou

3René Descartes (1596-1650) — vyznamny francouzsky filosof, matematik a fyzik, ktery se
mj. zabyval analytickou optikou, mnohymi pokladany za zakladatele analytické geometrie, jehoz
jméno se dodnes odrazi v pojmu kartézské soustavy soufadnic.
4Harmonicky pramér H (statistického) souboru n kladnych realnych éisel a1, s, ..., 2, je defi-
-1
novan jako H = (£ 37 271) = <—.
(n i=1"1 ) zi:l I_lw
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posloupnosti studovanou v matematické analyze, nebot kazdy jeji ¢len je harmonic-
kym primérem svych sousednich ¢lent vyjma prvniho®. Harmonicka fada pak tzce
souvisi s naukou o zvuku ¢ili akustikou a s tzv. vyssimi harmonickyma tony, jejichz vl-
nové délky spolecné s vinovou délkou zdkladniho tonu tvori pravé ¢leny harmonické
posloupnosti ([0, s. 476 a 477|). Lze tak z tohoto mista vytusit spojeni geometrie
prostiednictvim harmonické ¢tverice vedouci az k nauce o harmonii, jez je soucésti
hudebni védy.

Rovnosti tohoto typu proto pfirozené hraji vyznamnou roli nejen v matematice
samotné, ale i fyzice, kde napf. znamy vztah pro vypocet celkové odporu R, dvou

paralelné zapojenych rezistori s odpory R; a Ry je tvaru ([0, s. 723 a 724])

1 1 1

R, R R
Jeho geometricky vyznam se vSak plné projevi az pii aplikacich na poli st¥idavych
elektrickych proudu a napéti, kde odpory jsou nahrazeny (obecné komplexnimi) im-
pedancemi.

Dokonce i v nasi praci samotné se jiz jednou takovéa rovnost objevila, a sice v Lem-
matu 4 ze str. 49, které udava komplexni souradnici z prise¢iku Z dvou riznobéznych

teCen kruznice € s body dotyku T', U ve formé

2tu
z =
t+u

neboli 2 = ! + l
z t  wu
Tento vztah tak vyjadiuje nyni zfejmou skutecnost (O, Z,T,U) = —1, nebot ¢tyi-
tthelnik s vrcholy v bodech O, U, Z, T je bud étvercem, nebo (podle Dusledku 4
uvedeného na str. 64) tétivovym deltoidem (obr. 2.7), tedy v obou piipadech har-
monickym ¢tyftuhelnikem.
Dodejme jesté, Ze z rovnosti (2.19) je mj. dobfe patrna zaménnost roli boda C', D

v harmonické &tvefici.

Podle poznamky uvedené na str. 58 vime, Ze zndmou hodnotou dvojpoméru
A= (A, B,C,D) +# (C; A, B) ruznou od nuly i jedné, je pfi zadané poloze t¥i navza-
jem ruznych bodu A, B, C' jednozna¢né ur¢ena komplexni souradnice ¢tvrtého bodu
D ¢ {A, B,C}. Ukazme tedy, jak jsou body harmonické ¢tverice rozmistény na kruz-
nici nebo pfimce, tj. ukazme, jakym zpisobem by bylo konstrukéné mozné trojici
danych riznych bodu A, B, C, kde (C; A, B) # —1 (bod C tedy neni stfedem

oo

®Nejznaméjsim piikladem posloupnosti uvedeného typu je posloupnost {a,}; = {%}n:1 =

:{17%5%5ia"'}'
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Obrazek 2.7

usecky [AB]), doplnit bodem D tak, aby platilo (4, B,C, D) = —1.

Uvazujme nejprve situaci na kruznici. Aby tii razné body A, B, C, které nelezi
na jedné primce, tvorili spole¢né s bodem D vrcholy harmonického ¢tytthelniku,
musi bod D zfejmé byt bodem kruznice k tomuto trojthelniku opsané (jez byla
predmétem Vét 22 a 23 uvedenych na str. 62, resp. 63, a ke které se jesté vratime

ve Véte 29 na str. 83), pfitom z rovnosti

d—a
d—2b

c—a

c—b

c—a d—a

c—b d-1b

=\ (2.21)

=1 neboli ‘

plyne, ze bod D je rovnéz prvkem mnoziny bodi roviny majicich konstantni pomér
vzdalenosti A od dvou danych bodu A, B, jejimz jednim prvkem je i bod C. Touto
mnozinou je podle Véty 20, str. 53, pro A = 1, tedy v situaci, kdy bod C' lezi na ose o
tsecky [AB], sama tato osa (viz levou ¢ast obr. 2.8) a bod D je tak jejim jedi-
nym prusecikem s kruznici trojuhelniku ABC' opsanou riznym od bodu C' a vnikly
harmonicky ¢tyriahelnik ADBC, ptip. ACBD, je proto ¢tvercem nebo tétivovym
deltoidem.

V piipadé A # 1 je touto mnozinou Apolloniova kruznice x dvou danych
bodia A, B prochazejici bodem C' (a kolmo protinajici kruznici opsanou trojuhel-
niku ABC, viz pozndmku uvedenou na str. 55 za dikazem Véty 20 a pravou Cast
obr. 2.8). V této situaci je bod D jedinym spoleénym bodem téchto dvou kruznic

riznym od bodu C.

Pozndmka. Povsimnéme si, Ze uvedenou konstrukei 1ze obdrzet jediné ocekavana
usporadani ACBD, ptip. ADBC bodiu A, B, C, D na kruZnici (jelikoz je role
bodu C, D, resp. A, B, jak jsme jiz uvedli, v harmonické ¢tverici bodu A, B, C, D
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Obrazek 2.8

zéménna). Dodejme, Ze ve zkoumané situaci rovnéz body A, B lezi na jedné Apollo-

niové kruznici bodu C, D, coz kromé vztahu (2.21) zapsaného v podobé

a—=c

a—d

b—rc
b—d

vyplyva i ze zdménnosti dvojic bodu (A, B), (C, D) v harmonické ¢tverici.

Prejdéme nyni k rozboru situace, kdy A, B, C jsou t¥i znamé, rizné body jediné
primky takové, ze bod C neni stfedem usecky [AB] a hledejme na této piimce bod D
tak, aby bylo splnéno (A, B,C, D) = —1.

Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze bod A splyva s poc¢atkem O soustavy
komplexnich soutradnic a komplexni soufadnice b, ¢ bodu B, C jsou realné. Komplexni
soutadnice d hledaného bodu D pak zfejmé bude rovnéz realna a podle Lemmatu 9
bude jednozna¢né uréena vztahem (2.20) ze str. 72.

Zamysleme se nyni nad nédpadnou podobnosti vztahu (2.20) s dalsi (redlnou)

rovnici, a sice
2 1 1 1 1 1

S=—4+ = resp. =4, (2.22)
c a a f a d
kde ¢ = 2f, ktera je dobfe znadma z geometrické optiky a nese nazev zobrazovaci rov-
nice kulového zrcadla, ptip. tenké cocky, ve francouzsky mluvicich zemich pak rovnéz
nazyvana Descartesova (zobrazovact) rovnice, mnohdy i Gaussova (zobrazovaci) rov-
nice, pri¢emz, jak vime, v nasi situaci vyjadiuje fakt (O,C, A, A") = —1.
Pro nas ucel se pritom ukéze byt nejvhodnéjsi uvazovat tuto rovnici pro duté ku-

lové zrcadlo, kdy pravé v uvedeném tvaru spojuje (v realné situaci pouze piiblizné)
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vzdélenost a > 0 zobrazovaného (bodového) predmétu A od vrcholu zrcadla umis-
téného na optickou osu o pred zrcadlem s obrazovou vzdalenosti @’ jeho obrazu A’,
kterd je kladna pro (realny®) obraz vznikly pied zrcadlem a zaporna pro (mysleny,
nerealny, zdanlivy) obraz vznikly za zrcadlem pii zndmé ohniskové vzdalenosti f
ohniska F' od zrcadla, jez je (jak se odvozuje v zakladnim kursu geometrické optiky,
napf. [0, s. 937 a 938]) polovinou poloméru ¢ > 0 kulové plochy tvofici odrazivy
povrch zrcadla, tedy f = ¢.

Shodny tvar rovnic (2.22) a (2.20) nés pritom pfivadi na myslenku, zda by ke kon-
strukei harmonické ¢tvefice bodi na primce nebylo mozné vyuzit postup grafického
zobrazovani predméti kulovym zrcadlem (znamy jiz ze zakladni skoly). Odpoved je
pritom kladna, jak vzapéti ukazeme.

V této praci se vsak déale nebudeme vénovat hloubéji fyzikalnimu pozadi situace
ani pfesnému popisu optickych veli¢in, misto toho zde uvedeme finalni konstrukei,
kterou nakonec analyticky ovérime. Nazna¢me alespon, Ze konstrukce vychazi z po-
znatku, Ze paprsky rovnobézné s optickou osou o se po dopadu na zrcadlo Z lamou
smérem do ohniska I (obr. 2.9(a)) a paprsky mifici k vrcholu V' zrcadla se lamou
soumérné podle optické osy o zrcadla (obr. 2.9(b)). Podrobnéjsi rozbor problematiky

zobrazovani ¢ockami a zrcadly lze najit napt. v knize [0, s. 921-940].

A

Obrazek 2.9

Pripomenime tedy feSeny problém, kdy jsou dany tfi navzajem rizné kolinearni
body A, B, C, (C; A, B) # —1 amame najit bod D, tak aby spole¢né s body A, B, C
tvoril harmonickou ¢tvefici, pritom pocatek O soustavy komplexnich soufadnice kla-
deme do bodu A a komplexni soufadnice b, ¢ bodu B, C povazujeme za realna cisla.
Necht je navic pro uréitost b > 0 (viz obr. 2.10 a 2.11, na kterych pro dsporu mista

neni explicitné vyznacena totoznost bodi A a O). Ozna¢me F stied usecky [AB] (oh-

5Tj. takovy, ktery je mo7né zobrazit na stinitko.
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nisko). Na kolmici k reélné ose = vztycené z bodu C vyzna¢me dva rizné body M a N
majici od bodu C stejnou vzdalenost h > 0 (jak se pozdéji ukéaze, tato vzdéalenost
neni v nasich avahach podstatna). Ozna¢me déle kolmy pramét @ bodu M na ima-
ginarni osu y (ta zde vystupuje v roli zrcadla). Prusecik pfimky QF' s pfimkou AN
ozna¢me P. Jeho kolmy primét na realnou osu z je pak hledany bod D.

A

Obrazek 2.10

Uvedenou konstrukci zbyva jen ovérit, a sice tak, ze béznym postupem znamym
ze stfedoskolské analytické geometrie nalezneme prvni kartézskou soutradnici Rep
pruseCiku P piimek QF a AN neboli komplexni soutradnici d bodu D a ukdzeme, Ze
pro ni plati (A, B, C, D) = —1. Pro ur¢itost predpokladejme, ze Imm = h > 0 (tato
volba ovlivni pouze znaménka vystupujici v nasledujicich rovnicich), ze tedy bod M
se v souladu s obr. 2.10 a 2.11 nachazi nad realnou osou x. Smérnicova (realna)

rovnice piimky QF je ovSsem evidentné

h
Yy=—7x + hv (QF)
S
kde f = |AF| = ATB‘ = %, nebot se jedna o rovnici piimky, jiZz vyhovuje jak bod F

s kartézskymi soufadnicemi [f, 0], tak (od néj razny) bod @ s kartézskymi souradni-

cemi [0, h]. Podobné je smérnicova rovnice piimky AN tvaru
y=——u, (AN)
c

nebot kartézské souradnice (dvou riznych) bodi A, N jsou po tadé [0,0], [c, —h].
Rovnici pro komplexni soutfadnici d bodu D pak dostaneme v podobé
h

h
L LY
c f th
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(a) BCAD (b) BDAC

Obrazek 2.11

odkud vydélenim obou jejich stran nenulovym ¢islem h (tj. na jeho konkrétni hod-
noté, jak jsme predpovidali, nezélezi) obdrzime rovnici
d d

_e_ %
c f+’

jejiz postupnou tpravou dale ziskame

d<1—1> =1, tj. l—1:l tedy lzl—i-l neboli 2:1—1—1,
f c f c f c d b ¢ d
kde jsme nakonec vyuzili vztahu b = 2f. Dostali jsme se tak az k rovnosti (2.20)
uvedené na str. 72, kterd ovSem zarucuje, ze (A, B,C,D) = —1, a tim je sprav-
nost konstrukce ovérena. Bylo pfitom mozné hledat prisecik P piimek vystupujicich
v konstrukei napft. za pomoci Lemmatu 2 uvedeného na str. 45, ndmi provedeny vy-
pocet je vSak vyhodnéjsi nebot nas ve vysledku zajimé pouze redlna ¢ast komplexni
soufadnice bodu P.

Tuto konstrukei 1ze zfejmé vyuzit i v obecném piipadé, nebot prirozené nezalezi
na puvodni orientaci pfimky bodu A, B, C, ani umisténi bodu A.

Dodejme, ze spravnost konstrukce lze zduvodnit i syntetickym postupem zaloze-
nym na tom, ze body C, D piedstavuji stfedy dvou stejnolehlosti, ve kterych bod A
prejde do bodu B a které se lisi pouze znaménkem koeficientu (obr. 2.12), nebot

potom plati
|AC|  |AD|

|\BC|  |BD|

Obrazky 2.10 a 2.11 znézoriuji vSechny mozné typy usporadani ¢tyt kolinearnich
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Obrazek 2.12

bodu A, B, C, D, jejichz dvojpomeér (A, B, C, D) je roven —1. Jsou jimi pfitom vy-
Cerpana vsSechna ¢tyti ,,dovolena” poradi ACBD, ADBC, BCAD, BDAC' téchto
¢tyt bodi na piimce, kdy jejich dvojpomeér je zaporny. Rovnéz si povsimnéme, zZe
z uvedenych obrazkt je opét dobfe patrna zaménnost roli bodu C's D, a z toho ply-
nouci moznost vyuziti i ,,paprski smérujicich do ohniska a odréazejicich se po dopadu
na ,zrcadlo“ rovnobézné s optickou (realnou) osou pii konstrukei harmonické ¢tverice

bodi na pfimce (jak je mj. naznaceno na obr. 2.13).

Obrazek 2.13

Jesté upozornéme na skute¢nost, ze obr. 2.11(b) odrazi situaci, ktera je fyzi-
kalné zcela nesmyslné, a sice, Ze zrcadlem zobrazuje se pfedmét umistény v prostoru
za zrcadlem. Geometricky zde nenastava potiz, ovSsem v piipadé€, Ze bychom chtéli
harmonickou ¢tveftici nalézt, resp. demonstrovat, experimentalné, pomoci skute¢ného
dutého kulového zrcadla, situaci bychom byli nuceni se zabyvat. Tuto nesrovnalost
lze v8ak elegantné obejit tim, Ze vyuZijeme zaménnost bodiu A, B v harmonické
¢tverici bodu A, B, C, D, tj. zrcadlo umistime nikoliv do bodu A, ale do bodu B,
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tj. bod B ztotoznime s pocatkem O soustavy komplexnich soufadnic (porovnejte
obr. 2.13 s obr. 2.11(h)).

Umisténim zrcadla do bodu B lze navic v i situaci znazornéné na obr. 2.11(a)
docilit toho, Ze bod D se bude nachazet v prostoru ,,pfed zrcadlem*, bude tedy mozné
jej v redlné situaci zachytit na stinitko, coz je v pripadé demonstrace umoznujici
meéteni vzdalenosti jednotlivych bodi silné zadouci. Tedy ve vSech ¢tyfech moznych
usporadanich bodu A, B, C, D na piimce tak, aby tvorili harmonickou ¢tverici
(obr. 2.10 a 2.11), lze dosdhnout toho, Ze bod D se bude vzdy, na rozdil od Alenky,

nachazet ,,pred zrcadlem®.

A
Yy
QM
e h
S R
Al c=F] - B oz
e h =
o N A

Obrazek 2.14

Na zavér dodejme, ze z uvedené konstrukce je dobfe patrné, proc je diilezity poza-
davek, aby bod C nesplyval se stfedem tsecky [AB], ktery odpovida znamé fyzikalni
situaci, kdy zobrazovany predmét je umistén piimo do ohniska zrcadla. V tomto pii-
padé jsou totiz primky QF s AN evidentné rovnobézné a rizné (obr. 2.14), neprotnou

se proto nikde v kone¢ném bodé.



Kapitola 3
(Geometrie trojuhelniku

Trojthelnik pfedstavuje v geometrii roviny jeden z nejzakladnéjsich atvart viibec,
jehoz zkoumani saha az na samy pocatek historie jejiho studia. Préavé proto se bu-

deme v prvnim paragrafu této kapitoly vénovat dokazovani elementérnich tvrzeni

Yvoev

N NV,

vysledki o kolinearité tii riznych bodi a komplexnich rovnicich vybranych pirimek.
Oproti autorové diplomové praci [10] doplijeme tvrzeni o stfedu kruznice trojihel-
niku vepsané a kruznic jemu pripsanych, nami poskytnuté dikazy pfitom vychazi
z publikace |1, s. 97-99]. Nékteré dalsi hlubsi vysledky o trojtahelnicich pak budou
predmeétem nasledujici, zavéreéné kapitoly celé prace.

Ve druhém paragrafu této kapitoly pak podame teoreticky rozbor podobnosti dvou
trojuhelniki, nebot ta ma pevné misto v geometrii roviny jako jedna z nejuzivanéjsich
a nejjednodussich relaci mezi dvéma trojihelniky. Dodejme, Ze tato pasaz je vlastnim
prispévkem autora prevzatym z jeho diplomové prace.

Pripomenme jesté nasi imluvu, Ze jednotkovou kruznici se stfedem v pocatku O

soustavy komplexnich souradnic pevné oznac¢ujeme symbolem e¢.

3.1 Vlastnosti obecnych trojahelniki

Véta 28. Téznice libovolného trojiuhelniku ABC' se protinaji v jediném bode T (v te-

Zisti onoho trojihelniku, obr. 3.1) o komplezni soutradnici

a+b+c

t=
3

(3.1)

81
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Tento bod déli kaZdou ze tri spojnic vrcholu trojihelniku se stiedem protéjsi strany

v poméru 2 : 1 (pocitdno od vrcholu).

C

i
n
Dd‘

Obrazek 3.1

Diikaz. Uvazme bod T's komplexni souradnici danou vztahem (3.1), téznici trojuhel-
niku ABC urcenou vrcholem C' a stfedem S, strany [AB] a dokaZme, Ze body C, T', S.
jsou kolinearni. Jak vime (viz Vétu 6, str. 29), navzajem ruzné body C, T, S, lezi

na téze piimce pravé tehdy, kdyz jejich pomér (T'; C, S,) je realné ¢islo. V nasi situaci

t—ec atbt+c c a+b—2c
. _ _ 3 _ 3 _
(T’ C’ SC) o t— g T atbtc _ atb T —a—b+2c 2<0,
¢ 3 2 6

tedy body C, T', S, jsou kolinearni, bod T je navic podle pozndmky ze str. 29 uvedené
za dikazem Véty 6 vnitfnim bodem usecky [C'S.], pFi¢emz ji ziejmé déli v poméru
|CT|:|TS.| =2:1, jak plyne z rovnosti |t — ¢| = 2|t — s|.

Vyjadieni (3.1) je symetrické vacéi kazdé cyklické zaméné vrchola trojuhel-
niku ABC, tj. nezméni se po libovolné mnoha aplikacich substituci a — b, b — ¢,
¢ — a. Pritom ovéfeni kolinearity bodu C', T, S. po jednom provedeni zminénych
zamén prejde v ditkaz kolinearity bodiu A, T', S, a po jejich dvoji aplikaci pak v ové-
feni kolinearity bodu B, T', Sy, pricemz v obou pripadech ztstane v platnosti i zavér
o déleni prislusnych tsecek spojujicich vrcholy se stfedy protilehlych stran bodem T'.

Odtud tak dostavame, ze bod T' je rovnéz vnitinim bodem tusecek [AS,] a [BSy],
kde S, a S, jsou stiedy stran [BC] a [C'A] v tomto poradi a déli je rovnéZz v poméru
|AT| : |T'S,| = |BT| : |T'Sy| = 2 : 1. Tedy vSechny tfi téznice trojihelniku ABC' se
protinaji v jediném bodé T', jehoz komplexni soufadnice je dana vztahem (3.1), jak
mélo byt dokazéno. Q.E.D.

Pozndmka. Obrat zahrnujici symetrii urcitych vyjadieni vzhledem k libovolné cyk-

lické zaméné vrcholu trojuhelniku jesté nékolikrat v této kapitole vyuzijeme v situa-
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cich, kdy dokazovana tvrzeni, resp. jejich ¢asti, evidentné nemohou zaviset na ozna-
¢eni vrcholu uvazovanych trojuhelnikia. Pfitom jiz nebudeme tento postiech komen-

tovat tak podrobné, jako jsme tak ucinili v poslednim dikazu.

Na tomto misté uvedeme a dokaZeme tvrzeni o existenci stfedu kruznice opsané
libovolnému trojuhelniku véetné tvrzeni o jeho komplexni soutradnici. Pfipomenme,
Ze v této praci jsme vyjadieni jeho komplexni soutadnice jiz jednou ziskali, a to
na str. 62 ve Véte 22.

Véta 29. Osy stran libovolného trojuhelniku ABC se protinaji v jediném bodé S

(ve stiedu kruznice onomu trojihelniku opsané, obr. 3.2) o komplezni souradnici

c—b) + 0" (a—c) +cf* (b —a)
(c—=b)+bla—c)+c(b—a)

2
o lal’
a

(3.2)

Obrazek 3.2

Diikaz. ZapiSme rovnice 0s 0,4, 0p, 0. stran [BC], [CA], [AB] v tomto potadi v pro-
ménnych s, 3 podle vzorce (1.50) uvedeného na str. 48 v poznamce za dukazem
Véty 18:

(E-=0) s+ (c—b)F+p>— | =0, (0a)
@—72)s+(a—c)5+|c|* = |a]> =0, (0p)
(b—a)s+(b—a)s+|a*—[b]> = 0. (0c)

Vsimnéme si, ze se¢tenim kterykoliv dvou z téchto rovnic tii os dostaneme rov-

nici zbyvajici vynésobenou ¢islem —1, coz znamena, ze feSeni soustavy libovolnych
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dvou z téchto rovnic automaticky vyhovuje rovnici t¥eti. Jinymi slovy, prisecik kte-
rychkoliv dvou os stran trojuhelniku lezi na ose zbyvajici strany. Resme napi. sou-
stavu poslednich dvou rovnic, které nejprve vhodné vydélime nenulovymi ¢isly a — ¢,
resp. a — b

a-c jef* = Jal* _

s+3+ 0,

b—a _ la)* — |b|”
— 5 -5+ =
a—c¢ a—-c a—> a—>

0

a po jejich se¢teni vylouc¢ime nezndmou s

a-t b-a el = lal* | la]” — Jb*
+ s+ + =0,

a—c¢c a-—> a—c a—2b
@-9a=b)+F-m) (=) (o ~la) (a=1) + (' = ) (@~ 0

(@—c)(a—b) ’ @—c)(a—b) -

Abychom mohli z posledni rovnice vyjadiit nezndmou s, musime se nejprve pie-
svédcit, ze koeficient pred ni stojici je rizny od nuly, tj. plati (@ —¢)(a —b) +

+ (b—a) (a — ¢) # 0. Tato podminka je viak ekvivalentni nerovnosti

@—72)(a—0b)# (@—10) (a—rc)
neboli (po vydéleni obou stran posledni nerovnosti nenulovym ¢&islem (a — ¢) (@ — ©))

ab by (4B.C) £ (AB.O),

a—c’ a->b
coz je ziejmé splnéno, nebot vrcholy trojihelniku ABC' predstavuji tii rizné body

nelezici na jedné piimce. Muzeme tak vyjadiit neznamou s, pficemz dostaneme

(ME—VVMG—®+(MF—MFHG—@__
@—72)(a—b)+ (b—a)(a—c) -

~alal®—alef’ —|a’b+ bl +alb|® — ala’ — b c+[a’c

N ad@ — ab — a¢ + be + ab — be — aa + ac N

al? (e =b) +b]* (a—c) + ¢’ (b—a)

 ale=b)+bla—c)+cb—a)

Tim je dukaz hotov. Q.E.D.

Pozndmka. Povsimnéme si, Ze vyjadieni s z rovnice (3.2) méa podobu zlomku, ktery
je v proménnych a, b, ¢ zjevné symetricky, jak bylo mozné ocekavat. Je z néj také

dobfe patrné, pro¢ v piipadé |a| = |b| = |c| vychézi s = 0.
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Véta 30. Primky vysek libovolného trojuhelniku ABC' se protinaji v jediném bodé V'

(zvaném ortocentrum trojuhelniku ABC, obr. 3.3) o komplexni souradnici
v=a+b+c—2s, (3.3)

kde s zastupuje komplexni soutadnici stiedu kruznice trojuhelniku ABC opsané.

Ve

Obrazek 3.3

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze stfed S kruznice trojuhelniku ABC' opsané
splyva s pocatkem O soustavy komplexnich souradnic. Vyjadieni (3.3) se tak zre-
dukuje na

v=a-+b+c (3.4)

Dokazme nyni, Ze piimky vysSek takového trojihelniku se protinaji v jediném bodé,
jehoz komplexni soutradnice je urc¢ena timto vztahem.
Primka vysky v, na stranu [BC] je kolmici spusténou na piimku BC' z bodu A,

tedy podle Definice 9 ze str. 35 bod V' je bodem této primky pravé tehdy, kdyz

nebot uvedena rovnost ziejmé plati i pro V= A. Dosadme sem v = a+ b+ c a
ekvivalentné upravujme:
b+c b+

Il < (b+c) (5—6) =—(b—c¢) (5—1—6)@2()5:206,

ol

ol

coZ je, s uvazenim toho, ze body B a C' maji od pocatku O soustavy komplexnich

soufadnic stejnou vzdalenost, ziejmé splnéno. Tedy bod V' lezi na pfimce urcené
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vyskou v,. Jelikoz je vyjadieni (3.4) invariantni vaéi libovolné cyklické zaméné vr-
cholt trojuhelniku ABC', plyne odtud, Ze bod V je také bodem pt¥imek vysek vy, a v,
na strany [C'A], [AB] v tomto poradi.

Tim je tedy dokdzéano, ze piimky vysek libovolného trojuhelniku ABC' se proti-
naji v jediném bodé (nebot vzdy lze volit soustavu komplexnich soufadnic tak, aby
stfed kruznice opsané danému trojihelniku splyval s jejim poc¢atkem O), jehoz kom-
plexni soufadnice v je v pfipadé, kdy vrcholy A, B, C lezi na kruznici se stfedem
v poc¢atku O soustavy komplexnich soufadnic, dana vztahem (3.4).

Pokud vsak stfed S kruznice opsané trojuhelntku ABC' nesplyva s pocat-
kem O, tj. m& komplexni soufadnici s riznou od nuly, komplexni soufadnici v or-
tocentra V' trojuhelniku ABC' uréime pomoci posunuti o vektor # (—s). Oznac¢me
A, B, C' S V' obrazy bodi A, B, C, S, V pii tomto posunuti. Pak zfejmé plati

vV=d+bV+=a—-s+b—s+c—s=a+b+c—3s aziroveh v =v—s.

Porovnanim obou vyjadieni komplexni soufadnice bodu V'’ v§ak obdrzime vztah (3.3)

ze znéni dokazované véty. Q.E.D.

v

Disledek 5. Teziste, ortocentrum a stied kruznice opsané libovolnému trojihelniku

leZi na jedné primce.

Obrazek 3.4

Diikaz. Bud ABC trojuhelnik a ozna¢me jeho tézisté jako T', jeho ortocentrum V a

konecné stied kruznice jemu opsané S (obr. 3.4).
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Pokud se nejedna o tii riizné body, je tvrzeni dusledku trivialni. Pfedpokladejme
tedy, ze T', V, S jsou tfi rtizné body. Podle Véty 6, str. 29, jsou tii rtizné body

kolineérni, pravé tehdy, kdyz jejich pomér je realné cislo, avsak

b b
o %—(a+b+c—25) —2%—1—25
(T;V’S):t—s: a+b+c T a+b+te =—2¢R.
—— —5 —— —5
3 3
Tim je dukaz hotov. Q.E.D.

vy

Pozndmka. Dodejme, Ze zminéné tii vyznamné body trojthelniku (t6zisté, ortocent-
rum a stfed opsané kruznice) splyvaji pouze v pfipadé rovnostranného trojuhelniku.
V ostatnich pripadech se jedné o tfi rizné body lezici na jediné prfimce, ktera byva

nazyvana Eulerova' piimka daného trojihelniku, pfi¢emz z ditkazu predchoziho di-

Vv

\VT|:|TS|=2:1.

Nyni uvedeme a dokdZeme lemma, které podstatnym zptisobem napomiize do-
kazani dvou tvrzeni o dalsich ¢tyfech vyznamnych bodech spojenych s obecnym
trojihelnikem, a sice o stfedu kruznice jemu vepsané a o stifedech kruznic jemu pfi-

psanych.

Lemma 10. Necht ABC' je libovolny trojuhelnik vepsany kruznici €. Pak komplexni
jednotky a, b, ¢ pro vyjdadreni komplexnich souradnic vrcholii A (a?), B (b?), C (c?)
lze zvolit tak, aby stiedy Ay, By, Ci téch oblouki g@, 6"1\4, resp. AB kruznice g,
jez neobsahuji bod A, B, resp. C' (obr. 3.7 na str. 91), mély komplexni souradnice

vyjadrené vztahy
a; = —be, by = —ac a c; = —ab. (3.5)

Diikaz. Zvolme nejprve komplexni jednotky a, b, ¢ pro vyjadieni komplexnich sou-
fadnic vrcholi A (a?), B (b?), C (c?) libovolné (pro kazdé z &isel a, b, ¢ jisté mame
dvoji volbu, a sice dvojici navzajem opacnych ¢isel). Ukazme, Zze pak dotycéné
sttedy Ay, B, C7 uvazovanych oblouki maji komplexni soufadnice vyhovujici rov-
nostem

a, = +be, b, = Fac a c; = Fab (3.6)

Leonhard Paul Euler (1707-1783) — §vycarsky matematik a fyzik, mnohymi pokladany
za, jednoho z nejvétsich matematikt vSech dob.
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s vhodnymi znaménky.

JelikoZ je bod A; bodem osy tusecky [BCY, jeho komplexni souradnice a; splije
rovnost
‘2 = ‘02 - al‘Q (3.7)

‘62 — al‘ = ‘02 — al‘ neboli ‘62 —

a zaroven ai;a; = 1, nebot bod A; je i bodem kruznice £. Postupnym rozepsanim

2

druhé z rovnosti (3.7) a vyuzitim tohoto, 7e rovnéz b*b? = c?c2 = 1 dostaneme

(0 —a) (7~ @) = (€ —a) (& - @),

b0 — aih? — a1 b? + ayag = A2 —ac® — a2 + aqjag,
ah® + ab? = a1 + a; 2,
¥ a
a b a
odkud po vynasobeni obou stran posledni rovnosti komplexni jednotkou a;b*c? déle

obdrzime

brc? + alc? = b*ct + a3b?,
aic® — aib® = b’ct — b,

(02 — b2) a? = (02 — b2) b2ct.

Jelikoz je ¢islo ¢ — b? nenulové, ziskdme vydélenim obou stran posledni rovnosti

timto Cislem
a3 = b*c? a podobné b = a*c? a e = a’bh?,

tedy pro komplexni soufadnice stfedu A;, By, C; plati vztahy (3.6). Ty ziejmé
(po prislusnych zameénach a; — ag, by — by, ¢; — ¢2) plati rovnéz pro komplexni
soufadnice stfedu A,, By, Cy oblouki §A\C, ZB\C', ACB v tomto poradi, avSak
s opafnymi znaménky nez pro stiedy A, By, Ci.

Ve druhé casti dikazu vysvétlime, pro¢ z dvojich voleb komplexnich jedno-
tek a, b, ¢ mizeme vzdy vybrat takovou kombinaci, pii které vSechny tii rovnosti
ve (3.6) plati se znaménkem minus. Podrobné rozebereme piipad, kdy vrchol A ma
komplexni soutfadnici 1 a trojuhelnik ABC' je kladné orientovany (viz Definici 11
na str. 41 a obr. 3.5).

Zvolme a = —1 a déle ¢ = argh, v = argc takové, Ze 0 < p <1, — T < Y <0

(takovou volbu je zFejmé, pfi zohlednéni kladné orientace trojuhelniku ABC', mozné
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Obrazek 3.5

ucinit). Potom plati

20 ~ arg b?, 2 ~ arg c?,

tedy &isla 2¢, 210 hraji roli argument? komplexnich soufadnic vrcholt B a C'. Pak
b = —ab je evidentné komplexni soufadnici stfedu C; oblouku AB neobsahujictho
vrchol C' a ¢ = —ac je podobné komplexni soufadnici stfedu B; oblouku 6’71, jehoz
bodem neni vrchol B. Musime nyni ukazat, ze stfed A; oblouku EZ’, ktery neob-
sahuje vrchol A, je v této situaci urceny komplexni souradnici —bc, resp. stfed A,
oblouku BAC mé4 komplexni soutradnici bc.

Aby byl trojuhelnik ABC' kladné orientovany, musi zvolena realné cisla ¢, 9

spliiovat podminku 2¢ — 2¢) < 2n. Proto z nerovnosti

<Y <+ < <2

pro argumenty (na jistém polouzavieném intervalu délky 2x, jenZz nutné obsahuje i
¢islo 0 = arg a?) komplexnich jednotek 2, ¢, be, b, b* v tomto poradi plyne, Ze bod
s komplexni soutadnici bc lezi na oblouku BAC (a je tedy jeho stfedem A,), takze
stfedem A; druhého oblouku BC mus{ nutné byt bod o komplexni soufadnici —bc.

Podobné bychom se o existenci uvedené volby presvédcili i v pripadé zaporné

2V prvnim pifpadé argumentu na intervalu (0; 2n), ve druhém na intervalu (—2m;0); nejedna se
tak nutné o hlavni argumenty komplexnich jednotek b2, ¢2.



3.1. VLASTNOSTI OBECNYCH TROJUHELNIKU 90

orientace trojuhelniku ABC' a rovnéz v obecné situaci, kdy a? je libovolna komplexni

jednotka. Q.E.D.

Definice 13. Na oznaceni komplexnich soufadnic vrcholu trojihelniku ABC' vepsa-
ného kruznici e pii splnéni vztahi (3.5) pro komplexni souradnice stiedia Ay, By, Cy
obloukit BC , 6’-;1, resp. AB kruznice & neobsahujicich jeho vrcholy A, B, resp. C' se

budeme v dalsim odkazovat jako na kanonické znacent trojihelniku ABC.

Jesté nez pristoupime k dikazim vét o existenci stfedu kruznice libovolnému
trojihelniku vepsané a stfedech kruznic jemu ptipsanych, pfipomenme, Ze osou tthlu
myslime polopiimku s pocatecnim bodem ve vrcholu daného tdhlu lezici v tomto
thlu, jez jej déli na dva thly stejné velikosti. V trojuhelniku potom rozeznavame tii
osy vnitinich ahla (pfi jeho tfech vrcholech) a Sest os vnéjsich thli, kde kazdy je
vedlejsim thlem pravé jednoho z thla vnitinich.

Dodejme, Ze tvrzeni o komplexnich soutadnicich stfedu kruznice trojihelniku ve-
psané a stfedech kruznic jemu pfipsanych zde jiz nebudeme uvadét v plné obecnosti,
nebot pro nase pozdéjsi vysledky (viz Vétu 47 na str. 129) by postradalo prakticky
vyznam, ackoliv neni tézké jej domyslet (podobnym obratem jako v dikazu Véty 30

uvedené na str. 85).

Obrazek 3.6

Véta 31. Osy vnitrnich uhli libovolného trojihelniku ABC' se protinaji v jediném
bodé J (ve stiedu kruznice tomuto trojihelniku vepsané, obr. 3.6), jehoZ komplexnt

soutadnici (pii kanonickém oznacent) lze vyjddrit vztahem
j=—(ab+bc+ ac). (3.8)

Diikaz. Osa 04 vnitiniho thlu trojuhelniku ABC' pii vrcholu A prochézi kromé sa-

motného bodu A i stfedem A; oblouku BC' kruznice jemu opsané, na némz nelezi vr-
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chol A (obr. 3.7). To plyne z faktu, Ze (obvodové) thly <BAA; a <A; AC' v této kruz-
nici prisluseji shodnym oblouktim EE, m , jsou proto podle Dusledku 3 na str. 64

shodné.

Obrazek 3.7

Podobné v piipadé vnitiniho thlu pti vrcholu B jeho osa op prochézi sttedem By
oblouku C'A neobsahujicim vrchol B a kone¢né osa o¢ vnitiniho thlu pfi vrcholu C
protiné oblouk AB neprochézejici vrcholem C' v jeho stfedu Cf.

Bez Gijmy na obecnosti lze predpokladat, ze trojuhelnik ABC' je vepsan kruznici e
a je pritom vyuzito jeho kanonického znaceni. P¥imka osy 04 je potom urcena dvéma
riznymi body A (a?), A, (—bc) a podobné piimka osy op prochazi dvéma riznymi
body B (b*), By (—ac). Komplexni soufadnice j jejich priiseciku (s ohledem na a # b)

je pritom podle vzorce (1.57) uvedeného na str. 51 v Lemmatu 6 urcena vztahem

- a®—=bc—(V*—ac) a®—b+ac—bc  (a—Db)(a+b)+cla—b)

I T et abte | abe (b—a) abc (a — b)
a+b+c 1 1 1
T abe __<%+%+%>’ (3:9)

odkud ptfechodem ke komplexné sdruzené rovnosti pro komplexni soutadnici j s uva-
7enim platnosti vztahti @@ = bb = c¢ = 1 obdrzime bezprostfedné vztah (3.8)
ze znéni dokazované véty. Ten je vS8ak invariantni vici libovolné cyklické zameéné
symbolu a, b, ¢, je proto mozné jej ziskat jako prisecik kterychkoliv dvou ze tif pii-
mek 0s 04, 0p, 0c, tj. piimek uréenych dvojicemi riiznych bodi A (a?), Ay (—bc),
resp. B (?), By (—ac), resp. C (c?), C; (—ab) v tomto pofadi (zminéné cyklické zé-

mény totiz ziejmé prevadi i tyto dvojice bodu cyklickym zptsobem). Jedna se tak
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o komplexni soutfadnici spole¢ného priseciku J téchto tii piimek, jehoz existenci

jsme spole¢né s platnosti vyjadieni (3.8) méli dokéazat. Q.E.D.

Pozndmka. Pohledem na vyjadieni (3.8) komplexni soufadnice stfedu J kruznice
vepsané trojuhelniku ABC' lze podle Véty 30 ze str. 85 (piipad s = 0) usoudit, ze
tento bod zaroven predstavuje ortocentrum trojuhelniku s vrcholy o komplexnich
soufadnicich —be, —ac, —ab (pfi kanonickém znaceni). Odtud plyne, Ze pii zachovéani
oznaceni pouzitého v pravé ukonceném dikazu, v trojuhelniku A; B;C; piimky os
04, 0, oc vnitinich thla trojihelniku ABC pti vrcholech A, B, C' v tomto poradi

hraji roli pfimek jeho vysek (obr. 3.8).

Obrazek 3.8

Nésledujici véta ukazuje, ze rovnéz komplexni ¢isla as = be, by = ac, co = ab
a jim po fadé prisluSejici (dosud nevyuzité) zbylé stiedy A, B, Cy oblouki
@, 1@, ACB v tomto poradi, maji sviij podstatny geometricky vyznam.
Uplatni se totiz pfi vyjadieni komplexnich soufadnic stfedi kruznic danému troj-

tthelniku pripsanych.

Véta 32. KazZdd osa vnitrniho whlu trojihelniku se s osami vnéjsich whli tohoto
trojuhelniku pii jeho zbylijch dvou vrcholech protind v jediném bodé (stiedu kruznice
trojuhelniku pripsané s dotykem na strané protilehlé vrcholu prislusného vnitiniho
thlu, obr. 3.9). Pritom komplexni soutadnice stiedi Ja, Jp, Jo kruZnic pFipsangch
trojihelniku ABC' dotgkagici se po Tadé jeho stran [BC], [CA], [AB] lze (p7i kano-
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nickém znacent) vyjadrit vztahy

ja = ab —bc + ac, (3.10)
jp = ab+ bc — ac, (3.11)
jo = —ab+ bc+ ac. (3.12)

o
(N

N
N JC
i

7y

Obrazek 3.9

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, Ze trojihelnik ABC' je vepsan kruz-
nici € a je vyuzito jeho kanonické znaceni. Spole¢na pifimka osc os vnéjsich thla
trojuhelniku ABC' pii vrcholu B prochézi, kromé samotného bodu B, i stfedem B,
oblouku ABC (obr. 3.10), nebot piimky os vnitiniho a vnéjsich uhla trojihelniku
pii témze vrcholu (v tomto piipadé op a 04¢) jsou, jak znamo, navzajem kolmé, tvori
bod spole¢ny kruznici trojihelniku ABC' opsané, tj. kruznici €, a pfimce o4¢ ruzny
od bodu B (pokud takovy existuje) spolené se stifedem Bj (—ac) podle Thaletovy
véty (viz komentaf k Dusledku 4 uvedeny na str. 65, resp. Vétu 36 ze str. 108) pramér

kruznice opsané. Timto bodem je proto bod s opacnou komplexni soufadnici k —ac
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Obrazek 3.10

¢ili stied By (ac). Podobné piimka o4p 0s vnégjsich uhli trojuhelniku pifi vrcholu C
prochazi stifedem C5 oblouku ACB.

Uvédomme si déle, ze stfed J kruznice trojuhelniku ABC' vepsané predstavuje
spolecny prusecik vSech tii piimek os vnitinich hla tohoto trojihelniku, tj. pri-
mek urcenych dvojicemi riznych bodt A (a?), A;(—bc), resp. B (b*), Bi(—ac),
resp. C (c?), C; (—ab). Po substituci a — —a odtud a z diikazu predeslé véty ihned
dostaneme existenci spole¢ného prusec¢iku J4 ti1 primek uréenych dvojicemi bodu
A (a?), Ay (=bc), resp. B (b*), By (ac), resp. C (¢?), Cy (ab). Témi viak jsou primka
osy 04 vnitfniho dhlu trojuhelniku ABC' pii vrcholu A, resp. piimky oac, 04p 08
vnéjsich thla tohoto trojuhelniku pii vrcholech B a C'. Existenci tohoto priisec¢iku J4
jsme vSak spole¢né s vyjadifenim jeho komplexni soutadnice, kterou obdrzime zmi-
nénou zaménou ve vyjadreni (3.8), str. 90, komplexni soutadnice stfedu J kruznice

trojuhelniku ABC' vepsané, tj.
ja = —(—ab+ bc — ac) = ab — be + ac,

méli dokdzat. Podobné pro zbylé dva stredy Jp, Jeo kruznic pripsanych trojuhel-
niku ABC' obdrzime vztahy ze znéni dokazované véty (coz ostatné plyne i aplikaci
cyklickych zamén symboli a, b, ¢ na vztah pro komplexni souradnici stfedu J4).

Q.E.D.
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Obrazek 3.11

Pozndmka. Upozornéme, Ze neni vyloucena situace, ze nékteré body z dvojic A, A,,
resp. B, By, resp. C, (5 splyvaji, feknéme B, = B. Neni pak tézké domyslet, ze
uvedend moznost nastane pouze v situaci, kdy bod B je bodem osy strany [C'A]
trojuhelniku ABC, tedy zaroven bodem osy og jeho vnitintho thlu pfi vrcholu B, a
primka 04¢ os jeho vnéjsich thla pii tomto vrcholu je tak te¢nou ke kruznici troji-
helniku ABC opsané v bodé B (obr. 3.11). Trojuhelnik ABC' je pak rovnoramenny
se zakladnou [C'A].

Z nazoru je mj. ziejmé, ze takto splynout nemusi bud zadna z dvojic bodu A, A,,
resp. B, By, resp. C, (s, nebo pravé jedna a trojuhelnik ABC' je potom rovnora-
menny, nebo vSechny tfi a odpovidajici trojihelnik ABC' je rovnostranny. O tom
se snadno miuzeme presvédcit i pocetné, nebot v situaci, kdy mame napt. By = B

2

a zaroveii Cy = C neboli ac = b? a ab = ¢?, je tieti rovnost bc = a? znamenajici

Ay = A jiz vynucena. Opravdu, z prvnich dvou vztahu totiz dostaneme
c
c=—, b=—, tedy bc = —-,
a

a odtud je jiz platnost zbyvajici rovnosti evidentni. AvSak v zadné z téchto situaci
neni korektnost argumentace dikazu Véty 32 naruSena, nebot prislusné vypocty
vychézejici z ditkkazu predchozi Véty 31 nanejvys, po provedeni patfi¢nych substituci,
prejdou v hledani priisecik teny a s ni riznobézné seény kruznice e, ptripadné
dvou riznobéznych tecen této kruznice, podobné jako jsme naznacili v poznamce
za dikazem Lemmatu 6 ze str. 51.

Dodejme, ze analogicky jako v pripadé stfedu J kruznice trojihelniku ABC' ve-
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psané, lze stfedy kruznic jemu pripsanych interpretovat jako ortocentra jistych troji-
helniki, napt. stfed J4 kruznice trojuhelniku ptipsané s dotykem na jeho stranu [BC]
je podle vyjadfeni (3.10) a Véty 30 uvedené na str. 85 (pro s = 0) ortocentrum troj-
thelniku s vrcholy v bodech A; (—bc), By (ac), Cs (ab) (pii kanonickém znaceni), a
podobné v piipadé zbylych dvou stfedu Jg, Jo kruznic trojuhelniku ABC' piipsa-
nych.

3.2 Podobnost trojihelnikt

V elementarni geometrii jsou trojuhelniky zékladnimi rovinnymi geometrickymi
utvary, pricemz jejich vzajemna podobnost je jednou z nejjednodussich i nejuzi-
vangjsich relaci nachazejici bohaté vyuziti v dikazech mnohych tvrzeni planimetrie.

V naSem textu sice uvedené vysledky o podobnosti trojihelnik déle nevyuzi-
jeme, nicméné pravé pro svoji zasadni roli v planimetrii vénujeme alespon tento
paragraf jejimu teoretickému rozboru. K zafazeni pojednani o podobnosti trojihel-
nikt do této prace nas rovnéz vedla jista mira nedislednosti ostatnich autori, ktefi
ve svych pracich o geometrii v komplexni roviné podobnost trojihelnikt ¢asto vyu-
zivaji, ackoliv ekvivalenci vét znamych jako Veta sss, Véta sus a Véta uu disledné
nedokazuji. Tento dluh tak timto paragrafem zamyslime napravit.

Nyni se tedy budeme vénovat formélnimu zavedeni podobnosti dvou trojuhelnikta
pomoci komplexnich ¢isel (jako zpFesnéni intuitivné ziejmé predstavy stejného tvaru
dvou trojuhelniki) a uvedeme a dokdzeme ekvivalenci zminénych podminek jejich
podobnosti. Pritom za defini¢ni podminku podobnosti dvou trojihelnikii zvolime

v souladu se stfedoskolskym pojetim Vétu sss:

Definice 14. O dvou trojuhelnicich A; B;C; a A3 B>Cs fekneme, Ze jsou podobné a
napiSeme

AAlBlcl ~ AAQBQCQ,
pravé kdyz existuje kladné realné ¢islo k (tzv. koeficient podobnosti) tak, ze plati

|b1 _al‘ . |Cl _bl‘ N |01—CL1| N

3 (3.13)

|b2 —a2| B |02 —52| B |02—Cl2| B

Pozndmka. Zduraznéme, ze podle této definice jsou poradi vrcholt trojuhelnikt
A1B1CY a AyByCy v zapisu ANAB1Cy ~ AAyByCy podstatné. Dodejme jesté, ze
v této souvislosti fikdme, ze vrchol A; trojuhelniku A;B;Cy odpovida vrcholu A,

trojuhelniku Ay B>Cs, vrchol B; odpovida vrcholu B, a vrchol C; pak odpovida
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vrcholu Cs, podobné strana [A;B;] trojuhelniku A; B1Cy odpovida strané [A;Bs)
trojuhelniku As BoCy a analogicky pro zbylé dvé dvojice jejich stran.

Prisné vzato predchozi definice neni po formalni strance zcela v poradku. Relace
podobnosti dvou trojuhelnikt by totiz neméla byt vazédna na oznaceni jejich vrchol
(tj. jestlize napt. AA; B1Cy ~ AAsByCy, pak by podle uvedené definice podobnosti
obecné nemuselo platit AA;B1Cy ~ ABsCyAs apod.). Bylo by proto korektnéjsi
definovat ji tak, ze dva trojuhelniky jsou podobné, pokud existuje takové oznaceni
jejich vrcholu Ay, By, C4, resp. As, Bs, Cy, Ze je splnéna defini¢ni podminka (3.13).
Nicméné neni obvyklé ani ii¢elné takovouto definici zavadét, nebot by s sebou piinesla
jisté vyjadiovaci komplikace a v konkrétnich pripadech ono vhodné oznaceni dvou

trojihelnika byva zpravidla ,identifikovano predem®.

Nyni se budeme vénovat odvozeni dvou vyznamnych samostatnych podminek
podobnosti dvou trojihelnikii ekvivalentnich s defini¢ni podminkou (3.13). V po-
znamkach za jejich dikazy vysvétlime, Ze se jedné o vysledky, které byly jiz zminény
v tvodu tohoto paragrafu a kterym se bézné fika Véta sus a Véta uu. Tak se také
budeme na Véty 33 a 34 v dalSich ¢astech textu odvolavat.

Zduraznéme, ze diikkazy obou vysledkt jsme v dostupné literatufe nikde nenasli.
V téchto textech se obvykle jeden nebo druhy vysledek bere za definici podobnych
trojuhelnikid, nami uvedena Definice 14 je pak jejich bezprostiednim dusledkem.
Prinosem nasSeho postupu tedy je, Ze podobnost dvou trojuhelnikt definujeme velice

prirozenymi metrickymi vztahy (3.13).

Véta 33. Dwva trojuhelniky A1 B1Cy a AsByCy jsou podobné, prdavé kdyzZ pomeéry

(Aq; By, Ch), (Ag; By, Cy) jsou stejnd nebo komplexné sdruZend cisla.

Diikaz. Hledejme vyjadieni komplexni soutfadnice ¢y bodu Cy pomoci komplexnich
soutadnic aq, by, ¢1, as, by bodu Ay, By, Ci, As, By tak, aby platilo AA; BC; ~
~ N AyByCy ve smyslu nasi Definice 14.

Defini¢ni podminku (3.13) podobnosti dvou trojihelniku A; B1C a Ay ByCy 1ze
ziejmé ekvivalentné zapsat jako

(b1 —a1) (b_1—a_1) B (c1 —b1) (C_l_b_l) (o —ay) (e — @)

o) (o) (@-t)(@-h) (@-w@-@

Pro zjednoduseni dalsich vypoé¢tti provedme dulezitou tmluvu. ProtoZze vzdalenosti
dvojic bodi ani poméry trojic bodi se nezméni pfi posunuti v roviné o jakykoliv vek-

tor, mizeme zkoumané trojuhelniky A; B1C}, Ay ByCs posunout o vektory o (—aq),
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resp. U (—az) a prejit tak k trojuhelnikim, jejichZ vrcholy maji komplexni soufad-
nice (ay — ay, by —ay, ¢y — ay), resp. (as — as, by — as, co — as). Jisté proto muzeme
predpokladat, ze komplexni soutfadnice vrcholii pivodnich trojihelnikii maji tvar
(0,b1,¢1) a (0,be,c2). V tomto pripadé ma vypsana podminka podobu

bi1by B (c1 —by) (C_l_b_l) _cacp 2

boby (c2 —bo) (0_2 - E) C2C2

neboli (na hodnoté koeficientu k& ndm déle nezalezi)

(01—51)(C_1—b_1>_b1b_1 . cl_c_l_@
(ca — b2) (0_2 - E) baby Gy boby

(3.14)

Upravme tuto soustavu dvou rovnic neznamych cy a ¢

— baba (1 — by) (C_l_b_l)

e — o bebecr®r
? 2 515_1(02—52) ’

Cy = —
bibicy ’

abychom odec¢tenim upravenych rovnic vyloucili nezndmou ¢3

— bobycicr  baby (c1 —by) (0_1 — b_l)
, = _

blb_ICZ blb_l (02 - bz)

a vyuzitim podminky b, # 0, a tedy také by, # 0, po vydéleni obou stran vzniklé
rovnosti komplexnim ¢islem b, dale dostali

1 — bgClc_l b2 (Cl - bl) (C_l - b_l)

B blb_102 b1b_1 (02 - b2)

Odsud po vynésobeni obou stran posledni rovnice (nenulovym) komplexnim ¢islem

bi1byca (c2 — be) a roznasobeni vSech zévorek obdrzime

bibics (c2 — by) = boci@r (2 — ba) — baca (c1 — by) (0_1 - b_l) )

blb_w% — bybybacy = byeiTrey — biclc_l — byc1Crey + bibocicy + bibytice — bibibacy.
Po zruseni stejnych ¢lent tak ziskdvame rovnici v komplexnim oboru pro nezndmou c,
blb_lcg — (b_1b201 + blbgc_l) Co + bgclc_l = 0, (315)

ktera je kvadraticka, nebot plati b1b; = \bl|2 # 0, a jejiz kofeny ¢y, 92 nyni uréime
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standardnim postupem?:

bibacy + byboty + \/(5_15201 + blb2c_1)2 — 4bbibjerer

C21,Co2 = =

20101

— — 5 — —
. b1b201 + bleC_l + \/(bleCl - blbzc_l) o b1b201 + bleC_l + (b1b201 — bleC_l)
201b1 201b1 ’

a odtud obdrzime vyjadfeni obou kofent cy1, coo kvadratické rovnice (3.15) jako

bibacy + bybaty + bibacy — bibaty B 2b1bycy b
2b,b; 2b1b; by

Co1 =

bibacy + bibaty — bibacy + bibotr  2biboty  boty

2b1by T o2ib b
Pro kontrolu se 1ze snadnym dosazenim presvédcit, ze obé nalezené hodnoty ¢, spliuji
puvodni soustavu (3.14). Dostavame tudiz, ze AA;B1C; ~ AAyByCy tehdy a jen
tehdy, kdyz

Cog =

b b
20 nebo Co = 22a (3.16)
by by

Av8ak rozepsanim poméru v podmince

Cy =

(A1; By, C1) = (Ag; By, () nebo (Ay; By, Ch) = (Ag; By, Cy)

za naseho predpokladu a; = ay = 0 ziskdvame

0—b1  0—by 0—b  0—"by . by by b by
= nebo = — cili — =— nebo —=—=,
0—01 O—CQ O—Cl O—CQ C1 Co C1 Co

odkud pro komplexni soufadnici ¢y obdrzime v prvnim pripadé

) ) 1k L b . byCy
o zatimco ve druhém piipadé vychazi ¢; = B neboli ¢y = -
1 1 1

bacy
Cy =

Porovnanim téchto vyjadieni komplexni souradnice ¢y se vztahy (3.16) je tvrzeni
véty dokazéano. Q.E.D.

3Symbol odmocniny v nésledujicim vzorci zastupuje druhou odmocninu z komplexniho ¢isla ma-
jici pro kazdé nenulové komplexni ¢islo pravé dvé navzajem opac¢né hodnoty. Jedné se tak o mno-
hoznac¢nou funkci a neni proto nutné klast pred ni dvoji znaménko +.
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Pozndmka. Predchazejici véta je bézné znama jako Véta sus o podobnosti dvou

trojuhelniki, nebot podminku rovnosti komplexnich ¢isel
(A1; By, Ch) = (A2; By, () nebo (A1; Br, C1) = (A2; By, ()

lze zfejmé ekvivalentné zapsat jako rovnost jejich absolutnich hodnot

|a1—b1| . |a2—b2| . |a1—bl| . |a1—01|
= neboli =
lar — 1| az — 2 |as — ba|  [as — e
spole¢né s rovnosti jejich argument?
al—bl a,g—bg al—bl G,_Q—b_ ag—bg
arg = arg nebo arg =arg —— = —arg
a; — Cq a9 — Co a; — Cq a9 — Co a9 — Co

neboli v fe¢i mér orientovanych thla (viz Vétu 14 uvedenou na str. 41)

m(ClAlBl) = m(CQAQBg) nebo m(ClAlBl) = — m(CQAQBQ).

Znamené to tedy, ze dva trojihelniky si jsou podobné pravé tehdy, kdyz se sobé
rovnaji poméry délek dvou dvojic odpovidajicich si stran a thly jimi seviené maji
stejnou velikost. V prvnim pfipadé pak maji i stejnou orientaci, stejné jako samy do-

ty¢né trojihelniky, v druhém piipadé naopak. To nas motivuje k nasledujici definici:

B,

Obrazek 3.12

Definice 15. Rekneme, ze dva trojihelniky A, B;Cy a Ay ByCy jsou primo podobné
(obr. 3.12) a napiSeme
AAlBlCl ~ 4 AAQBQCQ,

41 ve druhém pi¥ipadé miiZeme opravdu psat piimo rovnost argumentii z intervalu (—m; ), nejen
pouhou kongruenci p¥i modulu 2r, nebot pomér (Asz; Be, Cs) ziejmé neni realny a jeho argument
je tim spiSe rtzny od —m.
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pokud plati
(A1; By, Ch) = (Ag; By, (). (3.17)

V piipadé, ze pro dva trojihelniky A; B1C} a A3 BsCs je splnéno
(A1; B, Ch) = (Ag; By, C), (3.18)
hovotime o nepfimo podobngch trojihelnicich A BCy a Ay ByCy (obr. 3.13) a piSeme

AAlBlcl ~ _ AAQBQCQ.

Cy

Ay
B,

Obrazek 3.13

Uvédomme si, ze v predchozi definici, stejné jako ve Vété sus samotné, nezalezi,
diky tvrzeni Véty 5, str. 28, na permutaci oznaeni vrchola obou trojuhelnika (je-li

provedena sou¢asné pii vypoc¢tu obou poméru), tedy plati napt.

AA1B1Cy ~y NAyBCy & (A1, Ch, By) = (Ag; Oy, By)
a podobné pro zbylé ¢ty permutace, stejné jako

AABICy ~_ ANAyByCy < (Cy; By, Ay) = (Cy; By, Ay)
a tak podobné. Dale si povSimnéme, Ze ziejmé plati

AABCy ~_ ANAByCy & AABICy ~4 NAy By Co,

tedy, ze dva trojuhelniky A; B1C}, A3BsC5 jsou nepiimo podobné pravé tehdy, kdyz
trojihelniky A,B,C}, Ay By Cy jsou podobné piimo (obr. 3.14) a naopak.
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B 1 02
A
Yy
Ay
A B
) ! .
O T
By
Ay
[

Obrazek 3.14

Disledek 6. Dva trojihelniky A1 B1Cy a AsBCy jsou podobné prdavé tehdy, kdyz

plati
b b ap as 1
“ boa T ‘:O neboli by by, 1|=0 (3.19)
1 —C Ay — Cy
C1 Co 1
nebo
b @ —b “ @ 1
a; 1 g _2‘:0 neboli by by 1]=0, (3.20)
a1 —C Az —C2
cp Co 1

pricemz v pFipadé spinéni podminky (3.19) se jednd o podobnost pFimou; v pripadeé,

Ze plati podminka (3.20), jde o podobnost neprimou.

Diikaz. Rozepsanim determinanti z (3.19) a (3.20) (podobnym zpusobem jako
v dikazu Véty 4 uvedené na str. 26) snadno zjistime, Ze tyto rovnosti vyjadiuji
pravé to, co je o pomérech (Ay; By, Cy) a (Ag; By, Cs) uvedeno ve Vété sus a Defi-
nici 15. Q.E.D.

Pozndmka. Ze zapisu relace podobnosti dvou trojuhelnikii pomoci determinantt je
mj. dobfe patrna jeji nezavislost na (soucasné) permutaci oznaceni vrcholi obou
trojuhelniki, o které jiz byla fec.

Také odtud dostavame moznou interpretaci podminky kolinearity tii rtznych
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bodu A, B, C uvedenou ve Vé&té 6, str. 29, jako

>
o> 9
e
Il
uO

o
ol

nebot ta podle predchoziho tikd, ze t¥i ruzné body A, B, C lezi na jedné
piimce pravé tehdy, kdyZ ,trojuhelniky* ABC a A B C jsou podobné piimo,

piip. ,trojihelnik“ ABC' je podobny sobé samému nepiimo.

Véta 34. Dva trojuhelniky A1 B1Cy a A3 BoCy jsou podobné, prdavé kdyz argumenty
poméri (Ay; Ch, By), (By; A1, C1) jsou v tomto poradi bud rovny argumentim pomeéri
(Ag; Oy, By), (Ba; Ag, Cy), nebo to jsou cisla k nim opacénd (v prunim pFipadé jde

o primou, ve druhém o neprimou podobnost).
Diikaz. Implikaci ,=“ dokazeme s vyuzitim jiz dokdzané Véty sus snadno, pritom
rozlisime, zda dané dva trojuhelniky jsou podobné piimo, nebo nepfimo. V prvnim
piipadé z AA; B1Cy ~, AAyByCy plynou podle Véty sus rovnosti
(A1;C1, By) = (A9;Co, Bay)  a (Br; Ay, C1) = (By; Ay, Ca)
v jejichz disledku méme potiebny zavér
arg (A1; C1, By) = arg (Ay; Cy, By) a zaroven arg(By; Ay, Cy) = arg (Bs; As, Cs).
Ve druhém ptipadé, kdy AA;B1Cy ~_ AAyByCy, Véta sus zarucuje rovnosti
(A1;C1, By) = (A2;Cy, By) a (By; Ay, Ch) = (By; Ay, Ca),
které vedou k zavéru, ze
arg (Ay; C1, By) = arg (Ay; Co, By) = — arg (Ay; Co, By)
a soucasné

arg (B1; A1, Ch) = arg (Bay; Ay, C) = — arg (Bsy; Ay, Cy).

Tim je implikace ,,=“ dokézana.

Nyni dokédzeme implikaci ,,<=*. Mé&me tedy dva trojuhelniky A; B;C; a A3 BsCy a
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zabyvejme se nejprve piipadem, kdy plati
arg (Ay; O, By) = arg (Ay; Cy, By) a zaroven arg (By; Ay, Ch) = arg (Bag; A, Cs),

odkud po rozepsani vSech pomért mame

ay —C Q2 — Co , o by —ay by — as
= arg a zaroven arg = arg ,
ay — by as — by by — ¢ by — ¢

arg

coz lze ztejmé zapsat jako

a —C Az — C2 , o by —ay by — as
=k - a zaroven = ks

a; — by as — by by — ¢ by — o

: (3.21)

kde k1, ko jsou jista kladna realna cisla.

K ovéreni potiebného zavéru AA;B1Cy ~ . ANAyByCs staci ziejmé dokazat, Ze
plati k; = ko = 1. Vyjadfenim ¢y z obou rovnosti (3.21) obdrzime
1 ) (CLQ — bz) (CLl — Cl)

Co = A9 — —

(b1 — 1) (b2 — ap)
]{?1 ap — b1 ’

by —ay

) cg=by—ky-

Porovnanim téchto vyjadieni dostavame

1 ((1,2 — bg) ((1,1 — Cl) (bl — Cl) (bg — (1,2)

_ . b e s
as o p— 2 2 b —ar
1 - - —_ J—
ay — by = o (az = b2) (a1 — 1) - (b1 — 1) (by (12).
1 ap — bl bl —a

Vydélenim obou stran posledni rovnosti nenulovym ¢islem as — by a naslednym vy-

nasobenim (nenulovym) ¢islem a; — by postupné ziskame

1_i_a1—cl_ u
—kl a1—61 2 al—bl’
al—bl:%'<a1—01)—k2'<b1—01),
1
1 1
al_blzk_lal_k2bl+k2cl_k_lcla

(1= ko) (@ — by) = (kil - k;2> (01— c1).

Kdyby neplatilo 1 — k3 = 0, z posledni rovnosti by plynulo

1
:al_blzk_l_kQGR,
a; — Cq 1—k2

(Al; By, 01)
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coz odporuje tomu, ze body Ay, By, C jsou rizné a nelezi na jedné piimce. Proto
plati 1 — ks = 0, a tedy rovnéz k% — ko9 = 0 neboli k&1 = ky = 1. Pfimé& podobnost
trojuhelnika A; B1C a A3 BsC) je tak dokdzéana.

Podobné provedeme diikaz implikace ,,<=* pro druhy piipad, kdy pro trojihelniky
A1 B1Cy, Ay B>Cs plati

arg (Ay; C1, By) = — arg (Ay; Cy, By) = arg (Ay; Cy, By)
a soucasné

arg (By; Ay, Cy) = — arg (By; Ag, Cy) = arg (Ba; Ay, Cy).
Rozepsanim pomérii dostaneme ekvivalentni podminku
@G —G b —ay by — @3

= kg - —= a zaroven =ky = , 3.22
a; — by ’ Gy — by by — 1 ! by — 3 ( )

a —C

kde ks, k4 jsou jista kladna realna ¢isla.

K ovéreni vztahu AA;B1C, ~ _ AAsByCs jisté staci dokazat, ze k3 = ky = 1.
Dal3i postup je viak az na zaménu oznadeni as — @z, by — by, co — G2, k1 — ks,
ko — k4 totozny jako v predeslém pripadé. Odtud tak plyne, ze k3 = k4 = 1. Tim je

cela véta dokazéna. Q.E.D.

Pozndmka. Pravé dokazana véta se bézné oznacuje jako Véta uu o podobnosti dvou

trojuhelniki, nebot podminky
arg (Ay; Cy, By) = arg (Ay; Cy, Ba) a  arg (By; Ay, Ch) = arg (Bg; A, Cy),
respektive
arg (Ay; C1, By) = —arg (Ag; Cy, By) a  arg(By; Ay, C1) = —arg (Bg; A, Cy),

vyjadiuji rovnosti velikosti dvou dvojic odpovidajicich si vnitinich thli zkouma-
nych trojihelniki A; B1C} a Ay ByCs. Jak jsme ovérili v priabéhu diukazu, prvni pod-
minka odpovida situaci, kdy AA; B1C) ~, AAyByCy, a naopak pripad AA;B;Cy ~
~_ NAAyByC5 charakterizuje podminka druhé.



Kapitola 4
Klasické véty elementarni geometrie

V této kapitole uvedeme a dokdzeme dvanact vyznamnych tvrzeni elementarni geo-
metrie roviny, z nichz mnohéa byvaji v ¢eské matematické literatufe casto opomenuta
(napf. tvrzeni o Mongeové bodé nebo Gaussova i Newtonova véta). VyuZijeme pii-
tom vétsinu dostupnych pocetnich prostiedki, které jsme si pro tento acel pripravili
v kapitolach predchozich a ukidzeme tak, ze komplexni ¢isla mohou byt uzite¢nym
nastrojem i v piipadé dokazovani hlubsich geometrickych vysledk.

Oproti diplomové préci [10] jsme doplnili dikaz hluboké Feuerbachovy véty, rov-
néz zde nové uvadime nepfilis znamy, a ve srovnani s ostatnimi ndmi prezentovanymi
tvrzenimi pomérné nedavny (publikovany v roce 1900) vysledek zvany Schickova
véta, jenz prirozenym zpusobem rozsifuje tvrzeni o existenci Simsonovy primky.
vzata z literatury uvedené v seznamu, bylo tfeba pfevaznou ¢ast z nich podstatné
upravit, opatiit vhodnym komentafem, ptip. i doplnit o opomenuté situace a zvlastni
pripady.

Pripomenme jesté nasi amluvu, ze jednotkovou kruznici se stfedem v pocatku O

soustavy komplexnich soufadnic pevné oznac¢ujeme symbolem e¢.

4.1 Pythagorova véta

Ptehled klasickych vét elementarni geometrie otevieme jednou z nejslavnéjsich veét
celé geometrie, snad i matematiky jako takové, se kterou se takika kazdy ¢lovek vzde-
laného svéta setka jiz béhem povinné skolni dochézky. Je ji véta pojmenovana podle

véhlasného Pythagoral, jenZ ji v 6. stoleti pi. n. 1. objevil pro Evropu, resp. starovéké

'Pythagoras ze Samu (cca. 570 pt. n. l. — cca. 495 p¥. n. 1.) — bajny fecky filosof, matematik
a astronom, z jehoz dila, pokud né&jaké sepsal, se do dnesni doby nic nezachovalo.

106
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N MV,

casteéné snad i Egyptu.

Dodejme jesté, ze dikaz Pythagorovy véty, ktery zde podame a ktery nebyl pre-
vzat z literatury ze seznamu ani z zadné jiné, neni z logického hlediska zcela ko-
rektni, nebot jeji platnost v celém piedeslém textu predpokladame a vyuzivame,
zejména tehdy, kdy eukleidovskou vzdalenost |AB| dvou bodu A, B vyjadiujeme

¢islem |b — a| (Definice 3 na str. 22).

Véta 35. Trojuhelnik ABC' je pravouhly s pravym dhlem pri vrcholu C (obr. 4.1)
pravé tehdy, kdyZ pro velikosti jeho stran plati

|AB|> = |BC)* + |CAJ*. (4.1)

A

Obrazek 4.1

Dikaz. Ekvivalentnim pfepsanim podminky (4.1) pomoci komplexnich souradnic vr-
cholu A, B, C' dostaneme

(b—a)(b—a)=(c—b)(e=b)+(a—c)(@—72),
coz po roznasobeni obou stran rovnosti piejde v
bb — @b — ab + aa@ = c¢ — bc — be + bb + a@ — a¢ — ac + ¢t
neboli (po zruSeni ¢lent aa a bb)

—ab — ab = ¢¢ — bc — b — a¢ — Gc + cc,
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—cC + be + ac — @b = ¢ — bc — ac + ab,

—(@©—=a)(c—=b)=(c—a)(c—-1D),

odkud po vydéleni obou stran posledni rovnosti nenulovym ¢islem (¢ — b) (E — 5)

dostaneme konec¢né o
c—a c—a

" e—b c—b

neboli pomér (C; A, B) vrcholu trojuhelniku ABC' je ryze imaginarni (nebot obé
strany posledni rovnosti jsou zfejmé ruzné od nuly), coz podle Dusledku 2, str. 36,
znamena praveé to, ze trojiuhelnik ABC' je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C'.
Jelikoz v8echny provedené kroky byly ekvivalentni, je tim dikaz hotov.

Q.E.D.

Pozndmka. Pythagorova véta byva obvykle uvadéna jako tvrzeni, které je pouze
jednou z implikaci z Véty 35: Obsah ctverce sestrojeného nad preponou libovolného
pravouhlého trojiuhelniku je roven souctu obsahi ctverci nad obéma jeho odvésnami.
Dale v textu podame jesté jeden nezéavisly dikaz tohoto slabsiho tvrzeni (jako jeden
z dusledki Ptolemaiovy véty uvedeny na str. 135). Druha, méné uvadéna implikace

z Véty 35, pak byva oznacovana jako obrdacend Pythagorova véta.

4.2 Thaletova véta

Thaletova véta, pojmenovana podle starofeckého uéence Thaléta z Milétu?, ktery ji
jako prvni dokazal, je po Pythagorové vété snad druhou nejzndméjsi vétou plani-
metrie, znamou jiz zakum vétsiny zakladnich skol. Podobné jako Pythagorova véta
byla i Thaletova véta empiricky znama a vyuzivana i pred Thalétovym dikazem, a to
napt. ve staroveékém Egypté ¢i Babylonii, a stejné jako ona udéva ekvivalentni pod-
minku toho, ze trojihelnik je pravotuhly. Ani v tomto pripadé jsme dikaz neprevzali

z zadné literatury.
Véta 36. Trojuhelnik ABC' je pravouhlyj s praviym tihlem pri vrcholu C pravé tehdy,

kdyz stied kruznice jemu opsané splyva se stiedem jeho strany [AB] (obr. 4.2).

Diikaz. Oznac¢me po tadé stied strany [AB] a stfed kruznice trojuhelniku ABC
opsané pismeny S a K. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze trojiuhelnik ABC

2Thalés z Milétu (cca. 625 pf. n. l. — cca. 545 p¥. n. 1.) — predsokratovsky fecky filosof, geometr
a astronom.



4.3. HERONUV VZOREC 109

Obrazek 4.2

je vepsany kruznici €. Pro pomér (C; A, B) = <=7 jeho vrcholt pak s vyuzitim toho,

ze aa = bb = c¢ = 1, dostaneme

Q‘I
ol

cC—a

c—b

N
o

l\
ol
|
Q
Q| o

S

oll=[ol=
ol
ol
=l

SIS
|
|

<
ol

Podle Dusledku 2 uzitého jiz pri dikazu minulé véty je trojuhelnik ABC' pravouhly
s pravym thlem pfi vrcholu C pravé tehdy, kdyz pomér (C; A, B) je ryze imaginarni,
coz podle odvozené rovnosti nastane praveé v pripadé, ze druhy ¢initel na pravé strané
je roven —1, Ze tedy b = —@, tj. b = —a neboli (s :)“TH’ = 0, coz je kyZzen& podminka

splynuti stfedu S strany [AB] se stifedem O = K opsané kruZnice. Q.E.D.

4.3 Heronuv vzorec

Na tomto misté uvedeme a dokazeme platnost znamého vztahu pro vypocet obsahu
trojihelniku ze znalosti délek vSech ti{ jeho stran. Tento vysledek byl formulovan a
dokazan Héronem z Alexandrie®, ktery jej publikoval ve své praci Métrika, dodnes tak
nese jeho jméno. Historikové rovnéz pripoustéji moznost, Ze tento vzorec byl znam
jiz diive, nebot Métrika predstavuje soubor tehdejsiho védéni antického Recka; v této
souvislosti byva zmifiovano jméno Archiméda®. Jisté ziistava, Ze vztah ekvivalentni
Heronovu vzorci nezavisle na poznatcich starovekého Recka objevil a ve svém dile

Matematické pojednani v deviti knihdach publikoval ¢insky matematik Cin DZjusao®.

SHéron z Alexandrie (cca. 10-70) — starovéky matematik, fyzik a vynalezce, ktery se jako
prvni pokusil vyuzit silu pary.

4Archimédés ze Syrakus (287 pi. n. . — 212 pf. n. 1.) — fecky matematik, fyzik, filosof,
vynélezce a astronom povazovany za nejvétsiho matematika své doby a jednoho z nejvétsich uéencu
vSech dob.

5Cin Dzjusao psano rovnéz prepisem Qin Jiushao (cca. 1202-1261) — &nsky matematik a
politik.
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Nami uvedeny dikaz, jehoZ ptavodnim autorem je Miles Dillon Edwards (v dobé

vzniku ditkazu student stfedni Skoly), je pfevzaty z ¢lanku [9].

Véta 37. Pro obsah S trojihelniku se stranami a, b, ¢ plati

S=1/s(s—a)(s—b)(s—c), (4.2)
kde s = %b“

Diikaz. Uvazme trojihelnik ABC' se stranami ozna¢enymi podle bézné zvyklosti a
kruznici k£ jemu vepsanou se stfedem J a polomérem r, ktera se stran a, b, ¢ dotyka
po fadé v bodech P, @, R (obr. 4.3). Ozna¢me déle délky usecek [AQ] a [AR],
resp. [BR| a [BP], resp. [CP] a [CQ] jako z, y z v tomto pofadi a 2a = |<QJR)|,
20 = |<RJP| a2y =|<aPJQ)|. Ze soustavy tii linearnich rovnic

Obrazek 4.3

rt+y=c, y+z=a, r+z=0

pro neznamé x, y, z dostaneme jejich vyjadreni

_p b—
=s—a, y:L:s—b, z:uzs—c, (4.3)

b+c—a
rT = —-
2 2

2

kde s je veli¢ina zavedend ve znéni dokazované véty. Odtud navic dostavame, ze
T+ y+ 2z = s (coz plyne rovnéz z vyznamu veli¢iny s). Uvazujme nyni komplexni
¢isla

u =1+ xi, v =r-+yi, w =71+ 2.
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Jelikoz zifejmé plati (viz obr. 4.3) argu = o, argv = faargw =ya a+ [+ v =T,

dostavame odtud, Ze soucin

wow = (r+ i) (r + yi) (r + 21) = [r* + 7 (z + )i — ay| (r + 2i) =
=P+ (r+y)i—roy+rizi—rz(o+y) —ayzi=
=r’ —ray—rz(z+y)+ [P (@+y+z) —ayz]i
je realné cislo, tedy jeho imaginarni ¢ast je nulova, tj.

2 ) TYZ
r’lc+y+z2)—xyz =20 neboli r=,/—- 4.4
(z+y+2)—my Tty te (4.4)

Pro obsah S trojihelniku ABC' ziejmé plati
S=axr4+yr+zr=(+y+z)r=sr

odkud po dosazeni za polomér r kruznice vepsané ze vztahu (4.4) a vyuzitim

vztahi (4.3) dostavame

_ Y=z _
S—S\/m—\/@—\/5(5—@)(8—5)(5—0),

coz mélo byt dokazéno. Q.E.D.

4.4 Newtonova primka

Nésledujici tvrzeni popisuje kolinearitu jistych tii vyznamnych bodu tzv. tecnového
ctyrihelniku, tj. takového konvexniho ¢tyfihelniku, jemuz lze vepsat kruznici. Sa-
motné tvrzeni je pak zndmo jako Newtonova® véta. Dikaz, ktery zde podavame, je

prevzaty z knihy [3, s. 26 a 27].
Véta 38. Stred kruznice vepsané tecnovému ctyriuhelniku a stiedy obou jeho hlo-

pricek lezi na jedné primce (obr. 4.4).

Diikaz. Bud AgByCyDy tecnovy ¢tyiuhelnik. Bez Gjmy na obecnosti muzeme pied-

pokladat, ze kruznice jemu vepsana je kruznice €. Ozna¢me A, B, C, D body jejitho

6Isaac Newton (1642, resp. 1643-1727) — anglicky fyzik a matematik, jeden ze dvou tviirci
kalkulu, mnohymi povazovany za nejvétsiho fyzika, jaky kdy zil.
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Obrazek 4.4

dotyku s jeho stranami [AyBy|, [BoCo], [CoDo], [DoAp] v tomto poradia M, N po radé
stfedy jeho thlopficek [AyCoy] a [BoDy).

Nejsou-li M, N, O tfi rizné body, je tvrzeni véty trivialni. Predpoklddejme tedy,
ze se jedna o tii rizné body. Podle vzorce (1.54) uvedeného na str. 50 v Lemmatu 4

dostavame pro komplexni souradnice vrcholu Ay, By, Cy, Dy vyjadieni

2ad B 2ab B 2bc B 2cd
a—+d O a4’ Co_b+c’ 0" ek d

ag =

Pak pro komplexni souradnice bodi M, N plati

ag + ¢o ad n be by + dy ab n cd
= = n = =
2 a+d b+c’ 2 a+b c+d
apropomér(O;M,N):%’TZL:%bodﬁM, N, O tak mame
a c ad(b+c)+be(a+d
m e TS abd facd +abetbed (a+b)(ctd)
~ ab cd ~ ab(ct+d)+cd(at+db) -
o L % abc + abd 4+ acd + bed  (a+d) (b+ ¢)

_(a+b)(c+d)
(a+d)(b+o)

Body M, N, O lezi na jedné piimce tehdy a jen tehdy, kdyz jejich pomér (O; M, N)

je realné ¢islo (Véta 6, str. 29). S vyuzitim toho, Ze a@ = bb = ¢¢ = dd = 1, mame

[ 0D Geh(e]) s
N I R IR =

tedy body M, N, O skute¢né lezi na jedné piimce. Q.E.D.
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Pozndamka. Dodejme, ze body M, N, O splyvaji pouze v situaci, kdy vychozi tec-
novy ¢tyfiuhelnik AgByCoDy je koso¢tvercem nebo ¢tvercem. V opacném piipadé
vSechny t1i lezi na jediné pfimce zndmé jako Newtonova primka daného tecnového

¢tyttuhelniku. V ptipadé deltoidu jde zfejmé o jeho osu soumérnosti.

4.5 Gaussova primka

Nasledujici tvrzeni, znamé jako Gaussova véta, se podobné jako predchozi zabyvé
kolinearitou jistych tif raznych bodi, tentokrat ovSem ziskanych za pomoci troju-
helniku a pfimky protinajici pifimky vSech ti{ jeho stran. Diikaz, ktery zde uvadime,

vychézi z knihy [3, s. 27].

Véta 39. Bud'r piimka riznobéind s kazdou z primek stran [AB], [BC], [C A] troj-
thelniku ABC, kterd je protind po Fadé v bodech Cy, Ay, By (nékteré dva z nich
mohou splyvat). Pak stredy isecek [AA;], [BB], [CCY] jsou kolinedrni (obr. 4.5).

Obrazek 4.5

Diikaz. Podle Dusledku 1 ze str. 30 miuzeme podminky kolinearity bodu A, B, C,
resp. Ay, B, C, resp. A, By, C a Ay, By C psat po fadé jako

(b—cl)a+(cl—6)b+(5—5)01:0, (4.5)
(b—2)ar+(e—a)b+ (@ —b)c=0, (4.6)
(bi—¢)a+(@T—a)by+ (@a—bi)c=0, (4.7)
(b —@) a1 + (@ —a7) by + (a7 — by) ¢1 = 0. (4.8)

Ozna¢me M, N, P st¥edy useek [AA;], [BB,], [CC}] v tomto poradi. Pak pro jejich
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komplexni soufadnice plati

a+a; b+ by c+a
— — = . 4.9
m 5 n 5 P 5 (4.9)

K tomu, aby body M, N, P lezely na jedné piimce, je podle téhoz dusledku nutné

a staci splnéni podminky

m—p)m+P-—-mn+(Mm-—n)p=0
neboli po dosazeni vyjadieni komplexnich soufadnic m, n, p z (4.9)
(b+b—2—a)(a+a)+@+er—a—a)(b+b)+(@+a—b—0by)(c+er)=0.

Odtud po diléim roznésobeni ziskdme ekvivalentni podminku

ktera je vzhledem k podminkam (4.5) az (4.8) zfejmé splnéna. Body M, N, P tedy

skutecné lezi na jedné primce a dikaz je tim hotov. Q.E.D.

C

Obrazek 4.6

Pozndmka. Tvrzeni pravé dokézané véty zistava v platnosti i v pfipadé, ze piimka r
prochézi pravé jednim vrcholem trojuhelniku ABC, nebot stiedy usecek [AA;],
[BB,], [CC4] pak ziejmé lezi na nékteré ze tii piimek stfednich pricek trojuhel-

niku ABC' (obr. 4.6 znézorhuje situaci, kdy piimka r prochazi vrcholem B).
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Piimka bodu M, N, P z posledni véty byva obvykle nazyvana Gaussova primka
nebo Newtonova—Gaussova primka, prip. i Newtonova primka, nebot v situaci, kdy
nékteré z bodu A, B, Ay, By, resp. B, C, By, Cy, resp. C, A, C, A, predstavuji
po tadé vrcholy tecnového ctyttuhelniku, lezi na této primce podle Véty 38 rov-
néz stred odpovidajici kruznice jemu vepsané, a touto piimkou je pravé Newtonova
primka onoho ¢tyiihelniku vySetfovana v pfedchozim paragrafu.

Uvedenou piimku pfitom spojujeme s kazdou ¢tverici riznych primek, jez jsou
po dvou riiznobézné a zadné tii z nich neprochazeji jednim bodem. Kazdy takovy sys-
tém ¢ty pifmek pi, p2, ps, pa a jejich Sesti prusecikia A;;, 1 <i < j <4 (viz obr. 4.7)
se nazyva uplny ctyruhelnik a tsecky [A12Asq], [A13A24] a [A14A23] jsou oznacovany
jako jeho tuhlopficky. Vétu 39 (pokud z ni vypustime predpoklad o mozném splynuti
nékterych dvou z bodu Ay, By, C) lze tedy ekvivalentné formulovat takto: Stredy
vsech tri uhlopricek tuplného ctyruhelniku leZi na jedné primce. Tato primka se pak

nazyva Gaussova primka iplného ctyrihelniku.

Obrazek 4.7

4.6 Simsonova primka

Nyni uvedeme a dokazeme tvrzeni, jez 1ika, ze paty kolmic vedenych z libovolného
bodu kruznice opsané obecnému trojihelniku na piimky jeho stran lezi na jedné
pifmee, jeZ je znama pod nazvem Simsonova’ piimka. NAmi poskytnuty diitkaz tohoto

tvrzeni jsme piitom pievzali z literatury [3, s. 28].

"Robert Simson (1687-1768) — skotsky matematik a profesor matematiky na Univerzité v Glas-
gOWE.
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Véta 40. Necht ABC je trojuhelnik a k je kruzZnice jemu opsand. Pak paty kolmic
vedenych z libovolného bodu D kruznice k na primky stran [AB], [BC|, [CA] lezi

v jedné primce zdvislé na bodu D (obr. 4.8).

Obrazek 4.8

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti miizeme kruznice k a ¢ pokladat za totozné. Vy-
pisme podle vzorce (1.59) uvedeného na str. 52 v Lemmatu 7 pro kolmy primét
bodu na primku uréenou dvéma ruznymi body kruznice € komplexni souradnice
pat P, ), R kolmic vedenych bodem D na piimky AB, BC, AC v tomto potadi.
S vyuzitim toho, Ze dd = 1, podle zminéného vzorce plati

- 1
p= (a+b+d—abd) :§<a+b+d—a—b>

d

N | —

a podobné

1
q= <b+c+d—@> a T:§<a+c+d—%>.

d d

N | —

Body P, @, R jsou navzijem ruzné, pravé kdyz je bod D ruzny od bodu A, B, C,
v piipadé D € {A, B,C} je tedy tvrzeni véty triviadlni. Pfedpokladejme proto, ze
D ¢ {A, B,C}. Pro pomér trojice bodu P, @, R tak mame

bla—c)

p—q a—c—=;~ a—c d—b c—a d-a
P; = = = . = : =(A,B,C,D
(FQ.B) p—r b—c—" b—c d-—a c—b d—b (4,5,C, D),

tj. pomér (P; @, R) je roven dvojpoméru (A, B,C, D) bodua A, B, C, D. Ten je oviem

podle Véty 21, str. 59, redlny, nebot tyto ¢tyfi ruzné body lezi na jedné kruznici,
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tudiz i pomér (P; @, R) je redlny a body P, @), R jsou proto kolinearni, jak mélo byt
dokazéno. Q.E.D.

Pravé dokazana véta tiké, ze pokud je bod D bodem kruznice £ opsané trojua-
helntku ABC, pak paty kolmic P, ), R z tohoto bodu spusténych na piimky stran
[AB], [BC], [CA] trojuhelniku ABC' lezi v jedné piimce. Nabizi se proto prirozena
otazka, zda je toto vlastnost charakteristicka pouze pro body kruznice k a predchozi
vétu lze formulovat jako ekvivalenci namisto pouhé implikace, nebo existuje i jiny
bod nelezici na této kruznici, jemuz pfislusné paty kolmic opét lezi na jedné primce.

c ot vyw

bod D € k — {A, B,C} plati

nebot hodnota délictho poméru ani dvojpomeéru ziejmé nezavisi na zvoleném méritku
ani posunuti o libovolny vektor v roviné.

Odpovéd na nastolenou otazku nam pomuze ziskat nésledujici véta udéavajici
vztah dvojpoméru (A, B,C, D) a jemu piislusnému poméru (P; @, R) v obecné si-
tuaci. V knize [7, s. 188] je toto tvrzenf uvedeno jako Schickova® véta; odtud jsme
rovnéz prevzali jeji znéni, nicméné dilkkaz v ni prezentovany vyuziva hlubsich zna-
losti zobrazeni komplexni roviny. Nami podany elementarni dikaz pritom vychazi,

podobné jako v pripadé Véty 40, z aplikace Lemmatu 7, str. 52.

Véta 41. Necht A, B, C, D jsou c¢tyii rizné body takové, Ze A, B, C neleZi v jedné
primce a necht P, (), R jsou po tTadé paty kolmic vedenych z bodu D na primky
AB, BC, AC. Pak dvojpomér (A, B,C, D) je roven ¢islu komplexné sdruZenému
k pomeru (P;Q, R), tj. plati

(A,B,C,D) = (P;Q, R). (4.11)

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze body A, B, C' lezi na kruz-
nici ¢, tedy Zze pro jejich komplexni soufadnice plati a@a = bb = c¢ = 1. Piimo
podle vzorce (1.59) z Lemmatu 7 pro kolmy primét bodu na pfimku uréenou dvéma
riznymi body kruznice € obdrzime pro komplexni soufadnice pat P, ), R kolmic
vedenych bodem D po fadé na primky AB, BC', AC vztahy

p:%(a+b+d—ab&), q:%(b+c+d—bcﬁ) a T:%(a+c+d—aca)-

8Josef Schick (1859-1944) — némecky anglista, jazykovédec, filosof a matematik.
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Pro pomér tii riznych bodi P, @), R tak dostavame

(P:Q R)_p—q_a—c—abEijcE_a—c—(a—c)bﬁ_ (a—c)(1—bd)
T _p—'r—b—c—alﬂjtaca_b—c—(b—c)aa_(b—c)(l—aa)

a pro ¢islo k nému komplexné sdruzené s vyuzitim vztahi aa = bb = ¢¢ = 1 mame

(l _ l) (1 _ d) (cab=d) . _ . Jd_a
R _ \a c b/ __ abe _ . —
<P7Q’R)_(l_l)(l_i)_(C*b)(a*d)_C_b.d_b_<A’B’C’D).

b c a abe
Tento vztah ovSem ziejmé plati i v obecném piipadé, kdy spolecné kruznice k£ bodu
A, B, C, D je volena libovolné. Q.E.D.

K situaci z pravé dokazané véty dodejme nasledujici. Protoze podle Véty 6
ze str. 29 a Véty 21 ze str. 59 vime, kdy je ¢islo (P; @, R), resp. ¢islo (A, B,C, D)
realné, privadi nas Schickova véta okamzité ke slibenému obraceni Véty 40, kterou

proto nyni muZzeme upiesnit jako ekvivalenci v podobé nasledujictho tvrzent:

Véta 42. Necht ABC' je trojuhelnik a k je kruzZnice jemu opsand. Paty kolmic ve-
dengjch z libovolného bodu D na primky stran [AB], [BC], [CA] lezi v jedné pfimce
pravé tehdy, kdyZ bod D lezi na kruznici k.

Pozndamka. Z rovnosti (4.10) platné pro ¢tvefici riznych bodu A, B, C, D lezi-
cich na jedné kruznici dostdvame alternativni zptusob, jakym lze urcovat polaritu
dvojpoméru Ctyt riznych koncyklickych bodit, kterou jsme se zabyvali ve druhém
paragrafu kapitoly druhé (viz str. 67). Napt. pro rozlozeni bodu A, B, C, D na kruz-
nici podle obrazku 4.8, str. 116, tj. podle permutace ABDC, je ziejmé, ze délici
pomér (P;Q, R) je kladny (nebot bod P v této situaci lezi vné tsecky [QR]; viz po-
znamku uvedenou na str. 29 za dikazem Véty 6), proto i dvojpomér (A, B, C, D)
musi byt kladny, coz je v souladu s tvrzenim Véty 26, str. 70. V pripadé urcovani
polarity dvojpoméru (A, B, C, D) ve zbylych péti moznostech rozloZeni ¢tyt ruznych
bodu na kruznici by ziejmé bylo mozné postupovat podobné.

Dodejme na zéaveér, ze Simsonova piimka byva nékdy nazyvana upatnice trojihel-
niku ABC' pfislusnd bodu D jeho opsané kruznice. Jeji objev byva piisuzovan Ro-
bertu Simsonovi, aviak prvni, kdo vysledek o ni publikoval, byl az William Wallace?,

proto se nékdy oznacuje i jeho jménem®.

‘William Wallace (1768-1843) — skotsky matematik, astronom a vynélezce.
10V nékterych publikacich byva mylné zaméhovan, ziejmé diky podobnosti piijmeni, s Johnem
Wallisem (1616-1703), anglickym matematikem Newtonovy éry.
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4.7 Pascalova primka

Nyni uvedeme a dokdzeme vyznamnou vétu projektivni geometrie popisujici koli-
nearitu jistych tif vyznamnych riznych bodu spojenych s tétivovym Sestiihelnikem,
tj. takovym konvexnim Sestitithelnikem, jemuz lze opsat kruznici. Nami poskytnuty

dikaz jsme prevzali z knihy [3, s. 28 a 29].

Véta 43. Necht ABCDEF je tétivovy Sestituhelnik takovy, Ze kaZdé dvé jeho proti-
lehlé strany jsou riznobézné. Pak priseciky primek téchto tri dvojic jeho stran leZi

na jedné primce.

Obrazek 4.9

Diikaz. Oznaéme M, N, P po fadé (tfi ruzné) pruseciky primek protilehlych stran
|[AB], [DE], resp. [BC], [EF], resp. [CD], [F'A] tétivového Sestithelniku ABCDEF
(obr. 4.9). Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze kruznice jemu opsana je
kruznici €. Podle vzorce (1.57) uvedeného na str. 51 v Lemmatu 6 tak dostavame
pro komplexni souradnice bodi M, N, P po fadé vztahy

a+b—(d+e)

m= ab — de =

btc—(e+f) _ c+d—(a+f)
bc—ef b= cd—af

Pocitejme

— —_(ab—de)lbrc— (et f)l—(be—ef)fatb—(d+e)] _
(be — ef) (ab — de)
ab?+abc—abe—abf—bde—cde+de?+de f— (abc+b2c—bcd—bce—aef—bef+def+e2f)
(bc—ef)(ab—de)
_ bee —cde + de® — 2 f + aef — abe — b?c + bed — bde + bef — abf + ab®

(bc — ef) (ab — de)
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(e —b) (bc —cd+de —ef +af — ab)
(bc — ef) (ab — de) ’

odkud substitucemi a — b, b — ¢, c — d,d — e, e — f, f — a obdrzime p — 7, resp.

(f—c¢)(de—cd+af —ef +bc— ab)
(be —ef) (ed — af) )

n—p=

Odtud ziskdme pro pomér komplexné sdruzeny k poméru (N; M, P) boda M, N, P

vyjadieni
" 7m—m (e—0)(cd—af)
N; M, P) = = .
(N5 M, P) n—p (f—c)(ab—de)

S vyuZitim rovnosti a@ = bb = ¢¢ = dd = ee = ff = 1 viak mame

(N; M, P) =

tedy pomér (N; M, P) je realné ¢islo, takze body M, N, P lezi na jedné pfimce, a
tim je véta dokazéana. Q.E.D.

Pozndmka. Primka z pravé dokazané véty se nazyva Pascalova'! primka daného
tétivového Sestitthelniku. Blaise Pascal ji objevil v roce 1639, tj. ve svych Sestnacti
letech. Jeho vlastni dikaz jeji existence, pokud jej kdy nalezl, se vSak do soucasnosti

nedochoval.

4.8 Mongetv bod

Nésledujici tvrzeni 1ika, ze s kazdym tétivovym ¢tyfuhelnikem (pfipomenme, Ze se
jedna o takovy ¢tyithelnik, jemuz lze opsat kruznici) je mozné spojit Sest vyznam-
nych, obecné riznych pirimek, které vsechny prochézeji jednim a tymz bodem. Uve-

deny dikaz toho tvrzeni pochézi z literatury [3, s. 29 a 30].

Véta 44. V tétivovém ctyrihelniku se kolmice ke kaZdé z jeho stran vedené stiedem
protejsi strany a kolmice na kaZdou z jeho diagondl spusténé ze stredu zbylé diagondly

protinagi v jediném bodé.

HBlaise Pascal (1623-1662) — vyznamny francouzsky matematik, fyzik, spisovatel, teolog a
nabozensky filosof.
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Obrazek 4.10

Diikaz. Oznacme vrcholy tétivového ¢tyiahelniku A, B, C, D (obr. 4.10). Je zfejmé,
Ze osy jeho stran se protinaji v jediném bodé, a sice ve stfedu kruznice jemu opsané.
Tento bod muzeme bez Gjmy na obecnosti pokladat za pocatek O soustavy komplex-
nich soufadnic.

Osu strany [AB] lze charakterizovat jako kolmici na ni vedenou jejim st¥edem,

tj. bod Z je podle Definice 9, str. 35, jejim bodem tehdy a jen tehdy, kdyz komplexni

z—atb , , . . . .
¢islo —2- je bud nulové (pak bod Z je stiedem strany [AB]), nebo je ryze ima-
ginarni. Zejména tedy ¢islo —Q(Cf;ibb) je rovno nule, anebo je ryze imaginarni, nebot

bod Z = O o komplexni soufadnici z = 0 lezi podle pfedchoziho na ose strany [AB].
Podobné bod Z je bodem kolmice na stranu [AB] vedené stfedem strany [C'D]

Z X ~ s vo Z—M . o . o, ,
pravé tehdy, kdyz komplexni ¢islo 2— je bud ryze imaginarni, nebo rovno nule.

a—b
Nyni dokdZeme, Ze bod M o komplexni soufadnici m = otbfetd

je bodem této

kolmice. Skutecné J bterd .
% a+t J2rc+ _ ctd a+b

m-—= _ 2

a—1b a—1b ~2(a—10)’

coz, jak jsme ukazali, je ¢islo nulové nebo ryze imaginarni, tedy bod M lezi na kolmici

na stranu [AB] vedenou stfedem strany [C'D]. Jelikoz je vyjadieni komplexni sou-
fadnice bodu M invariantni vici libovolné permutaci vrchola ¢tyfahelntku ABCD,
plyne odtud, Ze bodem M prochézi i zbyvajicich pét obdobné urcenych piimek

ze znéni dokazované véty. Q.E.D.
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Pozndmka. Bod M z pravé dokidzané véty je znamy jako Mongetiv'? bod tétivového
ctyrihelniku ABCD. 7 vyjadieni jeho komplexni soutfadnice m uvedeného v pied-
chozim dikazu plyne, Ze spojnice bodu M se stfedem O kruznice onomu ¢tyiihelniku
opsané je usecka, jejiz stfed splyva se stiedy tif isecek, jez spojuji stfedy protilehlych

stran a stfedy thlopiicek daného ¢tyiuhelniku.

4.9 Brianchonuv bod

Nésledujici tvrzeni znamé podle svého objevitele jako Brianchonova®® véta ¥ika, Ze
primky spojnic protéjsich vrcholu tecnového Sestiihelniku, tj. takového konvexniho
Sestitthelniku, jemuz lze vepsat kruznici, prochézeji jedinym bodem (ktery nékdy
byva nazyvan Brianchonovym bodem takového Sestithelniku). Dodejme, Ze ndmi po-

skytnuty diukaz nebyl prevzat z zadné literatury.

Véta 45. Primky spojnic tri dvojic protéjsich vrcholi tecnového sestiihelniku pro-
chazt jednim bodem (obr. 4.11).

Obrazek 4.11

Diikaz. Necht AqgBoCoDoEoEy je tetnovy Sestitthelnik. Bez Gjmy na obecnosti lze
predpokladat, Ze kruznice jemu vepsand je kruznici €. Ozna¢me A, B, C, D, E, F
body jejiho dotyku s jeho stranami [AgBo|, [BoCo], [CoDol, [DoEo], [EoFb], [FoAo]

v tomto poradi.

12Gaspard Monge |[¢ti ,,Gaspar Monz“] (1746-1818) — francouzsky p¥irodovédec, matematik a
revolu¢ni politik, pokladany za tvirce deskriptivni geometrie.

13Charles Julien Brianchon |[¢ti ,,Sarl Ziljen Brianson®| (1783-1864) — francouzsky matema-
tik a chemik.
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Podle vzorce (1.54) uvedeného na str. 50 v Lemmatu 4 dostavame pro komplexni
soutfadnice vrchola Ag, By, Co, Dy, Ey, Fy vyjadieni

2af 2ab 2bc 2cd 2de 2ef

aO:a+f7 O_a+b’ CO:b+Ca OZC‘I“d’ 60:d+6’ 0:6+f'

Dokazme nyni, Zze bod P, jehoz komplexni soufadnice p je uréena vztahem

]_9 _ abcd—abe f+abe f—ade f —bcde+cde f (4 12)
2 " abd+abe+acd—acf—ade—adf —bce—bc f —bde~+be f+cdf +cef ? :

je onim hledanym bodem, tj. Ze plati P € AyDg N BoFEy N CyFy. Pro prehlednost
jesté oznafme Citatel a jmenovatel zlomku na pravé strané vyjadreni (4.12) po radé
pismeny m a n.

Povsimnéme si nejprve zajimavé vlastnosti vyjadireni (4.12), kterou by vztah
pro komplexni soutradnici hledaného bodu mél splhovat, a sice, zZe zlstava nezmé-
néno pii libovolné cyklické zaméné komplexnich souradnic bodu A, B, C, D, E, F.
Opravdu, substitucemi (na néz se budeme dale v dikazu odvolavat jako na substi-
tuce 0) a - b, b —c,c—>d,d—e, e = f, f — a (ostatni cyklické zamény bychom
ziejmé dostali opakovanym pouzitim pravé téchto substituci) aplikovanymi na (4.12)
totiz dostaneme

/
]i _ bede—abed+abef—abe f —cde f+adef _—m Z_)
9 " bee+bef+bde—abd—be f —abe—cdf —acd—cef+acf+ade+adf 9’

—n

Navic tak zjistujeme, Ze po jednom uziti substituci o na vyrazy m a n plati m — —m
an— —n.

Nyni ukézeme, ze bod P lezi na piimce AyDy. Pro pomér bodu Agy, Dy, P dosta-

vame
P — aop p_QL]} g_a—ff m_a—ff
) . . at+f atf _ n atf __
)‘:<P7A07D0)_ —dn p_2d P cd — m __ cd
D 0 c+d 2 ct+d n c+d
_(atf)m—afn  n(c+d) _(a+f)m—afn c+d

n(a+ f) (c+d)m—cdn  (c+d)ym—cdn a+ f
Ozna¢me jesté x = (a + f)m — afn, y = (¢ + d) m — cdn, pak tedy

o c+d
oy a+f

Jelikoz vyraz —y zfejmé dostaneme troji aplikaci substituci o (tj. a — d, b — e,

¢c— f,d—a,e—ba f— ¢ pfitomm — —m an — —n) na vyraz x, mizeme nyni
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upravovat pouze vyjadieni z, které pak snadno prepiSeme na obdobné vyjadieni y.

Po dosazeni za m a n do vztahu pro x mame

x = (a+ f)(abed — abef + abef — adef — bede + cdef) —
— af (abd + abe + acd — acf — ade — adf — bece — bef — bde + bef + cdf + cef),

a po roznasobeni vSech zavorek dostaneme, Ze vyraz x ma hodnotu

a’bed — a*bef + a*bef — a’def — abede + acdef + abedf — abef? + abef* —
— adef? — bedef + cdef? — a*bdf — a’bef — a’cdf + a*cf? + a*def + a*df* +
+ abcef + abef? + abdef — abef* — acdf? — acef?,

ktera je po zrusSeni stejnych clent a preskupeni zbyvajicich rovna

a’bed — a’bef — a®bdf + abedf — a’edf + a’ef? + a*df? — acdf? — abede + abee f +
+ abdef — bedef + acdef — acef? — adef? + cdef? =
= (ab—af —be+ef) (acd — acf — adf + cdf).

Dostavame tak, ze
r=(a—e)(b—f)(acd — acf — adf + cdf) .
Pro y pak mame po trojim uplatnéni substituci ¢ na x

y=—(d—"0)(e—c)(adf —cdf —acd+ acf) =
=(b—d)(c—e)(acd —acf — adf + cdf),

tak pro pomér \ ziskavame vyjadreni

)= (a—e)(b— f)(c+d)(acd — acf — adf + cdf) _ (a—e)(b—f)(c+d)
(b—d)(c—e)(a+ f)(acd —acf —adf +cdf)  (a+ f)(b—d)(c—e)

Pro ¢islo komplexné sdruzené k A proto plati

s @—e)(b—f) (c+d)
@+ f)(b—d)(c—e)
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odkud s vyuzitim vztaht a@ = bb = ¢c = dd = ee = f f = 1 déle dostaneme

o G696+ =T a—ab-ferd
GrG-DE-D T arNe-de-a "

pomér A je tak redlny a ruzny od nuly, nebot a # —f a ¢ # —d, jak plyne
z riznobéznosti sousednich stran Sestithelniku AqByCoDoFEyFy, a bod P proto lezi
na primce AgDy.

Zbyva tedy overit, ze bod P je i bodem piimek ByEy a CyFy. AvSak ovéfent
téchto tvrzeni dostaneme jednou, resp. dvéma, aplikacemi substituci ¢ na pomér
(P; Ao, Dy), resp. provedeny vypocet.

A7 doposud jsme mlcky predpokladali, ze komplexni souradnice bodu P urcené

vztahem (4.12) je zavedena korektné, a sice, Ze je kone¢na, tj. plati
n = abd + abe 4+ acd — acf — ade — adf — bce — bef — bde + bef + cdf + cef # 0.

Tato podminka je viak ekvivalentni tomu, ze piimky AyDy, ByEy jsou riiznobézné!?,
jak za okamzik ukdzeme. Podle vzorce (1.30) z Definice 8, str. 34, lze podminku

AoDy } BoEy zapsat nerovnosti

do —ay , dyg—ag

—. 4.13
eo—bo © € — by (4.13)
Postupnou tpravou jeji levé strany dostaneme
2d _ 2af cd(atf)—af(ctd)
do—ao _ ord " arf _ _ @nerd)  _ cd(at f)—af(c+d) (a+b)(d+e)
co—by  FE -2 Eehodldid i de(a D) —ab(d+e) (atf)(ctd)
a pro jeji pravou stranu potom s vyuzitim vztaht a@d =bb=cc=dd =ee = ff =
obdrzime
T —  L(l _ 11,1 1 1) (1 1 atf—c—d  (a+b)(d+e
do—ao_d( ) af(c+d) G+i)E+:) _%_
— _ 7 1 1 (1 1 ~ atb—d—e a ct+d)
eO_bO de (a _) _E(E_'_E) (%+%) (%+é) abde %
atf—c—d (a+b)(d+e)

a+tb—d—c (a+f)(c+d)

4Poznamenejme, 7e lze dokdzat, Ze nerovnost n # 0 je stejné tak ekvivalentni podminkidm
riznobéznosti zbylych dvojic pfimek BoEy, CoFy, resp. CoFy, AgDy.
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(a+b)(d+e)

Puvodni nerovnost (4.13) tak po vydéleni nenulovym ¢islem @t Herd)

prejde do tvaru

cd(a+ f)—af (c+d)
de (a+b) —ab(d+ e)

a+f—c—d
a+b—d—e’

4

je tedy ekvivalentni nerovnostem

cd(a+ ) —af (c+ D] (a+b—d—e) £ (a+ f —c—d)[de (a+b) — ab(d +e)],
(acd + cdf — acf —adf) (a+b—d—e) # (a+ f — c—d) (ade + bde — abd — abe)

neboli po roznasobeni vSech zavorek

a’cd + acdf — a’cf — a’df + abed + bedf — abef — abdf — acd® — ¢d®f + acdf +
+ ad®f — acde — cdef + acef + adef #
#£ a*de + abde — a*bd — a*be + adef + bdef — abdf — abef — acde — bede + abed +
+ abce — ad*e — bd*e + abd® + abde,

odkud po zruSeni stejnych clenti a pfeneseni zbylych na levou stranu nerovnosti

dostaneme

a’bd + a*be + a*cd — a*cf — a*de — a*df — abce — abcf — abde + abef + acdf +
+ acef — abd® — abde — acd® + acdf + ad*e + ad*f + bede + bedf + bd*e — bdef —
—cd*f — cdef # 0.

Posledni nerovnost je déale ekvivalentni podmince

(a — d) (abd + abe + acd — acf — ade — adf —
—bce — bef — bde + bef + cdf + cef) # 0,

ktera po vydéleni nenulovym ¢&islem a — d piejde v pozadovanou podminku n # 0.
Komplexni soufadnice bodu P je tedy vyjadfenim (4.12) zavedena korektné a cely
ditkaz je tim hotov. Q.E.D.

Pozndmka. Za zminku stoji, Ze Brianchonova véta obecnéji formulované pro Sestit-
helnik opsany kuzelosecce (objevena roku 1806) je duélni k vété Pascalové (Véta 43
uvedend na str. 119, rovnéz v obecnéjsi formé), dokazané o bezmala 170 let dfive, a

to ve smyslu principu duality zndmého z teorie kuZelosecek a kvadrik.
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4.10 KruzZnice deviti bodu

Méjme dan obecny trojuhelnik ABC'. Za kruznici jemu opsanou muzeme bez Gjmy
na obecnosti zvolit kruznici €. Podle Véty 30, str. 85, je pak komplexni soufadnice

ortocentra V' tohoto trojthelniku urcena rovnosti (3.4), tj.
v=a+b+c

Oznacme jesté Ay, By, Cy po tadé stiedy stran [BC|, [CA], [AB], A’, B', C' paty

Obrazek 4.12

vysek na piimky téchto stran a A”, B”, C" st¥edy tusecek [AV], [BV], [CV] v tomto
poradi (obr. 4.12), tedy

b+c a+c a+b

a; = ) blz 9 ) = 9 )
a”—a+v—a+b+c b”—b+a+c c”—c+a+b
2 2 B 2’ - 2

Dale podle vzorce (1.59) uvedeného na str. 52 v Lemmatu 7 pro kolmy priamét bodu
na senu kruznice € dostavadme s vyuZzitim rovnosti a@ = bb = ¢¢ = 1 pro komplexni
soufadnice bodu A’, B’, C" vyjadieni
1 b 1 1 b
d==(atbte—2 ., V== <a+b+c—%>, d=-(a+b+c-2).
2 a 2 b 2 c
Pro takto zavedené body plati nasledujici tvrzeni, jehoz diikaz jsme prevzali z lite-
ratury |1, s. 71-74].

Véta 46. V kazdém trojuhelniku ABC' leZi body A,, By, C, A', B', C', A", B", C"

na jedné kruznici se stiedem splijvajicim se stiedem tusecky spojujici ortocentrum
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tohoto trojuhelniku se stredem kruznice jemu opsané a s polomerem rovnym poloviné

jejitho poloméru.

Diikaz. Oznac¢me E st¥ed usecky [OV]. Diky nasi volbé soustavy komplexnich sou-

fadnic v predchozim vykladu pak méme

at+b+c
2 b

tedy pro vzdélenost bodi A; a E dostavame

a+b+c b+c
2 2

| AL E| =

pritom je ziejmé, ze ke stejnému vysledku bychom dosli i v pfipadé boda By a (.

Pro vzdalenost bodi A” a E ziskdme

1

5"

a

2

b+c a+b+c

|A//E| —
2 2

a—+

Opét se snadno nahlédne, Ze pro body B”, C” by byl vysledek vypoctu stejny jako
pro bod A”.

Konecéné pro vzdélenosti bodi A" a F méame

be

|A'E| = il
2a

1
5

a+b+c 1( bc>‘
- a+b+c——
2 a

Vypocet vzdalenosti |B'E|, |C'E| by se provedl podobné se stejnym vysledkem. Do-
hromady tedy dostavame tvrzeni véty a dikaz je tim hotov. Q.E.D.

KruZnice z predchozi véty je znama jako kruznice deviti bodiu daného trojihel-
niku. Za zminku stoji, Ze jeji stted E lezi v pripadé nerovnostranného trojuhelniku
na Fulerové pfimce, jak je patrné ze zptsobu jeho zavedeni v tivodu dikazu.

Dodejme jesté, ze nékteré z deviti vyznamnych bodi spojenych s trojihelnikem
lezicich na jeho kruznici deviti bodi mohou splyvat, pficemz nejméné jich je pro rov-
noramenny pravouhly trojuhelnik, kde se jejich pocet redukuje na ¢tyfi.

Zejména v némecky mluvicich zemich je pak kruznice deviti bodi znama jako
Feuerbachova'® kruznice daného trojihelniku. Feuerbach sam kruznici deviti bodt

sice neobjevil (poprvé ji uvazoval Euler, proto se lze setkat i s oznac¢enim Eulerova

15Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) — némecky matematik, jen7 se zabyval geometrif.
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kruznice), jako prvni vSak dokazal néasledujici slavné tvrzeni znamé jako Feuerbachova

véta, jehoz diikaz, ktery zde prezentujeme, vychazi z knihy |1, s. 99-100].

Véta 47. KruZnice deviti bodi libovolného trojiuhelniku ABC, jenZ meni rouvno-
stranny, md vniting dotyk s kruznici jemu vepsanou (v bodé oznacovaném jako Feuer-
bachtv bod trojuhelniku, obr. 4.13) a v kaZdém trojuhelniku md vnéjsi dotyk se vsemi

tremi kruZnicemi jemu pripsaniymi.

Obrazek 4.13

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze trojuhelnik ABC' je vepsan
kruznici . Navic predpokladejme, Ze komplexni soufadnice vrcholu A, B, C' tohoto
trojihelniku jsou vyjadfeny pomoci kanonického znaceni A (a?), B (b?), C (c*) zave-
deného Definici 13 na str. 90. Vzorec (3.8) uvedeny ve Véty 31 na str. 90 v této situaci

udava komplexni soufadnici stfedu J kruznice trojuhelniku ABC vepsané v podobé
j=—(ab+bc+ ac).

Komplexni souradnici stfedu E kruznice deviti bodt podle predchozi véty dostaneme
jako polovinu souc¢tu komplexnich soufadnic vSech tii vrcholu trojuhelniku ABC,
proto

a4+ b + 2

5 (4.14)

e =
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Spo¢téme nyni s vyuzitim rovnosti aa = bb = ¢¢ = 1 vzdalenost d = |EJ| téchto

dvou stfedu:

2 412 4 2 1
d=|EJ| = %jtabjtbcjtac :§‘a2+b2+02+2(ab+bc+ac)‘:
1 1 - 1 1 1 1
:5‘(@—1—()—1—0)2‘zé(a+b+c)(6+b+é):§(a+b+c)<a+g+z>:
1 (a+b+c)(ab+ bc+ ac)
2 abc '
Povsimnéme si, ze podle odvozeného vzorce
1 2
d:\EJ|:§‘(a+b+c)‘ (4.15)
plati
b — _
d=0<la+b+c|l= L{ﬁc = [be+ e+ @b| = |ab+ be + ac| = [0.J] = 0,
abe

kde jsme vyuzili toho, Ze abc predstavuje jistou komplexni jednotku. Podminka
|OJ| = 0 pritom znamend pravé to, ze stfed O kruznice trojuhelniku ABC' opsané
lezi na vSech tfech oséch jeho vnitinich 1hld, coz pro jednotlivé osy nastane, pravé
kdyz usecka [AA,], [BB;], resp. [CC4] z obr. 3.8 na str. 92 je priumérem opsané kruz-
nice, tj. kdyz soutradnice jejich krajnich bodu A, B, resp. C' spliuji po fadé vztahy
a? = be, b? = ac, resp. ¢ = ab. Tyto tii rovnosti dohromady znamenaji podle po-
znamky uvedené na str. 94 za dikazem Véty 32 pravé to, ze trojuhelnik ABC' je
rovnostranny.

Polomér Feuerbachovy kruznice je roven poloviné poloméru kruznice trojuhel-
niku ABC' opsané, tedy v nasi situaci je roven % Urceme jesté polomér r kruznice
vepsané trojihelniku ABC, a to tak, Ze nalezneme komplexni soufadnici paty P
kolmice vedené jejim stfedem J napf. na piimku strany [AB]. Podle vzorce (1.59)
uvedeného na str. 52 v Lemmatu 7 a vypoc¢tu (3.9) provedeného na str. 91 pro ni

mame
1 - 1
p:—(a2+b2—|—j—a2b2j):§<a2+62—ab—bc—ac+azb

2
1 b b
C

2a+b+c> B
abc B
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Hledany polomér r vepsané kruznice tak dostavame jako vzdélenost bodua J, P, tj.

b b
M + ab + bc + ac

1
r:\JP\:‘§ a® +b* —ab— bc — ac + =

ab(a+ b+ c)
c

1
= _—|a®>+ b2+ + ab + be + ac

)

coZ je, s uvazenim platnosti |c| = 1, déle rovno

c(a2+b2)+ab(a+b+c)+c(ab+bc+ac)‘ =

a’c + b%c + a®b + ab® + 2abe + b + acz‘ =

a’b + ab® + b’c + bc? + a’c + ac® + 3abc — abe

N DN — DN —

I

odkud s vyuzitim vztahu |abc| = 1 dostaneme

7“—1 a?b + ab® + b*c 4 bc? + a’*c + ac® + 3abc 1‘_
2 abc
_‘1‘(a+b+c)(ab+bc+ac)_1‘_‘d_1‘
2 abe 2 20

Abychom nyni dokazali, Ze kruznice vepsana trojuhelniku ABC mé s jeho kruznici
deviti bodt vnitini dotyk, je tfeba ukazat, ze plati 0 < d < % 7, posledni rovnosti
totiz v tomto pripadé dostaneme
r:%—d neboli d:%—r, tj. d+r:%.

Platnost nerovnosti d > 0 (ktera znaci, ze doty¢né kruznice nejsou soustiedné) je
vsak zarucena, nebot trojuhelnik ABC podle predpokladu neni rovnostranny. Druha
nerovnost d < 3 je podle vzorce (4.15) ekvivalentnf podmince |a + b + ¢| < 1. Diky
nésledné odvozené rovnosti |a + b + ¢| = |OJ| tak mame dokazat platnost podminky
|OJ| < 1. Avsak stfed J kruzmice trojuhelniku ABC' vepsané je ziejmé vnitinim
bodem tétivy [C'Cy] kruznice jemu opsané (obr. 4.14), ktera v nasi situaci ma polomér
rovny jedné. Proto je jeho vzdalenost od poc¢atku O mensi nez jedna a tak nerovnost
d < % plati. To ovSsem znamené, ze kruznice vepsana trojihelniku ABC ma s jeho
kruznici deviti bodu vnitini dotyk, jak jsme méli dokazat.

Abychom nyni oveérili, ze kruznice deviti bodi mé rovnéz vnéjsi dotyk s kruznici

trojuhelniku pfipsanou s dotykem s jeho stranou [AB], sta¢i ve vSech provedenych
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Obrazek 4.14

vypoctech komplexni soutadnici
j=—(ab+bc+ ac) = —ab—bc — ac

stfedu J kruznice trojuhelniku ABC vepsané nahradit podle vzorce (3.12) uvedeného

na str. 93 ve Vété 32 komplexni soutradnici
Jjo = —ab+ bc + ac

stfedu Jo zminéné kruznice pripsané trojihelniku ABC'. To ovSem snadno provedeme
pouhou zdménou ¢ — —c¢, viadi niz je vztah (4.14) pro stfed Feuerbachovy kruznice
neménny. VsSechny vysledky tedy ztstanou stejné, krom vzorce svazujictho vzdale-
nost dg stfeda E kruznice deviti bodu a Jo kruznice pripsané trojuhelniku ABC
dotykajici se jeho strany [AB] s jejim polomérem ro. V této situaci totiz plati pod-
minka dc > % ekvivalentni nerovnosti |OJo| > 1, ktera je splnéna vzhledem k tomu,
Ze stied Jo oné pripsané kruznice lezi na prodlouzeni tétivy [C'Cy] za krajni bod C}
(obr. 4.14), tudiz ma od pocatku O vzdélenost vétsi nez jedna. Proto vychazi
1

re =do — 3 neboli do = 3 + re,

tedy kruznice deviti bodi mé s uvazovanou kruznici ptipsanou vnéjsi dotyk. Stejnym
zpusobem se dokaze tvrzeni véty pro zbylé dvé kruznice trojuhelniku ABC' pfipsané,
a tim je dikaz hotov. Q.E.D.
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4.11 Ptolemaiova nerovnost

Nyni uvedeme a s vyuzitim poznatki o polarité dvojpomeéru v zavislosti na uspo-
rfadani jeho bodu na kruznici ¢i pfimce dokdZeme vyznamné tvrzeni znamé jako

Ptolemaiova'®

nerovnost, které mj. obohati nase poznatky o tétivovych ctyiiahelni-
cich. Diikaz tohoto tvrzeni jsme prevzali z knihy |1, s. 64 a 65|, pfitom jeho diléi

korekce byly inspirovany ¢lankem [4].
Véta 48. Pro libovolné ctyri body A, B, C, D plati
|AB|-|CD|+ |BC|-|AD| > |AC| - |BD|, (4.16)

pricemZ rovnost zde nastane prdve tehdy, kdyZ alesponi nékteré dva body z dvojic
A, B, resp. B, C, resp. C, D, resp. A, D splyvaji nebo jsou vSechny ctyii po dvou
rizné a leZi na jedné kruznici nebo primce tak, Ze jsou uspordadany podle nékteré z per-
mutact ABCD, ADCB, BADC, CBAD (tj., cyklicky vzato, v abecednim potddku,

obr. 4.15).
D ¢ D
C
B
B
A A

— o — o —o— ——————o—o————o—
A B C D D A B C
C D A B B C D A

Obrazek 4.15

16Klatidios Ptolemaios (cca. 87 — cca. 166) — fecky geograf, astronom a astrolog a Fimsky
obdan, ktery pravdépodobné Zil a pracoval v egyptské Alexandrii.
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Diikaz. Uvodem piFipomefime obsah Lemmatu 1 ze str. 16, Ze pro libovolna dvé

komplexni ¢isla 2z, zo plati trojihelnikova nerovnost v podobé
|21+ 22| < a1] + |22f

pri¢emz rovnost v ni nastane tehdy a jen tehdy, kdyz alespon jedno z ¢isel zq, 25 je

nulové nebo jsou ob¢ nenulova a maji stejné argumenty, tj. ¢islo Z- je realné¢ kladné
¢islo.
Nerovnost (4.16), kterou mame dokazat, souvisi s napadné podobnou zajimavou

algebraickou identitou
(a—b)(c—=d)+(b—c)(a—d)=(a—c)(b—d), (4.17)
kterou nejprve pro libovolna komplexni ¢isla a, b, ¢, d ovérime. Skutecné

(a—b)(c—=d)+ (b—c)(a—d)=ac—ad—bc+bd+ ab—bd — ac + cd =
=ab—ad—bc+cd=(a—c)(b—d).

Odtud a z pfipomenuté trojuhelnikové nerovnosti pro ¢isla 23 = (a —b) (c —d) a

29 = (b — ¢) (a — d) dostavame, ze pro libovolna rizna komplexni ¢isla a, b, ¢, d plati
la—ble—d|+1b—clla—d| > |a—c||p—d],

coz dokazuje platnost vztahu (4.16), kdyz za a, b, ¢, d vybereme komplexni sou-
fadnice ¢ty bodiu A, B, C, D. Pfitom rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy,
kdyz z; = 0 nebo z, = 0, coz je splnéno v situacich a = b, b = ¢, ¢ = d,

piip. a = d, tedy jediné tehdy, kdyz splynou alespon nékteré dva body z dvo-

jic A, B, resp. B, C, resp. C, D, resp. A, D, nebo komplexni ¢islo % je
realné kladné ¢islo neboli ¢islo gf_g : g%i’l = (B, D, A,C) je realné zaporné ¢islo, coz

mj. podle Véty 21 uvedené na str. 59 znamena, ze body A, B, C', D jsou koncyklické
nebo kolinearni.

Podle Véty 27, str. 70, o polarité dvojpoméru (A, B, C, D) vzhledem k usporadani
jeho bodu na kruznici nebo piffmce je nadm znédmo, Ze je zaporny pro permutace
ACBD, ADBC, BCAD a BDAC'. Po provedeni piislusnych substituci A — B,
B — D,C — A, D — C a abecednim usporadani vzniklych permutaci dostaneme,
ze dvojpomér (B, D, A,C) je zaporny pro permutace ABCD, ADCB, BADC a
CBAD, jak mélo byt dokazano. Q.E.D.
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Z pravé dokazané véty dostavame bezprostfedné nasledujici tvrzeni znamé jako

Ptolemaiova véta:

Disledek 7. V libovolném tétivovém ctyrihelniku je soucet soucinid délek jeho pro-

tilehlijch stran roven soucinu délek jeho uhlopricek.

Zaroven vsak plati i vysledek k Ptolemaiové vété opacny, jak plyne z tvrzeni
o piipadu rovnosti v Ptolemaiové nerovnosti. Vedle prvniho kritéria (Dusledek 4
na str. 64) tak dostavame druhé kritérium pro tétivové ¢tyruhelniky nékdy nazyvané

Ptolemaiovo kritérium tétivového ctyrihelniku:

Disledek 8. Konvexni ctyrihelnik je tétivovy tehdy a jen tehdy, kdyZ soucet soucini

délek jeho protilehlych stran je roven soucinu délek jeho uhlopricek.

Odtud navic ziskdme elegantni kritérium pro harmonické ¢tyiuhelniky (viz tvahy

bezprostiedné predchazejici poznamku na str. 71):

Disledek 9. Konvexni ctyrihelnik je harmonicky, prave kdyZ se oba souciny délek

jeho protilehlyjch stran rovnaji poloviné soucinu délek jeho wuhlopTicek.

Pozndmka. Ptolemaiova véta je spojovana se slavnym feckym astronomem Klatudiem
Ptolemaiem, ktery ji pouzil ve svém nejznaméjsim dile Almagest k vypoctum délek
tétiv kruznice v zavislosti na jejich stfedovém tuhlu. Zrejmé vSak byla znama jiz
pred Ptolemaiem, nebot ke stejnému tucelu jako on ji pouzil o vice nez dvé stoleti
difve Fecky astronom Hipparchos!”. Pozdéjsim vysledkem je pak Ptolemaiova nerov-
nost objevena az o vice nez pul druhého tisicileti pozdéji Leonhardem Eulerem a

pojmenované na Ptolemaiovu pocest.

Dalsim snadnym dtsledkem dokédzané Ptolemaiovy nerovnosti, o kterém se zmi-
nime, je prvni z implikaci Pythagorovy véty (Véta 35, str. 107).

Predpokladejme, 7ze ABC' je trojuhelnik s pravym thlem pifi vrcholu C, a
dopliime jej na rovnobéznik, tedy pravoihelnik ABCD. Podle Thaletovy véty
(Véta 36, str. 108) je ACBD tétivovy ¢tyfiuhelnik (se shodnymi thlopfickami, pri-

méry opsané kruznice, obr. 4.16), takze plati
|AC] - [BD| + |BC| - |AD| = |AB| - |CDJ,
jez s ohledem na rovnosti |AC| = |BD|, |BC| = |AD|, |AB| = |C'D| ptejde v

|ACJ” + |BC|* = |ABJ*.

"Hipparchos (cca. 190 p¥. n. . — cca. 121 pt. n. L.) — jeden z nejvétsich antickych astronomii,
ktery sestavil prvni velky katalog hvézd.
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C
Obrazek 4.16

4.12 Pappova véta

Na tomto misté uvedeme véetné dikazu vyznamné tvrzeni, jez ukazuje zasadni roli
dvojpoméru ¢ty kolinedrnich bodu v ramci projektivni geometrie. Diikaz tohoto

tvrzeni uzitim komplexnich soutradnic nebyl pfevzat z zadné literatury.

Véta 49. Necht q1, q2, q3, q4 jsou Ctyri navzajem rizné primky protinajici se v jedi-
ném bodé P. Necht r je libovolnd primka protinajici primky qi, q2, q3, q4 ve ctyrech
riznyjch bodech A, B, C', D v tomto potadi. Pak hodnota dvojpoméru (A, B,C, D)

nezavist na umistent primky r.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme pocatek O soustavy komplexnich souradnic
ztotoznit s bodem P. Primky q1, ¢2, q3, ¢4 pak kromé pocatku O jisté prochézeji jesté
nékterymi dalsimi ¢tyfmi riznymi body K, L, M, N s poc¢atkem O nesplyvajicimi
tak, ze zadna z jejich komplexnich soutadnic £, [, m, n neni redlnym nasobkem
jiné (opak by znamenal, Ze néktera dvé ze ¢tyt piimek g1, ¢o, ¢3, g4 jsou totozné;
obr. 4.17).

K pfimce r a ji odpovidajici ¢tverici riznych bodua A, B, C, D budeme hledat
vyjadieni komplexnich soufadnic ¢, d pomoci komplexnich soufadnic a, b, m, n.

Bod C' je prusecikem riznobéznych piimek r = AB, g3 = OM. Jeho komplexni
souradnici ¢ tedy dostaneme podle vzorce (1.42) uvedeného na str. 45 v Lemmatu 2

(po provedeni piislusnych substituci z — ¢, ¢ = m a d — 0) jako

CcC = —=

(ab—ab)m+ (b—a)-0 (ab —ab) m
—(@-b)m+(a—-b)ym (a—bym—(@a—>b)m’

a odtud bychom zaménou m — n (a m — 7) obdrzeli vyjadieni komplexni soutrad-
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Obrazek 4.17

nice d bodu D, které zde nebudeme explicitné vypisovat.
Pro pomér (C; A, B) = ¢ tak mame

(agfab)m _ _
c—a  (a—bym—(a-b)m —a (ab—ﬁb)m—a(a—b)era(E—b)m

c—b  _(ad-aym . (ab—ab)m—bla—b)m+b@—bm
(afb)mf(afb)m
B abm — abm — a®m + abm + aam — abm B abm + aam — abm — a*m
"~ abm — abm — abm + b2m +abm — bbm  abm — abm + b2m — bbm, |

a odtud vyse zminénou zaménou komplexni soufadnice m za n dostaneme pro pomér
) _d=a iz qFens
(D; A, B) = %= vyjadfeni

2

d—a_abﬁ+a6n—6bn—aﬁ

d—b  abn — abm + b2 — bbn

Nyni mame pfipraveno vse k tomu, abychom vyjadiili dvojpomér (A, B,C, D) =

= &= % bodu A, B, C, D v zavislosti na komplexnich soutadnicich a, b, m, n.
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Pocitejme

c—a.d—a_aberaEm—Ebm—azm'abﬁ+a6n—ﬁbn—a2ﬁ_
c—b d—b  abm — abm + b2m — bbm  abn — abm + b21m — bbn
(abm + aam — abm — a*m) (abn — abl + b*7 — bbn)

B (abm + a@n — abn — a?n) (abm — abm + b*m — bbm)

Odtud budeme upravovat ¢itatele posledniho zlomku samostatné, jelikoz se od jme-
novatele lis{ pouze zaménou komplexnich soutadnic m a n. Po roznasobeni obou jeho

zévorek dostaneme

a’bbmn — a*v*mn + ab®>mn — ab’bmn + a*abmn — a’abmn + aab*mn — aabbmn —

— aabbmn + aab*mm — ab>mm + ab*bmn — o’bmn + a3bmn — a*b*mn + a*bbmn,

coz je po secteni stejnych ¢lent a jejich nasledném preskupeni rovno

avmm — a*bmn — a*abmn + a*abmn — 2a*b*mn + 2a’bbmn +
+ 2aab®mm — 2aabbmn + ab*mn — ab’*bimn — ab*mm + ab*bmn =
= a’ (abm — abmn — abmm + Egmn) — 2ab (abm — abmn — abmm + Egmn) +
+b? (abmn — abmn — abma + abmn) = (a® — 2ab + b*) (am —am) (bn — bn) =
= (a —b)* (am — am) (bm —bn) .
Jmenovatel zkoumaného zlomku je pak analogicky roven vyrazu

(a —b)? (am — an) (bm —bm) .

Dohromady tak dostavame, ze

(A,B,C,D):<a bg m —am) (b —bn) _ (am —am) (b7 — b
(a—0)"(

Nyni pripomenme, ze A, B jsou proménné body pevnych piimek ¢ = OK,
resp. g2 = OL, takze jejich souradnice jsou zfejmé tvaru a = ak, resp. b = I, kde pa-
rametry «, ( jsou realna ¢isla (raznéa od nuly, nebot A # O # B podle predpokladu

véty). Dosazenim téchto vyjadieni ¢isel a, b do odvozeného vzorce pro dvojpomér



4.12. PAPPOVA VETA 139

(A, B,C, D) dostaneme

B af (km — Em) (lﬁ — Zn) B (km — Em) (lﬁ — Zn)
A B G D)= G =) (m—Tm) (b —Fon) (i —T) Y

Hodnota dvojpoméru (A, B, C, D) tudiz zavisi pouze na umisténi piimek ¢, ¢2, g3, g4,

nikoliv v8ak na poloze primky r, jak mélo byt dokazano. Q.E.D.

Pozndmka. Povsimnéme si, ze podminka, ze zadné z komplexnich soufadnic k, [, m, n
bodu K, L, M, N neni redlnym nasobkem jiné odpovidé tomu, Ze hodnota dvojpo-
méru (A, B, C, D) udané vzorcem (4.18) je realna (tedy i koneéna) a rizna od nuly i
jedné. Posledni moznost by totiz znamenala

(km — Em) (lﬁ — Zn)

(ki — ) (i —Tm)

coz je ekvivalentni tomu, ze

(k:m — Em) (lﬁ — Zn) = (k:ﬁ — En) (lm — Zm) ,

klmmn — klmn — klmn + klmn = klmn — klmn — klmn + klmn,

odkud po zruSeni stejnych ¢lenii na obou stranach posledni rovnosti a jednoduché

tupraveé dostaneme
klmn + klmn = klmn + kimn neboli kl (mn — mn) = kl (mn — mn) ,

pricemz hodnota vyrazu v zavorkach vystupujicich na obou stranéch posledni rov-
nosti je nenulova, nebot opak by znamenal
Cee m
mn =mn cili — = (—),
n n
jelikoz n # 0, tedy rovnéz m # 0. Tuto moznost vSak pozadavek m # tn, t € R*
vylu¢uje, proto by muselo platit kl = ki, aviak i tato eventualita je ze stejného

divodu vyloucena.

Pappova!® véta, kterou v pozdné-antickém Recku dokazal Pappos z Alexandrie,
byva obvykle uvadéna v ponékud odlisném, avsak zrejmé ekvivalentnim znéni, ze kte-

rého je patrnéjsi jeji vyznam v projektivni geometrii:

18Pappos z Alexandrie (cca. 290 — cca. 350) — jeden z poslednich starovékych feckych mate-
matikl, znaAmy svym dilem Synagogé ¢ili Shirka.
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Obrazek 4.18

Véta 50. Necht q1, g2, q3, qu4 jsou Ctyri vzdjemné rizné primky protinajici se v je-
diném bodé P. Necht libovolné primky 11, ro protinaji primky qi, q2, q3, s prdavé
ve ctyrech ruznych bodech A, B, C, D, resp. Ay, By, Ci, D1 v tomto poradi
(obr. 4.18). Pak dvojpomer (A, B,C, D) je roven dvojpomeéru (A, By, Cy, Dy).

Reci projektivni geometrie tedy Pappova véta tvrdi, Ze stfedové promitani ¢tve-
fice kolinearnich bodu na obecné jinou c¢tverici kolinearnich bodu zachovava jejich

dvojpomeér.



Zaver

Hlavni smysl pfedlozené rigorézni prace vidim v zavrSeni a sjednoceni veskeré prace,
kterou jsem na tomto tématu vykonal béhem svého bakalarského a magisterského stu-
dia. Domnivam se, Ze jeji prednost a hlavni piinos spoc¢iva ve zpracovani netradi¢niho
tématu, které v ¢eské ani zahraniéni matematické literatufe neni vyrazné zastoupeno.
Prace by tak jisté mohla najit svoje vyuziti jako doplnék zékladniho vysokoskolského
kurzu geometrie, ktery v soucasnosti spojeni komplexnich ¢isel s geometrickymi apli-
kacemi ponékud opomiji. Zarovenn umoznuje ¢tenaii vazanému na ¢esky psanou ma-
tematickou literaturu seznamit se s poznatky, jakymi jsou tvrzeni o Mongeové bodé
nebo vysledky oznacované jmény Newtona ¢i Gausse, které nebyvaji béznou soucasti
nasich geometrickych ucebnic.

Jsem si dobfe védom toho, Ze téma eukleidovské geometrie v komplexni roviné
neni predlozenym textem ani zdaleka vycCerpano. Tato prace se napt. nevénuje hlou-
bé&ji studiu rovnostrannych trojihelnika, slozitéjsim geometrickym zobrazenim (ex-
plicitné je uzivano jen posunuti a otoceni), neni ani rozebrano bohaté vyuziti po-
dobnosti trojuhelnika ani praktické aplikace v prirodnich védéach, zejména fyzice.
Teémto a dalsim otdzkam je proto vénovano moje doktorské studium a bude o nich

pojednévat moje budouci disertacni prace.
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